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Nomenclature
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S : sous-espace de dimension réduite engendré par les modes POD
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#Y), & : mode POD d’indice j et matrice des modes POD

a;,j ) amplitude issue de la projection du cliché & l'instant & sur le mode POD ¢

a) : amplitude associée au mode POD ¢ et vecteur d’amplitude & I'instant &

Ps : projecteur orthonogal sur le sous-espace S
<, > : opérateur de moyenne temporelle

Aj 1 valeur propre associé¢e au mode POD o)

R : opérateur aux valeurs propres

Npop : nombre de modes POD de la troncature
C(t,t") : tenseur des corrélations temporelles

D;,L;;,Ciji, : termes constants, linéaires et quadratiques du modele réduit POD-Galerkin
basé sur les champs fluctuants

Filtre de Kalman

X}, : vecteur d’état

Y. : vecteur des observations POD

S : vecteur des observations film chaud
I}, . opérateur des équations d’états

H. . opérateur des observations

G, : opérateur des observations entre Y et Sy
P, : matrice de covariance

K}, : gain de Kalman

P,f,v : matrice de covariance empirique
K} : gain de Kalman empirique

my : moyenne empirique

J : fonctionnelle cout

Wi, Vi @ bruits blancs des équations d’états et d’observations
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Général
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SVD Singular Value Decomposition



Introduction

Les écoulements rencontrés dans les applications environnementales ou industrielles
sont généralement instationnaires et couplés a d’autres phénomenes physiques. Le nombre
de degrés de liberté nécessaire a une description précise de leur dynamique est donc tres
important. La modélisation de ces phénomenes physiques implique des cotits de calculs
prohibitifs pour leur modélisation, en particulier pour ceux qui reposent sur une solu-
tion de systeme d’équations aux dérivées partielles comme, par exemple, la résolution des
équations de Navier-Stokes completes pour la simulation numérique d’écoulements turbu-
lents. Une approche possible consiste a remplacer les équations d’états, par un modele de
plus faible dimension et a réduire ainsi le temps de calcul. La modélisation d’ordre faible
ainsi construite doit permettre une approximation fidele de 1’évolution spatio-temporelle
de I'ensemble des quantités physiques considérées tout en induisant une réduction si-
gnificative du nombre de degrés de liberté du modele. On s’intéresse ici a 1’écoulement
autour du profil d’aile NACA0012 a différents angles d’incidence et a différents nombres
de Reynolds.

L’approche retenue dans le cadre de cette these est basée sur la projection de Galerkin
du modele physique sur une base de dimension réduite déterminée par décomposition
orthogonale aux valeurs propres ou Proper Orthogonal Decomposition (POD). Grace a
sa propriété d’optimalité, la POD permet de définir, a partir d’'un ensemble de solutions
d’un écoulement, issues d’une base de données numériques ou expérimentales, la meilleure
approximation de la base de données des champs de 1’écoulement d’un point de vue éner-
gétique a l'aide d'un nombre limité de fonctions propres. Une méthodologie de réduction
de modele, dénommée POD-Galerkin, permet ensuite de définir un modele réduit d’écou-
lement par projection de Galerkin des équations de Navier-Stokes sur la base POD. Le
modele réduit correspondant est un systeme d’équations différentielles ordinaires de faible
dimension qui gouverne 1’évolution des coefficients temporels associés aux modes POD.
Afin d’utiliser un modele d’ordre réduit pour la reconstruction d’écoulement, sa préci-
sion et robustesse doivent étre garanties. Il doit en effet reproduire le plus fidelement
possible la dynamique complexe contenue dans la base de données expérimentales et en
méme temps étre robuste aux variations des parametres d’entrée ou a ’évolution de la
configuration de ’écoulement.

Dans cette these, la POD sera tout d’abord utilisée afin de définir une base réduite de
I’écoulement a partir des données expérimentales d’écoulement mesurées par vélocimétrie
par images de particules (PIV) autour d'un profil d’aile NACA0012 a différents angles
d’incidence et nombres de Reynolds. Des techniques de correction, ou de calibration, issues
de I'assimilation séquentielle de données sont ensuite appliquées aux modeles de dimension
réduite correspondant aux configurations étudiées de fagon a obtenir une prédiction de la
dynamique de référence la plus précise possible.



Cette these se place donc dans le cadre de I'application de méthodes issues de ’assimi-
lation séquentielle de données sur le modele réduit POD-Galerkin pour la reconstruction
d’écoulements instationnaires. L’assimilation de données est ’ensemble des techniques qui
permettent de combiner de facon optimale I'information mathématique contenue dans les
équations modélisant le phénomene et 'information physique provenant des observations,
en vue de reconstituer I'état du systeme au cours du temps. L’état optimal est défini dans
le sens de I’état le plus vraisemblable par rapport aux observations et au modele. L’ob-
jectif est de corriger la trajectoire du modele a partir d’informations passées et présentes
chaque fois qu’une observation est disponible afin d’établir une prédiction de 1’état du
modele au pas de temps suivant.

Deux types de processus sont alors a distinguer : les processus dont on ne connait que
les statistiques et les processus qui peuvent étre représentés par des équations. A partir
de ces processus, deux principales classes de méthodes d’assimilation de données peuvent
étre définies : les méthodes séquentielles et les méthodes variationnelles. Les méthodes
variationnelles cherchent a identifier ’état du systeme a un instant, en utilisant des ob-
servations passées, présentes ou futures. Elles se placent dans un cadre déterministe ou
le modele est considéré comme étant exact. Les données vérifient ainsi les équations du
modele, généralement des équations aux dérivées partielles. Les méthodes séquentielles
se placent quant a elles dans un cadre stochastique ou la dynamique du systeme est
considérée comme chaotique et 1’évolution du modele est considérée comme un proces-
sus aléatoire. Elles ne tiennent compte que des observations disponibles avant l'instant
d’analyse. L’objectif est en général de minimiser ’écart-type, représentant la dispersion
de l'estimation de I’état du modele. Ces méthodes sont particulierement adaptées aux
méthodes d’inférence bayésiennes dont le but est de prédire les quantités d’intérét et de
les corriger ensuite étant donné une nouvelle observation.

Dans le cas d’'une application a un écoulement incompressible, on considere 1’écoulement
comme un état caché non directement mesurable d’un processus (Xj). Cet état caché est
alors relié & des mesures observées selon un processus (Y}) par des modeles stochastiques
qui prennent en compte les caractéristiques essentielles du phénomene physique étudié.
On suppose de plus que sont définis un modele d’évolution de 1’état du systeme, reliant
deux états successifs x,_; et xy, représenté par la densité de probabilité p(xy|xk_1), et un
modele de mesure, reliant une observation y; a 1’état caché zy, représenté par la densité de
probabilité p(yx|xy). Les modeles stochastiques ainsi définis permettent de déterminer la
densité a posteriori p(x|y1.x) qui va déterminer le type de méthode d’inférence bayésienne
a utiliser, en fonction de ses propriétés.

Dans ce travail, I'état (X}) du systeme sera représenté par les coefficients temporels
de la POD. Les observations résolues en temps seront de trois natures différentes : co-
efficients de projection temporels de la POD, sous-échantillonnée ou non et signal de
tension fournis par une sonde film chaud. Selon la nature des observations utilisées dans
le processus d’assimilation des données, les cas listés ci-dessous sont étudiés. Les dépen-
dances statistiques entre états cachés et mesures selon ces différents cas seront également
représentées.

1. Le premier cas test est celui ou les observations sont de méme nature que les va-
riables d’état et le vecteur d’observations contient des observations pour chaque



instant du calcul. Les observations utilisées dans ce cas correspondent aux coeffi-
cients de projection temporels de la POD.

Etat caché e Xy X X1

Processus observé - - - Yi_1 Y3 }'Vk.—&-l

2. Pour le second cas, les observations sont de méme nature que les variables d’état
mais le vecteur d’observations ne contient pas d’observations a tout instant, on dit
alors que des observations sont manquantes. Les observations utilisées sont les coeffi-
cients de projection temporels de la POD dont la répartition est sous-échantillonnée
selon un taux 7,4, correspondant au pourcentage de données manquantes.

Etat caché - X - X Xk -

Processus observé - - - Vi1 Yy o Yk-&-l

3. Enfin, le troisieme cas est celui ou les observations sont de natures différentes des
variables d’états. Les observations utilisées ici sont obtenues par mesures ponctuelles
de scalaire qui suivent un processus (S) différent du processus (Yy).

Etat caché S X1 Xk Xir1
Yi1 P Yit
Processus observé - .- Se_1 Sy, Sht1

Organisation du manuscrit

Ce mémoire est constitué, outre ce chapitre introductif et la conclusion générale, de
cinq chapitres et cinq annexes. Il est organisé de la maniere suivante :

Le premier chapitre est consacré a un bilan bibliographique général des méthodes de
réduction de modele ainsi que de méthodes d’assimilation de données. Sans étre exhaustif,
un rappel est donné sur les principales méthodes utilisées en assimilation séquentielle et
variationelle de données.



La chapitre 2 donne les bases mathématiques principales des méthodes utilisées dans
le cadre de cette these. La premiere partie de ce chapitre est consacrée a un rappel
sur la POD et la construction du modele réduit POD-Galerkin. La seconde partie pose
les hypotheses réalisées sur les modeles stochastiques et donne les équations récurrentes
permettant l'inférence bayésienne sur un modele de Markov caché. Le cas d’'un modele
linéaire est tout d’abord présenté avec le filtre de Kalman linéaire. Les bases des méthodes
d’approximation numérique par échantillonnage aléatoire, appelées méthodes de Monte
Carlo, sont également données. Les principaux algorithmes non optimaux de Kalman
(Filtre de Kalman étendu EKF, filtre de Kalman d’ensemble EnKF) sont également dé-
crits. Ce chapitre se clot sur I'estimation de parametres dans les modeles a espace d’états
par algorithme EM (FEzpectation Mazimization). Sont introduits a cet effet le lisseur de
Kalman et le principe de maximum de vraisemblance.

La chapitre 3 est consacré a la description du dispositif expérimental et des techniques
utilisées pour acquérir les données expérimentales utilisées au cours de ce travail. Le
dispositif expérimental et le principe général de la technique des mesures par PIV et
anémométrie film chaud sont rappelés. Des éléments de bibliographie sur les écoulements
autour de profils d’aile a faible nombre de Reynolds sont également donnés. Les résultats
obtenus sur le profil d’aile utilisé dans cette étude sont présentés et discutés.

Le chapitre 4 est consacré a la modélisation de dimension réduite des différentes confi-
gurations expérimentales. Les méthodes d’inférence bayésienne présentées au chapitre 2
sont appliquées aux modeles réduit POD-Galerkin représentant les écoulements mesurés
par PIV autour d'un profil NACA0012. Les différentes méthodes d’inférence utilisées sur
les modeles d’ordre réduit sont comparées en fonction de la complexité de la dynamique
a reconstruire. L’inférence bayésienne sur des ensembles d’observations contenant des
données manquantes est ensuite réalisée a 1’aide de 'algorithme EM .

Le chapitre 5 aborde le probleme d’une estimation utilisant des observations issues
d’un signal fourni par une sonde a film chaud située hors de la zone de mesure PIV.
La régression PLS (Partial Least Square) est tout d’abord utilisée afin de définir un
opérateur de transition entre les variables d’états du modele réduit POD-Galerkin et les
observations issues d’une sonde a film chaud. Cette méthode permet ensuite de définir un
modele statistique bayésien permettant de tenir compte d’observations de nature physique
différente de celle des variables d’état. La reconstruction de I’écoulement est alors réalisée
a laide du filtre de Kalman d’ensemble et validée par une statistique du 2.

Le présent mémoire s’acheve par une conclusion qui résume les principales contributions
de la these et présente les perspectives qui en découlent.
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1 Meéthodes de réduction de données

La premiere partie de ce chapitre décrit la modélisation d'un systeme physique par
systeme dynamique. La seconde partie est consacrée a un état de l'art sur la POD et
la modélisation réduite a partir de la POD. La troisieme partie aborde le probleme du
controle du modele réduit basé sur la POD. La quatrieme partie est, quant a elle, consa-
crée a une présentation générale de ’assimilation de données. Les principales méthodes
séquentielles et variationnelles d’assimilation de données y sont évoquées.

1.1 Systemes dynamiques

La modélisation d’'un phénomene physique requiert en général la résolution d'un sys-
teme dynamique composé d’un ensemble d’équations aux dérivées partielles noté sous la
forme symbolique suivante :

F:V—W
()9 2 4 Fu) =0

ot
U<O> = Ug

ou V et W sont des espaces de Hilbert de dimension infinie, u(t) € V' I'inconnue du pro-
bleme physique et I’ 'opérateur différentiel décrivant le systeme d’équations du phéno-
mene physique étudié. La solution de ce systeme dynamique est caractérisée par un cer-
tain nombre de variables indépendantes et fournit une description du phénomene physique
étudié. Dans le cadre de ce travail, le systeme dynamique correspond aux équations de
Navier Stokes. Pour les systemes dynamiques issus de problemes physiques la dimension
de l'espace des états est généralement tres importante. La simulation numérique d’écou-
lements turbulents a I'aide des équations de Navier-Stokes completes implique ainsi un
cott de calcul tres important. L’utilisation de modeles dynamiques a faible nombre de
degrés de liberté s’avere donc nécessaire afin de diminuer ce cotit de calcul. L’objectif
des modeles réduits est de capturer les caractéristiques essentielles de I’écoulement et de
permettre une description des structures cohérentes de la dynamique de 1’écoulement. Les
équations de ces modeles réduits sont souvent obtenues par des techniques de projection
des équations du modele d’ordre élevé sur une base de dimension réduite préalablement
définie, ce qui permet au systeme dynamique réduit de conserver une partie des propriétés
du systeme initial et de se limiter a la recherche d’une solution approchée.

Parmi les méthodes de réduction pour les systemes linéaires, on peut citer celle de la
troncature équilibrée (ou balanced truncation) (Moore, 1981) et celle s’appuyant sur la
construction de sous-espaces de Krylov (Willcox, 2000). Ces méthodes sont basées sur la
théorie du controle optimal afin de réduire la taille du systeme. Dans le cas de systemes
non linéaires et des systemes de grande taille, ces méthodes ne sont pas utilisables directe-
ment. Pour les systéemes non linéaires, des méthodes dites empiriques ont été développées.
Parmi ces méthodes on peut citer la projection sur les bases de Lagrange et d’Hermite.
Des exemples de modeles réduits construits avec des bases de Lagrange peuvent étre
trouvés dans Holmes et al. (1996).

Dans leur travail sur ’écoulement dans une cavité, Ito and Ravindran (1998) et Ravin-
dran (2000b) montrent que I'utilisation d’une telle base permet d’améliorer la performance
du modele. Parmi les autres méthodes de réduction existantes, on peut citer les méthodes
utilisant des réseaux de neurones (Li et al., 2008), les ondelettes (Nguyen van yen et al.,



2009) ou I'empirical mode decomposition (Foucher and Mazellier, 2011). Existent égale-
ment des méthodes spécifiques au type d’écoulement considéré comme les vortex model
(Protas, 2008). La taille de la base utilisée dans les méthodes de réduction peut cependant
devenir tres importante si on considere un écoulement complexe sur une période de temps
longue. La décomposition orthogonale aux valeurs propres (POD) est un moyen efficace
de répondre a ce probleme, elle reste encore la méthode la plus utilisée en mécanique des
fluides.

1.2 Décomposition Orthogonale aux Valeurs Propres

La Décomposition Orthogonale aux valeurs Propres ou Proper Orthogonal Decomposi-
tion (POD) est une méthode d’analyse de données qui permet d’approximer un systeme
physique de dimension élevée par un autre systeme de dimension plus réduite. Elle a
été introduite en mécanique des fluides par Lumley (1967) afin d’identifier les structures
cohérentes au sein d’écoulements turbulents incompressibles. La POD est utilisée depuis
dans de nombreux domaines comme la reconnaissance de formes, la compression d’image
ou la prévision météorologique et est connue sous plusieurs appellations : décomposition
de Karhunen-Loeve (Loeve, 1955), analyse en composantes principales (Joliffe, 1986),
fonctions propres de Sobolev et décomposition en fonctions empiriques. Initialement uti-
lisée comme un outil de post-traitement des données, la POD a été est largement utilisée
depuis pour développer des modeles physiques simplifiés d’ordre réduit afin d’approximer
les équations de Navier-Stokes pour la reconstruction et le controle d’écoulements.

La POD est une méthode linéaire qui consiste a déterminer une base orthogonale et
ordonnée qui va servir a approximer de maniere optimale des données, appelées géné-
ralement clichés (ou snapshots), connues sur un ensemble discret ou continu de grande
dimension. Les clichés sont par exemple les solutions d’un modele réduit ou des mesures
expérimentales obtenues a différents instants. Cette base va ensuite permettre de créer et
d’identifier les degrés de liberté les plus représentatifs de ces données dans un sous-espace
de dimension faible et de construire un modele de dimension réduite grace a la projection
de Galerkin.

1.2.1 Définition générale de la POD

On considére un processus spatio-temporel aléatoire u(X) avec X = (z,y,t) défini sur
H(Q). L’espace H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (.,.)g et de sa norme
induite |.[l; et © un domaine spatio-temporel tel que Q = X x [0,T] avec X C R? et
T > 0. L’espace H est ici 'espace L*() des fonctions de carrés intégrables ot le produit

scalaire est défini par (®,V) = / P(X)U(X)dX, ¥V &, ¥ € L*(Q).
Q

La POD est une méthode d’approximation dont le but est de déterminer une base
orthogonale et ordonnée, ou base modale, afin d’approximer au mieux le processus u sur
un sous-espace de dimension Nppp. La POD va permettre d’obtenir une représentation
fidele du processus u a partir de I’extraction de cette base modale qui pourra étre tronquée
a un certain rang Npop. L’approximation recherchée de u est de la forme suivante :

Npop

uX)~ Y (u,P;)P(X) (1.1)

=1



La condition d’optimalité de cette base, au sens du produit scalaire considéré sur ’espace
fonctionnel H, consiste a déterminer les modes ®; € H(2) orthonormés qui minimisent
I'erreur quadratique suivante :

Npob

(lu = (u®)®:(X)]) (1.2)

i=1

ou, dans le cas général, (.,.) désigne la moyenne d’ensemble sur une famille de réalisations
{u"},_, - Les modes POD sont alors les solutions successives du probleme d’optimi-
sation sous contrainte suivant :

®, 1 = Argmax((u — P;u,¥)%) avec (U,0) =1 (1.3)
VEH(Q)

ou P; est le projecteur orthogonal sur le sous-espace constitué par les iémes premiers
modes {®1,P,,..,0;}. Ainsi, la POD revient a chercher en moyenne les modes {®4,...®;} .,
déterministes les mieux corrélés aux réalisations discrétes de la variable aléatoire u(X)
(Lumley, 1967). Cela revient alors & maximiser la norme de la projection de u sur la
droite vectorielle de direction ¥ en moyenne sur H*(Q) indépendamment de la norme du
mode W. Ce probleme admet la formulation équivalente suivante :
\\} 2

Wg{%)% ot H*(Q) = HQ\{0} et (T,0)=1 (1.4)
Ce probleme admet au moins une solution et sa résolution va permettre de définir une
base optimale pour la représentation de u. Cette décomposition de u dans cette base est
sa POD.

La projection de Galerkin sur la base des modes POD s’applique a des systemes
dynamiques non linéaires et permet dans le cas de fluides incompressibles d’assimiler
les équations de Navier-Stokes a un systeme d’équations différentielles ordinaires dont le
second membre est polynomial et quadratique. Les modes issus de la POD correspondent
alors aux structures d’énergie cinétique maximale. Une revue détaillée de la POD peut
étre trouvée dans Sirovitch (1987), Aubry et al. (1988), Holmes et al. (1996), Delville
et al. (1999), Cordier et al. (2008). Les propriétés de la POD seront davantage explicitées
dans le chapitre 2.

1.2.2 Application de la POD pour le contréle d’écoulement

La premiere utilisation de la POD pour le controle d’écoulements turbulents a été
réalisée par Aubry et al. (1988). La nécessité de stabiliser le modele d’ordre réduit est
alors vite apparue. Dans Rempfer (2000), Rempfer utilise un exemple dont la solution
est représentée exactement par un petit nombre de modes POD pour démontrer que le
modele d’ordre réduit construit par une projection de Galerkin des équations de Navier-
Stokes pour les écoulements compressibles sur une base de dimension réduite issue d’une
décomposition aux valeurs propres tronquée engendrait une réponse au comportement
physique instable. Bien qu’aucune erreur ne fut attribuée a la troncature de la base POD,
les structures représentées par le modele réduit pouvaient étre différentes de celles de
I’écoulement réel. De nombreux travaux portant sur 'amélioration de la stabilité de mo-
deles d’ordre réduit pour les écoulements d'un fluide incompressible turbulent ont été
alors menés. Les modeles d’ordre réduit pour le controle d’écoulement ont notamment été



traités par Ukeiley et al. (2001), Hinze (2000). Les principes généraux pour le controle op-
timal utilisant des modeles réduits basés sur les équations de Navier-Stokes ont été décrits
dans Ravindran (2000a), Ravindran (2000b). Il existe maintenant une vaste littérature
concernant la modélisation réduite de type POD-Galerkin (Galletti et al., 2006), (Buffoni
et al., 2006), (Galletti et al., 2004), (Ma and Karniadakis, 2002), ainsi que de nombreux
résultats sur 'application de la POD dans le controle des écoulements (Bergmann et al.,
2005), (Gillies, 1998), (Graham et al., 1998), (Ravindran, 2006), (Afanasiev and Hinze,
2001). Le controle d’écoulements utilisant les régions de confiance a été employé par Fahl
(2000) et le controle optimal du sillage d’'un cylindre circulaire en utilisant une région
de confiance a été réalisé par Bergmann and Cordier (2008). Luchtenberg et al. (2009)
I’a fait pour une configuration portante. Le controle d’écoulement en cavité a partir de
mesures expérimentales et de son application pour la création d’un modele de controle
pour les écoulements en cavité peut étre trouvé dans Samimy et al. (2007). L’extrapola-
tion des fonctions POD a différentes géométries et différents parametres de controle a été
étudié par Bergmann et al. (2009). Une étude récente sur la sensibilité des coeflicients
POD pour des parametres donnés a été fournie par Hay et al. (2009) dans laquelle la base
POD est enrichie en utilisant une analyse de sensibilité. Les données expérimentales ont
des erreurs numériques inhérentes qui affectent la procédure de réduction du modele, cet
aspect a été étudié par Rathinam and Petzold (2003). De nombreuses études ont égale-
ment été menées pour 1’'étude de 'écoulement dans le sillage de divers obstacles parmi
lesquelles on peut citer Noack et al. (2003), Sirisup and Karniadakis (2004) pour 1’écou-
lement dans le sillage d’'un cylindre de section circulaire ou de section carrée (Buffoni
et al., 2006),(Cordier et al., 2009), (Couplet et al., 2005), (Galletti et al., 2004), (Kalb
and Deane, 2007).

1.2.3 Décomposition Bi-orthogonale : BOD

L’information temporelle peut étre reconstruite en utilisant la décomposition bi-orthog
onale (Aubry, 1991). Cette décomposition permet de déterminer deux catégories de modes,
relativement aux deux manieres de calculer la matrice des inter-corrélations. Ainsi les vec-
teurs propres de la matrice des inter-corrélations en moyenne temporelle sont les modes
spatiaux tandis que les vecteurs propres de la matrice des inter-corrélations en moyenne
spatiale fournissent les modes temporels. Suivant la littérature relative a ce sujet, on
qualifiera les structures temporelles comme les chrono-modes (Chronos) et les structures
spatiales comme les topo-modes (Topo).

L’analyse spectrale des chronos fournit les fréquences temporelles caractéristiques des
topos tandis que I'analyse dans le domaine temporel peut révéler la présence de périodicité
temporelle ou de cycles limites. Bien que les fréquences soient capturées par les chronos
modes, ces structures sont associées a plus d'une seule fréquence et il est généralement
impossible d’identifier les structures relatives a une seule et unique fréquence en utilisant
la POD. C’est pourquoi le seul moyen de classer les modes POD est d’utiliser un critere
mathématique de I’énergie. Ce critere n’est cependant pas le plus approprié, en effet les
structures de faibles énergies associées aux instabilités peuvent étre significatives (Noack
et al., 2008). De plus la fonction de corrélation fournit des statistiques du second ordre
classées selon le contenu énergétique. En général, les structures de faibles énergies sont
nécessaires pour une analyse de I’écoulement. La méthode est de plus restreinte a I’analyse
des écoulements car les chronos sont obtenus au méme titre que les topos et ne peuvent
donc étre utilisés comme inconnues pour déterminer un modele d’ordre réduit. Enfin, c’est
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une méthode statistique, ainsi les résultats obtenus sont intrinsequement dépendants des
conditions dans lesquelles les snapshots ont été acquis.

1.3 Approximation des modes de Koopman : DMD (Dynamical
Mode Decomposition)

L’analyse des modes de Koopman, appelée DMD (Dynamical Mode Decomposition),
est une technique nouvelle qui permet d’outrepasser ces problemes. L’algorithme DMD
proposé par Schmid (2010) et Rowley et al. (2009) fournit des modes qui approximent
les modes de Koopman et a été appliqué a I'étude de données expérimentales avec des
résultats encourageants. L’algorithme de la DMD appartient a la catégorie des méthodes
d’Arnoldi utilisées extensivement pour le calcul des valeurs propres et des vecteurs propres
correspondant a un systeme linéarisé d’écoulement (Ruhe, 1984). Dans Schmid (2010) une
amélioration de la méthode est introduite et appliquée aux écoulements non linéaires avec
applications sur des données expérimentales. D’un point de vue mathématique, la théorie
utilisée est celle de I'analyse spectrale de 'opérateur de Koopman (Mezic, 2005). Comme
I’a montré Rowley et al. (2009), I'algorithme DMD approxime les modes de Koopman,
qui peuvent étre vus comme les composantes harmoniques moyennées de 1’écoulement,
oscillant & une certaine fréquence donnée par les valeurs propres de l'opérateur. D’un
point de vue physique, il peut étre montré que les modes de Koopman coincident avec
les modes globaux pour les écoulements linéarisés et avec les modes de Fourier pour les
écoulements périodiques (Bagheri et al., 2009). Dans la méthode classique d’Arnoldi, la
base est calculée via l'orthogonalisation de Gram Schmidt, ce qui requiert un modele
du systeme (Arnoldi, 1951). Le meilleur choix est représenté par une base orthonormale.
Cependant, une deuxieme possibilité est donnée en formant la base de projection en
utilisant un ensemble de snapshots. La séquence correspondante de snapshots devient
alors de plus en plus mal conditionnée mais cette alternative peut étre appliquée dans le
cas ol un modele du systeme n’est pas disponible. Les principales étapes de cet algorithme
sont ici brievement rappelées.

Soit uy une snapshot au temps ¢, et A une matrice de transition, les snapshots succes-
sives au temps ;1 sont données par :

U1 = Auk (15)

La séquence correspondante de snapshots X,=[u; Au; Auy ... Au,] devient au cours
du temps de plus en plus mal conditionnée. Cette observation motive la possibilité de
développer la derniere snapshot r sur une base formée par les r — 1 précédentes snapshots :

Upy1 = CLUL + CoUg + ... + G Uy + Upgq (1'6)

ou 1,41 est Uerreur résiduelle. Le but est de minimiser le résidu tel que (@, 11,X,)=0. Cela
revient a un probléeme de minimisation par moindres carrés ou les éléments c; sont les
solutions. On introduit alors la matrice compagnon M :

0 0 0 a
1 0O ... 0 (&)
M= 0 1 .. 0 c

0 0 ... 1 ¢
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L’équation précédente peut alors étre réécrite sous la forme matricielle suivante :
AX, = 2, M + @, €. (1.7)

La matrice compagnon propage a 'instant ¢;.1 la séquence entiere de snapshot tandis que
la derniere snapshot est reconstruite en utilisant les coefficients ¢;. De plus, les valeurs
propres de M, appelées valeurs de Ritz, approximent les valeurs propres du systeme réel.
Les vecteurs propres associés sont donnés par ® = X, T ot T sont les vecteurs propres
de la matrice M. Un désavantage de cette méthode est la dépendance linéaire entre les
données initiales. Une amélioration de 1'algorithme est proposée par Schmid (2010) qui
permet d’obtenir un probleme aux valeurs propres mieux conditionné.

1.4 Estimation stochastique linéaire (LSE)

L’estimation stochastique linéaire (LSE) est également utilisée pour extraire des struc-
tures cohérentes de 1’écoulement et obtenir des informations sur leur dynamique tem-
porelle a partir d'une base de données expérimentales. C’est un outil d’interpolation-
extrapolation spatiale du champ de vitesse instantané qui permet de reconstruire un
champ de vitesse en utilisant la donnée du champ considéré a certains points dans le
temps et l'espace. Dans cette section, on donne une description de I’estimation stochas-
tique linéaire et quadratique d’apres Gordeyev (2000).

Pour un vecteur de données FE, qui représente les mesures courantes au point de coor-
données u(z',y/,t’), approximation de u;, i = 1,..,N, par estimation stochastique, notée a,
est la moyenne conditionnelle (u|E). Adrian (1977) a introduit cette technique afin d’esti-
mer les moyennes conditionnelles pour des conditions arbitraires. L’idée est de développer
(u|E) en une série de Taylor au voisinage de £ =0 :

et de tronquer cette série a partir d'un certain degré (Adrian, 1977), (Adrian and Moin,
1998). Les coefficients inconnus L,N,.. peuvent étre déterminés par approximation des
moindres carrés entre I’approximation et la moyenne conditionnelle :

([(u|E) — LijE; — Nijy E;E, — ..]*) =0 (1.9)

L’estimation stochastique ne fait intervenir que des moments indépendants des signaux
conditionneurs utilisés pour la reconstruction du champ complet, I'erreur est ainsi statis-
tiquement décorrélée avec les données, on obtient alors :

([(u|E) — LijE; — Nijn E;E, — ..]EL]?) = 0 (1.10)

Dans le cas ou la série contient seulement les termes du premier ordre, I'estimation des
coeflicients L;; revient a résoudre le systeme linéaire suivant (également appelé équations

de Yule-Walker) :

L’estimation stochastique linéaire de u sous la condition E est appelée Linear Stochastic
Estimation (LSE) et est donnée par :
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A Dinstar de la POD, la LSE utilise le tenseur des corrélations R pour extraire les struc-
tures de ’écoulement. La lien entre la LSE et la POD est immédiat et peut étre trouvé
dans Breteton (1992). La POD décompose I’écoulement en une infinité de modes ortho-
gonaux ¢, (z,y,t), résultant de la résolution du probleme aux valeurs propres :

Rb = Ab (1.13)

Les modes propres sont utilisés pour décomposer 1’écoulement sous la forme suivante :

(z,y,t) = Zan () (1) (1.14)

Le tenseur des corrélations peut étre décomposé sous la forme suivante :

R(z,x,t) an 2y ) on(z,y,t) (1.15)

En utilisant les équations 1.11,1.14 et 1.15, I'équation 1.12 peut étre réécrite sous la
forme :

/\ngbn (x/7y/7t/)

Z Angbn(l’,,y/,t/)
n=1

ou f,(2',y't') peut étre vue comme une pondération de chaque mode ¢,(z,y,t), a la
moyenne conditionnelle. Ainsi la LSE peut étre traitée comme une somme pondérée d’'un
nombre infini de modes POD.

La LSE permet de reproduire exactement les signaux aux points de référence. Ainsi
quand deux ou plusieurs structures distinctives existent dans 1’écoulement, la LSE conduit
a une sous-estimation du niveau d’énergie aux autres positions et peut donner une re-
présentation erronée des structures cohérentes. Si la LSE ne capture pas correctement la
moyenne conditionnelle, I'estimation peut étre améliorée. La LSE est alors étendue a la
Quadratic Stochastic Estimation (QSE) (Adrian, 1979) en incluant le second terme dans
le développement en série de Taylor. La minimisation de ’erreur en moyenne quadratique
conduit a ’ensemble d’équations linéaires pour LQ and Nyji

u(ayt) =u(@ Y ) eulet) fula' ' t) ot fulzt) = (1.16)

< E;Ey > L3+ < E;E,E;, > Ny, = <w;Ey, > (1.17)
< B;EyEs > LY+ < E;E,E E, > Nyj, = < w,EE, > (1.18)

ol Lg est en général différent de L;;. La QSE a par exemple été utilisée par Murray and
Ukeiley (2003) afin de reproduire la dynamique du champ de vitesse d’'un écoulement de
cavité a partir de mesures de vitesse par PIV et de mesures de pressions pariétales.

La POD permet la reconstruction dynamique des structures cohérentes extraites de
I’écoulement mais requiert pour cela la mesure simultanée des signaux de vitesse en tous
les points de 'espace et donc 'utilisation de nombreuses sondes. Afin de pallier ce pro-
bleme, une méthode appelée technique complémentaire, qui combine la LSE et la POD, a
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ainsi été développée par Bonnet et al. (1994) et a été appliquée avec succes en écoulement
de couche de mélange plane turbulente et dans une configuration de jet axisymétrique.
Une stratégie de controle actif de I’écoulement dans un divergent a été développée par
Taylor and Glauser (2004). Le champ de vitesse et les vecteurs propres correspondants
sont déterminés grace a des mesures de types PIV. La LSE est ensuite effectuée a partir
des signaux instantanés de pression mesurés en paroi, puis le champ de vitesse instation-
naire correspondant aux premiers modes POD est reconstruit a partir de la dynamique
de la pression en paroi du divergent.

Dans le cadre d’application de méthodes statiques d’estimation de signaux, on peut
également citer 'extended POD (EPOD) (Borée, 2003) qui permet d’estimer le taux de
corrélation entre un signal (pression pariétale, vitesse ..) et chaque mode POD. L’impor-
tance de chaque mode POD sur la partie corrélée du signal analysé est déterminée, ce
qui permet d’évaluer 'impact des différents mécanismes en jeu sur la variable physique
étudiée. L’estimation de la partie corrélée du signal est identique a une décomposition
LSE (Taylor and Glauser, 2004).

2 Controle du modele réduit POD-Galerkin

Il est désormais connu que le modele réduit POD-Galerkin est un modele non robuste
et structurellement instable. La divergence du modele réduit POD-Galerkin au cours du
temps d’assimilation des observations (issues de simulations numériques ou expérimen-
tales) est un probleme largement mentionné dans la littérature (Rempfer, 2000), (Noack
et al., 2003). Ce manque de robustesse engendre une mauvaise représentation de la dyna-
mique du systeme initial et rend impossible 1'utilisation de ce modele pour des problemes
d’optimisation ou de controle optimal. Afin d’illustrer ce phénomene, 'exemple de ré-
férence proposé par Noack et al. (2003) est rappelé ci-dessous. Pour cela, le systéme
dynamique quadratique suivant est considéré :

U= U — v — uw (2.1)
V= pu 4+ u— ow

w:—w+u2—|—v2

avec p = 1/10. Ce systéeme admet dans le plan w=p une solution périodique stable qui
définit un cycle limite : u = \/jcos(t), v = \/sin(t) et w=p. Les vecteur ¢, = (1 0 0)°
et ¢; = (0 1 0)! forment une base POD dans R? de I'état fluctuant @ = v — @ de cette
solution observée sur une période, ou u est I’état moyen (0 0 w)’. En considérant la
décomposition u = 4 + a1 ¢ + asps et le produit scalaire euclidien de R3, la projection de
Galerkin appliquée au systeme précédent conduit au systeme suivant :

fa=o .

Une petite perturbation de ce systeme autonome, par exemple a; = €1a1—as et o = €xa0+
as, peut conduire a des valeurs de solutions qui divergent tres rapidement de la solution
de référence. La trajectoire périodique précédente n’est alors plus stable. L’instabilité
structurale des modeles POD-Galerkin mise en relief par 'exemple précédent semble étre
la cause la plus probable de I'imprécision du modele réduit développé.

De maniere générale, les origines du manque de robustesse du modele réduit POD-
Galerkin se manifestent a différents niveaux : sur les conditions initiales du modele sur
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lesquelles 'effet d’une perturbation de faible amplitude peut entrainer une divergence
rapide de la solution du modele. Mais également sous la forme d’erreurs numériques qui
se propagent dans le modele ou résulter de la troncature réalisée sur la base utilisée pour
décomposer les variables du modele.

Des méthodes de calibration des systemes d’EDO (Equations Différentielles Ordi-
naires) issus de la méthodologie POD-Galerkin sont donc nécessaires pour quantifier leur
impact (& court et long terme), mais également pour s’assurer d’une convergence de la
dynamique propre de ces systemes vers la dynamique temporelle de la POD issue des
données expérimentales. Les différentes sources d’erreurs citées se combinent entre elles
dans le cas général, c’est pourquoi les méthodes de stabilisation du modele réduit propo-
sées dans la littérature reposent sur la résolution d’'un phénomene physique particulier.
La majorité de ces approches se fonde sur un procédé de calibration a posteriori des coef-
ficients du modele réduit en utilisant une approche variationnelle. Cependant 'utilisation
de méthodes stochastiques peut étre envisagée. L’'intérét de 'utilisation d’approches sto-
chastiques pour la stabilisation du modele réduit est présenté a la fin de cette partie.

Une premiere approche utilisée est de considérer 'instabilité intrinseque du modele
réduit comme résultante d’'un manque de dissipation énergétique des coefficients du mo-
dele réduit. Le faible nombre de modes POD retenus selon le critere énergétique pour
construire le modele réduit POD-Galerkin implique une troncature des échelles dissipa-
tives de I'écoulement. Les petites échelles de 1’écoulement qui correspondent aux modes
POD les plus faibles énergétiquement sont alors négligées, ce qui entraine un défaut
de dissipation énergétique. Afin de prendre en compte l'influence des petites échelles de
I’écoulement sur la stabilité des modeles réduits POD-Galerkin, de nombreuses approches
basées sur I'ajout d’'une viscosité artificielle au modele réduit ont été étudiées afin de le
rendre plus dissipatif. Les viscosités obtenues au final dépendent de la nature des don-
nées initiales. Aubry et al. (1988) ont introduit une viscosité empirique, dite viscosité
de turbulence, afin de modéliser I'effet des échanges énergétiques entre les modes POD
retenus et tronqués. Cazemier et al. (1998) propose une autre définition de cette viscosité
empirique en y ajoutant une contrainte de conservation en moyenne de ’énergie véhiculée
par le modele réduit Karamanos and Karniadakis (2000) pour le long terme et Bergmann
et al. (2005) considere des viscosité, tourbillonnaires comme coefficients instationnaires de
correction sur les termes constants et linéaires du modele réduit qui minimisent 1’erreur
de prédiction du modele réduit POD-Galerkin. Pour pallier I'instabilité structurale du
modele réduit causée par la troncature de la base modale, I’ajout a la base POD tronquée
de modes significatifs du point de vue de la dynamique générale de 1’écoulement mais
contenant des modes peu énergétiques semble améliorer la robustesse du modele réduit
(Noack et al., 2003).

La stabilité des modeles réduits POD-Galerkin dépend également de 'espace fonc-
tionnel considéré pour définir le produit scalaire utilisé dans la construction de la base
POD. Tollo (1997) considere un espace H' au lieu de l'espace L? ce qui permet d’utiliser
les gradients spatiaux dans le produit scalaire et ainsi, une meilleure prise en compte des
petites échelles de I’écoulement.
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3 Méthode d’estimation de systeme dynamique :
I’assimilation de données

L’assimilation de données est 1’ensemble des techniques qui vont permettre d’identifier
I’évolution de I’état d’un systeme au cours du temps en se basant a la fois sur sa connais-
sance théorique et sur ses observations expérimentales. L’état d’un systeme dynamique est
défini par I’ensemble des variables nécessaires a sa description appelées variables d’état.
Pour analyser et faire des prévisions a partir de I’état de ce systeme au cours du temps,
deux modeles sont nécessaires : le modele des équations du systeme qui décrit I’évolution
du systeme en propageant I'information au cours du temps et le modele des observations
qui lie les observations expérimentales a 1’état de ce systeme.

Soit X}, le vecteur d’état décrivant I'état du systeme a l'instant k. Le systeme d’équa-
tions gouvernant 1’état du systeme au cours du temps peut étre représenté sous la forme
suivante :

Xi = Fir(Xk-1)

ou X est un vecteur de dimension n décrivant 1’état réel du systeme a l'instant k et
n est le nombre de variables du modele. L’opérateur Fj de R" dans R™ est 'opérateur
dynamique de transition entre deux instants k£ et k + 1. La relation qui relie les variables
du modele aux observations s’écrit sous la forme :

Y = Hp(Xk-1)

ou Y}, est une vecteur de dimension p qui contient les mesures effectuées au temps k et Hy,
est I'opérateur d’observations de R™ dans R? qui relie les équations d’état aux équations
d’observations. Cependant il est nécessaire de tenir compte des différentes sources d’er-
reurs sur le modele : les erreurs sur les observations, les erreurs dues a la discrétisation du
modele, ou encore les erreurs sur les conditions initiales. C’est pourquoi les incertitudes
sur les différentes sources d’erreurs sont modélisées en ajoutant une partie stochastique
au modele déterministe précédent. Le bruit blanc gaussien est le plus utilisé a cet effet
les équations d’état et d’observation associées a ’espace d’état sont alors données par :

{ X1 = (X, Wh) (3.1)

ou Wy, et V). sont des bruits blancs indépendants de dimension n et p et de matrice de cova-
riance Ry et Qi respectivement. On distinguera deux approches pour résoudre le probleme
de 'estimation de I’état du modele suivant la maniere dont les observations sont utilisées.
Si les observations sont assimilées a chaque instant ou elles sont disponibles, on parlera
d’assimilation séquentielle, tandis que, si les observations sont assimilées de fagon globale
sur un intervalle de temps, on parlera d’assimilation variationnelle. On distinguera alors
deux catégories de méthodes : 'approche stochastique basée sur la théorie de I’estimation
statistique et ’approche variationnelle basée sur la théorie du controle optimal. D’autres
méthodes d’assimilation classiques existent : schéma d’analyse de Cressman, méthodes
de corrections successives, interpolation optimale mais ne sont pas présentées dans cette
partie. Pour le détail de ces méthodes, on pourra consulter Bouttier and Courtier (1999),
Daget (2007), Daley (1991) Kalnay (2003). Nous présentons ici les principales méthodes
liées aux approches séquentielle et variationnelle de 1’assimilation de données.
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3.1 L’assimilation séquentielle

De nombreux problemes pratiques relevent de I’assimilation séquentielle de données,
notamment toutes les situations pour lesquelles il est difficile, voire impossible, de mesu-
rer ’état d’'un systeme et ot il faut alors se contenter de mesurer des quantités auxiliaires.
L’estimation d’un systeme dynamique au cours du temps en fonction de données expé-
rimentales et éventuellement incomplétes est un probleme central dans de nombreuses
applications. Parmi celles-ci on peut citer les applications en traitement du signal et
image : restauration de signal audio (Godsill and Rayner, 1998), séparation de sources
(Andrieu and Godsill, 2000), traitement de la parole (Vermaak et al., 2002), suivi de
cible (Bar-Shalom et al., 2002),(Bréhard and Le Cadre, 2006), suivi d’entité (Arnaud
and Cernuschi-Frias, 2005), (Pérez et al., 2002). Mais également des applications pour
les modeles biologiques : propagation de maladies infectieuses (Hethcote, 2000), modeles
proies-prédateurs (Murray, 1993), mouvement de cellules, taxie (Ionied et al., 2003). Les
méthodes d’assimilation séquentielle sont également utilisées en sciences environnemen-
tales : météorologie (Houtekamer, 2001), (Houtekamer et al., 2005a), en océanographie
(Evensen, 1994), (Bertino et al., 2003a). On trouve également des applications en mathé-
matiques appliquées a la finance (Casarin, 2004).

3.1.1 Principe de ’assimilation séquentielle

Le principe de I’assimilation séquentielle est d’estimer successivement 1’état d’un sys-
teme au cours du temps en comparant les sorties d’'un modele paramétrique et les mesures
expérimentales afin d’estimer les parametres du modele. La premiere étape est I’étape de
prédiction qui consiste a estimer 1’état du systeme a l'instant k& — 1 et d’utiliser ensuite
cette estimation pour construire une estimation a priori de 1’état a I'instant k. Cette
étape de prédiction est suivie d’une étape de correction ou l’estimation a priori de 1’état
a I'instant k est calibrée avec I'observation disponible 3 a l'instant k pour produire une
estimation a posteriori de I'état du systeme a cet instant.

Cette procédure en deux étapes est poursuivie itérativement dans 'intervalle de temps
d’assimilation. L’objectif est de déterminer un estimateur qui combine les données obser-
vées et le modele dynamique afin d’estimer le plus précisément possible I’état du systeme
a chaque instant. Cet estimateur est issu d'une approche déterministe ot I’estimateur est
issu de la théorie de I'estimation bayésienne. Les équations analytiques de ’estimation
s’obtiennent facilement et sont appelées filtre bayésien optimal. Il n’est cependant pas
possible de les résoudre analytiquement, excepté dans le cas du modele linéaire gaussien
ou elles sont équivalentes au filtre de Kalman linéaire.

3.1.2 Filtre de Kalman optimal

Le filtre de Kalman (Kalman and Bucy, 1961) est une méthode d’assimilation séquen-
tielle de données qui permet d’estimer 1’état le plus probable d’un systeme dynamique
linéaire a partir des observations bruitées passées et présentes. Il se déduit de la formule de
Bayes par maximum de vraisemblance ou par une estimation du minimum de la variance
(cf. Annexe B). Son utilisation s’appuie sur les quatre hypotheses suivantes : le modele
dynamique doit étre linéaire et assimilé a une chaine de Markov cachée, les variables
d’état doivent suivre une distribution de probabilité Gaussienne et les erreurs du modele
de mesure doivent étre indépendantes et décorrélées dans le temps. Sous ces hypotheses,
le filtre de Kalman est équivalent a 'estimateur BLUE (Best Linear Unbiased Estimator)
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FIGURE 1.1 — Schématisation de I’approche séquentielle

Tran (2009) et fournit alors une estimation optimale.

Son application s’opere en deux étapes appliquées a deux instants successifs : la pré-
vision (ou ébauche) par le modele et la correction de la prévision (ou analyse) a 1'aide
de la nouvelle observation disponible. Ces deux étapes permettent de déterminer res-
pectivement la matrice des covariances des erreurs de prévision P,f (f pour forecast)
correspondant a la propagation des erreurs d’analyse précédente via les équations du
systeme dynamique a laquelle on ajoute la matrice ) et la matrice de covariance des
erreurs d’analyse P¢ (a pour analysed) a laquelle on ajoute la matrice Ry. La matrice qui
minimise la variance de l’erreur d’analyse est la matrice K}, appelée gain de Kalman.

Il n’est cependant pas adapté pour des applications de grandes dimensions car la
dimension de I'état du systeme conduit a des calculs cotiteux et la dimension des matrices
de covariance d’erreur et de gain interdit leur stockage. Le cotit de calcul devient alors une
contrainte tres forte sur le choix de la méthode d’assimilation. Le principe de ’assimilation
via un filtre de Kalman est représenté via la figure 1.1

3.1.3 Filtres de Kalman sous-optimaux

Il existe néanmoins des approximations qui permettent de réduire notablement les
cotits de calculs. Pour le filtre de Kalman, il existe une série de filtres dits réduits (SEEK,
SEIK, EnKF...). Le filtre SEEK (Singular Evolutive Extended Kalman) a été initié par
Cane et al. (1996) puis généralisé aux systemes non linéaires par Pham et al. (1998).
L’approche utilisée dans le filtre SEEK consiste a appliquer le filtre non plus dans l'es-
pace entier mais plutot sur une base réduite issue d'une analyse sur des composantes
principales multi-variées (EOFs) qui sont calculées a partir d'un ensemble de champs du
modele échantillonnant une période spécifique. Les corrections sont ainsi faites suivant les
directions tangentes a l'attracteur du modele, ou s’observe systématiquement la genese
des erreurs Brasseur et al. (2001) ce qui réduit de plus sensiblement ses cotits d’implé-
mentation. Si l’on considere I'espace entier, le filtre SEEK est un filtre sous optimal, mais
représente néanmoins un bon compromis pour la réduction des cofits de calcul.

La deuxieme difficulté liée au filtre de Kalman est le caractere non linéaire des équa-
tions d’états qui dégradent son fonctionnement. Dans le cas de systemes non linéaires
et/ou non gaussiens, les solutions obtenues par le filtre de Kalman ne sont plus optimales.
Ceci est du au fait que le filtre de Kalman ne propage sans perte que les deux premiers
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moments, moyenne et covariance, qui ne suffisent alors plus a caractériser completement
une distribution non gaussienne. La linéarisation du modele ou 'utilisation d'un estima-
teur statistique d’ensemble pour pouvoir faire évoluer la matrice de covariances de 'erreur
de filtrage font que cette derniere n’est qu’'une approximation de la vraie matrice de cova-
riance. L’utilisation du filtre de Kalman nécessite également des approximations portant
sur la covariance de I'erreur d’estimation. Ces erreurs se propagent avec le temps et pro-
voquent parfois la divergence de la procédure d’assimilation. Cette limitation conduit a
'utilisation des formes dégradées du filtre de Kalman tel que le Kalman étendu (EKF)
dans lequel on linéarise les équations au voisinage de ’estimation courante de 1’état. Le
filtre EKF a été utilisé avec succes pour un modele non linéaire de circulation océanique
(Budgell, 1986). Bien que la linéarisation fasse perdre au filtre de Kalman son caractere
optimal, son utilisation a montré des résultats satisfaisants lorsqu’il est appliqué a des
modeles faiblement non linéaires Budgell (1986). Cependant ce filtre peut étre instable et
parfois diverger complétement en présence de fortes non linéarités (Gauthier et al., 1993).

Pour lever ce probleme, un filtre appelé filtre de Kalman d’ensemble a été proposé par
Evensen (1992), Evensen (1994). Il utilise la méthode de type Monte-Carlo pour estimer
I’évolution de la matrice de covariance de I’état par un nuage d’états centrés autour de
I’état courant, ce qui évite la linéarisation du modele. Le filtre de Kalman d’Ensemble
sera abordé plus en détails le chapitre 3.

3.2 L’assimilation variationnelle

Les méthodes d’assimilation variationnelles ont été introduites par Sasaki en 1955 et
sont basées sur la théorie du controle optimal. Elles redéfinissent le probleme du controle
par un probleme d’optimisation non linéaire sous contraintes dont le but est de minimiser a
I’aide d’une fonction cout J la somme d’une distance aux observations sur un intervalle de
temps donné et d'une distance d’une estimation a priori de I’état initial de la trajectoire
optimale. Ces méthodes peuvent étre répertoriées en deux catégories selon la prise en
compte des erreurs du modele. Si le modele est supposé parfait, c¢’est-a-dire qu’il ne
tient pas compte des erreurs du modele, on parlera alors d’assimilation variationnelle
sous contrainte dynamique forte. On parlera d’assimilation variationnelle sous contrainte
dynamique faible lorsque les erreurs du modele sont prises en compte dans la procédure
d’assimilation de données.

3.2.1 Assimilation variationnelle sous contrainte dynamique forte

Les méthodes d’assimilation variationnelle sous contrainte forte peuvent étre réper-
toriées en deux catégories : l'assimilation variationnelle tridimensionnelle (3D-Var) et
'assimilation variationnelle quadridimensionnelle (4D-Var). Pour une revue détaillée de
ces méthodes, on pourra consulter Daget (2007).

e Assimilation variationnelle tridimensionnelle 3D-Var

On suppose qu’on dispose d’'une information Y, = y; de I’état du systeme réel X,
a un instant k. Sachant une prédiction X,{ = x£ de covariance d’erreur de prédiction
P,f la méthode 3D-Var consiste a minimiser une fonction de cout J sur I'espace d’état
indépendamment du temps k :

J(x) = (zx — ) (Pe) (2 — 2f) + (yr — Hewn)' (Ri) ™ (ye — Hyae) (3.3)
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Pour obtenir tous les états optimaux successifs du systeme, il suffit alors d’intégrer
le modele en partant de la condition initiale optimale. L’opérateur des observations Hy
est supposé linéaire donc la fonction J(x) est une forme quadratique en fonction de z, ce
qui implique I'unicité de la solution au probleme de minimisation. Elle est optimale pour
un modele linéaire car elle coincide avec celle de 'estimateur BLUE sans avoir besoin de
calculer le gain Kj. Si aucune information n’est disponible a I'instant k, alors les obser-
vations locales sont interpolées. Comme en pratique les instants d’observations peuvent
étre différents des instants de prédiction ou d’estimations, la méthode d’assimilation va-
riationnelle quadri-dimensionnelle 4D-Var est utilisée car la fonctionnelle a minimiser est
définie sur ’ensemble de 'intervalle d’assimilation ou toutes les observations contenues
dans cet intervalle sont utilisées.

e Assimilation variationnelle quadridimensionnelle 4D-Var

Sachant une condition initiale du systeme «q et une séquence d’observation Yi., = y1.x
dans l'intervalle de temps d’assimilation [0,7] la méthode 4D-Var consiste a minimiser la
fonction cout J sur l'espace d’état en tenant compte de la dimension temporelle :

J(w0) = (w0 — a0)'(Qo) ™ (w0 — @) + Y _ (yr — Hyx)' (Re) ™" (yx — Hya) (3.4)

sous la contrainte de I’équation (1.1) du systeme dynamique. La condition initiale optimale
xo est obtenue en résolvant ’équation :

V.J () = 0 (3.5)

Cette formulation est équivalente a celle du filtre de Kalman a 'instant final de I'inter-
valle d’assimilation sans calcul de gain ni propagations explicites de matrice de covariance.
Si la fonction fi est non linéaire, alors la fonction cott J est non linéaire en fonction de
xo. La minimisation peut alors étre facilitée en linéarisant la fonction f; afin d’obtenir la
fonction J(z) de la forme quadratique par rapport a xy. Des méthodes comme la descente
du gradient ou le gradient conjugué peuvent ensuite étre utilisées mais la dimension du
second terme rend ’évaluation de V.J(zg) plus compliquée. La minimisation peut étre
résolue en utilisant une méthode plus efficace appelée "méthode des représentants” (Ben-
nett et al., 1996). L’évaluation des équations "forward” et "backward” de cette méthode
implique des couts importants en calcul. Pour un systeme dynamique non linéaire, la
minimisation devient plus difficile et le minimum de la fonction cotit J est approché par
une méthode de descente du gradient.

Si lopérateur d’observation Hj est linéaire, alors J est une forme quadratique en
fonction de x, ce qui implique I'unicité de la solution. Si 'opérateur Hj, est non linéaire,
alors on utilise son linéaire tangent. De plus dans le cadre d’'un modele supposé parfait
et en partant des mémes données initiales, a la fin de la période d’assimilation [0,7]
I’analyse 4D-Var est égale a celle du filtre de Kalman au méme instant. L’assimilation
par la méthode 4D-Var est schématisée sur la figure 1.2

3.2.2 Assimilation variationnelle sous contrainte dynamique faible

Dans sa formulation générale, 'approche variationnelle peut tenir compte des erreurs
du modele. On parlera alors du probleme d’assimilation variationnelle avec contrainte
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faible et un terme d’erreur modele s’ajoute a la fonction cotit J a minimiser, dont les
arguments de variables de controle sont complétés par les valeurs d’erreur. La fonction
cout a minimiser est alors :

T(X (1) X (t2) W (1) W (t7)) = %Z(Yk ~ H X (4)) RN (Ye — HiX ()
+ 5(Xt0) = 2 (1)) (Pr(t0)) (X (t0) = 2/ (1)
+ 2D (W ) QW () (3:6)

i
I

sous la contrainte des équations d’état du systeme. La complexité de prise en compte de
I’erreur du modele reste cependant 1'un des points critiques de ’assimilation variationnelle
car la dimension du vecteur de controle (X(tg),..,X (t7),W (t1),...,W (tr)) est alors trop
importante.

3.3 Discussion

Contrairement aux méthodes séquentielles, les méthodes variationnelles n’assimilent
pas les observations au fur et a mesure mais en une seule fois, en opérant globalement
sur ’ensemble des observations disponibles dans la fenétre d’assimilation pour réaliser la
minimisation. Ainsi, le vecteur d’innovation Yy — H X (t;) est calculé a différents instants
grace au modele et permet de calculer I'incrément de correction de I'état initial. L’état
optimal obtenu dépend donc de toutes les observations postérieures disponibles dans
I'intervalle de temps étudié. Les meilleurs états du systéeme sont obtenus en intégrant
le modele a partir de I’état initial optimal. Cette approche permet ainsi de calculer la
trajectoire optimale du systeme et non plus la meilleure estimation de 1’état pour une
observation donnée.

Sous certaines hypotheses, les méthodes variationnelles fournissent des solutions équi-
valentes aux autres méthodes. La méthode 3D-Var donne une solution équivalente a ’es-
timateur BLUE sans évaluer le gain du filtre de Kalman qui requiert des calculs cotteux.
Au dela de ces équivalences dans le cadre linéaire, I'extension au cadre non linéaire des
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méthodes variationnelles est possible sans développement supplémentaire contrairement
au BLUE ou au filtre de Kalman classique. Les performances des méthodes variation-
nelles, ainsi que des méthodes stochastiques, vont dépendre des données utilisées ainsi
que du modele étudié. Le filtre de Kalman et sa version étendue ainsi que le 4D-Var ne
sont en général pas adaptés a l'assimilation de données sur des systemes de grande taille
et non linéaires car le cout de calcul devient trop important. Pour le filtre de Kalman,
des filtres sous-optimaux dit de rang réduit existent tel que les fitres SEEK, SEIK ou
EnKF) et permettent une réduction des couts de calcul. Les méthodes variationnelles
sont tres présentes en météorologie, elles ont cependant certains inconvénients vis-a-vis
des méthodes stochastiques :

— Les méthodes 3D-var et 4D-var reposent sur ’hypothese d’un systeme dynamique
parfait, ce qui permet de réduire la dimension du probleme d’optimisation. Cette
hypothese est cependant rarement satisfaite en pratique. Comme le filtre de Kal-
man, ’assimilation 4D-Var sous contrainte dynamique faible permet de prendre en
compte l'erreur du modele mais le cott de calcul augmente également en consé-
quence.

— La détermination de ’adjoint devient vite complexe et une telle démarche requiert
I'intégration du modele direct ainsi que du modele adjoint. L’écriture d’un code
pour 'adjoint rend I'implémentation de ces méthodes peu modulaires a cause de la
complexité des modeles non linéaires.

— La décorrélation temporelle des processus nécessite une méthode de découpage
séquentielle.

— Si le modele ou l'opérateur d’observation sont non linéaires, la fonction coiit a une
forme complexe et peut posséder des minima locaux dont la pertinence est diffici-
lement estimée.

— Enfin, I'estimation étant déterministe, il est difficile de tirer un indice de confiance
ou une probabilité a posteriori sur la qualité de I'analyse.

Dans le cadre de la calibration du modele réduit POD-Galerkin, des méthodes sto-
chastiques issues de ’assimilation séquentielle de données ont ici été retenues. L’inférence
bayésienne sur le modele réduit POD-Galerkin fait ’objet du chapitre suivant.



Chapitre 2

Inférence bayésienne pour le modele
réduit POD-Galerkin

Sommaire

1 Introduction . . .. .. .. ... ... .0 e 24
2 Décomposition Orthogonale aux Valeurs Propres . ... .. 24
2.1 Définition générale . . . . . . .. ..o 25
2.2 Propriétés dela POD . . . . . .. ... ... ... ... 26
2.3 Optimalité dela POD . . . . . . . .. ... 0. 27
2.4 Troncature de la base POD . . . . . .. .. ... ... ..... 28
2.5 Cas discrétisé de dimension finie . . . . . .. ... ... .... 29

2.6 Lien avec la Décomposition aux Valeurs Singulieres et I’ Analyse
en Composantes Principales . . . . . . . ... .. ... ..... 30
2.7 Approche directe et snapshot POD . . . . .. ... ... ... .. 32
2.7.1 Approche directe . . . . . .. ... ... .. 32
2.7.2 Approche snapshot POD . . . ... ... ....... 32
2.8 Choix du produit scalaire . . . . . .. ... ... ... ..... 33
2.9 Dépendance de la POD et choix des réalisations . . . . .. .. 33
3 Modélisation d’ordre réduit d’écoulements . . ... ... .. 34
3.1 Introduction . . . . . . ... 34
3.2 Construction du modele réduit POD-Galerkin . . . . . . . . .. 34

3.3 Projection de Galerkin des équations de Navier-Stokes pour les
écoulements incompressibles . . . . .. ... ... L. 35
3.4 Traitement du terme de pression . . . . . .. ... ... .... 36

3.5 Identification des coefficients d’'un modele d’ordre réduit par
identification polynomiale . . . . . ... ... ... ... .... 37
4 Inférence bayésienne dans les modéles de Markov cachés . 38
4.1 Modele a espace d’état . . . . . . ... ... 39
4.2 Inférence bayésienne . . . . . . .. ... ... .. ... 40
4.3 Filtrage bayésien optimal . . . . . . . . ... ... ... .. .. 41
4.3.1 Etape de prédiction . . . .. ... ... .. ... ... 42
4.3.2 Etape de correction . . . . . ... ... ... ... 42
5 Résolution du filtrage optimal . . . . ... ... ........ 43
5.1 Filtre de Kalman . . . . . . . . . .. ... ... .. ....... 43



23

7

5.2 Extensions du filtre de Kalman . . . . . .. ... ... ..... 45
5.2.1 Filtre de Kalman étendu . . ... ... .. ... ... 46

5.2.2 Filtre de Kalman de rang réduit : SEEK et SEIK . . 47

5.3 Méthodes séquentielles de Monte-Carlo . . . ... .. ... .. 47
5.3.1 Principe de Monte-Carlo . . . . ... ... ... ... 47

5.3.2 Filtre particulaire . . . . . ... ... ... ... ... 48

5.3.3 Filtre de Kalman d’ensemble . . . . . ... ... ... 49

5.3.4 Filtre de Kalman d’ensemble Square Root . . . . . . . 51
Estimation des parametres dans un modele
aespaced’état . . ... ... .. 00 e e e e 53

6.1 Principe du maximum de vraisemblance . . . . . ... ... .. 54
6.1.1 Le lisseur de Kalman linéaire . . . . . . . .. ... .. 59

6.2 Algorithme EM : Etapes d’Expectation et de Maximisation . . 57
6.2.1 Etape E. . . . . .. oo 57

6.2.2 Etape M . . . . .. o 57

6.2.3 Cas de données manquantes . . . . ... ... .... 58

6.3 Propriétés de l'algorithme EM . . . . . . .. ... ... .. .. 60

Conclusion . . . . . i v i i i it e e e e e e e e e e e e e e e 60




24

1 Introduction

Ce chapitre, divisé en deux parties, est consacré a ’ensemble des modeles et méthodes
utilisés dans le cadre de cette these. La premiere partie est consacrée a la description
théorique ainsi qu’a la mise en ceuvre pratique de la décomposition aux valeurs propres.
Dans la premiere partie de cette section est tout d’abord détaillé le principe de base de la
POD. Ses principales propriétés sont ensuite données ainsi que la méthode de construction
de la base de projection a partir des modes POD. Les liens entre la POD et les méthodes
SVD (Singular Value Decomposition) et ACP (Analyse en Composantes Principales)
sont ensuite rappelés. Le traitement du terme de pression ainsi que l'importance de la
définition du produit scalaire y sont également évoqués. La seconde partie de cette section
est consacrée a la projection de Galerkin et a la construction du modele réduit POD-
Galerkin.

L’inférence bayésienne dans les modeles de Markov cachés fait I'objet de la seconde
partie. Le modele générique statistique composé d’un modele de Markov observé par une
série d’observations y est décrit. La regle de Bayes y est également rappelée. Appliquée a
ce modele statistique générique, elle permet d’obtenir des équations de récurrence a partir
desquelles est réalisée I'inférence sur le vecteur d’état d’intérét caché conditionnellement
aux observations. Sont alors présentés les algorithmes, déterministes et non déterministes,
qui permettent de réaliser I'inférence dans ce cadre bayésien. A cet effet sont données
les équations du filtre de Kalman linéaire, du lisseur de Kalman linéaire et du filtre
EnKF. Basé sur le filtre de Kalman linéaire et le lisseur de Kalman linéaire, I’algorithme
EM (Ezpectation Maximisation) permet de réaliser I'inférence bayésienne en prenant en
compte des observations manquantes. Son principe, son algorithme et ses principales
propriétés sont également donnés.

2 Décomposition Orthogonale aux Valeurs Propres

La Décomposition Orthogonale aux valeurs Propres ou Proper Orthogonal Decomposi-
tion (POD) est une méthode d’analyse de données qui permet d’approximer des systemes
physiques de dimension élevée par un autre systeme de dimension plus réduite. Elle a été
introduite en mécanique des fluides par Lumley (1967) afin d’identifier les structures
cohérentes au sein d’écoulements turbulents incompressibles et de construire ensuite un
modele réduit capable d’approximer la dynamique de I’écoulement. Son principe est utilisé
depuis dans de nombreux domaines comme la reconnaissance de formes, la compression
d’image ou la prévision météorologique et est connu sous plusieurs appellations : décom-
position de Karhunen-Loeve, analyse en composantes principales, fonctions propres de
Sobolev ou décomposition en fonctions empiriques. Initialement utilisée comme un outil
de post-traitement des données, la POD a été est largement utilisée depuis pour déve-
lopper des modeles physiques simplifiés d’ordre réduit afin d’approximer les équations de
Navier-Stokes pour la reconstruction et le controle d’écoulements.

La premiere utilisation de la POD pour le controle d’écoulements turbulents a été
réalisée par Aubry (1991) puis ensuite par Ukeiley et al. (2001). La nécessité de stabiliser
le modele d’ordre réduit est alors vite apparue (Rempfer, 2000). De nombreux travaux
portant sur I’amélioration de la stabilité de modeles d’ordre réduit pour les écoulements
d’un fluide incompressible turbulent ont été alors menés : Noack et al. (2003) et Sirisup
and Karniadakis (2004) pour l'étude de ’écoulement dans le sillage d'un cylindre de
section circulaire, ou de section carrée (Cordier et al., 2009), (Couplet, 2005), (Galletti
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et al., 2004), (Kalb and Deane, 2007).

Les modeles d’ordre réduit pour le controle ont été traités par Ukeiley et al. (2001).
Le controle d’écoulements utilisant les régions de confiance a été employé par Fahl (2000)
et Bergmann and Cordier (2008) ont réalisé le controle optimal du sillage d’un cylindre
circulaire en utilisant une région de confiance. Luchtenberg et al. (2009) I'a fait pour
une configuration portante. On trouvera de nombreux exemples de ces applications de
la POD en tant que méthode de traitement de données en mécanique des fluides dans
Cordier et al. (2008).

La POD est une méthode linéaire qui consiste a déterminer une base orthogonale et
ordonnée qui va servir a approximer de maniere optimale des données, appelées géné-
ralement clichés (ou snapshots), connues sur un ensemble discret ou continu de grande
dimension. Les clichés sont par exemple les solutions d'un modele réduit ou des mesures
expérimentales obtenues a différents instants. Cette base va ensuite permettre de créer
et d’identifier les degrés de liberté les plus représentatifs de ces données dans un sous-
espace de dimension faible et de construire un modele de dimension réduite grace a la
projection de Galerkin. La projection de Galerkin sur la base des modes POD s’applique
a des systemes dynamiques non linéaires et permet dans le cas de fluides incompressibles
d’assimiler les équations de Navier-Stokes a un systeme d’équations différentielles ordi-
naires dont le second membre est polynomial et quadratique. Les modes issus de la POD
correspondent alors aux structures d’énergie cinétique maximale.

Cependant, la POD est a l'origine une méthode d’analyse de données, c¢’est pourquoi
la dépendance des modes POD vis-a-vis des clichés qui ont servi a construire la base de
projection peut remettre en cause la capacité du modele réduit a reproduire de maniere
satisfaisante les caractéristiques topologiques et physiques de 1’écoulement suivant les
parametres de 1’écoulement considéré. Des techniques telles que celles appliquées dans
Graham et al. (1998) ou Fahl (2000) peuvent alors étre envisagées pour adapter la POD.

2.1 Définition générale

Afin de montrer que ce probleme d’optimisation est équivalent & un probleme aux va-
leurs propres on considere N réalisations (N > 0), ou clichés de u et on définit 'opérateur
linéaire K par :

K:H(D) — H(D) (2.1)
v — K(¥(X)) = (C(X.,),9)
ot C(X,X') = (u(X)u(X')) est le tenseur symétrique des corrélations spatio-temporelles

en deux points. L’opérateur de moyenne d’ensemble et le produit scalaire sur H(D) com-
mutent, I'opérateur K vérifie donc les propriétés suivantes :

(K®,¥) = (®,KV) et K(®,®) >0V & e H(Q) (2.3)

L’opérateur K est symétrique et positif. D’apres la théorie spectrale pour les opérateurs
de Hilbert-Schmidt (Riesz and Nagy, 1955), 'opérateur K admet donc au plus une infinité
dénombrable de valeurs propres réelles positives ou nulles que 1’on peut classer par ordre
décroissant :

AM > > o> Ao >0 avee Z)‘i < 00 (2.4)
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Les fonctions propres de K sont orthogonales et choisies orthonormées. L’opérateur K
permet ainsi de reformuler sous la forme suivante le probleme de maximisation :
(KW,¥) (Ko, )
Trouver W e H* tel que ———+ = max——+= 2.5
oY W Twe) T vhr (9,0) (2:5)
Soit ® une solution de 2.5 et ¥ € H* quelconque. Soit la fonction Fp : R — R définie
par :

(K(Y +£®),¥ + D)
Fale) = (U + e, U + ) (2.6)

On a par définition, Fp(g) < Fp(0) donc Fy(0) = 0, d’ott la relation suivante :

(KW, 0)
V)= -—F-"7"(VP
( ? ) (\IJ’\I/) ( ) )
Cette relation est valable pour toute fonction ® € H* et aussi pour ¢ = 0.
Kv, v
En posant A = ﬁ le mode W est alors solution de :

KU = AU (2.7)

Le probleme d’optimisation est donc bien équivalent a un probleme aux valeurs propres.
Réciproquement, tout vecteur propre ¥ associé a la plus grande valeur propre A de K
satisfait la relation (2.11). Les modes POD considérés comme les fonctions propres de
Iopérateur K associées aux Npop plus grandes valeurs propres minimisent donc I’erreur
de représentation du processus aléatoire u projeté sur une base réduite a Npop dimen-
sions.

2.2 Propriétés de la POD

La POD est une approximation de la variable aléatoire v par une combinaison linéaire
des fonctions propres de 'opérateur K associées a ses plus grandes valeurs propres :

Npop

MXV&EZa@AX) (2.8)

Les modes POD sont choisis orthonormés tels que :
Les coefficients de projection a; de 'approximation sont définis par :
a; = (u,®;) pour i=12,..,00 (2.10)

Chaque réalisation de u considérée dans la moyenne d’ensemble peut étre décrite exacte-
ment dans la base formée des fonctions propres ®;~; Holmes et al. (1996) :

u(X) = Z a;®;(X) (2.11)
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Le tenseur des corrélations en deux points s’exprime également a l’aide des fonctions
propres de 'opérateur K :

S AB(X)0,(X) (2.12)

Les modes POD sont orthonormés, donc les coefficients de projection a; vérifient la
propriété suivante :

(aiaj> = K(I)Z(X )(I)](X )dX
(aia;) = (K®;, ;)

(aiaj) = Ni( @i, ®;)

(aiaz) = Nidy

Les coefficients de projection du processus aléatoire u sur les modes POD sont donc
décorrélés.

2.3 Optimalité de la POD

L’optimalité de la base POD {®;} pour la représentation des clichés de u sur un sous-
espace de dimension Npop est donnée par l'inégalité suivante :

Npop Npop

(lu = D (@) @AX)P) < (lu— Y (w V) T(X)|P) (2.13)

i=1 i=1

pour toute base orthonormée {W,}.

En posant b; = (u,¥;) cette propriété est équivalente a celle-ci :

Npop Nrop

D ey = ) (D) (2.14)

=1 =1

La relation (a;a;) = A\;d;; montre ainsi que les valeurs propres \; les plus grandes
maximisent en moyenne la projection des clichés de u sur les modes ®;. Autrement dit,
elles minimisent l'erreur de représentation du processus aléatoire u projeté sur la base
réduite & Npop dimensions.

Les valeurs propres \; = {(a?) correspondent & 'énergie cinétique moyenne capturée

par le iéme mode POD au sens de la norme induite de l'espace fonctionnel H(S2). Elles
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donnent une norme de la projection moyenne des clichés sur les modes POD. On montre
ainsi que :

/ CX X)X =3 () =S A = B (2.15)

ou FE désigne I'énergie cinétique totale du systeme. La somme des valeurs propres repré-
sente I'énergie cinétique totale du systeme. L’efficacité d'une base POD {®;} est donc
quantifiée par les valeurs propres A;. Les modes POD associés aux valeurs propres les
plus grandes sont par conséquent les plus énergétiques et les plus a méme de reproduire
la réponse du systeme et donc la dynamique du processus u.

2.4 Troncature de la base POD

L’objectif est de construire a ’aide de la base des modes POD un modele réduit a faible
nombre de degrés de liberté et assurant le maximum de représentativité de la dynamique
du processus considéré. C’est pourquoi en pratique la base des modes POD est tronquée
pour ne conserver que les premiers modes POD associés aux valeurs propres les plus
grandes. La décomposition POD n’est alors plus exacte et il faut définir un indicateur
d’erreur afin de pouvoir estimer ’erreur de troncature. Le choix du critere de troncature
de la base POD est un point délicat et constitue encore une des questions ouvertes au
sujet de la POD. Deux criteres sont généralement utilisés :

- L’erreur moyenne de représentation E(Nppp) définie par :

Npop

E(Npop) = (fJu— D (u,2)®:(X)|) (2.16)

i=1
- Le contenu informationnel relatif RIC(Npop) de la base POD défini par :

Npop
PN
—

- o0

>
i=1

RIC(Npop)

(2.17)

Le second critere est celui le plus utilisé dans la littérature. Il permet de déterminer
un indice de troncature de la base POD basé sur le nombre de modes POD pour lequel
I’énergie captée représente presque la totalité de ’énergie contenue dans le systeme. Or,
en pratique, le nombre de snapshots utilisés pour constituer la base POD est fini ainsi que
le nombre d’éléments propres de K. Les criteres de troncature impliquent donc un choix
arbitraire de nombres de valeurs propres qui conduisent a sélectionner dans la base POD
un nombre plus ou moins important de fonctions propres. Cependant, la détermination
d’une base composée des Npop modes associés au valeurs propres les plus grandes n’est
pas nécessairement la plus judicieuse. Des modes de plus faible énergie correspondant a
I’évolution lente de ’écoulement moyen peuvent étre essentiels pour une caractérisation
rigoureuse de la dynamique du systeme. De plus, l'erreur de reconstruction du modele
réduit peut étre diminuée en choisissant des modes POD associés a des valeurs propres
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plus petites (Henri and Yvon, 2005). Une autre approche de sélection des modes POD
consiste a ne considérer que la dynamique prédominante du systeme physique et de ne
sélectionner en conséquence que les modes les plus représentatifs qualitativement de cette
dynamique.

2.5 Cas discrétisé de dimension finie

Pour le traitement de données expérimentales ou numériques, la POD est en pratique
mise en oeuvre dans des espaces discrets de dimension finie. Dans ce contexte, I’ensemble
. n X . . . .
des données {u }n:L__7 y & approximer par la POD peuvent étre mis sous la forme matri-
cielle suivante :

ut(zyyit) v (znynt) o uN(zyn,t)
U — ut(zo,yata)  uA(To,yaste) ... ulN(m2,y2,ta)
U (U Ynotn) W (U Ynstn) oo U (U Unstn)

ou n est le nombre de point de discrétisation spatiale et N le nombre de clichés collec-
tés. Dans ce contexte la détermination de la base POD revient a résoudre le probleme
d’optimisation qui consiste a minimiser 'erreur de représentation suivante :

1 N - Neob
min 3" = Y (@), P (2.18)
i=1 j=1
Le produit scalaire utilisé pour définir la norme L?(€2) ||.|| est le suivant :
(,0) = B M (2.19)

ol M est la matrice des poids d’intégration. Ce probleme d’optimisation est équivalent a
résoudre un probleme aux valeurs propres en utilisant la matrice du tenseur des corréla-
tions spatio-temporelles :

N
1 1
C=SU'U avec Cy= Nzuk(xi)uk(xj) (2.20)
k=1

Les modes spatiaux ¢; sont les vecteurs propres orthonormés de C' tels que :
CM®P =)\ (2.21)

Résoudre le probleme (2.23) revient a résoudre le probleme suivant :

Cd =\ (2.22)

- 1 -~ .
avec C' = NUtU, U= (M2)U, & = (M2)'® et M2 issue de la décomposition de
Cholesky de la matrice M. La matrice C' est & valeurs réelles, symétrique et positive,

elle est donc diagonalisable sur une base de vecteurs propres orthogonaux et ses valeurs
propres sont positives ou nulles. L’approximation linéaire optimale de dimension Npop
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de la POD d’une snapshot u' du processus u(z,y,t) contenue dans la matrice U est donc
de la forme :

Nrop ‘
u' & Z ai®; avec aj = ugM®P; (2.23)

j=1

Les coefficients temporels a; et les modes ®; satisfont de plus les relations d’orthogonalité
suivante :

N
1
(I)Z‘tMCI)j = (Sz'j et Z afa;? = /\1513 (224)

2.6 Lien avec la Décomposition aux Valeurs Singulieres et 1’Ana-
lyse en Composantes Principales

La POD discrete s’apparente a une Décomposition aux Valeurs Singulieres ou Singular
Value Decomposition (SVD) de la matrice des réalisations A. En effet, si A est une matrice
de taille nxN, sa SVD est :

A=USV (2.25)

avec U, V des matrices de tailles respectives nxn et NxN telles que U'U = I,, et VIV = I,

Cette factorisation entre en jeu dans 1’Analyse en Composantes Principales (ACP). Les
colonnes de la matrice A sont considérées comme une famille de N individus évoluant
dans un espace a n dimensions. L’objectif de ’ACP via la SVD est de déterminer la ou les
meilleures projections de ce nuage de points sur un espace de dimension plus petite afin
de pouvoir effectuer une analyse graphique des données. Ce probleme revient a chercher
successivement les vecteurs qui maximisent la projection des colonnes (ou des lignes) de
la matrice A. Les points correspondants aux colonnes de la matrice A sont notés M; avec
1 =1,..,N. On définit 'inertie totale du nuage de points par :

Itotale Z d2 OM ZZA (226)

i=1j=N

O désigne l'origine du repere et d(M,N) la distance euclidienne entre les points M et N.
L’inertie du nuage de points projeté sur ’axe portant un vecteur normé u est :

N

I, = ZCF (OH;) => ( ZAUUJ (2.27)

i=1 j=1

ou H; est la projection du point M; sur u (Figure 2.1).

Maximiser I, est un probleme d’optimisation similaire au cas continu. La solution est
donc, comme dans le cas de la POD, le vecteur propre de la matrice de corrélation définie
ici par C = A'A, associé¢ a la plus grande valeur propre. La base & N,y dimensions,
assurant la meilleure projection des données, est constituée des Nsvd premiers vecteurs
propres de C. Dans le cas ou l'analyse des données porte sur les lignes de la matrice
A, le vecteur maximisant 'inertie projetée est le premier vecteur propre de la matrice
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FIGURE 2.1 — Interprétation géométrique de I’Analyse en Composantes Principales (issue
de Bergmann (2004)).

A'A. Les matrices A'A et AA! sont symétriques et positives de tailles respectives nxn
et NxN. Leurs valeurs propres sont positives ou nulles et leurs valeurs propres positives
sont identiques. Les vecteurs propres associés forment deux bases orthogonales. Dans
I'expression 2.25, la matrice U (resp. V ) est constituée des vecteurs propres orthonormés
de A'A (resp. AA!) et les termes diagonaux de X = /. Par conséquent la décomposition
tronquée assure une représentation de rang N4 optimale de la base de données :

Nsva

A UNsud N dVNsvd Z\/_ul (228)
Le résidu :

rang(C)
HA - UNsvdESVSUdVNsvd ”%7”0 = Z )\Z (229)

i=Ngpq+1

est minimum. La norme ||.|| ., est la norme de Froebenius. Le calcul pratique de la SVD
nécessite la résolution d’un probléme aux valeurs propres sur la matrice A*A ou AA* pour
le calcul de U ou V et. Si U ou V est connue alors V ou U peut étre calculée directement.
La SVD peut donc étre calculée indifféremment par I’'une ou 'autre des deux approches
en privilégiant d'un point de vue pratique le probleme aux valeurs propres de plus petite
dimension. La SVD ainsi présentée et la POD discrete sont donc étroitement liées. La
différence majeure étant que le produit scalaire mis en jeu dans la POD n’est pas le
produit scalaire euclidien mais le produit scalaire pondéré par la matrice de masse M. En
effectuant le changement de variables évoqué précédemment, il y a identité entre les deux
approches. La POD opere sur un produit scalaire, donc une matrice carrée et la SVD sur
une matrice quelconque.
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2.7 Approche directe et snapshot POD
2.7.1 Approche directe

L’approche classique consiste a résoudre un probleme aux valeurs propres mettant en
jeu la matrice des corrélations spatiales C. Ses fonctions propres sont les modes POD
spatiaux et les coefficients temporels sont obtenus par projection de u sur ces modes

2.7.2 Approche snapshot POD

L’approche dite snapshot POD a été introduite par Sirovitch (1987) et consiste a rem-
placer le tenseur des corrélations temporelles par un tenseur des corrélation spatiales de
dimension plus faible. Les coefficients temporels a; sont déterminés en résolvant un pro-
bleme aux valeurs propres sur les corrélations temporelles C;. Le processus u est ensuite
projeté sur ces coefficients temporels et les modes POD spatiaux sont déterminés par la
relation suivante :

1
- \NT

D, (x) /OT u(z,t)a;(t)dt pour A; >0 (2.30)

Dans la pratique, les réalisations du processus u au cours du temps peuvent étre stockés
en colonnes sous la forme de matrices de réalisations :

w(zy,ty)  u(xyty) ... wu(xgty,)
Q _ U(IL’Q,tl) U($27t2) U(I’Q,t]\[t)
u(xsztl) U(.??Nz,tg) u(xNz7tNt)

ou N, désigne le nombre de points de discrétisation spatiale et N; le nombre de clichés.
Les matrices de corrélations spatiales et temporelles sont les suivantes :

1 1
C,=—Q" t C,=—Q'M 2.31
FQQ et C=Q'MQ (2:31)
Les modes spatiaux ®; sont les vecteurs propres orthonormés de C), tels que :

Les coefficients temporels a; sont les vecteurs propres orthogonaux de ¢; tels que :

1
Cia; = \ja; avec ﬁafaj = \idjj (2.33)

t

Les modes spatiaux ®; sont obtenus a posteriori :

1

Q= ——
AilVy

Qa; pour A\, >0 (2.34)

Le nombres de points utilisés pour les discrétisations spatiales et temporelles détermine
le type d’approche a utiliser. Ainsi si N, < N, I'approche classique qui conduit a la
résolution d’un probléeme aux valeurs propres de plus petite dimension sera mise en oeuvre
et inversement la snapshot POD sera utilisée lorsque N, > N;.
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2.8 Choix du produit scalaire

Dans le cadre de I’étude des fluides incompressibles, I’espace fonctionnel généralement
considéré dans la littérature est 'espace de Hilbert H()) = L*(Q) et Yv,w € L*(Q) le
produit scalaire considéré est défini par :

(u,w) :/Qu(x)w(x)d:v (2.35)

Cependant, I'espace de Sobolev H*(§2) des fonctions de L?*(2) et de leurs dérivées d’ordre
1 peut également étre utilisé. Le produit scalaire associé a cet espace fonctionnel est défini
par :

(u,0) () = /u(x)v(x)d:z; + 6/ Vu(z).Vou(z)dx (2.36)

ou € est un parametre de pondération défini arbitrairement. L’utilisation de cet espace
semble améliorer la précision du modele réduit POD-Galerkin pour les fluides incom-
pressibles ainsi que sa stabilité numérique (Iollo, 1997) mais induit un cout de calcul
supplémentaire important par rapport a l'utilisation du produit scalaire sur L?((2)

2.9 Dépendance de la POD et choix des réalisations

La décomposition aux valeurs propres peut étre appliquée pour caractériser de fagon
optimale la dynamique spatio-temporelle d’écoulements compressibles instationnaires. En
effet la base POD fournit une analyse optimale au sens d’'une approximation des moindres
carrés du sous-espace parcouru par les clichés a chaque instant. Or, par définition, la
base POD est construite a posteriori a partir des clichés, les modes POD sont donc
intrinsequement dépendants de la base de données utilisée pour les générer. La base
POD n’est donc optimale que pour 'approximation de ces mémes données et est a priori
mal adaptée a un élément quelconque de I'espace de départ. Le choix de ’ensemble des
réalisations utilisées pour définir la base POD est donc un point important. C’est pourquoi
généralement, sous 'hypothese d’ergodicité, il est nécessaire de considérer un intervalle
temporel [0,7] suffisamment long par rapport a I’échelle de temps du phénomene physique
observé afin de s’assurer d’une bonne convergence des moments statistiques. De plus,
dans le cas de la POD, les snapshots successives stockées ne doivent pas étre totalement
décorrélés, sinon aucune réduction de dimension n’est en pratique envisageable.

Diftérentes approches peuvent étre envisagées pour améliorer la représentativité de la
base POD pour une dynamique spatio-temporelle d’écoulements compressibles donnée ou
lorsque la configuration de 1’écoulement subie des variations au cours du temps (géométrie
variable, régime d’écoulement ..). Parmi elles on peut citer la construction de plusieurs
bases POD pour des configurations physiques proches puis en considérant une base, ajou-
ter des modes issus d’autres bases par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.
Une autre méthode est la construction d’une unique base POD mais a partir de réali-
sations obtenues dans différentes configurations (Bourguet, 2008). Plusieurs bases POD
successives peuvent également étre utilisées grace a une stratégie de régions de confiance
ou Trust-Region POD (TRPOD) (Fahl, 2000), soit en ajoutant au cours du temps des
modes POD supplémentaires, soit en reconstruisant completement la base (Graham et al.,
1998).
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3 Modélisation d’ordre réduit d’écoulements

3.1 Introduction

Cette section est consacrée a la modélisation POD-Galerkin des équations de Navier-
Stokes qui permet de définir un modele réduit (ou ROM) en tant que systeme d’équations
différentielles ordinaires de petite dimension (Bourguet, 2008). La méthode conduisant
d’un systeme d’équations aux dérivées partielles a un systeme d’équations polynomiales
différentielles ordinaires par projection de Galerkin est d’abord décrite d’un point de vue
général. Elle consiste en une projection de Galerkin des équations de Navier-Stokes pour
les écoulements incompressibles sur une base de dimension réduite issue d’une décompo-
sition aux valeurs propres tronquée. L’application de cette technique aux équations de
Navier-Stokes sous 'hypothese d’incompressibilité est ensuite détaillée. Enfin des straté-
gies de stabilisation sont proposées afin de pallier I'instabilité structurale des systemes
dynamiques issus de 'approche POD-Galerkin.

3.2 Construction du modele réduit POD-Galerkin

Dans cette section, le principe de construction du modele réduit par projection de Ga-
lerkin est tout d’abord rappelé. Son application au cas d’équations aux dérivées partielles
est ensuite décrite.

Dans le cas général, le systeme physique a approximer est un opérateur différentiel F’
tel que si la variable aléatoire H (2 x [0,7])¢ est solution de ce systéme alors :

F(u) =0 (3.1)

L’approximation @ de u sur un sous-espace de dimension finie n est alors :
n

=1

ott les modes ¢; forment une base orthonormée de H(Q x [0,T])? et les coefficients a; sont
les coefficients a déterminer. Dans le cas général, u n’est pas solution du probleme :

F(u) #0 (3.3)
La projection de Galerkin s’exprime comme :
(F'(@),4:) =0 (3.4)

ou les fonction 1; sont les fonctions de pondérations et (.,.) est le produit scalaire sur
H(Q2 x [0,T])% La projection de Galerkin consiste & considérer comme fonction de pon-
dérations les fonctions de bases du sous-espace de projection utilisées pour approximer
u. Le probleme physique de dimension infinie est alors approximé par le probleme a n
dimensions suivant :

(FO _aigi).g) =0 et j=1..n (3.5)
=1
Le résidus F'(u) est alors orthogonal a I'espace de projection Vec{¢y,..,¢,} de dimension
n. Le probleme de la modélisation de dimension réduite des équations de Navier-Stokes
revient a approcher le systeme suivant :
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ou
i = F(u) sur 2
C(u)=0 sur [

u(z,0) = up(z)

ol u € H et F,G sont des opérateurs différentiels et ug la condition initiale. La variable
aléatoire u est approximée par une décomposition aux valeurs propres tronquées a Npop
dimensions et la projection de Galerkin du systeme sur cette base POD est alors :

.

POD Npod

Z dtajwz = Zajcbj i)
Pop

(Z%(O)%‘,@) = (uo,%s)

Comme les modes POD ¢; sont orthonormés, le systeme est équivalent au systeme d’équa-
tions différentielles ordinaires suivant :

d Npop
S = (F( Z a;9;),9i)

a;(0) = (uo,¢:)

Ce systeme d’EDO (FEquations Différentielles Ordinaires) constitue le modele réduit
POD-Galerkin. Les conditions aux limites imposées explicitement dans le modele ini-
tial sont vérifiées implicitement par la base POD. Le second membre du systeme est
ensuite exprimé comme un polyndéme quadratique a coefficients constants.

3.3 Projection de Galerkin des équations de Navier-Stokes pour
les écoulements incompressibles

Le systeme physique a approximer est ici constitué des équations de Navier-Stokes
incompressibles :

Vau=20

ou 1

— Viu=—-V A
8t+(u Ju ; p+ vAu

ol u désigne le vecteur vitesse, p la pression, p la masse volumique, v la viscosité ciné-
matique du fluide et p sa viscosité dynamique. Les conditions aux limites sont supposées
stationnaires mais non homogenes en espace. Le vecteur d’état approximé par la POD est
le vecteur vitesse u. La POD tronquée du vecteur d’état u doit satisfaire les conditions
aux limites. La décomposition de Reynolds de u est adoptée :

POD

u-u+2al¢>l~ u—l—ZaZQSZ (3.6)

ou u est le champ moyen. De plus on a :

1 T
1 0
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Donc si u vérifie ’équation de continuité alors les modes POD la vérifient également. La
projection de Galerkin de I’équation de conservation de la quantité de mouvement s’écrit :

ou 1
(G99 + (0.9)u6) = = V) + (vhus) (39

Dans le cas d’écoulements incompressibles, le produit scalaire spatial sur L? est le suivant :

3

(ah) =3 /Q aibida (3.9)

i=1

En intégrant par parties via les formules de Green, I’équation devient :

%m) +((uV)u,gi) = %(p,v.sbi) - %[p@] — u(Vu,(V)) + v[(Vu)g]  (3.10)

avec | fr a.ndx ou n est la normale extérieure a la frontiere. Chaque mode POD vérifie
I’ equatlon de continuité donc le terme (p,V.¢;) s’annule. En introduisant la décomposition
aux valeurs propres tronquée, le modele réduit POD-Galerkin est le suivant :

Npop NpopNpopD

D + Z LUCL] + Z Z C’wkajak
j=1 k=1
ai(O) (uo —u ¢>z)

avec D;, L;;, Cy;i, définis de la maniere suivante :

D; = —((u.V)u,0;) — v(Vu,(Vy)') + v[(Va) ]
Lij = —=((@.V)¢;,0:) — ((¢;.V)u,0:) — v(V;,(Vbi)') + v[(V(d;) 4]
Cijk = —((¢5-V) bx,0:)

3.4 Traitement du terme de pression

Dans le cas de conditions aux limites homogenes sur la vitesse ou encore si des condi-
tions aux limites périodiques sont prescrites, le terme de pression peut s’annuler sur les
frontieres mais, dans le cas général, ce terme n’est pas nul. Dans le cas général, la contri-
bution de la pression sur la frontiere est généralement négligée avant la projection de
Galerkin (Bergmann and Cordier, 2008). La prise en compte du terme de pression est
cependant important pour la stabilité et la précision du modele réduit (Noack et al.,
2005a). De plus, l'utilisation du modele réduit POD-Galerkin ne permet pas de faire de
prédiction de la pression en tant que variable du systéeme physique, ce qui constitue une
limitation importante de cette approche dans I'utilisation du ROM pour le controle. Des
approches existent afin de prendre en compte le terme de pression qui sont fondées sur
une approximation directe du terme (Vp, ®;) en utilisant les coefficients temporels a; issus
de la POD du vecteur d’état (Galletti et al., 2004) et (Noack et al., 2005a)
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3.5 Identification des coefficients d’un modeéle d’ordre réduit
par identification polynomiale

Une dernieére maniere de construire le modele d’ordre réduit consiste a identifier les
coefficients plutot que de les calculer analytiquement a partir des expressions issues de la
projection des opérateurs du systeme dynamique sur les modes POD. Une fois I'expression
du modele d’ordre réduit définie, les coefficients D;, L;; et Cjj, sont déterminés comme
les solutions d’un probleme inverse. L’hypothese d’'un modele d’ordre réduit permet de
calculer les coefficients comme les solutions d’un probleme moindres carrés linéaire. La
méthode a déja été employée par exemple par Perret et al. (2006) pour obtenir un modele
d’ordre réduit au maximum de degré 2 a partir de données expérimentales.

Afin d’identifier les parametres D;, L;; et Cjji, on résout le systéme AX = B ou les
matrices A, B et X sont définies par :

1 - a(ty) -+ ai(ty)ai(ty) - a;(t1)a;(t1)ax(tr)
A= 1 ) ai<tp>}zj<tp> ai<tp>aj<}p>ak<tp>
D atn)  mltalin) - alba(nad)
X=(D; - Ly - Cy)et B=(a(t), -~ aflty) - ailtn,))

Le nombre de parametres Nyt = No + N1 + Ny + N3 a déterminer est le suivant,
Vi € [1,N] :

e Ny=1 pour les coefficients constants D;
e N;=N pour les coefficients constants L;;
e Ny=N(N + 1)/2 pour les coefficients constants Cjjy,

La résolution de ce systeme est un probleme de minimisation d’erreur quadratique et
la détermination des coefficients D;, L;; et Cj;, peut se faire en résolvant le systéeme
AX = B par SVD. Les coefficients a(t) peuvent étre déterminés a 'aide de méthodes
d’intégration avec un pas de temps constant. Cependant, si 'intervalle entre deux clichés
est trop important, alors les dérivées temporelles des amplitudes modales risquent d’étre
mal évaluées. Par conséquent, le second membre du probleme est peu précis et ceci est
d’autant plus grave que la matrice A est en général mal conditionnée, ce qui rend la
résolution du probleme extrémement sensible aux perturbations du second membre.

Le type de méthodes le plus couramment utilisé pour controler le modele réduit au
cours du temps est basé sur une calibration a posteriori des coefficients du modele ré-
duit. De nombreuses méthodes de calibration a ’aide de méthodes variationnelles ont été
entreprises dans la littérature. Elles consistent a ajouter aux membres linéaires et qua-
dratiques du modele réduit des termes qui vont assurer une représentativité optimale des
coefficients temporels de référence. Ces termes de calibration sont déterminés a posteriori
a l’aide d’un probléme de minimisation sous contrainte tout en respectant la formulation
du systeme d’EDO issu de la projection de Galerkin. Parmi les travaux entrepris a cet
effet, on peut citer Galletti et al. (2005) qui utilisent une méthode d’optimisation par
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modele direct et adjoint pour déterminer ces coefficients sous la contrainte non linéaire
d’optimisation du modele réduit. Couplet et al. (2005) proposent une technique de cali-
bration basée sur la minimisation d’une fonctionnelle linéaire conduisant a des résultats
similaires mais avec des couts numériques inférieurs. Cordier et al. (2009) ont proposé une
amélioration de cette méthode en utilisant une méthode de calibration basée sur la régu-
larisation de Tikhonov. Bergmann and Cordier (2008) utilisent des méthodes a régions
de confiance (appelée TRPOD) pour controler le modele réduit autour d’un cylindre en
régime laminaire.

La procédure de calibration utilisée dans le cadre de ce travail est basée sur des
techniques issues de 1’assimilation de données. Ces techniques permettent de reconstituer
I’état d’un systeme dynamique en combinant 'information contenue dans les équations
d’évolution spatio-temporelle du systeme dynamique considéré et 'information physique
contenue dans les observations de ce systeme au cours du temps. Ces méthodes sont
couramment utilisées dans des domaines tels que 1'océanographie et la météorologie ou il
est nécessaire d’introduire des données d’observations dans la modélisation afin de prendre
en compte la spécificité spatio-temporelle du phénomene physique étudié et pouvoir ainsi
faire I'analyse historique de ce phénomene ou encore de la prévision.

4 Inférence bayésienne dans les modeles de Markov
cachés

Cette partie est consacrée aux méthodes stochastiques d’inférence bayésienne de sys-
teme dynamique. Ces méthodes sont construites a partir d'un modele statistique appelé
modele a espace d’état composé d'un processus de Markov caché (ou HMM pour Hidden
Markov Model) qui décrit I’évolution du systeme dynamique considéré au cours du temps
ainsi que d’un processus qui décrit ’ensemble des observations partielles et bruitées de
ce systeme.

On s’intéresse tout d’abord au probleme du filtrage non linéaire optimal qui consiste
a estimer les valeurs d’un état caché scalaire ou vectoriel, noté x;, du systeme dynamique
a l'instant k. La solution théorique au probleme du filtrage non linéaire existe et est
fournie par le filtre bayésien optimal. Dans le cas de systemes linéaires et gaussiens, le
filtre de Kalman permet d’obtenir une expression analytique de la solution. Cependant,
pour des systemes non linéaires et/ou non gaussiens, la solution est en général impossible
a déterminer analytiquement. Afin de traiter le probléme de la non linéarité d’un systeme
dynamique, des filtres sous-optimaux sont utilisés parmi lesquels on peut citer le filtre
de Kalman étendu (EKF pour Eztended Kalman Filter) ainsi que les filtres particulaires
(SIR pour Sample Interval Processing) et d’ensemble (EnKF pour Ensemble Kalman
Filter) basés sur des méthodes séquentielles de Monte-Carlo.

Le second probléeme abordé est celui de ’estimation des parametres du systeme dyna-
mique dans le cas d’observations manquantes. L’algorithme utilisé a cet effet est 1'algo-
rithme EM (Expectation Mazimisation) qui permet de déterminer I'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance d’un modele statistique a variable cachée. L’estimation des pa-
rametres du modele se fera a partir des coefficients temporels issus de la POD directe-
ment sous-échantillonnée des données expérimentales. On considérera les cas d’un sous-
échantillonnage régulier en temps et d’un sous-échantillonnage par paquet.

La définition du modele a espace d’état et le probleme du filtrage bayésien optimal
pour I'inférence bayésienne dans le modele de Markov caché sont introduits dans la section
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1. La résolution du probleme du filtrage bayésien optimal est présentée dans la section
2 ou sont également décrits le filtre de Kalman linéaire ainsi que ses extensions les plus
courantes dans le cas de systeme non linéaire. Les méthodes séquentielles de Monte Carlo
font 'objet de la section 3 ou leur principe est tout d’abord rappelé. Le principe du filtrage
particulaire est ensuite brievement décrit. On trouvera une tres bonne introduction a
ces méthodes dans les cours suivants (Le Gland, 2009) et (Campillo, 2006). Le filtre de
Kalman d’ensemble et sa version déterministe appelée « Square Root ». sont ensuite plus
précisément exposés. L’estimation des parametres dans un modele a espace d’état a ’aide
de I'algorithme EM fait 1’objet de la section 4. Le principe de maximum de vraisemblance
y est introduit ainsi que la description des étapes E et M de I'algorithme EM. Le cas
d’estimation de parametres sur des données manquantes est ensuite exposé. Enfin, est
donné un bref rappel des principales propriétés de 1'algorithme EM.

4.1 Modele a espace d’état

Un modele a espace d’état ((Xx)r>0,(Yx)r>1) est un couple de processus formé par un
processus d’état ((Xy)g>0) et un processus d’observation ((Yy)r>1). La variable aléatoire
Xox = {Xo,...,Xx} représente I'état du systeéme dynamique considéré jusqu’a l'instant k
et Yy, = {Y1,...,Y} désigne I'ensemble des observations du processus observé jusqu’a
I'instant k. En pratique, seul le processus ((Yy)r>1) est observé et on ne dispose pas
d’observation directe de la variable aléatoire ((Xy)g>1) : on parle alors de "variable cachée”.

Dans le cas discret, le processus ((X)r>0) est une chaine de Markov a espace d’état
fini de loi initiale p(Xg) et de loi de transition p(X|Xk_1). On suppose ici que ((Xg)r>0)
est & valeur dans un ensemble X C R? et que I'on ne dispose pas d’observations & l'instant
k = 0. On suppose que ((Yi)r>1) est a valeurs dans un ensemble ). On suppose de plus
que le processus ((Xj)r>0) satisfait a la propriété de Markov suivante :

P( Xk Xo-1,Y1:6-1) = p(Xpe|Xp—1) (4.1)

Les observations (Y )r>1 vérifient ’hypothese du canal sans mémoire, a savoir que pour
tout instant £k =0,...,n :

— Conditionnellement aux états (Xj)r>o les observations (Y )g>1 sont mutuellement
indépendantes :

n

P(Y10Xom) = [ (Y| Xo04) (4.2)

k=0

— La distribution de probabilité conditionnelle de la variable aléatoire Y, sachant
Xo:n ne dépend que de Xy,. Le processus d’observation (Yy)g>1 est donc décrit par
la vraisemblance p(Y|Xy) :

(Yl X0, Yik-1) = p(Yi|Xk) (4.3)

Dans le cas discret, sous les hypotheses du canal sans mémoire et de la propriété de
Markov, la dynamique du processus observé est donc supposée décrite par un modele a
espace d’état dont les changements d’états sont induits par un processus de Markov caché
de loi initiale p(Xy), défini par une densité de probabilité de transition p(X|Xi_1) et
observé par une valeur y;, du processus (Yj)r>1 selon la densité de probabilité d’émission
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p(Y,|Xg). On notera cependant que, contrairement au processus ((Xy)g>1), le processus
((Yk)r>0) n'est en général pas une chaine de Markov. Les dépendances entre les variables
aléatoires sont généralement décrites par le graphe de dépendance conditionnelle acy-
clique et orienté suivant :

Etat caché e X1 X Xkt
Processus observé - - - Yi_1 Y5 Y1

FIGURE 2.2 — Dépendances entre les variables aléatoires du modele a espace d’état discret.

Les nceuds de ce graphe représentent les variables aléatoires X et Y, et les fleches
entre les nceuds la structure de la distribution de probabilité jointe entre Xj et Y.
L’interprétation de ce graphe est la suivante : le passé d’une variable aléatoire peut étre
factorisé comme le produit des distributions conditionnelles de chaque variable aléatoire
sachant ses parents.

On admettra également que toutes les probabilités conditionnelles considérées ad-
mettent une densité par rapport & la mesure produit (X x ))" et que cette densité
dépend a l'instant k& d’'un parameétre inconnu noté #(k). On notera les densités de pro-
babilités selon I'exemple suivant : p(zg|zo,...,Tx—1,Y1,--,Yk—1) la densité de p(Xy|Xo =
20y s Xpo1 = Tp—1,Y1 = Y1,-, Y1 = Y_1)- Les densités de probabilités d’émission et de
transition du modele a espace d’état discret sont notées de la maniere suivante :

{ Tk|zk-1,0 ~ po(r|TK-1) (4.4)

Yrlzk,0 ~ po(yrlr) (4.5)

et les équations d’état et d’observation associées a l’espace d’état discret sont données
par :

{ X = fr-1(Xp, Wi—1) (4.6)

Yy = hi(Xy) + Vi (4.7)

(Wg)k>o0 et (Vi)r>1 sont des bruits blancs indépendants entre eux. L’ensemble des para-
metres du modele est noté © = { fi,hx}

4.2 Inférence bayésienne

On s’intéresse a I'inférence bayésienne dans le modele a espace d’état défini précédem-
ment lorsque celui-ci dépend de variables latentes non observables. L’inférence bayésienne
dans les modeles a espaces d’état concerne deux types d’estimation :

— L’estimation de la distribution marginale du processus caché p(X|Y;.x) sachant
une réalisation {Y7,...,Y,} du processus d’observation ((Yy)g>1)-

— L’estimation des parametres © = { fi,hx} du modele sachant une réalisation {Y7,..., Y}
du processus d’observation ((Y)g>1)-
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Dans le cadre bayésien, l'inférence sur le vecteur caché xj est réalisée a partir de la
connaissance :

— d’une réalisation du vecteur d’observation ;.

— de la densité a priori initiale pg(x¢)

— de la densité de probabilité d’émission py(yx|zk)

— de la densité de probabilité de transition pg(xy|rg_1)

Selon la nature de ’application pour estimer un état x; sachant une série d’observations
{y1,---,yn} on peut distinguer trois cas :

o Si k > n alors il s’agit d’'un probleme de prédiction : il consiste a déterminer la
loi d'un état futur connaissant I’ensemble des observations passées et présentes :

p@(xk|y1:n), k= 1,...,7L

o Si k = n alors il s’agit d’'un probleme de filtrage : il consiste a recherche la distribu-
tion de I'état de l'instant courant connaissant 1’ensemble des observations passées
et présentes pg(Tx|y1nm), k= 1,...,n

o Si k < n alors il s’agit d'un probleme de lissage, il intervient lorsque la résolution
du probleme d’estimation est différée par rapport a ’acquisition des observations.
Le principe est le méme que le filtrage mais il utilise en plus les mesures futures :

po(Tk|Y1m), k= 1,...,n

4.3 Filtrage bayésien optimal

L’approche bayésienne va permettre de déterminer la loi conditionnelle de I'état xy
sachant une réalisation du processus d’observation ((Yx)g>1). Cette loi conditionnelle est
notée :

,uZ(dl’k) = ]P)[Xk S d{L‘k|Y1k] (48)

La loi ,ui(dxk) de la variable aléatoire de I'état z; sachant une réalisation du processus
d’observation ((Y)1.,—1) est quant a elle définie par :

pl(dzy) = PIX;, € dag|Y 1] (4.9)

On suppose que pf(dzy) et ,u{: (dzy) admettent les densités de probabilités respectives
Po(Tk|y1.6-1) et pg(xk|yir). On suppose de plus que les seules informations dont on dis-
pose au cours du temps sur le systeme sont contenues dans la série d’observations ;..
L’estimateur bayésien z§ de zj sachant ;. est donné par ’espérance conditionnelle :

vy = Elog|yra] :/ Ty (dey) :/ TePo(Zk|Y1:k ) d, (4.10)

La résolution du probleme de filtrage consiste a estimer py(zx|y1.x) la distribution a pos-
teriori de I'état a l'instant k conditionnellement a l’ensemble des observations passées
et présentes. Cette distribution est appelée distribution de filtrage. Le filtrage bayésien
optimal permet de calculer de fagon exacte la distribution de filtrage pg(zx|y1.1). Cette so-
lution est calculée récursivement en deux étapes : une étape de prédiction et une étape de
correction. On suppose ici que la distribution conditionnelle py(zx—1|y1.k—1) est disponible
a l'instant £ — 1.

n
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4.3.1 Etape de prédiction

L’étape de prédiction permet de connaitre la distribution a priori pg(zg|y1.6—1). Ainsi, si
on connait la probabilité de transition pg(zy|zr_1) et la probabilité d’émission pg(yx|zk_1)
alors par ’équation de Chapman-Kolmogorov on obtient la densité a priori ou probabilité
de prédiction pg(xk|yik—1) :

Po(Tk|y1k—1) = /Pe(fﬁk’l’k1,3/1:k1)Pe($k1’y1,---ayk1)d9€k1 (4.11)

Po(Tr|y1k—1) = /pe(xk |Tk—1)Po(Th—1|Y1,- s Yr—1)dTr—1 (4.12)

4.3.2 Etape de correction

L’étape de correction permet de tenir compte de la nouvelle observation et permet le
calcul de pg(yx|zx) la distribution conditionnelle a I’étape k a partir de la distribution
de filtrage prédite. L’observation y; est prise en compte pour corriger la densité a priori
grace a la formule de Bayes :

Do (Y| ZhsY1:6—1)P0 (Tk|[Y1:0—1)
Po(Yely1:e—1)
Po(Yr|r)po (T Y1:0—1)
Po(Y|Y1:6-1)

(4.13)

Pe($k|y1:k) =

po(xrlyix) = (4.14)

Le dénominateur est une constante de renormalisation qui peut s’écrire sous la forme :

Po(Yk|y1:k—1) = /Pe(yk |2k )po(Tk|y1:k—1)dy, (4.15)

La relation de ’étape de prédiction dépend de la probabilité de filtrage qui vérifie I’équa-
tion de récurrence suivante, appelée filtre bayésien optimal :

Po(Tr|y1y- k) X Po(yrlxr)po(TE|yrs.. s yr—1) (4.16)

ol  signifie "proportionnel a”. Une itération du filtre optimal est de la forme suivante :

Y
|
X v ) prédiction (X, Y ) correction X, 1Y
P{ k—1| 1:k—1 XX 1) P k| 1:k—1 (Y2 Xe) P( kl 1:k)

FIGURE 2.3 — Itération du filtre optimal

Ce schéma de récurrence est initialisé avec py(zo), la densité de probabilité de I’état
initial zo qui est supposée connue. L’application récursive des étapes de prédiction et
de correction donne la solution théorique du filtrage non linéaire optimal. L’espérance
conditionnelle E[xy|y1.;] est Uestimateur de variance minimale pour tous les estimateurs
de z; sachant y;.;.. Il est possible de les expliciter analytiquement dans le cas d’espace
d’état fini et dans les cas du modele linéaire dont les erreurs sont gaussiennes ou les
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probabilités de filtrage s’obtiennent alors a 'aide du filtre de Kalman linéaire (Le Gland,
2009). Cependant, dans le cas général de systemes non linéaires et/ou non gaussiens, les
équations du filtre bayésien optimal ne peuvent étre résolues analytiquement. Le filtre
bayésien optimal est alors approximé a I’aide de méthodes de type Monte-Carlo. Parmi
les filtres basés sur les méthodes de type Monte-Carlo, les plus couramment utilisés sont
le filtre de Kalman d’ensemble et le filtre particulaire (Evensen, 2003), (Evensen, 2006),
(Le Gland, 2009).

5 Résolution du filtrage optimal

5.1 Filtre de Kalman

Le but du filtrage bayésien est d’estimer la densité de probabilité py(zx|y1.k) & partir
de la connaissance des équations d’état et de mesure du systeme dynamique considéré :

{ X = fr(Xp—1,Wi_1) (5.1)
Yy = hi(Xy) + Vi

Si la fonction f; est linéaire en x; et en v, et la fonction hy linéaire en x; et les bruits
wy et v, gaussiens, alors le modele est dit linéaire gaussien et la solution analytique du
probleme du filtrage bayésien est donnée par le filtre de Kalman. On considére ainsi un
systeme dynamique dont I’évolution est représentée par un processus f(zy) ot f est un
modele linéaire de matrice I’ gouvernant le processus x. Les observations g, sont liées a
I’état du modele z; par la relation suivante, appelée équation de correction :

Y, = Hp Xy + vy

ou H est un opérateur d’observation linéaire et vy est l'erreur sur l'observation . Le
systeme dynamique s’écrit quant a lui :

Xy = Fp X1 + wy,

ou wy, est I'erreur commise sur le calcul d’évolution des variables d’état. Les bruits sont
considérés comme gaussiens et de matrice de covariance Qy = Cov(wy) et Ry = Cov(vy).
Le filtrage en temps discret consiste a estimer 1’état xp de ce systeme a l'instant k en
se basant sur la suite des observations partielles et bruitées yor = {vo,....yx} & 'instant
k de ce systeme. Le probleme du filtrage se ramene alors a la résolution d'un systeme
linéaire stochastique récursif. Afin de bénéficier des temps 1,2,....,k — 1 directement dans
I’estimation a I'instant k, on calcule récursivement un estimateur appelé filtre de Kalman.
Le filtre de Kalman est donc un estimateur récursif d’un systéme dynamique composé
des équations (1.1) et (1.2) :

Y, = Hp Xy + vy,

ol les hypotheses suivantes sont faites :

o L état initial zq est gaussien : X ~ N (20,Q0)
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o La fonction fi(Xx_1) est une fonction linéaire de Xj_; et la fonction hy(Xj) est une
fonction linéaire de X

o Les bruits d’état wy, et de mesure v, sont des bruits blancs gaussiens : Wy, ~ N (0,Q),

Le systeme (.S) peut alors se réécrire de la maniere suivante :

po(Xi|Xp—1) = N(FpXp—1, Qr) (5.5)
po(Zi|Xy) = N(HpXy, Ry) (5.6)

Le modele a espace d’état est ici linéaire et gaussien, les distributions sont donc gaus-
siennes. Par définition, les matrices de covariance P,f et P sont données par :

Pl =E((xy — mf)(zr, — m]) |lyin—1] et P =E[(xp —mf)(zr —m) |yia—] (5.7)

Elles sont cependant indépendantes des observations y;.,. Elles s’écrivent donc de la ma-
niere suivante :

Pl = E[(xy — m{)(z, —m])'] et Pg=E[(x —mi)(zp — mg)'] (5.8)
La distribution de filtrage p(Xx|Y1.x) est entierement décrite par son espérance m£ =

Elzx|yik] et sa covariance P! = E[(z), — 21)(zx — x])"]. Ainsi, pour tout k = 1,...N si

P(Xk-1]Y1k-1) est une densité gaussienne de moyenne m¢_; et de covariance P ; alors :
o pe(Xy|Y1.k-1) est une densité gaussienne de moyenne et de covariance :
mi = Fumd (5.9)
Pl = F.PL Fi+Qx (5.10)
o po(Xk|Y1.x) est une densité gaussienne de moyenne et de covariance :
my = m£ + Ki(yr — Hkmi) (5.11)

Pe = (I - KyHy)P/ (5.12)

ol K = P,f H}(H kP,f H! + Ry)™! est le gain de Kalman. On trouvera une démonstration
de cette propriété dans Le Gland (2009). Le systeme (S) peut alors se réécrire de la
maniere suivante :

pe(Xi|Xi1) = N(mi,P]) (5.13)
po(Yi|Xy) = N(mg, Fy) (5.14)

La distribution de filtrage pg(Xy|Y1.x) est déterminée a l'aide des étapes de prédic-
tion et de correction. L’étape de prédiction permet de déterminer pyg(Xy|Y1.5_1) & partir
de po(Xk_1|Y1.4-1). La prédiction est ensuite corrigée par la nouvelle observation yy.
L’ensemble de ces équations forme le filtre de Kalman. Elle décrivent I’évolution de la
moyenne et de la covariance de la distribution gaussienne. Dans le cadre gaussien, il suffit
d’évaluer la moyenne et la covariance pour caractériser completement les distributions
Po(Xk|Y1k-1) et po(X|Yx). De plus, dans le cas linéaire gaussien l'estimateur bayésien
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est équivalent a lestimateur BLUE (Daget, 2007). Le filtre de Kalman permet de ré-
soudre le probleme de filtrage de fagon exacte et rapide lorsque les dynamiques de 'état
et de I'observation sont linéaires et gaussiennes. Il approxime la densité conditionnelle de
I’état sachant I'observation par une densité gaussienne, déterminée par sa moyenne et sa
matrice de covariance.

Cependant, dans la pratique I'opérateur dynamique F' et 'opérateur des observations
H ne sont pas linéaires. La non linéarité du modele peut entrainer la multi-modalité de
la loi conditionnelle de I’état et rendre ainsi le filtre inadapté. De plus, lorsque le systeme
est fortement non linéaire, le filtre peut diverger et le probleme du filtrage non linéaire
n’admet pas de solution en dimension finie. Il devient alors nécessaire d’adapter les filtres
de Kalman.

Algorithme 1 Algorithme du filtre de Kalman linéaire

Conditions initiales du filtre
To = T

po = Qo

A tout instant k£ > 1

Etape de prédiction

xi = Fp(zf_y)
Pg:FkPI?AEﬁ*’Qk

Etape de correction

zd = x£ + Kilyr — Hkxi]

Pp = [I — KyH, )P/

Ky, = P/H.[H,.P/H. + R,

5.2 Extensions du filtre de Kalman

Parmi les alternatives existantes, on peut citer le filtre de Kalman étendu (filtre EKF')
ainsi que les filtres particulaires basés sur les méthodes de Monte-Carlo. Ces méthodes
sont mieux adaptées au probleme de filtrage non linéaire car elles sont peu sensibles a la
dimension de 'espace d’état. On considere toujours le modele a espace d’état de la forme
suivante :

{ Xy = fr(Xp-1) + Wy (5.15)
Y = he(Xe) + Vi (5.16)

ou fi est ici une fonction non linéaire en xy, hy une fonction linéaire en z. (W )r>o et
(Vi)e>1 sont des bruits blancs indépendants entre eux.
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5.2.1 Filtre de Kalman étendu

Le filtre de Kalman étendu est décrit dans Evensen (1992) pour les systemes faible-
ment non linéaires avec des bruits gaussiens. Les fonctions f; et hj, sont non linéaires
et dérivables. Wy et Vj sont des bruits blancs gaussiens et de covariances respectives Q)
et Ry. Le principe du filtre de Kalman étendu est de linéariser la fonction f; autour
d’un estimateur de x;_1 et la fonction hi autour d’un estimateur de z; afin d’obtenir un
systeme linéaire gaussien et ainsi de pouvoir appliquer le filtre de Kalman linéaire.

Les opérateurs F' et H sont alors obtenus par le linéaire tangent F' et le linéaire tangent
H:
OF} k1

Ferer = —5° € (5.17)
0H,
Hyor = 8;+1(x£+1) (5.18)

Le vecteur d’état analysé z{ est ensuite propagé dans le modele non linéaire et les matrices
de covariance de l'erreur de prédiction P,f et P le seront par les différents modecles
linéaires tangents. On obtient alors le systeme suivant :

e Etape de prédiction

wiy = Feald) (5.19)
P/f+1 = FenPiF, + Qi (5.20)
e Etape de correction
Ky = Pg+1HZ+1(Hk+1PIf+1HItc+1 + Riy1) ™! (5.21)
P = wl + Ko — Hi (21)) (5.22)
Pl = (I- Kk+1Hk+1)P;f+1 (5.23)

Pour un systeme non linéaire, les densités a priori et a posteriori ne sont plus gaus-
siennes, les solutions obtenues par le filtre de Kalman étendu ne sont plus optimales. De
plus, la moyenne et la covariance ne permettent pas dans ce cas de caractériser com-
pletement la distribution du filtrage. Le filtre donne des résultats divergents dus a la
linéarisation des fonctions du systeme. Un autre inconvénient au filtre de Kalman étendu
est I'évaluation du gain de Kalman qui implique un cott de calcul important.

L’algorithme du filtre de Kalman complete le systeme d’équations lié a la détermina-
tion de I'état analysé et a sa propagation dans le temps avec deux équations de calcul et
de propagation de la matrice de covariance d’erreur d’analyse. Dans le cas ou les dimen-
sions du vecteur d’état sont grandes, la mise en ceuvre numérique du filtre de Kalman
s’avere délicate. En effet, les matrices de covariance P,f et P sont des matrices de grande
dimension. Les évaluer et les stocker implique un temps de calcul et un cout mémoire
importants. Le colt numérique du filtre de Kalman est donc la somme du cott du trai-
tement du vecteur d’état et des covariances d’erreur. Pour les systemes de grande taille
tels qu’ils sont utilisés pour modéliser I’'océan ou 'atmosphere, le cotit de calcul principal
provient du traitement des covariances d’erreur d’analyse. La premiere étape cotiteuse est
I'inversion de la matrice H KP,f H} 4+ Ry. De plus le calcul du gain K} nécessite d’effectuer
des produits et inversion de matrices de grandes dimensions. Cela entraine la divergence
du gain de Kalman au cours du temps. Au-dela du coup de calcul exorbitant de ces opé-
rations, il est impossible de stocker entre chaque étape d’analyse de telles matrices malgré
les capacités déja importantes disponibles.
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5.2.2 Filtre de Kalman de rang réduit : SEEK et SEIK

Pour ces raisons, 'algorithme du filtre de Kalman ne peut étre appliqué qu’a des
systemes de taille réduite. L’idée est alors d’approcher 1'espace complet des covariances
d’erreurs par un sous-espace de dimension réduite. Dans les méthodes de type filtre de
Kalman, les matrices de covariances d’erreurs sont a priori de rang complet. La propa-
gation des matrices de covariances d’erreurs par les équations d’états devient prohibitive
pour des dimensions importantes. Les erreurs commises vont alors étre exprimées dans un
espace de dimension réduite. Les algorithmes SEEK (Singular Evolutive Extended Kal-
man Filter) et SEIK (Singular Evolutive Interpolated Filter) font partie de cette classe
de méthodes. Leur particularité est de pouvoir faire évoluer le sous-espace de correction
(et ainsi la matrice de covariance d’erreur d’analyse) avec le systéeme dynamique.

5.3 Meéthodes séquentielles de Monte-Carlo

Dans le cas général, la densité de filtrage pg(xk|y1,...,yx) n'est pas calculable explici-
tement. Une approche proposée par de nombreux auteurs consiste a approximer cette
densité en utilisant des méthodes stochastiques de type Monte-Carlo. Ces méthodes sont
basées sur la simulation de variables aléatoires pour calculer approximativement des in-
tégrales de grande dimension. Elles tirent leur justification de la loi des grands nombres
qui permet d’approximer une mesure de probabilité p par une mesure empirique .
L’évolution de la matrice de covariance des erreurs de filtrage va étre estimée a l’aide
de I’échantillonnage dans la distribution du filtrage d’un nuage d’états centrés autour
de I’état courant sachant une séquence d’observation. Deux approches peuvent étre alors
envisagées : la premiere consiste a utiliser un échantillonneur de Gibbs et les MCMC
(Monte Carlo Markov Chain), la seconde conduit quant a elle aux algorithmes séquen-
tiels de Monte-Carlo. Dans le cadre de ce travail nous n’utiliserons que la seconde ap-
proche. Avant d’aborder les algorithmes séquentiels de Monte Carlo, le principe général
des méthodes de type Monte Carlo est rappelé brievement.

5.3.1 Principe de Monte-Carlo

Soit X une variable aléatoire dans R distribuée selon la loi de densité de probabilité
px(z) et (X;)i=1,.n des variables aléatoires indépendantes sur R? et de méme loi que X.
Pour toute fonction ¢ bornée de R? — R?, I'espérance de ¢(X) vaut :

E[¢(X)] = / o(x)p(x)da (5.24)

La plupart du temps cette intégrale ne peut étre calculée directement. Une approximation
numérique de ctte intégrale est cependant envisageable en utilisant des méthodes stochas-
tiques dites de Monte-Carlo. La densité p(x) peut étre approximée par une loi discrete
pY(z) & l'aide d'un échantillon de N variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées (iid) de loi de densité p(z) :

po) ~ > 8 @) (5.25)
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La moyenne E[¢p(X)] peut alors étre approximée par des sommes :

E[¢p(X)] ~ EN[g(X)] = = ¢'(X) (5.26)

Et la loi des grands nombres assure que, presque surement, la moyenne empirique tend
vers 'espérance :

E[¢(X)] — E[$(X)] (5.27)

N—oo

De plus, le théoreme central limite nous donne la vitesse de convergence :

@(EN [0(X)] — E[¢(X)]) — N(0,1) (5.28)

g N—oo

ot N'(0,1) est la loi normale centrée réduite et o2 = Var(¢(z)). Ceci montre que I'erreur
moyenne d’une quadrature Monte Carlo est de 1'ordre de ‘/TN Ainsi 'erreur de I'approxi-
mation Monte Carlo est peu dépendante de la dimension de I’état. Un autre avantage de
cette méthode est qu’elle ne dépend pas de la régularité de la fonction a intégrer, pourvu
que ¢ soit de carré intégrable.

Le principe de méthodes séquentielles de type Monte-Carlo est d’approximer la moyenne
conditionnelle E[zk|y1,...,yx] par une espérance empirique calculée a partir d’un nuage de
N échantillons x?,.... 2. Les particules du nuage de points échantillonné dans la distri-
bution de filtrage vont ensuite étre soumises au méme mécanisme d’évolution que celui
du filtre de Kalman, a savoir une étape de prédiction ou les particules sont propagées
dans les équations d’état et explorent I'espace d’état de fagon indépendante, et une étape
de correction ou lorsqu’une information est disponible, le poids associé a chaque particule
est corrigé afin de minimiser la distance entre la distribution empirique des particules et
I’observation. Les approximations de Monte-Carlo du filtre optimal peuvent étre réparties
en deux type de filtres :

o Les filtres particulaires qui sont basés sur un principe d’échantillonnage d’impor-
tance.

o Le filtre de Kalman d’ensemble basé sur ’approximation de I’état courant a ’aide
de la moyenne empirique et de la matrice de covariance empirique d’un nuage de
particules.

5.3.2 Filtre particulaire

Le filtrage particulaire est une approximation de Monte-Carlo du probleme du filtrage
linéaire en temps discret. Le principe du filtre particulaire est d’approximer la distribution
pg par la distribution empirique piy d'un ensemble de particules xj,...,z3 muni des poids

d’importance w},...,wi correspondants :

N
pi Ry = Wil (5.29)
=1
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Les poids w! sont choisis en utilisant le principe d’échantillonnage d’importance. Si les
x,, sont simulés selon une densité d’importance q(zo.|y.x) alors :

i p($0:k|y1:k)

wt = 5.30
F Q<370:k|3/1:k) ( )

La densité d’'importance q(xo.x|y1.x) est une densité paramétrée par les observation et est
choisie telle que :

q(ﬂvo:k|y1:k) = Q(xk|$0:k—layk)Q($O:k—1|ylzk—1) (5.31)

alors les poids d’importance w} peuvent étre calculés de fagon récursive dans le temps :

o pluklzip(a]e_y)
Wy, K Wy_q e
Q($k|xk—17yk)

(5.32)

On obtient ainsi I'algorithme SIS (Sequential Importance Sampling) ou les particules sont
soumises a un mécanisme d’évolution en deux étapes.

Les filtres particulaires ne requierent pas la linéarité de I’équation d’état ni de 'opé-
rateur d’observation. Les bruits ne sont pas nécessairement gaussiens (Daget, 2007). De
plus en utilisant un nombre de particules suffisamment grand, on peut considérer qu’on
obtient une bonne estimation de la distribution de 1’état sachant une série d’observations.
C’est cependant 'inconvénient majeur du filtre particulaire. En effet, il faut simuler un
grand nombre de particules pour éviter le probleme de dégénérescence des poids, et aussi
s’assurer de la convergence de l'estimateur dans le cas général (Doucet et al., 1999),
(Doucet et al., 2001).

5.3.3 Filtre de Kalman d’ensemble

Le filtre de Kalman d’ensemble (EnKF) a initialement été proposé par Evensen (1994)
comme une approximation du filtre de Kalman pour le modele linéaire gaussien. Il a par
la suite été étendu pour le modele non linéaire gaussien et son utilisation a montré des
performances remarquables par rapport aux autres méthodes (Evensen, 2006). Le filtre
de Kalman d’ensemble est maintenant largement utilisé dans la communauté de 'océano-
météographie grace a sa formulation simple et son implémentation facile. Son utilisation
ne nécessite ni dérivation des opérateurs tangents linéaires et des équations adjointes, ni
intégration rétrograde du modele d’évolution. En effet, au lieu de propager une matrice de
covariance, les erreurs sont statistiquement représentées par un nuage de points propagés
par les équations d’états, sans aucune linéarisation. Le filtre de Kalman d’ensemble est
une filtre de Kalman gaussien et n’est pas un filtre particulaire car il ne gere les erreurs
statistiques que jusqu’a l'ordre 2. L’étape d’analyse est ensuite celle d'un filtre de Kalman
standard.

Le principe du filtre EnKF est d’évaluer la matrice de covariance empirique P d’un
ensemble d’éléments au lieu d’évaluer la covariance exacte par produit matriciel. La co-
variance P,f est alors remplacée par la covariance empirique P et le gain de Kalman
par le gain empirique K}'. L’algorithme du filtre de Kalman d’ensemble peut étre dé-
crit de la maniére suivante. A partir d’un ensemble de conditions initiales, des particules
qui suivent une loi normale, appelées ici ensembles, sont propagées a travers I’équation
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d’état du systeme. A partir de la prédiction de ces ensembles, la matrice de covariance
empirique P} est calculée. Ceci permet ensuite de déterminer le gain du filtre de Kalman
d’ensemble. Les ensembles corrigés sont ensuite propagés dans le modele a 1’étape k + 1.
L’algorithme du filtre de Kalman d’ensemble est décrit ci-dessous :

A Tinstant initial t=0, N éléments sont simulés selon la distribution initiale :

a0 alN ~ po(dao) (5.33)

N

A Tinstant £ > 1 et Vi = 1,....N, les étapes de prédiction et de correction sont réalisées :

o Etape de prédiction
Les N éléments bruités sont propagés selon I’équation du modele et explorent ainsi ’espace
d’état du modele :

X,f’i = fk(XZfl) + W, avec Wi~ N(0,Q) (5.34)

La moyenne et la matrice de covariance empirique de ces éléments propagés sont ensuite
calculées :

N
1 .
md &~ NZx{” (5.35)
=1
1 X . :
PY o Dl = )l = my)] (5.36)

o Etape de correction
Lorsqu’une information ¥, est disponible, I’équation de correction du filtre de Kalman est
appliquée indépendamment sur chaque élément. Le gain de Kalman empirique K;' est
alors calculé :

x,‘;’ = xiz + Kilyr — (Hkxk’i +v})] (5.37)
KY = Ki(P)) =B Hi(H.PYH,+ R)Y)™ (5.38)

RY est la matrice de covariance empirique des bruits de mesure et est définie par :

1 N

R = 57— D))’ (5.39)

i=1

, o ., .. N
L’espérance conditionnelle E[X}|Y}.x] est alors estimée par la moyenne empirique my;’

des éléments d’ensemble :
L N
m§ ~mi = NZ X0 (5.40)
i=1
et la distribution puf(dx) est approximée par la mesure empirique MZ’N(dx) des éléments :

N
a a 1
i) = g (d) = 3 O (5.41)
=1
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Le filtre de Kalman d’ensemble a été développé au départ pour assimiler des obser-
vations afin de produire les conditions initiales de modeles océaniques. Cet algorithme
d’assimilation a rapidement été repris par la communauté des modélisateurs atmosphé-
riques. De nombreuses applications expérimentales ont été effectuées, tout d’abord avec
des modeles simplifiés (Evensen, 1997; Miller et al., 1999), puis avec des modeles at-
mosphériques plus complexes. De nombreuses comparaisons ont été effectuées avec les
algorithmes variationnels tels que le 3D-VAR et le 4D-VAR (Kalnay et al., 2007 ; Hou-
tekamer et al., 2005), qui sont tres souvent utilisés dans les modeles 3D atmosphériques.
Il a été montré en général que le filtre de Kalman d’ensemble est supérieur au 3D-VAR,
tandis que ses performances sont comparables au 4D-VAR. Ces résultats dépendent bien
sur de la taille de ’ensemble utilisé pour le filtre de Kalman d’ensemble ainsi que celle de
la fenétre d’assimilation du 4D-VAR.

Le filtre EnKF ne requiert pas la linéarité des équations d’états, mais la linéarité
de l'opérateur d’observation Hj. Cependant, d’apres Evensen, il est pourtant possible
d’utiliser 'EnKF pour un systeme dont I'opérateur d’observation est non linéaire, sans
utiliser la linéarisation. De plus, il est essentiel de perturber les observations pour cha-
cun des membres de l’ensemble avec l'estimation de la matrice de covariance d’erreur
d’observation R. En effet, comme un échantillon statistique a tendance a s’appauvrir par
coalescence des points, 1'ajout de bruit dans les observations peut étre interprété comme
I’adjonction d'une partie stochastique permettant d’enrichir I’échantillon. Ce phénomene
est connu sous le nom de propagation du chaos (McKean, 1969).

Contrairement au filtre de Kalman étendu, le filtre de Kalman d’ensemble ne requiert
aucune linéarisation du systeme dynamique auquel il est appliqué. Le filtre de Kalman
d’ensemble est basé sur I’hypothese que les perturbations et le erreurs d’ébauche et d’ob-
servations sont gaussiennes et additives, c¢’est-a-dire déterminées par leur moyenne et leur
variance. Le transport de ces perturbations au cours de 'intégration par le systeme dyna-
mique est censé étre aussi linéaire, ce qui implique qu’elles restent gaussiennes au cours de
I’étape de prédiction. Ainsi, pour les systemes fortement non linéaires, le filtre de Kalman
d’ensemble n’est pas forcément optimal.

Le comportement asymptotique des filtres particulaires a souvent été étudié contrai-
rement au filtre EnKF. Cependant, des résultats sur le comportement asymptotique du
filtre EnKF quand le nombre d’ensembles N tend vers I'infini ont été récemment obtenus
(Le Gland et al., 2009). 11 a été ainsi prouvé que dans le cas des modeles non linéaires, la
limite du filtre EnKF differe du filtre bayésien (qui est le filtre optimal). La limite existe si
la fonction non linéaire f; est localement lipschitzienne, sa dérivée est localement bornée,
et qu’elle ne croit pas trop vite quand N tend vers 'infini, une croissance polynomiale de
la fonction f; est requise. Cette limite n’a cependant pas encore été caractérisée. Pour
converger vers le filtre optimal, une approche est de considérer la propagation des élé-
ments d’ensemble comme une distribution d’importance et de pondérer en conséquence les

éléments d’ensemble. La détermination de ces poids reste cependant un probleme ouvert
(Tran, 2009), (Le Gland et al., 2009).

5.3.4 Filtre de Kalman d’ensemble Square Root

Le filtre de Kalman d’ensemble nécessite de perturber les observations, ce qui entraine
des erreurs supplémentaires d’échantillonnage dans 'estimation de la matrice de cova-
riance d’erreur et dans 1’étape de prédiction du filtre. C’est pourquoi Tippett et al. (2003)
ont introduit une version déterministe du filtre de Kalman d’ensemble appelée filtre de



52

Algorithme 2 Algorithme du filtre EnKF
Initialisation
Pour¢t=1,....N
Générer z3" ~ N(0,P)

A tout instant k£ > 1
Etape de prédiction : pour i =1,...,N

ol = fulayl,) +wi

]- N )
my & N > in1 xi
1 N 7 7
P/gv ~ N . 1 i:l[(x? - Tn']k’v)(‘ri7 - m/{c\]>T]

Etape de correction : pour ¢t = 1,....N

Générer 25" ~ N(0,Ry)
1 N i (0
Ry = N1 > i (V) ()
K(PY) = Py Hy(H PV Hp + Rif) ™

' = a2+ Kilye — (Hyal" + o)

Kalman d’ensemble Square Root (SREnKF pour Ensemble Square Root Filter) qui per-
met de s’affranchir de I'ajout de bruit aux observations. Les filtres de Kalman de type
Square Root ont été utilisés depuis en météorologie par Bishop et al. (2001) Whitaker and
Hamil (2002) Anderson (2001) en se basant sur les travaux initiaux de Andrews (1968).
La solution générale a été développée par Andrews (1968) et utilisée par la suite sous
diverses formes par Bishop et al. (2001) Whitaker and Hamil (2002) Anderson (2001) et
Tippett et al. (2003).

Le filtre de Kalman d’ensemble Square Root utilise les équations du filtre de Kalman
usuel pour 'estimation des matrices de covariance d’erreur d’analyse et de prédiction.
Les équations d’évolution des matrices de covariance de prédiction P,f et d’erreur de
correction P du filtre de Kalman sont les suivantes :

Pl = FP F+Qy (5.42)
Pt = (I — K Hy)P/ (5.43)

Les matrices P,f et P sont symétriques et définies positives : elles peuvent donc étre
écrites sous la forme P/ = (X)) (X])! et P# = (X)(X®)! ot les matrices X} et X¢ sont
respectivement les matrices racines carrées des matrices Pk}f et P Le filtre de Kalman
Square Root remplace les équations d’évolution des matrices P,f et P par les matrices
racines carrées X; et X¢ afin de s’affranchir du calcul de I'inversion des matrices P et
Py Partant de la réécriture de la matrice P’ on obtient :
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pe = P/ - P/H/(H.P/H,+R,) HP!

-1
Pt = X[ — (H X)) (HX{ (H X))+ Ry Hi X))
Pe = X[ = VEVVE + Re) Vil (X])'

avec Vi, = Hp, X ,f et Dy = ViVt + Ry. Lorsque les erreurs d’observations sont décorrélées,
ie la matrice R est diagonale, les observations peuvent étre assimilées séquentiellement
I'une apres 'autre. Dans ce cas V) est un vecteur colonne et Dj est un scalaire. Une
matrice racine carrée de I — VkD,C_le peut alors étre calculée en résolvant I'équation
suivante pour le scalaire y :

I —ViD'Vi = (I = BeVi VO — BVi Vi)' (5.44)

ce qui donne la solution solution suivante By = (Dj + \/Rka)_l. La mise a jour des
ensembles se fait alors de la manieére suivante :

Xg = X[(I - P} (5.45)

6 Estimation des parametres dans un modele
a espace d’état

On s’intéresse ici a l'inférence bayésienne dans le modele a espace d’état linéaire et a
erreurs gaussiennes :

lorsque le modele dépend de variables latentes non observables. Ce modele a espace d’état
est décrit par ses probabilités d’émission et de transition :

{ l‘k\ﬂfkflﬁ ~ p@(xk‘xkfl) (6-3)
Ykl 2x,0 ~ po(yrlzr) (6.4

ou 0 représente ici ’ensemble des parametres inconnus du modele a espace d’état. Dans les
modeles statistiques, il est courant d’avoir des situations ou des informations sont incom-
pletes soit par le manque direct d’informations sur des quantités mesurées ou mesurables,
ou soit par une impossibilité d’observer des variables du modele. Pour un modele a espace
d’état, le probleme d’estimation de parametres inconnus peut étre considéré comme un
probleme d’estimation dans un contexte de données manquantes et permettre ainsi ['uti-
lisation de 'algorithme EM (Ezpectation Maximisation). Le parametre 6 peut également
étre estimé a ’aide des estimateurs des Moindres Carrés conditionnels mais cette méthode
n’a pas été retenue ici.

L’algorithme EM est une classe d’algorithme qui permet de trouver la maximum
de vraisemblance des parametres de modeles probabilistes lorsque le modele dépend de
variables latentes non observables. Initialement con¢u par Dempster, Laird et Rubin en
1977 (Dempster et al., 1977) pour l'estimation de parametres de modele a partir de
données incompletes, il est devenu 1'un des algorithmes les plus utilisés pour estimer
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les parametres d’une chaine de Markov cachée. Son champ d’application s’est depuis
largement étendu. Il est aujourd’hui utilisé dans divers domaines tels la classification
de données, en apprentissage machine ou en vision artificielle. L’algorithme EM permet
d’associer au probleme de données incompletes un probleme de données complétes pour
lequel I'estimation du maximum de vraisemblance est plus facile. Il consiste alors a calculer
itérativement les parametres pour lesquels une fonction de densité de probabilité donnée
est maximale. Ce procédé se réalise en deux étapes respectives : 'étape E ( Ezpectation) et
I'étape M (Mazimisation). Les parametres obtenus sont appelés estimateurs du maximum
de vraisemblance (Bilmes, 1999)

Cette partie est consacrée a la présentation de ’algorithme EM. A la section 1 le cadre
général de I'algorithme est tout d’abord présenté ainsi que le principe de vraisemblance et
la maximisation de la log-vraisemblance. L’algorithme EM est ensuite décrit a la section
2 ou les deux phases de I'algorithme EM, phases d’Expectation et de Maximisation sont
détaillées. Le lisseur de Kalman qui intervient dans le calcul de la vraisemblance y est
également décrit. La section 3 présente l'utilisation de I’algorithme EM dans le cas de
données manquantes. Enfin un bref rappel de ses principales propriétés est donné a la
section b.

6.1 Principe du maximum de vraisemblance

On considere un couple de processus (Y,,,Z,)n>0 ot (Y3,)n>0 est le processus des don-
nées observées notées {Yo,y1,..-,yn} €t (Zn)n>0 le processus des données manquantes no-
tées {20,21,...,21}. On suppose que chaque processus (Y;,),>0 est a valeurs dans Y =
{Y0,Y1,-.-,yn} vecteur de données completes, et que chaque processus (Z,),>0 est inclus
dans un espace vectoriel de dimension finie inclus dans R".

Le principe du maximum de vraisemblance consiste a estimer le parametre 6 en dé-
terminant la valeur des parameétres qui maximise p(y,f) la fonction de vraisemblance
incomplete du modele basée uniquement sur les observations disponibles {yo,y1,...,yn }- Le
vecteur {yo,y1,-.-,yn} N'est cependant quune observation partielle du phénomene consi-
déré et ses valeurs manquantes sont contenues dans le vecteur {zp,21,...,2;}. La fonction de
vraisemblance incomplete p(y,0) est alors une quantité aléatoire dont la maximisation est
difficile a réaliser directement. C’est pourquoi on introduit le processus X, = (Y,,,Z,)n>0
a valeurs dans x = {yo,Y1,---,yn} et formé de la concaténation du processus des don-
nées incompletes et du processus des données manquantes (Y,,7Z,),>0. On appellera ainsi
X = (Yn,Zn)n>0 le processus des données completes.

Soit f. la fonction de densité de probabilité du processus X,, correspondant au vec-
teur des données completes et g la fonction de densité de probabilité du processus des
observations (Y,,),>0 . Au lieu d’observer le vecteur des données completes dans x, on
observe le vecteur des données incompletes y = y(x) dans Y. On obtient ainsi :

9(y0) = / Sy (6.5)

y) ={z € x;y = y(x)} C x est le sous-espace observable de x défini par I’équation

X(
= y(x)
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En utilisant la formule de Bayes et les propriétés d’indépendance conditionnelle du
modele, on obtient une fonction de vraisemblance complete de la forme suivante :
n n
Le(U1,e Y1003 0) = p(Wrin 103 0) = p(21) [ [ plarlzn—1; 0) [ [ p(uslze: 6)  (6.6)
k=2 k=1
Or le processus (X,) est n’est pas directement observable : ¢’est pourquoi la log-vraisemblance
complete L, = log L(x,y|0) de f. n’est pas calculable explicitement en pratique. Elle est
alors remplacée par sa meilleure estimation disponible, a savoir son espérance condi-
tionnellement aux observations {yo,y1,.--,yn} et la valeur du parametre 6 de l'itération
en cours. L’algorithme EM permet d’estimer cette vraisemblance a ’aide d’une fonction
auxiliaire () qui, dans le cas général de 'algorithme EM pour des modeles a variables
latentes, s’écrit sous la forme :

Q(eaék) = E[log(Lc<y177yna$la7xn7 9))‘3/177%, ek] (67)

6.1.1 Le lisseur de Kalman linéaire

La fonction Q(6,0) de I'algorithme EM s’écrit alors :

Q(9>ék) = E[pH(ajl)‘ylsn] + Z E[Ing9($k+1’$k)’y1:n] + E[Ingé(yk’$k)’y1:n] (6'8)

On remarque que la fonction auxiliaire () dépend des densités a posteriori de lissage
P(Tk,Thr1|Y1:n) €t p(Tk|Y1.). La densité p(zg|yr.,) peut se décomposer sous la forme sui-
vante (Briers and Doucet, 2004) :

p(fck\ym) = /p(ﬂfk75€k+1’y1;n)d$k+1
Q

P($k|y1:n) = /p($k+1|ylzn)p($k|$k+1>y1:k)d9€k+1
0
x )T x
p(arlyn) = el / Py P@rnle) j (6.9)
Q p($k+1|y1;k)

La densité de lissage p(xk|y1.,) peut alors se calculer a ’aide d’un algorithme forwar-
backward comme le lisseur de Kalman. Le principe est alors de filtrer dans ’ordre chro-
nologique (ou "forward”) et dans le sens anti-chronologique (ou "backward”). La premieére
phase forward utilise les équations du filtre de Kalman en stockant les moyennes et les
matrices de covariance des densités de filtrage p(zx|y1.x) et de prédiction p(xg.1|yi.x) pour
k = 1,..,n. La deuxieme phase backward pour £ = n — 1,n — 2,...,1 permet de calculer
les densités lissées de facon récurrente. Le lisseur de Kalman est une correction du filtre
de Kalman utilisant uniquement les données provenant du filtre forward. Pour obtenir
les états lissés, seuls les états estimés par le filtre forward et le gain de Kalman lissé ont
besoin d’étre stockés. L’état lissé ne dépend pas des covariances lissées.

La mise a jour "backward”, se fait pour k = n—1,n,...,1 a partir des densités suivantes :
p(wrlyre) = N (2 I£|k7pk\k) (6.10)

P(@rpa|yie) = N(zria; x£+1|k+1’Pk+1|k) (6.11)

P(Tri1|y1n) = N(2ga; $£+1|H,Pk+1|n) (6.12)
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selon les équations suivantes :

avec :
o f f
Ly = T T Kk($k+1|n - xk+1|k)
P = Prgie + Ki(Prs1jn — Pryrn) K,

K = PapFfy (P07

(6.13)

(6.14)
(6.15)
(6.16)

Algorithme 3 Algorithme du lisseur de Kalman linéaire

Conditions initiales du filtre
o) — o e O — plo
Etape de lissage : Pour k allant de n-1 a 1 :
K = ROF(RD)
(s) (a) () (f)

(s)
x, =xy + Ky () — o)

B = P + K (P, - B (K

PO, = (I = KeH) FP”) + (P — PP (I — KyHy)F P,
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6.2 Algorithme EM : Etapes d’Expectation et de Maximisation

La fonction auxiliaire () possede la propriété suivante :

V(8. €0 x 0, s QEOFTIIIM) = Q0Y), alors LE*ly) = L(OW]y)
(6.17)

ou L est la log-vraisemblance des observations. Cette propriété est démontrée dans I'article
de Dempster et al. (1977) et implique que tout accroissement de la fonction @) entraine
un accroissement de la log-vraisemblance L. Dans de nombreux cas, la maximisation de
la fonction @) est plus simple que la maximisation directe de la log-vraisemblance L. On
peut donc itérer successivement la fonction () pour espérer obtenir un maximum de la
log-vraisemblance. Se basant sur cette propriété de la fonction @ Dempster et al. (1977)
ont proposé 'algorithme itératif EM dont le but est de maximiser la log-vraisemblance en
procédant a chaque itération k a la maximisation de I'espérance de la log-vraisemblance
complete, connaissant les observations et ’estimation courante issue de 1’étape k — 1 des
parametres #. Une fois la reconstitution des données manquantes effectuée, il est plus
facile de procéder a la recherche du maximum de vraisemblance. Celui-ci se décompose
a litération k en une succession de deux étapes : 1'étape E (Expectation) et I’étape M
(Maximisation) décrites ci-dessous.

6.2.1 Etape E

L’étape E consiste a étudier la relation entre la vraisemblance des données completes
et la vraisemblance des données incomplétes. L’algorithme va ainsi déterminer Q(6|6®))
Iespérance de la log-vraisemblance des données completes par rapport a la distribution
conditionnelle des données manquantes sachant les données observées et les valeurs cou-
rantes du parametre 6 :

QO"V9™) = Eflog(Le(0™]2)] (6.18)

6.2.2 Etape M

L’étape M permet de maximiser la fonction obtenue a l'étape E pour estimer les
valeurs courantes des parametres. Ainsi, la prochaine valeur du paramétre ©, ©¢+1 et
choisie telle que :

QO*VIM) > Q(8|8™), Vo € © (6.19)

Les étapes E et M sont itérées jusqu’a ce que le nombre maximum d’itérations autorisé
soit atteint, soit lorsque l'accroissement entre deux itérations de la log-vraisemblance
incomplete est négligeable, c’est-a-dire pour un ¢ fixé :

|L(OFDY — L(OW)| < & (6.20)
En pratique, le critere d’arrét suivant est vérifié pour un e, :

Q(Q(k+1)’9(k+1)) _ Q(g(k)’g(k))
QOM,6W)

< (6.21)

et on pose #%) comme valeur approchée de o®).
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Algorithme 4 Algorithme EM

Initialisation : k <— 0 et O = 9

Tant que [|Q(0]0®) — Q(O|0* )| <&

Etape E : Calcul de I'espérance conditionnelle de la vraisemblance complete
Q(016W) = E[L(0)|X.0®)]

Etape M : Maximisation de Q(@|(:)(k))

O+ — Argmax Q(0]6%)

k<+—k+1

6.2.3 Cas de données manquantes
Pour un modele a espace d’état linéaire et gaussien la fonction de log-vraisemblance
log Ly (0) = log L(X,Y,0) s’écrit :
1 _
log L(X,Y,0) = —é{log 120] + (20 — p10) 25 (w0 — o)

+ Nlog|Q| + ) (xx — Frp_1)'Q " (w, — Fayy)

k=1

+ Nlog|Rl + > (yx — Hywe)' R (ye — Hywy)} (6.22)

k=1

L’algorithme EM consiste a maximiser la fonction de log-vraisemblance a 'aide de la
fonction auxiliaire () définie précédemment et permet ainsi d’estimer les parametres pour
lesquels les dérivées partielles de la fonction Q(@\é) par rapport a F,H,() et R s’annulent.
La différentielle de la fonction définie par

(Rnxn X Rpxn X Rpo X Rnxn) SN R
(F,H,Q,R)—Q(0,0)

s’annule aux points (Fyy1,Hyy1,Qk+1,Re11) avec les estimateurs notés Fy 1, Hg11,Qk1,Rei1
et définis par :
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N N
Frpr = ZE(xk(xk—l)t|y1:k; ék)(z E (g1 (25 1) |yre; 0)) (6.23)
=2 o2
N N )
Hyor =) E(ye(zn) |y 00) O Elw(@e) [yrn; 0k) (6.24)
=1 o2
1 Y N )
Qi1 = 1(2 E(z(zr-1)"|y1. ka‘gk) Mk+lz E(zp_1(p_1) |ye; 01)) ") (6.25)
=2
) LN N A
Rypr = O Ewe(yn) [yra: k) — Hirr Y Elye(e) [yr: 01)) (6.26)
k=1 k=1

Dans le cas d’absence de contraintes sur les matrices F', H, (), R, les parametres estimés
F H,Q,R de © sont les suivants (Digalakis et al., 1993; Gyau-Boakye and Schultz, 1994) :

F = AATY H = AgATY, Q = Ay— Ay AFTAL R = A5 — AgATY AL, 1o = 20, 09 = P

ou les matrices A;,As,...,Ag sont définies de la maniere suivante :
1 & 1 — 1 o
A= ——Y zat Ay = =) apal Ag = —Y x5, 2!
= et = Yt = Y

N N
1 1
= NZxkx'}g_l A5 = N 12%% N—HZykx};
k=1 k=0

S’il y a des observations manquantes, alors le processus Yj et 'opérateur Hy des équations
de mise a jour dans I’étape de prédiction du filtre de Kalman doivent étre modifiées en
conséquence. La procédure est la suivante, d’apres Gyau-Boakye and Schultz (1994) :

(i) Les observations manquantes sont remplacées par des zéros dans le vecteur yy.

(ii) Les lignes (ou colonnes) correspondantes de H sont également remplacées par des
76r0s.

(iii) Les espérances conditionnelles sont remplacées par :

Elyy,00) = si observée
7 ngm)E[‘xk’Y;@(r)] si manquante

Byl ]V, o ] YrYh si observée
Ykl R 4 H™ Ez2t [V,0®](H™)!  si manquante

Yp Bz, |Y,00)] si observée
H™ Bl |Y,00)]  si manquante

[ykxk‘Y@ ] {
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6.3 Propriétés de I’'algorithme EM

L’algorithme EM a les propriétés intéressantes suivantes : sous hypothese d’existence,
I'estimateur du maximum de vraisemblance est consistant, sans biais et asymptotique-
ment gaussien. L’algorithme EM est peu cotiteux en mémoire car il n’a pas besoin d’em-
magasiner la matrice d’information ni son inverse et est stable numériquement. La vrai-
semblance croit a chaque itération (excepté a un point fixe de I’algorithme) et la croissance
monotone de la vraisemblance a chaque itération permet de controler la convergence de
I’algorithme EM. Sous certaines hypotheses, ’estimateur du maximum de vraisemblance
est asymptotiquement convergent pour ’estimation du parametre 6 et la convergence se
fait presque toujours a un maximum local. Il peut arriver toutefois que ¢a ne soit pas le
cas : le choix de O est mal adapté, ou alors il y a présence d'une pathologie locale dans la
fonction de log-vraisemblance. Enfin, il peut étre utilisé pour fournir des valeurs estimées
des données manquantes (Wang, 2001), (Wu, 1983), (Xu and Jordan, 1996).

L’algorithme EM possede cependant les inconvénients suivants : il n’a pas de pro-
cédure incluse qui pourrait produire la matrice de variance-covariance des parametres
estimés. Il peut converger tres lentement méme lorsqu’il y a beaucoup d’informations
manquantes. La convergence de I'algorithme E M repose sur le fait que la valeur maximi-
sant localement la log-vraisemblance constitue un point fixe de la fonctionnelle de mise
a jour des parametres a chaque itération. Il n’est donc pas certain que l'algorithme EM
convergera a un maximum global ou local lorsqu’il y a plusieurs maxima. L’algorithme
peut ainsi converger localement (i.e se retrouver bloqué) dans un point selle. De plus, la
valeur de 'estimateur a la convergence peut dépendre fortement de la position initiale.
Enfin, pour certains problemes, I’étape E peut étre analytiquement impossible a trouver.

7 Conclusion

Dans cette partie ont été abordées des méthodes bayésiennes pour 'estimation d’état
de systemes linéaires et non linéaires. Les modeles a espaces d’état permettent d’estimer
I’état d’un systeme dynamique en combinant plusieurs sources d’observations pondérées
par un terme d’erreur. L’objectif est d’estimer une variable cachée. Dans le cas de systeme
linéaire gaussien, le principal critere d’optimalité est le filtre de Kalman équivalent dans
ce cas a l'estimateur BLUE. Cette approche constitue une méthode analytique optimale
car le filtre de Kalman linéaire donne dans ce cas la solution exacte au probleme de fil-
trage bayésien optimal. Le calcul des matrices de covariance est cependant le principal
inconvénient. Pour les systemes non linéaires, la solution exacte n’existe pas dans le cas
général. Ainsi diverses techniques sous-optimales ont été développées, qui peuvent étre
répertoriées en deux catégories : les méthodes analytiques (EKF,UKF) et les méthodes ba-
sées sur des simulation de type Monte-Carlo (filtrage particulaire et filtrage d’ensemble).
Dans la formulation premiere du filtre de Kalman d’ensemble, il est nécessaire de bruiter
les observations. Une version améliorée de 'EnKF permet de passer outre cette étape et
d’utiliser directement les observations non bruitées dans ’estimation.

L’estimation de parametres dans le modele a espace d’état linéaire et gaussien a éga-
lement été abordée. En utilisant les estimations lissées par le lisseur de Kalman de I'es-
pérance et de la variance des états successifs, I'algorithme EM basé sur la maximisation
de la vraisemblance du modele permet d’estimer les parametres de ce modele. Dans le
cas ou les observations sont incompletes, les quantités calculées par le lisseur de Kalman
sont modifiées en conséquence.
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1 Introduction

Ce chapitre est consacré a une présentation de l’écoulement étudié et des différents
régimes de I’écoulement ainsi que du dispositif expérimental et des techniques de mesure
utilisées lors de cette these : la vélocimétrie par image de particule et la mesure par ané-
mométrie film chaud, réalisées ici sur une configuration bidimensionnelle de I’écoulement
autour d'un profil NACA0012 pour des angles d’incidence de 10°,15°,20°,30° et a des
nombres de Reynolds Re=1000 et Re=2000. Pour ces différentes configurations étudiées,
les champs de vitesse de I’écoulement sont obtenus par Vélocimétrie par Images de Parti-
cules (PIV) résolue en temps sur un temps d’acquisition permettant d’obtenir des séries
temporelles de 2048 et 10244 champs. L’établissement de grandes bases de données consti-
tuées par les champs de vitesse PIV résolus en temps permet ainsi, outre la construction
du modele réduit par POD, de tester des méthodes de calibration du modele réduit sur
un large temps d’assimilation ainsi que la réduction du nombre de snapshots contenues
dans ces bases. Des mesures par anémométrie film chaud synchronisées avec la PIV sont
réalisées dans le sillage du profil NACAO0012 et utilisées ensuite pour reconstruire I’écou-
lement u(z,y,t) sur 'ensemble du domaine d’acquisition en utilisant un signal de nature
physique différente.

Cet écoulement de référence a largement été étudié en laboratoire dans le cadre de
conventions avec la DGA et la DRET et également dans ’application au vol battu. Des
comparaisons expérimentales et numériques ont été menées sur 1’écoulement naissant
autour de ce profil. Des visualisations par PIV et PTV (Particle Tracking Velocimetry)
sur un profil NACA0012 pour des nombres de Reynolds compris entre 600 et 2400 ont
été réalisées par (Huang et al., 2001). Il existe peu d’études numériques instationnaires
d’écoulements autour de profils d’aile a des nombres de Reynolds comparables. On peut
citer les travaux de Wang (1995), qui étudie d’abord des profils NACA0012 & bas nombre
de Reynolds, légerement inclinés. Ses calculs sont effectués a un nombre de Reynolds de
1000, a l'aide d’un code DNS pour un écoulement incompressible en deux dimensions.
Sur le plan numérique, on peut également citer les travaux de Nair and Sengupta (1997)
pour la simulation numérique directe du sillage tourbillonnaire de cylindres de forme
elliptique pour des nombres de Reynolds de 3000 et 10000 et des angles d’incidences de
10°, 12° et 30°. Ces simulations ont permis d’approfondir I’étude de Huang et al. (2001)
et également de fournir la répartition de pression engendrée a la surface du profil par les
différents tourbillons. Une étude numérique sur les performances d’un profil a des nombres
de Reynolds compris entre 1000 et 6000 a été réalisée par Kunz (2001) mais sans toutefois
aborder le cas des grandes incidences avec lachers tourbillonnaires. Une étude sur les
profils en oscillation dans la phase de démarrage a été réalisée par Ohmi et al. (1990). Sur
la figure 3.1 est montré un exemple de visualisation par traceurs électrochimiques pour un
profil NACA0012 avec angle d’incidence de 45° et pour un nombre de Reynolds de 1000,
qui permet de mettre en évidence la dynamique tourbillonnaire générée des les premiers
instants (Pineau et al., 1994). De telles études ont également été menées sur des profils
oscillants de type NACA0012 et NACAOO15 pour les premiers instants de démarrage
(Ohmi et al., 1990). Enfin, récemment les recherches entreprises sur la compréhension de
la formation tourbillonnaire et de leurs structures dans le cadre d’'un mouvement de vol
battu expérimentalement et numériquement ont montré la sensibilité de tels écoulements
a I'angle d’incidence du profil et aux phases d’accélération et de décélération, figure 3.2
(Jardin et al., 2009).
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L’objectif étant ici de travailler sur des écoulements possédant en fonction d’un faible
nombre de parametres des dynamiques tourbillonnaires différentes, cet écoulement a été
choisi comme état de référence. Les nombres de Reynolds basés sur la corde qui sont ici
mis en jeu sont faibles, ce qui permet de faire I’hypothese que les mécanismes physiques
mis en jeu restent bidimensionnels. La turbulence étant absente a de tels nombres de
Reynolds, ’écoulement n’est constitué que de tourbillons. Les différents type de lachers
tourbillonnaires d’un profil NACAQ0012 en fonction de I'angle d’incidence et du nombre de
Reynolds ont été ainsi déterminés par Huang et al. (2001) (Figures 3.3 et 3.4). Plusieurs
régimes de tourbillons en fonction de l'incidence peuvent étre distingués. Pour chacun
de ces régimes, l'identification de la structure du lacher tourbillonnaire au voisinage du
profil est faite en se basant sur la classification proposée par Huang et al. (2001) : type
A « attached low », type B « trailing edge vortex », type C « separation vortex », type
D « leading edge vortex », type E « bluff body effect ».

FI1GURE 3.1 — Visualisation par traceurs chimiques de 1’écoulement naissant autour d’un
Naca 0012 pour un nombre de Reynolds de 1000 (d’aprés (Pineau et al., 1994))

a7

FIGURE 3.2 — Comparaison DNS/PIV 2D2C dans la phase de décélération du mouvement
d’uptroke de I'écoulement autour d’un profil Naca 0012. (Jardin et al., 2009)
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FI1GURE 3.3 — Classification des différents types de lacher tourbillonnaire en fonction de
I'incidence et du nombre de Reynolds.
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FIGURE 3.4 — Description de chaque type de lacher tourbillonnaire

2 Montage expérimental

2.1 Systeme d’alimentation du fluide

L’alimentation du fluide dans la veine hydrodynamique est réalisée par une cuve prin-
cipale de 1m? (située a droite sur la figure 3.5). Afin de pouvoir réaliser les différentes
mesures et visualisations, le circuit fonctionne en boucle fermée. Le niveau d’eau dans la
cuve est maintenu identique afin d’avoir une pression constante dans la veine hydrody-
namique. Le fluide est acheminé dans la veine hydrodynamique grace a un systeme de
trois pompes PCM Moineau, a rotor excentré, a vis sans fin, pilotées au moyen de mo-
toréducteurs Leroy Somer et de variateurs de vitesse. Ces pompes ont un débit constant
proportionnel a leurs vitesses de rotation. La gamme de débit de ces pompes est don-
née au tableau 3.3. Des rotametres placés entre les pompes et la veine hydrodynamique
indiquent le débit alimentant le jet et 1’écoulement principal.
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F1GURE 3.5 — Photo d’ensemble du dispositif expérimental.

Pompe | Gamme de débit
1 28-160 L/h
2 150-13000 L/h
3 1200-10000 L/h

FIGURE 3.6 — Gamme de variation de débit des trois pompes PCM Moineau.

2.2 Veine hydrodynamique

Les mesures expérimentales ont été réalisées dans une veine hydrodynamique en al-
tuglass avec des plaques de 10 mm d’épaisseur. Elle est constituée de quatre parties
distinctes :

- Partie 1 : zone d’entrée Le fluide est introduit dans la veine par les pompes via
un réseau de tuyau en PVC. Le jet d’eau passe ensuite dans un diffuseur rond de
20mm percé de 6 orifices qui oblige une répartition radiale homogene du fluide dans
le tube d’entrée de diametre 70mm. Un croisillon placé dans ce tube permet une
premiere élimination des structures tourbillonnaires axiales. Le fluide arrive ensuite
dans un divergent dont I'angle au sommet est de 22.5° qui impose le passage du
liquide d’une section circulaire de diametre 70mm a la dimension de la zone de
visualisation carrée de 160mm de coté.

- Partie 2 : zone de stabilisation et d’homogénéisation Dans cette zone le
fluide passe au travers de 3 grilles métalliques a mailles tres fines afin de casser les
structures tourbillonnaires. Le fluide traverse ensuite un réseau de pailles tres res-
serrées de longueur 100mm chacune. Ces pailles servent a uniformiser et stabiliser
I’écoulement.

- Partie 3 : zone de visualisation Le fluide arrive ensuite dans la zone de visua-
lisation. C’est dans cette portion de la veine que I’écoulement en aval de ’obstacle
est visualisé. Sa section est de 160mm de coté et sa longueur de 800mm. L’obstacle
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est placé a 200mm du réseau de pailles.

- Partie 4 : zone de sortie Cette partie est constituée par un convergent et un
tube de sortie de dimensions identiques au divergent d’entrée. Elle raccorde la veine
hydrodynamique au réseau principal et assure I’évacuation du liquide.

FIGURE 3.7 — Veine hydrodynamique - Zone de visualisation.

2.3 Profil utilisé

On utilise un profil NACAO0012 en résine transparente. Ses dimensions sont de 60mm
pour la longueur de la corde et de 160mm pour 'envergure. Le profil s’insere dans la
veine carrée de largeur 160mm. Le profil n’est fixé qu’a une extrémité via une plaque
plane encastrée dans la paroi, 'autre étant libre. Le rapport a l'allongement est de 2.3
et ne permettra pas completement de s’affranchir des effets des parois. On considere les
angles d’incidence suivants : 0°, 10°, 15°, 20° et 30°.

FIGURE 3.8 — Profil NACAO0012 incliné a 20°.
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La dynamique d’un écoulement de sillage est caractérisée par son nombre de Reynolds
R, et son nombre de Strouhal .S; définis respectivement comme suit :

Uyc fic
= et S;= Us
ou Uy est la vitesse a I'infini en amont du profil NACA0012, ¢ la longueur de corde du
profil NACAO0012 et v, la viscosité cinématique du fluide. Dans la suite, les coordonnées
des vitesses seront exprimées conventionnellement adimensionnées avec la longueur ¢ de
la corde du profil NACAO0012. On considere deux nombres de Reynolds : R, = 1000 pour
lequel Uy = 16.667mms~! et R, = 2000 pour lequel Uy = 33.333mms~!. Le nombre
de Reynolds R, est un nombre adimensionnel qui caractérise le rapport entre les forces
d’inertie et les forces visqueuses. Quant au nombre de Strouhal S; il définit la fréquence
adimensionnée du lacher tourbillonnaire.

Le spectre temporel de la vitesse en un point de I’écoulement présente un pic important

a la fréquence du lacher tourbillonnaire. Deux exemples de densité spectrale de puissance
pour les cas o = 20° a R, = 1000 et R. = 2000 au point de coordonnées (X/c=0,Y/c =
1) sont donnés a la figure 3.9. Sur les deux spectres on observe un pic correspondant au
lacher tourbillonnaire a une fréquence f;=0.0832H pour le cas R, = 1000 et f;=0.1536H.,
pour le cas R, = 2000. Ces deux fréquences correspondent respectivement a un nombre
de Strouhal S; = 0.265 et S; = 0.276. Les nombres de Strouhal S; et le nombre de
détachements tourbillonnaires correspondant selon les configurations étudiées sont donnés
au tableau 3.1.

R

a(®) 10 10 15 15 20 20 30 30
R, 1000 | 2000 | 1000 2000 1000 | 2000 1000 | 2000
St 0.334 | 0.288 | 0.345 | 0.149 | 0.265 | 0.276 | 0.161 | 0.207

fi(H.) | 0.0928 | 0.16 | 0.0960 | 0.0832 | 0.0736 | 0.1536 | 0.0448 | 0.1152

TABLE 3.1 — Nombre de Strouhal en fonction des configurations testées.
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FIGURE 3.9 — Densité specrale de puissance pour les cas o = 20° a R, = 1000 et R, = 2000
et X/c=0,Y/c=1
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o 10 | 10 | 15 | 15 | 20 | 20 | 30 | 30
R. | 1000 | 2000 | 1000 | 2000 | 1000 | 2000 | 1000 | 2000
Noowtew | 156 | 13 | 15 | 7 | 12 | 12 | 7 9

TABLE 3.2 — Nombre N,y de lachers tourbillonnaires en fonction des configurations
testées.

3 Instrumentation de la manipulation

3.1 Vélocimétrie par image de particules PIV
3.1.1 Principe

La Vélocimétrie par Imagerie de Particules (PIV) est une technique non-intrusive de
diagnostique d’imagerie qui permet la détermination des deux composantes de la vitesse
instantanée dans une section bidimensionnelle d’un écoulement fluide. Cette technique
est qualifiée de PIV2D-2C et repose sur la mesure planaire des deux composantes de
vitesse colinéaires au plan de mesure. Cette approche est largement utilisée en mécanique
des fluides expérimentale. Le principe de la PIV2D-2C est brievement rappelé, pour une
description détaillée de cette méthode on pourra se réferrer a Raffel et al. (1998), Stanislas
et al. (2004), Scroeder and Willert (2008) ou Adrian (2005).

Le principe général de cette méthode consiste a ensemencer 1’écoulement a 'aide de
particules, appelées traceurs, solides ou fluides et d’éclairer ensuite par une source LASER
un plan de I'écoulement en deux instants successifs. Deux impulsions LASER, espacées
d’un intervalle de temps At sont générées pour obtenir deux éclairements de I’écoulement.
A chaque impulsion LASER correspond une acquisition d’images de particules par une
caméra digitale synchronisée au systeme LASER. Les images obtenues sont nécessaires
pour déterminer la vitesse des particules grace a une corrélation entre les deux images.
Ce principe de corrélation des images de particules, nommé inter-corrélation, est présenté
sur la figure 3.10.

corrélation [

crolsée

N

vectaur wiesse
W

F1GURE 3.10 — Schéma explicatif du calcul des champs de vitesse par la méthode de PIV.

Le but est de déterminer un motif de la premiere image qui soit le plus statistiquement
identique avec un motif de la seconde image. Pour cela, chacune des deux images est
divisée en un nombre de sous-fenétres sur lesquelles est déterminé par inter-corrélation
des niveaux de gris le déplacement des particules entre deux instants. Le résultat de cette
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corrélation est un pic distinct des autres pics de I'espace d’une fenétre et qui représente
le déplacement le plus probable des particules dans cette fenétre d’analyse. Le résultat
de cette corrélation est un pic plus ou moins distinct des autres pics sur 'espace d’une
fenétre. Il représente le déplacement privilégié des particules dans cette fenétre d’analyse.
Les vecteurs vitesses sont évalués a partir de la position des principaux pics de corrélation
sur chaque fenétre d’analyse de 1'i image. Sachant le temps entre deux enregistrements At
et le déplacement des particules Ad la vitesse V est déduite selon I’ équation suivante :

Ad

V= 3.1
La qualité de la mesure dépend de la distinction du pic de corrélation évaluée par le
rapport signal sur bruit calculé ici comme le rapport entre le pic principal et le pic secon-
daire. L’amélioration de la précision du pic de corrélation dans le plan peut étre réalisée
avec une approximation de ’enveloppe le constituant par une fonction d’interpolation

sub-pixel. Elle permet d’obtenir une localisation en fraction des pixels.

3.2 Mise en ceuvre de la PIV
3.2.1 Ensemencement

L’ensemencement de la cuve est effectué avec des billes de verre creuses de diametre
d, = 15um et de masse volumique p = 1.06g/cm®. La concentration est fixée de sorte
que le nombre de particules par fenétre d’interrogation soit environ égal a 10. Le volume
d’une fenétre d’interrogation est Vy = Sy xe = 33.177cm? avec S la surface de la fenétre
et e I'épaisseur de la nappe LASER. Le nombre N,, de particules introduites dans la cuve
est N, = 0.946 * 109 x 10/33.177 ~ 4.5 x 10°. Soit C' ~ 9.0847 * 10%p/m?. La masse
m, d'une particule est m, = pmd®/6 ce qui correspond & une masse totale de d’environ
5g pour I'ensemencement du volume considéré. Afin de prendre en compte les effets de
sédimentation ainsi que la non-homogénéité des particules on introduit dans la cuve 6g
de particules.

3.2.2 Source Laser

L’éclairage du plan de mesure d’épaisseur 1mm est réalisé avec un LASER type Nd-
YAG de la marque Quantel pulsé qui possede une énergie de 2*120mJ et deux cavités
indépendantes. L’intervalle de temps At entre les deux flashs laser est adapté en fonction
de la vitesse de I’écoulement considéré.

3.2.3 Systemes d’enregistrement des images

Une caméra Pulnix Dual tap Accupixel équipée d'un capteur 2048 x 2048 pixels, et de
dynamique de codage 12bits (utilisée ici en 8 bits) enregistre les images de particules dans
le plan médian du profil a intervalle de temps régulier. Ce dernier est fixé a At = 78ms
pour Re=1000 et At = 39ms pour Re=2000 ce qui correspond respectivement a des
fréquences d’acquisition f,, de la PIV de f,, = 6.4H, et f,, = 12.8H,. La vitesse
maximale mesurable est définie comme fraction de la fenétre d’interrogation de la PIV :

Lint
V aM 3.2
1Vl < 052 (32)
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ol «=0.25 et M est le coefficient de grandissement transformant les pixels en mm. Le
déplacement maximal des particules est fixé a 8 pixels soit un quart de fenétre pour un
fenétrage 32x32 pixels. On se base sur une vitesse caractéristique Uy égale a la vitesse
maximale de ’écoulement. Pour R,=1000 et pour un coefficient de calibration M=0.162,
on observe un déplacement des particules de Az = 1.3mm soit 8 pixels, c’est-a-dire le
quart de fenétre pour un fenétrage de 32x32 pixels. L’acquisition est réalisée avec le
logiciel HIRIS (R&D Vision) et un générateur de délai E&G (RD Vision).

Fim chad A e e _ - ==
{contin)

Génerateur de délat (EG) _| |_| |_| h |_| |_|

Caméra (IRIS) 78 1252 ms

Lasg 1 1 1 1 -

6.4Hz

FIGURE 3.11 — Chronogramme : procédure d’acquisition du systeme PIV2D-2C (Cas
R.=1000)

3.2.4 Traitement des images de particules

Une soustraction de la moyenne des niveaux de gris sur une série d’images est tout
d’abord réalisée, ce qui permet de supprimer les éventuelles réflexions parasites sur
I'image. Un masque est ensuite appliqué autour du profil NACA0012 sur les images afin
de déterminer la région ou la corrélation ne doit pas étre effectuée. Les images sont en-
suite analysées séparément 2 a 2 pour obtenir les champs bidimensionnels de vitesse de
I’écoulement. La corrélation croisée entre les images de particules est réalisée a 1’aide du
logiciel Davis 7.2(LaVision). Une FFT (Fast Fourier Transform) standard est réalisée
pour les premieres passes ainsi que pour les passes finales. Les données acquises sont ré-
solues en temps, on procede donc a une corrélation séquentielle. Ainsi, pour des images
obtenues aux instants t,t + At,t + 2At,..,t + kAt on calcule les champs de vitesses aux
instants ¢ + %,t + STN,t + %At,...,t + %. Le traitement du champ bidimensionnel est
un traitement par multipasses avec des tailles adaptatives de fenétre qui utilise des algo-
rithmes itératifs avec décalage et déformation locale des fenétres d’analyse. La méthode
adaptative multipasses adoptée consiste tout d’abord a effectuer un premier calcul de
corrélations croisées sur des fenétres d’interrogation de taille relativement grande. Les
sous-fenétres sont décalées du déplacement calculé a la premiere itération jusqu’a la réso-
lution souhaitée. Ces fenétres sont ensuite scindées en 4 sous-fenétres égales sur lesquelles
le calcul de corrélation est réitéré. Afin de ne pas perdre d’informations d’une fenétre d’in-
terrogation a l'autre, un recouvrement de 75% entre deux fenétres adjacentes est imposé
lors de la premicre passe et de 50% lors de la seconde passe. Cela permet d’utiliser les
informations non contenues dans une fenétre d’interrogation dans une fenétre différente
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chevauchant en partie la premiere. L’accumulation des passes permet de stabiliser et de
faire converger la solution. Cela limite les pertes de particules d’'une fenétre a l'autre,
la résolution spatiale et la précision des résultats sont alors améliorées. Une fonction de
pondération donne également de I'importance aux particules au centre de la fenétre de
corrélation en utilisant une fonction gaussienne. Cette fonctionnalité s’avere cependant
cotteuse en temps de calcul. Dans ce travail, on a recours a un calcul en deux itérations
dont les parametres sont listés dans le tableau 3.12. La fréquence d’acquisition f,;, de la
PIV varie en fonction du nombre de Reynolds. Ainsi, pour les écoulements a R, = 1000
on a fpi, = 6.4H, et pour les écoulements a R, = 2000 on a f,;, = 12.8H,. L’ensemble
des acquisitions réalisées est résumé dans le tableau 3.3.

Fenétrage | Nombre de passes | Recouvrement | Fonction de pondération
64 x 64 1 75% O
32x32 2 50% O

FIGURE 3.12 — Parametres du traitement des champs PIV.

o} 0 0 10 10 15 15 20 20 30 30
R, 1000 | 2000 | 1000 | 2000 | 1000 | 2000 | 1000 | 2000 | 1000 | 2000
Images | 2048 | 10244 | 2048 | 10244 | 2048 | 10244 | 2048 | 10244 | 2048 | 10244

TABLE 3.3 — Ensemble des acquisitions réalisées.

3.2.5 Post-traitement

Le critere de validation utilisé ici pour détecter et supprimer les vecteurs aberrants
est la "validation par pics” dont le principe consiste a écarter les vecteurs dont le rapport
premier pic/second pic de corrélation (rapport signal/bruit) est inférieur a une valeur
seuil notée Q, fixée ici a 1.5. Les vecteurs dont la norme présente un écart a la médiane
compris entre 1.5 et 2.5 fois la valeur rms sont supprimés et remplacés par les valeurs
estimées a partir des pics de corrélation secondaires.

3.3 Estimation de la précision
3.3.1 Effet de peak-locking

L’erreur de biais dans les mesures se définit comme 1’écart entre le déplacement réel et
la moyenne des déplacements mesurés. Cette erreur provient de I'utilisation d’un maillage
discret de pixels pour représenter les particules et également détecter la position la plus
probable du pic de corrélation. Cela induit d’une part une différence entre la position
d’une particule et son image, ’erreur de biais augmente ainsi avec le rapport taille de
pixel/diametre de particule, et d’autre part une convergence des déplacements calculés
vers des valeurs en nombre entier de pixels. Ces phénomenes sont qualifiés de « peak-
locking » et dépendent de la méthode de corrélation utilisée. Le logiciel Davis 7.2 (La-
Vision) traite ce probléme par une approximation gaussienne trois points des pics de
corrélation. L’effet de peak-locking se matérialise lors d’une position de pic proche de k
+0,5 pixels, avec k € R. La précision de la localisation du pic de corrélation est réduite
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en raison de I’échantillonnage au pixel de la fonction de corrélation et de la dissymétrie
des positions des trois points servant a la détermination des fonctions d’approximation
(point du pic de corrélation et les deux points ’entourant).

Afin de quantifier ce phénomene, quatre histogrammes des valeurs de déplacement des
composantes u et v de I’écoulement en fraction de pixel sont représentés sur les figures 3.13
et 3.14 pour a = 20° et R,=1000 et R,=2000 respectivement. On peut remarquer que les
déplacements en demi-pixel sont présents dans les champs de vitesse et que la répartition
des valeurs ne favorise aucune tendance pour les déplacements entiers ou demi-entiers.
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FIGURE 3.13 — Histogrammes des déplacements en fraction de pixels (effet de peak-
locking) - o = 20° et R.=1000
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FIGURE 3.14 — Histogrammes des déplacements en fraction de pixels (effet de peak-
locking) - a = 20° et R.=2000

3.3.2 Répartition des vitesses de 1’écoulement

Des histogrammes de vitesse ont été réalisés au point de coordonnées (X/c=1,Y/c =
0) de I’écoulement afin de détecter la présence d’histogrammes situés en queue de loi
normale. La contribution de ces histogrammes entraine une légere modification de la
moyenne mais elle devient toutefois importante sur les moments d’ordre supérieur. Les
résultats ont mis en évidence que, dans la plupart des cas, ’histogramme présentait une
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allure gaussienne. Deux exemples d’histogrammes de vitesse sont donnés figure 3.15 dans
les cas v = 20° a R.=1000 et R.=2000.

600 T T T T T T T T T 600

U {mmy/s)

FIGURE 3.15 — Histogramme local brut des vitesses (composante V de 1’écoulement) -
Cas a = 20° a R.=1000 et R.=2000

3.3.3 Convergence des moyennes statistiques

On évalue la convergence des grandeurs calculées afin qu’elles soient représentatives
de I'écoulement étudié. Le choix du nombre de réalisations nécessaires afin d’estimer les
grandeurs statistiques est associé au taux d’incertitude et au pourcentage d’erreur avec
lesquels on souhaite faire nos mesures. Il est fonction de ’erreur minimale que 'on veut
obtenir sur les moments d’ordre 1 et 2, ceux-ci diminuant lorsque 1’on augmente le nombre
de réalisations. Le nombre N d’échantillons nécessaires pour faire I’estimation peut ainsi
étre déterminé en choisissant le taux d’incertitude et l'erreur d’estimation acceptée. A
partir d’'un ensemble de N réalisations indépendantes d’une grandeur X, les moments
sont estimés en utilisant I'opérateur de moyenne arithmétique. La moyenne mathématique
et I'écart-type d'une grandeur X sont ainsi définis par :

mX:%Z (l’k) et &X: ﬁz (l’k—X)Q (33)

k=1 1

Pour connaitre avec quelle erreur aléatoire ces estimateurs approchent la valeur réelle
des moments, nous avons utilisé une estimation de I'incertitude par intervalle de confiance
95%. Cet intervalle de confiance est défini & partir de la variance de 'estimateur qui tend
vers une distribution normale quand N —oc0o et est donné par £1.961/02/N. Le biais de
I'estimateur de la variance utilisé est négligeable pour des grandes valeurs de V.

Les figures 3.16 & 3.19 présentent un exemple de I'’évolution des moyennes U, V et
des variances 6y,0y des composantes U et V de 1’écoulement en fonction du nombre
d’instantanés N=2000 et N=10000 pour un angle o = 20° et un nombre de Reynold R,
de 1000. Pour le cas a = 20°, R.=1000 et N=2000 les incertitudes maximales sur les
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vitesses moyennes sont de 'ordre de 0.96% pour U et 1.28% pour V. Les incertitudes
maximum sur les variances sont estimées & 0.62% pour U2 et 1.38% pour V2. Pour le cas
a = 20°, R.=1000 N=10000 les incertitudes maximales sur les vitesses moyennes sont de
lordre de 0.33% pour U et 0.43% pour V. Les incertitudes maximales sur les variances
sont estimées a 0.20% pour oy et 0.32% pour dy. La convergence est bien observée
dans l'intervalle des erreurs de mesures estimées. Le nombre de réalisations défini est ici

suffisant.
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FIGURE 3.16 — Convergence de U pour N=2000 et N=10000
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FIGURE 3.17 — Convergence de V pour N=2000 et N=10000
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Fi1GURE 3.18 — Convergence de 6y pour N=2000 et N=10000
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Fi1GuRrE 3.19 — Convergence de 6y pour N=10000

Les déplacements mesurés correspondent au déplacement le plus probable des particules
dans la fenétre d’analyse durant le temps inter-image ce qui peut conduire a sous-estimer
les valeurs rms des fluctuations de vitesse. De plus, la taille des mailles d’analyse relative-
ment aux plus petites échelles de 1’écoulement peut avoir pour effet d’augmenter 1’erreur
sur le calcul des vecteurs si le gradient de vitesse est trop important a l'intérieur de la
fenétre d’analyse.

4 Anémométrie film chaud

L’instrument utilisé pour l’ensemble des acquisitions film chaud est un anémometre
a température constante. Le principe de I'anémométrie a température constante est de
maintenir la température de la sonde, et donc sa résistance, constante au cours du temps.
Une variation de I’écoulement provoque une modification de la résistance du film et donc
engendre une variation de tension en entrée de 'ampli opérationnel. Le courant de retour
issu de 'amplificateur opérationnel modifie la tension du pont de Wheatstone. Dans le
cas ou la température du fluide ne varie pas, cette tension résultante sera vue comme une
mesure indirecte de la vitesse de I’écoulement. La température du film chaud dépend :
du flux de chaleur par conduction dans le substrat et dans le support sur lequel il est
collé, du flux de convection, de la production par effet Joule dans le film, du stockage de
capacité calorifique dans le film. Le recours a cet instrument de mesure s’est imposé de
par sa faible interférence avec ’écoulement a étudier, sa haute résolution temporelle, son
tres faible temps de réponse, ainsi que sa facilité de mise en ceuvre.

Des mesures de tension liées a 1’écoulement par anémométrie film chaud ont été réalisées
dans ce travail a l'aide d'une sonde TSI 1269W de diametre S5mm et de longueur 6.5cm
reliée a un anémometre a température constante DISA55MO1. Le signal d’acquisition issu
de la sonde est synchronisé avec 'acquision PIV de I’'écoulement. Cette sonde est placée
a 7 cordes du bord de fuite du profil NACA0012. On dispose ainsi d'un signal de tension
a la zone de développement de I’écoulement en aval du profil NACA0012. La fréquence
d’échantillonnage des données d’écoulement a R.=1000 est de f,;,, = 6.4H, a R.=2000
est de fpi, = 12.84H, et la fréquence d’acquisition des mesures par sonde film chaud
est fs=2.5kH,. On dispose ainsi entre chaque mesure PIV de I’écoulement u(x,y,t) d'un
nombre élevé d’échantillons du signal de tension.
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5 Résultats expérimentaux

Les figures 3.20 a 3.27 présentent les champs de vorticité obtenus pour des angles
d’incidences de a = 10°, a = 15°, o = 20° et a« = 30° pour des nombre de Reynolds
Re=1000 et Re=2000.

Configuration a = 10° et a = 15°

Une allée tourbillonnaire de von Kédrman se forme a environ une corde en aval du profil
pour o = 10° et Re=1000 et Re=2000 (Figures 3.21 et 3.23). L’allée de von Karman
correspond alors au lacher tourbillonnaire de type « trailing edge vortex » Pour a = 10°
et Re=2000, elle correspond au lacher tourbillonnaire de type « separation vortex ».
Pour a = 15° et R,=1000 et R.=2000, le lacher tourbillonnaire se fait plus en amont a
environ au tiers de 'extrados. On note également que la structure du lacher commence a se
complexifier avec la formation sur la surface du profil d’une nappe de vorticité s’agrégeant
avec le tourbillon présent au niveau du tiers de ’extrados. L’allée de von Karman classique
correspond alors au lacher tourbillonnaire de type « separation vortex ».
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Configuration o = 20°

Pour Re=1000 et Re=2000 une allée de von Karman se forme directement derriere le
profil (Figures 3.24 et 3.25). On observe une brisure de la symétrie du sillage puis une
transition vers un régime de dipoles déviés vers le haut. Cette transition s’effectue par
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fragmentation du tourbillon de bord d’attaque en un complexe de plusieurs tourbillons. I1
apparait une déviation vers le bas de I’allée de von Karman. Les tourbillons ne s’écartent
pas et se replacent progressivement le long de ’axe longitudinal de I’allée de von Kérmén.
Le tourbillon se forme au bord de fuite du profil et s’échappe ensuite dans 1’écoulement.
Des tourbillons se forment alternativement au bord d’attaque et au bord de fuite du
profil. Le tourbillon du bord d’attaque ou LEV grossit le long du profil et s’échappe
alternativement avec le tourbillon du bord de fuite. L’allée de von Karman classique
correspond alors au lacher tourbillonnaire de type « leading edge vortex ». Le sillage de
I’écoulement reste similaire a celui d'une allée de von Karman dans les cas ot a = 10°,0 =
15%,a = 20° pour R.=1000 et R.=2000.
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FIGURE 3.24 — o« = 20° et R.=1000

Configuration o = 30°
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FIGURE 3.25 — a = 20° et R.=2000

La topologie du sillage est profondément modifiée (Figures 3.26 et 3.27). En effet 'allée
de Von Karman disparait et a la place se forme une structure tourbillonnaire composée
de plusieurs tourbillons. Les tourbillons de bord d’attaque et de bord de fuite forment
un dipole dévié vers le haut par sa propre vitesse induite tandis que la structure est
complétée par I'émission de petits tourbillons secondaires déviés vers le bas. Le lacher
tourbillonnaire est ici de type « leading edge vortex ».
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FIGURE 3.26 — a = 30° et R.=1000 FIGURE 3.27 — o = 30° et R.=2000

A R.=2000 les tourbillons principaux sont réduits et correspondent davantage a des
couches de fluide cisaillés. On note également sur les champs une perturbation de la
couche limite supérieure liée au bouchage des pailles par des bulles d’air au cours du
temps.
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Des reconstructions a différents instants de ’écoulement et des champs de vecteurs
associés pour les cas o = 15° et a = 20° a R, = 1000 sont donnés figure 3.28 a figure
3.31. Ces instants vont étre utilisés comme instants de référence pour illustrer I’écoulement
dans les chapitres suivants.
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Reconstruction de ’écoulement U(x,y,t)
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Chapitre 4

Application de ’'inférence bayésienne
sur le modele réduit POD-Galerkin
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1 Introduction

Ce chapitre a pour objectif d’appliquer des méthodes issues de l'inférence bayésienne
au modele réduit POD-Galerkin afin de reconstruire un écoulement incompressible aux
nombres de Reynolds 1000 et 2000 autour d’un profil NACA0012 aux différents angles
d’incidence suivants : 30°,20°,15°,10°.

Dans un premier temps, un modele d’ordre réduit de ’écoulement est défini a partir
des champs de vitesses u(x,y,t) obtenus expérimentalement par PIV 2D-2C. Chacune
de ces réalisations spatio-temporelles de I’écoulement u(x,y,t) peut se décomposer sur la
base complete de fonctions orthonormales définie par les fonctions POD sous la forme
suivante :

Npop

w(z,y,t) = Uy + Z a;(t)®;(x,y) (1.1)

avec Uy, le champ moyen et a; = (u,®;) = /u(a:,y,t) - ®;(x,y)dx pour i = 1,2,..,00 et
Q

Npop le nombre de modes POD retenus.

La dynamique non linéaire des écoulements est ici modélisée a ’aide d’'un modele réduit
basé sur des fonctions POD. Ainsi, en utilisant la convergence optimale énergétique des
fonctions de base POD, la projection de Galerkin des équations de Navier-Stokes sur
la base POD va permettre de construire un systeme dynamique d’ordre réduit pour les
coefficients temporels de la POD. Cette projection de Galerkin permet alors d’obtenir, a
partir d’'un ensemble de réalisations de ’écoulement u(z,y,t), un modele d’ordre réduit
des équations de Navier-Stokes, capable de représenter la dynamique de la configuration
de départ. Il n’existe cependant aucune garantie que le modele réduit ainsi construit soit
efficace pour modéliser une dynamique d’écoulement. En effet, la projection de Galerkin
des équations de Navier-Stokes incompressibles sur un sous-espace de dimension réduite
obtenue par POD ne permet pas systématiquement d’obtenir un modele réduit précis. Ce
probleme peut toutefois étre résolu en calibrant le modele réduit, c’est-a-dire en ajustant
les termes du systeme réduit pour que la solution du modele soit la plus proche de la
solution de référence.

On se propose ici d’appliquer des méthodes issues de l'assimilation séquentielle de
données pour calibrer le modele réduit POD-Galerkin. L’approche choisie ici est une ap-
proche stochastique basée sur la regle de Bayes ou 'estimateur du vecteur d’état x; du
modele réduit a 'instant & est issu de la théorie de I'estimation probabiliste. Le but est
d’obtenir une représentation de l'incertitude sur la valeur d’un état caché z, a partir
de la connaissance des observations ¥, obtenues séquentiellement. Dans un cadre bayé-
sien, cette incertitude, conditionnellement a la connaissance des observations collectées,
est quantifiée par la densité de probabilité p(zo.x|y1.x) appelée densité de probabilité a
posteriori, avec xo. l'ensemble des états cachés de l'instant 0 a k et y1., I’ensemble des
observations collectées de I'instant 1 a k. Le mécanisme d’inférence permettant de calculer
cette densité est basé sur la regle de Bayes :

P(@ok|yrk) o< p(Yrik|To:r)p(Touk) (1.2)

On suppose que sont définis un modele d’évolution X de I’état, reliant deux états succes-
sifs 1 et xy représenté par la densité p(x|xi_1) et un modele de mesure Y, reliant une
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mesure i a 'état caché xzy, représenté par la densité p(yx|zx). Ainsi, les états cachés et
les observations sont reliés par un modele stochastique qui permet de prendre en compte
les caractéristiques essentielles du phénomene observé :

{ X = fr(Xp—1,Wi—1) (1.3)
Y = hi(Xg) + Vi

ou Wy et V. sont des bruits blancs gaussiens. Les dépendances statistiques entre les états
cachés et les observations sont représentées sur la figure 4.1.

Eiat caché »Xp_1 - X 'Xk+1 -
Processus observé - - - Yi1 Yi Yii1

FIGURE 4.1 — Dépendances entre les variables aléatoires du modele a espace d’état discret.

A partir du modele stochastique ainsi défini, la densité a posteriori peut étre écrite sous
la forme :

t
p($0k‘ylk OCP Zo H yy’$k xk\ﬂkal) (1-5)

Dans le cas ou les modeles d’évolution et de mesure sont linéaires a bruits gaussiens,
la densité a posteriori est gaussienne, de moyenne et matrice de covariance calculées
récursivement a 1’aide des équations de Kalman. Dans le cas de modeles non linéaires,
des approximations peuvent étre obtenues a partir de simulations de nombres aléatoires,
telles que le filtrage particulaire ou les MCMC' (Markov Chain Monte Carlo).

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante. La projection de Galerkin est tout
d’abord rappelée et appliquée a I’écoulement autour du profil NACAO0012 , en considérant
une projection sur la base des fonctions propres POD. Le modele réduit POD-Galerkin de
dynamique non controlée est alors construit. Afin de réduire 'ordre du modele réduit, les
coefficients temporels issus de la POD dont 'indice est supérieur a un certain seuil sont
négligés. Le modele réduit POD-Galerkin est ensuite appliqué aux fonctions propres de la
POD pour les différentes conditions d’écoulement. Des techniques d’inférence bayésienne
sont alors appliquées au modele réduit afin d’améliorer sa représentativité pour différentes
dynamiques d’écoulement. La premiere de ces techniques est le filtre de Kalman linéaire.
Les filtres de Kalman d’ensemble et Kalman d’ensemble "Square-Root”, basés sur des
méthodes de type Monte-Carlo, sont ensuite utilisés. La derniere partie de ce chapitre est
consacrée a l'inférence bayésienne du modele réduit POD-Galerkin dans le cas d’observa-
tions manquantes. Ces données manquantes sont issues d’un sous-échantillonnage de la
POD sur I'ensemble complet des champs mesurés. L’algorithme EM est ensuite appliqué
afin de reconstruire les coefficients de prédiction temporels.
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2 POD appliquée a I’écoulement autour du profil
NACAO0012

Cette section est consacrée a la modélisation de dimension réduite de 1’écoulemennt
autour des différentes configurations étudiées du profil NACA0012. La mise en oeuvre
pratique de la méthodologie POD-Galerkin pour les écoulements incompressibles est rap-
pelée et appliquée au profil NACA0012 aux angles d’incidence de 30°,20°, 15°, 10° et pour
des nombres de Reynolds respectifs de 1000 et 2000. La détermination de la base POD
constitue la premiere étape dans la construction du modele réduit POD-Galerkin de cet
écoulement incompressible. La méthode des snapshots décrite au chapitre 3 est appliquée
sur une base de données constituée de N, réalisations successives réalisées par PIV RT 2D-
2C de I’écoulement. Une fois les coefficients de projection temporels et les modes spatiaux
déterminés, une base POD est extraite en sélectionnant les modes les plus énergétiques.
Le modele réduit correspondant est ensuite déterminé par projection de Galerkin des
équations de Navier-Stokes sur ces modes. Les coefficients du modele réduit sont ensuite
identifiés par SVD. Une évaluation de la précision ainsi que les limitations du modele
réduit linéaire et quadratique sans calibration pour la reconstruction des coefficients de
prédictions temporels ainsi que 1’écoulement sont données.

2.1 Construction de la base POD

La décomposition POD décrite au chapitre 3 est utilisée afin de déterminer les fonctions
de base POD. Le calcul des fonctions temporelles et spatiales POD est fait en plusieurs
étapes :

1. Calcul du champ moyen wu,,(z,y,t) de I’écoulement sur 'ensemble des snapshots
{U(%y;tk)}k:l,..,zvt

N

1
Um(%y’t) = FZ u(x,y,tk)

b =1

2. Calcul de la matrice de corrélations temporelles C' de composantes ¢;; :
Cij = / ﬂ(x,y,tz)ﬂ(x,y,tj)dx avec ﬂ(l',y,t) = u(xvyutk) - um(xay7t/€)
Q

3. Calcul des valeurs propres Aj,..,An, de la matrice C' et des coefficients temporels
ai(t),...,an, (t) fonctions propres de C'

4. Calul des fonctions POD spatiales @y :

Ny

(I)k('ray) = Z ak(ti)a('rvyati)

i=1

5. Normalisation des fonctions de base :
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2.2 Détermination des coefficients de projection temporels POD

L’approche snapshot POD conduit au calcul d’'une matrice de corrélations temporelles
groupant les contributions des différentes variables. Dans un premier temps N; = 2048
snapshots successifs sont considérés échantillonnés a une fréquence f, = 6.4H, et f. =
12.8 H.. La matrice de corrélation C' est ainsi formée a partir d'un jeu de N;=2048 snap-
shots de I’écoulement obtenus a des intervalles de temps réguliers At = 0.07125s pour
Re=1000 et At = 0.3906s pour Re=2000. Les coefficients temporels associés aux coeffi-
cients spatiaux POD correspondent aux fonctions propres de la matrice des corrélations
temporelles et représentent les dynamiques des modes spatiaux POD en assurant leur
modulation temporelle. Ils sont obtenus par projection des snapshots sur les modes POD
spatiaux :

Npod

(ﬂ(zayati)a¢j($7y’t)) = (Z ai(t)q)j(x>yat)) (2'1)

=1

La base POD {®;,...,®,} est orthonormale, les coefficients de projection temporels ont la
propriété suivante :

a;(t) = (a(zy.t),2;(z.y)) (2.2)

La POD est effectuée sur le champ de vitesse fluctuant. Le décalage entre les coeffi-
cients obtenus sur le champ instantané et le champ fluctuant permet d’assimiler le premier
coefficient temporel POD obtenu sur le champ de vitesse instantané au champ moyen.
Ainsi, le coefficient de projection temporel le plus énergétique correspond au champ moyen
de I’écoulement.

2.3 Troncature de la base POD

La troncature de la base POD se fonde sur un critere de représentation de la base de
données originale. Comme précédemment, le calcul de l'erreur de représentation porte
uniquement sur les fluctuations temporelles, le champ moyen étant retranché de la base
de données. Le spectre de la matrice des corrélations temporelles permet d’évaluer la
contribution de chaque coefficient a;(t) issu de la POD pour capturer 'information sta-
tistique contenue dans la base de donnée initiale. L’évolution du contenu énergétique des
N pop premiers modes POD est déterminée en utilisant le Contenu Informationnel Relatif

RIC défini par :

Npop

S
z;tl
>

=1

RIC(NPOD) =

(2.3)

L’erreur de reconstruction de chaque snapshot s’exprime en fonction de la matrice de
corrélation temporelle :

Npop Nt

Ny
dolar = > aienlP = D> A (2.4)
n=1

k=1 n=Npop+1
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Le caractere quasi-stationnaire de 1’énergie instantanée totale de la base de données et de
I'erreur d’approximation dans le cas considéré, permet d’approximer l’erreur relative de
reconstruction comme suit :

~ N
Dy Il EZAbOD R S Ay

= (2.5)
SN ) 20l An

Les coefficients de projection temporels sont issus de la décomposition orthogonale pour
la composante fluctuante de vitesse @(z,y,t) estimée par @(z,y,t) = u(x,y,tx) — um(,y,tx).
Le RIC des Nppp premiers coefficients de projection temporels de la POD réalisée sur
les séries de 2048 champs d’écoulement des différentes configurations étudiées est donné
au tableau 4.1. L’erreur obtenue de reconstruction correspondante est également donnée
et présente la valeur effective de 1 - RIC définie en 2.4. Pour les configurations a=20°
Re=1000 et a=15° Re=1000, I’évolution du contenu énergétique des M premiers modes
POD en utilisant comme mode de représentation le contenu informationnel relatif RIC
est représentée respectivement sur les figures 4.3 et 4.8.

Pour les configurations étudiées, le RIC converge lentement vers 100%. En effet, pour la
plupart des cas, un nombre élevé de coeflicients temporels est nécessaire pour reconstruire
I’écoulement avec un contenu energétique satisfaisant. Par exemple, pour reconstruire
90% de ’écoulement, 599 coefficients de projection temporels sont nécessaires dans le cas
a = 30° et R.=2000, et 207 dans le cas a = 15° et R.,=2000. Pour un RIC compris entre
80% et 90%, 'erreur relative de reconstruction est comprise entre 10% et 20%.

| | RIC(Npop) | 50% | 60% | 70% [80% [90% |

a = 30° Npop 30 57 114 | 255 299
Re=2000 Err 0.498 | 0.399 | 0.300 | 0.199 | 0.099
a = 30° Npop 7 12 25 o8 181
Re=1000 Err 0.478 | 0.399 | 0.298 | 0.198 | 0.099
a = 20° M 14 23 39 69 149
Re=2000 Err 0.495 | 0.397 | 0.297 | 0.199 | 0.099
a = 20° M 2 4 10 21 29
Re=1000 Err 0.450 | 0.391 | 0.287 | 0.198 | 0.099
a=15° M 22 35 o7 99 207
Re=2000 Err 0.492 | 0.396 | 0.297 | 0.198 | 0.100
a=15° M 2 28
Re=1000 Err 0.196 | 0.098
a =10° M 15 23 37 63 126
Re=2000 Err 0.494 | 0.396 | 0.295 | 0.197 | 0.099
a=10° M 12 25 45 76 139
Re=1000 Err 0.496 | 0.398 | 0.297 | 0.198 | 0.099

TABLE 4.1 — Critere RIC et erreur relative de reconstruction POD en fonction du nombre
de coefficients M pour chaque configuration.

L’énergie cinétique contenue dans le champ moyen pour chaque configuration est don-
née dans le tableau 4.2. Le pourcentage d’énergie cinétique contenue dans le champ moyen
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est supérieur dans chacun des cas pour R,=1000 qu’a R.=2000. Il est compris entre 89%
et 91% pour les cas a R,=2000 et entre 58% et 83% pour les cas a R,=1000. Dans les cas
a R.=1000, il est supérieur a 16% et atteint 41.44% dans le cas o = 15°. Dans les cas a
R.=2000, le pourcentage d’énergie cinétique contenue dans le champ moyen est inférieur
ou pratiquement égal & 10%.

a = 30° Re=1000 | @ = 20° Re=1000 | o = 15° Re=1000 | o = 10° Re=1000
Eqy (%) 16.79 28.41 A1.44 17.41

a = 30° Re=2000 | a = 20° Re=2000 | o = 15° Re=2000 | o = 10° Re=2000
Eq, (%) 8.79 9.94 5.83 10.120

FIGURE 4.2 — Energie cinétique contenue dans le champ moyen pour chaque configuration.
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FIGURE 4.3 — Energie cinétique moyenne normalisée capturée - Cas o = 20° et R,=1000

L’évolution temporelle des coefficients de projection temporels a; (t),as(t),as(t) et a1o(t)
normalisés est représentée respectivement sur les figures 4.5 et 4.9 pour le cas a = 20°
R.=1000 pour le cas Angle=15° Re=1000. Les relations de phase entre les coefficients
ai(t) et as(t) sont représentées sur la figure 4.12. La reconstruction du champ HULOH aux
instants T=>500,1000,1500 et 2000 pour un RIC de 90% est représentée sur les figures 4.6,

4.7 et 4.10, 4.11

Dans les deux cas, a = 15° et a = 20° a R.=1000 une forte périodicité est observée sur
les deux premiers coefficients de projection temporels. Ces modes appariés correspondent
aux tourbillons principaux de I’allée tourbillonnaire de von Karmann et leur advection
vers l'aval du profil NACAO0012. Cependant, pour le cas a = 15° et R,=2000, les coef-
ficients a; et as ont une amplitude similaire sans forte modulation au cours du temps
contrairement au cas o = 20° ou les coefficients a; et as ont des dynamiques temporelles
différentes significativement modulées au cours du temps. Cette différence de modulation
des amplitudes des coefficients a; et as au cours du temps se retrouvent dans leurs por-
traits de phase, mettant ainsi en évidence la différence de dynamique de I’écoulement entre
ces deux cas, traduite par une structure différente du lacher tourbillonnaire au voisinage
du profil NACA0012.
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a2ty

FIGURE 4.12 — Portrait de phase des coefficients a;(t) et as(t) POD - Cas o = 15°,
a = 20° et R.=1000

3 Modeéle réduit POD-Galerkin

Le modele d’ordre réduit POD-Galerkin est a présent employé afin de reproduire les
coefficients de projection temporels ainsi que le champ d’écoulement autour du profil
NACAO0012. Les équations du modele réduit POD-Galerkin sont intégrées en temps et
les amplitudes modales a;(t) obtenues sont comparées aux amplitudes de référence issues
de la projection sur les modes POD des clichés connus a chaque instant ¢. Les différents
comportements du modele réduit POD Galerkin linéaire et quadratique sont répertoriés
en fonction des configurations testées.

3.1 Détermination des coefficients de prédiction temporels

Les coefficients D;,L;;,C;jx du modele réduit peuvent étre évalués a partir des coeffi-
cients temporels POD retenus ainsi que du champ moyen. Le modele réduit POD-Galerkin
a l'ordre 2 est le suivant :

d Npop NpopNpoD
(S) pric =D;+ Z Lija;(t) Z Z Cijraj(t)ag(t)
j=1 k=1
a;(0) = (uo ¢z)

La résolution du systeme fournit la dynamique temporelle des coefficients a;(). Dans la
méthodologie POD-Galerkin les étapes de construction et d’intégration du modele réduit
peuvent étre séparées. L’intégration du systeme d’équations différentielles ordinaires est
rapide, mais I'identification des coefficients de ce systeme est réalisée par la méthode des
moindres carrées via la SVD, ce qui peut s’avérer coliteux numériquement. En effet, le
nombre d’inconnues du systeme a résoudre croit de maniere linéaire ou quadratique selon
I'ordre du modele réduit. Or dans chaque configuration testée, le contenu énergétique a
une convergence lente vers le maxima 100%. Un grand nombre de coefficients temporels
est ainsi nécessaire a la reconstruction de I’écoulement. C’est pourquoi, pour les différents
cas, nous avons choisi de conserver seulement un nombre de modes sélectionnés sur un
critere énergétique de 80% ou 90% pour le modele POD-Galerkin limité au terme linéaire :



Pour le modele réduit quadratique, les 10 premiers coefficients de projection temporels
seront utilisés, ce qui correspond dans chaque cas a un contenu énergétique inférieur ou

égal & 70%.

d .
a

Npop

CLZ(O) = (UO — ﬂ, sz)

() =Di+ Y Lija(t)

3.2 Procédure d’intégration du modele réduit

Les coefficients des modeles réduit POD-Galerkin linéaire et quadratique sont estimés
par une identification polynomiale (Perret et al., 2006) et leur résolution numérique se fait
a I'aide de la méthode Runge-Kutta & 'ordre 4 avec un pas de temps At = 0.001*AtP™).
Les différents comportements du modele réduit POD-Galerkin selon son degré et les
configurations testées sont représentées au tableau 4.13. Les évolutions temporelles des
coefficients de prédiction temporels a;(t),az(t),a5(t),a10(t) pour le modele réduit linéaire
sont représentées de la figure 4.14 a la figure 4.15 pour a = 20° R.=1000 et de la figure

4.16 a la figure 4.15 pour le modele réduit quadratique pour a = 15° R.=1000.

af 30 30 30 30
R, 2000 1000 2000 1000
Modele réduit Linéaire Linéaire Quadratique | Quadratique
Evolution amortissement | amortissement | amortissement | stationnaire
o 20 20 20 20
R, 2000 1000 2000 1000
Modele réduit Linéaire Linéaire Quadratique | Quadratique
Evolution divergence divergence divergence divergence
o 15 15 15 15
R, 2000 1000 2000 1000
Modele réduit Linéaire Linéaire Quadratique | Quadratique
Evolution amortissement | amortissement | amortissement | stationnaire
! 10 10 10 10
R, 2000 1000 2000 1000
Modele réduit Linéaire Linéaire Quadratique | Quadratique
Evolution divergence amortissement divergence stationnaire

FIGURE 4.13 — Evolution du modéle linéaire et quadratique en fonction des différentes

configurations.
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FIGURE 4.20 — Coefficients ay(t) et as(t) Modele réduit quadratique - Cas a = 15°
R.=1000
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FIGURE 4.21 — Coefficients as(t) et ayo(t) Modele réduit quadratique - Cas a = 15°
R.=1000

3.3 Observations

Le modele d’ordre réduit souffre d’'un manque de stabilité. Dans toutes les configura-
tions testées, des erreurs importantes en amplitude et en phase apparaissent rapidement
des les premiers pas de temps et se traduisent, selon les configurations, par une divergence,
un amortissement ou un déphasage du modele réduit. L’utilisation du modele réduit li-
néaire conduit soit a un amortissement, soit a une divergence de I'amplitude. Une perte
de phase des coefficients de prédiction temporels est également constatée. Le modele ré-
duit quadratique peut diverger ou rester stationnaire. En cas de divergence, la dérive
en amplitude intervient rapidement. Lorsque 1’évolution du modele réduit reste station-
naire, les relations de phase ainsi que 'amplitude des coefficients de projection temporels
retenus ne sont pas respectées. Dans chaque configuration testée, le modele réduit POD-
Galerkin, linéaire ou quadratique est donc inapplicable pour la reconstruction directe de
I’écoulement.

La seule intégration temporelle du modele ne permet donc pas de reproduire correc-
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tement la dynamique de 1’écoulement. Cependant, le modele réduit POD-Galerkin avec
termes quadratiques peut représenter correctement les écoulements incompressibles mais
il s’avere nécessaire de le munir de termes de controle. L’imprécision du modele réduit
ainsi mise en évidence a été largement étudiée dans la littérature (Noack et al., 2005b).
Les fonctions de base POD retenues pour construire le modele réduit de dynamique de
I’écoulement sont représentatives des caracteres énergétiques dominants de 1’écoulement
u(z,y,t) générés par les grosses et moyennes structures. Considérer un RIC de 90% re-
vient a négliger un nombre important de modes qui correspondent aux petites échelles
de I’écoulement en raison de leur faible apport énergétique. Une interprétation possible
consiste a considérer que la dissipation visqueuse s’effectue principalement dans les pe-
tites structures de I’écoulement. Par conséquent, le systeme POD ne dissipe pas assez
d’énergie et les modes prédits peuvent s’amplifier au cours du temps.

Cela a conduit de nombreux auteurs a introduire des termes de régularisation afin
de stabiliser le modele, via des méthodes d’optimisation sous contraintes. On se propose,
dans la section suivante, d’appliquer des méthodes d’inférence bayésiennes linéaires et
non linéaires issues de 'assimilation séquentielle de données afin de stabiliser I’évolution
temporelle du modele réduit linéaire et quadratique sans introduction de termes correctifs.

4 Amélioration du modele réduit POD-Galerkin par
assimilation séquentielle de données

Cette section est consacrée a la mise en oeuvre sur le modele réduit POD-Galerkin des
méthodes d’inférence bayésienne présentées au chapitre 2 afin d’améliorer ’estimation
des coefficients des modeles réduits linéaire et quadratique. Ces méthodes se basent sur
la connaissance de modeles stochastiques qui sont ici définis sous la forme suivante :

{ T = fkq(l’kq,wkq) (4-1)
Y = hi(T) + vk (4.2)

ot Xy, est le vecteur d’état caché, Yy le vecteur des observations et (wy)g>o et (vg)g>1 sont
des bruits blancs indépendants entre eux. La fonction f; est ici une fonction non linéaire
d’évolution de I’état et hy une fonction d’observation linéaire en x. L’objectif principal des
méthodes d’inférence est de permettre au modele d’estimer ’état caché x, connaissant soit
les observations y;., dans le cas du filtrage, soit les observations y;.7 dans le cas du lissage.
Les filtres de Kalman linéaire, noté ici KF, le filtre de Kalman d’ensemble, noté EnKF et
le filtre d’ensemble "Square-Root”, noté SR-EnKF sont appliqués a la reconstruction des
coefficients de prédiction temporels ainsi qu’a la reconstruction des champs de vitesses.
Le lissage sera quant a lui utilisé dans la procédure de maximisation de la vraisemblance
dans ’algorithme EM afin de reconstruire des données manquantes.

Notations adoptées

Les notations suivantes sont adoptées : x est le vecteur d’état exact de dimension
n a estimer, son estimé a l'aide de la fonction f; est noté x£ La fonction f; est le
modele réduit POD-Galerkin. La matrice de covariance fournie par ’estimateur est notée
Py, dans le cas des filtres de Kalman linéaires et P dans le cas des filtres de Kalman
d’ensemble. Lors de I'application des filtres de Kalman sur le modele réduit POD-Galerkin

on fait I’hypothese que le modele d’évolution n’est pas biaisé. Le vecteur £U£ contient les
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coefficients de prédiction temporels et le vecteur z{ les coeflicients de prédiction temporels
estimés et corrigés par le filtre de Kalman utilisé. Le vecteur Y}, contient les observations,
c’est-a-dire les coefficients de projection temporels issus de la POD sur I’ensemble des
snapshots de I"écoulement u(x,y,t).

4.1 FErreurs en moyenne quadratique des estimateurs

L’erreur en moyenne quadratique (ou RMSE pour Root Mean Square Error) d’un
estimateur X (y) d’un état aléatoire X} supposé déterministe est définie par :

BN - X = [ () - ) (Sl) — ot lalpin)

ot pi(dy|x) est la distribution a l'instant k de I'observation y sachant la valeur du vrai
état zy, et pi(dzr) la distribution du vrai état Xj. Cette erreur est estimée par :

B Xy — Xel = =) (3(y') — 23)' (@ (y') — 23)

=1

La RMSE est un parametre utilisé pour des analyses probabilistes car pour des estima-
teurs de parametres scalaires non biaisés, il s’agit de ’approximation la plus naturelle de
I’écart-type de l'erreur d’estimation. De plus, afin de quantifier la qualité de reconstruc-

tion entre les coefficients de projection temporels a;(t), et les coefficients de prédiction

temporels az(f ) (t) issus du modele réduit controlé calibré a 'aide d'un filtre de Kalman

linéaire ou non linéaire, la racine carrée de l'erreur quadratique moyenne entre a;(t) et

az(f ) (t) est utilisée :

Ny
1
Ei = 5| D_ailts) = af (t0))?
E\ k=1

4.2 Initialisation des filtres de Kalman

Le réglage du filtre est une étape délicate et importante. En effet, la stabilité et la
rapidité de convergence du filtre seront dépendantes de ce réglage et de son initialisation.
L’évaluation du bruit de processus est souvent difficile. Ces grandeurs sont a prendre
en compte quel que soit le filtre considéré. Ces réglages sont en général soit réalisés de
maniere empirique, soit basés sur des valeurs a priori optimales. Différentes méthodes de
détermination des covariances existent : algorithme du simplex (Powell, 2002), moindres
carrés (Akesson et al., 2007), recuit simulé (Buyamin and Finch, 2007), algorithmes gé-
nétiques (Avendano-Valencia et al., 1967). Nous avons vu que le filtre de Kalman est
optimal au sens du minimum de variance a posteriori pour estimer les systemes linéaires.
Ce filtre s’appuie sur un modele markovien d’évolution qui ne tient compte que de I’état
précédent. Le réglage d'un filtre de Kalman, linéaire ou non linéaire, consiste a ajuster
les parametres propres aux filtres considérés, a savoir :

1. L’état initial xy et de sa covariance d’erreur d’estimation P,

2. Les covariances QQ er R des bruits d’état et de mesure.
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Le filtre EnKF utilise une simulation de Monte Carlo pour prédire les moyennes et les
covariances des états en propageant un nombre N de particules dans les espaces d’état et
de mesure. Il ne présente qu’un seul parametre a ajuster qui est le nombre N d’ensembles.
En théorie, 'approximation faite en utilisant la simulation de Monte Carlo est vérifiée par
la loi forte des grands nombres et le théoreme de la limite centrale qui montre que I'erreur
commise est proportionnelle a 1/ VN et tend donc vers 0 quand N —» oo. La qualité
de T'estimation de la matrice des variances-covariances d’erreur de I’ébauche, et donc
celle du filtre de Kalman d’ensemble, dépendent de la faculté de I’ensemble d’ébauche a
couvrir toutes les possibilités. La taille de ’ensemble joue donc un role important dans
le fonctionnement du filtre de Kalman d’ensemble. Ainsi, plus N est grand, meilleure est
la qualité de 'estimation. La variance expérimentale doit étre une fonction décroissante
de N dont la courbe représentative doit ressembler a celle de la fonction N — 1/v/N.
Cette tendance se vérifie assez bien en pratique. Comme il est impossible d’adopter la
valeur optimale de N qui est infiniment grande, il faut se limiter a un certain niveau.
Cependant, augmenter la taille de I’ensemble nécessite également plus de temps de calcul
pour réaliser les simulations d’écoulement supplémentaires. Il s’agit donc de trouver un
bon compromis entre la précision obtenue sur la matrice de covariance et le temps de
calcul. Une valeur trop élevée de N conduit a un cout de calcul important et requiert
davantage de mémoire. Si N est trop faible, alors les covariances sont mal évaluées, ce qui
entraine une perte de la positivité des matrices de covariance d’erreur d’estimation. Il faut
donc choisir un niveau de variance pour lequel la qualité d’estimation est jugée suffisante
et donc un nombre de particules minimum a prendre pour avoir une qualité d’estimation
acceptable. En général, pour N <20 le filtre EnKF' est considéré comme sous-optimal. Le
choix de la taille de I’ensemble dépend de I’application considérée, mais un ensemble de
taille 100 apparait généralement comme acceptable dans la littérature Evensen (2006).

Les bruits blancs gaussiens wy, et vy des équations d’états et de mesure des filtres de
Kalman utilisés sont tout d’abord initialisés :

e Filtre KF : ©=0.0011 et R=0.00117, ou I est la matrice identité de taille N; x N,
e Filtre EnKF : w ~ N(0,0.01) et v ~ A(0,0.01)
e Filtre SREnKF : w ~ N(0,0.01)

Afin d’initialiser le filtre EnKF, on fait varier la taille de I’ensemble & N=100, N=250
et N=500. Le réglage de N=100 est couramment retenu, compte tenu du fait qu’il présente
de plus une certaine marge par rapport au nombre N=20 de particules qui garantissent la
positivité de covariance. Cependant, il est nécessaire ici de ’adapter. En effet, considérer
un critere RIC de 90 % pour la sélection des coefficients de projection temporels implique
de négliger un grand nombre de coefficients qui peuvent étre assimilés a du bruit. Ainsi,
le nombre d’ensemble N utilisé pour les filtres EnKF va varier selon les nombre de coef-
ficients choisis. C’est pourquoi on choisit un nombre d’ensemble N tel que si :

e N, < 100, alors N=100
e 100 < Ny < 200, alors N=250
e 200 < Ny, alors N=500
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Exemples de divergence du filtre EnKF

Afin de mettre en évidence I'importance de la valeur du nombre d’ensemble N uti-
lisé dans le filtre EnKF, deux exemples de divergence du filtre EnKf sont ici proposés.
La configuration choisie correspond a un angle d’incidence o« = 30°, et au nombre de
Reynolds de 1000. Le RIC choisi est de 80% ce qui correspond & N;=255 coefficients
de projection temporels. Le filtre EnKF est utilisé sur le modele réduit linéaire avec un
nombre d’ensemble N=100, puis avec N=250. Les niveaux de bruits dans les deux cas
sont identiques et correspondent aux niveaux fixés précédemment. Les évolutions tempo-
relles des deux premiers coefficients a; () et as(t) sont montrées sur la figure 4.22. Dans
le cas ou N=100, le filtre EnKF diverge clairement, en effet, ’'amplitude des coefficients
est amplifiée au cours du temps et la relation de phase entre les deux coefficients n’est
plus respectée. Pour le cas o N=250, la convergence du filtre EnKF s’améliore mais
Pamplitude des coefficients et leur relation de phase ne sont pas respectées.
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FIGURE 4.22 — Coefficients a;(t) et as(t) du filtre EnKF avec N = 100 et N = 250 -
Modele réduit linéaire

Une fois les filtres initialisés, on privilégie ici I'utilisation du modele réduit linéaire car
il permet de tenir compte d’'un critere énergétique plus important pour un cout de calcul
moindre qu’avec le modele quadratique. Les filtres KF, EnKF et SR-EnKF sont ensuite
appliqués aux différents configurations de I’écoulement. Le nombre N; de coefficients de
projection temporels retenus dans chaque cas correspond a un RIC de 90% ou 80% si
N, est trop important. De plus, afin de considérer la dynamique non linéaire des coeffi-
cients de prédiction temporels, le filtre EnKF est également utilisé sur le modele réduit
POD-Galerkin quadratique. Les deux configurations choisies correspondent aux angles
d’incidence o = 15°, @ = 20° et au nombre de Reynolds de 1000. Le nombre de coeffi-
cients de projection temporels retenus est de N;=10, ce qui correspond respectivement a
un RIC de 70% et 86%.

Pour le cas a = 20° et R.=1000, les reconstructions des coefficients de prédictions
temporels aq(t), as(t), as(t), aip(t) obtenus avec le filtre de Kalman linéaire sont repré-
sentés figure 4.23, avec le filtre EnKF figure 4.24 et avec le SR-EnKF figure 4.25. Pour
I’ensemble des cas testés, les erreurs de reconstruction entre les coefficients de prédiction
temporels et les coefficients de projection temporels sont représentées de la figure 4.28 a
la figure 4.37 et les RMSE obtenues sur chaque les filtres KF, EnKF et SR-EnKF sont
représentées de la figure 4.38 a la figure 4.44.
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4.3 Modele réduit linéaire et filtres KF, EnKF et SR-EnKF
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Erreur de reconstruction des filtres KF, EnKF et SR-EnKF
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FI1GURE 4.26 — Erreur E - KF - Cas o = 30°, R.=1000 et R.=2000
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RMSE des estimateurs bayésiens KF, EnKF et SR-EnKF
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F1GURE 4.38 — RMSE KF, EnKF, SR-EnKF - Cas o = 30°, R.=1000 et R.=2000
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4.4 Reconstruction de ’écoulement u(z,y,t) avec le filtre EnKF

Des reconstructions a différents instants de ’écoulement et des champs de vecteurs

S

associés pour les cas o = 15° et a = 20° a R, = 1000 sont donnés figure 4.46 a figure
4.49. Ces reconstructions sont obtenues en utilisant le filtre de Kalman d’ensemble sur le
modele réduit POD-Galerkin linéaire en utilisant un RIC de 90%, soit 28 modes temporels

N

pour le cas a = 15° et 59 modes temporels pour le cas o = 20° a R, = 1000.
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R.=1000
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4.5 Observations

Les différents criteres de quantification de I'efficacité des filtres de Kalman utilisés sur
le modele réduit POD-Galerkin linéaire et quadratique mettent en évidence des compor-
tements différents des filtres selon les configurations étudiées. L’application du filtre de
Kalman linéaire sur le modele réduit POD-Galerkin linéaire implique une croissance de
Perreur de reconstruction des coefficients de prédiction temporels en fonction du nombre
de coefficients de projection temporels dans tous les cas, excepté pour le cas a = 30°
R.=2000. En effet, dans ce cas, ou 255 coefficients de projection temporels sont utilisés,
I’erreur de reconstruction reste homogene mais toutefois élevée et de 'ordre de 0.1, ce qui
traduit ici une divergence du filtre de Kalman linéaire. Selon les configurations étudiées,
Perreur de reconstruction du filtre de Kalman linéaire est multipliée par un facteur 3,4
ou 6 en fonction du nombre de coefficients de projection temporels utilisés. Par exemple,
pour le cas a = 10° R,=1000, I'erreur de reconstruction sur les premiers coefficients est
de 0.001 et de 0.006 sur les derniers coefficients. L’efficacité du filtre de Kalman linéaire
dépend donc du nombre de coefficients utilisés sur le modele réduit POD-Galerkin. Mal-
gré l'accroissement de 'erreur en fonction du nombre de coefficients, celle-ci demeure
faible dans la plupart des configurations testées, quand le nombre de coefficients n’est pas
trop important, c’est-a-dire ici inférieur a 200. L’erreur maximale de reconstruction alors
commise par le filtre de Kalman linéaire est de I'ordre de 8.1073 au maximum.

Pour les filtres EnKF et SR-EnKF appliqués au modele réduit POD-Galerkin linéaire,
Ierreur de reconstruction reste homogene au cours du temps. Un accroissement de I'er-
reur de reconstruction en fonction du nombre de coefficients de projection temporels est
constaté sur la figure 4.30 mais cet accroissement reste faible, de 'ordre de 1.5 entre les
premiers et derniers coefficients estimés. L’erreur de reconstruction est faible dans toutes
les configurations testées et de I'ordre de 1074, L’erreur de reconstruction commise par
les filtres EnKF et SR-EnKF est systématiquement inférieure a celle commise par le filtre
de Kalman linéaire. Par exemple, pour le cas a = 20° R.=2000, I'’erreur maximale de
reconstruction du filtre EnKF est de 0.00015, celle du filtre SR-EnkF de 0.0006 et celle
du filtre de Kalman linéaire croit de 0.005 a 0.006. La différence de qualité entre ces trois
estimateurs bayésiens se retrouve également au niveau de leurs RMSE. Dans chaque cas,
La RMSE des filtres EnKF et SR-EnKF reste de I'ordre de 10™* et 1072 alors que celle
du filtre de Kalman linéaire est de 'ordre de 1072 et 1073. La RMSE du filtre de Kal-
man linéaire est toujours supérieure a celles des filtres EnKF et SR-EnKF. L’utilisation
du filtre EnKF sur le modele réduit POD-Galerkin quadratique aboutit a une erreur de
reconstruction de I'ordre de 10~* entre les coefficients. La RMSE est également faible et
de l'ordre de 10~3. Contrairement au cas linéaire, la faible dimension du vecteur d’état ne
permet toutefois pas de dégager une tendance sur I’évolution de I’erreur de reconstruction
en fonction du nombre de coefficients utilisés.

Les filtres EnKF et SR-EnKF ne divergent pas au cours du temps et la qualité de
reconstruction des coefficients de prédictions temporels permet d’estimer les coefficients
de prédiction temporels sans perte de relation de phase ni d’amplitude. Il en est de méme
pour le filtre de Kalman linéaire quand celui-ci ne diverge pas. Ces estimateurs bayésiens
permettent de calibrer le modele reduit POD-Galerkin linéaire. L’application du filtre
EnKF sur le modele réduit POD-Galerkin quadratique permet également de calibrer le
modele réduit de maniere efficace. Les principales structures et les champs de vecteurs de
I’écoulement sont également reconstruits.
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4.6 Conclusion

Des méthodes d’inférence bayésiennes issues de ’assimilation séquentielle de données
ont été appliquées a un modele réduit POD-Galerkin linéaire et quadratique afin de re-
construire I’écoulement a partir de mesures expérimentales. Outre leur implémentation
aisée, malgré un fond théorique important, ces méthodes permettent de corriger les ré-
sultats du modele réduit en exploitant des observations. Différents angles d’incidences et
nombres de Reynolds ont été testés afin d’utiliser ces méthodes sur différents régimes de
I’écoulement et par conséquent différents comportements du modele réduit POD-Galerkin.

Les méthodes d’inférence bayésienne utilisées ici sont des méthodes de filtrage stochas-
tique et correspondent au filtre de Kalman linéaire, et aux filtres de Kalman d’ensemble
et de Kalman d’ensemble "Square-Root”. Le filtre de Kalman fournit séquentiellement le
meilleur estimateur de 1'état au sens des moindres carrés pour un systeme dynamique
linéaire sachant une série d’observations disponibles. Le filtre de Kalman linéaire est ici
nettement moins performant pour le méme modele que les filtres EnKF et SR-EnKF qui
conduisent a des niveaux d’erreurs plus homogenes. Il est celui qui donne les niveaux
d’erreur de reconstruction et de RMSE les plus élevés. Une différence apparait donc entre
les filtres de Kalman linéaire et les filtres de Kalman non linéaires basés sur des méthodes
de Monte-Carlo. Cela conduit a un comportement différent de la croissance de I'erreur
instantanée et globale de prédiction sur 'intervalle d’assimilation des observations. L’er-
reur de prédiction a tendance a augmenter avec 1'indice du mode considéré avec le filtre de
Kalman linéaire, contrairement aux filtre ENKF et SR-EnKF qui conduit a des niveaux
d’erreur plus homogenes. Les filtres EnKF et SR-EnKF sont donc plus performants que
le filtre KF'. Le filtre de Kalman linéaire n’apporte pas la méme qualité de reconstruction
mais il permet également de contrer l'instabilité du modele réduit POD-Galerkin si le
nombre de coefficients ne devient pas trop important. Les filtres non linéaires permettent
d’améliorer significativement la capacité du modele réduit a restituer la dynamique des
coefficients de prédiction temporels, sous réserve de bien paramétrer les filtres. En effet,
il convient de bien choisir le nombre N d’ensemble utilisé afin d’éviter la divergence du
filtre au cours du temps.

Le modele réduit POD-Galerkin calibré a ’aide de méthodes d’inférence bayésiennes
permet une reconstruction efficace des coefficients de prédiction temporels POD relative-
ment aux dynamiques de référence aussi bien dans le cas de 'utilisation du modele réduit
linéaire que quadratique. Contrairement aux cas non calibrés, aucun amortissement de
I’amplitude, déphasage et dérive de 'amplitude, n’est observé. L’analyse des erreurs re-
latives globales de prédiction par coefficient et erreur instantanée en norme L? confirme
une amélioration significative de la précision du modele réduit. L’erreur faible de chaque
cas conduit a une reconstruction fidele des coefficients ainsi que des principales structures
de 1’écoulement et des champs de vecteurs associés. Cela valide I'application du filtrage
stochastique comme méthode de calibration du modele réduit POD-Galerkin.

Les méthodes d’inférence bayésiennes utilisées ici permettent de tenir compte du bruit
contenu dans les mesures expérimentales. Une méthode empirique d’ajustement des ni-
veaux de bruit des équations d’état et de mesure a été choisie ici. Différents niveaux de
bruits et nombre d’ensemble ont été testés afin d’obtenir un comportement du modele
réduit, linéaire et quadratique, suffisamment précis. Cependant, il est possible de déter-
miner ces niveaux de bruit en utilisant une quantification de ’erreur commise par la PIV,
la POD ainsi que de l'identification des coefficients du modele réduit.
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5 Application de ’algorithme EM dans le cas
d’observations manquantes

5.1 Introduction

Dans l'optique d'une réduction du nombre de champs expérimentaux d’écoulement
u(x,y,t) a utiliser pour l'assimilation séquentielle de données sur le modele réduit POD-
Galerkin, une alternative consiste a utiliser des méthodes d’inférence bayésienne sur le
modele réduit POD-Galerkin a partir d’un nombre réduit d’observations obtenues en réa-
lisant une POD sous-échantillonnée sur le jeu complet des snapshots disponibles. Dans
le cadre de l'inférence bayésienne, I'estimation de 1’état du systeme dynamique considéré
au cours du temps est réalisée en se basant sur les observations, mesurées de maniere
directe ou indirecte, de I'ensemble ou d’une partie des variables d’états. Dans le cas ou
des observations sont manquantes, I'information utilisée séquentiellement pour I'estima-
tion est incomplete et par conséquent moins fiable. L’estimation liée au modele a espace
d’état devient alors davantage prépondérante. La reconstruction des données manquantes
s’avere donc nécessaire afin de compenser la réduction du nombre d’observations utilisées
pour l'estimation. Le probleme de reconstruction de séries temporelles avec des données
manquantes est équivalent a ’estimation de parametres dans les modeles a espaces d’état
linéaires a erreurs gaussiennes. La méthode la plus utilisée pour estimer les parametres
d’un modele a espace d’état a variables latentes est de déterminer ’estimateur du maxi-
mum de vraisemblance a 'aide de 'algorithme EM (Exzpectation-Mazimisation).

Apres avoir défini le modele a espace d’état tenant compte des observations man-
quantes, l'expression de la vraisemblance est rappelée. L’algorithme EM, basé sur la
maximisation de la vraisemblance en utilisant le filtre et le lisseur de Kalman, est dé-
taillé en tenant compte des modifications matricielles a apporter a ’algorithme pour
tenir compte des observations manquantes. L’algorithme EM est ensuite utilisé afin de
reconstruire des coefficients de prédiction temporels a partir de coefficients de projec-
tion temporels issus d'une POD sous-échantillonnée sur I’ensemble des snapshots avec
différents types de sous-échantillonnages. La configuration utilisée est limitée a celle du
profil NACAO0012 aux angles d’incidence o = 30° et @ = 20° et au nombre de Reynolds
R. = 1000.

5.2 POD sous-échantillonnée

Afin de caractériser I'influence de la réduction du nombre d’observations, autrement
dit du nombre de coefficients de projection temporels issus de la POD, sur la qualité de la
reconstruction des coefficients de prédiction temporels du modele réduit POD-Galerkin,
I’ensemble complet des snapshots est tout d’abord sous-échantillonné, puis une POD est
réalisée sur ce sous-ensemble de snapshots sous-échantillonnés. On considere ici deux
types de sous-échantillonnages de snapshots, a savoir un sous-échantillonnage régulier, et
un sous-échantillonnage par paquets. On note A, = ¢, — t5_1 la différence entre deux
observations successives. Le sous-échantillonnage régulier consiste a sélectionner un snap-
shot tous les Ay, pas de temps avec A, = A, = ...A;, . Ainsi, par exemple, pour A, =1
on dispose de I’ensemble initial des snapshots et pour A; = 2 on sélectionne un snap-
shot sur deux. Le sous-échantillonnage par paquets consiste a sélectionner les snapshots
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avec un pas de temps régulier A, selon un ensemble (I1,/2) contenant Iy snapshots et [
snapshots manquants (Figure 4.50).

Temps Temps Temps

X ( X X

Espace Espace | Espace

Moyenne spatiale * Moyenne spatiale * Moyenne spatiale

FIGURE 4.50 — Représentation schématique de la méthode des snapshots (a) Cas complet
(b) Cas sous-échantillonnée régulierement avec (I; = 1,1y = 1)(c) Cas sous-échantillonnée
par paquet (I =2l = 1)

On note respectivement a,(cp o4 50) ot @(2,y) P! *) les coefficients de projection tempo-

rels et les modes de cette POD sous-échantillonnée. Les valeurs manquantes des a,(cp od 5¢)

sont déterminées a l'aide de 1 ’algorithme EM et les coefficients de prédiction temporels
reconstruits sont notés aéEM). Enfin, on note respectivement @(x,y,t) les snapshots et ay
les coefficients temporels qui n’ont pas été utilisés pour la POD sous-échantillonnée. Les
coefficients de projection a; sont définis par :

a; = (ﬂ,q)ngd Se)) pour = 1727-'7Npod (5.1)
(pod se

et ensuite comparés avec les coefficients q, ) afin de quantifier la qualité de la recons-
truction des observations manquantes obtenue a 'aide de 'algorithme EM.

5.3 Modele a espace d’état utilisé

On suppose que le processus latent est observé a plusieurs instants (t1,ts,...,tx) €t que
le modele a espace d’état utilisé pour la prédiction du processus latent non observé est
linéaire gaussien et constitué des deux équations suivantes :

ou F' est la matrice nxn de propagation des états qui décrit la dynamique du systeme.
On considere que le vecteur d’état Y;=0 si I'une de ses composantes est nulle. Les ob-
servations manquantes sont remplacées par des zéros dans le vecteur Y et les lignes (ou
colonnes) correspondantes de Hj, sont également remplacées par des zéros. wy, et vy sont
des bruits blancs gaussiens décorrélés, de matrices de covariance respectives @ € M, (R)
et R € M,(R). Le vecteur d’état initial zo est considéré comme distribué selon une loi
normale de moyenne g et de covariance Yg. Les parametres du modele (S) sont notés
Or={Fy,Hy,Ry,Qr}. Les dépendances entre les variables aléatoires sont décrites par le
graphe acyclique et orienté de dépendance conditionnelle suivant dans les cas d'un sous-
échantillonnage régulier et par paquets (Figure 4.51).
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Etat caché - X 1 - X; 'XkJrl—"

Processus observé - - - Y4 Y. Yk+1

Etat caché - Xk 1 - X - X -
Processus observé - - - Yi g Yy S Yk+1

F1GURE 4.51 — Graphique acyclique d’un modele a espace d’état avec un échantillonnage
temporel régulier et graphique acyclique d’'un modele a espace d’état avec un échantillon-
nage temporel irrégulier.

Etant donné le modele statistique défini par les équations 5.2 et 5.3, 'objectif est d’es-
timer les variables latentes ©; et le vecteur d’état X a chaque instant k, conditionnel-
lement a ’ensemble des observations disponibles Y}. Les parametres O, sont estimés par
la méthode du maximum de vraisemblance. Comme définie au chapitre 3, la fonction de
log-vraisemblance complete est basée sur les séquences des variables latentes observées et
un a priori :

log(p(x,y; 0)) = log(p(wo)) + Y _ log(p(wlas—1;0) + > log(p(yx|x—1;0) (5.4)

k=1 k=1

ou les distributions conditionnelles p(x,y;0) et p(yk|rr—1;60) suivent respectivement des
lois normales données par :

n 1
p(:6) = exp (5 (s = Furn 1)/ Q@ onin — Fui1))(27) 2(det(@)) 2 (55
D =
P(Yk|zr-1;0) = exp (—%(yk — Hyay) R (ye — Hywy))(21) 2 (det(R)) 2 (5.6)

ou n est la taille du vecteur d’état et p la taille du vecteur des observations. On suppose
ici que p(zp) suit une distribution de moyenne g et de variance Y, correspondant a
une connaissance a priori du systéme. La log-vraisemblance du systeme s’écrit (& une
constante pres ) :

1
log Ly (©) = log L(X,Y,0) = —é{log |20] + (2o — uo)tzal(aco — 11p)
N
+Nlog Q| + Z(ﬁﬂk — Fpr1)'Q (w — Frya)

k=1

N
+Nlog R+ (ys — Hiw) 'R~ (ye = Heww)}  (5.7)
k=1
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On cherche les parametres 6, qui maximisent la fonction de log-vraisemblance complete.
On note 60, les approximations successives des estimateurs de maximum de vraisemblance
au cours des différents cycles k d’assimilation de I'algorithme EM. L’opérateur Hy est la
matrice identité pour les cas ou on dispose d’observations a l'instant k et la matrice nulle
sinon. La variable y; correspond aux coefficients de projection temporels obtenus par la
POD sous échantillonnée, 'opérateur Fj correspond au modele d’évolution des coefficients
de prédiction temporels, c¢’est-a-dire au modele réduit POD-Galerkin. La variable zj,_;
contient les coefficients de prédiction temporels a I'instant k et la variable Fj.x;_; contient
les coefficients de prédiction temporels a l'instant k. Les matrices Qk et Rk sont les
matrices de covariance des bruits gaussiens wy, et vy, supposés indépendants entres eux,
aussi on a Q; = o2l et Ry = o2l ol 0, et oy, sont les écarts-types des bruits des équations
d’états et de mesure.

5.4 Estimation de parametres par algorithme EM

Les parameétres estimés F,H,Q,R de © sont les suivants Digalakis et al. (1993),Gyau-
Boakye and Schultz (1994) :

F=AA70  (5.8) Q= Ay — ALAFTAL (5.10)  po==x0  (5.12)
H = AgA7" (5.9) R=A;— AgATP AL (5.11) co=F  (5.13)

ou les matrices A;,As,...,Ag sont définies de la maniere suivante :

1 & 1 1
A= ——S Tl A= =Y tA:—E:_t
1 N+1kzox’“xk 2 Nkzlwk 37 N 21T

N N
1 1
A :—E t A :—E t E
4 NkZkaxk_l 5 N+1k20ykyk N+1 YrT k

Dans le cas d’observations manquantes, les quantités 5.8,5.9,5.10,5.11 sont calculées a
I’étape E de l'algorithme EM en utilisant les espérances conditionnelles suivantes :

Elz]Y,00] = 23 (5.14)
Elaa}]V,00)] = P 4 29 (29" (5.15)
Elzrl |V, 00)] = P + 200 ()" (5.16)
Elysa}]V, 0] = H Elaat|y,0)] (5.17)
] (5.18)
| = (5.19)

Elyxyt|Y,0"] = RM™ + HO™ E[x2t |Y,00 ] (H™)!
Ely|Y,0"] = H' Bz, [Y,0")]

Ces espérances conditionnelles peuvent étre calculées V k = 1,2,....N a partir du lisseur
de Kalman, connu aussi sous le nom de lisseur RTS (Rauch- Tung-Striebel) en utilisant les
parametres estimés a l'itération k. Le lisseur RTS est constitué d'une étape forward ou
le filtre de Kalman linéaire est appliqué et une étape backward ou le lisseur de Kalman
est appliqué. Les estimations lissées x,(:) et P,ES) sont utilisées pour estimer les équations
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5.14 a 5.19 utilisées ensuite dans 1’étape M de I’algorithme EM pour la maximisation la
vraisemblance.

o Filtre de Kalman - Forward Pass

Conditions initiales du filtre
To=1Tp et po= Qo (5.20)

A tout instant k£ > 1 Etape de prédiction

w] = Fy(zr_1) (5.21)
P! = F\P{F} + HiQ.Hj, (5.22)
Etape de correction
.TZ = l’i + Kk[yk - Hkxi] (523)
P = I — K.H| P/ (5.24)
Ky = P[H{[H P/ Hj + Ry]™! (5.25)

o Lisseur de Kalman - Backward Pass

Conditions initiales du filtre
2 — 4 o Pl _ p (5.26)
Etape de lissage : Pour k allant de n-1 a 1 :

K = POF(PI)
s a s s f
o) = 2 + K (2, - 2))
P = P + K (RS = PO

PO, = (I = KyHy) Fe P, + (PE) — POY(P) (I — KyHy) F P,

5.27
5.28
5.29

(
(
(
(5.30

)
)
)
)

La fonction de log-vraisemblance peut-étre également calculée en utilisant le filtre de
Kalman :

N N
1 _
log L(0) = —5{ g log |2k] + 5 er Y ter ) (5.31)
k=1 k=1

L’algorithme EM est un processus itératif qui utilise la distribution des données completes
pour calculer les estimateurs du maximum de vraisemblance lorsque les données observées
sont incompletes. Cet algorithme se déroule en deux étapes. La premiere est 1'étape E
qui consiste a calculer 'espérance conditionnelle de la fonction de log-vraisemblance des
données completes sachant les données observées. La seconde étape est ’étape M, qui
est la maximisation de la log-vraisemblance obtenue a I'étape E. On détermine ainsi
I’estimateur qui maximise I'équation trouvée a 1’étape E. Ces étapes E et M sont répétées
itérativement jusqu’a convergence de la log-vraisemblance.
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Etape E a l'itération r+1

1. Utilisation des parametres ©() estimés & l'itération r et application des filtres et
lisseurs de Kalman (équations 5.21 & 5.30) pour obtenir les valeurs lissées x1 et
PY. Obtention des statistiques 5.14 & 5.19

2. Calcul de la nouvelle log-vraisemblance, log L(©"*V) (équation 5.31)
3. Calcul des matrices A; a Ag en utilisant les quantités définies au (1).

Etape M a l’itération r+1

1. Re-estimation de 'ensemble des parametres O+ en utilisant les équations 5.8 &
5.13 et les statistiques déterminées en (2) de 'étape E.

Critere d’arrét de 1’algorithme EM

Le critere d’arrét de 'algorithme EM utilisé ici est basé sur la convergence de la log-
vraisemblance @) = log L(O) :

QI 9) — Q8 )

Q6™ 6()

avec 1078 < ¢ < 107, Si le critere d’arrét est vérifié alors les itérations de I'algorithme
EM sont stoppées et I’ensemble des paramétres ©+1) est retenu comme ’ensemble des
estimés des parametres du modele sinon on pose ©M=00*V et log L(0"))=log L(O+Y)
et I’algorithme continue.

<e€ (5.32)

5.5 Application au modele réduit POD-Galerkin

Les résultats des estimations des parametres du modele a espace d’état (S) par maxi-
mum de vraisemblance sont présentés dans cette section. Les cas traités correspondent au
profil NACA0012 aux angles d’incidence a = 30° et @ = 20° et au nombre de Reynolds
R, = 1000. Le RIC retenu dans chaque cas est de 80% ce qui correspond a 58 modes
pour le cas a = 30° et 21 modes pour le cas a = 20°. Le modele réduit POD-Galerkin
utilisé ici est le modele réduit linéaire en raison de la convergence de I’algorithme EM qui
peut étre lente. L'intervalle d’assimilation des données est de 7" = [0,2000]. Les matrices
de covariance des bruits des équations d’état et de mesure sont initialisées a @ = 0.251
et Rk = 0.251.

On réalise tout d’abord une POD sous-échantillonnée sur la base de snapshots ini-
tiale afin d’obtenir des coefficients de projection temporels et des modes spatiaux POD
sous-échantillonnés. Les parties manquantes des coefficients de projection temporels sont
ensuite remplacées par des 0. Les coefficients a;, sous-échantillonnés sont considérés comme
des séries temporelles a données manquantes. L’assimilation des données se fait sur un
sous-ensemble de snapshots contenu dans la base de données initiales. Le modele a es-
pace d’état utilisé ainsi que ’estimation des parametres prennent en compte les observa-
tions manquantes. Le modele espace d’état linéaire a erreurs gaussiennes (S), est résolu
par filtrage et lissage de Kalman respectivement. On applique ensuite 'algorithme EM
pour estimer les données manquantes et son efficacité est testée pour différents sous-
échantillonnages définis par un taux de vide 7,4 :

Ly

Tvide =
e L

(5.33)
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ou [y est le nombre de données disponibles et [, le nombre de données manquantes. On
considere les deux types de sous-échantillonnages régulier et par paquets définis a partir
de Tyige. Afin de quantifier Iefficacité de la reconstruction des coefficients de projections
temporels a ’aide de I’algorithme EM, I'erreur de reconstruction entre les coefficients de
projection temporels et ceux obtenus par algorithme EM est donnée. Une fois les a2 (t;)
définis, les a;(t) sont projetés sur les ¢ et comparés aux a™(t;). Les tests suivants
ont été effectués pour déterminer I'influence de ce parametre, en conservant les autres
parametres inchangés.

Tvide (llal2>
50% | (2,2) | (10,10)
75% | (6,2) | (30,10)

TABLE 4.2 — Parametre 7,;4. utilisé

Afin de faciliter la lecture des figures, les différents cas testés sont listés comme suit :

— Cas1:a=20°a R, =1000 et (I;,ls) = (2,2)
— Cas 2 :a=20°4a R, = 1000 et (I1,l3) = (10,10)
~ Cas3:a=20°4 R, =1000 et (I;,l5) = (2,6)
— Cas4:a=20°a R, =1000 et (l1,l2) = (10,30)
— Cas 5 :a=30°a R, =1000 et (I1,ls) = (2,2)
~ Cas6:a=30°4 R, = 1000 et (I1.ls) = (10,10)
— Cas 7:a=30°a R, = 1000 et (11,2):(26)
~ Cas8:a=30°4 R, = 1000 et (I;.l5) = (10,30)

L’erreur E de reconstruction pour le cas a = 20° et R, = 1000 est présentée respective-
ment sur la figure 4.52 pour le cas 7,,4.=50% et sur la figure 4.53 et pour le cas 7,;4.=75%.
Pour le cas a = 30° et R, = 1000 elle est présentée sur la figure 4.54 pour le cas 7,;3.=50%
et sur la figure 4.55 pour le cas 7,;4.=75%. La RMSE de 'algorithme EM est également
donnée afin de quantifier sa qualité d’estimation selon le sous-échantillonnage. La RMSE
selon le parametre 7,4, est présentée sur la figure 4.76 pour le cas @ = 20° et R, = 1000
et sur la figure 4.57 pour le cas a = 30° et R, = 1000. Les figures 4.59 a 4.74 repré-
sentent les coefficients aq(t),as(t),a5(t),a10(t) reconstruits en utilisant I’algorithme EM en
fonction des sous-échantillonnages des données.

Une comparaison de l'efficacité de I'algorithme EM en fonction de 'ordre du modele
réduit POD-Galerkin est ensuite donnée. Le cas choisi est o = 20° & R. = 1000 et le
sous-échantillonnage correspond au cas le moins favorable en terme de reconstruction des
coefficients de prédiction temporels, a savoir le cas n°8. L’algorithme EM est appliqué
dans ce cas avec 10 coefficients de projection temporels pour le modele réduit linéaire et
quadratique, ce qui correspond a un RIC de 70%.
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5.5.1 Erreur de reconstruction de ’algorithme EM
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FIGURE 4.52 — Erreur E - a = 20° & R, = 1000 - (I1,ls) = (2,2) et (I1,ls) = (10,10)
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FIGURE 4.55 — Erreur E - a = 30° a R, = 1000 - (I1,l5) = (2,6) et (I4,l2) = (10,30)

5.5.2 RMSE de I’algorithme EM
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FIGURE 4.56 — RMSE - Cas a = 20° R, = 1000 avec T g = 50% et 75%
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FIGURE 4.57 - RMSE - Cas a = 30° R, = 1000 avec T g = 50% et 75%



122

Algorithme EM et modele réduit POD-Galerkin linéaire
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FIGURE 4.58 — a4(t), as(t) - Cas a = 20° R, = 1000 avec Tyiqe = 50% et (I1,l2) = (2,2)
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FIGURE 4.59 — a5(t), aio(t) - Cas a = 20° R, = 1000 - avec T,;3.=50% et (I1,l2) = (2,2)
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FIGURE 4.60 — a;(t), as(t) - Cas a = 20° R, = 1000 avec Tp;q.=50% et (I1,l2) = (10,10)

™ b B af) POD SE
B at) EM
P
= -
- |
t"l\l -
l"'I'J —
T T T T T
0 500 1000 1400 2000
T
™
B at) POD SE
B ait) EM
o
w |
a l I L] P
. i |
=] | I i ! .l I |
| || | I
il I
M
o ' d
T T T T T
0 500 1000 1500 2000

FIGURE 4.61 — as(t), a1o(t) - Cas a = 20° R, = 1000 avec Ty;qe=75% et (l1,l2) = (10,10)



124

B ity PO SE
u bt E8)
=
L S |
' T T T T T
1] a00 1000 1500 2000
T
alt) FOD SE
alt) EM
=
t"l\l —
T T T T T
1] a00 1000 1500 2000
T

FIGURE 4.62 — a;(t), as(t) - Cas a = 20° R, = 1000 avec Ty;q.=75% et (I1,l2) = (2,6)
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FIGURE 4.64 — a4(t), as(t) - Cas a = 20° R, = 1000 avec Tq.=75% et (I1,l2) = (10,30)
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FIGURE 4.65 — as(t), a1o(t) - Cas a = 20° R, = 1000 avec Ty;q.=75% et (l1,l2) = (10,30)
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FIGURE 4.66 — a;(t), as(t) - Cas a = 30° R, = 1000 avec Ty;q.=50% et (I1,l2) = (2,2)
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FIGURE 4.68 — as(t), aip(t) - Cas a = 30° R, = 1000 avec Tyqe=50% et (I1,l2) = (2,2)
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FIGURE 4.70

FIGURE 4.71 — a4(t), as(t) - Cas

B i) POD SE
m aff) EM

1] a00 1000 1500 2000
T
B ) FOD SE
= A EM
| |
7 |
_ |I |
— I
[/
T T T T T
1] a00 1000 1500 2000
T

— a5(t),a0(t) - Cas a = 30° R, = 1000 avec Tyiq0.=75% et (I1,l2) = (10,10)

" af) FOD SE

" act) EM
T T T T T
1] a00 1000 1500 2000
T
" af) FOD SE
T " agf) EM
T T T T T
1] 500 1000 1500 2000
T

a =30° R, = 1000 avec Tyqe=75% et (l1,ls) = (2,6)



129

B i) POD SE

B aff) EM
=g
f"I\l —
f'l‘.i —
T T T T T
0 200 1000 1500 2000
T
o
atty P
att) E
P
o -
t"l\l —
[y p
! T T T T T
0 500 1000 1500 2000
T

FIGURE 4.72 — a5(t), a19(t) - Cas a = 30° R, = 1000 avec Ty;q.=75% - (I1,l2) = (2,6)
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FIGURE 4.73 — a4 (t), as(t) - Cas a = 30° R, = 1000 avec T,;q.=75% et (I1,l2) = (10,30)
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FIGURE 4.74 — a5(t), a1o(t) - Cas a = 30° R, = 1000 avec Tyqe=75% et (l1,l2) = (10,30)

Algorithme EM et modele réduit POD-Galerkin quadratique

L’algorithme EM est ici appliqué au modele réduit quadratique et linéaire afin de
comparer son efficacité selon 'ordre du modele réduit. L’erreur E de reconstruction est
donnée sur la figure 4.75 avec, a gauche, 'erreur pour le cas linéaire et a droite pour le
cas quadratique. La RMSE de l'algorithme EM est également donnée figure 4.76 afin de
quantifier sa qualité d’estimation selon le sous-échantillonnage et I’ordre du modele réduit.
Les figures 4.77 a 4.80 représentent les coefficients a;(t),as(t),a5(t),a10(t) reconstruits en
utilisant I'algorithme EM en fonction des sous-échantillonnages des données.
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=l o
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bl 1o 1

FI1GURE 4.75 — Erreur E - Modele réduit POD-Galerkin linéaire et quadratique - Cas
a =20°a R, = 1000 - avec (I1,l2) = (10,10)
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FIGURE 4.76 — RMSE - Cas a = 20° R. = 1000 - avec Tyige = 75%

FIGURE 4.78 — ay(t) - Cas a = 20° R, = 1000 avec Tyqe=75% et (l1,l2) = (10,30)
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FIGURE 4.80 — a10(t) - Cas o = 20° R, = 1000 avec Ty;q0.=75% et (I1,l3) = (10,30)

5.6 Observations

La qualité de reconstruction des coefficients de prédiction temporels differe selon les
sous-échantillonnages des coefficients de projection temporels. Pour les cas 1,2 et 3, 'er-
reur de reconstruction est de l'ordre de 1073 sur I'ensemble des coefficients. Pour les cas
4,5,6,7,8, l'erreur de reconstruction est de l'ordre de 1072 & 10~2. Pour les cas 1,2,3.4,
cette erreur ne présente pas de tendance particuliere, contrairement aux cas 5,6,7,8,9 ou
elle croit systématiquement en fonction du nombre de coefficients. Dans ces cinq cas,
I'erreur sur les premiers coefficients est de l'ordre de 1072 et de I'ordre de 1072 sur les
derniers coefficients. Le sous-échantillonnage utilisé pour les cas 6 et 7 et les cas 3 et 4
conduit a des erreurs de reconstruction de niveaux équivalents. Les croissances de ’erreur
de reconstruction pour les cas 6 et 7 sont également de méme nature. Sur ’ensemble des
cas, le sous-échantillonnage (I1,l2) = (2,2) est celui qui donne I'erreur de reconstruction
globalement la plus faible, inférieure a 0.003 dans chaque cas. Le sous-échantillonnage
(I1,l2) = (10,30) est celui que donne l'erreur de reconstruction la plus importante. Pour
le cas a = 20° et R, = 1000, 'erreur de reconstruction est la plus importante pour le
sous-échantillonnage par paquets (/;,l2) = (10,30) avec des valeurs comprises entre 0.004
et 0.023. Pour le cas a = 30° R, = 1000, I'erreur de reconstruction est la plus importante
pour le sous-échantillonnage par paquets (I3,ls) = (10,30) avec des valeurs comprises
entre 0.008 et 0.024. Pour les deux cas 1, 2, la RMSE de l'algorithme EM est la plus
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faible des 8 cas testés. Dans les cas 3 et 4, cette RMSE augmente, celle du cas 3 est com-
prise entre 1072 et 10~! et celle du cas 6 est comprise entre 1072 et 10~!. Dans chaque
cas, les sous-échantillonnages réguliers (I1,l2) = (2,2) et (I1,lz) = (10,10) fournissent une
erreur de reconstruction inférieure aux sous-échantillonnages par paquets (I1,l2) = (2,6)
et (I1,l2) = (10,30). La RMSE correspondant au cas 1 est comprise entre 1072 et 107*
et la RMSE correspondant au cas 2 est comprise entre 1072 et 1072, Pour les cas 3, 4
elle conserve cet ordre de grandeur mais avec des valeurs sensiblement plus élevées. Ce
comportement de la RMSE se retrouve également dans les cas 5,6,7 et 8 ou la RMSE
est davantage concentrée dans l'intervalle [1072,107!] pour les sous-échantillonnages par
paquets que pour les sous-échantillonnages réguliers.

La comparaison de l'efficacité sur le modele réduit POD-Galerkin linéaire et quadra-
tique sur dix coefficients de projection temporels indique une erreur de reconstruction
légerement inférieure dans le cas linéaire. Les RMSE sont du méme ordre de grandeur.
Cependant, le temps de calcul est nettement inférieur dans le cas de 1'utilisation du mo-
dele réduit linéaire que dans le cas quadratique. Il n’y a pas de différences significatives
au niveau de la reconstruction des coefficients de prédictions temporels. Dans le cas de
I'utilisation du modele POD-Galerkin linéaire, aucune divergence ou amortissement de
I’amplitude n’est constaté. La relation de phase n’est cependant plus respectée dans le
cas du sous-échantillonnage par paquets (I1,l3) = (10,30).

5.7 Conclusion

L’algorithme EM a été appliqué au modele réduit POD-Galerkin linéaire sur des
coefficients de projection temporels issus d’'une POD sous-échantillonnée a différents taux
de vide 7,;4. correspondant au pourcentage d’observations manquantes dans l'intervalle
d’assimilation. Le comportement de 'algorithme EM varie selon le sous-échantillonnage
choisi et impacte donc sur la qualité de la reconstruction des différents coefficients de
prédiction temporels. Dans les cas o = 20° R, = 1000 et « = 30° R. = 1000, les
intervalles (1,l2) = (2,2), (I1,l2) = (10,10) et (l3,ls) = (2,6) permettent d’obtenir des
RMSE faibles. Dans ces cas, I'estimateur du maximum de vraisemblance est fiable. Les
coefficients de prédiction temporels sont reconstruits sans perte de phase et d’amplitude.
Le modele réduit est stabilisé et aucune divergence n’est constatée au cours de I'intervalle
d’assimilation des observations. Cependant, dans le cas ou (lj,ls) = (10,30), la RMSE
augmente par rapport aux autres cas et 'erreur de prédiction instantanée également.
Cela se caractérise sur I’évolution temporelle des coefficients par une perte de la phase
et d’amplitude. Dans le cas a = 30° R, = 1000, davantage de coefficients sont utilisés,
ce qui permet de mettre en évidence une augmentation de 'erreur de prédiction entre les
coefficients de projection et de prédiction temporels en fonction de I'indice des coefficients.
Cette augmentation peut étre liée a l'utilisation du filtre de Kalman linéaire dans la
maximisation de la vraisemblance. Une alternative consisterait a utiliser une méthode de
maximum de vraisemblance non linéaire avec le filtre EnKF. L’efficacité de 1’algorithme
EM pour la reconstruction de données manquantes dépend de la taille des intervalles [y
et lo. Davantage de tests sont a faire sur la taille de ces intervalles pour caractériser au
mieux l'efficacité de la reconstruction a ’aide de I'algorithme EM. L utilisation du modele
réduit quadratique ne semble pas améliorer la précision de la reconstruction, cependant la
comparaison n’a été réalisée que sur les 10 premiers coefficients de projection temporels.
Il serait nécessaire de comparer les deux modeles avec un nombre de coefficients plus
élevé.
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1 Introduction

L’observation complete de ’état d'un systeme dynamique est en général impossible
d’un point de vue physique. De plus, les mesures portent souvent sur des quantités phy-
siques de natures différentes de celles de I'état du systeme dynamique considéré. C’est
pourquoi en assimilation séquentielle de données, les différentes observations utilisées
sont supposées étre regroupées dans un vecteur d’observation appartenant a un espace
d’observations qui est généralement distinct de I'espace des variables d’états. Le controle
d’un systeme dynamique se fait ainsi le plus souvent a partir de données expérimentales
indépendantes.

En mécanique des fluides, I'estimation stochastique linéaire (LSE) est généralement
utilisée pour estimer le champ de vitesse (ou d’autres variables) en d’autres positions
en fonction d’une variable considérée en un ou plusieurs points de 1’écoulement. Cette
estimation peut étre également réalisée en utilisant I'extended POD (EPOD Borée, 2003)
qui permet d’estimer le taux de corrélation entre un signal (pression pariétale, vitesse ..)
et chaque mode POD de I’écoulement. L’estimation de la partie corrélée du signal est alors
identique a une décomposition LSE (Taylor and Glauser, 2004). Des exemples d’utilisation
de la LSE peuvent étre trouvés dans les travaux de Glauser and George (1992), Hudy et al.
(2007), Murray and Ukeiley (2003) et Taylor and Glauser (2004) qui ont combiné la LSE
avec des mesures scalaires de pression afin d’obtenir une description complete des champs
de vitesse pour différentes géométries telles que les jets axi-symétriques ou les cavités.
Plusieurs extensions de la LSE ont été également étudiées et on pourra consulter a cet effet
les travaux de Hudy et al. (2007) et de Tinney et al. (2006). Malgré 1'usage extensif de la
LSE en mécanique des fluides, cette méthode n’a pas été retenue dans le cadre de ce travail
en raison de certaines limitations inhérentes a son utilisation. En effet, elle est similaire a la
méthode des moindres carrés qui souffre des problemes d’auto-corrélation et de mauvaise
prise en compte du bruit des observations (phénomeéne « d’over fitting ») (Gapentine,
1997; Mason and Perreault, 1991; Lipovetsky and Conklin, 2001). Les données d’entrées
doivent étre statistiquement indépendantes car I'utilisation de données corrélées dans un
modele linéaire fait que celui-ci devient sensible aux petites perturbations sur les données
d’entrées. De plus, 'utilisation d’observations bruitées rend la méthode des moindres
carrés peu efficace (Cornillon and Matzner-Lober, 2011).

La regression PLS (Partial Least Squares Regression) est une méthode d’analyse des
données initialement proposée par Wold en 1966, comme une alternative a la régression
linéaire multiple en cas de forte multi-colinéarité des descripteurs ou lorsque le nombre
de descripteurs est largement supérieur au nombre d’individus. Elle est principalement
utilisée pour prédire un ensemble de variables dépendantes a partir d'un ensemble de
variables explicatives ou descriptives.

Cette section s’inscrit dans le cadre de 'utilisation de filtre de Kalman d’ensemble pour
reconstruire I’évolution temporelle et la dynamique non linéaire des coefficients temporels
issus de la POD. Afin de pouvoir comparer les observations avec 1’état du systeme, il
est nécessaire de disposer d’un opérateur allant de ’espace des états dans 'espace des
observations. On se propose ici de modifier le processus des observations afin de lier
les coefficients de la POD a des mesures scalaires issues d’un signal externe de tension
obtenu par anémométrie film chaud. L’opérateur des observations va étre déterminé par
régression PLS et ensuite associé au processus des équations d’état qui sont les équations
du modele réduit POD-Galerkin. Le filtre de Kalman d’ensemble est ensuite appliqué au
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modele a espace d’état ainsi défini afin de fournir une estimation des coefficients temporels
de la POD a partir d’observations indirectes. L’ensemble de cette méthode est appliqué
au seul cas de I’écoulement autour du profil NACA0012 a un angle d’incidence ov = 20°
au nombre de Reynolds R, = 1000.

2 Modele d’évolution

On cherche a obtenir une estimation dynamique des coefficients de prédiction tem-
porels sur tout le domaine temporel en utilisant des mesures ponctuelles d'un signal de
tension obtenu par une sonde a film chaud. Pour cela, le modele a espace d’état défini
dans le chapitre 3 est utilisé :

{ X = foe1(Xp-1,Wp_1) (2.1)

ou f; est une fonction non linéaire en x;, et h; une fonction linéaire en x;,. Wy et V, sont
des bruits blancs. On considere les trois processus suivants :

1. Xy, = {Xy,...,.Xx} : le processus que suivent les coefficients de prédiction temporels
a;(tx) du modele réduit POD-Galerkin.

2. Y1 = {Y1,...,Y,} : le processus des observations basées sur les coefficients de
projection temporels a;(t) issus de la POD.

3. S1.x = {S4,...,Sk} : le processus des observations basées sur le signal de tension s(t)
fourni par la sonde film chaud.

A chaque instant £, du processus d’assimilation, est associé au processus d’observation
((Yk)r>0) un processus d’observation ((Sg)x>0) construit a partir d’échantillons du signal
s pris dans un intervalle de temps I}, :

[(k) = {tk + Tty F Tn}

ou 7, sont des décalages temporels séparant I'instant ¢, des échantillons de Sy.; choisis
pour l'observation. Le but est ici d’estimer le processus ((Xy)g>0) en se basant cette fois
sur le processus des observations du signal film chaud ((Sg)rso). A Uinstar du processus
((Yx)r>0) le processus ((S)r>0) n’est pas une chaine de Markov. Les dépendances entre
les variables aléatoires sont décrites par le graphe acyclique et orienté de dépendance
conditionnelle décrit sur la figure 5.1

3 Modeéle de mesure

3.1 Construction du modeéle de mesure

Afin d’assimiler les observations séquentiellement et d’estimer dynamiquement les va-
riances et covariances d’erreurs de prédiction au cours du temps, on utilise le filtre EnKF
sur le modele réduit POD-Galerkin. Le filtre de Kalman linéaire et le filtre de Kalman
d’ensemble ne permettent pas cependant I'utilisation d'un opérateur des observations Hy,
non linéaire. En effet, dans le cas du filtre de Kalman linéaire, celui-ci propage les statis-
tiques d’ordre deux uniquement. Pour le filtre de Kalman d’ensemble, 'hypothese sur la
gaussianité des distributions n’est plus vérifiée. C’est pourquoi, afin de pouvoir disposer
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FIGURE 5.1 — Modele a espace d’état avec mesure indirecte

des observations du signal film chaud s dans le systeme dynamique durant le temps d’as-
similation, on définit un opérateur G des observations qui relie les coefficients temporels
a; de la POD au signal s. Le modele a espace d’état s’écrit alors :

{ Xk = fk*l(kaluwkfl) (31)
Y, = G(S) + & = hk(Xk) + V,

Un opérateur GG est déterminé a partir d’'une régression non linéaire multiple entre les
coefficients de projection temporels de la POD et le signal film chaud. La détermination
de G est basée sur la loi de King King (1914). Cette loi permet d’établir une relation
entre la norme de 1’écoulement incident sur la sonde et la tension s délivrée par le signal
film chaud. On dispose ainsi de la relation suivante :

V?=A+ BU" (3.3)

ou A,B € R sont généralement obtenus par calibration. Ici, aucune calibration n’est
effectuée et la valeur initiale n = 0.5 donnée par King est retenue. On peut alors écrire
la relation suivante :

1 2A A?
2 0.5 : _ 4 2
Vi=A+4+ BU™ soit U_EV —ﬁv + 5 (3.4)
Le film chaud étant dans le sillage du profil NACA0012, la vitesse de ’écoulement u(z,y,t)
au niveau du film chaud est partiellement corrélée a la vitesse de I’écoulement U incident
sur la sonde film chaud. Ainsi, les séries temporelles a; et s peuvent étre corrélées, ce qui
permet de chercher a identifier la relation suivante :

ai(ty) = an + Y Bys (e + 1) + ) vyt + 1) (3.5)

J J

ou les séries de coefficients «, 3,7 € R sont obtenus par régression linéaire multiple. Les
termes 7; définissent un fenétrage temporel associé a t;. Dans le cadre de ce travail, 'opé-
rateur G est déterminé par PLSR (Partial Least Square Regression) et relie directement
le signal s(t) aux coefficients a;(t), ainsi 'opérateur qui relie les processus Xy et Y} est
lopérateur identité. Dans ce formalisme, le processus observé S, est donc un vecteur
consituté des valeurs prises par s? et s? sur Uintervalle {t; + 71,..,tx + 7, }. On fait en
général 'hypothese que les erreurs d’observation sont décorrélées entre elles, c’est-a-dire
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que l'erreur d’une observation donnée n’a aucun lien statistique avec les erreurs des autres
observations. Les erreurs d’observations sont généralement supposées étre gaussiennes. La
matrice de covariance empirique B2 du filtre de Kalman d’ensemble est alors de la forme
suivante :

N

1 i i i
Ry = N1 D (@) avee g = yrOP — y[tR (3.6)

=1

gr, est Pécart entre les observations estimées par régressions et les observations, ot y/ 9"

sont les observations obtenues par la POD et y£Z5% les observations obtenues par régres-
sion PLS. Une approximation par le filtre EnKF des coefficients de prédiction temporels
POD est alors donnée par :

wp = o+ K[y - ] (3.7)

ou xil sont les coefficients de prédiction temporels POD obtenue par le filtre EnKF.

3.2 Test de significativité des données

Les observations venant d’un signal externe étant de nature différente des coefficients de
projection temporels issus de la POD, on s’intéresse également a la validité des résultats
obtenus a l'aide du filtre de Kalman d’ensemble. On utilise pour cela une validation des
résultats basée sur la distribution du yx? & K degrés de liberté o K est la dimension
du vecteur des observations.

Définition : Loi d’un vecteur dérivé d’un vecteur aléatoire normal

Soit un vecteur aléatoire réel V' de dimension p et de loi normale A/(V,X) de moyenne V et
de matrice de covariance . Alors la variable aléatoire définie par Y = (V -V )!S=H(V —V)
suit une loi du Xf) a p degrés de liberté. Ainsi, sous les hypotheses faites sur le filtre de
Kalman, la forme quadratique suivante :

(ye — Hy})' P (y, — Hyw)) ~ X% (3.8)

suit une loi du x% a K degrés de liberté oit K est la dimension du vecteur des observations
Yk-

On note Xmin €t Xmae les bornes inférieures et supérieures données par la loi du X%«
Elles délimitent 'intervalle de confiance au niveau de probabilité 1 — a. La probabilité «
mesure le risque d’erreur de l'intervalle, soit la probabilité que I'intervalle ne contienne pas
la vraie valeur de (y, — H kxf; )tP,f (yp— H, kx£ ). Pour déterminer X,nin €t Xomaz On répartit le

risque d’erreur en deux parties égales — afin d’obtenir un intervalle symétrique. Dans ce

travail, nous choisissons le niveau de confiance fixé & 1-a = 95%. Connaissant le nombre
de degrés de liberté, les valeurs X,min €t Xmaz peuvent étre obtenues directement a partir
de la table de la loi du y2.
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Si la statistique de I'erreur se trouve en dehors de la borne supérieure de 'intervalle,
alors :

- Soit I'estimée est biaisée.
- Soit les erreurs réelles sont tres grandes par rapport a celles estimées par le filtre.

- Soit la covariance de I'erreur fournie par le filtre est trop faible.

Si la statistique calculée se trouve en dessous de la borne inférieure de l'intervalle de
confiance fixé, alors la covariance de l'erreur d’estimation fournie par le filtre est trop
grande en comparaison de l'erreur réelle. Lorsque la statistique de ’erreur se trouve dans
I'intervalle de confiance, alors on conclut que le filtre est bien réglé, et I'erreur estimée est
consistante avec les erreurs réelles du systeme.

Exemple de test de significativité des résultats

Un exemple de test de significativité des résultats du filtre EnKF appliqué au modele
réduit POD-Galerkin linéaire pour un écoulement autour du profil NACA0012 a un angle
d’incidence o = 20° au nombre de Reynolds R, = 1000 est donné. Le nombre de coeffi-
cients de projection temporels retenus ici est N;=10. Les bruits du filtre EnKF sont les
suivants : w ~ N(0,0.01) et v ~ N(0,0.01) et le nombre d’ensemble N=20. Les seuils a
Xmin = 2.5% €t Xmaz = 97.55% pour la distribution du x? & 10 degrés de liberté sont les
valeurs 3.247 et 20.43. La forme quadratique doit alors étre comprise entre ces valeurs
pendant 95% du temps d’assimilation. La figure 5.2 représente 1’évolution temporelle de
cette forme quadratique sur U'intervalle d’assimilation T=[0,2000]. Les seuils X.min €t Xmaz
sont représentés par les lignes horizontales rouges. La figure 5.2 montre que la forme qua-
dratique sort de la zone définie par la loi x? & K degrés de liberté. On en déduit que
filtre EnKF diverge. De plus on constate que les valeurs de la forme quadratique sont
élevées, ce qui suggere que la covariance de prédiction est trop faible, c’est-a-dire que le
filtre EnKF sous-estime l'incertitude liée a la prédiction.
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|
(=]

FIGURE 5.2 — Série temporelle de la forme quadratique 3.8

La matrice de covariance empirique P, de l'erreur estimée par le filtre EnKF contient
I'information de l'incertitude qu’a le filtre sur I'estimée. Cela se traduit par le fait que
plus cette matrice est grande, plus le filtre est incertain sur I'estimée, et plus elle est pe-
tite, plus le filtre est informatif. Ainsi, I'inconsistance du filtre peut étre évitée en faisant
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croitre artificiellement PN mais choisir P trop grande revient & perdre de l'informa-
tion sur 'estimée. La validité des estimations obtenues dépend fortement de la qualité
du filtre EnKF. Afin d’améliorer les performances du filtre EnKF sur 'estimation des
coefficients de prédiction temporels a partir du signal externe s, une technique basée sur
la pondération de la covariance empirique du filtre EnKF est utilisée.

4 Correction du filtre EnKF

L’une des principales causes de la divergence du filtre apparait quand les covariances de
prédiction données dans le filtre sont sous-estimées, elles deviennent alors inconsistantes
avec leur vraies valeurs, (Maybeck et al., 1990). La covariance de prédiction est trop faible
c’est-a-dire que le filtre EnKF sous-estime 'incertitude liée a la prédiction. Or, 'EnKF
approxime la covariance prédite sur un échantillon de taille finie, la divergence du filtre est
donc inévitable. Une approche pour éviter la sous-estimation de la matrice de covariance
prédite P,j est d’augmenter artificiellement la variance prédite a priori a appliquer au
filtre de Kalman, (Anderson and Anderson, 1999). L’hypothese faite dans ce cas est que
I’augmentation de la variance de ’ensemble revient a compenser la taille insuffisante de
I’ensemble. Cette augmentation artificielle de la variance prédite a priori se fait soit en
multipliant directement la matrice P,f de la fagon suivante :

P,f — aP,f

avec o >1 soit en pondérant la matrice de coariance empirique P¥ par I'ajout d’une
matrice définie positive Py :

P/ — aPl +(1—a)Ff
et ol « est un parametre compris entre 0 et 1 (Anderson and Anderson, 1999).

Une autre cause de la divergence du filtre EnKF est le probleme de localisation qui
désigne des covariances trop grandes et peu réalistes entre des points éloignés, (Hamill
et al., 2001), (Houtekamer et al., 2005b). Ces covariances ne correspondent alors pas a
de réelles corrélations entre les erreurs de prédiction entre ces deux points, et sont la
conséquence de la présence de bruit dans I’ensemble de prédiction lorsque celui-ci est
de petite taille. En effet, la taille finie de ’ensemble peut générer des artefacts dans la
matrice de covariance, comme une corrélation forte entre deux points tres éloignés. Pour
remédier a ce probleme, on peut soit augmenter la taille de I’ensemble, soit multiplier
la matrice P,f élément par élément avec une fonction de corrélation a support compact
(Hamill et al., 2001) et nulle au-dela d’une certaine distance entre deux points.

Lorsque les variables d’état n’ont pas une distribution gaussienne, une paramétrisation
peut étre utilisée pour les remplacer par d’autres variables qui suivent une loi gaussienne.
Parmi ces méthodes, on peut citer la transformation lognormale appliquée par exemple
dans les travaux de Bertino et al. (2003b) et Gu and Oliver (2006). Enfin, des approches
itératives peuvent étre utilisées lorsque la dépendance entre les variables d’état et les
valeurs mesurées est fortement non linéaire, (Reynolds et al., 2006; Gu and Oliver, 2007).
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4.1 Détermination du parametre o dans le cas de Dl’inflation
multiplicative

On choisit de modifier la covariance prédite de la maniere suivante :
f f
P — aP;

ol « est appelé le facteur d’inflation. Le parametre o peut étre déterminé de maniére a
ce que le vecteur d’innovation soit consistant avec la propriété du y2. Il n'y a pas de ma-
niere unique pour déterminer ce parametre, les principales méthodes utilisées sont listées
ci-dessous :

1. Déterminer o afin de maximiser la vraisemblance du vecteur d’innovation. Cela
consiste a choisir a tel que :

(i — Hyw))' P (g, — Hyxl) = K —2 (4.1)

oll K — 2 est le mode de la distribution x? a K degrés de liberté. Cette équation
n’est pas résoluble directement dans le cas général et requiert donc 1'utilisation
d’une méthode itérative pour la résoudre, ce qui s’avere cotiteux en calcul.

2. Déterminer « afin que la variance du vecteur d’innovation soit consistante avec la
variance prédite, autrement dit :

(yr — Hyl ) (yr, — Hyal) = TrjoH, Pl HY) (4.2)
Cette équation peut étre résolue explicitement et on obtient :

o W= Hyy)'(yx — Hywy — Tr(Ry]) (43)
H,P/H! '

3. Déterminer o de maniere a ce que la variance du vecteur d’innovation soit aussi
proche que possible de la variance prédite.

4. Déterminer o basé sur une méthode adaptative (Anderson, 2001).

La seconde méthode est celle qui a été retenue dans le cadre de ce travail.

5 Application du filtre EnKF avec mesure indirecte
au modele réduit POD-Galerkin

Cette section est consacrée a la reconstruction des coefficients temporels de prédiction
du modele réduit POD-Galerkin a I'aide d’un signal externe s obtenu par anémométrie
film chaud. La configuration étudiée est celle de ’écoulement a un nombre de Reynolds
R.=1000 autour du profil NACA0012 avec un angle d’incidence de 20° pour N; = 10.
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Les équations du modele a espace d’état sont le modele réduit POD-Galerkin :

d Npobp NpopNpop
S ai(t) = Di + ; Lija;(t) + ; ; Cijea;(t)ax(t) (5.1)

et un opérateur des observations G dont la détermination est définie dans la section (3.2).
L’estimation est initialisée avec a;(to) et le modele réduit POD-Galerkin filtré par EnKF
et PLSR permet de reproduire la série temporelle. Le nombre d’ensemble utilisé pour le
filtre EnKF est ici de N=100 fin de s’assurer une bonne convergence du filtre. L’intervalle
d’assimilation des données est [0,77] avec T=2000.

La procédure mise en oeuvre nécessite toutefois de nombreux tests d’initialisation des
parametres du bruit afin de valider le filtre EnKF. De plus, la procédure de validation
croisée utilisée lors de la régression PLS nécessite également du temps de calcul. C’est
pourquoi, un nombre réduit N;=10 de coefficients de projection temporels de la POD est
retenu ce qui correspond a un RIC' (Contenu Informationnel Relatif) de 70%, suffisant
pour reconstruire les principales structures spatio-temporelles de 1’écoulement. Le filtre
de Kalman EnKF est appliqué au modele réduit POD-Galerkin linéaire et quadratique.
L’opérateur des observations est déterminé par PLSR. La validation du filtre ENKF par
test du x? n’est effectuée que sur le modele réduit linéaire, en raison du nombre important
de tests a effectuer pour déterminer les parametres adéquats du filtre EnKF.

La fréquence d’échantillonnage des données d’écoulement a R.=1000 est de f,;, =
6.4H. et la fréquence d’acquisition des mesures par sonde film chaud est f,=2.5kH..
Ainsi, entre chaque mesure PIV, on a approximativement 195.3 mesures film chaud, ce
qui permet de retenir un nombre élevé d’échantillons du signal s pour I'estimation de
coefficients a;(t) a chaque instant ¢;. Ces échantillons sont alors pris dans des intervalles
définis comme suit :

1 N:N ! I 0:N ! t I N:0 !
1=[—-N: ]*fs, 5 =1[0: ]*fse 3= ]*fs

Le systeme d’acquisition du signal s (LeCroy Wavesufer) ne permettant pas d’utiliser
une fréquence f; multiple de f,,, il existe une variabilité dans le positionnement de ces
intervalles vis-a-vis de t;. Les intervalles I, construits a partir des intervalles Iy, I5 et I3
au voisinage de t; subissent donc cette variation.

On considere le modele de régression défini a la section 3 utilisé pour la PLSR. Les va-
riables réponses Y correspondent aux coefficients de projection temporels de la POD que
I’on cherche a approximer a partir du signal s. Les variables explicatives X correspondent
au signal s2 et s*. La matrice X est une matrice de taille 7' x p ot T' correspond au nombre
de pas de temps et p au nombre de variables explicatives. La matrice Y est une matrice de
taille T'x N; ou T' correspond au nombre de pas de temps et /N; au nombre de coefficients
de projection temporels retenu. Le nombre de colonnes de X est de 2 * t,,,, + 1 oU ¢4
est le décalage temporel le pus important en valeur absolue. Ainsi, la taille de I'intervalle
I, est de 2*100+1=201, celle de I, de 2*400+1=801 et celle de I3 de 2*600+1=1201.
La procédure de validation croisée sélectionne dans ces cas respectifs au plus 201, 801,
1201 variables explicatives. La régression PLS est effectuée sous Matlab qui opeére une
troncature par défaut qui correspond au maximum entre le nombre de lignes de X et le
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FIGURE 5.3 — Sélection du fenétrage du type [—N : N]| * ? pour le signal film chaud S

nombre de variables utilisées pour la validation croisée. Ainsi, dans le cas de I'utilisation
de l'intervalle [0 : 1500] la taille de cet intervalle est de 2*15004+-1=3001 > 2000, donc
2000 variables explicatives sont sélectionnées au plus dans la PLSR entre les coefficients
a;(t) et s(t). Le filtre EnKF est sensible au bruit contenu dans les observations. C’est
pourquoi, en fonction d’un fenétrage donné, le pourcentage de variance expliquée en Y
le plus grand possible sera cherché par PLSR avec validation croisée. Les intervalles sé-
lectionnés sont ceux fournissant un pourcentage maximum de variance explicative et une
erreur de reconstruction entre les coefficients de projection temporels et ceux estimés par
PLSR minimale.

5.1 Estimation de 'opérateur GG par régression PLS
multilinéaire

La régression PLS va étre appliquée a ces intervalles afin de déterminer 1'opérateur G.
Pour chaque intervalle, on augmente le décalage temporel avec un pas de 100, jusqu’a
ce que la régression PLS capte le maximum de variance explicative tout en assurant une
bonne estimation des coefficients de projection temporels POD. Pour la régression PLS,
on sélectionne ainsi le nombre de composantes principales par validation croisée avec un
pourcentage de variance explicative supérieure a 99.9% en utilisant la validation croisée
afin d’éviter les problemes de sur-estimation du modele. La qualité de la régression est
évaluée en utilisant :

e La RMSE (Root Mean Square Error) entre les coefficients aZZ5E(t,) prédits par
régression et les coefficients a9 (t;) observés, c’est-a-dire les coefficients de projection

temporels issus de la POD.
e Le coefficient R? multiple, R = Cor?(al9P (t;),alL5%(t;)) € [0,1]. Plus R? est proche

n
de 1 meilleure est la qualité de I'estimation de la régression.



144

Le pourcentage de variance expliquée (ou pourcentage de variance explicative) en y, o
y correspond aux coefficients a;(t), ainsi que la RMSE, obtenus dans chaque cas sont

présentés de la figure 5.4 a 5.9.

Les coefficients R? obtenu dans les différents cas sont indiqués au tableau 5.1.
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Cas 1 2 3 4 5
Intervalle | [-100,100] | [-600,600] | [-1000,1000] | [0,1500] | [-1500,0]
R? 0.2206 0.9999 0.9953 1.0 1.0

TABLE 5.1 — Coefficient R? pour la régression PLS sur les différents intervalles

Le pourcentage de variance expliquée dans les cas 2,3,4 et 5 est de 100% pour 2000
variables explicatives. Pour l'intervalle [-100,100], la PLSR ne capture pas le maximum
de variance et R? est faible. Ce qui indique qu’il n’y a pas assez de variables explica-
tives, c’est-a-dire que le fenétrage est trop petit. La régression PLS n’est également pas
significative. Pour I'intervalle [-600,600], la PLSR capture le maximum de variance pour
2000 composantes. Pour les intervalles [-1000,1000],(0,1500],[-1500,0] la PLSR capture le
maximum de variance pour 1500 composantes. La taille du fenétrage est ici suffisante
pour capturer le maximum de variance. Pour les intervalles [-600,600] et [-1000,1000], R?
est tres proche de 1. Le R? dans le cas de I'intervalle [-1000,1000] est inférieur & celui du
R? dans le cas de l'intervalle [-600,600]. De plus la RMSE dans le cas de l'intervalle [-
1000,1000] est globalement moins bonne que celle observée pour I'intervalle [-600,600]. Le
coefficient de régression PLS sur les intervalles [0,1500],[-1500,0] est de 1. La RMSE entre
les coefficients prédits et observés est également faible. Pour ces intervalles, la régression
PLSR est significative et la taille du fenétrage est suffisante. Les coefficients déterminés
par régression PLS sur les intervalles [-600,600], [0,1500],[-1500,0] sont utilisés ensuite
dans le filtre EnKf.

5.2 Validation du filtre EnKF

Les tests de validation du filtre EnKF en utilisant la statistique du x? & dim(Y3) de-
grés de liberté sur la forme quadratique (y, — Hyz])' PN (yp — Hyxl) avec un niveau de
confiance fixé a 95% sont présentés. Les bruits gaussiens wy, v;, et le nombre d’ensemble
N utilisés dans le filtre EnKF sont paramétrés de la maniere suivante :

e wi= N(0,0.85), N = 100, pour I'intervalle I; = [—600,600]
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e wi= N(0,0.8), N =100, pour l'intervalle Iy = [—1500,0]

e wi= N(0,0.9) N =100, pour I'intervalle I3 = [0,1500]

. __ ,,POD PLSR
® VL =UYr = — Ui

pour les intervalles I, I5 et I3

L’inflation multiplicative est appliquée dans les cas ol la statistique du x? n’est pas
respectée. Une comparaison du filtre EnKF sans pondération de la matrice de covariance
empirique et avec pondération est donnée dans chaque cas. Une fois que le filtre EnKF
est bien réglé, il est utilisé pour reconstruire les coefficients de prédiction temporels. Les
coefficients de prédiction temporels a; obtenus sont ensuite comparés avec les coefficients
ay issus de la POD. On choisit ici de comparer les coefficients ay(t), as(t) et ajo(t) ainsi
que la relation de phase entre les coefficients a;(t) et as(t). Afin de quantifier la qualité de
la reconstruction fournie par le filtre EnKF, la RMSE entre les coefficients de projection
et de prédiction est donnée. Enfin, une comparaison entre la POD et le EnKF de la
reconstruction de 1’écoulement U(x,y,t) a différents instants est présentée.

Les tests du x? du filtre EnKF sur les intervalles I;,1, et I3 sont présentés sur les figures
5.10 & 5.12. Les seuil a 2.5% et 97.55% pour la distribution du x? & 10 degrés de liberté
sont les valeurs 3.247 et 20.43. L’intervalle d’acceptation de I'hypothese de consistance
est [3.247,20.43]. Les seuils a 95% sont indiqués par des lignes rouges.

On constate que dans les cas ou la covariance empirique n’est pas pondérée, I’ensemble
des points se situe en dessous de la borne inférieure de l'intervalle d’acceptation ce qui
indique que la covariance empirique est sur-estimée. Le tableau 5.2 indique le nombre
de points contenus dans cet intervalle pour chaque test avec ou sans pondération de la
covariance.

Intervalle L I, I3
x? sans « 0 0 0
(x?) avec a | 1913 | 1930 | 1944

TABLE 5.2 — Résultats du test du y?

Les valeurs de la fonction quadratique se trouvent a plus de 95% du temps d’assimila-
tion dans l'intervalle. Nous pouvons admettre avec 95% de confiance, que I’ensemble des
estimateurs comparés dans ce scénario sont bien consistants lorsque la covariance empi-
rique du filtre EnKF est pondérée avec le coefficient a. Il existe alors peu de points ou
les erreurs estimées ne sont pas consistantes avec l'erreur réelle. Ceci montre que le filtre
EnKF utilisé dans chaque cas est bien réglé.
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5.3 Estimation des coefficients de prédiction temporels

Ainsi pour I'estimation des coefficients de prédiction temporels, le filtre EnKF conserve
les parametres fixés pour les bruits wy, et v, et est appliquée la pondération de la matrice
P} pour diminuer l'inflation de la covariance au cours du temps d’assimilation des ob-
servations du signal externe s;. Les coefficients de prédiction temporels a(t),as(t),a10(t)
obtenus avec le filtre EnKF appliqué au modele réduit linéaire sont représentés sur les
figures 5.16 a 5.15. Les reconstructions des coefficients ay(t),as(t), a1o(t) obtenus avec le
filtre EnKF appliqué au modele réduit quadratique représentés sur les figures 5.16 a 5.18.
Les reconstructions de la relation de phase entre a;(t) et ai(t) sont représentées sur les
figures 5.15 et pour 5.15 pour le modele réduit linéaire et quadratique. La RMSE entre
les coefficients temporels de projection et de prédiction sont respectivement représentées
sur les figures 5.19 et 5.20

5.4 Observations

Sur ce cas test, le filtre EnKF restitue fidelement la dynamique temporelle des coef-
ficients. L’erreur de reconstruction sur chaque coefficient est faible, aussi bien pour les
premiers coefficients que pour les coefficients d’ordre plus élevé, dont la dynamique tem-
porelle est plus complexe a approximer. L’amplitude des coefficients est respectée au cours
du temps, le modele réduit POD-Galerkin reste stable sur ’ensemble d’assimilation des
données. La relation de phase des coefficients a;(t) et as(t) est également reproduite. Il
est cependant difficile de discerner une tendance sur l'erreur de reconstruction entre les
coefficients de projection et de prédiction temporels en fonction de intervalle choisi.
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En effet, cette erreur est pratiquement identique pour les coefficients as(t),a7(t),as(t),ao(t)
pour les trois intervalles. Pour 'intervalle I; elle est la plus grande a4 (t),as(t), pour I'in-
tervalle I elle est la plus importante pour ag et pour 'intervalle I3 elle est maximale pour
as(t),a10(t). Avec le modele linéaire et le test du x? on parvient a une reconstruction dont
'erreur est comprise entre 2.1073 et 8.1073 et est relativement homogene selon 'intervalle
choisi. Il apparait que malgré la correction basée sur la statistique du x?, la reconstruction
basée sur le modele réduit quadratique conduit a une erreur comparable, sinon inférieure.

5.5 Reconstruction du champ de vitesse

On cherche maintenant a savoir si les coefficients de prédiction temporels, obtenus
par résolution du systeme POD Galerkin avec 'EnKF et controle de la covariance, sont
efficaces pour reconstruire les champs de vitesse U(z,y,t) obtenus expérimentalement.
Afin de quantifier la qualité de la reconstruction, I'erreur de reconstruction suivante est
introduite :

Blt) = /Q (@) — 0(.y.8))2d9

ou u(z,y,t) est le champ de référence obtenu expérimentalement. Le champ @(x,y,t) est
celui reconstruit soit en utilisant le signal s, () comme observations dans le filtre ENKF,
soit en utilisant les coefficients de projection temporels issus de la POD. Les figures 5.24 a
5.29 représentent la reconstruction de ||U|| avec la POD et le filire ENKF pour I'intervalle
I, aux instants T = 500 et T" = 1500. Les figures 5.21 a 5.23 représentent 1’évolution
temporelle de erreur E pour la POD et le filtre ENKF sur le modele réduit linéaire et
quadratique pour les différents intervalles I7,15,I5 sur I'ensemble du temps d’assimilation.

5.6 Observations

La précision obtenue sur la reconstruction des coefficients a; par le filtre EnKF doit
également permettre une bonne reconstruction de I’écoulement. Une comparaison entre la
reconstruction de ’écoulement avec les coefficients issus de la POD et ceux issus du filtre
EnKF avec observations externes montre que les principales structures de 1’écoulement
sont bien approximées dans le cas de 'utilisation de 'EnKF pour un nombre de coefficients
donné (Figure 5.24 a Figure 5.29). Les champs de vecteurs vitesse de '’écoulement sont
également bien reproduits. De plus, I'erreur de reconstruction de 1’écoulement commise
entre la POD et le filtre EnKF pour les différents intervalles reste faible au cours du
temps d’assimilation des observations.
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6 Conclusion

Dans cette partie a été présentée la reconstruction des coefficients de prédiction tem-
porels a 'aide du filtre de Kalman d’ensemble par 1'utilisation d’observations indirectes
obtenues par une sonde a film chaud. La méthode utilisée ici permet au modele réduit
basé sur la POD de restituer la dynamique d’'un écoulement donné en utilisant des obser-
vations de nature différente des coefficients de projection temporels POD. La LSE n’a pas
été utilisée ici en raison de la forte colinéarité entre les coefficients issus du film chaud.
C’est pourquoi, l'opérateur de transition entre les coefficients de projection temporels
issus de la POD et les coefficients issus du film chaud a été déterminé par PLSR de ma-
niere globale. Il a ensuite été utilisé a chaque itération k£ du filtre ENKF. L’utilisation de
I’EnKF offre de meilleures performances que la version linéaire du filtre de Kalman, et
permet de plus la définition d’une matrice de covariance empirique. Une correction de la
covariance empirique de I’'EnKF basée sur la covariance multiplicative a été appliquée au
filtre a chaque cas afin que le filtre EnKF soit bien réglé. Cette correction apportée au
filtre permet également de valider la méthode utilisée au niveau théorique.

Cependant, le bon fonctionnement de 'estimateur reste dépendant des réglages du
filtre. Les niveaux de bruits et les corrections dépendent de la configuration d’étude.
Ainsi, la variation d’un parametre utilisé dans le filtre EnKF (nombre de coefficients
POD, intervalle de sélection du signal s, nombre d’ensemble ..) ou une configuration
d’écoulement différente (variation de I’angle d’incidence, du nombre de Reynolds, de la
géométrie de I'obstacle) imposent aux niveaux de bruit du filtre de Kalman d’ensemble
d’eétre réajustés. Afin de valider ces réglages, plusieurs simulations sont nécessaires, ce
qui implique un temps d’évaluation long. Ceci est envisageable seulement dans le cas de
vecteurs d’état de petite dimension. La procédure de validation croisée de la régression
PLS, la validation par statistique du y? impliquent des temps de validation long avant de
pouvoir appliquer cette méthode sur un cas. La procédure de validation croisée est éga-
lement cotuteuse en temps de calcul. Pour ces raisons, les modeles réduits POD-Galerkin
linéaire et quadratique ont été appliqués en utilisant peu de coefficients de prédiction
temporels.

L’utilisation de la PLSR n’est pas exhaustif, on pourrait envisager I'utilisation d’autres
méthodes de régression non linéaires telles que la Ridge Regression ou la Kernel Based
Regression. Ces méthodes pourraient étre également combinées directement dans la for-
mulation de 'opérateur des observations d’un filtre de Kalman non linéaire. De plus, ces
méthodes pourraient étre étendues a 1'utilisation de capteurs multiples situés a différents
endroits dans le sillage ou sur le profil du NACA0012.



Conclusion générale et perspectives

Le travail réalisé au cours de cette these a concerné la calibration du modele réduit
POD-Galerkin par des méthodes d’inférence bayésiennes issues de 1’assimilation séquen-
tielle de données pour la reconstruction d’écoulements incompressibles complexes autour
d’un profil NACAO0012 a différents angles d’incidence et a différents nombres de Reynolds.
Contrairement aux méthodes variationnelles utilisées pour le controle du modele réduit
POD-Galerkin, les approches d’inférences bayésiennes ne nécessitent pas la modification
du modele réduit POD-Galerkin par adjonction de termes et définition ensuite d’un pro-
bleme d’optimisation sous contraintes. Elles sont basées sur 'utilisation d’un modele a
espace d’état qui lie le systeme dynamique utilisé a 1’observation des variables d’états
de ce systeme. Les données d’écoulement autour du profil NACA0012 ont été obtenues
expérimentalement par PIV 2D-2C résolue en temps sur 2048 pas de temps. Les bases
de snapshots utilisées ont été ainsi acquises sur une grande échelle temporelle, ce qui a
permis de tester la robustesse des méthodes d’inférence bayésiennes sur un large temps
d’assimilation des données ainsi que sur différents régimes d’écoulement.

Si les équations d’états du modele a espace d’état sont les équations de Navier-Stokes,
le cout de la modélisation numérique de la dynamique complete de I’écoulement (temps
d’exécution et place mémoire) devient rapidement prohibitif. L’approche de modélisation
d’ordre réduit considérée ici est basée sur la projection de Galerkin des équations de
Navier-Stokes pour les écoulements compressibles, sur un sous-espace de faible dimension
déterminé par décomposition orthogonale aux valeurs propres de I’écoulement. C’est pour-
quoi, afin de réduire ces couts et de simplifier la dynamique compléte des écoulements,
des modeles réduit POD-Galerkin ont été utilisés comme équation d’état.

Ces modeles de dimensions réduites sont basés sur la POD qui permet a partir d’une
série de snapshots d’extraire les évolutions spatio-temporelles prédominantes d’un écou-
lement ainsi qu’une réduction significative du nombre de degrés de liberté du modele.

En effet, quelques dizaines de modes sont généralement suffisants pour capturer les
phénomenes instationnaires fondamentaux gouvernant 1’écoulement. Cependant, la POD
converge lentement en raison de la dynamique complexe des écoulements. Ainsi, le nombre
de coefficients de projections temporels nécessaire a une reconstruction de ’écoulement
avec un critere RIC de 90% devient rapidement important. C’est pourquoi le modele réduit
POD-Galerkin linéaire est utilisé pour les cas ou le RIC est de 80% et de 90%. Le nombre
de modes varie entre 20 et 200 selon les cas. Le modele réduit POD-Galerkin quadratique
n’est utilisé que pour une dizaine de modes, ce qui correspond en général a un RIC de
70%. L’objectif était ensuite de réaliser I'inférence bayésienne sur ces modeles réduits en
considérant trois cas de figures d’assimilation des observations. L’inférence bayésienne
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sur les modeles réduits POD-Galerkin a été réalisée dans le cas ou des observations sont
disponibles a chaque pas de temps, dans des cas ou des observations sont manquantes et
dans des cas ou les observations sont de nature physique différente de celle des variables
d’états.

Pour commencer nous avons utilisé ces méthodes d’inférences bayésiennes avec des ob-
servations de méme nature que les variables d’états et avec un vecteur d’observations
disponible a chaque pas de temps. Les observations utilisées correspondent aux coeffi-
cients temporels de la POD de I’écoulement étudié. Le filtre de Kalman linéaire et les
filtres EnKF et SR-EnKF, basés sur des méthodes de type Monte-Carlo, ont alors été
appliqués sur le modele réduit linéaire. Le filtre EnKF a ensuite été utilisé sur le modele
réduit POD-Galerkin quadratique. Ces méthodes stochastiques ont ainsi permis d’amé-
liorer significativement la capacité du modele réduit linéaire et quadratique a restituer
la dynamique des coefficients POD ainsi que de représenter fidelement les écoulements
considérés. La difficulté principale de la méthode consiste a déterminer les parametres
intrinseques des filtres, que sont les niveaux de bruit des équations d’états et de mesure
et le nombre d’ensemble utilisé dans les filtres EnKF et SR-EnKF.

Dans une seconde partie, nous nous somme intéressés a l'inférence bayésienne du
modele réduit POD-Galerkin dans le cas d’observations manquantes. L’objectif est de
réduire les cotits de calcul en sélectionnant un nombre limité d’observations pour recons-
truire 'état du systeme. A cet effet, une POD sous échantillonnée de 'écoulement est
tout d’abord réalisée. L’algorithme EM est ensuite utilisé pour I'inférence sur le modele
réduit POD-Galerkin avec des observations manquantes. Cet algorithme est connu pour
converger lentement, c¢’est pourquoi il a été appliqué au modele POD-Galerkin linéaire
sur un cas ou le RIC est suffisamment élevé (80%) et correspondant & un nombre peu
élevé de modes. Dans le cas quadratique, seule une dizaine de modes temporels a put étre
utilisée. L’algorithme EM permet de reconstruire les coefficients de prédiction temporels
de maniere satisfaisante sous réserve de choisir un intervalle de sous-échantillonnage adé-
quat. En effet, les cas testés ont mis en évidence différents comportements de I’algorithme
EM selon les sous-échantillonnage choisis, ce qui entraine une variabilité des erreurs de
reconstruction des modes temporels.

Au chapitre 5, nous avons mis au point une méthode permettant I'inférence du mo-
dele réduit POD-Galerkin en utilisant le filtre EnKF avec des observations de nature
physique différente des variables d’états utilisées au chapitre 4. Les données utilisées pour
les observations proviennent d’un signal de tension issu d’une sonde d’anémomérie film
chaud placée dans le sillage du NACAQ0012. L’application des méthodes d’assimilation
séquentielle de données nécessite alors la définition d’un opérateur des observations H
qui lie les observations aux équations d’état. Dans le cadre de ’estimation des coefficients
en utilisant des observations de nature physique différente, il devient nécessaire d’'utiliser
un opérateur H non linéaire. Or le filtre de Kalman EnKF n’utilise que des opérateurs
H linéaires. C’est pourquoi il a été défini un opérateur global entre le signal de tension
et les coefficients de prédiction temporels a I'aide d’'une méthode de régression linéaire.
Pour prendre en compte la tres forte corrélation entre les coefficients s, une régression
PLS a été utilisée pour lier les coefficients de projection temporels et les signaux obtenus
par film chaud, la LSE, équivalente a la méthode des moindres carrés, se montrant peu
satisfaisante dans le cas de données fortement corrélées temporellement. L’utilisation de
la PLSR permet d’estimer les coefficients de projection temporels en fonction de signaux
corrélés. L’opérateur H ainsi défini est introduit dans le filtre EnKF. Les résultats obte-
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nus montrent que les modeles réduits linéaire et quadratique sont efficacement calibrés,
les relations de phases et les amplitudes sont également respectées. De plus, I’écoulement
est reconstruit avec une erreur faible, comparable a I’erreur de reconstruction de la POD.

Les perspectives qu’offre ce travail sont variées, parmi lesquelles :

— La mise en ceuvre des méthodes de filtrage lorsque l'espace d’état est de grande
dimension devient problématique en raison de la manipulation de matrice de cova-
riance de taille trop importante. Lorsque la taille des vecteurs d’états de la repré-
sentation réduite demeure importante, il est préférable d’utiliser des méthodes de
réduction de la dimension du probleme de filtrage associé. Une approche possible de
réduction du probleme résiderait dans ’analyse des directions stables et instables
du systeme dynamique. Les filtre de Kalman de rangs réduits SEEK et SEIK sont
basés sur cette approche et permettraient ainsi d’approximer la matrice de cova-
riance du systeme dynamique par une matrice de rang réduit.

— L’étude de I'influence des niveaux de bruits contenu dans les équations d’état et de
mesure pourrait étre également approfondie par une spécification du bruit par la
POD. Cela permettrait de plus de prendre en compte l'effet de la troncature des
modes POD qui entraine que les modes d’ordre élevé, associés de maniere classique
aux échelles dissipatives de I’écoulement, ne sont pas résolus.

— Concernant la capacité des filtres de Kalman a appréhender une relation fortement
non linéaire entre I’état et la mesure du systeme, 1'utilisation d’autres types de ré-
gression non linéaires telle que la PCR (Partial Component Regression) ou la Kernel
Ridge Regression est envisageable. Il serait également intéressant de combiner ce
type de régression non linéaire directement dans le formalisme du filtre de Kalman
d’ensemble afin de déterminer le nombre d’ensemble nécessaire a l’approximation
de I'état du systeme. De plus, I'étude faite au chapitre 5 pourrait étre étendue au
cas de 'utilisation de plusieurs capteurs de types différents.
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A Equations du filtrage bayésien

On cherche a calculer de maniére récursive la densité de probabilité p(zy|yi.k). On

utilise pour cela les densités suivantes :

Le noyau de transition p(xy|xg_1) issu de I'équation de la dynamique de ’état & estimer :

p(xg|Tr-1) = / 0(xr — fr1(Tp—1,up—1,w0—1))p(Wk—1)dwy_y (A1)
R
La vraisemblance p(yx|zx) obtenue a partir de I’équation de mesure :
plonkon) = [ 80— hulan) = vp(ur)dun (A2)
R

Le théoreme de Bayes permet d’écrire p(xi|zx_1) sous la forme :

_ p(yrklz)p(ar)

p(rglrr—1) = (A.3)

p(yl:k)

Sachant que y1.4 = {y1.6-1;yx} on a :

p(ylmyl:k—l |Ik;)p($k)

p(@g|Tr-1) = (A4)

p(ykz,ylzk—1)
Soit :

~ PWrlYik—1,70)P(Yrk—1|TE)D(28)

pan|re1) = (A.5)

p(yk|y1:k—1p(y1:k—1>

160



161

Le théoreme de Bayes appliqué au développement de I'expression p(y;.x—1,2) et 'indé-
pendance mutuelle des mesures permettent d’écrire :

- p(yk|$k)P(Ik|y1;k—1)P(y1;k—1)P($k)
Pl = = e 1 )p(os) (A.6)

Cette expression se simplifie comme suit :

~ p(WklTe)p(@r|yre—1)
plarlyis) = P(Yr|yre—1) (A7)

Afin de calculer le dénominateur p(yx|y1.x—1) de cette fraction, on considére maintenant la
probabilité conjointe conditionnelle suivante : p(yg,Tk|y1.6—1). Le calcul de cette derniere
s’effectue comme suit :

p(yk,$k|y1;k—1) = p(yk|$k,y1;k—1)p($k|y1:k—1) (A'S)

L’hypothese d’indépendance mutuelle des mesures permet de simplifier cette expression
comme suit :

P(YrTklyie—1) = p(yrloe)p(Trlyre—1) (A.9)

En intégrant par rapport a xy, il vient :
P(Yrlyo:e—1) = /P(yk\xk)p(l‘k|p(y1;k—1)d$k (A.10)

R

Cette expression, insérée dans A.7 permet d’aboutir a :

p(xklxk)p(xﬂ%:kfl)

/Rp(yk|$k)p($k|y1:k1)

p(Trlyrx) = dzxy, (A.11)

Deux cas sont alors a distinguer :

e Le vecteur aléatoire X est statique, c’est-a-dire que z; = z4,V(j,k) € N2. Dans ce cas,
en remplacant l'intégrale par une somme discrete, A.11 n’est autre que la formule
de mise a jour des poids associés a des modes dans les approches multi-modeles.

e Le vecteur aléatoire X} est dynamique, auquel cas il est nécessaire d’exprimer p(xy|y1.._1)
en fonction de p(xg_1|y1k—1) et de p(zg|rr_1)

Pour ce faire, on considere la densité conjointe des états aux instants k£ et k£ — 1, condi-
tionnellement & y1.x_1 :

P(Trs -1 |y1k—1) = P(@k|Tr—1, Y1—1)P(Tr—1|Y1:5-1) (A.12)

L’état physique du processus est indépendant des relevés de mesures effectués, cette
expression se simplifie comme suit :

P(@r,Te—1|y16—1) = P(TrlTr—1)P(Tr—1|Y1:6-1) (A.13)

Intégrée par rapport a x;_; cette expression donne au final :

P(k|Y1k-1) :/p(xk|xk—1)l?($k—1|y1;k—1dIk—1 (A.14)
R

Les équations A.13 et A.14 consituent les équations du filtrage bayésien optimal.
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B Equations du filtre de Kalman

On considere I’équation bayésienne de correction donnant de la formule d’estimation.
Selon les hypotheses faites sur le filtre de Kalman, la densité de probabilité de prédiction
et de fonction de vraisemblance sont des distributions normales multivariées, définies par :

_1 1 _
o p(eplyrn) = |275he |2 exp [ (o — ) Sigiy (ox — 7))

1 _
o p(yk|ze) = 27 Re| ™2 exp[—3 (yr — Hyaw) Ry ' (yr — Hywy)]
La loi normale est conjuguée naturelle donc la densité a posterior: est également gaus-

sienne, de moyenne Ig‘ . et de covariance Y, a déterminer.

1

planlynar) = 1275s] 3 exp (=5 (on — o) Sigh(on — 2] (B.1)

En appliquant la formule de correction et en prenant le logarithme :

(2 — ) S (on — ) = (e — 2, ) Sy (0 — 2, y) + (v — Hewe) 'Ry (ye — Hiar) + C(un)
(B.2)

ou C est une fonction de g, indépendante de x,. On obtient donc une forme quadratique
en ry. En différenciant une fois par rapport a x; on obtient :

San(ee = 2,) = Sipy (o — 2, ,) — HURY (g — Hyay) (B.3)
En différenciant & nouveau on a :

-1 _ y-1
Ek\k = Ek\kq

+ H} R, 'Hy (B.4)
En réinjectant cette expression dans I'équation précédente, on obtient donc :
1.t _ yv-1 f t p—1
Ek|kxkz\k = Ek\kq%mq + Hp Ry Hiye (B.5)

Les équations B.4 et B.5 sont les équations d’estimation du filtre de Kalman sous la forme
dite du filtre d’information. Le vecteur d’information est

ygm = El:\i—lmi\k—l = yljcc\k—l + H}. Ry Hyyy, (B.6)
et I'incertitude sur ce vecteur est mesurée par la matrice
Vi = X = Yappr + H'RTH (B.7)

D’apres I'équation B.4, la matrice de covariance de l'erreur d’estimation ¥, est donnée
par :

Sk = [Zppy + HERT H ™ (B.8)
On obtient, en utilisant la formule d’inversion matricielle classique :
Sk = St — Sk H (Hi X1 Hy + Ri) ™ HySgpp-1 (B.9)

Ce qui donne Sy, = Sy 1 KpSp KL avec S, = HE + Ry,) " Hy et Ky, = Sy HpS, !
L’estimée, d’apres I’équation B.5 est obtenue par :
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x£|k = Ek\kzlaiqf’cgmq + S LRy

x£|k: = Ek\kzlﬁi—lximq + SapHE Ry (yp — Hywlyy ) + Zm]—],iR,;lHkxék_l

ol =SSy + HER Ho)wl o + SR (y — Hiadyy_y)

Or Sy = [E,;'L1+H£R,;1Hk]_1 et Sy HL R, " = Ky On obtient donc 'équation suivant :

I
xk‘k—xk|k71+Kkuk

C Convergence de ’algorithme EM

La vraisemblance croit a chaque itération de I'algorithme EM, c’est-a-dire :

L(6y41) > L(6)

Notons & = {z1,....x7} et ¥ = {y1,...,yr}. On a alors :

~

Q(6;01) = Eln(po(y1,-...yr,T1,-.27)) |[Y1,.-..y7; Ok

Q(0: 61) = /10g (0(&.3: 0))p(&7: 60) &

puis :
o Ty S
Q(6:0) — Q(6e: B) = /bg(%)pmy;ek)dx
p(Z,7; 0k

avec l'inégalité de Jensen on obtient :

.0 _ 0 .0 p('f.’a_:e) =120 -
Q(6;0) — Q(0rs 61) < log( /(p—@ P (a1 i
AN DA p(Z,5;0) |
Q(6;0,) — Qdy: ) < log /(p—@ L
0(0:6) — Q(6x: ) < log 1250
(7 0r)

A

Q(0;0x) — QB 0) < log(p(7;0)) — log(p(F; b))

~

On a donc L(6) > L(6;) en particulier pour 641 = arg max(Q(6; 0;))

(C.1)

(C.4)

(C.7)

(C.8)
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D Régression dans le cas de données corrélées

Le modele de régression utilisé pour déterminer l'opérateur des observations entre les
coefficients de projection temporels a; issus de la POD et les données s, de la sonde a
film chaud est de la forme suivante :

y=Xpf+¢ (D.1)
avec X fixé et € ~ N(0,021). L’estimateur B de [ est le suivant :
B~ N(Bo*X X)) (D.2)

Dans le cas ou les régresseurs X sont fortement corrélés, ce probleme est, d’'un point
de vue algébrique, mal posé et associé a une matrice mal conditionnée. En effet, la ma-
trice X'X est pratiquement singuliere et par conséquent (X!X)~! prend des valeurs
tres grandes, ce qui conduit I'estimateur B a étre numériquement instable. La régression
linéaire multiple n’est donc pas adaptée lorsque les régresseurs X sont tres fortement cor-
rélés. Afin de remédier a ce probleme, des méthodes de régression non linéaires, appelées
méthodes factorielles de régression, telles que la PCR (Principal Component Regression)
et la PLSR (Partial Least Square Regression) peuvent étre utilisées. Basées sur 1’Analyse
en Composante Principale, ces méthodes permettent la prédiction d’un ensemble de va-
riables dépendantes a partir d’'un ensemble tres grand nombre de variables explicatives
qui peuvent étre tres fortement corrélées entres elles.

D.1 Principe de la PLSR

La PLS est une technique récente de régularisation basée sur la réduction de la di-
mensionnalité, proposée comme une alternative a la régression linéaire multiple en cas de
forte multi-colinéarité des descripteurs ou lorsque le nombre de descripteurs est largement
supérieur au nombre d’individus (Wold, 1981, 1985). La PLS généralise et combine les
caractéristiques de ’analyse sur composantes principales et de la régression multiple pour
modéliser une relation linéaire entre un ensemble de variables réponses Y et un ensemble
de variables explicatives X. Le principe de la PLS est brievement rappelé dans cette
section.

La PLS est une méthode de régression linéaire de ¢ variables réponses sur p variables
explicatives toutes mesurées sur les mémes n individus. Les matrices des observations,
notées respectivement Y et X, de dimension nxc et nxp sont supposées centrées et ré-
duites. La régression PLS produit des facteurs de scores comme des combinaisons linéaires
des variables prédictives originelles de facon a ce qu’il n’y ait pas de corrélations entre
les facteurs scores utilisés par le modele de régression prédictive. Dans un premier temps,
la régression PLS crée des composantes non corrélées qui sont des combinaisons linéaires
des X avec des poids proportionnels a la covariance entre les variables explicatives et les
variables de réponse. Ainsi, pour établir le modele, la régression PLS produit une matrice
de poids W de dimension pxc pour X telle que 7' = XW. Les colonnes de W sont des
vecteurs de poids pour les colonnes de X produisant la matrice correspondante de fac-
teurs de scores T" de dimension nxc. Ces poids sont calculés de maniere a maximiser la
covariance entre la réponse et les facteurs scores correspondants. Un modele de régression
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linéaire OLS (Ordinary Least Square) est ensuite utilisé pour la régression de Y sur T’
afin de produire @) tel que :

Y =TQ+E (D.3)

ou () sont les nouveaux coefficients de dimension ¢<p. Une fois les coefficients @) calculés,
le modele de régression est équivalent a Y = XB+ F ou B=WQ :

Y =X(WQ)+E (D.4)

Une matrice supplémentaire nécessaire pour une description complete de la procédure de
régression PLS est la matrice P des facteurs qui donne le modele X = TP + F ou F est
la partie non expliquée du score de X.

D.2 Algorithmes utilisés pour la PLSR

Plusieurs types d’algorithmes de régression PLS existent actuellement : NIPALS, SIM-
PLS, kernel PLS. L’algorithme qui est a l'origine de la régression PLS est l'algorithme
NIPALS (Nonlinear Estimation by Iterative Partial Least Squares) (Wold, 1966). De par
sa facilité d’implémentation et sa stabilité, cet algorithme est le plus utilisé. Il a été
présenté pour la premiere fois par Herman et Wold sous le nom de NILES (Nonlinear
estimation by Iterative Least Squares) et a été alors utilisé pour 'analyse en composantes
principales. La version de NIPALS qui est actuellement le standard utilisé en régression
PLS a cependant été développée par Wold (1975). Cet algorithme se présente sous deux
formes, a savoir, la PLSR1 pour le cas ol on a une seule variable de sortie, et la PLSR2
qui permet de prendre en compte le cas de données multivariées. L’algorithme NIPALS
pour la PLSR n’offre cependant pas de critere d’optimisation global, ¢’est pourquoi il est
nécessaire d’optimiser chaque composante PLSR séparément. Une modification de 'algo-
rithme NIPALS pour la PLSR, appelée SIMPLS, par Jong and Ter Braak (1994) permet
de déterminer une solution a partir d’un critere global. L’algorithme SIMPLS est celui
utilisé dans la PLSR2 dans le cadre de ce travail.

L’algorithme de résolution classique PLSR2 (PLSR multivariée)

L’algorithme pour le calcul de la régression PLSR2 est présenté ci-dessous. Les variables
latentes qui sont des combinaisons linéaires des variables d’origine sont calculées succes-
sivement jusqu’au nombre souhaité :

1. Définir initialement u égal a une colonne de la matrice X
Calcul et normalisation des poids w de chaque colonne de X.
Projections des objets ¢t de X sur I'espace du vecteur w.
Calcul des poids ¢ de chaque colonne de Y.

Projections des objets u de Y sur 'espace du vecteur gq.

On calcule le vecteur p de contributions factorielles de X.

NS O W

On garde tous les vecteurs ¢, u, p, w, g. On met les matrices X et Y égales aux résidus
X1 — tgph, et Yi_1 — trqh respectivement. L’algorithme est recommencé & I'étape
1 pour une nouvelle variable latente.
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Algorithme 5 PLS multivariée

On pose X est supposée étre de rang a
Xo=XetYy=Y

pour k = 1.2,....a faire
uj, = premiere colonne de Yj_;
Répéter jusqu’a convergence de wy

{
T b
KWk
Normer wy, & 1
t
k= t
t
g = Thalk
tht
t
_ Y1k
U = —
qr4k
i
Dk = Xl
th L

Xy = X1 — tepl,
Yi = Y1 — trql
fin pour

D.3 Sélection du nombre de variables explicatives

L’objectif de I'utilisation de la PLSR comme méthode de régression est la construction
d’un modele de prédiction qui minimise les écarts par rapport a la prédiction pour de
nouvelles données X en utilisant uniquement le jeu de données X. Or, les X contiennent
du bruit et cette variabilité intrinseque des X n’a pas de rapport avec la variance inté-
ressante pour la description des phénomenes étudiés. C’est pourquoi, elle ne doit pas étre
incluse dans le modele, sous peine de sur-ajustement ou sous-ajustement du modele. Le
sur-ajustement du modele correspond a une augmentation de 'exactitude de la précision,
mais une diminution pour les prédictions et le sous-ajustement correspond a un modele
avec un nombre de variables latentes inférieur a ce qui est nécessaire pour inclure toute la
variabilité nécessaire pour minimiser les erreurs de prédiction. La régression PLS dépend
donc fortement du nombre de variables latentes a inclure dans le modele, ce qui im-
plique un équilibre entre I'extraction de la variabilité des matrices et une bonne capacité
prédictive. Plusieurs méthodes existent pour choisir le nombre de variables d’un modele
de régression et pour évaluer l'incertitude des modeles (Hoskudsson, 1996), (Zhang and
Garcia-Munoz, 2009), (Faber, 2002) telles que la validation croisée (Martens and Naes,
1989), (Vandeginste et al., 1998), le jackknifing (Martens, 2000), (Anderssen et al., 2006)
la bootstrapping (Wehrens et al., 2000) et le test des permutations (Eriksson et al., 2001),
(Dijksterhuis and Heiser, 1995), (Anderson, 2001), (Wold, 1966). La méthode la plus uti-
lisée est la validation croisée («cross-validationy ), qui estime l’exactitude des prédictions
pour des modeles avec un nombre croissant de variables latentes.
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D.4 Procédure pour la validation croisée

Le principe de cette technique est de diviser les matrices X et Y plusieurs fois en deux
parties. La premiere partie partie est utilisée pour construire un modele particulier a par-
tir des données restantes, et la seconde pour déterminer les erreurs de prédiction égales
a la différence entre les données originelles et les données prédites par le modele. Apres
avoir appliqué cette procédure a tous les échantillons, une valeur moyenne pour la somme
des carrés des erreurs résiduelles de prédiction est calculée, appelée PRESS (Prediction
Sum of Squares) qui estime la capacité prédictive du modele a k composantes. On calcule
ce critere a chaque ajout de nouvelles composantes dans le modele. Les différentes étapes
de la procédure pour la validation croisée sont décrites ci-dessous (Figure 5.30) :

Etape 1 : Les matrices X et Y sont partitionnées horizontalement en deux parties, dites
d’entrainement et de validation. Le jeu de données d’entrainement X, est utilisé pour
construire des modeles PLSR avec un nombre de variables latentes compris entre 1 et k.
Apres avoir enlevé un individu indicé 1 (soit une ligne) aux matrice Y et X, la matrice
des coefficients du modele construit avec les individus restants B; avec k vecteurs colonne
de coefficients de régression pour des modeles avec entre 1 et k variables latentes.

Etape 2 : Le jeu de données de validation X, est ensuite utilisé pour la prédiction avec
chacun des modeles afin d’établir une valeur prédite pour la variable réponse 91, = Xp1.0
pour chaque échantillon et chaque modeéle.

Etapes 3-4 : La différence au carré entre les valeurs observées et les valeurs prédites est
calculée et conservée pour chacun des modeles dont le nombre de variables latentes est
compris entre 1 et k.

Etapes 5-6 : La procédure est réitérée avec une partition différente des échantillons et
répétée pour toutes les partitions possibles, jusqu’a ce que tous les objets aient servis
pour la prédiction.

Etapes 7 : A la fin, le PRESS est déterminé comme la somme des carrés des erreurs de
prédiction pour chaque modele.

1 n
PRESS = — 3| Eul’ (D.5)

i=1

Le modeéle donnant le PRESS minimum est retenu.

On choisit donc un nombre de variables tel que le PRESS soit le plus petit possible.
Le PRESS ne diminue pas forcément lorsqu’on rajoute des variables au modele. En effet,
il commence en général par baisser puis remonte apres avoir atteint une valeur minimale
pour un certain nombre de variables. C’est ce nombre minimal qui correspond au nombre
de composantes a garder. A cause du grand nombre de modeles construits au cours de la
validation-croisée, les calculs peuvent prendre beaucoup de temps et nécessiter beaucoup
de mémoire de 'ordinateur.
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FIGURE 5.30 — Schéma général de la validation croisée. A gauche, en bleu, la partie de
construction des modeles PLSR avec entre 1 et k variables latentes et 1’obtention des
coefficients b, pour chacun. A droite, en rouge, la prédiction de 1’échantillon non retenue
pour la calibration et le calcul du PRESS.

E Définition : Consistance d’un estimateur d’état

Un estimateur d’état est dit consistant si ses erreurs satisfont les deux conditions aux
équations suivantes :

EX - X]=X=0
E[(X - X)(X - X)]=XX'<P

Cela signifie que pour un nombre fini d’observations, ’erreur d’estimation doit étre consis-
tante avec les propriétés statistiques théoriques suivantes :

1. Etre centrée en 0, les estimées ne sont pas biaisées.

2. Avoir une matrice de covariance plus grande que la MSE (Erreur Quadratique
Moyenne) du systeme.
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Résumé

Cette these se place dans le cadre de la calibration de modeles réduits d’écoulement a
partir de séquences expérimentales acquises par PIV (Particle Image Velocimetry) résolue
en temps autour d’un profil NACAO0012 a différents angles d’incidence et nombres de
Reynolds. Le formalisme utilisé est celui du modele réduit POD-Galerkin déterminé par
projection de Galerkin des équations de Navier-Stokes sur la base des fonctions propres
déterminées par la POD (Proper Orthogonal Decomposition). Un modele a espace d’état
régissant ’évolution des variables d’état du modele réduit POD-Galerkin et mesurant de
maniere directe ou indirecte une partie ou I’ensemble de ces variables d’état est alors utilisé
pour résoudre le probleme de 'estimation de I’état au cours du temps du modele réduit
POD-Galerkin. L’inférence bayésienne sur le modele réduit POD-Galerkin en fonction de
différents jeux d’observations est proposée.

Une premiere partie est consacrée a ’application d’estimateurs bayésiens issus de
I’assimilation séquentielle de données sur le modele réduit POD-Galerkin linéaire et qua-
dratique dans le cas ou I'’ensemble des observations est pris en compte. Les estimateurs
bayésiens utilisés sont les filtres de Kalman linéaire et d’ensemble EnKF. Ces filtres de
Kalman sont validés expérimentalement sur les champs de vitesse d’écoulements. Ils per-
mettent en effet au modele réduit de restituer la dynamique de I’écoulement considéré au
cours du temps et de reconstruire un pourcentage significatif de I’écoulement.

La seconde partie traite de la reconstruction de champs de vitesse manquants apres
un sous-échantillonnage des données. Les coefficients manquants sont ensuite reconstruits
a l'aide de l'algorithme EM (Ezpectation Mazimization) qui procede par maximisation
d’une vraisemblance calculée au moyen d’un filtrage et lissage de Kalman linéaire. Diffé-
rents types de sous-échantillonnage des snapshots ont été ensuite testés.

Une derniere partie est consacrée au filtrage stochastique du modele réduit POD-
Galerkin a 'aide du filtre EnKF en fonction d’observations de natures physiques diffé-
rentes. Le signal utilisé pour les observations est un signal de tension obtenu par anémo-
métrie a film chaud en aval du profil NACAO0012. En raison de la tres forte colinéarité des
signaux obtenus par film chaud, la régression PLS (Partial Least Square) a été mise en
place pour définir un opérateur linéaire des observations dans le filtre de Kalman EnKF.
Des résultats concernant 1'utilisation et ’application de la PLSR avec le filtre EnKF sont
présentés. Ces méthodes sont ensuite validées expérimentalement pour la reconstruction
de champs de vitesse d’écoulements d’une des configurations étudiées.
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Abstract

This thesis takes place in the framework of the calibration of low order models from
experimental sequences acquired by time resolved PIV around at profil NACA0012 with
various angles of attack and numbers of Reynolds. A reduced-order modelling approach is-
sued from the Galerkin projection of the incompressible flow Navier-Stokes equations onto
a low-dimensional basis extracted by Proper Orthogonal Decomposition (POD) is used.
A state space model governing the evolution of the state variables of the reduced-order
model POD-Galerkin and mapping directly or indirectly a part or the whole of these
state variables is then used to solve the problem of the estimation of the state of the
reduced-order model POD-Galerkin during time. The Bayesian inference on the reduced-
order model POD-Galerkin depending on different sets of observations is proposed. The
first part is devoted to the application of Bayesian estimators from the assimilation of
sequential data on the linear and quadratic reduced-order models POD-Galerkin in the
case where time resolved observations are available. The Bayesian estimators used are
the linear Kalman filters and the ensemble Kalman filter (EnKF). These Kalman filters
are experimentally validated on the flow fields. They allow the reduced-order model to
describe the dynamics of the considered flow in time and reproduce a significant percen-
tage of the flow. The second part deals with the reconstruction of missing velocity fields
after under-sampling the experimental data. The missing coefficients are reconstructed
using the EM algorithm which proceeds by maximization of a likelihood calculated with
a Kalman filter and smoother. Different types of under-sampling of the snapshots were
then tested. A last part is devoted to the stochastic filtering of the reduced-order mo-
del POD-Galerkin with the EnKF filter using observations of different physical nature.
The signal used for the observations is a voltage signal obtained by hot film anemometry
downstream of the NACA0012 profile. Due to the very high collinearity of the signals
obtained by hot film, the PLSR has been used to define a linear operator of observations
in the Kalman filter EnKF. Results concerning the use and application of the PLSR with
the EnKF filter are presented. The application of these methods for the reconstruction
of velocity fields is then validated on experimental data.

Keywords : PIV, dynamical system, POD, Kalman filter, sequential Monte-Carlo me-
thods, likelihood maximization, non linear regression.
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