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Probléme étudié

{ O =div (f(w)VV(z) + Vr(uw)), z€, t>0,

u(z,0) =up(z) >0, z€Q,

ot u:Q CR?— R, densité, f(u) >0, r € CHRy) tel que 7(0) =0, 7/(u) > 0.
Hypothese : 3h telle que r/(s) = h/(s) f(s), H primitive de h.
Oyu = div (f (w)V (V (z) + h(u)))
4

. dE(
dt

~—

~I(t) <0,
avec

o entropie : E(t) = [, (Vu+ H(u)) dz ,

e dissipation : Z(t) = [, f(u) |V (V + h(w))[’ dz.
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Comportement en temps long
Carrillo, Jiingel, Markowich, Toscani, Unterreiter (2001).

Owu =div (uVV(z) + Vr(u)), z€Q, t>0.
Etats stationnaires : div (u°?V (V + h(u®))) = 0.

u® € L'(2) est un équilibre ssi
u®? minimise E dans C := {u € L1 (), [,u= [, uo}.

—dif) = 0= uSIV (V + h(u?)) =0

= u?=0ouV + h(u®) = C".

— Flu® si V et h sont suffisamment réguliers,

— décroissance exponentielle de I'entropie relative et de la dissipation.
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Exemples

L’équation des milieux poreux
Opu = div(zu + Vu?)  sur R? x (0,7).

t — +o00 : Carrillo, Toscani (2000)
e /(=1
u(z) = (a—(y = Dl /)7

Le systeme de dérive-diffusion pour les semi-conducteurs

N = div(Vr(lN) - NVY)
0P = div(Vr(P)+PVY¥) surQx(0,T).
NAY = N-P-C

t — +o0 : Jingel (1995), Gajewski, Gartner (1996)

NAT = glay + T61) — g(ap — Te4) — C,
Net = glay + U°9), P = glap — e).
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Motivations

Energie relative E(n)

Upwind
Scharfetter-Gummk

(a) Energie relative, r(s) = s

Energie relative E(n)

2
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Dissipation I(n)

Upwind
Scharfetter-Gummgl

10°

(b) Dissipation, r(s) = s

Dissipation I(n)

(d) Dissipation, r(s) = s2

5/30



Motivations

@ Equations de convection-diffusion non linéaires
Owu = div(f(u)VV(z) + Vr(u)), =€, t>0.

@ Comportements asymptotiques (estimations d’'énergie—dissipation).

Objectif : construire et étudier des schémas numériques qui

@ préservent les états stationnaires,

@ permettent d'obtenir des estimations d'entropie discretes.
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Travaux effectués

© Etude du schéma de Scharfetter-Gummel

©® Comportement en temps long.

@ Stabilité a la limite quasi-neutre.

© Schémas préservant I'asymptotique en temps long pour des équations
de convection-diffusion non linéaires

@ Extension du schéma de Scharfetter-Gummel.

© Un schéma d’ordre 2 pour des équations paraboliques dégénérées.

© Un schéma pour un modele de chimiotactisme

©® Quelques inégalités fonctionnelles discrétes.

@ Un schéma pour un modele de PKS avec diffusion croisée.
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Plan de I'exposé

© Extension du schéma de Scharfetter-Gummel
@ Construction du schéma
@ Convergence
@ Comportement en temps long
@ Simulations numériques

© Construction d'un schéma d'ordre élevé
@ Présentation du schéma
@ Propriétés
@ Simulations numériques
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Extension du schéma de Scharfetter-Gummel [ECHETATSHTT NG TR EY

Cadre général
Opu — div(Vr(u) — qu) = 0 pour (z,t) € Q x (0,T). J

But :
@ généraliser le schéma de Scharfetter-Gummel,

@ préserver le comportement en temps long.

Jiingel, Pietra (1997), Eymard, Fuhrmann, Gartner (2006).

Schéma volumes finis

Az;
S e S >
Ti-i K, . Tir} Tit1 Titg
Az, 1
i+ 35
uptt-ur
@ 7 £3 * _
Aibl At aF H—l_‘F:i—%_O’ J
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Extension du schéma de Scharfetter-Gummel [ECHETATSHTT NG TR EY

Extension du flux de Scharfetter-Gummel
Diffusion linéaire : r(s) =s, Fi 1~ —(0pu— qu)le;'

@ Flux de Scharfetter-Gummel (1969)

1

]:i-i-% = o (B(_Axi-i-%qi-i-%) Ul'—B(AxH_%qH_%) Ui+1),
Ttz

ol B(z) = ez‘”_ - siz#0, B0)=1.
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Extension du schéma de Scharfetter-Gummel [ECHETATSHTT NG TR EY

Extension du flux de Scharfetter-Gummel
Diffusion linéaire : r(s) = s, Fiyr = —€ (amu — gu>

|1’,-+%

@ Flux de Scharfetter-Gummel (1969)

—Az; 1G4 Az;i1g;41
}-Hl:L B _—itstits U, — B ko) Uip1 ).
> Az € €

e — 0 ~ flux décentré amont.
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Extension du schéma de Scharfetter-Gummel [NEETIISITN T E) EY

Extension du flux de Scharfetter-Gummel
Diffusion linéaire : r(s) = s, Fiyr = —€ (amu — gu>

|$,-+%

@ Flux de Scharfetter-Gummel (1969)
—Az; 1G4 Az;i1g;41
Fip1= _c (B (&) U,— B (M) Uz‘+1>-
2 Amgia € €
2
g — 0 ~» flux décentré amont.

Diffusion non linéaire (par exemple r(s) = s7, v > 1).
@ Extension du flux de Scharfetter-Gummel

}-H% ~ —(0pr(u) — qu)|wi+% = —(r'(0)d,u — qu)|s

U
drH% ~r (u (xH_%)),

= Fii1= drH% B 7_Axi+%qi+% U,—B 7Awi+%qi+% Uit
it T g H :
e Az 1 dry, 1 drj, 1

Marianne Bessemoulin-Chatard (UBP) Soutenance de thése 10 / 30

it3]




Extension du schéma de Scharfetter-Gummel [NEETIISITN T E) EY

Calcul de dr; 1
]

. . . _ o0 Ui+Uigr
@ Un choix possible :  dr;, 1 =7 (72 )
@ But : Déterminer drH_% tel que le flux préserve |'équilibre.

Equilibre : 9,7 (u) — qu = 0.
' (s) = sh'(s) = u(0zh(u) —q) = 0.

h(Uit1) — h(U;)

u#0= Jdph(u)—q=0= Avrrs

=Gl

h(Uiy1) — h(U;)
log(Usy1) — log(Us)

D=
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Extension du schéma de Scharfetter-Gummel [NEETIISITN T E) EY

Définition du schéma

h(Usy1) — h(U;)
log(Usy1) — log(Us)

r! (%) sinon.

Si Ui, Ui+1 >0etU; 75 Ui+1,

Discrétisation temporelle :

urtt —pyr
] 7 n+1 n+1 _
Y VR
avec
dr’ ) . ) )
fn-i-l _ H’% B _qH'%AxH'% U71,+1 _B qH’%AxH'% n+1
i+1 ) n i n i+1
3 Axl+% drH_% dri+%
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Extension du schéma de Scharfetter-Gummel [NEETIISITN T E) EY

Généralisation au cas 2D

Construction : intégration de
Opu — div(Vr(u) —qu) =0

sur chaque maille K.

Upt - Up o
= m(K)T + Z EE =
o€lKk
ou
Fro ~ — [ (Vr(u) —qu) ng,

_ m(0> n —dsQK,o n+l doqK .0 n+1
_ g, (B( i )y e ) o).
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CamaEE
Propriétés du schéma

Proposition
@ Existence, unicité et positivité d'une solution au schéma.

Si div(q) = 0 et 3m, M > 0 tels que m < uP ug < M, on a :
@ estimation L™ :
0<m<UE<M, VKeT, ¥n>0,

@ estimation L?(0,T; H') :

Nt
Uslip=> At S r|uptt — vt

n=0 o€Eint
oc=K]|L

+ZAtZ Y wlurt vt <o

= KeTaegezt K
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Extension du schéma de Scharfetter-Gummel

Convergence du schéma

On suppose que div(q) =0 et m < uP uy < M.

o |l existe u € L>(0,T; H') et une sous-suite (Us)s=0 tels que

Us — wudans L2(Q x (0,7)),
6—0

VoUs . Vu faiblement dans (L?(2 x (O,T)))d.
—0

@ u est solution faible de I'équation de convection-diffusion :
u—uP € L2(0,T; HY(Q)) et Vo € D(Q x [0,T)),

/o /Q(uatw = V(r(u) - Vi +uq- Vi) dx dt —l—/u(a:, 0)y(x,0)dz = 0.

Q
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(ConvelgeTice
4
Idée de la preuve

@ Estimation L2(0,T; H') = continuité des translatées de Us.

@ Théoreme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov = Compacité relative de (Us)s>o
dans L2(Q x (0,7T)).

@ Passage a la limite dans le schéma : on réécrit le flux

-FK)G' — mcgo') d/rK)g' <B <_d0'qK,o'> UK _ B (do(IK,a> UL)

o der dTK,O’

U U, d
= m(o)qk,o K;_ 7 _ m(U;qK’U coth (—22;{?0) (Uy — Uk).
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(Comporismenenjiempslions
Le systeme de dérive-diffusion

@ Syteme évolutif
0N —div(Vr(N) — NVT) =0
0P —div(Vr(P)+ PVU) =0 surQx (0,7).
AV =N-P-C
@ Equilibre thermique

{ Net =glay +¥%), P9=glap-¥) _ o

AVl = g(ay + V) — g(ap — V) - C

N(t) — N¢d, P(t) = P, VU¥(t) - V¥ dans L*(Q) quand t — oo.

Point clé : estimation d'énergie avec contrdle de la dissipation.

0< &t —|—f0 T)dr < £(0).

Gajewski, Gartner (1996), Jiingel (1995).
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Comportement en temps long
Schémas numériques (cas linéaire)

@ Systeme évolutif

Nl _ N2

K K n+1 __

mg) BN S g,
- }) cefk
Pn n

ﬁﬂf() + jz: gn+1

( ) cefk
> 2 Dwy, = m(K) (Ng - PR~ Cx),
cefk 7

avec

Ft = B8 (B (-pwyt)) Nt - B (Dgt)) Npt).

@ Systeme a I'équilibre

3 mé") DY | = m(K) (exp(ay + ¥5) — exp(ap — ¥5) — Ck).

cEEK 7
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Proposition

Extension du schéma de Scharfetter-Gummel
Résultats (cas linéaire)

sur TP, Alors on a

On suppose que log(NP) — P = ay et log(PP) + ¥P = ap
0 <&l 4+ Azt < gn.

On suppose que
0 0 <m< Ny, Py, NP, PP < M,

@ log(NP) —UP = ay et log(PP) + ¥P = ap sur T'P,
o C =0surQ.

Alors on a pour tout K € T

Marianne Bessemoulin-Chatard (UBP)

eq peq \ed
(N, P, 9% ) — (N, P, ¥%) quand n — +oo.
~~ Généralisation immédiate de ces résultats au cas non Iinég]ire.
o
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S B s
Le systeme de dérive-diffusion

At =5.10"%, T = 0.05,

maillage admissible de 896 triangles,
r(s) = s/,

NP =0.1, PP =09 sur I'P,

NP =0.9, PP =0.1surT'?.

Density of electrons N(0) Density of electrons Ned

0.8

0.6

I T—

10 02 04 1 0 0.5
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Extension du schéma de Scharfetter-Gummel BT EVISHERITL 1S

Le systeme de dérive-diffusion

At =1072, T = 10,

maillage admissible de 896 triangles,
r(s) = s%/3,

NP =0.1, PP = 0.9 sur TP,

NP =0.9, PP =0.1 sur TP,

Energie relative Dissipation
0

il ) \

10°
e o10°%
wm =

10—107

-15) [ = Upwind i 20
0 P 10— upwind
; — JP
o — SGext Wrwrmr — SGext
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t t
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S B s
Le systeme de dérive-diffusion

At =1072, T = 10,

maillage admissible de 896 triangles,
r(s) = s%/3,

ND =0, PP =1 surI‘lD,

NP =1, PP =0 surTD.

Energie relative Dissipation
— Upwind — Upwind
' — P | 10 — P |
— SGext — SGext
10° 1
10°
=107 ] =
i} =
107} 1
107 1
=4
. 10 1
10° 1
10° ‘ : ‘ 10° ‘ : ‘ ‘
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t t
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Construction d'un schéma d’ordre élevé

© Construction d'un schéma d'ordre élevé

@ Présentation du schéma
9 Propriétés

@ Simulations numériques

Marianne Bessemoulin-Chatard (UBP)
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Construction d'un schéma d'ordre élevé EEENETTTRC TR 1 EY

Construction du nouveau flux

Ou — 0y (U0 V(x) + 0,r(u)) =0, z€Q, t>0 J

— (w0, V 4 0yr(u)) = =0, (V + h(w)) u.

—————
"“vitesse”
=0z (V + h(u)) |xi+1 & AH-% =—dViy1 —dh(U)s 1,
avec
_ Vizi) — Vi) _ WTss) = (U
dVH‘% N A:CH_ 1 ’ dh(U)H_% N AacH 1
Flux upwind classique = | F; 1 = AL%Ul - A;_%Uﬁ_l

oll 7 = max(0,z), x~ = max(0, —x).
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Construction d'un schéma d'ordre élevé EEENETTTRC TR 1 EY

Passage a I'ordre 2

U, +~ Ui+%7_, Uiy + Ui+%7+, avec

1
Uy = U+ §¢(9i>(Ui+1 -U;),
1
Uiryr = Uit = 50(0i41) (Uirz = Uira),
Ui —U;—1

ou #; = , et ¢ limiteur de pente :

Uit1 = U;
@ ¢ =0~ Upwind, ordre 1,

0+ 10
°¢(9):11:0:

~~+ Van Leer, ordre 2.
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Construction d'un schéma d'ordre élevé EEENETTTRC TR 1 EY

Généralisation

Opu — 8, (F(1) 0,V (2) + 0pr(u) =0, z€Q, >0 J

— (f(W)0zV + 8yr(u)) = =0, (V + h(u)) f(w),
ol h(u) est tel que W/ (u)f(u) = r'(u).

Flux de Lax-Friedrichs local =

A~ 1 Ai
S5 (F(U) + F(Uisr)) — [

avec

Ajpr=—=dVip1 —dh(U)s 1,

1
2
et

a;p1 =max(|f'(u)]), u entre U; et Uii1.
Ordre2:Ui<—Ui+%7_, U¢+1(—Ui+%7+.
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Construction d'un schéma d'ordre élevé RIS

Propriétés

, . qe . drr. 1
Schéma semi-discret : ZU; + Ao (
» Résultats :

e préservation de la positivité,

e préservation de I'équilibre : dh(U)H_% + dVH_% =0= fi-s—% =0,

e estimation d’'entropie : V0 < t1 < t2 < +00,
ty
OSgA(tz)-i-/ IA(t)dtSEA(tl).

ty

Schéma completement discret : 2 (U7 — UF) + 5 (Fr, — F1, ) =0,
» Résultats :

e préservation de I'équilibre,

e préservation de la positivité sous la condition CFL

1
At max |V(ziy1) — V(z:) — h(U41) + h(U)] < 3 min Az}

25 / 30
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S B s
Ordre de convergence

Q=(-1,1),T=0.1,90,V =1, f(s) =s.
At=10"8 Az =0.04x277,j=0,...,5.

4 T T T T T T T =7 T T T T T T T
-8
-6
-9
-8 -10]
) =
= -1
3 10 El
g S -12
- —— CU -
-12 —— SG -13
—=— FUL
—o— FU2 14
-14
==~ log(Ax) 15
log(x’)
7 65 6 55 45 -4 35 -3 T 65 6 55 45 4 35 3

-5
log(Ax)

(e) (s) = 2 (F) r(s) = (s — )2
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S B s
Le systeme de dérive-diffusion

At =10"% T = 10,
maillage cartésien 32 x 32,
r(s) = s%/3,

NP =0, PP =1 surI‘lD,
NP =1, PP =0 surT'2.

Energie relative Dissipation
10° | ]
106° 1
i g

107 — Upwind 1

— SGext

— FU1
10—157 B

— FU2

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t t
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St S MUTEEES
Equation pour les fermions

Oyu = div(zu(l — u) + Vu),

Q = (—8,8)%, maillage cartésien 40 x 40 x 40,
At =10"% T = 3.

4 ‘ )
[s] 0

N

NN

“’/
ENEN

o/
)

I T
P N
4 4 4 4
Evolution de u(t,z,y,z) = 0.1. Equilibre u®?(t, 2, y, z) = 0.1.
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St S MUTEEES
Equation pour les fermions

Ou = div(zu(l — u) + Vu),

Q = (—8,8)3, maillage cartésien 40 x 40 x 40,

At =104, T =10.

33‘
¢
10 | ’290%
ot °°
o4+ o
o+ °o°
o+ °°
o 0o
LR °°
.:0 °°°°
10°} °%s %00 ]
Y %04
e %
o*
.00
o E1) S,
_10 £ ) *5s
109 o
l.? [ 53
o U~ l’1|1 5.
$1.)
L]
L L L L 9
0 2 4 6 8 10
t
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Simulations numériques
;
Conclusion

@ Extension du schéma de Scharfetter-Gummel pour une diffusion non linéaire :

» convergence dans le cas non dégénéré,
» étude du comportement en temps long pour le systeme de dérive-diffusion,

> limites du schéma dans le cas dégénéré.

@ Construction d'un schéma d'ordre 2 :

» définition valable pour une convection non linéaire,
> inégalité d’entropie—dissipation,

» validation numérique.
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St S MUTEEES
.
Perspectives

@ Etude du comportement en temps long au niveau discret pour les autres
modeles (équation des milieux poreux, équation pour les fermions et bosons).

@ Etude du taux de décroissance de I'entropie relative.
@ Inégalités de Sobolev logarithmiques.
@ Application de ces schémas a des modeles de chimiotactisme.

@ Généralisation a des maillages non structurés.
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