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Introduction générale

On va s’intéresser ici aux propriétés des représentations de groupes topologiques
polonais ou localement compacts. On donne des critéres de continuité (chapitre 2)
dans le cas ol ces représentations sont a valeurs dans une algébre de Banach. Dans
le cas ou cette algebre est celle des opérateurs bornés sur un espace de Banach, on
a deux (il y en a d’autres possibles) topologies naturelles a larrivée : la topologie
usuelle de la norme et la topologie forte (qui est en fait plus faible) d’opérateurs.
En fait, dans le cadre des représentations de dimension infinie, ¢’est cette derniére
qui est généralement utilisée. Par exemple, les représentations réguliéres (celles ou le
groupe agit par translations) sur les espaces de fonctions naturels sont fortement et
non uniformément continues dans la plupart des cas. Or, pour des représentations
fortement et non uniformément continues, on obtient pour des classes assez larges de
groupes des propriétés géométriques du spectre des éléments de I'image du groupe
(en fait de "presque tous" les éléments). Cette description des spectres dans divers
cas fait 'objet des chapitres 3 et 4.

Une partie substantielle (premier paragraphe du chapitre 2 et une grande par-
tie du chapitre 3) a fait Pobjet d’une collaboration avec Jean-Christophe Tomasi
(cf. [CPT]). Cela implique une intersection relativement importante avec un travail
de méme type qu’il a rédigé. Toutefois, dans les parties qui correspondent a cette
collaboration, on s’est attaché, toutes les fois ot c¢’était possible, & donner des dé-
monstrations différentes (pas seulement sur des détails de rédaction). C’est surtout
vrai dans le chapitre 2 (& moindre degré pour le chapitre 3) ou c’est vraiment I’ap-
proche qui est différente pour traiter le cas des groupes localement compacts. On y
fait un usage systématique du théoréme de décomposition de Glicksberg-De Leeuw
au lieu d’utiliser les outils d’analyse de Fourier de [CPT].

Cela ne veut d’ailleurs pas dire que ces nouvelles démonstrations sont plus simples
ou meilleures mais chaque démarche a son intérét propre, ses avantages permettant
parfois d’obtenir quelque chose de plus général ou précis et aussi ses inconvénients.

Décrivons a présent le contenu de facon plus détaillée. Aprés quelques rappels

(chapitre 1), le second chapitre est consacré a 1'étude de diverses conditions suf-
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Introduction générale

fisantes de continuité de représentations. Le prototype de ce genre de critére de
continuité est, a notre connaissance, dii a Phillips et figure dans le traité classique
[HP]. C’est le théoréme suivant sur les groupes a un paramétre (en fait énoncé dans

le cadre des semi-groupes dans [HP]).

Théoréme (Phillips). Soient A une algébre de Banach commutative et 0 : R — A
un groupe o un parameétre localement borné en norme. En notant A le spectre de A

(i.e. Uespace des caractéres de A), on a
0 continue < Yy € A, y o0 continue (de R dans C).

Grosso-modo, la démonstration de Phillips se décompose en deux parties dont
aucune n’est triviale. La premiére consiste & montrer une certaine uniformité, plus

précisément que :

Vx € A, x(6(g) —1)—0 continue = sup |y o O(t) — 1|]—0
t—0 YeA t—0
(que P’on peut aussi écrire émg p(0(t) — 1) = 0 o p est le rayon spectral). Phillips y
*>
arrive par des arguments fins d’analyse classique.
La deuxiéme partie est la preuve que

lim p(0(t) — 1) =0=lim ||0(t) — 1| =0
t—0

t—0

c’est-a-dire que la continuité par rapport a la semi-norme "rayon spectral" implique
en fait la continuité. Cela se fait grace au calcul de Dunford et au théoréme de
Gelfand-Hille.

Soient, & présent, un groupe abélien localement compact et 6 : G — A (A une
algebre de Banach commutative). On peut se demander si le critére de Phillips reste
vrai. La seconde partie de la preuve a été généralisée a ce cas par J. Esterle dans
[Est]. Si le théoréme de Gelfand-Hille joue encore un role, il est combiné a d’autres
résultats d’analyse harmonique et fonctionnelle (Théoréme de structure des groupes
abéliens localement compacts, existence des idempotents de Silov,...). On s’interesse
ici & la généralisation de la premiére partie de la preuve, 'obtention d’une uniformité
soit,

Vy € A, x 00 continue = p(0(g) — 1)—0.

g—e
Dans [CPT] (et dans le mémoire [Tom2| de J.C. Tomasi), on y arrive en utilisant
des arguments d’analyse harmonique commutative (Groupe dual et transformée de

Fourier). On donne, ici, une démonstration différente qui consiste a construire, a
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partir de €, une autre représentation du groupe dans une algébre de fonctions conti-
nues et a appliquer le théoréme de décomposition de Glicksberg-De Leeuw. Cette
approche systématique permet d’obtenir un résultat (plus faible car la condition
implique toutes les formes linéaires) dans un cadre non nécessairement commutatif

a savoir

Théoréme. Soit G est un groupe localement compact et soit 0 : G — A une re-
présentation bornée en norme sur une algébre de Banach A. (Ni G ni A ne sont

supposés commutatifs). En notant A" le dual topologique de A, on a :
VweA, wob continue < 0 continue.

Autrement dit la continuité avec A muni de la topologie faible équivaut a la
continuité en norme. Notons (voir chapitre 2) que ce résultat implique le critére

donné dans [PT| pour des représentations unitaires :

Théoréme. 5i 0 : G — A est une représentation unitaire d’un groupe localement
compact dans une C*-algébre alors on peut "lire la continuité a travers les états (ou

les états purs)”

Notons que toute la difficulté, dans ce cas, consiste & montrer I'uniformité :

Vw e A, wof continue = sup  |w(f(g) — 1)|—0
lw||<1, weA g—e
On peut aussi remarquer que cette forme générale de théorémes de continuité ot on
a

Yw € ), wof continue = 6 continue.

pour O C A" (Q = A dans le cas commutatif et Q = A’ tout entier dans le cas
ci-dessus) devient une simple application du théoréme du graphe souslinien (cf cha-
pitre 1) si G et A sont séparables et que Q est total (au sens que Vw € Q, w(a) =
w(a’) = a = d') car alors le graphe de 6 étant fermé et analytique dans G x A mais
c’est justement ’absence de théoréme du graphe fermé dans le cas général pour des
morphismes de groupes qui fait la difficulté de tous ces résultats (y compris ceux de
Phillips et d’Esterle). On donne ensuite une généralisation des résultats précédents
a des groupes polonais non nécessairement localement compacts. Ici, la théorie de
Glicksberg-De Leeuw ne s’applique pas et on revient & une démonstration proche
de celle de [CPT] et [Tom| mais ot les techniques d’analyse de Fourier (utilisant la

mesure de Haar absente dans le cas non localement compact) sont remplacées par
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un résultat d’équicontinuité de suites de fonctions définies positives di & Banaszcyk.
Enfin, dans la derniére partie du chapitre 2, on montre que nos résultats de conti-
nuité, outre le fait qu’ils soient utiles dans la suite pour obtenir des informations
sur les spectres peuvent aussi servir a I’étude de I'extension au cas non séparable de
certains critéres (classiques sous des hypothéses de séparabilité) de morphismes de
groupes topologiques.

La seconde partie (chapitre 3) est consacrée a I'étude du spectre des éléments
de 'image d’une représentation fortement continue d’un groupe localement compact
abélien a base dénombrable d’ouverts. En fait, si G' est un tel groupe et 0 : G —
L(X) une représentation fortement continue de G dans lalgébre des opérateurs
bornés sur un Banach X, on s’'intéresse a la répartition des arguments des nombres
complexes dans le spectre o(0(g)) de I'image de g. A cette fin, on introduit ’ensemble
al(0(g)) = {é, z € 0(0(g))} qui est un sous-ensemble bien défini (puisque pour tout
g € G, 0(g) inversible et 0 & 0(6(g))) du cercle unité. Ici encore, le cas de G = R
traité dans [LPS] a servi de point de départ :

Théoréme 0.1 (K. Latrach, J.M. Paoli et P. Simonnet). Si 0 : R — L(X) est
un groupe a un parametre fortement continue alors la représentation est continu en

norme ou bien pour t dans un comaigre de R, o' (0(t)) = T.

Toutefois, 'exemple suivant montre qu’on ne peut avoir de dichotomie aussi

simple pour tous les groupes abéliens localement compacts.

Exemple 1. On pose G = U (ott U, désigne le groupe des racines deuxiéme de

'unité) muni de la topologie produit et est donc compact, métrisable. X = (% et

02 — (>
0((en)) :
(un)nEN = (En-un>nEN
On voit facilement qu’on a une représentation unitaire fortement continue, non conti-

pour (€,)nen € G.

nue en norme et que sur C' = {(€,)nen tel que {—1,1} C {e,,n € N}} qui est un
comaigre de G, on 2 0 (6((en)acx) = o(8((en)er)) = {—1,1}.

Cet exemple (et d’autres analogues) ainsi que la lecture de [Est| ont suggéré que
les polygones réguliers et les groupes de racines de I'unité pouvaient intervenir dans

le cas général. On a le résultat suivant (|[CPT]) :

Théoréme. Soient G un groupe topologique localement compact a base dénombrable
d’ouverts et 0 : G — L(X) une représentation fortement continue sur un Banach
X. On a la dichotomie :

0 est continue en norme ou bien sur un comaigre de G, o' (0(g)) contient des poly-

gones réquliers non triviaut.
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Il faut comprendre polygone régulier comme un sous-ensemble de T de la forme
2" ot z € T et I" est un sous-groupe fermé de T. T et un singleton sont donc des
polygones et un polygone est non trivial s’il n’est pas réduit & un point. J.C. Tomasi
a prouvé un analogue ol comaigre est remplacé par "en dehors d’un ensemble Haar-
négligeable" (cf. [Tom)]).
En fait, si X est séparable, sur un comaigre o'(6(g)) est exactement une réunion de
polygones réguliers non triviaux (voir chapitre 3). En fait, I'idée qui est derriére ce
résultat est assez naturelle. En effet, o(6(g)) = {%(g), x € A}. Clest donc un
ensemble d’images de g par des morphismes de G dans le tore et par le critére de
continuité vu a travers les morphismes, si 6 n’est pas continue en norme, il existe
X € A tel que Qg % est un morphisme discontinu de G dans T vérifiant
©(g) € o(0(g)) pour tout g € G. Or ces morphismes ont des propriétés particuliéres
d’oscillation. En effet, on a pour g € G, I',(g) = {z € T, 3(g,) suite dans G telle que
gn — € et p(gn,) — 2z} est un polygone régulier non trivial qui dépend continiiment
de g (cf. chapitre 3). En fait, pour G = R, ou un groupe de Lie par exemple, on a
pour tout g € G, I',(g) = T. D’autre part, par un résultat prouvé dans [LPS| ou dans
[Yad|, 'application qui & un opérateur associe son spectre est borélienne de £(X)
muni de la topologie forte d’opérateurs dans I'espace des compacts du tore muni
de la métrique de Hausdorff. On en déduit que I'application de GG dans 'espace des
compacts du tore qui a g associe o (6(g)) est aussi borélienne, ¢’est a dire moralement
"presque continue" (plus précisément continue en restriction a un comaigre). C’est
la conjonction de cette régularité de 'application a valeurs ensembliste g — o1(6(g))
et de l'oscillation des morphismes discontinus ¢ : G — T astreints a vérifier ¢(g) €
a'(0(g)) qui contraint o' (A(g)) a étre (au moins sur un comaigre) assez "gros" pour
absorber l'oscillation de ¢. On donne ici une démonstration plus générale que celle
de [CPT]| qui permet de traiter, en utilisant la notion de propriété de Steinhaus
pour un o-idéal de parties d’un groupe polonais, de facon unifiée le résultat de
[CPT] et celui de J.C. Tomasi [Tom| ou "maigre" est remplacé par "de mesure de
Haar nulle”. Cette approche permet également, dans le cas d’'un groupe polonais
non localement compact, de montrer que I’ensemble exceptionnel est "Haar-nul" au
sens de Christensen.

Dans une troisiéme partie, on essaie de généraliser en partie les résultats préceé-
dents au cas des groupes non commutatifs. On se limite dans ce cas aux représenta-
tions unitaires sur un espace de Hilbert. Dans ce cas, J.M. Paoli et J.C. Tomasi ont

obtenu un premier résultat (cf. [PT]) :
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Théoréme. Si 0 : G — L(H) est une représentation unitaire fortement conlinue
d’un groupe localement compact a base dénombrable d’ouverts alors 0 est continue

ou bien sur un comaigre de G, Uenveloppe conveze du spectre o(0(g)) contient 0.

Dans le cas des groupes de Lie, on peut étre plus précis (voir chapitre 4) et,
au moins au voisinage du neutre, montrer que le spectre de 0(g), (¢ € G) est le
cercle unité tout entier, en dehors d’un ensemble maigre de valeurs de g si 6 est
discontinue. Les outils utilisés sont un résultat sur Iexistence de "nombreux" (un
ensemble comaigre) points de continuité de I'application qui & g associe son spectre
(dans le cas unitaire) et quelques propriétés classiques de I’application exponentielle
qui permet localement au voisinage du neutre de se ramener & une situation commu-
tative. Le voisinage du neutre o1, sur un comaigre, le spectre est le cercle unité est
le groupe entier dans le cas ol ce groupe est "faiblement exponentiel" (i.e. 'image
de I'exponentielle est dense dans le groupe) ce qui couvre le cas des groupes de Lie

connexes compacts ou résolubles ou des groupes linéaires complexes Gl(n, C).
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Rappels de topologie

1.1.1 Lemme de Baire et notions reliées

On s’inspire ici (ainsi que pour une grande partie de ce paragraphe) de [Kech].

Commencons par quelques notions bien connues.

Définition 1.1. Soient X un espace topologique et M C X, M est dit maigre s’il
est contenu dans une réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide.

Le complémentaire d’un ensemble maigre est dit comaigre (ou résiduel).

Nous utilisons, a ce propos, la notation usuelle (qui n’est pas celle de Kechris) :
une réunion dénombrable de fermés est dite de type F,, une intersection dénombrable

d’ouverts est dite Gj.
Proposition-Définition 1.2. Dans un espace topologique X, les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) Tout ouvert non vide de X est non maigre.

(ii) Tout ensemble comaigre de X est dense.

(1ii) Toute intersection dénombrable d’ouverts denses dans X est dense.
Un espace vérifiant ces propriétés est appelé espace de Baire.
Proposition 1.3. 1. Si X est un espace de Baire et U C X est un ouvert alors

U est un espace de Baire.
2. (Lemme de Baire) Un espace métrique complet ou un espace topologique loca-

lement compact est un espace de Baire.

On introduit maintenant des classes (d’autres le seront dans la partie 1.1.2)
de fonctions plus générales que celle des fonctions continues mais qui en restent

relativement proches.
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1.1. Rappels de topologie

Définition 1.4. 1. Soient X un espace métrisable et f : X — R une application.
f est dite semi-continue inférieurement (resp. supérieurement) si pour tout
aeR, {zeX, f(x)>a} (resp. {x € X, f(x) <a} ) est ouvert dans X.

2. Soient X et Y des espaces métrisables. Une fonction f : X — Y est dite de

premiére classe de Baire si pour tout ouvert U de X, f~}(U) est un F, de X.

On regroupe dans la proposition suivante diverses propriétés de ces différentes

classes de fonctions.

Proposition 1.5. 1. (Baire) Soient X etY des espaces métrisables, Y séparable
et f: X — Y une fonction de premiére classe de Baire. Alors [’ensemble des

points de continuité de f est un Gs dense.
2. Les fonctions semi-continues sont de premiére classe de Baire.

3.8 f: X — R, X séparable et f de premiere classe de Baire, f est limite

simple de fonctions continues.

1.1.2 Parties boréliennes et parties ayant la propriété de Baire

Définition 1.6. 1. Soit X un espace topologique, on appelle tribu borélienne de
X la tribu engendrée par les ouverts de X et parties boréliennes de X les

éléments de la tribu borélienne.

2. On dit qu’une partie A C X a la propriété de Baire s’il existe un ouvert U de
X tel que la différence symétrique AAU = (A\U) U (U\A) soit maigre.

Proposition 1.7. 1. Les sous-ensembles de X ayant la propriété de Baire forment
une tribu qui est engendrée par la réunion des ouverts et des maigres (et qui

contient donc les boréliens).
2. Soit A C X, A ayant la propriété de Baire. St A est non maigre, il existe un
ouwvert U de X tel que ANU est comaigre dans U

Définition 1.8. soient X et Y deux espaces topologiques et f : X — Y une
application. f est borélienne (resp. a la propriété de Baire) si 'image réciproque de

tout ouvert de Y est un borélien (resp. a la propriété de Baire) dans X.

Remarque. Par la proposition précédente, les applications boréliennes ont la pro-

priété de Baire.
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1.1. Rappels de topologie

Bien que, contrairement aux fonctions de premiére classe, les fonctions boré-
liennes et a fortiori de Baire puissent n’avoir aucun point de continuité ( par exemple
la fonction caractéristique de Q dans R), elles sont, elles aussi, relativement "proches"

des fonctions continues, plus précisément :

Proposition 1.9. Soient X un espace de Baire, Y un espace topologique a base
dénombrable d’ouverts (second countable) et f : X — Y une fonction ayant la
propriété de Baire. Alors, il existe un ensemble C' (muni de la topologie induite par

X ) qui est un G5 comaigre tel que fic est continue.

Introduisons enfin une derniére classe d’espaces qui interviendra dans diverses

remarques plus que dans le coeur du travail.

Définition 1.10. Soit X un espace topologique. X est analytique (ou souslinien)

s’il existe un espace polonais Y et une application continue f : Y — X telle que
fY)=X

On rappelle qu’un espace polonais est un espace séparable dont la topologie peut-
étre définie par une métrique qui le rend complet. On a pris ici la définition de [Boul,

celle de |Kech| supposant a priori X contenu dans un polonais.

Proposition 1.11. 1. Les boréliens d’un espace polonais sont analytiques.

2. Les analytiques ont la propriété de Baire.

Remarque. Un fermé ou un borélien n’est analytique a priori que s’il est sous-

espace d’un polonais et en particulier séparable.

Les analytiques interviennent de facon trés sporadique dans ce travail a travers

le théoréme suivant.

Théoréme 1.12 (|Boul). Soient G,G" deux groupes topologiques séparés, G de
Baire, ¢ : G — G’ un morphisme de groupe. Si le graphe de o est analytique pour

la topologie induite par G x G', @ est continue.

Remarque. A premiére vue, on pourrait croire qu’on a, pour des morphismes de
groupes un théoréme "du graphe fermé" comme dans le cas linéaire entre espaces de
Banach ou de Fréchet, or, un analytique étant nécessairement séparable, si le résultat
précédent donne bien un "théoréme du graphe fermé" entre groupes polonais, ce n’est

pas le cas en général.
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1.1. Rappels de topologie

1.1.3 Topologie de Vietoris et distance de Hausdorff sur 1’es-
pace des compacts d’un espace topologique

Définition 1.13. 1. Soit X un espace topologique, on note K(X) I'ensemble
des compacts de X et on appelle topologie de Vietoris sur (X)) la topologie

engendrée par les deux familles d’ensembles
{KeK(X), KCcU} et {KcK(X), KNU # ()}

ol U parcourt ’ensemble des ouverts de X.

2. Si X est un espace métrique muni d’une distance d qu’on supposera bornée,
on appelle distance de Hausdorff sur /C(X) la distance définie pour K et L
dans K(X) par

dy(K, L) = max(supd(z, L) , supd(z, K))
zeK z€L

oud(z,K)=infd(z 2.

Z'eK
Proposition 1.14. Dans le cas d’un espace X métrisable o métrique bornée :
1. la topologie de Vietoris est définie par la métrique de Hausdorff.

2. une autre définition possible de dg, un peu plus géométrique, est
dy(K,L)=inf{le >0 | K C L et L C K} o0 A°={x € X|d(z,A) < €}

Citons, parmi les nombreuses propriétés de K(X), X métrisable & métrique bor-

née, celles que nous allons utiliser (voir [Kech]) :

Proposition 1.15. Si X est compact, alors K(X) l'est aussi.

KD) — K(D)

Proposition 1.16. L’application conv : K = com(K)

qut donne [’enve-

loppe conveze est continue.

Proposition 1.17. Dans K(C), ot C est un compact de C, si C,, est une suite de

compacts de C alors [ C; converge vers () C;
i=0 i=0

n (o)
Démonstration. On pose F,, = ((C; et F'= (C;. F), est alors une suite décroissante
i=0 i=0
pour l'inclusion.
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1.1. Rappels de topologie

On va raisonner par ’absurde : On suppose que F),, ne converge pas vers F' alors,

quitte & extraire (toute sous-suite (f,,) de (F,) est décroissante et kFN = F),ona
eNy,,

deo >0, VneN, F,ZF° ou FgF?°

Comme F C F,, C F°, on a donc pour tout n € N, F,, ¢ F. Autrement dit, On
peut trouver une suite x,, dans C' telle que pour tout n € N, z,, € F,, et x,, € F°. Or
C' est compact donc il existe une sous-suite z,(,) qui converge vers x. On remarque
que x & F° car F'° est ouvert.

D’autre part, comme (F},) est une suite décroissante pour 'inclusion, on a
Vn e N, Vm > n, Typm) € Fy

Donc comme F), est fermé, x € F,, pour tout n € N et donc z € F. On a donc une

contradiction. ]

1.1.4 Espaces angéliques

Nous allons étudier, dans ce paragraphe, des espaces non forcément métrisables
mais pour lesquels la compacité est néanmoins définie par I'existence de sous-suites

convergentes.

Définition 1.18. Soit X un espace topologique séparé, X est dit "angélique" si

1. Tout sous-ensemble A dénombrablement compact de X (c’est-a-dire tel que
tout sous-ensemble dénombrable de A ait un point adhérent dans X)) est rela-

tivement compact dans X.

2. L’adhérence de tout sous-ensemble A relativement compact coincide avec les

limites de suites d’éléments de A.

Proposition 1.19. Soit X un espace angélique. On a ’équivalence des propriétés
suvantes :
(1) A compact

(2) Toute suite d’éléments de A admet une sous-suite convergente dans A.

Outre les espaces métrisables, le théoréme d’Eberlein-Smulian montre que les
espaces de Banach munis de leur topologie faible sont angéliques ainsi que certains
espaces de fonctions continues munis de la topologie de la convergence simple. C’est

ce dernier cas qui va nous intéresser dans la suite. On a le théoréme suivant :
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1.2. Algébres de Banach

Théoréme 1.20 (|[Flo|, p.36). Si X = |J X,, ot X,, est dénombrablement compact
neN
pour n € N (i.e. toute suite dans X, admet un point adhérent) et Z est un espace

métrique alors C(X, Z) (espace de fonctions continues de X dans Z) est angélique

pour la topologie de la convergence simple.

En particulier, si X est séparable, C(X) (espace de fonctions continues de X dans

C) est angélique. C’est ce cas que nous utiliserons dans le chapitre 2.

1.2 Algebres de Banach

1.2.1 Généralités

On suppose connue la notion d’algébre de Banach. Malgré I’existence, en particu-
lier dans le contexte de ’analyse sur les groupes localement compacts, de nombreux
exemples classiques d’algébres sans élément unité, celles qui interviendront dans ce
travail auront toujours une unité, donc, dans ce qui suit, nos algébres de Banach sont
supposées unitaires avec ||1|| = 1 sans qu’il soit nécessaire de le préciser et seront de

plus des C-algébres.
Définition 1.21. Une algébre de Banach est dite une C*-algebre s’il existe une
involution a — a* de A dans A vérifiant pour tout a,a’ dans A et \ € C,

L. (a+d) =a*+a* (\a)* = \a*

2. (ad')* = a"*.a*

3. |la*all = [la]?

On note de facon usuelle le spectre d’un élément a de A (ensemble des complexes
A tels que A — a soit non inversible dans A) par o(a). C’est toujours un compact de

C.

On va rappeler ici une proposition qui sera utile plus loin.

Proposition 1.22. Soit A une algébre de Banach, A C A une sous-algébre de
Banach. Pour a € A', on note o4 (a) = {\ € C, A —a non inversible } le spectre de

a relatif a A’. Alors on a
Ooa(a) C o(a) Coala)

ot 0o 4 (a) désigne la frontiére de o4:(a)
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1.2. Algébres de Banach

Définition 1.23. Soit A une algébre de Banach unitaire, on appelle "état" de A

toute forme linéaire w € A’ telle que |jw|| = w(1) =1

Les états forment clairement un convexe faible-* compact de A’ et donc, par
le théoréme de Krein-Milman, I’ensemble noté Y(A) des états admet des points

extrémaux.
Définition 1.24. On appelle "état pur" tout point extrémal de 3 (A)

Définition 1.25. Si a € A, on appelle "image numérique" de a ’ensemble W (a) =
{wla) , weX(A)}

On va regrouper, dans ce qui suit, quelques résultat sur les états et I'image
numérique qu’on peut trouver, pour la plupart, dans plusieurs ouvrages classiques.
Tous figurent dans les deux livres de Bonsall et Duncan (|[BD] et [BD2]).

Propriété 1.26. Soit A une algebre de Banach unitaire.
1. Sia € A, W(a) est un convexe compact contenant le spectre.

2. 8i A’ est une sous-algébre unitaire de A, toute restriction a A’ d’un état de A
est un état de A" et tout état de A’ se prolonge (par Hahn-Banach) en état de
A.

3. Sia € A (sous-algébre unitaire de A) alors l'image numérique de a relative d

A ou A est la méme.

4. (|[BD] p.34) Si on pose, pour a € A, py(a) = sup |w(a)| =sup |W(a)l|, alors
weX(A)
pn est une norme équivalente o la norme de A.

5. Toute forme linéaire continue sur A est combinaison linéaire de (au plus
quatre) états de A ([BD2] p.100).

Dans le cas d’une C*-algébre ou d’un opérateur sur un Hilbert, on a d’autres
définitions cohérentes avec celles qui précédent, d’états et d’image numérique (voir

plus loin).

1.2.2 Algébres de Banach commutatives

Définition 1.27. Soit A une algébre de Banach commutative. On appelle caractére
toute forme linéaire continue xy : A — C telle que x(ab) = x(a)x(b) pour tout
a,be Aet x(1) = 1.

On appelle spectre de A(noté A) I’ensemble des caractéres sur A.
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1.2. Algébres de Banach

Remarque. 1. La notion de caractére (et donc de spectre) garde un sens pour
des algébres non commutatives mais des exemples (par exemple Palgébre L(H)
des opérateurs bornés sur un Hilbert) montrent qu’on peut avoir A=10 (ou
A = {0} si on supprime la condition x(1) = 1 ce qu'on fait naturellement
dans le cas non unitaire) alors que ce qui va suivre montre que dans le cas

commutatif, on a "assez de caractéres" pour obtenir des résultats sur A.

2. En fait la continuité dans le cas unitaire des caractéres est automatique avec

de plus ||x|| = 1 pour tout x € A.

Proposition 1.28. Soit A une algébre de Banach commutative unitaire.
1. A muni de la topologie induite par la topologie faible-x de A’ est compact.
2. Pour tout a € A, o(a) = {x(a), x € A}
3. A s’identifie de facon naturelle (par x +— ker(x)) a Uensemble des idéaux

maximaux de A.

On a aussi des résultats de représentation des algébres de Banach commutatives

dans les algébres de fonctions continues

Théoréme 1.29 (de représentation de Gelfand). Si A est une algébre de Banach
commutative, alors :

~

1. L’application ® : 1;1 : C((;l) ot a(x) = x(a) est un homomorphisme

continu d’algébre de Banach appelée transformée de Gelfand.

2. [|allecay = sup{|Al, A € a(a)} = p(a) (le rayon spectral de a).

3. Si A est une C*- algébre (commutative), ® est un isomorphisme isométrique.
Autrement dit, les algébres de fonctions continues sont, a isomorphisme pres,

les seules C*-algébres commutatives.

1.2.3 (*-algébres (non nécessairement commutatives)

Nous renvoyons a [Tak] ou [Mur| pour les détails de cette partie.
On va définir dans une C*-algébre des classes particuliéres d’éléments et de formes
linéaires sur son dual qui vont permettre de construire des représentations dans

I'algébre L(H) des opérateurs bornés sur un Hilbert.

Définition 1.30. Dans une C*-algébre A, a € A est dit :

1. normal si a*a = aa*.
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1.2. Algébres de Banach

2. auto-adjoint si a = a*.

3. unitaire si a*a = aa* =1
Il est clair que les unitaires et les auto-adjoints sont normaux et on a de plus :

Propriété 1.31. Pour un élément a d’une C*-algébre, on a :
(i) sia est normal, ||a|| = p(a) (le rayon spectral).
(ii) si a est auto-adjoint, o(a) C R.
(iii) si a est unitaire, alors ||a|| =1 et o(a) est un compact de T.

Exemple 1.32. £(H) ot H est un Hilbert muni du passage a 'adjoint 7" +— T est

une C*-algébre.

Définition 1.33. Un élément a € A est dit positif si a est auto-adjoint et o(a) € RT.
On note a > 0 pour a positif et AT Pensemble des éléments positifs.

Une forme linéaire w : A — C est dite positive si w(A1) C RT.

Les formes linéaires positives jouant un role particulier dans la théorie des repré-
sentations hilbertiennes des C*-algébres, on regroupe dans la proposition suivante

quelques unes de leurs propriétés.

Proposition 1.34. 1. Une forme linéaire w est positive si et seulement st w est

continue et w(1l) = ||w]|.

2. Pour tout a € A et w forme linéaire positive, w(a*) = w(a).

3. Toute forme linéaire w se décompose sous la forme : w = wy — wa + i(ws — wy)

ot les w; sont des formes linéaires positives

Définition 1.35. Soit A une C*-algébre. Un état de A est une forme linéaire positive
de norme 1. On notera ¥(A) 'ensemble des états de A. On vérifie que cette définition

est cohérente avec celle donnée dans le cas général (partie 1.2.1).
On a, de plus :

Propriété 1.36. 1. Pour tout a € A, V(a) est convexe et compact de C et

Conv(o(a)) C V(a) (0w Conv désigne l’enveloppe conveze fermée).

2. Si a est normal alors V(a) = Conv(c(a)).
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1.2. Algébres de Banach

Remarque. On trouve dans la littérature différentes notions d’images numériques
qui ne sont pas exactement identiques mais ont, en général, la méme enveloppe
convexe fermée. Par exemple, si A = L(H) ou H est un espace de Hilbert, 'ensemble
W(T) = {(Th;h),h € H} est aussi appelé souvent image numérique. W (7T') # V(T
en général cependant W (T) = V(7).

Enfin, on va donner un résultat important qui peut-étre considéré comme un
analogue non commutatif du théoréme de représentation 1.29 de Gelfand (voir [Tak]).
On remarque d’abord que si 7w : A — L(H) est une x-représentation d’une C*-algébre
A (¢’est-a-dire un morphisme d’algébres tel que 7(a*) = (w(a))*, Pinvolution dans
L(H) étant celle qui & un opérateur associe son adjoint), et w(a) = (w(a)h, h), (a €
A), alors w est une forme linéaire positive qui est un état si ||h|| = 1. Inversement,
une construction de représentations due a Gelfand, Naimark et Segal (GNS), permet
a tout état d’associer une représentation (essentiellement unique) qui permet d’écrire
I'état sous cette forme.

Commencons par quelques définitions.

Définition 1.37. 1. Soient A une C*-algébre et m : A — L(H;) et mp : A —
L(H;) deux -représentations de A sur deux espaces de Hilbert H; et Hy. m; et
o sont dites "unitairement équivalentes" s’il existe un isomorphisme unitaire
(i.e. échangeant les produits scalaires de H; et Hy) U de Hy sur Hy tel que
pour tout a € A, ma(a) = U.m(a). UL

2. Une s-représentation m : A — L(H) est dite cyclique s’il existe h € H tel

que {m(a).h, a € A} = H (un tel vecteur h est dit vecteur cyclique pour la

représentation.

3. m: A — L(H) est dite irréductible si pour tout h € H\{0} h est cyclique pour

7 (i.e. il n’existe pas de sous-espace fermé 7(A)-invariant contenant h).

Théoréme 1.38 (Gelfand-Naimark-Segal). A une C*-algébre.

1. Soit w un état sur A, il existe une x-représentation cyclique m, : A — L(H,) et
un vecteur unitaire cyclique hy, tel que pour tout a € A, w(a) = (m,(a)hy, hy)

2. Deuz x-représentations cycliques m : A — L(Hy) et my : A — L(H,) ad-
mettant des vecteurs cycliques unitaires hy et hy telles que pour tout a € A,
w(a) = (m(a)hy, hy) = (ma(a)hg, hy) sont unitairement équivalentes.

3. La représentation m,, cyclique associée o w € 3(A) est irréductible si et seule-

ment st w est un état pur.
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1.2. Algébres de Banach

1.2.4 Quelques résultats d’analyse fonctionnelle

Nous aurons besoin de la caractérisation suivante des parties relativement faible-

ment compactes dans les espaces de fonctions continues C({2), avec 2 compact.

Théoréme 1.39 (Grothendieck, |Grol). Une partie A C C(Q2) pour Q2 compact est
relativement faiblement compacte si et seulement si elle est bornée et relativement

compacte dans C(€2) pour la topologie de la convergence simple.

Définition 1.40. Un Banach X a la propriété de Dunford-Pettis (en abrégé (D.P.))

s'il vérifie une des conditions équivalentes (cf. [Sch])

1. Tout opérateur faiblement compact de X dans un espace de Banach Y envoie

les sous-ensembles faiblement compacts sur les compacts (en norme) de Y.

2. Pour tout couple de suite (x,) dans X, (z}) dans X’ telles que (z,) converge

*

*) converge faiblement dans X’ vers z*, on a (x,x,) —

faiblement vers z, (z

(x*, x).

Les espaces C(2) (€2 compact) done, en particulier les espaces L°° ont la propriété
de (D.P.).

Définition 1.41. Un Banach X a la propriété de Grothendieck (en abrégé (G)) si
toute suite (z) dans le dual X’ qui converge pour la topologie faible-x converge

aussi pour la topologie faible sur X'.

Les espaces réflexifs ont clairement la propriété (G) (et jamais (DP) sauf en
dimension finie) mais les espaces LL°(2) ou Q est un espace mesuré muni d’une
mesure positive ont aussi (G) et (DP) (voir [Sch]). Dans les espaces de Banach

possédant la propriété (DP), on a le résultat suivant (cf. [Lot| p.211) :

Théoréme 1.42. Soit X un espace de Banach ayant la propriété (D.P.) et (T,)

une suite d’opérateurs bornés sur X vérifiant
1. pour tout x* € X', ||[Trz*|| — 0

2. Pour toute suite (z}) dans X' bornée en norme, (T} z’) converge faiblement

vers ()

alors lim ||T,2|| =0
n—-+00
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1.3 Théorie des opérateurs

1.3.1 Topologie forte d’opérateurs

Soit X un espace de Banach, on note £(X) I'algébre de Banach des opérateurs
bornés sur X. Sur £(X), on a, en plus de sa topologie d’algébre de Banach définie par
la norme d’opérateurs, quelques autres topologies. Une seule nous concernera ici :
la topologie forte d’opérateurs (notée s.o.t.). C’est la topologie définie par la famille
des semi-normes p,(T) = ||Tz|| (T € L(X),z € X). Une suite généralisée (T;) de
L(X) converge vers T (T;225T) si et seulement si pour tout z € X, Tjx — Tx.

La topologie forte est moins fine que la topologie de la norme sur £(X). Si la norme
ou le produit dans £(X) sont continus pour la topologie usuelle, il n’en est pas de
méme pour la topologie forte. On a toutefois quelques résultats de continuité (ou
semi-continuité) qu’on regroupe ici et qu’on peut trouver par exemple dans [Hal]
(ils sont démontrés dans un cadre hilbertien mais il est clair que les démonstrations

s’étendent telles quelles & un Banach quelconque).

Proposition 1.43. Soit X un espace de Banach. Si on muni L(X) de la topologie

forte d’opérateurs, on a les propriétés suivantes :
1. L’application T — ||T|| est semi-continue de (L(X),s.o.t.) dans RT
2. L’application produit (A, B) — AB n’est pas continue de L(X) x L(X) dans

L(X) avec la topologie forte d’opérateurs mais elle est continue en restriction

auz bornés (et séparément continue).

3. Si H est un Hilbert, l'involution A — A* qui, a un élément de L(H) associe son
adjoint n’est pas continue s.o.t mais elle ’est si on se restreint au sous-espace
des opérateurs normau.

1.3.2 Propriétés du spectre

Soit T' € L(X), on définit le spectre de T' comme dans le cas d’une algébre de

Banach générale :
o(T)={X € C| A —T non inversible dans £(X)}.

Toutefois, dans ce cas particulier, on peut distinguer plusieurs parties de ce spectre
correspondant a diverses sortes de non inversibilité (non injectivité, non surjecti-

vité...). Nous n’aurons besoin, dans la suite que de la définition suivante :
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1.3. Théorie des opérateurs

Définition 1.44. On appelle spectre approximatif de T' € £(X), 'ensemble 0,,,(T") =
{A € C, 3(zn)nen suite dans X avec ||z,|| =1et (A —T)z, — 0}.

Il est clair que 04,(T) C o(T). On donne deux propriétés utiles du spectre

approximatif.

Proposition 1.45. 1. 0o(T) C 04,(T).

2. SiY C X est un sous-espace fermé T-invariant (donc on peut voir Ty comme

appartenant o L(Y)), on a

Oapp (TIY) C Oapp (7).

Démonstration. Le premier point est classique (voir par exemple |[LN]) et le second
est clair puisqu'une suite (2,)nen dans Y telle que |lz,| = 1 et (A = Tjy)x, — 0

vérifie aussi (A — T')x,, — 0. O

Nous allons maintenant étudier la régularité de la variation du spectre en fonc-
tion de l'opérateur qui, dans le cas de la topologie forte d’opérateurs, jouera un
grand role dans les chapitres 3 et 4.

Toutefois, on traitera d’abord la topologie de la norme. Méme dans ce cas, I'ap-
plication T' — o(7T") de L£(X) dans K(C) n’est pas continue (cf. [Aup| p.49). On a

cependant une semi-continuité supérieure :

Proposition 1.46. [Tak/ Soit T € L(X) et U un ouvert de C tel que o(T) C U
alors il existe € > 0 tel que |T" = T|| <e=o(T")CU

Cette propriété est d’ailleurs vraie, en général, pour des spectres d’éléments d’al-
gébre de Banach (cf. [Aup| p.50).

Remarque. L’application T — o(T'), bien que non continue, a toutefois un en-

semble de points de continuité qui est un G5 dense de L£(X).

Par contre, dans le cadre de la topologie forte d’opérateurs, I’application spectre
n’est méme pas semi-continue (cf [Hal] prob. 119). Toutefois, si le Banach X est
séparable, on a (cf. [Yad| ou [LPS]) :

Théoréme 1.47. Soit X un Banach séparable, l'application T +— o(T) de L(X)

dans KK(C) muni de la topologie de Vietoris est borélienne.
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1.3.3 Espaces héréditairement indécomposables

On va donner ici la définition d’une classe d’espaces de Banach introduite par
Gowers et Maurey, les espaces héréditairement indécomposables (en abrégé : H.I.)
pour lesquels la référence historique est [Gow|, on peut trouver un résumé clair de

la théorie dans [Maul].

Définition 1.48. 1. Un espace de Banach de dimension infinie X est dit in-

décomposable s’il n’admet de décomposition en somme directe topologique

X = X & X5 ou X1,X, sont des sous-espaces fermés tous deux de dimension
infinie.

2. X est dit héréditairement indécomposable (H.1.) si tous ses sous-espaces fermés

de dimension infinie sont indécomposables.

Les espaces H.l. admettent uniquement des opérateurs bornés d’une forme par-

ticuliére.

Définition 1.49. Soient X et Y deux espaces de Banach, T' € L(X,Y). T est
dit strictement singulier s’il n’existe pas de sous-espace fermé de dimension infinie

Xo C X tel que la restriction 7|y, soit un isomorphisme sur son image.

Les opérateurs strictement singuliers ont une théorie spectrale semblable a celle

des opérateurs compacts.

Proposition 1.50. Le spectre d’un opérateur strictement singulier est (au plus)
dénombrable avec 0 comme seul point d’accumulation possible. Les éléments non

nuls du spectre sont des valeurs propres de multiplicité (algébrique) finie.
On a le résultat suivant sur les opérateurs bornés sur un espace H.IL..

Théoréme 1.51. Soient X un espace H.I. et T € L(X) alors il existe un nombre
complexe X et un opérateur strictement singulier S dans L(X) tels que T = X\.1d+5S.

Ce résultat implique en particulier que tout opérateur borné sur un espace H.I.

a un spectre au plus dénombrable avec un seul point d’accumulation possible.
1.4 Groupes topologiques, groupes localement com-
pacts et leurs représentations

Ce paragraphe commence par une partie classique ot sont briévement rappe-

lées les notions usuelles de mesure de Haar, de représentations et leurs principales
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propriétés. Pour cette partie, la référence classique est [HR1| mais aussi d’autres

ouvrages plus récents comme [Fol| ou [DE].

1.4.1 Groupes topologiques, groupes localement compacts,
mesure de Haar

Un groupe topologique est un groupe muni d'une topologie pour laquelle la loi
de composition et I’application inverse sont continues. Nous nous intéresserons dans
la suite aux groupes localement compacts ou polonais, c¢’est-a-dire, dont 1’espace
topologique sous-jacent est localement compact ou polonais. Une mesure borélienne
sur un groupe G est dite invariante a gauche si pour tout ensemble mesurable A C G

et pour tout g € GG, gA est mesurable et de méme mesure que A.

Théoréme 1.52. Soit G un groupe localement compact, il existe sur G une mesure
de Borel réguliere non nulle positive invariante & gauche et cette mesure est unique

a une constante multiplicative (réelle positive) prés dite mesure de Haar sur G.
On a une propriété de ces mesures :

Propriété 1.53. Soit G un groupe localement compact, tout ouvert de G est de

mesure de Haar strictement positive.

Par exemple, la mesure de Lebesgue sur R™ ou sur T" (mesure image par ¢ +— e

de celle de R) sont les mesures de Haar de ces groupes.

Remarque. Les seuls groupes topologiques polonais admettant un mesure boré-

lienne o-finie, invariante et non nulle sont localement compacts (cf. [Ros|).

On a cependant une généralisation non pas vraiment de la mesure de Haar mais
de la notion de partie négligeable pour cette mesure a des groupes non nécessaire-
ment localement compacts. De tels groupes interviennent naturellement en analyse
(groupes additifs des espaces vectoriels topologiques de dimension infinie, groupes

de Lie de dimension infinie, ...).

Définition 1.54. 1. Une partie d’un espace topologique est dite "universelle-
ment mesurable" si elle est mesurable pour toute mesure borélienne compléte

sur cet espace.

2. Soit G un groupe topologique abélien, une partie universellement mesurable A

de G est dite Haar-nulle s’il existe une mesure de probabilité borélienne p sur
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G telle que pour tout g € G, u(g.A) = 0.
On a aussi une notion de partie Haar-nulle dans le cas non abélien qui consi-
dére, a la fois, les translatés & droite et & gauche de A mais nous n’utiliserons

ici que le cas commutatif.

Dans le cas d’'un groupe localement compact, on a, pour une partie universelle-
ment mesurable, identité entre Haar-nullité au sens de la définition précédente et la

notion classique de Haar-nullité (voir [Chri], [Ben-Lin|, [Ros]).

Définition 1.55. Soit X un ensemble. Une collection Z de sous-ensembles de X
est dite un o-idéal de parties de X si elle contient I’ensemble vide, est héréditaire
(AeT et BC A= B e€1I)et est stable par réunion dénombrable.

On a deux exemples classiques de o-idéaux :
(1) Si X est un espace topologique, 'ensemble M des parties maigres de X est un
o-idéal.
(2) Si X est un espace mesuré, 'ensemble N des parties négligeables (contenues

dans une partie mesurable de mesure nulle) est un o-idéal.
On a, a présent, un troisiéme exemple

(3) Dans un groupe abélien polonais, I'ensemble des parties Haar-nulles est un
o-idéal (cf. [Chri] Théoréme 1).

Définition 1.56. Soit G un groupe topologique et 7 une tribu sur G invariante
par translation. Un ideal Z contenu dans 7 posséde la propriété forte de Steinhaus
(en fait, c’est une propriété du couple (Z,7T)) si, pour tout A dans T\Z, I'ensemble
{g€ G, gAN A ¢TI} est un voisinage du neutre de G.

Exemples 1.57. 1. Si on considére, dans un groupe polonais G, la tribu 7 des
ensembles ayant la propriété de Baire, le o-idéal M des ensembles maigres
posséde la propriété forte de Steinhaus. En fait, on a méme le résultat plus
fort suivant :

Si A a la propriété de Baire et est non maigre, il existe un voisinage W du

neutre de G tel que si (g, )nen est une suite dans W alors AN () g»A4) est non
neN
maigre. (Ce résultat est démontré et utilisé dans [Tom?2|).

2. Si G est un groupe abélien polonais, 7 la tribu des parties universellement
mesurables et Z le o-idéal des ensembles Haar-nuls alors Z a la propriété de
Steinhaus (mais pas la propriété plus forte de I'idéal M de I'exemple précédent
[Tom?2]).
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1.4.2 Représentations de groupes localement compacts

Définition 1.58. 1. On appelle représentation d’un groupe G dans une algébre
de Banach A une application 6 : G — A telle que pour tout g et ¢’ dans G,

0(gg") = 0(9)b(g") et O(e) =1

ol e désigne le neutre de GG. Autrement dit 6 est un morphisme de groupes

entre G et le groupe des inversibles de A.

2. On appelle représentation d’'un groupe G sur un espace de Banach X toute

représentation (au sens du (1) ) de G dans I'algébre £(X).

3. On appelle représentation unitaire de G dans une C*-algébre A une représen-

tation 0 : G — A telle que pour tout g € G, 6(g) est un unitaire de A.

4. On appelle représentation unitaire de G sur un Hilbert H une représentation
unitaire (au sens du (3)) de G dans la C*-algébre L(H ).

Si G est un groupe topologique et A une algébre de Banach ou une C*-algébre, on
peut se poser le probléme de la continuité d’une représentation. Si dans le cas général
( (1) ou (3) ), la définition naturelle consiste a prendre, pour la topologie sur A, celle
de la norme d’algébre, lorsque A est L£(X) des opérateurs sur un Banach (ou un
Hilbert), on a plusieurs notions possibles correspondant aux différentes topologies
(de la norme, s.o.t., etc. ). Comme un morphisme de groupes est continu si et
seulement si il est continu en e, une condition nécessaire et suffisante de continuité

en norme (resp. de continuité forte sur £(X)) est
lim ||#(g) — 1|| = 0 (resp. Vo € X, lim ||f(g)x — x| = 0).
g—e g—e

Les notions de représentations fortement continues et continues en normes sont, en
général différentes si X est de dimension infinie.

Si, dans le cas des groupes finis, les représentations de dimension finie suffisent
a étudier la structure du groupe, il n’en va pas de méme pour les groupes infinis.
Par exemple, SLy(R) n’admet pas de représentation unitaire non triviale (autre que
celle qui envoie SLy(R) sur {Id}) de dimension finie (cf. [DE| p.135). Cependant,
on a des représentations de G par translation sur les espaces naturels de fonctions
sur (. L’existence de la mesure de Haar pour des groupes localement compacts
donne, en particulier, une représentation unitaire sur IL?(G). La plupart du temps,

ces représentations sont fortement continues et non continues en norme. En fait, la
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notion de continuité en norme est beaucoup trop restrictive dans le cas des groupes
topologiques infinis et les représentations utiles sont seulement fortement continues.

Il y a aussi sur £(X) une troisiéme topologie (au moins) souvent utilisée : ¢’est
la topologie faible d’opérateurs (w.o.t). C’est la topologie la moins fine rendant
continues les applications de £(X) dans C : T' — (Txz,z*) pour x € X et 2* € X'
(dual topologique de X). Cette topologie devrait apparaitre dans la suite lors de
I'utilisation du théoréme de décomposition de Glicksberg-De Leeuw, toutefois comme
nous nous restreignons au cas des groupes localement compacts, on peut s’en passer

grace au théoréme suivant :

Théoréme 1.59 (Glicksberg-De leeuw). Soit G un groupe localement compact, toute

représentation faible opérateur continue est fortement continue.

Ce résultat est classique dans le cadre des représentations unitaires sur un Hil-

bert. Dans le cas général, on peut trouver une démonstration dans [DLGJ.

1.4.3 Fonctions définies positives sur un groupe

Nous allons définir, sur un groupe, une classe de fonctions liée a la théorie des

représentations :

Définition 1.60. Soit G un groupe. Une fonction complexe ¢ sur G est dite définie

positive si

VneN—{0}, V(g1,-..9n) € G", V (1, ...ptn) € C", Z pitt;o(g; ' gi) > 0.

ij=1

Exemples 1.61. 1. Soit G' un groupe, x un morphisme de groupes de GG dans le
tore T={2€C, |z/=1}.Ona

> iy tg) = 20 (mix(9i))mix(g5)

ij=1 ij=1

= 2#2‘)((9@‘)-211%)((9]‘)
1= Jj=
= ‘;MiX(giMQ >0

donc y est définie positive.
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2. Si G est un groupe, 6 : G — A une représentation unitaire de G dans une

C*-algébre A et w une forme linéaire positive sur A.

S w0 (g5 g) = w( S miit(g,) 0(g:))

i,j=1 i,j=1

o((Snbla))-(Snbla))’) = 0.

Donc w o 6 est définie positive.

On a le résultat général suivant qui lie les fonctions définies positives sur un

groupe aux représentations unitaires de ce groupe :
Théoréme 1.62 (|[HR1|, [Sas|). Soit ¢ : G — C une fonction définie positive sur
un groupe G.

1. On peut construire une représentation cyclique unitaire 0, : G — L(H,) de G

sur un espace de Hilbert H, de vecteur cyclique x, telle que
VgeG, o(g)=(0,(9)r,, zp).

2. 510 :G — L(H) est une autre représentation unitaire cyclique sur un Hilbert

H de vecteur cyclique x telle que

Vgedl, o(g) =09, x)

alors il ewiste un isomorphisme unitaire U de H, dans H tel que Uz, = x
et pour tout g € G, 0(g) = UbB,(9)U ™" (i.e. les représentations 0 et 6, sont

unitairement équivalentes).

On peut déduire de ce résultat un certain nombre de propriétés classiques des
fonctions définies positives (cf. [HR1] et [Sas]).

En particulier, en notant e I’élément neutre de G, on a :
L ple) 20et ¥V g e G, p(g) < ple)
2. Pour tout ¢; et go dans G on a :
[o(g1) + ¢ (g2)]* < 2(0(e) + Re w95 ' 91))-p(e)

et
lo(91) — 0(g2)> < 2((e) — Re (g3 'g1))-(e)

(Il suffit d’écrire p(g) = (0(g)z , x) et d’utiliser I'unitarité de 6(g) pour g € G
et inégalité de Cauchy-Schwartz).
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De ces deux propriétés, on déduit par exemple que si {¢, , n € N} est une suite
de fonctions définies positives, pour que {p, , n € N} soit équicontinue, il suffit

d’avoir pour tout e positif, I'existence d’un voisinage W, de e dans G tel que

VgeWe, ple) —Re(p(g)) <e

ou encore, comme
Re(e(g)) < lelg)] < wle),

Vg €W, Re(p(g)) > ple) — e
De méme, la continuité en e d’une fonction définie positive implique sa continuité
sur G.
On a également le résultat moins classique suivant qui figure dans [Ban| et dont

on donne une preuve car il sera utilisé dans le chapitre 2.

Proposition 1.63 (Prop. 3.4 dans [Ban|). Soient G un groupe topologique de Baire
et (pn)nen une suite de fonctions continues définies positives sur G telle que pour
tout n € N, @,(e) = 1 et qui converge simplement vers une fonction ¢ continue
(qui est clairement définie positive et vérifie p(e) = 1). Alors {p, , n € N} est

équicontinue.

Démonstration. Soit ¢ définie positive sur un groupe G et g1, g, dans G tels que
Re(v(g1)) > 1 —eet Re(v(ge)) > 1 —€ one €)0,1].

(2(1—€)* < [¥(g1) + ¥(g2)|” < 2(1+ Re (g3 ' 1))

et donc
Re ¥(gytg1) > 1 —de + 26 > 1 — 4e.

Reprenons une suite (,) comme dans I’énoncé de la proposition convergeant sim-

plement vers . Pour € fixé dans 0, 1[, on pose X, = (] {g € G | Re(pn(g)) > 1—€}
n>m
qui est fermé car les ¢, sont continues.

On pose V = {g € G | Re(p(g)) > 1 -5} C |J Xy Par continuité de ¢ (et le
m=1

fait que @(e) = 1), V est d’intérieur non vide et puisque G est de Baire, il existe
m € N tel que 'intérieur de X,, est non vide. Notons U cet intérieur. U~ 'U est un

voisinage de e et, d’aprés le calcul fait plus haut,
VgeU U, ¥neN, Re(p,(g)) > 1 — 4e

ce qui, d’aprés la remarque précédant la proposition nous donne I’équicontinuité de
la suite {¢, , n € N}. O
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1.4.4 Continuité spectrale

Phillips a montré (cf. [HP]) que pour des représentations de R dans A localement

bornées (c’est a dire pour tout a > 0, sup ||0(t)|| < +00), ot A est une algébre de
te[—a,al
Banach, on a

Limp(6(1) — 1) = 0 & Lim||6(t) — 1] = 0
oll p désigne le rayon spectral. En fait, les résultats de Phillips sont présentés dans le
cadre de semi-groupes fortement continus mais la démonstration donne, telle quelle,
le résultat énoncé.
Récemment, des généralisations aux groupes localement compacts sont apparues

(cf. |Est], [Dub]). Nous allons commencer par donner une définition.

Définition 1.64. Soit 6 : G — A une représentation d’un groupe topologique dans

une algébre de Banach, 6 est dite spectralement continue si éirgp(&(t) -1)=0
—
J. Esterle a obtenu ([Est|) le théoréme suivant.

Théoréme 1.65. Si G est un groupe abélien localement compact et 0 : G — A une
représentation localement bornée (i.e. bornée en norme sur un voisinage du neutre)
alors

0 spectralement continue < 0 continue.

S. Dubernet ([Dub|, [Dub2|) a donné des généralisations partielles au cas non

commutatif. On a en particulier la proposition :

Proposition 1.66 (Dubernet, [Dub2| prop. 4). Soit G un groupe topologique et A

une algébre de Banach. St 0 : G — A est une représentation bornée en norme alors

lim p(6(g) ~ 1) =0 & lmn [6(g) — 1] =0
g—e

g—e

(La continuité spectrale équivaut & la continuité).

Remarque. Dans [Dub2|, la proposition est énoncée pour des groupes compacts,
mais la démonstration montre clairement que seul le fait que la représentation soit

bornée en norme est nécessaire.

1.4.5 Décomposition des représentations localement faible-
ment presque périodiques

Considérons un groupe G topologique, un espace de Banach X et 0 : G — L(X)

une représentation (sans autre condition de régularité a priori).
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Définition 1.67. On dit que 6 est localement faiblement presque périodique s’il
existe un voisinage V' du neutre e de G tel que pour tout x € X, 0(V).x =

{0(g).x¢,g € V'} est relativement faiblement compact.
Par exemple, cette condition est vérifiée si 6 est localement bornée et X réflexif.

Définition 1.68. On dit que 6 se décompose canoniquement si on a une somme
directe topologique X = X, ® X en sous-espaces fermés G-invariants tels que :
X.={x € X | g 0(g)x continue de G dans X muni de sa topologie faible } et
Xo={z € X |VV eV(e), 0c Conv(d(V).x)}.

Dans leur article [DLG]|, Glicksberg et De Leeuw montrent qu’une représenta-
tion localement faiblement presque périodique se décompose canoniquement dans

un certain nombre de cas. On va regrouper ici une partie de leurs résultats.

Théoréme 1.69 (Glicksberg-De Leeuw). Soit 0 : G — L(X) une représentation
localement faiblement presque périodique. 0 se décompose canoniquement dans les

cas sutvants :
1. Si G est commutatif (sans condition supplémentaire).

2. 81 X et son dual X' sont strictement convezes (i.e. ||x +y|| < ||z|| + ||y|| pour

x,y non colinéaires) et lim||6(g)| = 1.
g—e

3. Si G est localement compact et si les applications de G dans C :g — (0(g)x, z*)
sont localement (Haar) mesurables pour tout x € X et tout * dans un sous-
ensemble total de X'.

Remarque. Le deuxiéme cas (qui inclut les représentations unitaires sur un Hil-
bert) a été utilisé par Glicksberg et De Leeuw pour obtenir une décomposition des
fonctions définies positives sur un groupe localement compact en somme de deux
fonctions définies positives dont la premiére est continue et ’autre qui moyenne vers

0.
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Chapitre 2

Quelques critéres de continuité des
représentations et des morphismes de
groupes topologiques

Si G est un groupe topologique, A une algébre de Banach (toutes nos algébres
ont un élément unité de norme un) et 6 : G — A une représentation, on s’intéresse
dans ce chapitre & des résultats du type suivant :

Si, pour tout élément w d’un sous-ensemble de A" (dual topologique de A), wo 0 est
continue (de G dans C) alors 0 est elle méme continue.

Il est clair que si G est commutatif, on peut (en se restreignant a la sous-algébre
fermée engendrée par I'image 0(G)) supposer que A est commutative. On obtient

alors les résultats suivants :

1. Si G est un groupe abélien localement compact et 6 une représentation de GG
dans une algébre commutative A localement bornée (i.e. bornée en norme sur

les compacts de GG), on a :

VY we A (spectre de A) ,w o0 continue = 6 continue.

2. Dans le cas ou G (toujours abélien) est polonais (non nécessairement locale-
ment compact), on a le méme résultat mais seulement pour des représentations

bornées en norme sur GG tout entier.

3. Dans le cas ou GG n’est pas commutatif, on peut prendre pour ensemble "test"
de formes linéaires le dual topologique A’ tout entier ou le sous-ensemble des

états (ou des états purs).

Le cas localement compact est traité au paragraphe 1 de facon différente de celle
utilisée dans [CPT], [PT] ou [Tom|. On montre d’abord un résultat de continuité
forte pour des représentations & valeurs dans l’algébre des opérateurs sur un espace

de fonctions continues auxquelles on peut appliquer le théoréme de décomposition de
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Glicksberg-De Leeuw. Ensuite, en associant & une représentation de groupe sur une
algébre des représentations auxiliaires du type précédent, on en déduit les résultats
cités.

On étudie au paragraphe 2 le cas des groupes polonais sans hypothése de com-
pacité locale. La méthode de démonstration ici est plus proche de celles de |[CPT]|
ou [PT]. Cependant, les méthodes classiques d’analyse harmonique (transformation
de Fourier, théoréme de Raikov) de [CPT]| et [PT| ne s’appliquent pas ici, faute
de mesure de Haar. On utilise donc un résultat d’équicontinuité de suites de fonc-
tions définies positives dit & Banaszczyk [Ban| et démontré dans la premiére partie
(proposition 1.63)

Enfin, au troisiéme paragraphe, on déduit des résultats précédents des généralisa-
tions des théorémes de continuité automatique classiques des morphismes de groupes
de Pettis et Steinhaus-Weil (Continuité des morphismes ayant la propriété de Baire
ou Haar-mesurables) au cas ou le groupe d’arrivée n’est pas séparable mais est un

groupe linéaire ou unitaire.

2.1 Cas des groupes localement compacts

2.1.1 Continuité forte des représentations sur les espaces de
fonctions continues

Soient G un groupe localement compact et {2 un espace topologique séparé com-

pact. On a le résultat suivant pour les représentations de G sur le Banach C(f2)

Proposition 2.1. Soit 0 une représentation localement bornée de G sur le Banach

C(Q). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout f € C(Q), g+ 0(g)f continue de G dans C(Y) (i.e. 0 est fortement
continue).

(ii) Pour tout f € C(Q2), g — 0(g)f continue de G dans C(2)s (C(Q2) muni de la

topologie de la convergence simple).

Démonstration. 1l est clair que (i) = (it).

Pour la réciproque, montrons d’abord que si 0 vérifie (ii), elle est localement faible-
ment presque périodique. Soit V' un voisinage compact de e dans G et f € C(Q).
OV)f =46(g9)f,g € V} est compact par hypothése dans C(2), et borné en norme
dans C(2) puisque 0 est localement bornée. Par le théoréme 1.39 de Grothendieck,
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O(V) f est relativement faiblement compact dans C(£2) et donc 6 est localement fai-
blement presque périodique. D’autre part, toujours par 'hypothése (ii), si on note
e, I'évaluation (masse de Dirac) en w € Q (e, (f) = f(w)), on a pour f € C() et
we D g— (0(g9)f,en) = (0(9)f)(w) continue de G dans C donc Haar-mesurable.
Les {e,,w € Q} formant un systéme total dans (C(Q2))’, on déduit du théoréme 1.69

que 0 se décompose canoniquement c’est-a-dire :
C(Q) = C(Q). & (R

oit C(Q). et C(£2)o sont des sous-espaces fermés 6(G) invariants, 6c(q), faiblement
continue et f¢(q), moyenne en 0. Pour f € C(£2)o, on a pour tout V € V(e), 0 €

Conv(6(V)f). En appliquant la forme linéaire continue e,, pour w € €2,

0 € Conv(e,(0(V)f)) = Conv((0(V)f)(w)) = Conv{(0(g)f)(w),g € V}

Or, par continuité de g — (0(g)f)(w), on a pour w € Q

() Conv((6(V))(w)) = {f(w)}

Vev(e)

et donc f € C(Q)g = f=0et C(N) =C(Q).. Finalement, # est faiblement continue

et par le théoréme 1.59, elle est fortement continue. O

Remarque. En utilisant un résultat récent de Pfitzner [Pf] qui répond a une ques-
tion posée en 1987 par G. Godefroy [God2|, on peut généraliser le résultat précédent
(mais c’est la forme ci-dessus qui sera utilisée dans la suite). On a, en effet, le théo-

réme suivant qui généralise le critére de compacité faible de Grothendieck :

Théoréme 2.2 (Pfitzner). Soit X un espace de Banach réel et 2 un sous-ensemble

de la boule unité du dual topologique X' de X tel que
VeelX, |z|=max (z* z)
x*eq)

(Le mazimum est ici effectivement atteint sur Q1) alors la topologie faible de X et
la topologie o(X, ) (la topologie la moins fine rendant continue les formes linéaires
dans Q, done, a priori, moins fine que la topologie faible) ont les mémes compacts

bornés en norme.

De tels ensembles €2 sont dits "frontiéres de James" pour X et, dans le critére de
Grothendieck, ’ensemble des mesures de Dirac est une frontiére de James pour un

espace de fonctions continues sur un compact. En utilisant le théoréme de Pfitzner
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2.1. Cas des groupes localement compacts

a la place du critére de Grothendieck et, avec quelques changements diis au fait,
qu’a priori, le théoréme de Pfitzner s’applique a l’espace vectoriel réel sous-jacent
de Pespace que nous considérons qui est, en général complexe (les deux ont les mémes

bornés et les mémes compacts faibles), on peut prouver :

Proposition 2.3. Soient G un groupe localement compact, 0 : G — L(X) une
représentation localement bornée sur un Banach X et Q0 un sous-ensemble de la

boule unité du dual tel que
VeeX, |z|= max Re(z™, x)
T*e

(C’est-a-dire Re(Q) = {Re(z*) , z* € Q} est une frontiére de James pour X muni

de sa structure réelle sous-jacente) alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
1.VzeX,g—0(g)x continue de G dans X muni de la topologie o(X, Q).

2. 0 est fortement continue.

2.1.2 Applications a la continuité des représentations

Comme dit dans I'introduction, on s’intéresse a des résultats du type :
Vwe Q wodf continue = 0 continue ot 0 : G — A est une représentation
localement bornée du groupe localement compact G dans 'algebre de Banach A et )
est un sous-ensemble du dual A’.

En fait, en utilisant dans certains cas le théoréme de Hahn-Banach, dans d’autres
les théorémes du type "Continuité spectrale implique continuité" d’Esterle et Duber-
net, on se raméne & montrer une certaine uniformité. De facon plus précise, le point

capital des démonstrations qui suivent est de montrer que, {2 étant un sous-ensemble

de A’, on a

Vw e Q, wob continue (i.e. w(f(g) —1)— 0) = sup|w(f(g) —1)|— 0

g—e weD g—e
On traite séparément les cas commutatifs et non commutatifs
Cas Commutatif
On a le résultat suivant :

Théoréme 2.4. Soient G un groupe abélien localement compact, A une algébre de
Banach commutative (ce qui ne restreint pas la généralité comme dit plus haut)
et 0 : G — A une représentation localement bornée. Les assertions suivantes sont

équivalentes :

38



2.1. Cas des groupes localement compacts

(1) 0 est continue.

(2) 0 est spectralement continue (p(6(g) —1)— 0)

g—e

(3) Y we A (spectre de A), wo 0 continu.

Démonstration. 1l est clair que (1) = (2) = (3). D’autre part, (2) = (1) est exac-

tement le théoréme de J. Esterle. Il reste donc & montrer (3) = (2) c’est-a-dire
Vw € A, wo#f continue = p(A(g) — 1) = sup|w(f(g) — 1)]— 0
weA g=e

A étant une algébre avec unité, A est compact. Pour a € A, on note a sa transformée
de Gelfand (i(w) = w(a) pour tout w € A). On sait que

VacA allea = pla) < laf

Pour f dans C(A), on note M I'opérateur de multiplication par f agissant sur C(A).
Il est bien connu que
HMfHL(C(/\)) = HfHC(A)
En effet, |[M;| < | f|| résulte de Iinégalité ||f.¢| < || f]l.]l¢ll dans C(A) et comme
|M¢(1)]| = || f|| oir 1 est la fonction constante 1, on a l'égalité.
On associe & la représentation 6 : G — A la représentation 6 : G — L(C(A))
définie par 6(g) = M.~.

0(g)
(On a bien, pour g, ¢’ dans G,

N AN o o . - N YN
0(99') = My = Mycay = Moy Ma, = 0(9)0(9)

donc une représentation de G sur C(A).)

On a pour tout g dans G :

16|z ecany = 1Myl cccay = 10(9)lecay = p(8(9)) < 16(9)]

et donc @ étant localement bornée, 6 I'est aussi.
Soit f € C(fl), pour tout w dans A, on a

—

(0(9)))w) = (0(9))(w)-f(w) = (w0 O)(9).f(w)

et donc, sous I’hypothése que pour tout w dans 121, wof est continue, on a la continuité,

pour tout w dans A, de Papplication g — (6(g)f)(w) autrement dit, g — 6(g)f est
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2.1. Cas des groupes localement compacts

~

continue dans C(A) muni de la topologie de la convergence simple. Par la proposition

précédente, 6 est fortement continue, soit
v fec), 10e)f - fll—0

En prenant f =1, on a
199)1 = Hiecay = 16(g) — Lllea) = p(0(9) = 1)-—— 0

Finalement, 6 est spectralement continue. O]

Cas borné non commutatif

Soit A une algébre de Banach. Pour a € A, on note L, la multiplication a gauche
par A : L,(z) = ax. L, € L(A) et || L,]| = ||a||. Pour tout a € A, L : A" — A’
(adjoint de L, est défini par (Liw)(z) = w(ax) pour z € A et w € A'. Soit a € A,

on a si (w;) est une suite généralisée dans A’ telle que w;——w alors pour tout x € A
(Lowi)(x) = wilar) = w(ar) = (Lyw)(z)

d’ont L} de A’ dans A’ est continue pour la topologie faible-étoile.
Soit 8 : G — A une représentation et 2 un compact faible-x de A’ stable par
{L:. ,g € G}. On définit 6 : G — L(C(Q)) par 8(g)f = fo Lj- On remarque

6(g)
d’aprés I’hypothése sur €2, pour tout g € G, L;(g) induit un homéomorphisme sur €2

et donc
10(9) flle@) = S%etglf(LZ(gw)\ = || flle

donc 6(g) est une isomeétrie de C(Q).

D’autre part, on vérifie que § : G — L(C(2)) est une représentation qu’on
appellera "représentation associée" a 0 sur Q. Pour Q2 C A’ un compact faible-x, on
note pour a € A, pa(a) = sup| w(a)|.

we
On a la proposition suivante :

Proposition 2.5. Soit 0 : G — A une représentation d’un groupe localement com-
pact dans une algébre de Banach A telle que

1. pour tout g € G, ||0(g)|| =1

2. A est engendrée (comme algebre de Banach) par 0(G).
Alors, si Q est un compact faible-x de A’ stable par L;(g) pour tout g € G, on a

Yw € Q, wob continue = limpq(f(g) —1) =0.

g—e
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Démonstration. Montrons que pour tout w € €, g — Lz(g)w est continue de G dans
Q2 (muni de la topologie induite par la topologie faible-x de A’). Considérons w € €
fixée. Soit h € G, g = (Lg, w)(0(h)) = w o O(gh) est continue de G dans C. Par

linéarité, on a, en posant V = vect(6(G))
Pour tout a € V', g — (L, w)(a) continue.

Comme par hypothése, A =V, si a € A, pour tout € > 0, il existe o’ € V tel que

la —d'|| < (w # 0 sinon la continuité serait triviale). Soit (g;);e; une suite

Tl
généralisée dans G telle que g; — ¢g. Par hypothése, il existe ig € I tel que

i > ig = |w(b(g)a') — w(B(g)a)| < 3.

D’ou pour ¢ > 1,

w((gi)a) —w(b(g)a)] < [w((gi)a) = w(0(g:)a’)| + |w(0(g:)a’) —w(B(g)d)|
+Hw(b(g)d') = w(b(g)a)l
< Lo lllwllla = 'l + 5 + 15 llwllla = ']

<e

car [|Ly || = [|6(g)|| = 1. D’out pour tout a € A, g — (Lg, w)(a) continue. Ceci
étant vrai pour tout w € €, g — Lz(g)w est continue de G dans (£, w+). On en
déduit que pour tout f € C(2) et w € €, g — f(Ly, w) continue de G dans C et
donc g — 6(g)f continue de G dans C(2),. Par la proposition précédente, 6 est donc

fortement continue soit
vfec), Liml6(g)f = fllew =0
En particulier pour f =1 (ot 1(w) = w(1)) on a
lim||0(g)1 — 1 =li 0(g)) — w(1
liml|0(9)1 = e - = lim(suplw(0(9)) — w(D)])
= limpa(6(g) —1) =0
O

Théoréme 2.6. Soit 0 : G — A une représentation d’un groupe localement compact

G dans une algébre de Banach A telle que
1. pour tout g € G, ||0(g)|| =1
2. pour tout w € A', wo O continue (i.e. 6 continue pour la topologie faible sur

A).
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Alors 0 est continue.

Démonstration. Soit Ag 'algébre de Banach engendrée par 0(G) et w € A,. Par
le théoréme de Hahn-Banach, w se prolonge en w € A’ tel que pour tout g € G,
(wo#)(g) = (wobh)(g) donc (2) implique que pour tout w € Ay, w o # continue et
on peut donc supposer que A est engendrée comme algébre de Banach par 6(G). Si
on prend pour € dans la proposition précédente la boule unité fermée de A’ (qui est

bien invariante par les L;(g) qui sont des isométries de A’), on a

limpa(0(g) — 1) = lim( sup |w(0(g) —1)|)

g—e g—e ”w”§1

= lim||f(g) — 1| =0
g—e
et donc 0 est continue. O

Remarque. Si I'algébre et le groupe sont séparables, ce résultat est vrai sans I’hy-

pothése (1) par des théorémes de type "graphe fermé" (voir le paragraphe suivant).

Corollaire 2.7. Soit 6 : G — A une représentation bornée (i.e. sup||0(g)| < +o0)
geG

d’un groupe localement compact dans une algebre de Banach alors :
Vw e A, wol continue & 0 continue.

Démonstration. On pose M = supl|0(g)|| et on définit sur A :
geG

llalll = supl|6(g)all
geG
[II]]| est une norme et on a ||a|| < |||a]|| < M]||a||. De plus, pour a et @’ dans A

llad'[|| = supl|6(g)aa’]|
geG
< supl|6(g)alllla]
geG

< [llalll-Hall

Il est donc une norme d’algébre de Banach. Or, pour tout ¢ € G et a € A,

10(9)alll = [llal[|. On pose alors |lal|c = S [llad/[[| < [llall| et en prenant o’ = 5
a|||<1
(37l = 1), on a
1
lalle = 7 lall

|||l est donc une norme d’algébre de Banach équivalente & la norme initiale. De

plus, pour tout g € G, ||0(g)]|¢ = 1. On est donc ramené au théoréme précédent. [
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Corollaire 2.8. Soit G un groupe localement compact, A une algébre de Banach et
0 : G — A une représentation bornée en norme. Si on note Y(A) [l'ensemble des

états de A, on a
Vw € X(A), wob continue < 6 continue.

Démonstration. D’aprés la proposition 5, toute forme linéaire continue sur A est
combinaison linéaire de (au plus) 4 états et donc si w o @ est continue pour tout
état w, il 'est aussi pour tout w dans A’. Le corollaire résulte alors du corollaire

précédent. O

Remarques. — Ce résultat généralise celui de [PT] qui s’appliquait uniquement
aux représentations unitaires a valeurs dans une C*-algébre.

— Si, dans G, tout point admet un systéme dénombrable d’ouverts, on peut
montrer exactement comme dans [PT], en utilisant le théoréme de représen-
tation intégrale de Choquet-Bishop-De Leeuw et une démonstration du type
"continuité d’une intégrale dépendant d’un paramétre", le méme résultat que
le corollaire précédent en prenant comme formes linéaires "tests" les états purs

au lieu de tous les états.

Dans le cas unitaire, on peut aussi déduire un critére de continuité a travers les

représentations de Gelfand-Naimark-Segal (implicite dans [PT]).

Corollaire 2.9. Soit 0 : G — A une représentation unitaire d’un groupe localement
compact dans une C*-algébre ; si w est un état, on note w, : A — L(H,,) la représen-
tation hilbertienne associée a w par la construction GNS (voir la partie 1.38). Les

propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) 0 est continue.

(i) Yw € ¥(A), m,00: G — L(H,) est fortement continue

Démonstration. (i) = (ii) est évident car 7, : A — L(H,,) continue.

Inversement, Soit z,, un vecteur cyclique associé a m, (c’est-a-dire tel que pour tout
a€ A, w(a) = (m,(a)xy,,x,)). Alors pour tout g € G, wo 0(g) = (m,(0(9))Tw, Tw)
est continue car les m, o 0 le sont. La continuité de 8 se déduit donc du corollaire
2.8 m

Remarque. Si G est a systéme fondamental dénombrable d’ouverts, on peut se limi-
ter (en utilisant la remarque précédente) aux représentations irréductibles associées

aux états purs.
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2.2 Cas polonais (non nécessairement localement com-
pact)

On considére, dans ce paragraphe, 'analogue des résultats précédents pour des
groupes topologiques polonais mais non nécessairement localement compacts. On
perd alors la "faible presque périodicité" qui permet 'application de la décomposi-
tion de Glicksberg-De Leeuw. A priori, les techniques utilisées dans [CPT| utilisant
le groupe dual et la transformation de Fourier, semblent inopérantes en I’absence de
mesure de Haar. Toutefois, on peut, grace au résultat d’équicontinuité de Banaczyk
(proposition 1.63) obtenir des généralisations partielles.

Montrons d’abord un lemme préliminaire.

Lemme 2.10 ("de la couronne"). Soit 0 une représentation localement bornée d’un
groupe topologique G sur une algébre de Banach A. Alors pour tout € > 0, il existe
Ve € V(e) tel que pour tout g € Ve, 0(0(g)) C{z€C|1—-e<|z| <1+e€}.

Démonstration. Puisque 0 est localement bornée, il existe M > 1 et V € V(e)
tel que pour tout g € V, ||#(g)|| < M. En utilisant la continuité du produit de

groupe, on obtient que pour tout n > 1, il existe V,, € V(e) tel que pour tout

9 € Vo, [10(g™)Il < M et [[0(g)[| < M. Comme o(6(g7")) = {§7 A€ a(0(g")},

on obtient o(A(g™)) C {z € C | % < |z] < M} et puisque o(6(g")) = (o(6(9)))",

1
on a pour tout g € V, et 2z € 0(0(g)), — < |2 < M. Finalement, on peut
bien conclure que pour tout ¢ > 0, il eXiste/V6 € V(e) tel que pour tout g € V,,
0@(g)) C{zeC|1l-e<|z| <1+¢€} O

Théoréme 2.11. Soient G un groupe abélien polonais, A une algébre de Banach
(commutative) et 0 : G — A une représentation localement bornée. Les assertions

sutvantes sont équivalentes :
(1) ¥ x € A, x 00 continue.
(2) 0 est spectralement continue.
Si, de plus, 6 est bornée sur G, alors (1) et (2) sont équivalentes a la continuité de

0.

Démonstration. (2) = (1) est clair.

(1) = (2). Si 0 n’est pas spectralement continue alors il existe ¢ > 0 et une suite
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(gn)nen tendant vers le neutre dans G avec pour tout n € N, p(6(g,) — 1) > €. Donc

il existe une suite de nombres complexes (\,),en vérifiant
VneN, |\, —1 >¢ et A\, € a(0(gn))

Pour tout entier n, il existe y, € A tel que ), = Xn(0(gn))-

D’autre part, A étant compact, par définition de la topologie sur /1, {xof, x € /1}
est compact dans I'ensemble des fonctions continues (C(G)), muni de la topologie de
la convergence simple. G étant polonais, (C(G)), est angélique et donc {x o8, x €
fl} est séquentiellement compact. On peut donc, aprés extraction, supposer que
(Xn ©0)nen converge vers un certain y o6, y € A. De ce qui précede et du lemme de

la couronne, on peut déduire (quitte & modifier €, que

An
VneN, ‘ —1‘ > €.
| Anl
Posons alors
Xn 00 x o0 ; An
Pn = y Y= €l tp = -
[Xn 0 0] [x 00| | Anl

On a
VneN, Spn(gn) = Hn-

Les ¢, et ¢ sont des morphismes de GG dans le tore donc des fonctions définies
positives (exemple 1.61) qui, de plus, sont continues par hypothése et ¢, converge
simplement vers . Par le résultat de Banacszyk (prop. 1.63), la suite (¢ )nen est
équicontinue. Ecrivons son équicontinuité en e (neutre de G) avec le € du debut de

la preuve : Il existe W voisinage de e tel que pour tout entier n, on ait

€

VgeW, |(varphiy(g)—1| < 5

Donc, pour tous les n assez grands pour que g, appartienne & W, on a
€
‘Qon(gn) - 1’ = ’Nn - 1’ < 5
ce qui contredit les définitions des (A,) et € vérifiant
VneN, |u, — 1] > e

On a donc bien (1) = (2).
Dans le cas d’une représentation bornée, le théoréme de Dubernet (théoréme

1.66) donne I’équivalence entre continuité spectrale et continuité. O
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On peut traiter de méme le cas des représentations unitaires d’un groupe polonais

non nécessairement commutatif et on a le résultat suivant :

Théoréme 2.12. Soit 0 une représentation unitaire d’un groupe polonais G sur une

C*-algebre A, les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) YV w e PY(A), wol continue.
(2) ¥V w e X(A), wol continue.
(3) 0 continue.

Démonstration. (3) = (2) = (1) est clair.

(1) = (2). Le raisonnement est le méme que dans |PT| et |[Tom| (voir la seconde
remarque qui suit le corollaire 2.8).

(2) = (3). Il est connu que sur une algébre de Banach, le rayon numérique px(a) =

sup |w(a)| est une norme équivalente & la norme de A (c¢f. |BD| p. 34) donc il suffit,
weX(A)
la encore de montrer

Vwe X(A), wod continue = pxa(f(g) —1)— 0

g—e

Supposons que V w € X(A), w o f continue et ps4)(6(g) —1) - 0 alors il existe
g—e

une suite (g,) convergeant vers e dans G et un réel strictement positif € tels que
VneN, puu(g) —1) >e

On en déduit qu’il existe une suite (w,) dans 3(A) telle que
VneN, |w,(0(gn))—1 >e.

L’ensemble {wo# , w € X(A)} est un sous-ensemble compact de (C(G)), (muni
de la topologie de la convergence simple). Comme (C(G)), est angélique, on déduit,
comme dans la démonstration du théoréme précédent, qu’il existe une sous-suite de
(wy) telle que w,, 06 converge simplement sur G vers w o6 pour un certain w € 3(A).
Quitte a extraire, on a donc une suite de fonctions continues définies positives sur G
qui converge simplement vers une fonction continue. On déduit, de nouveau grace
au théoréme de Banacszyk, que {w, 06 , n € N} est équicontinue.

On en déduit qu’il existe un voisinage W du neutre de G tel que

geEW = ¥YneN, |wa(8(g)) — 1] <§.
Or, pour n assez grand, les g, sont dans W, on a donc une contradiction avec
wn(0(g)) — 1] > € O
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Remarque. Les seules propriétés de G utilisées sont le fait qu’il est métrisable
(ou en tout cas, a systéme fondamental dénombrable de voisinages) et que C(G)

est angélique, ce qui est vrai pour des classes d’espaces plus étendues que celle des
polonais (cf. [Or]).

2.3 Liens avec la continuité automatique des mor-
phismes de groupes

Des résultats dus d’abord & Banach, Steinhaus puis généralisés par Pettis, Weil,
etc. montrent qu'un morphisme de groupes vérifiant certaines propriétés plus faibles
que la continuité (Propriété de Baire, Haar-mesurabilité , etc. ) est en fait continu.
On va en énoncer trois qu’on peut considérer comme classiques (voir [Ros| pour des

résultats plus récents) :

Théoréme 2.13 (théoreme 9.10 dans [Kech| ou [Ros|). Soient G et H des groupes
topologiques et ¢ : G — H un morphisme de groupes. St G est de Baire, H séparable

et ¢ a la propriété de Baire, alors p est continu.
Le second est de méme type mais avec une hypothése de Haar-mesurabilité.

Théoréme 2.14 (|Kech| ou [Ros|). Soient G et H des groupes topologiques et ¢ :
G — H un morphisme de groupes. Si G est localement compact, H est séparable et

@ Haar-mesurable, alors ¢ est continu.

Remarque. En fait, les démonstrations des deux théorémes qui précédent (du moins
celles données dans les références citées) ont beaucoup en commun : elles sont basées
sur le fait que si une partie A d’un groupe de Baire a la propriété de Baire et est non
maigre, AA~! est un voisinage du neutre et idem pour une partie Haar-mesurable de
mesure non nulle d'un groupe localement compact et sur des raisonnements utilisant

la séparabilité.

On a un troisiéme résultat qui généralise en partie au cas des groupes topolo-

giques, le théoréme du graphe fermé :

Théoréme 2.15 (p. 69 de [Boul|). Soient G,H deuz groupes topologiques séparés
et ¢ : G — H un morphisme de groupe. Si G est de Baire et le graphe de ¢ est

analytique (dans G x H) alors ¢ est continu.
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On remarque que si les groupes sont polonais, le cas d’'un morphisme a graphe
fermé résulte de ce qui précéde. En général, un analytique étant par définition sépa-
rable, le fait que le graphe de ¢ soit fermé dans G x H n’implique pas la continuité

comme le montre 'exemple suivant :

Exemple 2.16. Soit G = R, H = U(L*(R)) (groupe unitaire de L*(R)) et ¢ la
représentation (unitaire) réguliére (par translation) de R sur L?(R). ¢ est fortement
continue, ce qui implique facilement qu’elle est a graphe fermé mais elle n’est pas

continue.

Par contre, pour certains morphismes d’'un groupe localement compact dans le
groupe des inversibles d'une algébre de Banach (non forcément séparable), les critéres
de continuité des chapitres précédents peuvent donner des extensions des théorémes
2.13 et 2.14.

Théoréme 2.17. Soit G un groupe abélien localement compact, G(A) le groupe des
inversibles d’une algébre de Banach (muni de la topologie induite). ¢ : G — G(A)
un morphisme de groupes .

St ¢ est Haar-mesurable ou bien posséde la propriété de Baire alors ¢ est continu.
Commencons par un lemme :

Lemme 2.18. Soit G un groupe de Baire (resp. un groupe localement compact) et
¢ : G — RY vérifiant p(g99") < v(g) + ¢(g') (i.e. ¢ est sous-additive) alors si ¢ a
la propriété de Baire (resp. est Haar-mesurable), ¢ est localement borné. On a le

méme résultat si ¢ vérifie p(gq") < p(g)p(d’) (i-e. ¢ est sous-multiplicative).

Démonstration. Traitons le cas sous-additif et de Baire (le cas Haar-mesurable est

exactement le méme). Ona G = JV,ouV, ={g€ G| p(g9) <net p(g7') < n}.
neN
@ ayant la propriété de Baire, tous les V,, ont la propriété de Baire et I’'un au moins

soit V,, (et donc tous les V,,, n > mng qui le contiennent) est non maigre. Par un
résultat classique de Pettis (cf. [Kech] th. 9.9), on a I'existence d’un voisinage V' du

"~1 ol g et ¢’ sont

neutre tel que V' C V,,.V, ! et donc, pour h € V, on a h = gg
dans V,,, et donc p(h) < 2ng. Par translation, pour g € G, on ¢(gh) < ¢(g) + 2ng
sur le voisinage gV de g et par compacité, ¢ est borné sur tout compact de G.

Si on a maintenant ¢ sous-multiplicative, on pose ¢(g) = max(p(g), 1) qui est
encore sous-multiplicative et donc en posant 1(g) = In(o(g)), on peut appliquer le
résultat pour le cas sous-additif d’ou ¥, ¢ et finalement ¢ sont localement bornés

sur G. O
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2.3. Liens avec la continuité automatique des morphismes de groupes

Démonstration du théoréme 2.17. Traitons le cas Haar-mesurable, celui Baire-mesurable
est exactement semblable. La représentation ¢ : G — A est supposée donc Haar-
mesurable. L’application g — ||p(g)| étant sous-multiplicative, ¢ est localement
bornée d’aprés le lemme précédent.

SiV C Aet Ag est la sous-algébre de Banach (commutative) engendrée par ¢(G), on
a1 (VNAg) = ¢ (V) puisque ¢(G) C Ag. Soit U un ouvert de Ag, U = AgNV
pour un ouvert V de A et donc o' (U) = ¢~ (V) ce qui montre que la représenta-
tion (restreinte en image) ¢ : G — Ag est Haar-mesurable.

Pour tout y € Ac, on a X © ¢ : G — C Haar-mesurable (puisque y est continue)

et x o ¢ est un morphisme de G dans (C*, x) donc par le théoréme 2.14, x o ¢ est

continue. On en déduit que la représentation ¢ (et le morphisme ¢ ) est continue. [

On ne peut pas traiter directement de la méme maniére le cas des morphismes
dans le groupe unitaire d’'une C*-algébre & partir du résultat donnant la continuité
a travers les formes linéaires ou les états. La composée d’une représentation par un
état n’est pas un morphisme et on n’a pas (& notre connaissance) de résultats de
continuité automatique pour ce type d’applications. On peut toutefois donner un
résultat du type "mesurabilité implique continuité” en combinant le corollaire 2.9

avec un théoréme de J. Kuznetsova (voir [Kuz]).

Théoréme 2.19 (Kuznetsova). Soit G un groupe localement compact, H un espace
de Hilbert et 0 : G — L(H) une représentation unitaire. Si 0 est mesurable (pour
la mesure de Haar) lorsqu’on munit L(H) de la topologie faible d’opérateurs alors 6

est fortement continue.

Ce résultat appelle tout d’abord quelques commentaires

1. Si H est séparable, on sait (voir théoréme V.7.3 dans [Gaal]) que la faible me-
surabilité de 0 (i.e. pour tout (z,y) € H?, g — (A(g)z,y) mesurable) implique

la continuité forte

2. La condition de faible mesurabilité du (1) est moins forte que la mesurabilité
pour la topologie faible d’opérateurs. En effet, la faible mesurabilité est la
condition que les images réciproques des ouverts de C par les g — (0(g)x,y)
(c’est-a-dire les images réciproques par 0 des images réciproques dans L(H) des
ouverts de C par T' — (T'z, y)) soient Haar-mesurables alors que la mesurabilité
faible-opérateur est la mesurabilité des images réciproques par 6 de la topologie

engendrée par les T +— (Tx,y) sur L(H).
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2.3. Liens avec la continuité automatique des morphismes de groupes

D’ailleurs 'exemple (donné par Kuznetsova) de la représentation réguliére de
G sur Pespace (*(G) des familles de carré sommable indexées par G qui est
faiblement mesurable mais discontinue si G non discret montre que le résultat

n’est pas vrai avec ’hypothése de faible mesurabilité.

A partir du théoréme de Kuznetsova, on peut montrer le résultat suivant de

continuité automatique.

Proposition 2.20. Soit G un groupe localement compact, H un Hilbert et p : G —

U(H) un morphisme. Si ¢ est mesurable pour la norme alors ¢ est continu.

Démonstration. Comme dans le cas abélien, ¢ induit une représentation unitaire de
G sur la C*-algebre £(H) qui est mesurable si ¢ Pest. Siw est un état de L(H) et 7,
la représentation GNS associée 7, 0 ¢ est une représentation de G sur L(H,,) qui est
aussi mesurable puisque m, est continu et donc faible-opérateur mesurable puisque
la topologie faible-opérateur est moins fine que celle de la norme sur £(H,,). Par le
théoréeme de Kuznetsova, elle est fortement continue et on déduit du corollaire 2.9

que ¢ est continu. O

On peut déduire de la proposition 2.19 une démonstration rapide du théoréme

suivant d & A. Kleppner [Kle].

Théoréme 2.21 (Kleppner). Si G,H sont deuz groupes localement compacts (sans
hypotheése de séparabilité) et ¢ : G — H un morphisme. Si ¢ est Haar-mesurable

alors ¢ est continu.

Notre démonstration repose sur le lemme suivant (qui est plus une remarque et

est utilisé aussi dans celle de Kleppner).

Lemme 2.22. Soit G un groupe localement compact et p : G — L(L*(G)) la re-
présentation réqulicre gauche (i.e. (p(g)f)(h) = f(g~*h)) alors p est un homéo-

morphisme sur son image munie de la topologie induite par la topologie forte de

L(L*(@))

Ce lemme est démontré dans [Kle| et était trés probablement déja bien connu

avant, nous allons toutefois en donner rapidement la preuve.

Démonstration du lemme. p étant continue et injective, il suffit de montrer que son
inverse (en se restreignant a l'image) est aussi continu, ce qui revient & montrer

que si V, est un voisinage de g dans G, p(V,) est un voisinage de p(g) dans p(G)
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2.3. Liens avec la continuité automatique des morphismes de groupes

(muni de la topologie induite par la topologie forte de £L(H)). En composant par des
translations, on peut se ramener au cas ou g = e. Il suffit alors de prouver que si
(g;) est une suite généralisée ne convergeant pas vers e, (p(g;)) ne converge pas vers
1 € L(H). On peut, si p; - e, supposer (quitte a extraire) qu’il existe un voisinage
V de e tel que pour tout i € I, g; ¢ V. Soit alors W un voisinage de e tel que
W=IW C V et xw la fonction caractéristique de W (qui est dans L*(G)). On a

(p(gi)xw> xw) = /GXW(Qi_lh)xW(h)dg =0

carsih € Wet g;th € Walors g;' € WiW L et g; € V.
Or si p(g;) — 1 (fortement) alors (p(g:)xw, xw) — Ilxw|* # 0. O

Démonstration du théoréme de Kleppner. Soient G,H localement compacts, o : G —
H un morphisme Haar-mesurable, on considére py : H — L(L?(H)) la représenta-
tion réguliére gauche de H et 0 : G — L(L(H)) tel que 6 = po . p étant fortement
continu et ¢ mesurable, 6 est fortement mesurable donc fortement continue (par le
Théoréme 2.19) Soit V ouvert de H, ¢ (V) =071 (p(V)). p(V) est un ouvert (fort)
relatif de p(H) donc il existe U ouvert fort (et donc aussi uniforme) de £(L*(H))
tel que
o (V) = 671 (p(V)) = 671U 1 p(H)) = 07 (U)

puisque 6(G) C p(H) et donc p~(V) ouvert dans G par continuité de 6. O

Remarques. 1. Cette démonstration, du fait que pour un morphisme de ¢ :
G — H entre un groupe localement compact et un groupe topologique la
mesurabilité implique la continuité s’étend a tous les groupes H admettant
une représentation unitaire p fidéle et telle que pour tout ouvert V de H,
p(V') soit un ouvert relatif dans p(H) par rapport a la topologie forte. Nous
ignorons s’il existe des cas autres que les groupes localement compacts (par ce
qui précéde) et le groupe unitaire d’un Hilbert (par la représentation triviale)

ou on peut 'appliquer.

2. De fagon exactement similaire & la démonstration de [Kuz|, on peut montrer
qu’une représentation unitaire d'un groupe polonais sur un Hilbert H ayant la
propriété de Baire (avec toujours £(H) muni de la topologie faible opérateur)
est fortement continue. C’est méme plus simple que la démonstration de [Kuz|
ol on traite d’abord le cas localement compact polonais mais ou il faut, de

plus, des arguments de passage a la limite projective pour traiter le cas général.
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2.3. Liens avec la continuité automatique des morphismes de groupes

On peut alors en déduire, comme plus haut, qu'un morphisme mesurable d’un

groupe polonais dans un groupe localement compact est continu.

. Les résultats de continuité automatique du genre théoréme de Kleppner ont
un statut un peu particulier. En effet, il est prouvé dans la deuxiéme partie de
[Kuz| que si on admet I'axiome de Martin (ou disons, I’hypothése du continu)
alors tout morphisme d’un groupe localement compact dans un groupe topo-

logique Haar-mesurable est continu.
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Chapitre 3

Propriétés spectrales des
représentations fortement continues
de groupes polonais localement
compacts : le cas abélien

Dans cette partie, on s’intéresse a la répartition des arguments des éléments du
spectre dans I'image d’une représentation fortement continue d’un groupe abélien
polonais. Or 1’étude de cette répartition repose, grace au critére de continuité a
travers les caractéres (théoréme 2.4) sur I’étude des morphismes discontinus d’un
groupe topologique dans le groupe multiplicatif C* ou dans le tore T.

La premiére partie du chapitre est consacrée a ’étude de ces morphismes. Certains
des résultats énoncés sont connus (voir [HP|), d’autres semblent nouveaux. On donne
pour tous une démonstration (rapide pour ceux qui sont plus ou moins classiques et

qu’on regroupe en début de paragraphe).

3.1 Propriétés des morphismes d’un groupe topolo-
gique dans le groupe multiplicatif complexe

On s’interesse ici aux applications ¢ d'un groupe topologique GG dans C vérifiant

©(99") = p(9)e(d), 9.9 € G

Il est clair que si ¢ s’annule en un point alors ¢ s’annule partout. On va s’intéres-
ser, dans ce qui suit, au cas ol ¢ # 0, c’est-a-dire aux morphismes de G dans le
groupe multiplicatif C*. On va imposer une restriction supplémentaire au type de
morphismes étudiés, on s’intéressera uniquement aux morphismes localement bornés
i.e. tel qu'il existe un voisinage V' du neutre e de G tel que |¢(g)| est borné sur V. Si

G est localement compact, le fait d’étre localement borné est d’ailleurs une condition
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3.1. Propriétés des morphismes d’un groupe topologique dans le groupe
multiplicatif complexe

nécessaire de continuité.
On va introduire pour ces morphismes une famille de compacts de C qui seront utiles
dans I’étude de leur continuité (ou de leur discontinuité).

Soient G un groupe topologique, ¢ : G — C un morphisme. Pour g € GG, on note

Iy(g) = N ¢(V) (ot V(g) désigne I'ensemble des voisinages de g dans G). On
VeV(g)

remarque que [',(g) = {A € C, il existe une suite généralisée (g;) de G telle que
9 — g et p(g;) — AL

On note simplement I', pour I',(e) et a partir de la définition, il est clair que pour
tout g € G, I'y,(g) = p(g)L,.

Enfin, on dit qu’un groupe topologique G admet une division locale continue par
n (entier naturel non nul) §’il existe V,, € V(e) et ¥, : V,, — G continue telle que

Ule) =eet (P(g)" =gpourge V.
On va donner une liste de propriétés de I', et des morphismes associés.

Proposition 3.1. Soit G un groupe topologique et ¢ : G — C* un morphisme

localement borné :

(i) T, est un sous-groupe compact de C* (c’est-a-dire le tore T ou un groupe des

racines de ['unité).
(it) ¢ continu < I'y, = {1}.

(15i) || (défini par |p|(g) = |¢(g)|) est un morphisme continu (4 valeur dans RT)
de G dans C*.

(iv) Pour tout entier n non nul, si G admet une division locale continue par n alors

', = {1} (i.e. ¢ continu) ou I', = T pour tout morphisme localement borné
de G dans C.

Démonstration. (i) T', est clairement fermé (intersection de fermés) et borné (puisque
par hypothése, un au moins des ¢(V') est borné) dans C. D’autre part, pour A,
X dans Iy, on a (g;) et (g;) suites généralisées qui tendent vers e et telles que
©(g;) = Xet o(g)) — XN (les deux suites généralisées pouvant étre indexées
par le méme ensemble filtrant qui pourrait étre un systéme fondamental de

voisinages de e). Alors g/ = gig™" — e et p(g!) = AN~ € I', qui est donc un

7

sous-groupe de C.

(ii) ¢ continue = I', = {1} est clair.
¢ étant un morphisme, sa continuité équivaut a sa continuité en e. Soit (g;)

une suite généralisée qui tend vers e.  étant localement borné, on peut donc
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3.1. Propriétés des morphismes d’un groupe topologique dans le groupe
multiplicatif complexe

supposer (quitte a extraire) que (p(g;)) est convergente, sa limite est dans I',,

et vaut donc 1. ¢ est donc continu.

(iii) |¢| est un morphisme localement borné et I'\ est un sous-groupe compact de

C contenu dans R*™ donc I'\,) = {1} et |¢] est continu.

(iv) Soit 1, une division locale par n et A € I',.. Soit (g;) telle que g; — €, ¢(g;) = .
¥n(g;) — e, on peut donc supposer p(1,(g;)) borné (quitte a extraire) et donc
(quitte a re-extraire), on peut supposer ¢(1,(g;)) convergente vers un certain
A €'y, Or

((@n(9:)))" = ¢lgi) = A

donc Ay = A. Donc pour tout entier non nul, pour tout A € I'y,, on peut trouver
An € I'y tel que A = A. I, est donc un sous-groupe fermé divisible de T c’est
donc {1} ou T.

m

Remarque. (a) De ce qui précéde, on déduit que si ¢ est un morphisme locale-

ment borné de G dans (C*, x), la continuité de ¢ est équivalente a celle du

»(9)
le(9)]

morphisme & valeur dans le tore g — (puisque || est continu, non nul).

(b) I'y(g) = |gp(g)].F‘%l(g) (et en particulier I', = F%). C’est clair en écrivant,
pour une suite généralisée (g;) telle que g; — e, ©(g;) = |¢(gi)].|—g‘(gi) et en
remarquant (|| étant continu) que |p(g;)| — |p(9)]-

On va montrer & présent une propriété de continuité. Si w : G — K(C) est une
application continue (pour la distance de Hausdorff sur K(C)) et f : G — C ,on
voit facilement que g — f(g)w(g) = {f(9).z,z € w(g)} est aussi continue de G dans
K(C) si f est continue.

Pour un morphisme localement borné, g — I',(g) = ¢(g)I', est continue méme si ¢

ne l’est pas.

Proposition 3.2. Soit G un groupe topologique, p : G — C un morphisme locale-

ment borné.
G — K(C)

est continue.
= Ty(g)

Alors Uapplication Iy,

Démonstration. Montrons tout d’abord que le théoréme est vrai pour un morphisme
¢ : G — T. Dans ce cas, pour tout g € G, I',(g) € K(T).
Soient g € G et g; — g. En utilisant la notation A° = {z € C | d(z,A) <€}, on a

Ve > O, Ello S [, Vi 2 ig, (p(glgil) € F;
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3.1. Propriétés des morphismes d’un groupe topologique dans le groupe
multiplicatif complexe

En effet, c’est évident si T C I, et sinon, en raisonnant par contraposée, on peut
alors construire une suite généralisée (¢(g;97"'))jes dans T—T'¢, qui est compact. On
peut donc extraire une sous-suite qui converge vers un A € T — I, or par définition
de I'y,, A € I'y, ce qui est impossible.

Soient € > 0 et 7 > iy. On a alors
©(9:) € (g)T.
D’ot, comme I'y, est un sous-groupe et que si A € T, z — Az est une isométrie,
VAeT,,  Ap(gi) € w(g)Ts.
Donc
e(9:)Ty C p(g)Tg.
De plus, si ¢(gig~") € I';, alors ©(g; tg) € I, D’ot

l9) € o(g:)T.

Et donc de méme
(9T C (g

Autrement dit,
Ve>0, Jigel, Vi>ig du(e(g:i)ly, o(g)Ty) <e.

On déduit la continuité de I', du premier point de la propriété 3.1.

Revenons maintenant au cas ou ¢ : G — C est localement borné. ﬁ est un
morphisme de G — T. La propriété 3.1 montre que |p| est continu et que I',(g) =
\(p(g)\.l“%(g). On en déduit la continuité de I',. O

©

On va s’intéresser & présent aux propriétés spécifiques des morphismes disconti-

nus. Un morphisme ¢ de groupes localement borné a valeur dans C a son module |¢|

continu, la discontinuité éventuelle étant contenue dans le morphisme ‘i

ol
dans le tore. C’est pourquoi on se restreindra a des morphismes a valeur dans le

A valeur

tore.

Un propriété classique (voir [HP|) des morphismes de R a valeur dans le tore
¢ : R — T est le résultat de densité suivant : Soit V' un ouvert non vide de T,
U un ouvert non vide de R : o= (V)NU # () ('image réciproque de tout ouvert non

vide est dense dans R).
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En fait (bien que ce ne soit pas énoncé explicitement sous cette forme dans leur
article [LPS]), Latrach, Paoli et Simonnet ont montré que ¢~ (V)N A # @ pour tout
ouvert V non vide de T et tout sous-ensemble de R ayant la propriété de Baire et
non maigre, ce qui est une forme plus forte de densité. On a aussi des résultats de
ce type avec A Lebesgue-mesurable et de mesure non nulle (cf. [God| pour le cas de
morphismes de R dans R ou [Tom] pour le cas de R dans le tore).

Si on remplace R par d’autres groupes, on n’a pas de généralisations immédiates
de ces propriétés. On trouve, par exemple dans [Est], un exemple de morphisme
discontinu de U} & valeur dans le tore (Us = {z € C | 23 = 1}). Or tous les éléments
de UY vérifiant g3 = 1, 'image de ce morphisme est contenue dans Us et donc I'image
réciproque de tout ouvert du tore ne contenant pas de racine cubique de 'unité est
vide.

Nous allons montrer néanmoins, que pour certains types d’ouverts de T, I'image
réciproque rencontre encore les non-maigres.En fait, on peut démontrer que I'image
réciproque de certains ouverts rencontrent tous les ensembles qui sont a la fois assez
réguliers et assez gros. C’est ce qu’on va montrer a présent.

Montrons d’abord un lemme sur les sous-ensembles du tore.
Lemme 3.3. Soit ' C T et V ouvert de T tel que pour tout X € T, \VNT # (.
Alors

1. Il existe K C V, K compact tel que pour tout A € T, A\K N T £ (.

2. Il existe Vi voisinage ouvert symétrique de 1 dans T et Vi ouvert de T tels que
pour tout N € T, \ViNT # 0 et Vo.V, C V.

Démonstration. 1. V ouvert de T, donc il existe une suite (O,),eny d’ouverts
relativement compacts dans V tels que O,, C O, 1, (n € N) et V = |J O, (on
neN

peut prendre par exemple O, = {z € T | d(z, T\V) > %} ou d est la distance

usuelle sur T). Supposons

VneN, I\, €T tel que \,['NO,q1 =0
alors \,I' € T\O,, C T\O,,.. En posant F,, = T\O,,, la suite (F},),en est décrois-
sante et [ F,, = T\V. T étant compact, on peut supposer (\,) convergente

neN
vers un certain A de T. Pour € " et n € N, on a pour tout k > n

et € NI C Fy, C F,
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3.1. Propriétés des morphismes d’un groupe topologique dans le groupe
multiplicatif complexe

dou A\u € F, = F, puisque F, fermé. Donc A\[' C F,, pour tout n et donc
AI' € () F,, = T\V ce qui contredit ANV # () et donc contredit I'hypothése.

neN
Il existe donc un entier n tel que pour tout A € T, \'NO,, # 0 et K = O,

verifie K C Vet ALK N T # (.

2. D’aprés (1), il existe un compact K contenu dans V' tel que
VAeT, AKNT #0.

Soit m : T x T — T l'application 7(A, \') = A.N. Comme {1} x K est un
compact de T? et 7({1} x K) = K C V, on a {1} x K C 7 V). On peut
donc trouver un ouvert symétrique V; contenant 1 et un ouvert V; contenant
K tels que Vo x Vi € 7 1(V) soit V,.V;, C V.

O

Théoréme 3.4. Soient G un groupe topologique abélien, ¢ : G — T un morphisme
et T un idéal de parties de G possédant la propriété forte de Steinhaus relativement
a une tribu T contenant les boréliens (qui peut étre la tribu engendrée par T et les
boréliens) alors si V' est un ouvert de T tel que pour tout A € T, \VNT, # 0 et
AeT\Z, onap Y (V)NA#(.

Démonstration. D’aprés le (2) du lemme précédent, il existe un voisinage symétrique
Vo de 1 et un ouvert V; contenu dans V' tels que V4V; C V et pour tout A € T,
MWiNT, #0ie.VAeT, FveVietpuel, tels que \v = p, dop™ =1 et
At =wvptor pt €T, (qui est un sous-groupe de T) donc V A € T, At € I',.V}

i.e T=I,V; = [J uVi. Par compacité de T, il existe N € N et py, ..., uy dans I',,
pnel'y
tels que

et

D’autre part, soit A dans T\Z, Uy = {g € G, ANgA & T} est un voisinage de e

d’ou T'y, C ¢(Ua) et donc pour i € {1,..., N}, il existe g; € Ux tel que p;(¢(g:))" ' €
Vo. Dot p1; € o(g;)Vo et 1, Vi C o(g:)VoVi C ¢(g;)V. On en déduit

e (V1) C o (p(g:)V) = gip V.

En particulier, si (AN g;A) N~ (1. V1) # 0, prenons g € (AN g A) N~ (1. V1)
alors g7 'g € Aet g7 'g € o (V). Donc AN g~Y(V) #£ 0.
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Autrement dit, si i € {1,..., N}, pour tout A € T\Z, on peut choisir g; 4 € G tel
que ANgiaAedTet o (V) C giap (V) et pour un tel g; a,

(ANgia) N (wV) #0 = AN (V) #0.

On va alors montrer que tout partie J de {1,..., N} posséde la propriété (P)

suivante :

Si Ac|Jo ' (uVi) et A€ T\T alors AN~ (V) # 0.
ieJ
Le théoréme a démontrer correspond au cas ou J = {1, ..., N}. Procédons par récur-
rence sur le cardinal |J| de la partie J.
~Si|J=1,J={i},1<i<n).SiAdeT\ZetAC (V) alors, en

définissant g; 4 comme plus haut,
(ANgiaA)Ne (V1) =ANgial ¢1

et est donc non vide par le choix de g; 4 et, par le raisonnement fait plus haut
AN Y(V) £0.

— Soit n € {2,..., N} et (P) vérifiee pour tout partie de cardinal plus petit que
n. Soit J C {1,..., N} telle que |J| = n alors choisissons iy € J. Soit A € T\Z
avec A C Jo H(1sV1), on a deux cas possibles : (AN gy, 4A) N~ (1, V1) est
vide ou n(;;{

Dans le premier cas, AN g, aA#Zet ANg,aAC U ¢ (V1) et par
€J—{io}

hypothése de récurrence, (AN gy, aA) N~ (V) #£ 0 et donc AN~ H(V) # 0.

Dans le second cas, AN~ 1(V) # ) comme plus haut.

O

Remarque. Il se peut que, pour les parties de {1,..., N} différentes de {1,..., N}
tout entier, |Jo (V1) ne contienne aucune partie dans T\Z. (P) serait alors
icJ

trivialement vérifiée pour J # {1,..., N}.

Corollaire 3.5. Soit G un groupe abélien polonais. T une tribu sur G contenant
les boréliens. T un o-idéal de T tel que T posséde la propriété de Steinhaus forte
relativement & Z. Soit w une application de G dans IC(T) (espace des compacts du
tore) T-mesurable et ¢ : G — T un morphisme tel que pour tout g € G, p(g) € w(g)
alors si Q, ={g€ G, T'y(9) € w(g)}, on a Q, € L.
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3.1. Propriétés des morphismes d’un groupe topologique dans le groupe
multiplicatif complexe

Démonstration. On a Q, = J{g € G|V, NT,(g) # 0 et V, Nw(g) = 0} ou les
neN
(V,,) forment une base d’ouverts de la topologie de G.

Si Q, & Z alors il existe ng tel que {g € G | V,,, NTyu(g) # 0 et V,, Nw(g) = 0} =
{9€G|V,yNTyu(g) #0}N{g € G| Vo Nw(g) =0} n'est pas dans Z.
L’ensemble {K € K(T) | K NV, # 0} est ouvert dans IC(T) et g — T',(g) est
continue (Prop. 3.2) donc {g € G | V,,, NT'(g) # 0} est ouvert dans G. D’autre part,
{K € K(T) | KNV, = 0} est fermé et donc puisque g — w(g) est T-mesurable,
{9€G|w(g)NV,, =0} € T. On en déduit que A,, = {g € G | Vo, NTu(g) #0 et
Vo Nw(g) = 0} est dans T\Z.
D’autre part, sig € A,,, onap(g) € w(g) et donc ¢(g) & Vi, puisque V,,,Nw(g) =
0 pour g € A, soit ¢ 1(V,,,) N A, = 0 ce qui contredit le théoréme précédent. [

On peut généraliser le résultat précédent a des familles de morphismes.

Corollaire 3.6. Soient G, T , T et w: G — K(T) vérifiant les mémes hypothéses
que dans le corollaire précédent et (p;)icr une famille de morphismes de G dans T

tels que pour tout 1 € I et tout g € G, pi(g) € w(g). Posons Aj = JI'y,. On a :
i€l

1. Si Ar infini alors {g € G | w(g) # T} € Z.

2. st A1 fini alors il existe un entier non nul N, et des éléments iy, ...,in de I tels

que

A= U Iy, et{ge G| U Ly, (9) € w(g)} est dans T.

1<k<N 1<k<N

(Dans le second cas, il est clair que chacun des Iy, est un groupe fini de racine de

Dunité.)

Démonstration. Commencons par le cas (2). A; étant fini, il est clair qu’on a alors

qu’'un nombre fini de I, distincts, tous finis, pour ¢ € 1. On a donc A; = | Lo,
1<k<n
pour un certain entier N et des iy, ...,iy dans I. Appliquons le corollaire précédent

a chacun des ¢;, pour 1 <k < N, on a alors

{9€G Ty, (9) fwlgel

et donc

{geG| |J To, @ 2w@}= |J {9eG Ty, (9) w9} el

1<k<N 1<k<N

60



3.2. Application a I'étude de la répartition angulaire du spectre pour une
représentation fortement continue

Considérons a présent le cas (1). Si A; = (JI'y, est infini alors pour tout entier
n € N, il existe un i € I tel que I',, = T, ou Fi.[est un groupe des racines de 'unité
d’ordre plus grand que n. On en déduit que si U est un ouvert non vide quelconque
de T, il existe i € I tel que pour tout A € T, A\I',, N U # (. (i dépend de U bien sur
sauf ¢’il existe i € I tel que I',, = T).

Soit (Vi)nen une base d’ouverts non vides de la topologie de T. Alors {g €

Glw(lg) #T}=UJA,ou A, ={g€G|w(g) NV, =0} Tous les A, sont dans T
neN
comme images réciproques de fermés de K(T) par w et {g € G | w(g) # T} y est, a

la fois comme réunion des A,, et image réciproque d’un ouvert.
{9eG|w(g) #T} €¢I = IngeNtel que A,, €Z.

D’apres ce qui a été dit plus haut, (JI',, étant infini, il existe iy tel que pour tout
i€l

A €T, A\V,, NTy, # 0. Mais pour tout g € G, p;,(g) € w(g) et donc si g € Ay,

©io(g) & Vi et 71 (V3y) N A,y = 0 ce qui contredit le théoréme 3.4 donc on a bien

{9eGlw(g) #TteL O

Remarque. Des exemples classiques de tribus et de o-idéaux sur des groupes abé-
liens polonais auxquels les résultats précédents s’appliquent sont les suivants :

— La tribu des parties ayant la propriété de Baire et le o-idéal des parties maigres
de G.

— Si G est, de plus, localement compact, on peut prendre pour 7 la tribu des
parties Haar-mesurables de G et pour Z le o-idéal des parties de mesure de
Haar nulle.

— Si G n’est pas nécessairement localement compact, la tribu des parties uni-
versellement mesurables de G et le o-idéal des parties Haar-nulles au sens de

Christensen.

3.2 Application a I’étude de la répartition angulaire
du spectre pour une représentation fortement
continue

On va maintenant s’intéresser aux arguments des éléments du spectre o(0(g)) de
I'image 6(g) d’un élément g d’un groupe localement compact & base dénombrable
d’ouverts par une représentation # de GG dans un espace de Banach qui est fortement

continue.
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3.2. Application a I'étude de la répartition angulaire du spectre pour une
représentation fortement continue

Pour A € C—{0}, on note A* = {7 . 2 € A}. SiT est un opérateur borné inversible
sur un Banach X ou plus généralement un inversible dans une algébre de Banach,
le spectre o(T) est contenu dans C — {0} et on pose o*(T) = (o(T))".

On considére un groupe G abélien localement compact a base dénombrable d’ou-
verts et 0 : G — L(X) une représentation de G sur un Banach X. L’ensemble
0(G) est une partie commutative de £(X) et si A est une sous-algébre de Banach
quelconque (qui peut étre prise commutative, par exemple la sous-algébre de Ba-
nach engendrée par 0(G)) contenant 6(G), on a ci(6(g)) = o'(g), (¢ € G) on
o4 désigne le spectre relatif a 1'algébre A. En effet, si g € G, 6(g) est inversible
dans A d’inverse 0(g~') donc 0 &€ c4(6(g)). 1l est clair que o(6(g)) C ca(6(g)) et
connu que do(0(g)) C o(f(g)). On a donc a(0(g)) C o4(0(g)) et (o 4(0(g)))* C
o'(0(g)) mais toute demi-droite de C d’origine 0 qui rencontre c4(6(g)) rencontre

doa(0(g)) (puisque 0 & 04(A(g)) et par un argument de connexité) d’on o (6(g)) =

(004(6(9)))"-
Soit. A une sous-algébre commutative contenant 6(G), A son spectre et A* 1’en-
semble des inversibles de A. Si x € A, on peut définir y* : A* — T par y'(a) = &EZ;'

(a € A* et donc x(a) # 0) et clairement pour tout a € A*, oy(a) = {x'(a), x € A}.
D’autre part, pour tout g € G, 0(g) € A* et donc on peut définir pour x € A,
x' o6 :G — T qui est un morphisme de groupes.

Enfin, on a une régularité¢ de la variation de o'(6(g)) en fonction de g (dans le

cas ou 0 est fortement continue et X séparable) exprimée par le lemme suivant :

Lemme 3.7. Soient G un groupe localement compact a base dénombrable d’ouverts,
X un Banach séparable et 0 : G — L(X) une représentation fortement continue.
Alors Uapplication g — o(0(g)) de G dans K(T) muni de la métrique de Hausdorff

est borélienne.

Démonstration. L’application de (£(X), s.o.t.) dans K(C) : T+ o(T) est borélienne
(d’aprés 1.47) et g — 60(g) de G dans (L(X), s.o.t.) est continue donc g — o(6(g)) est
borélienne de G dans IC(C — {0}). D’autre part, z — 777 étant continue de C — {0}
dans T. L’application associée de (C — {0}) dans K(T) : A — A! est continue
pour les topologies de Hausdorff (cf [Kech| ex.4.29 p.27) donc g — o'(6(g)) est

borélienne. O

Nous pouvons a présent énoncer un théoréme qui nous donne précisément la

répartition angulaire du spectre de #(g) pour un ensemble résiduel d’éléments g de

G.
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3.2. Application a I'étude de la répartition angulaire du spectre pour une
représentation fortement continue

Proposition 3.8. Soient G un groupe abélien polonais, 0 : G — L(X) une re-
présentation fortement continue sur un Banach séparable X et A une sous-algébre

commutative de L(X) contenant 0(G). Alors {g € G | 0'(0(g)) # U 'yi00(g)} est

XEA
maigre et Haar-nul dans G (ot A est le spectre de Gelfand de A).

Démonstration. Comme ¢'(0(g)) = {(x' 0 0)(g), x € A} et que pour tout g € G,

(x'00)(g) € T'y100(g), Vinclusion o(A(g)) € U y100(g) est clairement vérifiée pour
xEA
tout g € G et ne dépend d’ailleurs d’aucune des restrictions faites sur GG ou 6.

La réciproque résulte du corollaire 3.6 appliqué a la famille {x' 00, y € fl}
de morphismes de G dans T et a lapplication borélienne (et donc universellement
mesurable et ayant la propriété de Baire) g — o'(0(g)) de G dans K(T) et le o-idéal

T étant celui des parties maigres ou Haar-nulles de G. O]

Remarques. 1. Si 6 est continue en norme, la proposition précédente se réduit
ac'(0(g) = {(x' 00)(g), x € A} et n’apporte strictement rien (en effet, dans
ce cas, pour tout y € A, y* o continue et Tyiea(g) = {x* 0 6(g)}).

2. On rappelle que tous les T'y149(g) (= (x' 06)(g)T'y109) sont des polygones régu-
liers (pouvant étre réduit & un point ou étre le cercle tout entier) donc l'intérét
de la proposition précédente apparait quand certains des x! o 6 sont disconti-
nus, ce qui est le cas, d’apreés les résultats du chapitre 2, si 6 est discontinue

en norme. C’est 'objet du théoréme suivant.

Théoréme 3.9. Soient G un groupe abélien polonais, 0 : G — L(X) une représen-

tation fortement continue de G sur un Banach alors on a les dichotomies suivantes :

1. Si G est localement compact, alors 0 est continue en norme ou ’ensemble des
g dans G tel que a'(0(g)) ne contienne aucun polygone régulier non trivial est

mazigre et de mesure de Haar nulle.

2. Si G n’est pas localement compact mais 0 est, de plus, borné en norme, on a la
méme dichotomie ot "de mesure de Haar nulle" est remplacé par "Haar nul

au sens de Christensen’.

Démonstration. Supposons d’abord X séparable. D’aprés le théoréme 2.4 pour le
premier cas et le théoréme 2.11 si G n’est pas localement compact mais 6 borné, si A
est une sous-algébre de Banach commutative contenant 6(G), il existe un caractére
y € A tel que y o 6 est discontinue et donc d’aprés la remarque (a) qui suit la
proposition 3.1, x'of est discontinu et donc I'y109 # {1}. On déduit de ce qui précéde
qu’en dehors d’un ensemble maigre et Haar nul, I',154(g) = x'00(g).I'y100 C 1 (6(g)).
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3.2. Application a I'étude de la répartition angulaire du spectre pour une
représentation fortement continue

Supposons maintenant X non nécessairement séparable et 6 non continue en
norme. On va montrer qu’il existe un sous-espace séparable de X, invariant par
I'image de G et tel que la restriction de la représentation a ce sous-espace est aussi
discontinue.

En effet, si 6 n’est pas continue en norme, il existe 0 > 0 et une suite (g,)nen dans
G tels que
lim (g,) = e et ||0(gn) — 1|| > 6.

n—-4o00
Il existe donc une suite (z,),en de vecteurs unitaires de X vérifiant pour tout entier
n o ||0(gn)xn — Tul| > 9.

On pose Y = vect{ |J 0(gn)z, , g € G}. Comme G est séparable et 6 fortement
neN
continue, {0(g)z, , g € G} est séparable et donc Y est aussi séparable. Y est

clairement 6(G)-invariant et comme pour tout entier n, ||z,|| =1, z, € Y, ||0(gn)xn—
Tnl| > 0, on a g, — eet 6(g,) - 1 dans £(Y) muni de la topologie de la norme.
La représentation restreinte ¢ : G — L(Y) qui a g associe §(g);y n’est donc pas
continue en norme et est bien fortement continue.

D’autre part, par le lemme 1.45, on a pour tout g € G, 04pp(0(9)y) C 0app(6(9)).
Or, comme pour tout g € G, a'(0(g)) = (0a(6(g)))!, on a

o'(0(g)) € (00(0(9)))" C (0a(0(9)))" C ' (0(g)).

Dot (04p(0(9)))t = ' (0(g)) et de méme (04, (0(g)1v))' = 0 (0(g)y) et finalement
a'(0(g9)y) C o'(0(g)). Par le théoréme précédent, o' (6(g)y) contient au moins un
polygone non trivial pour g dans un comaigre de GG et donc, sur ce méme comaigre,
o'(0(g)) contient ce méme polygone.

D’autre part, si 6 est continue en norme, la semi-continuité supérieure du spectre
par rapport a la norme montre que sur un voisinage ouvert de e, le spectre de 6(g) est
contenu dans le demi-plan droit de C et donc o'(6(g)) contenu dans un demi-cercle

ne contient aucun polygone régulier non trivial. O]

Remarques. 1. En fait, si A est la sous-algebre de Banach engendrée par 0(G)y

dans £(Y), on a montré que sur un comaigre o' (6(g)) contient [J x*o0(g)T'10.
x€A
(C’est-a-dire qu’on a une réunion de polygones variant de facon continue en

fonction de g qui est contenue, sur un comaigre de G, dans o'(6(g)).

2. La rotation continue du polygone I'\1,9(g) en fonction de g n’est pas iden-
tique pour chacun des polygones qui apparaissent comme le montre I’exemple

suivant :
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3.2. Application a I'étude de la répartition angulaire du spectre pour une
représentation fortement continue

On considére 6 : R x UY x UY — L(/%(R) x £*(R)) définie par

Q(t, (An)nen, (,un)neN) : ((UN)TLEN; (Un)neN) = (eit()‘nun)neNa 62it(ﬂnvn)neN)~

On a clairement pour les éléments (t, (An)nens (un)neN) tels que Uy C {\,,, n €
N} et Uz C {ptn, n € N} (qui forment un ensemble comaigre de R x UL x UY)

on a
0(0(t7 (/\n>n€N» (ﬂn)nEN) = eitUQ U 62itU3.

On a donc deux polygones réguliers qui "tournent" 'un & vitesse double de

I'autre quand g varie.

Remarque. Le théoréme précédent nous fournit un ensemble exceptionnel >, sur
lequel o 0 0(g) ne contienne aucun polygone non trivial. Dans le cas non localement
compact pour une mesure bornée, puisque cet ensemble exceptionnel >y est Haar-
nul, on sait qu’il existe une mesure de probabilité p borélienne sur G telle que pour
tout ¢ € G, u(g.X9) = 0. L’espace des mesures de probabilité boréliennes sur G
polonais étant lui-méme polonais si on le munit de la topologie engendrée par les
évaluations sur les fonctions continues bornées sur G (c¢f. [Kech] th. 17-23), on peut
se poser la question de la structure topologique et de la taille dans cet espace de
I'ensemble (non vide) des "mesures-tests" pour ¥y. La densité de cet ensemble pour
une partie Haar-nulle d’un groupe abélien polonais est implicitement prouvée dans
[Chri| (th. 1). On peut en dire un peu plus, comme X4 est borélien Haar-nul alors
I’ensemble des mesures-tests est maigre ou comaigre dans ’espace des mesures de
probabilité sur G (cf. [Dod] cor. 6). Nous ignorons, pour 'instant, si les deux cas

peuvent se présenter.

Exemples 3.10. Dans le cas des représentations réguliéres sur L(R) (resp. L(T)),
I'ensemble exceptionnel o(0(t)) # T est réduit a 0 (resp. Q.7). Dans le cas de uf
agissant par multiplication terme a terme sur ¢*(N) (cf. Exemple 1 dans 'introduc-
tion), lensemble exceptionnel est 'ensemble des suites de p}' qui ne contiennent pas
toutes les racines de I'unité parmi leurs termes (ce qui montre que cet ensemble peut

étre non dénombrable).

Corollaire 3.11. Si, en plus des hypothéses du théoréeme précédent, G admet une
division locale continue a tout ordre au voisinage du neutre (cas des groupes de Lie
commutatifs par exemple en utilisant [’exponentielle), la dichotomie devient :

0 est continue en norme ou bien o' (0(g)) = T pour g dans un comaigre Haar nul de

G.
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3.3. Applications

Démonstration. 11 suffit de remarquer que, dans ce cas, pour tout y € A, [ =T
ou {1} (voir la proposition 3.1) donc tous les polygones réguliers non triviaux qui

apparaissent si 6 est discontinue sont égaux a T. O

3.3 Applications

3.3.1 Représentations sur des espaces fonctionnels particu-
liers

Proposition 3.12. Si X est un espace H.I., et G un groupe localement compact,
abélien, a base dénombrable d’ouverts, admettant une division locale a tout ordre au

voisinage du neutre, alors pour une représentation 0 : G — L(X), on a

0 fortement continue = 6 continue en norme.

Démonstration. Par 1.51, o(6(g)) dénombrable et donc o'(6(g)) est dénombrable et
on ne peut donc pas avoir de comaigre de G avec 0'(6(g)) = T et donc d’aprés le

corollaire précédent, 0 est continue en norme. O

Lotz a montré (cf. [Lot]) que sur un espace de Banach possédant les propriétés
(G) (de Grothendieck) et (DP) (de Dunford-Pettis) (voir la partie 1.2.4), tout semi-
groupe & un paramétre fortement continu est continu, I’exemple type, parmi les
Banachs de I'analyse, d’espaces possédant a la fois les propriétés (G) et (DP) est
L>(€2) ou Q est un espace mesuré muni d’une mesure positive. En combinant sa
méthode, la proposition 1.69 et les résultats sur la continuité spectrale de [Est| et
[Dub], on arrive a la généralisation suivante qui, du point de vue des représentations

fortement continue rapproche IL>° des espaces H.I.

Proposition 3.13. Soit X un espace ayant (D.P.) et (G) (par exemple de la forme
L>(Q)), G un groupe abélien localement compact a base dénombrable d’ouverts (ou
compact & base dénombrable d’ouverts) et 6 une représentation de G dans L(X), on
a

0 fortement continue < 0 continue en norme.

Démonstration. Supposons 6 fortement continue. Soit (g,) une suite tendant vers e
dans G. 0(g,)xr — z et donc pour tout z* € X', z € X,

(0(gn)* 2", ) = (27, 0(gn)z) — (2", )
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3.3. Applications

donc 0(g,)*z*—~>2* dans X’ d’ou par la propriété (G) 0(g,)*z*—=2* dans X' et
donc la représentation g — 6(g)* de G dans L£(X') est faiblement continue. Par la
proposition 1.59, elle est aussi fortement continue donc 6(g)*z* — 2* en norme dans
X',

D’autre part, si (x}) est une suite bornée en norme dans X', on a pour tout z € X,

((0(g) = V') = I} (0lg,) — D)
< sup |23 [(8(g,) ~ )zl 0

puisque 0(g,)z — 2. D’ott (0(g,) — 1)*z* 23 0 et par (G), (0(gn) — 1)* 25 5 0.
Par le théoréme 1.42 de Lotz , ||(0(g,) — 1)?|| — 0 et donc p((6(g) — 1)*)—0. Par
g—e
le théoréme de Papplication spectrale, p(6(g) — 1)—0 et par le théoréme 1.65 dans
g—e

le cas abélien (on renvoie & [Dub| ou [Dub2| pour le cas compact), 6 est continue en

norme. O

3.3.2 Loi du 0-v/3

Dans [Est|, 'auteur montre que si G est un groupe topologique abélien localement

compact et 0 : G — A une représentation de GG dans une algébre de Banach A on a

0 continue ou bien limsup ||0(g) — 1| > v/3
g—e
V/3 étant remplacé par 2 si le groupe admet des divisions locales a tout ordre.
Ce résultat a d’ailleurs été généralisé au cas non commutatif dans [Dub]. Si on se
restreint au cas ot G est a base dénombrable d’ouverts, A est 'algébre £(X) des
opérateurs sur un Banach X et 6 est fortement continue, on a un résultat un peu

plus précis :

Corollaire 3.14. Soient G un groupe abélien polonais et 0 : G — L(X) une re-
présentation fortement continue de G sur un Banach X, alors st G est localement
compact ou si 0 est borné en norme, on a :

0 est continue en norme ou bien il existe un comaigre C de G de complémentaire
Haar-nul tel que liminf ||0(g) — 1| > V3 (> 2 si G admet des divisions locales

g—e,geC
continues a tout ordre).

Démonstration. Supposons @ non continue. Soit Y un sous-espace séparable de X

0(G)-invariant tel que 6 : G — L(Y') soit discontinue (qui existe par la démonstration
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3.3. Applications

du théoreme 3.9) et A la sous-algébre commutative de £(Y') engendrée par 0(G))y.
On a d’aprés la proposition 3.8, dans L(Y') et pour g dans un comaigre C' de G :

(ov(0(9))" = [J (X" 0 0)(9)Ty100

xEA

On a toujours, comme dans la démonstration du théoréme 3.9,

ay(0(9)))" C 0" (6(9))

D’ou, pour g € C,
UG 0 0)(9) e € o' (8(9))
x€A

Si x € A est tel que y o 0 soit discontinu, alors pour g € C

sup |z —1] > sup |z —1|
zeal(6(g)) zexloQ(g).Fxlog

D’autre part, il est clair que 'application K — sup|z — 1| de K(T) — [0, +o0[ est
zeK
continue. Comme ' 0 0(g)T'y109 — I'y109 dans K(T) (proposition 3.2), on a

liminf( sup |z—1])> sup |z —1]
g—e  zeol(6(g)) z€l 1,9
et I'y159 étant un polygone régulier non trivial dont un des sommets est en 1, un
raisonnement géométrique fait dans [Est| montre que la plus petite valeur possible

pour sup |z — 1] est v/3 (atteinte dans le cas du triangle équilatéral) on a donc

ZEFXI 06

liminf( sup |z —1]) >3

g—e  z2€01(0(g))

Enfin, 6 étant localement bornée, il existe M > 0 et un voisinage V' de e tels que
pour tout g € V, [|0(g)|| < M. Par continuité de la loi de groupe, pour tout entier
n, on peut trouver un voisinage V,, de e tel que pour tout g € V,,, |0(¢")]] < M
et |6(g™)|| < M. Oro(8(g™™)) = {5, A € 0(6(¢g™))} donc pour tout g € V,, on a
o(0(g™) C {z € C, & < |z| < M}. Comme o(6(g")) = (0(6(g)))", on a pour tout
g €V, ettout z € a(6(g)), (%)% < |z| < M. D’oli pour tout € > 0, on peut trouver
un voisinage V. de e tel que pour tout g € Vi, 0(0(g)) C {z € C, 1—€ < |z| < 1+¢€}.
On en déduit que pour tout z € a(6(g)), d(z,5(6(g))) < € et donc pour tout g € V,

sup |z—1> sup |z—1|—e Comme
z€a(0(g)) z€at(6(9))

16(g) =1l = p(6(g) = 1) = sup |z—1],
zea(0(9))
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on en déduit que pour g € C,

Liminf|6(g) — 1| = V3.

g—e

]

Remarque. Dans [CPT], on avait seulement 6 continue ou bien liminf ||0(g)—1|| >
g—e

V2. Ce qui manquait, & ce moment 13, était simplement la continuité de ['\100(g) en
fonction de g. En effet, sachant que, sur un comaigre, le spectre ramené au cercle
unité contenait un polygone non trivial, il ne pouvait étre contenu dans un demi-

plan d’ott forcément  sup |z — 1| > /2 mais comme on ignorait que quand g tend
z€0!(0(g))
vers e, ce polygone tendait vers un groupe des racines de l'unité (avec 1 parmi les

sommets). On aurait pu avoir par exemple o'(6(g)) = {i; —i} sur un comaigre et

donc seulement liminf p(6(g) — 1) = /2 sur ce comaigre.
g—e
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Chapitre 4

Caractérisation spectrale de
I’uniforme continuité des
représentations unitaires fortement
continues de groupes localement
compacts : le cas non commutatif

4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté une caractérisation a 1’aide de
propriétés géométriques du spectre, de 'uniforme continuité d’une représentation
fortement continue d’un groupe localement compact a base dénombrable d’ouverts
abélien. Nous allons a présent étudier dans quelle mesure on peut obtenir des résul-
tats similaires dans le cas ou le groupe n’est plus supposé abélien. Dans ce cadre,
J.M. Paoli et J.C. Tomasi (|PT]) ont obtenu un résultat du méme type que dans le
cas commutatif mais avec une description moins détaillée du spectre et sous '’hypo-

thése que la représentation est unitaire sur un Hilbert. Plus précisément, on a (cf.
[PT])

Théoréme 4.1. Soit G un groupe localement compact & base dénombrable d’ouverts
et 0 : G — L(H) une représentation unitaire fortement continue de G sur un Hilbert
H, on a la dichotomie :

0 continue en norme ou bien sur un comaigre de G, le spectre o(0(g)) contient 0

dans son enveloppe conveze.

Dans le cas ou GG est un groupe de Lie, on obtient une description plus précise
de ces spectres qui se rapproche du résultat sur les groupes & un paramétre. On a :
6 continue ou bien il existe un voisinage V' du neutre e de G et un sous-ensemble

comaigre C' de V' tel que pour tout g € C, o(6(g)) = T.
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Décrivons a présent plus en détail le contenu de ce chapitre. Le premier pa-
ragraphe donne un résultat de régularité de application de G dans K(T) qui & ¢
associe 0(6(g)) avec 0 unitaire et fortement continue. On savait que cette application
est borélienne, on montre a présent qu’elle admet un ensemble comaigre de points
de continuité. Il est facile de voir qu’aucune de ces régularités n’implique 'autre en
général.

Le second paragraphe donne une description rapide des résultats de [PT] utilisés
dans la suite, le résultat du premier paragraphe permet de préciser légérement la
description du spectre donné dans [PT].

Enfin, dans le troisiéme paragraphe, on combine le théoréme de continuité du premier
avec le théoréme de dichotomie de [PT| et les propriétés classiques de ’exponentielle

sur les groupes de Lie pour obtenir la description du spectre dans le cas non continu.

4.2 Points de continuité du spectre dans le cas des
représentations unitaires

Nous savons, d’aprés [Yad], que o : (L£(X),s.0.t.) — K(D) avec X un espace
de Banach séparable, est borélienne et donc pour une représentation unitaire 6 :
G — U(X) fortement continue, o o  est aussi borélienne. On peut donc trouver
un ensemble comaigre C' de G tel que o o f|¢ soit continue. Nous allons montrer
dans cette partie que dans le cas d’une représentation unitaire sur un Hilbert (pas
nécessairement séparable), 0o est beaucoup plus réguliére : son ensemble des points

de continuité est comaigre dans G.

Notation. Soient X un espace topologique et ® : X — K(T) une application. Pour
f€C(T) et x € X, on note :

f(z) = sup |f(2)]

2€®(z)
De plus, on notera Cont(f) I'ensemble des points de continuité d’une application
f.
Lemme 4.2. Soient ® : X — K(T) une application, x € X et p, une suile dense
dans C(T). Alors

® continue en v < Pour tout n € N, p,, continue en x

Autrement dit :

Cont(®) = ﬂ Cont(py)

neN
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Démonstration.
Si @ est continue en x.

Vn € N, p, est uniformément continue sur T donc
Ve>0, da >0, V2,2 €T, |z—72|<a = |p.(z) —pu(2)] <c¢
La continuité de ® en = donne :
Va >0, Vz; prad dj € I, Vi > j tel que d(P(z;), P(x)) < «
i.e. Vz € ®(x), Vz; € P(z;) d(z,P(x;)) < aet d(z;, P(2)) <

Si on pose zg € P(z) et zp € P(x;) tels que p,(z) = |pu(20)| et Pu(zs) = |pPn(2i0)l,
alors
Jz; € O(xy), 32" € P(x) tels que d(z,2)) < a et d(zp,2") < «

Donc |pn(20) — pu(2])] < € et |pn(zi0) — pu(Z)] < €.

D’ou pn(x) < |pn(ZZ)| +e< ﬁn(xz) + € et de méme ﬁn(‘rz> < ﬁn(‘r) +e

On en déduit que |p,(z) — pn(x;)| < € et ainsi la continuité pour tout entier n de p,
en x.

Réciproquement, si ¢ n’est pas continue en x. Alors

Hxiﬁx et Ir >0 tel que 6(P(z;), P(z)) > r
S

. On a alors deux cas :

1. Si sup d(z,®(x;)) > r, on a alors z; € ®(x) tel que d(z;, P(z;)) > r. Comme
q)(;j‘bézl compact, quitte a extraire, on peut supposer que (z;) tend vers z €
®(x) et pour tout i € I, |z — 2| < 5. Dou Vi € I, d(z,®(x;)) > § i.e.
Vie I, D(z,%5)N®(x;) = 0. D’apres le lemme d’Urysohn, 3f € C(T) tel que
f(z)=1et fm\p(zz) = 0. Par densité des p,, on en déduit qu’il existe n € N
tel que [po(z)| > 2 et |p,| < 5 sur T\D(z,%). Dot p,(x) > pu(z) > 5 et pour
tout i € I, |pp(x;)| < % 2 est donc point de discontinuité de p,.

2. Si sup d(z,®(x)) > r, on a alors z; € ®(x;) tel que d(z;, P(z)) > r. Comme
2€P(x;)
T est compact, quitte a extraire, on peut supposer que (z;) tend vers z € T.

D’ot d(z,®(x)) > r et donc D(z,5) N ®(x) = (). D’aprés le lemme d’Urysohn,
3f € C(T) tel que f(2) =1 et finpez) = 0. Quitte & extraire de nouveau,
on a pour tout i € I, |f(z)] > %. Par densité des p,, il existe n € N tel que
pour tout i € I, [p,(z)| > 3 et |p,| < 1 sur T\D(z, %). D’on pour tout i € I,
Pn(w;) > 3 et p,(z) < 1. Dans ce cas aussi, z est donc un point de discontinuité

de p,.

73



4.2. Points de continuité du spectre dans le cas des représentations unitaires

m
N
Lemme 4.3. Soient H un Hilbert et p(z) = }]Nanz" un polynome trigométrique
sur T.
(U(H),s.0t.) — R
Alors D : T —  sup |p(2)] est semi-continue inférieure-
z€o(T)
ment.

Démonstration. En utilisant le théoréme de I'application spectrale puis en remar-

quant que p(7T") est un opérateur normal si 7" est unitaire, on a :

p(T) = sup [p(2)] = sup |z| =p(T)) = |lp(T)||.
z€0(T) z€o(p(T))

On a (U(H),s.0t.), T+~ T et (U V) UV continues d’aprés la proposition
1.43. On en déduit que si p(z) = ng_Nanz” est un polynome trigonométrique alors
(U(H),s.0t.) —  (L(H),s.o.t.)

T = p(T) = n:]ZV]NanT”

(L(H),sot) — R
T = Tl
proposition 1.43. p est donc semi-continue comme composée d’une application conti-

est continue.

De plus, est semi-continue inférieurement d’aprés la

nue avec une application semi-continue. ]

Théoréme 4.4. Soit G un groupe topologique métrisable ayant la propriété de Baire.
0 : G — U(H) une représentation unitaire fortement continue de G dans un espace
de Hilbert H .

On pose ® G = K(T)

g — oa(0(g))
Alors ® admet un ensemble comaigre dans G de points de continuité.

Démonstration. Considérons une suite p, de polyndmes trigonométriques denses

dans C(T). D’aprés le premier lemme, Cont(®) = () Cont(p,). On remarque que
neN
Pn(9) = Pn(0(g)). Donc p, est la composée de 6 qui est continue pour la topologie

forte et de p,, qui est semi-continue. On en déduit que p,, est semi-continue et comme
G est métrisable, elle est de premiére classe de Baire et donc posséde un ensemble
comaigre de point de continuité. Finalement, Cont(®) contient une intersection dé-

nombrable d’ensemble comaigre, il est donc comaigre. O

Remarque. Il est possible que ce genre de technique pour montrer la continuité

de fonctions & valeurs ensemblistes soit familier, sous une forme ou une autre, aux
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personnes qui pratiquent ’analyse multi-valuée. En ce qui nous concerne, ce qui pré-
céde nous a été suggéré par la démonstration de I'existence analogue d’un ensemble

comaigre de points de continuité du spectre pour la topologie uniforme dans [Aup|.

4.3 Caractérisation de 'uniforme continuité

Dans ce paragraphe, on résume les résultats de |PT| dans une premiére partie, on

applique ensuite le théoréme 4.4 pour obtenir quelques précisions supplémentaires.

4.3.1 Résumé de [PT]

Définition 4.5. Un morphisme ¢ : G — C moyenne vers 0 si VV € V(e), Ve >
0, dg1,...,9, €V, Jay,...,a, € RT tels que

dai=letVge G| aip(gg)l <e

=1 =1

On rappelle que 3(A) désigne 'ensemble des états de la C*-algébre A et PX(A)

I’ensemble des états purs.

Théoréme 4.6. Soit 0 une représentation unitaire d’un groupe G localement com-

pact et métrisable sur une C*-algébre A, on a alors les équivalences :
1. 0 est uniformément continue.
2. Yw € X(A), wo b est continue.
3. Yw € PX(A), wof est continue.

On pourrait déduire ce théoréme des résultats du chapitre 2 (corollaire 2.8). La
démonstration de [PT| est basée sur le fait que les fonctions w o 6 sont définies posi-
tives et de type positif lorsqu’elles sont continues. La décomposition de Glicksberg-De

Leeuw et la construction GNS permettant dans [PT]| de montrer le lemme suivant :

Lemme 4.7. Soit 0 est une représentation unitaire d’un groupe G localement com-
pact & base dénombrable d’ouverts sur la C*-algébre A engendrée par 0(G).
Si 0 nest pas uniformément continue, alors il existe w € PY(A) tel que w o 0 soit

moyennable vers zéro.

et en déduire le théoréme
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Théoréme 4.8. Soit 0 une représentation unitaire fortement continue d’un groupe
G localement compact a base dénombrable d’ouverts dans un espace de Hilbert H.
Alors on a U'équivalence :

(1) 0 n'est pas uniformément continue.

(it) E={g€ G |0¢€conv(ocob(g)) } est comaigre.

4.3.2 Remarques et compléments

Dans [PT] le passage du lemme au théoréme utilise le fait que g — o(6(g)) est
borélienne. En utilisant le théoréme 4.4, on peut préciser un peu plus le rapport
entre les fonctions définies positives w o § données par le lemme 4.7 et le spectre
o(6(g)) sur un comaigre. Ce qui suit n’est pas utilisé dans la suite.

Soit G un groupe localement compact a base dénombrable d’ouvertset ¢ : G — C

une fonction définie positive sur G et g € G. On note I',(g) = (] (V). On va
Vev(g)
donner quelques résultats sur la variation de I',(g) en fonction de g qu’on va énoncer

dans un cadre un peu plus général.

Lemme 4.9. Soit X un espace métrisable et T' un compact de C.
Soit & : X — K(T) tel que

Ve>0, Ve e X, IV e V(x), YyeV, O(y) C P(z)°

o A= {2 € C|d(z,A) <e}.

Alors l’ensemble des points de continuité de ® est comaigre dans X.

Démonstration. Soit p, une suite dense dans C(T"). Soient € >0, n € Net x € X ;

Pn est uniformément continue sur 7" donc
Jav, V(21,29) € C tel que |21 — 22| < ap = [pa(21) — pul22)| <€
Par hypothése, 3V € V(z), Vy € V, ®(y) C ®(z)*. D’onr

Pu(y) = sup [pa(2)] < sup |pa(z)| < sup [pa(2)| +€=pu(z) +e
z€D(y) z€P(z)on z€P(x)

Donc p, est semi-continue et comme X est métrisable, elle est de premiére classe
de Baire. Son ensemble de points de continuité est donc comaigre dans X. Comme

d’aprés le lemme 4.2, Cont(®) = () Cont(p,), P posséde un ensemble comaigre de
neN
points de continuité. O
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Proposition 4.10. Soient X un espace métrisable et p : X — C bornée.

X = K(B(0, [l¢lls)) \ , _
Alors T'y, © N o) possede un ensemble comaigre de points de

Vev(x)
continuiteé.

Démonstration. 1l suffit de montrer que I', vérifie les hypothéses du lemme précé-
dent.
Soit € > 0. D’aprés le lemme 1.17, dans K(B(0, ||¢||«)), pour tout z € X, p(B(x, 1)) =

0
=1

¢(B(z,2)) converge vers (¢(B(z, 1)) = Ty(z). 1l existe donc ng > 1 tel que
i=1

o(B(x, nio)) C I'y(z). Or, on a pour tout y € B(z, n_10>’

Toy)= () v(V)Ceo (B <:p ni» C Ty(z)".

Vev(y) 0

I, vérifie donc les hypothéses du théoréme précédent. O

Proposition 4.11. Soit G un groupe topologique métrisable ayant la propriété de
Baire et soit 0 : G — U(H) une représentation unitaire fortement continue de G
dans un espace de Hilbert H.

1l existe un ensemble comaigre C de G tel que pour tout g € C,

U Tuesl9) = conv((0 0 6)(9))

LUEE(AQ)

o Ag est l'algébre de Banach engendré par 0(G).

Démonstration. D’aprés le théoréme 1.36, on a pour tout g € G, on a

U Tuealg) 2 conv((o 0 6)(9)).

wGE(Ag)

D’aprés la proposition 1.16 et le théoréme 4.4, il existe un ensemble comaigre
C de G de points de continuité pour conv((c o #)). Soient g € C et w € X(Ay).
Pour tout ouvert U de D contenant conv((o o #)(g)), on peut trouver un ouvert V/
tel que conv((c06)(g)) C V CV Cc U. Or {K € K(D)|K C V} est un ouvert
de K(D) donc, comme conv(o o 6) est continue en g, il existe W € V(g) tel que
conv((o0@)(W)) C V. On en déduit que (wo8)(W) C V et donc I'yeg(g) CV C U.
On a donc montré que pour tout ouvert U contenant conv((o o 0)(g)), U contient
I,o0(g). Donc pour tout g € C, et tout w € X(Ay), Luos(g) C conv((c00)(g)). O
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4.4 Le cas des groupes de Lie

Nous allons nous intéresser a présent au cas particulier des groupes de Lie. En
effet, nous allons montrer que I'existence d’une exponentielle permet de prouver que
pour une représentation unitaire non uniformément continue, le spectre est "souvent"

le tore tout entier sur un voisinage du neutre. Plus précisément :

Théoréme 4.12. Soient G un groupe de Lie et 0 : G — U(H) une représentation
unitaire fortement continue de G dans un espace de Hilbert H.

On pose X :={ge G| o(0(g)) =T}.

Alors :

0 n’est pas uniformément continue

0

il existe U wvoisinage ouvert de e dans G tel que X N U est comaigre.

Commencons par un court rappel des propriétés des groupes de Lie qui nous

seront utiles.

.G — G

Dans un groupe de Lie, on peut définir une application exp : v = exp(v)

vérifiant : G
R — . .
- Yo eT.G, exp(.v): b eap(to) est un morphisme continu.
— exp est un difffomorphisme entre un voisinage V' de 0 dans 7.G et un voisinage
U de e dans G.
Conséquences :

- Si6: G — L(H) est une représentation de G fortement continue, alors 6 o

exp(s.v) est une représentation de R fortement continue.

U — U,
g — exp(fexpt(g))

iemen

— On peut définir "la racine n :pourtoutn € N, p, :

est un homéomorphisme vérifiant

VgeU, m p,(g) = e.

li
n——+o0o
Démonstration. Si 6 est uniformément continue alors e est un point de continuité
pour cof et donc pour tout voisinage ouvert U de e, XNU ne peut pas étre comaigre.

Réciproquement, si # n’est pas uniformément continue, d’apreés le théoréme 4.8,
il existe un ensemble comaigre Cj tel que pour tout élément g, 0 € Conv(o o 0(g)).

On note C' = ) p, (Co N pa(U)), pn et U étant ceux définis plus haut. C' est
neN*
comaigre dans U.
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Prenons g € C. 0, : t + 0 o exp(t.exp'(g)) est une représentation de R fortement
continue. Si 0, est uniformément continue alors 0 est un point de continuité pour
oof,. Or, comme g € C, pour tout entier non nul n,on a 0 € Conv(oofy(+)). Donc
8, n’est pas uniformément continue. On peut donc appliquer le théoréme 0.1 qui
nous donne un ensemble C,. comaigre (et donc dense) de R tel que pour tout ¢t € C,,
o06,() = T. On a alors pour t, — 1 avec t, € C,, g, = exp(t,.exp(g)) — ¢
avec o 06(g,) = T. Si on suppose, de plus, que g est un point de continuité de o o0,
onaoof(g) =T. Donc CNCont(cof) C {g €U |ocob(g) =T} et comme
C' N Cont(o o) est comaigre dans U d’aprés ce qui précéde, on a donc bien trouvé

U tel que ¥ N U est comaigre. O]

Corollaire 4.13. Soient G un groupe de Lie tel que [’exponentielle est a image dense
dans G et 0 : G — U(H) une représentation unitaire fortement continue de G dans
un espace de Hilbert H.

On pose ¥ :={ge G| o(0(g)) =T}.

Alors :

0 n’est pas uniformément continue < X est comaigre.

Démonstration. Supposons que 6 n’est pas uniformément continue. Soit g € Cont (oo
0). Alors, Vn € N, Jg, € B(g, =) Nexp(T.G). D’ott Ju, € T.G tel que g, = exp(u,).
On a alors k, € N tel que ea:p(kin.un) € U ou U désigne l'ouvert du théoréme
précédent. Or ¢y, : g — g* est continue donc ¢ '(B(g,2)) NU est un ouvert non
vide car exp(ﬁ.un) est dedans. Cet ouvert contient donc h, tel que o o 0(h,) =T
d’aprés le théoréme précédent. Dot hf» € B(g, +) et 0 00(hkr) = T. On a donc une
suite (h"),en qui tend vers g et telle qui o o @(h%) = T. Comme g est un point de
continuité de oof on en déduit que oof(g) = T. X contient donc I’ensemble comaigre

d’aprés le théoréme 4.4 des points de continuité de o o 0, il est donc comaigre. [

Remarque. — On vient de montrer, sous les hypothéses du théoréme, que si
g € Cont(o o 0) alors 0 06(g) = T. La réciproque est vraie dans un cadre
beaucoup plus général : Soit Ty € U(H) tel que o(Ty) = T, alors T} est point de
continuité de o : (U(H ), s.o.t.) — K(T). En effet, si p,, désigne une suite dense
de polynémes trigonométriques, d’aprés le lemme 4.3, p, est semi-continue
inférieurement i.e. pour tout o > 0, {T" € U(H) | p(T) > a} est un ouvert
fort. De plus, par définition des p,, on a Vn € N, VI' € U(H), p,(T) < pa(To)
donc pour tout a > 0, {T" € U(H) | pp(T) < pn(Tp) + a} = U(H) qui est
ouvert. Pour tout n € N, p,, est donc continue en 7Tj. En appliquant le lemme

4.2 & o on en déduit que Tj est point de continuité de o.
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— Un groupe de Lie dont I’exponentielle est & image dense (parfois appelé groupe
de Lie faiblement exponentiel) est nécessairement connexe. Comme exemples
de tels groupes, on peut citer ceux dont I’exponentielle est surjective comme
pour GL(n,C) ou pour les groupes de Lie compacts connexes (voir [Sep| théo-
réme 5-12). Les groupes de Lie résolubles sont faiblement exponentiels (voir
[Dix2], [Pat]).

— On montre dans [Est| que pour un groupe abélien localement compact G,
toute representation 6 localement bornée non continue en norme de G dans
une algébre de Banach vérifie limsup||f(g) — 1|| > v/3. De plus, si G admet

g—e

localement, pour tout ordre, une division continue, alors lim sup||f(g) —1|| > 2.
g—e

Ces résultats sont généralisés & des groupes non abéliens dans [Dub2|. Pour
une représentation unitaire fortement continue d’un groupe de Lie, nous avons
un résultat plus précis, conséquence du théoréme 4.12 : Si 6 n’est pas continue
en norme, il existe un voisinage ouvert U de e tel que [|#(g) — 1|| = 2 sur un
ensemble comaigre de U, U étant tout le groupe dans le cas ou le groupe est
faiblement exponentiel.

— D’aprés le théoréme de similarité de Dixmier (voir [Dix1]), le résultat s’étend
aux représentations hilbertiennes bornées de groupes de Lie moyennables.

— On ignore si le résultat local s’étend a tout le groupe dans le cas général des

groupes non faiblement exponentiels.

4.5 Compléments

4.5.1 Application aux représentations unitaires des groupes
possédant localement une racine n'“"¢

Commencons par un petit lemme.

Lemme 4.14. Soient G un groupe topologique et 6 une représentation. Soient g
point de continuité de o o0 et (g;) une suite d’éléments de G qui tend vers g et telle
que pour tout i, il existe un polygone réqulier contenu dans o o 6(g;). Alors, o 00(g)

contient aussi un polygone réqulier.

Démonstration. Nous avons 2 possibilités :
— Il existe p € N tel qu’on peut extraire une sous-suite (g;) de (g;) vérifiant pour
chaque g;j, 0 0 0(g;) contient un polygone régulier a p cotés. Dans ce cas, si

kim X . .
on note eQT“’J, ke {1,...,p} les sommets du j¢ polygone, on peut, quitte
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2kim
X . 0
a extraire, supposer que ¢; converge vers 0. Le polygone de sommet e » 0

ke {1,...,p} est alors dans o o §(g) par continuité.

— Sinon, on peut trouver une sous-suite (g;) de (g;) ayant un polygone régulier
P; dans o o 6(g;) avec un nombre de cotés strictement croissant avec j. Les
P; tendent vers T pour la distance de Hausdorff et sont contenus dans les
0 06(g;) qui tendent vers o o §(g) par continuité en g. On a donc dans ce cas,
cgof(g)=T.

O

Théoréme 4.15. Soit G un groupe localement compact, & base d’ouverts dénom-
brable tel qu’il existe n € N pour lequel p, : g — g" est un homéomorphisme d’un
voisinage ouvert V de e dans un ouvert U contenant V.. On suppose de plus que pour
tout g € U on a une suite croissante d’entiers (k;) telle que iﬁfloop;ki (g) =e.

Soit 0 : G — U(H) une représentation unitaire fortement continue.

On pose ¥ :={g € G | 0(0(g)) contient un polygone réqulier}. On a alors :
0 n’est pas uniformément continue < X N U est comaigre.

Démonstration. Si 6 est uniformément continue alors e est un point de continuité
pour o o 6 et donc X N U ne peut pas étre comaigre.

Réciproquement, si 6 n’est pas uniformément continue, d’aprés le théoréme 4.8, il
existe un ensemble comaigre Cj tel que pour tout élément g € Cy, 0 € Conv(aob(g)).

On note C = () pk(CoNp,*(U)). C est comaigre dans U.
keN*
Prenons g € C. On note H, le sous-groupe fermé engendré par les pt(g), k € Z. H,

est commutatif. En effet, on a :
VR EN, k=K, ¥ =i 0 p(g) = ()"
Donc p;*(g) et p;* (g) commutent pour tout k, k" € N. En particulier, pour &' = 0,
p-*(g) commute avec g et donc avec les puissances de g.
De plus, on remarque que 6y, n’est pas uniformément continue car on a
; —k; _
Jim p(g) = e

et, comme g € C, 0 € conv(o o 0(p,*(g))). Donc d’aprés le théoreme 3.9, ¥ N H,
est comaigre dans H, donc dense.
D’ou, si on prend g € Cont(o o) NC, on peut trouver une suite g; dans ¥ qui tend
vers g. D’aprés le lemme 4.14, g est dans 3. ¥ contient donc Cont(o06)NC qui est

comaigre dans U, il est donc comaigre dans U. O
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Corollaire 4.16. 5i, dans les hypothéses du théoreme précédent, on suppose de plus

que |J pE(U) est dense dans G, alors
kEN

0 n’est pas uniformément continue < > est comaigre.

4.5.2 Application en passant par des groupes quotients

Ce qui suit est plus une remarque qui pourrait étre utile qu'un résultat réel-
lement car cela permet, en théorie, d’appliquer a une classe de groupes plus large
(mais pas a toutes leurs représentations) les caractérisations de I'uniforme continuité
présentes dans cette thése. De maniére plus intuitive, si la représentation ne prend
en compte que la "partie" commutative ou compacte du groupe, alors on aura les
mémes résultats que si le groupe était effectivement commutatif ou compact.

Nous allons considérer dans cette partie un groupe topologique G, une représen-
tations # de GG dans un espace de Banach X et H un sous-groupe distingué de G
contenu dans Ker 6. On peut alors construire une représentation 6 : G/H — £(X)

telle que le diagramme suivant commute :

G—=G/H
0 o
20
L(X)

Lemme 4.17. Soit O un ouvert de G/H. Si C est un ensemble comaigre de O alors

s71(C) est un ensemble comaigre de s~'(0).

Démonstration. C contient une intersection dénombrable d’ouverts O,, denses dans
O. s étant une application continue, s~'(C) contient donc une intersection dénom-

brable d’ouverts qui est [ s '(0,). Reste donc & montrer que les s~'(0,) sont
neN
denses dans s71(0). Soient n € N et U un ouvert de O. s est une application ou-

verte donc s(U) est ouvert dans O. D’ou s(U)NO,, # 0 et la surjectivité de s entraine
lexistence de g € s~ (s(U)NO,). On remarque que pour tout h € H, gh € s71(0,,)
or il existe hy € H tel que ghy € U. Donc il existe hy tel que ghy € s~1(0,) N U.
s71(0,,) est donc dense dans s71(0). O

Exemple 4.18. Si 6 n’est pas uniformément continue et ker € contient le groupe
dérivé de G alors G/ker 0 est commutatif et donc d’aprés le lemme précédent,
D {g € G|c'(6(g)) contient une réunion de polygones réguliers non triviaux} =

s71(X) est comaigre dans G ot ¥ est défini dans le théoréme 3.9 appliqué a G /ker 6.
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On peut faire exactement le méme raisonnement si G/Ker 6 est un groupe de
Lie ou compact et appliquer alors les théorémes correspondants a 6 pour en déduire

les mémes conclusions mais pour 8. On pourrait résumer cela sous la forme :

Proposition 4.19. $i 0 : G/ker 0 — L(X) vérifie les hypothéses du théoréme 3.9
(resp. 4.12; 4.13), alors 0 : G — L(X) en vérifie les conclusions.
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Résumé

Dans ce travail, on commence par donner des critéres de continuité automatique pour des
représentations de groupes topologiques dans des algebres de Banach. Deux approches différentes
sont présentées : I'une utilisant la décomposition de Glicksberg-De Leeuw s’applique aux groupes
localement compacts, |'autre, basée sur un résultat d’équicontinuité de suites de fonctions de type
positif, aux groupes polonais (non forcément localement compacts). Typiquement, on exprime la
continuité d’une représentation par celle de ses composées par des formes linéaires continues sur
I'algebre de représentation. On déduit de ce qui précede des résultats de continuité automatique
de morphismes de groupes topologiques.

Dans une seconde partie, on applique les résultats de la premiére pour obtenir des propriétés
d’étalement du spectre des éléments de 'image de la représentation en dehors d’un sous-ensemble
« petit » en divers sens du groupe dans le cas abélien.

La troisieme partie généralise partiellement les résultats de la seconde au cas des groupes de Lie
(non abéliens en précisant ainsi, dans ce cas, un théoréme obtenu par J.M. Paoli et J.C. Tomasi.

Mots clefs : Groupes localement compacts, groupes polonais, groupes de Lie, Algébres de Banach,
représentations de groupes, continuité automatique, spectre d’opérateurs.

Abstract

In the first part of this work, we give some criteria of automatic continuity for representations from
topological groups in Banach algebras. Two different approaches are used : the first one, based on
the Glicksberg-De Leeuw decomposition, applies to locally compact groups; the second one, based
using an equicontinuity result for sequences of positive definite functions applies to Polish (perhaps
non locally compact) groups. Typically, the continuity of a representation is expressed through the
continuity of the composition of this representation with some functionals on the representation
algebra. Some results for group morphisms are deduced.

In the second part, the results of the first part are applied to obtain properties of the spectra of the
elements in the range of the representation outside a “small” (in various sense) subset of the group

in the abelian case.

The third section of this work partially generalizes the results of the-second part to Lie groups (non
abelian in general) refining a theorem obtained by J.M. Paoli and J.C. Tomasi in a previous work.

Keywords: locally compact groups, Polish groups, Lie groups, Banach algebras, group representation,
automatic continuity, Spectrum of operators.



