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Le problème de Lur’e classique

Système Lur’e en temps discret :

xk+1 = Axk + Fϕ(yk ), (1)
yk = Cxk , (2)

où xk ∈ Rn, yk ∈ Rp, (k ∈ N).

Lur’e classique

u(σ(k); xk ; ϕσ(k)(yk )) sat(·)
Système linéaire

xk

ϕ(yk )

+

Soutenance de thèse - Gonzaga 4 / 4 C. A. C. GONZAGA

Hypothèse :
• Matrice A est supposée stable ;
• La non-linéarité ϕ(y) vérifie la condition de secteur borné :

SC(ϕ(·), y , Λ) = ϕ′(y)Λ[ϕ(y)− Ωy ] ≤ 0, (3)

avec 0p < Ω ∈ Rp×p diagonale et donnée.
Objectif :

Étudier la stabilité asymptotique du système (1)-(2) sous l’hypothèse de la
condition de secteur.

Problème originalement étudié en temps continu 1.

1. Lur’e et Postnikov, 44.
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Particularités des approches classiques
Les fonctions de Lyapunov les plus utilisées :
• Quadratique en l’état (critère du Cercle/Tsypkin) : x ′Px ;

◦ traite le cas lorsque la non-linéarité varie dans le temps ϕ(t , x).
• Fonction de Lur’e (critère de Popov) :

v(x) = αx2 + 2η

Z C′x

0
ϕ(s)ds, α > 0, η ≥ 0;

◦ ϕ(·) doit être invariante dans le temps ;
◦ seulement (3) est utilisée en temps continu pour conclure v̇ < 0.

Lur’e en temps discret :
• hypothèse additionnelle sur

ϕ(·) ;
• majorer

R yk+1
yk

ϕ(s)ds ;
• Pearson, 64 ; Szegö, 63 :

dϕ(y)
dy ≤ K max, K max connu.
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Une fonction de Lyapunov du type Lur’e en temps discret

V :

8
<

:
Rn × Rp −→ R,

(x ; ϕ(Cx)) '−→ x ′Px + 2ϕ(Cx)′∆ΩCx ,
(4)

• avec 0n < P = P′ ∈ Rn×n et 0p ≤ ∆ ∈ Rp×p diagonale inconnues.
• Fonctions quadratiques encadrantes :

V (x) ≤ V (x ; ϕ(Cx)) ≤ V (x), (5)

où V (x) = x ′Px et V (x) = x ′(P + 2C′Ω′∆ΩC)x .
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Propriétés basiques
Fonction candidate à fonction de Lyapunov :
• V (x ; ϕ(Cx)) > 0 (∀x )= 0) car P > 0n et la condition de secteur (3) de ϕ(·) ;
• V (x ; ϕ(Cx)) = 0 ⇔ x = 0, car P > 0n ;
• Relation (5) implique que la fonction (4) est radialement non-bornée ;
• La différence de Lyapunov : δk V = V (xk+1; ϕ(yk+1))− V (xk ; ϕ(yk )).

La ligne de niveau de la fonction (4) :

LV (γ) =
˘

x ∈ Rn; V (x ; ϕ(Cx)) ≤ γ
¯

. (6)

• Considérons les fonctions de
l’exemple et γ = 0.7 ;

• L’ensemble LV (0.7) peut être
non-convexe et non-connexe.

• De la relation (5), nous avons :
E(P + 2C′Ω′∆ΩC, 0.7) ⊆ LV (0.7) ⊆
E(P, 0.7) ;
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Le problème de Lur’e en temps discret

Théorème 1 : Analyse de stabilité globale
S’il existe des matrices solutions de la LMI suivante

2

6666664

P −G′ −G G′A G′F 0n×p

& −P C′Ω [T −∆] A′C′Ω [W + ∆]

& & −2T F ′C′Ω [W + ∆]

& & & −2W

3

7777775
< 02n+2p, (7)

on a
δk V − 2SC(ϕ(·), yk+1, W )− 2SC(ϕ(·), yk , T ) < 0, ∀xk )= 0,

alors la fonction V (x ; ϕ(Cx)) est une fonction de Lyapunov et l’origine du
système (1)-(2) est globalement asymptotiquement stable.

Pas d’hypothèse sur la variation de ϕ(·).
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Illustration

Exemple 1 : analyse de stabilité globale
• Système Lur’e en temps discret avec n = 2, p = 1, Ω = 1√

2
:

A =

2

40.5 0.1

0.3 −0.4

3

5 ; F =

2

40.5

0

3

5 ; C′ =

2

41

0

3

5 ;

• La non-linéarité est ϕ(y) = 0.5Ωy(1 + cos(10y)) (dérivée n’est pas bornée
sur tout le domaine y ∈ R) ;

• Notre fonction de Lyapunov (4) existe pour ce système et les paramètres sont
donnés par :

P =

2

4 0.9825 −0.0846

−0.0846 0.9476

3

5 ; ∆ = 0.7503.
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Stabilité asymptotique
Une condition initiale x0 k = 0
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Stabilité asymptotique
Contractivité de la ligne de niveau LV (γ = V (x0, ϕ(y0))) ; k = 0
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Stabilité asymptotique
LV (γ = V (xk−1, ϕ(yk−1))) et LV (γ = V (xk , ϕ(yk ))) ; k = 1
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Stabilité asymptotique
LV (γ = V (xk−1, ϕ(yk−1))) et LV (γ = V (xk , ϕ(yk ))) ; k = 2
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Stabilité asymptotique
LV (γ = V (xk−1, ϕ(yk−1))) et LV (γ = V (xk , ϕ(yk ))) ; k = 3
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Stabilité asymptotique
LV (γ = V (xk−1, ϕ(yk−1))) et LV (γ = V (xk , ϕ(yk ))) ; k = 4
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Stabilité asymptotique
LV (γ = V (xk−1, ϕ(yk−1))) et LV (γ = V (xk , ϕ(yk ))) ; k = 5
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Stabilité asymptotique
LV (γ = V (xk−1, ϕ(yk−1))) et LV (γ = V (xk , ϕ(yk ))) ; k = 6
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Stabilité asymptotique
LV (γ = V (xk−1, ϕ(yk−1))) et LV (γ = V (xk , ϕ(yk ))) ; k = 7
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Stabilité asymptotique
LV (γ = V (xk−1, ϕ(yk−1))) et LV (γ = V (xk , ϕ(yk ))) ; k = 8
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Stabilité asymptotique
LV (γ = V (xk−1, ϕ(yk−1))) et LV (γ = V (xk , ϕ(yk ))) ; k = 9
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Système Lur’e avec la saturation de commande

xk+1 = Axk + Fϕ(yk ) + Bsat(uk ), ∀k ∈ N (8)
yk = Cxk (9)

Pour la classe de lois de commande non-linéaire : uk = Kxk + Γϕ(yk ).

Lur’e avec la saturation

u(xk ; ϕ(yk )) sat(·)
Système linéaire

xk

ϕ(yk )

xk

+

Soutenance de thèse - Gonzaga 2 / 4 C. A. C. GONZAGA

Saturation d’entrée :
• Seulement la stabilité locale peut être assurée généralement ;
• Le bassin d’attraction B0 peut être non-convexe et non-connexe.

Objectifs :
• Analyse de stabilité et synthèse de commande ;
• Considérer l’ensemble LV (1) afin d’estimer le bassin d’attraction B0 ;

Assurer la stabilité asymptotique locale du système (8)-(9) ;
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Outils :

• La zone-morte Ψ(uk ) = uk − sat(uk ), associée à la saturation, vérifie une
condition de secteur généralisée locale :

SCuk = Ψ′(uk )U [Ψ(uk )− J1xk − J2ϕ(yk )] ≤ 0, (10)

pour des matrices diagonales 0m < U ∈ Rm×m.
• dans l’ensemble

S
`
K̂ − Ĵ, ρ

´
= {θ ∈ Rn+p;−ρ ≤ (K̂ − Ĵ)θ ≤ ρ}, (11)

avec K̂ = [K Γ] et Ĵ = [J1 J2], on a SCuk ≤ 0 vérifiée.

Modèle en boucle fermée :

xk+1 = Aclxk + F clϕ(yk )− BΨ(uk ), (12)

où Acl = A + BK et F cl = F + BΓ.
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Idée principale

S(K̂ − Ĵ, ρ)

1√
µ

LV(1)

Des inclusions décrites sous forme d’inégalités matricielles :
IM1) Une boule de rayon 1/

√
µ incluse dans l’ensemble LV (1) ;

IM2) LV (1) ⊂ S
`
K̂ − Ĵ, ρ

´
tel que l’on ait SCuk ≤ 0 ;

IM3) Un majorant pour δk V : δk V − 2SCuk − 2SC(ϕ(·), yk+1, W )
−2SC(ϕ(·), yk , T ) < 0.

Conclusion : dans LV (1), δk V < 0, ∀ xk )= 0.
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Inégalités assurant les inclusions :

• La faisabilité de la LMI
2

4µIn − P −C′Ω [R + ∆]

& 2R

3

5 > 0n+p, (13)

implique l’inclusion E(In,
1
µ

) ⊂ LV (1).

• La LMI suivante :
2

6664

P C′Ω [∆−Q] (K − J1)
′
(")

& 2Q (Γ− J2)
′
(")

& & ρ2
(")

3

7775
> 0n+p+1, (14)

implique l’inclusion LV (1) ⊂ S
`
(K̂ − Ĵ), ρ

´
, avec K̂ = [K Γ] and Ĵ = [J1 J2].
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Inégalité définissant le majorant pour δkV

Si l’inégalité suivante
2

666666664

P − G′ − G G′Acl G′F cl −G′B 0n×p

" −P Π1 J1
′U′ A′clΠ2

" " − 2T J2
′U′ F ′clΠ2

" " " − 2U −B′Π2

" " " " −2W

3

777777775

<0, (15)

est vérifiée, avec Π1 = C′Ω [T −∆] ; Π2 = C′Ω [W + ∆], alors elle implique

δk V − 2SCuk − 2SC(ϕ(·), yk+1, W )− 2SC(ϕ(·), yk , T ) < 0. (16)

Les inégalités (14)-(15) impliquent stabilité asymptotique dans LV (1).
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Problème d’optimisation pour déterminer le plus grand LV (1)

Théorème 2 : Analyse de stabilité locale
S’il existe des matrices G ∈ Rn×n, J1 ∈ Rm×n, J2 ∈ Rm×p, des
matrices 0n < P = P′ ∈ Rn×n ; des matrices diagonales 0p ≤ ∆ ∈ Rp×p,
0p < R, Q, T , W ∈ Rp×p, et un scalaire µ solutions du problème d’optimisation
convexe suivant :

min
G, P, J1, J2, Q, R, T , W , ∆, µ

µ

sous les contraintes (13), (14) et (15)

alors une estimation de B0 est donnée par l’ensemble LV (1).
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Illustration

Exemple 2 : Analyse de stabilité locale
• Système Lur’e avec la saturation : n = 2 ; p = m = 1 ; ρ = 1.5 ; Ω = 0.9.

A =

2

40.85 0.4

0.6 0.95

3

5 ; B =

2

41.3

1.2

3

5 ; F =

2

41.3

1.2

3

5 ; C =
h
−0.5 0.9

i
.

• La méthode fondée sur la fonction quadratique fournit les gains :

K =
h
−0.3324 −1.0006

i

• En appliquant le théorème 2, notre fonction de Lyapunov existe :

P =

2

40.0418 0.0173

0.0173 0.2305

3

5 ; ∆ = 0.0381.

Sans avoir accès à ϕ(yk ), notre méthode fournit une estimation donnée par :

E(P + 2C′Ω∆ΩC)
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Illustration
Estimation LV (1) pour différentes non-linéarités :

ϕ(y) = 0.5Ωy(1 + exp (−0.5y2)).

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
−3.5

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5
x (2

)

x
(1)

Conditions initiales x0 menant à des trajectoires instables
Bassin d’attraction B0 change aussi.
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Illustration
Estimation LV (1) pour différentes non-linéarités :

ϕ(y) = Ωy .

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
−3.5

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5
x (2

)

x
(1)

Conditions initiales x0 menant à des trajectoires instables
Bassin d’attraction B0 change aussi.
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Illustration
Estimation LV (1) pour différentes non-linéarités :

ϕ(y) = 0.5Ωy(1 + cos(20y)).

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
−3.5

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5
x (2

)

x
(1)

Conditions initiales x0 menant à des trajectoires instables
Bassin d’attraction B0 change aussi.
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Systèmes Lur’e à commutations en temps discret
Systèmes Lur’e à commutations :

xk+1 = Aσ(k)xk + Fσ(k)ϕσ(k)(yk ) (17)
yk = Cσ(k)xk , (18)

où xk ∈ Rn, yk ∈ Rp, k ∈ N, σ(·) :
N → IN = {1, ..., N}.

Lur’e à commutations

u(σ(k); xk ; ϕσ(k)(yk )) sat(·)
Système linéaire

à commutations

(xk ; σ(k))

ϕσ(k)(yk )

+

Soutenance de thèse - Gonzaga 3 / 4 C. A. C. GONZAGA

Motivation :

• Chaque mode est associé à une
non-linéarité ϕi(y) ;

• La non-linéarité active est définie par la loi
de commutation ;

• Les conditions de secteur sont dépendantes
du mode, ∀i ∈ IN :

SC(ϕi(·), y , Λi) = ϕ′i (y)Λi [ϕi(y)− Ωi y ] ≤ 0
(19)
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Une fonction de Lyapunov du type Lur’e commutée en temps
discret

Définitions :

V :

8
<

:
IN × Rn × Rp −→ R,

(i; x ; ϕi(Cix)) '−→ x ′Pix + 2ϕi(Cix)′∆iΩiCix .
(20)

• Pi = P′i > 0n and ∆i ≥ 0p (diagonales), ∀i ∈ IN ;
• Pas d’hypothèse supplémentaire sur les non-linéarités ϕi(·), ∀i ∈ IN ;
• Des fonctions quadratiques commutées encadrantes

x ′Pix = V i(x) ≤ V (i; x ; ϕi(Cix)) ≤ V i(x) = x ′(Pi+2C′
i Ω

′
i ∆iΩiCi)x , ∀i ∈ IN .

(21)
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Stabilité globale dans le cas des commutations arbitraires

Système Lur’e non-saturé

Outils Non commuté Commuté

Fonction de

Lyapunov
V (x ; ϕ(Cx)) V (i; x ; ϕi(Cix))

LV (γ) {x ∈ Rn; V (x ; ϕ(Cx)) ≤ γ}
T

i∈IN

{x ∈ Rn; V (i; x ; ϕi(Cix)) ≤ γ}

nb LMIs 1 N2

Bornes LV Ellipses Intersections Ellipses
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Système Lur’e à commutations arbitraires et la saturation

xk+1 = Aσ(k)xk + Fσ(k)ϕσ(k)(yk ) + Bσ(k)sat(uk ), ∀k ∈ N (22)
yk = Cσ(k)xk (23)

Pour la classe de lois de commande non-linéaire commutée :

uk = Kσ(k)xk + Γσ(k)ϕσ(k)(yk ), ∀ σ ∈ IN . (24)

Lur’e à commutations et la saturation

u(σ(k); xk ; ϕσ(k)(yk )) sat(·)
Système linéaire

à commutations

(xk ; σ(k))

ϕσ(k)(yk )

xk

+

Soutenance de thèse - Gonzaga 1 / 4 C. A. C. GONZAGA

But :
• Analyse de stabilité (pour Ki et Γi donnés) ou bien synthèse de commande ;

Estimer le B0 du système (22)-(23), assurant la stabilité locale pour toute loi de
commutation.
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Stabilité locale dans le cas des commutations arbitraires

Système Lur’e avec la saturation

Outils Non commuté Commuté

Fonction de

Lyapunov
V (x ; ϕ(Cx)) V (i; x ; ϕi(Cix))

LV (1) {x ∈ Rn; V (x ; ϕ(Cx)) ≤ 1}
T

i∈IN

{x ∈ Rn; V (i; x ; ϕi(Cix)) ≤ 1}

nb LMIs 2+m N2 + N.(1 + m)

Bornes LV Ellipses Intersections Ellipses

Correcteur K et Γ Ki et Γi (∀ i ∈ IN )
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Illustration
Exemple 4 : synthèse de commande commutée
• Système Lur’e à commutations arbitraires avec deux modes N = n = 2 ;

p = m = 1 ; ρ = 1.5, C1 =
h
0.9 0.5

i
; C2 =

h
1 −0.7

i
; Ω1 = 0.7 ;

Ω2 = 1.3.
• ϕ1(y) = 0.5Ω1y(1 + sin(30y)) ; ϕ2(y) = 0.5Ω2y(1 + cos( 100y

3 ))

A1 =

2

40.4 0.4

0.2 1

3

5 ; B1 =

2

40.5

0.5

3

5 ; F1 =

2

4 1

1.2

3

5 ;

A2 =

2

41.1 0.6

0.3 0.4

3

5 ; B2 =

2

40.7

0.5

3

5 ; F2 =

2

41.2

1

3

5 .

La méthode proposée fournit les gains commutés suivants :

K1 =
h
−0.72 −1.01

i
; Γ1 = −1.2636;

K2 =
h
−1.27 −0.74

i
; Γ2 = −1.4744.
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Illustration
{x ∈ Rn; V (1; x ; ϕ1(C1x) ≤ 1}.
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Illustration
{x ∈ Rn; V (2; x ; ϕ2(C2x) ≤ 1}.
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Illustration
LV (1) et estimation donnée par la fonction quadratique commutée.
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Illustration
Deux trajectoires sous deux réalisations différentes de commutation arbitraire.

Question sur l’écart entre une estimation donnée par LV (1) et le B0.

4 réalisations de différentes de loi de commutation sont considérées.
• σa(2k) = 1 ; σa(2k + 1) = 2 ∀k ∈ N ;
• σc(2k) = 2 ; σc(2k + 1) = 1 ∀k ∈ N ;

• σb(k) = 1 ; ∀k ∈ N ;
• σd(k) = 2 ; ∀k ∈ N.
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Illustration
x0 /∈ LV (1) menant à des trajectoires instables pour la loi de commutation :
σa(k).
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Illustration
x0 /∈ LV (1) menant à des trajectoires instables pour les lois de commutation :
σa(k), σb(k).
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Illustration
x0 /∈ LV (1) menant à des trajectoires instables pour les lois de commutation :
σa(k), σb(k), σc(k).
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Illustration
x0 /∈ LV (1) menant à des trajectoires instables pour les lois de commutation :
σa(k), σb(k), σc(k), σd(k).
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Concept de problème de Lur’e

Systèmes Lur’e à commutations
Cadre de commutation arbitraire

Stabilité globale - système Lur’e non-saturé
Stabilité locale - système Lur’e saturé

Cadre de commutation commande
Stabilisation globale
Stabilisation locale

Conclusions et perspectives
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Formulation du problème

• Systèmes Lur’e à commutations :

xk+1 = Aσ(k)xk + Fσ(k)ϕσ(k)(yk ) (25)
yk = Cσ(k)xk . (26)

• Système Lur’e à commutations avec la saturation de commande :

xk+1 = Aσ(k)xk + Fσ(k)ϕσ(k)(yk ) + Bσ(k)sat(uk ), ∀k ∈ N (27)
yk = Cσ(k)xk (28)

• Objectif :
◦ synthétiser une loi de commutation dépendante de l’état

σ(k) = g(xk ), g : Rn → IN , (29)

qui stabilise globalement (localement) et asymptotiquement l’origine.

Idées principales :

Nouvelle fonction de Lyapunov du type Lur’e

Stratégie du type min-switching
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Stabilisation globale
Outil principal :
• Considérons la fonction, héritant les propriétés de V :

Vmin(xk ) = min
i∈IN

V (i, xk , ϕi(Cixk )). (30)

Méthode min-switching est formulée dans le cas linéaire 2 en utilisant :
• des matrices de Metzler en temps discret :

Md =

8
<

:Π ∈ RN×N , πii ≥ 0,
X

"∈IN

π"i = 1, ∀i ∈ IN

9
=

; .

• inégalités de Lyapunov-Metzler fondées sur des fonctions quadratiques
commutées : min

i∈IN
x ′k Pixk .

Matrices du système et vecteur d’état étendu :

Ai = [ Ai Fi 0n×Np ] ∈ Rn×(n+(N+1)p);

Ei = [ 0p×(n+ip) Ip 0p×(N−i)p ] ∈ Rp×(n+(N+1)p);

z′k =
“

x ′k ϕ′i (Cixk ) ϕ′1(C1xk+1) . . . ϕ′N(CNxk+1)
”′
∈ R(n+(N+1)p).

2. Geromel et Colaneri, Stability and stabilization of discrete-time switched systems, IJC-06.
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Théorème : Stratégie du type min-switching
Théorème 3 : Approche min-switching fondée sur V (i, xk , ϕi(Cixk ))
S’il existe une matrice Π ∈Md ; matrices 0n < Pi = P′i ∈ Rn×n et des matrices
diagonales 0p < Ti , Wi , 0p ≤ ∆i ∈ Rp×p, (i ∈ IN ), telles que les inégalités de
Lyapunov-Metzler sont satisfaites, ∀i ∈ IN ,

A′i (P)p,iAi + He(A′i (C′Ω∆E)p,i)−
X

q∈IN

“
2E′qWqEq − He(E′qWqΩqCqAi)

”

−

2

6664

Pi & &

(∆i − Ti)ΩiCi 2Ti &

0Np×n 0Np×p 0Np

3

7775
< 0n+(N+1)p, (31)

où (P)p,i =
P

"∈IN
π"iP", alors la stratégie du type min-switching

σ(k) = g(xk ) = arg min
i∈IN

V (i, xk , ϕi(Cixk )) (32)

stabilise globalement et asymptotiquement le système (25)-(26).

Pareillement au cas linéaire :

Inégalité sous forme LMI pour matrice Π fixée
Recherche en ligne possible.
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Partition de l’espace d’état
Partition de l’espace d’état associée à la stratégie min-switching :
• Soit les ensembles Si ⊂ Rn définissant l’activation des modes i ∈ IN :

Si =
˘

x ∈ Rn, Vmin(x) = V (i, x , ϕi(Cix))
¯

, ∀i ∈ IN . (33)
• Quelques commentaires relatifs à ces ensembles Si :

◦ 0 ∈ Si , ∀i ∈ IN ;
◦ ∪i∈INSi = Rn, car le minimum est atteint au moins par un mode ;
◦ Les ensembles Si ne sont pas nécessairement disjoints.

Particularité des partitions Si associées à des fonctions de Lyapunov :

• Quadratique commutée :
◦ toujours des régions coniques ;
◦ délimitées par des droites.

• Lur’e commutée :
◦ partitions pas restreintes à des

cônes ;
◦ régions limitées par des courbes
◦ allure dépend de ϕi (·).

!
"#$

!
"%
$

S2

S2

S1

S1

!&'( !( !%'( ) %'( ( &'(

!%'(

)

%'(
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Illustration
Exemple 5 : stabilisation globale
• Système Lur’e à commutations avec N = n = 2, p = 1, Ω1 = 0.6 ; Ω2 = 0.4 :

A1 =

2

41.08 0

0 −0.72

3

5 ; F1 =

2

40.5

0.2

3

5 ; C′
1 =

2

4 1

0.4

3

5 ;

A2 =

2

4−0.48 0.8

0 0.8

3

5 ; F2 =

2

40.2

0.5

3

5 ; C′
2 =

2

40.4

1

3

5 .

• Les non-linéarités sont : ϕ1(y) = 0.5Ω1y(1 + cos(2y))
et ϕ2(y) = 0.5Ω2y(1− sin(2.5y)).

• En appliquant le théoreme 3, les valeurs numériques sont obtenues :

P1 =

2

4 1.1490 −0.0832

−0.0832 1.9764

3

5 ; P2 =

2

4 0.3508 −0.4489

−0.4489 3.1440

3

5 ;

∆1 = 0.2585; ∆2 = 1.0509; avec la matrice de Metzler Π =

2

40.2 0.8

0.8 0.2

3

5 .
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Illustration
Partition de l’espace d’état et une trajectoire pour x0 = (14; 11)′

L’ensemble S = S1 ∩ S2 encadré par les
cônes C1 et C2. Trajectoire xk et les modes choisis à

chaque instant k .

Car ∆i )= 0p, l’intersection des partitions exhibe des courbes.
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Stabilisation locale

Outils :
• La ligne de niveau de notre fonction Vmin(x) est définie par :

LV min(γ) =
˘

x ∈ Rn; Vmin(x) ≤ γ
¯

=
[

j∈IN

˘
x ∈ Rn; V (j; x ; ϕj(Cjx)) ≤ γ

¯
.

et l’ensemble LV min(1) sera considéré comme une estimation de B0.

• Considérer la condition de secteur SCuk pour la zone-morte associé au i-ème
mode actif :

SCuk = Ψ′(uk )Ui [Ψ(uk )− J1,i xk − J2,iϕi(yk )] ≤ 0, (34)

• qui n’est vérifiée que localement dans l’ensemble :

Ti(K̂i − Ĵi , ρ) =
n

θ ∈ Rn+p;−ρ ≤ (K̂i − Ĵi)θ ≤ ρ
o

, (35)

seulement pour le i-ème mode actif.
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Particularités des deux cadres selon hypothèses sur σ

Système Lur’e à commutations saturé

Outils σ – arbitraire σ – commande

Fonction de

Lyapunov
V (i; x ; ϕi(Cix)) Vmin(xk ) = min

i∈IN
V (i; x ; ϕi(Cix))

δk V Lyapunov Lyapunov-Metzler

Estimation B0
3 T

i∈IN

LVi (1)
S

i∈IN

LVi (1) = LV min(1)

SC en k

en k + 1

mode actif

mode actif

mode actif

∀j ∈ IN

Stabilité des modes oui non

Critère

d’optimisation

µ t.q.

E(µIn)⊂
T

i∈IN

LVi (1)

P
i∈IN

µi t.q
S

i∈IN
E(µi In)⊂ LV min(1)

3. LVi (1) = {x ∈ Rn; V (i; x ; ϕi (Ci x)) ≤ 1}
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Illustration
Exemple 6 : stabilisation locale
• Système Lur’e à commutations entre deux modes avec saturation N = n = 2,

p = 1, ρ = 5 ; Ω1 = 0.7 ; Ω2 = 0.5 :

A1 =

2

41.4 0.4

0.2 1

3

5 ; F1 =

2

4 1

1.2

3

5 ; B1 =

2

40.5

0.5

3

5 C′
1 =

2

40.9

0.5

3

5 ;

A2 =

2

41.1 0.6

0.3 1.5

3

5 ; F2 =

2

41.2

1

3

5 ; B2 =

2

40.7

0.5

3

5 C′
2 =

2

4 1

0.7

3

5 .

• Les non-linéarités ϕi(y) sont définies par, ∀y ∈ R :
ϕ1(y) = 0.5Ω1y (1− sin(25y)) ; ϕ2(y) = 0.5Ω2y (1 + cos(20y)) .

• Les gains de la commande et la matrice de Metzler fixée sont donnés par :

K1 =
h
−0.7168 −1.0136

i
; Γ1 = −1.2923; Π =

2

40.5 0.5

0.5 0.5

3

5

K2 =
h
−1.2581 −0.7326

i
; Γ2 = −1.4650;
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Illustration

Partition de l’espace d’état dans l’ensemble LV min(1)
mode 1 est la région bleue et le mode 2 est la région rouge.

!! !" !# $ # " !
!!

!"

!#

$

#

"

!

%
&"
'

%
&#'

36 / 42



Illustration

2 trajectoires, dont une est associée à x0 située dans LV min(1) non-connexe.
Cercle rouge (étoile noire resp.) représente le mode 1 actif (mode 2 resp.).
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Illustration

Analyse des x0 associées à des trajectoires instables.
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L’ensemble LV min(1) est adapté à la forme de B0, pour notre stratégie du type
min-switching.
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Concept de problème de Lur’e

Systèmes Lur’e à commutations

Conclusions et perspectives
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Conclusions

Système Lur’e en temps discret :

xk+1 = Axk + Fϕ(yk ),

yk = Cxk ,

Lur’e classique

u(σ(k); xk ; ϕσ(k)(yk )) sat(·)
Système linéaire

xk

ϕ(yk )

+

Soutenance de thèse - Gonzaga 4 / 4 C. A. C. GONZAGA

• Une nouvelle fonction de Lyapunov du type Lur’e adaptée au temps discret a
été proposée :
◦ permettant de résoudre le problème de Lur’e en temps discret seulement sous

l’hypothèse de la condition de secteur ;
◦ relaxant les hypothèses classiques sur la variation de la non-linéarité ;
◦ donnant des lignes de niveau non-connexes et non-convexes ;
◦ fournissant une estimation adaptée au B0 de systèmes Lur’e avec commande

saturée.
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Conclusions

Système Lur’e à commutations en temps
discret :

xk+1 = Aσ(k)xk + Fσ(k)ϕσ(k)(yk ),

yk = Cσ(k)xk ,

Lur’e à commutations

u(σ(k); xk ; ϕσ(k)(yk )) sat(·)
Système linéaire

à commutations

(xk ; σ(k))

ϕσ(k)(yk )

+

Soutenance de thèse - Gonzaga 3 / 4 C. A. C. GONZAGA

• La version étendue de notre fonction Lur’e au cadre de fonctions de
Lyapunov commutées nous a permis de :
◦ Incorporer le cas des non-linéarités dépendantes du mode ;
◦ Traiter deux problèmes de base des systèmes à commutations :

• analyse de stabilité globale/locale lorsque la loi de commutation est arbitraire ;
• stratégie de commutation du type min-switching menant à des partitions de l’espace d’état

non restreintes à des régions coniques ;
• ligne de niveau non-connexe et non-convexe adaptée au B0 de systèmes Lur’e à

commutations avec la saturation, dans les deux cadres.
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Perspectives :

Système Lur’e classique
• étude des fonctions de Lyapunov-Lur’e pour des non-linéarités vérifiant une

condition de secteur locale ;
• considérer d’autres aspects de performance (ex. : gain L2 induit pour un bruit

additif) ;
• correcteur du type retour dynamique de sortie.

Système Lur’e à commutations
• Commutation arbitraire :

◦ correcteur du type retour dynamique de sortie ;
◦ critères de performance – gain L2 induit ;
◦ supposer des contraintes sur les lois de commutations. Ex. : temps de maintien.

• Commutation commande :
◦ commande conjointe (correcteur + loi de commutation) ;
◦ correcteur du type retour dynamique de sortie ;
◦ critère de performance – gain L2 induit.
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Merci de votre attention.
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