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Résumé

La présente thèse s’inscrit dans le cadre de travaux sur la représentation de Weil. Elle con-
siste en trois parties. Aux chapitres 2 et 3, on généralise la correspondance de Howe aux groupes
de similitudes sur un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle impaire. Aux
chapitres 4 et 5, on répond dans beaucoup de cas à une question, soulevée par V. Drinfeld, sur
la représentation de Weil de GS p8(F) de restreinte à un groupe GL2(A), où A est une algègre
étale sur un corps local ou fini F. D’autre part, au chapitre 5, on montre que sur un corps fini,
les représentations de Weil sont compatibles au changement de base au sens de Shintani-lift.

Mots-clefs : groupe de similitudes, représentation de Weil, correspondance de Howe, change-
ment de base.

The representation ofWeil for the similitudes groups and base change

Abstract

This present thesis is working on the Weil representation. It consists of three parts. In
chapter 2 and chapter 3, we generalize the Howe correspondance for the similitudes groupes
over the non archimedien field with odd residual characteristic. In chapter 4 and chapter 5, we
answer one question, raised by V. Drinfeld, about the restriction of the Weil representation of
the group GS p8(F) to GL2(A) where A is an étale algebra over a non archimedien field or a
finite field F. On the other hand, in the chapter 5, we prove that in finite field case, the Weil
representations are invariant under the operator of base change in the sens of Shintani-lifting.

Keywords : similitude group, Weil representation, Howe correspondence, base change .
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Introduction

Généralités

Dans l’article célèbre [W], André Weil a introduit la théorie des représentations pour interpréter des travaux de
Siegel sur les formes quadratiques. Il a décelé une certaine représentation, connue sous le nom de représentation
de Weil, ou de Siegel-Weil, ou bien métaplectique. Cette représentation posséde des propriétés extraordinaires et
intervient dans de nombreux domaines des mathématiques. Mentionnons quelques particularités de cette représen-
tation.

(1) Elle n’est pas définie sur un groupe symplectique, mais sur une extension centrale de ce groupe. Cela en
complique beaucoup l’étude.

(2) C’est un objet local et global. Autrement dit, elle peut être définie sur un corps local incluant les cas non
archimédien, réel, complexe et aussi sur l’anneau des adèles d’un corps global. Elle contient donc beaucoup d’in-
formation arithmétique intéressante.

(3) Une action de cette représentation est définie par la transformation de Fourier. Comme la transformation de
Fourier joue un rôle important dans la mathématique moderne, cette représentation a des applications également
dans d’autres domaines.

Parlons maintenant du sujet de cette thèse. Il s’agit de variantes de la correspondance de Howe pour un corps
local. Rappelons brièvement ce qu’est cette correspondance. On part d’une paire duale réductive (G̃1, G̃2) dans le
groupe métaplectique sur un corps local fixé ; en particulier, G̃1 commute à G̃2. On considère la restriction de la
représentation de Weil à G̃1 × G̃2 et on en étudie les quotients irréductibles ; ceux-ci sont de la forme π1 ⊗ π2, et la
correspondance π1 ←→ π2 définit en fait une bijection, appelée correspondance de Howe, entre les représentations

irréductibles de G̃1 qui apparaissent ainsi, et celles de G̃2 qui apparaissent également ;
(
voir les articles de Howe

[Howe2] dans le cas archimédien, de Waldspurger [Wa1] dans le cas non archimédien de caractéristique résiduelle
impaire, et de A. Minguez [Mi] pour les paires de type II

)
.

Cette thèse porte sur une généralisation de la correspondance de Howe aux groupes de similitudes sur un
corps local non archimédien F de caractéristique résiduelle impaire. Cette généralisation est dévoloppée dans les
chapitres 1 à 3. Au chapitre 4 , à titre d’application, on répond dans beaucoup de cas à une question, soulevée à
l’origine par V.Drinfeld, sur la représentation métaplectique de GS p8(F) restreinte à un groupe GL2(K), où K/F
est une algèbre cubique. Au chapitre 5, écrit en anglais, on résoud complètement la question analogue pour les
corps finis de caractéristique impaire.

Présentation des résultats

Chapitre 1

Ce chapitre contient des généralités sur la correspondance de Howe sur un corps p-adique. En suivant les arti-
cles [Bar2], [Kud2], [P], [Rao], en particulier essentiellement le livre [MVW], nous rappelons : la classification des
paires duales du groupe symplectique, la définition du groupe métaplectique, l’invariant de Leray, le 2-cocycle de
Rao, les paires duales de Howe, le groupe métaplectique de similitudes construit par L.Barthel, les représentations
de Weil et la correspondance de Howe. En particulier, nous donnons une démonstration du résultat de scindage
suivant, qui peut être intéressant [cf. Théorème 1.22] :

Soient F un corps local non archimédien de caractéristique impaire, et (W, 〈, 〉) un espace symplectique sur F.
On note S p(W) le groupe métaplectique dont le centre µ8 est engendré par e

2πi
8 ∈ C. Soit (H1,H2) une paire duale

irréductible de S p(W), soit H1 l’image réciproque dans S p(W). Alors l’extension H1 de H1 est scindée, sauf si W

est de la forme W1 ⊗F′ W2 et H1 = S p(W1), où W1 est un espace symplectique sur une extension F′ de F et où W2

est de dimension impaire.

Ce résultat est sans doute vrai aussi dans le cas archimédien.
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Chapitres 2 et 3

Ces chapitres ont pour but d’examiner comme on peut généraliser la correspondance de Howe (qui est déjà
provée pour un corps p-adique sauf sa caractéristique résiduelle vaut 2 [cf. Théorème 1.29]) aux groupes des
similitudes.

Certains aspects de la correspondance de Howe, pour des groupes de similitudes, ont déjà été étudiés. Nous
rappelons quelques résultats pour un corps global. Shimizu.H a étudié les groupes (GL2,D

×) [cf. [Sh]], qui permet
de réaliser la correspondance de Jacquet-Langlands en utilisant la correspondance de Howe. Puis, Waldspurger
a déterminé complètement la correspondance de Howe sur les groupes (Ŝ L2, PGL2)[cf. [Wa2]]. Dans le même
genre, on peut renvoyer à l’article de I.I.Piateski-Shapiro [cf. [PS] ] pour les groupes (Ŝ L2, PGS p4), à l’article de
M.Harris et S.Kudla [cf. [HK]] pour les groupes (GS p2,GO4), ou bien aux autres articles de la bibliographie.

Cependant, nos Chapitres 2 et 3 sont consacrés à une étude analogue sur un corps p-adique. Dans la Thèse de
L.Barthel [[Bar2]], elle a construit le groupe métaplectique G̃S p, et a défini la représentation de Weil pour G̃S p.
En particulier, elle aussi mis en évidence les difficultés à généraliser la correspondance de Howe aux groupes
de similitudes. Une difficulté est que pour une paire réductive duale (H1,H2) de GS p, leurs images réciproques
(H̃1, H̃2) dans G̃S p ne commutent pas en général. Ensuite dans [R1], B.Roberts a généralisé définitivement la cor-
respondance de Howe aux groupes (GS p,GO). Grâce à une analyse attentive de leur travaux, nous généralisons ce
résultat à des paires plus nombreuses. Ceci formera les Chapitres 2 et 3.

Les résultats : Pour présenter les résultats, d’abord, nous introduisons des définitions. Soient G un groupe lo-
calement compact totalement discontinu, (ρ,W) une représentation lisse du groupe G [cf. [BZ]]. On note :

mG(ρ, π) = le cardinal de la dimension de HomG(ρ, π) pour π ∈ Irr(G)

RG(ρ) = {π ∈ Irr(G)|mG(ρ, π) , 0}

Ensuite, on s’interesse à deux groupes. Soient G1,G2 deux groupes localement compacts totalement discontinus,
π une représentation lisse du groupe G1 ×G2. Supposons que toute représentation lisse irréductible du groupe G1

est admissible et de même pour G2. Sous cette hypothèse, on définit des applications

pi : RG1×G2 (π) −→ RGi
(π); π1 ⊗ π2 7−→ πi.

On notera leurs images par R0
Gi

(π). Si p1(resp. p2) est injectif, alors pour chaque π1 ∈ R0
G1

(π) (resp. π2 ∈
R0

G2
(π)), il existe une unique représentation irréductible π(1)

2 ∈ RG2 (π) (resp. π(2)
1 ∈ RG1 (π)) telle que π1 ⊗ π(1)

2 ∈
RG1×G2 (π) (resp. π(2)

1 ⊗ π2 ∈ RG1×G2 (π)).

(1) Si p1(resp. p2) est injectif, on définit une application θ1 : R0
G1

(π) −→ RG2 (π); π1 7−→ π(1)
2 , (resp. θ2 :

R0
G2

(π) −→ RG1 (π); π2 7−→ π(2)
1 ), on dit que (RG1×G2 (π), pi) est le graphe de l’application R0

G1
(π)

θ1−→ RG2 (π) (resp.

R0
G2

(π)
θ2−→ RG1 (π)) et que (π,G1 ×G2) est une représentation de graphe à gauche (resp. à droite). De plus, si

π est aussi une représentation de quotient sans multiplicité, i.e.

mG1×G2 (π, π′) ≤ 1 pour tout π′ ∈ Irr(G1 ×G2),

on dit que π est une représentation de graphe forte à gauche (resp. à droite), et que π satisfait la propriété de
graphe forte à gauche (resp. à droite).

(2) Si p1 et p2 sont injectifs, on dit que (π,G1 × G2) est une représentation de Howe (ou de bigraphe). On
obtient une bijection θi de R0

Gi
(π) sur RG1×G2 (π), et donc une correspondance bijective entre R0

G1
(π) et R0

G2
(π) qu’on

appelle correspondance de Howe(ou de bigraphe). De plus, si π satisfait la condition :

mG1×G2 (π, π′) ≤ 1 pour tout π′ ∈ Irr(G1 ×G2),

alors on dit que π est une représentation de Howe forte( ou de bigraphe forte ).

Les résultats principaux du chapitre 2 sont les suivants. La situation abstraite qui y est considérée reflète bien
sûr celle du chapitre 1, et les théorèmes seront appliqués dans ce cas du chapitre 3.
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Théorème (1). Soient H1 (resp. H2) un groupe distingué ouvert de G1( resp. G2), Γ un sous-groupe distingué de

G1 ×G2 contenant H1 × H2, tels que

Γ/H1 × H2 est le graphe d’un morphisme surjectif γ : G1/H1 −→ G2/H2.

Supposons que (ρ,V) est une représentation de graphe forte à gauche (resp. à droite) du groupe H1 × H2 qui peut

se prolonger en une représentation du groupe Γ. Alors π = c − IndG1×G2
Γ

ρ est aussi une représentation de graphe

forte à gauche (resp. à droite) du groupe G1 ×G2 dans les cas suivants :

(1) Gi ≃ Hi ×Gi/Hi et Gi/Hi est un groupe abélien pour i = 1, 2.

(2) Gi/Hi est un groupe abélien de cardinal fini.

Théorème (2). Soient H1 (resp. H2) un groupe distingué ouvert de G1( resp. G2), Γ un sous-groupe distingué de

G1 ×G2 contenant H1 × H2, tels que

Γ/H1 × H2 est le graphe d’un morphisme bijectif γ : G1/H1 −→ G2/H2.

Supposons que (ρ,V) est une représentation de bigraphe forte du groupe H1 × H2 qui peut se prolonger en une

représentation du groupe Γ. Alors π = c − IndG1×G2
Γ

ρ est aussi une représentation de bigraphe forte du groupe

G1 ×G2 dans les cas suivants :

(1) Gi ≃ Hi ×Gi/Hi et Gi/Hi est un groupe abélien pour i = 1, 2.

(2) Gi/Hi est un groupe abélien de cardinal fini.

Ces résultats sont inspirés des travaux de B.Roberts. Pour les démonstrations, nous utilisons la théorie de
Clifford et un procédé de récurrence.

Dans le Chapitre 3, en utilisant les Théorèmes ci-dessus, nous généralisons la correspondance de Howe aux
groupes de similitudes. On peut renvoyer à Exemples 1 pour les cas scindés et à Exemples 2 pour les cas non
scindés. Un point intéressant est que nous ne demandons pas que les représentations lisses irréductibles de G1 se
restreignent à H1 sans multiplicité, alors qu’une telle condition intervient dans les travaux de B.Roberts pour la
paire (GS p,GO). D’ailleurs, elle ne serait pas vérifiée dans les cas que nous considérons.

L’organisation des chapitres 2 et 3 est comme suit : Dans le chapitre 2, nous donnons des propriétés élémentaires
sur le plus grand quotient π-isotypique. Puis nous définissions “représentation de quotient admissible” et discutons
les relations de cette notion avec celles de représentation de type fini et de longueur finie. En particulier, en utilisant
les Théorèmes de Bernstein, de Zelevinsky, et de Howe, de Harish-Chandra, Jacquet, on montre que les foncteurs
(IndG

P , JN) préservent la classe des représentations lisses de quotients admissibles. Ensuite, nous rappelons deux
lemmes techniques de Waldspurger pour comprendre les plus grands quotients π-isotypiques dans le cas d’un pro-
duit de deux groupes. Nous aussi donnons quelques lemmes dans ce cadre. Puis, nous donnons les définitions
principales et montrons les Théorèmes principaux énoncés ci-dessus. En Appendice, nous rappelons la théorie de
Clifford, les références sont disponibles en [B1], [GK], [H]. Pour le chapitre 3, d’abord, nous prenons un groupe
intermédiaire Γ de GU(W1) × GU(W2) et montrons que la restriction du groupe métaplectique à ce groupe est
scindé sauf dans un cas. Puis nous utilisons les résultats de chapitre 2 et une technique de récurrence pour donner
plus exemples de représentations de bigraphe forte sur les groupes de similitudes, incluant des cas non scindés.

Chapitre 4

Dans ce chapitre, nous répondons à une question soulevée par V. Drinfeld, ainsi qu’à des variantes proposées
par G. Henniart, S.Kudla et E.Lapid.

La question initiale était la suivante. Si F est un corps, la représentation de GL2(F) sur F2 se fait par des
similitudes symplectiques. Ainsi le groupe G = GL2(F) × GL2(F) × GL2(F) agit sur F2 ⊗ F2 ⊗ F2, un espace
vectoriel sur F de dimension 8, par des similitudes symplectiques.

Peut-on “ restreindre” à ce groupe G la représentation métaplectique ? Les quotients irréductibles que l’on
trouve sont-ils tous de la forme π ⊗ π ⊗ π ?

Les variantes concernent le cas où G = GL2(A), où A est une algèbre étale de degré 3 sur F. Ainsi A est de la
forme F × F × F ou de la forme F × E, E étant une extension quadratique séparable de F, ou encore une extension
cubique séparable K de F.

Tout d’abord, nous définissons un homomorphisme de GL2(A) dans GS p(V) où V est un espace symplectique
de dimension 8 sur F, et nous utilisons le chapitre 3 pour définir une représentation “ métaplcetique” de G. Puis
nous étudions les quotients irréductibles de cette représentation.
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Nous présentons ci-dessous nos résultats, suivant les différents cas. On désigne par ψ un caractère non trivial
de F, les représentations métaplectiques considérées sont relatives au caractère ψ fixé.

Les résultats : Soient F un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle impaire, E un extension
quadratique de F, K une extension cubique galoisienne de F. Soit A une algèbre étale de degré3 sur F. No-
tons ωψ la représentation de Weil liée au caractère ψ de F. Nous donnons un morphisme GL2(A) −→ GS p8(F), et
construirons des représentations de Weil de GL2(A). Le but de ce chapitre est de trouver les quotients irréductibles
de ces représentations.

I. Soient A = F × F × F, GL2(A) ≃ GL2(F) ×GL2(F) ×GL2(F).

On pose G = GL2(F). En ce cas, on obtient deux représentations intéressantes, une représentation πΓ0
ψ de

G × G × G, et une autre représentation πΓψ du produit G × [(G × G) ⋊ S 2] (la première représentation est induite
d’un sous-groupe Γ0, la deuxième d’un sous-groupe Γ). En utilisant les résultats de B.Roberts, on peut trouver les
Théorèmes suivants :

Théorème (3). Pour la représentation πΓ0
ψ , on a

(1) RG×G×G(πΓ0
ψ ) = {π ⊗ π ⊗ π| pour tout π ∈ Irr(G)}.

(2) mG×G×G(πΓ0
ψ , π ⊗ π ⊗ π) = 1.

Théorème (4). (1) πΓψ est une représentation de bigraphe forte du groupe produit G × [(G ×G) ⋊ S 2].
(2) RG(πΓψ) = Irr(G) et R(

G×G
)
⋊S 2

(πΓψ) = {σ(π, π)+| pour tout π ∈ Irr(G)}.
(3) L’application de bigraphe θ est définie comme

θ : RG(πΓψ) −→ R(
G×G

)
⋊S 2

(πΓψ); π 7−→ σ(π, π)+

où σ(π, π)+ est la représentation distinguée du groupe (G ×G) ⋊ S 2 attachée à π ∈ Irr(G) [ cf. Définition 4.46 ou

voir [R2]]

Ces résultats étaient connus, nous donnons plus de détails. Pour la démonstration du Théorème (3) ci-dessus,
une difficulté sera de montrer que ˜Γ0 ⋊ S 3 est scindé au-dessus de Γ0 ⋊ S 3.

II. Si A = F × E, GL2(A) ≃ GL2(F) ×GL2(E).

On pose G = GL2(F), H = GL2(E). Soient F×+ = NE/F(E×), G+ = {g ∈ G| det(g) ∈ F×+}, et

M = {
(
x α
α y

)
|x, y ∈ F, α ∈ E} muni de la forme quadratique définie par q(m) := det(m).

En ce cas, on obtient deux représentations intéressantes, la première représentation π
Γ

(1)
0
ψ du groupe G × H et la

deuxième représentation πΓ,+ψ de G+ × GO(M). En utilisant les résultats de Brooks Roberts et Michel Cognet, on
montre les Théorèmes suivants :

Théorème (5). (1) π
Γ

(1)
0
ψ est une représentation de graphe forte à gauche du groupe produit G × H.

(2) RG(π
Γ

(1)
0
ψ ) = Irr(G), RH(π

Γ
(1)
0
ψ ) = {BcE/F(π)| pour tout π ∈ Irr(G)}.

(3) L’application de bigraphe forte θ est définie comme

θ : RG(π
Γ

(1)
0
ψ ) −→ RH(π

Γ
(1)
0
ψ ); π 7−→ BcE/F(π)

pour tout π ∈ Irr(G).

Dans ce théorème BcE/F désigne l’opération de changement de base quadratique de Langlands [L].

Théorème (6). Pour la représentation de bigraphe forte πΓ,+ψ du groupe G+ ×GO(M), on a

(1) RGO(M)(π
Γ,+
ψ ) = IrrD(GO(M)).

(2) L’application θ de bigraphe est définie ci-dessous :

θ : RG+ (π
Γ,+
ψ ) −→ RGO(M)(π

Γ,+
ψ ); ρ+ 7−→ δ+.

Plus précisément :

Reprenons les notations dans le Théorème 4.9 pour la classification des représentations irréductibles du groupe

G+ et les notations dans la Proposition 4.21 pour les représentations irréductibles du groupe GO(M).



12

(1) ρ+λ,σ
θ←→ δ+λ,σ où λ, σ ∈ Irr(F×) satisfont à λσ−1

, χE/F , | · |±1
F
, χE/F | · |±1

F
;

(1’) λ+ · ρ+
1,χE/F |·|−1

F

θ←→ λ+ · δ+
1,χE/F |·|−1

F

où λ+ ∈ Irr(F×+) ;

(2) ψ+ · StG+
θ←→ ψ+ · St+GS O(M) où ψ+ ∈ Irr(F×+) ;

(3) ψ+ · ρ+1,χE/F

θ←→ ψ+ · δ+1,χE/F
où ψ+ ∈ Irr(F×+) ;

(4) ψ+ · 1G+
θ←→ ψ+ · 1+

GS O(M) où ψ+ ∈ Irr(F×+) ;

(5) ρ+
Θ

θ←→ δ+
Θ

où Θ est un caractère régulier de E× ;

(6) ρ+π
θ←→ δ+π où les représentations sont attachées à une représentation cuspidale π du groupe G.

Ces résultats étaient essentiellement connus, la difficulté était surtout de comprendre et préciser les résultats de
M.Cognet et B.Roberts.

III. Si A = K, GL2(A) = GL2(K)

En ce cas, on pose G = GL2(K). On considère la représentation πΓ0
ψ = c− IndF××G

Γ0
ρψ|Γ0 . Nous déterminons une

partie des quotients irréductibles de πΓ0
ψ .

Proposition (⋆). (i) mG(πΓψ,ΠΦ1,Φ2 ) = 1, si Φ1 = φ1 ◦ NK/F , Φ2 = φ2 ◦ NK/F pour φ1, φ2 ∈ Irr(F×) ; sinon = 0.

(ii) mF××G(πΓψ, φ ⊗ Πφ◦NK/F |NK/F (·)|F ,φ◦NK/F |NK/F (·)|2
F
) = 1 pour φ ∈ Irr(F×) ; = 0 sinon.

L’organisation de chapitre 4 est comme suit : En vue de l’application au cas II, nous donnons la classification des
représentations irréductibles du groupe G+. Après des rappels de résultats connus, nous classifions les représenta-
tions distinguées ou distinguées génériques du groupe GS O(M). Puis nous rappelons et précisons les résultats de
M.Cognet et B.Roberts pour les quotients de la représentation de Weil sur GL2(F)×GL2(E). Finalement en utilisant
les résultats de B.Roberts et M.Cognet, nous traitons les exemples pour les groupes GL2(F) × GL2(F) × GL2(F)
et GL2(F) × GL2(E) , ensuite pour le groupe GL2(K). Pour le groupe GL2(K), c’est plus original. Dans le cas de
GL2(K), nous vérifions que notre représentation est compatible avec celle construite par Kazhdan [cf. [Kazh] ], ou
même de Mao Z-Y et S.Rallis [cf. [MR]].

Chapitre 5

Dans ce chapitre, on considère les problèmes analogues à ceux du chapitre 4, mais pour un corps fini F.
Les résultats : Soient F un corps fini d’ordre q = p f avec p , 2, E une extension quadratique de F, K une exten-
sion cubique de F, GS p8(F) le groupe symplectique de similitudes de degré 8, (ρ,V) la représentation de Weil sur
GS p8(F). Notons A une algèbre étale sur F de degré 3. Donc A ≃ F × F × F, F × E, ou bien K. On définit un
morphisme GL2(A) −→ GS p8(F), et grâce à ce morphisme, on obtient la représentation de Weil de GL2(A), notée
π. La décomposition de cette représentation se présente de la façon suivante :

Soient G = GL2(L) ou L un corps fini quelconque, L1/L une extension quadratique, χ1, χ2 deux caractères de
F×, on note πχ1,χ2 = IndG

B χ1 ⊗ χ2, 1G la représentation triviale du groupe G, StG la représentation de Steinberg du
groupe G et πθ la représentation cuspidale du groupe G attachée au caractère régulier θ de L×1 .

Théorème (7). Si A = F × F × F, GL2(A) = GL2(F) ×GL2(F) ×GL2(F), alors

π =
⊕

χ1,χ2 mod χ1∼χω2

(
πχ1,χ2⊗πχ1,χ2⊗πχ1,χ2

)
⊕

⊕

ψ∈Irr(F×)

(
ψ·StG⊗ψ·StG⊗ψ·StG

)

⊕
⊕

ψ∈Irr(F×)

(
ψ·1G⊗ψ·1G⊗ψ·1G

)
⊕

⊕

θ∈Irr(E×)−Irr(F×),mod θ∼θq

(
πθ⊗πθ⊗πθ

)

⊕
⊕

ψ∈Irr(F×)

((
ψ·StG⊗ψ·1G⊗ψ·1G

)
⊕

(
ψ·1G⊗ψ·StG⊗ψ·1G

)
⊕

(
ψ·1G⊗ψ·1G⊗ψ·StG

))
.
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Théorème (8). Si A = F × E, GL2(A) = GL2(F) ×GL2(E), alors

π =
⊕

ψ∈Irr(F×),Ψ∈Irr(E×),Ψ=ψ◦NE/F

(
ψ·1G⊗Ψ·1H

)
⊕

⊕

ψ∈Irr(F×),Ψ∈Irr(E×),Ψ=ψ◦NE/F

(
ψ·StG⊗Ψ·StH

)

⊕
⊕

λ,σ∈Irr(F×),Λ,Σ∈Irr(E×),Λ=λ◦NE/F ,Σ=σ◦NE/F

(
πλ,σ⊗ΠΛ,Σ

)
⊕

⊕

Λ∈Irr(E×),Λ,Λq

(
πΛ⊗ΠΛ,Λq

)

⊕
⊕

ψ∈Irr(F×),Ψ∈Irr(E×),Ψ=ψ◦NE/F

(
ψStG⊗Ψ·1H

)
.

Théorème (9). Si A = K, GL2(A) = GL2(K), alors

π =
⊕

σ∈Irr(GL2(F))

BcK/F(σ).

Pour montrer le Théorème (9) ci-dessus, nous discutons le problème du changement de base pour les représen-
tations de Weil. Nous montrons en fait que sur un corps fini, les représentations de Weil sont, en un certain sens(
Shintani-lift), compatibles au changement de base. Nous présentons le résultat ci-dessous :

Soit ψ un caractère non trivial de F×. On fixe une clôture algébrique F de F. Supposons Gal(F/F) = 〈σ〉. On
pose Fi le corps formé des points fixées de F par σi. On fixe un nombre positif m.

Soit G un groupe algébrique connexe défini sur F, on note G(Fi) le groupe des Fi-points de G. On note
σi⋉G(Fm) l’ensemble formé des éléments (σi, g) pour tout g ∈ G(Fm) pour 1 ≤ i ≤ m. On note C(G(Fm)) l’espace
vectoriel des fonctions centrales de G(Fm) et C(G(Fm))σ le sous-espace de fonctions des C(G(Fm)) constitué des
éléments σ-invariants.

Dans l’article [Gy], Gyoja a défini l’opérateur de norm Nm, qui permet de donner une bijection entre les classes
de G(Fm)-conjugaison dans σi ⋉ G(Fm) et les classes de conjugaison dans G(F(m,i)), où (m, i) est le plus grand
commun diviseur de m et i. On définit

i − res : C( Gal(Fm/F) ⋉G(Fm)
) −→ C(G(F(m,i))

)
σ

f 7−→ i − res( f )

où i − res( f ) ◦ Ni = f |σi⋊G(Fm).

On pose ψFi
= ψ ◦ TrFi/F . Soit V un espace symplectique sur F de dimension 2n. On note SpV (resp. GSpV ) le

groupe symplectique(resp. symplectique de similitudes) associé à V . On note ΠψFi
(resp. ΞψFi

) la représentation de
Weil du groupe SpV (Fi)(resp. GSpV (Fi)) pour 1 ≤ i ≤ m.

Théorème (10). Il existe une représentation unique Π̃ψFm
(resp. Ξ̃ψFm

) du groupe SpV (Fm) ⋊ Gal(Fm/F) (resp.

GSpV (Fm) ⋊ Gal(Fm/F) telle que i-res(Π̃ψFm
)= ΠψF(m,i)

(resp. i-res(Ξ̃ψFm
)= ΞψF(m,i)

) pour 1 ≤ i ≤ m.
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1 Préliminaires généraux

1.1 Les sous-groupes de Howe réductifs de S p(W)

Dans cette sous-sous-section, on désigne par F un corps non archimédien de caractéristique impaire et de
caractéristique résiduelle p.

Définition 1.1 ([MVW] Page 10). Soit G un groupe. Un sous-groupe H ⊂ G tel que le double commutant de H

dans G soit égal à H sera appelé un sous-groupe de Howe de G. Si H′ = ZG(H) est le commutant de H dans G,

on dira que (H,H′) est une paire duale dans G.

Soit D un corps de dimension finie sur son centre(pas nécessairement commutatif), muni d’une involution τ.
Soit W un espace vectoriel à droite sur D, de dimension n, muni d’un produit ǫ-hermitien, où ǫτ(ǫ) = 1. W est dit
de type 2(resp. de type 1) si le produit hermitien est nul(resp. non dégénéré).

Définition 1.2 ([MVW] Page 11). Soit W un D-espace à droite ǫ-hermitien de dimension finie de type 1 ou 2, une

paire duale (H,H′) de U(W) est dite réductive si

(i) W est HD et H′D-semi-simple.

(ii) H et H′ sont réductifs.

(Ces deux conditions sont probablement équivalentes). On dit alors que H est un sous-groupe de Howe réductif

de U(W).

Définition 1.3 ([MVW] Page 11). Une paire duale (H,H′) de U(W) est dite irréductible s’il n’existe pas de

décomposition orthogonale de W stable par HH′D.

Lemme 1.4 ([MVW] Page 13). Toute paire réductive duale de U(W) est produit de paires réductives duales

irréductibles.

Démonstration. Ceci découle de [[MVW] Page 10-11] �

Ci-dessous, nous citons la classification des paires duales irréductibles de S p(2n, F) dans [[MVW], Page 15].
Soit tD/F ∈ HomF(D, F) tel que la forme bilinéaire (d, d′) 7−→ tD/F(dd′) pour d, d′ ∈ D soit non dégénérée.

Lemme 1.5 ([MVW] Page 14). Si (W1, 〈, 〉1), (W2, 〈, 〉2) sont deux espaces sur D respectivement à droite et à

gauche, ǫi-hermitiens de type 1 tels que −1 = ǫ1ǫ2, alors le produit tensoriel W = W1 ⊗D W2 muni de la forme

<< w1 ⊗ w2,w
′
1 ⊗ w′2 >>= tD/F(< w1,w

′
1 >1 τ(< w2,w

′
2 >2)), wi,w

′
i ∈ Wi

est symplectique. Inversement, toute décomposition d’un espace symplectique (W, <, >) en produit tensoriel hermi-

tien est de ce type.

Démonstration. Ceci découle de [[MVW], Page 14-15, Lemme]. Nous montrons “inversement”. Supposons W =

W1 ⊗D W2 une décomposition de (W, 〈, 〉), B1 = EndD(W1), B2 = EndD(W2), A = EndF(W). Rappelons qu’il existe
une involution adjointe ⋆ sur l’algèbre centrale A associée à l’espace hermitien (W, 〈, 〉) à isomorphisme près,
Par définition, les algèbres B1, B2 sont stables sous l’involution adjointe ⋆. La restriction de cette involution sur
B1(resp. B2) donne une forme ǫ1-hermitienne 〈, 〉1(resp. ǫ2-hermitienne 〈, 〉2) sur W1(resp. W2). D’après rappeler la
construction, on sait que ǫ1ǫ2 = −1. Maintenant, nous pouvons définir une forme <<, >> comme l’hypothèse au
lemme ci-dessus, elle aussi induit sur EndF(W) une involution ⋆′ coincident avec l’involution adjointe associée à
〈, 〉i sur Bi, i = 1, 2. Deux involutions ⋆,⋆′ de EndF(W) sont différentes par un automorphisme intérieur µ. Comme
⋆|Bi

est isomorphe à ⋆′|Bi
pour i = 1, 2, on sait que l’automorphisme intérieur µ est trivial sur EndD(Wi) i = 1, 2

qui est donnée par conjugaison par un élément non nul du centre de D. C’est-à-dire que

〈w1 ⊗ w2,w
′
1 ⊗ w′2〉 =<< aw1 ⊗ w2,w

′
1 ⊗ w′2 >>= tD/F(a < w1,w

′
1 >1 τ(< w2,w

′
2 >2)) wi,w

′
i ∈ Wi,

pour quelque a ∈ Cent(D) = F′. D’après modifier le produit 〈, 〉1, par a〈, 〉1, on obtient le résultat. �

Remarque 1.6 (Restriction des scalaires, cf. [MVW], Page 15). (1) Soient (W, 〈, 〉) un espace anti-hermitien

sur (D, τ), tD/F un élément de HomF(D, F) tel que (d, d′) 7−→ tD/F(dd′) est non dégénérée, on obtient une

forme symplectique tD/F(〈, 〉) sur le F-espace W, l’espace symplectique (W, tD/F(〈, 〉)) sera dit déduit de

(W, 〈, 〉) et tD/F par restriction des scalaires.
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(2) Supposons l’espace W′ déduit de W par restriction des scalaires par une extension F′/F. Par la classifi-

cation des sous-groupes de Howe réductifs des groupes classiques dans [[MVW] Page 13], on sait qu’une

paire duale non triviale de S p(W) reste une parie duale non triviale de S p(W ′). Comme CentS p(W′)({±1}) =
S p(W ′), on voit que la paire duale triviale ({±1}, S p(W)) ne peut pas être une paire duale du groupe S p(W ′).

Théorème 1.7 ([MVW] Page 15). Voici la classification des paires duales irréductibles de S p(W) qui ne provien-

nent pas par restriction des scalaires de S p(W ′) satisfaisant à (dimF′ W ′)[F′ : F] = dimF W pour une extension

F′ sur F.

(1) Les paires duales de type 2 : (GLD(X1),GLD(X2)).
Si W est totalement isotrope et non dégénéré pour toute décomposition d’un lagrangien X de V en produit

tensoriel X = X1 ⊗D X2.

(2) Les paires duales de type 1 :

(i) (O(W1), S p(W2)).
Ici W ≃ W1 ⊗F W2 avec W1(resp. W2) un espace orthogonal (resp. symplectique) sur F.

(ii) (U(W1),U(W2)).
Ici W ≃ W1⊗D W2 où D/F est une extension quadratique ou un corps de quaternions muni de l’involution

canonique. W1(resp. W2) est un espace hermitien (resp. anti-hermitien) sur D et dimD W2 , 1 si D est un

corps de quaternions.

Démonstration. Ceci découle de [MVW]. Utilisons les énoncés dans la page 13 de [MVW]. Ils donnent le cas (1).
Pour (2), supposons W ≃ W1 ⊗D′ W2 une décomposition de W en produit tensoriel hermitien. Par définition, le
centre F′ de D′ contient F. Par le lemme 1.5, la forme symplectique s’écrit

<< w1 ⊗ w2,w
′
1 ⊗ w′2 >>= tD/F

(
< w1,w

′
1 >1 τ(< w2,w

′
2 >2)

)

pour un homomorphisme tD/F ∈ HomF(D, F) satisfaisant aux conditions requises. Si F′ = F, alors D = F ou
D un corps de quaternions sur F, on obtient les résultats de (2) (i) et partie de résultats de (2) (ii). Si F′ , F,
on regarde W = W1 ⊗D′ W2 comme un espace symplectique sur F′, notée W ′. Choisissons un élément non trivial
tF′/F ∈ HomF′ (F′, F) et tD/F′ ∈ HomF′ (D, F′) tels que (d, d′) 7−→ tD/F′ (dd′) soit non dégénérée, alors on sait que
tF′/F ◦ tD/F′ ∈ HomF(D, F) et (d, d′) 7−→ tF′/F ◦ tD/F′ (dd′) est aussi non dégénérée. Par le Lemme 1.5, il existe une
forme ε1-hermitienne 〈, 〉1 (resp. ε2-hermitienne 〈, 〉2) sur W1 (resp. W2) telles que

<< w1 ⊗ w2,w
′
1 ⊗ w′2 >>= tF′/F ◦ tD/F′

(
< w1,w

′
1 >1 τ(< w2,w

′
2 >2)

)
.

Si τ|F′ = Id, alors W ′, muni d’une forme tD/F′ (〈, 〉1τ(〈, 〉2)), est un espace symplectique et W est déduit de W ′ par
restriction des scalaires. Ceci contredit à l’hypothèse. Si τ|F′ , Id, nous notons F′1 le corps commutatif formé par
les points fixés de τ. Le même argument que ci-dessus, montre que F′1 = F et on obtient l’autre partie des résultats
de (2)(ii). �

1.2 Le groupe métaplectique Mp(W)

Soit W un F-espace vectoriel de dimension 2n, muni d’une forme symplectique 〈, 〉. On note S p(W) le groupe
symplectique, GS p(W) le groupe symplectique de similitudes, Ŝ p(W) (resp. S p(W), S̃ p(W)) le groupe métaplec-
tique associé à l’extension du centre {±1} (resp. µ8 = 〈e

2πi
8 〉 ,C×). Si H est un sous-groupe fermé de S p(W), nous

notons son image réciproque dans Ŝ p(W) (resp. S p(W), S̃ p(W) ) par Ĥ (resp. H, H̃). Dans cette sous-sous-section,
nous dirons le groupe métaplectique Mp(W) pour Ŝ p(W), ou S p(W), ou bien S̃ p(W), sauf mention explicite.

On sait que Ŝ p(W) est l’unique revêtement à deux feuillets non trivial de S p(W). Il est déterminé par un cocycle
[Ŝ p(W)] non trivial dans H2(S p(W), {±1}) ≃ Z2. On a une suite exacte

1 −→ {±1} −→ Ŝ p(W)
p
−→ S p(W) −→ 1,

et S p(W) = Ŝ p(W) ×{±1} µ8, S̃ p(W) ≃ Ŝ p(W) ×{±1} C
×, le diagramme ci-dessous est commutatif

1 −→ {±1} −→ Ŝ p(W) −→ S p(W) −→ 1 (1)
↓ ↓ ‖

1 −→ µ8 −→ S p(W) −→ S p(W) −→ 1 (2)
↓ ↓ ‖

1 −→ C⋆ −→ S̃ p(W) −→ S p(W) −→ 1 (3)
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C’est-à-dire que le cocycle [S p(W)] (resp. [S̃ p(W)]) associé au groupe S p(W) (resp. S̃ p(W)) est l’image de
[Ŝ p(W)] par l’application H2(S p(W), {±1}) −→ H2(S p(W), µ8) (resp. H2(S p(W), {±1}) −→ H2(S p(W),C×)).
Donc ces classes de cohomologie sont d’ordre 2.

Théorème 1.8 (C.C.Moore). Il existe un et un seul élément non trivial d’ordre 2 dans H2(S p(W), µ8) ou

H2(S p(W),C×).

Démonstration. Ceci découle de [Mo2]. �

Nous allons donner des formules explicites pour comprendre ces cocycles. D’après le Théorème 1.8, il suffit
de construire des 2-cocycles non trivials d’ordre 2. Nous citons les résultats dans [P], [Rao], mais nous adopterons
les descriptions dans [MVW], [Bar1]. Pour présenter les formules, quelques définitions sont nécessaires.

Soient W un espace symplectique de dimension 2n sur F, W = X ⊕ X⋆ une polarisation complète de W. Choi-
sissons une base {e1, · · · , en} resp. {e⋆1 , · · · , e⋆n } de X resp. X⋆ telle que 〈ei, e

⋆
j
〉 = δi j, i.e. {e1, · · · , en; e⋆1 , · · · , e⋆n }

forme une base symplectique de W.

Notons P = P(X)(resp. N = N(X)) le groupe parabolique(resp. le radical unipotent) associé à X, Ω l’ensemble
des lagrangiens de W. Un élément g de S p(W) peut s’écrire sous la forme suivante :

g =

(
a b

c d

)
où a ∈ EndF(X), b ∈ HomF(X⋆, X), c ∈ HomF(X, X⋆), d ∈ EndF(X⋆).

On a la décomposition de Bruhat de S p(W)

S p(W) = ∪S⊂{1,··· ,n}PωS P,

d’où
ωS (ei) = −e⋆i , ωS (e⋆i ) = ei, si i ∈ S

ωS (ei) = ei, ωS (e⋆i ) = e⋆i , si i < S .

L’invariant de Leray Soit (X1, X2, X3) un triplet de lagrangiens deux à deux transverses. On peut lui associer un
espace quadratique qui sera appelé l’invariant de Leray de (X1, X2, X3), et noté q(X1, X2, X3).
D’abord, on a deux polarisations complètes W = X1 ⊕ X2 et W = X1 ⊕ X3, donc il existe un élément unique
u ∈ N(X1) tel que u(X2) = X3. On définit une forme symétrique bilinéaire (, ) sur X2 par

(x2, x
′
2) := 〈x2, u(x′2)〉 = 〈x′2, u(x2)〉.

Comme X2 ∩ X3 = 0 et que u est bijective, la forme symétrique bilinéaire est non dégénérée. En ce cas, on définit

q(X1, X2, X3)(x2) := (x2, x2) pour x2 ∈ X2 · · · 1.

Si (X1, X2, X3) est un triplet de lagrangiens pas forcément transverses deux à deux, on modifie la définition de la
façon suivante :

Notons : M = (X1 ∩ X2) + (X2 ∩ X3) + (X3 ∩ X1).
Considérons : Zi = (Xi + M) ∩ M⊥/M.

On vérifie que (Z1,Z2,Z3) est un triplet de lagrangiens de l’espace symplectique WM = M⊥/M transverses deux à
deux [cf.[MVW], Page 54]. En ce cas, on définit

q(X1, X2, X3) := q(Z1,Z2,Z3).

Proposition 1.9 ([Rao]). (1) Soit (X1, X2, X3) un triplet de Ω, alors q(Xτ(1), Xτ(2), Xτ(3)) ≃ sign(τ)q(X1, X2, X3)
pour τ ∈ S 3.

(2) Soient (X1, X2, X3), (Y1,Y2,Y3) deux triplets de Ω, supposons qu’il existe un élément g de S p(W) tel que

Yi = g(Xi). Alors les espaces quadratiques q(Y1,Y2,Y3) et q(X1, X2, X3) sont isomorphes

Démonstration. Ceci découle de [[MVW], Page 54-55]. �

1. ! Ici, ne multiplions pas la constante 1
2
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Un cocycle pour les groupes S p(W) et S̃ p(W) : Soit X un lagrangien de W, ψ un caractère continu non trivial de
F et γ l’invariant de Weil [cf. [Kud2], chapter I]. Pour deux éléments g1, g2 ∈ S p(W), on pose

q(g1, g2) := −q(X, g−1
1 (X), g2(X)).

Théorème 1.10 ([P],[Rao]). La classe du 2-cocycle

c(g1, g2) = γ
(
ψ(q(g1, g2))

)
· · · 2

dans H2(S p(W),C×), ou H2(S p(W), µ8), est non triviale d’ordre 2.

Démonstration. Ceci découle de [[Rao], Page 358, Theorem 4.1]. �

Remarque 1.11. (1) c(g1, g2) est une racine huitième de l’unité, qui dépend du choix de ψ, X.

(2) D’après la Proposition 1.9 (2), on sait que pour p, p1, p2 ∈ P = P(X), c(p1g1 p, p−1g2 p2) = c(g1, g2). En

particulier c(p, g) = c(1, g) = γ
(
ψ
(
q(X, X, g(X))

))
= 1 pour p ∈ P, g ∈ S p(W).

Un cocycle pour le groupe Ŝ p(W) : Tout d’abord, fixons une polarisation complète W = X ⊕ X⋆. Pour présenter
la formule, nous rappelons quelques notations et définitions. Nous notons (, )F : F×/F×2 × F×/F×2 −→ {±1}
le symbole de Hilbert. Soit (q,V) une forme quadratique non dégénérée sur F de dimension m. Par le Théorème
d’orthogonalisation [cf. [MVW], Page 4], V est isométrique à une somme W = ⊕m

i=1F(ai) où F(ai) est la forme
canonique de F de dimension 1, définie par x 7−→ aix

2 pour x ∈ F. Rappelons quelques invariants de V . Le
déterminant det(q) ∈ F×/F×2 est représenté par le produit des ai. L’invariant de Hasse est défini par la formule :

ǫ(V) :=
∏

1≤i, j≤m

(ai, a j)F .

De plus, Rao a défini les applications :

x : S p(W) −→ F×/F×2; p1ωS p2 7−→ det(p1 p2|X) mod F×2;

t : S p(W) × S p(W) −→ Z; (g1, g2) 7−→ 1
2

(|S 1| + |S 2| − |S 3| − l),

pour g1 = p1ωS 1 p′1, g2 = p2ωS 2 p′2 et g1g2 = p3ωS 3 p′3, l = dim q(X, g−1
1 (X), g2(X)), S , S 1, S 2, S 3 des parties de

{1, · · · , n}.
On peut définir un 2-cocycle grâce aux applications ci-dessus, qui sera appelé le 2-cocycle de Rao :

cRao(g1, g2) = (x(g1), x(g2))F(−x(g1)x(g2), x(g1g2))F((−1)t, det(q))F(−1,−1)
t(t−1)

2
F

ǫ(q),

où t = t(g1, g2), q = q(g1, g2) pour g1, g2 ∈ S p(W).

Théorème 1.12 (Rao). La classe du 2-cocycle de Rao est un élément non trivial d’ordre 2 de H2(S p(W), {±1}).

Démonstration. Ceci découle de [[Kud1], Page 20, Theorem 4.5]. �

Exemple 1.13 (cf. [MVW] Page 56). Si dimF(W) = 2, S p(W) ≃ S L2(F), en ce cas, on retrouve la formule de

Kubota :

cRao(g1, g2) = (x(g1), x(g2))F(−x(g1)x(g2), x(g1g2))F ,

ou x(g) = dF×2 si c = 0 ; cF×2 si c , 0 pour g =

(
a b

c d

)
∈ S L2(F).

Pour le 2-cocycle de Rao, on a les propriétés :

Proposition 1.14. Soient g, g1, g2 ∈ S p(W), p ∈ P = P(X).
(1) cRao(p, g)= cRao(g, p) = (x(p), x(g))F . En particulier, cRao(1, g)= cRao(g, 1) = 1.

(2) cRao(pg1, g2) = (x(p), x(g1)x(g1g2))F cRao(g1, g2) et cRao(g1, g2 p)=(x(p), x(g2)x(g1g2))FcRao(g1, g2).

2. ! Ici, ne mulitilions pas la constante 1
2
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(3) cRao(g1 p−1, pg2)= (x(p),−x(g1)x(g2))F .

Démonstration. (1) Dans ce cas, on a q(g, p) = q(p, g) = 0 et t(p, g) = t(g, p) = 0,
cRao(p, g)=(x(p), x(g))F(−x(p)x(g), x(pg))F = (x(p), x(g))F(−x(p)x(g), x(p)x(g))F= (x(p), x(g))F . En faisant le
calcul analogue, on obtient cRao(g, p)= (x(g), x(p))F= (x(p), x(g))F , en particulier x(1) = 1, donc cRao(1, g) =
cRao(g, 1) = 1, c’est-à-dire que le 2-cocycle est normalisé.
(2) D’abord, on a q := q(pg1, g2) = q(g1, g2), q(g1, g2 p) = q(g1, g2), t := t(pg1, g2) = t(g1, g2), t(g1, g2 p) =
t(g1, g2).

cRao(pg1, g2) = (x(pg1), x(g2))F(−x(pg1)x(g2), x(pg1g2))F((−1)t, det(q))F(−1,−1)
t(t−1)

2
F

ǫ(q)
= cRao(g1, g2)(x(p), x(g2))F(x(p), x(p))F(x(p), x(g1g2))F(−x(g1)x(g2), x(p))F

= cRao(g1, g2)(x(p), x(g2))F(x(p),−1)F(x(p), x(g1g2))F(x(p),−x(g1)x(g2))F

= cRao(g1, g2)(x(p), x(g1)x(g1g2))F .
cRao(g1, g2 p) = cRao(g1, g2)(x(g1), x(p))F(−x(g1)x(g2), x(p))F(x(p), x(g1g2))F(x(p), x(p))F

= cRao(g1, g2)(x(p), x(g2)x(g1g2))F .
(3) on a q(g1 p−1, pg2)=q(g1, g2) et t(g1 p−1, pg2)= t(g1, g2). Donc cRao(g1 p−1, pg2)
= (x(g1), x(p))F(x(p−1), x(g2))F (x(p−1), x(p))FcRao(g1, g2) = cRao(g1, g2)(x(g1), x(p))F(x(p), x(g2))F(x(p), x(p))F

= cRao(g1, g2)(x(p),−x(g1)x(g2))F . �

On a vu que le 2-cocycle de Rao ne possède pas de la même propriété que celle pour le groupe S p(W) ou
S̃ p(W). Par ailleurs, le 2-cocycle de Rao aussi détermine le groupe S p(W). Donc il existe une application β :
S p(W) −→ µ8 telle que

c(g1, g2) = β(g1g2)β(g1)−1β(g2)−1cRao(g1, g2),

où c(g1, g2) est le 2-cocycle, défini au Théorème 1.10 pour le lagrangien X fixé et le caractère additif ψ fixé.

La relation entre c(g1, g2) et cRao(g1, g2) : Fixons une polarisation complète W = X ⊕ X⋆, un caractère
non trivial ψ de F. Nous notons γ(ψa) la constante de Weil attachée à la forme quadratique x 7−→ ax2 et
γ(a, ψ) = γ(ψa)

γ(ψ) la constante normalisée. On sait que γ(a, ψ) est un caractère du second degré de F×/F×2 et

γ(ab, ψ)γ(a, ψ)−1γ(b, ψ)−1 = (a, b)F . De plus, il satisfait aux propriétés : (1) γ(a, ψ)4 = 1 ; (2) γ(a, ψ)2 = (a, a)F =

(−1, a)F ; (3) γ(ψ)2 = γ(−1, ψ)−1 ; (4) γ(ψ)8 = 1. Soit (q,V) une forme quadratique non dégénérée sur F de dimen-
sion m et V ≃ ⊕m

i=1F(ai) ; alors γ(ψ◦q) =
∏m

i=1 γ(ψai ) = γ(det(q), ψ)γ(ψ)mǫ(q) où ǫ(q) est l’invariant de Hasse pour
q.

Théorème 1.15 ([Rao]). Soit g = p1ωS p2 ∈ S p(W), pour pi ∈ P(X), on définit

β(g) := γ(x(g), ψ)−1γ(ψ)−|S |,

alors c(g1, g2) = β(g1g2)β(g1)−1β(g2)−1cRao(g1, g2).

Démonstration. Ceci découle de [[Kud2], Theorem 4.5]. �

1.3 Les paires duales de Howe pour Mp(W)

Théorème 1.16. Soient g1, g2 ∈ S p(W), g̃1, g̃2 des images réciproques quelconques dans S̃ p(W). Supposons

g1g2 = g2g1. Alors g̃1g̃2 = g̃2g̃1.

Démonstration. Ceci découle de [[MVW], Page 39-40]. �

Corollaire 1.17. Si deux éléments de S p(W) commutent, alors leurs images réciproques quelconques dans Ŝ p(W)
ou S p(W) commutent aussi.

Démonstration. Par définition, on peut regarder Ŝ p(W), S p(W) comme des sous-groupes de S̃ p(W). �

Supposons W = W1 ⊕W2 une somme orthogonale. On considère l’application canonique

S p(W1) × S p(W2)
p
−→ S p(W).

On note ̂S p(W1) × S p(W2) l’image réciproque de p(S p(W1) × S p(W2)) dans Ŝ p(W).
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Lemme 1.18. On a un morphisme de groupes

Ŝ p(W1) × Ŝ p(W2)
p̂
−→ ̂S p(W1) × S p(W2),

[(g1, ǫ1), (g2, ǫ2)] 7−→ [(g1, g2), ǫ1ǫ2cRao((g1, 1), (1, g2))],

où on écrit (g1, g2) pour l’image p(g1, g2) dans S p(W). En particulier, en considèrant p̂|
Ŝ p(W1) et p̂|

Ŝ p(W2), on obtient

cRao(g1, g
′
1) = cRao((g1, 1), (g′1, 1))

et

cRao(g2, g
′
2) = cRao((1, g2), (1, g′2))

pour g1, g
′
1 ∈ S p(W1), g2, g

′
2 ∈ S p(W2).

Démonstration. Ceci découle de [[HM], Page 245-246]. �

Lemme 1.19. Si W1 ≃ W2, on regarde S p(W1) comme un sous-groupe de S p(W1) × S p(W1) par l’application

diagonale, alors ̂S p(W1) × S p(W1) est scindé au-dessus S p(W1).

Démonstration. Supposons (g1, ǫ1), (g2, ǫ2), (g′1, ǫ
′
1), (g′2, ǫ

′
2) des éléments de Ŝ p(W1). Comme p̂ est un morphisme

des groupes, on a

p

(
[(g1, ǫ1), (g2, ǫ2)]

)
p

(
[(g′1, ǫ

′
1), (g′2, ǫ

′
2)]

)
= p

(
[(g1, ǫ1), (g2, ǫ2)][(g′1, ǫ

′
1), (g′2, ǫ

′
2)]

)
.

Il en résulte que
[(g1, g2), ǫ1ǫ2cRao((g1, 1), (1, g2))][(g′1, g

′
2), ǫ′1ǫ

′
2cRao((g′1, 1), (1, g′2))]

= p

(
[
(
g1g′1, ǫ1ǫ

′
1cRao(g1, g

′
1)
)
,
(
g2g′2, ǫ2ǫ

′
2cRao(g2, g

′
2)
)
]

)

Donc

cRao

(
(g1, 1)(1, g2)

)
cRao

(
(g′1, 1), (1, g′2)

)
cRao

(
(g1, g2), (g′1, g

′
2)
)
= cRao(g1, g

′
1)cRao(g2, g

′
2)cRao

(
(g1g′1, 1), (1, g2g′2)

)
.

Maintenant considérons cRao|S p(W1)×S p(W1) ; i.e prenons g1 = g2, g
′
1 = g′2. Nous obtenons

cRao

(
(g1, g1), (g′1, g

′
1)
)
= cRao

(
(g1g′1, 1), (1, g1g′1)

)
c−1

Rao

(
(g1, 1), (1, g1)

)
c−1

Rao

(
(g′1, 1), (1, g′1)

)
,

qui est un cobord, donc on trouve le résultat. �

Corollaire 1.20. Le résultat dans le lemme précédent est aussi vrai si on remplace le groupe métaplectique Ŝ p

par S p, S̃ p.

Démonstration. On sait que la classe du 2-cocycle de Rao aussi détermine les groupes S p, S̃ p, d’où le résultat. �

Soit (H1,H2) une paire réductive duale de S p(W). On s’intèresse aux images réciproques explicites de H1 et
H2 dans Mp(W), Par le Théorème 1.16, le Corollaire1.17, le Lemme 1.19, le Corollaire 1.20, on se ramère à traiter
les paires réductives duales irréductibles.

Supposons que l’espace (W, 〈, 〉W ) est déduit de (WE , 〈, 〉WE
) et 0 , tE/F ∈ HomF(E, F) par restriction des

scalaires où E/F est une extension finie. Soit X un lagrangien de WE qui est aussi un lagrangien de W. Si cE est le
cocycle de S p(WE) associé à (X, ψ ◦ tE/F), c celui de S p(W) associé à (X, ψ) pour les groupes S p(W) et S̃ p(W),
soit cRao,E(resp. cRao) le cocycle de Rao de S p(WE) (resp. S p(W)).

Lemme 1.21. On peut regarder S p(WE) comme un sous-groupe de S p(W), alors c|S p(WE )×S p(WE ) resp.

cRao|S p(WE )×S p(WE ) définit un 2-cocycle pour le groupe S p(W) resp. Ŝ p(W), i.e. pour les classes, on a

[c|S p(WE )×S p(WE )] = [cE] et [cRao|S p(WE )×S p(WE )] = [cRao,E].

Démonstration. C’est une conséquence du Théorème 1.10. �
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Si (H1,H2) une paire réductive duale irréductible de S p(W) qui est déduit de S p(WE) et tE/F par restriction
des scalaires. En Utilisant le Lemme1.21, nous trouvons [c|Hi×Hi

] = [cE |Hi×Hi
] et [cRao|Hi×Hi

] = [cRao,E |Hi×Hi
]. Donc

Ĥi(resp. Hi, H̃i) est scindé comme un sous-groupe de Ŝ p(W)(resp. S p(W), S̃ p(W)) ssi il est scindé comme un
sous-groupe de Ŝ p(WE)(resp. S p(WE), S̃ p(WE)). On réduit le problème aux cas dans le Théorème 1.7.

Pour les groupes S p(W), S̃ p(W) (cf. [MVW], Page 51).

Plusieurs points utilisés

(1) Soient Y un lagrangien de W, P = P(Y) le sous-groupe parabolique minimal, comme le cocycle c|P×P = 1,
on sait que la restriction de l’extension métaplectique de S p(W) à P est scindée.

(2) Soient D un corps de centre F′ contenant F, W ≃ W1 ⊗D W2 une décomposition en produit tensoriel
hermitien, et (U(W1),U(W2)) la paire duale de S p(W). Considèrons une décomposition orthogonale W2 = mH⊕W0

2
où H est le plan hyperbolique, et W0

2 est un espace anisotrope, Notant W0 ≃ W1 ⊗D W0
2 , on sait que la paire

(U(W1),U(W0
2 )) est aussi une paire duale de S p(W0). De plus, Ũ(W)(resp. U(W)) est scindé si et seulement si

l’image inverse de U(W) dans S̃ p(W0) (resp. S p(W0)) est scindée.

(3) Soit W = W1 ⊗D W2 une décomposition en produit tensoriel hermitien. Supposons que W2 est anisotrope et
(U(W1),U(W2)) est une paire duale dans S p(W). Si dimD(W2) est paire, alors on obtient que Ũ(W1)(resp. U(W1))
est scindé sur U(W1) par le Lemme 1.19.

(4) Soit W = W1 ⊗D W2 une décomposition en produit tensoriel hermitien. L’espace W1 peut se plonge dans
l’espace hyperbolique W1 ⊕ (−W1), donc le groupe U(W1) se plonge dans U(W1 ⊕ (−W1)) en opérant par l’identité
sur le second facteur et par le Lemme 1.18, ce plongement p conserve le cocycle de Rao, de sorte que si le groupe
Ũ(W1 ⊕ −W1)(resp. U(W1 ⊕ −W1)) est scindé sur U(W1 ⊕ −W1), alors Ũ(W1)(resp. Ũ(W1)) est aussi scindé sur
U(W1).

Passons en revue les différents types, en reprenant les notations du Théorème 1.7.

Type 1 (GLD(X1),GLD(X2))

Par le point (1) ci-dessus, on sait que GLD(X1), GLD(X2)(resp. G̃LD(X1), G̃LD(X2)) sont scindés.

Type 2 (i) (O(W1), S p(W2))

Par le point (1) ci-dessus, Õ(W1), O(W1) sont scindés sur O(W1).
Par les points (1)—(3) ci-dessus, S p(W2), S̃ p(W2) sont scindés si dimF(W2) est paire. Si dimF W2 est impaire, on
sait que la classe [c] de S̃ p(W) restreignant à S p(W2) est non triviale [cf. [MVW], Page 51] et d’ordre 2, donc en
ce cas, l’image inverse de S p(W2) dans S̃ p(W)(resp. S p(W) ) est le groupe métaplectique S̃ p(W2)(resp. S p(W2))
sur S p(W2).

Type 2 (ii) (H1,H2) = (U(W1),U(W2))

où W = W1⊗D W2 , D est une extension quadratique de F ou un corps de quaternions de centre F, τ est l’involution
canonique.

Par les points (1)—(3) ci-dessus, si dimD(W2) est paire, alors H̃1, H1 sont scindés sur H1. Si dimD(W2) est
impaire, on se ramère au cas : dimD(W2) = 1.

(1). W1 est anti-hermitien sur (D, τ).

(1)(a). W1 est hyperbolique anti-hermitien sur D. En ce cas, W2 est un espace hermitien sur D de dimension 1.
Par la classification des espaces hermitiens sur un corps local, on sait que W2 ≃ (1)D, ( f )D si D = E une extension
quadratique sur F avec f ∈ F× qui n’est pas norme d’un élément de E ; W2 ≃ (1)D si D est l’unique corps de
quaternions sur F. Comme f ∈ F×, on peut supposer que W2 ≃ (1)D et W = (W1, τD/F(〈, 〉)), où τ est la trace
réduite.
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(1)(a)(α). dimD(W1) = 2, W1 est le plan hyperbolique anti-hermitien à droite sur D, muni de base hyperbolique
{e1, e

⋆
1 }. Si w1 = e1a1 + e⋆1 a2 ∈ W1, w2 = e1b1 + e⋆1 b2 ∈ W1, on a

〈w1,w2〉1 = τ(a1)b2 − τ(a2)b1 = τ((a1, a2))

(
0 1
−1 0

) (
b1

b2

)
.

Supposons que g =

(
a b

c d

)
∈ GL2(D) agit sur w = e1x + e⋆1 y par w · g = (e1, e

⋆
1 )

(
a b

c d

) (
x

y

)
. Alors g ∈ U(W1) si

et seulement si (
τ(a) τ(c)
τ(b) τ(d)

) (
0 1
−1 0

) (
a b

c d

)
=

(
0 1
−1 0

)
.

Il en résulte que 

τ(a)c = τ(c)a
τ(b)d = τ(d)b
τ(d)a − τ(b)c = 1

Soient P le stabilisateur de e1D dans U(W1), N le radical unipotent , M un Levi de P ; alors

N =

{(
1 x

0 1

)
, x ∈ F

}
,M =

{(
τ(d)−1 0

0 d

)
|d ∈ D×

}
.

Comme N ⊂ S L2(F), ainsi que

U(W1) = P · S L2(F) = M · S L2(F) ≃ D×S L2(F)

et on a une suite exacte
1 −→ S L2(F) −→ U(W1) −→ M/F× ≃ D×/F× −→ 1.

(1)(a) (α) (i). Supposons ici que D = E/F est une extension quadratique, et que W = (W1/E ,TrE/F(〈, 〉)). Soient

W1 = Ee1 ⊕ Ee⋆1 avec 〈e1, e
⋆
1 〉1 =

1
2 , 〈e⋆1 , e1〉1 = − 1

2 et E = F(i) avec i2 = −α ∈ F×( donc TrE/F(i) = 0).
Par définition, {e1, e

⋆
1 ;−e1i/α, e⋆1 i} forme une base symplectique de l’espace W sur F et l’application S L2(F) −→

U(W1) ֒→ S p(W) se factorise par S L2(F) × S L2(F) −→ S p(W). Comme (−e1i/α, e⋆1 i) = (e1, e
⋆
1 )

(
−i/α 0

0 i

)
, par

définition, on a (
a b

c d

)
(−e1i/α, e⋆1 i) := (e1, e

⋆
1 )

(
a b

c d

) (
−i/α 0

0 i

)

= (−e1i/α, e⋆1 i)

(
−α/i 0

0 i−1

) (
a b

c d

) (
−i/α 0

0 i

)
= (−e1i/α, e⋆1 i)

(
a −αb

−c/α d

)
.

Donc le morphisme S L2(F) −→ S L2(F) × S L2(F) est défini par s 7−→ (s, s−α
−1
=

(
1 0
0 −α−1

)
s

(
1 0
0 −α

)
). Par la

démonstration du Lemme 1.19, on sait que

cRao

(
(s1, s

−α−1

1 ), (s2, s
−α−1

2 )
)
= cRao

(
(s1s2, 1), (1, s−α

−1

1 s−α
−1

2 )
)

c−1
Rao

(
(s1, 1), (1, s−α

−1

1 )
)
c−1

Rao

(
(s2, 1), (1, s−α

−1

2 )
)
cRao(s1, s2)−1cRao

(
s−α

−1

1 , s−α
−1

2

)

= [cRao

(
(s1s2, 1), (1, s−α

−1

1 s−α
−1

2 )
)
ν(s1s2,−α−1)][cRao

(
(s1, 1), (1, s−α

−1

1 )
)
ν(s1,−α−1)]

[cRao

(
(s2, 1), (1, s−α

−1

2 )
)
ν(s2,−α−1)] = δ(µ),

où µ(s) = cRao

(
(s, 1), (1, s−α

−1
)
)
ν(s,−α−1).

Si c = 0, µ(s) = (d, d)F(d,−α−1)F = (d, α)F . En particulier µ(a) = (a, α)F pour F× ֒→ S L2(F); a 7−→
(
a−1 0
0 a

)
.

Si c , 0, g1 =

(
s 0
0 1

)
, g2 =

(
1 0
0 s−α

−1

)
, g3 =

(
s 0
0 s−α

−1

)
; x(g1) = cF×2, |s1| = 1 ; x(g2) = −c/αF×2, |s2| = 1 ;
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x(g3) = −αF×2, |s3| = 2 ; Prenons X =





x

0
y

0


|x, y ∈ F


= X1⊕X2 avec X1 =





x

0
0
0


|x ∈ F


, X2 =





0
0
y

0


|y ∈ F


et q(X, g−1

1 (X), g2(X)) = q(X1 ⊕ X2, s(X1) ⊕ X2, X1 ⊕ s−α
−1

(X2)) = q(X1, s(X1), X1) ⊕ q(X2, X2, s
−α−1

(X2)) = 0, donc
l = 0, t = 1

2 (|s1| + |s2| − |s3| − l) = 0. Rappelant la formule explicite pour le cocycle de Rao, on obtient

cRao(g1, g2) = (x(g1), x(g2))F(−x(g1)x(g2), x(g1g2))F((−1)t, det(q))F(−1,−1)
t(t−1)

2
F

ǫ(q)

= (c,−c/α)F = (c, α)F .

Donc
µ(s) = cRao(g1, g2)ν(s,−α−1)F = (c, α)F .

En suite, considérons M ≃ D× = E× qui est dans le groupe parabolique P = P(Ee1). Nous trouvons que

cRao|E××E× = δ(ν) un cobord pour une application ν : E× −→ µ8.

Par le Théorème 1.15, comme cRao|E××E× = 1, on peut prendre ν1(g) = β(g)−1 = γ(x(g), ψ)γ(ψ)−|S | tel que c|E××E× =

δ(ν1). En particulier, pour g = a ∈ F×, ν1(a) = γ(x(g), ψ) = 1. On définit un caractère

ϕα(a) = (a, α) pour a ∈ F×,

d’où un isomorphisme de F×/NE/F(E×) sur {±1}. Soit E1 = E(i1) une extension quadratique séparable de E, on
pose

χ : E× −→ {±1}; e 7−→ (e,NE1/E(i1)),

donc cela définit un isomorphisme de E×/NE1/E(E×1 ) sur {±1}, et χ|F× = ϕα. Modéfions l’application ν1 par ν :
E× −→ µ8; e 7−→ ν1(e)χ(e). On trouve

cRao|E××E× = δ(ν) et ν|F× = µ|F× .

Soient g1 = e1s1, g2 = e2s2 ∈ U(W1), on a

cRao(e1s1, e2s2) = (x(e1), x(s1)x(s1e2s2))FcRao(s1, e2s2)

= (x(e1), x(s1)x(e−1
2 s1e2s2)x(e2))FcRao(s1e2, s2)(x(e2),−x(s1e2)x(s2))F

= cRao

(
e−1

2 s1e2, s2

)
(x(e2), x(e−1

2 s1e2)x(e−1
2 s1e2s2))F(x(e1), x(s1)x(e−1

2 s1e2s2)x(e2))F(x(e2),−x(s1e2)x(s2))F

= cRao

(
e−1

2 s1e2, s2

)
(x(e1), x(e2))F(x(e1), x(s1))F(x(e2), x(s2))F(x(e1e2), x(e−1

2 s1e2s2))F(x(e2),−x(s1e2)x(e−1
2 s1e2))F

= µ(e−1
2 s1e2s2)µ(e−1

2 s1e2)−1µ(s2)−1ν(e1e2)ν(e1)−1ν(e2)−1(x(e1), x(s1))F(x(e2), x(s2))F

(x(e1e2), x(e−1
2 s1e2s2))F . (⋆)

D’abord, on définit une application

a : U(W1) −→ {±1}; es 7−→ (x(e), x(s))F .

Comme dimF W1 = 4, donc x|F× = F×2, ceci sera bien défini. D’ailleurs, on définit une autre application

b : U(W1) −→ µ8; es 7−→ µ(s)ν(e).

Cette application est bien définie, parce que : si e1s1 = e2s2, on obtient e−1
1 e2 = s1s−1

2 = k ∈ F×, donc

µ(s2)ν(e2) = µ(k−1s1)ν(ke1)
rentrons à la formule explicite

= µ(k−1)µ(s1)ν(k)ν(e1) = µ(s1)ν(e1).

De plus

µ(e−1
2 s1e2)−1µ(s2)−1ν(e1)−1ν(e2)−1 = b(s1e2)−1b(s2e1)−1 = µ(s1)−1µ(s2)−1ν(e2)−1ν(e1)−1 = b(s1e1)−1b(s2e2)−1.
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Revenant à l’équalité (⋆), nous trouvons

cRao(e1s1, e2s2) = µ(e−1
2 s1e2s2)ν(e1e2)µ(e−1

2 s1e2)−1µ(s2)−1ν(e1)−1ν(e2)−1a(e1s1e2s2)a(e1s1)−1a(e2s2)−1

= b(e1s1e2s2)b(e1s1)−1b(e2s2)−1a(e1s1e2s2)a(e1s1)−1a(e2s2)−1,

i.e. cRao|U(W1)×U(W1) = δ(ab) un cobord, donc U(W1), Ũ(W1) sont scindés sur U(W1).

(1)(a)(α) (ii) Considèrons maintenant le cas où D est un corps de quaternions de centre F. On peut choisir une
base 1, i, j, ji vérifiant

i2 = −α, j2 = −β, ji = −i j = k.

Posons E = F(i) ; c’est une extension séparable de F de degré 2 avec la conjugaison a + bi = a−bi. La conjugaison,
la trace réduite et la norme réduite se décrivent de la façon suivante :
Si d = x + yi + z j + tk, alors d = x − yi − z j − tk, TrD/F(d) = 2x, ND/F(d) = x2 + αy2 + βz2 − αβt2. Rappelons que
W1 est le plan anti-hermitien à droite sur D, muni de la base hyperbolique {e1, e

⋆
1 }. Comme D = E + jE, on a

W1 = e1E + e1 jE + e⋆1 E + e⋆1 jE, et W1 est donc

un espace à droite sur E de dimension 4. D’autre part TrD/F(〈, 〉) = TrE/F(TrD/E(〈, 〉)), où TrD/E(d = a + jb) := 2a

pour a, b dans E et TrD/E(〈, 〉) une forme anti-hermitienne, donc la paire (H1,H2) est déduite de (W1/E ,TrD/E(〈, 〉)
et TrE/F par restriction des scalaires. Donc on se ramène au cas (1)(a)(β)(i) dans la suite.

(1)(a)(β). dimD(W1) = 2n, pour un nombre naturel n.

(1)(a)(β)(i) D = E/F une extension quadratique. Par un théorème général de Prasad et Ragunathan [ cf. [PR]

Theorem 9.5], on sait que S̃ U(W1), S U(W1) sont scindés au-dessus S U(W1). De plus, on a une suite exacte

1 −→ S U(W1) −→ U(W1) −→ E1 −→ 1,

où E1 est le noyau de la norme NE/F : E× −→ F×, comme H1(S U(W1), µ8) = H1(S U(W1),C×) = 0, on déduit la
suite d’Hochschid-Serre, les suites exactes

1 −→ H2(E1, µ8) −→ H2(U(W1), µ8) −→ H2(S U(W1), µ8)

et
1 −→ H2(E1,C×) −→ H2(U(W1),C×) −→ H2(S U(W1),C×).

Si c est le 2-cocycle de S p(W), qui restreint à U(W1), notée cU , sa restriction à S U(W1) étant triviale, il existe un
2-cocycle χ sur E1 tel que

cU(g, g′) = χ(det(g), det(g′)) modulo un cobord .

Comme W1 est hyperbolique anti-hermitien, on peut prendre un plan hyperbolique H dans W1. Comme la restric-
tion de cU à U(H) est triviale par (α), ceci implique que χ étant trivial. Donc cU l’est aussi, en ce cas, nous avons
montré que U(W1), Ũ(W1) sont scindés au-dessus U(W1).

(1)(a)(β)(ii). Si D est un corps de quaternions de centre F, on se ramème au cas (1)(a)(β)(i) par le même

argument que dans le cas (1) (a)(α)(ii) ci-dessus. Donc en ce cas, U(W1), Ũ(W1) sont scindés au-dessus U(W1).

(1)(b). En cas général, si W1 est anti-hermitien sur (D, τ). Par le point (4), nous pouvons remplace W1 par

W1 ⊕ (−W1), qui vient à (4) lié haute. Ainsi U(W1) et Ũ(W1) sont scindés au-dessus U(W1).

(2). W1 est hermitien sur (D, τ).

(2)(i). D = E une extension quadratique de F, le résultat a montré dans [[MVW], Page 2]. En multipliant par
une constante, on obtient une bijection entre les espaces hermitiens et les espaces anti-hermitiens, donc en ce cas,
U(W1), Ũ(W1) sont scindés au-dessus U(W1).

(2)(ii). D = un corps de quaternions du centre F [ceci vient de [MVW], Page 53].

On choisit W2 = D(i) où i ∈ D est trace nulle, soient F′ = F(i), j ∈ D tels que j2 ∈ F, ji = −i j. Alors
D = F′+ jF′. On note par r : D −→ F′ la projection sur le premier facteur. D’abord, TrD/F(d = a+bi+ j(c+di)) =
2a = TrF′/F(r(d)). Considèrons l’espace W1, muni de la forme r(i〈, 〉1). Prenons deux éléments w1,w

′
1 ∈ W1,

r(i〈w1,w
′
1〉1) = r(i〈w1,w

′
1〉1) = −r(i〈w1,w

′
1〉1) = −r(i〈w1,w

′
1〉1). Donc on a montré que l’espace (W1, r(i〈, 〉1)) est

un espace anti-hermitien sur F′ que l’on notera W ′. On a U(W1) ⊂ U(W ′). L’espace W est l’espace symplectique
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sur F, d’espace vectoriel W1, de produit TrD/F(i〈, 〉1) = TrF′/F(r(i〈, 〉1)). On a montré que Ũ(W ′) est scindé sur
U(W ′), on en déduit que Ũ(W1) est scindé sur U(W1).

Nous pouvons maintenant énoncer les résultats, déjà énoncé dans [MVW] et dont nous venons de compléter les
démonstrations.

Théorème 1.22. Soient (W, 〈, 〉) un espace symplectique sur un corps non archimédien F de caractéristique im-

paire, (H1,H2) une paire duale irréductible de S p(W), Hi, H̃i leur images réciproques dans S p(W), S̃ p(W), alors

H1, H̃1 sont scindés au-dessus H1, sauf si W ≃ W1 ⊗F′ W2, H1 = S p(W1) où W1 est un espace symplectique sur

une extension F′ de F et dimF′ W2 impaire.

1.4 Le groupe métaplectique de similitude GMp[B](W)

Rappelons les définitions des groupes Ŝ p(W), S p(W), S̃ p(W) dans la sous-sous-section 1.2.

1.4.1 La constitution de Barthel

Théorème 1.23 (L.Barthel). Il existe une et une seule extension de GS p(W) par {±1} (resp. µ8, C×) qui soit produit

semi-direct 3 de Ŝ p(W) (resp. S p(W), S̃ p(W)) avec F×. On note le groupe correspondant par ĜS p
[B]

(W) (resp.

GS p
[B]

(W), G̃S p
[B]

(W)).

Démonstration. C’est le Théorème de L.Barthel [cf. [Bar2] Théorème 1.A]. �

De façon analogue aux groupes métaplectiques, on a les relations : GS p
[B]

(W) ≃ ĜS p
[B]

(W) ×{±1} µ8,

G̃S p
[B]

(W) ≃ ĜS p
[B]

(W) ×{±1} C
× et ĜS p

[B]
(W) est un l-groupe dénombrable à l’infini.

Soient W = X⊕X⋆ une polarisation complète, g =

(
a b

c d

)
∈ GS p(W) avec a ∈ EndF(X), b ∈ HomF(X⋆, X), c ∈

HomF(X, X⋆), d ∈ EndF(X⋆). On note λ(g) le rapport de similitude de g. On définit un groupe S p(W) ⋊ F× sous la
loi :

(g1, y1)(g2, y2) := (g1g
y1

2 , y1y2),

où g
y1

2 =

(
1 0
0 y1

)
g2

(
1 0
0 y−1

1

)
. Pour le groupe GS p(W). On a donc un isomorphisme S p(W) ⋊ F× ≃

GS p(W); (g, y) 7−→ g

(
1 0
0 y

)
. D’après le Théorème 1.23, nous pouvons représenter les éléments du groupe mé-

taplectique GMp[B](W)(i,e ĜS p
[B]

(W), GS p
[B]

(W), G̃S p
[B]

(W)) sous deux formes, que nous expliquons succes-
sivement.

Regardons d’abord le groupe GMp[B](W) comme le produit semidirect de F× avec le groupe métaplectique
Mp[B](W)(i,e Ŝ p(W), S p(W), S̃ p(W)). On obtient la première forme, c’est-à-dire que un élément h⋆(i,e ĥ, h, h̃) de
GMp[B](W) peut s’écrire sous la formule : h⋆ = (g⋆, y) = (g, ǫg⋆ ; y) avec g⋆ ∈ Mp[B](W), g ∈ S p(W), y ∈ F× et la
loi de ce groupe est définie suivante

h⋆1 · h⋆2 = (g⋆1 , y1)(g⋆2 , y2) = (g⋆1 g
⋆y1

2 , y1y2),

où g
⋆y1

2 est défini par l’action de y1 sur l’élément g⋆2 de Mp[B](W). Comme cette action est comparable avec celle de
F× sur S p(W), pour h⋆ = (g, ǫ), y ∈ F×, on a h⋆y := (gy, ν(g, y)ǫ) par une fonction ν de S p(W)×F× dans le groupe
abélien A (i.e {±1}, µ8, C×) associé à Mp[B](W). On sait que l’action de y est un automorphisme de Mp[B](W).
Donc

(g1, ǫ1)y(g2, ǫ2)y =
(
(g1, ǫ1)(g2, ǫ2)

)y
,

i.e
(gy

1, ν(g1, y)ǫ1) · (gy

2, ν(g2, y)ǫ2) =
(
g

y

1g
y

2, c(g1, g2)ǫ1ǫ2ν(g1g2, y)
)
,

où c(g1, g2) est un cocycle associé à Mp[B](W). Cela implique que

ν(g1g2, y) = ν(g1, y)ν(g2, y)c(gy

1, g
y

2)c(g1, g2)−1. (⋆)

3. le produit semi-direct sera expliqué dans la suite.
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Réciprociquement, si ν satisfait à la condition (⋆), on vérifie que l’action de y sur Mp[B](W) définit un automor-
phisme. D’après l’unicité du relèvement de l’action de y sur S p(W) à une action sur Mp[B](W). La fonction ν est
déterminée uniquement par la relation (⋆).

D’autre part, si on regarde GMp[B](W) comme l’extension de GS p(W) par un groupe abélien A (i,e {±1}, µ8,
C×), nous pouvons écrire l’élément h′⋆ de GMp[B](W) sous la forme

h′⋆ = (h, ǫ) = (g, y; ǫ)

avec h′ = g

(
1 0
0 y

)
∈ GS p(W), g ∈ S p(W), y ∈ F×, ǫ ∈ A (i,e {±1}, µ8 ou bien C×). Alors

h
′⋆
1 h

′⋆
2 = (h1, ǫ1)(h2, ǫ2) = (h1h2, ǫ1ǫ2C(h1, h2))

pour un cocycle C : GS p(W) × GS p(W) −→ A. Écrivons h1 = (g1, y1), h2 = (g2, y2) avec gi ∈ S p(W), yi ∈ F×

satisfaisant à hi = gi

(
1 0
0 yi

)

Composant les deux formes de éléments du groupe GMp[B](W) en identifiant h⋆ = (g, ǫ; y) à h
′⋆ = (g, y; ǫ), on

a
h⋆1 h⋆2 = (g1, ǫ1; y1)(g2, ǫ2; y2) = ((g1, ǫ1)(g2, ǫ2)y1 , y1y2)

=
(
(g1, ǫ1)(gy1

2 , ν(g2, y1)ǫ2); y1y2
)
=

(
g1g

y1

2 , c(g1, g
y1

2 )ν(g2, y1)ǫ1ǫ2; y1y2
)

et
h
′⋆
1 h

′⋆
2 =

(
g1, y1; ǫ1

)(
g2, y2; ǫ2

)
=

(
g1g

y1

2 , y1y2; C
(
(g1, y1), (g2, y2)

)
ǫ1ǫ2

)
.

Donc on obtient la relation
C
(
(g1, y1), (g2, y2)

)
= c(g1, g

y1

2 )ν(g2, y1).

Pour obtenir le cocycle C : GS p(W) ×GS p(W) −→ A, il reste à déterminier l’application ν : S p(W) × F× −→ A.

Calcul de ν(g, y) : Pour le groupe abélien A = µ8, ou C×, Barthel a fait des calculs explicites dans [Bar2]. Nous
citons ses résultats ci-dessous. Rappelons la décomposition de Bruhat de S p(W) et le cocycle c du groupe S p(W)
ou S̃ p(W) dans la sous-sous-section 1.2.

Proposition 1.24 (L.Barthel). (1) Soient y ∈ F× et un élément g = p1ωS p2 de S p(W) avec pi =

(
ai bi

0 a⋆−1
i

)
∈

P = P(X), S ⊂ {1, · · · , n}. Alors

ν(g, y) = (x(g), y)F(
γ(−y)
γ(−1)

)|S | = (x(g), y)Fγ(y, ψ)|S |(−1, y)|S |
F
· · · 4

où γ(y) est l’invariant de Weil attaché à la forme quadratique x 7−→ yx2.

(2) C
(
(g, y)(g′, y′)

)
= c(g, g

′y)(x(g), y)Fγ(y, ψ)|S
′ |(−1, y)|S

′ |
F

où g′ =

(
a′1 b′1
0 a

′⋆−1
1

)
ωS ′

(
a′2 b′2
0 a

′⋆−1
2

)
∈ S p(W)

Démonstration. Ceci découle de [ [Bar2], Page 55]. �

Pour des applications dans la suite, il faut aussi déterminer l’application ν(g, y) pour le groupe A = {±1}.
Composons le Théorème 1.15 et la relation (⋆) ci-dessus. Nous trouvons

ν(g1g2, y)
( β(g1g2)
β((g1g2)y)

)
= v(g1, y)

(β(g1)
β(gy)

)
ν(g2, y)

(β(g2)

β(gy

2)

)
cRao(gy

1, g
y

2)cRao(g1, g2)−1.

Comme l’application νRao(g, y) est déterminée uniquement par la relation (⋆), on trouve

νRao(g, y) = ν(g, y)
β(g)
β(gy)

.

Supposons g = p1ωS p2 avec pi ∈ P = P(X). On a gy = p
y

1ω
y

S
p

y

2. Par définition, on a

ω
y

S
(ei) = −ye⋆1 et ωy

S
(e⋆i ) = y−1ei si i ∈ S .

4. Ici, Rappelons la définition γ(ψ(q)) = γ(ψ(q(g1, g2))) = γ(ψ(−q(X, g−1
1 (X), g2(X)))), la constante −1 vient de là.
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ω
y

S
(ei) = ei et ωy

S
(e⋆i ) = e⋆i sinon.

Donc ωy

S
= pωS avec x(p) = y|S | mod F×2. C’est-à-dire que x(gy) = x(g)y|S | mod F×2.

ν(g, y)
β(g)
β(gy)

= (x(g), y)F(
γ(−y)
γ(−1)

)|S |
(
γ(x(g), ψ)−1

γ(x(g)y|S |, ψ)−1

)

= (x(g), y)F

γ(−y, ψ)
γ(−1, ψ)

|S |
(x(g), y|S |)Fγ(y|S |, ψ)

= (x(g), y)F(−1, y)|S |
F
γ(y, ψ)|S |(x(g), y)|S |

F
γ(y, ψ)|S |((−1), y)|S |(|S |−1)/2

F

= (x(g), y)|S |+1
F

(−1, y)|S |
F

(−1, y)|S |
F

((−1), y)|S |(|S |−1)/2
F

= (x(g), y)|S |+1
F

((−1), y)|S |(|S |−1)/2
F

= (x(g)|S |+1(−1)|S |(|S |−1)/2, y)F

=



(x(g), y)F si |S | ≡ 0 mod 4
1 si |S | ≡ 1 mod 4
(−x(g), y)F si |S | ≡ 2 mod 4
(−1, y)F si |S | ≡ 3 mod 4

Nous avons trouvé les formules pour le cocycle de ĜS p
[B]

(W).

Proposition 1.25. Soient h = g

(
1 0
0 y

)
, h′ = g′

(
1 0
0 y′

)
deux éléments de GS p(W) avec g, g′ ∈ S p(W), y, y′ ∈ F×,

alors

CRao(h, h′) := CRao((g, y), (g′, y′)) = cRao(g, g′y)ν(g′, y),

où ν(g′, y) = (x(g′), y)|S
′ |+1((−1), y)|S

′ |(|S ′ |−1)/2
F

pour g′ = p′1ωS ′ p
′
2.

Exemple 1.26. Si dimF W = 2, S p(W) ≃ S L2(F) et GS p(W) ≃ GL2(F). Prenons s =

(
a b

c d

)
∈ S L2(F). On

obtient les formules de Kubota :

ν(s, y) =

{
(a, y)F = (d, y)F si c = 0
1 si c , 0

.

Pour gi =

(
ai bi

ci di

)
∈ GL2(F), supposons g3 = g1g2 =

(
a3 b3

c3 d3

)
et gi = si

(
1 0
0 ti

)
avec si ∈ S L2(F), ti = det(gi). On

a

CRao(g1, g2) = cRao(s1, s
t1
2 )Fν(s2, t1) = (x(s1), x(s

t1
2 ))F(−x(s1)x(s

t1
2 ), x(s1s

t1
2 ))Fν(s2, t1)

= (x(s1), x(s2))F(−x(s1)x(s2), x(s3))F(x(s1), det(g1))
|is2 |
F

(x(s3), det(g1))
|is2 |
F

(x(s2)|is2 |+1(−1)
|is2 |(|is2 |−1)

2 , det(g1))F

= (x(s1), x(s2))F(−x(s1)x(s2), x(s3))F(x(s2), det(g1))F(x(s1)x(s2)x(s3), det(g1))
|is2 |
F
,

où s2 = p2ωis2
p′2.

1.4.2 Le cas général

On notera par I un groupe abélien qui représente C× ou A un groupe abélien fini d’ordre n satisfaisant 2|n et
(n, p) = 1. Les résultats dans le Théorème 1.8 étaient vrais si on remplace µ8 par I, donc il aussi détermine un

groupe métaplectique, notée par S̃ p
I
(W).

On a la suite canonique

1 −→ S p(W)
i−→ GS p(W)

λ−→ F× −→ 1.

Il en résulte que

· · · −→ H2(F×, I)
λ2

−→ G2(GS p(W), I)
i2−→ H2(S p(W), I) −→ · · · .
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On note [cRao] le 2-cocycle de Rao dans H2(S p(W), I). Si on prend un autre élément [c] dans H2(GS p(W), I) tel

que i2([c]) = [cRao], il détermine un groupe de similitudes, notée par G̃S p
I
(W), on peut trouver le diagramme

commutatif suivant
1 −→ I −→ S̃ p

I
(W) −→ S p(W) −→ 1

‖ ↓ ↓
1 −→ I −→ G̃S p

I
(W) −→ GS p(W) −→ 1

.

Par le lemme du serpent, on a une suite exacte

1 −→ S̃ p
I
(W) −→ G̃S p

I
(W)

λ−→ Λ
G̃S p

I
(W)
= F

′× −→ 1.

(1) Si I = C×, on notera S̃ p(W) := S̃ p
I
(W) et G̃S p(W) := G̃S p

I
(W).

(2) Si I = {±1}, on notera Ŝ p(W) := S̃ p
I
(W) et ĜS p(W) := G̃S p

I
(W).

(3) Si I = µ8, on notera S p(W) := S̃ p
I
(W) et GS p(W) := G̃S p

I
(W).

(4) Si I = A où A est un groupe abélien d’ordre n et 2|n, (n, p) = 1, on notera S̃ p
A
(W) := S̃ p

I
(W) et

G̃S p
A
(W) := G̃S p

I
(W).

1.5 Les représentations de Weil

Notre reférence dans cette sous-sous-section est [MVW]. Soit W un espace vectoriel de dimension 2n sur F,
muni d’une forme symplectique non dégénérée 〈, 〉. Le groupe d’Heisenberg associé à (W, 〈, 〉), est l’ensemble
W × F, muni de la topologie produit et de la loi de groupe

(w, t)(w′, t′) := (w + w′, t + t′ + 〈w,w′〉/2).

Notons ξ : F −→ H le monomorphisme t 7−→ (0, t). Nous fixons un caractère non trivial ψ : F −→ C×.

Théorème 1.27 ( Stone, Von Neumann). A isomorphisme près, il existe une et une seule représentation lisse

irréductible de H, notée par ρψ, telle que

ρψ ◦ ξ(t) = ψ(t) pour tout t ∈ F.

Démonstration. Ceci découle de [[MVW], Page 28-29]. �

Soit A un sous-groupe fermé de W, posons

A⊥ = {w ∈ W, pour tout a ∈ A, ψ(〈w, a〉) = 1}.

On note
A = {A|A un sous-groupe fermé de W tel que A = A⊥}.

Théorème 1.28 ([MVW]). Pour chaque A ∈ A, la représentation c− IndH
A×F× 1 ·ψ réalise la représentation unique

ρψ de H, associée à ψ, dans le Théorème 1.27.

Démonstration. Voir [[MVW], Page 28-29]. �

Soit (ρψ, S ) un modèle par ρψ. On pose

S̃ pψ(W) = {(g,Mg)|g ∈ S p(W); Mgρψ(h)M−1
g = ρψ(gh) pour tout h ∈ H},

qui est un sous groupe topologique de S p(W) ×GL(S ). On a aussi une suite exacte

1 −→ C× −→ S̃ pψ(W)
pW−→ S p(W) −→ 1

et il existe un unique isomorphisme
I : S̃ p(W) −→ S̃ pψ(W)



28 Préliminaires généraux

tel que le diagramme

1 −−−−−−→ C× −−−−−−→ S̃ p(W)
p

−−−−−−→ S p(W) −−−−−−→ 1
∥∥∥∥ ∼

yI

∥∥∥∥
1 −−−−−−→ C× −−−−−−→ S̃ pψ(W)

pW−−−−−−→ S p(W) −−−−−−→ 1

est commutatif. Le composé de l’isomorphisme I avec la projection S̃ pψ(W) −→ GL(S ) donne une représentation
du groupe métaplectique, qu’on appelle souvent la représentation de Weil, liée à ψ, qu’on note ωψ. Pour utiliser
la théorie des représentations des groupes localement compacts totalement discontinus, nous considérons par la
suite la représentation de Weil sur le groupe métaplectique Mp(W) qui est égal à S p(W) ou Ŝ p(W) sauf mention
explicite.
La représentation de Weil vérifie les propriétés élémentaires ci-dessous[cf. [MVW] Page 35-36] :
(1) ωψ est une représentation lisse admissible.
(2) ωψ = ω+ψ ⊕ ω−ψ, où ω∓ψ ∈ Irr(Mp(W)).
(3) La contragrédiente de ωψ est ωψ− .

Si on définit le groupe H ⋊ S p(W) sous la loi :

((w1, t1), (g1, ǫ)) · ((w2, t2), (g2, ǫ)) := ((w1, t1) + (g1w2, t2), (g1, ǫ1) · (g2, ǫ2)),

où (wi, ti) ∈ H et (gi, ǫi) ∈ S p(W).

(⋆⋆) En effet, la représentation unique (ρψ, S ) du groupe H peut prolonger dans H ⋊ S p(W), notée par Ωψ,
alors Ωψ|S p(W) ≃ ωψ est la représentation de Weil associée à ψ.

En utilisant le point (⋆⋆) ci-dessus, pour chaque A ∈ A, si on note S tabA(S p(W)) = GA et GA l’image de

réciproque de GA dans S p(W), alors la représentation Ωψ,H⋊GA
= c − IndH⋊GA

A⋊GA

1 · ψ · 1 est une représentation du

groupe H ⋊GA satisfaisant Ωψ,H⋊GA
|H ≃ ρψ. Donc la représentation Ωψ,H⋊GA

|GA
peut prolonger en la représentation

de Weil du groupe S p(W).
Si on prend A = un lagrangien maximal, alors on obtient un modèle de Schödinger réalisé la représentation ωψ.
Si on prend A = un réseau tel que A = A⊥, alors on obtient un modèle latticiel réalisé ωψ.

Soient (H1,H2) une paire réductive duale de S p(W), et H1,H2( resp. Ĥ1, Ĥ2) leurs images réciproques dans
S p(W)( resp. Ŝ p(W)), on a vu que H1,H2 (resp. Ĥ1, Ĥ2) sont commutant l’un de l’autre. On note Rωψ (H) = {π ∈
Irr(H)| tel que HomH(ωψ, π) , 0} et Rωψ (Ĥ) = {̂π ∈ Irr(Ĥ)|Hom

Ĥ
(ωψ, π̂) , 0} pour H un sous-groupe fermé de

S p(W).

Théorème 1.29 ( Howe, Waldspurger). Si F est local non archimédien de caractéristique résiduelle , 2, alors

Rωψ (H1 × H2) (resp. Rωψ ( ̂H1 × H2)) est le bigraphe forte[ cf. Définition 2.23] d’une bijection entre Rωψ (H1) ( resp.

Rωψ (Ĥ1)) et Rωψ (H2)( resp. Rωψ (Ĥ2)).

Remarque 1.30. (1) Par définition de la représentationωψ, on sait queωψ(z) = z Idωψ pour z ∈ µ8. Il en résulte que

si πi ∈ Rωψ (Hi), πi(z) = z Idπi
pour z ∈ µ8 a fortiori. Cette défintion est comparable avec celle dans le livre [MVW]

ou [Howe1]. ( Le même argument est aussi vrai pour le métaplectique groupe Mp(W) = Ŝ p(W)). Néanmoins,

si on considérait le groupe S̃ p(W), pour utiliser la théorie de représentations des groupes localement compacts

totalement discontinus, il serait commode d’adopter le point de vue de [MVW] ou [Howe1], i.e. de considérer les

représentations π̃i ∈ Irr(H̃i) telles que π̃i|C× = IdC× .
(2) Si les groupes Hi satisfont aux conditions : Hi ≃ Hi×µ8, par l’axiome (1) ci-dessus, on sait que si πi ∈ Rωψ (Hi),
il faut que π1 ≃ πi ⊗ Idµ8 pour telle représentation πi ∈ Irr(Hi) et l’unique représentation Idµ8 du groupe µ8, donc

ωψ|H1×H2 est aussi une représentation de bigraphe forte.
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2 La propriété du graphe

Ce chapitre est de nature assez abstraite. On considère une situation générale, qui reflète les constructions du
chapitre précédent. On a deux groupes localement compacts totalement discontinus G1 et G2, qui peuvent être des
groupes de similitudes apparaissant dans des paires réductives duales sur un corps local non archimédien F, ainsi
que des sous-groupes H1 et H2 de G1 et G2 respectivement, qui peuvent être les groupes d’isométries correspon-
dantes. On dispose d’une représentation particulières de H1×H2, pour laquelle on dispose de la correspondance de
Howe. Cette représentation provient par restriction d’une représentation d’un groupe Γ intermédiaire entre H1×H2

et G1 ×G2, et on considère aussi la représentation π de G1 ×G2 induite par ρ. On cherche à donne des conditions
pour que l’on dispose aussi de la correspondance de Howe pour π.

2.1 Le plus grand quotient du groupe

Dans ce chapitre, nous utilisons librement les notions et notations de la théorie des représentations lisses de
groupes localement compacts totalement discontinus [cf.[BZ]]. Soient G un groupe localement compact totalement
discontinu, (ρ,V) une représentation lisse de G. Si (π,W) est une représentation lisse irréductible de G, on note Vπ

le plus grand quotient π-isotypique de V .
Posant

V[π] = ∩ f ker( f ) où f parcourt HomG(V,W),

on a
Vπ = V/V[π].

Il satisfait à la propriété universelle suivante : l’application quotient V −→ Vπ induit une isomorphisme

HomG(V,W) ≃ HomG(Vπ,W)

et
HomG(V,W) = 0 si et seulement si Vπ = 0.

Dans le cas particulier où π = 1G, Vπ n’est pas autre que l’espace VG coinvariants de G dans V , c’est-à-dire que
le quotient de V par le sous-espace V[G] = V[1G] engendré par les éléments ρ(g)v − v pour v parcourant V et g

parcourant G.

Soient G un groupe localement compact totalement discontinu, (ρ,V) une représentation lisse de G. On notera

RG(ρ) = {π ∈ Irr(G)|HomG(ρ, π) , 0}

Proposition 2.1. Supposons que (ρ,V) est une représentation de type fini. Alors (ρ,V) = 0 si et seulement si

RG(ρ) = 0.

Démonstration. Ceci découle de [[BZ], Page 16, Lemma]. �

Proposition 2.2. Soient G un groupe localement compact totalement discontinu, H un sous-groupe fermé de G.

(1) Si H est aussi un sous-groupe ouvert de G et que π est une représentation lisse de type fini de H, alors

c−IndG
H π est une représentation lisse de type fini de G.

(2) Si G/H est compact et que (π,V) est une représentation lisse de type fini de G, alors ResG
H π est une

représentation lisse de type fini de H.

Démonstration. (1) Comme H est un sous-groupe ouvert de G, l’induite compacte c−IndG
H π s’indentifie à l’induite

ordinaire C[G] ⊗C[H] π ; le résultat est alors clair.
(2) Soient {v1, · · · , vn} un ensemble de vecteurs engendrant V comme représentation de G et K un sous-groupe
ouvert de G, tels que

ǫK ⋆ vi = vi pour chaque i

L’image de K dans H\G est ouverte ; Comme H\G est compact, il existe des éléments en nombre fini, g1, · · · , gm ∈
G, tels que G soit l’union des HgiK pour i = 1, · · · ,m. Il en résulte que ResG

H π est engendré par les éléments π(gi)v j

pour i = 1, · · · ,m, j = 1, · · · , n comme H-module. �
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Soit ρ une représentation lisse du groupe localement compact totalement discontinu G, on définit une applica-
tion mG(ρ,−) sur Irr(G) de la façon suivante :

mG(ρ, π) = le cardinal de la dimension de HomG(ρ, π) pour π ∈ Irr(G).

Ainsi RG(ρ) est le support de cette application.

Définition 2.3. (1) Si mG(ρ, π) est fini pour tout π ∈ Irr(G), on dit que ρ est une représentation de quotient

admissible.

(2) Si mG(ρ, π) est égal à 0 ou 1 pour tout π ∈ Irr(G), on dit que ρ est une représentation de quotient sans

multiplicité.

(3) Si ρ est une représentation de quotient admissible et que le support de l’application mG(ρ,−) est un seul

élément π, on dit que ρ est une représentation de quotient de Langlands et que π est le quotient de Lang-

lands de ρ.

Proposition 2.4. Soit (ρ,V) une représentation lisse de type fini du groupe localement compact totalement dis-

continu G. Supposons que toute représentation irréductible de G est admissible. Alors ρ est une représentation de

quotient admissible.

Démonstration. Supposons que V est engendré par les éléments v1, · · · , vn comme G-module. Prenons un élément
(π,W) de Irr(G). Soit f un élément de HomG(V,W), on a

f (v) = f (
n∑

i=1

m∑

j=1

λi jπ(g j)vi) =
n∑

i=1

m∑

j=1

λi jπ(g j) f (vi).

C’est-à-dire que l’application sera déterminée par ses valeurs en points v1, · · · , vn. Soit K un groupe ouvert fixant
tous éléments v1, . . . , vn, alors f (vi) est un élément de WK pour tout i et par hypothèse, la dimension de WK est
finie. Donc

dim HomG(V,W) ≤ n dim WK

est finie. �

Jusqu’à la fin de cette sous-sous-section, on suppose que G est un groupe réductif p-adique et que P est
un sous-groupe parabolique de G, et que P = MN est une décomposition de Levi.
On rappel deux functeurs non normalisés :

IndG
P : Rep(M) −→ Rep(G) le foncteur d’induction parabolique

JN : Rep(G) −→ Rep(M) le foncteur de Jacquet

Théorème 2.5. Les foncteurs (IndG
P , JN) préservent la classe des représentations lisses de type fini.

Démonstration. (1) Soit (π,V) une représentation lisse de type fini du groupe G. Comme G/P est compact, par la
Proposition 2.2 (2), ResG

P π est aussi de type fini. Soit l’espace V qui est engendré par les éléments v1, · · · , vn, fixés
par un sous-groupe ouvert compact K de P. L’espace de JN(π) est l’espace des coinvariants de N dans V ; Il est de
type fini comme représentation de P, mais N agit trivialement donc il est de type fini comme représentation de M.
(2) C’est un résultat difficile de Bernstein ( voir [[Rena], Page 215, Théorème]). �

Lemme 2.6. Soient (π,V) une représentation lisse de quotient admissible de G et (ρ,W) une représentation lisse

de longueur finie de G ; alors

dimC HomG(π, ρ) est finie .

Démonstration. Si
0 = W0 ≦ W1 ≦ · · · ≦ Ws = W

est une filtration de W par des sous G-modules telle que Wi/Wi−1 est une représentation irréductible de G pour
i = 1, · · · , s. On a une suite exacte

1 −→ Ws−1 −→ W
p
−→ W/Ws−1 −→ 1

comme le foncteur HomG(V,−) est exact à gauche, on obtient

1 −→ HomG(V,Ws−1) −→ HomG(V,W) −→ HomG(V,W/Ws−1).
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Cela implique que

dimC HomG(V,W) ≤ dimC HomG(V,Ws−1) + dimC HomG(V,W/Ws−1).

Par récurrence sur s, on trouve

dimC HomG(V,W) ≤
s∑

i=1

dimC HomG(V,Wi/Wi−1),

qui est finie par hypothèse. �

Lemme 2.7. Soit (π,V) une représentation lisse du groupe N, alors l’application canonique

VN
pN−→ VN

est injective.

Démonstration. Soit pN(v) = 0 pour quelque v de VN . Par définition, on a v ∈ V[N]. Comme N est une union des
sous-groupes ouvert compact de lui-même, on a

V[N] = ∪KV[K] où K parcourt les sous-groupes ouvert et compact de N.

Il existe un groupe ouvert compact Kv de N tel que

v ∈ V[Kv] i.e v =

n∑

i=1

π(ki)vi − vi pour quelques vi ∈ V, ki ∈ Kv.

Choisissons un sous-groupe ouvert et compact K de G qui contient chacun des ki. Alors v = π(ǫK)v =
π(ǫK)(

∑n
i=1 π(ki)vi − vi) = 0. �

Rappelons le théorème de Howe et celui de Jacquet et Harish-Chandra [cf.[BZ]. p.37 et [B3] Theorem ].

Théorème 2.8 (Howe). Soit (π,V) une représentation lisse de G, alors (π,V) est de longueur finie ssi elle est de

type fini et admissible.

Théorème 2.9 (Harish-Chandra, Jacquet). Toute représentation lisse irréductible du groupe G est admissible.

Corollaire 2.10. Le foncteur de Jacquet préserve les représentations de longueur finie.

Démonstration. C’est une conséquence du théorème de Howe, du Théorème 2.9 et du Théorème 2.5. �

Lemme 2.11. Soient (π,V) une représentation lisse du groupe M qui est de quotient admissible, (ρ,W) une

représentation irréductible du groupe G ; alors

dimC HomP(V,W) < ∞.

Démonstration. Supposons T ∈ HomP(V,W). On a T (v) = T (nv) = nT (v) pour n ∈ N, v ∈ V . Composant le par
l’application de WN dans WN , qui est injective ( Lemme 2.7), on trouve

HomP(V,W) ֒→ HomP(V,WN) ≃ HomM(V,WN).

Comme WN est une représentation du groupe M de longueur finie ( Corollaire 2.10), en utilisant le Lemme 2.6, on
obtient le résultat. �

Proposition 2.12. Les foncteurs (IndG
P , JN) préservent la classe des représentations lisses de quotients admissibles.

Démonstration. (i) Pour IndG
P : soient (π,V) une représentation lisse de quotient admissible du groupe M et ρ ∈

Irr(G). On a
HomG(IndG

P π, ρ) ≃ HomP(∆−1
P π,ResG

P ρ),

qui est de dimension finie par le Lemme 2.11.
(ii) Soient (π,V) une représentation de quotient admissible du groupe G et (ρ,W) ∈ Irr(M). Par la réciprocité de
Frobenius, on a

HomM(JN(π), ρ) ≃ HomG(π, IndG
P ρ).

Comme G/P est compact, on sait que IndG
P ρ est une représentation lisse du groupe G de longueur finie. Comme π

est une représentation de quotient admissible, par le Lemme 2.6, on obtient

dimC HomG(π, IndG
P ρ) < ∞

ceci montre l’assertion ! �
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2.2 Les quotients pour le produit de deux groupes

Soient G1,G2 deux groupes localement compacts totalement discontinus, (π, S ) une représentation lisse de
G1 ×G2. Rappelons les définitions des ensembles

RG1×G2 (S ),RG1 (S ),RG2 (S ).

Lemme 2.13 ([MVW] Page 45-46). Soient (π1,V1) une représentation admissible irréductible de G1, (π2,V2) une

représentation lisse de G2, V un sous-espace G1 × G2-invariant de V1 ⊗ V2. Alors il existe un sous-espace V ′2 de

V2, invariant par G2, tel que V = V1 ⊗ V ′2.

Démonstration. Nous suivons la démonstration de [MVW]. On note

V ′2 = {v′2 ∈ V2| il existe 0 , v1 ∈ V1 tel que v1 ⊗ v′2 ∈ V},

qui est un C-espace G2-invariant. En effet, prenons v1 ⊗ v′2, u1 ⊗ u′2 ∈ V avec v1, u1 , 0. Comme V1 est irréductible,
il existe f ∈ H(G1) tel que u1 = π1( f )v1, soit K′2 un sous-groupe ouvert compact de G2 fixant v′2 et u′2. On a, pour
α, β ∈ C,

απ1( f ) ⊗ π2(ǫK′2
)(v1 ⊗ v′2) + βu1 ⊗ u′2 = u1 ⊗ (αv′2 + βu′2) ∈ V,

pour α, β ∈ C. Ainsi αv′2+βu′2 ∈ V ′2. Évidement, V1⊗V ′2 est un sous-espace de V , et on veut montrer que c’est tout. Si
V = 0, ceci termine la démonstration. Sinon, soit 0 , v =

∑n
i=1 ui⊗vi ∈ V avec 0 , ui ∈ V1, 0 , vi ∈ V2. On suppose

u1, · · · , un ∈ V
K1
1 pour quelque sous-groupe ouvert compact K1 de G1. Comme V1 est admissible irréductible et on

sait que V
K1
1 est unH(G,K1)-module irréductible de dimension finie. DoncH(G,K1) −→ EndC(VK1

1 ) est surjectif,
et on peut trouver des éléments ǫ1, · · · , ǫn de H(G,K1), tels que π1(ǫi)u j = δi ju j ; soit K2 un sous-groupe ouvert
compact de G2, qui satisfait à π2(ǫK2 )vi = vi ; alors π1(ǫi) ⊗ π2(ǫK2 )v = ui ⊗ vi ∈ V , il en résulte que vi ∈ V ′2 pour
i = 1, · · · , n, enfin on trouve v ∈ V1 ⊗ V ′2. �

Lemme 2.14 ([MVW] Page 45-46). Soient (π1,V1) une représentation admissible irréductible de G1, (π,V) une

représentation lisse de G1 ×G2. Supposons que

∩ ker( f ) = {0} où f parcourt HomG1 (V,V1).

Alors il existe une représentation lisse (π′2,V
′
2) de G2, unique à isomorphisme près, telle que π soit isomorphe au

produit tensoriel externe π1 ⊗ π′2.

Démonstration. Nous suivons la démonstration de [MVW].
(1) L’unicité. Soient V ≃ V1 ⊗ V2 ≃ V1 ⊗ V ′2 pour deux représentations lisses (π2,V2), (π′2,V

′
2) du groupe G2, on a

V2 ≃ (V̌1 ⊗ V1)G1 ⊗ V2 ≃ (V̌1 ⊗ (V1 ⊗ V2))G1 ≃ (V̌1 ⊗ (V1 ⊗ V ′2))G1 ≃ V ′2

comme représentations de G2.
(2) L’existence.
(i) D’abord, nous avons l’application bilinéaire

V × HomG1 (V,V1) −→ V1;

(v, f ) 7−→ f (v).

Comme ∩ f Ker( f ) = 0 où f parcourt HomG1 (V,V1), on obtient un morphisme injectif :

V
⋆
֒→ HomC(HomG1 (V,V1),V1).

Pour utiliser le résultat du Lemme 2.13 ci-dessus, on va montrer que son image est dans HomC(HomG1 (V,V1),C)⊗C
V1.
(ii) Vérifions cela. Prenons un élément 0 , v ∈ V fixé par un sous-groupe ouvert compact K1 × K2 de G1 × G2.
Supposons que K1 est suffisamment petit pour que V

K1
1 , 0, qui est alors un H(G1,K1)-module irréductible de

dimension finie. Choisissons une base v1, · · · , vn de V
K1
1 . Pour f ∈ HomG1 (V,V1), on a

v⋆( f ) = f (v) = f (π|G1 (ǫK1 )v) = ǫK1 ⋆ f (v) =
n∑

i=1

fi(v)vi
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pour quelques fi(v) ∈ C. On définit ainsi une application

c⋆i,v : HomG1 (V,V1) −→ C;

f 7−→ fi(v).

On vérifie que c⋆
i,v est C-linéaire et on a alors v⋆ =

∑n
i=1 c⋆

i,v ⊗ vi ∈ HomC(HomG1 (V,V1),C) ⊗ V1.

(iii) Par hypothèse, V1 est admissible, donc HomG1 (V,V1) ≃ HomG1 (V ⊗ V̌1,C) ≃ HomG1 ((V ⊗ V̌1)G1 ,C) ≃
HomC((V ⊗ V̌1)G1 ,C). On a

V
⋆
֒→ HomC(HomC((V ⊗ V̌1)G1 ,C),C) ⊗ V1 ≃

(
(V ⊗ V̌1)G1

)⋆⋆ ⊗ V1.

Il reste à montrer qu’en fait, l’image est (V ⊗ V̌1)G1 ⊗V1. Prenons un élément 0 , v ∈ V comme en (i) ; on définit de
même les applications c⋆

i,v, · · · , c⋆n,v de ((V ⊗ V̌1)G1 )⋆⋆. Soit {v⋆1 , · · · , v⋆n } la base duale de {v1, · · · , vn} dans (V̌1)K1 .
On a

c⋆i,v = 〈 f (v), v⋆i 〉 = 〈v ⊗ v⋆
i
, f 〉

où v ⊗ v⋆
i

est l’image de v⊗ v⋆
i

par l’application (V ⊗ V̌1) −→ ((V ⊗ V̌1)G1 )⋆⋆. Donc nous avons montré que l’image
de l’application ⋆ est un sous-espace de (V ⊗ V̌1)G1 ⊗ V1. En utilisant le Lemme 2.13, on a V ≃ V2 ⊗ V1 pour une
représentation lisse V2 de G2 ; par le raisonnement pour l’unicité, nous obtenons V2 ≃ (V ⊗ V̌1)G1 . �

Remarque 2.15. (1) Dans le lemme 2.13 ci-dessus, supposons que la représentation (π2,V2) de G2 est admis-

sible. Alors la sous-représentation (π′2,V
′
2) l’est aussi.

(2) Dans le lemme 2.14 ci-dessus, si (π,V) est une représentation lisse admissible de G1×G2, alors la représen-

tation (π′2,V
′
2) l’est aussi.

Démonstration. de (2) : nous suivons les démonstrations de la Proposition dans [ [BZ] Page 20 ]. Soient Ki un
sous-groupe ouvert compact de Gi pour i = 1, 2. On sait que VK1×K2 ≃ (V1 ⊗ V ′2)K1×K2 = V

K1
1 ⊗ V

′K2
2 qui sont de

dimension finie. Cela implique que l’espace V
′K2
2 l’est aussi ( car on peut choisir K1 pour que V

K1
1 , 0). �

Soient (π1,V1) une représentation admissible irréductible de G1, et S π1 = S/S [π1] le plus grand quotient π1-
isotypique. Par le Lemme 2.13, à isomorphisme près, il existe une unique représentation lisse (π′2,V

′
2) de G2 telle

que
S π1 ≃ π1 ⊗ π′2.

De plus
π′2 ≃

(
V̌1 ⊗ S π1

)
G1

pour le plus grand quotient de V̌1 ⊗ S π1 , sur lequel G agisse trivialement.
Par passage au dual, d’après le résultat du Lemme 2.13, on trouve

π
′⋆
2 ≃ HomG1 (V̌1 ⊗ S π1 ,C) ≃ HomG1 (S π1 ,V1) ≃ HomG1 (S ,V1) ≃ HomG1 (V̌1 ⊗ S ,C).

L’espace HomG1 (S ,V1) est naturellement muni d’une action de G2, et les isomorphismes précédents sont G2-
équivariants. Par passage à la partie lisse, on obtient

π̌′2 ≃ HomG1 (S ,V1)∞ ≃ HomG1 (V̌1 ⊗ S ,C)∞.

En vue des applications, nous démontons un lemme de la page 59 de [MVW]. Soient S = S(G) l’espace des
fonctions de Schwartz-Bruhat sur G, muni de la représentation naturelle ρ de G ×G :

ρ(g1, g2) f (g) := f (g−1
1 gg2).

Lemme 2.16. Pour tout π ∈ Irr(G), le plus grand quotient π-isotopique de ρG×1 est isomorphisme à π ⊗ π̌ comme

G ×G-module.

Démonstration. Soit ρπ le plus grand quotient π-isotypique de ρG×1, alors ρπ ≃ π⊗σ. Par la discussions ci-dessus,
on sait que σ̌ ≃ HomG1 (ρ, π)∞, et le résultat dans la page 74 de [B2], a montré que HomG1 (S , π)∞ ≃ π. �

Nous donnons de plus un lemme pour expliquer pourquoi nous intéressons au plus grand quotient π1-
isotypique.
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Lemme 2.17. Soient G1,G2 deux groupes localement compacts totalement discontinus, (π, S ) une représentation

lisse de G1 ×G2, (π1,V1)(resp. (π2,V2)) une représentation admissible irréductible de G1 ( resp. G2). On note par

S π1 le plus grand quotient π1-isotypique de π et soit S π1 ≃ π1 ⊗ π′2, alors

(1) HomG1×G2 (S ,V1 ⊗ V2) ≃ HomG1×G2 (S π1 ,V1 ⊗ V2).
(2) HomG2 (π′2, π2) ≃ HomG1×G2 (π1 ⊗ π′2, π1 ⊗ π2).

Démonstration. (1) D’abord, si HomG1×G2 (S ,V1 ⊗ V2) = 0, comme S −→ S π1 est surjective, donc on a
HomG1×G2 (S π,V1⊗V2) = 0. Soit f ∈ HomG1×G2 (S ,V1⊗V2) qui n’est pas triviale, comme (π1⊗π2,G1×G2,V1⊗V2)
est une représentation irréductible, alors f : S −→ V1 ⊗ V2 est surjective. Prenons un élément non trivial e2 de V2.

On définit un morphisme canonique V1 ⊗V2
p
−→ V1 ⊗ e2 qui est G1-équivalent. Le composé de f avec p détermine

un morphisme non trivial dans HomG1 (S ,V1), il implique que f se factorise par S π1 −→ V1 ⊗ V2.
(2) L’isomorphisme est défini par ϕ −→ 1 ⊗ ϕ. Ce morphisme est bien défini et injectif. Il suffit de démonter qu’il
est aussi surjectif. Soit ϕ′ ∈ HomG1×G2 (V1 ⊗V ′2,V1 ⊗V2) un élément non trivial. Choisissons une base {ui}i∈I de V2,
nous notons par V2,i la droite engendrée par l’élément ui pour i ∈ I. On a

V2 = ⊕i∈IV2,i

qui peut plonger dans
∏

i∈I V2,i comme un sous-espace. Donc V1 ⊗V2 ≃ ⊕i∈IV1 ⊗V2,i se voit aussi comme un sous-
espace vectoriel de

∏
i∈I V1 ⊗V2,i. Nous notons sa projection canonique

∏
i∈I V1 ⊗V2,i −→ V1 ⊗V2,i par pi. Chaque

composante V1 ⊗ V2,i est isomorphe à V1. Prenons un élément non trivial e′2 ∈ V ′2, et considérons le morphisme
ϕ′|V1⊗e′2

: V1 ⊗ e′2 −→ V1 ⊗ V2. Composons le avec

V1 ⊗ V2 −→
∏

i∈I

V1 ⊗ V2,i
pi−→ V1 ⊗ V2,i.

Nous obtenons un morphisme
ϕ′i : V1 ⊗ e′2 −→ V1 ⊗ V2,i,

qui est G1-équivariant.

Puisque π1 est admissible, on sait que le lemme de Schur est vrai en ce cas, c’est-à-dire que EndG1 (V1) ≃ C.
Cela implique que ϕ′

i
est défini par

V1 ⊗ e′2 −→ V1 ⊗ V2,i;
∑

k

vk ⊗ e′2 7−→
∑

k

vk ⊗ ciui,

pour quelque ci ∈ C.

De plus le morphisme
∏

i∈I ϕ
′
i

: V1 ⊗ e′2 −→
∏

i∈I V1 ⊗ V2,i se factorise à V1 ⊗ e′2 −→ V1 ⊗ V2, ce qui implique
que sauf pour un nombre fini d’indices i, ϕ′

i
= 0.

Ensuite, nous définissons une application ϕe′2
: Ce′2 −→ V2 par ϕe′2

(e′2) =
∑

i∈I ciui. On a

ϕ′|V1⊗e′2
= 1 ⊗ ϕe′2

.

De cette manière, pour chaque élément v′2 ∈ V ′2, on construit une application ϕv′2
: Cv′2 −→ V2 satisfaisant à

ϕ′|V1⊗v′2
= 1 ⊗ ϕv′2

, et cette application est unique. On a donc

ϕαv′2+βv′2
= ϕαv′2

+ ϕβv′′2
= αϕv′2

+ βϕv′′2
pour α, β ∈ C, v′2, v

′′
2 ∈ V ′2.

Nous avons une application C-linéaire : ϕ : V ′2 −→ V2 donnée par ϕ(
∑

i v′2,i) :=
∑

i ϕv′2,i
(v′2,i). Alors ϕ′ = 1 ⊗ ϕ,

et ϕ est forcément G2-équivariant, i.e. ϕ ∈ HomG2 (V ′2,V2). �

Passons aux relations RG1×G2 (S ), RG1 (S ) et RG2 (S ). Pour comprendre facilement, d’abord nous adopterons les
hypothèses :

(1) (π,G1 ×G2, S ) est une représentation lisse de type fini.
(2) Toute représentation irréductible de G1 ×G2 est admissible.

Remarque 2.18. Sous les hypothèses ci-dessus, on a

(1) π est une représentation de quotient admissible.

(2) RG1×G2 (S ) = ∅ si et seulement si (π, S ) = 0.

(3) Soient π1 ∈ Irr(G1), S π1 le plus grand quotient π1-isotypique de π et S π1 ≃ π1 ⊗ π′2 ; alors π′2 est une représen-

tation de type fini de G2.
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Démonstration. nous avons vu (1) [cf. Proposition 2.4] et (2) [cf. Proposition 2.1]. Pour (3), on a

S π1 ≃ S/S [π1] ≃ π1 ⊗ π′2
qui est aussi une représentation du groupe G1 ×G2 de type fini. On choisit l’ensemble {v(1)

1 ⊗ v
′(1)
2 , · · · , v(n)

1 ⊗ v
′(n)
2 }

de n vecteurs engendrant S π1 . Comme (π1,V1) est irréductible admissible, par le Lemme 2.14, on a vu que π′2 est

engendré par les éléments v
′(1)
2 , · · · , v

′(n)
2 . �

Par [[BZ], Page 20, Proposition], on sait qu’un quotient irréductible de π est de la forme π1 ⊗ π2 où π1 et π2

sont uniques à isomorphisme près.

Proposition 2.19. (1) Si π1 ⊗ π2 ∈ RG1×G2 (π) alors π1 ∈ RG1 (π).
(2) Si π1 ∈ RG1 (π), il existe π2 ∈ RG2 (π) tel que π1 ⊗ π2 ∈ RG1×G2 (π).

Démonstration. (1) Soit (π1 ⊗ π2,G1 ×G2,V1 ⊗ V2) un élément de RG1×G2 (π), on a une application non triviale

V
f
−→ V1 ⊗ V2

qui est surjective. Prenons un élément 0 , e2 ∈ V2 et une application canonique

V2

pe2−→ Ce2.

Composons f avec 1 ⊗ pe2 ; nous obtenons une application non triviale de V à V1 i.e. π1 ∈ RG1 (π).
(2) Supposons (π1,V1) ∈ RG1 (π). On peut trouver le plus grand quotient π1-isotypique S π ≃ π1 ⊗ π′2, qui n’est pas
trivial, cela implique que π′2 ne l’est pas aussi. Comme π′2 est une représentation lisse de type fini, il en résulte que

RG2 (π′2) , 0.

Par le lemme 2.17, on a une bijection entre RG1×G2 (π) et RG2 (π′2). Ceci montre qu’il existe une représentation
(π2,V2) de G2 telle que π1 ⊗ π2 ∈ RG1×G2 (π). �

On définit deux applications projectives canoniques

RG1×G2 (π)
pi−→ RGi

(π); π1 ⊗ π2 7−→ πi pour i = 1, 2.

Corollaire 2.20. pi est surjective pour i = 1, 2.

Remarque 2.21. Si on ne suppose pas la condition :

π est une représentation de type fini du groupe G1 ×G2,

alors les applications pi toujours existent, mais peut-être elles ne sont pas surjectives, on notera leurs images par

R0
Gi

(π).

Si p1(resp. p2) est injectif, alors pour chaque π1 ∈ R0
G1

(π) (resp. π2 ∈ R0
G2

(π)), il existe une unique représenta-

tion irréductible π(1)
2 ∈ RG2 (π) (resp. π(2)

1 ∈ RG1 (π)) telle que π1 ⊗ π(1)
2 ∈ RG1×G2 (π) (resp. π(2)

1 ⊗ π2 ∈ RG1×G2 (π)).

Définition 2.22. Si p1(resp. p2) est injectif, on définit une application θ1 : R0
G1

(π) −→ RG2 (π); π1 7−→ π(1)
2 ;

(resp. θ2 : R0
G2

(π) −→ RG1 (π); π2 7−→ π(2)
1 ), on dit que (RG1×G2 (π), pi) est le graphe de l’application R0

G1
(π)

θ1−→
RG2 (π)(resp. R0

G2
(π)

θ2−→ RG1 (π)) et que (π,G1 ×G2) est une représentation de graphe à gauche (resp. à droite).

De plus, si π est aussi une représentation de quotient sans multiplicité, i.e.

mG1×G2 (π, π′) ≤ 1 pour tout π′ ∈ Irr(G1 ×G2),

on dit que π est une représentation de graphe forte à gauche (resp. à droite), et que π satisfait à la propriété de

graphe forte à gauche (resp. à droite).

Définition 2.23. Si p1, p2 sont injectifs, on dit que (RG1×G2 (π), pi) est un bigraphe entre R0
G1

(π) et R0
G2

(π), et que

(π,G1 ×G2) est une représentation de Howe (ou de bigraphe). Il a déterminé une correspondance bijective entre

R0
G1

(π) et R0
G2

(π) qui sera appelée la correspondant de Howe (ou de bigraphe), on aussi dit que (π,G1 × G2)
satisfait à la propriété de Howe(ou de bigraphe). De plus, si π est aussi une représentation de quotient sans

multiplicité, i.e.

mG1×G2 (π, π′) ≤ 1 pour tout π′ ∈ Irr(G1 ×G2),

on dit que π est une représentation de Howe forte (ou de bigraphe forte), et que π satisfait à la propriété de Howe

forte ( ou de bigraphe forte ). Ce qui détermine une correspondance de Howe forte ( ou de bigraphe forte ) entre

R0
G1

(π) et R0
G2

(π).
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2.3 Les représentations de graphe forte

Dans cette sous-sous-section, pour présenter simplement les résultats, “graphe” signe “ graphe à gauche” sauf
mention du contraire. Et on supposera que toute représentation irréductible du groupe localement compact totale-
ment discontinu est admissible.

Proposition 2.24 ( Produits). Soient Gi,Hi des groupes localement compacts totalement discontinus pour i = 1, 2.

(π,V) une représentation lisse de (G1 ×G2) × (H1 × H2),
(1) Supposons que pour chaque indice i, π|Gi×Hi

satisfait à la propriété de graphe. Alors π est une représetna-

tion de graphe du groupe (G1 ×G2) × (H1 × H2).
(2) Supposons que π est une représentation de graphe du groupe G1 × · · · × Gn et qu’il existe un couple

(Gi,G j) de l’ensemble {G1, · · · ,Gn} tel que π|Gi×G j
satisfait à la condition de sans multiplicité. Alors π est

une représentation de graphe forte du groupe G1 × · · · ×Gn.

Démonstration. Par définition, p
(i)
1 : RGi×Hi

(π) −→ RGi
(π) est injective pour i = 1, 2. Il en résulte que p1 :

R(G1×H1)×(G2×H2)(π) −→ RG1×G2 (π) est aussi injective. Donc (π, (G1 × G2) × (H1 × H2)) est une représentation
de graphe. De plus, l’application du graphe de π soit définie par θ = θ1 × θ2 : R0

G1×G2
(π) −→ R0

H1×H2
(π) où

θi : R0
Gi

(π) −→ R0
Hi

(π) est l’application du graphe de π|Gi×Hi
.

(2) Soit π1⊗π2⊗· · ·⊗πn ∈ RG1×···×Gn
(π), si mGi×G j

(π, πi⊗π j) ≤ 1, on a alors mG1×···×Gn
(π, π1⊗· · · πn) ≤ mGi×G j

(π, πi⊗
π j) ≤ 1. Ceci trouve le résultat. �

Théorème 2.25 ( Abélien Scindé). Soient G1, G2, H1, H2 des groupes localement compacts totalement discontinus.

Supposons que H1, H2 sont abéliens et H est un sous-groupe de H1 × H2, tels que

H est le graphe d’un morphisme surjectif γ : H1 −→ H2.

Supposons que (ρ,V) est une représentation de graphe forte du groupe G1 ×G2 qui se prolonge en une représen-

tation du groupe G1 ×G2 ×H. On note π = c− Ind(G1×H1)×(G2×H2)
G1×G2×H

ρ ; alors π est aussi une représentation de graphe

forte de (G1 × H1) × (G2 × H2).

Démonstration. (1) D’abord, comme pr1 : H −→ H1 est un isomorphisme de groupes, la représentation irré-
ductible du groupe H s’identifie à celle du groupe H1. Si (π1⊗χ1)⊗(π2⊗χ2) ∈ R(G1×H1)×(G2×H2)(π), par le réciprocité
de Frobenius, on obtient (π1 ⊗ π2 ⊗ χ1 ⊗ χ2)|G1×G2×H ∈ RG1×G2×H(ρ). Il en résulte que π1 ⊗ π2 ∈ RG1×G2 (ρ). De plus,
comme mG1×G2 (ρ, π1 ⊗ π2) = 1, il existe au plus un seul caractère χ0 de H1 tel que mG1×G2×H(ρ, π1 ⊗ π2 ⊗ χ0) = 1.
Donc on a trouvé que χ1χ2 ◦ γ = χ0, i.e. χ2 ◦ γ = χ−1

1 χ0. Comme γ est surjective, on trouve que χ2 est déterminé
uniquement par χ1 et π1⊗π2. Comme π2 = θ(π1) où θ est l’application du graphe de π|G1×G2 , finalement on voit que
χ2 est détermine uniquement par π1 ⊗ χ1 ; ceci implique que π est une représentation de graphe. De plus, comme

m(G1×H1)×(G2×H2)

(
π,

(
π1 ⊗ χ1

) ⊗ (
π2 ⊗ χ2

)) ≤ mG1×G2

(
π, π1 ⊗ π2

)
≤ 1,

on voit que la représentation π aussi satisfait à la propriété de sans multiplicité. Ceci termine la démonstration ! �

Remarque 2.26. Supposons qu’on a un morphisme de groupes ouvert Gi ×Hi

pi−→ GiHi pour i = 1, 2. Ils donnent

un morphisme ouvert
(
G1 × H1

) × (
G2 × H2

) p1×p2−→ G1H1 ×G2H2 ; on note (G1 ×G2)H l’image de G1 ×G2 × H. Si

la représentation ρ dans le Théorème 2.25 est aussi définie sur le groupe (G1 ×G2)H, alors les résultats dans Le

Théorème 2.25 précédent sont aussi vrais pour la représentation π = c − IndG1H1×G2H2
(G1×G2)H ρ.

Démonstration. Comme pi (resp. p1 × p2) est un morphisme ouvert, toute représentation lisse du groupe GiHi

(resp. (G1 × G2)H) est donnée par une représentation lisse du groupe Gi × Hi (resp. (G1 × H1) × (G2 × H2)) qui
est triviale en sous-groupe ker(pi) (resp. ker(p1 × p2|G1×G2×H)). En suivant la démonstration du Théorème 2.25, on
montre le résultat. �

Ceci est un des résultats principaux du chapitre.

Théorème 2.27 ( Abélien fini). Soit H1(resp. H2) un sous-groupe distingué ouvert de G1 (resp. G2). Supposons

G1/H1( resp. G2/H2) un groupe abélien de cardinal fini et Γ un sous-groupe de G1 × G2 contenant H1 × H2 tels

que

Γ/H1 × H2 est le graphe d’un morphisme surjectif γ : G1/H1 −→ G2/H2.

Supposons que (ρ,V) est une représentation de graphe forte du groupe H1 × H2 qui se prolonge en une représen-

tation du groupe Γ. Alors π = c − IndG1×G2
Γ

ρ est aussi une représentation de graphe forte du groupe G1 ×G2.
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On procède par récurrence sur le cardinal du groupe fini Γ/H1 × H2, en traitant d’abord le cas où ce groupe est
cyclique.

Lemme 2.28. Dans la situation du théorème 2.27, supposons de plus que G1/H1 est cyclique. Si π1⊗π2 ∈ RG1×G2 (π)
avec RH1 (π1) = {σ1, · · · , σk1 } et RH2 (π2) = {δ1, · · · , δk2 }, alors

(1) k1 ≥ k2.

(2) Pour chaque σα ∈ RH1 (π1), il existe un et un seul élément δα ∈ RH2 (π2) tel que σα ⊗ δα ∈ RH1×H2 (ρ).
(3) mH1×H2 (ρ, σ1 ⊗ δ1) = mH1×H2 (ρ, σα ⊗ δα).
(4) L’application γ aussi définit un morphisme surjectif G1σα /H1 −→ G2δα /H2 et Γ∩ (

G1σα ×G2δα

)
/H1 × H2, est le

graphe pour 1 ≤ α ≤ k1, où G1σα = {g ∈ G1|σg
α ≃ σα}, G2δα = {g ∈ G2|δg

α ≃ δα}.
(5) mG1×G2 (π, π1 ⊗ π2) ≤ mH1×H2 (ρ, σ1 ⊗ δ1).

Démonstration. (1)—(3) : Comme π1 ⊗ π2 ∈ RG1×G2 (π), par Le Théorème Réciproque de Frobenius, on a

0 , mG1×G2 (π, π1 ⊗ π2) = mΓ(ρ, π1 ⊗ π2).

A fortiori, mH1×H2 (ρ, π1 ⊗ π2) , 0. Quitte à change l’indexation, on trouve que mH1×H2 (ρ, σ1 ⊗ δ1) , 0. Par le
Théorème de Clifford, il existe un élément tαH1 de G1/H1 tel que σtα

1 ≃ σα où σtα
1 (h1) := σ1(t−1

α h1tα) pour
h1 ∈ H1. Soit γ(tαH1) = sαH2 ∈ G2/H2, alors (tα, sα)H1 × H2 appartient à Γ/H1 × H2. Supposons que (tα, sα) ∈ Γ
et δα = δ

sα
1 . On a

0 , mH1×H2 (ρ, σ1 ⊗ δ1) = mH1×H2 (ρ(tα,sα), σtα
1 ⊗ δ

sα
1 ) = mH1×H2 (ρ, σα ⊗ δα).

Il en résulte que σα ⊗ δα ∈ RH1×H2 (ρ). De plus, comme ρ|H1×H2 satisfait à la propriété de graphe, la représentation
δα est déterminée uniquement par σα et on sait que γ est surjective, donc k1 ≥ k2.
(4) Supposons α = 1. D’abord, nous vérifions l’assertion suivante :

soit g1H1 ∈ G1σ1
/H1 alors γ(g1H1) = g2H2 ∈ G2δ1

/H2.

On peut supposer (g1, g2) ∈ Γ, comme mH1×H2 (ρ, σ1 ⊗ δ1) , 0, on a mH1×H2 (ρ(g1,g2), σ
g1

1 ⊗ δ
g2

1 ) , 0. Il en résulte que
δ

g2

1 = θ(σ
g1

1 ) ≃ θ(σ1) = δ1, donc g2H2 ∈ G2δ1
/H2.

On définit les applications :

a : G1 ×G2/H1 × H2
∼−→ G1/H1 ×G2/H2 et G1/H1 ×G2/H2

pi−→ Gi/Hi.

Si on note Γ comme le graphe de l’application γ : G1/H1 −→ G2/H2 dans le groupe G1/H1×G2/H2. Par hypothèse,
on sait que a(Γ/H1 × H2) = Γ. On prend un système de représentants {a(1)

1 , · · · , a(1)
n1

; · · · ; a
(k2)
n1+···nk2−1+1, · · · , a

(k2)
k1
}

(resp. {b1, · · · , bk2 }) de G1 (resp. G2) dans G1/G1σ1
(resp. G2/G2δ1

) tels que {a(i)
j
, bi} ∈ Γ pour 1 ≤ i ≤ k2, ni−1 < j ≤

ni. Donc

⊕k2
i=1biG2δ1

/H2 = G2/H2 = γ(G1/H1) = γ
(
⊕k2

i=1

(
⊕ni

j=ni−1+1 a(i)
n j

G1σ1
/H1

))
= ⊕k2

i=1biγ(G1σ1
/H1)

Il en résulte que γ : G1σ1
/H1 −→ G2δ1

/H2 est surjective. On examine aisément que Γ ∩ (
G1σ1

×G2δ1

)
/H1 × H2 est

le graphe par cette application.
(5) HomG1×G2 (π, π1⊗π2) ≃ HomΓ(ρ, π1⊗π2) par la réciprocité de Frobenius. Mais HomΓ(ρ, π1⊗π2) est inclus dans
HomH1×H2 (ρ, π1 ⊗π2)Γ/H1×H2 par une action évidente de Γ/H1 × H2. C’est-à-dire que γ ·ϕ := π1 ⊗π2(γ)◦ϕ◦ρ(γ−1)
pour γ ∈ Γ/H1 × H2, ϕ ∈ HomH1×H2 (ρ, π1 ⊗ π2). Par les raisonnement précédents

HomH1×H2 (ρ, π1 ⊗ π2) = ⊕i, j HomH1×H2 (ρ, σi ⊗ δ j) = ⊕α HomH1×H2 (ρ, σα ⊗ δα)

(Car les autres espaces sont nuls). De plus chacun des facteurs est de dimension 1 et l’action de Γ permute transtive-
ment les facteurs. Donc on trouve mG1×G2 (π, π1 ⊗ π2) ≤ mH1×H2 (ρ, σ1 ⊗ δ1). �

La preuve du Théorème 2.27 :
La première étape— cas cyclique : Supposons que Gi/Hi est un groupe cyclique d’ordre fini pour i = 1, 2.
D’abord, la propriété de sans multiplicité vient du Lemme 2.28(5). Il suffit de montrer que π satisfait à la propriété
de graphe. Supposons π1 ⊗ π2, π1 ⊗ π′2 ∈ RG1×G2 (π). Par hypothèse, on sait que π2|H2 , π

′
2|H2 sont sans multiplicités.

Soient RH1 (π1) = {σ1, · · · , σk1 }, RH2 (π2) = {δ1, · · · , δk2 } et RH2 (π′2) = {δ′1, · · · , δ′k′2 }. Par le Lemme 2.28, RH2 (π2) =
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RH2 (π′2) = {δ1, · · · , δk2 }. On suppose que σ1 ⊗ δ1 ∈ RH1×H2 (ρ). Supposons que RGδ1
(π2) = {δ̃1, · · · , δ̃k2 |δ̃i � δ̃ j pour

i , j et δ̃i|H2 = δi}. Par le Théorème de Clifford, il existe un caractère ν du groupe G2δ1
qui est trivial sur H2 tel que

δ̃1 ≃ δ̃1
′ ⊗ ν. Si π1 = c − IndG1

G1σ1
σ̃1 telle que σ̃1|H1 ≃ σ1, alors on a

HomG1×G2 (c − IndG1×G2
Γ

ρ, π1 ⊗ π2) ≃ HomΓ(ρ,ResG1×G2
Γ

IndG1×G2
G1σ1

×G2
σ̃1 ⊗ π2)

≃ HomΓ(ρ, IndΓ(G1σ1
×G2δ1

)∩Γ σ̃1 ⊗ π2) ≃ Hom(G1σ1
×G2δ1

)∩Γ(ρ, σ̃1 ⊗ π2)

≃ Hom(G1σ1
×G2δ1

)∩Γ(ρ,
k∑

i=1

σ̃1 ⊗ δ̃i) ≃ Hom(G1σ1
×G2δ1

)∩Γ(ρ, σ̃1 ⊗ δ̃1)

et
HomG1×G2 (c − IndG1×G2

Γ
ρ, π1 ⊗ π′2) ≃ Hom(G1σ1

×G2δ1
)∩Γ(ρ, σ̃1 ⊗ δ̃1

′
).

Comme (G1σ1
×G2δ1

) ∩ Γ/H1 × H2 est le graphe de l’application surjective γ : G1σ1
/H1 −→ G2δ1

/H2. Utilisons le

résultat du Lemme 2.28 pour la représentation c − Ind
G1σ1

×G2δ1
(G1σ1

×G2δ1
)∩Γ ρ ; nous trouvons

dimC Hom(G1σ1
×G2δ1

)∩Γ(ρ, σ̃1 ⊗ δ̃1) ≃ dimC Hom(G1σ1
×G2δ1

)∩Γ(ρ, σ̃1 ⊗ δ̃1
′
) = dimC HomH1×H2 (ρ, σ1 ⊗ δ1) = 1.

Soit 0 , T1 ∈ HomH1×H2 (ρ, σ1 ⊗ δ1), il existe un morphisme unique T̃1( resp. T̃1
′
) prolongeant T1 dans

Hom(G1σ1
×G2δ1

)∩Γ(ρ, σ̃1 ⊗ δ̃1)
(
resp. Hom(G1σ1

×G2δ1
)∩Γ(ρ, σ̃1 ⊗ δ̃1

′
)
)
. Comme σ̃1|H1 = σ1 et δ̃1|H2 = δ1, on peut

supposer que T1 = T̃1 = T̃1
′
. Si on prend un élément (g, h) ∈ (G1σ1

×G2δ1
) ∩ Γ, on a

T̃1(ρ(g, h)v) = T1(ρ(g, h)v) = σ̃1 ⊗ δ̃1(g, h)T1(v)

et
T̃1
′
(ρ(g, h)v) = T1(ρ(g, h)v) = σ̃1 ⊗ δ̃1

′
(g, h)T1(v) = σ̃1 ⊗ δ̃1(g, h)T1(v)ν(h).

Il en résulte que ν(h) = 1. Puisque l’application (G1σ1
×G2δ1

) ∩ Γ/H1 × H2 −→ G2δ1
/H2 est surjective, il est clair

que ν = 1, donc π2 ≃ π′2.
La deuxième étape— raisonnement par récurrence : On vient de traiter le cas où G1/H1 est cyclique. Pour le cas
général, comme annoncé, on procède par récurrence sur le cardinal de G1/H1. Si G1 , H1, introduisons une sous-
groupe G′1 de G1, contenant H1, et tel que G1/G

′
1 soit cyclique. Notons G′2 l’image inverse dans G2 de γ(G′1/H1) ⊂

G2/H2. Alors γ induit un homomorphisme surjectif γ′ de G′1/H1 sur G′2/H2 ; on note Γ′ le sous-groupe de Γ

contenant H1 × H2 et tel que Γ′/H1 × H2 soit le graphe de γ′. Par récurrence, la représentation π′ = c − Ind
G′1×G′2
Γ′ ρ

est une représentation de graphe forte. D’autre part, γ induit par passage aux quotients un homomorphisme surjectif

de G1/G
′
1 sur G2/G

′
2, dont le graphe est Γ(G′1 ×G′2)/G′1 ×G′2. Considérons la représentation ρ′ = c− Ind

Γ(G′1×G′2)
Γ

ρ ;
sa restriction à G′1 × G′2 est π′. Par le cas cyclique traité dans le lemme, on obtient que c − IndG1×G2

Γ(G′1×G′2) ρ
′ est une

représentation de graphe forte de G1 ×G2. Mais cette représentation n’est pas autre que c − IndG1×G2
Γ

ρ.

Remarque 2.29. Tous les résultats dans cette sous-sous-section sont aussi vrais, si on considère “ graphe à

droite”.

2.4 Les représentations de bigraphe forte

Proposition 2.30 ( Produits). Soient Gi,Hi des groupes localement compacts totalement discontinus pour i = 1, 2.

Soit (π,V) une représentation lisse de (G1 ×G2) × (H1 × H2),
(1) Supposons que pour chaque index i, π|Gi×Hi

satisfait à la propriété de bigraphe. Alors π est une représet-

nation de bigraphe du groupe (G1 ×G2) × (H1 × H2).
(2) Supposons que π est une représentation de graphe du groupe G1 × · · · × Gn et qu’il existe un couple

(Gi,G j) de l’ensemble {G1, · · · ,Gn} tel que π|Gi×G j
satisfait à la condition de sans multiplicité. Alors π est

une représentation de bigraphe forte du groupe G1 × · · · ×Gn.

Démonstration. C’est une conséquence de la Proposition 2.24. �
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Proposition 2.31. Soient G1,G2,H des groupes localement compacts totalement discontinus et H un groupe

abélien, γ un automorphisme de H, soit (π,V) une représentation lisse de G1 × G2 × H. Grâce au morphisme

des groupes

(G1 × H) × (G2 × H) −→ G1 ×G2 × H

[(g1, h1), (g2, h2) 7−→ (g1g2, h1γ(h2))]

on obtient une représentation π̃ du groupe (G1 × H) × (G2 × H).
(1) Si π|G1×G2 est une représentation de bigraphe, alors π̃ l’est aussi.

(2) Si π|G1×G2 est une représentation de bigraphe forte, alors π̃ l’est aussi.

Démonstration. (1) Soit (π1 ⊗ χ1) ⊗ (π2 ⊗ χ2) ∈ R(G1×H1)×(G2×H2) (̃π). Si

0 , F ∈ Hom(G1×H)×(G2×H)(π, (π1 ⊗ χ1) ⊗ (π2 ⊗ χ2)).

On a
F(π((g1 ⊗ g2), h1γ(h2))v) = π1(g1) ⊗ π2(g2)F(v)χ1(h1)χ2(h2) pour v ∈ V, gi ∈ Gi, hi ∈ H.

En particulier, prenons g1 = g2 = 1, h1 = h ∈ H et h2 = γ
−1(h−1) ∈ H, nous obtenons

F(v) = F(v)χ1(h)χ2

(
γ−1(h−1)

)
pour tout v ∈ V.

Comme F , 0 et γ est un isomorphisme , on trouve χ2 = χ
γ
1 où χγ1(h) := χ1

(
γ(h)

)
pour h ∈ H. Si θπ est l’application

de graphe de π|G1×G2 , alors on obtient une application de bigraphe de π̃ :

θ : RG1×H1 (̃π) −→ RG2×H2 (̃π);

π1 ⊗ χ1 7−→ θπ(π1) ⊗ χγ1,
donc on a trouvé que (π, (G1 × H1) × (G2 × H2)) est une représentation de bigraphe.
(2) Il suffit de montrer que la représentation π̃ satisfait à la propriété de sans multiplicité. Comme
mG1×H1×G2×H2 (̃π, (π1 ⊗ χ1) ⊗ π2 ⊗ χγ1) ≤ mG1×G2 (π, π1 ⊗ π2), on obtient le résultat. �

Remarque 2.32. Si le morphisme précédent, (G1 × H) × (G2 × H) −→ G1 ×G2 × H, se factorise par (G1 × H) ×
(G2 × H) −→ G1H ×G2H, où Gi × H −→ GiH est un morphisme de groupes ouvert surjectif pour i = 1, 2, alors

le résultat dans le Lemme 2.31 est aussi vrai pour la représentation (π,G1H ×G2H).

Démonstration. Comme pi est un morphisme ouvert, toute représentation lisse du groupe GiH est donnée par une
représentation lisse du groupe Gi × H qui est triviale en sous-groupe ker(pi). Cela entraîne le résultat. �

Théorème 2.33 (Abélien Scindé ). Soient G1, G2, H1, H2 des groupes localement compacts totalement discontinus.

Supposons que H1, H2 sont abéliens et que H est un sous-groupe de H1 × H2, tels que

H est le graphe d’un isomorphisme γ : H1 −→ H2.

Supposons que (ρ,V) est une représentation de bigraphe forte du groupe G1 × G2 qui peut se prolonger en une

représentation du groupe G1 ×G2 × H. On note π = c − Ind(G1×H1)×(G2×H2)
G1×G2×H

ρ. Alors π est aussi une représentation

de graphe forte du groupe G1 ×G2.

Démonstration. C’est une consequence du Théorème 2.25. �

Remarque 2.34. Supposons qu’on a un morphisme de groupes ouvert Gi ×Hi −→ GiHi pour i = 1, 2. Ils donnent

un morphisme ouvert
(
G1 ×H1

)× (
G2 ×H2

) −→ G1H1 ×G2H2, et on note (G1 ×G2)H l’image de G1 ×G2 ×H. Si

la représentation ρ dans le Théorème 2.33 est une représentation du groupe (G1 ×G2)H, alors les résultats dans

le Théorème 2.33 précédent sont aussi vrais pour la représentation c − IndG1H1×G2H2
(G1×G2)H ρ.

Démonstration. C’est une conséquence de la Remarque 2.26. �

Théorème 2.35 ( Abélien Fini). Soit H1(resp. H2) un sous-groupe distingué ouvert de G1 (resp. G2) tel que G1/H1(

resp. G2/H2) soit un groupe abélien de cardinal fini, et soit Γ un sous-groupe ouvert de G1 ×G2 contenant H1 ×H2

tel que

Γ/H1 × H2 est le graphe d’un isomorphisme γ : G1/H1 −→ G2/H2.

Supposons que (ρ,V) est une représentation de bigraphe forte du groupe H1 × H2 qui peut se prolonger en une

représentation du groupe Γ. Alors c− IndG1×G2
Γ

ρ est aussi une représentation de bigraphe forte du groupe G1 ×G2.
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Démonstration. C’est une conséquence du Théorème 2.27. �

Proposition 2.36. Conservons les notations et hypothèses du Théorème 2.35. Soient π1 ∈ Irr(G1), π2 ∈ Irr(G2) tels

que

π1|H1 = m1σ1 ⊕ · · · ⊕ m1σk1

(les représentations σ1, · · · , σk1 ne sont pas équivalentes), et

π2|H2 = m2δ1 ⊕ · · · ⊕ m2δk2

(les représentations δ1, · · · , δk2 ne sont pas équivalentes), Supposons que π1 ⊗ π2 ∈ RG1×G2 (π). Alors

(i) k = k1 = k2 et quitte à change l’indexation, on a

σα ⊗ δα ∈ RH1×H2 (ρ) pour α = 1, · · · , k.

et

σα ⊗ δβ < RH1×H2 (ρ) pour 1 ≦ α , β ≦ k.

(ii) L’application γ aussi définit une bijection entre G1σα /H1
∼−→ G2δα /H2 avec Γ ∩ (G1σα ×G2δα )/H1 × H2

comme graphe pour 1 ≤ α ≤ k.

Démonstration. (i) Comme π1⊗π2 ∈ RG1×G2 (π), par le Théorème Réciproque de Frobenius, on obtientRΓ(π1⊗π2)∩
RΓ(ρ) , ∅, a fortiorie,RH1×H2 (π1⊗π2)∩RH1×H2 (ρ) , ∅. On peut supposer queσ1⊗δ1 ∈ RH1×H2 (π1⊗π2)∩RH1×H2 (ρ) ,
∅. Par le Théorème de Clifford, il existe un élément tαH1 de G1/H1 tel que σtα

1 ≃ σα où σtα
1 (h1) := σ1(t−1

α h1tα).
Soit γ(tαH1) = sαH2 ∈ G2/H2, alors (tα, sα)H1 × H2 appartient à Γ/H1 × H2. Supposons que (tα, sα) ∈ Γ, on note
δα = δ

sα
1 . Donc

σα ⊗ δα = σtα
1 ⊗ δ

sα
1 ∈ RH1×H2

(
(π1 ⊗ π2)(tα,sα)) ∩ RH1×H2 (ρ(tα,sα)) = RH1×H2 (π1 ⊗ π2) ∩ RH1×H2 (ρ).

Comme ρ|H1×H2 satisfait à la propriété de bigraphe, on sait que δα � δβ si 1 ≤ α , β ≤ k1. D’autre part, si on
choisit un élément δβ, il aussi existe un élément σβ tel que σβ ⊗ δβ ∈ RH1×H2 (ρ), donc k1 = k2 = k. Comme ρ|H1×H2

satisfait à la propriété de bigraphe, on trouve σα ⊗ δβ < RH1×H2 (ρ) pour 1 ≤ α , β ≤ k.
(ii) On peut supposer α = 1. Par (1), |G1/G1σ1

≃ G1/H1�G1σ1
/H1| = |G2/G2δ1

≃ G2/H2�G2δ1
/H2| = k. Par

hypothèse |G1/H1| = |G2/H2|, donc on sait que |G1σ1
/H1| = |G2δ1

/H2|, il suffit de vérifier l’assertion :

Soit g1H1 ∈ G1σ1
/H1, alors γ(g1H1) = g2H2 ∈ G2δ1

/H2.

On peut supposer (g1, g2) ∈ Γ. Comme σ1 ⊗ δ1 ∈ RH1×H2 (ρ), il en résulte que

σ1 ⊗ δg2

1 ≃ (σg1

1 ⊗ δ
g2

1 ) ∈ RH1×H2 (ρ(g1,g2)) = RH1×H2 (ρ).

Par (1), on sait que δg2

1 ≃ δ1, donc g2 ∈ G2δ1
. �

Proposition 2.37. Conservons les notations et hypothèses du Théorème 2.27, si χk ∈ Irr(Γ/H1 × H2) pour k =

1, · · · , n, on note πk = c − IndG1×G2
Γ

(ρ ⊗ χk).
(1) πk est aussi une représentation de bigraphe forte du groupe G1 ×G2.

(2) Si on pose RG1×G2 (πk)|H1×H2 := {σ1 ⊗ σ2| il existe un élément π1 ⊗ π2 ∈ RG1×G2 (πk) tel que σi ∈ RHi
(πi) et

σ1 ⊗ σ2 ∈ RH1×H2 (ρ)}, alors RH1×H2 (ρ) = ∪n
k=1RG1×G2 (πk)|H1×H2 .

Démonstration. (1) Comme ρ ⊗ χ aussi prolonge ρ ⊗ χ|H1×H2 = ρ|H1×H2 , on obtient le résultat.
(2) Si σ1 ⊗ σ2 ∈ RH1×H2 (ρ), on a

1 = mH1×H2 (ρ, σ1 ⊗ σ2) = mΓ
(
ρ, IndΓH1×H2

(σ1 ⊗ σ2)
)
.

Cela implique que
IndΓH1×H2

(σ1 ⊗ σ2) = ⊕χi∈Irr(Γ/H1×H2)σ̃1
0 ⊗ σ̃2

0 ⊗ χi,

où σ̃1
0 ⊗ σ̃2

0 est la représentation irréductible unique du groupe Γ telle que

mΓ(ρ, σ̃1
0 ⊗ σ̃2

0) = 1.

Pour chaque π1 ⊗ π2 ∈ Irr(G1 ×G2) tel que π1 ⊗ π2|H1×H2 continent σ1 ⊗ σ2, il existe χk ∈ Irr(Γ/H1 × H2) tel que
π1 ⊗ π2|Γ contient σ̃1

0 ⊗ σ̃2
0 ⊗ χk. Donc

mG1×G2 (πk, π1 ⊗ π2) = mG1×G2 (c − IndG1×G2
Γ

ρ ⊗ χk, π1 ⊗ π2) = mΓ(ρ ⊗ χk, π1 ⊗ π2)
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≥ mΓ(ρ ⊗ χk, σ̃1
0 ⊗ σ̃′1

0 ⊗ χk) = mΓ(ρ, σ̃1
0 ⊗ σ̃′1

0
) = 1.

Donc on a montré que
RH1×H2 (ρ) = ∪n

k=1RG1×G2 (πk)|H1×H2 .

�

Proposition 2.38 (B.Roberts). Conservons les notations et hypothèses du Théorème 2.35, Soient π1 ∈ Irr(G1),
π2 ∈ Irr(G2) tels que

π1|H1 = m1σ1 ⊕ · · · ⊕ m1σk

(les représentations σ1, · · · , σk1 ne sont pas équivalentes), et

π2|H2 = m2δ1 ⊕ · · · ⊕ m2δk

(les représentations δ1, · · · , δk2 ne sont pas équivalentes), si π1 ⊗ π2 ∈ RG1×G2 (π),
alors m1 = 1 ssi m2 = 1.

Démonstration. On suppose m1 = 1. On procède par récurrence sur le caradinal de G1/H1. Reprenons les notations
dans la démonstrations du Théorème 2.35(cf. la deuxième étape). Par récurrence, on suppose π1|G′1 = σ

′
1 ⊕ · · · ⊕σ′l

et π2|G′2 = δ
′
1 ⊕ · · · ⊕ δ′l pour des représentations irréductibles différentes σ′

i
(resp. δ′

i
) du groupe G′1 (resp. G′2). De

plus, on suppose σ′
i
⊗δ′

i
∈ RG′1×G′2

(ρ′) pour i = 1, · · · , l. Par récurrence, pour chaque indice fixé i, on a σ′
i
= ⊕ni

j=1σi j

et δ′
i
= ⊕ni

j=1δi j, de plus on suppose θρ(σi j) = δi j où θρ est l’application de graphe de ρ. Par hypothèse, σi j � σst si
s , i ou t , j. Cela en résulte que δi j = θρ(σi j) � δst = θρ(σst) s , i ou t , j, d’où le résultat. �

Remarque 2.39. Le résultat dans la Proposition 2.38 est sans doute vrai aussi pour les représentations dans les

Exemples I, II construit dans la section 3.

2.5 Appendices

Pour la commodité du lecture, et parce que nous l’utilisons ci-dessus et dans la suite, nous rappelons dans cet
appendice les principaux résultats de la théorie de Clifford, avec des démonstrations [ cf. [B1],[GK], [H]].

2.5.1 Le Théorème de Clifford (I) Cas abélien

Soient G un groupe localement compact totalement discontinu, H un sous-groupe ouvert distingué de G

d’indice fini, (π,V) une représentation irréductible de G, (σ,W) une représentation irréductible de H, supposons
que G/H est un groupe abélien.

Théorème 2.40 (Clifford). (1) π|H est semi-simple et π|H = ⊕l
i=1mπi pour des représentations irréductibles dif-

férentes π1, · · · , πl de H et une constante m.

(2) Si Gπi
= {g ∈ G|πg

i
≃ πi} où π

g

i
(h) := πi(g−1hg), alors G/Gπi

permute la classe de l’ensemble {π1, · · · , πl}
transitivement et Gπi

= Gπ j
pour 1 ≤ i, j ≤ l.

(3) Supposons π̃i le composant πi-isotype de π|H et Gπ̃i
= {g ∈ G|π̃i

g ≃ π̃i}. Alors Gπ̃i
= Gπi

et π̃i est une représen-

tation irréductible du groupe Gπ̃i
.

(4) π|Gπ̃i
= ⊕l

i=1π̃i et π̃i|H = mπi.

(5) On a π ≃ c−IndG
Gπ̃i

π̃i = IndG
Gπ̃i

π̃i.

Démonstration. (1) Soient {t1, · · · , tk} un système de représentants de G dans G/H, 0 , v ∈ V . La représen-
tation π|H est de type fini, engendrée par π(t1)v, · · · , π(tk)v comme représentation de H, donc il existe une
sous-représentation (π0,V0) de (π|H ,V) telle que V/V0 est une représentation de H. Considèrons l’application
V −→ ⊕k

i=1V/π(ti)V0. On peut vérifier que c’est un H-morphisme injectif, donc V est une sous-représentation de
⊕k

i=1V/π(ti)V0, de sorte que V est semi-simple. Supposons (π1,V1) une sous-représentation irréductible de (π|H ,V).
Considérons V ′ =

∑k
i=1 π(ti)V1 qui est G-invariante, donc V =

∑k
i=1 π(ti)V1, chaque composante π(ti)V1 est une

représentation irréductible du groupe H. En éliminant quelques indices, nous obtenons le cardinal d’indice min-
imal tel que V =

∑
i∈{k1,··· ,kt} π(ti)V1 ≃ ⊕l

i=1miπi. On sait que π j ≃ π
t j

1 pour quelque t j ∈ {t1, · · · , tk}, de plus

V t−1
j ≃ ⊕l

i=1miπ
t−1

j

i
≃ V = ⊕l

i=1miπi, il résulte de ceci que m j = m1 = m.
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(2) Par (1), on a vu que le groupe G/H permute transitif la classe de l’ensemble {π1, · · · , πl} . Si on définit un autre
sous-groupe Gπi

de G/H par Gπi
= {g ∈ G/H|πg

i
≃ πi}, on voit aisément que Gπi

= Gπi
/H et que G/H

Gπi

≃ G/Gπi

permute la classe de l’ensemble {π1, · · · , πl} transitif simplement. Comme πi ≃ πti j

j
pour quelque ti j ∈ {t1, · · · , tk},

on a un morphisme bijectif Gπi
−→ Gπ j

; g 7−→ ti jgt−1
i j

. Comme G/H est abélien. On sait que Gπi
, Gπ j

sont des
groupes distingues du groupe G, donc Gπi

= Gπ j
.

(3) Prenons un élément non trivial vi ∈ Vi. Par (1). On sait que π̃i =
∑m

j=1 π(tk j
)Vi =

∑m
j=1 π(tk j

)π(H)vi pour
quelques tk1 , · · · , tkm

appartenant à l’ensemble {t1, · · · , tk}. On peut vérifier que tk j
∈ Gπ̃i

pour j = 1, · · · ,m, donc
mVi ≃ π̃i(Gπ̃i

)vi est une représentation irréductible du groupe Gπ̃i
.

(4) Ceci découle de (2) et (3).
(5) Soit {s1, · · · , sl} un système de représentants de G dans Gπ̃i

\G. Par définition

c−IndG
Gπ̃i

π̃i = IndG
Gπ̃i

π̃i = { f : G −→ Vi| f (g0g) = π̃i(g0) f (g) pour g0 ∈ Gπ̃i
, g ∈ G}.

Donc ResG
Gπ̃i

IndG
Gπ̃i

π̃i = ⊕l
j=1Vi(s j), où Vi(s j) = { f ∈ c−IndG

Gπ̃i
π̃i| supp ( f ) ⊂ Gπ̃i

s j} qui est équivalente à Vi comme

C-espace. Prenons g0 ∈ Gπ̃i
, f ∈ Vi(s j), nous avons que g0 · f (s j) = f (s jg0) = f (s jg0s−1

j
s j) = π̃i(s jg0s−1

j
) f (s j) =

π̃i
s−1

j (g0) f (s j). Il en résulte que ResG
Gπ̃i

IndG
Gπ̃i

π̃i ≃ ⊕l
j=1π̃ j. En utilisant le Théorème réciproque de Frobenius, on

obtient

HomG(c−IndG
Gπ̃i

π̃i, c−IndG
Gπ̃i

π̃i) ≃ HomGπ̃i
(π̃i,ResG

Gπ̃i
IndGπ̃i

π̃i) ≃ C (1)

et
HomG(c−IndG

Gπ̃i
π̃i, π) ≃ HomGπ̃i

(π̃i, π) ≃ C. (2)

Comme c−IndG
Gπ̃i

π̃i est semi-simple, par ( 1), on vérifie d’abord que c−IndG
Gπ̃i

π̃i étante irréducitible. Par (2), on

vérifie que c−IndG
Gπ̃i

π̃i ≃ π. �

Lemme 2.41. (1) IndG
H 1 ≃ ⊕χ∈Irr(G/H)χ.

(2) Soit (π,V) ∈ Irr(G), alors IndG
H ResG

H π = ⊕χ∈Irr(G/H)π ⊗ χ.

Démonstration. (1) Si on prend χ ∈ Irr(G/H), on a HomG(χ, IndG
H 1) ≃ HomH(χ, 1) ≃ HomH(1H , 1H). Comme

dimC IndG
H 1 = |G/H| = | Irr(G/H)|, donc on trouve le résultat.

(2) On définit une application

(IndG
H1) ⊗ V

τ−→ IndG
H V;

(( f : G −→ C) ⊗ V) 7−→ ( f ⊗ v : G −→ C ⊗C V ≃ V).

Elle est injective. Donc Il reste à montrer ce qui est aussi surjective. Supposons f ∈ IndG
H V , {a1, · · · , al} une

système de représentants du groupe G dans G/H. Si on définit une application f i : G −→ V par f i(g) = f (g) si
g ∈ Hai ; et f i(g) = 0 si g < Hai. On a f i ∈ IndG

H V et f =
∑l

i=1 f i. De plus, on peut trouver aisément des éléments
fi de IndG

H 1 ⊗ V tels que τ( fi) = f i. �

Lemme 2.42. Soit π|H = ⊕l
i=1mπi. Si on notera Carπ(G) = {ν un caractère de G tel que ν|H = 1 et ν⊗π ≃ π}, alors

|Carπ(G)| = m2l.

Démonstration. m2l = dimC HomH(π, π) ≃ dimC HomG(c − IndG
H π, π) = dimC HomG(⊕ν∈Irr(G/H)π ⊗ ν, π) =

|Carπ(G)|. �

Théorème 2.43 (Clifford). (1) IndG
H σ est semi-simple et IndG

H σ = ⊕k
j=1nπ j pour des représentations irréductibles

différentes π1, · · · , πk de G.

(2) Si on notera Irr(Gσ)(σH ) = {σ̃ ∈ Irr(Gσ)|HomH(σ̃, σ) , 0}, alors

(i) Irr(Gσ)(σH ) , ∅.
(ii) Si on prend π̃0, π̃1 deux éléments de Irr(Gσ)(σH ), alors il existe un caractère χ de Gσ/H tel que π̃1 ≃ π̃0 ⊗χ.

(iii) Pour chaque élément σ̃ ∈ Irr(Gσ)(σH ), on a σ̃|H = nσ pour une constante n indépendant en l’index i .

(iv) Si on prend un élément σ̃0 ∈ Irr(Gσ)(σH ) et on note Irrσ(Gσ/H) = Irr(Gσ/H)/Carσ(Gσ), on a une bijection

entre Irrσ(Gσ/H) et Irr(Gσ)(σH ) par χ 7−→ χ ⊗ σ̃0 pour χ un caractère de Gσ/H, et χ = χmod Carσ(Gσ).
(v) Si | Irr(Gσ)(σH )| = k, alors |Carσ(Gσ)| = n2 et | Irr(Gσ/H)| = kn2.

(3) IndGσ

H
σ ≃ ⊕k

j=1nσ̃ j pour σ̃ j parcourant Irr(Gσ)(σH ).

(4) IndG
Gσ
σ̃ j = π j pour j = 1, · · · , k et πi � π j si 1 ≤ i , j ≤ k.



2.5 - Appendices 43

Démonstration. (1) Ceci découle de (3) et (4).
(2) (i) Prenons une sous-représentation irréductible σ̃ de IndGσ

H
σ. Par le Théorème réciproque de Frobenius, on

obtient
HomH(σ̃, σ) ≃ HomGσ

(σ̃, IndGσ

H
σ) , 0,

il en résulte que Irr(Gσ)(σH ) , ∅.
(ii) Comme 0 , HomH(σ̃1, σ̃0) ≃ HomGσ

(σ̃1, IndGσ

H
σ̃0) ≃ HomGσ

(σ̃1,⊕χ∈Irr(Gσ/H)σ̃0 ⊗ χ), on obtient σ̃1 ≃ σ̃0 ⊗ χ
pour quelque caractère χ de Gσ/H.
(iii) Par le Théorème 2.40, on sait que σ̃i|H = miσ pour une constante mi. Si σ̃i, σ̃ j ∈ Irr(Gσ)(σH ), alors on a
σ̃ j ≃ σ̃i ⊗ χ, il en résulte que mi = m j.
(iv) Ceci résulte de (ii).
(v) D’abord, par le Lemme 2.42, on a |Carσ(Gσ)| = n2, donc | Irr(Gσ/H)| = |Carσ(Gσ)| · | Irr(Gσ)(σH )| = kn2.
(3) Comme Gσ/H est un groupe d’indice fini, on sait que IndGσ

H
σ étante semi-simple, i.e.

IndGσ

H
σ = ⊕l

i=1niτi pour τi ∈ Irr(Gσ).

Par le Théorème réciproque de Frobenius, on obtient ni = HomGσ
(IndGσ

H
σ, τi) ≃ HomH(σ, τi|H), ce qui implique

que τi ∈ Irr(Gσ)(σH ), de plus ni = HomH(σ, τi|H) = n.
(4) Soit {s1, · · · , st} un système de représentants de G dans G/Gσ. Par définition, on a ResG

Gσ
IndG

Gσ
σ̃ j ≃ ⊕t

α=1σ̃ j
sα .

Si σ̃ j
sα ≃ σ̃ j

sβ , a fortiori σ̃ j
sα |H ≃ σ̃ j

sβ |H i.e. σsα ≃ σsβ , il en résulte que sαs−1
β ∈ Gσ. Par définition, sα = sβ, i.e.

σ̃ j
sα � σ̃ j

sβ si 1 ≤ α , β ≤ t. En utilisant le Théorème Réciproque de Frobenius, on obtient

HomG(IndG
Gσ
σ̃ j, IndG

Gσ
σ̃ j) ≃ HomGσ

(σ̃ j,ResG
Gσ

IndG
Gσ
σ̃ j) ≃ C.

Donc IndG
Gσ
σ̃ j ≃ π j étante irréductible. De plus, si 1 ≤ i , j ≤ k, on a

Hom(πi, π j) ≃ HomGσ
(σ̃i,ResG

Gσ
IndG

Gσ
σ̃ j) ≃ HomGσ

(σ̃i,⊕t
α=1σ̃ j

α) = 0.

Parce que si σ̃i ≃ σ̃ j
α, en considérant ses restrictions à H, nous obtenons α ∈ Gσ, cela montre que σ̃i ≃ σ̃ j, i.e.

πi ≃ π j. �

Corollaire 2.44. Soient π une représentation irréductible admissible de H, π̃1, π̃2 deux représentations irré-

ductibles de G telles que

(1) π̃i|H est sans multiplicité pour i = 1, 2.

(2) π̃i|H contient la représentation π comme une sous-représentation pour i = 1, 2,

alors

(1) π̃1|H est équivalente à π̃2|H .

(2) π̃1 ≃ π̃2 ⊗ µ comme représentation du groupe G pour un caractère µ de G tel que µ|H est trivial.

Démonstration. Supposons que π̃1, π̃2 contiennent la même représentation π de H. Par le Théorème de Clifford,
on a π̃1 ≃ IndG

Gπ
π1, π̃2 ≃ IndG

Gπ
π2 où π1, π2 sont deux représentations du groupe Gπ tels que π1|H ≃ π, π2|H ≃ π,

donc il existe un caractère χ du groupe Gσ/H tel que
(1) χ|H est triviale.
(2) π2 ≃ π1 ⊗ χ.

Comme G/H est un groupe abélien, il existe un caractère χ̃ du groupe G/H prolongeant χ, donc π̃2 ≃ IndG
Gπ
π2 ≃

IndG
Gπ

(π1 ⊗ χ) ≃ IndG
Gπ

(π1) ⊗ χ̃ ≃ π̃1 ⊗ χ̃. �

Corollaire 2.45. Soient π1, π2 deux représentations irréductible de G, σ une représentation irréductible de H

telles que

π1|H ≃ m1σ, π2|H = m2σ,

alors

(1) m1 = m2.

(2) Il existe un caractère ν de G qui est trivial sur H tel que π ≃ π′ ⊗ ν.

Démonstration. Par le Théorème réciproque de Frobenius, on a

mi = HomH(πi, σ) ≃ HomG(πi, IndG
H σ).

Comme IndG
H σ ≃ ⊕k

j=1mπ j, on sait que m1 = m2 = m. De plus 0 , HomH(π1, π2) ≃ HomG(π1, IndG
H π2) ≃

HomG(π1,⊕χ∈Irr(G/H)π2 ⊗ χ), donc il existe un caractère ν du groupe G/H tel que π2 ≃ π1 ⊗ ν. �
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2.5.2 Le Théorème de Clifford (II) Cas cyclique

Soient G un groupe localement compact totalement discontinu, H un sous-groupe ouvert distingué de G

d’indice fini, (π,V) une représentation irréductible de G, (σ,W) une représentation irréductible de H, supposons
que G/H est un groupe cyclique.

Théorème 2.46 (Clifford). (1) IndG
H σ est semi-simple et IndG

H σ = ⊕k
j=1π j pour des représentations irréductibles

différentes π1, · · · , πk de G.

(2) Si on notera Irr(Gσ)(σH ) = {σ̃ ∈ Irr(Gσ)| σ̃|H ≃ σ}, alors

(i) Irr(Gσ)(σH ) , ∅.
(ii) Si on prend un élément σ̃0 ∈ Irr(Gσ)(σH ), il existe une bijection entre Irr(Gσ/H) et Irr(Gσ)(σH ) par χ 7−→
χ ⊗ σ̃0.

(3) IndGσ

H
σ ≃ ⊕k

j=1σ̃ j pour σ̃ j parcourant Irr(Gσ)(σH ).

(4) IndG
Gσ
σ̃ j = π j pour j = 1, · · · , k et πi � π j si 1 ≤ i , j ≤ k.

Démonstration. (1) Ceci découle de (3) et (4).
(2) Tout d’abord, par hypothèse, Gσ/H est un groupe cyclique qui est engendré par 〈s〉. On prend un élément
représentative s de s dans le groupe G. Comme σs ≃ σ, il existe une application linéaire A : W −→ W telle que

σs(h)A = Aσ(h) pour tout h ∈ H.

Par ailleurs, σsi

(h)Ai = Aiσ(h) pour tout h ∈ H. Si on définit un homomorphsime σ̃ : Gσ −→ Aut(W)
pour σ̃(sih) := A−iσ(h), comme σ̃(sih1s jh2) = σ̃(si+ js− jh1s jh2) = A−i− jσ(s− jh1s jh2) = A−i− jσs j

(h1)σ(h2) =
A−iσ(h1)A− jσ(h2) = σ̃(sih1)σ̃(s jh2), on a montré ce qui est bien défini. D’ailleurs, on vu aisément qu’il définit une
représentation lisse irréductible de Gσ, donc Irr(Gσ)(σH ) , ∅. Si on prend deux éléments σ̃0, σ̃1 ∈ Irr(Gσ)(σH ), on
obtient

σ̃0(s−1)σ̃0(h)σ̃0(s) = σ̃0(s−1hs) = σ(s−1hs) = σ̃1(s−1hs) = σ̃1(s−1)σ̃1(h)σ̃1(s),

il en résulte que σ̃0(s) = c(s)σ̃1(s) pour quelque c(s) ∈ C×. De plus, si on définit un caractère χ : G/H −→
C×; 〈s〉 7−→ c(s). On trouve

σ̃0(sih) = σ̃0(si)σ̃0(h) = c(s)iσ̃1(si)σ(h) = c(s)iσ̃1(si)σ̃1(h) = χ(s
i)σ̃1(sih),

ce qui démontre σ̃0 ≃ σ̃1 ⊗χ pour un caractère χ de Gσ. Par le Lemme 2.42, on sait que σ̃0 ≃ σ̃1 ssi χ étant trivial.
(3) Comme Gσ/H est un groupe d’indice fini. On sait que IndGσ

H
σ étante semi-simple. Si on prend un élément

σ̃ j ∈ Irr(Gσ)(σH ), par le Théorème Réciproque de Frobenius, alors on obtient

HomGσ
(c − IndGσ

H
σ, σ̃ j) ≃ HomH(σ, σ̃ j) ≃ C

C’est-à-dire que chaque élément σ̃ j étant une sous-représentation de c − IndGσ

H
σ, d’après comparer l’indice de

Gσ/H, on obtient le résultat.
(4) Ceci découle du Théorème 2.43 (4). �

Théorème 2.47 (Clifford). (1) π|H est semi-simple et π|H = ⊕l
i=1πi pour des représentations irréductibles dif-

férentes π1, · · · , πl de H.

(2) Si Gπi
= {g ∈ G|πg

i
≃ πi} où π

g

i
(h) := πi(g−1hg), alors G/Gπi

permute la classe de l’ensemble {π1, · · · , πl}
transitivement et Gπi

≃ Gπ j
pour 1 ≤ i, j ≤ l.

(3) π|Gπ̃i
= ⊕l

i=1π̃i et π̃i|H = πi.

(4) On a π ≃ c−IndG
Gπ̃i

π̃i = IndG
Gπ̃i

π̃i.

Démonstration. Par le Théorème 2.40, il suffit de monter que m = 1. Par le théorème réciproque de Frobenius et
le Théorème 2.46, on a m = dimC Hom(π, πi) = dimC Hom(π, IndG

H πi) = 1 . �
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3 Représentations de bigraphe forte de groupes similitudes

Ce chapitre est pour but de généraliser la correspondance de Howe aux groupes de similitudes. A l’aide des
Théorèmes principaux du chapitre 2 et d’une technique de récurrence, nous obtenons plus nombreuses représenta-
tions de bigraphe forte pour les groupes de similitudes, qui seront énoncées aux Exemples I pour les cas scindés et
aux Exemples II pour les cas non scindés.

Dans ce chapitre, on désigne par F un corps non archimédien de caractéristique résiduelle p (impaire sauf
mention explicite).

3.1 Un sous-groupe intermédiaire Γ de Mp(W)

Soient D un corps, muni d’une involution τ, F le corps commutatif formé par les points fixés de τ, W un espace
vectoriel de dimension finie sur D, muni d’un produit ǫ-hermitien 〈, 〉( où ǫ = ±1). On désigne par U(W) le groupe
unitaire de (W, 〈, 〉) et par GU(W) le groupe de similitudes unitaires de (W, 〈, 〉). On note Gm le groupe algébrique
multiplicatif.

On peut regarder U(W) ou GU(W) comme schémas en groupes de la façon suivante : on désigne par AlgF la
catégorie des F-algèbres commutatives unitaires, par Gr la catégorie des groupes. Soit A un élément de AlgF , on
note DA = D ⊗F A, WA = W ⊗F A. DA est une F-algère munie d’une τ-involution : τ(d ⊗ a) = τ(d) ⊗ a, pour
d ∈ D, a ∈ A et le AD-module WA est muni d’une structure ǫ-hermitienne : 〈wi ⊗ ai,w j ⊗ a j〉A = 〈wi,w j〉 ⊗ aia j.
Alors GU(W)(resp. U(W)) est le foncteur de AlgF dans Gr défini par

GU(W)(A) = {g ∈ GL(WA)|〈gwa, gw′a〉A = λ(g)〈wa,w
′
a〉A pour tous wa,w

′
a ∈ WA et un élément λ(g) de D×A}

(resp. U(W)(A) = {g ∈ GL(WA)|〈gwa, gw′a〉A = 〈wa,w
′
a〉A pour tous wa,w

′
a ∈ WA}).

On sait que U(W), GU(W) sont des F-groupes algébriques, par définition, on a U(W) = U(W)(F) et GU(W) =
GU(W)(F).

Proposition 3.1. On a une suite exacte des schémas en groupes

1 −→ U(W) −→ GU(W) −→ Gm −→ 1.

Démonstration. Ceci découle de [ [KMRT], Page 346, Sequence (23.4)]. �

Soient F une clôture séparable de F, Gal = Gal(F/F) le groupe de Galois de F/F. On a une suite exacte

1 −→ U(W) −→ GU(W)
λ−→ F× −→ H1(Gal,U(W)) −→ H1(Gal,GU(W)) −→ H1(Gal,Gm) = 1.

Lemme 3.2. Si on a la décomposition de Witt W = VH ⊕ W0 avec VH ≃ mH où H est le plan hyperbolique

ǫ-hermitien sur D et W0 est un espace anisotrope, alors on a la suite exacte suivante :

1 −→ U(W) −→ GU(W) −→ λ(GU(W0)) −→ 0.

Démonstration. Soit g ∈ GU(W), W = g(VH) ⊕ g(W0) est aussi la décomposition de Witt de W. Par le Théorème
de Witt [cf. [MVW], Page 6], il existe un élément g0 ∈ U(W), tel que g(W0) = g0(W0), il en résulte que g−1

0 g ∈
GU(W0) et λ(g−1

0 g) = λ(g). Donc on a montré que λ(GU(W)) ⊂ λ(GU(W0)). Il reste à montrer que c’est tout.
Rappelons que le plan hyperbolique ǫ-hermitien H égal au D-espace vectoriel à droite D × D muni du produit ǫ-
hermitien 〈(d1, d2), (d′1, d

′
2)〉 = τ(d1)d′2 + ǫτ(d2)d′1. Ainsi, λ(GU(H)) = F×, Par la suite exacte ci-dessus, on sait que

λ(GU(W0)) est un sous-groupe de F×, il en résulte que si on prend un élément λ ∈ λ(GU(W0)), alors il existe des
éléments g0 ∈ GU(W0) et gH ∈ GU(H) tels que λ(g0) = λ(gH) = λ. Donc on peut regarder g = g0 × gH × · · · × gH︸           ︷︷           ︸

m

comme un élément du groupe GU(W), de plus, on voit aisément que λ(g) = λ, ceci termine la démonstration. �

Proposition 3.3. (1) Si D = F, ǫ = −1,U(W) = S p(W), GU(W) = GS p(W), alors on a une suite exacte

1 −→ S p(W) −→ GS p(W)
λ−→ F× −→ 1.

(2) Si D = F, ǫ = 1, U(W) = O(W), GU(W) = GO(W), supposons que on a la décomposition de Witt W =

W0 ⊕ mH ; alors



46 Représentations de bigraphe forte de groupes similitudes

(i) si dimF W0 = 0, 3, 4, alors on a une suite exacte :

1 −→ O(W) −→ GO(W)
λ−→ F× −→ 1.

(ii) si dimF W0 = 1, alors on une suite exacte :

1 −→ O(W) −→ GO(W)
λ−→ F×2 −→ 1.

(iii) si dimF W0 = 2, donc W0 = E( f ) où E est une extension quadratique de F et un élément f ∈
F× modulo NE/F(E×), alors on a une suite exacte :

1 −→ O(W) −→ GO(W)
λ−→ NE/F(E×) −→ 1.

(3) Si D = E est une extension quadratique de F, ǫ = ±1, alors on a des suites exactes

1 −→ U(W) −→ GU(W)
λ−→ F× −→ 1 si n pair ,

et

1 −→ U(W) −→ GU(W)
λ−→ NE/F(E×) −→ 1 si n impair .

(4) Si D est l’unique corps de quaternions sur F, ǫ = 1, alors on a une suite exacte

1 −→ U(W) −→ GU(W)
λ−→ F× −→ 1.

(5) Si D est l’unique corps de quaternions sur F, ǫ = −1, alors on a une suite exacte

1 −→ U(W) −→ GU(W)
λ−→ F× −→ 1.

Démonstration. Par le Lemme 3.2, en fait, le morphisme λ est défini sur le groupe de Witt-Grothendieck.
(1) C’est bien connu.
(2) Par [[MVW], Page 7], on connaît les espaces quadratiques anisotropes à isomorphisme près : (i) F(a) pour a ∈
F× modulo F×2, de dimension 1, en ce cas λ(GU(W)) = F×2 ; (ii) E, E( f ) pour chaque extension quadratique E/F,
munie de la norme sur F, et f ∈ F× n’est pas norme d’un élément de E, donc en ce cas λ(GU(W)) = NE/F(E×) ;
(iii) D0(a) ou D où D est l’unique corps de quaternions sur F, muni de la norme réduite, D0 étant le sous-espace
des éléments de trace nulle de D, et a ∈ F×/F×2. Donc en ce cas, λ(GU(W)) = ND/F(D×) = F×.
(3) Dans ce cas, τ est de seconde espèce, on a une bijection entre les espaces ǫ-hermitiens et les espaces hermitiens.
Par les énoncés de [[MVW], Page 7], les espaces hermitiens anisotropes sur E sont classifiées de la façon suivante
(i) E , E( f ) où f ∈ F× n’est pas norme d’un élément de E. (ii) D. Donc en le cas (i), λ(GU(W)) = NE/F(E×) ; en
le cas (ii) λ(GU(W)) = F×, on a trouvé le résultat.
(4) Par les énoncés de [[MVW], Page 7], il existe un seul espace anisotrope sur D, et λ(GU(D)) = ND/F(D×) = F×.
(5) Par le Théorème d’orthogonalisation, on a W ≃ ⊕n

i=1D(ai). Pour chaque élément a ∈ F×, par le résultat dans
[[Sc], Page 364], il existe un élément di

a ∈ D× tel que di
aaid

i⋆
a = aai. L’élément δa = d1

a × · · · × dn
a︸         ︷︷         ︸

n

appartient à

GU(W) et satisfait à λ(δa) = a, donc λ(GU(W)) = F×. �

Soient W un espace symplectique sur F, W = W1 ⊗D W2 une décomposition en produit tensoriel, donnant
(U(W1),U(W2)) une paire réductive duale irréductible de S p(W). On définit un sous-groupe intermédiaire Γ de
S p(W) de la façon suivante :

Γ = {(g1, g2)|g1 ∈ GU(W1), g2 ∈ GU(W2) tels que λ(g1g2) = 1}.

On a l’application canonique

Γ
i−→ S p(W); i(g1, g2) 7−→ g1 ⊗ g2.

On note Γ̂ (resp. Γ, Γ̃) l’image réciproque de i(Γ) dans Ŝ p(W) (resp. S p(W), S̃ p(W)).

Théorème 3.4. Soient (W, 〈, 〉) un espace symplectique sur le corps non archimédien F avec une décomposition

en produit tensoriel W = W1 ⊗D W2, Γ le sous-groupe intérmédiaire, Γ (resp. Γ̃) leur image réciproque dans

S p(W)(resp. S̃ p(W)) ; alors Γ, Γ̃ sont scindés au-dessus Γ sauf si W ≃ W1⊗F′W2 où W1 est un espace symplectique

sur une extension F′ de F, et dimF′ W2 impaire.
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Par le Lemme 1.21, il suffit de considérer les paires duales de type 1 dans le Théorème 1.7. Nous posons

ΛΓ = {λ(g1) = λ(g2)−1|(g1, g2) ∈ Γ},

donc il existe une suite exacte

0 −→ U(W1) × U(W2) −→ Γ
λ−→ ΛΓ −→ 1

(g1, g2) 7−→ λ(g1)

En utilisant la suite exacte d’Hochschild-Serre :

· · · −→ H2(ΛΓ, µ8) −→ H2(Γ, µ8) −→ H2(U(W1) × U(W2), µ8) −→ · · ·

Par le Théorème 1.22, la restriction à U(W1) × U(W2) de la classe [cRao] est triviale ; ainsi on peut choisir un
2-cocycle c de [cRao] tel que

c(r, r′) = cΛΓ (λ(r), λ(r′)) · · · (1)

pour un 2-cocycle cΛΓ dans H2(ΛΓ, µ8).

(⋆) Si on peut trouver un sous-groupe Γ1 de Γ tel que λ(Γ1) = ΛΓ et que la restriction de [c] à Γ1 est triviale,
alors [cΛΓ ] est aussi triviale, donc [c] l’est aussi.

Lemme 3.5. Si W1 ou W2 est un espace hyperbolique, alors les extensions Γ, Γ̃ sont scindées sur Γ.

Démonstration. On peut supposer que W2 = nH où H est le plan hyperbolique sur D, on a alors W1H
= W1⊗D H ֒→

⊕n
1W1H

≃ W1 ⊗D W2; w 7−→ (w)n
1. Soit ΓW1H

le sous-groupe intermédiaire attaché à W1H
. On a un morphisme de

groupes
ΓW1H

−→ Γ; γ 7−→ (γ)n
1.

L’image est un sous-groupe de Γ satisfaisant les conditions du point (⋆) ci-dessus, notée Γ1. Notant ΓW1H
(resp. Γ1)

l’image réciproque de ΓW1H
(resp. Γ1) dans S p(W1H

) (resp. S p(W)). Par le Lemme 1.18, on a un morphisme

ΓW1H
−→ Γ1.

Si ΓW1H
est scindé au-dessus ΓW1H

, on trouve une section-morphisme Γ1 −→ Γ1, d’où le résultat. Ainsi, il suffit de
supposer W = W1 ⊗D H. D’abord, supposons que H est le plan hyperbolique hermitien à gauche sur D, muni de la
base hyperbolique {e1, e

⋆
1 } ; si w2 = a1e1 + a2e⋆1 ∈ H, w′2 = b1e1 + b2e⋆1 ∈ H, on a

〈w1,w
′
1〉2 = a1τ(b2) + a2τ(b1) = (a1, a2)

(
0 1
1 0

)
τ

( (
b1

b2

) )
.

Notant que g =

(
a b

c d

)
∈ GL2(D) agit sur w2 = xe1 + ye⋆1 ∈ H par g · w2 = (x, y)

(
a b

c d

) (
e1

e⋆1

)
, alors g ∈ GU(H)

si et seulement si (
a b

c d

) (
0 1
1 0

) (
τ(a) τ(c)
τ(b) τ(d)

)
= λ(g)

(
0 1
1 0

)
.

Il en résulte que λ(g) ∈ F× et

(
1 0
0 λ(g)

)
∈ GU(H). Donc on a la suite exacte

1 −→ U(H) −→ GU(H)
λ−→ F× −→ 1.

On a même une section, i.e. un homomorphisme s : F× −→ GU(H); a 7−→
(
1 0
0 a

)
qui satisfait à λ ◦ s = idF . On

voit aisément que le même argument est aussi vrai si H est le plan hyperbolique anti-hermitien sur D. Ainsi, on
peut définir un sous-groupe Γ1 de Γ où

Γ1 = {(g1, g2) ∈ GU(W1) × s(F×)|λ(g1) = λ(g2)−1}.

L’image de Γ1 dans le groupe S p(W) est dans un sous-groupe parabolique de S p(W). Cela implique que la restric-
tion de [cRao] à Γ1 est triviale. Par le point (⋆) ci-dessus, on obtient le résultat. �
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Lemme 3.6. Si W1 est un espace symplectique de dimension 2n et W2 est un espace orthogonal de dimension 2m

sur F, alors les groupes Γ, Γ̃ sont scindés au-dessus Γ.

Démonstration. C’est une conséquence du Lemme 3.5. �

Lemme 3.7. Soient D = E une extension quadratique de F, W1( resp. W2) un espace hermitien (resp. anti-

hermitien) anisotrope sur E, alors les groupes Γ, Γ̃ sont scindés au-dessus Γ.

Démonstration. (i) Si dimE(W1) = 1, W1 = E( f ) où f = 1 ou f ∈ F× r NE/F(E×). La forme associée est définie

par 〈e1, e2〉1 = f e1e2. On a une application bijective E-linéaire W = E( f ) ⊗E W2
b−→ W2; e ⊗ w2 7−→ ew2. Si

e1 ⊗ w2, e
′
1 ⊗ w′2 ∈ W, on a

〈e1 ⊗ w2, e
′
1 ⊗ w′2〉W = TrE/F(〈e1, e

′
1〉1〈w2,w

′
2〉2) = TrE/F( f e1e′1〈w2,w

′
2〉2)

= TrE/F( f e1〈w2,w
′
2〉2e1

′)
par définition
= TrE/F( f 〈e1w2, e

′
1w′2〉2).

Donc si on munit l’espace W2 de la forme symplectique 〈, 〉′2 = TrE/F( f 〈, 〉2), alors l’application b ci-dessus est une
isométrie. Rappelons :

Γ = {(g1, g2)|g1 ∈ E×, g2 ∈ GU(W2), tels que λ(g1)λ(g2) = 1}

et
Γ ֒→ S p(W, 〈, 〉) ≃ S p(W ′

2, 〈, 〉′2).

On note par i le morphisme composé. Ainsi, on peut voir aisément que i(Γ) = i(U(W1) × U(W2)), donc Γ, Γ̃ sont
scindés au-dessus Γ en ce cas.
(ii) Si dimE(W2) = 1, W2 ≃ E( f ) où f = 1 ou f ∈ F× r NE/F(E×). On peut prendre un tel élément u ∈ E×

satisfaisant à u/u = −1, tel que la forme anti-hermitienne soit donnée par la formule suivante :

〈e2, e
′
2〉 = u f e2e′2 pour e2, e

′
2 ∈ E.

On a
W = W1 ⊗E E( f ) ≃ W1.

Rappelons la forme :

〈w1 ⊗ e2,w
′
1 ⊗ e′2〉W = TrE/F

(〈w1,w
′
1〉1(−u f e2e′2)

)
= TrE/F(u f 〈e2w1, e

′
2w′1〉1).

Nous pouvons identifier W à W1 par munir W1 de la forme TrE/F(−u f 〈, 〉1). Il en résulte que

i(Γ) = i(U(W1) × U(W2))

où i : Γ −→ S p(W1,TrE/F(−u f 〈, 〉1)), donc Γ, Γ̃ sont scindés au-dessus Γ.
(iii) Si dimE W1 = dimE W2 = 2, donc W1 ≃ D et W2 ≃ D où D est le corps des quaternions sur F. Soit E = F(i)
avec i2 = −α, choisissons un élément j de D tels que j2 = −β, i j = − ji = k, de sorte que {1, i, j, k} forme une base
de D. On note − la conjugaison canonique de D. Par hypothèse, W1 ≃ D = E + jE muni de la forme

〈e1 + je2, e
′
1 + je′2〉1 = TrD/E

(
(e1 + je2)(e′1 + je′2)

)
= e1e′1 + βe2e′2

où TrD/E(e1 + je2) := e1. D’autre part, W2 ≃ D = E + E j, et il existe un élément u de E satisfait à uσ/u = −1 où
Gal(E/F) = 〈σ〉 tels que la forme anti-hermitienne sur D soit définie de la façon suivante :

〈e1 + e2 j, e′1 + e′2 j〉2 = TrD/E

(
u(e1 + e2 j)(e′1 + e′2 j)

)
= u(e1e′1 + βe2e′2).

Rappelons que la F-forme associée à W = W1 ⊗W2 soit définie de la façon suivante :

〈w1 ⊗ w2,w
′
1 ⊗ w′2〉 = TrE/F

(
〈w1,w

′
1〉〈w2,w

′
2〉2

)

= TrE/F

(
− u

(
a1a′1 + βa2a′2

)(
b1b′1 + βb2b′2

))
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pour w1 = a1 + ja2,w
′
1 = a′1 + ja′2 ∈ W1; w2 = b1 + b′1 j,w′2 = b′2 + b′2 j ∈ W2.

On sait que W = W1 ⊗E W2 ≃ D ⊗E D ≃ (E + jE) ⊗E D ≃ D ⊕ D comme F-espace. Pour montrer que ceci sont
aussi isométriques, il suffit de munir l’espace D ⊕ D de la forme symplectique ci-dessous :

〈, 〉D⊕D = TrE/F

(
〈, 〉2

)
+ TrE/F

(
β〈, 〉2

)
.

Soit Γ1 le sous-groupe de D× engendré par E× et 〈 j〉. Par définition, on peut identifier Γ1 à un sous-groupe de Γ.

De plus λ(Γ1) = 〈λ(E×), λ( j)〉 = 〈NE/F(E×), β〉 = F×. Rappelons l’application Γ1 ֒→ Γ
i−→ S p(D ⊕ D). Si e ∈ E×,

i
(
(e, e−1)

)
= 1 ; Si on prend j ∈ Γ1, on peut voir aisément que i

(
( j, j−1)

)
est dans un sous-groupe parabolique de

S p(D ⊕ D). Comme Γ1 est engendré par E× et f , de plus i est un homomorphisme de groupes, il en résulte que
i(Γ1) est dans un sous-groupe parabolique de S p(D ⊕ D). Donc la restriction de [cRo] à Γ1 est triviale ; utilisant le
point (⋆), nous obtenons le résultat. �

Lemme 3.8. Si D est l’unique corps de quaternions sur F et W1 = D, alors les extensions Γ, Γ̃ sont scindées sur

Γ.

Démonstration. Rappelons que la forme hermitienne sur D est donnée par 〈d, d′〉1 = τ(d)d′ où τ est l’involution
canonique de D. On note

Γ1 = {(g, g−1)|g ∈ D×}.
Γ1 est un sous-groupe de Γ satisfaisant du point (⋆). Par le Théorème d’orthogonalisation, on a W2 ≃ ⊕n

i=1(ai)D.
Par le Lemme 1.18, on se ramère au cas dimD W2 = 1. Dans ce cas, l’espace W est isométrique à W2 en munissant
W2 de la forme 〈, 〉′2 = TrD/F(τ(〈, 〉2)). L’action de Γ1 sur W2 est donnée par la formule suivante :

d 7−→ gdg−1 pour (g, g−1) ∈ Γ1, d ∈ W2 ≃ D.

On prend une base {1, i, j, k = i j} de D. Par la théorie des nombres, F× est engendré par F×2,ND/F(i),ND/F( j).
Notant t : Γ −→ S p(W2, 〈, 〉′2). On pose

Γ1,0 = {γ = (g, g−1) ∈ Γ1|ND/F(g) ∈ F×2}.

L’image de Γ1,0 dans S p(W2, 〈, 〉′2) est dans celle de U(W1) × U(W2). Soit Γ1,1 le groupe engendré par (i, i−1) et
( j, j−1). L’image de Γ1,1 est dans un groupe de Borel de S p(W2, 〈, 〉′2). Considérons le groupe intermédiaire Γ′1
engendré par Γ1,0, i, j. On a une suite exacte

1 −→ Γ1,0 −→ Γ′1 −→ Γ′1/Γ1,0 ≃ F×/F×2 −→ 1.

Par le même argument du point (⋆), on voit que Γ′1 est scindé au-dessus Γ′1, d’où le résultat. �

La preuve du Théorème 3.4

D’abord, on a les décompositions de Witt, W1 = m1H ⊕ W0
1 et W2 = m2H ⊕ W0

2 où W0
1 et W0

2 sont anisotropes.
Si W0

1 = 0 ou W0
2 = 0, on déduit le résultat du Lemme 3.5. Si W0

1 , 0 et W0
2 , 0, on a une application W0 =

W0
1 ⊗D W0

2 ֒→ W = W0
1 ⊗D W0

2 ⊕
(
W0

1 ⊗D m2H ⊕ m1H ⊗D W0
2 ⊕ m1H ⊗ m2H

)
. On peut définir un sous-groupe

Γ1 = {(g1, g2)|g1 ∈ GU(W0
1 ), g2 ∈ GU(W0

2 ) tels que λ(g1)λ(g2) = 1}.

Par le Lemme 3.2, on sait que Γ est un sous-groupe de U(W1) × U(W2)Γ1. Il suffit de considèrer the groupe
intermédiaire U(W1) × U(W2) · Γ1. Par le même argument du point (⋆), on est réduit à traiter le groupe Γ1. Par le
Lemme 1.18, on est donc ramené au cas W = W0

1 ⊗D W0
2 , et par les lemmes 3.6 à 3.8, on trouve le résultat dans ces

cas. Ceci termine la démonstration.

Remarque 3.9. Dans le Théorème 3.4, nous excluons le cas :

W = W1 ⊗F′ W2 où W1 (resp. W2 ) est un espace symplectique (resp. orthogonal) sur une extension F′ de F, de

dimension 2n (resp. 2m − 1) avec n ≥ 1,m ≥ 1.

Dans ce cas, on a vu que l’image réciproque de S p(W1) dans Ŝ p(W)( resp. S p(W), S̃ p(W)) est égale à Ŝ p(W1)
(resp. S p(W), S̃ p(W)) ; a fortiori, le groupe intermédiaire Γ̂ (resp. Γ, Γ̃) n’est pas scindé au-dessus Γ.

Proposition 3.10. Soit W = W1⊗F′W2 un espace symplectique sur F′, où W1 (resp. W2) est un espace symplectique

(resp. orthogonal) de dimension 2n (resp. 2m − 1) avec n ≥ 1 et m ≥ 1. On note G̃S p(W1) chaque extension du

groupe de similitudes par C× tel que G̃S p(W1) contient S̃ p(W1) comme un sous-groupe.

On définit

Γ̃1/2 = {(̃g, h) ∈ G̃S p(W1) ×GO(W2)|̃λ(̃g)λ(h) = 1}
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où λ̃ est le morphisme G̃S p(W1) −→ F
′×. Alors on a un morphisme de groupes Γ̃

1
2

i 1
2−→ S̃ p(W);

(
(g, ǫ), h

) 7−→
(g ⊗ h, ǫ) pour g ∈ GS p(W1), ǫ ∈ C×, h ∈ GO(W2), et λ(g)λ(h) = 1.

Démonstration. Soient {e1, · · · , en; e⋆1 , · · · , e⋆n } une base symplectique de W1, X (resp. X⋆) le lagrangien engendré
par les ei (resp. e⋆

i
), { f1, · · · , f2m−1} une base orthogonale de W2 sur F′. On sait que W = X ⊗W2 ⊕ X⋆ ⊗W2 (resp.

W1 = X⊕X⋆) est une polarisation complète. Sous les polarisations ci-dessus, on sait que le groupe G̃S p(W1) (resp.
G̃S p(W)) est engendré par S̃ p(W1) (resp. S̃ p(W)) avec F

′×. On désigne par cW le 2-cocycle associé au groupe
S̃ p(W) lié à ψ et X⋆ ⊗W2 [cf.[MVW], chapitre 1 ou [Kud2]].
(i) S̃ p(W1)×O(W2) est un sous-groupe de Γ̃

1
2 . Par le Théorème 1.22 , on prend le 2-cocycle cW1 de H2(S p(W1),C×),

tel que

S̃ p(W1)
s1−→ S̃ p(W);

g̃ = (g, ǫ) 7−→ (g ⊗ 1, ǫ),

définit un homomorphisme de groupes, i.e. cW1 (g1, g2) = cW (g1 ⊗ 1, g2 ⊗ 1) pour g1, g2 ∈ S p(W1). Comme O(W2)
est un sous-groupe du groupe parabolique P(X⋆ ⊗W2), on a un morphisme

O(W2)
s2−→ S̃ p(W);

h 7−→ (1 ⊗ h, 1).

Il s’ensuit que

s1((g, ǫ))s2(h) = (g ⊗ 1, ǫ) · (1 ⊗ h, 1) = (g ⊗ h, cW (g ⊗ 1, 1 ⊗ h)ǫ) = (g ⊗ h, ǫ) = i 1
2
(̃g, h).

Par le résultat de Waldspurger, on sait que s1 (̃g) commute avec s2(h), donc i 1
2
|S̃ p(W1)×O(W2) est un homomorphisme

de groupes.
De plus, soient g̃1 = (g1, ǫ1), g̃2 = (g2, ǫ2) ∈ S̃ p(W1) et h1, h2 ∈ O(W2). On a

i 1
2

(
(g̃1g̃2, h1h2)

)
= i 1

2

(
(g̃1, h1) · (g̃2, h2)

)
= (g1 ⊗ h1, ǫ1) · (g2 ⊗ h2, ǫ2).

Il en résulte que
cW1 (g1, g2) = cW (g1 ⊗ h1, g2 ⊗ h2).

(ii) On définit Λ(̃Γ
1
2 ) = {(g̃t, h) ∈ Γ̃ 1

2 |g̃t = (gt, ǫ) avec gt =

(
1 0
0 t

)
, pour t ∈ F×, ǫ ∈ C×, h ∈ GO(W2)}.

Si on prend deux élements (g̃ti , hi) =
(
(gti , ǫi), hi

)
de Λ(̃Γ

1
2 ) pour i = 1, 2, alors

i 1
2

(
(g̃ti , hi)

)
= (gti ⊗ hi, ǫi) =

( (
hi 0
0 tihi

)
, ǫi

)
.

cW (gt1 ⊗ h1, gt2 ⊗ h2) = cW

( (
h1 0
0 t1h1

)
,

(
h2 0
0 t2h2

) )
= 1.

Donc
i 1

2

(
(g̃t1 , h1)

)
i 1

2

(
(g̃t2 , h2)

)
= (gt1t2 ⊗ h1h2, ǫ1ǫ2).

De plus

(g̃t1 , h1)(g̃t2 , h2) = (g̃t1 g̃t2 , h1h2)
cW1 (gt1 ,gt2 )=cW (gt1⊗1,gt2⊗1)=1

=

(
(gt1t2 , ǫ1ǫ2), h1h2

)
.

i 1
2

((
(gt1t2 , ǫ1ǫ2), h1h2

))
=

(
gt1t2 ⊗ h1h2, ǫ1ǫ2

)
.

Il en résulte que

i 1
2

(
(g̃t1 , h1)(g̃t2 , h2)

)
= i 1

2

(
(g̃t1 , h1)

)
i 1

2

(
(g̃t2 , h2)

)
,

i.e. i 1
2
|
Λ(̃Γ

1
2 )

est un homomorphisme de groupes.

(iii) Soient (̃g, h) =
(
(g, ǫ), h

)
∈ Γ̃ 1

2 et (̃g, h) = (g̃0, h0) · (g̃t, ht) avec (g̃0, h0) =
(
(g0, ǫ), h0

)
∈ S̃ p(W1) × O(W2),

(g̃t, ht) =
(
(gt, 1), ht

)
∈ Λ(̃Γ

1
2 ), alors

i 1
2

(
(̃g, h)

)
= (g ⊗ h, ǫ) = (g0 ⊗ h0, ǫ)(gt ⊗ ht, 1) = i 1

2

(
(g̃0, h0)

)
i 1

2

(
(g̃t, ht)

)
.
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(iv) En général, soient (̃g(i), h(i)) =
(
(g(i), ǫ(i)), h(i)

)
∈ Γ̃ 1

2 pour i = 1, 2, où (̃g(i), h(i)) = (g̃0
(i), h(i)

0 )(g̃t
(i), h(i)

t ) avec

(g̃0
(i), h(i)

0 ) =
(
(g(i)

0 , ǫ
(i)), h(i)

0

)
∈ S̃ p(W1) × O(W2) et (g̃t

(i), h(i)
t ) =

(
(g(i)

t , 1), h(i)
t

)
∈ Λ(̃Γ

1
2 ) ; alors

(̃g(1), h(1))(̃g(2), h(2)) =
(
(g(1)

0 , ǫ(1)), h(1)
0

)(
(g(1)

t , 1), h(1)
t

)(
(g(2)

0 , ǫ(2)), h(2)
0

)(
(g(2)

t , 1), h(2)
t

)

La restriction du cocycle cW au groupe parabolique minimal est triviale
=

(
(g(1)

0 , ǫ(1)), h(1)
0

)((
g

(1)
t g

(2)
0 (g(1)

t )−1, ǫ(2)), h(1)
t h

(2)
0 (h(1)

t )−1
)

((
g

(1)
t , 1

)
, h(1)

t

)((
g

(2)
t , 1

)
, h(2)

t

)

=

((
g

(1)
0 g

(1)
t g

(2)
0 (g(1)

t )−1, cW1

(
g

(1)
0 , g(1)

t g
(2)
0 (g(1)

t )−1)ǫ(1)
1 ǫ(2)

)
, h(1)

0 h
(1)
t h

(2)
0 (h(1)

t )−1
)((

g
(1)
t g

(2)
t , 1

)
, h(1)

t h
(2)
t

)
.

Donc
i 1

2

(
(̃g(i), h(i))

)
=

(
g

(i)
0 ⊗ h

(i)
0 , ǫ

(i)
)(

g
(i)
t ⊗ h

(i)
t , 1

)
.

i 1
2

(
(̃g(1), h(1))

)
i 1

2

(
(̃g(2), h(2))

)
=

(
g

(1)
0 ⊗ h

(1)
0 , ǫ(1)

)(
g

(1)
t ⊗ h

(1)
t , 1

)(
g

(2)
0 ⊗ h

(2)
0 , ǫ(2)

)(
g

(2)
t ⊗ h

(2)
t , 1

)
,

et
i 1

2

((
g̃(1), h(1)

)(
g̃(2), h(2)

))
=

(
g

(1)
0 g

(1)
t g

(2)
0 (g(1)

t )−1 ⊗ h
(1)
0 h

(1)
t h

(2)
0 (h(1)

t )−1, ǫ(1)ǫ(2)cW1 (g(1)
0 , g(1)

t g
(2)
0 (g(1)

t )−1)
)

(
g

(1)
t g

(2)
t ⊗ h

(1)
t h

(2)
t , 1

)

cW1

(
g

(1)
0 ,g(1)

t g
(2)
0 (g(1)

t )−1
)
=cW (g(1)

0 ⊗h
(1)
0 ,g(1)

t g
(2)
0 (g(1)

t )−1⊗h
(1)
t ⊗h

(2)
0 (h(1)

t )−1)
=

(
g

(1)
0 ⊗ h

(1)
0 , ǫ(1)

)

(
g

(1)
t g

(2)
0 (g(1)

t )−1 ⊗ h
(1)
t h

(2)
0 (h(1)

t )−1, ǫ(2)
)(

g
(1)
t g

(2)
t ⊗ h

(1)
t h

(2)
t , 1

)

cW |P×G=1
=

(
g

(1)
0 ⊗ h

(1)
0 , ǫ(1)

)(
g

(1)
t ⊗ h

(1)
t , 1

)(
g

(2)
0 ⊗ h

(2)
0 , ǫ(2)

)(
g

(2)
t ⊗ h

(2)
2 , 1

)
= i 1

2

(
(̃g(1), h(1))

)
i 1

2

(
(̃g(2), h(2))

)
.

Ceci termine la démonstration ! �

Remarque 3.11. (1) La démonstration de la Proposition 3.10 peut expliquer concrètement les démonstrations des

Lemme 3.6— Lemme 3.8.

(2) Le résultat dans la Proposition 3.10 sera vrai si on considère le groupe métaplectique S p(W) ou le groupe de

similitudes GS p(W) défini en la sous-sous-section 1.4.2.

(3) On a vu que le résultat dans la Proposition 3.10 est essentiellement pour le groupe métaplectique S̃ p(W), qui

ne dépend pas de choix de l’extension du groupe S̃ p(W) par F×, i.e. G̃S p(W).

3.2 Des Lemmes

Dans cette sous-sous-sous section, nous rappelons des lemmes de Moore en homologie et montrons quelque
résultats en scindage.
Pour le corps F×, on désigne par O l’anneau d’entiers, P l’idéal maximal de O, Un = {u ∈ F×|u ≡ 1 mod Pn},
U = U0, kF sons corps résiduelle d’ordre q = pl avec p , 2, U0/U1 ≃ k× un groupe cyclique d’ordre q − 1. De
plus, on peut prendre un sous-groupe de S de U tel que U ≃ U1 × S [cf. [Mo2] Page 20]. On désigne par A un
groupe abélien fini d’ordre n. Supposons que 2|n et (n, p) = 1.

Lemme 3.12. On a l’isomorphisme

H2(F×, A) ≃ Hom(S , A).

Démonstration. Ceci découle de [[Mo2], Page 20]. D’abord, F× ≃ U×Z, par la suite spectrale de Leray, on obtient

H2(F×, A) ≃ H2(Z, A) ⊕ H1(Z,H1(U, A)) ⊕ H2(U, A).

Le premier terme est zéro et H1(Z,H1(U, A)) ≃ Hom(U, A). Comme U ≃ S × U1, on a Hom(U, A) ≃ Hom(S , A).
En utilisant la suite de spectrale de Leray encore une fois, on obtient

H2(U, A) ≃ H2(S , A) ⊕ H1(S ,H1(U1, A)) ⊕ H2(U1, A).

Comme S est cyclique, on a H2(S , A) = 0 et H1(S ,H1(U1, A)) ≃ Hom(S ,Hom(U1, A)) = 0. De plus H2(U1, A) est
un groupe de p-torsion et de n-torsion, donc zéro. Finalement, on trouve le résultat. �
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Lemme 3.13. Pour le sous-groupe F×n de F×, l’application H2(F×, A) −→ H2(F×n, A) est nulle.

Démonstration. C’est une consequence du Lemme 3.12 et Proposition 3.27. �

Rappels : Soient D un corps, muni d’une involution τ, F le corps commutatif formé par les points fixés de τ,
W un espace vectoriel de dimension finie sur D, muni d’un produit ǫ-hermitien 〈, 〉( où ǫ = ±1). On désigne par
U(W) le groupe unitaire de (W, 〈, 〉) et par GU(W) le groupe de similitudes unitaire de (W, 〈, 〉).
On a une suite exacte

1 −→ U(W) −→ GU(W)
λ−→ ΛGU(W) −→ 1.

Il en résulte qu’on a des longues suites exactes

· · · −→ H2(ΛGU(W), A) −→ H2(GU(W), A)
λ2

−→ H2(U(W), A) −→ · · ·

Prenons un élément [c] de H2(GU(W), A). Associons [c]( resp. λ2([c])) le groupe G̃U
A
(W) (resp. ŨA(W)). On a le

diagramme commutatif suivant

1 −→ A −→ ŨA(W) −→ U(W) −→ 1
‖ ↓ ↓

1 −→ A −→ G̃U
A
(W) −→ GU(W) −→ 1

Par le lemme du serpent, on obtient le diagramme commutatif :

1 1 1
↓ ↓ ↓

1 −→ A −→ ŨA(W) −→ U(W) −→ 1
‖ ↓ ↓

1 −→ A −→ G̃U
A
(W) −→ GU(W) −→ 1

↓ ↓ ↓
1 −→ 1 −→ Λ

G̃U
A

(W)
= ΛGU(W) −→ 1

↓ ↓ ↓
1 1 1

Lemme 3.14. Grâce au monomorphisme F× ֒→ GU(W), on peut regarder F× comme un sous-groupe de GU(W),
alors la suite exacte

1 −→ A −→ G̃U
A
(W) −→ GU(W) −→ 1

est scindée sur F×n.

Démonstration. On note ˜F×U(W)
A

l’image réciproque de F×U(W) dans G̃U
A
(W). Il suffit de montrer que chaque

suite exacte
1 −→ A −→ ˜F×U(W)

A −→ F×U(W) −→ 1

est scindée sur F×n. Comme F×U(W) ≃ F× × PU(W), où PU(W) = U(W)/{±1}. Par la suite spectrale de Leray,
on obtient

H2
(
F×PU(W), A

)
≃ H2(PU(W), A) ⊕ H1(PU(W),H1(F×, A)) ⊕ H2(F×, A)

≃ H2(PU(W), A) ⊕
(

Hom(PU(W),Hom(F×, A)) ⊕ Hom(S , A)
)
,

où S est le sous-groupe de F× défini en Lemme 3.12. Donc l’application H2(F×U(W), A) −→ H2(F×n, A) est
nulle. �

Lemme 3.15. Par le Lemme 3.14 ci-dessus, considérons F×n comme un sous-groupe de G̃U
A
(W), alors F×n

commute à ŨA(W).

Démonstration. Par la suite spectrale de Leray ci-dessus, on a vu que la restriction du cocycle de [c] à F×n×PU(W)
est triviale, ceci implique le résultat. �
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3.3 Constitution des représentations de bigraphe forte

Dans cette sous-sous-section, nous expliquont comment on obtient une représentation du bigraphe forte en
utilisant le théorie établie dans la section 2.

Supposons que F est un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle impaire p. Fixons un carac-
tère non trivial ψ : F −→ C. Soient W un espace symplectique de dimension 2n sur F, ωψ la représentation de Weil
du groupe S p(W) . Si H est un sous-groupe réductif de S p(W), nous notons H son image réciproque dans S p(W) .

Soient D un corps de centre F′, F′ une extension finie de F, W = W1 ⊗D W2 une décomposition en produit
tensoriel. Ainsi (U(W1),U(W2)) est une paire réductive duale irréductible de S p(W) ; nous notons Γ le groupe
intermédiaire associé. On a une suite exacte

1 −→ U(W1) × U(W2) −→ Γ λ−→ ΛΓ −→ 1

où ΛΓ = {λ(g1) = λ(g2)−1|(g1, g2) ∈ Γ} est un sous-groupe de F
′×. On a aussi les suites exactes

1 −→ U(Wi) −→ GU(Wi)
λ−→ ΛGU(Wi) −→ 1,

où ΛGU(Wi) est un sous-groupe de F
′× contenant ΛΓ.On notera

GΓU(Wi) = l’image réciproque de ΛΓ dans GU(Wi).

3.3.1 Le cas des groupes scindés

(i) Tout d’abord, supposons que W = W1 ⊗D W2 n’est pas le cas dans la Proposition 3.10. Par le Théorème 3.4
, l’extension Γ est scindée sur Γ, on peut obtenir un homomorphisme qui n’est pas unique en général

Γ
iΓ−→ S p(W).

Donc on obtient une représentation lisse du groupe Γ par restriction de la représentation de Weil à Γ, on note ρψ
cette représentation de Γ.
Pour les groupes, on a les relations suivantes

GΓU(Wi)/U(Wi) ≃ ΛΓ

et
Γ/U(W1) × U(W2) ≃ ΛΓ.

Par la Proposition 3.3, ΛΓ = F
′× ou F

′2 ou bien NE′/F′ (E
′×) avec E′/F′ une extension quadratique, il en résulte

que F
′×/ΛΓ est un groupe abélien de cardinal fini.

De plus, par défintion, GΓU(Wi) ⊃ F
′×U(Wi) et GΓU(Wi)/F

′×U(Wi) est un groupe abélien de cardinal fini.

Théorème 3.16. Si on définit

π = c − IndGΓU(W1)×GΓU(W2)
Γ

ρψ,

alors π est une représentation de bigraphe forte.

Démonstration. Pour i = 1, 2, on a
F
′× × U(Wi) −→ GU(Wi).

L’image est dans le groupe GΓU(Wi), notée par F
′×U(Wi). On a aussi un homomorphisme

(
F
′× × U(W1)

)
×

(
F
′× × U(W2)

)
−→ GU(W1) ×GU(W2).

Supposons F
′× × U(W1) × U(W2) le sous-groupe de

(
F
′× × U(W1)

)
×

(
F
′× × U(W2)

)
constitué par les éléments((

f , g1
)
,
(
f −1, g2

))
pour f ∈ F

′×, gi ∈ U(Wi). Notons son image dans GU(W1) ×GU(W2) par F
′×
(
U(W1) ×U(W2)

)

qui est un sous-groupe de Γ. On définit une représentation intermédiaire

πint = c − IndF
′×U(W1)×F

′×U(W2)

F
′×
(

U(W1)×U(W2)
) ρψ.
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Comme ρψ|U(W1)×U(W2) est une représentation de bigraphe forte, par le Théorème 2.33 et la Remarque 2.34, on voit
que πint est aussi une représentation de bigraphe forte.
De plus, pour les groupes, on a

GΓU(W1)/F
′×U(W1) ≃ GΓU(W2)/F

′×U(W2) ≃ Γ/F ′×
(
U(W1) × U(W2)

)
≃ ΛΓ/F

′×2

et
Γ ∩

(
F
′×U(W1) × F

′×U(W2)
)
= F

′×
(
U(W1) × U(W2)

)
.

Donc

Γ
(
F
′×U(W1) × F

′×U(W2)
)
/F

′×U(W1) × F
′×U(W2) ≃ Γ/Γ ∩

(
F
′×U(W1) × F

′×U(W2)
)
≃ ΛΓ/F

′×2
.

Cela implique que

Γ

(
F
′×U(W1) × F

′×U(W2)
)
/F

′×U(W1) × F
′×U(W2) est le graphe d’un isomorphisme

GΓU(W1)/F
′×U(W1) −→ GΓU(W2)/F

′×U(W2).

Par la relation des groupes ci-dessous, on trouve

πint = Res
Γ
(

F
′×U(W1)×F

′×U(W2)
)

F
′×U(W1)×F

′×U(W2)
c − Ind

Γ
(

F
′×U(W1)×F

′×U(W2)
)

Γ
ρψ.

C’est-à-dire que πint peut se prolonger en une représentation du groupe Γ
(
F
′×U(W1) × F

′×U(W2)
)
, en fait c −

Ind
Γ
(

F
′×U(W1)×F

′×U(W2)
)

Γ
ρψ. Utilisons le Théorème 2.35 ; nous obtenons que la représentition

c − IndGΓU(W1)×GΓU(W2)

Γ
(

F
′×U(W1)×F

′×U(W2)
)
(
c − Ind

Γ
(

F
′×U(W1)×F

′×U(W2)
)

Γ
ρψ

)
= π

est une représentation de bigraphe forte. �

(ii) Soit W ≃ W1 ⊗F′ W2 un espace symplectique sur F′ où W1( resp. W2) est un espace symplectique (resp.
orthogonal) de dimension 2n ( resp. 2m − 1) avec n ≥ 1 et m ≥ 1. On a une suite exacte

1 −→ S p(W1) −→ GS p(W1) −→ F
′× −→ 1.

On déduit de la suite exacte de Hochschild-Serre

· · · −→ H2(F
′×, A) −→ H2(GS p(W1), A)

d−→ H2(S p(W1), A) −→ · · ·

où A est un groupe abélien d’ordre n et 2|n, (n, p) = 1.

Prenons un élément [c] de H2(GS p(W1), A) tel que d([c]) = [cRao]. La classe [c] détermine un groupe G̃S p
A
(W1),

on a le diagramme suivant

1 −→ A −→ S̃ p
A
(W) −→ S p(W) −→ 1

‖ ↓ ↓
1 −→ A −→ G̃S p

A
(W) −→ GS p(W) −→ 1

Par le lemme du serpent, on a une suite exacte

1 −→ S̃ p
A
(W1) −→ G̃S p

A
(W1)

λ̃−→ Λ
G̃S p

A
(W1)
= F

′× −→ 1.

Nous pouvons définir un sous-groupe intermédiaire

Γ̃A 1
2 = {(̃g, h) ∈ G̃S p

A
(W1) ×GO(W2)|̃λ(̃g)λ(h) = 1}.

Considérons l’application H2(GS p(W1), A) −→ H2(GS p(W1),C×), l’image de [c] détermine le groupe G̃S p(W1).

Donc on peut regarder G̃S p
A
(W1) comme un sous-groupe de G̃S p(W1). Il en résulte que Γ̃A 1

2 est un sous-groupe de
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Γ̃
1
2 défini dans la Proposition 3.10. Donc par la Proposition 3.10 et la Remarque 3.11, on peut obtenir un morphisme

de groupes

Γ̃A 1
2

i
A 1

2−→ S̃ p(W).

Grâce à ce morphisme, on obtient une représentation lisse du groupe Γ̃A 1
2 par restriction de la représentation de

Weil, notée ρψ. Par suite, on a des suites exactes

1 −→ S̃ p
A
(W1) × O(W2) −→ Γ̃A 1

2
λ̃−→ Λ

Γ̃
A 1

2
−→ 1

et

1 −→ O(W2) −→ GO(W2)
λ−→ ΛGO(W2) −→ 1.

Par définition, Λ
Γ̃

A 1
2
⊂ ΛGO(W2) ⊂ ΛG̃S p

A
(W1)
= F

′×, nous noterons GΓ̃
A 1

2 O(W2) (resp. GΓ̃
A 1

2 S̃ p
A
(W1)) l’image

réciproque de Λ
Γ̃

A 1
2

dans GO(W2) (resp. G̃S p
A
(W1)). Pour les groupes, on a les relations

GΓ̃
A 1

2
S̃ p

A
(W1)/S̃ p

A
(W1) ≃ GΓ̃

A 1
2
O(W2)/O(W2) ≃ Γ̃A 1

2 /S̃ p
A
(W1) × O(W2) ≃ Λ

Γ̃
A 1

2
.

Par la Proposition 3.3, les groupes F
′×/Λ

Γ̃
A 1

2
, ou GΓ̃

A 1
2 O(W1)/F

′×O(W1) sont abéliens de cardinals finis.

Théorème 3.17. Si on définit

π = c − IndGΓ̃
A 1

2 S̃ p
A

(W1)×GΓ̃
A 1

2 O(W2)

Γ̃
A 1

2
ρψ,

alors π est une représentation de bigraphe forte.

Démonstration. Nous choisissions les groupes intermédiaires suivants :

F
′×nO(W2), F

′×nS̃ p
A
(W1) et F

′×n(S̃ p
A
(W1) × O(W2)

)
.

On a

GΓ̃
A 1

2
S̃ p

A
(W1)/F

′×nS̃ p
A
(W1) ≃ GΓ̃

A 1
2
O(W2)/O(W2) ≃ Γ̃A 1

2 /F
′×n(S̃ p

A
(W1) × O(W2)

) ≃ Λ
Γ̃

A 1
2
/F

′×2n ⊂ F
′×/F

′×2n.

Par la théorie des nombres[cf. [N], Chapter II, Page 142, Corollary], on sait que F
′×/F

′×2n est un groupe abélien
de cardinal fini. Nous définissons la représentation intermédiaire de la façon suivante :

πint = c − Ind
F
′×n

(
S̃ p

A
(W1)

)
×F
′×n

(
O(W2)

)

F
′×n

(
S̃ p

A
(W1)×O(W2)

) ρψ.

Par le Théorème 2.33 et la Remarque 2.34, on sait que πint est aussi une représentation de bigraphe forte. On a
aussi la relation entre groupes suivante :

Γ̃A 1
2 ∩

(
F
′×nS̃ p

A
(W1) × F

′×nO(W2)
)
= F

′×n
(
S̃ p

A
(W1) × O(W2)

)
,

et

Γ̃A 1
2

(
F
′×nS̃ p

A
(W1)×F

′×nO(W2)
)
/F

′×nS̃ p
A
(W1) × F

′×nO(W2) ≃ Γ̃A 1
2 /Γ̃A 1

2 ∩
(
F
′×nS̃ p

A
(W1) × F

′×nO(W2)
)
≃ Λ

Γ̃
A 1

2
/F

′×2n.

Cela implique que

Γ̃A 1
2

(
F
′×nS̃ p

A
(W1) × F

′×nO(W2)
)
/F

′×nS̃ p
A
(W1) × F

′×nO(W2) est le graphe d’un isomorphisme

GΓ̃
A 1

2
S̃ p

A
(W1)/F

′×nS̃ p
A
(W1) −→ GΓ̃

A 1
2
O(W2)/F

′×nO(W2).

Par la relation entre groupes ci-dessous, on trouve

πint = Res
Γ̃

A 1
2
(

F
′×nS̃ p

A
(W1)×F

′×nO(W2)
)

F
′×nS̃ p

A
(W1)×F

′×nO(W2)
c − Ind

Γ̃
A 1

2
(

F
′×nS̃ p

A
(W1)×F

′×nO(W2)
)

Γ̃
A 1

2
ρψ.
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Donc πint peut se prolonger en une représentation (i.e. c − Ind
Γ̃

A 1
2
(

F
′×nS̃ p

A
(W1)×F

′×nO(W2)
)

Γ̃
A 1

2
ρψ ) du groupe

Γ̃A 1
2

(
F
′×nS̃ p

A
(W1) × F

′×nO(W2)
)
. Utilisant le Théorème 2.35, nous obtenons que

c − IndGΓ̃
A 1

2 S̃ p
A

(W1)×GΓ̃
A 1

2 O(W2)

Γ̃
A 1

2
(

F
′×nS̃ p

A
(W1)×F

′×nO(W2)
)
(
c − Ind

Γ̃
A 1

2
(

F
′×nS̃ p

A
(W1)×F

′×nO(W2)
)

Γ̃
A 1

2
ρψ

)
= π

est une représentation de bigraphe forte. �

Remarque 3.18. Pour présenter simplement le résultat, nous notons aussi GΓU(W1) × GΓU(W1) ( resp. Γ)

représenté GΓ̃
A 1

2 S̃ p
A
(W1) ×GΓ̃

A 1
2 O(W2) ( resp. Γ̃A 1

2 ) en cas (ii) ci-dessus.

Remarque 3.19. (1) La définition de π dépend du choix de l’homomorphisme Γ
iΓ−→ Mp(W), pour obtenir une

correspondance intéressante, il faut choisir le morphisme approprié Γ
iΓ−→ Mp(W).

(2) On peut prendre un autre sous-groupe intermédiaire Γ′( par exemple un sous-groupe de Γ contenant U(W1) ×
U(W2)) pour construire des représentations de bigraphe forte, mais ce seront des représentations des groupes

GΓ
′
U(W1) ×GΓ

′
U(W2).

(3) Pour le modèle realisé la représentation de bigraphe π du groupe GΓU(W1)×GΓU(W2), nous indiquons une voie

possible : le premier étape, on peut essayer de écrire le modèle realisé la représentation ρψ du groupe intermédiaire

Γ qui est une extension de U(W1) × U(W2) par un groupe abélien ΛΓ en utilisant les démonstrations des Lemme

3.5— Lemme 3.8 et de la Proposition 3.10 ; le deuxiéme étape, utilisons le technique canonique en représentation

locale pour trouver finalement un modèle de c − IndGΓU(W1)×GΓU(W2)
Γ

ρψ.

Remarque 3.20. Si W = W (1) ⊕ W (2) avec W (i) = W
(i)
1 ⊗D(i) W

(i)
2 , on sait que

(
U(W (1)

1 ) × U(W (2)
1 ),U(W (1)

2 ) ×
U(W (2)

2 )
)

est une paire réductive duale de S p(W), en ce cas, on prend les groupes intermédiaires Γ(i) et construit

les représentations π(i) de bigraphe forte des groupes GΓ
(i)

U(W (i)
1 ) ×GΓ

(i)
U(W (i)

2 ) pour i = 1, 2, par la Proposition

2.30, π1×π2 est aussi une représentation du bigraphe forte du groupe
(
GΓ

(1)
U(W (1)

1 )×GΓ
(2)

U(W (2)
1 )

)
×
(
GΓ

(1)
U(W (1)

2 )×
GΓ

(2)
U(W (2)

2 )
)
.

3.3.2 Exemples I

Soient F un corps local non archimédien caractéristique résiduelle impaire p, A un groupe abélien fini d’ordre
n avec 2|n et (n, p) = 1 ; D un corps sur F′ qui soit une extension finie de F, muni de l’involution canonique τ.

(W1, 〈, 〉1)( resp. (W2, 〈, 〉2)) un espace ǫ1( resp. ǫ2)-hermitien sur D à droite( resp. à gauche) tel que ǫ1ǫ2 = −1,
W = W1 ⊗D W2 un espace symplectique sur F, muni de la forme TrF′/F

(〈, 〉1 ⊗ τ(〈, 〉2)
)
,
(
U(W1),U(W2)

)
une paire

réductive duale de S p(W).

Γ le groupe intermédiaire défini ci-dessus, ωψ la représentation de Weil de S̃ p(W), Γ
iΓ−→ S̃ p(W) l’ homomor-

phisme naturel , ρψ = ωψ|Γ. Supposons qu’on a des décompositions de Witt Wi = W0
i
⊕ miHi avec W0

i
un espace

anisotrope et Hi le plan hyperbolique.

Cas (1) Soient D = F′, ǫ1 = −1, ǫ2 = 1, U(W1) = S p(W1), U(W2) = O(W2) ; GU(W1) = GS p(W1),
GU(W2) = GO(W2).

(i) dimF′ W0
2 = 0, 4, Γ = {(g, h) ∈ GS p(W1) × GO(W2)|λ(g)λ(h) = 1}, ΛΓ = F

′×, GΓS p(W1) = GS p(W1),

GΓO(W2) = GO(W2). Donc π = c − IndGS p(W1)×GO(W2)
Γ

ρψ est une représentation de bigraphe forte.

(ii) dimF′ W0
2 = 1, ΓA := Γ̃A 1

2 = {(̃g, h) ∈ G̃S p
A
(W1) × GO(W2)|̃λ(̃g)λ(h) = 1}, Λ

Γ̃
A 1

2
= F×2, G̃S p

A

+(W1) :=

GΓ̃
A 1

2 S̃ p
A
(W1) = {̃g ∈ G̃S p

A
(W1)|̃λ(̃g) ∈ F×2}, GΓ̃

A 1
2 O(W2) = GO(W2). Donc π = c − IndG̃S p

A

+(W1)×GO(W2)
ΓA ρψ est une

représentation de bigraphe forte.
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(iii) dim W0
2 = 2, W0

2 = E′( f ) où E′ est une extension quadratique de F′, f = 1 ou f ∈ F′\NE′/F′ (E
′×).

Γ = {(g, h) ∈ GS p(W1) × GO(W2)|λ(g)λ(h) = 1}, ΛΓ = NE′/F′ (E
′×), GS p+(W1) := GΓS p(W1) = {g ∈

GS p(W1)|λ(g) ∈ NE′/F′ (E
′×)}, GΓO(W2) = GO(W2). Donc π = c − IndGS p+(W1)×GO(W2)

Γ
ρψ est une représentation

de bigraphe forte.

(iv) dimF′ W0
2 = 3, ΓA := Γ̃A 1

2 = {(̃g, h) ∈ G̃S p
A
(W1) × GO(W2)|̃λ(̃g)λ(h) = 1}, ΛΓ = F

′×, GΓ
A

S̃ p
A
(W1) =

G̃S p
A
(W1), GΓ

A

O(W2) = GO(W2). Donc π = c − IndG̃S p
A

(W1)×GO(W2)
ΓA ρψ est une représentation de bigraphe forte.

Cas (2) Soient D = E′ une extension quadratique de F′, Γ = {(g, h) ∈ GU(W1) ×GU(W2)|λ(g)λ(h) = 1}.

(i) Si dimE′ W1 et dimE′ W2 sont paires. En ce cas, ΛΓ = F
′×, GΓU(Wi) = GU(Wi), π = c− IndGU(W1)×GU(W2)

Γ
ρψ

est une représentation de bigraphe forte.

(ii) Si dimE′ W1, dimE′ W2 sont impaires, ΛΓ = NE′/F′ (E
′×), GΓU(W1) = GU(Wi), π = c − IndGU(W1)×GU(W2)

Γ
ρψ

est une représentation de bigraphe forte.

(iii) L’autre cas, supposons que dimE′ W1 est paire et dimE′ W2 est impaire. ΛΓ = NE′/F′ (E
′×), GU+(W1) :=

GΓU(W2) = {g ∈ GU(W2)|λ(g) ∈ NE′/F′ (E
′×)}. GΓU(W2) = GU(W2). Donc π = c − IndGU+(W1)×GU(W2)

Γ
ρψ est une

représentation de bigraphe forte.

Cas (3) Soient D l’unique corps de quaternions sur F′, GΓU(Wi) = GU(Wi), alors π = c − IndGU(W1)×GU(W2)
Γ

ρψ
est une représentation de bigraphe forte.

Cas (1)’ Soient D = F′, ǫ1 = −1, ǫ2 = 1, U(W1) = S p(W1), U(W2) = O(W2) ; GU(W1) = GS p(W1),
GU(W2) = GO(W2).

(i)’ Si dimF′ W2 est paire.
Pour chaque une extension quadratique E′ de F′, On définit : GE′S p(W1) = {g ∈ GS p(W1)|λ(g) ∈ NE′/F′ (E

′×)},
GE′O(W2) = {h ∈ GO(W2)|λ(h) ∈ NE′/F′ (E

′×)}, et un autre sous-groupe intermédiaire ΓE′ = {(g, h) ∈
GE′S p(W1) × GE′O(W2)|λ(g)λ(h) = 1} de Γ. Alors πE′ = c − IndGE′S p(W1)×GE′O(W2)

ΓE′ ρψ|ΓE′ est une représentation
de bigraphe forte.

(ii)’ Si dimF′ W2 est impaire.

Dans ce cas, on définit : G̃S p
A

+(W1) = {̃g ∈ G̃S p
A
(W1)|̃λ(̃g) ∈ F

′×2}, GO+(W2) = {h ∈ GO(W2)|h ∈ GO(W2)λ(h) ∈
F×2}, un autre sous-groupe intermédiaire ΓA

+ = {(g, h) ∈ G̃S p
A

+(W1) × GO+(W2)|̃λ(̃g)λ(h) = 1} de Γ̃A 1
2 . Alors

π+ = c − IndG̃S p
A

+(W1)×GO+(W2)

ΓA
+

ρψ|ΓA
+

est aussi une représentation de bigraphe forte.

Cas (2)’ Soit D = E′ une extension quadratique de F′. Si on définit GUE′ (Wi) = {g ∈ GU(Wi)|λ(g) ∈
NE′/F′ (E

′×)}, ΓE′ = {(g, h) ∈ GUE′ (Wi)|λ(g)λ(h) = 1}, alors πE′ = c − IndGUE′ (W1)×GUE′ (W2)
ΓE′ ρψ|ΓE′ est aussi une

représentation de bigraphe forte.

3.3.3 Le cas des groupes non scindés

(i) Supposons que W = W1 ⊗D W2 n’est pas le cas dans la Proposition 3.10. Rappelons la définition du groupe
intermédiaire

Γ = {(g, h) ∈ GU(W1) ×GU(W2)|λ(g)λ(h) = 1}.

Par le Théorème 3.4, l’extension Γ est scindée sur Γ, et on obtient une représentation lisse du groupe Γ par re-

striction de la représentation de Weil à Γ, on la note ρψ. De plus, pour chaque groupe G̃U
A
(Wi), on a les suites
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exactes
1 −→ ŨA(Wi) −→ G̃U

A
(Wi)

λ−→ Λ
G̃U

A
(Wi)
= ΛGU(Wi) −→ 1.

On notera
Γ̃A = {(̃g, h̃) ∈ G̃U

A
(W1) × G̃U

A
(W2)|̃λ(̃g)̃λ(̃h) = 1},

donc on a la suite exacte

1 −→ ŨA(W1) × ŨA(W2) −→ Γ̃A λ−→ Λ
Γ̃A = ΛΓ̃A −→ 1.

On notera
GΓ̃

A

ŨA(Wi) = l’image réciproque de Λ
Γ̃A par l’application de λ.

Évidemment, on a un homomorphisme

Γ̃A
p
−→ GU(W1) ×GU(W2);

son image est Γ. Donc on obtient une représentaion ρψ |̃ΓA de Γ̃A, notée ρ̃ψ. D’après le Lemme 3.15, on obtient un

sous-groupe F×nŨA(Wi) de G̃U
A
(Wi) ; de la même manière, on définit un sous-groupe de Γ̃A de la fraçon suivante :

F×n(ŨA(W1) × ŨA(W2)) = {
(
(t1, ũ1), (t2, ũ2)

)
|t1 = t−1

2 ∈ F×n, ũi ∈ ŨA(Wi)}.

Théorème 3.21. Si on définit

π = c − IndGΓ̃
A

ŨA(W1)×GΓ̃
A

ŨA(W2)

Γ̃A
ρ̃ψ,

alors π est une représentation de bigraphe forte.

Démonstration. Vu la définition de ρ̃ψ = ρψ |̃ΓA à l’aider du morphisme Γ̃A
p
−→ Γ, il en résulte que ρ̃ψ|Ũ(W1)×Ũ(W2)

est une représentation de bigraphe forte par la démonstration de la Remarque 2.32. On définit une représentation
intermédiaire

πint = c − IndF×nŨA(W1)×F×nŨA(W2)

F×n

(
ŨA(W1)×ŨA(W2)

) ρ̃ψ.

Par le Théorème 2.33 et la Remarque 2.34, on sait que πint est aussi une représentation de bigraphe forte. De plus,
on a

GΓ̃
A

ŨA(W1)/F×nŨA(W1) ≃ GΓ̃
A

ŨA(W2)/F
′×nŨA(W2) ≃ Γ̃A/F

′×n(ŨA(W1) × ŨA(W2)) ≃ Λ
Γ̃A/F

′×2n,

et
Γ̃A ∩

(
F
′×nŨA(W1) × F

′×nŨA(W2)
)
= F

′×n
(
ŨA(W1) × ŨA(W2)

)

Γ̃A
(
F
′×nŨA(W1)×F

′×nŨA(W2)
)
/F

′×nŨA(W1) × F
′×nŨA(W2) ≃ Γ̃A/Γ̃A ∩

(
F
′×nŨA(W1) × F

′×nŨA(W2)
)
≃ Λ

Γ̃A/F
′×2n.

Cela implique que

Γ̃A
(
F
′×nŨA(W1) × F

′×nŨA(W2)
)
/F

′×nŨA(W1) × F
′×nŨA(W2) est le graphe d’un isomorphisme

GΓ̃
A

ŨA(W1)/F
′×nŨA(W1) −→ GΓ̃

A

ŨA(W2)/F
′×nŨA(W2).

Par la relation des groupes ci-dessus, on trouve

πint = Res
Γ̃A
(

F
′×nŨA(W1)×F

′×nŨA(W2)
)

F
′×nŨA(W1)×F

′×nŨA(W2)
c − Ind

Γ̃A
(

F
′×nŨA(W1)×F

′×nŨA(W2)
)

Γ̃A
ρ̃ψ.

C’est-à-dire que πint peut se prolonger en une représentation du groupe Γ̃A

(
F
′×nŨA(W1) × F

′×nŨA(W2)
)
, à savoir

c − Ind
Γ̃A
(

F
′×nŨA(W1)×F

′×nŨA(W2)
)

Γ̃A
ρ̃ψ. Utilisant le Théorème 2.35, nous savons que la représentition

c − IndGΓ̃
A

ŨA(W1)×GΓ̃
A

ŨA(W2)

Γ̃A
(

F
′×nŨA(W1)×F

′×nŨA(W2)
)
(
c − Ind

Γ̃A
(

F
′×nŨA(W1)×F

′×nŨA(W2)
)

Γ̃A
ρ̃ψ

)
= π

est une représentation de bigraphe forte. �



3.3 - Constitution des représentations de bigraphe forte 59

(ii) Soit W ≃ W1 ⊗F′ W2 un espace symplectique sur F′ où W1( resp. W2) est un espace symplectique (resp.
orthogonal ) de dimension 2n ( resp. 2m − 1) avec n ≥ 1 et m ≥ 1. On a deux suites exactes

1 −→ S p(W1)
i−→ GS p(W1)

λ−→ F
′× −→ 1,

et
1 −→ O(W2)

i−→ GO(W2)
λ−→ ΛGO(W2) −→ 1.

On déduit des suites exactes de Hochschild-Serre

· · · −→ H2(F
′×, A) −→ H2(GS p(W1), A)

i2−→ H2(S p(W1), A) −→ · · ·

et

· · · −→ H2(ΛGO(W2), A) −→ H2(GO(W2), A)
i2−→ H2(O(W2), A) −→ · · · .

Prenons un élément [cGS p] (resp. chaque [cGO]) de H2(GS p(W1), A) ( resp. H2(GO(W2), A)) tel que i2([cGS p]) =

[cRao]. La classe [cGS p] détermine un groupe G̃S p
A
(W1)( resp. G̃O

A
(W2)).

Rappelons que nous avons déjà défini un sous-groupe intermédiaire dans le cas scindé (ii)

Γ̃A 1
2 = {(̃g, h) ∈ G̃S p

A
(W1) ×GO(W2)|̃λ(̃g)λ(h) = 1},

grâce au morphisme

Γ̃A 1
2

ĩ 1
2−→ S̃ p(W).

On obtient une représentation lisse du groupe Γ̃A 1
2 , i.e. ρψ = ωψ |̃

Γ
A 1

2
, où ωψ est la représentation de Weil du groupe

S̃ p(W).
Dans le cas non scindé, on peut définir un autre sous-groupe intermédiaire

Γ̃A = {(̃g, h̃) ∈ G̃S p
A
(W1) × G̃O

A
(W2)|̃λ(̃g)̃λ(̃h) = 1}.

On a les suites exactes canoniques

1 −→ S̃ p
A
(W1) −→ G̃S p

A
(W1)

λ−→ Λ
G̃S p

A
(W1)
= F

′× −→ 1 · · · (1)

1 −→ ÕA(W2) −→ G̃O
A
(W2)

λ−→ Λ
G̃O

A
(W2)
= ΛGO(W2) −→ 1 · · · (2)

et
1 −→ S̃ p

A
(W1) × ÕA(W2) −→ Γ̃A −→ Λ

Γ̃A −→ 1.

On notera
GΓ̃

A

S̃ p
A
(W1) l’image réciproque de Λ

Γ̃A par l’application λ dans la suite (1),

et
GΓ̃

A

ÕA(W2) l’image réciproque de Λ
Γ̃A par l’application λ dans la suite (2).

Comme on a l’homorphisme canonique

1 −→ A −→ G̃O
A
(W2) −→ GO(W2) −→ 1,

on obtient un homomorphisme

Γ̃A −→ G̃S p
A
(W1) ×GO(W2).

Son image est Γ̃A 1
2 , ainsi on a une représentation lisse ρψ |̃ΓA du groupe Γ̃A, notée ρ̃ψ.

Rappels : pour la représentation de Weil ωψ, on sait que ωψ|S̃ p
A

(W1)×O(W2)
est une représentation de bigraphe forte.

On définit
ÕA(W2) = {̃g ∈ G̃O

A
(W2)|̃λ(̃g) = 1}

d’où une suite exacte

1 −→ A −→ ÕA(W2)
pA

−→ O(W2) −→ 1.

Grâce au morphisme pA, on obtient une représentation ωψ|S̃ p
A

(W1)×ÕA(W2)
. Par la démonstration de la Remarque

2.32, ωψ|S̃ p
A

(W1)×ÕA(W2)
est une représentation de bigraphe forte. Par définition

ρ̃ψ|S̃ p
A

(W1)×ÕA(W2)
= ωψ|S̃ p

A
(W1)×ÕA(W2)

.
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Théorème 3.22. Si on définit

π = c − IndGΓ̃
A

S̃ p
A

(W1)×GΓ̃
A

ÕA(W2)

Γ̃A
ρ̃ψ,

alors π est une représentation de bigraphe forte.

Démonstration. Comme Λ
Γ̃A contient F

′×2n, par le lemme 3.15, on sait que

F
′×nS̃ p

A
(W1) ⊂ GΓ̃

A

S̃ p
A
(W1), F

′×nÕA(W2) ⊂ GΓ̃
A

ÕA(W2), F
′×n

(
S̃ p

A
(W1) × ÕA(W2)

)
⊂ Γ̃A

où F
′×n

(
S̃ p

A
(W1) × ÕA(W2)

)
= {

(
(t1, g̃), (t2, h̃)

)
∈ F

′×nS̃ p
A
(W1) × F

′×nÕA(W2)|t1 = t−1
2 ∈ F

′×n, g̃ ∈ S̃ p
A
(W1), h̃ ∈

ÕA(W2)}.
On définit une représentation intermédiaire

πint = c − Ind
F
′×nS̃ p

A
(W1)×F

′×nÕn(W2)
)

F
′×n

(
S̃ p

A
(W1)×Õn(W2)

) ρ̃ψ.

Comme ρ̃ψ|S̃ p
A

(W1)×ÕA(W2)
est une représentation de bigraphe forte, par le Théorème 2.33 et la Remarque 2.34, on

sait que πint est aussi une représentation de bigraphe forte. On a la relation entre groupes suivante :

GΓ̃
A

S̃ p
A
(W1)/F

′×nS̃ p
A
(W1) ≃ GΓ̃

A

ÕA(W1)/F
′×nÕA(W2) ≃ Γ̃A/F

′×n
(
S̃ p

A
(W1) × ÕA(W2)

)
≃ Λ

Γ̃A/F
′×2n,

et
Γ̃A ∩

(
F
′×nS̃ p

A
(W1) × F

′×nÕA(W2)
)
= F

′×n
(
S̃ p

A
(W1) × ÕA(W2)

)
.

Donc

Γ̃A
(
F
′×nS̃ p

A
(W1)×F

′×nÕA(W2)
)
/F

′×nS̃ p
A
(W1) × F

′×nÕA(W2) ≃ Γ̃A/Γ̃A ∩
(
F
′×nS̃ p

A
(W1) × F

′×nÕA(W2)
)
≃ Λ

Γ̃A/F
′×2n.

Cela implique que

Γ̃A
(
F
′×nS̃ p

A
(W1) × F

′×nÕA(W2)
)
/F

′×nS̃ p
A
(W1) × F

′×nÕA(W2) est le graphe d’un isomorphisme

GΓ̃
A

S̃ p
A
(W1)/F

′×nS̃ p
A
(W1) −→ ÕA(W2)/F

′×nÕA(W2).

Par la relation entre groupes ci-dessous, on trouve

πint = Res
Γ̃A
(

F
′×nS̃ p(W1)×F

′×nÕ(W2)
)

F
′×nS̃ p(W1)×F

′×nÕ(W2)
c − Ind

Γ̃A
(

F
′×nS̃ p(W1)×F

′×nÕ(W2)
)

Γ̃A
ρ̃ψ.

Donc πint peut se prolonger en la représentation c − Ind
Γ̃A
(

F
′×nS̃ p

A
(W1)×F

′×nÕA(W2)
)

Γ̃A
ρ̃ψ du groupe Γ̃A

(
F
′×nS̃ p

A
(W1) ×

F
′×nÕA(W2)

)
. Utilisant le Théorème 2.35, nous savons que la représentition

c − IndGΓ̃
A

S̃ p
A

(W1)×GΓ̃
A

ÕA(W2)

Γ̃A
(

F
′×nS̃ p

A
(W1)×F

′×nÕA(W2)
)
(
c − Ind

Γ̃A
(

F
′×nS̃ p

A
(W1)×F

′×nÕA(W2)
)

Γ̃A
ρ̃ψ

)
= π

est une représentation de bigraphe forte. �

3.3.4 Exemples II

Soient F un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle impaire p, F′ une extension finie de F,
et D un corps de quaternions sur F′ muni de l’involution canonique τ.

(W1, 〈, 〉1)( resp. (W2, 〈, 〉2)) un espace ǫ1( resp. ǫ2)-hermitien sur D à droite( resp. à gauche) tel que ǫ1ǫ2 = −1,
W = W1 ⊗D W2 un espace symplectique sur F, muni de la forme TrF′/F

(〈, 〉1 ⊗ τ(〈, 〉2)
)
.

ωψ la représentation de Weil liée au caractère non trivial ψ, U(Wi) (resp. GU(Wi)) le groupe unitaire (resp. le
groupe unitaire de similitudes) de (Wi, 〈, 〉i), A un groupe abélien fini fixé d’ordre n et 2|n, (n, p) = 1 ; G̃U(Wi) le
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revêtement central de GU(Wi) par A défini en la sous-section 3.2, λ̃ le morphisme canonique de G̃U(W) dans F
′×,

Ũ(Wi) son noyau et ΛG̃U(Wi) son image.

Notons Γ̃ le groupe intermédiaire constitué par les éléments (̃g, h̃) de G̃U(W1)×G̃U(W2) tels que λ̃(̃g)̃λ(̃h) = 1 ;

Γ̃
i
Γ̃−→ S̃ p(W) le homomorphisme naturel et ρ̃ψ = ωψ |̃Γ.

Choisissons des décompositions de Witt Wi = W0
i
⊕ miHi avec W0

i
un espace anisotrope et Hi le plan hyper-

bolique.

Cas (1) Soient D = F′, ǫ1 = −1, ǫ2 = 1, U(W1) = S p(W1), U(W2) = O(W2) ; GU(W1) = GS p(W1), GU(W2) =
GO(W2).

Discutons suivant la dimension de la partie anisotrope de W2.

(i) dimF′ W0
2 = 0, 4,Λ

Γ̃
= F

′×, G̃S p
Γ̃
(W1) = G̃S p(W1), G̃O

Γ̃
(W2) = G̃O(W2). Donc π = c−IndG̃S p(W1)×G̃O(W2)

Γ̃
ρ̃ψ

est une représentation de bigraphe forte.

(ii) dimF′ W0
2 = 1, Λ

Γ̃
= F

′×2, G̃S p
+
(W1) := G̃S p

Γ̃
(W1) = {̃g ∈ G̃S p(W1)|̃λ(̃g) ∈ F

′×2}, G̃O
Γ̃
(W2) = G̃O(W2).

Donc π = c − IndG̃S p
+

(W1)×G̃O(W2)

Γ̃
ρ̃ψ est une représentation de bigraphe forte.

(iii) dim W0
2 = 2, W0

2 = E′( f ) où E′ est une extension quadratique F′, f = 1 ou f ∈ F′\NE′/F′ (E
′×).

Λ
Γ̃
= NE′/F′ (E×), G̃S p

+
(W1) := G̃S p

Γ̃
(W1) = {̃g ∈ G̃S p(W1)|̃λ(̃g) ∈ NE/F(E

′×)}, G̃O
Γ̃
(W2) = G̃O(W2). Donc

π = c − IndG̃S p
+

(W1)×G̃O(W2)

Γ̃
ρ̃ψ est une représentation de bigraphe forte.

(iv) dimF′ W0
2 = 3, Λ

Γ̃
= F

′×, G̃S p
Γ̃
(W1) = G̃S p(W1), G̃O

Γ̃
(W2) = G̃O(W2). Donc π = c− IndG̃S p(W1)×G̃O(W2)

Γ̃
ρ̃ψ

est une représentation de bigraphe forte.

Cas (2) Soit D = E′ une extension quadratique de F′.

(i) Si dimE′ W1 et dimE′ W2 sont paires. En ce cas, Λ
Γ̃
= F

′×, G̃U
Γ̃
(Wi) = G̃U(Wi), π = c− IndG̃U(W1)×G̃U(W2)

Γ̃
ρ̃ψ

est une représentation de bigraphe forte.

(ii) Si dimE′ W1, dimE′ W2 sont impaires, Λ
Γ̃
= NE′/F′ (E

′×), G̃U
Γ̃
(W1) = G̃U(Wi), π = c − IndG̃U(W1)×G̃U(W2)

Γ̃
ρ̃ψ

est une représentation de bigraphe forte.

(iii) Supposons que dimE′ W1 est paire et dimE′ W2 est impaire. Alors Λ
Γ̃
= NE′/F′ (E

′×), G̃U+(W1) :=

G̃U
Γ̃
(W2) = {̃g ∈ G̃U(W2)|̃λ(̃g) ∈ NE′/F′ (E

′×)}. G̃U
Γ̃
(W2) = G̃U(W2). Donc π = c − IndG̃U+(W1)×G̃U(W2)

Γ̃
ρ̃ψ est

une représentation de bigraphe forte.

Cas (3) Soient D l’unique corps de quaternions sur F′, G̃U
Γ̃
(Wi) = G̃U(Wi), alors π = c − IndG̃U(W1)×G̃U(W2)

Γ̃
ρψ

est une représentation de bigraphe forte.

Cas (1)’ Soient D = F′, ǫ1 = −1, ǫ2 = 1, U(W1) = S p(W1), U(W2) = O(W2) ; GU(W1) = GS p(W1),
GU(W2) = GO(W2).

(i)’ Si dimF′ W2 est paire.

Pour chaque une extension quadratique E′ de F′, On définit : G̃S p
E′

(W1) = {̃g ∈ G̃S p(W1)|̃λ(̃g) ∈ NE′/F′ (E
′×)},
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G̃O
E′

(W2) = {̃h ∈ G̃O(W2)|̃λ(̃h) ∈ NE′/F′ (E
′×)}, et un autre sous-groupe intermédiaire Γ̃E′ = {(̃g, h̃) ∈

G̃S p
E′

(W1) × G̃O
E′

(W2)|̃λ(̃g)̃λ(̃h) = 1} de Γ̃. Alors πE′ = c − IndG̃S p
E′

(W1)×G̃O
E′

(W2)

Γ̃E′ ρψ |̃ΓE′ est une représentation
de bigraphe forte.

(ii)’ Si dimF′ W2 est impaire.
Dans ce cas, on définit : G̃S p+(W1) = {̃g ∈ G̃S p(W1)|̃λ(̃g) ∈ F

′×2}, G̃O+(W2) = {̃h ∈ G̃O(W2)|̃λ(̃h) ∈ F
′×2},

et un autre sous-groupe intermédiaire Γ̃+ = {(̃g, h̃) ∈ G̃S p+(W1) × G̃O+(W2)|̃λ(̃g)̃λ(̃h) = 1} de Γ̃, alors π+ =

c − IndG̃S p+(W1)×G̃O+(W2)

Γ̃+
ρψ |̃Γ+ est une représentation de bigraphe forte.

Cas (2)’ Soient D = E′ une extension quadratique de F′. Si on définit G̃U
E′

(Wi) = {̃g ∈ G̃U(Wi)|̃λ(̃g) ∈
NE′/F′ (E

′×)}, Γ̃E′ = {(̃g, h̃) ∈ G̃U
E′

(Wi)|̃λ(̃g)̃λ(̃h) = 1}, alors πE′ = c − IndG̃U
E′

(W1)×G̃U
E′

(W2)

Γ̃E′ ρψ |̃ΓE′ est aussi une
représentation de bigraphe forte.

3.4 Appendice

Dans cet appendice, nous pouvons rappeler quelques résultats dans [Mo1] et [Mo2].

3.4.1 Définition de H2(G, A)

On suppose G, A des groupes localement compacts, et que A est abélien, muni d’une G-action continue. On
pose

Cn(G, A) = { f | f : G ×G × · · · ×G −→ A une fonction de Borel telle que f (s1, · · · , sn) = 0

si pour quelconque si = l’élément neutre de G} pour n ≥ 0,

et
Cn(G, A) = 0 pour n < 0.

On définit une différentielle dans Cn(G, A) à l’aide de la formule

dn f (s1, · · · , sn+1) = s1 · f (s2, · · · , sn+1) +
n∑

i=1

(−1)i f (s1, · · · , sisi+1, · · · , sn+1) + (−1)n+1 f (s1, · · · , sn)

pour f ∈ Cn(G, A). Ces définitions permettent de donner des groupes de cohomologie

Hn(G, A) = ker(dn)/Im(dn−1).

3.4.2 Suite spectrale

On introduit une filtration {L j} sur C⋆(G, A) de la façon suivante :
(i) L j =

∑∞
n=0

(
L j ∩Cn(G, A)

)
.

(ii) L j ∩Cn(G, A) = { f ∈ Cn(G, A)| f est une fonction de G × · · · ×G︸        ︷︷        ︸
j

× G/H × · · · × G/H︸                  ︷︷                  ︸
n− j

} si 0 ≤ j ≤ n.

(iii) L j ∩Cn(G, A) = 0 pour j > n et L j = C⋆(G, A) pour j < 0.

Cette filtration est positive et régulière, donc on trouve alors E
pq
r ⇒ Hp+q(G, A).

Supposons H un sous-groupe fermé distingué de G. On définit

C j(G/H,Ci(G, A)) = { f | f : une j − cochaïne normalisée de G/H à values dans Ci(H, A), telle que la fonction

f̃ (h1, · · · , hi, ŝ1, · · · , ŝ j) := [ f (ŝ1, · · · , ŝ j)](h1, · · · , hi) est une fonction de Borel}.

Par [HS], on sait que E
ji

1 ≃ Hi+ j(L j/L j+1). De plus, on définit

γ′j : L j ∩Ci+ j(G, A) −→ C j(G/H,Ci(H, A));
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f 7−→ γ′j( f ),

où γ′
j
( f )

(
[ŝ1, · · · , ŝ j]

)
(h1, · · · , hi) := f (h1, · · · , hi, s1, · · · , s j). Cela aussi définit un homomorphisme

γ j : L j ∩Ci+ j(G, A)/L j+1 ∩Ci+ j(G, A) ֒→ C j(G/H,Ci(H, A)).

Lemme 3.23. L’homomorphisme γ j induise des isomorphismes en homologie :

E
ji

1

∼−→ Hi(C j(G/H,C⋆(H, A)))

pour tout i.

Démonstration. Ceci découle de [[Mo1], Page 48, Lemma 1.1]. �

D’appeler quelque travaux dans [Mo1], on a

Lemme 3.24. Si Hi(H, A) est régulière de dimension i [cf. [Mo1], Definition 1.5] , alors γ⋆
j

définit des isomor-

phismes

E
ji

2

∼−→ H j(C̃⋆(G/H,Hi(H, A))).

Démonstration. Ceci découle de [[Mo1], Page 50, Lemma 1.2]. �

Lemme 3.25. Si (a) Z1(H, A) est localement compact et B1(H, A) est fermé ou (b) B1(H, A) = 0, alors

C̃⋆(G/H,H1(H, A)) = C⋆(G/H,H1(H, A)).

Démonstration. Ceci découle de [[Mo1], Page 51, Lemma 1.4]. �

Theorem 3.26. Si (a) Z1(H, A) est localement compact et B1(H, A) est fermé ou (b) B1(H, A) = 0, alors γ⋆
j

induit

des isomorphismes

E
j1
2

∼−→ H j(G/H,H1(H, A)).

Démonstration. Ceci découle de [[Mo1], Page 52, Theorem 1.1]. �

Proposition 3.27. Supposons G ≃ U × V. Par la suite spectrale, on a un isomorphisme naturel

H2(G, A) ≃ H2(U, A) ⊕ H1(U,H1(V, A)) ⊕ H2(V, A).

Démonstration. Ceci découle de [[Mo2], Page 20, Lemma 4.I]. �



64 Des exemples explicites

4 Des exemples explicites

Dans ce chapitre, on traite des exemples sur les représentations de bigraphe forte. Soient F un corps non
archimédien de caractéristique résiduelle impaire, A une algègre étale de dégre 3 sur F. On construit un homomor-
phisme de GL2(A) à GS p8(F). On utilise le chapitre 3 pour définir des représentations métaplectiques de GL2(A).
Le but de ce chapitre sera consacré à trouver les quotients irréductibles de ces représentations.

4.1 Préliminaires

4.1.1 La classification des représentations irréductibles de G+

Dans cette sous-sous-section, on notera F un corps non archimédien de caractéristique résiduelle impaire, E

une extension quadratique de F, on notera Gal(E/F) = 〈σ〉, G = GL2(F), B = {
(
a b

0 d

)
∈ G}, N = {

(
1 b

0 1

)
∈

G}, T = {
(
a 0
0 d

)
∈ G} ; F×+ = NE/F(E×), G+ = {g ∈ G| det(g) ∈ F×+} ; χE/F le caractère quadratique du groupe

F× de noyau NE/F(E×). Si λ, σ sont deux caractères de F×, nous noterons πλ,σ la représentation lisse du groupe G

dans l’espace des fonctions f : G −→ C localement constantes et telles que

f (

(
a b

0 d

)
g) = λ(a)|a| 12σ(d)|d|− 1

2 f (g)

pour tous g ∈ G, a, d ∈ F×, b ∈ F. On sait que πλ,σ est irréductible ssi λσ−1
, | · |±1

F
. Dans ce cas, πλ,σ ≃ πλ′,σ′ ssi

(λ′, σ′) = (λ, σ) ou (λ′, σ′) = (σ, λ). Pour la représentation πλ,σ, sa contragrédiente est simplement πλ−1,σ−1 . Nous
noterons 1G la représentation triviale du groupe G ; StG la représentation de Steinberg du groupe G ; dans ces cas,
on a (1G)∨ ≃ 1G et (StG)∨ ≃ StG. Si π ∈ Irr(G), ψ ∈ Irr(F×), nous définissons une autre représentation irréductible
ψ · π par ψ · π(g) := ψ(det(g))π(g). Si λσ−1 = | · |±1

F
, on sait que πλ,σ est réductible. De plus

Si λσ−1 = | · |F , on a une suite exacte

0 −→ λ| · |−
1
2

F
· StG −→ πλ,σ −→ λ| · |−

1
2

F
· 1G −→ 0.

Si λσ−1 = | · |−1
F

, on a une suite exacte

0 −→ λ| · |
1
2
F
· 1G −→ πλ,σ −→ λ| · |

1
2
F
· StG −→ 0.

Rappelons qu’un caractère Θ de E× est dit régulier, si
(⋆) Θ ne se factorise pas la norme NE/F i.e. on ne peut pas trouver θ ∈ F× tel que Θ = θ ◦ NE/F .

Dans [BH], à l’aide de la représentation, à chaque caractère régulier Θ de E× est attachée une représentation
irréductible πΘ de G. Cette construction est compatible à la correspondance de Langlands au sens où πΘ correspond
à la représentation du groupe de Weil de F, induite du caractère du groupe de Weil de E correspond à Θ par la
théorie locale du corps de classes. En particulier, πΘ et πΘ′ sont isomorphes si et seulement si Θ′ = Θ ou Θ′ = Θσ.
D’ailleurs, il y a une autre famille des représentations irréductibles cuspidales du groupe G non attachant aux
caractères réguliers associés à E×.

Proposition 4.1. Nous donnons une classification des classes d’isomorphisme des représentations lisses irré-

ductibles du groupe G ci-dessous :

(α) les series principales :

(1) πλ,σ pour λ, σ ∈ F× tels que λσ−1
, | · |±1

F
,

dans ce cas, on a πλ,σ ≃ πσ,λ ;

(β) les séries spéciales :

(2) ψ · StG pour ψ ∈ Irr(F×) ;

(γ) les représentations de dimension 1 :

(3) ψ · 1G pour ψ ∈ Irr(F×) ;

(δ) les représentations cuspidales :

(4) πΘ pour un caractère régulier Θ de E×,

dans ce cas, on a Θ ∼ Θσ ;

(5) π non attachée au caractère régulier de E× ;

(ǫ ) il n’existe pas d’isomorphisme entre représentations provenant de familles différentes.
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Démonstration. Voir [BH] ou l’article [GL]. �

Rappelons que l’application χE/F ◦ det : G −→ {±1}. On sait que son noyau est G+. Soit a un élément de G

n’appartenant pas à G+. Soit ρ ∈ Irr(G+), on définit une autre représentation irréductible ρa du groupe G+ par :
ρa(g) := ρ(a−1ga) pour g ∈ G+. Nous rappelons une Proposition pour expliquer la relation entre Irr(G) et Irr(G+).

Proposition 4.2. (1) Soit π ∈ Irr(G).
(a) π|G+ est réductible ssi π ≃ π ⊗ χE/F ◦ det. Dans ce cas, π|G+ = ρ+ ⊕ ρ− avec ρ+ ≃ ρ−a.

(b) π|G+ est irréductible ssi π n’est pas équivalente à π ⊗ χE/F ◦ det, mais π|G+ ≃ π ⊗ χE/F ◦ det |G+ ∈ Irr(G+).
(2) Soit ρ ∈ Irr(G+).

(a) IndG
G+ ρ est réductible ssi ρ ≃ ρa. Dans ce cas, IndG

G+ ρ = π ⊕ π ⊗ χE/F ◦ det et π n’est pas équivalente à

π ⊗ χE/F ◦ det, mais π|G+ = π ⊗ χE/F ◦ det |G+ ≃ ρ.

(b) IndG
G+ ρ est irréductible ssi ρ n’est pas équivalente à ρa. Dans ce cas, si π = IndG

G+ ρ alors π|G+ ≃ ρ ⊕ ρa et

π ≃ π ⊗ χE/F ◦ det.

Démonstration. Ceci découle de [[MVW], Page 60]. �

Comme on connaît bien les représentations irréductibles du groupe G, par exemple, dans [BH] ou la Propo-
sition 4.1 ci-dessus. Ainsi nous pouvons expliquer la Proposition précédente en termes de la classification des
représentations irréductibles du groupe G.

Lemme 4.3. Soit π ∈ Irr(G).
(i) Si π = πλ,σ, alors π ⊗ χE/F ◦ det = πλχE/F ,σχE/F

, π|G+ est réductible ssi λ = σχE/F .

(a) Si λ , σχE/F , alors πλ,σ|G+ est irréductible, notée par ρ+λ,σ comme représentation de G+.

(b) Si λ = σχE/F , alors πλ,σ|G+ = λ · ρ+1,χE/F
⊕ λ · ρ−1,χE/F

, où ρ+1,χE/F
⊕ ρ−1,χE/F

= π1,χE/F
|G+ .

(ii) Si π = ψ · S tG, alors π ⊗ χE/F ◦ det � π et π|G+ est irréductible, nous la notons par ψ · S tG+ comme

représentation de G+.

(iii) Supposons π cuspidale.

(a) Si π est attachée au caractère régulier Θ de E×, alors π ≃ π ⊗ χE/F ◦ det et π|G+ = ρ+Θ ⊕ ρ−Θ.

(b) Si π n’est pas attachée à un caractère régulier de E×, alors π n’est pas équivalente à π ⊗ χE/F ◦ det et

π|G+ est irréductible, nous la notons ρ+π comme représentation du groupe G+.

(iv) Si π = ψ · 1G, alors π n’est pas équivalente à π⊗ χE/F ◦ det et π|G+ est irréductible, nous la notons ψ · 1G+ .

Démonstration. (i), (ii), (iv) sont évidents. Pour (iii) : l’hypothèse π ≃ π⊗ (χE/F ◦ det) se traduit par σ ≃ σ⊗ χE/F

où σ est la représentation irréductible de WF correspondant à π, et où χE/F est vu comme un caractère de F×

par la théorie du corps de classe. Par la théorie de Clifford pourWF , cela signifie que σ est induite à partie d’un
caractère régulier deWE . Voguant Θ comme un caractère(régulier) de E×, on a bien π ≃ πΘ. �

Traduisons maintenant le Lemme précédent en termes de représentations irréductibles de G+. Nous noterons :
Irr(F×+) les classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles du groupe F×+, B+ = G+ ∩ B, T+ =

G+ ∩ T , 1G+ la représentation triviale du groupe G+, StG+ = StG |G+ ; Soit ρ ∈ Irr(G+), ψ+ ∈ Irr(F×+), nous
définissons ψ+ · ρ comme : ψ+ · ρ(g) := ψ+(det(g))ρ(g) ; Soit π = πλ,σ ∈ Irr(G), nous la noterons par ρ+λ,σ = πλ,σ|G+ ;
Soit π = π1,χE/F

nous définissons π|G+ = ρ+1,χE/F
⊕ ρ−1,χE/F

; Soit π ∈ Irr(G) une représentation cuspidale attachée à un
caractère régulier Θ de E×, nous la noterons par π|G+ = ρ+Θ ⊕ ρ−Θ ; Soit π ∈ Irr(G) une représentation cuspidale qui
n’est pas attachée à un caractère régulier de E×, π|G+ est irréductible, nous la noterons par ρ+π .

Lemme 4.4. Soit ρ ∈ Irr(G+).
(i) Si ρ = ρ+λ,σ,

alors IndG
G+ ρ = πλ,σ ⊕ πλχE/F ,σχE/F

, où ρ+λ,σ = πλ,σ|G+ et πλ,σ � πλχE/F ,σχE/F
.

(ii) Si ρ = ψ+ρ+1,χE/F
ou ψ+ρ−1,χE/F

, où ψ+ ∈ Irr(F×+) et ψ ∈ Irr(F×) tel que ψ|F×+ = ψ+,

alors π = IndG
G+ ρ = πψ,ψχE/F

est une repésentation irréductible de G.

(iii) Si ρ = ψ+ · S tG+ , où ψ+ ∈ Irr(F×+),
alors π = IndG

G+ ρ = ψ · S tG ⊕ χE/Fψ · S tG, ici nous choisissons un caractère ψ ∈ Irr(F×) tel que ψ|F×+ = ψ+.

(iv) Si ρ = ρ+
Θ

ou ρ−
Θ

, où Θ est un caractère régulier de E×,

alors π = IndG
G+ ρ est la représentation attachée au caractère Θ.

(v) Si ρ = ρ+π = π|G+ , où π est une représentation cuspidale π de G,

alors IndG
G+ = π ⊕ χE/Fπ et π � π ⊗ χE/F ◦ det.
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(vi) ρ = ψ+ · 1G+ , nous fixons un caractère ψ de G tel que ψ|F×+ = ψ+,

alors π = IndG
G+ ψ

+ · 1G+ = ψ · 1G ⊕ χE/Fψ · 1G.

Démonstration. Ceci résulte de la Proposition 4.2 et du Lemme 4.3. �

Lemme 4.5. Soient π1, π2 ∈ Irr(G), alors HomG+ (π1, π2) , 0 ssi π1 ≃ π2, ou bien π1 ≃ π2 ⊗ χE/F ◦ det.

Démonstration.

HomG+ (π1, π2) ≃ HomG(π1, IndG
G+ ResG

G+ π2) ≃ HomG(π1, π2 ⊗ IndG
G+ 1)

≃ HomG(π1, π2 ⊗ [1 ⊕ χE/F]) ≃ HomG(π1, π2 ⊗ π2χE/F),

d’où le résultat. �

Soit ρ ∈ Irr(G+), elle sera appelée cuspidale si ρ n’est jamais une sous-représentation de IndG+

B+ | · |
1/2
F
λ⊗| · |−1/2

F
σ

pour toute paire (λ, σ) consistant deux représentations irréductibles du groupe F×.

Lemme 4.6. (1) Si ρ ∈ Irr(G+) et IndG
G+ ρ = π ⊕ π ⊗ χE/F ◦ det, alors π est cuspidale ssi π ⊗ χE/F ◦ det l’est aussi.

(2) Si π ∈ Irr(G) et π|G+ = ρ+ ⊕ ρ−, alors ρ+ est cuspidale ssi ρ− l’est aussi.

Démonstration. (1) C’est évident.
(2)

HomG+ (ρ
+, IndG+

B+ | · |
1
2
F
λ ⊗ | · |−

1
2

F
σ) ≃ HomG(c − IndG

G+ ρ
+, IndG

B | · |
1
2
F
λ ⊗ | · |−

1
2

F
σ)

≃ HomG+ (ρ
−, IndG+

B+ | · |
1
2
F
λ ⊗ | · |−

1
2

F
σ).

Cela implique le résultat. �

Lemme 4.7. (1) Si (π,V) ∈ Irr(G), alors π est cuspidale ssi une composante de π|G+ l’est aussi.

(2) Si ρ ∈ Irr(G+), alors ρ est cuspidale ssi une composante de IndG
G+ ρ l’est aussi.

Démonstration. (1) Par le Lemme 4.6, π|G+ est cuspidale ssi chaque sa composante l’est aussi. Par définition, π est
une représentation cuspidale de G ou G+ ssi VN = 0, donc on trouve le résultat.
(2) Par la théorie de Clifford, on a ResG

G+ IndG
G+ ρ = ρ ⊕ ρa ou 2ρ pour un élément a ∈ G\G+. Par le Lemme 4.6 et

le point (1) ci-dessus, on obtient le résultat. �

Lemme 4.8. (1) Si (ρ,W) ∈ Irr(G+), alors IndG
G+ ρ̌ ≃ (IndG

G+ ρ)∨.

(2) Si (π,V) ∈ Irr(G), alors (π|G+ )∨ = π̌|G+ .

Démonstration. (1) Ceci découle de [[BZ]].
(2) On sait que G+ est un sous-groupe ouvert de G, il en résulte que (V |G+ )∨ ≃ V̌ |G+ . Enfin le résultat découle de la
définition de la représentation contragrédiente. �

D’après les lemmes précédents, nous pouvons donner une classification des représentations irréductibles du
groupe G+ .

Théorème 4.9. Les classes d’isomorphisme des représentations lisses irréductibles du groupe G+ se présentent

comme suit :

(α) Les représentations non cuspidales :

(a) Les séries principales :

(1) ρ+λ,σ, où λ, σ ∈ Irr(F×) satisfaisant à λσ−1
, χE/F , | · |±1

F
, χE/F | · |±1

F
.

Dans ce cas, on a ρ+λ,σ ≃ ρ+σ,λ ≃ ρ+χE/Fλ,χE/Fσ
≃ ρ+χE/Fσ,χE/Fλ

;

(1’) λ+ · ρ+
1,χE/F |·|−1

F

, où λ+ ∈ Irr(F×+).

Dans ce cas, ρ+
1,χE/F |·|−1

F

est une représentation irréductible fixée du group G+ et par définition, on a λ+ ·
ρ+

1,χE/F |·|−1
F

≃ λ+ · ρ+
χE/F |·|−1

F
,1
≃ λ+ · ρ+

χE/F ,|·|−1
F

≃ λ+ · ρ+|·|−1
F
,χE/F

;

(b) Les séries spéciales :

(2) ψ+ · S tG+ , où ψ+ ∈ Irr(F×+) ;

(3) ψ+ · ρ+1,χE/F
, ψ+ · ρ−1,χE/F

, où ψ+ ∈ Irr(F×+) ;

(c) Les représentations de dimension 1 :
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(4) ψ+ · 1G+ , où ψ+ ∈ Irr(F×+) ;

(γ) Les représentations cuspidales :

(5) ρ+
Θ

, ρ−
Θ

attachées au caractère régulier Θ de E×.

Dans ce cas,on a Θ ∼ Θσ ;

(6) ρ+π attachée à une représentation cuspidale π de G. Dans ce cas, on a ρ+π ≃ ρ+πχE/F
;

(δ) La liste au-dessus est complétée, et il n’existe pas d’isomorphisme entre représentations provenant de familles

différentes.

Proposition 4.10. Soit ρ+ une représentation irréductible du groupe G+, nous décrivons sa contragrédiente ci-

dessous :

(1) si ρ+ = ρ+λ,σ, où λ, σ ∈ Irr(F×) satisfaisant à λσ−1
, χE/F , | · |±1

F
, χE/F | · |±1

F
, alors (ρ+λ,σ)∨ = ρ+

λ−1,σ−1 ;

(1’) si ρ+ = λ+ · ρ+
1,χE/F |·|−1

F

, où λ+ ∈ Irr(F×+), alors (λ+ · ρ+
1,χE/F |·|−1

F

)∨ = (λ+)−1 · ρ+1,χE/F |·|F ;

(2) si ρ+ = ψ+ · S tG+ , où ψ+ ∈ Irr(F×+), alors (ψ+ · S tG+ )∨ = (ψ+)−1 · S tG+ ;

(3) si ρ+ = ψ+ · ρ+1,χE/F
ou ψ+ · ρ−1,χE/F

, où ψ+ ∈ Irr(F×+), alors {(ψ+ · ρ+1,χE/F
)∨, (ψ+ · ρ−1,χE/F

)∨} = {(ψ+)−1 ·
ρ+1,χE/F

, (ψ+)−1 · ρ−1,χE/F
} ;

(4) si ρ+ = ψ+ · 1G+ , où ψ+ ∈ Irr(F×+), alors (ψ+ · 1G+ )∨ = (ψ+)−1 · 1G+ ;

(5) si ρ+ = ρ+
Θ

ou ρ−
Θ

attachée au caractère régulier Θ de E×, alors {(ρ+
Θ

)∨, (ρ−
Θ

)∨} = {ρ+
Θ−1 , ρ

−
Θ−1 } ;

(6) si ρ+ = ρ+π attachée à une représentation cuspidale π de G, alors (ρ+π )∨ = ρ+π̌ .

Démonstration. Ceci découle du Lemme 4.8 et du Théorème 4.9. �

En suite, nous citons la définition habituelle du changement de base entre Irr(G) et Irr(H) au sens de Langlands
dans [GL] , [L] et nous décrivons les fibres de cette application.

Proposition 4.11. Soient λ, σ, ψ ∈ Irr(F×),Λ,Σ,Ψ,Θ ∈ Irr(E×) telles que λ◦NE/F = Λ, σ◦NE/F = Σ, ψ◦NE/F = Ψ

et λσ−1
, |, |±1

F
.

(1) BcE/F : Irr(G) −→ Irr(H); π 7−→ Π.

(i) Si π = ψ · 1G, alors Π = Ψ · 1H .

(ii) Si π = πλ,σ avec λσ−1
, χE/F |, |±1

F
, alors Π = ΠΛ,Σ.

(iii) Si π = πλ,σ avec λσ−1 = χE/F |, |F , alors Π = Λ| · |−1/2
E
· 1H .

(iv) Si π = ψ · StG, alors Π = Ψ · StH .

(v) Si π = πΘ, où πΘ est la représentation de G associée au caractère régulier Θ de E× par la correspondance

de Langlands locale, alors Π = ΠΘ,Θσ .

(vi) Si π est cuspidale sans être du type πΘ, alors Π = BcE/F(π) est aussi cuspidale.

(2) Bc−1
E/F : Irr(H) −→ Irr(G);Π 7−→ ♭Π ;

(i) SiΠ = ΠΛ,Σ avecΛΣ−1
, |, |±1

E
, alors ♭Π = {πλ,σ, πχE/Fλ,σ, πλ,χE/Fσ, πχE/Fλ,χE/Fσ}, où on choisit deux caractères

λ, σ ∈ Irr(F×) satisfaisant à Λ = λ ◦ NE/F ,Σ = σ ◦ NE/F ;

(ii) Si Π = Ψ · StH , alors ♭Π = {ψ · StG, χE/Fψ · StG}, où on choisit un caractère ψ ∈ F× tel que Ψ = ψ ◦ NE/F .

(iii) Si Π = ΠΘ,Θσ , alors ♭Π = {πΘ, πΘσ }, où πΘ est une représentation de G attachée au caractère régulier Θ

de E× par la correspondance de Langlands locale.

(iv) Si Π est cuspidale, alors ♭Π = {π, χE/Fπ}, où π est une représentation cuspidale du groupe G.

(v) Si Π = Ψ · 1H , alors ♭Π = {ψ · 1G, χE/Fψ · 1G, ψ · πχE/F |·|1/2F
,|·|−1/2

F
, ψ · π|·|1/2

F
,χE/F |·|−1/2

F
}, où ψ est un caractère fixé

du groupe F× tel que Ψ = ψ ◦ NE/F .

Démonstration. (1) Ceci découle de [[GL]] et de [[L]].
(2) On peut obtenir le résultat après (1). �

4.1.2 La classification des représentations distinguées de GS O(M) et de GO(M)

Dans cette sous-sous-section, on désignera par F un corps non archimédien de caractéristique nulle et de
caractéristique résiduelle impaire, par E une extension quadratique de F, on note α 7−→ α l’involution de E/F.
Rappelons G = GL2(F), H = GL2(E). G sera vu comme sous-groupe de H. Soient Gal(E/F) = 〈σ〉, M =

{
(
y α
α −x

)
|x, y ∈ F, α ∈ E} ; q(m) := − det(m) pour m ∈ M. Soit GO(M) le groupe de similitudes de l’espace

quadratique (M, q). On peut définir une application sign : GO(M) −→ {±1}, nous notons son noyau par GS O(M),

on a une suite exacte 1 −→ E×
a−→ F× × H

b−→ GS O(M) −→ 1 où a(e) = (NE/F(e), e−1). Le groupe GO(M)
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est simplement GS O(M) ⋊ σ, où σ agit sur M par permutation. Chaque représentation irréductible de GS O(M)
est bien déterminée par une représentation Π de H et un autre caractère χ de F× tels que χ ◦ NE/F = ωΠ, où
ωΠ est le caractère central de la représentation Π, c’est-à-dire que si on choisit un caractère χ satisfaisant à χ ◦
NE/F = ωΠ pour Π ∈ Irr(H), alors on peut obtenir deux représentations irréductibles de GS O(M), notée (Π, χ)E×

et (Π, χχE/F)E× .
Rappelons quelques définitions pour étudier les représentations du groupe GS O(M). Si m un élément de M, nous
notons m⊥ l’ensemble orthogonal de m dans M.

Définition 4.12. Soit δ = (Π, χ)E× une représentation irréductible de GS O(M).
(1) On dit que δ est invariante, si Π est σ-invariante.

(2) On dit que δ est distinguée générique, si Π est σ-invariante et qu’il existe un élément anisotrope m de M tel

que HomS O(m⊥)(δ, 1S O(m⊥)) , 0.

(3) On dit que δ est distinguée, si Π est distinguée générique ou bien Π est σ-invariante et de dimension 1.

Soient m0,m1 deux éléments anisotropes de M. Notons m0(resp. m1) l’espace engrendré par m0(resp. m1).
On peut définir i0,1 : m0 −→ M envoyant m0 vers m1. Par le Théorème de Witt, le homomorphisme i0,1 peut se
prolonger en un isomorphisme de M et i0,1 ∈ GO(M), cela implique que i0,1(m⊥0 ) = m⊥1 . On sait que la dimension
de m⊥0 ou m⊥1 est 3, donc on peut supposer que i0,1 est dans GS O(M). En utilisant l’isomorphisme i0,1, on définit

les isomorphismes S O(m⊥0 )
∼−→ S O(m⊥1 ); g 7−→ i0,1gi−1

0,1 et HomS O(m⊥0 )(δ, 1) ≃ HomS O(m⊥1 )(δ, 1); f 7−→ f i0,1 , où
f i0,1 (v) := f (δ(i0,1)−1v), alors la définition de la répresentation distinguée générique ne dépendent pas de choix de
m.

Maintenant, supposons E = F(
√
ξ) ; nous choisissons m = m0 :=

(
0

√
ξ

−
√
ξ 0

)
∈ M, S O(m⊥0 ) = {h ∈ S O(M)|h ·

m0 = m0}. D’abord, supposons h =

(
a b

c d

)
∈ S L2(E) ∩ S O(m⊥0 ), la condition h · m0 = m0 se traduit par 1 =

h

(
0

√
ξ

−
√
ξ 0

)
h

t
(

0 −
√
ξ−1

√
ξ−1 0

)
=

(
a b

c d

) (
d −b

−c a

)
; ce qui implique que h ∈ S L2(F). De plus, supposons

h = (s,

(
1 0
0 t

)
) ∈ S O(M) où s ∈ F×, t ∈ E× satisfaisant à s2 NE/F(t) = 1. La condition h · m0 = m0 se traduit par

1 = s

(
1 0
0 t

) (
0

√
ξ

−
√
ξ 0

) (
1 0
0 t

) (
0 −

√
ξ−1

√
ξ−1 0

)
= s

(
1 0
0 t

) (
0 1
−1 0

) (
1 0
0 t

) (
0 −1
1 0

)
= s

(
t 0
0 t

)
, cela implique

que s = t−1 = t
−1 ∈ F×. Finalement, on obtient que S O(m⊥0 ) = {h ∈ S O(M)|h = (det g−1, g) avec g ∈ G}.

Soient δ = (Π, χ)E× , h = (det g−1, g) ∈ S O(m⊥0 ), on a δ((det g−1, g)) = δ((det g−1, 1))δ((1, g)) = χ(det g−1)Π(g).
Ce qu’implique que

HomS O(m⊥0 )(δ, 1) ≃ HomG(χ−1Π, 1) ≃ HomG(Π, χ).

Nous avons démontré la Proposition due à Hakim :

Proposition 4.13 (Hakim). Si (Π, χ)E× ∈ Irr(H), et Π est σ-invariante, alors (Π, χ)E× est distinguée générique ssi

HomG(Π, χ ◦ det) , 0.

Proposition 4.14. Soit Π ∈ Irr(H) une représentation irréductible de dimension 1 et Π ≃ Πσ, alors on a un et un

seul caractère χ de F× satisfaisant à χ ◦ NE/F = ωΠ tel que

HomG(Π, χ ◦ det) = 1.

Démonstration. Soit (Π, χ)E× ∈ Irr(GS O(M)) de dimension 1 qui est σ-invariante, on sait qu’il y a deux caractères
η et ηχE/F du groupe G de dimension 1 tels queΠ = η◦NE/F = ηχE/F◦NE/F et η2◦NE/F = χ◦NE/F , ce qui implique
que (ηχE/F)2 = η2 = χ ou η2 = (ηχE/F)2 = χχE/F et Π|G = η ◦ NE/F |G = η2 ◦ det. Donc HomG(Π, χ ◦ det) = 1 ssi
χ = η2 = (ηχE/F)2. �

Théorème 4.15 (Hakim-Flicker). Soit Π ∈ Irr(H) une représentation irréducible de dimension infinie qui est

σ-invariante, et soit χ un caractère de F× satisfaisant à χ ◦ NE/F = ωΠ. Alors les conditions ci-dessous sont

équivalentes :

(i) HomG(Π, χ ◦ det) , 0 ;

(ii) Pour tout caractère ζ de E× prolongeant χ, on a

ε(Π ⊗ ζ−1,
1
2
, ψ ◦ TrE/F) = χ(−1);
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(iii) Π = BcE/F(π) où ωπ = χχE/F .

Démonstration. Voir [ [R2], Page 783, Theorem 5.3]. �

Nous noterons IrrD(GS O(M))(resp. IrrDG(GS O(M))) les classes d’isomorphisme des représentations distin-
guées (resp. distinguées génériques) du groupe GS O(M). Le but principal de la sous-sous-section sera consacré
à déterminer les classes IrrDG(GS O(M)) et IrrD(GS O(M)). Si (Π, χ)E× ∈ IrrDG(GS O(M)), il faut que Π soit σ-
invariante, i.e. Π = BcE/F(π) pour quelque π ∈ Irr(G).

Proposition 4.16. Soient λ, σ, ψ ∈ Irr(F×),Λ,Σ,Ψ,Θ ∈ Irr(E×) telles que λ◦NE/F = Λ, σ◦NE/F = Σ, ψ◦NE/F = Ψ

et λσ−1
, | · |±1

F
.

(i) Si Π = ΠΛ,Σ ∈ Irr(H) et χ1, χ2 est les deux caractères de Irr(F×) satisfaisant à χi ◦ NE/F = ωΠ, on a

(Π, χi)E× ∈ IrrDG(GS O(M)) pour i = 1, 2.

(ii) Si Π = Ψ · S tH ,

(a) on a un caractère unique χ ∈ Irr(F×) satisfaisant à χ ◦ NE/F = ωΠ = Ψ
2 et HomG(Π, χ) , 0 ; En fait

χ = ψ2 ;

(b) (Π, χχE/F)E× ∈ IrrDG(GS O(M)), mais (Π, χ)E× < IrrDG(GS O(M)).
(iii) Si Π = ΠΘ,Θσ = BcE/F(πΘ), où πΘ est la représentation de G associée au caractère régulier Θ de E× par

la correspondance de Langlands locale,

(a) on a un caractère unique χ ∈ Irr(F×) satisfaisant à χ ◦ NE/F = ωΠ et HomG(Π, χχE/F) , 0 ; Dans ce

cas, χ = ωπΘ ;

(b) (Π, χχE/F)E× ∈ IrrDG(GS O(M)), mais (Π, χ)E× < IrrDG(GS O(M)).
(iv) Si Π = BcE/F(π) où Π, π sont cuspidales,

(a) on a un caractère unique χ ∈ Irr(F×) satisfaisant à χ ◦ NE/F = ωΠ et HomG(Π, χχE/F) , 0, en fait

χ = ωπ ;

(b) (Π, χχE/F)E× ∈ IrrDG(GS O(M)), mais (Π, χ)E× < IrrDG(GS O(M)).
(v) Si Π = Ψ · 1H avec Ψ = ψ ◦ NE/F ,

(a) on a un caractère unique satisfaisant à χ ◦ NE/F = ωΠ et HomG(Π, χ) , 0. Dans ce cas, χ = ψ2 ;

(b) (Π, χ)E× ∈ IrrDG(GS O(M)), mais (Π, χχE/F)E× < IrrDG(GS O(M)).

Démonstration. (i) Par la Proposition 4.13, on sait que (Π, χ)E× ∈ IrrDG(GS O(M)) si et seulement si HomG(Π, χ) ,
0. D’après la démonstration du Théorème 5.3 dans la page 783 de [R2], on sait que HomG(Π, χi ◦ det) , 0 pour les
deux caractères χi du groupe F× satisfaisant à χi ◦ NE/F = ωΠ.
(ii) D’après la Proposition 4.11 (2)(ii), on sait que Π = BcE/F(π), où π = ψ · StG, donc ωπ = ψ2. En appliquant le
Théorème 4.15, on a HomG(Ψ·StH , ωπχE/F) , 0 et aussi l’unicité de χ. La partie (b) découle alors de la Proposition
4.13.
(iii)—(iv) D’après [[HST], Page 400, Lemme 14] et la Propostion 4.11, on sait que Π = BcE/F(π) et ωπ est
déterminée uniquement par Π, en utilisant le Théorème 4.15 et le Lemme 14.4 de [HST], on trouve le résultat.
(v) C’est une conséquence de la Proposition 4.14. �

Nous décrivons maintenant les représentations distinguées génériques du groupe GS O(M). Soient λ, σ ∈
Irr(F×) satisfaisant à λσ−1

, | · |±1
F
, χE/F | · |±1

F
. Si Λ = λ ◦ NE/F ,Σ = σ ◦ NE/F , on a ΛΣ−1

, | · |±1
E

, on peut
leur associer une représentation Π = ΠΛ,Σ ∈ Irr(H) de caractère central ωΠ = ΛΣ = λσ ◦ NE/F ; on sait que
(ΠΛ,Σ, λσχE/F)E× ∈ IrrDG(GS O(M)), nous la noterons par δλ,σ ; soient ψ ∈ Irr(F×) et Ψ = ψ ◦ NE/F ; on a
(Ψ · StH , ψ

2χE/F)E× ∈ IrrDG(GS O(M)), notées ψ · StGS O(M). Comme ψ · StGS O(M) ≃ ψχE/F · StGS O(M), cela im-
plique qu’en fait la représentation est déterminée par ψ|F× , donc nous la noterons par ψ+ · StGS O(M), où ψ+ = ψ|G+ .
Soit Θ un caractère régulier de E×, on lui associe une représentation cuspidale πΘ du groupe G et une représen-
tation ΠΘ,Θσ = BcE/F(ΠΘ) du groupe H. On sait que (ΠΘ,Θσ , ωπΘχE/F) est dans IrrDG(GS O(M)), nous la noterons
par δΘ. Si π ∈ Irr(G) et BcE/F(π) ∈ Irr(H) sont cuspidales, on a (BcE/F(π), ωπχE/F) ∈ IrrDG(GS O(M)), nous la
noterons par δπ. Soit λ ∈ Irr(F×), on a (BcE/F(πλ,λχE/F |·|−1

F
), λ2| · |−1

F
)E× = (Λ| · |−1/2

E
· 1H , λ

2| · |−1
F

)E× ∈ IrrDG(GS O(M)),
nous la notons par λδ1,χE/F |·|−1

F
; comme λδ1,χE/F |·|−1

F
≃ λχE/Fδ1,χE/F |·|−1

F
, on voit que λδ1,χE/F |·|−1 est bien déterminée par

λ+ := λ|F×+ . D’ailleurs, nous la noterons par λ+ · δ1,χE/F |·|−1
F

. Par définition, on sait que λ+ · δ1,χE/F |·|−1
F
≃ λ+ · δχE/F ,|·|−1

F
≃

λ+ · δχE/F |·|−1
F
,1 ≃ λ+ · δ|·|−1

F
,χE/F

.

Proposition 4.17. Les classes d’isomorphisme des représentations distinguées génériques du groupe GS O(M)
seront décrites ci dessous :

(1) δλ,σ, où λ, σ ∈ Irr(F×) satisfait à λσ−1
, χE/F , | · |±1

F
, χE/F | · |±1

F
,

dans ce cas, on a δλ,σ ≃ δσ,λ ≃ δλχE/F ,σχE/F
≃ δσχE/F ,λχE/F

;
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(1’) λ+ · δ1,χE/F |·|−1
F

, où λ+ ∈ Irr(F×+) ;

(2) ψ+ · StGS O(M), où ψ+ ∈ Irr(F×+) ;

(3) λ+δ1,χE/F
, où λ+ ∈ Irr(F×+) ;

(4) δΘ, où Θ est un caractère régulier de E×, dans ce cas, on a Θ ≃ Θσ ;

(5) δπ, où π est une représentation cuspidale du groupe G qui n’est pas attachée à un caractère régulier

de E× par la correspondance de Langlands locale.

Dans ce cas, on a δπ ≃ δπχE/F
;

(6) Les isomorphismes décrits sont les seuls entre ces représentations.

Soient ψ ∈ Irr(F×),Ψ = ψ◦NE/F , on a la représentation (Ψ ·1H , ψ
2χE/F)E× qui est σ-invariante et de dimension

1. Par Définition 4.12, on sait que (Ψ · 1H , ψ
2χE/F)E× est distinguée, mais n’est pas distinguée générique. Comme

(Ψ ·1H , ψ
2χE/F)E× ≃ (ψχE/F ◦NE/F ·1H , (ψχE/F)2χE/F)E× , elle est bien déterminée par ψ|F×+ , donc nous la noterons

par ψ+ · 1GS O(M).

Proposition 4.18. Les classes d’isomorphisme des représentations distinguées du groupe GS O(M) sont décrites

ci-dessous :

(1) δλ,σ, où λ, σ ∈ Irr(F×) satisfait à λσ−1
, χE/F , | · |±1

F
, χE/F | · |±1

F
;

Dans ce cas, on a δλ,σ ≃ δσ,λ ≃ δλχE/F ,σχE/F
≃ δσχE/F ,λχE/F

;

(1’) λ+ · δ1,χE/F |·|−1
F

, où λ ∈ Irr(F×+) ;

(2) ψ+ · StGS O(M), où ψ+ ∈ Irr(F×+) ;

(3) ψ+ · δ1,χE/F
, où ψ+ ∈ Irr(F×+) ;

(4) ψ+ · 1GS O(M), où ψ+ ∈ Irr(F×+) ;

(5) δΘ, où Θ est un caractère régulier de E×.

Dans ce cas, on a Θ ≃ Θσ ;

(6) δπ, où π est une représentation cuspidale du groupe G non attachée à un caractère régulier par la

correspondance de Langlands locale.

Dans ce cas, on a δπ ≃ δπχE/F
;

(7) Les isomorphismes décrits sont les seuls entre ces représentations.

Pour l’instant, nous connaissons la classification des représentations distinguées du groupe GS O(M). Pour
la suite, nous aurons besoin de décrire les représentations irréductibles du groupe GO(M). Soient h0 ∈ GO(M)
et h2

0 = 1, n’appartenant par à GS O(M). On a GO(M) ≃ GS O(M) ⋊ {1, h0}. Si on regarde GS O(M) comme

F× × H/a(E×), alors on peut choisir σ comme h0 et l’action est définie par σ((t × h)) := (t × hσ).

Proposition 4.19. (1) Soit δ ∈ Irr(GS O(M)) une représentation invariante, alors IndGO(M)
GS O(M) δ est réductible.

(2) Soient δ ∈ Irr(GS O(M)) une représentation distinguée générique et m un élément anisotrope de M,

tels que HomS O(m⊥)(Π, 1S O(m⊥)) , 0, alors il existe une composante unique de IndGO(M)
GS O(M) δ, notée δ+ tel que

HomO(m⊥)(δ+, 1O(m⊥)) , 0 ; on note l’autre composante par δ−.

Démonstration. (1) Ceci découle de la théorie de Clifford.
(2) Par le résultat dans la page 20 de [R2], on a HomS O(m⊥)(δ, 1) = 1, en appliquant le Théorème Réciproque
de Frobenius, on obtient HomO(m⊥)(IndGO(M)

GS O(M) δ, 1) ≃ HomO(m⊥)(IndO(M)
S O(M) δ, 1) ≃ HomO(m⊥)(IndO(m⊥)

S O(m⊥) δ, 1) ≃
HomS O(m⊥)(δ, 1) = 1, ce qui entraîne qu’il y a une composante unique δ+ telle que HomO(m⊥)(δ+, 1O(m⊥)) , 0. �

Remarque 4.20. (1) La définition de δ+ ne dépend par de choix de l’élément anisotrope m de M.

(2) Si δ = ψ+ · 1GS O(M) un élément de IrrD(GS O(m)) n’appartenant pas à IrrDG(GS O(M)), on sait qu’elle est

invariante de dimension 1, elle peut se prolonger en une représentation du groupe GO(M) définie par σ 7−→
χE/F(−1). On la note par ψ+ · 1+

GS O(M).

Démonstration. (1) Comme la définition de la représentation distinguée générique ne dépend par de choix de
l’élément anisotrope m de M, cela implique le résultat.
(2) Comme χE/F(−1)δ(hσ) = χE/F(−1)Ψ(det(h)σ) = χE/F(−1)Ψ(det(h)) = δ(h)χE/F(−1) pour h ∈ H, donc le
prolongement est bien défini. �

Soit δ ∈ IrrD(GS O(M)), on vient de définir une représentation δ+ du groupe GO(M) prolongeant δ. Nous
notons IrrD(GO(M)) l’ensemble de ces classes d’isomorphisme et en faisons la liste dans la Proposition suivante.

Proposition 4.21. Les δ′ ∈ IrrD(GO(M)) sont de la forme suivante :
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(1) δ′ = δ+λ,σ, où λ, σ ∈ Irr(F×) satisfont à λσ−1
, χE/F , | · |±1

F
, χE/F | · |±1

F
.

Dans ce cas, on a δ+λ,σ ≃ δ+σ,λ ≃ δ+λχE/F ,σχE/F
≃ δ+σχE/F ,λχE/F

;

(1’) δ′ = λ+ · δ+
1,χE/F |·|−1

F

, où λ+ ∈ Irr(F×+) ;

(2) δ′ = ψ+ · St+GS O(M), où ψ+ ∈ Irr(F×+) ;

(3) δ′ = ψ+ · δ+1,χE/F
, où ψ+ ∈ Irr(F×+) ;

(4) δ′ = ψ+ · 1+
GS O(M) , où ψ+ ∈ Irr(F×+) ;

(5) δ′ = δ+
Θ

où Θ est un caractère régulier de E×.

Dans ce cas, on a Θ ≃ Θσ ;

(6) δ′ = δ+π où π est une représentation cuspidale du groupe G non attachée à un caractère régulier de E× par

la correspondance de Langlands locale.

Dans ce cas, on a δπ ≃ δπχE/F
;

(7) Les isomorphismes indiqués sont les seuls entre les éléments listes.

4.1.3 Les résultats de Micheal Cognet

I Originaux Dans cette sous-sous-section, nous rappelons et précisons les résultats principaux dans [Co]. Dans
cette sous-sous-section, on désignera par F un corps local non archimédien de caractéristique différente de 2, par E

une extension quadratique de F, par G = GL2(F), par H = GL2(E), par Gal(E/F) = 〈σ〉. Soit M = {
(
y α
α −x

)
|x, y ∈

F, α ∈ E}, sur cet espace vectoriel sur F, on peut définir une forme q par :

q(m) := − det(m) où m ∈ M.

Soit GO(M) le groupe de similitudes de l’espace quadratique (M, q). On peut en montrer une application :

H −→ GO(M)

(h 7−→ (m 7→ hmh
t
)).

Micheal Cognet a étudié la représentation suivante :

Rψ((1, h)) f (m, u) = f (h−1m(h
t
)−1,NE/F(det(h))u), (3)

Rψ((

(
a 0
0 a−1

)
, 1)) f (m, u) = χE/F(a)|a|2F f (am, u), (4)

Rψ((

(
1 b

0 1

)
, 1)) f (m, u) = ψ(ubq(m)) f (m, u), (5)

Rψ((

(
1 0
0 t

)
, 1)) f (m, u) = |t|−1

F f (m, t−1u), (6)

Rψ((

(
0 1
−1 0

)
, 1)) f (m, u) = γ(uq)

∫

M

f (n, u)ψ(uq(m, n))|u|2Fdn, (7)

où f ∈ S(M × F×),m ∈ M; b ∈ F; u, a ∈ F× ; de plus q(m, n) = q(m + n) − q(m) − q(n) et γ(uq) est le facteur de
Weil associé à la forme uq [cf. [W]].

Pour f dans S(M × F×), on définit sa transformée de Fourier f̃ par rapport à y qui appartient à S(F2 × E × F×) :

f̃ (x, y, b, u) =
∫

F

f (

(
v b

b −x

)
, u)ψ(vuy)|u|−1/2

F
dv,

où |u|−1/2
F

dv est la mesure de Haar sur F autoduale pour ψu.

Par l’isomorphisme de S(M × F×) dans S(F2 × E × F×) qui à f associe f̃ , on peut définir une autre représentation
R̃ de G × H sur S(F2 × E × F×) par :

R̃((g, h)) f̃ := ˜R(g, h) f .

Evidemment , (Rψ,G × H,S(M × F×)) est isomorphe à (R̃,G × H,S(F2 × E × F×))).
Soit ψ− le caractère de F défini par ψ−(x) := ψ(−x). Soit π une représentation irréductible de dimension infinie de
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G, réalisée dans son modèle de Whittaker W
ψ−

π relatif au caractère continu non trivial ψ−.
Pour f appartenant à S(M × F×), W à W

ψ−

π et h à H, on définit la fonction

Bh
f ,W : G −→ C;

g 7−→ W(g)R̃(g, h) f̃ ((0, 1, 1, 1)).

On sait que la fonction Bh
f ,W a de bonnes proprétés ; en particulier elle est intégrable sur N rG [cf. [Co]].

On définit la fonction

A f ,W : H −→ C;

h 7−→
∫

NrG

Bh
f ,W (

·
g)d

·
g .

On définit l’espace

B = {A f ,W , f ∈ S(M × F×),W ∈ W
ψ−

π }.

Soit (Π,B) la représentation de H dont l’action est définie par translations à droite. Après une analyse difficile,
Micheal Cognet a démonté le théorème suivant :

Théorème 4.22 (Micheal Cognet). Soient λ, σ, ψ ∈ Irr(F×),Λ,Σ,Ψ,Θ ∈ Irr(E×) telles que λ◦NE/F = Λ, σ◦NE/F =

Σ, ψ ◦ NE/F = Ψ et |λσ−1| = | · |s
F

avec Res ≧ 0 ; supposons λσ−1
, |, |F .

(1) Si π = πλ,σ, alors Π = ΠΛ,Σ.

(2) Si π = ψ · StG, alors Π = Ψ · StH .

(3) Si π = πΘ où πΘ est la représentation de G associée au caractère régulier Θ de E× par la correspondence

de Langlands locale, alors Π = ΠΘ,Θσ .

(4) Si π est cuspidale sans être du type πΘ, alors Π = BcE/F(π).

II. Analyse des résultats de Cognet Comment comprendre le Théorème 4.22 ? On peut espérer qu’il s’exprime
avec les quotients irréductibles de la représentation Rψ ; nous expliquons les détails ci-dessous.

Pour trouver les quotients de la représentation (R̃,G × H,S = S(F2 × E × F×)), d’abord, nous choisissons une
représentation irréductible (π,V) du groupe G de dimension infinie. Soit π̌ sa contragrédiente, nous notons son plus
grand quotient π̌-isotypique par Sπ̌. Supposons que Sπ̌ ≃ π̌ ⊗ π′ où π est une représentation lisse de H. On réalise
π dans son modèle de Whittaker W

ψ−
π .

Proposition 4.23. La représentation (π̌ ⊗ π′,G × H,Sπ̌) est lisse admissible.

Démonstration. On a vu que π̌′ ≃ HomG(R̃, π)∞ comme H-représentation [cf. subsection 2.2]. Par le Lemme
4.35, nous remplaçons R̃ par πΓ0

ψ = c − IndG×H
Γ0

(
ρψ|Γ0

)
. Comme G/G+ et GO(M)/H sont des groupes finis. Par le

Théorème Réciproque de Frobenius, il suffit de montrer que HomG+
(
c−IndG+×GO(M)

Γ
ρψ, π

+)∞ est une représentation
admissible du groupe GO(M) pour π+ ∈ Irr(G+). On a les relations

Γ ∩ (
G+ × 1

)
= S L2(F) × 1,

et

G+ ×GO(M)/Γ ≃ G+/S L2(F) ≃ NE/F(E×).

Il en résulte que

HomG+ (c − IndG+×GO(M)
Γ

ρψ, π
+)

Pro. 4.72≃ HomG+ (c − IndG+

S L2(F) ρψ, π
+)

Thm.4.70 et Lem.4.69≃ HomS L2(F)(ρψ, π
+)

comme O(M)-représentation. On aussi sait que π+|S L2(F) est semi-simple et ♯RS L2(F)(π+) ≤ 4. Par le résultat de
Waldspurger, on sait que HomS L2(F)(ρψ, π+)∞ est une représentation de longeur finie du groupe O(M). Soit f un
élément de HomG+

(
c−IndG+×GO(M)

Γ
ρψ, π

+
)∞. Si f est fixé par un sous-groupe ouvert compact K de GO(M), alors il

est aussi fixé par K∩O(M). Donc on trouve que HomG+ (c− IndG+×GO(M)
Γ

ρψ, π
+)∞ est une représentation de longeur

finie du groupe GO(M). Par le Théorème de Howe, on obtient le résultat. �
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Pour un moment, nous fixons un élément h0 ∈ H. Par définition, on sait que la fonction :

Bh0 =

∫

NrG

B
h0
−,− : π ⊗ S(F2 × E × F×) −→ C;

W ⊗ f̃ 7−→
∫

NrG

B
h0

f ,W
(ġ)dġ,

appartient à HomG(π ⊗ S,C). Parce que, pour g1 ∈ G,W ∈ W
ψ−
π , f̃ ∈ S(F2 × E × F×), on a

∫

NrG

B
h0
−,−

(
R̃((g1, 1))(W ⊗ f̃ )

)
=

∫

NrG

B
h0

Rψ((g1,1))( f ),π(g1)W (ġ)dġ

=

∫

NrG

W(gg1)R̃(gg1, h0) f̃ ((0, 1, 1, 1))dġ =

∫

NrG

W(g)R̃(g, h0) f̃ ((0, 1, 1, 1))dġ

=

∫

NrG

B
h0

f ,W
(g)dġ =

∫

NrG

B
h0
−,−

(
(W ⊗ f̃ )

)
.

On sait que
(π′)∨ ≃ HomG(V̌ ⊗ S,C)∞

comme représentation du groupe H. Maintenant, nous pouvons écrire précisément l’action :

Supposons F un élément de HomG(V̌ ⊗ S,C), alors
(
(π
′⋆)(h)F

)
(W ⊗ f̃ ) := F(W ⊗ R̃((1, h−1)) f̃ ). En particulier,

F = Bh0 :=
∫

NrG
B

h0
−,− ∈ HomG(V̌ ⊗ S,C), pour h0 ∈ H. On a

(π
′⋆(h)(Bh0 ))(W ⊗ f̃ ) =

(
(π
′⋆)(h)

∫

NrG

B
h0
−,−

)
(W ⊗ f̃ )

=

∫

NrG

B
h0
−,−(W ⊗ R̃((1, h−1)) f̃ ) =

∫

NrG

B
h0

Rψ(1,h−1) f ,W
(g)dġ

=

∫

NrG

W(g)R̃((g, h0)R̃((1, h−1)) f̃ ((0, 1, 1, 1))dġ

=

∫

NrG

W(g)R̃(g, h0h−1) f̃ ((0, 1, 1, 1))dġ =

∫

NrG

B
h0h−1

f ,W
(g)dġ

=

∫

NrG

B
h0h−1

−,− (W ⊗ f̃ ) = Bh0h−1
(W ⊗ f̃ ),

ce qui implique que (π
′⋆)(h)Bh0 = Bh0h−1

.

Nous voulons obtenir des éléments lisses dans HomG(V̌ ⊗ S,C)⋆. Pour achever ce but, nous considérons l’élé-
ment suivant : ∫

NrG

BK
−,− : V̌ ⊗ S −→ C

W ⊗ f̃ 7−→
∫

K

∫

NrG

Bh
f ,W (ġ)dġdh,

pour tout sous-ensemble compact et ouvert K de H. Ici, nous fixons une mesure dh de H. Comme f̃ est une fonc-
tion de Bruhat-Schwartz, on sait que l’application est bien définie. Soit k ∈ K, on sait que K est un voisinage ouvert
du point k, par la structure de H, il existe un sous-groupe compact-ouvert K1 de H, tel que kK1 ⊂ K. Il en résulte
que

∫
NrG

BKk
f ,W =

∫
NrG

BK
f ,W pour k ∈ K1.

Notons A le C-espace vectoriel engendré par les éléments BK =
∫

NrG
BK
−,− pour tout sous-ensemble compact

ouvert K de H. Nous pouvons définir une représentation (Π∨,A) du groupe H. Comme

Π∨(h)(
∑

i

ciB
Ki ) =

∑

i

ciB
Kih

−1

pour h ∈ H, ci ∈ C et Ki des sous-ensembles compacts ouverts de H. Si
∑

i ciB
Ki = 0, on a

Π∨(h)(
∑

i

ciB
Ki )(W ⊗ f̃ ) =

∑

i

ciB
Ki (W ⊗ ( ˜Rψ(1, h−1) f )) = 0.
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C’est-à-dire que la représentation Π∨ est bien définie. D’autre part, elle est lisse par construction.

D’ailleurs, nous savons la représentation (Π,B) de H. En fait, on peut définir une application bilinéaire sur A
et B :

〈, 〉 : A× B −→ C;

(BK , A f ,W ) 7−→
∫

K

∫

NrG

Bh
f ,W (ġ)dġdh.

On vérifie que elle est bien définie. De plus

〈Π∨(h0)BK ,Π(h0)A f ,W〉 = 〈BKh0h−1
,Π(h0)A f ,W〉

=

∫

K

∫

NrG

B
hh−1

0 h0

f ,W
(ġ)dġdh = 〈BK , A f ,W〉.

Si 〈BK , A f ,W〉 = 0 pour tout BK ∈ A, alors on a

0 =
∫

K

∫

NrG

Bh
f ,W (ġ)dġdh =

∫

K

∫

NrG

W(g)R̃(g, h) f̃ ((0, 1, 1, 1))dġdh,

pour tous éléments fixés W ∈ W
ψ−

π , f ∈ S(M × F×), h0 ∈ H ; il existe un sous-groupe compact ouvert K de H tel
que R̃(1, h) f̃ = f̃ pour tout h ∈ K. Cela implique que 0 =

∫
NrG

W(g)R̃(g, h) f̃ ((0, 1, 1, 1))µ(K). Donc A f ,W (h0) = 0,
il en résulte que A f ,W = 0. D’autre part, supposons 〈BK , A f ,W〉 = 0 pour tout A f ,W ∈ B, donc nous trouvons que
BK = 0. En fin, nous démontrons que Π∨ ⊂ Π⋆ et Π ⊂ Π⋆∨. Ces deux représentations sont lisses, donc on obtient :

Lemme 4.24. Π∨ ≃ Π∨.

Proposition 4.25. Il existe non trivial élément f ∈ HomH(π′,Π) tel que la suite π′
f
−→ Π −→ 0 est exacte.

Démonstration. Par le Théorème 4.23, on sait que π′ est admissible, ce qui implique que (π′)∨∨ ≃ π′. Comme
(Π∨,A) est une sous-représentation de (Π′)∨, donc on obtient que Π∨ est une sous-représentation de (π′)∨, ce qui
montre le résultat. �

Théorème 4.26. HomG×H(S, π ⊗ BcE/F(π̌)) , 0 pour toute représentation irréductible de dimension infinie de G.

Démonstration. Par le Lemme 2.17, on a HomG×H

(S, π ⊗ BcE/F(π̌)
) ≃ HomH(π′,BcE/F(π̌)). Donc on trouve le

résultat après le Théorème 4.22 et la Proposition 4.25. �

Néanmoins, pour obtenir que les quotients irréductibles de la représentation Rψ sont tous de la forme π⊗BcE/F(π),
on peut passage à un isomorphisme. Nous donnons quelques lemmes pour expliquer les détails.

Soient G1,G2 deux groupes localement compacts totalement discontinus, (π, S ) une représentation lisse de G1×G2.
Si (π1,V1) est une représentation admissible irréductible de G1, nous notons par S π1 son plus grand quotient π1-
isotypique. Soient µ un automorphisme du groupe G2. On définit une autre représentation πµ de G1 × G2 par
πµ(g1, g2) = π(g1, µ

−1(g2)).

Lemme 4.27. Soient S π1 ≃ π1 ⊗ π2, S
µ
π1
≃ π1 ⊗ π′2, alors π′2 ≃ π

µ
2 où π

µ
2(g2) := π2

(
µ−1(g2)

)
pour g2 ∈ G2.

Démonstration. Nous rappelons que la construction des représentations π2, π
′
2 dans la sous-section 2.2, S π =

S/S [π1] où S [π1] = ∩ f ker( f ) pour f parcourt HomG1 (S ,V1), de plus π2 ≃ (V̌1 ⊗ S π1 )G1 le plus grand quotient de
V̌1 ⊗ S π1 . Comparant le résultat du lemme 2.14, on voit que π′2 ≃ π

µ
2 comme C-espace vectoriel. Et l’action de G2

dans π2, π
′
2 provient de celle de π, πµ, d’où le résultat. �

Corollaire 4.28. Il existe une bijection µ : HomG1×G2 (S , π1 ⊗ π2) −→ HomG1×G2 (S µ, π ⊗ πµ2).

En certain cas, on peut choisir un automorphisme µ de G2 pour obtenir les quotients désirés. Pour nous, il est utile
de modifier la définition de la représentation Rψ étudiée par Micheal Cognet. En ce cas, on peut prendre pour µ
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l’involution de Cartan θ : H −→ H; h 7−→ (ht)−1. En modifiant Rψ par θ, nous obtenons une représentation Rc
ψ. En

vue d’applications plus tard, nous écrivons les formules précisées ci-dessous :

Rc
ψ((1, h)) f (m, u) = f (htmh,NE/F(det(h)−1)u), (8)

Rc
ψ((

(
a 0
0 a−1

)
, 1)) f (m, u) = χE/F(a)|a|2F f (am, u), (9)

Rc
ψ((

(
1 b

0 1

)
, 1)) f (m, u) = ψ(ubq(m)) f (m, u), (10)

Rc
ψ((

(
1 0
0 t

)
, 1)) f (m, u) = |t|−1

F f (m, t−1u), (11)

Rc
ψ((

(
0 1
−1 0

)
, 1)) f (m, u) = γ(uq)

∫

M

f (n, u)ψ(uq(m, n))|u|2Fdn. (12)

Proposition 4.29. Pour la représentation Rc
ψ, on a

HomG×H(Rc
ψ, π ⊗ BcE/F(π)) , 0,

pour toute représentation irréductible de dimension infinie π de G.

Démonstration. Ceci découle du Théorème 4.26, du Lemme 4.27 et du Corollaire 4.28. �

Remarque 4.30. Si on change la forme q en −q, on obtient une autre représentation comme (Rc
ψ,H×G,S(M×F×)),

mais associée à la forme −q, notée −qRc
ψ. Par les formules (8)—(12), on connaît que cette représentation est

isomorphe à (Rc
ψ− ,H ×G,S(M × F×)) associée à la forme q, donc les résultats dans la Proposition 4.29 sont aussi

vrais par la représentation −qRc
ψ.

4.1.4 Les résultats de Brooks Roberts

Conversons les notations dans la sous-sous-sous section 4.1.3. On pose W = W1 ⊗M ; c’est un espace vectoriel
sur F de dimension 8, muni de la forme symplectique induite par celle de W1 et la forme q sur M. On notera ωψ la
représentation de Weil sur Mp(W) liée à ψ.

On définit le groupe intermédiaire :

Γ = {(g, h) ∈ G ×GO(M)|λ(g)λ(h) = 1}.

Par le Théorème 3.4, on peut trouver un homomorphisme Γ −→ Mp(W). Grâce à un tel homomorphisme
Γ −→ Mp(W), on obtient une représentation lisse sur Γ, notée ρψ, qui peut se réaliser dansS (M) par les for-
mules suivantes :
(i) g = (1, s), où s ∈ S L2(E),

ρψ(g) f (m) = f (stms);

(ii) g = (1, σ), où σ ∈ GO(M),
ρψ(g) f (m) = f (mσ);

(iii) g = (1, t), où t = b(t, 1, 1) ∈ GO(M),
ρψ(g) f (m) = f (tm);

(iv) g = (

(
1 b

0 1

)
, 1), où b ∈ F,

ρψ(g) f (m) = ψ(b det(m)) f (m);

(v) g = (

(
a 0
0 a−1

)
, 1), où a ∈ F×,

ρψ(g) f (m) = χE/F(a)|a|2F f (am);
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(vi) g = (

(
0 1
−1 0

)
, 1),

ρψ(g) f (m) = γ(q)
∫

M

f (n)ψ(q(m, n))dn;

(vii) g = (g1, h1) avec h1 =

(
1 0
0 e

)
, g1 =

(
1 0
0 t

)
et t NE/F(e) = 1,

ρψ(g) f (m) = |NE/F(e)|F f (h−1t
1 m(h1));

où χE/F est le caractère quadratique de F× de noyau NE/F(E×) ; de plus γ(q) est le facteur de Weil associé à la
forme quadratique q, et dn est la mesure de Haar duale par ψ, et q(m, n) = q(m + n) − q(m) − q(n).

On définit
πΓ,+ψ = c − IndG+×GO(M)

Γ
ρψ.

Cette représentation peut se réaliser dansS(M × F×+) par les formules suivantes :

πΓ,+ψ ((1, h)) f (m, u) = |NE/F(det(h))|F f (htm(h),NE/F(det(h)−1)u). (13)

πΓ,+ψ ((1, σ)) f (m, u) = f (mσ, u). (14)

πΓ,+ψ ((1, t)) f (m, u) = |t2|F f (tm, t−2u). (15)

πΓ,+ψ ((

(
a 0
0 a−1

)
, 1)) f (m, u) = χE/F(a)|a|2F f (am, u). (16)

πΓ,+ψ ((

(
1 b

0 1

)
, 1)) f (m, u) = ψF(bu det(m)) f (m, u). (17)

πΓ,+ψ ((

(
1 0
0 t

)
, 1)) f (m, u) = f (m, ut−1). (18)

πΓ,+ψ ((

(
0 1
−1 0

)
, 1)) f (m, u) = γ(uq)

∫

M

f (n, u)ψF(uq(m, n))|u|2Fdn. (19)

Proposition 4.31. πΓ,+ψ est une représentation de bigraphe forte.

Démonstration. Ceci découle du Théorème 3.16. �

On pose RG+ (π
Γ,+
ψ ) = {π ∈ Irr(G+)|HomG+ (π

Γ,+
ψ , π) , 0} et RGO(M)(π

Γ,+
ψ ) = {σ ∈ Irr(GO(M))|HomGO(M)(π

Γ,+
ψ , σ) ,

0}.

Théorème 4.32 (Brooks Roberts). RGO(M)(π
Γ,+
ψ ) = IrrD(GO(M)) où IrrD(GO(M)) est constitué par les représenta-

tions σ+ définies dans la Proposition 4.21, et σ parcourt IrrD(GS O(M)).

Démonstration. Ceci découle de [ [R2], Page 27, Theorem 7.4] �

La relation entre les représentations étudiées par B.Roberts et M.Cognet D’abord, reprenons quelques déf-
initions dans la sous-sous-section 4.1.3. La représentation Rc

ψ de G × H peut se prolonger en une représentation
du groupe G × GS O(M), encore notée Rc

ψ . L’action est donnée par les formules (8)—(12), et complétées par la
formule suivante :
Soit t ∈ F×, on note t l’image de (t, 1) dans GS O(M) par l’homomorphisme F× × H −→ GS O(M) ; alors

Rc
ψ((1, t)) f (m, u) := f (tm, t−2u). (20)

Remarque 4.33. On peut voir Rc
ψ((1, t))

(
f
)
= χE/F(t)Rc

ψ((t, 1))
(
f
)

par les formules (9),(11), (20).

Proposition 4.34. Pour la représentation (Rc
ψ,G ×GS O(M),S(M × F×)), on a

HomG×GS O(M)

(
Rc
ψ, π ⊗

(
BcE/F(π), χE/Fωπ

)
E×

)
, 0,

pour toute représentation lisse irréductible π du groupe G de dimension infinie.
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Démonstration. Par le Corollaire 4.29, on a HomG×H(Rc
ψ, π ⊗ BcE/F(π)) , 0. Soit 0 , F ∈ HomG×H(Rc

ψ, π ⊗
BcE/F(π)). En utilisant la Remarque 4.33, on a F(Rc

ψ((1, t) f ) = χE/F(t)F(Rc
ψ(t, 1) f ) = ωπ(t)χE/F(t)F( f ), ce qui

implique le résultat. �

Ensuite, rappelons que nous avons défini le groupe intermédiaire :

Γ0 = {(g, h) ∈ G+ ×GS O(M)|λ(g)λ(h) = 1}
qui est un sous-groupe de Γ.
On peut définir encore une autre représentation

πΓ0,+
ψ = c − IndG+×GS O(M)

Γ0
(ρψ|Γ0 ).

Donc on a
πΓ,+ψ |G+×GS O(M) ≃ πΓ0,+

ψ .

Nous aussi noterons πΓ0
ψ = c − IndG×GS O(M)

Γ0
(ρψ|Γ0 ). Soit | · |F ∈ Irr(F×), elle donne une représentation irréductible

du groupe G, notée aussi | · |F . De la même manière, nous notons | · |E ∈ Irr(H) la représentation irréductible de
dimension 1 du groupe H associée à | · |E ∈ Irr(E×), on obtient ainsi une représentation irréductible (| · |E , | · |2F)E×

du groupe GS O(M).

Lemme 4.35. La représentation | · |F ⊗ (| · |E , | · |2F)E× · Rc
ψ est isomorphe à πΓ0

ψ comme représentation du groupe

G ×GS O(M).

Démonstration. On sait que la représentation (πΓ0
ψ ,G×GS O(M)) peut se réaliser dans S(M×F×) par les formules

(13), (15)—(19). En comparant avec (8)—(12) et (20), on trouve le résultat. �

Corollaire 4.36. Pour la représentation πΓ0
ψ , on a

HomG×GS O(M)

(
πΓ0
ψ , π ⊗

(
BcE/F(π), χE/Fωπ

)
E×

)
, 0

pour toute représentation lisse irréductible π du groupe G de dimension infinie.

Démonstration. Par la Proposition 4.34, on a HomG×GS O(M)

(
Rc
ψ, π ⊗

(
BcE/F(π), χE/Fωπ

)
E×

)
, 0 pour toute

représentation irréductible π du groupe G de dimension infinie. On voit que | · |F ·π⊗
(

BcE/F(| · |F ·π), χE/Fω|·|F ·π
)

E× =

| · |F ⊗ (| · |E , | · |2F)E× · π ⊗
(

BcE/F(π), χE/Fωπ
)

E× . D’après le Lemme 4.35, on trouve le résultat. �

Proposition 4.37. Pour la représentation πΓ,+ψ = c − IndG+×GO(M)
Γ

ρψ, on a

HomG+×GO(M)

(
πΓ,+ψ , π ⊗

(
BcE/F(π), χE/Fωπ

)+
E×

)
, 0

pour toute représentation lisse irréductible π du groupe G de dimension infinie.

Démonstration. Par [Appendice lemme 4.68], on voit aisément que tous les groupes concernés sont unimodulaires.

Par le corollaire 4.36, HomG×GS O(M)

(
πΓ0
ψ = c − IndG×GS O(M)

Γ0
(ρψ|Γ0 ), π ⊗

(
BcE/F(π), χE/Fωπ

)
E×

)
n’est pas nul. Donc

0 , HomG×GS O(M)

(
πΓ0
ψ = c − IndG×GS O(M)

Γ0
(ρψ|Γ0 ), π ⊗

(
BcE/F(π), χE/Fωπ

)
E×

)

≃ HomΓ0

(
ρψ|Γ0 , π ⊗

(
BcE/F(π), χE/Fωπ

)
E×

)

≃ HomG+×GS O(M)

(
πΓ0,+
ψ = c − IndG+×GS O(M)

Γ0
(ρψ|Γ0 ), π ⊗

(
BcE/F(π), χE/Fωπ

)
E×

)

≃ HomG+×GS O(M)

(
ResG+×GO(M)

G+×GS O(M) c − IndG+×GO(M)
Γ

ρψ, π ⊗
(

BcE/F(π), χE/Fωπ
)

E×

)

≃ HomG+×GO(M)

(
πΓ,+ψ = c − IndG+×GO(M)

Γ
ρψ, π ⊗ IndGO(M)

GS O(M)

(
BcE/F(π), χE/Fωπ

)
E×

)
.

Par le Théorème 4.32, on sait que HomG+×GO(M)

(
πΓ,+ψ , π ⊗

(
BcE/F(π), χE/Fωπ

)−
E×

)
= 0 (cf. la défintion dans la

Proposition 4.19), ce qui implique HomG+×GO(M)

(
πΓ,+ψ , π ⊗

(
BcE/F(π), χE/Fωπ

)+
E×

)
, 0. �
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4.2 Exemples proposés par Guy Henniart I Cas d’un corps non archimédien

4.2.1 GL2(F) ×GL2(F) ×GL2(F)

Dans cette sous-sous-section, on désignera par F un corps local non archimédien de caractèristique nulle
et de caractéristique résiduelle impaire, par G le groupe GL2(F). Soient V un espace vectoriel de dimension
2 sur F, muni d’une forme symplectique non dégénérée 〈, 〉1, A = {e1, e2} une base symplectique de V , i.e.
〈e1, e2〉1 = 1, 〈e2, e1〉1 = −1. On fixera un caractère non trivial ψ de F.

Posons W = V ⊗F V ⊗F V . C’est un espace vectoriel de dimension 8 sur F, muni d’une forme symplectique
〈, 〉, définie par 〈v1 ⊗ v2 ⊗ v3,w1 ⊗ w2 ⊗ w3〉 := 〈v1,w1〉1〈v2,w2〉1〈v3,w3〉1. On notera ωψ la représentation de Weil
sur Mp(W) liée à ψ et Γ0 = {(g1, g2, g3) ∈ GL(V) ×GL(V) ×GL(V)| det(g1g2g3) = 1}.

Les groupes Dans ce cas, on prend W1 = V , donc S p(W1) ≃ S L(V), GS p(W1) ≃ GL(V). Posons W2 = V ⊗F V ;
c’est un espace orthogonal sur F de dimension 4, muni de la forme 〈, 〉1 ⊗ 〈, 〉1, alors on a une suite exacte

1 −→ F×
a−→

(
GL(V) ×GL(V)

)
⋊ S 2 −→ GO(W2) −→ 1

où l’élément non trivial s de S 2 agit sur W2 ≃ V ⊗ V par permutation des deux facteurs, et (g1, g2)(v1 ⊗ v2) :=
g1v1 ⊗ g2v2 pour gi ∈ G, vi ∈ V ; et a(e) = (e, e−1). Il en résulte un diagramme

1 1 1
↓ ↓ ↓

1 −→ F× −→ H0 −→ O(W2) −→ 1
‖ ↓ ↓

1 −→ F× −→
(
GL(V) ×GL(V)

)
⋊ S 2 −→ GO(W2) −→ 1

↓ ↓ λ ↓ λ
1 −→ 1 −→ F× = F× −→ 1

↓ ↓ ↓
1 1 1

où H0 = {(g1, g2, s)|gi ∈ GL(V), s ∈ S 2 et det(g1g2) = 1}
On notera :

Γ = {(g, h) ∈ GL(V) × [
(
GL(V) ×GL(V)

)
⋊ S 2]|λ(g)λ(h) = 1},

qui contient Γ0.

Les représentations Comme W = W1 ⊗F W2 est une décomposition en produit tensoriel, (S L(V = W1),O(W2))
est une paire réductive duale de S p(W). Soit Õ(W2) l’image réciproque de O(W2) dans S̃ p(W). Comme dimF W2 =

4, on a vu que Õ(W2) est scindé au-dessus O(W2). Etant donné un homomorphisme S L(V)×O(W2)
t−→ S̃ p(W), on

obtient une représentation lisse ωt
ψ(dépendant en t) du groupe S L(V)×O(W2). Au-dessus, on a un homomorphisme

surjectif H0 ։ O(W2). Cela permet de donner une représentation lisse du groupe S L(V) × H0, notée ρt
ψ. Par le

Théorème 3.4, ρt
ψ peut se prolonger en une représentation du groupe Γ.

Proposition 4.38. πΓ,tψ := c − Ind
GL(V)×

(
GL(V)×GL(V)

)
⋊S 2

Γ
ρt
ψ est une représentation de bigraphe forte.

Démonstration. Ceci est un exemple dans le Théorème 3.16. �

Réalisation de ρt
ψ Posons une polarisation complète W = Y ⊕ Y⋆ où Y = Fe1 ⊗F V ⊗F V; Y⋆ = Fe2 ⊗F V ⊗F V .

Notons S (Y⋆) l’espace des fonctions de Schwartz-Bruhat sur Y⋆. La représentation de Weilωψ peut se réaliser dans
S (Y⋆). Par la base donnée A ci-dessus , on peut identifier S L(V)( resp. GL(V)) à S L2(F) (resp. G). Choisissons
une base symplectique BY⊕Y⋆={y11 = e1 ⊗ e1 ⊗ e1,y12 = e1 ⊗ e1 ⊗ e2,y21 = e1 ⊗ e2 ⊗ e1,y22 = e1 ⊗ e2 ⊗ e2 ;y⋆11 =

e2 ⊗ e2 ⊗ e2,y⋆12 = −e2 ⊗ e2 ⊗ e1,y⋆21 = −e2 ⊗ e1 ⊗ e2,y⋆22 = e2 ⊗ e1 ⊗ e1} par Y ⊕ Y⋆. Nous identifions ainsi
l’espace vectoriel Y⋆ sur F à l’anneau des matrices M = M2(F) et S (Y⋆) à S (M). De la même manière, par la base
{e1 ⊗ e1, e1 ⊗ e2, e2 ⊗ e1, e2 ⊗ e2}, identifions

(
GL(V)×GL(V)

)
⋊ S 2 à

(
G×G

)
⋊ S 2 et regardons Γ comme le groupe
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{
(
g1,

(
(g2, g3), s

))|gi ∈ G, s ∈ S 2, det(g1g2g3) = 1} et Γ0 comme le groupe {(g1, g2, g3) ∈ G×G×G| det(g1g2g3) = 1}.

Donc grâce à un tel homomorphisme Γ −→ S̃ p(W), nous obtenons une représentation ρψ de Γ sur l’espace S (M)
par les formules suivantes :

ρψ

(( (a 0
0 a−1

)
, 1

))
f (m) = |a|2 f (am), (21)

ρψ

(( (1 b

0 1

)
, 1

))
f (m) = ψ(b det(m)) f (m), (22)

ρψ

(( ( 0 1
−1 0

)
, 1

))
f (m) =

∫

n∈M2(F)
f (n)ψF(q(m, n))dn, (23)

ρψ

((
1, (1, s)

))
f (m) = f (mt), (24)

ρψ

(( (1 0
0 det(g2g3)−1

)
, (g2, g3)

))
f (m) = | det(g2g3)| f (gt

2 mg3), (25)

où a ∈ F×, b ∈ F,m, n ∈ M = M2(F), q(m, n) := m11n22 + m22n11 − m12n21 − m21n12 pour m =

(
m11 m12

m21 m22

)
, n =

(
n11 n12

n21 n22

)
dans M = M2(F), dn =

∏2
i, j=1 dµψ(ni j), f ∈ S (M), gi ∈ G, mt := la transposée de m, 1 , s ∈ S 2, µψ est

la mesure de Haar duale par ψ(cf.[BH]p138).

Remarque 4.39. Les formules (21)— (24) et (25) pour det(g2g3) = 1 précédentes viennent du modèle de

Schrödinger[ cf. [MVW], Page 40-41]. La formule (25) pour det(g2g3) quelconque vient de la démonstration du

Lemme 3.6.

Relèvement de Γ0 ⋊ S 3 D’abord, on a un homomorphisme Γ0 ⋊ S 3 −→ S p(W), on note ˜Γ0 ⋊ S 3 l’image ré-
ciproque de Γ0 ⋊ S 3 dans S̃ p(W). Nous allons montrer que ˜Γ0 ⋊ S 3 est scindé au-dessus Γ0 ⋊ S 3.

Posons une autre polarisation complète X = FV ⊗V ⊗ e1; X⋆ = FV ⊗V ⊗ e2. La représentation de Weil ωψ peut
aussi se réaliser dans S (X⋆) l’espace des fonctions de Schwartz-Bruhat sur X⋆. Si on choit une base symplectique
BX⊕X⋆ = {x11 = e1 ⊗ e1 ⊗ e1, x12 = e1 ⊗ e2 ⊗ e1, x21 = e2 ⊗ e1 ⊗ e1, x22 = e2 ⊗ e2 ⊗ e1 ; x⋆11 = e2 ⊗ e2 ⊗ e2, x

⋆
12 =

−e2 ⊗ e1 ⊗ e2, x
⋆
21 = −e1 ⊗ e2 ⊗ e2, x

⋆
22 = e1 ⊗ e1 ⊗ e2} par W = X ⊕ X⋆. Identifions l’espace vectoriel X⋆ sur

F à l’anneau des matrices M = M2(F) ( resp. S (X⋆) à S (M)). On peut construire un opérateur d’entrelacement

F : S (M)
BX⊕X⋆≃ S (X⋆) −→ S (Y⋆)

BY⊕Y⋆≃ S (M); f 7−→ F ( f ) oùF ( f )(

(
m11 m12

m21 m22

)
) :=

∫
F×F

f (

(
m11 m21

x y

)
)ψ(ym12−

xm22)dµψ(y)dµψ(x), ici µψ est la mesure de Haar duale sur F autoduale pour ψ(cf.[BH]p138).

Proposition 4.40. Si nous noterons G = F ◦ F l’endomorphisme de S (M), alors

(i) G( f )(

(
m11 m12

m21 m22

)
) =

∫
F×F

f (

(
m11 α
m12 β

)
)ψ(βm21 − αm22)dµψ(α)dµψ(β),

(ii) F ◦ G = G ◦ F = IdS (M).

Démonstration.

(i) G( f )(m) = F ◦ F ( f )(m) =
∫

F×F

F ( f )(

(
m11 m21

x y

)
)ψ(ym12 − xm22)dµψ(x)dµψ(y)

=

∫

F×F×F×F

f (

(
m11 x

α β

)
)ψ

(
βm21 − xm22 + y(m12 − α)

)
dµψ(x)dµψ(y)dµψ(α)dµψ(β)

=

∫

F×F

ψ(βm21 − xm22)dµψ(x)dµψ(β)
∫

F×F

f (

(
m11 x

α β

)
)ψ(y(m12 − α))dµψ(y)dµψ(α)

=

∫

F×F

f (

(
m11 x

m12 β

)
)ψ(βm21 − xm22)dµψ(x)dµψ(β).
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(ii) F ◦ G( f )(m) =
∫

F×F

G( f )(

(
m11 m21

x y

)
)ψ(ym12 − xm22)dµψ(y)dµψ(x)

=

∫

F×F×F×F

f (

(
m11 α
m21 β

)
)ψ(ym12 + βx − αy − xm22)dµψ(x)dµψ(y)dµψ(α)dµψ(β)

=

∫

F×F

( ∫

F×F

f (

(
m11 α
m21 β

)
)ψ(x(β − m22))dµψ(x)dµψ(β)

)
ψ(y(m12 − α))dµψ(y)dµψ(α)

=

∫

F×F

f (

(
m11 α
m21 m22

)
)ψ(y(m12 − α))dµψ(y)dµψ(α) = f (

(
m11 m12

m21 m22

)
) = f (m).

Comme G = F ◦ F , on a F ◦ G = F ◦ (F ◦ F )
=

(F ◦ F ) ◦ F = F ◦ G = IdS (M). �

Regardons S 3 = {(1), (12), (13), (23), (123), (132)} comme un sous-groupe de Aut(G × G × G) ou Aut(Γ0).
Notons ses images par {τ1, τ12 , τ13, τ23, τ123, τ132}. Soit τ ∈ S 3, nous définissons une autre représentation
ρτψ((g1, g2, g3)) := ρψ((g1, g2, g3)τ

−1
) pour (g1, g2, g3) ∈ Γ0. Nous introduisons deux opérateurs endomorphismes

I12, I23 de S (M), par I23( f )(m) := f (tm), I12( f )(m) := G ◦ I23 ◦ F .

Proposition 4.41. (i) I2
12 = IdS (M), I2

23=IdS (M).

(ii) I12 ◦ I23 = F .

Démonstration. (i) On voit aisément que I2
23 = IdS (M), et I2

12 = G ◦ I23 ◦ F ◦ G ◦ I23 ◦ F=IdS (M).
(ii) (

I12 ◦ I23( f )
)
(m) = G ◦ I23 ◦ F ◦ I23( f )(m)

=

∫

F×F

(
I23 ◦ F ◦ I23( f )

) (m11 x

m12 y

)
ψ(m21y − m22x)dµψ(x)dµψ(y)

=

∫

F×F

F ◦ I23( f )

(
m11 m12

x y

)
ψ(m21y − m22x)dµψ(x)dµψ(y)

=

∫

F×F×F×F

I23( f )(

(
m11 x

α β

)
)ψ(m21y − m22x + βm12 − αy)dµψ(x)dµψ(y)dµψ(α)dµψ(β)

=

∫

F×F×F×F

f (

(
m11 α

x β

)
)ψ(y(m21 − α))ψ(βm12 − xm22)dµψ(y)dµψ(α)dµψ(x)dµψ(β)

=

∫

F×F

f (

(
m11 m21

x β

)
)ψ(βm12 − xm22)dµψ(β)dµψ(x) =

(F ( f )
)
(m),

où m =

(
m11 m12

m21 m22

)
∈ M = M2(F), f ∈ S (M). �

Corollaire 4.42. Il existe un unique homomorphisme de groupes tel que I((12)) = I21, et I((23)) = I23 ; c’est un

isomorphisme.

Démonstration. Nous savons que le groupe S 3 est engendré par deux générateurs a, b et les relations R = 〈a2 =

1, b3 = 1, ba = ab2〉. Pour le groupe I, nous pouvons choisir a = I12, b = I12 ◦ I23, et les résultats dans la
Proposition 4.40, la Proposition 4.41 garantissent les relations R, donc l’isomorphisme I est bien défini, c’est
clairement surjectif par construction. �

Proposition 4.43. I12 (resp. I23) donne un opérateur d’entrelacement entre (ρτ12
ψ ,Γ0, S (M)) (resp. (ρτ23

ψ ,Γ0, S (M)))
et (ρψ,Γ0, S (M)), i.e. on a les relations I12(ρτ12

ψ (h) f ) = ρψ(h)
(
I12( f )

)
(resp. I23(ρτ23

ψ (h) f ) = ρψ(h)
(
I23( f )

)
) pour

f ∈ S (M), h ∈ Γ0.

Démonstration. (1) L’opérateur I23 : le groupe Γ0 est engendré par les groupes S L2(F) × S L2(F) × S L2(F) et

T0 = {(
(
1 0
0 k1

)
,

(
1 0
0 k2

)
,

(
1 0
0 k3

)
)|ki ∈ F× et k1k2k3 = 1}. Il suffit de prouver les identités requises pour des en-

sembles de générateurs h de Γ0.
(i) h = (1, g2, g3) ∈ S L2(F) × S L2(F) × S L2(F),(
I23

(
ρψ(hτ

−1
23 ) f

))
(m) =

(
ρψ(hτ

−1
23 ) f

)
(tm) = f (tgt

3mg2)= f
(
t(tg2mg3)

)
=

(
ρψ(h)

(
I23( f )

))
(m).
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(ii) h =

(
a 0
0 a−1

)
× 1 × 1 où a ∈ F×,

(
I23

(
ρψ(hτ

−1
23 ) f

))
(m) = |a|2 f (atm) = |a|2 f (t(am)) = |a|2I23( f )(am) =

(
ρψ(h)(I23( f ))

)
(m).

(iii) h =

(
1 b

0 1

)
× 1 × 1 où b ∈ F,

(
I23

(
ρψ(hτ

−1
23 ) f

))
(m) = ψ(b det(tm)) f (tm) = ψ(b det(m)) f (tm) = I23( f )(m)ψ(b det(m))=

(
ρψ(h)

(
I23( f )

))
(m).

(iv) h =

(
0 1
−1 0

)
× 1 × 1,

(
I23

(
ρψ(hτ

−1
23 ) f

))
(m) =

∫
n∈M2(F)

f (n)ψ(q(tm, n))dµψ(n) =
∫

n∈M2(F)
f (n)ψ(q(m, tn))dµψ(n) =

∫
n∈M2(F)

f (tn)ψ(q(m, n))dµψ(n) =
(
ρψ(h)

(
I23( f )

))
(m).

(v) h =

(
1 0
0 k1

)
×

(
1 0
0 k2

)
×

(
1 0
0 k3

)
où k1k2k3 = 1,

(
I23

(
ρψ(hτ

−1
23 ) f

))
(m) = f (

(
1 0
0 k3

)
tm

(
1 0
0 k2

)
) = f (t

( (1 0
0 k2

)
m

(
1 0
0 k3

) )
) =

(
ρψ(h)I23( f )

)
(m).

(2) L’opérateur I12 : G : S (M) ≃ S (Y⋆) −→ S (X⋆) ≃ S (M), Soit f ∈ S (M), on note G( f ) = g. Utilisant
l’opérateur G, nous pouvons réaliser ρψ dans l’espace vectoriel S (X⋆) ≃ S (M) et la représentation se donne par
ρψ(h) ⊙ g := G(ρψ(h) f ). Comme dans le résultat précédent, on trouve que I23(ρτ12

ψ (h) ⊙ g) = ρψ(h) ⊙ (I23(g)). Cela
implique que I12(ρτ12

ψ (h) f ) = ρψ(h)(I12( f )). �

Proposition 4.44. La représentation (ρψ,Γ0, S (M)) peut se prolonger en une représentation du groupe Γ0 ⋊ S 3.

Démonstration. Utilisant les résultats dans le Corollaire 4.42, la Proposition 4.43, nous voyons immédiatement
que l’application : ρψ : Γ0 ⋊ S 3 −→ GL(S (M)); (h, τs) 7−→ ρψ(h)Is est un morphisme de groupes. C’est-à-dire que :

ρψ((h, 1)(1, τs)) = ρψ(h)Is
Pro 4.43
= Is(ρ

τs

ψ (h)) = ρψ((1, τs)(hτ
−1
s , 1)) pour s = 12, 23. �

Corollaire 4.45. ˜Γ0 ⋊ S 3 est scindé au-dessus Γ0 ⋊ S 3.

Démonstration. On a vu que Γ0 ⋊ 〈τ23〉 −→ S̃ pψ(W); (h, τ23) 7−→ ((h, τ23), ρψ(h)I23) est un morphisme de groupes,
La même conséquence est aussi vraie pour le sous groupe Γ0 ⋊ 〈τ12〉. Donc on peut trouver le résultat après la
Proposition 4.44. �

Les résultats de Brooks Roberts On définit le groupe

S O = {(g1, g2) ∈ G ×G|g2 = (gt
1)−1}

Pour π ∈ Irr(G), on a

mS O(c − Ind
(
G×G

)
⋊S 2

G×G
π ⊗ π, 1) = mS O

(
Res

(
G×G

)
⋊S 2

S O

(
c − Ind

(
G×G

)
⋊S 2

G×G
π ⊗ π), 1

)

= mS O(c − IndS O⋊S 2
S O

π ⊗ π, 1) = mG(π ⊗ π̌, 1) = 1.

Définition 4.46. Soit σ ∈ Irr
(
G ×G

)
⋊ S 2.

(1) On dit que σ est invariante, s’il existe π ∈ Irr(G) tel que Hom(
G×G

)
⋊S 2

(σ, Ind
(
G×G

)
⋊S 2

G×G
π ⊗ π) , 0.

(2) On dit que σ est distinguée si σ est invariante et mS O(σ, 1) = 1.

(3) On dit que σ est régulière s’il existe deux représentations différentes irréductibles π1, π2 de G tels que

Hom(
G×G

)
⋊S 2

(σ, Ind
(
G×G

)
⋊S 2

G×G
π1 ⊗ π2) , 0 i.e. σ = Ind

(
G×G

)
⋊S 2

G×G
π1 ⊗ π2.

Si σ est distinguée, on a vu qu’elle est l’unique sous-représentation de Ind
(
G×G

)
⋊S 2

G×G
π ⊗ π telle que

HomS O(σ, 1) , 0, pour quelque π ∈ Irr(G) ; on la note donc σ(π, π)+.

Théorème 4.47 (Brooks Roberts). Pour la représentation de bigraphe forte πΓψ = c − Ind
G×

(
G×G

)
⋊S 2

Γ
ρψ, on a

σ ∈ R(
G×G

)
⋊S 2

(πΓψ) ssi σ est distinguée i.e. σ = σ(π, π)+ pour quelque π ∈ Irr(G).

Démonstration. Ceci découle de [[R2], Page 807, Théorème 7.4] �
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Les résultats principaux On notera πΓ0
ψ = c−IndG×G×G

Γ0
(ρψ|Γ0 ). Cette représentation peut se réaliser dans l’espace

vectoriel S = S (M × F×) par les formules ci-dessous :

πΓ0
ψ ((1, g2, g3)) f (m, t) = | det(g2g3)| f (tg2mg3, det(g2g3)−1t), (26)

πΓ0
ψ ((

(
a 0
0 a−1

)
, 1, 1)) f (m, t) = |a|2 f (am, t), (27)

πΓ0
ψ ((

(
1 b

0 1

)
, 1, 1)) f (m, t) = ψ(tb det(m)) f (m, t), (28)

πΓ0
ψ ((

(
0 1
−1 0

)
, 1, 1)) f (m, t) =

∫

n∈M2(F)
f (n, t)ψ(q(t−1m, n))dn, (29)

πΓ0
ψ ((

(
1 0
0 r

)
, 1, 1)) f (m, t) = f (m, r−1t), (30)

où g2, g3 ∈ G,m ∈ M2(F), a, r, t ∈ F×, b ∈ F.

Théorème 4.48. Pour la représentation πΓ0
ψ , on a

(1) RG×G×G(πΓ0
ψ ) = {π ⊗ π ⊗ π| pour tout π ∈ Irr(G)}.

(2) mG×G×G(πΓ0
ψ , π ⊗ π ⊗ π) = 1.

Démonstration. (1) Prolongement : Par le Corollaire 4.45, on a vu que ρψ peut se prolonger en une représentation

du groupe Γ0 ⋊ S 3, donc πΓ0
ψ = Res(G×G×G)⋊S 3

G×G×G

(
c − Ind

(
G×G×G

)
⋊S 3

Γ0⋊S 3
ρψ

)
. Il en résulte que l’ensemble RG×G×G(πΓ0

ψ )

est S 3-invariant, i.e. si on définit un C-espace R
π
Γ0
ψ

, engendré par les éléments de RG×G×G(πΓ0
ψ ), alors R

π
Γ0
ψ

est une

représentation de S 3.

(2) La relation entre RG×G×G(πΓ0
ψ ) et R

G×
(
G×G

)
⋊S 2

(πΓψ) : Comme πΓ0
ψ = Res

G×
(
G×G

)
⋊S 2

G×G×G

(
πΓψ

)
, par le Théorème Ré-

ciproque de Frobenius, on a les relations suivantes :
si π ⊗ σ ∈ R

G×
(
G×G

)
⋊S 2

(πΓψ), on a RG×G×G(π ⊗ σ) ∩ RG×G×G(πΓ0
ψ ) , ∅ ;

si π1 ⊗ π2 ⊗ π3 ∈ RG×G×G(πΓ0
ψ ), on a R

G×
(
G×G

)
⋊S 2

(
π1 ⊗ Ind

(
G×G

)
⋊S 2

G×G

(
π2 ⊗ π3

))
∩ R

G×
(
G×G

)
⋊S 2

(πΓψ) , ∅.
(3) On sait que πΓψ est une représentation de bigraphe forte, on note l’application de bigraphe : RG(πΓψ) −→
R(

G×G
)
⋊S 2

(πΓψ), par θ. On a

θ(π′) = σ où σ = σ(π, π)+ pour quelque π ∈ Irr(G).

Il en résulte que

mG×G×G(πΓ0
ψ , π

′ ⊗ π ⊗ π) = m
G×

(
G×G

)
⋊S 2

(πΓψ, π
′ ⊗ Ind

(
G×G

)
⋊S 2

G×G

(
π ⊗ π)) = 1.

Cela implique que π′ ⊗π⊗π ∈ RG×G×G(πΓ0
ψ ). Comme RG×G×G(πΓ0

ψ ) est S 3-invariant, donc π⊗π′ ⊗π ∈ RG×G×G(πΓ0
ψ ).

Par le point (2) ci-dessus, R(
G×G

)
⋊S 2

(
Ind

(
G×G

)
⋊S 2

G×G

(
π′ ⊗ π)

)
∩ R(

G×G
)
⋊S 2

(πΓψ) , ∅, donc π′ ≃ π. Finalement , on

trouve
π ⊗ π ⊗ π ∈ RG×G×G(πΓ0

ψ ).

Par le point (2) ci-dessus, on sait que c’est tout, de plus mG×G×G(πΓ0
ψ , π ⊗ π ⊗ π) = 1. �

Théorème 4.49. Pour la représentation de bigraphe forte πΓψ, on a

(1) RG(πΓψ) = Irr(G) et R(
G×G

)
⋊S 2

(πΓψ) = {σ(π, π)+| pour tout π ∈ Irr(G)}.
(2) L’application de bigraphe θ est définie comme

θ : RG(πΓψ) −→ R(
G×G

)
⋊S 2

(πΓψ); π 7−→ σ(π, π)+.

Démonstration. Ceci découle du Théorème 4.47 et du Théorème 4.49, et du point (2) dans la démonstration du
Théorème 4.48. �
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4.2.2 GL2(F) ×GL2(E)

Dans cette sous-sous-section, on désigne par F un corps local non archimédien de caractéristique nulle ; on
suppose que sa caractéristique résiduelle est différente de 2. On fixe une extension galoisienne E de F de degré

2. On note G = GL2(F), B = {
(
a b

0 d

)
∈ G}, N = {

(
1 b

0 1

)
∈ G}, T = {

(
a 0
0 d

)
∈ G} ; F×+ = NE/F(E×),

G+ = {g ∈ G|NE/F(det(g)) ∈ F×} ; H = GL2(E), B′ = {
(
a b

0 d

)
∈ H}, N′ = {

(
1 b

0 1

)
∈ H}, T ′ = {

(
a 0
0 d

)
∈ H} ;

Gal(E/F) = 〈σ〉 ; Pour h ∈ H, on désigne ht la transposée de la matrice h et h := hσ le conjugué de la matrice h

par σ. Nous toujours fixons un caractère continu non trivial ψ de F.

Les groupes Soit W un espace vectoriel de dimension 2 sur E muni d’une forme symplectique 〈, 〉W . Nous fixons
une base symplectique {e1, e2}. Soit W0 l’espace symplectique sur F, engendré par les éléments {e1, e2}, alors on
peut identifier W à E⊗F W0 comme E-espace vectoriel. Nous définissons une action du groupe de galois Gal(E/F)
sur W = E ⊗F W0 par : Gal(E/F) × E ⊗F V0 −→ E ⊗F V0; (σ,

∑
i ki ⊗ ei) 7−→

∑
i kσ

i
⊗ ei. On voit que σ n’est pas

dans EndE(W), mais au moins σ ∈ EndF(W).

Soit V = W ⊗E W un espace de dimension 4 sur E, muni d’une forme bilinéaire induite par W. On notera GO(V)
le groupe de similitudes de l’espace symétrique V et λ(g) le rapport de similitude de l’élément g de GO(V). On a
une application GL(W) ×GL(W) −→ GO(V). Grâce à la base donnée {e1, e2}, on peut identifier GL2(E) à GL(W).

Nous définissons une action galoisienne tordue du groupe Gal(E/F) sur V de la façon suivante : Gal(E/F)×V −→
V; (σ, v =

∑
i ui ⊗ wi) 7−→ σv =

∑
i wσ

i
⊗ uσ

i
, aussi définissons une action galoisienne tordue du groupe Gal(E/F)

sur H × H : Gal(E/F) × (H × H) 7−→ H × H; (σ, h′ = (h1, h2)) 7−→ σh′ = (h2, h1).

Nous notons V0 = {v ∈ V |σv = v}, alors on a V0 = {v0 = xe1 ⊗ e1 + αe1 ⊗ e2 + α
σe2 ⊗ e1 + ye2 ⊗ e2|x, y ∈ F;α ∈ E}

qui est un espace vectoriel sur F de dimension 4. On vérifie aisément que la restriction de la forme bilinéaire
symétrique 〈, 〉V à F-espace vectoriel V0 est une F-forme bilinéaire symétrique, notée 〈, 〉V0 . On peut associer une
F-forme quadratique q à l’espace vectoriel V0, c’est-à-dire que q(v0) := 1

2 〈v0, v0〉V0 où v0 ∈ V0.

Nous noterons H = {h′ ∈ H × H|σh′ = h′}. On a un isomorphisme de groupes i : H ≃ H; h 7−→ (h, h). Et on
vérifie facilement que σh′ · σv0 =

σ(h′ · v0) pour h ∈ H, v0 ∈ V0, de sorte qu’on a un morphisme de groupes
p′ : H −→ GO(V0). On notera p = p′ ◦ i ; c’est un morphisme de H dans GO(V0).

Quand on regarde la formule de l’élément dans l’espace V0, on peut considérer V0 comme le sous F-espace M

de l’anneau de matrices M2(E) où M = {
(
x α
α y

)
|x, y ∈ F, α ∈ E} ; alors la F-forme quadratique s’identifie par

q(m) := det(m) pour m ∈ M, et l’application p : H −→ GO(M) est définie par H × M −→ M; (h,m) 7−→ hmh
t
.

Nous notons W = V0 ⊗F W0 ; c’est un espace vectoriel sur F de dimension 8, muni d’une forme symplectique
〈, 〉W = 〈, 〉V0 ⊗ 〈, 〉W0 . On a un homomorphisme naturel φ : H × G −→ GS p(W), on notera son noyau par U0,
l’image réciproque de S p(W) par Γ0 et Γ

′

0 = φ(Γ0). On voit imméditement les propriétés suivantes :
(i) on a une suite exacte 1 −→ Γ0 −→ H ×G −→ F× −→ 1 ;

(ii) Γ0 est engendré par les sous-groupes S L2(E) × S L2(F) et T0 = {
(
1 0
0 e

)
×

(
1 0
0 t

)
|t ∈ F, e ∈ E, t NE/F(e) =

1} ;
(iii) on a une suite exacte 1 −→ U0 −→ Γ0

φ
−→ Γ′0 −→ 1 ;

(iv) GS p(W0) ≃ G, 1 −→ E×
a−→ (

F× × H) ⋊ Gal(E/F)
b−→ GO(V0) −→ 1 où a(e) = (NE/F(e), e−1; 1) et soit

σ ∈ Gal(E/F) qui agit sur V0, comme sous-espace de W ⊗E W, par permutation des deux facteurs W. Il se
traduit en M par : σ · m := mσ pour m ∈ M.

Les représentations Soit Mp(W) le groupe métaplectique associé à W, ωψ la représentation de Weil liée au
caractère additif continu non trivial ψ de F. On définit le groupe intermédiaire :

Γ = {(g, h) ∈ GS p(W0) ×GO(V0 = M)|h ∈ GO(V0 = M), g ∈ GS p(W0) et λ(g)λ(h) = 1}.
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On note Γ̃ l’image réciproque de Γ dans S̃ p(W). Par le Théorème 3.4, Γ̃ est scindé au-dessus Γ. Donc on choisit un
tel scindage de Γ̃ au-dessus de Γ, de sorte qu’on obtient une représentation ρψ := ωψ|Γ du groupe Γ, réalisée dans
S (M) par les formules suivantes :
(1) g = (1, s), où s ∈ S L2(E),

ρψ(g) f (m) = f (stms).

(2) g = (1, σ), où 1 , σ ∈ Gal(E/F) ⊆ GO(M),

ρψ(g) f (m) = f (mσ).

(3) g = (1, t) pour t = b(t, 1, 1) ∈ GO(M) avec t2 = 1,

ρψ(g) f (m) = f (tm).

(4) g = (

(
1 b

0 1

)
, 1) pour b ∈ F,

ρψ(g) f (m) = ψ(b det(m)) f (m).

(5) g = (

(
a 0
0 a−1

)
, 1) pour a ∈ F×,

ρψ(g) f (m) = χE/F(a)|a|2F f (am).

(6) g = (

(
0 1
−1 0

)
, 1),

ρψ(g) f (m) = γ(q)
∫

M

f (n)ψ(q(m, n))dn.

(7) g = (g1, h1) avec h1 =

(
1 0
0 e

)
, g1 =

(
1 0
0 t

)
et t NE/F(e) = 1,

ρψ(g) f (m) = |NE/F(e)|F f (ht
1mh1).

Proposition 4.50. La représentation πΓ,+ψ = c − IndG+×GO(M)
Γ

ρψ est une représentation de bigraphe forte.

Démonstration. Ceci est un exemple dans le Théorème 3.16. �

Cette représentation peut se réaliser dans S (M × F×+) par les formules suivantes :

πΓ,+ψ ((1, h)) f (m, u) = |NE/F(det(h))|F f (hm(h),NE/F(det(h)−1)u). (31)

πΓ,+ψ ((1, σ)) f (m, u) = f (mσ, u). (32)

πΓ,+ψ ((1, t)) f (m, u) = |t2|F f (tm, t−2u). (33)

πΓ,+ψ ((

(
a 0
0 a−1

)
, 1)) f (m, u) = χE/F(a)|a|2F f (am, u). (34)

πΓ,+ψ ((

(
1 b

0 1

)
, 1)) f (m, u) = ψF(bu det(m)) f (m, u). (35)

πΓ,+ψ ((

(
1 0
0 t

)
, 1)) f (m, u) = f (m, ut−1). (36)

πΓ,+ψ ((

(
0 1
−1 0

)
, 1)) f (m, u) = γ(uq)

∫

M

f (n, u)ψF(uq(m, n))|u|2Fdn. (37)
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Les résultats de Micheal Cognet et Brooks Roberts On définit

Γ
(1)
0 = {(g, h) ∈ G × H| det(g) NE/F(det(h)) = 1}.

On a défini

π
Γ

(1)
0
ψ = c − IndG×H

Γ
(1)
0

ρψ

en sous-sous-section 4.1.4.

Théorème 4.51 (Micheal Cognet).

HomG×H(π
Γ

(1)
0
ψ , π ⊗ BcE/F(π)) , 0

pour toute représentation irréductible π de dimension infinie de G.

Démonstration. Ceci découle de la Proposition 4.29, de la Remarque 4.30, et du Lemme 4.35. �

Théorème 4.52 (Brooks Roberts). Pour la représentation de bigraphe forte πΓ,+ψ , on a

RGO(M)(π
Γ,+
ψ ) = IrrD(GO(M)),

où IrrD(GO(M)) est l’ensemble défini en Proposition 4.21.

Démonstration. Ceci découle du Théorème 4.32. �

Les résultats principaux

Théorème 4.53. (1) π
Γ

(1)
0
ψ est une représentation de graphe forte à gauche du groupe G × H.

(2) RG(π
Γ

(1)
0
ψ ) = Irr(G), RH(π

Γ
(1)
0
ψ ) = {BcE/F(π)| pour tout π ∈ Irr(G)}.

(3) L’application de graphe forte θ est définie comme

θ : RG(π
Γ

(1)
0
ψ ) −→ RH(π

Γ
(1)
0
ψ ); π 7−→ BcE/F(π)

pour tout π ∈ Irr(G).

Théorème 4.54. Pour la représentation de bigraphe forte πΓ,+ψ du groupe G+ ×GO(M), on a

(1) RGO(M)(π
Γ,+
ψ ) = IrrD(GO(M)).

(2) L’application θ de bigraphe est définie ci-dessous :

θ : RG+ (π
Γ,+
ψ ) −→ RGO(M)(π

Γ,+
ψ ); ρ+ 7−→ δ+,

plus précisément :

Reprenons les notations dans le Théorème 4.9 pour la classification des représentations irréductibles du groupe

G+ et les notations dans la Proposition 4.21 pour les représentations irréductibles du groupe GO(M).

(1) ρ+λ,σ
θ←→ δ+λ,σ où λ, σ ∈ Irr(F×) satisfont à λσ−1

, χE/F , | · |±1
F
, χE/F | · |±1

F
;

(1’) λ+ · ρ+
1,χE/F |·|−1

F

θ←→ λ+ · δ+
1,χE/F |·|−1

F

où λ+ ∈ Irr(F×+) ;

(2) ψ+ · StG+
θ←→ ψ+ · St+GS O(M) où ψ+ ∈ Irr(F×+) ;

(3) ψ+ · ρ+1,χE/F

θ←→ ψ+ · δ+1,χE/F
où ψ+ ∈ Irr(F×+) ;

(4) ψ+ · 1G+
θ←→ ψ+ · 1+

GS O(M) où ψ+ ∈ Irr(F×+) ;

(5) ρ+
Θ

θ←→ δ+
Θ

où Θ est un caractère régulier de E× ;

(6) ρ+π
θ←→ δ+π où les représentations sont attachées à une représentation cuspidale π du groupe G ;

La preuve du Théorème 4.54 :

Pour δ′ ∈ RGO(M)(π
Γ,+
ψ ), on va décrire θ(δ′) ∈ R(G+)(π

Γ,+
ψ ). Examinons les différents cas.

(1) δ′ = δ+λ,σ où λ, σ ∈ Irr(F×) satisfont à λσ−1
, χE/F , | · |±1

F
, χE/F | · |±1

F
, alors θ(δ′) = ρ+λ,σ. Par la Proposition

4.37, on a
HomG+×GO(M)(π

Γ,+
ψ , πλ,σ ⊗ (BcE/F(πλ,σ), ωπλ,σχE/F)+

E× ) , 0, i.e. HomG+×GO(M)(π
Γ,+
ψ , ρ+λ,σ ⊗ δ+λ,σ) , 0, d’où le résultat
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en ce cas.

(1’) δ′ = λ+δ+
1,χE/F |·|−1

F

où λ+ ∈ Irr(F×+), alors θ(δ′) = λ+ · ρ+
1,χE/F |·|−1

F

.

Soient λ ∈ Irr(F×),Λ = λ ◦ NE/F λ|F×+ = λ+, π = πλ,λχE/F |·|−1
F

, on a BcE/F(π) = Λ| · |−1/2
E
· 1H , ωπ =

λ2χE/F | · |−1
F

. Par la Proposition 4.37, on obtient 0 , HomG+×GO(M)(π
Γ,+
ψ , π ⊗ (Λ| · |−1/2

E
· 1H , λ

2| · |−1
F

)+
E× ) =

HomG+×GO(M)(π
Γ,+
ψ , λ+ρ+

1,χE/F |·|−1
F

⊗ δ+
λ,λχE/F |·|−1

F

) , 0.

(2) δ′ = ψ+ · St+GS O(M) où ψ+ ∈ Irr(F×+), alors θ(δ′) = ψ+ · StG+ .

Soient ψ ∈ Irr(F×) satisfaisant à ψ|F×+ = ψ+, Ψ = ψ ◦ NE/F , on sait que BcE/F(π) = Ψ · StH , ωπ = ψ2, donc on
a HomG+×GO(M)(π

Γ,+
ψ , ψ+ · StG+ ⊗(Ψ · StH , ψ

2χE/F)+
E× ) , 0, par la définition de Ψ+ · St+GS O(M), on trouve le résultat.

(3) δ′ = ψ+ · δ+1,χE/F
où ψ+ ∈ Irr(F×+), alors θ(δ′) = ψ+ρ+1,χE/F

.

Soient ψ ∈ Irr(F×) satisfaisant à ψ|F×+ = ψ+, Ψ = ψ ◦ NE/F , π = πψ,ψχE/F
∈ Irr(G), on a BcE/F(π) = ΠΨ,Ψ,

ωπ = ψ2χE/F . Par la Proposition 4.37, on a 0 , HomG+×GO(M)(π
Γ,+
ψ , ψ+ · π1,χE/F

⊗ (Ψ−1 BcE/F(π1,χE/F
), ψ−2)E× ) =

HomG+×GO(M)(π
Γ,+
ψ , ψ+ · π1,χE/F

⊗ ψ+ · δ+1,χE/F
)1GO(M)). Comme π1,χE/F

|G+ = ρ+1,χE/F
⊕ ρ−1,χE/F

. D’après arranger l’index

{+,−}, on peut supposer que HomG+⊗GO(M)(π
Γ,+
ψ , ψ+ρ+1,χE/F

⊗ ψ+δ+1,χE/F
) , 0.

(5) δ′ = δ+
Θ

où Θ est un caractère régulier Θ, alors θ(δ′) = ρ+
Θ

.

Soient πΘ la représentation du groupe G associée au caractère régulier Θ. On a BcE/F(πΘ) ≃ ΠΘ,Θσ . Par la
Proposition 4.37, on a 0 , HomG+×GO(M)(π

Γ,+
ψ , πΘ ⊗ (BcE/F(πΘ), χE/FωπΘ )+

E× ) = HomG+×GO(M)(π
Γ,+
ψ , πΘ ⊗ δ+Θ).

Comme πΘ|G+ est réductible. Nous pouvons choir une composante, notée ρ+
Θ

telle que HomG+×GO(M)(π
Γ,+
ψ , ρ+

Θ
⊗δ+
Θ

) ,
0.

(6) δ′ = δ+π où π est une représentation cuspidale du groupe G non attachée à un caractère régulier de E× par
la correspondance de Langlands locale, alors θ(δ+π ) = ρ+π .

Par la Proposition 4.37, on a HomG+×GO(M)

(
πΓ,+ψ , π ⊗ (

BcE/F(π), χE/Fωπ
)+

E×

)
, 0, i.e. HomG+×GO(M)

(
πΓ,+ψ , ρ+π ⊗

δ+π

)
, 0.

(4) δ′ = ψ+ · 1+
GS O(M) où ψ+ ∈ Irr(F×+), on a θ(δ′) = ψ+ · 1G+ . Prouvons-cela, en traitant d’abord le cas de la

représentation triviale.

Lemme 4.55. Par le Théorème 1.29, on a vu que ρψ|S L2(F)×O(M) est une représentation de bigraphe forte. Notons

θρψ l’application de bigraphe associée. On a

θρψ
(
1S L2(F)

) ∩ RO(M)

(
IndGO(M)

GS O(M)

(
IndH

B′
(| · |E ⊗ | · |−1

E , χE/F
)

E×

))
, ∅.

Démonstration. Ceci découle de [ [Kud1], Page 240, Corollary 2.6] ou de [ [R2], Page 800]. �

Corollaire 4.56. θρψ
(
1G+

)
= 1+

GS O(M).

Démonstration. Soit 1G ⊗ σ ∈ RG+×GO(M)(π
Γ,+
ψ ) pour quelque σ ∈ Irr(GO(M)). Par le Théorème Réciproque de

Frobenius, on a
RΓ

(
1G+ ⊗ σ

) ∩ RΓ(ρψ) , ∅.
A fortiori

RS L2(F)×O(M)
(
1G+ ⊗ σ

) ∩ RS L2(F)×O(M)
(
ρψ

)
, ∅.

Par le Lemme 4.55 ci-dessus, on a

∅ , RO(M)(σ) ∩ RO(M)

(
IndGO(M)

GS O(M)

((
IndH

B′
(| · |E ⊗ | · |−1

E

)
, χE/F

)
E×

))
.
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Rappelons que nous avons le diagramme commutatif ci-dessous

1 1 1
↓ ↓ ↓

1 −→ E×
a−→ H0 ⋊ Gal(E/F)

b0−→ O(M) −→ 1
‖ ↓ ↓

1 −→ E×
a−→ (F× × H) ⋊ Gal(E/F)

b−→ GO(M) −→ 1
↓ ↓ ↓

1 −→ 1 −→ NE/F(E×) = NE/F(E×) −→ 1
↓ ↓ ↓
1 1 1

où H0 = {(a, h) ∈ F× × H|NE/F(a det(h)) = 1} et b0(H0) = S O(M).
Donc

ResGO(M)
O(M)

(
IndGO(M)

GS O(M)

(
IndH

B′
(| · |E ⊗ | · |−1

E

)
, χE/F

)
E×

)
= IndO(M)

S O(M)

(
IndH

B′
(| · |E ⊗ | · |−1

E

)
, χE/F

)
E×
.

C’est-à-dire que

(⋆ ⋆ ⋆) RO(M)
(
σ
) ∩ RO(M)

(
IndO(M)

S O(M)

(
IndH

B′
(| · |E ⊗ | · |−1

E

)
, χE/F

)
E×

)
, ∅.

Comme O(M) ⊇ N′, il en résulte que σ|H est une série principale. Par le point (2) ci-dessus, σ|H est une représen-
tation de dimension 1. Comme σ ∈ IrrD(GO(M)), on a

σ = ψ+ · 1+GS O(M) pour quelque ψ+ ∈ Irr(F×+).

Utilisons l’égalité (⋆ ⋆ ⋆) encore une fois

σ|O(M) = ψ
+ · 1+GS O(M)|O(M) = ψ

+ ·
(
1H , χE/F

)+
E×
⊆ RO(M)

(
IndO(M)

S O(M)

(
1H , χE/F

)
E×

)
.

On trouve que σ = 1+
GS O(M). �

La preuve du point (4) : soient ψ ∈ Irr(F×), ψ+ = ψ|F×+ , on définit une représentation ψ+ du groupe G+ ×GO(M)
de dimension 1 suivante :
(i) ψ+

(
(1, h)

)
= ψ

(
NE/F(det(h))

)
pour h ∈ H.

(ii) ψ+
(
(1, a)

)
= ψ(a2) pour a ∈ F×.

(iii) ψ+
(
(1, σ)

)
= 1 pour σ ∈ Gal(E/F).

(iv) ψ+((g, 1)) = ψ(det(g)) pour g ∈ G+.
(a) ψ+ · πΓ,+ψ ≃ πΓ,+ψ .

Par définition, on a ψ+|Γ = 1. Comme πΓ,+ψ = c − IndG+×GO(M)
Γ

ρψ, on a ψ+ · πΓ,+ψ ≃ c − IndG+×GO(M)
Γ

(
ψ+|Γρψ

) ≃
c − IndG+×GO(M)

Γ

(
ρψ

)
= πΓ,+ψ .

(b) Par définition, on a ψ+1G+ ⊗ψ+1+
GS O(M) = ψ

+
(
1G+ ⊗1+

GS O(M)

)
. Par le Corollaire 4.56, on sait que 1G+ ⊗1+

GS O(M) ∈
RG+×GO(M)

(
πΓ,+ψ ). Il en résulte que

ψ+1G+ ⊗ ψ+1+GS O(M) = ψ
+
(
1G+ ⊗ 1+GS O(M)

)
∈ RG+×GO(M)

(
ψ+ · πΓ,+ψ

)
= RG+×GO(M)

(
πΓ,+ψ

)

La preuve du Théorème 4.53 :
Les représentations : rappelons la définition des groupes :

Γ
(1)
0 = {(g, h) ∈ G × H| det(g) NE/F(det(h)) = 1},

Γ0 = {(g, h) ∈ G ×GS O(M)| det(g) NE/F(det(h)) = 1}.
Γ = {(g, h) ∈ G ×GO(M)| det(g) NE/F(det(h)) = 1} = {(g, h) ∈ G+ ×GO(M)| det(g) NE/F(det(h)) = 1}

On a les représentations :

π
Γ

(1)
0
ψ = c − IndG×H

Γ
(1)
0

ρψ, πΓ0,+
ψ = c − IndG+×GS O(M)

Γ0
ρψ,
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πΓ0
ψ = c − IndG×GS O(M)

Γ0
ρψ, πΓ,+ψ = c − IndG+×GO(M)

Γ
ρψ.

On a les relations :

(1) ResG×GS O(M)
G×H

(
πΓ0
ψ

)
= π

Γ
(1)
0
ψ .

(2) ResG+×GO(M)
G+×GS O(M)

(
πΓ,+ψ

)
= πΓ0,+

ψ .

Les graphes :
(3) Par le Théorème 4.54, on a

RG+×GO(M)
(
πΓ0,+
ψ

)
= {ρ+ ⊗ δ+|ρ+ θ−→ δ+ défini au Théorème 4.54 }.

(4) π ⊗ BcE/F(π) ∈ RG×H

(
π
Γ

(1)
0
ψ

)
pour toute représentation irréductible de dimension infinie π de G.

Les relations :

Si π ⊗ σ ∈ RG×H(π
Γ

(1)
0
ψ ), on a

0 , mG×H

(
π
Γ

(1)
0
ψ , π ⊗ σ

)
= mG×H

(
ResG×GS O(M)

G×H

(
πΓ0
ψ

)
, π ⊗ σ

)

= mG×GS O(M)

(
πΓ0
ψ , π ⊗ IndGS O(M)

H
σ
)
= mΓ0

(
ρψ, π ⊗ IndGS O(M)

H

(
σ
))

= mG+×GS O(M)

(
πΓ0,+
ψ , π ⊗ IndGS O(M)

H
σ
)
= mG+×GS O(M)

(
ResG+×GO(M)

G+×GS O(M) π
Γ,+
ψ , π ⊗ IndGS O(M)

H
(σ)

)

= mG+×GO(M)

(
πΓ,+ψ , π ⊗ IndGO(M)

H

(
σ
))
.

Donc
RG+×GO(M)

(
π ⊗ IndGO(M)

H

(
σ
)) ∩ RG+×GO(M)

(
πΓ,+ψ

)
, ∅

Par le point (3) ci-dessus, on trouve que σ = BcE/F(π).
De plus

mG×H

(
πΓ0

(1)

ψ , π⊗BcE/F(π)
)
= mG+×GO(M)

(
πΓ,+ψ , π⊗IndGO(M)

H

(
BcE/F(π)

))
= mG+×GO(M)

(
πΓ,+ψ , ρπ⊗IndGO(M)

H

(
BcE/F(π)

))
= 1,

où ρ+π ∈ RG+ (π) ∩ RG+
(
πΓ,+ψ

)
. Ceci termine la démonstration !

4.2.3 GL2(K)

Dans cette sous-sous-section, F désignera un corps local non archimédien de caractéristique différente de 2.

On fixera K une extension galoisienne de F de degré 3. On notera G = GL2(K), B = {
(
a b

0 d

)
∈ G}, N = {

(
1 b

0 1

)
∈

G}, T = {
(
a 0
0 d

)
∈ G} ; Gal(K/F) = 〈σ〉, u(b) =

(
1 b

0 1

)
, h(a, d) =

(
a 0
0 d

)
où b décrit K, a, d décrivent K× ;

ω =

(
0 1
−1 0

)
∈ G.

Les groupes Soit V un espace vectoriel de dimension 2 sur K, muni d’une forme symplectique 〈, 〉. Nous fixons
une base symplectique {e1, e2} i.e. 〈e1, e2〉 = 1, 〈e2, e1〉 = −1. Soit V0 l’espace symplectique sur F, engendré par
les {e1, e2}. On identifie V et K ⊗F V0 ; si 〈, 〉0 est la restriction à V0 de 〈, 〉 ; c’est une forme symplectique sur V0,
et on récupère la forme symplectique 〈, 〉 sur V par restriction des scalaires de K. Nous définissons une action du
groupe de Galois Gal(K/F) sur V par : Gal(K/F)× K ⊗F V0 −→ K ⊗F V0; (σ,

∑
i ki ⊗ ei) 7−→

∑
i kσ

i
⊗ ei. Il est clair

que σ ∈ EndF(V).

Soit W = V ⊗K V ⊗K V ; c’est un espace de dimension 8 sur K, muni d’une forme symplectique induite
par celle de V . On notera GS p(W) le groupe de similitudes de l’espace W, on a certainement une application
GL(V) × GL(V) × GL(V) −→ GS p(W). Grâce à la base fixée {e1, e2}, on peut identifier GL2(K) à GL(V), ou
GS p8(K) à GS p(W).

Maintenant nous définissons une action de Galois tordue du groupe Gal(K/F) sur W par : Gal(K/F) × W −→
W; (σ,w =

∑
i ui ⊗ vi ⊗wi) 7−→ σw =

∑
i wσ

i
⊗uσ

i
⊗ vσ

i
. De la même manière définissons une action de Galois tordue
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Gal(K/F) × (G ×G ×G) 7−→ G ×G ×G; (σ, h = (g1, g2, g3)) 7−→ σh := (gσ3 , g
σ
2 , g

σ
1 ).

Nous notons W0 = {w ∈ W |σw = w}. Alors W0 est un espace vectoriel sur F de dimension 8 et l’application
naturelle K ⊗ W0 −→ W est un isomorphisme. D’autre part, la forme symplectique 〈, 〉W , restreinte au F-espace
vectoriel W0, est une F-forme symplectique.(voir ci-après)

Nous noterons G = {h ∈ G × G × G|σh = h}. On a un isomorphismes de groupes i : G ≃ G; g 7−→ (g, gσ, gσ
2
).

Et on vérifie facilement que σh · σw0 =
σ(h · w0) pour h ∈ G, w0 ∈ W0, de sorte qu’on a un morphisme de

groupes, p′ : G ⋊ Gal(K/F) −→ GS p(W0) où p′((h, σ))(
∑

i ui ⊗ vi ⊗ wi) = h · (∑i uσ
i
⊗ vσ

i
⊗ wσ

i
) pour h ∈ G,

w0 =
∑

i ui ⊗ vi ⊗ wi ∈ W0.

Pour construire et étudier la représentation “de Weil” associée au groupe GL2(K), nous avons besoin d’écrire
W0 plus précisément ; ce qui justifie aussi les assertions plus haut.
W0 = {w0 = xe1 ⊗ e1 ⊗ e1 + αe1 ⊗ e1 ⊗ e2 + α

σe2 ⊗ e1 ⊗ e1 + α
σ2

e1 ⊗ e2 ⊗ e1 + β
σ2

e2 ⊗ e1 ⊗ e2 + β
σe1 ⊗ e2 ⊗ e2 +

βe2 ⊗ e2 ⊗ e1 + ye2 ⊗ e2 ⊗ e2|x, y ∈ F;α, β ∈ K}.

Grâce à cette expression, tout élément w0 de W0 est bien déterminé par ses coefficients x, y, α, β. Nous écrivons

w0 =

(
x α
β y

)
au lieu du terme total. La F-forme symplectique associée à l’espace vectoriel W0 peut s’écrire, de la

façon suivante :

〈w0,w
′
0〉 = xy′ − x′y − TrK/F(αβ′) + TrK/F(α′β) pour w0 =

(
x α
β y

)
,w′0 =

(
x′ α′

β′ y′

)
.

Posons X0 = {w0 =

(
x α
0 0

)
|w0 ∈ W0}, Y0 = {w0 =

(
0 0
β y

)
|w0 ∈ W0}. Alors W0 = X0 ⊕ Y0 est une polarisation

complète. Via les morphismes p′ et i ci-dessus, ils donnent un morphisme p : G⋊Gal(K/F) −→ GS p(W0), l’action
du groupe G ⋊ Gal(K/F) sur W0 est définie par :

soit g =

(
a b

c d

)
∈ G, σ ∈ Gal(K/F), w0 =

(
x α
β y

)
alors σ · w0 =

(
x ασ

βσ y

)
; g · w0 =

(
x′ α′

β′ y′

)
où

x′ = NK/F(a)x+TrK/F(aaσbσ
2
α)+TrK/F(bbσaσ

2
β)+NK/F(b)y ; α′ = aaσcσ

2
x+(aaσdσ

2
α+baσcσ

2
ασ+abσcσ

2
ασ

2
)+

(bbσcσ
2
β + abσdσ

2
βσ + baσdσ

2
βσ

2
) + bbσdσ

2
y ; β′ = ddσbσ

2
y + (ddσaσ

2
β + cdσbσ

2
βσ + dcσbσ

2
βσ

2
) + (ccσbσ

2
α +

dcσaσ
2
ασ + cdσaσ

2
ασ

2
) + ccσaσ

2
x ; y′ = NK/F(d)y + TrK/F(ddσcσ

2
β) + TrK/F(ccσdσ

2
α) + NK/F(c)x.

Nous écrivons l’élément g ∈ GS p(W0) en la forme suivante : g =

(
a b

c d

)
où a ∈ EndF(X0), b ∈ HomF(Y0, X0), c ∈

HomF(X0,Y0), d ∈ EndF(Y0).

Corollaire 4.57. Via le morphisme p, l’expression explicite de l’action des u(b), h(a, d), ω dans W0 est donnée par

les formules :

(1) p(u(b)) =

(
m n

0 m∨

)
où b ∈ K, m ∈ EndF(X0), n ∈ HomF(Y0, X0) et m∨ ∈ EndF(Y0) qui est la

contragrédiente de m associée à la forme symplectique 〈, 〉. m

(
x α
0 0

)
=

(
x + TrK/F(bσ

2
α) α

0 0

)
; n

(
0 0
β y

)
=

(
TrK/F(bbσβ) + NK/F(b)y bσβσ + bβσ

2
+ bbσy

0 0

)
; m∨

(
0 0
β y

)
=

(
0 0

β + bσ
2
y y

)
.

(2) p(h(a, d)) =

(
m 0
0 n

)
où m

(
x α
0 0

)
=

(
NK/F(a)x aaσdσ

2
α

0 0

)
, n

(
0 0
β y

)
=

(
0 0

ddσaσ
2
β NK/F(d)y

)
.

(3) p(ω) =

(
0 u

v 0

)
où u

(
0 0
β y

)
=

(
y −β
0 0

)
; v

(
x α
0 0

)
=

(
0 0
α −x

)
.

Corollaire 4.58. Posons ∆0 := p−1(S p(W0)). Alors ∆0 = G0 ⋊ Gal(K/F), où G0 = {g ∈ G|NK/F(det(g)) = 1}.

Relèvement du groupe Γ Soit S̃ p(W0) le groupe métaplectique associé à W0 rapport au caractère ψ fixé de
F. Soit ρψ la représentation de Weil de S̃ p(W0) associée à ψ. On définit des groupes intermédiaires de la façon
suivante :

Γ = {[t, (g, σ)] ∈ F× × (
G ⋊ Gal(K/F)

)|t2 NK/F(det(g)) = 1},
et

Γ0 = {(t, g) ∈ F× ×G|t2 NK/F(det(g)) = 1}.
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Evidément, on a un homomorphisme de groupes

F× × (
G ⋊ Gal(K/F)

) −→ F× × (
G ⋊ Z3

)
; [t, (g, σ)] 7−→ [t, (i(g), τ123)].

Nous notons Γ̃ l’image réciproque de Γ dans S̃ p(W0).

Proposition 4.59. Γ̃ est scindé au-dessus Γ.

Démonstration. On a un homomorphisme de groupes F× × G ⋊ Gal(K/F) −→ F× × G ⋊ Z3; [t, (g, σ)] 7−→
[t, (i(g), τ123)]. Nous notons l’image de Γ par Γ, donc on a le diagramme commutatif suivant

Γ −−−−−−→ Γ

p

y
yφ

S p(W0) −−−−−−→ S p(W0 ⊗F K)

Il en résulte que le diagramme

H2(S p(W0 ⊗F K),C×)
Res1−−−−−−→ H2(S p(W0),C×)

Res2

y
yRes3

H2(φ(Γ),C×) −−−−−−→ H2(p(Γ),C×)

est aussi commutatif. Comme [K : F] = 3, par [[Kud2], Page 36 , Corollary], on a Res1([S̃ p(W0⊗K)]) = [S̃ p(W0)],
où [S̃ p(W0 ⊗F K)] (resp. [S̃ p(W0)]) est la classe du 2-cocycle associée à S̃ p(W0 ⊗F K) (resp. S̃ p(W0)). Par le
Corollaire 4.45, on a trouvé que Res2([S̃ p(W0 ⊗F K)]) est triviale, donc Res3

(
[S̃ p(W0)]

)
est triviale. Cela achève

la démonstration. �

Maintenant nous pouvons donner un relèvement précis du groupe Γ dans S̃ p(W0). Utilisons le modèle de
Schödinger dans [MVW] et les énoncés du Corollaire 5.17. D’abord nous écrirons les formules selon les résultats
dans [[MVW], Page 40]. Ensuite nous montrons que ces formules déterminent bien un relèvement du groupe Γ
dans S̃ p(W0).

Nous rappelons que W0 = X0 ⊕ Y0 est une polarisation complète. Identifions Y0 à F × K. L’espace des fonc-
tions de Schwartz-Bruhat S (Y0) s’identifie à S (F × K). La representation de Weil (ρψ, S̃ p(W0)) peut se réaliser
dans S (F × K). Dans ce qui suit, nous fixerons la mesure duale de Haar pour F (resp. K) associée à ψ (resp.
ψK = ψ ◦ TrK/F)).

Nous affirmons que les formules ci-dessus donnent un relèvement du groupe Γ dans S̃ p(W0) :

ρψ([1, (h(a, a−1), 1)]) f (y, β) = |NK/F(a)|F f (NK/F(a)y, a−1aσaσ
2
β). (38)

ρψ([c, (h(1, t), 1)]) f (y, β) = |c|F f (cy, ctβ). (39)

ρψ([1, (u(b), 1)]) f (y, β) = f (y, β − by)ψ(TrK/F(bbσβσ
2
)y − NK/F(b)y2 − TrK/F(bβσβσ

2
)). (40)

ρψ([1, (1, σ)] f )(y, β) = f (y, βσ
−1

). (41)

ρψ([1, (ω, 1)]) f (y, β) = γ
∫

x∈F,α∈K

f (x, α)ψ(−xy − TrK/F(αβ))dµψ(x)dµψK
(α). (42)

où f ∈ S (F × K) ; c ∈ F×, t ∈ K× tels que c2 NK/F(t) = 1 ; y ∈ F, b, β ∈ K, a ∈ K× ; γ est la constante de Weil
définie en [[Kazh], Page 138].

L’ensemble S = {h[1, (a, a−1)] = [1,
(
h(a, a−1), 1

)
], h[c, (1, t)] = [c,

(
h(1, t), 1

)
], u[1, b] = [1,

(
u(b), 1

)
], ω =

[1,
(
ω, 1

)
], σ = [1,

(
1, σ

)
]} engendre le groupe Γ. Utilisons les énoncés dans [[MVW], Page 40-41], nous savons

que les éléments (g, ρ(g)) sont dans S̃ p(W0) selon le modèle de Schödinger pour tous g ∈ S et les formules (38)—
(41) définissent une représentation du sous-groupe P(X0) ∩ Γ de S p(W0). Donc il suffit d’examiner les relations
ci-dessous [cf.[W]] :
(i) ρψ(ω)ρψ(h[1, (a, a−1)]) = ρψ(h[1, (a−1, a)])ρψ(ω).
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(ii) ρψ(ω)ρψ(h[c, (1, t)]) = ρψ(h[1, (t, t−1)])ρψ(h[c, (1, t)])ρψ(ω).
(iii) ρψ(ω)ρψ(u[1, b]) = ρψ(h[1, (b−1, b)])ρψ(u[1,−b])ρψ(ω)ρψ(u[1,−b−1])ρψ(ω).
(iv) ρψ(ω)ρψ(ω) = ρψ(h[1, (−1,−1)]).
(v) ρψ(ω)ρψ(σ) = ρψ(σ)ρψ(ω).
Pour (i) :

ρψ(ω)ρψ(h[1, (a, a−1)]) f (y, β) = γ
∫

x∈F,α∈K

|NK/F(a)|F f (NK/F(a)x, a−1aσaσ
2
α)ψ(−xy − TrK/F(αβ))dµψ(x)dµψK

(α)

remplaçons:α′=a−1aσaσ
2
α et x′=NK/F (a)x

= γ

∫

x′∈F,α′∈K

f (x′, α′)ψ(−x′y NK/F(a−1)−TrK/F(α′βa(a−1)σ(a−1)σ
2
))|a(a−1)σ(a−1)σ

2 |Kdµψ(x′)dµψK
(α′)

K/F non-ramifié
= γ

∫

x′∈F,α′∈K

f (x′, α′)ψ(−x′y NK/F(a−1) − TrK/F(α′βa(a−1)σ(a−1)σ
2
))|NK/F(a−1)|Fdµψ(x′)dµψK

(α′)

= |NK/F(a−1)|F(ρψ(ω) f )(NK/F(a−1)y, a(a−1)σ(a−1)σ
2
β) = ρψ(h[1, (a, a−1)])ρψ(ω) f (y, β).

Pour (ii) :

ρψ(h[1, (t, t−1)])ρψ(h[c, (1, t)])ρψ(ω) f (y, β) = |NK/F(t)|Fρψ(h[c, (1, t)])ρψ(ω) f (NK/F(t)y, t−1tσtσ
2
β)

= |NK/F(t)c|Fρψ(ω) f (c NK/F(t)y, ctσtσ
2
β)

= γ|NK/F(t)c|F
∫

x∈F,α∈K

f (x, α)ψ(−xc NK/F(t)y − TrK/F(αcβtσtσ
2
))dµψ(x)dµψK

(α)

α′=cαtσtσ
2

et x′=c NK/F (t)x
= γ|c|F

∫

x′∈F,α′∈K

f (x′NK/F(t−1)c−1, α′c−1(t−1)σ(t−1)σ
2
)ψ(−x′y − TrK/F(α′β))dµψ(x′)dµψK

(α′)

= γ

∫

x′∈F,α′∈K

(
ρψ

(
h[c, (1, t)]) f

)
(x′, α′)ψ(−x′y − TrK/F(α′β))dµψ(x′)dµψK

(α′)

= ρψ(ω)ρψ(h[c, (1, t)]) f (y, β).

Pour (iii), Afin d’éviter les calculs superflus, nous adoptons quelques formules dans [[Kazh]]. Dans [[Kazh], Page
132], il a défini une forme quadratique Qb sur l’espace vectoriel F ⊕ K, où

Qb(y, β) = NK/F(b)y2 + y TrK/F(bbσβσ
2
) + TrK/F(bβσβσ

2
).

Dans [[Kazh], Page 139], il a déterminé une représentation 0σ du groupe P dans l’espace des fonctions de
Schwartz-Bruhat S(F× × F × K), où P = G/S ⋉ H pour S = HomF(K, F) et H est le groupe de Heisenberg
associé à V0, une partie des formules sont les suivantes :

0σ(

(
1 b

0 1

)
f )(e, y, β) = ψ(e−1Qb(y, β)) f (e, y, β + yb).

0σ(

(
0 1
−1 0

)
f )(e, y, β) = γ(e, δK/F)|e|−2

F

∫

F×K

f (e, x, α)ψ(e−1(xy + TrK/F(αβ))dµψ(x)µψK
(α).

0σ(

(
a 0
0 a−1

)
f )(e, y, β) = (NK/F(a), δ)|NK/F(a)|F f (e,NK/F(a)y, a−1aσaσ

2
β).

où β, b ∈ K, e ∈ F×, y ∈ F, f ∈ S(F× × F × K) ; ici δK/F ∈ F×/F×
2

est le discriminant de la forme bilinéaire
K × K −→ F; (k1, k2) 7−→ TrK/F(k1k2). Comme K/F est une extension galoisienne, on a δK/F = 1 par [[MR],
Lemma 2]. En comparant que les formules ci-dessus, on trouve

0σ(h(a, a−1)) f (1, y, β) = ρψ(h[1, (a, a−1)])g(y, β), (43)

0σ(u(−b)) f (1, y, β) = ρψ(u[1, b])g(y, β), (44)
0σ(ω−1) f (1, y, β) = ρψ(ω)g(y, β), (45)

pour a ∈ K×, b ∈ K, f ∈ S(F× × F × K) et g(y, β) := f (1, y, β) ∈ S(F × K). On sait que 0σ est une représentation
du groupe P, donc on a l’égalité

0σ(ω) 0σ(u(−b)) = 0σ(h(−b−1,−b)) 0σ(u(b)) 0σ(ω) 0σ(u(b−1)) 0σ(ω).
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Grâce aux relations (43)—(45), on a

ρψ(ω−1)ρψ(u[1, b]) = ρψ(h[1, (−b−1,−b)])ρψ(u[1,−b])ρψ(ω−1)ρψ(u[1,−b−1])ρψ(ω−1).

De plus, ω−1 = ω ·
(
−1 0
0 −1

)
et

(
−1 0
0 −1

)
est un élément du centre de G ; on obtient donc enfin l’équation (iii), i.e.

ρψ(ω)ρψ(u[1, b]) = ρψ(h[1, (b−1, b)])ρψ(u[1,−b])ρψ(ω)ρψ(u[1,−b−1])ρψ(ω).

Pour (iv) :

ρψ(ω)ρψ(ω) f (x, α) = γ
∫

y∈F,β∈K

ρψ(ω)( f )(y, β)ψ(−xy − TrK/F(αβ))dµψ(y)dµψK
(β)

= γ2
∫

y,z∈F;β,ζ∈K

f (z, γ)ψ(−(x+z)y−TrK/F((α+ζ)β))dµψ(y)dµψ(z)dµψK
(β)dµψK

(ζ) = f (−x,−α) = ρψ(h[1, (−1,−1)])( f )(x, α).

Pour (v) :

ρψ(ω)ρψ(σ) f (y, β) = γ
∫

x∈F,α∈K

ρψ(σ) f (x, α)ψ(−xy − TrK/F(αβ))dµψ(x)dµψK
(α)

= γ

∫

x∈F,α∈K

f (x, ασ
−1

)ψ(−xy − TrK/F(αβ))dµψ(x)dµψK
(α)

α′=ασ
−1

= γ

∫

x∈F,α′∈K

f (x, α′)ψ(−xy − TrK/F(α
′σβ))dµψ(x)dµψK

(α′)

= γ

∫

x∈F,α′∈K

f (x, α′)ψ(−xy − TrK/F(α′βσ
−1

))dµψ(x)dµψK
(α′)

= γρψ(σ)ρψ(ω) f (y, β).

Les représentations On définit les représentations

πΓψ = c − Ind
F××

(
G⋊Gal(K/F)

)
Γ

ρψ

et
πΓ0
ψ = c − IndF××G

Γ0
ρψ|Γ0 .

On a une suite exacte

0 −→ Γ −→ F× × (
G ⋊ Gal(K/F)

) a−→ F× −→ 1
[t, g, σ] 7−→ t2 NK/F(det(g))

On trouve une section s de a, donnée par

s : F× −→ F× × (
G ⋊ Gal(K/F)

)

t 7−→ [t−1,

(
1 0
0 t

)
, 1].

Par définition, on a

c − Ind
F××

(
G⋊Gal(K/F)

)
Γ

ρψ = {φ ∈ F× × (
G ⋊ Gal(K/F)

) −→ S (F × K)|φ(rg) = ρψ(r)φ(g)

pour r ∈ Γ, et φ est localement constante, à support compact modulo Γ}.
On a un isomorphisme de C-espaces vectoriels

c − Ind
F××

(
G⋊Gal(K/F)

)
Γ

ρψ
τ−→ S (F× × F × K)

φ 7−→ Φ,

où Φ(x, y, β) := φ
(
[x−1,

(
1 0
0 x

)
, 1]

)
(xy, β).

Utilisant l’isomorphisme τ, nous réalisons πΓψ dans S (F× × F × K). Donnons les formules détaillées pour cette
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action :
(1)

πΓψ([t, 1, 1])Φ(x, y, β) = φ([x−1,

(
1 0
0 x

)
, 1][t, 1, 1])(xy, β)

= φ([x−1t,

(
1 0
0 x

)
, 1])(xy, β) = φ

(
[t3,

(
1 0
0 t−2

)
, 1][x−1t−2,

(
1 0
0 t2x

)
, 1]

)
(xy, β)

= ρψ
(
[t3,

(
1 0
0 t−2

)
, 1]

)
φ
(
[x−1t−2,

(
1 0
0 xt2

)
, 1]

)
(xy, β)

= |t3|Fφ
(
[x−1t−2,

(
1 0
0 xt2

)
, 1]

)
(t3xy, tβ) = |t3|Fφ

(
[(xt2)−1,

(
1 0
0 xt2

)
, 1]

)
(xt2 ty, tβ)

= |t3|FΦ(t2x, ty, tβ).

(2)

πΓψ
(
[1,

(
a 0
0 a−1

)
, 1]

)
Φ(x, y, β) = φ

(
[x−1,

(
1 0
0 x

)
, 1][1,

(
a 0
0 a−1

)
, 1]

)
(xy, β)

= φ
(
[1,

(
a 0
0 a−1

)
, 1][x−1,

(
1 0
0 x

)
, 1]

)
(xy, β) = |NK/F(a)|Fφ

(
[x−1,

(
1 0
0 x

)
, 1]

)
(x NK/F(a)y, a−1aσaσ

2
β)

= |NK/F(a)|FΦ(x,NK/F(a)y, a−1aσaσ
2
β).

(3)

πΓψ
(
[1,

(
1 b

0 1

)
, 1]

)
Φ(x, y, β) = φ

(
[x−1,

(
1 0
0 x

)
, 1][1,

(
1 b

0 1

)
, 1]

)
(xy, β)

= φ
(
[1,

(
1 bx−1

0 1

)
, 1][x−1,

(
1 0
0 x

)
, 1]

)
(xy, β)

= φ
(
[x−1,

(
1 0
0 x

)
, 1]

)
(xy, β − by)ψ

(
TrK/F

(
bbσβσ

2)
x−1y − NK/F(b)x−1y2 − x−1 TrK/F(bβσβσ

2
)
)

= Φ(x, y, β − by)ψ
(
x−1( TrK/F(bbσβσ

2
y − NK/F(b)y2 − TrK/F(bβσβσ

2
))
))
.

(4)

πΓψ
(
[1,

(
a 0
0 1

)
, 1]

)
Φ(x, y, β) = φ

(
[x−1,

(
1 0
0 x

)
, 1][1,

(
a 0
0 1

)
, 1]

)
(xy, β)

= φ
(
[x−1,

(
a 0
0 x

)
, 1]

)
(xy, β) = φ

(
[NK/F(a),

(
a 0
0 NK/F(a)−1

)
, 1][x−1 NK/F(a)−1,

(
1 0
0 x NK/F(a)

)
, 1]

)
(xy, β)

= φ
(
[1,

(
a 0
0 a−1

)
, 1][NK/F(a),

(
1 0
0 a NK/F(a)−1

)
, 1][x−1 NK/F(a)−1,

(
1 0
0 x NK/F(a)

)
, 1]

)
(xy, β)

= |NK/F(a)|Fφ
(
[NK/F(a),

(
1 0
0 a NK/F(a)−1

)
, 1][x−1 NK/F(a)−1,

(
1 0
0 x NK/F(a)

)
, 1]

)
(xy NK/F(a), a−1aσaσ

2
β)

= |NK/F(a)|2φ
(
[(x NK/F(a))−1,

(
1 0
0 x NK/F(a)

)
, 1]

)
(NK/F(a)2xy, aσaσ

2
β) = |NK/F(a)2|FΦ(x NK/F(a),NK/F(a)y, aσaσ

2
β).

(5)

πΓψ
(
[1, ω, 1]

)
Φ(x, y, β) = φ([x−1,

(
1 0
0 x

)
, 1][1, ω, 1])(xy, β)

= φ([1, ω, 1][1,

(
x 0
0 x−1

)
, 1][x−1,

(
1 0
0 x

)
, 1])(xy, β)

= γ

∫

z∈F,α∈K

φ
(
[1,

(
x 0
0 x−1

)
, 1][x−1,

(
1 0
0 x

)
, 1]

)
(z, α)ψ(−xyz − TrK/F(αβ))dµψ(z)dµψK

(α)
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= γ

∫

z∈F,α∈K

|NK/F(x)|Fφ
(
[x−1,

(
1 0
0 x

)
, 1]

)
(NK/F(x)z, x−1xσxσ

2
α
)
ψ(−xyz − TrK/F(αβ))dµψ(z)dµψK

(α)

z′=zx2,α′=αx
= γ|NK/F(x)|F |x−2|F |NK/F(x)−1|F

∫

z′∈F,α∈K

φ
(
[x−1,

(
1 0
0 x

)
, 1]

)
(xz′, α′)ψ

(−x−1yz′−TrK/F(α′βx−1)dµψ(z′)dµψK
(α′)

= γ|z′|−2
F

∫

z′∈F,α′∈K

φ
(
[x−1,

(
1 0
0 x

)
, 1]

)
(xz′, α′)ψ

(
− x−1(yz′ + TrK/F(α′β)

))
dµψ(z′)dµψK

(α′)

= γ|z′|−2
F

∫

z′∈F,α′∈K

Φ
(
x, z′, α′

)
ψ
(
x−1( − yz′ − TrK/F(α′β)

))
dµψ(z′)dµψK

(α′).

(6)

πΓψ
(
[1, 1, σ]

)
Φ(x, y, β) = φ([x−1,

(
1 0
0 x

)
, 1][1, 1, σ])(xy, β)

= φ
(
[1, 1, σ][x−1,

(
1 0
0 x

)
, 1]

)
(xy, β) = φ([x−1,

(
1 0
0 x

)
, 1])(xy, βσ

−1
) = Φ(x, y, βσ

−1
).

En concluons la représentation (πΓψ, F
× ×

(
G ⋊ Gal(K/F)

)
) se réalise dans l’espace vectoriel des fonctions de

Schartz-Bruhat par les formules suivantes :

πΓψ
(
[t, 1, 1]

)
Φ(x, y, β) = |t3|FΦ(t2x, ty, tβ) (46)

πΓψ
(
[1,

(
a 0
0 a−1

)
, 1]

)
Φ(x, y, β) = |NK/F(a)|FΦ(x,NK/F(a)y, a−1aσaσ

2
β). (47)

πΓψ
(
[1,

(
a 0
0 a−1

)
, 1]

)
Φ(x, y, β) = ψ

(
x−1( TrK/F(bbσβσ

2
)y − NK/F(b)y2 − TrK/F(bβσβσ

2
)
)
Φ(x, y, β − by). (48)

πΓψ
(
[1,

(
a 0
0 1

)
, 1]

)
Φ(x, y, β) = |NK/F(a)|2FΦ(x NK/F(a),NK/F(a)y, aσaσ

2
β). (49)

πΓψ
(
[1, ω, 1]

)
Φ(x, y, β) = γ|z|−2

F

∫

z∈F,α∈K

Φ(x, z, α)ψ
(
− x−1(yz + TrK/F(αβ)

))
dµψ(z)dµψK

(α). (50)

πΓψ
(
[1, 1, σ]

)
Φ(x, y, β) = Φ(x, y, βσ

−1
). (51)

Remarque 4.60. Si on prend ψ− au liée de ψ, et que on utilise l’isomorphisme S (F× × F × K) −→ S (F× × F ×
K); f (x, y, β) 7−→ f (x,−y, β), on retrouve les formules dans [[MR], Page 175].

Les quotients 1—les séries principales On dit qu’un espace topologique X(resp. un groupe topologique G) est
un l-espace(resp. l-groupe) si X(resp. G) est localement compact totalement discontinu. On a une action de l-groupe
G sur un l-espace X si l’application G × X −→ X est continue ; on désignera par S(X) l’espace des fonctions de
Schwartz-Bruhat et par S⋆(X) l’espace des distributions de Schwartz muni de la topologie faible, c’est-à-dire la
topologie moins fine telle que pour tout élément φ ∈ S, l’ensemble φ⊥ = {φ⋆ ∈ S⋆(X)|〈φ⋆, φ〉 = 0} est ouvert.
Soient X un l-espace, Z un sous-l-espace fermé de X et U = X\Z. On a deux suites exactes induites par l’induisons
iU de U dans X et celle pZ de Z dans X :

0 −→ S(U)
iU−→ S(X)

pZ−→ S(Z) −→ 0,

et

0 −→ S⋆(Z)
p⋆

Z−→ S⋆(X)
i⋆
U−→ S⋆(U) −→ 0.

Pour chaque élément φ⋆ ∈ S⋆(X), il existe un ensemble ouvert maximal U tel que i⋆
U

(φ⋆) = 0, donc on dit que
Z = X\U est le support de φ⋆.

Théorème 4.61 (Bernstein). Si q : X −→ T est une application continue de l-espaces, on note Xt := q−1(t) pour

t ∈ T. On a deux applications :

S(T ) × S(X) −→ S(X);

( f , φ) 7−→ f × φ,
où f × φ(x) := f (q(x))φ(x).

S(T ) × S⋆(X) −→ S⋆(X);
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( f , φ⋆) 7−→ f × φ⋆,

où 〈 f × φ⋆〉 := 〈φ⋆, f × φ〉. Soit M un sous-espace fermé de S⋆(X), muni d’une S (T )-action, alors

M =
⊕

t∈T
(M ∩ S⋆(Xt)).

Démonstration. Ceci découle de [[B2], Page 58] �

Théorème 4.62 (Bernstein). Soient G un l-groupe unmodulaire, Z un l-espace muni d’une G-action transitive, X

un l-espace et ϕ une application de X dans Z qui est G-équivariante. Soient z0 ∈ Z , StabG(z0) = H, Xz0 = ϕ
−1(z0)

le fibre de z0, χ un caractère de G. On suppose que H est unimodulaire. Alors :

(1) Il existe un isomorphisme

Fr : S⋆(X)G,χ −→ S⋆(Xz0 )H,χ|H ,

défini par

〈Fr(I), f 〉 =
∫

Z

χ(gz)〈I, gz f 〉dg,

où gz ∈ G est un élément satisfaisant à gz(z) = z0, et dg est une mesure de Haar de Z.

(2) Pour chaque élément I ∈ S⋆(X)G,χ, on a supp(Fr(I)) = supp(I) ∩ Xz0 .

Démonstration. Ceci découle de [[B2], Page 60] �

Reprenons les notations du début, où en particulier T est le sous-groupe diagonal de G = GL2(K).

Lemme 4.63. (1) (πΓψ)N ≃ S (F× × F×).
(2) L’action de F× × T est décrite par les formules ci-dessous :

(i) πΓ,Tψ ([t, 1, 1])F(x, y) = |t3|F F(t2x, ty),

(ii) πΓ,Tψ ([1,

(
a 0
0 a−1

)
])F(x, y) = |NK/F(a)|F F(x,NK/F(a)y),

(iii) πΓ,Tψ ([1,

(
a 0
0 1

)
])F(x, y) = |NK/F(a)|2

F
F(NK/F(a)x,NK/F(a)y),

où t ∈ F×, a ∈ K×.

Démonstration. (1) Pour Φ ∈ S (F× × F × K), on définit

ΦN(x, y, β) :=
∫

N

πΓψ(

(
1 b

0 1

)
)Φ(x, y, β)db.

Calculons cette fonction sur F× × F × K.
(i) Prenons d’abord y = 0. On a

ΦN(x, 0, β) =
∫

N

πΓψ(

(
1 b

0 1

)
)Φ(x, 0, β)db

=

∫

N

ψ(−TrK/F(bβσβσ
2
))Φ(x, 0, β)db =

∫

N

ψ(−TrK/F(bβσβσ
2
)Φ(x, 0, β)db = 0.

(ii) Pour y , 0, on a

ΦN(x, y, β) =
∫

N

πΓψ(

(
1 b

0 1

)
)Φ(x, y, β)db

=

∫

N

ψ(x−1(TrK/F(bbσβσ
2
)y − NK/F(b)y2 − TrK/F(bβσβσ

2
))Φ(x, y, β − by)db.

Posons β = b0y, et effectuions la changement de variable b′ = b − b0. On obtient

ΦN(x, y, β) =
∫

N

Φ(x, y, b′)db′ =

∫

N

ψ(x−1[−NK/F(b′)y2+NK/F(b0)y2])Φ(x, y,−b′y)db′ = ψ(x−1 NK/F(b0)y2)ΦN(x, y, 0).

(iii) Supposons ψ|Pn = 1. Prenons f1, f2 ∈ S (F×). Supposons supp( fi) ⊆ Ki un ensemble ouvert compact de F×.
On note

S = {(x, y, β) ∈ F× × F× × K|x−1y−1 NK/F(β) ∈ Pn, x ∈ K1, y ∈ K2}.
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On prend
Φ(x, y, β) = |y|K f1(x) f2(y)1S (x, y, β).

Pour y , 0, on a

ΦN(x, y, 0) = |y|K
∫

N

φ(x−1y−1 NK/F(by)) f1(x) f2(y)1S (−by)db =

∫

N

ψ(x−1y−1 NK/F(b′)) f1(x) f2(y)1S (−b′)db′

= f1(x) f2(y)
∫

S

1S (−b)db = c f1(x) f2(y).

(iv) On note S N = {ΦN |Φ ∈ S (F× × F × K)}. On a une application bijective

S N

i−→ S (F× × F×);ΦN 7−→ ΦN |F××F××0.

Cette application est bien définie. Par les points (i) et (ii), i est injective, et par le point (iii), i est surjective.
(2) Ceci résulte de la définition de i ci-dessus. �

On définit des applications
F× × T × (F× × F) −→ F× × F;

[t,

(
a 0
0 d

)
](x, y) 7−→ [t2 NK/F(ad)x, t NK/F(a)y].

Aussi
T × (F× × F) −→ F× × F;

[

(
a 0
0 d

)
(x, y) 7−→ [NK/F(ad)x,NK/F(a)y].

Lemme 4.64. (i) Les actions ci-dessus sont simplement transitives .

(ii) S tabF××T ((1, 1)) = {(t,
(
a 0
0 d

)
)|t NK/F(a) = t NK/F(d) = 1}.

S tabT ((1, 1)) = {
(
a 0
0 d

)
|NK/F(a) = NK/F(d) = 1}.

Démonstration. C’est évident. �

Proposition 4.65. (i) mG(πΓψ,ΠΦ1,Φ2 ) = 1, si Φ1 = φ1 ◦ NK/F , Φ2 = φ2 ◦ NK/F pour φ1, φ2 ∈ Irr(F×) ; sinon = 0.

(ii) mF××G(πΓψ, φ ⊗ Πφ◦NK/F |NK/F (·)|F ,φ◦NK/F |NK/F (·)|2
F
) = 1 pour φ ∈ Irr(F×) ; = 0 sinon.

Démonstration. (1) On note H1 = S tabG((1, 1)). On a HomG(πΓψ,ΠΦ1,Φ2 ) ≃ HomT ((πΓψ)N ,Φ1 ⊗ Φ2) ≃
S ⋆(F× × F×)Φ

−1
1 |NK/F (·)|−2

F
⊗Φ−1

2 |NK/F (·)|−1
F

Théorème 4.62
= S ⋆((1, 1))Φ

−1
1 |NK/F (·)|−2

F
⊗Φ−1

2 |NK/F (·)|−1
F
|H1 . Donc mG(πΓψ,ΠΦ1,Φ2 ) = 1,

si Φ−1
1 |NK/F(·)|−2 ⊗ Φ−1

2 |NK/F(·)|−1
F
|H1 = 1, c’est-à-dire que Φ1 = φ1 ◦ NK/F , Φ2 = φ2 ◦ NK/F pour quelques

φ1, φ2 ∈ Irr(F×). Sinon, on a mG(πΓψ,ΠΦ1,Φ2 ) = 0.
(2) On note H2 = S tabF××G((1, 1)). On a HomF××G(πΓψ, φ ⊗ ΠΦ1,Φ2 ) ≃ HomF××T ((πΓψ)N , φ ⊗ Φ1 ⊗ Φ2) ≃ S ⋆(F× ×
F×)φ

−1 |·|−3
F
⊗Φ−1

1 |NK/F (·)|−2
F
⊗Φ−1

2 |NK/F (·)|−1
F

Théorème 4.62
= S ⋆((1, 1))φ

−1 |·|−3
F
⊗Φ−1

1 |NK/F (·)|−2
F
⊗Φ−1

2 |NK/F (·)|−1
F
|H2 . Donc mF××G(πΓψ, φ ⊗

ΠΦ1,Φ2 ) , 0 ssi φ−1| · |−3
F
⊗ Φ−1

1 |NK/F(·)|−2
F
⊗ Φ−1

2 |NK/F(·)|−1
F
|H2 = 1. I,e Φ1 = φ ◦ NK/F |NK/F(·)|F ,Φ2 =

φ ◦ NK/F |NK/F(·)|2
F

. De plus, mF××G(πΓψ, φ ⊗ Πφ◦NK/F |NK/F (·)|F ,φ◦NK/F |NK/F (·)|2
F
) = 1. �

4.3 Appendices

4.3.1 Appendice 1. Des lemmes en représentation locale

En vue d’application, nous citons et montrons des résultats en représentation locale. Soit G un groupe locale-
ment compact totalement discontinu, H un sous-groupe fermé de G, ∆G (resp. ∆H) les fonctions unimodulaires de
G (resp. H)[cf.[BZ], Page 10] ; (π,V) (resp. (ρ,W)) une représentation lisse de G (resp. H), et (π̌, V̌) (resp. (σ̌, W̌))
la représentation contragriénte de (π,V) (resp. (σ,W)).
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Lemme 4.66.
(c − IndG

H σ)∨ ≃ IndG
H σ̌∆G/∆H .

Démonstration. Ceci découle de [[BZ], Page 23] �

Lemme 4.67. Supposons ∆G/∆H = 1. Si (σ,W) est une représentation lisse admissible de H, alors

IndG
H σ ≃ (c − IndG

H σ̌)∨.

En particulier, si IndG
H σ est admissible, alors (IndG

H σ)∨ ≃ c − IndG
H σ̌.

Démonstration. C’est une consequence du lemme 4.66. �

Lemme 4.68. (i) Si H est un sous-groupe ouvert de G, alors ∆H = ∆G |H .

(ii) Si H est un sous-groupe distingué de G, et que G/H est abélien, alors ∆H = ∆G |H .

Démonstration. (1) Par hypothèse, on a une suite exacte

1 −→ S ⋆(H \G) −→ S ⋆(G)
p⋆

H\G−→ S ⋆(H) −→ 1.

Si µG est une mesure duale de Haar à gauche de G, alors p⋆
H\G(µG) l’est aussi de H, d’où le résultat.

(2) Si µH est une mesure duale de Haar à gauche de H, et que µG/H est une mesure duale de Haar de G/H.
Rappelons qu’on a un homomorphisme

S (G) −→ S (G/H);

f 7−→ f ,

où f (gH) :=
∫

H
f (gh)µH(h). Comme

(
g−1 supp( f )

)
∩ H et supp( f )H/H sont compacts, on voit que f est bien

définie. On définit un élément µG ∈ S ⋆(G) de la façons suivante :

µG( f ) :=
∫

G/H

f (g)dµG/H(g).

Si on définit une application ρ(g0) : G −→ G; g 7−→ g0g, alors µG(ρ(g0) f ) =
∫

G/H
ρ(g0) f (g)dµG/H(g)

=
∫

G/H
f (g−1

0 g)dµG/H(g) = µG( f ), i.e. µG est une mesure duale de Haar à gauche du groupe G. Si δ(g) : G −→
G; g′ 7−→ g′g−1, alors par définition[cf.[BZ]], δ(g)µG = ∆(g)µG. En particulier, pour h0 ∈ H, δ(h−1

0 ) f (g) =∫
H

f (ghh0)dµH(h) = ∆H(h0) f (g). Il en résulte que
(
δ(h0)µG

)
( f ) = µG

(
δ(h−1

0 ) f
)
=

∫
G/H

δ(h−1
0 ) f (g)dµG/H(g)

=
∫

G/H
∆H(h0) f (g)dµG/H(g) = ∆H(h0)µG( f ), d’où le résultat. �

Lemme 4.69. Si π|H est une représentation lisse admissible du groupe H, alors (π|H)∨ ≃ π̌|H .

Démonstration. Par hypothèse, π est aussi une représentation lisse admissible de G, et on a des homomorphismes
canoniques

π̌|H ֒→ (π|H)∨ · · · (1)

et
π|H ֒→ (π̌|H)∨ · · · (2).

Par (1), on sait que π̌|H est aussi une représentation lisse admissible de H.
Par (2), on a

π̌|H ≃ (π̌|H)∨∨ ։ (π|H)∨,

donc on trouve le résultat. �

Théorème 4.70 (BZ).

HomG(c − IndG
H ρ, π̌) ≃ HomH(

∆G

∆H

ρ, (π|H)∨).

Démonstration. Ceci découle de [[BZ], Page 23-24, Proposition]. �
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Proposition 4.71. Conservons les hypothèses dans le Lemme 4.68 et le Lemme 4.69. On a

HomG(c − IndG
H ρ, π) ≃ HomH(ρ, π|H).

Démonstration. Ceci est une conséquence du Théorème 4.70. �

Proposition 4.72. Si G1 est un sous-groupe de G tel que

H ∩G1\G1
e−→ H\G

est une bijection, alors

ResG
G1

(
c − IndG

H ρ
) ≃ c − IndG1

H∩G1

(
ResH

H∩G1
ρ
)
.

Démonstration. (0) Bijection=Homéomorphisme : e est continue et bijective, il reste à vérifier ce qui est fermée.

Soit P un ensemble fermé de H ∩G1 \G1. On note P l’image inverse de P dans G1 par G1 −→ H1 ∩G1 \G1. Ce
qui résulte que e(P) = H · P est un ensemble fermé de G, et

(
H \ H · P

)c
= H \ (H · P)c. Donc H \ H · P est aussi

fermé dans H \G, d’où le résultat.
(1) Rappelons la définition :

c − IndG
H(W) = { f : G −→ W |

(a) f (hg) = ρ(h) f (g) pour g ∈ G, h ∈ H,
(b) il existe un sous-groupe ouvert compact K de G( dépendant de f ) tel que f (gk) = f (g) pour g ∈ G, k ∈ K,
(c) il existe une partie compact K f de G tel que supp( f ) ⊂ HK f }.

(2) Vectors K1-invariants (i). Soit K1 un sous-groupe ouvert compact de G1 et soit Ω un système de représentants

des doubles classes H ∩G1\G1/K1. Posons K1g1
= H ∩G1 ∩ g1K1g−1

1 pour g1 ∈ Ω. On sait que [cf. [Rena], Page
83, lemme]

(c − IndG1
H∩G1

ρ)K1
i≃ { f : Ω −→ W | f (g1) ∈ W

K1g1 pour tout g1 ∈ Ω et f ait un support fini },

où i est la restriction des fonctions de c − IndG1
H∩G1

W à Ω.

(2) Vectors K1-invariants (ii). Maintenant, on considère
(

ResG
G1

c − IndG
H W

)K1
. Par hypothèse, on a

H1 \G1/K1 ≃ H \G/K1.

Reprenons Ω comme le système de représentants des doubles classes H \ G/K1 et K1g1
= H ∩ g1K1g−1

1 =
(
H ∩

G1
) ∩ g1K1g−1

1 pour g1 ∈ Ω. On considère la restriction des fonctions de
(
c − IndG

H W
)K1 à Ω.

(a) Toute fonction f dans
(
c − IndG

H W
)K1 , vérifie :

f (hg1k1) = ρ(h) f (g1) pour h ∈ H, g1 ∈ Ω, k1 ∈ K1.

Il en résulte que la restriction de f à Ω détermine bien f .
(b) Soient g1 ∈ Ω, h ∈ K1g1

= H ∩ g1K1g−1
1 , f ∈ (

c − IndG
H W

)K1 , on a

ρ(h) f (g1) = f (hg1) = f (g1g−1
1 hg1) = f (g1),

donc f (g1) appartient à W
K1g1 .

(c) Nous affirmons que toute fonction f sur Ω de support fini à valeurs dans W vérifiant f (g) ∈ WK1g pour g ∈ Ω,
peut se relever en une fonction de

(
c − IndG

H W
)K1 . Il reste à montrer que f ∈ c − IndG

H W.
(i) D’abords, le composé de les applications G1 −→ G1/H1 ≃ G/H est continu et ouvert, donc pour un

sous-groupe ouvert compact C (resp. C1) de G (resp. G1), et g ∈ G1, on a les égalités

HgC = HgC(1),

et
HgC(0) = HgC1.

pour un voisinage ouvert compact C(1) de l’élément 1G1 dans G1 et un voisinage ouvert compact C(0) de
l’élément 1G dans G.
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(ii) Soit g ∈ Ω. Si HgK1 = HgEg pour un voisinage ouvert compact Eg de l’élément 1G dans G. On suppose
que K1 ⊂ E ∩ G1 pour un sous-groupe ouvert compact E de G. Comme HgE ⊃ HgEg, on suppose que
Eg ⊂ E. On note

∩g∈ΩEg = EΩ,

qui est un ensemble compact de G. On a l’égalité

E \ EΩ = ∪g∈Ω(E \ Eg).

Comme E \ EΩ est compact, il existe un ensemble {g(1), · · · , g(n)} dans G, tels que E \ EΩ = ∪n
i=1E \ Eg(i) ,

d’où EΩ = ∩n
i=1Eg(i) est un ensemble ouvert compact. On suppose que EΩ contient un sous-groupe ouvert

compact E0 de G.
Supposons que supp( f ) ∩Ω = {g1, · · · , gn}. On prend un sous-groupe ouvert compact F0 de G tel que

F0 ⊂ E0

et
F0 ∩G1 = F

(1)
0 ⊆ K1.

(iii) Par définition, f (gi) = vgi
∈ WK1gi . On prend des sous-groupes ouverts compacts Fi de G tels que

vgi
∈ WFigi (52)

où Figi
= giFig

−1
i
∩ H, et

Fi ⊆ F0.

Supposons que
Hgi

(
Fi ∩G1

) ⊇ HgiLi,

pour des sous-groupes ouverts compacts Li de G satisfaisant à Li ⊆ Fi pour 1 ≤ i ≤ n.
On définit un sous-groupe ouvert compact de G de la façons suivante

K = ∩n
i=1Li.

Donc on a
HgiK = HgiK

(1)
i
⊆ HgiLi ⊆ Hgi

(
Fi ∩G1

)
.

On suppose que K
(1)
i
⊆ Fi ∩G1. Si k ∈ K, on a

k = g−1
i higili

pour hi ∈ H ∩ giFig
−1
i
= Figi

, et li ∈ K
(1)
i
⊆ Fi ∩G1 ⊆ F0 ∩G1.

Donc
f (gik) = f (gig

−1
i higili) = f (higili) = f (higi)

= ρ(hi) f (gi) = ρ(hi)vgi

l’égalité (52)
= vgi

= f (gi).

(iv) On prend
K0 = ∩k1∈K1 k−1

1 Kk1.

Comme K1K ⊆ E, par la démonstration du point (c)(ii), on voit que K0 est un sous-groupe ouvert compact
de G et K0K1 = K1K0.
D’abords, pour k1 ∈ K1, k0 ∈ K0, on a k1k0 = k′1k′0 pour k′0 ∈ K0, k

′
1 ∈ K1. On trouve

f (gik1k0) = f (gik
′
0k′1) = f (gik

′
0) = f (gi).

Si g ∈ Ω \ {g1, · · · , gn}, on a

HgK1 ⊆ HgK1K0 ⊆ HgK0K1 ⊆ HgEg = HgK1.

Donc, on a aussi
0 = f (g) = f (gk0) pour g ∈ HgK1 et k0 ∈ K0.

Finalement, on a affirmé l’assertion !
(3) L’isomorphisme. On définit

ResG
G1

(
c − IndG

H W
) γ
−→ c − IndG1

H∩G1
W,

f 7−→ f |G1 .

Si supp( f ) ⊆ HK pour un ensemble compact K de G ; comme H1\G1 ≃ H\G, on vérifie que supp( f |G1 ) ⊆ H1K1

pour un ensemble compact K1 de G1. Donc γ est bien définie, et on voit asiément ce qui est aussi injective.
D’autre part, par le point (2) ci-dessus, on a vu que, pour chaque sous-groupe ouvert compact K1 de G1, γ induit
une bijection entre

(
ResG

G1
(c − IndG

H W)
)K1 et

(
c − IndG1

H∩G1
W

)K1 , d’où le résultat. �
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4.3.2 Appendice 2. Des formules

“l’application p : H −→ GO(M) est définie par H × M −→ M; (h,m) 7−→ hmh
t
”

(i) GL2(E) −→ H; h 7−→ (h, h). Soit h =

(
a b

c d

)
∈ GL2(E), h·(e1, e2) := (e1, e2)

(
a b

c d

)
= (ae1+ce2; be1+de2).

(ii) (h, 1) · (αe1 ⊗ e1 + βe1 ⊗ e2 + γe2 ⊗ e1 + δe2 ⊗ e2) = (aα + bγ)e1 ⊗ e1 + (aβ + bδ)e1 ⊗ e2 + (cα + dγ)e2 ⊗
e1 + (cβ + dδ)e2 ⊗ e2 ⇐⇒ (h × 1)

(
α β
γ δ

)
=

(
a b

c d

) (
α β
γ δ

)
.

(iii) (1, h) · (αe1 ⊗ e1 + βe1 ⊗ e2 + γe2 ⊗ e1 + δe2 ⊗ e2) = (αa + βb)e1 ⊗ e1 + (βd + αc)e1 ⊗ e2 + (γa + δb)e2 ⊗

e1 + (δd + γc)e2 ⊗ e2 ⇐⇒ (1, h) ·
(
α β
γ δ

)
=

(
αa + βb βd + αc

γa + δb δd + γc

)
=

(
α β
γ δ

) (
a c

b d

)
=

(
α β
γ δ

)
h

t
.

Les formules (13)—(19).

Nous expliquons ensuite comment on obtient les formules (13)—(19).
D’abord, on a la suite exacte

1 −→ Γ −→ G+ ×GO(M)
λ−→ F×+ −→ 1,

où λ((g, h)) := λ(g)λ(h).

Cette suite est scindée sous une section d : F×+ −→ G+ ×GO(M); t 7−→ (

(
1 0
0 t

)
, 1).

Alors c − IndG+×GO(M)
Γ

ρψ = {F : G+ × GO(M) −→ S(M)|F(αA) = ρψ(α)F(A) pour α ∈ Γ, A ∈ G+ × GO(M) et

supp(F) ⊂ ΓKF pour une partie compact KF de G+ ×GO(M)} i≃ S(M × F×+).

D’où i : F −→ i(F), i(F)(m, u) := F([d(u), 1])(m) pour d(u) :=

(
1 0
0 t

)
.

(13) h ∈ H, λ(h) = NE/F(det(h)), on note e = det h.

π̃Γ,+ψ ([1, h])F([d(u), 1])(m) = F([1, h

(
1 0
0 e−1

)
] · [

(
1 0
0 λ(h)−1

)
,

(
1 0
0 e

)
] · [d(uλ(h)), 1])(m)

= |λ(h)|F F([d(uλ(h)), 1])(htmh)

⇒ π̃Γ,+ψ ([1, h]) f (m, u) = |NE/F(det(h))|F f (htmh,NE/F(det(h))u).

(14)
π̃Γ,+ψ ([1, σ])F([d(u), 1])(m)

= F([d(u), σ])(m)

= F([d(u), 1])(mσ)

=⇒ π̃Γ,+ψ ([1, σ]) f (m, u) = f (mσ, u).

(15)
π̃Γ,+ψ

(
[1, t]

)
F([d(u), 1])(m)

= F([d(u), t])(m) = F
(
[d(t2), t][d(t2u), 1]

)
(m)

= |t|2F F
(
[d(t2u), 1]

)
(tm)

=⇒ π̃Γ,+ψ ([1, t])F(m, u) = |t|2F f (tm, t2u).

(16)

π̃Γ,+ψ ([

(
a 0
0 a−1

)
, 1])F([d(u), 1])(m)

= F([

(
a 0
0 a−1

)
d(u), 1])(m)

= χF(a)|a|2F F([d(u), 1])(am)
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=⇒ π̃Γ,+ψ ([

(
a 0
0 a−1

)
, 1]) f (m, u) = χF(a)|a|2F f (am, u).

(17)

π̃Γ,+ψ ([

(
1 b

0 1

)
, 1])F([d(u), 1])(m)

= F([

(
1 b

0 u

)
, 1])(m)

= F([

(
1 bu−1

0 1

)
, 1] · [

(
1 0
0 u

)
, 1])(m)

= ψF(bu−1 det(m))F([d(u), 1])(m)

=⇒ π̃Γ,+ψ ([

(
1 b

0 1

)
, 1]) f ((m, u)) = ψF(bu−1 det(m)) f (m, u).

(18)

π̃Γ,+ψ ([

(
1 0
0 t

)
, 1])F([d(u), 1])(m)

= F([d(ut), 1])(m)

=⇒ π̃Γ,+ψ ([

(
1 0
0 t

)
, 1]) f ((m, u)) = f (m, tu).

(19)

π̃Γ,+ψ ([

(
0 1
−1 0

)
, 1])F([d(u), 1])(m)

= π̃Γ,+ψ ([

(
u−1 0
0 u

)
, 1] · [

(
0 1
−1 0

)
, 1] · [

(
1 0
0 u

)
, 1])(m)

= χF(u−1)|u−1|2F
(̃
πΓ,+ψ ([

(
0 1
−1 0

)
, 1])F

)
([d(u), 1])(u−1m)

= χF(u−1)|u−1|2Fγ(q)
∫

M

F([d(u), 1])(n)ψF(q(u−1m, n))dn

?
= γ(u−1q)

∫

M

F([d(u), 1])(n)ψF(u−1q(m, n))dn

=⇒ π̃Γ,+ψ ([

(
0 1
−1 0

)
, 1]) f (m, u) = γ(u−1q)

∫

M

f (n, u)ψF(u−1q(m, n))|u−1|2Fdn.

?
= Utilisons le résultats dans [[JL], Page 4 ] :

γ(q) = γ = χF(a)

∫
UF
χ−1

F
(x)ψF(xa−1)dx

|
∫

UF
χ−1

F
(x)ψF(xa−1)dx|

par définition, replacez a par ua et ψF par ψu
F

=⇒ γ(uq) = χF(au)

∫
UF
χ−1

F
(x)ψF(xa−1)dx

|
∫

UF
χ−1

F
(x)ψF(xa−1)dx|

.

= χF(u)γ(q)

Grâce à l’isomorphisme S(M × F×
) ≃ S(M × F×

)
; f (m, u)

lV7−→ f (m, u−1), on obtient les formules (13)—(19).
C’est-à-dire que :

lV (̃πΓ,+ψ (g) f )(m, u) = πΓ,+ψ (g)lV ( f )(m, u) pour g ∈ G+ ×GO(M).

(13) g = (h, 1).

lV (π̃Γ,+ψ (1, h) f )(m, u) =
(̃
πΓ,+ψ (h, 1) f

)
(m, u−1) = |NE/F(det(h))|F f (htmh,NE/F(det(h))u−1).

πΓ,+ψ (g)lV ( f )(m, u) = |NE/F(det(h))|F lV ( f )
(
htmh,NE/F(det(h)−1)u

)
= |NE/F(det(h))|F f (htmh,NE/F(det(h))u−1).
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(14) g = (1, σ).
lV (̃πΓ,+ψ (1, σ) f )(m, u) = f (mσ, u−1).

πΓ,+ψ ((1, σ))lV ( f )(m, u) = lV ( f )(mσ, u) = f (mσ, u−1).

(15) g = (1, t).
lV

(
π̃Γ,+ψ

(
(1, t)

)
f
)
(m, u) = |t|2F f (tm, t2u−1).

πΓ,+ψ
(
(1, t)

)
lV ( f )(m, u) = |t|2F lV ( f )(tm, t2u) = |t|2F f (tm, t−2u−1).

(16) g = (

(
a 0
0 a−1

)
, 1).

lV (̃πΓ,+ψ (g) f )(m, u) = χF(a)|a|2F f (am, u−1).

πΓ,+ψ (g)lV ( f )(m, u) = χF(a)|a|2F lV ( f )(am, u) = χF(a)|a|2F f (am, u−1).

(17) g = (

(
1 b

0 1

)
, 1).

lV (̃πΓ,+ψ (g) f )(m, u) =
(̃
πΓ,+ψ (g) f

)
(m, u−1) = ψF(bu det(m)) f (m, u−1).

πΓ,+ψ (g)lV ( f )(m, u) = ψF(bu det(m))lV ( f )(m, u) = ψF(bu det(m)) f (m, u−1).

(18) g = (

(
1 0
0 t

)
, 1).

lV (̃πΓ,+ψ (g) f )(m, u) = π̃Γ,+ψ (g) f (m, u−1) = f (m, tu−1).

πΓ,+ψ (g)lV ( f )(m, u) = lV ( f )(m, t−1u) = f (m, tu−1).

(19) g = (

(
0 1
−1 0

)
, 1).

lV (̃πΓ,+ψ (g) f )(m, u) = π̃Γ,+ψ (g) f (m, u−1) = γ(uq)
∫

M

f (n, u−1)ψF(uq(m, n))|u|2Fdn

πΓ,+ψ (g)lV ( f )(m, u) = γ(uq)
∫

M

lV ( f )(n, u)ψF(uq(m, n))|u|2Fdn.

= γ(uq)
∫

M

f (m, u−1)ψF(uq(m, n))|u|2Fdn.

La formule (6).

On sait que [cf.[Co]]

R̃ψ(1,

(
1 0
0 t

)
) f̃ ((x, y, α, u)) = |t|−1/2

F
f̃ (x, ty, α, t−1u). (53)

Par passager à transformée de Fourier f̃ , on obtient la formule (53) à l’aider de la formule (6) :

R̃ψ(1,

(
1 0
0 t

)
) f̃ ((x, y, α, u)) =

∫

F

(
Rψ f

)
(

(
v b

b −x

)
, u)ψ(vuy)|u|1/2

F
dv

=

∫

F

|t|−1 f (

(
v b

b −x

)
, t−1u)ψ(vuy)|u|1/2

F
dv

= |t|−1/2
F

∫

F

f (

(
v b

b −x

)
, t−1u)ψ

(
v(t−1u)(yt)

)|t−1u|1/2
F

dv

= |t|−1/2
F

f̃ (x, ty, b, t−1u),

donc on trouve le résultat.



RÉFÉRENCES 103

Références

[Bar1] L.BARTHEL, Local Howe correspondence for groups of similitudes, J. Reine Angew. Math. 414
(1991), 207-220.

[Bar2] L.BARTHEL, Thèse.

[B1] J. BERNSTEIN, rédigé par P. Deligne, Le centre de Bernstein, in ”Représentations des groupe réductifs
sur un corps local, Travaux en cours,” Hermann, Paris, 1984.

[B2] J. BERNSTEIN, P-invariant distributions on GL(n) and the classification of unitary representations of

GL(n) (non-Archimedean case), Lecture Notes in Math 943, Springer-Verlag, 50-102 (1984).

[B3] I.N. BERNSHTEIN, All reductive p-adic groups are of type I, Functional Anal. Appli 8 (1974) 91-93.

[BZ] I.N. BERNSTEIN, A.V.ZELEVINSKY, Representations of the group GL(n, F) where F is a non-

archimedean local field, Russ.Math.Surv.31(3). 1-68(1976).

[BH] C.J.BUSHNELL, G.HENNIART, The local langlands conjecture for GL(2), Grundlehren der Mathe-
matischen Wissenschaften, 335. Springer-Verlag, Berlin, 2006.

[Co] M.COGNET, Represéntation de Weil et changement de base quadratique, Bull. Soc. Math. France 113
(1985) no.4 403-457.

[GK] S.GELBART, A.KNAPP, L-indistinguishability and R-groups for special linear groups, Adv, Math.
43(1982), 101-121.

[GL] P.GÉRARDIN, J-P.LABESSE, The solution of a base change for GL(2), In Automorphic forms, rep-
resentations et L-functions, Proc, Symp, Pure Maths, Vol. 33, Part 2, Amer.Math.Soc.Providence,R.I,
1977, pp. 115-133.

[HM] M. HANZER, G. MUIC̀, Parabolic induction and Jacquet functors for metaplectic groups, J.Algebra
323 (2010), 241–260.

[HK] M.HARRIS, S.S.KUDLA, Arithmetic automorphic forms for the non-holomorphic discrete series of

GSp(2), Duke Math. J. 66 (1992), 59-121.

[HST] M.HARRIS, D.SOUDRY, R.TAYLOR, l-adic representations associated to modular forms over imag-

inary quadratic fields I : lifting to Gsp4(Q), Invent. Math. 112(1993), 377-411.

[H] G. HENNIART, Représentations des groupes réductifs p-adiques et de leurs sous-groupes distingués

cocompacts, J. Algebra 236 :1 (2001).

[HS] G.HOCHSCHILD, J-P.SERRE, Cohomology of group extensions, Trans. Amer. Math. Soc. 74(1953),
110-134.

[Howe1] R. HOWE, θ-series and invariant theory, in automorphic forms, representations and L-functions, Proc.
Symp. in Pure Math. XXXIII,AMS 1979, 275-286.

[Howe2] R. HOWE, Transcending classical invariant theory, J. Amer. Math. Soc. 2(3), 535-552 (1984).

[JL] H.JACQUET, R.P.LANGLANDS, Automorphic forms on GL(2), Lecture notes in Mathematics, 114.
Springer-Verlag, New York, 1970.

[Kazh] D. KAZHDAN, The minimal representation of D4, Prog.Math. 92(1990), 125-158.

[KMRT] M-A. KNUS, A. A. MERKURJEV, M. ROST, and J-P. TIGNOL, The Book of Involutions, Number 44
in American Mathematical Society Colloquium Publications. AmericanMathematical Society, Provi-
dence, R.I., 1998. With a preface in French by J. Tits.

[Kud1] S.KUDLA, On the local theta correspondence, Invent. Math. 83 (1986), 229-255.

[Kud2] S. KUDLA, Notes on the local theta correspondence( lectures at the European School in Group The-

ory), preprint, available at http ://www.math.utotonto.ca/ skudla/castle.pdf, 1996.

[L] R.P.LANGLANDS, Base chane for GL2, Annals of Math. Studies 96, Princeton Univ. Press 1980.

[MR] Z.Y.MAO, S.RALLIS, Cubic base change for GL(2), Canad. J. Math. 52 (2000), no. 1, 172-196.



104 RÉFÉRENCES

[Mi] A. MINGUEZ, Correspondance de Howe explicite : paires duales de type II, Ann. Scient. Ec. Norm.
Sup.41, f.5, (2008), 715-739.

[MVW] C.MOEGLIN, M.F.VIGNERAS, J-L. WALDSPURGER, Correspondances de Howe sur un corps p-

adique, Lecture Notes in Math. Vol 1921, Springer-Verlag, New York, 1987.

[Mo1] C.C. MOORE, Extensions and low dimensional cohomology theory of locally compact groups, I, Tran.
Amer. Math. Soc., vol. 113(1964), pp. 40-63.

[Mo2] C.C. MOORE, Group extensions of p-adic and adelic linear groups, Publ. IHES 35 (1968), 5670.

[N] J.NEUKIRCH, Algebraic number theory, Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften, vol.322.
Springer Berlin (1999).

[P] P.PERRIN, Représentations de Schrödinger. Indice de Maslov et groupe métaplectique, in Non com-
mutative Harmonic Analysis and Lie Groups, Proceedings Marseille-Luminy 1980, Springer-Verlag
LN 880, Berlin, Heidelberg.

[PS] PIATESHI-SHAPIRO,I.I, Special automorphic forms on PGS p4, Arithmetic and Geometry, Vol.I, 309-
325, Progr. Math,35, Birhäuser Boston, Bostonn, MA, 1983.

[PR] D.PRASAD, G.RAGUNATHAN, Central extensions of rational points of groups over fields, Ann. of
Math. 119(1984) 143-201.

[R] S.RALLIS, On the Howe duality conjecture, Compositio Math. 51 (1984) 333-399.

[Rao] R.R.RAO, On some explicit formulas in the theory of the Weil representation, Pacific J. Math. 157
(1993), 335-371.

[Rena] D.RENARD, Représentations des groupes réductifs p-adiques, Cours Spécialisés 17, Société Math. de
France 2010.

[R1] B.ROBERTS, The theta correspondence for similitudes, Israel J. of Math. 94 (1996), 285-317.

[R2] B.ROBERTS, The nonarchimedean theta correspondence for GS p(2) and GO(4), Trans. AMS 351
(1999), 781-811.

[Sc] W.SCHARLAU, Quadratic and Hermitiens forms, Springer-Verlag Grundlehren der mathematischen
Wissenschaften 270 [1985].

[Sh] H.SHIMIZU, Theta-series and automorphic forms on GL2, J. Math.Soc.Japan 24 (1972), 638-683.

[S] A.J.SILBERGER, Isogeny restriction of iireductible admissible representation are finite direct sums of

irreducible admissible representations, Proc. Amer. Math. Soc. 79(1979), 378-397.

[Wa1] J-L. WALDSPURGER, Démonstration d’une conjecture de dualité de Howe dans le cas p-adique

p , 2, in Israel Math. Conf. Proc. vol.2 (1990), 267-324.

[Wa2] J-L. WALDSPURGER, Correspondance de Shimura, J. Math. Pures Appl.(9) 59 (1980), no.1, 1-132.

[W] A.WEIL, Sur certains groupes d’opérateurs unitaires, Acta Mathematica 111 (1964), 143-211.



5.1 - Introduction 105

5 The decomposition of certain Weil representations and base change

5.1 Introduction

Let F be a finite field of odd order q. Let GS p8(F) be the similitude symplectic group over F of degree 8. Let
(ρ,V) be the Weil representation of the group GS p8(F). Suppose that E/F (resp. K/F) is a Galois field extension
of degree 2 (resp. 3).

Take A to be an étale algebra over F of degree 3, so A is isomorphic to one of the algebras F × F × F, F × E,K.
We shall construct a homomorphism from GL2(A) to GS p8(F). This map leads us to define a representation
π := ρ|GL2(A). The sections 2 − 4 are devoted to determining the decomposition of this representation. The re-
sults are the following :

For the group G = GL2(F), let us denote by B = {
(
a b

0 d

)
∈ G} ; let χ1, χ2 be two characters of F×, they provide

one character χ1 ⊗ χ2 of B which is defined by χ1 ⊗ χ2

( (
a b

0 d

) )
= χ1(a)χ2(d). We write πχ1,χ2 = IndG

B χ1 ⊗ χ2 ;

1G as the trivial representation of G ; StG as the Steinberg representation of G ; πθ as the irreducible cuspidal
representation of G associated to the regular character θ of E×. If (π,V) is a representation of G and ψ is a character
of F×, we define the representation (ψ · π,V) of G by setting ψ · π(g) = ψ(det g)π(g).

Theorem (1). If A = F × F × F, GL2(A) = GL2(F) ×GL2(F) ×GL2(F), then

π =
⊕

χ1,χ2∈Irr(F×) mod χ1∼χω2

(
πχ1,χ2⊗πχ1,χ2⊗πχ1,χ2

)
⊕

⊕

ψ∈Irr(F×)

(
ψ·StG⊗ψ·StG⊗ψ·StG

)

⊕
⊕

ψ∈Irr(F×)

(
ψ·1G⊗ψ·1G⊗ψ·1G

)
⊕

⊕

θ∈Irr(E×)−Irr(F×),mod θ∼θq

(
πθ⊗πθ⊗πθ

)

⊕
⊕

ψ∈Irr(F×)

(
(ψ·StG⊗ψ·1G⊗ψ·1G) ⊕ (ψ·1G⊗ψ·StG⊗ψ·1G) ⊕ (ψ·1G⊗ψ·1G⊗ψ·StG)

)
.

Theorem (2). If A = F × E, GL2(A) = GL2(F) ×GL2(E), then

π =
⊕

ψ∈Irr(F×),Ψ∈Irr(E×),Ψ=ψ◦NE/F

(
ψ·1G⊗Ψ·1H

)
⊕

⊕

ψ∈Irr(F×),Ψ∈Irr(E×),Ψ=ψ◦NE/F

(
ψ·StG⊗Ψ·StH

)

⊕
⊕

λ,σ∈Irr(F×),Λ,Σ∈Irr(E×),Λ=λ◦NE/F ,Σ=σ◦NE/F

(
πλ,σ⊗ΠΛ,Σ

)
⊕

⊕

Λ∈Irr(E×),Λ,Λq

πΛ⊗ΠΛ,Λq

⊕
⊕

ψ∈Irr(F×),Ψ∈Irr(E×),Ψ=ψ◦NE/F

(
ψStG⊗Ψ·1H

)
.

Theorem (3). If A = K, GL2(A) = GL2(K), then

π =
⊕

σ∈Irr(GL2(F))

BcK/F(σ).

In order to obtain the above Theorem (3), we discuss the behavior of the Weil representation under base change ;
this is done in the final section. We prove that in finite field case, the Weil representations are invariant under the
operator of base change. This is presented as the following theorem :

Let X be a set on which there exists a σ-action, we denote by Xσ the set of σ-fixed points. Let G be a connected
linear algebraic group over the field F with Frobenius map σ. We denote by : F one fixed algebraic closure of F,
Fi the σi-fixed points of F, G(Fi) the Fi-geometric points of G and C(G(Fi)) the set of complex valued class
functions of G(Fi).

Let m be a fixed natural number. Via the map Gal(F/F) ։ Gal(Fm/F), we regard the Frobenius element σ as
one generator for the group Gal(Fm/F). Let us denote by σi⋉G(Fm) the subset of semi-product group Gal(Fm/F)⋉
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G(Fm) which consists of elements (σi, g) for any g ∈ G(Fm). In the article [Gy], Gyoja constructs the norm map
Ni which induces a bijection from the set of G(Fm)-conjugacy classes of σi ⋉ G(Fm) onto the set of conjugacy
classes of G(Fm)σi = G(F(m,i)). Through this map, he defines the i-restriction map from C(Gal(Fm/F) ⋉G(Fm)) to
C(G(F(m,i)))σ such that

(
i−res( f )

) ◦ Ni = f |σi⋉G(Fm) for any f ∈ C(Gal(Fm/F) ⋉G(Fm)).

Let ψ be a non trivial character of F. We denote by ψFi
= ψ ◦ TrFi/F . Let V be a finite dimensional symplectic

vector space over F of dimension 2n. Denote by SpV ( resp. GSpV ) the symplectic (resp.the similitude symplectic)
group scheme associated to V . Let ΠψFi

(resp. ΞFi
) be the Weil representation of SpV (Fi)(resp. GSpV (Fi)) for

1 ≤ i ≤ m.

Theorem (4). There exists a unique representation Π̃ψFm
(resp. Ξ̃ψFm

) of the group SpV (Fm) ⋊ Gal(Fm/F) (resp.

GSpV (Fm) ⋊ Gal(Fm/F)) such that i-res(Π̃ψFm
)= ΠψF(m,i)

(resp. i-res(Ξ̃ψFm
)= ΞψF(m,i)

).

The second section of this paper is devoted to giving the notations and recalling some well-known results about
the Weil representation[cf. [Ge],[MVW], [Sh]], the representation of the group GL2[cf. [A], [BH], [P-S]] and the
lifting of the representations of GL2[cf. [Shin]]. In the third and the fourth sections, we consider the étale algebras
A = F × F × F or F × E. We adopt a method similar in [A] to decompose one reducible representation ( In [A],
Andrade considers the higher rank groups). In the fifth section, we discuss the case A = K where we use a method
similar to that of [Gan] to settle the case of a cuspidal representation. In the final section, we discuss the behavior
of the Weil representation under base change. The main references for the lifting theory of finite groups are [Di],
[DM], [Gy], [Shin].

5.2 Notation and Preliminaries

0. The following notations will be standard through the whole paragraph, they will be used repeatedly without
recalling their meaning :

– F = a finite field with odd cardinality q ;
– φ = a fixed non trivial character of the additive group of F ;
– E = the Galois field extension of F of degree 2 ;
– K = the Galois field extension of F of degree 3 ;
– φa = the character of F, defined by φa(b) := φ(ab) for b ∈ F, a ∈ F× ;
– XG = the set of all non trivial irreducible complex representations of an abelian group G ;
– Rep(G) = the category of complex representations of a finite group G ;
– Irr(G) = the class of all irreducible complex representations of a finite group G, up to isomorphism.

1. For later use, we recall some notations and properties about the Weil representation for GS p2n. (cf. [Ge] and
[MVW]).

Let V be a 2n-dimensional F-vector space, endowed with a non-degenerate symplectic form 〈 〉. For each non
trivial character ψ of the additive group F, we can associate the Weil representation (πψ,Wψ) of the metaplectic
group Mp2n(F) (see [MVW] chapter 2). The exact sequence

1 −→ C× −→ Mp2n(F)
p
−→ S p2n(F) −→ 1

is splitting. Since the group S p2n(F) is perfect, there exists one unique section morphism i from S p2n(F) to
Mp2n(F), such that p ◦ i = IdS p2n

. Via the map i, we could obtain the Weil representation (πψ, S p2n(F),Wψ). One
can extend it as a representation of GS p2n(F). That is ρψ = IndGS p2n(F)

S p2n(F) πψ ; It is observed that ρψ is independent on
ψ (see [Ge] Theorem 2.15). Hence we could omit ψ, only write ρ briefly.

The study of the Weil representation often involves an explicit model on which the representation is realized.
For later direct use, here we recall one natural model :

Let V = V+ ⊕ V− be a complete polarization for V , let {v1, . . . , vn} be a F-basis of V+, and {v′1, . . . , v′n} be

its dual basis in V−. Every element g ∈ GS p(V) can be written in the following form : g =

(
α β
γ δ

)
where

α ∈ EndF(V+), β ∈ HomF(V−,V+), γ ∈ HomF(V+,V−), δ ∈ EndF(V−). The group GS p(V) is generated by the
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set {h(a), u(b), h′(t), ω} (see [A] page 163), where h(a) =

(
a 0
0 a∨

)
, a∨ is the contragredient of a ; u(b) =

(
1 b

0 1

)

for a symmetric morphism b ∈ HomF(V−,V+) ; h′(t) =

(
1 0
0 t

)
, t ∈ F× ; ω =

(
0 1
−1 0

)
with ω(vi) = v′

i
, ω(v′

i
) = −vi.

The Weil representation ρ of GS p(V) can be realized in the space W− = C
V−×XF . More precisely the action of

GS p(V) on W− is determined by the following formulas (see [Sh] page 270) :

(
ρ(h(a))F

)
(y, ψ) = χ+q (detV+a)F(a∨−1y, ψ), (54)

(
ρ(u(b))F

)
(y, ψ) = ψ(

1
2
〈by, y〉)F(y, ψ), (55)

(
ρ(ω)F

)
(y, ψ) = g(ψ−

1
2 )−n

∑

z∈V−
F(z, ψ)ψ(〈z, ω−1(y)〉), (56)

(
ρ(h′(t))F

)
(y, ψ) = F(y, ψt−1

), (57)

where y ∈ V−, ψ ∈ XF , g(ψ) =
∑

x∈F ψ(x2), x+q = Legendre symbol (
Fq

).

2. We sum out some knowledge about the irreducible representations of the group GL2(F) , and also of the Borel
subgroup B of GL2(F). (see [BH] chapter 2 and [P-S])

We write G = GL2(F), B = {
(
a b

0 d

)
∈ G}, N = {

(
1 b

0 1

)
∈ G}, T = {

(
a 0
0 d

)
∈ G}, M = {

(
a b

0 1

)
∈ G}, Z =

{
(
a 0
0 a

)
∈ G} ;

Proposition 5.1. The following is a complete list of the isomorphism classes of the irreducible representations of

G :

(1) πχ1,χ2 where χ1 , χ2 are characters of F× ;

(2) ψ·1G where ψ ranges over the characters of F× ;

(3) ψ·StG where ψ ranges over the characters of F× ;

(4) πθ where θ ranges over the regular characters of E×.

The classes in the list are all distinct except that in (1) πχ1,χ2 ≃ πχ2,χ1 , and in (4) πθ ≃ πθq .

Now we investigate the behavior of the representations of the group B : let σχ1,χ2 be the character of B, which

is defined by σχ1,χ2

( (a b

0 d

) )
= χ1(a)χ2(d). Let σ be the unique irreducible representation of M of dimension

> 1 and ψ be a character of F×. Attached to σ and ψ, there is an irreducible representation ψ⊗σ of B, where
(ψ ⊗ σ)(zm) := ψ(z)σ(m) for z ∈ Z,m ∈ M.

Proposition 5.2. The following is a complete list of the isomorphism classes of irreducible representations of B :

(1) σχ1,χ2 for any pair (χ1, χ2) of characters of F× ;

(2) ψ⊗σ for any character ψ of Z.

For convenience use, we describe the decomposition of each irreducible representation of G when it restricts
to the subgroup B :

Proposition 5.3. (1) ResG
B (ψ·1G) = σψ,ψ.

(2) ResG
B (ψ · StG) = σψ,ψ ⊕ ψ2 ⊗ σ.

(3) ResG
B (πχ1,χ2 ) = σχ1,χ2 ⊕ σχ2,χ1 ⊕ χ1χ2 ⊗ σ.

(4) ResG
B (πθ) = θ|F× ⊗ σ.

Proof. See the table in [A] page 87. �

3. Let L be the Galois field extension of F of degree n, one knows that that there exists the Base change operator
BcL/F : Irr(GL2(F)) −→ Irr(GL2(L)), which involves some equalities about the characters and one may see [Shin]
for more details. For later direct application, we describe the explicit behavior of this operator in terms of the
classification of the irreducible representations of the group GL2 in the case n = 2, 3.
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Proposition 5.4. (1) If [L : F] = 2,

(i) BcL/F(πξ1,ξ2 ) = ΠΞ1,Ξ2 where Ξi = ξi ◦ NL/F as characters of L×, for i = 1, 2 ;

(ii) BcL/F(ψ · 1GL2(F)) = Ψ · 1GL2(L) where Ψ = ψ ◦ NL/F as characters of L× ;

(iii) BcL/F(ψ · StGL2(F)) = Ψ · StGL2(L) where Ψ = ψ ◦ NL/F as characters of L× ;

(iv) BcL/F(πθ) = Πθ,θq .

(2)If [L : F] = 3,

(i) BcL/F(πξ1,ξ2 ) = ΠΞ1,Ξ2 where Ξi = ξi ◦ NL/F as characters of L×,for i = 1, 2 ;

(ii) BcL/F(ψ · 1GL2(F)) = Ψ · 1GL2(L) where Ψ = ψ ◦ NL/F as characters of L× ;

(iii) BcL/F(ψ · StGL2(F)) = Ψ · StGL2(L) where Ψ = ψ ◦ NL/F as characters of L× ;

(iv) BcL/F(πθ) = ΠΘ where [F1 : F] = 2, [L1 : L] = 2, L1 ⊇ F1, θ ∈ Irr(F×1 )−Irr(F×),Θ ∈ Irr(L×1 )−Irr(L×), and Θ =

θ ◦ NL1/F1 as characters of L×1 .

Proof. See [Shin] Section 4, page 410—414. �

5.3 The decomposition of the Weil representation over GL2(F)×GL2(F)×GL2(F)

5.3.1 Preliminaries

In this section, we denote by : G = GL2(F), H = G ×G, B = {
(
a b

0 d

)
∈ G}, N = {

(
1 b

0 1

)
∈ G}, T = {

(
a 0
0 b

)
∈

G}, Z = {
(
a 0
0 a

)
∈ G} ; h(r) =

(
r 0
0 r−1

)
, u(b) =

(
1 b

0 1

)
, h′(t) =

(
1 0
0 t

)
, ω′ =

(
0 1
1 0

)
, ω =

(
0 1
−1 0

)
elements in G,

S 3 = the permutation group of 3 variables.

Let V be a vector space over F of dimension 2, endowed with a non-degenerate symplectic form 〈, 〉, let {e1, e2}
be one canonical basis of V i.e. 〈e1, e2〉 = 1, 〈e2, e1〉 = −1. We attach the vector space V⊗3 = V ⊗F V ⊗F V with
the symplectic form induced from V , then there exists a homomorphism from GS p(V) ×GS p(V) ×GS p(V) ⋊ S 3

to GS p(V⊗3), we denote it by p. By the fixed basis {e1, e2} of V and {ei ⊗ e j ⊗ ek |1 ≤ i, j, k ≤ 2} of V⊗3, we could
identify the group GL2(F) with GL(V), and also the group GS p8(F) with GS p(V⊗3).

Let ρ be the Weil representation of GS p(V⊗3), through the morphism p, it gives rise to a representation π′ of
the group GS p(V)×GS p(V)×GS p(V)⋊S 3. Let us denote by π the restriction representation of π′ to the subgroup
GS p(V)×GS p(V)×GS p(V). We denote by +V⊗3 = {x ∈ V⊗3|x ∈ Fe1⊗V ⊗V}, −V⊗3 = {y ∈ V⊗3|y ∈ Fe2⊗V ⊗V}.
Every element y ∈ −V⊗3 has the form y =

∑2
j,k=1 a j,ke2 ⊗ e j ⊗ ek, which corresponds one matrix m =

(
a11 a12

a21 a22

)
.

So we could identify −V⊗3 with the matrix ring M2(F) as vector space over F. The representation π of the group
G ×G ×G can be realized in the vector space W = CM2(F)×XF .

Proposition 5.5. The representation (π,G ×G ×G,W) is determined by the following formulas :

(1)
(
π(h(a), 1, 1) f

)
(m, ψ) = f (am, ψ),

(2)
(
π(u(b), 1, 1) f

)
(m, ψ) = ψ(b det(m)) f (m, ψ),

(3)
(
π(h′(t), 1, 1) f

)
(m, ψ) = f (m, ψt−1

),
(4)

(
π(ω, 1, 1) f

)
(m, ψ) = q−2 ∑

n∈M2(F) ψ(B(m, n)) f (n, ψ),
(5)

(
π(1, g2, g3) f

)
(m, ψ) = f (det(g2g3)g−1

2 mg−1t
3 , ψdet(g2g3)−1

),
where g2, g3 ∈ G,m ∈ M2(F), gt

3= the transpose matrix of g3, B(m, n) = m11n22 + m22n11 − m12n21 − m21n12 for

m =

(
m11 m12

m21 m22

)
, n =

(
n11 n12

n21 n22

)
∈ M2(F).

Proof. It follows from the formulas (1)—(4) in subsection 2.1. �

We consider the set S = {(π1, π2)|πi ∈ Rep(G) such that (π1 ⊗ π2)|Z = Id}. For each pair (π1, π2) ∈ S, it de-
termine a representation (π1 ⊗ π2,V1 ⊗ V2) of the group H. Let Rep0(H) be the subcategory of Rep(H) where the
objects consist of (π1 ⊗ π2,V1 ⊗ V2) for π1 ⊗ π2 ∈ S. We also write Irr0(H) as the set of isomorphism classes of all
irreducible representations of H, which appear in the subcategory Rep0(H).
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Now we concentrate on the decomposition of the representation (π,G × G × G,W). Using the method in [A],
first we associate one representation (π′0,G,W[π1 ⊗ π2]) for any representation π1 ⊗ π2 ∈ Irr0(H). The vector space
W[π1 ⊗ π2] consists of functions f : M2(F) × XF −→ V1 ⊗ V2 such that :

f (det(g1g2)g−1
1 mg−1t

2 , ψdet(g1g2)−1
) =

(
π1(g1) ⊗ π2(g2)

)
f (m, ψ), (58)

where (g1, g2) ∈ H,m ∈ M2(F), ψ ∈ XF ; and the action of G is given by the formulas (1)- (4) in Proposition 5.5 .

Proposition 5.6. For the representation (π,G,G ×G ×G), we have the following decomposition :

W =
⊕

π1⊗π2∈Irr0(H)

W[π1 ⊗ π2] ⊗ V1 ⊗ V2.

Proof. The representation W has the following decomposition W = ⊕π1⊗π2∈Irr0(H) Wπ1⊗π2 ⊗V1 ⊗V2 and we have the

identification of vector spaces Wπ1⊗π2 ≃ W ⊗ ˇ(V1 ⊗ V2)
1×G×G ≃ Hom1×G×G(W,C ⊗ V1 ⊗ V2) ≃ W[V1 ⊗ V2]. �

Let (σ̌, V̌) be the contragredient representation of (σ,V) of the group G. Recall the Cartan involution θ : G −→
G; g 7−→ (gt)−1. It is well-known that σ̌ ≃ σ ◦ θ. By applying this special result for G, and also the isomorphism
of vector spaces λ : V1 ⊗ V⋆

2 −→ HomC(V2,V1); v1 ⊗ v⋆2 7−→ ϕv1⊗v⋆2
where ϕv1⊗v⋆2

(v2) = 〈v⋆2 , v2〉v1, we could
obtain the isomorphism of the representations of H : (π1 ⊗ π2,V1 ⊗ V2) ≃ (

[π1, π2 ◦ t],HomC(V2,V1)
)

where
([π1, π2 ◦ t](g1, g2)(ϕ) = π1(g1)◦ϕ◦π2(gt

2) for g1, g2 ∈ G, ϕ ∈ HomC(V2,V1). Now let W[π1, π2] be the vector space
which consists of all functions f : M2(F) × XF −→ HomC(V2,V1) such that :

f (det(g1g2)g−1
1 mg−1t

2 , ψdet(g1g2)−1
) = π1(g1) ◦ f (m, ψ) ◦ π2(gt

2). (59)

Hence the following proposition is straightforward :

Proposition 5.7. Let π1 ⊗ π2 ∈ Irr0(H). Then (π′0,G,W[π1 ⊗ π2]) ≃ (π0,G,W[π1, π2]), where the action of π0(g) on

W[π1, π2] is given by the formulas (1) − (4) in Proposition 5.5, for any g ∈ G.

5.3.2 Description of the vector spaces W[π1, π2]

For π1 ⊗ π2 ∈ Irr0(H), we write W[π1, π2](ξ) = { f (ξ)| f ∈ W[π1, π2], ξ ∈ M × XF}. Now we define a H-action on
the set M2(F) × XF as follows :

(g1, g2)(m, ψ) :=
(

det(g−1
1 g−1

2 )g1mgt
2, ψ

det(g1g2)), (60)

where (g1, g2) ∈ H, ψ ∈ XF ,m ∈ M2(F). It is observed that W[π1, π2](ξ) = FixHomC(V2,V1)(StabH(ξ)) where ξ ∈
M2(F) × XF , more precisely

W[π1, π2](ξ) = {ϕ : V2 −→ V1|π1(g1) ◦ ϕ = ϕ ◦ π2(gt−1

2 ) ∀g1, g2 ∈ StabH(ξ)}. (61)

Let us determine the H-orbits in M2(F) × XF , they are of the following three kinds :

(i) Orbit {ξa} where ξa =
( (1 0

0 1

)
, φa) for any a ∈ F× ;

(ii) Orbit {η} where η = (

(
1 0
0 0

)
, φ

)
;

(iii) Orbit {δ} where δ =
( (0 0

0 0

)
, φ

)
.

And by straight forward calculation, the corresponding stabilizer of the given representative element in each
orbit has the following form :

(i) StabH(ξa) = {(g, g−1t)|g ∈ G}.
(ii) StabH(η) = {(sn1, sn2)|s ∈ T, n1, n2 ∈ N}.
(iii) StabH(δ) = {(g1, g2)| where g1, g2 ∈ G and det(g1g2) = 1}.
To obtain the dimension of the vector space W[π1, π2], we state the lemma :

Lemma 5.8. (1) W[π1, π2](ξa) , 0 iff π1 ≃ π2, in this case dimCW[π1, π2](ξa) = 1 ;

(2) W[π1, π2](η) = 0 except the following cases :

(a) dimCW[πχ1,χ2 , πχ1,χ2 ](η) = 2,
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(b) dimCW[ψ · 1G, ψ·1G](η) = 1,

(c) dimCW[ψ·StG, ψ·StG](η) = 1,

(d) dimCW[ψ·1G, ψ·StG](η) = 1,

(e) dimCW[ψ·StG, ψ·1G](η) = 1,

for characters χ1 , χ2, ψ of F× ;

(3) W[π1, π2](δ) = 0 except π1 = π2 = ψ·1G, in which case dimCW[ψ · 1G, ψ·1G](δ) = 1, for character ψ of F×.

Proof. (1) W[π1, π2](ξa) = {ϕ : V2 −→ V1|π1(g1) ◦ ϕ = ϕ ◦ π2(g−1t
2 ) where (g1, g2) ∈ StabH(ξa)} ≃ HomG(V2,V1).

(2) We notice that W[π1, π2](η) ≃ HomT (VN
2 ,V

N
1 ), therefore if π1 or π2 is not the principal series representation

then W[π1, π2](η) = 0. And for (π,V) = IndG
B χ where χ = χ1 ⊗ χ2 is the character of group T . VN is generated

by the functions fχ and gχ, with supp fχ = B and supp gχ = Bω′N. They satisfy fχ(tn) = χ(t), gχ(tn1ω
′n2) = χ(t).

Consequently by considering the action of T , we obtain the result.
(3) W[π1, π2](δ) = {ϕ : V2 −→ V1|π1(g1) ◦ ϕ = ϕ ◦ π2(g−1t

2 ) (g1, g2) ∈ StabH(δ)} ={ϕ : V2 −→ V1|π1(g1) ◦ ϕ =
ϕ ◦ π2(g2) where g1, g2 ∈ G, det g1 = det g2}. By explicit analysis of the representations of G, we obtain the
result. �

Corollary 5.9. For any irreducible representation π1 ⊗ π2 ∈ Irr0(H), the dimension of the representation

(π0,G,W[π1, π2]) is presented as follows :

(i) dimCW[πχ1,χ2 , πχ1,χ2 ] = q + 1,

(ii) dimCW[ψ · StG, ψ · StG] = q,

(iii) dimCW[ψ · 1G, ψ · 1G] = q + 1,

(iv) dimCW[πθ, πθ] = q − 1,

(v) dimCW[ψ · StG, ψ · 1G) = 1,

(vi) dimCW[ψ · 1G, ψ · StG) = 1,

for the characters χ1 , χ2, ψ of F×, the regular character θ of E×. And the above list are all representations

π1 ⊗ π2 ∈ Irr0(H), such that W[π1, π2] , 0.

Theorem 5.10. The decomposition of the representation (π,G ×G ×G,W) has the following form :

π =
⊕

χ1,χ2∈Irr(F×) mod χ1∼χω2

(
πχ1,χ2⊗πχ1,χ2⊗πχ1,χ2

)
⊕

⊕

ψ∈Irr(F×)

(
ψ·StG⊗ψ·StG⊗ψ·StG

)

⊕
⊕

ψ∈Irr(F×)

(
ψ·1G⊗ψ·1G⊗ψ·1G

)
⊕

⊕

θ∈Irr(E×)−Irr(F×),mod θ∼θq

(
πθ⊗πθ⊗πθ

)

⊕
⊕

ψ∈Irr(F×)

(
(ψ·StG⊗ψ·1G⊗ψ·1G) ⊕ (ψ·1G⊗ψ·StG⊗ψ·1G) ⊕ (ψ·1G⊗ψ·1G⊗ψ·StG)

)
.

Proof. Since π = Res(G×G×G)⋊S 3

G×G×G
π′, by the Clifford theorem, the representation π could be written as the direct sum

of the following three kinds of forms : (1) τ0 ⊗ τ0 ⊗ τ0 for τ0 ∈ Irr(G) ; (2) τ1 ⊗ τ1 ⊗ τ2 + τ1 ⊗ τ2 ⊗ τ1 + τ2 ⊗ τ1 ⊗ τ1

for τ1 , τ2 ∈ Irr(G) ; (3) τ′0 ⊗ τ′1 ⊗ τ′2 + τ′0 ⊗ τ′2 ⊗ τ′1 + τ′1 ⊗ τ′0 ⊗ τ′2 + τ′1 ⊗ τ′2 ⊗ τ′0 + τ′2 ⊗ τ′0 ⊗ τ′1 + τ′2 ⊗ τ′1 ⊗ τ′0 for three
different representations τ′0, τ

′
1, τ
′
2 in Irr(G). Comparing the result in Corollary 5.9, we can obtain the theorem. �

5.4 The decomposition of the Weil representation over GL2(F) ×GL2(E)

5.4.1 Preliminaries

In this section, we denote by : G = GL2(F), B = {
(
a b

0 d

)
∈ G}, N = {

(
1 b

0 1

)
∈ G}, T = {

(
a 0
0 d

)
∈ G}, Z =

{
(
a 0
0 a

)
∈ G} ; H = GL2(E), B′ = {

(
a b

0 d

)
∈ H}, N′ = {

(
1 b

0 1

)
∈ H}, T ′ = {

(
a 0
0 d

)
∈ H}, Z′ = {

(
a 0
0 a

)
∈

H} ;h(r) =

(
r 0
0 r−1

)
, u(b) =

(
1 b

0 1

)
, h′(t) =

(
1 0
0 t

)
, ω′ =

(
0 1
1 0

)
, ω =

(
0 1
−1 0

)
elements in G or H.

For matrix g ∈ M2(E), we denote by gt the corresponding transpose matrix, g the conjugate matrix and g⋆ := g
t.

Let M = {g ∈ M2(E)|g = g⋆}, it is a vector space over F of dimension 4, and one considers the quadratic form q on
it, which is defined by the determinant of the matrix. There exists a homomorphism from GL2(E) to GO(q), which
is defined by h · m := hmh⋆ for h ∈ H,m ∈ M. Let V be the vector space over F of dimension 2, endowed with
symplectic form 〈, 〉. Clearly it induces a map from G × H to the group GS p(V ⊗F M) ≃ GS p8(F). Similarly as in
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section 5.3, we consider the restriction of the Weil representation (ρ,GS p8(F),W) to the group G × H, and denote
it by (π,G × H,W).

The Weil representation (π,G × H,W) can be realized in the space W = CM×XF , the action of G × H on W is
determined by the following formulas :

(
π([h(a), 1])F

)
(m, ψ) = F(am, ψ), (62)

(
π([u(b), 1])F

)
(m, ψ) = ψ(b det(m))F(m, ψ), (63)

(
π([ω, 1])F

)
(m, ψ) = −q−2

∑

n∈M

F(n, ψ)ψ
(
B(m, n)

)
, (64)

(
π([h′(t), 1])F

)
(m, ψ) = F(m, ψt−1

), (65)

(
π([1, h])F

)
(m, ψ) = F(h−1mh⋆−1 NE/F(det(h)), ψNE/F (det(h)−1)), (66)

where h(a), u(b), h′(t) ∈ G ; h ∈ H,m ∈ M, ψ ∈ XF ; B(m, n) := q(m + n) − q(m) − q(n) for m, n ∈ M.

Let U = {x ∈ E×|NE/F(x) = 1}, we regard U as a subgroup of H. Let Irr0(H) be the set of isomorphism
classes of the irreducible representations of H, which are trivial over U. For each representation (π1,V1) ∈ Irr0(H),
we associate one representation (π0,W[π1]) of G, where the vector space W[π1] consists of all the functions :
f : M × XF −→ V1 such that

f
(
h−1mh⋆−1 NE/F(det(h)), ψNE/F (det(h)−1)) = π1(h) ◦ f (m, ψ), (67)

where h ∈ H, (m, ψ) ∈ M × XF and the action of G on W[π1] is given by the formulas (62)—(65).

Proposition 5.11. For the representation (π,G × H,W), we have the following decomposition :

π =
⊕

(π1,V1)∈Irr0(H)

W[π1] ⊗ V1.

Proof. The representation W has the decomposition π = ⊕(π1,V1)W[π1] ⊗ V1 then Wπ1 ≃ (W ⊗ V̌1)H ≃ HomH(W,V1).
The action of G on W[π1] arises from the definition of π and the above isomorphisms. �

5.4.2 Description of the vector space W[π1]

For (π1,V1) ∈ Irr0(H), we define W[π1](ξ) = { f (ξ)| f ∈ W[π1]} and a H-action on the set M2(F) × XF as

h · (m, ψ) :=
(
hmh⋆ NE/F(det(h))−1, ψNE/F (det(h))) where h ∈ H, ψ ∈ XF ,m ∈ M. (68)

It is observed that W[π1](ξ) = V
StabH (ξ)
1 for any ξ ∈ M × XF .

Proposition 5.12. For the action of H on M × XF .

(1) The distinct orbit of this action can be described as follows :

(i) Orbit {ξa} where ξa =
( (1 0

0 1

)
, φa) for any a ∈ F× ;

(ii) Orbit {η} where η = (

(
1 0
0 0

)
, φ

)
;

(iii) Orbit {δ} where δ =
( (0 0

0 0

)
, φ

)
.

(2) The corresponding stabilizer of the canonical element in each orbit is presented as following :

(i) StabH(ξa) = U(2, E) where U(2, E) = {h ∈ H|hh⋆ = 1} ;

(ii) StabH(η) = H1 where H1 = {h =
(
u b

0 v

)
|u, v ∈ U, b ∈ E} ;

(iii) StabH(δ) = H2 where H2 = {h ∈ H| det(h) ∈ U}.
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Proof. We transfer the H-action · to another H-action ⊙ where ⊙ is defined by h ⊙ (m, ψ) :=
(
hmh⋆, ψNE/F (det(h)−1))

and the map α : H −→ H; h 7−→ h/det(h) is a group isomorphism. Since α(h) ⊙ (m, ψ) = h · (m, ψ), it reduces to
consider the action ⊙.
(1) Every element m ∈ M corresponds one hermitian form over 2-dimension E-vector space V . By the property
of hermitian form over finite field and the surjection of the morphism NE/F : E× −→ F×, we can find h ∈ H

such that hmh⋆ = diag(a, b) where (a, b) = (1, 1), (1, 0) or (0, 0). Consequently one can calculate the stabilizer
Hab = StabH(diag(a, b)) and determine the orbit of Hab-action over XF .
(2) It is straightforward. �

Let us determine the dimension of the vector space W[π1] for each π1 ∈ Irr0(H).

Lemma 5.13. Let (π1,V1) be an irreducible representation of H, which belongs to Irr0(H).
(1) For π1 = Ψ · 1H where Ψ ∈ Irr(E×) :

(a) If Ψ , Ψq then W[π1] = 0 ;

(b) If Ψ = Ψq then dimCW[π1](ξa) = dimCW[π](η) = dimCW[π1](δ) = 1.

(2) For π1 = Ψ · StH where Ψ ∈ Irr(E×) :

(a) If Ψ , Ψq then W[π1] = 0 ;

(b) If Ψ = Ψq then dimCW[π](ξa) = dimCW[π1](η) = 1 and dimCW[Ψ · StH](δ) = 0.

(3) For π1 = ΠΛ,Σ where Λ , Σ ∈ Irr(E×) :

(a) If Λ = Λq,Σ = Σq then dimCW[ΠΛ,Σ](ξa) = 1, dimCW[ΠΛ,Σ](η) = 2, dimCW[ΠΛ,Σ](δ) = 0 ;

(b) If Λ = Σq,Σ = Λq then dimCW[ΠΛ,Σ](ξa) = 1, dimCW[ΠΛ,Σ](η) = dimCW[ΠΛ,Σ](δ) = 0 ;

(c) for the other kind of Λ , Σ ∈ Irr(E×) W[ΠΛ,Σ] = 0.

(4) For π1 = ΠΘ where Θ ∈ Irr(E×1 ) − Irr(E×) for some quadratic extension E1 over E :

(a) W[ΠΘ] = 0.

Proof. (1) It is easy checked that the image of the map det : StabH(ξ) −→ E× is U whence ξ = ξa, η, δ. It implies
that V1 = V

StabH (ξ)
1 iff Ψ is trivial over U.

(2) Let us denote by (π2,V2) = IndH
B′ (Ψ · 1B′ ), since W[π2](ξ) = W[Ψ · 1H](ξ) ⊕W[Ψ · StH](ξ) for ξ = ξa, η, δ. So it

remains to determine the dimension W[π2](ξ) for ξ = ξa, η, δ.

For ξ = ξa, StabH(ξ) = U2(E) = {
(
u 0
0 1

) (
a b

−bq aq

)
|u ∈ U, a, b ∈ E,NE/F(a) + NE/F(b) = 1} and G = BU2(E) ∪

B

(
0 1
1 −1

)
U2(E). So V

U2(E)
2 is generated by two functions α, β in V2 where supp(α) = BU2(E), α(bu) := Ψ · 1B(b)

for b ∈ B, u ∈ U2(E) and Ψ · 1B is trivial over B∩U2(E) ; supp(β) = B

(
0 1
1 −1

)
U2(E), β

(
b

(
0 1
1 −1

)
u
)

:= Ψ · 1B(b)

and Ψ · 1B is trivial over B ∩
(
0 1
1 −1

)
U2(E)

(
0 1
1 −1

)−1

. By a calculation, we obtain α , 0, β , 0 if Ψ = Ψq ;

α = β = 0 if Ψ , Ψq.

For ξ = η, StabH(ξ) = H1 = N′ ⋊T ′′ where T ′′ = {
(
u 0
0 v

)
|u, v ∈ U} therefore V

H1
2 = (VN′

2 )T ′′ . And it is well-known

that VN′

2 is generated by two functions fΨ, gΨ (notations as in Lemma 5.8). Consequently by considering the action
of T ′′, we obtain : if Ψ = Ψq, fΨ, gΨ ∈ V

H1
2 ; if Ψ , Ψq, V

H1
2 = 0.

For ξ = δ, StabH(δ) = H2, G = BH2 and B ∩ H2 = {
(
a b

0 d

)
|ad ∈ U}. It implies that dimC V

H2
2 = 1(resp. 0) if Ψ is

trivial (resp. not trivial) over U.
(3) For ξ = ξa, V

U2(E)
1 is generated by two functions α, β in V1 where supp(α) = BU2(E), α(bu) := ΛΣ(b) for

b ∈ B, u ∈ U2(E) and Λ ⊗ Σ is trivial over B ∩ U2(E) ; supp(β) = B

(
0 1
1 −1

)
U2(E), β

(
b

(
0 1
1 −1

)
u
)

:= Λ ⊗ Σ(b)

and Λ⊗Σ is trivial over B∩
(
0 1
1 −1

)
U2(E)

(
0 1
1 −1

)−1

. By a careful calculation, we obtain : if Λ = Λq,Σ = Σq then

α , 0, β = 0; if Λ = Σq,Σ = Λq then α = 0, β , 0 ; in other case α = β = 0.
For ξ = η, StabH(ξ) = N′ ⋊ T ′′, and VN′

1 is generated by two functions fΛ,Σ, gΛ,Σ. By considering the T ′′-action on
VN′

1 , we obtain : if Λ = Λq,Σ = Σq then fΛ,Σ, gΛ,Σ ∈ V
H1
1 ; in other case V

H1
1 = 0.

For ξ = δ, StabH(ξ) = H2 and G = BH2, B ∩ H2 = {
(
a b

0 d

)
|ad ∈ U} then V

H2
1 is generated by function f where

f (bh) =
(
Λ ⊗ Σ)(b) for b ∈ B, h ∈ H2 and Λ ⊗ Σ is trivial over B ∩ H2, it implies V

H2
1 = 0.

(4) For ξ = ξa, U2(E) ⊇ S U2(E) = S L2(E) ∩ U2(E) and there exists h ∈ H such that hS U2(E)h−1 = S L2(F) (see
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[A] page 242). Hence V
U2(E)
1 ⊆ V

S U2(E)
1 ≃ V

S L2(F)
1 = 0.

For ξ = η, δ, Hi ⊇ N′ and VN′

1 = 0 which implies that V
Hi

1 = 0 for i = 1, 2. �

Corollary 5.14. For any irreducible π1 ∈ Irr0(H), the dimension of the representation (π0,G,W[π1]) is exhibited

as follows :

(i) dimCW[Ψ · 1H] = q + 1 if Ψ = Ψq Ψ ∈ Irr(E×) ;

(ii) dimCW[Ψ · StH] = q if Ψ = Ψq Ψ ∈ Irr(E×) ;

(iii) dimCW[ΠΛ,Σ] = q + 1 if Λ,Σ ∈ Irr(E×) and Λ , Σ,Λ = Λq,Σ = Σq ;

(iv) dimCW[ΠΛ,Σ] = q − 1 if Λ,Σ ∈ Irr(E×), and Λ , Σ,Λ = Σq,Σ = Λq,

the above list are all representations π1 ∈ Irr0(H), such that W[π1] , 0.

5.4.3 Determination of the representation (π0,G,W[π1])

(1) For the representation (π0,W[π1]) where π1 = Ψ · 1H Ψ = Ψq ∈ Irr(E×) and Ψ = ψ ◦ NE/F for some
ψ ∈ Irr(F×).

The vector space W[π1] is generated by functions {Fa,R, S : M×XF −→ V1 for any a ∈ F×}. They all satisfy the
equality (67). And supp(Fa)=Orbit{ξa}, Fa(ξa) = v0 ∈ V

U2(E)
1 for any a ∈ F× ; supp(R)=Orbit{η}, R(η) = v1 ∈ V

H1
1 ;

supp(S )= Orbit{δ}, S (δ) = v2 ∈ V
H2
1 . By referring the explicit action, we obtain the following formulas (see my

thesis for more details) :
(I) π0(h(r)Far2 ) = ψ(r2)Fa ; (II) π0(h′(t))Fat−1 = Fa ; (III) π0(u(b))Fa = φa(b)Fa ; (IV) π0(h(r))R = R ; (v)
π0(h′(t))R = ψ(t)R ;
(VI) π0(u(b))R = R ; (VII) π0

(
h(r)

)
S = S ; (VIII) π0(h′(t))S = ψ(t)S ; (IX) π0(u(b)S ) = S ; (X)

π0(ω)S , S .
By the above formulas (I)—(IX), we have the equalities :

π0(

(
t1 0
0 t2

)
)Fa = ψ(t2

1)Fat2/t1 ; π0(

(
t1 0
0 t2

)
)R = ψ(t1t2)R ; π0(

(
t1 0
0 t2

)
)S = ψ(t1t2)S ; π0(

(
r 1
0 r

)
)Fa =

ψ(r2)φa(r−1)Fa ; π0(

(
r 1
0 r

)
)R = ψ(r2)R ; π0(

(
r 1
0 r

)
)S = ψ(r2)S ; hence χπ0 (

(
r 0
0 r

)
) = (q+1)ψ(r2) , χπ0 (

(
r1 0
0 r2

)
) =

2ψ(r1r2) and χπ0 (

(
r 1
0 r

)
) = ψ(r2) for t1, t2, r, r1 , r2 ∈ F×. It implies that the restriction of π0 and ψ · IndG

B 1G on B

coincide with each other, i.e. ResG
B (π0) ≃ 2σψ,ψ⊕ψ2⊗σ and the isotropic component 2σψ,ψ is spanned by functions

{R, S }. By Proposition 5.3, π0 ≃ ψ · IndG
B 1G · · · (1) or π0 ≃ 2ψ · 1G ⊕ πθ for certain regular character θ of E× · · · (2).

But by formula (X), π0(ω)S , S which means that π0 has only one isotropic component ψ · 1G that is generated by
R, hence the above case (2) is impossible. Finally we obtain π0 ≃ ψ · IndG

B 1G.

(2) For the representation (π0,W[π1]) where π1 = Ψ · StH Ψ = Ψq ∈ Irr(E×) and Ψ = ψ · NE/F for some
ψ ∈ Irr(F×).

The vector space W[π1] is generated by functions {Fa,R : M × XF −→ V1 for any a ∈ F×}. They all satisfy
the equality (67). And supp(Fa)= Orbit{ξa}, Fa(ξa) = v0 ∈ V

U2(E)
1 for any a ∈ F× ; supp(R)= Orbit{η}, R(η) = v1 =

q2 fΨ − gΨ ∈ V
H1
1 (notation as in Lemma 5.8 ). We can see :

(XI) π0(h(r))Far2 = ψ(r2)Fa ; (XII) π0(h′(t))Fat−1 = Fa ; (XIII) π0(u(b))Fa = φ
a(b)Fa ; (XIV) π0(h(r))R = R

(XV) π0(h′(t))R = ψ(t)R ; (XVI) π0(u(b))R = R.
Similarly as the table C in [A] page 247, we consider the action of H1 on the set {n ∈ M, rank n = 1}, then

(
π0(ω)R

)
(η) = −q−2

∑

n∈M,rank n=1

R(n, φ)φ
(
B
( (1 0

0 0

)
, n

))

= −q−2
∑

s∈F×

[
R

( (
s 0
0 0

)
, φ

)
φ

(
B

( (1 0
0 0

)
,

(
s 0
0 0

) ))
+

∑

b∈E

R

(
u(b)

(
0 0
0 s

)
u(b)⋆, φ

)
φ

(
B

( (1 0
0 0

)
, u(b)

(
0 0
0 s

)
u(b)⋆

))]

= −q−2
∑

s∈F×

[
v1 + φ(s)

∑

b∈E

π1

(
u(−b) ·

(
0 1
1 0

) )
v1

]

= −q−2[(q − 1)v1 + v1] = −q−1v1.
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It implies that (XVII) π0(ω)R , R.
By the formulas (XI)—(XVI), we obtain ResG

B (π0) = ResG
B (ψ · StG). Consequently by the formula (XVII), π0 has

no ψ · 1G isotropic component. Hence by comparing the result in Proposition 5.3, we obtain π0 ≃ ψ · StG.

(3) For the representation (π0,W[π1]) π1 = ΠΛ,Σ Λ , Σ and Λ = λ ◦ NE/F ,Σ = σ ◦ NE/F ∈ Irr(E×).

V
H1
1 = VN′

1 is generated by functions { fΛ,Σ, gΛ,Σ} (notations as in Lemma 5.8). Let ∆ : M × XF −→ V1 such that
it satisfies (67) and supp(∆)= Orbit{η}, ∆ = fΛ,Σ. Then :

(
π0

(
h(r)

)
(∆)

)
(η) = ∆

( (r 0
0 0

)
, φ

)
= ∆

((x−1 0
0 x

)−1 (
1 0
0 0

) (
x−q 0
0 xq

)−1

, φ
)
= ΠΛ,Σ

( (x−1 0
0 x

) )
◦ ∆(η)

= ΠΛ,Σ

( (x−1 0
0 x

) )
◦ fΛ,Σ = Λ(x−1)Σ(x) fΛ,Σ = λ(r−1)σ(r) fΛ,Σ where NE/F(x) = r. It implies

π0(h(r))∆ = λ(r−1)σ(r)∆. (69)

(
π0

(
h′(t)

)
(∆)

)
η)∆

( (1 0
0 0

)
, φt−1)

= ∆
(

NE/F(x)

(
x 0
0 1

)−1 (
1 0
0 0

) (
xq 0
0 1

)−1

, φNE/F (x)−1)

= ΠΛ,Σ

( (x 0
0 1

) )
◦ ∆(η) = ΠΛ,Σ

( (x 0
0 1

) )
◦ fΛ,Σ = Λ(x) fΛ,Σ = λ(t) fΛ,Σ = λ(t)∆(η), where NE/F(x) = r. It implies

that
π0(h′(t))∆ = λ(t)∆. (70)

By the formulas (69)—(70), we obtain π0

( (t1 0
0 t2

) )
∆ = λ(t1)σ(t2)∆, it implies HomG(π0, IndG

B λ ⊗ σ) , 0 and

dimC π0 = q + 1, finally we obtain π0 ≃ πλ,σ.

(4) For the representation (π0,W[π1]) π1 = ΠΛ,Σ Λ , Σ ∈ Irr(E×) and Λ = Σq,Σ = Λq.

We start with recalling some explicit models for certain representations(see [A] for more details) :

Model for π1 = ΠΛ,Σ : π1 could be realized in the vector space V1 where V1 is spanned by functions

v : E2 × E× −→ C such that v(a(e1, e2); a−1b−1e3) = Λ(a)Σ(b)v(e1, e2; e3) · · · (⋆) and
(
π(h)v

)
(e1, e2; e3) =

v((e1, e2)h; e3 det(h)−1) for e1, e2 ∈ E; a, b, e3 ∈ E×, h ∈ H.

Model for the cuspidal representation πΛ of G, associated to the regular character Λ of E× : πΛ could be real-

ized in the vector space CXF , where the action is following : (1) πΛ
( (r 0

0 r

) )
f = Λ(r) f ; (2)

(
πΛ

(
1 0
0 t

)
f
)
(ψ) =

f (ψt−1
) ; (3)

(
πΛ

(
1 s

0 1

)
f
)
(ψ) = ψ(s) f (ψ) ; (4)

((
πΛ(ω)

)
f
)
(ψ) = −q−1 ∑

y∈E× ψ(TrE/F(y))Λ(y) f (ψNE/F (y)) where

ψ ∈ XF , t, r ∈ F×, s ∈ F.

Now we concentrate on the representation (π0,G,W[π1]). The vector space W[π1] is generated by functions
Fa : M × XF −→ V1, it satisfies (67) and supp(Fa)= Orbit{ξa}, Fa(ξa) = v1 ∈ V

U2(E)
1 for any a ∈ F×. Using the

above model, we choose one element v1 as follows : v1 : E2×E× −→ C, it satisfies above (⋆) and supp(v1) = ∪u∈U
Orbit {(1, ue−1; 1)}, v1(1, ue−1; 1) = Λ(u) where Orbit{(1, ue−1; 1)}={(a, ue−1a; a−1b−1) ∈ E2 × E×|a, b ∈ E×}, e−1 is
one fixed element in E× such that NE/F(e−1) = −1. It can be checked that v1 ∈ V

U2(E)
1 .

We define an intertwining operator between πΛ and π0 by j : πΛ −→ W[π1]; f 7−→ j( f ) =
∑

a∈F× f (φa)Fa, i.e.
j( f )(ξa) = f (φa)v1. One can verify that

j
(
πΛ(g) f

)
= π0(g) j( f ) for g ∈ B. (71)

Consider the action of ω : (
π0(ω) j( f )

)
(ξa) = −q−2

∑

n∈M

φa(B(IdH , n)) j( f )(n, φa)

= −q−2|U2(E)|−1
∑

h∈H

φa
(
B
(

IdH ,NE/F(det(h))h−1h⋆−1)) j( f )(NE/F(det(h))h−1h⋆−1, φa)

= −q−2|U2(E)|−1
∑

h∈H

φa
(
B
(

IdH ,NE/F(det(h))h−1h⋆−1)) f (φa NE/F (det(h)))π1(h)v1
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replace h by h−1 det(h)
=

− q−2|U2(E)|−1
∑

h∈H

φa
(
B
(

IdH , hh⋆
))

f (φa NE/F (det(h)))π1(h−1 det(h))v1.

Let

κa = −q−2|U2(E)|−1
∑

h∈H

φa
(
B
(

IdH , hh⋆
))

f (φa NE/F (det(h)))
(
π1(h−1 det(h))v1

)
(1, e−1; 1)

and

κs
a = −q−2|U2(E)|−1

∑

h∈H,NE/F (det(h))=s

φa
(
B
(

IdH , hh⋆
))

f (φa NE/F (det(h)))
(
π1(h−1 det(h))v1

)
(1, e−1; 1) for any s ∈ F×.

Then κa =
∑

s∈F× κ
s
a,

κ1
a = −q−2|U2(E)|−1

∑

h∈M
φa

(
NE/F(α) + NE/F(β) + NE/F(γ) + NE/F(δ)

)
f (φa)v1

(
δ − γe−1,−β + αe−1; det(h−1)

)

= q−2|U2(E)|−1
∑

h∈M
φa

(
NE/F(α)+NE/F(β)+NE/F(γ)+NE/F(δ)

)
f (φa)Λ1−q(δ−γe−1)Λq(αδ−βγ)v1

(
1,
−β + αe−1

δ − γe−1
; 1),

(72)

whereM = {h =
(
α β
γ δ

)
∈ H|NE/F(αδ − βγ) = 1;−β + αe−1 = u1e−1(δ − γe−1), δ − γe−1 , 0 for some u1 ∈ U} ;

By equations : {αδ − βγ = u2;−β + αe−1 = u1e−1(δ − γe−1) and δ − γe−1 = y where u1, u2 ∈ U, y ∈ E×}, we change
the variables {α, β, γ, δ} by {u1, u2, y, γ}, then :

(72) = −q−2|U2(E)|−1
∑

u1,u2∈U,y∈E×,γ∈E

φa( TrE/F(u1u−1
2 y1−q)

)
Λ(u1u−1

2 y1−q) f (φa)

= − 1
(q − 1)q

∑

y∈E×

φa(TrE/F)(y1−q)Λ(y1−q) f (φa) = −q−1
∑

y∈E×,NE/F (y)=1

φ(TrE/F(y))Λ(y) f (φa).

Similarly we obtain

κs
a = −q−1

∑

y∈E×,NE/F (y)=s

φ(TrE/F(y))Λ(y) f (φa NE/F (y)).

Finally

κa = −q−1
∑

y∈E×

φ(TrE/F(y))Λ(y) f (φaNE/F (y))

and V
U2(E)
1 is one dimension, it implies that :

(
π0(ω) j( f )

)
(ξa) = j(πΛ(ω) f )(ξa),

which means π0(ω) j( f ) = j(πΛ(ω) f ), Hence π0 ≃ πΛ. Finally we achieve the main theorem in this section

Theorem 5.15. The decomposition of the representation (π,G × H,W) is following :

π =
⊕

ψ∈Irr(F×),Ψ∈Irr(E×),Ψ=ψ◦NE/F

ψ·1G⊗Ψ·1H ⊕
⊕

ψ∈Irr(F×),Ψ∈Irr(E×),Ψ=ψ◦NE/F

ψ·StG⊗Ψ·StH

⊕
⊕

λ,σ∈Irr(F×),Λ,Σ∈Irr(E×),Λ=λ◦NE/F ,Σ=σ◦NE/F

πλ,σ⊗ΠΛ,Σ ⊕
⊕

Λ∈Irr(E×),Λ,Λq

πΛ⊗ΠΛ,Λq

⊕
⊕

ψ∈Irr(F×),Ψ∈Irr(E×),Ψ=ψ◦NE/F

ψStG⊗Ψ·1H .
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5.5 The decomposition of the Weil representation over GL2(K)

5.5.1 Preliminaries

In this section, we denote by : G = GL2(K), B = {
(
a b

0 d

)
∈ G}, N = {

(
1 b

0 1

)
∈ G}, T = {

(
a 0
0 d

)
∈ G}, Z =

{
(
a 0
0 a

)
∈ G} ; Gal(K/F) = 〈σ〉 ; u(b) =

(
1 b

0 1

)
for b ∈ K, h(a, d) =

(
a 0
0 d

)
for a, d ∈ K×, ω =

(
0 1
−1 0

)
∈ G.

Let V be the vector space over K of dimension 2, endowed with symplectic form 〈, 〉, we fix one canonical basis
{e1, e2} i.e. 〈e1, e2〉 = 1, 〈e2, e1〉 = −1. Clearly V ≃ K⊗F V0 as K-vector space, where V0 is a symplectic vector space
over F, generated by the canonical basis {e1, e2}. Via this isomorphism, we identify V with K⊗F V0, one could define
the Galois group Gal(K/F) acting over V as follows : Gal(K/F)×K⊗F V0 −→ K⊗F V0; (σ,

∑
i ki⊗ei) 7−→

∑
i kσ

i
⊗ei,

naturally σ ∈ EndF(V). Now let W = V⊗K V⊗K V be a 8-dimension vector space over K, equipped with symplectic
form induced form V . Let us consider the twisted Galois action on W, defined by : Gal(K/F) ×W −→ W; (σ,w =∑

i ui ⊗ vi ⊗ wi) 7−→ σw =
∑

i wσ
i
⊗ uσ

i
⊗ vσ

i
. Let GS p(W) be the corresponding similitude group of the symplectic

K-space W, there exists a morphism GL(V) × GL(V) × GL(V) −→ GS p(W) ; By the fixed basis {e1, e2} of V , we
identity GL2(K) with GL(V), also GS p(V) with GS p8(K). At the same time, we define the twisted Galois action of
Gal(K/F) on G×G×G, that is Gal(K/F)× (G×G×G) −→ G×G×G; (σ, h = (g1, g2, g3)) 7−→ σh = (gσ3 , g

σ
1 , g

σ
2 ).

Let us denote by W0 = {w ∈ W |σw = w}, G = {h ∈ G × G × G|σh = h}, it verifies σh · σw0 =
σ(h · w0) for

h ∈ G,w0 ∈ W0.

Proposition 5.16. (i) W0 is a vector space over F of dimension 8 and W ≃ W0⊗F K, the restriction of the symplectic

form 〈, 〉W to F-vector space W0 is a F-symplectic form.

(ii) There exists a group morphism p′ : G ⋊ Gal(K/F) −→ GS p(W0) and i : G ≃ G; g 7−→ (g, gσ, gσ
2
).

Proof. (i) See below.
(ii) We only indicate the definition of the map p′ : p′

(
(i(g), σ)

)
(
∑

i ui⊗ vi⊗wi) := i(gσ)
(∑

i uσ
i
⊗ vσ

i
⊗wσ

i

)
for g ∈ G,∑

i ui ⊗ vi ⊗ wi ∈ W0. �

For later application, we describe the symplectic F-vector space W0, that is W0 = {w0 = xe1⊗e1⊗e1+αe1⊗e1⊗
e2+α

σe2⊗e1⊗e1+α
σ2

e1⊗e2⊗e1 +β
σ2

e2⊗e1⊗e2+β
σe1⊗e2⊗e2+βe2⊗e2⊗e1+ye2⊗e2⊗e2|x, y ∈ F;α, β ∈ K}.

Every element w0 ∈ W0 is well-defined by the corresponding coefficient, for later free handwrite, we only write

w0 =

(
x α
β y

)
instead of the whole term. The symplectic form over F-vector space W0 is defined by

〈w0,w
′
0〉 = xy′ − x′y − TrK/F(αβ′) + TrK/F(α′β) for w0 =

(
x α
β y

)
,w′0 =

(
x′ α′

β′ y′

)
.

Let X0 = {w0 =

(
x α
0 0

)
|w0 ∈ W0}, Y0 = {w0 =

(
0 0
β y

)
|w0 ∈ W0}. Then X0,Y0 are two vector spaces over

F and W0 = X0 ⊕ Y0 is a complete polarization for W0. Via the morphism p = i ◦ p′|G : G −→ GS p(W0), it

gives rise to a G-action on W0. The explicit description is the following : let g =

(
a b

c d

)
∈ G, w0 =

(
x α
β y

)
; then

g ·w0 =

(
x′ α′

β′ y′

)
where x′ = NK/F(a)x+TrK/F(aaσbσ

2
α)+TrK/F(bbσaσ

2
β)+NK/F(b)y ; α′ = aaσcσ

2
x+ (aaσdσ

2
α+

baσcσ
2
ασ + abσcσ

2
ασ

2
) + (bbσcσ

2
β + abσdσ

2
βσ + baσdσ

2
βσ

2
) + bbσdσ

2
y ; β′ = ddσbσ

2
y + (ddσaσ

2
β + cdσbσ

2
βσ +

dcσbσ
2
βσ

2
)+ (ccσbσ

2
α+ dcσaσ

2
ασ + cdσaσ

2
ασ

2
)+ ccσaσ

2
x ; y′ = NK/F(d)y+TrK/F(ddσcσ

2
β)+TrK/F(ccσdσ

2
α)+

NK/F(c)x. We write element g ∈ GS p(W0) in the form of g =

(
a b

c d

)
where a ∈ EndF(X0), b ∈ HomF(Y0, X0), c ∈

HomF(X0,Y0), d ∈ EndF(Y0).

Corollary 5.17. Through the morphism p, the explicit expression for the action of u(b), h(a, d), ω on W0 is de-

scribed as following :

(1) p(u(b)) =

(
m n

0 m∨

)
where b ∈ K, m ∈ EndF(X0), n ∈ HomF(Y0, X0), m∨ ∈ EndF(Y0) :

the contragredient of m for the symplectic form 〈, 〉 and m

(
x α
0 0

)
=

(
x + TrK/F(bσ

2
α) α

0 0

)
; n

(
0 0
β y

)
=
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(
TrK/F(bbσβ) + NK/F(b)y bσβσ + bβσ

2
+ bbσy

0 0

)
; m∨

(
0 0
β y

)
=

(
0 0

β + bσ
2
y y

)
;

(2) p(h(a, d)) =

(
m 0
0 n

)
where m

(
x α
0 0

)
=

(
NK/F(a)x aaσdσ

2
α

0 0

)
, n

(
0 0
β y

)
=

(
0 0

ddσaσ
2
β NK/F(d)y

)
;

(3) p(ω) =

(
0 u

v 0

)
where u

(
0 0
β y

)
=

(
y −β
0 0

)
; v

(
x α
0 0

)
=

(
0 0
α −x

)
.

Let (ρ,V) be the Weil representation, associated to the similitude symplectic group GS p(W0). Via the morphism
in Proposition 5.16, it gives rise to one representation (π′,G ⋊ Gal(K/F),V). We denote by π = ResG⋊Gal(K/F)

G
π′.

The whole goal of this section is to determine the isotropic components of the representation π. The representation
π can be realized in vector space V = CY0×XF .

Proposition 5.18. For the representation (π,G,CY0×XF ), the action is determined by the following formulas :

(1)
(
π(u(b))F

)( (0 0
β y

)
, ψ

)
= ψ

(
TrK/F(bbσβy) − NK/F(b)y2 − TrK/F

(
bββσ

2))
F

( ( 0 0
β − bσ

2
y y

)
, ψ

)
;

(2)
(
π(h(a, d))F

)( (0 0
β y

)
, ψ

)
= χ+q (NK/F(ad))F

( 
0 0

NK/F (ad)

ddσaσ
2 β NK/F(a)y

 , ψNK/F (ad)−1
)

;

(3)
(
π(ω)F

)( (0 0
β y

)
, ψ

)
= q−2 ∑

β′∈K,y′∈F F

( ( 0 0
β′ y′

)
, ψ

)
ψ(yy′ + TrK/F(ββ′)).

Proof. It follows from the formulas (1)—(4) in Subsection 2.1 and Corollary 5.17. For (3), one should choose a
certain basis (see my thesis for more details). �

5.5.2 Determine the principal series components of π

Let α, β ∈ Irr(K×), to determine the principal series components of π, it involves to calculate the dimension of
the vector space HomG(V, IndG

B (α ⊗ β)). Applying the Frobenius Reciprocity Theorem, we see HomG(V, IndG
B (α ⊗

β)) ≃ HomT (VN , α⊗ β) ≃ HomT (VN , α⊗ β). Therefore we should first describe the vector space VN , then consider
the T -action on it.

Once we regard the action of N on the vector space V , as described in Proposition 5.18 (1), we consider the

action N × (Y0 × XF) −→ Y0 × XF ;

( (
1 b

0 1

)
×

( (0 0
β y

)
, ψ

))
7−→

( ( 0 0
β − bσ

2
y y

)
, ψ

)
. And the orbits of this action

are following :

(i) Orbit{ξ(β,0;ψ)} where ξ(β,0;ψ) =

( (0 0
β 0

)
, ψ

)
for any β ∈ K, ψ ∈ XF ;

(ii) Orbit{η(0,y;ψ)} where η(0,y;ψ) =

( (0 0
0 y

)
, ψ

)
for y ∈ F×, for any ψ ∈ XF .

The stabilizers of the chosen element in each orbit is outlined as follows :
(i) StabN(ξ(β,0;ψ)) = N ;
(ii) StabN(η(0,y;ψ)) = 1N .
Let F be one function in the vector space V ; then it belongs to VN if and only if it satisfies the equality :

ψ
(

TrK/F(bbσβy) − NK/F(b)y2 − TrK/F(bββσ
2
)
)
F

( ( 0 0
β − bσ

2
y y

)
, ψ

)
= F

( (0 0
β y

)
, ψ

)
. (73)

Proposition 5.19. (1) The vector space VN is generated by the following functions :

(i) F(0,0;ψ) supp(F(0,0;ψ)) = Orbit {ξ(0,0;ψ)} and F(0,0,ψ)(ξ(0,0;ψ)) = 1, it satisfies equality (73) for any ψ ∈ XF ;

(ii) G(0,y;ψ) supp(G(0,y;ψ)) = Orbit {η(0,y;ψ)} and G(0,y;ψ)(η(0,y;ψ)) = 1, it satisfies equality (73) for any y ∈
F×, ψ ∈ XF .

(2) Let t = h(a, d) ∈ T, the formula for the action of t on the vector space VN is given as follows :

(i) π(t)F(0,0;ψ) = χ
+
q (NK/F(ad))F(0,0;ψNK/F (ad)) ;

(ii) π(t)G(0,y;ψ) = χ
+
q (NK/F(ad))G(0, 1

NK/F (a) y;ψNK/F (ad)).

Proof. (1) Every element F in VN , that satisfies the (73), is completely determined by its values over the points
{ξ(β,0;ψ), η(0,y;ψ)}. Let δ be one point among them ; then F(δ) can be nonzero if and only if the coefficient on the right
hand in equality (73) is trivial over the stabilizer of δ, After checking every such point, we obtain the result.
(2) It is straightforward. �
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Let Φ belongs to HomT (VN , α ⊠ β), it is decided by the following two equations :

χ+q (NK/F(ad))Φ(F(0,0;ψNK/F (ad))) = α(a)β(b)Φ(F(0,0;ψ)), (74)

χ+q (NK/F(ad))Φ(G(0, 1
NE/F (a) y;ψNK/F (ad))) = α(a)β(b)Φ(G(0,y;ψ)). (75)

We define a T -action on the vector space VN : t · F(0,0;ψ) := F(0,0;ψNK/F (ad)) ; and t ·G(0,y;ψ) = G(0, 1
NE/F (a) y;ψNE/F (ad)) for

any t =

(
a 0
0 d

)
. For such action, there are two kinds of orbits : (1) Orbit {F(0,0;φ)} (2) Orbit {G(0,1;φ)} for one fixing

φ ∈ XF . The stabilizer of the representative element in each orbit is presented as follows : (1) StabT (F(0,0;φ)) =
{h(a, d) ∈ T |NK/F(ad) = 1} ; (2) StabT (G(0,1;φ)) = {h(a, d) ∈ T |NK/F(a) = NK/F(d) = 1}. Now we get the following
statement relative to the principal series components of the representation π :

Proposition 5.20. Let α, β ∈ Irr(K×). Then :

(1) if α = χ1 ◦ NK/F , β = χ2 ◦ NK/F for pair characters χ1 , χ2 ∈ Irr(F×) then dimC HomG(V, IndG
B (α ⊗ β)) = 1.

(2) if α = β = χ ◦ NK/F for character χ ∈ Irr(F×) then dimC HomG(V, IndG
B α · 1B) = 2.

For the other kind of pair characters α, β ∈ Irr(K×), HomG(V, IndG
B (α ⊗ β)) = 0.

Proof. Let Φ ∈ HomC(V, IndG
B (α ⊗ β)) ≃ HomT (VN , α ⊗ β), the function Φ is completely determined by its values

on the points F(0,0;φ) and G(0,1;φ). The values Φ(F(0,0;φ)) can be any complex number iff α⊗β(t) = 1 for t = h(a, d) ∈
StabT (F(0,0;φ)) which is equivalent to α = β = χ ◦ NK/F for some character χ ∈ Irr(F×). Similarly the values
Φ(G(0,1;φ)) can be any complex number iff α = χ1 ◦ NK/F , β = χ2 ◦ NK/F for characters χ1, χ2 ∈ Irr(F×), thus we
achieve the result. �

Now we are reduced to check whether the representation χ ◦ NE/F ·1G appears in the decomposition of π. Let
(α · π,Vα) be the twist representation of π by the character α = χ ◦ NK/F ∈ Irr(G). Since HomG(π, α−1 ·1G) ≃ VG

α .
It is enough to determine the dimension of VG

α for the representation (α · π,G,Vα). First we notice that VN
α ≃ VN

which is generated by functions {F(0,0;ψ),G(0,y;ψ)} and the action of T on VN
α is given by the following forms : (1)

(α·π)
(
h(a, d)

)
F(0,0;ψ) = χ·χ+q (NK/F(ad))F(0,0;ψNE/F (ad)) ; (2)(α·π)

(
h(a, d)

)
G(0,y;ψ) = χ·χ+q (NK/F(ad))G(0, 1

NK/F (a) y;ψNK/F (ad)).

Proposition 5.21. The vector space VB
α is generated by two non-zero functions A =

∑
t∈T α ·π(t)F(0,0;φ) and B =∑

t∈T α·π(t)G(0,1;φ) for the fixed φ ∈ XF .

Proof. It is straightforward. �

The final key step is to consider the action of ω on the vector space VB
α . Since α · π(ω)A, α · π(ω)B both lie in

VT
α ; therefore we only need to decide their values on the following four kinds of points : (1) x0,0 =

( (0 0
0 0

)
, φ

)
;

(2) x1,0 =

( (0 0
1 0

)
, φ

)
; (3) x0,1 =

( (0 0
0 1

)
, φ

)
; (4) yk =

( (0 0
1 1

)
, φk

)
for the fixed character φ ∈ XF , k ∈ F×. After

adequate calculation(see my thesis for more details), we obtain the following table for the values of the functions
A, B, α·π(ω)A, α·π(ω)B over the above points :

x00 x01 x10 yk

A (q − 1)(q2 + q + 1)2 0 0 0
B 0 (q2 + q + 1)2 0 χχ+q (k)φ(−k)(q2 + q+

1)2

α · π(ω)A q−2(q−1)(q2+q+1)2 q−2(q−1)(q2+q+1)2 q−2(q−1)(q2+q+1)2 χχ+q (k)q−2(q−1)(q2+

q + 1)2

α · π(ω)B -q−1(q−1)(q+1)(q2+

q + 1)2
q−1(q+1)(q2+q+1)2 q−1(q2 + q + 1)2

Corollary 5.22. The element qA − (q − 1)B ∈ VB
α is π(ω) invariant.

Proof. Let us consider C =
∑

g∈G α·π(g)F(0,0;φ) ; then C(x0,0) =
∑

n∈N,b∈B α·π(n)α·π(ω)α·π(b)F(0,0;φ)(x0,0)+
∑

b∈B α·
π(b)F(0,0;φ)(x0,0) = q3[

∑
n∈N α·π(n)α·π(ω)A+A](x0,0) = q3[q3α·π(ω)A(x0,0)+A(x0,0)] = q3(q2−1)(q2+q+1) , 0. As

π(ω)A , A, this means that dim VG
α = 1. So there exists two constants a, b ∈ C× such that aA+bB is π(ω)-invariant,

by the above diagram, we can set a = q, b = −(q − 1). �
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Corollary 5.23. For any character χ ∈ Irr(F×) and α−1 = χ−1 ◦ NK/F :

(1) dimC HomC(V, α−1 · 1G) = 1 ;

(2) dimC HomC(V, α−1 · StG) = 1.

Proof. (1) HomC(V, α−1 · StG) ≃ VG
α and π(ω)A , A, π(ω)(qA− (q− 1)B) = qA− (q− 1)B, it implies dimC VG

α = 1.
(2) It follows from above (1) and Proposition 5.20. �

Proposition 5.24. The non-cuspidal part of the Weil representation π is presented as follows :

πnon−cusp =
⊕

σ∈Irrnon−cusp(GL2(F))

BcK/F(σ),

where πnon−cusp is the non-cuspidal part of the representation π and BcK/F is the operator of base change from

Irr(GL2(F)) to Irr(GL2(K)).

Proof. It follows from Proposition 5.4(2) and Proposition 5.20 and Corollary 5.23. �

5.5.3 Determination of the cuspidal components of the representation π

At the beginning, we recall the definition of i-restriction, norm operator and liftings in section 6 ; see [Gy] or
[Di] for discussing more details .

In this subsection, let K1 (resp. F1) be the quadratic field extension over K (resp. F) and assume K1 ⊇ F1.
We fix one algebraic closed field F of F which contains K1. Let σ be the Frobenius element of Gal(F/F) and
Gal(K1/K) = 〈Ω〉,Gal(F1/F) = 〈ω〉. By restriction, we identify Gal(F1/F) with Gal(K1/K). We follow the nota-
tions in subsection 5.1 Preliminaries : V0 is a non-degenerate symplectic vector space over F of dimension 2 and
V ≃ K ⊗F V0, W0 = (V⊗3)Gal(K/F) the set of twisted Gal(K/F) invariant elements which is a F-symplectic vector
space of dimension 8. Let us denote by V1 ≃ K1 ⊗F V0 and W1 = (V⊗3

1 )Gal(K1/F1) the set of twisted Gal(K1/F1)

invariant element which is also a F1-symplectic vector space of dimension 8. The canonical map V
iV
֒→ V1 yields

an embedding V ⊗K V ⊗K V ֒→ V1 ⊗K1 V1 ⊗K1 V1 that is compatible with the twisted Galois action of the group
Gal(F1/F) ≃ Gal(K1/K). It follows that we could view W0 as a subset of W1 thus V1 ≃ V⊗K K1 and W1 ≃ W0⊗F F1.

Proposition 5.25. The following diagram is commutative

GLK(V)
p0−−−−−−→ GS pF(W0)

eV

y
yeW0

GLK1 (V1)
p1−−−−−−→ GS pF1 (W1)

,

where the map eV , eW0 are defined from V1 ≃ V ⊗K K1 and W1 ≃ W0 ⊗F F1.

Proof. It follows from above discussing and the definition of p0, p1. �

The proceeding proposition indicate that we can view GLK(V) as GLV (K) and GLK1 (V1) as GLV (K1), also
GS pF(W0) as GSpW0

(F) and GS pF1 (W1) as GSpW0
(F1) where GLV , GSpW0

is the algebraic group schemes asso-
ciated to V and W0. More generally, let Ki/K(resp. Fi/F) be a Galois field extension of dimension i and assume
Ki ⊃ Fi, we also have the similar map pi and the analogous diagram as in Proposition 5.25. In fact it defines a
morphism of group schemes from RK/F(GLV ) to GSpW0

, here RK/F is the corestriction of GLV from K to F.

Now we come back to our primary problem. Let (ρ1,V1) (resp. (ρ,V)) be the Weil representation over the
group GS p8(F1) (resp. GS p8(F)). By fixing some canonical basis, we could view ρi as the Weil representation
over GSpW0

(Fi). Let πi be the restriction representation of ρi to GLV (Ki) ≃ GL2(Ki). Of course for the means of
the notations, F0 = F,K0 = K and π0 = π, ρ0 = ρ.



120 The decomposition of certainWeil representations and base change

Let Π
Λ,Λq3 = BcK1/K(ΠΛ) which belongs to Irr(GL2(K1)) for one cuspidal representation ΠΛ of the group

GL2(K). Let us denote by Π̃
Λ,Λq3 the unique representation of the group Gal(K1/K) ⋉ GL2(K1) such that 0-

res(Π̃
Λ,Λq3 )= Π

Λ,Λq3 and 1-res(Π̃
Λ,Λq3 )= ΠΛ.

By the morphism from RK/F(GLV ) to GSpW0
, it induces a map from Gal(F1/F) ⋉ RK/F(GLV )(F1) to

Gal(F1/F) ⋉ GSpW0
(F1). If we identify Gal(K1/K) with Gal(F1/F) then one can see that Gal(F1/F) ⋉

RK/F(GLV )(F1) is just the group Gal(K1/K) ⋉GLV (K1) and we denote the above map by p̃1.

By the Theorem 5.44 in section 6, there exists a unique representation ρ̃1 of the group Gal(F1/F)⋉GSpW0
(F1)

such that 0-res(ρ̃1)= ρ1 and 1-res(ρ̃1)= ρ. Via the map p̃1, let us denote by π̃1 = ρ̃1|Gal(K1/K)⋉GLV (K1). Applying the
Lemma 5.28, one can see 0-res(π̃1)= π1 and 1-res(π̃1)= π.

By Proposition 5.20, 〈π1,ΠΛ,Λq3 〉GL2(K1) = 1 for Λ = λ ◦ NK1/F1 where λ is a regular character of F×1 . And by

Lemma 5.27(i), the integer 〈π̃1, Π̃Λ,Λq3 〉Gal(K1/K)⋉GLV (K1)=
1
2

(
〈π1,ΠΛ,Λq3 〉GL2(K1)+〈π,ΠΛ〉GL2(K)

)
= 1

2

(
1 + 〈π,ΠΛ〉GL2(K)

)

forΛ = λ◦NK1/F1 . It follows that for suchΛ, 〈π,ΠΛ〉GL2(K) ≥ 1. By comparing the dimension of the representation π
and the total dimension of the principal series representations of the group GL2(K) which appear in π as described
in Proposition 5.24, we see that the above inequality must be an equality. Of course, the other kind of cuspidal
representations of the group GL2(K) will not appear as a component of π. Finally we achieve the main theorem in
this section :

Theorem 5.26. The decomposition of (π,V) is presented as follows :

π =
⊕

σ∈Irr(GL2(F))

BcK/F(σ),

where Irr(GL2(F)) is the set of the classes of the irreducible representations of GL2(F), and BcK/F is the base

change operator from Irr(GL2(F)) to Irr(GL2(K)).

Proof. It follows from the result in Proposition 5.24 for the non-cuspidal representations and above discussing for
the cuspidal representations. �

5.6 The liftings of the Weil representations over the groups S p2n and GS p2n

The purpose of this section is to establish the (Shintani)-lift of the Weil representations associated to S p2n and
GS p2n. It is almost entirely independent of the previous sections. The results we obtain in this section rely on some
results in [Gy] and [Ge].

5.6.1 Preliminaries

We begin with recalling some results which have been established in [Gy]. Let X be a set on which there exists
a σ-action, we denote by Xσ the set of σ-fixed points. Let G be a connected linear algebraic group over field F

with Frobenius map σ. We denote by : F the algebraic closure of F, Fi the σi-fixed points of F, G(Fi) the Fi-
geometric points of G and C(G(Fi)) the set of complex valued class functions of G(Fi). For simplicity we use the
same notation for a representation and its character as a class function.

From now on, we always fix a natural number m and let ξ = exp(2πi/m). Via the map Gal(F/F)։ Gal(Fm/F),
we regard the Frobenius element σ as a generator for the group Gal(Fm/F). Let us denote by σi⋉G(Fm) the subset
of semi-product group Gal(Fm/F) ⋉G(Fm) which consists of elements (σi, g) for g ∈ G(Fm).

In the article [Gy], Gyoja constructs the norm map Ni which induces a bijection from the set of G(Fm)-
conjugacy classes of σi ⋉ G(Fm) onto the set of conjugacy classes of G(Fm)σi = G(F(m,i)). Through this map,
he defines the i-restriction map from C(Gal(Fm/F)⋉G(Fm)) to C(G(F(m,i)))σ such that

(
i−res( f )

) ◦Ni = f |σi⋉G(Fm)

for any f ∈ C(Gal(Fm/F) ⋉G(Fm)).

Lemma 5.27. (i) For any f , g ∈ C(G(Fm)σi

)
then 〈 f , g〉G(Fm)σi

= 〈 f ◦ Ni, g ◦ Ni〉σi⋉G(Fm).

(ii) The i-restriction defines an isomorphism C( Gal(Fm/F)G(Fm)
) ≃ ⊕m−1

i=0 C
(
G(Fm)σi

)
σ.
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Proof. See [Gy], page 1 introduction and page 11 Corollary 3.3. �

Lemma 5.28. Let H be a connected closed subgroup of G defined over F. Then the following diagrams are

commutative

C( Gal(Fm/F) ⋉H(Fm)
) Ind−−−−−−→ C( Gal(Fm/F) ⋉ G(Fm)

)
yi−res

yi−res

C(H(F(m,i))
)
σ

Ind−−−−−−→ C(G(F(m,i))
)
σ

C( Gal(Fm/F) ⋉ G(Fm)
) Res−−−−−−→ C( Gal(Fm/F) ⋉H(Fm)

)
yi−res

yi−res

C(G(F(m,i))
)
σ

Res−−−−−−→ C(H(F(m,i))
)
σ

where Ind and Res mean the induction map and restriction map. Let H be normal and π : G −→ G/H be the

canonical homomorphism. Then the following diagrams are commutative :

C( Gal(Fm/F) ⋉ G/H(Fm)
) π⋆−−−−−−→ C( Gal(Fm/F) ⋉ G(Fm)

)
yi−res

yi−res

C(G/H(F(m,i))
)
σ

π⋆−−−−−−→ C(G(F(m,i))
)
σ

C( Gal(Fm/F) ⋉ G1(Fm)
) ⊗ · · · ⊗ C( Gal(Fm/F) ⋉ Gn(Fm)

) −−−−−−→ C
(

Gal(Fm/F) ⋉
(
G1 × · · · × Gn

)
(Fm)

)
yi−res⊗···⊗i−res

yi−res

C(G1(F(m,i))
)
σ ⊗ · · · ⊗ C

(
Gn(F(m,i))

)
σ −−−−−−→ C(G1(F(m,i)) × · · · × Gn(F(m,i))

)
σ

here πi : Gal(Fm/F)G(Fm) −→ Gal(Fm/F)G/H(Fm) is defined by (π(σi, x)) = σiπ(x) for (i = 0, · · · , n − 1).

Proof. See [Gy] page 12, Lemma 3.6 �

Lemma 5.29. If G is an abelian algebraic group then the norm map is defined as follows : Ni : σi ⋉ G(Fm) −→
G; (σi, x) 7→ (1, σim/d(x) · · ·σi(x)x) where d = (m, i), ti ≡ d(mod m), here we identify G with 1 ⋉ G.

Proof. It follows from the definition of the norm map. �

We also recall some known facts about rational algebraic groups for later application. Let us denote by BF(resp.
TF) the set of all F-rational Borel (resp. Torus) subgroups of the connected algebraic group G.

Lemma 5.30. (1) Let a ∈ G(F) be a semi-simple element ; then there exists a F-rational torus T ∈ TF such that

a ∈ T(F).
(2) Let B1,B2 be any two elements in BF ; then B1(F) and B2(F) are conjugated under G(F).
(3) Let u ∈ G(F) be a unipotent element ; then there exists a F-rational Borel subgroup B such that u ∈ B(F).

Proof. See [DM] : page 40 Corollary, page 39 Application (i) and page 42 Corollary. �

5.6.2 The liftings of Sp2n and GSp2n

In this subsection, for our purpose, we frequently use some results in [Ge] without pointing out exactly which
one. For this reason, one has first to read that paper. Let V be a vector space over F, equipped with a non-degenerate
symplectic form 〈, 〉F . We fix a complete polarisation V = X ⊕ X⋆. Let H(V) be the Heisenberg group defined by
(v1, t1)(v2, t2) := (v1 + v2, t1 + t2 +

〈v1,v2〉
2 ) for vi ∈ V, ti ∈ F. This defines a Heisenberg group scheme HV , that

means HV : AlgF −→ Groups; R 7−→ H(V ⊗F R) a functor from the category of unital commutative associative
F-algebras to the category of groups, here H(V ⊗F R) is the Heisenberg group induced from H(V). By fixing one
canonical symplectic basis {e1, · · · , en; e⋆1 , · · · , e⋆n }, one can see HV (F) is a connected linear algebraic group in the
usual language (for example in [Bo]).
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Let SpV (resp. GSpV ) be the symplectic algebraic group (resp. the similitude symplectic algebraic group )
associated to V , PX the parabolic subgroup relative to X, T one maximal F-torus of SpV , V the F-algebraic vector
space associated to V , U one unipotent subgroup of SpV . Since the actions involved in the semi-product groups
SpV (F)⋉HV (F), GSpV (F)⋉HV (F), PX(F)⋉HV (F), T(F)⋉HV (F) and U(F)⋉HV (F) all are algebraic, naturally
all the above groups are connected linear algebraic groups.

The action of T on V leads to a decomposition of V parameterized by weights, i.e. V = ⊕ǫ∈PVǫ where P the
set of weights of T in V. The action of Gal(F/F) permutes the spaces Vǫ . For each orbit ω = {ǫ} ∈ P/Gal(F/F),
the space Vω =

∑
ǫ∈ω Vǫ is defined over F. Let VΩ = Vω + V−ω where Ω = ω ∪ −ω. The restriction of 〈, 〉V to VΩ

is a non-degenerate alternating bilinear form, yielding an orthogonal decomposition V = ⊕
Ω∈P/±Gal(F/F)V

Ω. Let us
denote by qΩ = ||Vω(F)||, FΩ ⊃ F the field of order qΩ. We repeat one useful lemma in [Ge] page 92-93.

Lemma 5.31. Fix an orbit Ω ∈ P/±Gal(F/F) and ǫ in Ω, for x, y ∈ VΩ(F), we define

〈x, y〉ǫ = 〈xǫ + x−ǫ , yǫ + y−ǫ〉VΩ(F) = 〈x, y〉−ǫ

(1) If the orbit of ǫ by Gal(F/F) is nonsymmetric then

(a) VΩ is a direct sum of Vω and V−ω if Ω = ±ω, 〈, 〉VΩ(F) defines a duality between Vω(F) and V−ω(F) ;

(b) Vǫ is a one dimensional space defined over FΩ ;

(c) The following mapping x 7−→ (xǫ , x−ǫ) for x ∈ VΩ(F) is an isomorphism of the F-vector space VΩ(F)
onto Vǫ(FΩ) × V−ǫ(FΩ) ; it provides VΩ(F) with a FΩ-structure for which the symplectic form 〈, 〉ǫ is non-

degenerate and satisfies TrFΩ/F〈x, y〉ǫ = 〈x, y〉VΩ(F) for x, y ∈ VΩ(F) ;

(d) The action of T(F) on VΩ = VΩ(F) leaves 〈, 〉ǫ invariant and defines an isomorphism of TΩ(F) onto the

subgroup Gǫ(FΩ) of SpVΩ (FΩ) respect to 〈, 〉ǫ which leaves Vǫ(FΩ) and V−ǫ(FΩ) invariant and the map

t 7−→ tǫ is an isomorphism of TΩ(F) and F×
Ω

;

(e) There exists a unique non trivial one-dimensional real representation χT(F)
Ω

of T(F) which factors through

TΩ(F) ; That is χT(F)
Ω

(t) = (tǫ)
(1−qΩ )

2 .

(2) If the orbit of ǫ is symmetric then :

(a) Vǫ is one-dimensional space defined over the quadratic extension of KΩ of FΩ in F ;

(b) The following mapping x 7−→ xǫ for x ∈ VΩ(F) is an isomorphism of the F-vector space VΩ(F) and Vǫ(KΩ)
affords VΩ(F) with a KΩ-structure for which the form (x, y)ǫ = 〈x−ǫ , yǫ〉 is non-degenerate skew-hermitian

form with associate symplectic form 〈, 〉VΩ(F) such that TrKΩ/FΩ (x, y)ǫ = 〈x, y〉VΩ(F) ;

(c) The action of T(F) on VΩ(F) leaves (, )ǫ invariant and defines an isomorphism of TΩ(F) onto the unitary

subgroup Gǫ(FΩ) of the Form (, )ǫ on VΩ(F) ;

(d) There exists a unique non trivial one-dimensional real representation χT(F)
Ω

of T(F) which factors through

TΩ(F). That is χT(F)
Ω

(t) = (tǫ)
(1+qΩ )

2 .

Remark 5.32. If we change the field F by its finite extension Fi which is Galois over F then the results in proceed-

ing lemma satisfy the respective properties.

Let χFi
be the unique non trivial real character of F×

i
, it is obviously χFi

= χF ◦ NFi/F where NFi/F is the usual
norm map. Let ψF be a character of F and ψFi

= ψF ◦ TrFi/F .

Lemma 5.33. If we regard Fi as Ga(Fi) and F×
i

as Gm(Fi) then there exists a unique irreducible character ψ̃Fm

(resp. χ̃Fm
) of Gal(Fm/F) ⋉ Fm (resp. Gal(Fm/F) ⋉ F×m) such that i−res(ψ̃Fm

) = ψF(m,i) (resp. i−res(χ̃Fm
) = χF(m,i) ),

where (m, i)=the greatest common divisor of natural numbers m and i.

Proof. Using the results in Lemma 5.29, one can check the character ψ̃Fm
defined by ψ̃Fm

(σk, a) := ψFm
(a), satisfies

the condition. And the uniqueness follows from Lemma 5.27(ii). The same proof remains valid for χ̃Fm
(σk, a) :=

χFm
(a). �

Let us denote by χX
Fm

the character of the parabolic subgroup PX(Fm) defined by p 7−→ χFm
(detX(p)), ZV the

central group scheme of HV , XV the group scheme associated to X. In [Ge], the Weil representation associated to
the group PX(Fm)HV (Fm) is directly constructed. That is πψFm

= IndPX (Fm)HV (Fm)
PX (Fm)XV (Fm)ZV (Fm) χ

X
Fm
· 1 · ψFm

.

Corollary 5.34. There exists a unique irreducible representation π̃ψFm
of Gal(Fm/F) ⋉ PX(Fm)HV (Fm) such that

i-res(π̃ψFm
) = πψF(m,i)

.



5.6 - The liftings of the Weil representations over the groups S p2n and GS p2n 123

Proof. Following from the liftings of the characters of the group GLX , one can see that there exists a unique
irreducible character ˜χX

Fm
· 1 · ψFm

of the group Gal(Fm/F) ⋉ PX(Fm)XV (Fm)ZV (Fm) such that i-res( ˜χX
Fm
· 1 · ψFm

)=

χX
F(m,i)
·1·ψF(m,i) . According to the above Lemma 5.28, π̃ψFm

= IndGal(Fm/F)⋉PX (Fm)HV (Fm)
Gal(Fm/F)⋉PX (Fm)XV (Fm)ZV (Fm) ˜χF(m,i)·1·ψF(m,i)

is the desired
representation. And πψFm

= 0−res(π̃ψFm
) = π̃ψFm

|PX (Fm)HV (Fm) is irreducible, so is π̃ψFm
. �

In order to get our desired results, it is necessary to write one model for the Weil representation for
SpV (Fm)HV (Fm) that has been indicated in [Ge]. The Weil representation (ρψFm

,W) of the group SpV (Fm)HV (Fm)
can be realized in the space C[X⋆] of complex functions on X⋆ = X⋆

V (Fm) by the following formulas (see [Ge] for
more details) :

(
ρψFm

(
(1, (x + x⋆ + k))

)
f

)
(y⋆) = ψFm

(k + 〈y⋆, x〉) f (x⋆ + y⋆), (76)

(
ρψFm

(
(u(b), 1)

)
f

)
(y⋆) = ψFm

(
〈by⋆, y⋆〉

2
) f (y⋆), (77)

(
ρψFm

(
(h(a), 1)

)
f

)
(y⋆) = χX

Fm
(a) f (a⋆−1y⋆), (78)

(
ρψFm

(
ω(c), 1)

)
f

)
(y⋆) = γ(ψFm

)−lχX
Fm

(det(c))
∫

X⋆

f (x⋆)ψFm
(〈x⋆, c−1y⋆〉)dx⋆, (79)

where γ(ψFm
) =

∫
Fm
ψFm

( t2

2 )dt the Weil constant, l = dimFm
X, u(b) =

(
1 b

0 1

)
, h(a) =

(
a 0
0 a∨

)
, ω(c) =

(
0 c′

c 0

)
∈

SpV (Fm), and x ∈ X, x⋆, y⋆ ∈ X⋆, k ∈ Fm and dx⋆ = dx⋆
σ

.
Consequently we define a Galois action of the group Gal(Fm/F) on C[X⋆] by f σ(x⋆) = f (x⋆

σ). By the above for-
mulas (76)—(79), one can verify that the map σ defines an intertwining operator between ρσψFm

and ρψFm
. It follows

that the representation ρψFm
is extended to a representation ρ̃ψFm

of the group Gal(Fm/F) ⋉ SpV (Fm)HV (Fm). Since
ρ̃ψFm
|PX (Fm)HV (Fm) = ρψFm

|PX (Fm)HV (Fm) = πψFm
; it implies that ρ̃ψFm

|Gal(Fm/F)PX (Fm)HV (Fm) is equal to π̃ψFm
up to a char-

acter of Gal(Fm/F). Hence we may chose the proper character of Gal(Fm/F) such that ρ̃ψFm
|Gal(Fm/F)PX (Fm)HV (Fm) =

π̃ψFm
.

From now on, we always fix such ρ̃ψFm
.

Proposition 5.35. The support of the representation ρ̃ψFm
lies in the set of conjugates of elements in

Gal(Fm/F)SpV (Fm)ZV (Fm).

Proof. By the results in [Ge] page 84, the Weil representation ˇρψFm
≃ ρ−ψFm

can be realized in C[X] in terms of the

corresponding formulas like (76)—(79), obtained by interchanging X⋆ and X. Let σψFm
= IndSpV (Fm)HV (Fm)

SpV (Fm)ZV (Fm) 1 be the
natural representation of SpV (Fm)HV (Fm) in C[V(Fm)] which means :

(
σψFm

(h)F
)
(v) = F(v + v0) for h ∈ HV (Fm) with projection v0 on V(Fm), (80)

(
σψFm

(s)F
)
(v) = F(s−1v) for s ∈ SpV (Fm). (81)

One can also define an automorphism I onC[V(Fm)] by (IF)(x+x⋆) = ψFm

(〈x, x⋆〉)F(x+x⋆) for x ∈ X and x⋆ ∈ X⋆.
In [Ge] page 84, Paul Gérardin verify that I ·σψFm

= ˇρψFm
⊗ ρψFm

· I. By the construction of the representation ρ̃ψFm
,

we see ˇ̃ρψFm
⊗ ρ̃ψFm

≃ IndGal(Fm/F)SpV (Fm)HV (Fm)
Gal(Fm/F)SpV (Fm)ZV (Fm) 1 which implies that the support of the representation ˇ̃ρψFm

⊗ ρ̃ψFm
lies

in the set of conjugates of elements in Gal(Fm/F)SpV (Fm)ZV (Fm), so is ρ̃ψFm
. �

Corollary 5.36. The support of the class function i − res(ρ̃ψFm
) lies in the set of the conjugates of elements in

SpV (F(m,i))ZV (F(m,i))

Proof. Let (σi, g) be an element in Gal(Fm/F)SpV (Fm)HV (Fm) which is conjugated to one ele-
ment in Gal(Fm/F)SpV (Fm)ZV (Fm) i.e. (σ j, h)(σi, g)(σ− j, (h−1)σ

− j

) ∈ Gal(Fm/F)SpV (Fm)ZV (Fm) therefore
(1, h)(σi, g)(1, h−1) also lies in Gal(Fm/F)SpV (Fm)ZV (Fm). Since the definition of the norm operator is comparing
with the product of groups, we can obtain the result. �

Let Ei be a quadratic field extension of Fi, assume E0 = E and Ei ⊃ E(i, j) for any 1 ≤ i, j ≤ m. Let V ′′ be
an one dimensional vector space over E, endowed with a non-degenerate skew-hermitian form (,), the underlying
F-vector space of V ′′, we denote by V ′ which is endowed with the non-degenerate symplectic form 〈, 〉 definedly
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〈x, y〉 = TrE/F(x, y).

Let V ′ = X′⊕X′⋆ be a complete polarisation and we denote by V′′( resp. V′,X′⋆) the associated algebraic vector
space of V ′′(resp. V ′, X′⋆). Clearly, the unitary group UV ′′ (Fm), which is the Fm-geometric points of some F-torus
T of SpV ′ , can be embedded into SpV ′ (Fm). By the Theorem 3.3 (c) in [Ge] page 73, we know the restriction of
the Weil representation (ρ′ψFm

,SpV ′ (Fm)HV ′ (Fm)) to the group UV ′′ (Fm) is just χ−
Fm
◦ det · ρUV′′ (Fm) where χ−

Fm
is the

unique non trivial real representation of the group UV ′′ (Fm) and ρUV′′ (Fm) is the sum of all non trivial irreducible
representations of UV ′′ (Fm).

Lemma 5.37. There exists a unique representation χ̃−
Fm

of the group Gal(Fm/F)⋉T(Fm) ≃ Gal(Fm/F)⋉UV ′′ (Fm)

such that i − res(χ̃−
Fm

) = χ−
F(m,i)

for 1 ≤ i ≤ m.

Proof. Let χ̃−
Fm

be the representation of the groups Gal(Fm/F)T(Fm) ≃ Gal(Fm/F)UV ′′ (Fm) defined by

χ̃−
Fm

((σ, g)) := χ−
Fm

(g). Since χ−
Fm

is σ-invariant, so it is well-defined. And the map Ni is surjective in this case,

which implies that i − res(χ̃−
Fm

) is also a non trivial real character of T(F(m,i)), hence it must be χ−
F(m,i)

. �

The representation ρ′ψFm
|UV′′ (Fm)HV′ (Fm) could be realized in the space C[X′⋆] by formulas (76)—(79). If we only

consider ρ′ψFm
|UV′′ (Fm)ZV′ (Fm) then we have the decomposition for the vector space C[X′⋆] :

C[X′⋆] = ⊕qm

k=1CGk,

where each Gk is an eigen-vector respect to the character χ−
Fm
ϕ

UV′′ (Fm)
k

ψFm
of the group UV ′′ (Fm)ZV ′ (Fm), here

ϕ
UV′′ (Fm)
k

ranges all non trivial characters of UV ′′ (Fm).

Let Iσ be the C-automorphism of C[X′⋆] defined by Iσ( f )(x′⋆) := f (x′⋆σ). If ϕUV′′ (Fm)
k

is not σi-invariant then
it does not contribute to the trace Tr

(
Ii
σρ
′
ψFm
|UV′′ (Fm)ZV′ (Fm)(g)

)
for g ∈ UV ′′ (Fm)ZV ′ (Fm).

Let us denote by (ρ̃′ψFm
,Gal(Fm/F)UV ′′ (Fm)HV ′ (Fm)) be one extension representation of ρ′ψFm

, defined by

ρ̃′ψFm
((σ, g)) := IσρψFm

(g) for g ∈ UV ′′ (Fm)HV ′ (Fm). Then

Tr
(
ρ̃′ψFm

(σi, g)
)
= Tr

(
Ii
σρ
′
ψFm

(g)
)
= ρ′ψF(m,i)

(Ni(g)),

for any element g ∈ UV ′′ (Fm)ZV ′ (Fm) and each 0 ≤ i ≤ m. It means i − res

(
ρ̃′ψFm
|Gal(Fm/F)UV′′ (Fm)ZV′ (Fm)

)
=

ρ′ψF(m,i)
|UV′′ (Fm)ZV′ (F(m,i)).

Proposition 5.38. There exists a unique representation ρ̃′ψFm
of the group Gal(Fm/F)UV ′′ (Fm)HV ′ (Fm) such that

i − res(ρ̃′ψFm
) = ρ′ψF(m,i)

|UV′′ (F(m,i))HV′ (F(m,i)).

Proof. It follows from above discussing and Corollary 5.36. �

Proposition 5.39. There exists a unique representation
˜

ρ
SpV′HV′
ψFm

of the group Gal(Fm/F) ⋉ SpV ′ (Fm)HV ′ (Fm) such

that

i − res( ˜ρSpV′HV′
ψFm

) = ρSpV′HV′
ψF(m,i)

where ρ
SpV′HV′
ψF(m,i)

is the Weil representation of the group SpV ′ (F(m,i))HV ′ (F(m,i)) associated to the character ψF(m,i) .

Proof. Let g ∈ SpV ′ (FF(m,i) ). Then g is conjugated to BV ′ (F(m,i)) or UV ′′ (F(m,i)), hence the result comes from Corol-
lary 5.34 and Proposition 5.38. �

Lemma 5.40. Let T ∈ TF be a maximal F-torus of SpV . Then the restriction of the Weil representation ρψF
to

T(F)⋉HV (F) is isomorphic to ⊗
Ω∈P/±Gal(F/F)ρψFΩ

|Gǫ(Ω)(FΩ)⋉H
VΩ

(FΩ) via T(F)⋉HV (F) −→ ⊕
Ω∈P/±Gal(F/F)Gǫ(Ω)(FΩ)⋉

HVΩ (FΩ), where the notations are the same as in Lemma 5.31 and ǫ(Ω) is any element of Ω.
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Proof. See Theorem 4.8 in [Ge]. �

Corollary 5.41. Let T be a F-maximal torus of SpV . Then i− res
(
ρ̃ψFm
|Gal(Fm/F)⋉T(Fm)HV (Fm)

)
= ρψF(m,i)

|T(F(m,i))HV (F(m,i)).

Proof. First we regard Lemma 5.40, let F i
Ω

be the Galois extension of FΩ of dimension i, such that the diagram
F −−−−−−→ FΩ
y

y

Fi −−−−−−→ F i
Ω

is commutative. If ǫ is non-symmetric, Gǫ(Ω) belongs some FΩ-splitting Borel subgroup. By the

liftings theory for Borel subgroup i.e. Corollary 5.34, there exists a unique irreducible representation τ̃Gǫ (Ω) of
Gal(Fm

Ω
/FΩ) ⋉Gǫ(Ω)HVΩ (Fm

Ω
) such that i − res(τ̃Gǫ (Ω)) = ρψ(m,i)

FΩ
|
Gǫ(Ω)H

VΩ
(F(m,i)
Ω

)
. If ǫ is symmetric, by above Proposition

5.38, the results remain valid. Hence by Lemma 5.28 and Remark 5.32, it really exists a unique irreducible repre-
sentation τ̃ of the group Gal(Fm/F)⋉T(Fm)HV (Fm) such that i− res

(
τ̃|Gal(Fm/F)⋉T(Fm)HV (Fm)

)
= ρψF(m,i)

|T(F(m,i))HV (F(m,i)).
And the irreducible implies that τ̃ and ρ̃ψFm

|Gal(Fm/F)⋉T(Fm)HV (Fm) is equal to each other up to one character of the
group Gal(Fm/F), but the lifting theory of the Weil representations over HV implies that the above character of
Gal(Fm/F) must be trivial. �

Let V+ be one non trivial totally isotropic subspace of V , assume V+ is not maximal. We choose a decom-
position, V = V+ + V0 + V−. Let us denote by V+,V0, V− the corresponding algebraic schemes, and by PV+ the
corresponding parabolic subgroup scheme.

The group V−(Fm)HV0 (Fm) is a subgroup of HV (Fm) and PV+ (Fm) ⋉ V−(Fm)HV0 (Fm) is also a subgroup of
PV+ (Fm)HV (Fm), clearly for PV+ (Fm), there exists an exact sequence

1 −→ UV+ (Fm) −→ PV+ (Fm) −→ GLV− (Fm) × SpV0
(Fm) −→ 1.

It follows that we have the surjective map :

PV+ (Fm)V−(Fm)HV0 (Fm)
pFm−→ GLV− (Fm) × SpV0

(Fm)HV0 (Fm).

We recall that ρψFm
is the Weil representation of the group SpV (Fm)HV (Fm) and χV−(Fm) ◦ det is the unique

non trivial real character of GLV− (Fm), we write ρV0
ψFm

as the Weil representation of the group SpV0
HV0 (Fm). Let

χV−(Fm) ◦det⊗ρV0
ψFm

be one representation of the group GLV− (Fm) × SpV0
(Fm)HV0 (Fm), via above map pFm

, it gives

rise to one representation of the group PV+ (Fm)V−(Fm)HV0 (Fm), denoted by χV−(Fm)ρ
V0
ψFm

.

Proposition 5.42. For the Weil representation ρψFm
, we have

ρψFm
|PV+ (Fm)HV (Fm) = IndPV+ (Fm)HV (Fm)

PV+ (Fm)V−(Fm)HV0 (Fm) χV−(Fm)ρ
V0
ψFm

.

Proof. This comes from the mixed Schödinger model of the Weil representation, and one can see [[Ge], Theorem
2.4 ] for more details. �

Proposition 5.43. For the representation ρ̃ψFm
, we have i − res(ρ̃ψFm

) = ρψF(m,i)
where ρψF(m,i)

is the Weil representa-

tion of the group SpV (F(m,i))HV (F(m,i)).

Proof. First we know that every element of SpV (Fk) is either regular elliptic semisimple or conjugated to one
element in some proper parabolic subgroup of SpV (Fk) for 1 ≤ k ≤ m.
For our purpose, we only need to check that the two class functions i − res(ρ̃ψFm

) and ρψF(m,i)
are the same, i.e.

i − res(ρ̃ψFm
)(A) = ρψF(m,i)

(A) for A ∈ SpV (F(m,i))HV (F(m,i)) (82)

We proceed by induction on 2n = dim V . If n = 1, it is just the Proposition 5.39. Now assume the result is right
for all the dimension strictly smaller than n, let A = (g, h) ∈ SpV (F(m,i))HV (F(F(m,i))). If g is elliptic semisimple
then by Corollary 5.41, the equality (82) is satisfied ; If g lying some proper parabolic subgroup PV+ (F(m,i)), by

induction and Lemma 5.28, there exists a unique representation ˜χV−(Fm)ρ
V0
ψFm

of the group Gal(Fm/F)
(
GLV− (Fm) ×
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SpV0
(Fm)HV0 (Fm)

)
such that i − res( ˜χV−(Fm)ρ

V0
ψFm

) = χV−(F(m,i))ρ
V0
ψF(m,i)

for 1 ≤ i ≤ m. Consequently by Lemma 5.28,

there is also a unique representation κ̃ψFm
such that i − res(κ̃ψFm

) = ρψF(m,i)
|PV+ (F(m,i))HV (F(m,i)) and the liftings theory for

the Weil representation over the group HV implies that the above representation κ̃ψFm
must be ρ̃ψFm

|PV+ (Fm)HV (Fm),
hence the equality (82) is also satisfied in this case. �

Now we arrive to present the main results in this section. Let us denote by ΠψFi
= ρψFi

|SpV (Fi) the Weil repre-

sentation of SpV (Fi) and ΞψFi
= IndGSpV (Fi)

SpV (Fi)
ΠψFi

the Weil representation of the group GSpV (Fi).

Theorem 5.44. There exists a unique representation Π̃ψFm
(resp. Ξ̃ψFm

) of the group Gal(Fm/F)SpV (Fm)( resp.

Gal(Fm/F)GSpV (Fm)) such that i-res(Π̃ψFm
)= ΠψF(m,i)

(resp. i-res(Ξ̃ψFm
)= ΞψF(m,i)

) for 1 ≤ i ≤ m.

Proof. It follows from above Proposition 5.43 and Lemma 5.28. �

Remark 5.45. Since the Weil representation ΞψFm
is independent of the character ψFm

, one could drop the notation

ψ.

5.6.3 Explication

S p2n Recall that the Weil representation ΠψFk
has two irreducible components Π+ψFk

, Π−ψFk

, which can be realized

in the subspaces C[X⋆(Fk)]+, C[X⋆(Fk)]− of even and odd functions on X⋆(Fk) for 1 ≤ k ≤ m. And C[X⋆(Fk)]+,
C[X⋆(Fk)]− are eigen-subspaces of ΠψFk

(−id).

Recall that the representation Π̃ψFm
of the group Gal(Fm/F)SpV (Fm) can be realized in the space C[X⋆(Fm)]

by the following formulas :
Π̃ψFm

(
[σi, g]

)
f (y⋆) = (ξk

m)iIi
σΠψFm

(g)( f )(y⋆)

where Iσ( f )(y⋆) = f (y⋆
σ

), and ξk
m = exp( 2πik

m
) for some fixed natural number k. Since σ(−id) = −id, the subspaces

C[X⋆(Fm)]+, C[X⋆(Fm)]− are Gal(Fm/F)⋉SpV (Fm) invariant. We denote the corresponding subrepresentations by

Π̃ψFm

+
and Π̃ψFm

−
.

Consider the element g ∈ SpV (Fm), we have

Tr
(
(ξk

m)iIi
σ,+Π

+
ψFm

(g)
)
+ Tr

(
(ξk

m)iIi
σ,−Π

−
ψFm

(g)
)
= Tr

(
Π+ψF(m,i)

(Ni(g)) + Tr
(
Π−ψF(m,i)

(Ni(g))
)
. (83)

where Iσ,+( f +)(y⋆) = f +(y⋆
σ

), and Iσ,−( f −)(y⋆) = f −(y⋆
σ

) for f ± ∈ C[X⋆(Fm)]±.

Recall the definition of the norm map N from the subset σi ⋉ SpV (Fm) to the group SpV (F)[cf. [Gy] :

N : ([σi, x]) = α(x)−1
(
xσ

i( m
d
−1)

· · · xσi

x
)
α(x)

where α(x) is an element of SpV (F) such that

α(x)σ
d

α(x)−1 = xσ
i(t−1) · · · xσi

x

and d, t are intergers given as follows :

d = (m, i), ti ≡ d( mod m).

Let g be a semi-simple element of SpV (Fm), we know g ∈ T(F) for some maximal torus T of SpV . Naturally
−id ∈ T(F). Following the definition of the norm map, we obtain

Ni(−g) = −Ni(g) if [m : (m, i)] is odd,

and
Ni(−g) = Ni(g) if [m : (m, i)] is even.

Hence we obtain the equalities of the characters :
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If Fm/F(m,i) is an extension of degree odd, then for the semi-simple element g ∈ SpV (Fm), we have

Tr
(
(ξk

m)iIi
σ,+Π

+
ψFm

(g)
) − Tr

(
(ξk

m)iIi
σ,−Π

−
ψFm

(g)
)
= Tr

(
Π+ψF(m,i)

(Ni(g)) − Tr
(
Π−ψF(m,i)

(Ni(g))
)
. (84)

From (83) and (84), it follows that

Tr
(
(ξk

m)iIi
σ,+Π

+
ψFm

(g)
)
= Tr

(
Π+ψF(m,i)

(Ni(g))
)
,

and
Tr

(
(ξk

m)iIi
σ,−Π

−
ψFm

(g)
)
= Tr

(
Π−ψF(m,i)

(Ni(g))
)
.

If Fm/F(m,i) is an extension of degree even, then for the semi-simple element g ∈ SpV (Fm), we have

Tr
(
(ξk

m)iIi
σ,+Π

+
ψFm

(g)
) − Tr

(
(ξk

m)iIi
σ,−Π

−
ψFm

(g)
)
= Tr

(
Π+ψF(m,i)

(Ni(g)) + Tr
(
Π−ψF(m,i)

(Ni(g))
)
. (85)

From (83) and (85), it follows that

Tr
(
(ξk

m)iIi
σ,+Π

+
ψFm

(g)
)
= Tr

(
Π+ψF(m,i)

(Ni(g))
)
+ Tr

(
Π−ψF(m,i)

(Ni(g))
)
,

and
Tr

(
(ξk

m)iIi
σ,−Π

−
ψFm

(g)
)
= 0.

In fact, we proof the following proposition :

Proposition 5.46. (1) Π̃ψFm
has two irreducible components Π̃ψFm

+
, Π̃ψFm

−
.

(2) Let Si be the set of the semi-simple elements of the group SpV (Fi). Then

(a) i − res
(
Π̃ψFm

+)
(g) = Π+ψF(m,i)

(g) and i − res
(
Π̃ψFm

−)
(g) = Π−ψF(m,i)

(g) for g ∈ S(m,i), when [m : (m, i)] is odd.

(b) i − res
(
Π̃ψFm

+)
(g) = ΠψF(m,i)

(g) and i − res
(
Π̃ψFm

−)
(g) = 0, for g ∈ S(m,i), when [m : (m, i)] is even.

GL2 For dimF V = 2, GS pV (Fm) ≃ GL2(Fm). Recall that F is a finite field of odd order q, Fm/F is a Galois field
extension of degree m. Let Em (resp. E) be a quadratic field extension of Fm (resp.F). Let χ+

Fm
be the unique non

real character of F×m and χ−
Fm

be the unique non trivial real character of the unitary group U1(Fm).

Proposition 5.47. For the Weil representation ΞFm
of the group GL2(Fm), we have the following decomposition :

ΞFm
=

( ⊕

Λ∈Irr(F×m),modΛ∼Λχ+
Fm

πΛ,Λχ+
Fm

)
⊕

( ⊕

Θ∈Irr(E×m),Θ|U1(Fm)=χ
−
Fm

modΘ∼Θqm

πΘ
)

.

Proof. See [Sh] Page 271, example. �

We would like to see which components of ΞFm
are σ-invariant.

(1) If m is odd. By Proposition 5.47, we see
(a) πΛ,Λχ+

Fm
is σ-invariant iff Λ = λ ◦ NFm/F for some λ ∈ Irr(F×). In this case, Λχ+

Fm
= (λχ+

F
) ◦ NFm/F and

Λ ∼ Λχ+
Fm

is equivalent to λ ∼ λχ+
F

.
(b) πΘ is σ-invariant iff Θ = θ ◦ NEm/E for some character θ of E×. Firstly we have the following diagram :

1 −→ U1(Fm) −→ E×m
NEm/Fm−→ F×m −→ 1

NEm/E ↓ NEm/E ↓ NFm/F ↓
1 −→ U1(F) −→ E×

NE/F−→ F× −→ 1

Let x ∈ U1(F) and x = yq−1 for some y ∈ E×. Since NEm/E : E×m −→ E× is surjective, there exists z ∈
E×m such that NEm/E(z) = y. Hence NEm/E(zq−1) = x and x1+q+···+qm−1

= x1+q(1+q)+q2(1+q)+···+qm−2(1+q) = x.
So x = NEm/E(z(q−1)(1+q+···+qm−1)) = NEm/E(zqm−1). Clearly zqm−1 ∈ U1(Fm). Finally we proof that NEm/E :
U1(Fm) −→ U1(F) is surjective. Hence χ−

Fm
= χ−

F
◦ NEm/E . So the condition Θ|U1(Fm) = χ−

Fm
means that

θ ◦ NEm/E = χ−
F
◦ NEm/E , since NEm/E is surjective, it is also equivalent to θ|U1(F) = χ−

F
. Since m is odd,

Θ ∼ Θqm ⇐⇒ θ ∼ θq.
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(2) If m = 2. In this case, the principal series are the only possible representations which are σ-invariant.
(a) Assume πΛ,Λχ+

Fm
is σ-invariant and it is the image of some principal series representation of the group

GL2(F), i.e Λ = λ ◦ NFm/F for some character λ ∈ Irr(F×). And the condition Λ ∼ Λχ+
Fm

is equivalent to
λ ∼ λχ+

F
.

(b) Assume πΛ,Λχ+
Fm

is σ-invariant and it is the image of some cuspidal representation of the group GL2(F),
then Λχ+

Fm
= Λq

, Λ for the regular representation Λ of the group F×m.
Proposition 5.48. Let Λ ∈ Irr(F×m) ; Then Λχ+

Fm
= Λq iff Λ|U1(F) = χ

−
F

.

Proof. Firstly we see that for any x ∈ F×m, xq−1 ∈ U1(F). On the other hand, for any y ∈ U1(F), there exists
x ∈ F×m such that y = xq−1 for some x ∈ F×m. SinceΛχ+

Fm
= Λq means thatΛq−1 = χ+

Fm
, i.eΛ(xq−1) = χ+

Fm
(x) =

x
q2−1

2 = (xq−1)
q+1

2 for any x ∈ F×m. By setting y = xq−1, we obtain Λ(y) = χ−
F

(y) for any y ∈ U1(F). �

Let πΛ be a cuspidal representation of GL2(F). It is well known that BcF2/F(πΛ) = ΠΛ,Λq . By Proposition
5.48, we see that πΛ is a subrepresentation of ΞF iff ΠΛ,Λq is a subrepresentation of ΞF2 .

Since the operator of base change is comparing with the field extension, finally we obtain the following Proposi-
tion :

Proposition 5.49. Let RGL2(Fm)(ΞFm
)σ = {Π ∈ Irr(GL2(Fm))|Πσ ≃ Π and HomGL2(Fm)(ΞFm

,Π) , 0} and

RGL2(F)(ΞF) = {π ∈ Irr(GL2(F))|HomGL2(F)(ΞF , π) , 0}. Then there is a map bijective

BcFm/F : RGL2(F)(ΞF) −→ RGL2(Fm)(ΞFm
)σ;

π 7−→ BcFm/F(π).

Question :
For the high rang group GSpV (Fm). We denote by RGSpV (Fm)(ΞFm

)σ = {Π ∈ Irr(GSpV (Fm))|Πσ ≃
Π and HomGSpV (Fm)(ΞFm

,Π) , 0} and RGSpV (F)(ΞF) = {π ∈ Irr(GSpV (F))|HomGSpV (F)(ΞF , π) , 0}. If we can
define the operator of base change for the group GSpV , then one hope that the following result is also right :
there is a map bijective

BcFm/F : RGSpV (F)(ΞF) −→ RGSpV (Fm)(ΞFm
)σ;

π 7−→ BcFm/F(π).
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5.7 Appendix

5.7.1 Appendix 1. The formulas (I)—(IX).

(
π0(h(r))Far2

)
(ξa) = Far2

( (r 0
0 r

)
, φa

)
= Far2

(
NE/F(r)

(
r

1
2 0

0 r
1
2

)−1 (
1 0
0 1

) (
r

q

2 0
0 r

q

2

)−1

, φa
)

= π1

( (r 1
2 0

0 r
1
2

) )
◦ Far2 (ξar2 ) = π1

( (r 1
2 0

0 r
1
2

) )
v0 = Ψ(r)v0 = ψ(r2)Fa(ξa), it implies :

π0(h(r)Far2 ) = ψ(r2)Fa. (86)

(
π0(h′(t))Fat−1

)
(ξa) = Fat−1 (ξat−1 ) = v0 = Fa(ξa), it implies that

π0(h′(t))Fat−1 = Fa (87)

π0(u(b))Fa = φ
a(b)Fa. (88)

(
π0(h(r)R)

)
(η) = R

( (r 0
0 0

)
, φ

)
= R

((r− 1
2 0

0 r
1
2

)−1 (
1 0
0 1

) (
r−

q

2 0
0 r

q

2

)−1

, φa
)
= π1

( (r− 1
2 0

0 r
1
2

) )
◦ R(η)

= π1

( (r− 1
2 0

0 r
1
2

) )
v1 = v1 = R(η), it implies that

π0(h(r))R = R. (89)

(
π0(h′(t))R

)
(η) = R

( (1 0
0 0

)
, φt−1)

= R
(

NE/F(x)

(
x 0
0 0

)−1 (
1 0
0 0

) (
xq 0
0 1

)−1

, φNE/F (x)−1)

= Ψ(x)R(η) = ψ(t)R(η) where NE/F(x) = t, it implies that

π0(h′(t))R = ψ(t)R. (90)

π0(u(b))R = R. (91)

π0
(
h(r)

)
S = S . (92)

(
π0(h′(t))S

)
(δ) = S

( (0 0
0 0

)
, φt−1)

= S
(

NE/F(x)

(
x 0
0 1

)−1 (
0 0
0 0

) (
xq 0
0 1

)−1

, φNE/F (x)−1)
= Ψ(x)S (δ)

= ψ(t)S (δ) where NE/F(x) = t,
it implies that

π0(h′(t))S = ψ(t)S . (93)

π0(u(b)S ) = S . (94)
(
π0(ω)S

)
(δ) = q−2 ∑

n∈M S (n, φ)φ(B(0, n)) = q−2S , it implies that

π0(ω)S , S . (95)
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5.7.2 Appendix 2. The formula for the Proposition 5.18.

Let α = a1ξ + a2ξ
σ + a3ξ

σ2 ∈ X0, β = b1ξ + b2ξ
σ + b3ξ

σ2 ∈ Y0

E0 = e1 ⊗ e1 ⊗ e1

E1 = ξe1 ⊗ e1 ⊗ e1 + ξ
σe2 ⊗ e1 ⊗ e1 + ξ

σ2
e1 ⊗ e2 ⊗ e1 ;

E2 = ξ
σe1 ⊗ e1 ⊗ e1 + ξ

σ2
e2 ⊗ e1 ⊗ e1 + ξe1 ⊗ e2 ⊗ e1 ;

E3 = ξ
σ2

e1 ⊗ e1 ⊗ e1 + ξe2 ⊗ e1 ⊗ e1 + ξ
σe1 ⊗ e2 ⊗ e1 ;

F0 = −e2 ⊗ e2 ⊗ e2 ;
F1 = ξe2 ⊗ e2 ⊗ e1 + ξ

σe1 ⊗ e2 ⊗ e2 + ξ
σ2

e2 ⊗ e1 ⊗ e2 ;
F2 = ξ

σe2 ⊗ e2 ⊗ e1 + ξ
σ2

e1 ⊗ e2 ⊗ e2 + ξe2 ⊗ e1 ⊗ e2 ;
F3 = ξ

σ2
e2 ⊗ e2 ⊗ e1 + ξe1 ⊗ e2 ⊗ e2 + ξ

σe2 ⊗ e1 ⊗ e2 ;
then E0, E1, E2, E3, F0, F1, F2, F3 form a basis of W0.



E0

E1

E2

E3

F0

F1

F2

F3



(
E0 E1 E2 E3 F0 F1 F2 F3

)
=

(
0 A

−At = −A 0

)
,

where

A =



−1 0 0 0
0 TrK/F(ξ2) TrK/F(ξξσ) TrK/F(ξξσ)
0 TrK/F(ξξσ) TrK/F(ξ2) TrK/F(ξξσ)
0 TrK/F(ξξσ) TrK/F(ξξσ) TrK/F(ξ2)


.

Supposer A = tP1P1 and (G0, · · · ,G3; H0, · · · ,H3) = (E0, · · · , E3; F0, · · · , F3)P where P =

(
P−1

1 0
0 P−1

1

)
, hence



G0

G1

G2

G3

H0

H1

H2

H3



(
G0 G1 G2 G3 H0 H1 H2 H3

)
= tP



E0

E1

E2

E3

F0

F1

F2

F3



(
E0 E1 E2 E3 F0 F1 F2 F3

)
P

=

(
tP−1

1 0
0 tP−1

1

) (
0 A

−A 0

) (
P−1

1 0
0 P−1

1

)
=

(
0 1
−1 0

)
.

So
ω(Gi) = Hi, ω(Hi) = −Gi

and

ω(G0, · · · ,G3,H0, · · · ,H3) = (G0, · · · ,G3,H0, · · · ,H3)

(
0 1
−1 0

)

=⇒ ω
( (

E0 E1 E2 E3 F0 F1 F2 F3

) )
= ω

( (
G0 G1 G2 G3 H0 H1 H2 H3

)
P−1)

=
(

G0 G1 G2 G3 H0 H1 H2 H3

) ( 0 −1
1 0

)
P−1

=
(

E0 E1 E2 E3 F0 F1 F2 F3

)
P

(
0 −1
1 0

)
P−1

=
(

E0 E1 E2 E3 F0 F1 F2 F3

) ( 0 −1
1 0

)

=⇒ ω(Ei) = Fi and ω(Fi) = −Ei.
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So
ρ(ω)F

(
(F0, · · · , F3)bt) = q−2

∑

z∈V−
F(z, ψ)ψ(〈z, ω−1(y)〉)

= q−2
∑

(F0,··· ,F3)at∈V−
F
(
(F0, · · · , F3)at, ψ

)
ψ(〈−a0e2 ⊗ e2 ⊗ e2 + αe2 ⊗ e2 ⊗ e1 + α

σe1 ⊗ e2 ⊗ e2 + α
σ2

e2 ⊗ e1 ⊗ e2,

b0e1 ⊗ e1 ⊗ e1 + βe1 ⊗ e1 ⊗ e2 + β
σe2 ⊗ e1 ⊗ e1 + β

σ2
e1 ⊗ e2 ⊗ e1〉)

= q−2
∑

a0∈F,α∈K

F(−a0e2 ⊗ e2 ⊗ e2 + αe2 ⊗ e2 ⊗ e1 + α
σe1 ⊗ e2 ⊗ e2 + α

σ2
e2 ⊗ e1 ⊗ e2)ψ(a0b0 + TrK/F(αβ))

=⇒ ρ(ω)F(−b0e2 ⊗ e2 ⊗ e2 + βe2 ⊗ e2 ⊗ e1 + · · · + βσ
2
e2 ⊗ e1 ⊗ e2)

= q−2
∑

a0∈F,α∈K

F(−a0e2 ⊗ e2 ⊗ e2 + αe2 ⊗ e2 ⊗ e1 + α
σe1 ⊗ e2 ⊗ e2 + α

σ2
e2 ⊗ e1 ⊗ e2)ψ(a0b0 + TrK/F(αβ))

base in paper
=⇒ ρ(ω)F

(
0 0
β −b0

)
= q−2

∑

a0∈F,α∈K

F

(
0 0
α −a0

)
ψ(a0b0 + TrK/F(αβ))

ρ(ω)F

(
0 0
β b0

)
= q−2

∑

a0∈F,α∈K

F

(
0 0
α a0

)
ψ(a0b0 + TrK/F(αβ)).

5.7.3 Appendix 3. The calculs for the diagram.

From the definition, we see :

A

( (0 0
β y

)
, φk

)
=

∑

t∈T
α · π(t)F(0,0;φ)

( (0 0
β y

)
, φk

)

=
∑

a,d∈K×

F(0,0;φ)χχ
+
q (NK/F(ad))

( 
0 0

NK/F (ad)

ddσaσ
2 β NK/F(a)y

 , φNK/F (ad)−1k
)

=
∑

a,d∈K×,NK/F (ad)=k

χχ+q (k)F(0,0;φ)

( 
0 0

NK/F (ad)

ddσaσ
2 β NK/F(a)y

 , φ
)
;

B

( (0 0
β y

)
, φk

)
=

∑

t∈T
α · π(t)G(0,1;φ)

( (0 0
β y

)
, φk

)

=
∑

a,d∈K×

χχ+q (NK/F(ad))G(0,1;φ)

( 
0 0

NK/F (ad)

ddσaσ
2 β NK/F(a)y

 , φNK/F (ad)−1k
)

=
∑

a,d∈K×,NK/F (ad)=k

χχ+q (k)G(0,1;φ)

( 
0 0

NK/F (ad)

ddσaσ
2 β NK/F(a)y

 , φ
)
;

(
α · π(ω)A

)( (0 0
β y

)
, φk

)

=
∑

t∈T
α · π(t)

(
α · π(ω)F(0,0;φ)

)( (0 0
β y

)
, φk

)

=
∑

a,d∈K×

χχ+q (NK/F(ad))
(
α · π(ω)F(0,0;φ)

)(


0 0
NK/F (ad)

ddσaσ
2 β NK/F(a)y

 , φk NK/F (ad)−1
)

= q−2
∑

a,d∈K×

∑

0 0
β′ y′

∈Y0

F(0,0;φ)

( ( 0 0
β′ y′

)
, φk NK/F (ad)−1

)
φk NK/F (ad)−1(

NK/F(a)yy′ + TrK/F(
NK/F(ad)

ddσaσ
2 ββ′)

)
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= q−2
∑

a,d∈K×,NK/F (ad)=k

χχ+q (k) = q−2χχ+q (k)(q3 − 1)(q2 + q + 1);

For B, notice : G(0,1;φ)(

(
0 0
β 1

)
, φ) = φ(−NK/F(β)) by the formula (73).

(α · π(ω)B)
( (0 0
β y

)
, φk

)
=

∑

t∈T
α · π(t)α · π(ω)G(0,1;φ)(

(
0 0
β y

)
, φk)

=
∑

a,d∈K×

χχ+q (NK/F(ad))α · π(ω)G(0,1;φ)

( 
0 0

NK/F (ad)

ddσaσ
2 β NK/F(a)y

 , φk NK/F (ad)−1
)

= q−2
∑

a,d∈K×

χχ+q (NK/F(ad))
∑


0 0
β′ y′

∈Y0

G(0,1;φ)

( ( 0 0
β′ y′

)
, φk NK/F (ad)−1

)
φk NK/F (ad)−1(

NK/F(a)yy′+TrK/F(
NK/F(ad)

ddσaσ
2 ββ′)

)

= q−2
∑

a,d∈K×,NK/F (ad)=k

χχ+q (k)
∑

β′∈K

φ(−NK/F(β′))φ
(

NK/F(a)y + TrK/F(aaσdσ
2
ββ′)

)
;

(1)
A(x00) =

∑

t∈T

(
α · π(t)F(0,0;φ)

)
(x00)

=
∑

t=


a 0
0 d

∈T

χχ+q (NK/F(ad))F(0,0,φ)(

(
0 0
0 0

)
, φNK/F (ad)−1

)

=
∑

t=


a 0
0 d

∈T ;NK/F (ad)=1

1 = (q3 − 1)(q2 + q + 1)

A(x10) = A(x01) = A(yk) = 0.

(2)

B(x00) =
∑

t∈T
α · π(t)G(0,1;φ)(

(
0 0
0 0

)
, φ) = 0 = B(x1,0)

B(x01) =
∑

t∈T
α · π(t)G(0,1;φ)(

(
0 0
0 NK/F(a)

)
, φNK/F (ad)−1

)

=
∑

a,d∈K×,NK/F (a)=NK/F (d)=1

χχ+q (NK/F(ad)) = (q2 + q + 1)2

B(yk) =
∑

t∈T
α · π(t)G(0,1,φ)(yk)

=
∑

a,d∈K×

χχ+q (NK/F(ad))G(0,1;φ)

( 
0 0

NK/F (ad)

ddσaσ
2 NK/F(a)

 , φk NK/F (ad)−1
)

=
∑

a,d∈K×,NK/F (a)=1,NK/F (d)=k

χχ+q (k)G(0,1;φ)

( ( 0 0
aaσdσ

2
1

)
, φ

)

the equality (73)
=

∑

a,d∈K×,NK/F (a)=1,NK/F (d)=k

χχ+q (k)φ
(
− NK/F(aaσdσ

2
)
)

=
∑

a,d∈K×,NK/F (a)=1,NK/F (d)=k

χχ+q (k)φ(−k)

= φ(−k)χχ+q (k)(q2 + q + 1)2.

(3) (
α · π(ω)A

)
(x00) = α · π(ω)A(X10) = α · π(ω)A(x01) = q−2(q3 − 1)(q2 + q + 1)
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απ(ω)A(yk) = χχ+q (k)q−2(q3 − 1)(q2 + q + 1).

(4)
α · π(ω)B(x00) = q−2

∑

a,d∈K×,NK/F (ad)=1,β′∈K

φ(−NK/F(β′)) = q−2(q3 − 1)(q2 + q + 1)(−q2 − q)

(Since
∑
β′,0 φ(−NK/F(β′)) + q2 + q + 1 = 0, we have

∑
β∈K φ(−NK/F(β)) = −q2 − q).

α · π(ω)B(x10) = q−2
∑

a,d∈K×,NK/F (ad)=1

∑

β′∈K

φ(−NK/F(β′))φ(TrK/F(
1

ddσaσ
2 β
′))

= α · π(ω)B(x10) = q−2
∑

a,d∈K×,NK/F (ad)=1

∑

β′∈K

φ(−NK/F(β′))φ(TrK/F(
1

ddσaσ
2 β
′)

= q−2
∑

t∈T,NK/F (ad)=1,β′∈K

φ(−NK/F(ddσaσ
2
β′))φ(TrK/F(β′))

= q−2
∑

t∈T,NK/F (ad)=1,β′∈K

φ(−NK/F(ddσaσ
2
β′))φ(TrK/F(β′))

(⋆) = q−2
∑

β′∈K

∑

a,d∈K×,NK/F (ad)=1

φ(−NK/F(d) NK/F(β′))φ(TrK/F(β′)),

(i) If β′ = 0,
∑

a,d∈K×,NK/F (ad)=1 φ(−NK/F(d) N K/F(β′) + TrK/F(β′)) =
∑

a,d∈K×,NK/F (ad)=1 1 = (q3 − 1)(q2 + q + 1) ;
(ii) If β′ , 0, ∑

a,d∈K×,NK/F (ad)=1

φ(−NK/F(d) NK/F(β′))

=
∑

l∈K×,NK/F (l)=1

∑

d∈K×

φ(−NK/F(d) NK/F(β′))

= (q2 + q + 1)(−q2 − q − 1) = −(q2 + q + 1)2,

so
(⋆) = q−2[(q3 − 1)(q2 + q + 1) +

∑

β′∈K×

−(q2 + q + 1)2φ(TrK/F(β′))]

= q−2[(q2 + q + 1)(q3 − 1) + (q2 + q + 1)2] = q−2(q2 + q + 1)2q = q−1(q2 + q + 1)2.

α · π(ω)B(x01) = q−2
∑

a,d∈K×,NK/F (ad)=1

∑

β′∈K

φ(−NK/F(β′))φ(NK/F(a))

= q−2
∑

a,d∈K×,NK/F (ad)=1

φ(NK/F(a))(−q2 − q)

= q−2(q2 + q + 1)(−q2 − q − 1)(−q2 − q) = q−1(q + 1)(q2 + q + 1)2.
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