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!���������� OKJ% KL℄# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # 
H

#
3 4������ ���!��� � � ����!�� ��!���� !���������� OM�℄# # # # # # # # # 
I

#
H .��!��� � � ��!��� ���:������� !���������� OM3℄# # # # # # # # # # # # 
J

#
I �"���� ���� � !����"���! ������+# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # 
L

#
J / ��� ����� �������� ������ ����� �� ����!�� ��������# # # # # # # # # # # # ��

#
L / ��� ����� !�����  �� �� ������!���� ����+ �����������  ���# # # # # # # �K

#�	 / ��� ����� !�����  �� � ����!�� ������ 6�� �� �������!�+��7# # # # # # # # # �K

#�
 / +������ ���!� � ��� ������?����� !������ ����� �� @�����:�� �� ���

���" ������������# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # �M

�#
 4������  ��!����� � ��� ��������� ����� �� @�����:�� �� �����" �������# �J
�#� ��� +������ ���!��� � ��� ��+�����!� ����� �� �����" ������� 6���7 ���

� ��� !������ ������ �� ��+����+� ������ 6����7# # # # # # # # # # # # # # # # �J
�#K Q�����:�� ���� ��������� �� OK℄� ��� ��������� � ��� @�����:�� C �� ����

��!�" ����?�� �" � ��������+ ��+��� dk# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # �L
�#M / ���+�� ��� @�����:��# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # K�



1�� �� � !� ���"�# 

�#3 &����������� � f(ẑ) = 1
2
(ŝks̃k) 6������ ����7 ��� � � ��������� �����1�!��

���� � ��� @�����:�� ���� s̃(ẑ) 6����� ����7 ��������  ��! <�+����� !�����
���� z0 = 0.5# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # K3

�#H 6�7ẑ2% 6�71
4
(s− sign(ẑ))2 ��� 67 1

4
ẑ2(s− sign(ẑ))2# # # # # # # # # # # # # # KH

�#I &����������� � J∞
1 (r) 6����� ����7 ��� J∞

0 (r) 6������ ����7# # # # # # # # # # # KI

K#
 ."���!  ��!�����# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # M�
K#� 2�!������� � GN

1 ��� �����+���� ������� �������� 6GN
0 7  �� N = 500

��� θ = [1,−1]# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # MK
K#K λ̃ ��# σb ���� uk% dk ��� bk ��� 4������� ��� ������# # # # # # # # # # # # MI
K#M λ̃ ��# σb ���� uk ��� bk ��� 4������� ��� ������% ������� dk �� ��� ��!

�� ;��������# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # MJ
K#3 λ̃ ��# σb� ���� dk ��� bk ��� ������ 4������� ��� uk �� 4������� ����

���:��� !��� 6�� �7% ���� uk ��� dk ��� ������ 4������� ��� bk �� 4����
���� ���� ���:��� !��� 6��+��7# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # ML

K#H ����+��! � G∞
0 % G2500

0 ��� G250
0  �� θ = [1,−1] ��� θ̂ = [1.1,−1]# # # # # 3


K#I '��� 1 − r ��# N
2L+1

 �� ��,����� ������ � L ��������  ��! GN
1 ��� �!�

������� ���� ��� ���������� ��������� �������  ��! 6K#M37# # # # # # # # # # 3M
K#J 6�7 2���������� ��R���� ����� 61 − r ��� 1 − c7 �� σd% 6�7 �������� �!�

������� �����

(

1− ‖θ̂‖
‖θ‖

)

�� σd  �� L = 2 ��� N
2L+1

= 20# # # # # # # # # # # # 33

M#
 ;��� ���+��! � ��� �"���! !����# .�+��� yk �� ��� ���������  �� !�������
!���# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # 3J

M#� ;��� ���+��! � 9&-;�# / ����!���� !���� � ��� ���� �"���! �� �����
�� �� �� !�1�!�:� ��� ��!������" ������� θ ��� θ̂k# # # # # # # # # # # # # # H	

M#K /� k +��� �� ��?���"% θ̂k �������� ������ θ �� � ���� �����+���� �� θ%
��?��� �� ��� ����������� � ��� ���� ������ ��� � ��� � ���������� ����
�1�� θ ��� ��� ���+�� cos−1 (v∞)# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # H


M#M & φk �����+� �� ��� ����� Sk% sk �= ŝk# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # HM

M#3 <��� φk �����+� �� ��� ��������� ��� C
1/2
k ⊂ Sk% ���� sk �= ŝk ���

−4αkŷkyk > 1− vk# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # H3
M#H 80th ��������� � (1− vk)  �� ������� ������ � µ ��� σb% ����+ � ��� ��!�"

����������� ����� ��+���# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # HH
M#I ��� �����+��� !�" �� ����!������� �� ��� ?��� �����  �� � S���S �������

+����
(

θ̂1 = [0 0 0 1]
)

��������"  �� �!��� ������ � µ# # # # # # # # # # HI

M#J 80th ��������� � (1−vk)  �� ����� ������ � n ���� µ = 1 ��� σb = 0% ����+
@�����:�� ����� ��+����# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # HJ

M#L 80th ��������� � (1 − vk)  �� ������� ������ � µ ���� σb = 0 6�� �7 ���
σb = 0.1 6��+��7 ����+ � ����� 4������� �����# # # # # # # # # # # # # # # # # HL

M#
	 80th ��������� � (1 − vk)  �� ������� ���+��� � �"���! �!����� ��������
(L) ��������+ � ����������� � ��� ��@���� θ = [1 − 0.7 4 − 2.8]
 �� µ = 0.1 ����+ � ;�������� ����� ��+���# # # # # # # # # # # # # # # # # # # HL

M#

 &!����� �������� 6��������� ����7 ��� ������� �������� ���� 9&-;� 6����7
� ��� 104 ��!���� 6
�	J �������7# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # I	



�� � !� ���"�# 1���

M#
� /���� �!����� �������� 6��������� ����7 ��� ������� �������� ���� ���
���!���:�� 9-. ��+�����! 6����7 � ��� 
�	J ��!���� 6�� �7 ��� 104 ��!����
6��+��7# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # I	

M#
K / �"���� &����������� � s̃k = ŝkŷ
2
k  �� 9&-;� 6����� ����7 ��� � s̃k≈ 2

π
arctan

(

ŷk
y0

)

 �� <�+����� ������� ���� y0 = 0.1 6������ ����7# # # # # # # # # # # # # # # I�
M#
M 80th ��������� � (1−wk) ���� αk = 1/k ��� σb = 0  �� ��,����� ������ � 

y0# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # IK
M#
3 2�!������� � 9&-;� ��� <�+����� !����� ���� σb = 0% ����+ � �������

��+������� ��R���� (α = 0.05)  �� ��� !������# # # # # # # # # # # # # # # IK
M#
H 2�!������� � 9&-;� ��� <�+����� !����� ���� σb = 0% ����+ αk = 1/k

 �� ��� !������# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # IM
M#
I 2�!������� � 9&-;� ��� <�+����� !����� ���� σb = 0% ����+ αk = 1/k

 �� <�+����� ������� ����� ����+ αk =
(

φ⊤
k φk

)−1
��� α = 0.05  �� ���

�������� !�����# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # I3
M#
J 2�!������� � 9&-;� ��� <�+����� !�����  �� σb = 0 ����+ � ��� ��!�"

����������� ����� ��+���# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # IH
M#
L 2�!������� � 9&-;� ��� <�+����� !�����  �� σb = 0.1% σu = 1 ���

� ������� ��+������� ��R���� (α = 0.05)% ����+ � ��� ��!�" �����������
����� ��+��� 6�� �7 ��� � 4������� ����� ��+��� 6��+��7# # # # # # # # # # # # # II

M#�	 2�!������� � 9&-;� ��� <�+����� !�����  �� σb = 0.1% σu = 1 ���
��� �������� �������� ��+������� ��R�����% ����+ � ��� ��!�" �����������
����� ��+��� 6�� �7 ��� � 4������� ����� ��+��� 6��+��7# # # # # # # # # # # # # II

3#
 .�����+ ������� -���+���� 6.�-7 � ��� !������� ����  �� ��� ������
����� � 9&-;�# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # J	

3#� ��� ���� �"��� � ����� �� ������"� �����+� ������� 6�� �7 ��� <���������
����+� 6��+��7# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # J�

3#K �1����!����� �����# ��� !������� �� ����� �� ��� �����!���+�� ���� ��
��� <��������� ����+�# ��� �����!��� � ���� �������� �������� �� ���� ��
������ ��� �,��� � ��� ����+�# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # JK

3#M �3	 !� ���+ ��+��� ����� � ��� �����" ����� uk% � ��� �����+ ������ yk
��� � ��� ��+���� ������ sk ������ ��!� 6 ��! ��� �� �����!7# # # # # # # # J3

3#3 2�����+��� ������ � 9&-;�% �� ���!� � ��!� ������� t0 6�� �7 ��� �!�
������� � ��� �!����� �������� ����!���� ������ ���� 9&-;� ���� ����
��������  ��! ��� ������������� � yk ���� uk 6���� !�����7% ����+ �
16−��� �/2 ��� 20000 ��!���� 6��+��7# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # J3

3#H ����!���� +��� � ��� �!����� �������� ������ ��� ��!��������  �� d(t) =
±1v# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # JI

3#I ����!���� +��� � ��� �!����� �������� ������ ��� ��!��������  �� ��,�����
������ � d(t) = ±0.2v% d(t) = ±1v ��� d(t) = ±4v# # # # # # # # # # # # # # JI

H#
 4������ ���!��� � 9&-;� ����  �� &&� �"���!�# # # # # # # # # # # # # # L

H#� .��!��� � � !���� ���� �� �� ����  �� �1������� � 9&-;� �� ���

��������� ���# ��� +��� �� �� ����!��� ��� ������ �"���! ����!����� ���
��� ��R�+ ��R���� (γ)# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # L�
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H#K 4������ ���!��� � � ������� !������!��� �"���! ����� �� �� �����
+����� !���� ������ ����?+������ ������ ����+ ��� 9&-;� ��+�����!# # # LK
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#
 2�����?����� � ��!� �!������� ������� ����� �� !����"���! ������+ O3
% 3�℄# �


K#
 2�!������� � ��� ��������" � ��� ��� ������� ����� ��,����� ��������# ML

M#
 2�!������� � ����!����� @�����" ������� 9&-;� ��� <�+����� !�����
���� σb = 0  �� ��,����� ��+������� ��R�����# # # # # # # # # # # # # # # # # IM



1�� ���� 	� ������






�����	�����

������� �� ��� 	�
��

T&� �����+ !�����  ��! ������������ ��� ����"��+ ����� ���������� �� �����" ���� �����
�� �����# ��� !����� !�" �� � !��� �� ����  ��!�� �������% ��� ���" ���� ��� ����
 ������ ���� ���" ����!�� �� ���� ������������ ��+����� ���� ��!� ��������T O
℄# ."���!
������?����� ������ ��� ������! � ��������+ !����!����� !����� � �"��!��� �"���!�
 ��! �������� ����# .��� !��" �����!��� �� ��� ����������+� �� �� !������ �" �"�
��!��� �"���!�% �"���! ������?����� ��������� ���� � �1������� ���+� � �����������
O�℄#

��������"% �� ��� ����  �� "����% ����!���� ����!����� !������ ����� �� �����" ��
@�����:�� ������� ���� �������� �� ��������+ �������� �� ������� ��!���� ���+��+  ��!
����!����� ��� �������� �� ���!����� ����������� 6�#�# �������+ ��� ���������� ����
����% ��!��� ������ �������% �������� ��� ����� ������ �������% +�� ������ �������%
��#7# &� !����� �����������% ����!����� ��� ��������� � ����� �,��� ���� �������
!��� ����!�� ��� �����" ������� �� �����"������� ������ �"���!� OK% M℄# &� ��� ����1�
� !���������%�� �� ���� �� ���� �� ����!��� ��� ����!����� � !����"���!� O3% H℄# ���
��� � ��� !������ �� !����" !�������� �" ���  �� ���� �������������� ������������ ���
������" !�� ������ �� ������ �� ������ ���� ��+������������ ����#

&� ���� ���� �� ������� ��� ��������� �� �"���! ����!���� ����!�����  ��! �����"
6@�����:��7 ������������ ��!�� �� ��� ����!����� !������!���% ���� ��� ����+��+ � 
!����"���!� ��� �� -��� ������ -������� ."���!� 6-�-.7 ��� ���� ������ -��
������ ."���!� 6��-.7# -�-. ��� ��� ��"���� �!������� ����  �� ������+ ���
�������+ �� ."���!����2��� 6.�27 �����������# �"���� @��������� ������ �" -�-. ���
����������% ��������% ��������% ��# ������% �������  ����� ��!�� ��� �������!��� � ���
!��������� OI℄# $���� � ���% ����� !������� ���������� ��� ���>�� �� �����+ ����������#
����� ���������� !�" ��% ��� ���"%  ��! ���������� � �����  ��������� ��������% ��� ����
 ��! ��� ���+��+ �������!��� 6��!��������% �!����� ��������% ��!����" ��� �� ��7U �� ��
��� ���� ���� ��� ����������� ������ � � +���� -�-. 6��� �� ��� ��������  ��@���"%
��� @�����"  ����% ��#7 ��,��  ��! ��� ��!���� ������ �" !��� ���� 20% OH℄# &!��� ��
�������+� � �!�������� ��"���� �����!��� ���� ���" �� �!������� ���� �� ��� -�-.
 ������� ��� ���� � ���+� ����� � ���������"#
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�"���� ������ � ���������� �� !��������� ��� ���������� �� ���  ��������� ������ ��
���+�� �� ��� ��������+ ��������� 6�� �1������� �� ���7# �� ��� ��� ����% ������ � 
��� ��+� ����������" � ����� !��������� �� ���+�� �� ��� ��������+ ���������% �� �� ����
����� �� ������ ������� ������ !��������� 6��� �� ��!�������� �� �������� �������7
�� ����� ��� !������ ����� ���+��# �� ��� ����� ����% ����� ��+� ����������" �� ��,�����
������ � ���������� !��� ���! ��R��� �� ��� �� ������� ����� �����������# $�� ���
�����% ���+�� �� ��� ��������+ ��!�������� �� �������� �� �,�� �� ���������� ������
��������+ �� �� �������� !������!��� � ��� �1�����+ ����������# ����% �� �� ������"
�!�������� �� +�������� � ������ ���� � +���� ����� ����  ������ �������" ������� ������
������+ !������# ��� ����� ���� ��� ��� � ���  ��������� ����� ��,����� ��������+ ���
�������% ������ ���� ���" �������� ������ ��� �!!������:��# ������% ����� ����� ���
���" ����"� &� �� ����!���� ���� -�-. ������+ ��� ����+��+ ���� ��� �� ��� ���+� � 
30%−75% � ��� �!������� ����� ��� OJ% L℄#

/ �������� �� �� ����+���� ������� !������!���% ��� ����� 6��� ��� ������+7  �������
��� �� ����!���� ����!����� ��������% �� ��� �����% �� ����% �� �� ��� ���" !������
������� @��������� ���� ��� �� ��������� �� ���+�� �� ��� ��������+ ��������� 6��� ��
��!��������% ��������% ��!����"% ��#7 ��� ���� �� �!������� ��� ����������� �,���
� ����� ������ � ����������% � �������"# ������% !��� ������� ����!���� ����!�����
!������ O
% �℄ �� ��� �����" ���� ���� �� ��� !��� �� ����������# ���� �� ������ �����
!������ ���" �� ��+������������ ��+���� !������!���� � ��� �"���! ������# ����� ����+���
���� ��@����� ��� �!���!�������� � ��+������������ �����+������+���� ��������� 6/�2�7
���% ����% ������� �� ���+�� ����+� ��!�% ���+�� ������ ����� ��� �������� ���# ��� � 
��� +���� �� ���� ������� ���� �� �� �������+��� ��� ������� �1�����+ ������?����� !������
����� �� @�����:�� 6������" �����"7 ������������ ��� �� ����" ����� �!���!�������� ����
�������" ��� �!���������� �!���1��" �� ��� ����1� � !���������# ��� !��� ��>�����
�� ���� �� ������� ��� ����!���� ����!����� !������ ���� ������ �� ���" ��� ����������
6������" �����"7 !������!����% �� ����� �� ���� ��� ����� ��� �� �!��� �� �������� ��
��� ����1� � !���������# $������!���% ��� ���������� ��� �����+��� ����"��� � ���
�������� !������ ��� ������� ��� ���" �� � !����!�����  ��!����� ��� ���� ��?�!��
�" ��!������� ������� ��� �1����!����� ���������� � ��� ������#

��		�������� �����������

��� �������� � ��� ������������ �� ���  �������+#

• 2������ 
 �� ������� ���� ��� �����# ��� ?��� �� �� �������� � -�-. �������+"
��� ����� �����������# -�-.  ��������� ��� !���!������+ �����@��� ��� ����
��������� �� ���� ������# &� ��� ����� ����% ��� ������! � -�-. ������+ ��
��������#



����	����	� K

• 2������ � �������� ������� �1�����+ ������?����� !������ ����� �� �����" �� @����
��:�� ������������# ��� �������+�� ��� �������� � ��� !������ ��� ���� ��������
+���� ���� � ������  ��� �� ��� ?��� � !���������#

• &� 2������ K% �� �V��� ���+���� ����� �@����� 6<9.7 !����� ����+ �����" ���
���������� �� ��������# ��� ��"!����� ���������� � ���� <9. !����� ��� ����
�������+����# $������!���% ��� ����!����� @�����" � ���� �������� �� !����!����
���" ������� ��� ����?�� �" ��!��������# $�����"% ��� �������+�� ��� ��������
����� ��,����� �������� �!����� �� �� �1�����+ ������� �� ����� �" ��!�������
�������#

• &� 2������ M% �� ������� �� ���+���� ������ ������?����� !����� ���� ������ ��
9�����-����.@���� 69-.7 ��+�����!�# <� ���� ���� ��� ��"!����� �����+���
� ��� �������� !����� �� ���� �� ��!� ��������� �� ��� ����� ��+���# &� ���������%
�� ����� ��� �����+��� � ���� !����� �������� ���� ��� ����� ��+��� �����?�� �
�����+ !�1��+ �������"# .�!� ��!������� ������� ��� ���� +���� �� ����� �� ����������
��� ���������� � ���� !����� ����� ������� ��������#

• ��� �1����!����� ���������� � ��� !����� ��������� �� 2������ M%  �� � !���!��
����� �������� ������% �� ��������� �� 2������ 3%  ������� �" +������ ���������
���  ����� ����� +���� �� 2������ H#

�
��������	

��� ����������� ���� ��������  ��! ���� ���� ��� ��  �������

• 8��� (� ���% ()��!� (�������% ��� -��+�� ��+��# 2�����+��� ����"��� � �� ������
������� �� ����!���� ����!����� ������!� ����� �� �����" ������������% �����
��
�
% /�����% �	
�#

• ������� 9�+�����% ���) ;�����% ������� 4����% ���) -������% .����� -�+������%
8��� (� ���% ()��!� (�������% ��� ��� 2������# / ����2��� �������� ��� ����� !�����
 �� ��������� -�-. �������% &� ��� 25th ����	��	��	 ���������� �������
������ 	�������� �� % �	

#

• 8��� (� ���% ()��!� (������� ��� ��� 2������% / �������� �"���! ������?�����
!����� ����� �� �����" !������!����% &� ��� 49th !��� ��������� �� "������

� ������# $�"�%&'&(� ��#
��
� ����)�
� �	�� "������ '*�' % �	
	#

• ()��!� (�������% 8��� (� ��� ��� ��� 2������% ����!����� @�����" � � ���+����
�������@���� ����!���� ����!����� !����� ����� �� �����" ������������% &� %&'&
������
� 	�)�
# +�������) ��������� $��	!+���%&'&(� �
#���)� "���
�,� ���
)��� %-�% % �	
	#



M ����	����	�

• ()��!� (�������% 8��� (� ��� ��� ��� 2������% 2��������" � ���+���� �������@����
����!�����  �� ����!���� ����!����� ������!� ����� �� �����" !������!����% &� ���
15th !.�� 	/������� �� 	/���� !����0
���� $	1	!"&2(� 	
����3
#�� .�
���
4�#/ 5�6% �		L#
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���� ������ ������� +������ �� ��!����� ����� -�-.% �����  ��������� ��� ����� ���
���������# .������ !������  �� -�-. ������+ ��� ���� �������# $������!���% ��� ���� � 
�"���! ������?�����  �� ������+% ���������+ ���% !��� +�������"% !�������+ ��� ����!��
���� � ����� !��������� ��� ��������� �� ���� ������#



H $% !&��&��' 	� �#� ����	�	
( ��� ��� �))�����	��

��� ���� ������ �������� ��	���	  ����!

-��� ������!������� ."���!� 6-�-.7 ��� !�������� ������  �������� �" ����+ !��
��!������+ �������+��� ��� ����+����� ����� 6&27 ��������# -�-. ������ ����
��+�� �� !��������:� �� �!!����� ������� ���� ��� !���
LL	� O
	% 

℄# �� @���� " ��
� -�-. 6����������" � ��-.7% � ����� ������ ���� �� ����� ��� � ��� �����������
��!������� �!����� ���� ��� !����!���� 6����������" !���!����7# -�-. �"�����" ���
���� � � !���!������ ��������% ���� �� � ������ �� �� �� �������% ��+����� ���� ��!�
���������  �� ��+��� �!���?�����# ��� -�-. ����� ��� ��� ��������� ��� ���� � �
."���!����2��� 6.�27% ���� ������� ��+������� �� ��!����� ��������+ �����# -�-.
������� ��� ��� ���� ��� �"�� � .�2�% -�-. �������� ��� ����� ����� ���  ���#

-�-. ���� ������� ��� �������!��� � ��!���� ������� �" ��������+ �� ����� ��
������� �!���������� ����� ��� ��"���� �����% �����+� ��� ��������� ��� ������
����������� � !��������� �� �"���!� 6�#+# !���������� ��� !����������� OI℄7# �����
!��������� ��� �"���!� ��� ���������" �!����� ��� ��+���� ���� ����� !������� ����
��������% ��� �� !��" ���� ��� ���� !��� ��������� ��� ���� ����������!��+# -�-. ���
�!��+��+ �� ��!����� !������ ��� ��� �1����� �� ���� ����!��� ������������� �� ���
�!!����� !������ 6$�+��� 
#
7 ��� �� ��� �������% ��+�  ����������"% �!��� ��:� ���
���+�� � ��� ������#

-�-. ��� ���� �� !��� ��������% ��!��������% ��!��� ��� ��������� �������% ��+��
��=����� ��� ������� �� ���� �� ������!�����  �� �����+�% ������ ������% ���!�����
��� +�!��# ��� �������+" �� ���� ���� �� !��� ���>�� ����������% !�����������  ��
����W����� ����� ��� ������ �������% ��#

&� ��� ��1� ������% ���  ����!������ � !���!������+ �����@��� ��� +����# ����%
�� ���� � ����� ���� �� ��!� �!!�� ����������� � ����� ������ ���% �����+� ��!���
!�����% ��" �� ���� ��� ����� ��� ��!��� �� �� �,���� �" ������������#

$�+��� 
#
� ��� -�-. �����" ���� ��:�% �		J��	
� 6.����� .�-&% 0���7#



$%*% �#� ��������	� ��� +��	+������
 �����,��� I

��" ���� ���������� ��� ������������ �����#
�	

��� +��� � -�-. !���!������+ �������+" �� �� ����� ��������!�������� ���������
��� ������ ���� ��!������� �� !���!�����  ��! ��� ���� � � ������ �� ��# /� �� ������
����� ����% ����������" �������� � -�-. ������ �� ��  �������� �� ��� ��!� �� ���
���� ����  ��������� ������ ������� �� ���" ���  ��������� ��� ��� ���� ��� �� �� ���
� ��� ��" ������ � ��� �������!��� � -�-. �������+���# ���������"% ��� ��������
!��� ��� +����� � !���!������+ �������+��� �� ������� �� ��� ����+����� �����
6&27 �������"# .������ ������ ��� ��������  ��! ��� &2 �������" ��� ������"� �������
�� -�-. !���!������+ O
�℄#

��� !�>�� !���!������+ �����@��� ��� ��� �� !���!������+ ��� ���� !���!��
�����+ O
K% 
M% 
3% 
H℄% � ���� �� ���� +��� � ���� ��������% �� ��� ��1� ����������#
����� �1��� � +���� ������" � !��� �1��� �����@���% ��� �� 9&4/ 6�����+�����% +���
���� ��!��+% �� ��!��+7 O
I℄%  �� �1�!���% ���� ��� ��� ��������� �� ���� !��������#
/ �"���� -�-. ����� �� �� �����:�� �" ����+ ��" � ����� �������� �� ����� !���
���������  ��! �� ������� �������� � ����� �������� �� �� ����# ��� ���� � ���  ���
������� ������ �� ��������� ������ �� �,��� +�����" ��� ������� ��� ��!��� ��� ��� � 
��� !���!������ ���� O
J℄# &� ���� ������% �� �������� ��!� ���� !���!������+
�����@���#

����� ���� �	����	�	��

��� � ��� !��� ������� !���!������+ �����@��� �� ���� !���!������+ O
L℄% �� ����
!����� �� ���������" ��!����" ��!����  ��! ��� ���� � ��� ������ �� �� 6���� ���
��!�7# ;��� !���!������+ O�	% 
�℄ ������" ������ �� � �!�������� � ����������+�����
!�����+ ��� �������� �� ���������� �����+ � ���+����"�������� ������ ��  ��! ��� !��
��!������� ��������� �� !�!������% �����% ����� ��� �� ��  ��! ��� ���� � ���
������ �� �� 6$�+��� 
#�7# ��� ������� !�" �� ��@��� 6�������� ���� ��������7% ��� ��
��������! �"���1��� 68�7 �� �����!���"��!!����! �"���1��� 6�-/7% �� ��� 6���"
��������7# &� ��" �����+% ��� ��������� �� ���!����� �� � ��!����!��� � ����% ����
������" ��!���� !����� �� � ���" ���������� ��"#

/� �� �1�!���% ���� ������� ��� �����+ 6��&�7 �� � �"���� ���� ������ !���!��
�����+ �������+"# &� ���� ������% ��� ������ ������� !����� ���� ���� �����" �������
��������� �� �� ������# ��� ���� �������+" ������ �� ��� �������� T;��� ������T
������ ��� ���+���� ������ ��� ��+������� �" ��� ������ ;��� 4��!�� �!���" O�
℄#
&� ;��� ������% ��� ��,����� +�� �!��������� ��� ���������� �� ��� ������# ��� ?���
+�� �!�������� ������ � ���"!�� �� ��� ��� �� � ��� ��������� ��� ��� ����� +��
�!�������� ����� ��� ���������# ��� ��"���� ���� � ��� �����+ �������� ���" ���
���"!�� �!!�������"% ��� ���" �� ��� ����:����� ��� ��� ��� ��� ��� ���������# ;�����
��� ���"!�� ��������� ���" �����" ���" �� ��� ��!��� ���� � ��� �����+% �� �� ����� ��
�� ��� ��������� ��� ������� ���!  ��! �����+# /� � ����@����% �����+ ����� ������
� 3	 �� 
 !�" �� ��������#



J $% !&��&��' 	� �#� ����	�	
( ��� ��� �))�����	��

$�+��� 
#�� 4������ ���� !���!������+ ��������� O��℄#

/�����+� ���� !���!������+ �� � !����� �����@��% ��� ����!� �� �� �,���� �"
���� !����� ���������� �� ���  ��������� ���������% ��� �� ���������� �� ��!��������%
��������% ������ �����������% �����+ ��������% ��# 2����@�����"% �� ��� -�-. ���
���� ��� ��� ���" �����% ���� � ���" �!�  ��! ��� ��!� ���� 6��� ��! �����+ ���������
����� �� +��������� ����� ��� ����� � ��� ������ �� ��7#

����� ����� �	����	�	��

&� ��� �� !���!������+ �����@���% !����� �� ��� ��!����  ��! ��� ���� ������ �� ��%
��� ���� ��������� ��� ��������� �� ��� ��� ��% ��� �������� ���� � ��!��� ����# ���
������ �"�����" �!���"� ?�!� � ��� ��,����� !��������� � ��������� !������� 6�!�
!���" ������7 ��� � ����?��� !������� 6�1���7# ���" ��� ��������� ��� ����� �� ���
@����# $�����" ��� +���� !������� �������� �� ��?��� �" ��!����+ ��� ����?��� ��"��
��� ��������+ ��� �������� ��"�� 6$�+��� 
#K7#

/ �!������� ��� � ��������� !��������% ����?��� !�������� ��� ��!��� �������
��� ��@����� �� ���� !�����# ����� !�������� !��� �� ������� �� ��� ����� ����������#
$������!���% ��� �������� !�������� ������ ������� +��� !������� ���������� ��� ��
��+� "���� ���  ������ ������% !���!�� ���� ���  ���+�� �� ���� �� +��� ���� ���������#
��� ������� !��� ���� ������ �� ��� ��� ����?��� !�������� @����" ������� �,����+
��� �������� !�������� 6��� ���������"7#

/�����+� ����������" ��� �� !���!������+ !���� �� �������� ��  ������� ���" �!�
���1 ���������% �������� � ��R���� ��!��� � !�����+W���������+W�����+ ����� �� !���%
�� �� ���� ���� ��� !��� ��"��� ��� ��� !��� �!���1 ��� �������� ��% ��� !��� ��R��� ��
��  ������� ��� ����% �� �� !��� ��������� �� ���������� �� ���  ��������� ��������� O�K℄#



$%-% �#� ����	�� ��� �����	�� L

$�+��� 
#K� / ���!��� � ��,����� ����� � �"���� ��� �� !���!������+ O��℄#

��$ ���� 	��	��	 ��� ��
����	

����� ���� �������

&� -�-. ������+ �����������% ��� ������!������� ������������ � !���!������
��������� ��� !���?�� �" �1������ �����!���% ��� �� ���+�� �� !���% ����������%
��������% ��!��������% ��# 6$�+��� 
#M7% ��� ���������� ���� �������� ��+����# ��� ����
����� ��+���� ������ �" -�-. ������ ��� ���� �!���?��% ��+���:�� ��� ��������# .�!�
������� !�" ������ �� ��������  ������ ���� �� ����� �� ������ ����� ����������" ���
�"��!� ���+�#

-��" ������+ ��� �������� ��������� ��� �!���"�� �� !������ �����!��� ������
���� ���� ��������% !�������% ��!���% �����+���% ��� ������ ?���� O�3℄# &� ��� ��1�
����������% �� ����  ��� �� ����� �"���� -�-. ������� ��� ���� ��� ��� ����!�����
� ����� �"���!� �� �� �,���� �" ����� �������!���% ������� �� �� �" ����+� �� ���#

5��%���������� ��� �������� �������� �������

/ !������� @����?�� �� ���:���������� ���� ��� ��������� ���+�� ���� � ������ �� ������� ��
��# .�+��?��� �������!��� �� ���:���������� ������+ ������� �� 
LI	 ���� ��� �������!���
�" 8��� '�������%  ��! &;- ������� ���������"% � � !���!������ �������� ������
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$�+��� 
#M� 4������ ���!��� � � -�-. ������ O�M℄# ���  ������ ���� 6� � �7 �� ��������#

����+ � ������ �������+!# ���� �� ��� � ��� �������� �!!����� ������� � !����"���!�
������ O�H℄#

N������ ��������� ��� ���+������ ���� ���� �������  �� ������ �������� ����������
�� ���  �������+ "���� ��� ��� ��������� ����!� � ������ �������� ������� ��� ����
���������+ +�������" ���� ����% ������� ��� ���� ��������� ��� ��� ��!� ���� ����"# ��
���������� ����� ������+ ���������% � �������� �1���������  ������ ��+�����+ $�+��� 
#3#

$��� ���:���������� ���  ��!�� 6�" ����� ��,����� �� ��� �!����������7 �� ��� ��+���
���� ���� � ��� �������+!# ���  ��� ���:���������� ��� ������� ��  ��! � <���������
����+� �� ����� �� $�+��� 
#3 6��+��7# ��� !�1�!�! ��=����� x � ��� �������+! ��
������� �� ��� �������� ��,�������� P ����� ��� �������+! �"

x =
PS

k
, 6
#
7

����� S �� ��� ��� �� � ��� �������+! ��� k ��� ���,����# ��� ���,���� �� �� ������
������� ���� ������� �� ��� ����� +��!���" � ��� �������+!% ��� ��!�������% ��� !��
������6�7% ��� �� ��� �������� ������ � ��� !�!�����# ��� ��������������� �������!���
������� �� � ������!�����" ������ ��� �� � ���+�������� ������ �� ���:���������� � ��� K#
����% ��� ��������� � ����� ���:���������� ������� �� ��� �������!��� � ��� �������+!
���% ����% �� ��� �������� ��,�������� ����� ��# �� ��� ����� ����% ��� ��������� � ���
����� ��� ���:���������� �� ��!��� ���,���� �" ��� ��=����� � ��� �������+!# ����%
���� ���  ��� ���:���������� ��� ����� �� � <�������� ����+� �����+�!���% �� �����������
�� $�+��� 
#3% � �������� ��,�������� ������� �� � �����+� ��,�����% ���� �� �� ������
���� �� � ?��� �����1�!����� ������������ �� ��� �������� ��,��������#

.������ ������� !�" ���� ��� � ������ �� ����"  ��! ��� ��!���� ��������� ��������
�����# $�� �1�!���% ��� ������ ��+��� !�" �� �V���� ���� � ���+� �,��� �� ���� ��!�
�������� ��� �% ����� �" !������� ������ �� ����!�� !��!��� ������� ��� ������ ���
��� ��� ����+��+ !�������# ��� ���,���� � ��� !�!����� ���� �����" ������ �� ��� ��!�
�������� � ��� �������+!# .�� @��������� �� ��� �������� �������� ������ �� ��� ��������



$%-% �#� ����	�� ��� �����	�� 



$�+��� 
#3� &������������ � � �"���� ������ �������� ������ O�I% �J℄� ��� ���� 6�� �7%
<��������� ����+� 6��+��7# $�� �����"% ��� ���� � ��� �������+! �� ����� �" ������
�����#

� ��� !�!����� ��� ��+��"  ������������������� ��� ����� �� +��������� �� �������#
2����@�����"%  �� ������� �����������% ����� ������� !��� �� ��� ���" ��������� ��� �����
�� ��� �!��������#

��� ��� � �������� ������+ �����@��� �� ���� ���" �!!������# $�+��� 
#H ����
������� � �������� �������� ������� � ������ ��� ���� �� ���� �������+! �� �������
�� � +���� ����� �" ����������� ������+# / !���� ?�! ������� �� ��� +���� �����
��� ����" �� ��� �������� � ��� ������� ��� ��� ������ �������+! ���� �� ��� �����
��������# ��� �������+! �������!��� ������� �� ��� ������� ��������% P # ����% ���
�������� �� �  ������ � ��������# ;" ����+ � �������� ����+� �����+�!���% ���
!����� � ��� �������+! 6��� ���� ��� �������� ��,��������7% �� �� !�������% �����"
!�� �� ��� ��!� ��" ��  �� ���:���������� �������# /�����+� �������� �������� �������%
���� ����� ���:���������� �����������% ��� ���>�� �� ���+�� �� ����� ��������+ ���������
���% ����@�����"% ��@���� ��� �� ���������� ��� �!���������% ���" ��� ���� �,���� �"
���������� �� ����� 6��!����7  ��������� ������ ��� ��� ���� �����������" ���� ����" O�H℄#

$�+��� 
#H� &����������� � � ���� �������� �������� ������ O�L℄#
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$�+��� 
#I� .��!��� �������� � ��� ?��� ������ ���:���������� ������!���� OK	℄� ���
���� 6���7 ��� ������������� ���� � ��� ��� 6����7#

5��%���������� ��� �������� �������� �������

&� !��� �������� �������% ����� �1��� ��!� !����+ ����� ����� �������� �� �,���� �" ����
���+ ����������% ����������� �� ���������� !���!���# ���������"% ��� ����� � ������
���:���������� �������� ������� ������+�� ��������� ������� ��� ���� � ���������+ � �����
�� ���:���������� ������!����# ��� ?��� ������ ������!���� ��� ������� �� .��� ���
D��������" �� 
LIL OK	℄# ��� ��" ��������� �������� � ��� ������ �� ��!����� ��!���
6$�+��� 
#I7# <��� ��� ����!� !��� � ��� ����� �����+��� �� ����������% ��� ���!
������+ ��� !��� ��  ���� �� ���� �" ��� ��������  ��� �� ��� !���# ���� ����� ������ ��
��� ���! ����% �� ����% ������� �� � ���+� �� ��� ��������� � ��� ���:���������6�7 �� ���
���!# ����% ��� ������ � ��� ��� ����+�  ��!�� �" ��� ���:���������� �� ������������
�� ��� ����������# &������� !����� �� �� ���� ������� ��� !������� �� ����� ��"�%  ��
�1�!��� ���������"% �� ���� ��� � �!� � ������+ ?�+��� �� �"�����"  �������� ��
����� �� $�+��� 
#J# /� ��� !��� �����+��� �� ����������% ��� �������� ������� ���
!����+ ?�+��� 6������� �� ��� ����!� !���7 ��� ��� ?1�� ?�+��� ���+��# ���� ���+�
�� �������� �� �"�����" !������� ��� � ���+� �!���?��#

$�+��� 
#J� -�-. ���������� ������!���� 6.����� D��������" � 2�������7#



$%-% �#� ����	�� ��� �����	�� 
K

$�+��� 
#L� -���������+���!��� �"���!#

��� � ��� !��� ���������  ������� � �� ������!���� 6�#+#  �� �� �����+ ����������7
�� ��� �"��!� ��� ��!���� �� ����� ������!���� ������ ������� � ��� ��! ����������"
���� �� ���+� �  ��@���" ��������� �� ��������# /� � ?��� �����1�!�����% ��� !���!��
������ �������� !�" �� !������ �� � !���������+���!��� �"���! 6$�+��� 
#L7# ���
��,�������� �@������ +�������+ ��� !��� !���!���% x% �� ���� �� �1������� ���

kx+ bẋ+Mẍ = Ma0, 6
#�7

����� M �� ��� !���% k �� ��� ���,���� � ��� �����+% b �� ��� ��!���+ ��R���� ��� a0
��� ���������� � ��� ��������  ��!�# ��� @������"

w =

√

k

M
6
#K7

�� ��� �������  ��� ���������  ��@���" � ��� �"���! ��� ��� @�����"  ���� �� ��?��� ��

Q =

√
kM

b
. 6
#M7

��� @�����"  ���� �������� ��� ��������� � ��� �������� ����� � ���+� Q !�" �� ���
�������  �� ��!� ����������� 6��� �� �������� ������+7% ��� �� �� �����!����� �� �������
����������� ��� �� ����� �������� �� ���� ������# &� ����� �� �������� ��� =������ � 
���  ��@���" ��������% ��� ��!���� ����� � Q �� �"�����" 	#3# ������% ���� @������" ��
���>�� �� ���+�� �� ��������+ ���������% ��� �� ���+�� �� ��!�������� ��� ��������#
��� @�����"  ����% ���� ��� �������  ��@���"% ���� ������� �� ��� +��!���" � ��� �����
��� !�" ���� ��,��  ��! ��� ����� �� ��� �����% ������ � �!��� ���+�� �� ���  �����
����� ������# ����% �"��!� �������% ��� �� �������� �������% ��� ���� !��� ���>�� ��
������������ ���� ����� ����#

��� ��!� ������+ �������� �� �� ���� �� ����� ����������� �� ��� ��������� ����
��� ��!� ��������# $�� �1�!���% $�+��� 
#
	 ����� � ������� � ���  ����� =�1��� ����
�� � �����+ �� � �����1�� �������� ������!����# &� ���� ���% ��� �"���! �� �� !������
�� ��� ������ !���������+���!��� �"���!�% ��� ���� ��� ��� �������������������� ���
��������+������������������� ���������  ��@���" ��� @�����"  ����% �� ���� �� ������+
��R�����# -��� +�������"% ��� !��� �!���1 � ������+ �"���! ��% ��� !��� �,��� ������
�� ����� �� ��� ���������� ��� �!���������#
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$�+��� 
#
	� ������ � � �����1�� -�-. ������!���� 6.����� /����+ ������ &�7#

	������� ������� ��� ��������� �������

��� ����������" � ���  ��@���" �������� � � !���!������ �������� �� �1������ ����
��!��� �� ��� ���������" � �������# &�  ��% ���� ����������" �� �� �1������� �� ������"
����� ���+�� �� ��� ��������+ ��������� � ��� -�-. �����% �" !��������+ ���+�� ��
���  ��@���" ��������# -��� ������"% ���� �� ������� �����+� � �������� ������+ ���!�
6$�+��� 
#

7% �� ���� ��� �������� �� ����+��� �� ���� � ���,���� �� � !��� ��������+ ��
� ��"���� @������"% ��� �� ����������% �������� �� !��� 6��� �������� �����?��� ������7
OK
℄# .��� ��� ���,���� �� ��� !��� � ��� �������� ���+��% �� ���� ��� ������� ���������
 ��@���"# '����+ ��� �������� �� � ��� ����������+  ������ ����% �� �� ���� �������� ��
���������" !������ ��� ���+�� �� ��� �1������ @������" � �������� ������ �� ��� ��������
�����������" ��+���� ������# ����% �" ����+�% ��� �������  ��@���" � � �������� ������
�� !��� ��������� �� ���+�� �� ��� ��������+ ���������#

2�������  �� �1�!��� ��� ��� � �������� ������!����� OK
% K�% KK% KM℄# / ��������
������!���� �"�����" ������� �� � ���+� ����!� !��� ���� ������ �1��� ������ �� �

$�+��� 
#

� &����������� � � �������� ������!���� ����� �� ��+����" ���+� OK�℄#
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�!��� ���!% ���� �� �� ���>�� �� ����������# ��� ���! �� �� ������� �� � ���" +�����
�����+% ���� �� !��� �� ���� ��������% ��������+ �� ��� ���������� ����+ �� ��� ����!�
!���% �� ���� ��� �������  ��@���" �� +���� �"�

w =

√

k(Ma0)

m
, 6
#37

����� k �� ��� ���,���� � ��� ���!% m ��� !��� ��� Ma0 �� ��� ��������  ��� ����+ �� ���
����!� !���# ��� �������� ������� ��� ���,���� ��� ��� ��������  ��� �� ������" ���������#

��� ����� � �������� ������+ �� �� �1������ ���� ���� � �����!����� ������+% ��
���� � �������� �� ����+��� �� ���� ��� @�����"  ����% ��� ���, �� ��������  ��@���"
6 ��@������7% ��� ����� +���% ��# ��� !��� ��������� �� �1������ ���+��# '���!���� �����
!����� !������ �� ���� �� ���� ��� ���" �� �������� ��� �"���!% ��� ���� �� !������ ���
 ��@���" �������� ��� ���� ���� � ��� ���+�� �� ��� �������!���# ���� ��  �� �1�!���
��� ��� � ��� ������ ��������� �� ��� .0.��2/' ���>�� OK3℄% �� ���� ��� !������
��������� �� ���� ������ ���� �� ������� �� ��������� �� 2������ 3#

����� ���� ������

$�+��� 
#
�� 4������ ���!��� � � -�-. ������� O�M℄# ���  ������ ���� 6� � �7 ��
��������#

-�-. �������� ��� �!���"�� �� ������ �������� ��+���� ���� !������� !�����
6$�+��� 
#
�7 �� ����� �� ��� ��! �� ����� � �� ��!�����% ����������+% ���������% ��!��
��+% ��# /� ��� !�������% �� �� ���R���� �� ��� �������� ��������� ���"��+ �� ����!�
 ���� 6��� �� !�+����  ����%  �� �1�!���7# ��� !��� ��������� !����������� ������
���� ��� �����������  ���% ����!�� �1������� ��� ���:���������" OKH% KI℄# &� ���� ������%
�� +��� � ���� �������� � ����� �������� ���!��#
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����������� ��������

$�+��� 
#
K� 4������ ���!��� � �� ����������� !���������� OKI℄#

;"  �� ��� !��� �!!�� � ��� �������� ��������� ���� �� -�-.% ��� �����������
 ��� �� ������ �" ����"��+ � �����+� ��,����� ����� ��� �������+ ������# / �"����
����� �� ��� �������������� �����+�!��� �������� �� $�+��� 
#
K# D�����" ��� ��� ���
�����+ ������ ��� ��������� �" ���# <��� � �����+� V �� ������� ����� ��� �������%
��� ��������� ����+" �� ��� �"���! E �� ��?��� ���

E = −1

2
CV 2, 6
#H7

����� ��� �������� C ������� �� ��� ����� ���� A ��� ��� ������� ������� ��� ���
������ d ���

C = ǫ0
A

d
.

����% ��� ��������+ �����������  ��� F ����+ ��� x��1�� �� �@��� ���

F = −∂E

∂d
=

1

2

ǫ0A

d2
V 2. 6
#I7

���� ����+� ���� �������� ���!� �� ��+��" ��������� 6���� ������ �� �����+� ��� ��
��� ������� ����� ��� ������7% �� �� ��� !��� �����"����� �� -�-. �����������% ������
 ��! ���  ��������� ���� �����% �� �� �� ���" �� �����+���� 6�#�# ��  ������� ���� ���
��!� ������7 �� ����������� !���������� ���� ��� ������ ��������� �� � .�2#

$�+��� 
#
M� .�����+ ������� -������� 6.�-7 ������ � � �!������� �����������
!���������� OKJ% KL℄#



$%-% �#� ����	�� ��� �����	�� 
I

���� ���� ����������� �������� �� �� ����  �� +��������+ +��������+  ����% �� ���
������ �����% �� ���� ��  ���� �������� �� ��� ����� ����% �� �� �!������� !�����������
6$�+��� 
#
M7 OKJ% KL℄#

6������ ��������

.������  ��!� � ����!�� �������� ��� ���� �� -�-. �����������% ����+ ��� ��,�����
��������� �� .���� -�!��" /���"� 6.-/7% ��!���� �,��% ����!�!������� �1�������%
����!��� ��������% �� OM	% M
% M�℄#

$�� �1�!���% � ����!�� ��!���� !���������� �� !��� � ��� ��"��� � !������� ����
��,����� ��R����� � ����!�� �1������� 6$�+��� 
#
37# <��� ������ 6�"�����" �" �����
��+ � ������ �����+� � ��������� ����7% ��� ��,����� �� ��� ����!�� �1������� ��R�����
������� �� � ������+ !�!��� ����� ��� ��!����% ���� ������� ��� ��=�����#

4��������+ � ���������" ���+�  ��� ��� �������!��� �� ��� �������+ �����+� �� ���
� ��� �������+�� � ����!�� !����������� ���� ����������� ����# -�������% ��� ���
������� � ��� ��=����� �� ��� �������+ �����+� �� ������ ���� � ���" ���+� ���+�#
$������!���% �� �� ���� �������� �� �����+���� ����!�� �������� �� � .�2# ������% �����
��� �� ��������" ��!���� �" ����� ��+� ����� ����!����� ��� ��� �������+  ��@���"#
-�������% ���  ��������� � � ����!�� ������� �� ������" � !��� �!���1 ������ ����
���� � �� ����������� �������# ����% ����!�� �������� ��� ���������" !��� ���������
�� ���������� �� ���  ��������� ������ ���� ����� ����������� �����������#

$�+��� 
#
3� 4������ ���!��� � � ����!�� ��!���� !���������� OM�℄#

����� �������� ������

/ +���� ��!��� � ����� �������� ���!�� !�" ���� �� �!���"�� �� -�-. �����������%
��� �� !�+���� �������� ��� ���:������� �������� OMK% MM℄# $�� �1�!���% ��� ������
���" �� ��� ������� ���:������� �,��% ���� �� ��� �� ��!����� � � !������� ���>�� ��
�� ������ ?���# &� $�+��� 
#
H% �� ���� � �"���� ���:������� !����������% ��������+
� ��� ��"�� � ���:������� !������� ��������� �" ��� !������ ������# <��� � �����+�
�� ������� ����� ��� ������% ��� ���:������� !������� �1����� �� ��� �������� � ���
���! �1��% ���� ������� �� � ������+ !�!��� ��� � ��=����� OM3℄# ����% ���:�������




J $% !&��&��' 	� �#� ����	�	
( ��� ��� �))�����	��

�������� ������ ��!�����" �� ����!�� ��!�����# ���" ���� � ��!��� � �������+�� ����
�����% ��� �� �!����� ����� ����!����� ��� ���+�� �������+  ��@������# ������%
�����  ��������� �� !�� !��� �!���1 6�� ����� ����� ��"��� � !������� ��� �������"7
��� ����"# -�������% ���� �"�� � �������� ����� �� ����+����� �� � �������� 2-�.
������#

$�+��� 
#
H� .��!��� � � ��!��� ���:������� !���������� OM3℄#

��% ���� ��	���� ��� ������&�����

&� ��� �������� �������% �� ���� ����� �� ��+���+�� �� ���� ������ -�-. ������� ���
�������� ��� ��������� �� ���������� �� �����  ��������� ������ ��� �� ����� ��������+
���������# /�����+� ��� ������ !�" �� ��� �� ��� �� ����!���� ������+ �����������%
���� ����������" �� ������" � ������� ���� � ��+����� �!��� �� ��� ����������" � -�-.
������# /������ ����� � ���������"% ���� ���� �!���� -�-. ����������"% �� ��!���
��� � ������ �������+� ��+�����+ ��� ��"��� � -�-. ������% !��� -�-. ������ ���
��+ ����+��� ������ �� ������������ !����� ����� �� �������!��� "��+ ����!������ OMH℄#
2����@�����"% ����� �� � ����  �� ������+% ���������+ ��� �������" �����+ -�-. ������
�� ��� ���" ��� ��� �� ��� !����� ��� ��� ����+ ����� �� ����!� OMI% MJ% ML℄# ;� ��� ���" ���
�!!������:��% -�-. ������ �����+� � ������ � �����% ����� ������� ��������+ �����
�����% �� ������ ���� ���" !��� � ������ ��� � ����������# ����� ����� ��� ���" �1�������%
��� ?+��� � 
WK � ��� ��� � � ����� ����+ +�������" ������ �� @���� ����� ��� �����
OL℄# -�������% ���" ��� ���" �����������% ������ ��� -�-. ����� ������� ��� �������+
�� ��� ����������+  �������% �� ���� �� !�" ����� �� ���+��+ ��������+ ���������# ���
� ��� ����� ������ � !����"���! ������+ �� ����� �" ��� !������� ����+" ��!���� ����
�1��� �� ����� !����"���!�# ���� �����������" !���� �!������� ������ �+����� ���������+
�� ���1������� ���� !�����  �� ��+������!� �!���1 !����"���!� O3	℄# .�!� � �����
������ ��� ��!!�� �� �� /������1 /#

��� ������� � ������+ �� �� ���� " ���� ���  �������� ����� �� �@�������� �� ��� �����
����+� ��� �� ������� ���� � ����� �� ������ ��� ��@����� ����?������ 6T+���T �����7#
/ �"���� ���� � !����"���! ������+ �� ����� �� $�+��� 
#
I O3
% 3�℄�
���� ���!��� ������ �� ��� ����?������ � ��� ����� ����� ���� 6�D�7% ���� ��� +���



$%.% �#� ������
 ��� �����������	� 
L

$�+��� 
#
I� �"���� ���� � !����"���! ������+#

�� ������ �� ����������� ���� @�����" ���� �� �� ��������� ����� �� ���� ����!�����
6$�+��� 
#
I7# 2�!!��������� ������� ��� ���!��� +�������� ��� ��� ����� ��"���� ���
��� �� !����� �� ����������� �����+� �� �������� ����� ��# ��� ����� 6�D�7 �� ����
��� �� ��� ���� ���!��� ��� ��� ����� ��"���� ����� �� !����� ���� �� ����� ��! ���
�������� ���!��� ���� �� ����������� ������������ �����% � ��@����� 6�#�# ���� ��� �����
�� ������������ ��� �� �� �������7# ��1�% ��� ������ � ��� ����� ����� ���� �� ������ ��
��� �������� ����":�� ��� �� ���������"���������� �� !����� ���� �� ����� ��! ���
������������ ���� �������� ���� �� �������� �����+� �� ������ 6�#�# ���� ��� ������ ��
������������ ��� �� �� ��������7# /� ����% ��� ����W ��� ������ � ��� �D� �� �����!����
�" ��� �������� ����":�� ������+ �� ����?������ � ��� �D�#

�����+ ��� ���� ������% ��,����� �1�����+ !������  �� ������+ ��� ��>�����+ ��� !��
���"���!� ���� ���� ��������� ���� ��� ����=" ������� �� ��� ��1� ����������#

����� ������ ����� 	� �	�������� ����	��

��� ��������+ ��@���� � -�-. �� �������+" ��� �������" !�������� ��� ���� �� �������
������ ������+ !������ �� !�������� �� ���# ������"% ��!� ��+��?��� ������������ ����
���� ��������# ����� 
#
 6�1������  ��! O3
% 3�℄7 ��!!�� �� ��!� �������� �����  ��
��,����� ������ ��� ��>������# .�!� �!������� ���� ��� �������+���� �� ���  �������+#

&� O3K℄% ���:��� ��� <������� ��������� � ������������ ������� �� ����"��� ���  ������
� ��� ����� ����� ����# ���" �������� �� �!�������"�+�������� !���� �� ����!��� ���
������!����� ����������" ����� �1����� �� ��+� !������� �����# &� ��� ���� �����
���� �� ��� ���� ����� ��������% ��� ������!����� ������" ���� �������� ��� ���
�� ��?�� �� ����������� ���+�  �� ��� ���� ���� ���!����# ����������" ������������
� �������� ������� ��� �!!���" !������� �" ��������� ��� ���� ����� O3
℄# ��,�����
 ��!������ � !������� ��������� ����  �� �!!����� ������!����� ��� +"�������
���� ���� ��������� �� O3M% 33% 3H℄#

&� 
LLJ% 8�������� ��� 8����� ��������� � �����?����� !�����  �� �� ��� �� ����
�������# ���" +�������� K� !��� !�����  �� ��� �����# $����� ���!��� /���"��� 6$�/7
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� ��� ��������+ !����� ��� ���� ���� �!���"�� �� ��?�� ��� ��������  ��@���" ���� ��
�� �!������� ����!���� � ��� ��������� O3I℄# ���" �����?��  ����� ���� ����� ���+�����
6���!����% ����!���� ��� ����������7 ������+ �� ��� ��������  ��@���" ����������
 ��! ��� �����!���� �����# ��� �1�������� � ���� !����� ���� ���� �������� �� O3J% 3L℄
����� ��� ������� ����� ���� ��� !�" ��� ����� � �� �� �� ��� �������� ����� ��������
� � ��������� �" !���� � !������� ��������  ��@���" ���� ��� �� ������ �� �������
�" �� �������� ����������" ����# &� OH	℄% � ������+ !����� ��� ���� ��������  �� � !�+�
���� ?��� ������ ����� �� � ��!�  ���� �����?�����# 2�������>� ��� ��� ��������� ����
 ������� ��� ��!����  ���� �����?����� !�����  �� ��,�����  ������ !������!� ���� ��
��=���� 2-�.��!������� -�-. OH
℄#

/�����+� ������� ����� �� ��������� ����"��� � -�-. !���������� !������+ ���� $�/
���� ���� �������� �� ��� ������� ����������% ��!� ������ ��������� ������� ��+�������
!������+ ��������� 6�#+#% /����+ ������� ���������� 9��+��+� 6/�97 !�����7 ��
������� ��� �������� � -�-. OH	% H�% HK% HM% H3℄# $�� �������% 2������ ��� ��� ��
������� !������ �� ������ ����!�� �������� �" ����+ �����" �������� !����� OH3% HK℄#
���" ���� !������ !���������� �" ����+ �1��� �������� ���!����# &� OH	℄ ��� OHM℄% ���
������� !������% ����������"% !���������� � � !�+���� ?��� ������ ��� � �� �������
����� �!������� ����� �� /�9 !�����# ��� ����!����� � �!������� !���� 6���
�� ��!��� � ?�+���7 ��� !���?�� �� �!������� !����������� 6�#�#% ������ �� !�����+
?�+���7#

������"% ��!� !������ ��!�� �� ��� ���� � -����������������-������� ."���!�
6-��-.7 ���� ���� ���� ���������# $�� �1�!���% � ������+ !����� ��� ��������� ��
OHH℄ ����� � !��������" � ��1��� ���� ������  ����������" �� ��� �� ��� ���� �� �����
���������� ��!�+�� ��1���# $������!���% �� � �������� ������+ �� ��� ��!�� �" �1�����+
��� ��1��� �� ���� ����� ������ ��������� 6�DN�7# �1����!����� ������� ������ ���� �����
�1������ �� �DN� !�" ����������" ������� ��� ��1��� ����������"#

-��" � ��� �������� ������������ !�������� ����� ���% ������� ���� ���� ���!���
��� ������� �" �� �1������ ������  �� -�-. ����������# ������% ��!� ����� !������
OHI% HJ% HL% I	% I
% L% I�% IK% IM℄ ���� ���� ��������� ����� �� ��������% ������ ���!���
+��������� ����� �� ;�����&� .�� ����� 6;&.�7 ��������� ���� �� ������� �� ��� ��1�
���������#



$%.% �#� ������
 ��� �����������	� �


�"�� � �
� '������� �������% ��� &������� -�-.
!�������� �K� ����!�� �������% �M� -�+���� �������

�3� -��-.
������ � ������� �
� �1����!�����% ��� .�!�������% �K� ����������

/������ �� ����� ��# �
 �� �K �M �3 �
 �� �K
/���� �� ��# OHI℄

√ √

������ �� ��# OHJ℄
√ √

�� ;��"��� �� ��# OI	℄
√ √

-����� �� ��# OI3% IH℄
√ √ √

2�������>� �� ��# OH
℄
√ √ √ √

;������ �� ��# O3I% 3J% 3L℄
√ √

8�! �� ��# OH�℄
√ √

;��+�� �� ��# O3M℄
√ √

2������ �� ��# OL% HK% HM% H3% I
℄
√ √ √

���:��� �� ��# O3K℄
√ √ √

������ �� ��# O33% 3H℄
√ √

�����+ �� ��# OII℄
√ √ √

;������� �� ��# OH	% HL% I�℄
√ √

/����� �� ��# OIK℄
√ √

���� �� ��# OHH℄
√ √

'���� �� ��# OIM℄
√ √

X���+ �� ��# OIJ℄
√ √

��� O3�℄
√ √

����� 
#
� 2�����?����� � ��!� �!������� ������� ����� �� !����"���! ������+ O3
% 3�℄#

����� ��	����� ����� ��� !��� " �������

;������� ��� �����������" �� ���!��+ �� ��������� ����+� ����?�����  �� !����"���!�#
����� �����@��� ��� ���" ��������+  �� ���������� ����������� �� ������� ������+ ���
��� ������# /���!��� !����"���! ������+ ��� ������ ����?����� �� �� ��������� ������
�� ;&.�# ����� ��������� ��� �������% �!����� ���� ��� ���" �1������� ������� ����
�� ��� ��� !����"���! � ��� ����+��+# ���" ���� ������� � !��������+ ����������" ����
��� ����� !����"���! �� ���!� O3�℄#

&� �������� ��� ����� ���������% �� �� ��������� �� ����+� � ��!��� ��� ��������� �����
���� � !���!�! ��������% ��R���� ��������" �� ����� " ��� ������ ����?������ ���
+��� ����" �� ��� ��� � ����!���� ����������# &� !��� ���� �� ������ �+����� �����
�� ������� ���� ������������" O3�℄# ���� ���% �� ����=" ������ � �������� � ����� �� ����
��!����



�� $% !&��&��' 	� �#� ����	�	
( ��� ��� �))�����	��

5������� �������

&� OI	℄% �� ;��"��� ��� ��� ��������� �������� � ��� ����� !�����  �� �������� �������
����� �� ����!�� �������� � ��� ������ �������+!# ��� ���!��� � ��� �����@�� ��
����� �� $�+��� 
#
J# / ��������� ������ �� �!���"�� �� ������� ��� ��� ��!�������� ��
��� ������ ����" ����� ��� !�!�����# ��� ��������+ �������� ���!������ ��� !�!�����%
����% ������� �� � �������+! �������!��� ���� �� !������� �" ��� +��+� 6$�+��� 
#
J7#

$�+��� 
#
J� / ��� ����� �������� ������ ����� �� ����!�� ��������#

������� ���� .���������7 �����������/

.������ ������� ���� ��������� ��� ����� ���������  �� ���������� ������� �� ����� �����
OHI% IK% IM℄# &� 
LJL% /���� ��� ��� ��������� ��������� � ���� ���� � � ��� ����� !�����
 �� �� ������!���� ����� ��� ������!���� �� �@������ ���� ��� ��� ����� ?�+��� OHI℄#
/� �����������  ��� ���� �� ������� �" ����"��+ �� �������� ��+���% �,��� ��� �����
!� !����# ��� �������!��� �� ���� ���������" ������� �" ��� �������� +��+��  ��!��
�" ��� ?�+��� ��� ��� ?1�� ��������� 6$�+��� 
#
L7#

/���������� �����@��� � ��� ����� ���!��� +���������  �� ������!�����% ��� �� �����
!�� ��� ������!�+����% ���� ���� ���� ��������� OIK% IM% IL℄# $�� �������% �� OIL℄% ���
������� �������� �� ������ ��� ����������� �������� ���� �� ���!����� ������!�����
�" +��������+ �� ������!�+����  ��� �� ��� ������� � !�+���� ?���#

������"% � ;&.� !����� ��!�� �� �������� -�-. ������!����� ��� ���� ����
�������� �� OIJ℄# ��� ������� ������� ��� ��� � ��,����� ������!���� �������+��� ���
�� ��� �� !���!������ �!� ������!����% ���� !���!������ �������� ������!�
���� ��� �� ��#

&� OHJ% II℄% ��,����� ��� ����� �����@��� ��� ��� ��� � ��!����� ��� ������� ������
���" �� ������� ��� ������+ ��� ��!��� ��� �������+����# ��� ������� ������� �� ���
��� ������� ��������" �� �� �������� ������ �" ���������" �������+ �������� ��� �����
� ��� ����� ��� �� �!�������� �� ����������# ������������% �� ������� ������� ��
��!�������� ��� ����������� �� ��?�! ����� ���!�#

��� �� ���� ���	
 ������	 � ���� ���� �� ��	 �	�	��	�	� ����	 ���� ���� �� ����	�	
 �� ��
�	�	������ � 	������� ��	 
�����	� ���



$%.% �#� ������
 ��� �����������	� �K

$�+��� 
#
L� / ��� ����� !�����  �� �� ������!���� ����+ �����������  ���#

������� �������

&� OHL% I�℄% ������+ !������  �� � !�+���� ?��� ������ ��� ���������# &� ����� !������%
�� �� �������" �� ���� " ��!����� ����!�����  �� ��� +���� �����# 2����@�����"% ���
 ��� ��������:����� � � +���� ����� �� ���" �1�������# ��� ������� ������� �� ��� ��
���������������� ���� !��������+" �� ����� ��� ���� � ������+ ���������# ���" ��� �
 ������ ����� �� ����?+��� ��� �D� ���� �� ���������+ ����� ��� �� !������ �������
����!����� ���� ��� ������ �� �������# ������% ���" �� ��� ������� ��" �� ��!�����
����� ��� ��� ��!��� ��� ��� � ��� ����������  ������ ������"#

6������ �������

/ ��� ����� !�����  �� � ����!�� ������ 6�� �� �������!�+��7 ��������+ � � ������!��������
!��������" � ��1��� ��� ���� �������� �� OI
℄# &� ���� �������% ����!������ ��� ?1�� ��
 ��� ���� ��!� ���� ������� � !�!����� ���� ��� ��������� ��� ��������� ������� ��� ����
�� ������� ��� ������ ��!�������� 6$�+��� 
#�	7# ��� ��1��� ��� ��� �� ��� ���� ��������+
�� ��� �����+� ��+��� ����� �� ��� ������ � ��� ����!�����# ���� ������+ !����� !�" ����
� ���+ ��!� �� ��� ��� � ���+� ��1�� ����"�% ������ ��1��� ��� ������ �������" �� �����
����� ����!�����#

$�+��� 
#�	� / ��� ����� !�����  �� � ����!�� ������ 6�� �� �������!�+��7#



�M $% !&��&��' 	� �#� ����	�	
( ��� ��� �))�����	��

����� ������

/� �������� �� �������� �������% ������� ��������� �� ����� "���� O3	% IK% IM% IL% IJ% 3�%
3
℄ ����  ����� �� ��������+ �� ������ ��!��� ��� �����  ������� �� -�-. ������# �����
!�" +�  ��! �� �� ��������� ��� �� ��� �������!��� � ��������� �������� ���!��� ��
!������� ���� ��������� O3	% IK% IM% IL℄ �� !��� +������ ����������� ���  ���������
������������������ ��������� ����� �� ����!���� ����!����� !������ OK3% 3
% 3℄# �����
!������ ��� ��!!���:�� �� ����� 
#
# &� ���� ������������% �� ���� ��������� �� ���
������ �"�� � !������ ��� ���� ��� ����!���� ����!����� !������ ����� �� @�����:��
�� �����" ������������ �� �� ��� �� ��� �� ��� ����1� � -�-. ������+% �� ���� �� ����
� ����!���� ������+# Q�����:�� �� �����" ������?����� !������ 6$�+��� 
#�
7 ��� +���
���������  �� ����+ �!���!����� �� � .�2 ���� ������ ����� ���� �� ����� !������% �����
���� �@�������� ��@����� ���" �������������� 6������" 
����7 /�2� �� �/2�% ��������+ ��
�!��� ������ ���� ��� ��!���� ����� ����!�����# $������!���% ��� ����!�:����� �������
����  �� ��� ����!���� ����!����� ������% ����� �� ��� ���������% �� �� ��� ��!�� ��
��� ��+���� ��������+ ���� � ��� .�2# &�����"% ���� ����!�:����� ������� ������ ��@���� ��
������ ���� �����+� �� �������� ��� ���� � ��� �!���������� �!���1��"% �� �� �� �� �����"
�!���!�����#

$�+��� 
#�
� / +������ ���!� � ��� ������?����� !������ ����� �� @�����:�� �� �����"
������������#

��' ����
	���

&� ���� ������ �� ���� +���� �� �������� � -�-. �������+" ��� ��� �����������%
��"��+ �� ��+���+�� ��� !��" ������ � ���������" ���� !�" �!��� ��� ����������" � 
-�-. �����# ����� ������������ !�" �!�  ��! ��� � �������+�% ����������� �� ���
 ��������� ������ ��� ���+�� �� ����� ��������+ ���������#



$%/% �	�����	� �3

&� ���� ��+��% ��� !��� ��>����� � ���� ������ �� �� ������� ��!��� ��� ����� �� ��� �
���������� !������ �� �� ����+����� �� � .�2% �� ���� ��� ���������� �� ��� -�-.
����� ��������� ����� �� �� ����1�� ��� ��� ���� � ����� ����� ������# /� �1�������
�����% ��� ���� � ����!���� ����!����� !������ ���"��+ �� �����" ������������ �� !���%
������ ���" ��� +����� ���������% ���" �!��" ������ ����� ��� 6�� ���!� � ����� ������
���� �� ����������!�����7 ��� ���" ����������" ���� ������ �!���������� �!���1��"#
.�!� �!������� ������������ �� ��� ?��� ��� ��������� �� ��1� ������#



�H $% !&��&��' 	� �#� ����	�	
( ��� ��� �))�����	��



�I

������� "

�#����
 �	����$����� �����	 ����
�����! �� %�����&�	 ����������

/� ������� �� ��� �������� ������% �� �����������  �� �1������� ��� �!���1 -�-.
������+ !������ �� �� ����+���� !������!���% ��� ����� 6��� ��� ������+7  �������% ��� ��
����!���� ����!����� ���������% �� ��� �����% �� ����� �� �!������� ��� �����������
����� �" ���+�� ��  ��������� ������ �� ��������� ���������  �� ����� !���������#
������% !��� ����!���� ����!����� !������ O
% �% J	% J
% J�% JK℄ �� ��� �����" ����
���� �� ��� !��� �� ����������# ���� �� ������ ����� !������ ���" �� ��+������������
��+���� !������!���� � ��� �"���! ������# ����� ����+������ ��@����� ��� �!���!��������
� ��+������������ �����+������+���� ��������� 6/�2�7 ��� ����% ������� �� ���+�� ����+�
��!��% ���+�� ������ ����� ��� �������� ����#

/� � ����@����% ��� !������ ����� �� @�����:�� 6������" �����"7 ������� ��� ���
������+% ������ ���" ��@���� ��� ����+������ � �������������� /�2� 6������" ���" 
����7
���� �� ���" ��� ������� �� �!���!��� �� ."���!����2��� 6.�27# ����� !������ �� ��
������� �� ��� ���+� ���+�����% ��������+ �� ������� ���" ��� ������������ ���������
�� �����!������ ����# <� ��?�� ������������ !������ �� !������ �� ���� ��� �������
���� ���������� 6 �� �1�!���% ��� ����������" ������"  ������7 � ��!� ��+���� ��� ����
�1������" �� ���� " ��� �������� � ��� ����!���� ����!����� ������!# �� ��� �����
����% �����!������ ��������� �� ��� �1������" ���" �� ��� �������+�# $�� �1�!���% ��
������� 6����@�����:��7 ����!���� ����!����� ������!�% ��� ������!��� �@����� 69-.7
������� �� �����!������# ��� +������  ��!����� � ����� ��������� �� ����� �� $�+���
�#
 ����� ��� ������� �"���! �� �1���� �" �� ����� ��+��� uk �� ������ ��� ��� �"���!
������ zk �� ��!� k (zk = yk + bk + dk)# 9�� dk �� �� �������� ��������+ ��+��� �� ���
�"���! ������ ��� bk �� �������� ����� ���� σd

2 ��� σb
2 �� ��� ����������� !�!���

� ��� ��+����# ��� �"���! ������ �� ���� @�����:�� �� ������� N @�����:�� �� �����"
������������ sk# ����� !������ �� �� ���� ������� �� ��� ������+�����% ��������+ ��
������� ���" ���" �� ��� ��� � � ��������+ ��+���# / ��������+ ��+��� ��� �� �� �����
�!������� �� ��� ��������� ������ �� ��� ��� � ���� ��+���# &� ����� �����% �� �� ��� ����
����� �� ������ " ��� �"���!�� +��� �� ����� !������ ����� σd

2 = 0 �1��� � ��� @�����:��



�J
*% #0�����
 �����������	� +���	�� ��	+

�����( 	� ,�������� 	����&���	��

$�+��� �#
� 4������  ��!����� � ��� ��������� ����� �� @�����:�� �� �����" �������#

��� �� ����� ��� ��������� ����� ��,�����  ��! :���# &� ���� ������% �� ������� � �����
���� � �!������� ��������� �� ���� ���� ���� ��� ��!� ��������� �� ��������� �����#
$������!���% ��� �������+�� ��� ��!�������� � ����� ��,����� !������ ��� �������� ��
���!� � �!���������� �!���1��"% �����+� ��@����!���� ��� ���� � �!���!�������� ��
��� ����1� � !������������#

&� ������ �� !�������� ���� ��� ��+� ��+������� ��� ��+����+� ��+�����!� OJM% J3% JH% JI℄
�� ��� ��������� �� ��� ����1� � �����" �� @�����:�� �������# ;����� �� ����� ����%
��� ������ � ��� �"���! zk �� ��������� 6$�+��� �#�7 ��� ����% ��� ��+� � ��� ����� ��
����� sign(zk − ẑk), ����� ẑk �� ��� ����!���� ������ (ẑk = ŷk + dk)# �� ��� ����� ����%
�� ��� ��� � ����"% >��� ��� ��+� � ��� ������ sk = sign(zk) �� ���������# ���� ����
��� �� ��!����� �������� �� sign(zk − ẑk) �� �!������" ��,�����  ��! ���� �������� ��
sk − ŝk, ����� ŝk = sign(ẑk)� sign(zk − ẑk) �= sk − ŝk. ���� �� ��" ��� !������ ����� ��
��+����+� ������ ��� ��� �������+���� �� ���� ������� ����#

$�+��� �#�� ��� +������ ���!��� � ��� ��+�����!� ����� �� �����" ������� 6���7 ���
� ��� !������ ������ �� ��+����+� ������ 6����7#
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&� �		K% <��+ ��� ��� ��������� OK℄ ���� ��������� � !�����  �� ����!����+ ����!�����
 ��! �����" 6�� @�����:��7 ���� �� � ��������  ��!����� �" ����+ � ��������+ ��+���
6$�+��� 
#
 ���� dk �= 07# ��� ��������� � ��� @�����:�� C �� T�����!�" ����?��T
�" � ��������" ����� ��������+ ��+��� dk

� �� ����� �� $�+��� �#K# ��� �����+��� � 
��� ��+�����! �� ������� �������� ���� dk �� � ��@���� � ����������� ��� ���������"
����������� 6�#�#�#7 :����!��� �����! ��������� ���� ������������  ������ F (d)% ���� ��
� ���������  ������ ����� ������� F−1 �1���� ��� �� ����� ���������#

$�+��� �#K� Q�����:�� ���� ��������� �� OK℄� ��� ��������� � ��� @�����:�� C �� �����!�"
����?�� �" � ��������+ ��+��� dk#

��� ���� � ��� �����+��� �� ?��� �������  �� � ���� ����!����� ������� �����
�"���! �� ����!�� ���� ���" ��� ������� ����!���� �� �� ����!����# ���� ���� �������
���� �� �� ���� +�������:�� �� $����� &!����� �������� 6$&�7 !����� �� �������+����
����� ����

{

zk = θ + dk
sk = S(zk)

, 6�#
7

����� θ �� �� �� ����!����% zk �� ��� ������ � ��� �"���! ���� � ���� ����  ������ ��
���� �� ��� ����� ��+��� 6uk = 1, ∀k > 07 ��� sk �� �����"������� ������������ ����
��������� C# <��� sk = 1%

zk ≤ C ⇔ dk ≤ C − θ. 6�#�7

2���������+ �@������ ����� 6�#�7% �� �� �������� �� ������

p = E[sk] = P (sk = 1) = P (dk ≤ C − θ) = F (C − θ). 6�#K7

;" ����!��+ ������������" � F (x)%

θ = C − F−1(p). 6�#M7

���� ��	 ����� �� ��	� �� 	�	������ ���� ���
���� ��	��	
� ��	����
 �� �	 ����	�	��	
 �� ��
�

����� �� � 
���	��� ������ �� ��	 ����� �� ��	 ���	
 ��	����
! "�����#	�
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*% #0�����
 �����������	� +���	�� ��	+

�����( 	� ,�������� 	����&���	��

& p �� �� ����!����% ���� θ �� ���� �� ����!����# <� ������ �� �!������ !������ � 
p �" �����+ N !������!��� � sk�

ξN =
1

N

N
∑

k=1

sk. 6�#37

D���+ 6�#37 �� �� �!������ !������ � p ��� 6�#M7% �� �� ������

θ̂N = C − F−1(ξN). 6�#H7

&� �� ���� ����������� ���� � F (x) �� ����������" ��,���������� ��� ����:��� OJJ℄�

ξN
N→∞,w.p.1−−−−−−−→ p ⇒ θ̂N

N→∞,w.p.1−−−−−−−→ θ. 6�#I7

��� !��� ����������� �� OK℄ �� �� �1���� ���� ���� ����!����� ������! �� $&� !������

{

zk = a0uk + ... + an−1uk−n+1 + dk
sk = S(zk)

, 6�#J7

����� θ = [a0, ..., an−1]
⊤ �� �� �� ����!����% uk �� ����!�� �� �� ����������% dk �� �#�#�#

����������� ���� � ������������  ������ F (x) ��� sk �� �����"������� ������������ ����
��������� C# <��� uk �� ���������% wk = a0uk+ ...+an−1uk−n+1 �� ���� ���������# ����%

w = Φθ, 6�#L7

�����% w = [w1...wn]
⊤ ���

Φ =

⎛

⎜

⎜

⎝

u1 u2 ... un

u2 u3 ... u1

. . ... .
un u1 ... un−1

⎞

⎟

⎟

⎠

. 6�#
	7

���% �� �� �������� �� ������ n ���� ����!����� ������!� ��� ���
⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

znl = w1 + dnl, snl = S(znl), l = 0, 1, ...
znl+1 = w2 + dnl+1, snl+1 = S(znl+1), l = 0, 1, ...
.
.
.
znl+n−1 = wn + dnl+n−1, snl+n−1 = S(znl+n−1), l = 0, 1, ...

6�#

7

/� �� ��� ���� �������%  �� i = 1, 2, ...n% Nn !������!��� � sk �� ���� ����� �� ������
��� �!������ !������ � pi = F (C − wi)�

ξiN =
1

N

N
∑

l=1

snl+i. 6�#
�7

�∀t, u(t+ n) = u(t)
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��� ����!����� � wi �� ���� �������� ���

ŵi
N = C − F−1(ξiN). 6�#
K7

;" ��� 4��������2������� ������!�

wN
N→∞,w.p.1−−−−−−−→ w, 6�#
M7

����� wN = [w1
N ...w

n
N ]

⊤
#

<��� ��� ����� ��+��� uk �� ���������% Φ 6�#
	7 �� � ������� �������: !����1 ��� ��
 ��� ��������� "������

θ̂N = Φ
−1wN

N→∞,w.p.1−−−−−−−→ Φ
−1w = θ. 6�#
37

����� ���% ��� �����+��� �� +��������� �� ���� !����� ����� ��� ����������

� ��� ����� ��+��� �� ��������� ���  ��� ����#

� ��� ������������  ������ F (x) � ��������+ ��+��� �� ����� ��� ����������#

&� OJL℄% ��� ����!����" � ���� ��+�����! �� ���� ����������� �" �������+ ��� 2��!������
����� �����# $������!���% ���� ���� ��� ���� �1������ �� ��������� <����� !����� OL	℄
�� ���� �� �!!������� �"���!� OL
℄#

���� !����� ��� ��� �1�������� ��� ����������+  �� !��������������� �� ��,����� ���
!���� OL�% LK% LM% L3% LH% LI℄# ������% ��� !�>�� ��������� �� ��� ?��� � !���������
�� ���� F (x) !��� �� ����������# /�����+� �� �� ������" �������� �� +������� ���������
��������+ ��+����% ���� ��������� �������� ����� �������  ��! ����+ ���� ���� ��������
������ ��������+ ��+����% ���� ��� ���" ���" �� +������� �� ��� ����1� � !�����������
�����������# ������"% ��� ������� ����1�� ��� ����� ����!����� ����� �� �� ������ ����
��� �!������� ������������  ������ � ��� ��������� ���� ��� ���� �� �� ����� � ������
��� �� �� �� ����!���� ����+ ���� ��� �"���! ����!����� OLJ℄# ������% � ����������
 ��� ���� ����� !��� �� �!���"�� �� ���� !�����#

&� OLL℄% �� �>����: �������� ������� ����!���� ����!����� ��+�����! ����+ � �������
��+ ��+���# ���� !����� �� ����� �� ��� N�� ���!��� ������! O
		% 
	
℄ ��� �� ���
!�1�!�! ���������� 6-97 ��������# � �������� � ������ �"���! �1���� �" �� ����� ��+�
���# ��� ������ � ��� �"���! �� !������� ��� � @�����:�� ����� ��������� �� T�����!�"
����?��T# /� ��+�!��� ����� �� N�� ���!����� ������! �� ���� ���� �� ����!��� ���
$������ ����� ��! � ��� @�����:���� �����  ��! ��� @�����:�� ���� ���% ������+ ��� ���
����% �� ���!�� ��!��� �� ����!��� ��� ����� ��  ������ � ��� �"���!# .��� ���� !�����
�� � ��� ��!� ������ �� ��� �������� ��� ��� !�� ���� +������ �� ����% �� �� ��� +�
����  ������ �������#

�$�	 � �	��
 ����� �� ���
 �� �	 ���� ��% �� Φ �� ���	����	 &'℄�
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*% #0�����
 �����������	� +���	�� ��	+

�����( 	� ,�������� 	����&���	��

����� ������� �	�����  �	����	�� �	���

&� �		K% ��+������ O
	�℄ ��++����� �� ��� � ����� 4������� ����� �� �1��� ��� �������
������ �"���! ��� �� ����!��� ��� ����� ������� ������" 6'.�7 � ��� �����" ������ ��
����� �� ������ ��� !������ � ��� ����� ��  ������ � ��� ������� �"���! 6$�+��� �#

���� dk = 07#

2���������+ ��� �"���! ������% y(t) �� � ���!�� ���������" ������ ���� :��� !���%
��� �������������� � ��� ������ � ��� @�����:�� 6$�+��� �#M7% s(t) �� �������� �� 6O
	K℄%
�@#
	�I
% �#K	I7�

Rs(τ) =
2

π
arcsin

Ry(τ)

Ry(0)
, 6�#
H7

����� Ry �� ��� �������������� � ��� �"���! ������# ����% ��� �� ����!��� ��� �����
������! ������" � ��� �"���! ������  ��! ���� ��������������  ������# ��� !�+������
� ��� �"���! ����� ��  ������ �� ���� �������� �" ��� ����� � ��� ����� ������!
��������� 6'.��7 � ��� �����% Gu(f) ��� � ��� �"���! ������ Gy(f)�

|H(f)|2 = Gy(f)

Gu(f)
. 6�#
I7

$�+��� �#M� / ���+�� ��� @�����:��#

���� ��!��� !����� �� �����������  �� ������ ������ ���� ���" ��� ��� ��� ��� �!������
�������� �����+ �������� ����# &� �� �������� �� �� �!���!����� �� ��� ."���!����2���
6.�27 �������!���% �� �� �� ���� ����� ��� �������� ���� ���� ���� ������" ���������
�� ��� �"���! O
	�℄#

/������ !����� ��� ���� ��������� �� O
	M℄ ����� ��� ������� ���� � ����� ;��������
����� �� �� �1����+ ��+��� ������� � ����+ � ����� 4������� �����# ���" �������� ��
����!����� � ��� ������������� ������� uk ��� sk�

Ĉsu(p) =
1

N

N
∑

k=1

skuk−p. 6�#
J7
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&� ��� ���� ���� ����� ���� ��� �������� ������� ��� ��R����� � ��� �!����� ��������
��� ��� �������������  ������ �� ��!��� ������ �" ����+ 6 O
	M℄% �@#
K% �#3IL7# ������
 ���% �� !�" �� �����1�!���� ���� ��R���� ����" ���� � ������ �� ? �������� ��"���
�1�������# '������� ��� !�1��+ ���������� � ��� ������ �"���! ��� +��� 6�#�# ��� �!�
����� �������� ���� ��� ������ ��� @����"7% �� �� ���� �������� �� ������ " ��� �������
�"���! �" ����+ ��� ����"���� ������������ ������� ��� �������������  ������ � ���
�����" ������ ��� ������� ��� ��� �!����� �������� � ��� ������� �"���!# ���" ����
����������� ��� ���������� ���������� � 6�#
J7 �� ��� ��� � �����" ������ ��� ��������

E
(

Ĉsu(p)
)

=
1

N

N
∑

k=1

E (skuk−p) = Csu(p), 6�#
L7

var
(

Ĉsu

)

≈ 1

N
. 6�#�	7

&� �� ���� ����� �" ��!�������� ���� 6�#�	7 �� ����� �� ��� ��� � ��" ����� ��� �������
����� uk#

������"% <�+��� ��� ��� ��������� ��������� � ��� !�����  �� ������ �"���!� ����
@�����:�� ������� ����� �� -�1�!�! 9��������� ����!����� O
	3℄# ��� ������! �� ���
������� ���� ����� ������ ��� ���" ������� ��� ������ �"���! ��� ��� @�����:�� 6$�+���
�#
7% ��� ���� � ��� ��� @�����:��# ���� !���� ��� ����� ��,�����  ��! ����� ��������
����� O
	H% 
	I℄ ���� ���� �� ������� �� ��� ��1� ���������# ���" ���� ��� �1��������
-�1�!�:����� 6�-7 ��+�����! ���� � ������� ��������% �����

ZN := z1, z2, ..., zN . 6�#�
7

��� ���� �� ��� �- ��+�����! �� ���� �� ������� �" ?��� ?����+ �� ����!��� � ZN % �����

Ẑ
i

N ����+ � ����� ����� � �"���! ����!����� θ% ����� θ̂i% ��� ���� !�1�!�:��+ � @������"
������� ���

P
(

SN , Ẑ
i

N
|θ
)

, 6�#��7

���� ������ �� θ# ��� !��� ����������� � ���� ���� �� �� ������� � �������������  ��!
� ��� �- ��+�����! �� ����� �� ��!��� " ��� ���������� O
	3℄#

.�!� ����� ����� �� ���� ��!��� �� �� ����  ���� �� ��� ���������� ����� ��� �������
���� ���� ��,����� ����!������ ��� �� 4������� �����! ����� O
	J% 
	L% 

	℄ �� ��
������� ���������� �����������" 6@�����:�� ����7 O


% 

�℄#

�$�	 �	�������� ���	� ��� ��	 ��������� ���	���	�



KM
*% #0�����
 �����������	� +���	�� ��	+

�����( 	� ,�������� 	����&���	��

"�" ���������	�� �((�����	

/ ������� 9�����.@���� 69.7 �������  �� ����!����+ ��� �"���! ����!����� �� �� !����
!�:� � @������� ������� ������� ��� �������� ������� 6sk7 ��� ��� ����!���� ���� 6ŝk7#
&� ��� ��� � @�����:�� �� �����" ������������% ��� 9. �������� !�" �� ������� ���

JN
0 =

1

4N

N
∑

k=1

(sk − ŝk)
2. 6�#�K7

&� �� ���� ���� 0 ≤ JN
0 ≤ 1# -�������% ���� (sk − ŝk)

2 ����� ���" ��� ������% 	 ��� M% �� ��
��!��� �� ��� ���� JN

0 �� � !������� � 1
N

# ����% ��� ������� 9. �������� �� ��� ���������
���� ������� �� ����!�:����� ������!�% ���� ������� �� �����" ������������#

/������ ����� ���� �� ��� �������@������ � ��� !���!�:�� � ��� ������� 9. ��������
6JN

0 7% ���� ���� �� �����" ����1��# ���� �� ��" ��!� 9.������ ��������� O
	H% 
	I% 3℄
���� ���� ��������� �����+ ��� �������� "���� �� ����� �� ����� ����� ������# $�+��� �#

6dk = 07 ���������� � +������ �����  �� ���� ���� � ���������% ������� �� �� ���� ��������
�� ��� � ��������+ ��+���  �� ����� !������#

&� O
	I℄% ��� � ����� ��������� ��� ���� �������� �" <�+��� �� ����� ��� �"���!
������?����� ������!� ����� �� @�����:�� 6�����"7 ������������# &� ��� ��� � �����"
�������% �#�# ����+ ��+�  ������ �� ��� @�����:�� ���� 6$�+��� �#M7% ���� !����� �� ��
 ��!������ ����� �� � ������!�����@���� ��+�����! �� ���  ��! � �

θ̂k+1 = θ̂k − αk (ŝk − sk)
∂s̃k

∂θ̂k

, 6�#�M7

����� θ̂k �� ��� ����!���� �"���! ����!����� �� ��������� k% αk > 0 �� � ��+������� ��
�R���� �� ����� �� ������ ��� ��������" ��� �����+��� � ��� ��+�����! ��� s̃k �� �
��������� �����1�!����� � ��� @�����:�� ���� 6��+�  ������7# $�� �������% ���� ���
���1�!����� �� �� �1������� ���

s̃k =
2

π
arctan

(

ẑk
z0

)

, 6�#�37

����� z0 �� �� ��������" ������� ����� ����� �� ����� �������+� � ��� �!������� � z#
��� @������" ∂s̃k/∂θ̂k �� ��� �������� T������ +�������T � ŝk#

��� ������% ����% ������� ��� �������+ �@������� � ��� ��+�����! �� �� ���������
�������" ��,�������� �@������ 6���7 ����+ �  ��!�� ���+� � ��� ��!� ����# D���+ ���
��+�!����  ��! O

K℄% ���� �����+��� � ��� ��+�����! �� ���� �� ���� 6�������:��7 ����
�����" � ��� ��������� ���% ������� +����� �����+��� �� ������ �� +����� 9"������
��������" � ��� ��������� ���# ��� +����� �����+��� �� ��� ��!���� ����!����� ��
?����" ������  �� � ?���� �!����� �������� 6$&�7 �"���! ���� �� ��������" ��� �����
������ @�����:�� ����� ��� ����!����� ���� ��� @�����:�� ��� �� ����� ��� ��������� �����
��,�����  ��! :���% �������+  ��! O
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M% 

K℄ ����� 9>��+� !����� � ����"��� �� �1�
������ �� ��� <����� !���� ���#
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���� ������� �� ��� ��� ���" ������% ��� ���� �V��� �" ��� !���!�:����� � ������
���� 9. ������� �� ���  ��! � �

WN =
1

4N

N
∑

k=1

(sk − ŝk)
2 (ŝks̃k), 6�#�H7

����� N �� ��� ��!��� � ������������ 6��� $�+��� �#3  �� �� ������������7# &� ���� !�����%
�� �����1�!����� � ��� @�����:�� ��� ���� ��������� ���� !���� �� �������� �� ��?��
�� �����1�!��� +������� � ��� 9. ������� O
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$�+��� �#3� &����������� � f(ẑ) = 1
2
(ŝks̃k) 6������ ����7 ��� � � ��������� �����1�!�����

� ��� @�����:�� ���� s̃(ẑ) 6����� ����7 ��������  ��! <�+����� !����� ���� z0 = 0.5#

������"% ��� ����������  ��!����� � � ;��� &�����?����� -����� ����+ ;����" ���
���������� 6����� ;&-;�7 ��� ��������� �" 2������ ��� (������� O3℄# ���� !����� ������
�� �� �V��� ���+���� ����� �@����� 6<9.7 �������  �� ����!���� ����!����� ������!�
����� �� �����" ����# &� ��� ��������  ��!����� 6$�+��� �#
7% ��� ����� ����� ��+��� uk

�� ?������ �" � ����������!� ��������� ������ �"���! H �� ������ ��� 6�����7 ����� � ���
�"���! ������ yk �� ��!� k# H ��� � ?���� �!����� �������� � ���+�� L% �#�# θ = (θk)

L
k=1#

��� �"���! ������ �� ���� !������� ��� � 
���� /�2 �� ���� ���" ��� ��+� sk = sign(zk)
� ��� �"���! ������ �� ����� ����� zk = yk + bk#

&� O3℄% �� �� ����� ���� ��� ������! � ����!����� � �"���! ����!����� θ  ��! θ̂ �����
�� N �����" !������!��� �� �� ������� �" !���!�:��+ <9. ������� � ���  ��!�

JN
p =

1

4

N
∑

k=1

ẑ2pk (sk − ŝk)
2

N
∑

k=1

ẑ2pk

, p ≥ 1. 6�#�I7
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$�+��� �#H� 6�7ẑ2% 6�71
4
(s− sign(ẑ))2 ��� 67 1

4
ẑ2(s− sign(ẑ))2#

��� ���! ẑ2pk ��� �� � 6��������7 ����!���� ��������� ���+�� �� ��� �����"������� �����
(sk − ŝk)

2 �� ����� �� �!���� ��� ��� �������������� � ��� �����+���� �������@����� �����
���� 6�#�K7# ;����� ��� � ��� ���!� ����� ��� ��! ��+� �� 6�#�I7 �� � ���������  ������
� θ̂% JN

p �� ���� ���������# -�������% ẑ2pk (sk − ŝk)
2 �� ����������" ��,���������� ����

������ �� ẑk 6��� $�+��� �#H  �� �� ������������7# .��� ẑk(θ̂) �� ����������" ��,����������
����"�����% JN

p (θ̂) �� ���� ����������" ��,���������� ����"�����% �1��� �����

N
∑

k=1

ẑ2pk = 0. 6�#�J7

.��� ẑ2pk �� ��������% 6�#�J7 �� �@�������� ���

ẑk = 0, 1 ≤ k ≤ N. 6�#�L7

.��� (ŝk − sk)
2 ����� ���" ��� ������% 0 ��� 4% �� �� ���� ���� 0 ≤ JN

p ≤ 1 ����

JN
0 = 0 ⇐⇒ JN

p = 0, 6�#K	7

����� JN
0 �� ��� 6������������7 �������+���� �������@����� ��������# &� O3℄% ��� ���

���� p = 1 �� ������� �� ����� ��� ��� ���������� � ��� �����������+ <9. ��������%
JN
1 % ��� ����������� �� � ������������  ��!�����% ���� N +��� �� ��?���"# &� ���������%

�� �� ����� �����

J∞
1 (r) =

1

π

(

arccos(r)− r
√
1− r2

)

, 6�#K
7

J∞
0 (r) =

1

π
(arccos(r)) , 6�#K�7

����� r �� ��� ���������� ��R���� � z ��� ẑ 6$�+��� �#I7#
$������!���% ��� ������� ������ ���� J∞

1 (θ̂) �� ����1 �� � ���+�������� � ��� !����
!�! ��� �� �� ����� ���� ��� �������� �������� �����+�� ��"!��������" �� ��� ����!��
����!����� ��+������� � ��� !������!��� ����� �������� ��� ��+��� �� ��� ����� � ���
@�����:�� ẑ �� 4������� ��� ������ O3℄#

/�����+�% ���� �V��� !����� ��� ���� ���������  �� ����+ �� ��� !���������������
O3℄% �� ����� ��!� �������� �� ���!� � �����+� ��@����!��� ��� �!���������� �!���1�
��"# &� !���� ���� � ���+� �����+� ��@����!��� �� ������  �� ���� ������� ���� �� ��R���
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0 (r) 6������ ����7#

�� ������� �� ��� ����1� � !������������# -�������% ��� ���" !���!�:����� ��+�����!
���� �� ���� !����� ��� � ��+� �!���������� �!���1��" ��� ���� ��� �������� ��������#
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��,����� ������?����� !������ ����� �� @�����:�� �� �����" ������� ���� ���� �������
�� ��� �������� ������� ���� ������� ���������% �������+�� ��� ��������# <� �����
����� �� ��� �������+�� ��� ��!�������� � ����� !������ �� ��� ����1� � !����"���!�
�� ���� ������#

.������+  ��! ��� ?��� +���� 6������������ !������7% �� ��� �������% ������+� ���
�"�������� �� ��� @�����:���� ����� ��� �� ��� �����! ��������� �� <��+�� !������ ���
!�� ���� ����� ���� ����� �"�������� �� �� �>����:�� !�����% ��� !�>�� ���������  ��
����� ��������� �� ��� ����1� � ��� ����" �� ���� ��� �!������� ������������  ������
6� 7 � ��� ��������� !��� �� ���������� ���� !�" ���" �� ������� �" ����+ ��+��
���������� /�2�# $������!���% � !����1 ��������� ���� �� ���� �� <��+�� !����� ����
!���� ���� ������� !��� �!���1 �� ���!� � ���������# /���% ��� -�1�!�! 9������
���� ��� �-������ ��+�����!� O
	3℄ !����" ��,��  ��! ��+� �!���������� �!���1��"
������ � ����� ����+���� ���������� ������# 2��������"% ��� � ��� �������� ��������� ��
���� ����1� �� � ������������! ������+ !����� ��������� �" ��+������# ���� �����@��
�� �� �!���!����� �� ��� .�2 �������!���# ������% ��� +��������� � � ����� 4�������
����� ��@����� � ��+������������ ��+�������������+ �������� 6�/27% ����� �!���!��������
�� �� ����"# ����� ������ ��� ��������" ������ �� O
	M℄% ����� � ����� ;�������� ����� ��
���� �� �� �1����+ ��+��� 6���� ��@�����+ ���" � 
���� �/27# /�����+� ���� ������� ��
 ����" ��!��� �� �!���!��� O

3℄% �� ������ �� ��� !�1��+ ���������� � ��� ������ �"���!%
���� !�" ��� �� +��������� � ������#



KJ
*% #0�����
 �����������	� +���	�� ��	+

�����( 	� ,�������� 	����&���	��

$��! ��� ����� +���� 6�����!������ ���������7% �� ������� ���� <�+����� �������
?�� �� ��� ����1� � !����"���! ������ �� ���� ��� ��@���� � ���"��+ ��������� 6�������
��+ ��+���7% ���� �� ���" �� �!���!����� ���� � ��+������������ �/2 �� � ��� ���
����!��+ �����+ �!������ ���� �������� ��� ��� � ��� �"���! 6�� ������� �� <��+��
�� �� �>����:�� !������7# $������!���% �� �� �� ���� ��� ���" �V��� ��� ���� ������
��� ������� ����? ����� ����+�# ������% �� ���� ���" �� �� �����1�!����� � ��� @����
��:��# ����% �� �� ��� �� �1�� !����� �� ������� �� ;&-;�#

��� ������+������+  ������� � ;&-;� ��� ���� �� �����1�!����� � ��� @�����:�� ��
!���% ��� ��� ��"!������� �����+��� � ��� ��+�����! �� ��� ��!���� �"���! ����!�
����� �� ��!���� �� +���������% ���� �� ��� ������� � !������!��� �����# /�����+�%
���� !����� ����� ��!� �������� �� <�+����� !������% �� ��� ����� ���� �� �� ����� ��
��� !���!�:����� � � �������@����� ��������% �� �� !��� +������ ���� OK% LJ% 

H% LL℄ ��
��� ����� ���� �� ��@����� �� ����? ����� ����+�# ������% ���� �V��� !����� ��,���
��!� �������� �� ���!� � �����+� ��@����!���� ��� �!���������� �!���1��" �� ���
�!���!�������� ����1� � !��������� ���� ��� ����� �1�����+ ��������������� !������#

"�% ����
	���

-��� ������� �"���! ������?����� !������ ����� �� ���� �� ��� ?��� � !���������
������ � ����� �!���!�������� ������# ��� �� ����  ��% ����!����� !������ ����� ��
@�����:�� 6������" �����"7 ������� �� ���" �� �!������� ���� �� ���� ����1� ������ ���"
�� �� �����" �!���!����� ���� �������������� /�2� �� � �!��� ������ ��� ��# ����%
��!� �!������� !������ ����� �� @�����:�� �� �����" ������������ ���� ���� ������� ��
���� ������# <� �������+���� ��� �������+�� ��� ��!�������� � ����� ��������� �� ���
����1� � -�-. ����+������ ��� �!����� ���! �� ���!� � �����+� ��@����!���� ���
�!���!�������� �!���1��"#

<� �� ������ ���� ������+� ��� !������ ����+ � ��������+ ��+��� �� ��� ����� � 
��� @�����:�� !�" �� ��� �� �� ������� !��� ���� �����������% �� �� ��R��� �� ���� ����
����� !������ �� ��� ����1� � ����+����� !������������# ;����� ��� ����� !������
���" �� ���  �� ���� ��� �!������� ����������" ������������  ������ � ��� ��������+
��+��� !��� �� ���������� ���� !�" ���" �� ������� �" ����+ ��+������������ /�2�# ��
��� ������"% ��� ��������� ������+ ������� ��� ��� � � ��������+ ��+��� ��� �� ������
+������������� !������ ��� ������ �� ��������#

;���� �� ��� �������+�� ��� �������� � ����� �����@���% �� ��" �� ������� ���
!������ �� ����� �� ����1 ��!� � ����� ��!�������� �� ��� ����1� � !���������# /�
� ����@����% �� ����������� <9. �������� �� ��������� �� 2������ K ���� ������ �� ���
�������� ���������  �� ;&-;�# ������% ��� �������� �������� �� ������ �� �!���!���
���� 6�#�I7 �� ��� ����1� � !������������# $������!���% � ��� �������� ����!�����
!����� �� �������� �� 2������ M ���� �� �� ���� �� �� ���1������� ���� !�����%
��@�����+ ���" ������ !�!��" �����+� ���� � ��� �!���������� �!���1��" 6�� �������
�� �� �V��� !����� �#+# ;&-;�7 ��� �!������ �� �!���!�������� �� $'4/� �� �!���
�������� ���� �� ���� �� ."���!����2��� �����������# ��� ������� ���������� � ����
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&� ���� ������% �� ������� �� �������� � ��� ;&-;� !�����% ��������� �� ������ �%
 �� ����!���� ����!����� ����� �� �����" ����# ���� ���������� ��� ?��� ����������� � 
���� ������% �������+����" �������+# ��� ��"!������� ���������� � ��� �������� ���
������ ��� ����������� �� � ������������  ��!�����# ����� ��"!������� ������� ��� ����
����������� �" ��!�������� �� ������� ����1��#

<� �!���� ��� �������� �������� ���� ��� ��� ���������  �� ;&-;� O3℄# <� ����
���� ����� ��� ������� �� ��� ���� ��� ��!� ��"!������� �������� ������+� ���" ���
�����" �������% ����������"% �� ��� ������� � �����#

$������!���% �� ����" ��� @�����" � ��� �������� <9. ������� ���� ���" � ?�
���� ��!��� � ��!���� ��� ���������# /� ����� ����� � ��� ��!��� � ��!���� ����
��� �������"  �� ������ "��+ �"���! ���� � +���� ����" �� �����������" �������# ���
����" �� ��?��� �� ��� ����� � ���������� ��R���� ������� ��� ����!�� �"���! ���
��!����� ��� ��� ����!���� �"���! ����!�����# ���������� ������� ��� ���� �!�����
���� ��!�������� �� ����� �� ����" ��� �������" � ��� �������#
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$�� )����*��+ ��� ��������	

$�+��� K#
� ."���!  ��!�����#

9�� �� ������� � ����������!� ��������� ������ �"���! H # <� ����!� H ��� � ?����
�!����� �������� � ���+�� L% �#�# ��� �!����� �������� �� �� ����������� �" � ���!�
����� θ = (θk)

L
k=1# 9�� uk �� ��� ����� ����� ����� � ��� �"���! ����� �� ��!� k ���

yk �� ��� 6�����7 ����� � ��� �"���! ������% �� �����

yk = φ⊤
k θ, 6K#
7

����� φk = (ul)
k
l=k−L+1 �� ��� 6���!�7 ����� � ������������ �� ��!� k# 9�� dk �� ��

�������� ��������+ ��+��� ��� bk �� �������� ����� �� ��� @�����:���� �����# 9�� mx ��� σ2
x

������ ��� ?���� ��� ����������� !�!���� � ��" ��+��� x# ��� �"���! ������ �� ����
!������� ��� � 
���� /�2 �� ���� ���" ��� ��+� sk = S(zk) � ��� �"���! ������ �� �����%
�����

{

S(x) = 1, � x ≥ 0
S(x) = −1, ���������#

, 6K#�7

��� zk = yk + dk + bk#
<� ��� ���������� �� ?����+ �� ����!��� θ̂ � θ% ����� �� N ������������ � uk% sk

���% � ���� ��% dk# ��� ����!���� @��������� ��� ������� �" � ��� 6�#+# ẑk = ŷk + dk7
��� θ̂ ��� ���� ���+�� L# ����� ��������� ��� ��!!�� �� �� $�+��� K#
#

$�" ,�� (��(�	�� -.� ��������

����� ���� ��� ������� 9. ��������  ��� ��!� ������% ���� ������� �� �����" ��������
�����% ���� ������� �� ����!�:����� ������!�# &� O3℄% ��� ������� ����� ����� ������ �"
���������+ ��� !�����% ����� ;&-;� 6��� 2������ �7# ������% ���� !����� ��,���
��!� �������� �� ��� ����1� � !����"���! �!���!�������� �� !�������� �� ��� ����
������# ��� ����!�:����� ��+�����! ����  �� !���!�:��+ ��� ������� ��� � ��+� �!�
���������� ��� �!���!�������� �!���1��" ��� ��@����� � ���+� �����+� ��@����!��� ����
����� ��������������� !������# -�������% ��� �������� ������� JN

p 6�#�I7 �� ��R��� ��
�!���!��� �� .�2#

����% �� ����������� !�����  �� ;&-;� �����+ �����" !������!����% �� �� ��?�� ���
����� ���� � ������ �!���������� ��� �!���!�������� �!���1��" �!�����+ ���� 6�#�I7#
<� ������� ��� ������� �� ���  ��! � �

GN
f =

1

4N

N
∑

k=1

f(ẑk) (sk − ŝk)
2, 6K#K7
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����� f(.) �� � ����������" ��,����������  ������ ���� �����?�� f(0) = f ′(0) = 0 ���
f ′(x) > 0, ∀x ∈ ℜ+% �� ����� �� ������ ��������� ��,������������" � GN

f # &� ��� ���
���� f(x) = x2p % ��� �����������+ ������� �� ������� ���

GN
p =

1

4N

N
∑

k=1

ẑ2pk (sk − ŝk)
2, p ≥ 1 6K#M7

�� ���� ��� ���! ẑ2pk ��� �� � 6��������7 ���+�� �� ��� �����" ������ ����� (sk − ŝk)
2 ���

�!����� ��� ��� �������������� � ��� �����+���� ������� �������� 6��� $�+��� K#�  �� ��
������������7# &� ��������% �� �� ���� �����

GN
0 = 0 ⇐⇒ GN

p = 0, ∀p ≥ 1, 6K#37

�#�# ���� GN
0 ��� GN

p ��� �@�������� �� ��� ������ ��� ��� O3℄ �� ��� ����� ���� ��� ��� θ̂

���� !���!�:� GN
0 ���� !���!�:� GN

p ��� ��� ����� 6$�+��� K#�7#
&� ��� ��1� �������% ��  ��� �� ���  �������+ �������� 6 �� p = 1 �� �� �1�!���7�

GN
1 =

1

4N

N
∑

k=1

ẑ2k (sk − ŝk)
2. 6K#H7

��� ��������� ��� ���������� �� � ������������  ��!�����% ���� N +��� �� ��?���"# ����
�������� �� ���� �!����� ���� JN

1 �" ��!������� �������# $������!���% �� ����" ��!�
������"!������� ���������� � GN

p �� ����� �� �������+��� ��� ����!����� @�����" ���
��� ��!��� �R���" � ��� �������� <9. �������#
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$�+��� K#�� 2�!������� � GN
1 ��� �����+���� ������� �������� 6GN

0 7  �� N = 500 ���
θ = [1,−1]#
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$�$ /	��(���� (��(�����	 �� GN
1

&� ����� �� ��� ��! ��� ��"!����� ����"��� � GN
1 % ��� �� ������� ���� uk% dk ��� bk ���

���������" ��������# 9�� RLL
u �� ��� L×L �������� !����1 � u# .��� H �� 9�&% yk ���

zk ��� ���������" ��� �� ��� ŷk ��� ẑk# ��� �����" ��+���� sk ��� ŝk ��� ���� ���������"#
���� �� �� �� �����  ��! ���  �� ���� S(a)S(b) = S(ab) ��� ����%

E (S (x(t)) S (x(t + τ))) = E (S (x(t)x(t + τ))) = 2P (x(t)x(t + τ) ≥ 0)− 1, 6K#I7

�����% E(.) ������� ��� �1����� ����� ��� P (.) ��� ����������"# '������� x �� ���������"%
��� ��+������� ���� � 6K#I7 ������� ���" �� τ ���% ����% S(x) �� ���������"# &�  ������ ����
��!� ���W�� ������� 6�� ����� ��������+ �� 6K#H77 � ����� �������� ��� ���� ���������"#

&� �� �������� �� ��������� GN
1 �� ��� �!������ !��� � � ���������" ������# ����%

G∞
1 = lim

N→∞
GN

1 =
1

4
E
(

ẑ2k (sk − ŝk)
2) . 6K#J7

/� ����"���� �1��������  �� 6K#J7 �� ����% ����������� ���� zk ��� ẑk ��� >�����"
4������� ���� !��� :����# ����% ��� !�" ������

G∞
1 =

1

4

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

ẑ2 (S(z)− S(ẑ))2 p (ẑ, z) dẑ dz

=
1

4

(
∫ 0

−∞

∫ +∞

0

ẑ2p (ẑ, z) dẑ dz +

∫ +∞

0

∫ 0

−∞

ẑ2p (ẑ, z) dẑ dz

)

,

6K#L7

����

p (ẑ, z) =
1

2πσẑσz

√
1− r2

exp

( −1

2 (1− r2)

(

ẑ2

σ2
ẑ

+
z2

σ2
z

− 2rẑz

σẑσz

))

, 6K#
	7

����� r �� ��� ���������� ��R���� � z ��� ẑ�

r =
E (zẑ)

σzσẑ

. 6K#

7

$�� ��� ���� � ��!�����"% �� ����!� uk% dk ��� bk ��� ��� ��������������# 6K#

7 ��
���� �� �1������ �����

r(θ̂) =
σ2
d + θ⊤Ruθ̂

√

σ2
b + σ2

d + θ⊤Ruθ

√

σ2
d + θ̂⊤Ruθ̂

. 6K#
�7

��� ���������� ��� ������� ��� �����+�� ������# ��� ��������

G∞
1 =

σ2
ẑ

π

(

arccos(r)− r
√
1− r2

)

= σ2
ẑJ

∞
1 , 6K#
K7

��� 	�����	� ���� �� ��	 ��	 �� u� d ��
 b �	 )������� ���� �	�� #	�� �� ����	� � �	�� �����	��
��
����� �� u �� ������ mu = 0* ����
	
 ��	 ������ ���	��	� �� θ̂ ��
 θ �	 ����
�� ��	 ��� ����
	
���� zk ��
 ẑk �	 ���	 �� )��������
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1 M3

����� J∞
1 = 1

π

(

arccos(r)− r
√
1− r2

)

���� ��� ���� ������� �� ������ �# ���� ���� ���
��"!����� �1�������� � ��� ������� �������@����� �������� �� �� ���� �������� ���

G∞
0 = lim

N→∞
GN

0 =
1

π
(arccos(r)) . 6K#
M7

/� � ����@����% ��� ����!�� θ̂ ��  ���� �" ��,����������+ 6K#
K7# ���� "������

∂G∞
1

∂θ̂
= 0 ⇔ 2J∞

1 Ruθ̂ + σ2
ẑ

∂J∞
1

∂r

∂r

∂θ̂
= 0, 6K#
37

�����
∂J∞

1

∂r
= −2

π

√
1− r2, 6K#
H7

���

σ2
ẑ

∂r

∂θ̂
=

σẑ

σz
Ruθ − rRuθ̂. 6K#
I7

����% 6K#
37 �� �@�������� ���

arccos(r)Ruθ̂ −
√
1− r2

σẑ

σz
Ruθ = 0. 6K#
J7

& Ru ���  ��� ����% 6K#
J7 ������ ���

arccos(r)θ̂ =
√
1− r2

σẑ

σz

θ. 6K#
L7

���� ��� ����!�� θ̂ �� 6�� �����7 �������� �� θ# ��� ���� !��� ��� �� ������+������%
��������+ �� ������� � ��������+ ��+��� �� ������� �� ��� @�����:���� ����� �� ����

����� #�� �$ σ2
d �= 0

<� ������� ��� ���� r = 1 � �� ���� ���% arccos(r) =
√
1− r2 = 0 ��� 6K#
J7 �� ����?��#

&� ����� �����% ��" ����� θ̂ ��� ���� r = 1 !���!�:�� G∞
1 # ���% �� �� ���� ���� r ��

�� �@��� �� 
 � ��� ���" � �
{

σ2
b = 0

θ̂ = θ
6K#�	7

���� ���  �������+ �������" �����#

5������� �, '������� Ru ���  ��� ����% ��� !���!�! � G∞
1 �� ������  �� θ̂ = θ � 

σ2
d �= 0 ��� σ2

b = 0#

2������� ��� ���� σ2
b �= 0 ���% �� � ����@����% ���� r �= 1# 6K#
L7 �� �� ��������� ���

θ̂ =

√
1− r2

arccos(r)

σẑ

σz
θ. 6K#�
7
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9��

λ =

√
1− r2

arccos(r)

σẑ

σz
= g(r)

σẑ

σz
. 6K#��7

�����+ ��� �@���� � 6K#��7 ��� !������"��+ �" σ2
z "������

λ2
(

σ2
b + σ2

d + θ⊤Ruθ
)

= g(r)2
(

σ2
d + λ2θ⊤Ruθ

)

⇔ λ2
(

σ2
b + σ2

d +
(

1− g(r)2
)

θ⊤Ruθ
)

= g(r)2σ2
d

6K#�K7

��� ����� ����

λ =
g(r)σd

√

σ2
b + σ2

d + (1− g(r)2) θ⊤Ruθ

. 6K#�M7

<� ���� ���� 0 ≤ g(r) < 1% ∀r < 1 ��� ���� σb �= 0# $��! 6K#�M7% �� �� �����+�� ������
�����

0 < λ < 1. 6K#�37

����% �� ��� ������� � !������!��� ����� �� ��� @�����:���� �����% ��� ����� ������
� ��������� ����!����� � ��� ��!���� ����!����� θ ���� ���� �� ��?���� ��!��� � 
��!����#

5������� !, '������� Ru ���  ��� ����% ��� !���!�! � G∞
1 �� ������  �� θ̂ = λθ%

λ < 1 � σ2
d �= 0 ��� σ2

b �= 0#

����� #�� �$ σ2
d = 0

&� ��� ��!���� ��� ���� σ2
d = 0% �� �� ��!��� �� ���� ���  �������+ �����������

5������� ', '������� Ru ���  ��� ����% ��� !���!�! � G∞
1 �� ������  ���

� θ̂ = λθ% ∀λ ≥ 0% � σ2
d = 0 ��� σ2

b = 0#

� θ̂ = 0% � σ2
d = 0 ��� σ2

b �= 0#

/� ����� �� ��� ����� ��� ����� ����������% ��� �������� !����� ������� �� � �"���!���
����� �� ��� !��� �������� ��� (σb �= 0) �� ������� �� ;&-;�# ����% �� ��� ��1� ������%
��!������� �������  �� ��� �������� !����� ��� �!����� ���� ��� ������� ��������  ��!
;&-;� ����� ��,����� ��������# <� ���� ������ ��� ����!���� ����� � λ �� ��� �������
���� 6�� ��� � �� �� ���� �� 
 �� ���7#

$�% ���
������ ��	
��	

&� ���� ������% �� �!���� ��� ������� �������� ���� ��� <9. �������% GN
1 ��� JN

1 # $��
��� ���� � ��!�����"% �� ����� θ = [1 1] 6�#�# L = 27# ��� ��+���� uk% dk ��� bk ����
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$�+��� K#K� λ̃ ��# σb ���� uk% dk ��� bk ��� 4������� ��� ������#

4������� ������������� ���� :��� !���� σu �� ��� �@��� �� 
% ������� σd ��� σb !�" ���"#
&� ����� �� ����� " ��� ��"!����� ���������% ��� !��� �!���� N >> L O3℄# $�� ���
�1����!���% θ̂ �� ����!���� ���� GN

1 ��� JN
1 ������ �� � ;$4. @����������� !�����

O

I℄% �!���!����� �" ��� ������  ������ � -�����# ��� �1����!��� �� �������� �
���+� ��!��� � ��!��% �� ����� �� ����!��� λ̃% ��� �1����� ����� � λ%  �� ��,����� ������
� σd ��� σb # -��� �������"%  �� +���� σd ��� σb% λ̃ �� ��?��� ���

λ̃ =
1

P

P
∑

p=1

‖θ̂p‖
‖θ‖ , 6K#�H7

����� θ̂p = argmin
(

GN
1

)

�� argmin
(

JN
1

)

% ��������+ �� ���� �������� �� ������ ��� P

�� ��� ��!��� � �1����!����# P �� ����� �� ���� ��� �������� ��������� � λ̃ �� �!���#
���� ���� ��� ��+�� ������� θ̂p ��� θ !��� �� �!���  �� 6K#�H7 �� +��� � !�����+ �� �����
!����� � λ# .��� N >> L% ���� ������ ������ �� ��� ���� �� � !������ � ���������%
��� �� ���� " ���� ��� ���������� ��R���� ������� θ̂p ��� θ �� ���" ���� �� 
%  �� ���
�1����!����#

��� ������� ��� ����� �� $�+��� K#K# ��� ����� � λ ����!���� ���� JN
1 �� ����"� ���"

���� �� 
% ��+������� � ��� ����� � σd ��� σb� ���� ����� ���� �� �� �������� �� �������"
����!��� ��� �"���! ����!����� ��+������� � ��� ����� � ����� �� ��� @�����:�� �����%
���� JN

1 �� ������� �� ��� ��������#
2��������"% ���� GN

1 �� ����% λ �� �@��� �� 
 ���" ���� σb = 0# <��� σb ��������% ���
����!���� ����� � λ ��������% ���� ����������� '������" � � ���� ��������# ���� �����
���� ���� �������� �� ��� ��������  �� ����!���� ����!����� �� � ����" ����1�# -�������%
λ �� ��� ���" �  ������ � σb ��� ���� � σd � �� �� �� �1�����% ��� ���+�� σd �� ����
������ �� σb% ��� ����� λ �� �� 
#

.������ ����� �������� �� �� ������ �� ���� ��� ���������� �� ��� ������������� � 



MJ -% �� 	������ �� +���	�

$�+��� K#M� λ̃ ��# σb ���� uk ��� bk ��� 4������� ��� ������% ������� dk �� ��� ��! ��
;��������#

uk% dk ��� bk ��� !��� ���� �����# &� $�+��� K#M% uk ��� bk ��� 4������� ��� ������%
������� dk �� ��� ��! �� ;��������# ���� ���� ����� ����% ���� σb ��������% λ ���!��
���+�� ���� 
 ���� JN

1 �� ����# &� $�+��� K#3 6�� �7% dk ��� bk ��� 4������� ��� ������%
������� uk �� 4������� ���� ���:��� !���� ��!�������� ���� ���� λ ���!�� �!����� ����

 ���� JN

1 �� ����# $�����"% �� $�+��� K#3 6��+��7% uk ��� dk ��� 4������� ��� ������%
������� bk �� 4������� ���� ���:��� !���# ������% ���� ���� ��� ���! �� ���� ��"
��=���� �� λ% ���� ���"� ���" ���� �� 
 ���� JN

1 �� ����# &� ����� ���� ����� ��������%
��� @���������� �������� � λ ���� GN

1 �� ���� ���� ��� ��,�� !��  ��! ��� ��� ����
��� ��+���� ��� 4������� ��� ������# ��� �� ���� ����� ���� ��� ���� �� ����"� ���+��
���� GN

1 �� ����#
����� ��!�������� ���� �� ���� ���� ��� �"�������� !���  �� ��������+ '���������


�K  �� ��� �������� �������� !�" ��!���� �� ����1�� ���� σb = 0 � GN
1 ��� JN

1 +���
�@����" +��� ������� ��+������� � ��� ������������ � dk �� � ��� !��� ����� � uk �� bk#
<��� σb �= 0% GN

1 ��� JN
1  ��� �� ������" ����!����+ ‖θ‖ ���� dk �� ;�������� �� ��� ��!#

���� �� ���� ��� ��� ���� uk ��� ���:��� !���# ���� +��� �� ���� ����% � σb �= 0% ���
���" �"�������� ���� !�" �� ����1�� ������ ��� !������!��� ����� bk# ��� ��!�������
������� �������+ ��� ��������" � ��� ��� ������� ��� ��!!���:�� �� ����� K#
#



-%/% #���+���	� ,�����( 	� ��� )�	)	��� +���	� ML

$�+��� K#3� λ̃ ��# σb� ���� dk ��� bk ��� ������ 4������� ��� uk �� 4������� ���� ���:���
!��� 6�� �7% ���� uk ��� dk ��� ������ 4������� ��� bk �� 4������� ���� ���:��� !���
6��+��7#

����� K#
� 2�!������� � ��� ��������" � ��� ��� ������� ����� ��,����� ��������#
(∞
1 4∞

1

σ2
b = 0 σ2

b �= 0 σ2
b = 0 σ2

b �= 0
uk, dk, bk 4������� �������
���� σd �= 0

2��������� 2��������� 2��������� ��� ���������

uk, dk 4������� �������% bk
4������� ��� �������

2��������� 2��������� 2��������� ��� ���������

uk, bk 4������� �������% dk
��� ��! �� ;��������

2��������� ��� 2��������� 2��������� ��� ���������

$�' �	�������� #
����� �� ��� (��(�	�� ������

��� �� ���  �� ���� ��� +��� �� �� ������� � !����� ���� �� �� ���� ������� �� ���
����1� � !����"���!% �� �� ����������+ �� ����!��� ��� ��!��� � �������" ��!���� 6�#�#
!�!��" ��@����!����7 �� ������ � ��������� ����!����� @�����"# /� � ����@����% �� ��
�������� �� !��� � �!���!��� ������� �����+� ��@����!���� ��� ��� ����!����� @�����"#

&� ��� �������� �������% �� ������ ���� ��� ������! � ����!���� ����!�����  ��!
�����" !������!��� �� ��� ������ ��� �������!��� �� �� ������� �" !���!�:��+ <9.
������� � ���  ��!�

GN
p

(

θ̂
)

=
1

4N

N
∑

k=1

ẑ2pk (sk − ŝk)
2, p ≥ 1. 6K#�I7
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<� ������" ����������� ��� ���������� � GN
1 ��� �� ����!���� ��������" ����� � �����

��������  ��!�����% ���� N +��� �� ��?���"# ��� �@�������� ������� GN
0 ��� GN

P ���
���� ���� ����� �� .����� K#�# ;���� �� ���� �@�������� ������� ��� ��� ������� 6K#37%
�� ����" �� ���� ������ ��!� ������"!������� ���������� � GN

0 ��� ��� ��� ���" ����"
�� GN

p �� ����� �� �������+��� ��� ����!����� @�����" � ��� �������� ������� ����� ��
��� ��!��� � �������" ��!���� �� ������ " ��� �"���!# &� ������ �� !�������� ����% ��
OK% LJ% L	℄% ��� ������� ���� ��� 2��!������ ����� 62�;7 �� �����!��� ��� �R���"
��� @�����" � ����� ����!����� !������# ������% ��� 2�; �� ��R��� �� ��������� �� ���
�������� �������% ������ ����� �1���� �� ����"���� �1�������� � ��� ����!�� ����!��
���� �� ���� �����@��# ����� ���% �� ��?�� ������� �������� �� ����":� ��� @�����" ���
��� ��!��� � ���� !����� ����� �� ����!����� ����" ��� ��� ��!��� � �������"
��!���� �� ������ " ��� �"���! �� ��� ������ ��� ���#

��%�� #����&���� ��  '�	�� ���(�� �� ��)���

&� ����� �� �������+��� ��� @�����" � ��� <9. ������� ��������� �� �������� �������%
��� �������� ������� ����" 6�� ��� ����� � ���������� ��R���� ������� z ��� ẑ7 ���
��� ��!��� � �������" ��!���� N  �� ������ "��+ � �"���! �� ?+���� ���#

��� ������� � ���� ������ �� �� �����!��� ��� !��" ��!���� N ��� �������" ��
����!��� � +���� �"���! ���� ���+�� L �" � +���� T����"T# �� ������ ��� @�����" � 
��� ����!�����% � ��R���� �������� �� �����

∀θ̂, GN
p

(

θ̂
)

≈ G∞
p

(

θ̂
)

. 6K#�J7

��% �� ����� �����% � ��R���� �������� �� ���� �� ��� T����T �� ��� ��!����+ ��� �����

N +��� �� ��?���" (N −→ ∞)# ��+�����+ GN
p

(

θ̂
)

���� � ?1�� θ̂ �� � �����! ��������

6��� ����� � ���� ���+��  ��! ��� �1����!��� �� ��� �����7% ��� �� ������� ���� ���
��!��� � �������" ��!���� N �� ���+� ����+� �����

var
(

GN
p

(

θ̂
))

E
(

GN
p

(

θ̂
))2 < 1. 6K#�L7

<� ���� ��� ���� ���� �� ������ � ����� ����" �1��������  �� ��" � ����� @���������
�1��� �� ��� ��� p = 0# ������% ������ � ��� T�@��������T ������� GN

p ��� GN
0

6K#37% ���������" +��� ������� �� �� �1����� � GN
0 �� ���� ������� � GN

p �� 6K#�L7#
����� ���%  ��! 6K#37 ��� 6K#�L7% �� �� ������� ���� N �� ���+� ����+� �����

var
(

GN
0

(

θ̂
))

E
(

GN
0

(

θ̂
))2 < 1. 6K#K	7

/� �� �� ����������� �� $�+��� K#H% ���� � �� �!���% ��� ����������" ���� GN
0 = 0  �� θ̂ �= θ

�� ��� :���# &�������+ N ������ ��� ������� � GN
0 ���� ������ ��� !������!����+
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$�+��� K#H� ����+��! � G∞
0 % G2500

0 ��� G250
0  �� θ = [1,−1] ��� θ̂ = [1.1,−1]#

����������" � θ#
.��� 1/4 (sk − ŝk)

2 ����� ���" ��� ������ 60 �� 17% �� �� �� ��������� �� � ;��������
�����! �������� ���� ����!���� q# ��� ����� � q �� �@��� ���

q = E

(

1

4

(

ŝk

(

θ̂
)

− sk

)2
)

= E

(

1

2
− 1

2
ŝksl

)

=
1

2
− 1

2
cov (ŝk, sk) .

6K#K
7

$��! O

J℄% 6K#K
7 ������ ���

q =
1

2

(

1− 2

π
arcsin (cov (ẑk, zk))

)

=
1

π
arccos(r) = G∞

0 (r). 6K#K�7

����%

E
(

GN
0

(

θ̂
))

=
1

N

N
∑

k=1

E

(

1

4

(

ŝk

(

θ̂
)

− sk

)2
)

= G∞
0 (r). 6K#KK7

��� ��!������ � 6K#K	7 �� ���� +���� �"�

var
(

GN
0

(

θ̂
))

=
1

N2
var

⎛

⎜

⎝

N
∑

k=1

(

ŝk

(

θ̂
)

− sk

)2

4

⎞

⎟

⎠

=
1

N2
var

(

N
∑

k=1

∆(k)

)

.

6K#KM7
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�1������+ ��� ��+������� ���� � 6K#KM7 ����� ���

var
(

GN
0

(

θ̂
))

=
1

N2

N
∑

k=1

var (∆(k)) +
1

N2

N
∑

k=1

N
∑

l=1,l �=k

cov (∆(k),∆(l)) . 6K#K37

;����� � ��� �����������" �"��������% ���� �� ��  ������ ����� ��!�� �����

var
(

GN
0

(

θ̂
))

=
1

N2
(Nvar (∆(t))) +

2

N2

N−1
∑

k=1

(N − k) cov (∆ (t) ,∆(t+ k)) . 6K#KH7

��� ����� ���! �� ��� ��+������� ���� �� ����� �� ��� ������

N−1
∑

k=1

(N − k)cov (∆(t),∆(t + k)) =

L
∑

k=1

(N − k)cov (∆(t),∆(t + k))+

N−1
∑

k=L+1

(N − k)cov (∆(t),∆(t + k)) .

6K#KI7

.��� H ��� ���+�� L ��� ��� ����� ��+��� u �� �����% ��� ����� ���! � ��� ��+�������
���� � 6K#KI7 �@���� 	# ��� 2���"�.�����: ���@�����" �� ���� ���� �� "�����

L
∑

k=1

(N − k)cov (∆(t),∆(t + k)) ≤
L
∑

k=1

(N − k)var (∆(t)) = L

(

N − L+ 1

2

)

var (∆(t)) .

6K#KJ7
���� �� �� ��>���� ���� 6K#KH7�

var
(

GN
0

(

θ̂
))

≤ N(2L+ 1)− L(L+ 1)

N2
var (∆(t)) . 6K#KL7

��� var (∆(t)) �� �� ����� �����

var (∆(t)) = var

(

1

4

(

ŝk

(

θ̂
)

− sk

)2
)

. 6K#M	7

/� 1/4
(

ŝk

(

θ̂
)

− sk

)2

�� � ;�������� �����! �������� ���� ����!���� q = G∞
0 (r)% ����%

�� �������
var(∆(t)) = G∞

0 (r)−G∞
0

2(r). 6K#M
7

/� � ����@����% 6K#M
7 �� �� ��>���� ���� 6K#KL7�

var
(

GN
0

(

θ̂
))

≤ N(2L+ 1)− L(L+ 1)

N2
×G∞

0 (r) (1−G∞
0 (r)) . 6K#M�7

<��� N �� ���+� ���� ������ �� L% 6K#M�7 ������ ���

var
(

GN
0

(

θ̂
))

≤ 2L+ 1

N
G∞

0 (r) (1−G∞
0 (r)) . 6K#MK7



-%/% #���+���	� ,�����( 	� ��� )�	)	��� +���	� 3K

����% � ��R���� ��������  �� 6K#K	7 �� ���� �� 6�� ��� ��!�� � ���+� N7�

N

2L+ 1
>

1

G∞
0 (r)

− 1. 6K#MM7

<��� r �� ���� �� 
% ����!��+ N
2L+1

>> 1% � ��"��� ������ �1������� �� �� ������� ��
6K#MM7% ���� "������

e = 1− r ≈ π2

2

(

2L+ 1

N

)2

, 6K#M37

����� e = 1−r �� ��� ����� �� ��� ���������� ��R����% �#�# ��� ����" � ��� !�����#
.������%  �� �1�!���% ���� �� ���� �� !��� ���� ���� ��� ����� �� ��� ����������

��R���� ������� ��� ��!���� ��� ����!���� �"���! ����!����� �� ����� 0.01# 9�����+
e = 0.01 �� 6K#M37 "������

N ≈ 10π√
2
(2L+ 1) ≈ 22(2L+ 1). 6K#MH7

2������+ N ������+ �� 6K#MH7 ���� ������� ���� θ̂% ��� ����!���� ����� ��������+  ��!
��� ����!�:�����% �� T����T �� θ �� ��� ����� ���� ����� ���������� ��R���� 6+���� �"
6K#
�77 �� ����� r = 0.99# .�!������� ������� ��� ����� �� ��� ��1� ��������� �� ��?�!
��� ���������� �������#

��%�� *�	��	�� �� ��� �������	� ������� (� �	����	��

&� ���� ���������% ��� �������" � ��� ������� ����������� �� ������ 6K#3#
7 �� ��� �� ���
����# $��� �!����� ��������� � ���+��� �% M% J ��� 
H ��� ����":��� ���" ������ � 
����������� � ��� ��@���� O
%�
℄ 6���������" �������� �� �!!������ �� -�-. ������7#
/ ��@���� � N ��!���� � � ����� 4������� ����� ���� :��� !��� ��� ���� ������� ��
������� �� ��� �"���! �����# / ��������+ ��+��� 6� ��� ��!� ������ �� ��� ����� ��+���7
�� ������� �� ��� ����� � ��� �!�������# / ����!���� ����� �� ����!���� ������ ��
��� +������� ��+�����! �������� �� O3℄ ��� ��� ���������� ��R���� ���� ��� ��!����
����!���� ����� �� �������� ��� ������# ��� ��+�����! �� ������� ���� GN

1 = 0% ����
�� ����"� ��������� �� ��� ������ ��� ���# ���� �1����!��� �� �������� � ���+� ��!���
� ��!�� 6�"�����" 1047 �� ����� �� �������" �����!��� ��� �����+� ����� � r  �� � +����
��!��� � ��!���� ��� ����% ��� ����" � ��� !����� (e = 1− r)#

$�+��� K#I ����������� ��� ����" � ��� ����!����� e ������ N/ (2L+ 1) ��������  ��
σd = 0# ����� ��!������� �������  �� ��,����� ���+��� � �!����� �������� L ��� ��������
 ��! GN

1 # ���� ���� ��� ��!� ��!������� ������� �� �� ���� �������� ���� GN
p % p ≥ 0

������ � 6K#37# ��� ��!�������� �+��� ������ ���� ���� ��� ���������� ������� �������� ��
��� �������� ������# &� ��?�!� ���� e �� ��������" ������������ �� (N/2L+ 1)2# ������%
�� ������ �� ����� ���� ��� �1����!����� ����� � ��� ����" �� ��� ���" �  ������ � 
N/(2L+ 1) ��� ���� � L 6$�+��� K#I7% �#�# ��� ����� ������� ���

e = 1− r = K(L)

(

2L+ 1

N

)2

, 6K#MI7
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Theory (Eq. 3.45)
L = 2
L = 4
L = 8
L = 16

$�+��� K#I� '��� 1−r ��# N
2L+1

 �� ��,����� ������ � L ��������  ��! GN
1 ��� �!�������

���� ��� ���������� ��������� �������  ��! 6K#M37#

����� K(L) �� �  ���� ���� ������� �� ��� ?���� ���� ������ �� ������?�� ��� ��� �!�����
�������� ���+��# &� ��� ������� ���% ��� ��!��� � �������" ��!����  �� ������+ �
+���� ����" �� ��������!���� �" 6K#M37# ���� �� � ����@���� � ����+ ��� 2���"�
.�����: ���@�����"  �� +���+  ��! 6K#KI7 �� 6K#KL7#

<��� σd �= 0% ��� ��!� ������� �� �� $�+��� K#I ��� ��������# ������% ��� !��� ����
�� !��� ���� �� ���� ���% r ���������� ��� ���������� ������� z ��� ẑ% ��� θ ��� θ̂# ����%

��������+ σd �� ���+� ���� ������ �� θTθ ��� θ̂
T
θ̂% r 6K#
�7 �� �� ���� �� 
 ��+������� � 

������� θ̂ �� ������" T����T �� θ# 2����@�����"% �� �� ���� ����������+ �� ���� ��� �����
� ��� ��+�� !��� �" θ̂ ��� θ�

c =
θT θ̂

√
θTθ

√

θ̂
T
θ̂

, 6K#MJ7

������ σd �!����� ���� r ������ σd 6$�+��� K#J��7# ����� ������� ���� ���� �� σd ���
������% ���� ��� ��+�� !��� �" θ̂ ��� θ ���!�� �!�����# �� ��� ����� ����% ��� ���+� ��
��� �!��� ������ �� �����!����� �� ��� @�����" � ��� ������?����� �� �� �� ����� �� $�+���
K#J#
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$�+��� K#J� 6�7 2���������� ��R���� ����� 61−r ��� 1−c7 �� σd% 6�7 �������� �!�������

�����

(

1− ‖θ̂‖
‖θ‖

)

�� σd  �� L = 2 ��� N
2L+1

= 20#

$�0 ����
	���

&� ���� ������% �� ��������� <9. �������  �� ����!���� ����!����� ������!� ����� ��
�����" ������������� ���� !����� �� �� ����������� �� ��� ��� ��������� �� O3℄# ����� ���
��������� �� �� ����+����� �� � +���� !����"���! �� � ��� ����� ��+�����! �� ����!���
��� !����"���! ����!����� �� ����� �� �!������� ��� ��������� �������� ���������� ��
 ��������� �����������# &� ��� ������ ��� ���% ��� �������� �������� GN

1 �� �� �R����
�� JN

1 O3℄  �� ����!����+ ��� ����!�� �"���! ����!�����# &� �� �� ���� �!���!����� ��
.�2 �������!��� !��� �����" ���� ��� �!����� !�����# ������% �� ��� ������� � 
�����% ����+ GN

1  �� �����!����+ ��� �"���! ����!����� ����� �� �� ���������!����� � 
��� ����!�����#

��� @�����" � ��� ����!����� ��� ���� ���� �������+���� ����� �� ��� ��!��� � ��!�
���� ���� ��� �������"  �� ������ "��+ �"���! ���� � +���� ����"# ����% ��� �� !���
� +��� �!���!��� ������� ��� ����!����� ����" ��� ��� ��!��� � �������" ��!����
6�#�# �����+� ��@����!����7 �� ����� �� ����� ��� ��� ��� �!���1��" � �!���!��������
�� ��� ?��� � !����"���!�#

/� !�������� �� ���% �!���1��" � ����!�:����� ��+�����! ��� � ��� �������� �����
��� ��� ��� ������  ��� ;&-;� �� ��� ����1� � !���������# <� ��������" ������ ���
����� ������! �" ���������+ � �������� ���� �� ������ �� �!���!��� �� ���� ����1� 6�#�#
���� ��� ��� ��������� ��!�7# ������% ���� �V��� ��+�����! ����� ��,��� ��!� ������ ��
���!� � �����+� ��@����!����# -�������% ��� �������� ������� ����� �������" ����!���
��� �"���! ����!����� �� ��� ������� � !������!��� �����# /� � ����@����% ��� +���
�� �� ������� �� ������ !�����  �� ������� ����������� ���� � ��� �!���1��" ��� �!���
�����+� ��@����!���� �� ���� �� �� �� �����" �!���!����� �� .�2# ���� ������ �������%
������ �� ��� �V��� ������� 6K#M7% �� ��������� �� ��� ��1� ������#
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3I

������� *

�� +���	 �	����$����� �����	 ���

,����! ���������� -���,�.

/� ������ ������� �� ����!���� ����!����� ������!� ����� �� �����" ������������ ��
��������� �� ���� ������# ���� �������� ������?����� !����� ���� ���������+� ��@�����
!���� ��� �!���������� �!���1��" ������ �� � ������!��� �@����� ������� ���� !����
�� �������� �� ����!��� ��� ��R����� � � ?������!����� �������� �"���! ������+ ���"
��� �"���! ����� ��� ��� ��+� � ��� �"���! ������# <������ ��� ��� � ��������+ ��+���%
��� �!����� �������� �� �� ������?�� �� �� � �������� !������������ �������# ������%
����+ � ��������+ ��+��� �� ������ " ��� +��� � ��� �!����� �������� �� ��������� �� ���
��1� ������  �� � ������� ����������#

&� ���� ������% �� ����� ��� �����+��� � ���� !����� �������� ���� ��� ����� ��+�
��� �����?�� � �����+ !�1��+ �������"# .�!� ��!������� ������� ��� ���� +���� �� ����� ��
���������� ��� ���������� � ���� !����� ����� ������� ��������# ��� ���� � ��� ��+�������
��R���� �� ���� �������+���� ������ �� ��!������ ����# ��� �������� !����� �� �!�
����� ���� <�+����� ������� O
	I℄� �� �� ����� ���� ��� �������� !����� �� �!��������
���� ��� ����� ��� �� ���!� � ����!����� @�����" ��� � ��������� �!���1��"#
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.% �� 3����� �����������	� ����	� ����


�����( !����&���	�� 4����!5

$�+��� M#
� ;��� ���+��! � ��� �"���! !����# .�+��� yk �� ��� ���������  �� !������!���#

%�� )����*��+ ��� ��������	

��� ����� ����� ��+��� uk �� ?������ �" � ����������!� ��������� ������ �"���! H(z−1)
�� ������ ��� �"���! ������ yk �� ��!� k 6$�+��� M#
7# H ��� �� �!����� �������� � 
���+�� L% �#�# �� �� �� ����������� �" � ���!� ����� θ = (θk)

L
k=1#

9�� θ̂k �� ��� ����!���� ����� � ����!����� 6� ���+�� L7 �� ��!� k ��� θ̂1 �� ���
������� ����!���# 9�� ����% bk �� �� �������� ����� �� ��� �"���! ������# ��� ������ ���
��� ����!���� ������ �� �� �1������� ���

{

yk = θ⊤φk + bk

ŷk = θ̂
⊤

k φk

, 6M#
7

����� φk = [uk, uk−1, ..., uk−L+1]
⊤ �� ��� ����� � ������ �� ��!� k# ��� �"���! ������

���� +��� �����+� � 
���� /�2 �� ���� ���" ��� ��+� sk = S(yk) � ��� �"���! ������ ��
�����% �����

{

sk = 1, � yk ≥ 0
sk = −1, ���������#

6M#�7

/� !�������� �� 2������ K 6.����� K#H7% ��� �������� �V��� ������?����� !�����
����� ��,��� ��!� �������� �� ���!� � �����+� ��@����!���� ��� ��+�����! �!���1��" ��
��� ����1� � !�������� �!���!�������� 6��� �� ��� ����� �1�����+ ���������������
���������7# ����% �� �� ����������+ �� ������� �� ������ ����!����� !����� �� ����� �����
������  ��� �� ��� �V��� ������?����� ���������#

/� � ����@����% ��� +��� �� �� ������� � �������� ����!����� !����� �� ����!���
θ ����� �� N ������������ � ��� �����" ������ sk ������+ uk# ���� ���� ������ � 
��� ������ � ������ ��+��� �� ��� �!������� �����% �� �� ���" �������� �� ������ " θ ��
�� � �������� !������������ �������# ������% �� �� �������� �� ��� � ��������+ ��+��� ��
������� ����������� �� ����� �� ������ " ��� +��� � ��� �!����� ��������# ���� ���>��
�� �������� �� 2������ 3# <������ ���� � +��������"% �� ���� ������� ‖θ‖ = 1 �� ���
���� � ���� ������#
&� ��!!��"% �� ��� +���+ �� ����!��� ��� ��R����� θ � � $&� ?���� 6� ���+�� L7 ���
���� ‖θ‖ = 1 ����+

� ��� �����" ������������ sk � ��� ��+� � ��� ?���� ������#

� ��� ������ uk � ��� ?���� 6��� ���������" �����"7#



.%$% ���+�'	�6 ��� �	����	�� 3L

<� ����!� ���  �������+ ����� �� ��!����� �� ��� �"���!# ������% �� ���� �� ��� ��1�
������ ���� ����� ����!������ �� ��� ���� �� �� �����+����" ����?��  �� !��� ��������
����������� �� ����� �� ������ �� ����������� ��� ��!��� � ��� �������� !�����#

���������� � v1 = θ̂
⊤

1 θ ≥ 0.

	����3 � !� �� �
���� ����#� �� 7����/ 
��������� '8 .�� �9
��#�� 
 ������7� ����
��
��)�
# �� ��� 
� �����8 !� ��� ��)� �� ��� ������ �� ������7�� �� ��
�� ��
� ��� ��)� Sg ��
��� ��
�� )
�� �� ������7� (Sg = 1)� �����:��� Sg = −18 �������)

θ̂1 =
Sg

L
× [1, 1, ..., 1]⊤ 6M#K7

���� ������� ��
� 
��������� ' �� 7���0�8

���������� ! φk �� 
 �
��� ������ ��� ��
�

� ��� ����
��#��/ �����/ ������� $��( �� φk

‖φ
k
‖
�� �������� �� ��� ���� ������8

� φk 7���0�� ��� α���9��) �������� ;''2� '%&� '%'℄8

	����3 ! ��� 0��� ������� �� 
��������� % ������� ��
� φk �
/ �� �� 
�/ 
�)�#
�
����� �� RL 
� ��� ���� ������� )�
�
����� ��
� φk 
� φk+l 
� �� ������� 
�
��������� ��� #
�)� ����)� l8 �� ����� ��)�
# 7����/��) 
��������� % �� 
 ��=���� ��
�8�88 �
��� 7
��
�#�� :��� 
 ��������� �� :���� ������� ���
��� 
� �����7
# �� ���
���� [−a, a]� a > 0 $�8)8 ������� 
� �������( ;''%℄8

&� ���  �������+ ������% ��� ������� �� ��������� ��� �� ����" ��� �����+��� � 
��@����� θ̂k �� θ ����� �� �� 9-. �����!��� � ��� �V��� !����� ��������� �� ���
�������� ������# ��� ���� � ��� �����+��� �� ?��� ����������� �� ��� ������ ��� ����

���������� ' bk = 0,

���� ��� �����+��� � ��� ��+�����! �� ��� !��� �������� ��� ���� bk �= 0 �� ����� �"
-���� 2���� ��!��������#

�$�	 α ������ ��
����� �� ����
�	
 �� +��	������ �� �
	 �� ���	 ��	 	���� ����� ��	�	� ��
�	�%�� 
	�	�
	�� ��
�� ������	��

��� �� ���	 �����	 �� �	�	��	 ������� �		���� ���� ��
����� ���� �� � �	"�	�	 �� ����
� ������ ��

	��		
 ��
�� ������	�!� �� ����	� ���� ����� ������ �� �	�	��	
 ���� � ������� ���	� �		
��%
����� 	����	� ��	 ����	�	������� �� ���� �� ����� �����������
�



H	
.% �� 3����� �����������	� ����	� ����


�����( !����&���	�� 4����!5

$�+��� M#�� ;��� ���+��! � 9&-;�# / ����!���� !���� � ��� ���� �"���! �� ����� ��
�� �� !�1�!�:� ��� ��!������" ������� θ ��� θ̂k#

%�" 1�����&����� ��������� ��� ��	 ���������

����� ��	 ))��� �� ��� )��(���

&� ������� �V��� ������?����� !������ 6�#�# ���� ��� ������ � ��� �"���! �� ���
@�����:�� O
% �℄7% ��� @������� ����� �� ��?��� ��

∑

k(yk − ŷk)
2# ����% ��� �������������

����!����� ����� �� Ẽk = yk − ŷk# /� � ����@����% ���  �������+ ��+�����! �� ���� �� ���
������� 9-. ������� O
��% 
�K℄�

θ̂k+1 = θ̂k − αk
∂Ẽ2

k

∂θ̂
, 6M#M7

����� αk > 0 !��� ���� " ��!� ��������� �� +�������� ��� ��������" ��� �����+���
� ��� ��+�����!# ������% �� ���  ��!����� � �"���! ������?����� ����� �� �����"
������������% �� ���" ���� ���� �� sk ��� ��� �����+���� ������������� �����%

Ẽk = (sk − ŝk) , 6M#37

�� ��� ��,���������� ���� ������ �� θ̂k#
&� ��� �������� ������% �� ������ ����% +���� N ������������% ��� �V��� ������?�����

� θ ����� �� �����" ������� �� �� ������� �" !���!�:��+ � @������� ����� � ���  ��!�

E2 =
1

4

N
∑

k=1

ŷ2k (sk − ŝk)
2. 6M#H7

����% �� ������� �� �1���� ��� �V��� !����� �� �� ������ ������� 6$�+��� M#�7 �"
����+ 6M#M7 ��� ���  �������+ ��?������ � ��� ������������� ������

Ẽk =
1

2
|sk − ŝk|ŷk, 6M#I7

���� �� ��,���������� ���� ������ �� θ̂k �� ������� �� 6M#37#
D���+ 6M#
7% 6M#I7 ��� ���  �� ���� |sk − ŝk|2 = 2|sk − ŝk|% 6M#M7 �� �� ��������� ��
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$�+��� M#K� /� k +��� �� ��?���"% θ̂k �������� ������ θ �� � ���� �����+���� �� θ% ��?���
�� ��� ����������� � ��� ���� ������ ��� � ��� � ���������� ���� �1�� θ ��� ��� ���+��
cos−1 (v∞)#

��� ���� ������� �� ��� ������!�

θ̂k+1 = θ̂k − αk|sk − ŝk|ŷkφk. 6M#J7

�@������ 6M#J7 ����� �� �@�������� ��

{

θ̂k+1 = θ̂k − 2αkŷkφk, � sk �= ŝk
θ̂k+1 = θ̂k, ���������#

6M#L7

.��� �� �� �!�������� �� ����!��� ��� ����� +��� � θ �� ��� ������ � ������% �� �����
����� αk �� ���� ‖θ̂k‖ ��!���� �������# �� ���� ���% �� ���

αk =
1

φ⊤
k φk

, 6M#
	7

 �� ���� �� �� �������� �� ���� " ���� ‖θ̂k+1‖ = ‖θ̂k‖# <������ ���� � +��������"% �� �!����
‖θ̂k‖ = 1#

9�� �� ������� ��� ��@����

vk = θ̂
⊤

k θ. 6M#

7

'��>����+ 6M#J7 �� θ ����� ����!����� K% �� �������

vk+1 = vk − αk|sk − ŝk|ŷkyk. 6M#
�7

��� ������ ŷkyk ����+ ��+����� � sk �= ŝk% ���� ��@���� �� !����������" ��������+#
$������!���% ��� 2���"�.�����: ���@�����"

θ̂
⊤

k θ ≤ ‖θ̂k‖‖θ‖ = ‖θ‖ 6M#
K7

�!����� ���� ��� ��@���� (vk) �� �������  ��! ����� ��� ����% �����+�� �� � ��!�� v∞#
���� !���� �����
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� ������ θ̂k �����+�� �� � ��!�� θ̂∞#

� �� θ̂k �� ����� ������� � ��� ����� �1�� �� �������� �" θ ���� ��� ���+�� cos−1 (v∞)
6$�+��� M#K7 ������� �����+��+%  �� �1�!���% �������+ ������ θ �� ��� ��#

/�����+� ��!�������� ���! �� ���� ���� ��� ����� ��� �� ����� !�� �� ������%  �� �
���� ���� � ������% �� ���� ��� ���� ���� �� ����� ��� �����+��� � 6M#J7 �������
��������+ �� �����" �����+ �"�������� 6��� /������1 ;7# ������% ��� !�" �������
������� ��@���� � θ̂k �� ����� �� ����� +�����+ ���� �� � ���# &���������"% ���� ��@����
!�" �� ���������  ��! � �!�������� � θ̂k ��� � ��� θ̂k+1 �������  ��! 6M#J7# & k ��
���+� ����+� �� ���� θ̂k ��� θ̂k+1 ��� ���� �� ��� ��!�� ���% ��� ��+�� ������� θ ��� ���
����� ��������+  ��! ��" ����1 �!�������� � θ̂k ��� θ̂k+1 ���� ���������" �� �!�����
���� cos−1 (v∞)# ����% �� ������ �� �������� �� ����1 6M#J7 �� ������ �����+���# ���� ��
������� �� ��� ��1� ���������#

����� ���+�� ))���

���  �������+ ����1�� ��+�����! �� ����������

θ̂k+1 =
θ̂k − µαk|sk − ŝk|ŷkφk

wk
, 6M#
M7

����� 0 < µ < 1 ���

wk =
√

1− 2µ(1− µ)αk|sk − ŝk|ŷ2k ≤ 1 6M#
37

�� � ���!���:��+  ���� �� ���� ‖θ̂k‖ = 1, ∀k#

	����3 ' !� µ = 1� 
#)������ 6M#J7 �� ���
��� $��� �
�� 
����
�(8 �� ��� ����� �
��
�� µ = 0� :� )�� θ̂k = θ̂1� ∀k8

6������ +�!�� ���� 
���������� '� % 
� -� ��� ��=���� �0�� �/ 6M#
M7�6M#
37 
�
6M#
	7 ��7��)�� ����#/ �� θ� ∀µ ∈ (0, 1)8

5	��8� <��� 0 < µ < 1% ��� θ̂k+1 ��?��� �" 6M#
M7 �� � ����1 �!�������� � θ̂k

6���� ���+�� 1 − µ7 ��� � ��� θ̂k+1 ��?��� �" 6M#J7 6���� ���+�� µ7# '��>����+ 6M#
M7
�� θ% �� +��

vk+1 =
vk − µαk|sk − ŝk|ŷkyk

wk
. 6M#
H7

.���%
µαk|sk − ŝk|ŷkyk ≤ 0, 6M#
I7
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0 ≤ wk ≤ 1 ��� v1 ≥ 0% ��� ��@���� (vk) �� !����������" ��������+# /� �� �� ����
�������  ��! ����� 6M#
K7% �� �����+�� ��� ����

vk
vk+1

k→∞−−−→ 1. 6M#
J7

$��! 6M#
H7 ��� 6M#
37%
vk
vk+1

≤ wk ≤ 1, 6M#
L7

�����
wk

k→∞−−−→ 1. 6M#�	7

2���������+ ��� ��?������ � wk 6M#
37% ���� ������ ����

αk|sk − ŝk|ŷ2k
k→∞−−−→ 0. 6M#�
7

$������!���% ���>����+ 6M#
M7 �� θ̂k "������

θ̂
⊤

k+1θ̂k =
1− µαk|sk − ŝk|ŷ2k

wk
. 6M#��7

/� � ����@����%

θ̂
⊤

k+1θ̂k
k→∞−−−→ 1. 6M#�K7

�� ��� ����� ����% ���>����+ 6M#
M7 �� θ̂k+1 "������

1 =
θ̂
⊤

k θ̂k+1 − µαk|sk − ŝk|ŷkφ⊤
k θ̂k+1

wk

, 6M#�M7

���� �!������

αk|sk − ŝk|ŷkφ⊤
k θ̂k+1

k→∞−−−→ 0, 6M#�37

���� wk ��� θ̂
⊤

k θ̂k+1 �����+� �� 
 �� ���� �����#
$������!���% ��� ������ ����

αk+1|sk+1 − ŝk+1|ŷk+1φ
⊤
k+1θ̂k

k→∞−−−→ 0, 6M#�H7

�" ���>����+ 6M#
M7 �� αk+1|sk+1 − ŝk+1|ŷk+1φ
⊤
k+1 ��� ����+ ��� 2���"�.�����: ���

�@�����" �� ��� ����� ���! � ��� ��+������� ����# �������+ k �" k + 1 �� 6M#
M7 ���

���>����+ ��� ��������+ �@������ �� θ̂k% �� ������ �� �1�������� � θ̂
⊤

k+2θ̂k �� �  ������
� @��������� ����� �����+��� �� ������" �����������# &� �� ���� �����+�� ������ ����

θ̂
⊤

k+2θ̂k
k→∞−−−→ 1 ��� �" ��������%

∀l, θ̂
⊤

k+lθ̂k
k→∞−−−→ 1. 6M#�I7

2����@�����"% ����

‖θ̂k+l − θ̂k‖2 = 2
(

1− θ̂
⊤

k+lθ̂k

)

, 6M#�J7
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$�+��� M#M� & φk �����+� �� ��� ����� Sk% sk �= ŝk#

��� ��@���� θ̂k �� 2���"# RL ����+ �!�����% θ̂k �����+�� �� � ��!�� θ̂∞# 9�� �� ����
���� ����% �������� ������ �"�������� ����%

v∞ = θ̂
⊤

∞θ = 1. 6M#�L7

/� vk �� ���������" �!����� ���� 
% �� ��" �� �����!��� ����� ���� ���!������ vk ��
�� �������� �" ǫ (1− vk)% ǫ ∈ (0, 1]# ��� ��R���� wk ����+ �!����� ���� 
% � ��R����
��������  ��

vk+1 − vk ≥ ǫ (1− vk) 6M#K	7

�� ���� ��� ��+������� ���! � ��� ��!������ � 6M#
H7 ������ �� +������ ���� ǫ (1− vk)
���� sk �= ŝk% �#�#

2µαkŷkyk + ǫ (1− vk) < 0. 6M#K
7

-������"��+ 6M#K
7 �" φ⊤
k φk = α−1

k "�����

φ⊤
k

(

µ
(

θθ̂
⊤

k + θ̂kθ
⊤
)

+ ǫ (1− vk) IL

)

φk < 0, 6M#K�7

����� IL �� ��� L× L �������" !����1# 9�� �� ���!���� θ̂k ��

θ̂k = vkθ +
√

1− v2kψk, 6M#KK7

����� ψk �� � ���� ����� �����+���� �� θ% ��� φk ��

φk = akθ + bkψk + ckξk, 6M#KM7

����� ξk �� � ���� ����� �����+���� �� θ ��� ψk 6$�+��� M#M7# ����% ��� ��������  ��
sk �= ŝk �� ������� ���

ak

(

akvk + bk

√

1− v2k

)

< 0 6M#K37
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$�+��� M#3� <��� φk �����+� �� ��� ��������� ��� C
1/2
k ⊂ Sk% ���� sk �= ŝk ���

−4αkŷkyk > 1− vk#

��� 6M#K�7 �� �� ��������� ���

(

ak bk ck
)

Ak

⎛

⎝

ak
bk
ck

⎞

⎠ < 0, 6M#KH7

�����

Ak =

⎛

⎝

ǫ (1− vk) + 2µvk µ
√

1− v2k 0

µ
√

1− v2k ǫ (1− vk) 0
0 0 ǫ (1− vk)

⎞

⎠ . 6M#KI7

2�������� 6M#K37 �!����� ���� φk ������ �����+ �� � ������ ��+���� ����� Sk �� ���� "
sk �= ŝk 6$�+��� M#M7# ��� �������� 6M#KH7 ����� �� ����?�� ������ ǫ < µ# & ��� �� ���
���% �� �!����� ���� φk ������ �����+ �� ��� ������ � �� ��������� ���� �������� �� Sk#

$�� �1�!���% ��� ��������� ��� C
1/2
k �����������+ �� ǫ = µ/2 �� ����������� �� $�+���

M#3# &�� !�>�� ��� ���+�� �� α = π
4

��� ��� !���� ��� ���+�� ��

βk = tan−1

(
√

1− vk
3 + vk

)

. 6M#KJ7

/� k ��������% C
1/2
k ������� 6������ βk �� � ��������+  ������ � vk7 ����� ��������+

������ θ# /� θ̂k �� ����� �� θ̂∞% C
1/2
k +��� �� � ��!����+ ��� C

1/2
∞ ���� !�>�� ��� ���+��

α ��� !���� ��� ���+�� β∞#
9�� �� ������� v∞ < 1# .��� vk �����+��% ∀η > 0 ����� �1���� K0 ���+� ����+� ��

���� ∀k > K0% v∞ − vk < η# $�� �1�!���% �� ���� η = µ
4
(1− v∞)# .��� v∞ < 1% ���

����� ��+�� β∞ ��?��� �" ��� ��!����+ ��� C
1/2
∞ �� +������ ���� 	# -�������% �� �� ����

���� ∃K1 > K0 ��� ����
∩

k>K1

C
1/2
k = C �= ∅. 6M#KL7

��� L = 2� ��	 φk �	������ �,�'-! �	 ����
	 � ��� 
��	������� ������ �	�� ������	
 �� Sk� $�	
	�� �� ��	 ���� �� ���.	�	
�
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2����@�����"%  �� k > K1% ��" φk ������ C ����� ������� vk �" �� ����� µ
2
(1− v∞) = 2η%

���� ����� �������� ��� ������� �"�������� ���� v∞ − vk < η#
/ �������" ��������  �� v∞ < 1 �� ���� ����

∀k > K1, P (φk ∈ C) = 0. 6M#M	7

������% φk ����?�� ����!����� �# ���� !���� ���� ��� ����������" ���� � +���� �����
� ������ ������ C �� ?���� ��!� � ��� K1 �� 
# ���� 6M#M	7 ����� ���� ���

v∞ = 1 ⇐⇒ θ̂∞ = θ. 6M#M
7

���� �!������ ��� ���� � ��� ������!#

����� ,����	� �������

10
0

10
1

10
2

10
3

10
−6

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

k

 E
st

im
at

io
n 

Q
ua

lit
y

 

 

µ=0.1;σ
b
=0

µ=0.1;σ
b
=0.1

µ=1;σ
b
=0

µ=1;σ
b
=0.1

$�+��� M#H� 80th ��������� � (1 − vk)  �� ������� ������ � µ ��� σb% ����+ � ��� ��!�"
����������� ����� ��+���#

&� ���� ���������% �� ������ ��!������� ������� ���� ��++��� ����% �� ����� �� ������
�� ����������� ��� ��!��� � ��� �������� !����� �� ���� �����������% ����!������ 
%
� ��� K ���� �� ��� ���� � ��� �����+��� �� ��� ���� �� �� �����+����" ����?��# ���
��=���� � ��� ����1����� ��R���� µ �� ��� �����+��� ���� �� ���� �������+����#

<� ����� ��� ��!� ���� ���� �� �� O
	I℄�

θ = [1 − 0.7 4 − 2.8].

���� ���� θ �� ���!���:�� �� ��� �������+ ��� 9&-;� ��+�����!# ��� ������� � ��� -����
2���� ��!�������� ��������� �� ���� ������ ��� ����� �� 3			 �����:������ � ��� ����� ��+�
��� 6��� � ��� !������!��� ����� ���� bk �= 07# $����% �� ����" ��� ��=���� � µ ���

��	 ��� ���� ����	 � �	�� ��	 ������ �� 	�	������� �� ��	 �	"�	�	 θ = [1 − 1 1 − 1] ��
��������� �	������ �� ��������	 �� /0/1 
	��	�� 2��	�	� ��	 ����	 �	�� ��	 �� ��	 �	�	��
���� ���� ��	 ��
 �� ���� ��%	� �������	 �� ����	 ��	 	����� �� ��	 �����	
 �	���
 ���� ��	 ��	�
������	
 ��� ���	�3� ������ �� ��	 ���	 �	�� ��	 �� �� &-45℄� $��� �� �

	��	
 �� 1	���� ,�'
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!������!��� �����# ��� ��+��� uk �� ��� ��!�" ����������� �� [−1, 1]% bk ��� � 4�������
������������ ���� :��� !��� ��� ������� σ2

b ��� ���� ��+���� ��� �����# ��� ��+�����!
�� ��������:�� ���� θ̂1 = [0 0 0 1]#

$�+��� M#H ����������� ��� ����!����� @�����"% !������� �" ��� 80th ��������� � (1−vk)
 ��! ��� -���� 2���� �����:������%  �� ��� ������ � µ ��� σb# &� ��� ������ ��� ���
(σb = 0)% ��� ���+�� µ ��% ���  ����� ��� �����+��� � ��� ��+�����! ��# -�������% ���
�����+��� �� �������� ���� �� ��� ���� ��������1�� ������� 6µ = 17# ��+������� � 
��� ����� � �����+���% ��� ����!�� ����!����� ���  ����  �� ��� ������ � 0 < µ ≤ 1
6$�+��� M#H7# /� ���� �� �1�����  ��! ��� ������! ���� ��� �� ���� �� ����  ��!
$�+��� M#H% ��� ���� � �����+��� �������� ���� vk ��������# ���� ����� ���� ������+
� ����� ����� ��@���� �� �����" ��������!��# / ������ ������+" ����� �� �� ��� ���
����� ����� �� ��� ����� �������+� � ��� �������" ����!���� θ̂k ��� � ��� ��������
������ � φk ���� ��� �� ������� �� ������ 6�#�# ��� ��� ������ �� � ���+� � θ̂k7#

<��� σb �= 0% ��� ��+�����! ����!���� ��� �"���! ����!����� !��� �������" � µ ��
�!���# &� ����� �����% ���� µ �������� ��� ��+�����! ����� ��������% ������� ��� ����
����� � ��� ����!����� ��������# ����� ���% �� ��� ������� � !������!��� �����% �� ��
�������" �� !��� � +��� �!���!��� ������� ��� ���� � �����+��� ��� ��� �������
����!����� @�����"# D���+ �� �������� ����1����� ��R���� 6 �� �1�!���% � ��������+
��@���� �� �� ������� 9-. ���������7 !�" ���� "���� +��� �������#

���� ���� ��� �������+ ����� � ��� ��+�����! θ̂1 = [0 0 0 1] ���� ��� ���� " ���
��!����� 
 6�#�# v1 < 07# ������������% ��� �����+��� ����� ���� 6$�+��� M#H7# .�!����
������� ��� ���� ��������  �� ��,����� ������� ������% ������� ���" ���� " ����!����� 
 ��
���% ��� ��+������� � ��� ����� � µ ��� σb# &� !���� ���� ���� � ��� ������� ����� �� ���
����� ������������"% ��� �����+��� � 9&-;� �� ����"� ��������% ������+� �� !�" ��
����!������� �� ��� ?��� �����# ���� �,�� �� �� ���� �� $�+��� M#I ���� ����������� ���
����!����� @�����" ��������  ��! ���" ��� �����:����� 6� 3			 -���� 2���� �����:������7
���� ��� ��,����� ������� ������#
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 Initial point=[0 0 0 1] (v
1
<0)

 Initial point=[1 0 0 0] (v
1
>0)
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1.3
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1.6
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0.15
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0.23

 

 

µ=0.1; σ
b
=0; σ

u
=1

$�+��� M#I� ��� �����+��� !�" �� ����!������� �� ��� ?��� �����  �� � S���S �������

+����
(

θ̂1 = [0 0 0 1]
)

��������"  �� �!��� ������ � µ#
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n=2
n=3
n=16

$�+��� M#J� 80th ��������� � (1− vk)  �� ����� ������ � n ���� µ = 1 ��� σb = 0% ����+
@�����:�� ����� ��+����#

���% ����!����� � �� ��� �� ��� ����# ��� ����� ���� � ���� ����!����� 6��� α�
!�1��+ ��������7 �� ���" �� ������ �� ������ �" ����+ �� ����� ��@���� �����+ � ?����
���������� ���+��# �� ��� ����� ����% � ��� ����� ��+��� �� @�����:�� 6�� � ?���� ��!���
� ����% n7% ��� ?��� �������� � ����!����� � ����� �� ����?��% ���� ����� ���" �1����
2nL ��,����� φk# ���� ���� ��� @�����?����� ������ � ��� ����� ��+��� ������ ��� ������
:���% ������ ��� ����������" � �����+ ‖φk‖ = 0% ���� ����� αk �� �� ����?���% �����
���� �� ����:���# ���� ������! �� ���� �� ������ �" �����+ � �!��� �������� �������
�� ��� ����!������ � αk �� �� ��� ���!���:�� 9-. ��+�����! O
��℄#

$�+��� M#J ����� ��� ����!����� @�����"% ��?��� �� �����%  �� n = 2% K ��� 
H ����% ��
��� ������ � !������!��� �����# /� �1�����% ��� ���+�� n ��% ��� ?��� ��� ����!�����
��# &� ��� ������� �1�!���% n = 3 "����� ���" ����� ����" �������% �����������# $�����"%
�� ������ �� ����� ����% ���� L �� ���+�% � ���" ����� @�����:����� � ��� ����� ��+���
�� ����� "���� ��!� ���" +��� ������� 6��� ��!��� � �������� φk �������� �1����������"
���� L% ������� ��� ��!��� � ����!����� �� �� ����!���� �������� �������"7# / ������
� ��!���� ������ ��� ����������� ��� ����?�� �� O
	M℄#

��� �"���! !�" ���� �1���� �" � ����� 4������� ������ ���� :��� !���# ��� ��!�
�������� 6$�+��� M#L7 ���� ���� 9&-;� �����+�� ���� �� ���� ��� �� �������� �" ���
������!# ������% ��� �����+��� ���!� �� ��  ����� ����  �� � ��� ��!�" ����������� ���
���# �� ��� ����� ����% � ;�������� ����� ��+��� ���� ��� ����� " ��� α�!�1��+ ��������#
����% ��� �����+��� � ��� ��+�����! �� ��� +��������� �� ����� �" ��� ��!��������
6��� $�+��� M#
	  �� L = 47# ������ �� �� ����������+ �� ����� ���� ��� ���+�� ��� �!�����
�������� � ��� �"���! L ��% ��� ������ ��� ����!����� @�����" �� 6$�+��� M#
	7#

��� �� ��	 ���� � )������� ����� ������ ��� ��� �	 	��� �� �	�	��	 ���� ���� ��� 	�������� �����
- ���! 678� ������� ���� �������� 
�������	
 ������� "�����#	
 ���� 
�.		�� 678� �9� ' � -: ���
	��������!� �� ��������	
 �� ����	 ,�;� 2��	�	� �� �� �������	 �� ������ � ���
 ������������ ������
��
������� �	���"�	� ���� �� <�/ �

∑

∆� ����
	
 ��	 ����� ����� ������ ��� � ���	 	�����
��	�������� ���� ����	
 �� ��	 ���
��
�� �� ��	 �
	����	
 ����	�!�
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µ=0.1

µ=0.5

µ=1
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µ=0.1

µ=0.5

µ=1

σ
b
=0.1;σ

u
=1

$�+��� M#L� 80th ��������� � (1−vk)  �� ������� ������ � µ ���� σb = 0 6�� �7 ��� σb = 0.1
6��+��7 ����+ � ����� 4������� �����#

$�����"% �� ���� ��� ��!�� ������� ��!�������� �����������+ ��� ���������� � ��� ����
����� ����!����� ��+�����! ���� ������ �� ������!������+# �� ������� � �"���! ����
� 
3	���!�������+ �!����� �������� 6� ��!��� ���� ����7 ��� ��" �� ����!���% ����+
9&-;�% ��� HM ?��� ����!�����# / �"���� ������% �������� ���� � ����� ��� ��! �����%
µ = 0.1% N = 104 ��!���� ��� θ̂1 = [1 0 0 0]% �� ��������� �� $�+��� M#

 ����� ���#
���� ����% ��� � ��� 104 ��!����% ���" 
�	J ���� ��� ���� sk ��,����  ��! ŝk% �� ����
��� ����!���� ����!����� ���� ���" ������� 
�	J ��!�� �" 9&-;�# <� ���� ���������
�� $�+��� M#
� ��� ������� �������� ���� ��� ������� ���!���:�� ����@�����:�� 9-. ���
+�����! �� ���� ��!� ��������% � ��� 
�	J ��!���� 6��� �������7 ��� 104 ��!����% ����
!�" ���� ���  ����!����� ��,����� ������� ��� �����+��� �������� � ��� ��� ���
�������# / ��� 
�	J ��!����% ��� 9-. ��+�����! "����� ���+��" ��� ��!� ����!�����
@�����" �� 9&-;� � ��� ��� ��!� ��!��� � �������#
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L=4
L=8
L=12

µ=0.1; σ
b
=0; σ

u
=1

$�+��� M#
	� 80th ��������� � (1− vk)  �� ������� ���+��� � �"���! �!����� �������� (L)
��������+ � ����������� � ��� ��@���� θ = [1 − 0.7 4 − 2.8]  �� µ = 0.1 ����+ �
;�������� ����� ��+���#
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$�+��� M#

� &!����� �������� 6��������� ����7 ��� ������� �������� ���� 9&-;� 6����7
� ��� 104 ��!���� 6
�	J �������7#

$�+��� M#
�� /���� �!����� �������� 6��������� ����7 ��� ������� �������� ���� ���
���!���:�� 9-. ��+�����! 6����7 � ��� 
�	J ��!���� 6�� �7 ��� 104 ��!���� 6��+��7#



.%-% �	+)����	� 	� ����! '��� ��
���7� +���	� I


%�$ ���(���	�� �� .1�2 *��� -�����3	 ������

<� ������� ���� <�+��� !����� �� �� ����������� !����� ���� �� �� ���� ������� ��
��� ����1� � !����"���!� �� !�������� �� 2������ �# ��� ������� �!���!�������� � 
��� ��+�����! �� .�2 !���� �� !��� ��������+  �� ������� !��������������� �!�����+
�� ����� �1�����+ ��������� �� ��� ���������� 6��� 2������ �7# -�������% ���� ������
!����� ���� ��� ���� ���+� �����+� ��@����!���� �� ������� �� �V��� !������ 6�#1#
;&-;�7# ����% �� �� ����������+ �� �!���� ���� ��+�����! ���� ��� !����� ��������
�� ���� ������# ��� �!������� �� ��������� �� ��� ����������# ��� ?��� ���������
������� � ���������� �!������� ������� ��� ��+�����!�# ��� ����� ��� �!����� ���
!������ �" ��!������� ����� ������� ��������# ��� �!���1��" � ��� !����� ��� �����
���� � �!���!�������� �� ��� ?��� � !��������� ��� ���� ��������� �� ���� ���������#

�����  ������	� ��)�	���

����� ���� ���� ���� �� ��� ����1� � �����" ������������% <�+����� !����� ������%
�� ��� ��!�����  ��!% ���

θ̂1 = [1 0 0 ... 0 0], 6M#M��7

θ̂k+1 = θ̂k − αk (ŝk − sk)
∂s̃k

∂θ̂k

, 6M#M��7

�����

ŝk = S (ŷk) , 6M#MK�7

ŷk = θ̂⊤

k
φk, 6M#MK�7

s̃k≈
2

π
arctan

(

ŷk
y0

)

, 6M#MK7

��� y0 �� �� ��������" ������� O
	I℄# ��� @������" ∂s̃k/∂θ̂k �� ��� �������� �������
+������� � ŝk# 2�!������� � 6M#M�7 ��� 6M#J7 ������� ���

θ̂k+1 = θ̂k − αk (ŝk − sk)
∂s̃k

∂θ̂k

, 6M#MM7

����� s̃k = ŝkŷ
2
k  �� 9&-;� ��� s̃k≈ 2

π
arctan

(

ŷk
y0

)

 �� <�+����� ������� 6��� $�+���

M#
K  �� �� ������������7#
���� @���������� �!������� ����� ���� ����� ��� !������ �� �� �� ��!������ �� �

���� � �������+������� ��������� ���� ��!� ��!���� ������������% ������� � �������
����������� ������� ��� ��+�����!�# ����� ����������� ���+�  ��! ��� ��,����� �������
��� �������� �������% ��� ��+������� ��R����� �� ��� ����!������ !��� �� ��� �"���!�

��� 	�����	� ���	� ������	
 ���� ��	 "�����#	 ��� �� �	��� ��	 ��	����
 ����	 
�.		�� ��� #	��
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s̃

$�+��� M#
K� / �"���� &����������� � s̃k = ŝkŷ
2
k  �� 9&-;� 6����� ����7 ��� � 

s̃k≈ 2
π
arctan

(

ŷk
y0

)

 �� <�+����� ������� ���� y0 = 0.1 6������ ����7#

��� ��� !��������+" ����  �� ��� ���� � ��� ��+�����! 6��� /������1 ;7# &� ��� ��1�
���������% �� �!���� ��� ��������� � ����� ��+�����!� ����� ��,����� ��������  ��
������� ���������� �� ��� �!���!�������� ����1� � !����"���!�#

����� �	����	�� ������� ��)�	���

&� ���� ���������% ��� ������� �������� ���� 9&-;� 6M#
M7 ��� �!����� ���� �����
�������� ���� <�+����� ������� 6M#M�7 O
	I℄# ��� @�����" � ��� ����!�����  �� ���
�!����� !����� �� �� ���� ��?��� �� 1− wk�

wk = θ̂k

⊤
θ. 6M#M37

$������!��� ��� ���� � ��� ��+������� ��R���� 6αk7  �� ���� !������ �� ���� �� ���
����!�� ���� � y0  �� <�+����� ������� ��� � µ  �� 9&-;� ��� ���������# <� ����
������ ��� �R���" ��� ��� �!���1��" � ��� !����� ��� ����� ���� � �!���!��������
�� ��� ?��� � !���������#

&� 6M#
M7 �� 6M#M�7% ��� ��+������� ��R���� 6αk7 �� �� ����� ���� ��,����� ������+���
6������� �� �������� ���� ��:� O
�M℄7# $�� �������% �� O
	I℄% ��� �����+��� � ���

�������+������� 9-. ������� �� ������ ���� αk = 1/k% ������� αk =
(

φ⊤
k φk

)−1
�� ����

 �� ��� ���� � ��� ��+�����! �����+��� �� 9&-;�# ������% �� ������ �� ����� ����

���� ���� � ��+������� ��R����� 6αk = 1/k �� αk =
(

φ⊤
k φk

)−1
7 !�" ��� �� ��� ���"

��>����� �� ��� ����+������ ����1� � !���������% ������ ��������% ����+ ��� � ���
!��� �!������� ��� �1������� �����!��� ����������% �� ����" �� �!���!���# ���� ��
��� ������ ��" �� ?��� �������+��� ��� ��� � � ������� ��+������� ��R���� �� 6M#
M7 ���
6M#M�7 ��� �� ����% ��� ��� �������� ��+������� ��R�����  �� ��� !�����# .�!�������
������� ��� ������� ����� ��,����� �������� �� ������ ��� ��� ��� ����" �������!����



.%-% �	+)����	� 	� ����! '��� ��
���7� +���	� IK

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
−6

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

k

 E
st

im
at

io
n 

Q
ua

lit
y

 

 

y
0
=0.1

y
0
=1

y
0
=2

α
k
=1/k

$�+��� M#
M� 80th ��������� � (1 − wk) ���� αk = 1/k ��� σb = 0  �� ��,����� ������ � 
y0#

9����,���� ��� .σb = 0/

��� !������ ��� �!�����% ������� !������!��� �����% �� ��� ��!� ���� ��� �� �� ���
�������� ������# uk �� � 4������� ����� ����� ���� :��� !��� ��� ���� �������� ������
����# ��� ����� � y0 �� <�+����� !����� �� ��� �" ��������������� �� y0 = 1 ���� αk = 1/k
��� �� y0 = 103αk ����� αk = α 6����+ � ������� ��+������� ��R����7% �� ���� � +���
�!���!��� ������� �����+��� ����� ��� ����!����� @�����" �� ������# �"���� �������
��� ����� �� $�+��� M#
M# ��� ����� � µ  �� 9&-;� �� ���� ��� �� µ = 1% ������ � ���
������ ��� ��� 6�� �������� �� ��������� M#�#K7#

<��� � ������� ��+������� ��R���� 6αk = α7 �� ����% �� ?�� ���� α < 0.2 "����
���������� �������  �� ���� !������% �� ���!� � �����+��� ����� ��� ����!����� @����
��" 6����� M#
7% ���� � ������� �������+�  �� 9&-;� �� ���!� � ����!����� @�����"# ���
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80th precentile of (1−v
k
) (LIMBO)

80th precentile of (1−w
k
) (Wigren’s approach)

α
k
=α=0.05

$�+��� M#
3� 2�!������� � 9&-;� ��� <�+����� !����� ���� σb = 0% ����+ � �������
��+������� ��R���� (α = 0.05)  �� ��� !������#



IM
.% �� 3����� �����������	� ����	� ����


�����( !����&���	�� 4����!5

����� M#
� 2�!������� � ����!����� @�����" ������� 9&-;� ��� <�+����� !����� ����
σb = 0  �� ��,����� ��+������� ��R�����#

80th ��������� � (1− v105) 80th ��������� � (1− w105)
αk = 1/k 6.4e− 4 2.5e− 8
α = 0.01 7.04e− 8 7.7e− 6
α = 0.05 5.99e− 9 1.74e− 5
α = 0.1 3.54e− 6 1.93e− 5
α = 0.15 1.18e− 6 1.77e− 5
α = 0.2 3.5e− 3 7.7e− 5

������  �� ���� ��,����� �� ���� ���� � ������� ��+������� ��R���� �� �����% <�+�����
������� ������� �� �����" ������������ ����� �����+��+ � ��� ������+ � ������ ���
��" 6��������� �� ��� ���� � y07# �� ��� ����� ����% ��� 9&-;� ������� �����+��
�� ��� ��!���� ����!����� ������ ��� ��!��� � ?���� !����� ��������# ���� �� �����������
�� $�+��� M#
3#

<��� � !����������" ��������+ ��+������� ��R���� �� ����  �� ���� !������ 6��
��� ������� ���% ���� αk = 1/k7% ����� �� � ������� �������+� �� ����+ <�+����� ���
������ 6M#
M7 �����+�� ���" �����"% �� �� ����� �� $�+��� M#
H# �� ��� ����� ����% 6M#M�7
�����+��  ����� �� ��� ��!���� ����!�����# ������% ��� �����+��� ����� ��� ��� ���
��!����� @�����" � 9&-;� ���� �� ����������� ������� ��+������� ��R���� 6αk = α7

�� ��� �������� �������� ��� αk =
(

φ⊤
k φk

)−1
�� ���� ��� �!������" �!�������� �� �����

�������� ���� <�+����� ������� ����� αk = 1/k 6$�+��� M#
I7#
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80th precentile of (1−v
k
) (LIMBO)

80th precentile of (1−w
k
) (Wigren’s approach)

α
k
=1/k

$�+��� M#
H� 2�!������� � 9&-;� ��� <�+����� !����� ���� σb = 0% ����+ αk = 1/k
 �� ��� !������#
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80th precentile of (1−v
k
) (LIMBO using α

k
=(φ

k
T
φ

k
)−1)

80th precentile of (1−v
k
) (LIMBO using α=0.05)

80th precentile of (1−w
k
) (Wigren’s approach using α

k
=1/k)

$�+��� M#
I� 2�!������� � 9&-;� ��� <�+����� !����� ���� σb = 0% ����+ αk = 1/k

 �� <�+����� ������� ����� ����+ αk =
(

φ⊤
k φk

)−1
��� α = 0.05  �� ��� �������� !�����#

<��� ����+ αk = 1/k  �� 6M#M�7 ��� � ������� ��+������� ��R���� (α)  �� 6M#
M7%
��� ����!����� � ���� !������ 6y0  �� <�+����� �������% α  �� 9&-;�7 �� ����"� ��
��>����� �� ���� ���" �����+� �� ��� ��!���� �"���! ����!����� ���� � ��!���� �����
6$�+��� M#
I7# ������% ��� �!���������� ��� � 6M#
M7 �� ����"� �!����� ���� ����
� 6M#M�7� ���" ��� �������� 6 �� ���!���:����� ����7 �� ��@����� �� 9&-;� ���� � ���
����� ��R����% ������� <�+����� ������� ���� � !����������" ��������+ ��R����
��@����� �� ����� ��� �� ����� ���������% ��������+ �� ������� ��� ������+������� ∂s̃k/∂θ̃k

�� ������" �!����� �� ���������#

<��� αk = 1/k �� ����  �� <�+����� ������� ��� αk =
(

φ⊤
k φk

)−1
 �� 9&-;�% ���

�����+��� ����� ����  �� ���� !������# ������% 9&-;� !�" �����!� ��� �!�����
!����� �� ���!� � ����!����� @�����" ��� �����+��� ����� 6��� $�+��� M#
I7# &� ����

���% ��� �!���������� ��� � 6M#
M7 ����+ αk =
(

φ⊤
k φk

)−1
!�" �� �@��� �� 6M#M�7 ����+

αk = 1/k#
Q�����������" ��!���� ������� �� ���� �� �������� �" ����+ � ��� ��!�" ����������� ���

��� ��+��� ���� :��� !��� ��� ���� �������� ��������� 6$�+��� M#
J7# ��� ���" ��,�����
�� ���� ��� ����� � ��� �����+���  �� ���� !������ ��� +�������" ������ ���� ����+ �
4������� ����� ��+���# ������% ��� �� ����� ���� ��� ��=���� � ��� ����� ��+��� ����
��������� �� !��� �!�������  �� <�+����� ������� ���� 9&-;�� �� !���� ���� ������+�
��� �����+��� ����� � ���� !������ �������� ����� ����+ � ��� ��!�" ����������� ���
��� ��+���% ������� ��� �����+��� ����� � <�+����� ������� �������� !�� !���
���� ���� � 9&-;� 6$�+��� M#
J7#
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80th precentile of (1−v
k
) (LIMBO using α

k
=(φ

k
T
φ

k
)−1)

80th precentile of (1−w
k
) (Wigren’s approach using α

k
=1/k)

$�+��� M#
J� 2�!������� � 9&-;� ��� <�+����� !�����  �� σb = 0 ����+ � ��� ��!�"
����������� ����� ��+���#

9���� ��� .σb �= 0/

��� !������ ��� ��� �!����� �� � !��� �������� ���  �� ������� ����������� �� �
����" �������!��� 6σb �= 07# ��� ��!�������� ��� ��� ��!�� �� ��� ��!� ���� ��� �� �� ���
�������� ���������  �� ��� ��,����� ����� ��+��� �������������# ��� ������ � y0 ��>�����
�� ��� �������� ������ ��� ���� ����� �� !��� � +��� �!���!��� ������� �����+���
����� ��� ����!����� @�����"# ��� ����� � µ  �� 9&-;� �� ��� �� µ = 0.01 ������ ��
� ����" ���% ��� ������ ����� � �!��� ����1����� ��R���� �� ������ �� �����������
����!����� @�����" �� �������� �� ������ M#�#K#

<���� ����+ � ������� ��+������� ��R����% α < 0.2 �������� ���� ��!� +��� �������
 �� ���� !������ �� �������� �� ��� ������ ��� ���# / �"���� ������  �� α = 0.05 �� �����
�� $�+��� M#
L# &� ���� ���% ��� !������ �� �������" ����!���� ��� ����!�� �"���! ���
��!����� �" ��>�����+ (α, µ)  �� 9&-;� ��� (α, y0)  �� <�+����� �������% ��+������� � 
��� ����� ��+��� ������������ 6$�+��� M#
L7#

<��� ����+ ��� �������� �������� ��+������� ��R�����  �� ��� !����� 6αk = 1/k

 �� 6M#M�7 ��� αk =
(

φ⊤
k φk

)−1
 �� 6M#
M77% <�+����� ��+�����! �����+�� �� ��� ����!��

����!�����  ����� ���� 9&-;� �� ?��� ����������% ��+������� � ��� ����� ��+��� �������
������# ������% ��� �����+��� � 9&-;� ��� ��� ����!����� @�����" �� �!������"
�!�������� �����+ ����+� ��!��� � ���������� 6$�+��� M#�	7#
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80th precentile of (1−v
k
) (LIMBO)

80th precentile of (1−w
k
) (Wigren’s approach)

α
k
=α=0.05
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80th precentile of (1−v
k
) (LIMBO)

80th precentile of (1−w
k
) (Wigren’s approach)

α
k
=α=0.05

$�+��� M#
L� 2�!������� � 9&-;� ��� <�+����� !�����  �� σb = 0.1% σu = 1 ��� �
������� ��+������� ��R���� (α = 0.05)% ����+ � ��� ��!�" ����������� ����� ��+��� 6�� �7
��� � 4������� ����� ��+��� 6��+��7#
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80th precentile of (1−v
k
) (LIMBO using α

k
=(φ

k
T
φ

k
)−1)

80th precentile of (1−w
k
) (Wigren’s approach using α

k
=1/k)
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80th precentile of (1−v
k
) (LIMBO using α

k
=(φ

k
T
φ

k
)−1)

80th precentile of (1−w
k
) (Wigren’s approach using α

k
=1/k)

$�+��� M#�	� 2�!������� � 9&-;� ��� <�+����� !�����  �� σb = 0.1% σu = 1 ��� ���
�������� �������� ��+������� ��R�����% ����+ � ��� ��!�" ����������� ����� ��+��� 6�� �7
��� � 4������� ����� ��+��� 6��+��7#

����� ������

;���� �� ��� ��!�������� �� ��� �������� ����������% ��� �� ������ ���� ��� �!�����
!������ !�" ������� ��!� +��� ������� ����� ��,����� �������� �" ����+ ������� ��
�������� ��+������� ��R����# D���+ � ������� ��+������� ��R���� !�" �� ���� �1����
���� ��� ������ �� �!���!��� �� ��� ����1� � !���������# ������ ��� !��� ��>���
��� ����!�����  �� ��� !����� �� ������ � ����� ����" ������� 6 �� 9&-;�% 6α, µ7 ���
6α, y07  �� <�+����� !�����7#

�� ��� ����� ����% ���� ����+ ��� �������� �������� ��+������� ��R�����% �� ��
�������" ����!��� ��� ����!�� �"���! ����!����� �" ��>�����+ ���" ��� ����!����  ��
��� ��+�����! ����� ��,����� ��������� 6µ ��� y07# ������% ��� �!���!�������� ���
��� ��� �!���1��" � ��� !������ !�" �������#
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%�% ����
	���

&� ���� ������% 9&-;�% � ���� 9-.����� �������  �� ����!����+ �"���! ����!�����
����� �� �����" ������������% ��� ���� �������  ��! ��� �V��� <9. ������� ���������
�� 2������ K# <� ���� ����1�� ��� ���� ������� �" ����+ � ����1����� ��R���� (µ)
�� ������ ��� ��+����� !����!����� �����+���# ��� ��"!������� �����+��� � ���
������� ��� ���� ���� �������# &� ���������% �� +��� ��!� ����!������ ����� ����
��� �����+��� � ��� ��+�����! �� ��� ����!�� �"���! ����!����� �� �����������" +����
������# <� ������ �" ��!������� ���� ����� ����!������ �� ��� ���������" ���� �� ��
!�� �� ������ �� ����� �� ������ � +��� ��� ��!��� � ��� !�����#

$������!��� ��� ���������� � ��� �������� ����!����� ��+�����! ���� ������ ��
������!������+ ��� ��� !��� ��,����� ���� ������� ���!���:�� 9-. ������� ����
���� ����������� �" ��!��������# ;������% ��!�������� ������ ���� ��� ������� ��������
���� 9&-;� ��� �!�������% �� ���!� � �����+��� ����� ��� � ����!����� @�����"% ��
����� �������� ���� ��� ������� ��������� �� O
	I℄% ���� � ������ �!���������� �!�
���1��"# ��� �!���������� �!���1��" � 9&-;� �� ���� !�� ����� ���� ���� � -9
��+�����!� 6�� ����+��� �� ��������7# -�������% ��� ������� �� ������ ��� ��� ��� �!�
���������� �����+� ��@����!����% �� ������� �� �V��� �����@��� ����� �� ���������
!������ 6�#1# ;&-;� !����� O3℄7# ���� !���� 9&-;� �� ���1������� ���� !����� ����
� ���" ��� �!���������� �!���1��"% ��@�����+ ���" ������ !�!��" �����+� ��� �!������
�� �!���!�������� �� �!��� �������� ���� �� ���� �� .�2 �����������#

&� ��� ��1� 2������% �� ������� �� �1����!����� ���������� � ��� �������� !�����
 �� � !���!������ ������# <� ����!��� ��� !�������� �!����� �������� ��� ��� �,���
�" ���" ����+ �����" ������ ��� ������� ���� �� �����" �� �!���!����� �� �� $'4/
���� ��� ����� ����!����� ��� !���!�� ������ ���� O
�3℄# D���+ � ��������+ ��+���
�� ������ " ��� +��� � ��� �!����� �������� � ��� !�������� �� ���� ��������� �� ����
2������#
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����	
���+�����


-����"���!� ���� �!��+�� �� ��� ����" L	�# .��� ���� !��� ������? ���������� ����
 ����� ��  ��������� �������+" ��� ����+�# ����% ������ ����� ��!���� � ���� �������
��� �������!����% ��� !����"���! ������+ ?��� �� ����� "���+ ��� ��� !����� ����+�  ��
!��� ���������# ������"% ��� �!������� � ����+����� ������+ ��������� ��� ������
��� ��!� ��+��?��� ������������ �� !����"���! ����������" ���� ���� ��������� ��
������� �� 2������ 
#

&� ���� ������% �� ���� ���� � ���������� �1�!��� ��� ��� 9&-;� ��+�����! �� ��
������� �� ��� ����+� � � ������� ;�����&� .�� ����� 6;&.�7# ��� ������ -�-. �����
�� � !������� ���� �� � ������+ ��������% �������� �� � <��������� ����+�# <� ���� ���
��� �!����� �������� ��� ��� �,��� � ��� !�������� ��� ����!���� ���" ����+ �����"
������ ��� ������� ��� �����+�� ������ ����������% ���� �� �����" �� �!���!�����
�� �� $'4/# ��� ����!�����% ����+ � ��������+ ��+���% � ��� +��� � ��� !��������
�!����� �������� �� ���� ��������� �� ���� ������# ���� ������� ;�����&� .�� ����� 6;&.�7
������� ���" ��@����� � 
���� /�2 ��� � 
���� �/2% ���� !���� �� ���" �!������ ��
����+������ ��� ��+���+��� ��� ����������"  �� ��� ���� � �"���!� ����� �� ��������� ������
��� �������#
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'�� / ��* ��*4�	� 21�, ������ ��� ��	�	���� ����

	��	��	 ��	�� �� .1�2

$�+��� 3#
� .�����+ ������� -���+���� 6.�-7 � ��� !������� ����  �� ��� ����������
� 9&-;�#

���� ���� ����+  ����� �� ��� ���������� � ��� ��� ��!���� � ��� 9&-;� !�����%
��� ����� �������� �� ���� � -�-. !������� ���� �� � ������+ ��������% ����� ����
��+���� �� ��� +���� ���� � ���# ��� ����� ����� �� � 1.5kΩ% 5µm×20µm×1500µm .������
���&�������� 6.�&7 �������� !�������% �����" ����������� 6$�+��� 3#
7# D����������+
������� ��� !������� �� �� ��� ���� � 300µm ���� +�� ��"��# <��� ������ �" � ������
i(t)% ����� t ������� ��!�% ��� ��!�������� � ��� ���� ��������# ��� ��������� �1���
��!�������� � ��� ����% Θ(t) �� �� �1������� �"

Θ(t) ∝ h(t) ∗ i2(t), 63#
7

����� ∗ ������� ��� ���������� �������� ��� h(t) �� ��� ����" +��� �!����� �������� � 
��� ����% �1������� �� ��� ��!� ��!���# $�������+ O
�H% 
�I℄% �� �����

h(t) =

∞
∑

n=0

gn exp

(

− t

tn

)

∼= g0 exp

(

− t

t0

)

;

∫ ∞

t=0

h(t).d(t) = 1, 63#�7

����� gn ��� tn ��� ����������" ��� nth +��� ��� ��!� �������� +���� �" � $������ �����
"��� � ��� ��������� ���� �@������ �� ��� ����# &� ��� ������� ���% ���" ��� ?��� !��� ��
��+��?���#

��� ��>����� �� �� ��� � �"���! ������?����� !����� �� ����� �� !������ ��� �����
������ � ���� �!����� ��������% ������ �" ���+�� �� ��� ��������+ ���������% �+���+%
��# $����% �� ������� ��� ��� 9&-;� ��+�����! �� ����  �� ?����+ ��� !���� � ���
������ -�-.# 9�����"% 9&-;� ��@����� ��� +��������� � � ��������" ��� ��+���% ����
� ������� �����" ����� �����% �� ��� ����� � ��� ������� �"���!# ��� ��+� sk � ���
�"���! ������ yk �� ���� !������� �����+� � 
���� /�2 6�#�# ��� ��������� ���� �� uk ���
sk = sign(yk)7# D���+ �� �������� ����!���� !���� � ��� �"���!% ��� ����!���� ������
ŷk ��� ŝk = sign(ŷk) ��� ��������# ��� ����!���� !���� �� ���� ��>����� ���� 9&-;�%



/%$% � ��' �	'3	�� �� � +���	� �	� �������&� �#� ����	�� ����� 	�
����! J


�� ����� �� !���!�:� (sk − ŝk)
2# ��� ������� � 9&-;� ��� ��� ����!������ � Yo% ���

�,��� �� ��� ����� � ��� 
���� /�2% ��� � h(pTs), p = 0, ..., P − 1% ��� P ���!���
���+ ����������!� �!����� �������� � ��� ����% ����� Ts �� ��� ��!����+ ������# �����
�������% ������� �� � ���+�� �����

θ̂ = [Y0, h(0), ..., h ((P − 1)Ts)]
⊤,

��� ����!���� ������+ �� ���  �������+ ��������� ���������

• /� ��� kth ��!���% ��� ����������� ����� φk �� ��?��� �� φk = [1 uk ... u(k−P+1)]
⊤#

&� ��� ������� ���% ����� φk �� ?���� ���� �����" ��!���� uk = +1 �� −1#

• ��� �"���!�� �����+ ������ ŷk �� ���� ����!���� ����+ ŷk = φ⊤
k θ̂k ����� θ̂k ��� ���

����!����� ����!���� �� ��� kth ���������#

• ���% � ��� !������� ��+� sk = sign(yk) � ��� �"���!�� �����+ ������ �� ��� ��!�
�� ŝk = sign(ŷk)% ��� ����!���� �!����� �������� θ̂k �� ����!�� �� �� ������"
����!����% �� ���� θ̂k+1 = θ̂k# &� ��� ����� ���% θ̂k �� ����!�� �� �� �������# &� ��
���� ������� ����+ ���  �������+ ���������

ξ̂k+1 = θ̂k − 2µ
ŷk

φ⊤
k φk

φk, 63#K�7

θ̂k+1 =
ξ̂k+1

∥

∥

∥
ξ̂k+1

∥

∥

∥

, 63#K�7

����� µ ∈]0, 1[ �� � ����1����� ����!���� �����+ ��� �����+��� � ��� ��+�����!%
���� ���� �� �������� �� ��������� 3#
#K#

��� 9&-;� ��+�����!  ������� �����+�� ������ ����������% ?1�����:� ��,�� ��� ���
!�!��" �����+�% ���� ����� ��� �!���!�������� �� � ��+���� .�+��� '������� 6�.'7#
$�������+ ��� ���������� � ��� �������� ��������� ��� � ��� �1����!����� �����% ����
������ 3#
#K ����������� ��� ��� ��!��� � ��� �������� !����� ����� �� �1����!�����
�������#

%���� ������� 	��	���

&� ��������� ����� �������% ����� �1���� �  �������� ������������ ������� ��� ��������� � 
��� !������� ��� ��� �����������+ ��"���� @������" �� �� !������� (q) ��� ��  ���%
��!�������� �� ��+�� ��������"# ����% �� �� ��������� �  �������� ������������ ���

RW = f(q), 63#M7

����� RW �� ��� ����� � ��� ��������� � ��� ������# ������% ��� ���!��" ����� �� ���
����1� � ��� ��� � ���� �@�������� 6�/Q7 �������� �� ���� ���� �� ���� �� �����+�%
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$�+��� 3#�� ��� ���� �"��� � ����� �� ������"� �����+� ������� 6�� �7 ��� <���������
����+� 6��+��7#

��� ���������# &� !���� ���� �� �� ��@����� �� ������ �  �������� ������������ �������
�����+� � ��� ������+ ����� V ��� ��� !������� ��"���� ����!�����

V = f(q). 63#37

/� � ����@����% �� �� ��������� �� ��� ���������� ������" ������ ��� ��������� !�������%
�� ����� �� �1���� ��� !������� ��+��� �� � �����+� ��� �� ����� �� ���� �/Q ��������#
<��� ���� ���������� �����% �� ������ �  �������� ������������ ������� ��� ������ �����
�+� � ��� ����� ��� ��� ��������� � ��� �������

V = f(RW ), 63#H7

���� �� �� ���� �� ��!������ �" ����+ 63#M7% �� � ������������ ������� ��� ������
�����+� � ��� ����� ���� �" �/Q �������� ��� ��� ��"���� ����!���� !������� �"
��� ������#

$�� � ���� ���+� � ��������� �������% � ��!��� �����+� ������� �� �!���"�� �� ����� ��
������" 6$�+��� 3#���� �7# &� ���� ���% RW �� � ��������� ������ 6��� !�������7 ��� �

���� �� � ?1�� ��������# ����% ��� �����+� ��������� �� ��� ������ ���� �� ��� ������
�����+� � ��� ������� �����% �� �� �1������� �� �  �������� ������������ � ��� ������
����������

V = ei
RW

R1 +RW

, 63#I7

����� ei �� ��� ����� �����+�#
&� ��� ��� � ����+ ��� �����+� �������% ��� ���� � ��� ���������  �� ��� ?1�� ��������

�� ������" � �!!�� �����# &� �� ���� ���� ���� ��� ��������� � ��� ������ ���+��  ��!
	 �� ��?���"% ��� ������ �����+� !�" ���"  ��! 	 �� ei% ��+������� � ��� ����� � R1#
������% ��� ��������� � ��� ������ !�" ���!���" ���"  ��! � !���!�! ����� (RWmin)
�� � !�1�!�! ����� (RWmax)# /� ����������� ?��� �����1�!����� �� ���� �� ����� ���
!��� ����� �� ��� �����  �� ��� ?1�� ���������

R1 =
RWmin +RWmax

2
. 63#J7

������% ���� ��� �������� ���������� � ��� ������ ��������� �� �������� �� ���+��
� ��"���� ����!���� ��� ���" �!���% ���� ��!��� ����� �� ������" �� ��� �������# ���
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�� ���� ������" ��� � <��������� ����+� 6$�+��� 3#����+��7# /� �� �� ����������� �� ���
?+���% RW �� ��� ��������� !������� �������� �� � <��������� ����+� ���� ����� �����
��������� 6R1, R2 ��� R37# ����% ��� �� �����" ������ �  �������� ������������ �������
��� ������ �����+� ��� ��� ��������� � ��� �������

V = ei

(

RW

RW +R3
− R1

R1 +R2

)

. 63#L7

&� �� �!������� �� !������ ���� ��� !������� ���� �� <��������� ����+� �� �� $�+���
3#�6�� �7% �������� � ��� �!��� �����+� ��+��� ���� �� ��� ��������" ��� �� �� �� ����� ���
���� ���� �@�������� ��������# ����% ��� !��� �!��� " ��� ������ ��+���  ��! ��� ����+�
�� ����� �� ��� ��!  ������ ��������# / ��,�������� �!���?�� �� ���� ���� ���� !����
��� �1����!����� �����  �� ���������� � 9&-;� �� ����� �� $�+��� 3#K# &� ��� ��1�
���������% �� ���� ������ ��� �� ��� ���� ����� �� �������� 9&-;� ��+�����!#

%���� ����-�� �������	� � �	�� .	�� 	��	��  .��������
��	���

$�+��� 3#K� �1����!����� �����# ��� !������� �� ����� �� ��� �����!���+�� ���� �� ���
<��������� ����+�# ��� �����!��� � ���� �������� �������� �� ���� �� ������ ��� �,��� � 
��� ����+�#

���� ������ ����� ��� �� ��� � <��������� ����+� ����� ��,�������� ������ ��
�� �������� ���� 9&-;�% �� ����� �� ����� ��� ���+�� �� ��� � ��� ���������� 6���
!�������7 �!�����+ ��� ����+�# $�� ���������� ������ � ��� ������ +���+ �����+� ���
����+�% ���� ������+ � ��� !������� �� ���# ��� ����� � ��� ��������� � ��� !�������
RW (t) �� ���� �� �1������� ���� � ?��� ����� �1������� ���

RW (t) = RW0
(1 + βΘ(t)) , 63#
	7



JM
/% #0)���+����� �))�����	� 	� ����! �������� �	 +��	�(���+

����
����� ����3������


����� RW0
% �� Ω% �� ��� ��!���� ����� � ��� ��������� � ��� ���� �� �!����� ��!��������

��� β ��� ��!�������� 2��R���� � ����������" 6�2�7 � ��� !�������% �� K−1# ���
<��������� ����+� 6$�+��� 3#K7 �� ������ �" � �����+�

e(t) = e0 +∆e.u(t), 63#

7

����� e0 ��� ∆e ��� �������% e0 > ∆e ��� u(t) = ±1 �� � �����" ������������! ��@����
���� ��!����+ ������ Ts# ���� ����% ���� e0 > ∆e% �� ���� e(t) > 0# ��� �����+� ����
δV (t) ����� ��� ��,�������� ����� �� �� �1������� �� ��� ?��� ����� ���

δV (t) ≈
(

βΘ(t) +
δRW0

RW0

− δR

R

)

e(t), 63#
�7

����� δRW0
��� δR ������ ��������� !��!��� ������� ��� ����� ��� ����� �������

� ��� ����+�% ��� ��  ��������� ������ �� �+���+ ���������# .���

Θ(t) ∝ h(t) ∗ i2(t) ∝ h(t) ∗ e2(t), 63#
K7

��� u(t)2 = 1% ����+ 63#

7 ����� ���

Θ(t) ∝
(

∆e2 + e20
)

+ 2e0∆eh(t) ∗ u(t). 63#
M7

.����������� � 63#
M7 ���� 63#
�7 ?����" +���� ��� ��������� �1���������

δV (t) ∝
[

β
(

∆e2 + e20
)

+
δRW0

RW0

− δR

R
+ 2βe0∆eh(t) ∗ u(t)

]

e(t)

∝ (Yo + h(t) ∗ u(t)) e(t) = y(t)e(t).

63#
37

.��� e(t) > 0% ��  ������ �����

sign (δV (t)) = sign (y(t)) . 63#
H7

����% �� ����� � ��� ��������� ������������ ������������% 9&-;� �� �� ���� �� ����!���
���� ��� �,��� Yo ��� ��� ��R����� h(pTs) � ��� ����������!� �!����� ��������%  ��!
��� 6����������!�7 
 ��� ��+���� uk ��� sk# ������% ���� ���� � ��� �,��� �� ��� ���+� 6�#�#
��� ����+� �� ���" ���������7% sk ���� �� ������� ��� ����� ���� �� �� ��" �� ������ "
��� �"���!#

$��! � ������� ����� � ����% ��� <��������� ����+� �� �������� ���� � 
	�: ���
���" ��+���� ��+��� (e0 = 1V,∆e = 0.5V ) �����+� ��� �&H�3
D.; 
H���� ���� �@��������
�������� /����+ ������%  �� ���������# ��� ��,�������� ������ ��+��� δV (t) � ��� ���
������ ����+� �� �!���?�� ����+ ��� /�H�3 ������!�������� �!���?��% ���� +��� K		# ���
�"���!�� �����+ ������ �� ���� ������� �����+� ��� /����+ &���� � ��� �&H�3
D.;#
/� 9-K

 �����+� �!������� �������� ��� �����" ��+��� sk �� ��� ��+���� &���� � ���
�&H�3
D.;# ��� ���� �@�������� �������� �� ��!������������� �" ��� ���� /@�����
���� ������1 �© �� ����� � -����� �©% ����� ��� 9&-;� ��+�����! �� ������+ ������%
������ �� � �������������+ ���� ����+ -����� �© ����� ���+��!!��+% �� �� �������!� ����+
.�!����� �©  �������# �������+ � ��� �"���!�� �����+ ������ 6$�+��� 3#M7 �� !��� �� ���
��� �� ������� � �!������� � ����" � ��� �"���! ������?����� � 9&-;� �� ���� � 
����� �������� ����!���� ����!����� !������ ���"��+ �� ��+������������ ������ ��+����%
�� ����� �� ��� ��1� ���������#



/%$% � ��' �	'3	�� �� � +���	� �	� �������&� �#� ����	�� ����� 	�
����! J3

$�+��� 3#M� �3	 !� ���+ ��+��� ����� � ��� �����" ����� uk% � ��� �����+ ������ yk ���
� ��� ��+���� ������ sk ������ ��!� 6 ��! ��� �� �����!7#

%���� �+)��	����� ������� � �/���	�� �� ��� )���������

$�+��� 3#3� 2�����+��� ������ � 9&-;�% �� ���!� � ��!� ������� t0 6�� �7 ��� �!����
���� � ��� �!����� �������� ����!���� ������ ���� 9&-;� ���� ���� ��������  ��! ���
������������� � yk ���� uk 6���� !�����7% ����+ � 16−��� �/2 ��� 20000 ��!����
6��+��7#

���� ������ ����������� ��� ����" ��� ��� ���� � �����+��� � ��� 9&-;� ���
+�����!# /� !�������� �� ���% ��� ���� � �����+��� � 9&-;� �� �����!���� �" ���
����1����� ����!���� µ# ��� ����� � µ �� ����� �� ��� �������, ������� ����� ���
����"� � ���+� ����� � µ ������� ��  ��� �����+���% ��� ���� ����"# �� ��� �����
���� � ���" �!��� ����� ������� �� ���" +��� ����" ��� �� � ���" ���� �����+���# &�



JH
/% #0)���+����� �))�����	� 	� ����! �������� �	 +��	�(���+

����
����� ����3������


��� ������� ���% �� ����� ���� µ = 0.5 ��� �� !������" �� �" 	#LI ����" 
			 ����������#
��� �!����� �������� �� �������� ����+ P = 100 ����!�����% ���� ���������� �� �
�������� � 10ms# ��� ��!� ������� t0 �� ���� �� ����!����  ��! ��� �!����� ��������
��R�����% ����+ 63#�7#

2�����+��� �� ����� �� $�+��� 3#36�� �7 �� ���!� � ��!� ������� t0# �				 ����������
6�#�# 2s7 ��� ������ ���� �� ������� � +��� ����!����� � ��� �!����� �������� � ���
!�������# ��� ��!� ������� �� ����!���� ���� ����� ���� 0.2% ����" ��� ��� �,���
�����+� ���� 1.0mV ���������� ���� � ±350mV  ��� ����# $�+��� 3#36��+��7 ����������
��� �!����� ��������� ����!���� � ��� 2s ���� 9&-;�% �� ��� ����% ��� ���� � ����
����!����� � ��� ������������� � uk ��� 
H���� ��+��� yk% �� ��� ����� ����# ����
�����" ����� ���� 9&-;� �������� ������� �!������� �� ����� �������� ����+  ��������

H���� !������!����# ���� ���� ��� �!����� �������� � ��� �!����� �"���! �� ��� �����"
�1���������% �� 63#�7 ����� ���� ��� �� �� ������ ��� �����+ ����� �� ��� ��+�����+ � ���
�!����� �������� �� ��  �� ��� �� ��� ��!���� ��������� � ��� ������!�������� �!���?��%
���� ?����� ��� ��� ��+�  ��@���" �!������� � ��� ��+���#

&� ������ �� �������� ���� 9&-;�% �� ��������� ��  ��% ���� ��� ����� �� �� ������ "
��� +��� � ��� �!����� �������� 6���� !������"��+ yk �" ��" �������� ������� ������
sk �����+��7# ������% ���� �� �� ������� �" �����+ � ����� �����+� �� ����� 6�
��������+ ��+��� d(t)7 �� ��� ����� � ��� �!�������# &� ���� ���% �� �� �������� �� ������

ỹ(t) = y(t) + d(t), 63#
I7

����� y(t) = e(t) (h(t) + Y0) ��� Y0 �� ��� �,��� � ��� ������# ��� �� ���� ���������
��� ��������� �1�������� �� �� 63#
37  �� ��� ��� � ����+ � ��������+ ��+����

δV (t) ∝
[

β
(

∆e2 + e20
)

+
δRW0

RW0

− δR

R
+ 2βe0∆eh(t) ∗ u(t) + d(t)

]

e(t)

∝ (Yo + h(t) ∗ u(t) + d(t)) e(t) = ỹ(t)e(t).

63#
J7

.��� e(t) > 0% �� "������

sign (δV (t)) = sign (ỹ(t)) = sign

(

d(t)

e(t)
+ h(t) ∗ u(t) + Y0

)

. 63#
L7

$�+��� 3#H ����������� ����!������ � ��� +��� � ��� �!����� �������� ������ ��� ��!����
�����  �� d(t) = ±1v# ���� ����� ���� ������+� �� �� �������� �� ����!��� ��� +��� � ���
�!����� �������� �" ����+ � ��������+ ��+���% ��� ����!������ ��� �,���� �" ��!��������
���+��# <��� ��� ��!�������� � ��� ��������+ �������� ��������% ��� ����!���� +���
� ��� �!����� �������� �� �������� �� ����# ��� ������ � ?����+ ��� ��� � ����!����
������ ���� ������ 9. ��+������� ��� ���� ����� �� $�+��� 3#H# ;" ����+ ���� 9. ?�% ���
��!�������� �,��� �� ��� +��� � ��� �!����� �������� �� �� �!�������� ��� ����
������ �" ��>�����+ ��� ��������� R#

/�����+� ��� +��� � ��� �!����� �������� �� �� ����!���� �" ����+ � ��������+ ��+���%
��� ����� � ��������+ ��+��� �� ���� �� �!�������  ����# $�+��� 3#I ����������� ����!������
� ��� �!����� �������� +��� ������ ��� ��!��������  �� ��,����� ������ � ��������+ ��+�
���# ����� ������� ���� ���� �� d(t) �� ��� ���+� �� ��� �!���% ���� ��� ����������" � 
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����! JI

����!������ �+����� ��!�������� ���+�� ��������# &� !���� ����% ��� ���+� �� ��� �!���
������ �� �����!����� �� ��� ����������" � ����!������# ��� ������� � ��� ��!� ������ ���
���� ����������� �" ��!�������� �� 2������ K  �� ��� �V��� �������� !����� 6��� .�����
K#3#�7#
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$�+��� 3#H� ����!���� +��� � ��� �!����� �������� ������ ��� ��!��������  �� d(t) = ±1v#

30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130
−4

−3.5

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

 

 
Static gain vs. temperature

E
st

im
at

ed
 s

ta
tic

 g
ai

n

Temperature (°C)

d(t)=0.2v
d(t)=1v
d(t)=4v

$�+��� 3#I� ����!���� +��� � ��� �!����� �������� ������ ��� ��!��������  �� ��,�����
������ � d(t) = ±0.2v% d(t) = ±1v ��� d(t) = ±4v#
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<� ���� ��������� �� ���� ������ ��� ��� 9&-;� ��+�����! �� �� ���� �� ����!���
������� ������������ 6��!��" �,��� ��� �������� ��!�7 � ��������� !��������% ���� �
!���!�� ��!��� � �����+ �!������� ��� ���" ��� ��+���� ��@����!����# <� ���� ������
��� �� �� �������� �� ����!��� ��� +��� � ��� �!����� �������� �" ����+ � ��������+ ��+���#
��� ���� � �� ����!�� ��������+ ��+��� ��� ���� ��������# ��� �������� !����� ���
!������!��� ����� ���� �� �����" �1������ �� ����� ��������� ������� �� �� ����� �����
� �!����� ��������� 6��� �����" �1���������7# ��� ;&.� !����� ��������� �� ���� ����
��@����� ���" �������������� �����+������+���� 6/W�7 �� ��+�������������+ 6�W/7 ��������+
�����% �� ���� ��� ������ ���� �������"  �� ����� ������+������ ���� ��� -�-. �� ��
�!��� �� ��������#
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<���� ��� ����������� ��!������� � �������� �"���!� ���� ���� �� !��� �� ����
�����% ����� ��� ��!��� �� +�����" ��=�����# -��� ��������� ������ �� ����������
� ��� ��������+ ��������� ��� �� ��!��������% ��!����" �� �������� ��� ����� ���� � 
����������# ����� ���% �� ���!� ��������� �� ������+���� ��� �������+ �� ��� ���>���!��� ����
�����  �� ����� !���������# $�� ����  ������% !��� �1�����+ �"���! ����!���� ����!�����
!������ ��� ����� �� ��� �!���!�������� � ��+������������ ��+���� !������!���� � ���
�"���!�� ������ ���� ��@���� ��� ��� � N���� (N >> 1) /����+������+���� 2���������
6/�27# ����% ���+ ����+� ��!� ��� ���+� ������ ����� ��� ������% ���� �������� ���
��� � ��� !��� �������� ������# ��� ����!���� ����!����� ������!� ����� �� �����"
6�� @�����:��7 ������� �� �� ��������� �� ����������� ��� ����� ������?����� !������%
��@�����+ ���" �� 6������"7 
���� /�2 ���� �� �� �!���!����� �� � �!��� ������ ��� ��
���� !���!�� ����+" ����!�����# -�������% �� ��� ��� � ������ !������% �� ���� ���
��@���� ���+� �����+� ��������# /� � ����@����% ������+� ��� ��� � ��� ������?�����
!������ �� ��� � ��� ��������+ ��!���� �� � ���� ���+� � �����������% ��� ���������
������� �� ���� ������������ ��� ��!�� �� ��� ���� � !��� �������� ������% ��� ��
-�-.# ��� ������� � ��� ������������ ��� �������� ����� ����

• <� ��������� � ��� <9. ��������  �� ����!���� ����!����� ����� �� �����" �����
���� �V��� ������� �� �� ����������� �� ��� ��� ��������� �� O3℄# <� ���� �����
���� ����� ��� �������% ������+� �����" �������% �� ��� ���� ��� ��!� ��"!�������
���������# '���������"% �� ��� ������� � �����% ����+ ��� �������� ��������  ��
�����!����+ ��� �"���! ����!����� ������� �� �� ���������!����� � ��� ����!��
�"���! ����!�����# ������% ��� �������� !����� �� ������ �� �!���!��� ���� ���
�!����� ��� �� ��� ����1� � -�-. ����+������# ��� ����������� ��"!�������
������� ���� ���� ���� ��?�!�� �" ��!�������� ��� ��!�� �� � 4������� ����1�#
����� ��������% ����� ��� ��� ��+���� ��� 4������� �� ������% ���� ���� �������
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����� ��!�������� ������ ���� ��� �"�������� !���  �� ��������+ ��� ����������
������� �� ��!���� �� ����1��# $������!���% ��� ����!����� @�����" � ��� ����
����� ������� �� � ������ ��� �������!��� ��� ���� �������+���� �� ��� ��� � ���
�1������ � ���" � ?���� ��!��� � ��!����# ��� �������� ������� ����" ���
��� ��!��� � ��!���� ������  �� ������ "��+ � �"���! ��� ?+���� ���# -�������%
��� ��!������� ������� ���� �!����� ���� +��� �+���!��� �� ��� ���������� �������#

• 9&-;�% � �������� ����!���� ����!����� !����� ����+ �����" ������������ �����
�� ��� 9-. ��+�����! ��� �������  ��! ��� �V��� �������# ��� ��"!�������
�����+��� � ���� ������ !����� ��� �������+����# &� ���������% �� +��� ��!�
����!������ ����� ���� ��� �����+��� � ��� ��+�����! �� ��� ����!�� �"���!
����!����� �� �����������" +���������# <� ������ �" ��!�������� ���� ����� ���
��!������ �� ��� ���������" ���� �� �� !�� �� ������ �� ����� �� ������ � +���
��� ��!��� � ��� !�����# $������!���% ��!�������� ����������� ���� ��� �������
�������� ���� 9&-;� ���� �!�������% �� ���!� � �����+��� ����� ��� � �����
!����� @�����"% �� ����� �������� ���� �� ����������� ������� �� ��� ?��� � !��
�������� O
	I℄# $�����"% �� ������� ���� 9&-;� ��� � ���" ��� �!����������
�!���1��" ��� �!���!�������� ���% !����+ �� �� ���1������� ���� !�����% ��@����
��+ ���" ������ !�!��" �����+� 6�� ������� �� �V��� ���������7 ��� �!������ ��
�!���!�������� �� $'4/� �� �!��� �������� ���� �� ���� �� ��� ����1� � !���
���������#

• <� ��������� �� �1����!����� ���������� � 9&-;� �������� �� ��� ��� ����� � 
����+����� !��� �������� !������� �"���!�# <� ���� � -�-. !������� �� �
������+ ��������% ������� �" � <��������� ����+�# ��� �!����� �������� ��� ���
�,��� � ��� !�������� ���� ���� ����!���� ���" ����+ �����" ������ ��� �������
��� �����+�� ������ ���������� ���� !��� �� ���" �� �!���!��� �� ��� ����1�
� ����+����� -�-. ��� �������+# ��� �������� ������ ;�����&� .�� ����� !�����
�� ���" �!������ �� ����+������  �� ��� ��� �������+ � �"���!� ���"��+ �� ���������
������ ��� �������% ������ �� ��@����� ��� !�!��" �����+�% ���" � 
���� /�2 ���
� 
���� �/2 ���� �� �� �����" �!���!����� �� � �!��� ������ ���� ���� !���!��
����+" ����!�����#
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����� ��� ������� ����������+ �����  ��  ����� ����� �� ��� 9&-;� ��+�����! ��� ���
�����������# &� �� ��� ����� ���� ��� 9&-;� ��+�����! �� �� �1������ �� !��� �!���1
�"���!� ��� �� &�?���� &!����� �������� 6&&�7 �� ��������� �"���!�# ��� ����+� � ��
����!�� ����� ��+���  �� 9&-;� �� ���� ��� ���>�� �  ����� �����# $������!���% ��!�
����� ������� ����������� � 9&-;� �� �� �������+����# &� ���  �������+% �� �������
��!� � ����� ����������+ ������+��#

0����  ������	� ��)�

�"������� �� 	 �������

$�+��� H#
� 4������ ���!��� � 9&-;� ����  �� &&� �"���!�#

&� ��� !��� +������  ��!������� � ����������!� ��?���� �!����� �������� !�����% ��
�����  ������ uk ��� ��� �"���! ������ ��@���� yk ��� ������� �" ���  �������+ ������
��,����� �@�������

yk =
P
∑

i=1

biuk−i −
Q
∑

j=1

ajyk−j, 6H#
7

����� bi ��� ai ���% ����������"%  ��� ������ ���  ������ �"���! ��R����� ���� ������
� P ��� Q# ����% ��� ����� ��  ������ �� ��?��� ���

H(z) =

∑P
i=1 biz

−i

1 +
∑Q

j=1 ajz
−j

. 6H#�7

��� +��� �� ���� �� ������� � �������� ����!����� !����� �� ����!��� ��� ��R����� bi
��� aj ����� �� ������������ � ��� ����� ��+��� ��� ��� �����" ������ � ��� �!�������
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6$�+��� H#
7# ��� ?��� ��!������� ������� ����� ���� 9&-;� ������� �� &&� �"���!�
�� �������" ����!��� ��� ��!���� �"���! ��R�����  �� ��!��� �"���!� 6�#�# ?��� �����
�"���!�7U ������� ��� �����+��� � ��� !����� �� ��� �� ��� ������� �� ��� ��� � !���
�!���1 &&� �"���!�# �� �� +�������� �����+��� � ��� ��+�����! �� ���� ��� �� ��
��������+ ���>��  ��  ����� ����#

�"������� �� ��������� �������

$�+��� H#�� .��!��� � � !���� ���� �� �� ����  �� �1������� � 9&-;� �� ��� ���������
���# ��� +��� �� �� ����!��� ��� ������ �"���! ����!����� ��� ��� ��R�+ ��R���� (γ)#

��������� ������!� ��� ����"� ����������+  �� ������? ���������� ������ !��� ��"��
��� �"���!� ��� ���������" ��������� �� ������# ����% �� ���� ������� �1������+ ���
9&-;� �� ��������� �"���!�# ��� ���!��� � ���� ����� �� ����� �� $�+��� H#� �����
��� �"�� � �����������" �� �������� �� �� ��� ��R�+ �����������"% ������ ������� ����
������ �"���!� �� �� ����������� �" �������  ��!� � ��� ��R�+ �@������� ��� �� ���
��������� ��������� � ��!� ���������% ���!�% ����� ��� �������� ������ O
�J℄# ���
��>�����  ��  ����� ���� �� ���� �� ������� � �������� ����!����� !����� �� ����!��� ���
������ �"���! ����!����� �� ���� �� ��� ��R�+ ��R���� ����� �� ������������ � ���
����� ��+��� ��� ��� �����" ������ � ��� �!�������#

0���� 1))�	�	�� ��)�

��� ?��� ���������� � 9&-;� ��������� �� ���� ������������ ��� ��!�� �� ��� ���� � 
!��� �������� ������# <� ������� ���� �� �� ���� �������� �� ������� � ������� !���
����!��� �"���! ����� �� �� ����+����� !���� ������ ����?+������ ������ �" ����+ ���
9&-;� ��+�����! 6$�+��� H#K7# ��� ���� �� ����?+��� ��� !���� ������ ������ �� !���
���� ��,����� �������� ���+�� ��� �� ��!��������% �������� ��� ��!����"# ��� 9&-;�
��+�����! �� ���� �� ���������� ��� -�-. ������ �� ����� �� �!������� ��� ��=�����
� ����� �������� ���+�� �� ��� ��� ��!��� � ��� -�-. ������# $�� �1�!���% ����
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$�+��� H#K� 4������ ���!��� � � ������� !������!��� �"���! ����� �� �� ����+�����
!���� ������ ����?+������ ������ ����+ ��� 9&-;� ��+�����!#

��� ���� ��?+���� ��� -�-. ������ �� !������ ��� ��!��������% ��� 9&-;� ��+�����!
�� ���� �� ���������� ��� �"���! ��� ��� ����� �� �+����� ����� ���+�� ��� �� ��������%
��!����" ��� �� ��# ����% ��� !������!��� �"���! �� �������" ��������� �� ����� ��!�
�������� ���+�� ��� ����� ��������+ ���+�� �� ��� �,�� ��# ��� �������!��� � ����
!���� ������ ����?+������ !������!��� �"���! �� ��� ���>�� � �� ��+���+ ���>��
OK3℄#
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L3

�����	�# �

�������� �� 	��������	� ������ ���� 	������

��� !������� ����+" ��!���� �������� �� ��+������!� !����"���!� ����� ������� ������
���� �!���� �!������� ��!�������� �+����� ���������+ ������� ���� !������  �� �����
!����"���!�# .�!� � ����� ������ ����

• ������ ������������� ��$���������: &� �� ��R��� �� �!���!��� �� ����+�����
������  �� !����"���!� ���� ��@���� ������ �������!����� ���������# $�� �������%
� !������� ������ �� ��@����� �� �� ������!����% ����� � ��!�������� ������
����� � ���� �����# .�� ����!�:�� �������!����� ��@����!���� !��� �� ��R���
�� ������� ;�����&� .�� ����� 6;&.�7  �������  �� !����"���!�#

• ;��<����� �����������: &� ����+����� !����"���!�% ��� �������� � ��,�����
!��������� !�" ������ �� ��=����+ ����� �����# $�� �������% ���� +�������� �"
��+��� ��������+ ����"���!� !�" ���� �� ����!�� �1������� � � !������� ������
���� ����� �� ����� �� ��� !����"���! ������ �������#

• 8�������� ���������: ���� !���� ���� �� �� ��@����� �� ������� ��,����� ���� ���
�������  �� ��,����� !������ ������ ��� !����"���! 6��� �� �������% ��������%
�����+ ��� ��+���� ��+��� ��������+ ������7#

• *������ �������� ����=������ ����: ;����� � ��!���� �������� &W� ��
���  �� �"���� !����"���!�% ���� �� �������� ����� �� ��R���# /� � ����@����%
���� �������������" ��� ������������" � �������� ����!����� ��� ��!����#

• 5�3����� ��<����: ��� ����+��+ � � !�����!����� �"���! ����� !�������
�������� ���� !�" ���+� ��� �����  ����������" 6�#+# � ���+�� �����+ �������
����� �" ������ �� �����+� ���� !�" ���� ������ �� ������+7#
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• *�3 �� 3�������� �� ����� �������: &� �� ��R��� �� ������� ������ ����+��
���� !�" �� !��� ��������% ������ � ��� ��� � �!����� �������+� � �����
�"��!��# &� ����� �����% �������� !������+ � ��� �!���1 ����������� !�"
�,�� ��� ���� ������#



LI

�����	�# ,

��������� �� ��� ����� �� ��������� ��

��	� �������� 	������

&� ���� ������% ��!� �1�����+ ���� � � �����+���  �� ������� �������� ����!�����
��+�����!� ��� ����=" ��������� ��� �� ������ ����� ��!��������� ��� ��,������
���� ��� !��������+" �������� �� 2������ M#
.�!� ��������� �����@��� ��� �����+��� �� !��� !��������+��� ����  �� ���� 
� ������� 9-. ��������� ��� ��������� �� O
�M% 
��% 
	H% 
	I℄# $�� �������% <��
+����� ���� � �����+���  �� ��� ��� �������+������� ����� !����� ������ �� ���
�������" ��,�������� �@������ ������� 6��� 2������ �7# ��� ��+�����! �����+���
�� ��� ��!���� ����!����� �� ���� ������  �� � ?���� �!����� �������� 6$&�7 �"���!
���� �� ��������" ��� ����� ������ @�����:�� ����� ��� ����!����� ���� ��� @����
��:�� ��� �� ����� ��� ��������� ����� ��,�����  ��! :���# &� !���� ���� <�+��� ���
��� �1���� ��� ���� �� ��� ��� ���� ��� ��������� � ��� /�2 �� ������� �� �@���
�� :��� �� ������� �� ��� !����� 6��� .����� M#�7# ��� ��+������� ��R���� �� ����
!����� �� ���� �������� �� ���!� ��?������!���" �!��� �� ��!� �������� ���� ��
��� ��� ��� �� ��� !����� ���� �� ���� � ������������+ ��+������� ��R����#
&� ��������% ��� ��������� ����� �� �����+��� �� !��� ���" �� ��� �����������
� ��� ����� � ������ �� ��� ������� ��� ��� ����� � ����!���� ����!�����# ����
����!����� ���� ��� ���� �� ��� ����1� � ��� ����"# ����% �� ������� ���� ����+
��� ��!� !��������+" �� �� ��  ���� �� ��� ����������  �� ������� 9-. ��+�����!�
6��� �������% �����+��� �� ��� !���7 ����� �� ���������� ��������� ���� ��
��� ���� �� ���!���� �" ����+ ��� ������� ��������� �� 2������ M#
/������ ���+��" � ������� ���������  �� ��� ���� � �����+��� �� ������� ��
������ ������� �����"# ������% ����� !������ ���" �� ��!� �����1�!������ ��
����!������ �� ��� �"���! ���� �� ��� ���� �� ��� ����1� � ��� ����"# $�� �1�
�!���% �"��� ��������� ��� ��������� �����+��� ������! �� O
�K% 
��℄# &�  ��%
��� ?��� ���� � ��� ���� �� ��!���� �� ���� � ��� ��������� �����+��� ������!�
��� ����!���� ����!���� ����� θ̂k �� ��� kth ������ �� ���>���� �� ��� ��!����

��� θk% ��� ��� ��@���� vk = θ̂
⊤

k θ 6M#

7 �� ����� �� �� ��������+# ������%
��� ��������� ���� ���� ���� ��� �"�������� ���� ��� �������+ ��� 6��� ������7
�� ���������" 6�������"7 ���������% �#�# ���� ����� �1���� η > 0 ��� ����%  �� ��� k%
|yk| > η# D���+ ���� �"��������% �� �� �������� �� ���� ���� �� ����" ������ ���
��@���� vk �� �������  ��! ����� �" v̄k ∝ η2k2 ���  ��! ����� �" v̄k ∝ k# /� �
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����@���� ��� !�" ������ ����%  �� � ?���� �������+ ��� �� ���� ��� ���������
�� ���������" �������% ��� ��+�����! �����+�� � ��� � ?���� ��!��� � �������# &�
��� ����1� � ��� ����% ��� �"�������� ���� ����� �1���� ��� � η �� �����" ���
�� !���# $������!���% ���������" +���+ ���� ��� �������+ ��� ��@����� ������+ ����
���" �������+ ���% �������� �� ��� +��� � ���������+ �� ������ ������?����� !�����%
���� �� ������ �����+� ��@����!���� �� ��������#
$�����"% �� ��������� �� 2������ M% �� ������� ���� �� �� �������" �� ����  �� �
���� � �����+��� ���� �"�������� �� ���� �� ��� ����� ��������� � ��� � ���
!����� �� ��������# ������% ��� �������� ����!������ �� �� ��!����� ����1��
�� !��� �������� ���� �� ����� �� 2������ M#
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