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Résumé

Dans cette thése, nous nous intéressons a diverses propriétés algébriques des groupes d’ho-
méomorphismes et de difféeomorphismes de variétés. On appelle fragmentation la possibilité
d’écrire un homéomorphisme en tant que composé d’homéomorphismes supportés dans des
boules. Tout d’abord, nous étudions la longueur des commutateurs sur le groupe des homéo-
morphismes du tore et de I’anneau, ainsi que la norme de fragmentation, qui associe & tout
homéomorphisme le nombre minimal de facteurs nécessaires pour écrire cet homéomorphisme
en tant que composé d’homéomorphismes supportés dans des boules. Dans une deuxiéme partie
de la thése, nous abordons una autre propriété algébrique des groupes d’homéomorphismes et
de difféeomorphismes : la distorsion. Celle-ci est reliée de maniére surprenante & des propriétés
de fragmentation des homéomorphismes.

Mots-clefs : diffeomorphisme, dynamique topologique, groupes de transformation, homéomor-
phisme, surfaces, systémes dynamiques, théorie géométrique des groupes.

FRAGMENTATION AND ALGEBRAIC PROPERTIES OF HOMEOMORPHISMS GROUPS
Abstract

In this thesis, we are interested in various algebraic properties of groups of homeomor-
phisms and diffeomorphisms of manifolds. We call fragmentation the possibility to write a
homeomorphism as a composition of homeomorphisms supported in balls. First, we study
the commutator length on the group of homeomorphisms of the torus and of the annulus, as
well as the fragmentation norm, which associates to any homeomorphism the minimal num-
ber of factors necessary to write this homeomorphism as a composition of homeomorphisms
supported in balls. In a second part of this thesis, we deal with another algebraic property of
homeomorphism and diffeomorphism groups: the distortion. This last notion is surprisingly
related to fragmentation properties of homeomorphisms.

Keywords : diffeomorphism, dynamical systems, geometric group theory, homeomorphism,
surfaces, topological dynamics, transformation groups.
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Chapitre 1

Introduction

Pour une variété différentiable M et un entier r de N U {oo}, on cherche a étudier
le groupe Diff" (M) des C"-diffeomorphismes de M muni de la composition (si r = 0, il
s’agit du groupe des homéomorphismes de M que I'on notera aussi Homeo(M/)). Comme
dans le cadre de I'étude de tout groupe, la premiére chose a faire est de chercher les
sous-groupes distingués de Diff" (M) pour ramener I’étude de ce groupe a celui de deux
groupes plus petits, a savoir le sous-groupe en question et le quotient par ce sous-groupe
distingué. La topologie de convergence C” sur les compacts fait du groupe Diff" (M) un
groupe topologique. Tout groupe topologique admet un sous-groupe distingué naturel
qui est la composante connexe de l'identité de ce groupe. Dans le cas des variétés M
compactes, on notera Diffj(M) la composante connexe de l'identité du groupe Diff" (M)
(Homeog(M) dans le cas r = 0) : il s’agit du sous-groupe des difféeomorphismes f de
M isotopes a l'identité, en ce sens qu’il existe un chemin continu de difféomorphismes
dans Diff((M) qui joint U'identité au difféomorphisme f. L’¢tude du groupe Dift" (M)
se raméne donc a I'étude de deux groupe. Le premier est le groupe des difféotopies
Dift"(M)/Diff;(M) dont nous ne parlerons pas dans ce texte : notons cependant que
I’étude de ce groupe dans le cas ou la variété M est une surface est trés développée. On
peut alors se demander si le groupe Diff (M) a des sous-groupes distingués. Un théoréme
important répond par la négative a cette question dans la plupart des cas (voir [6], [9],
[22], [39], [40]) :

Théoréme. (Fischer, Mather, Thurston) Pour une variété compacte sans bord M et
pour v # dim(M) + 1, le groupe Diff[(M) est simple.

Ce théoréme est di a Fischer dans le cas » = 0, & Thurston dans le cas r = o
et a Mather dans le cas de la différentiabilité finie. On fera trés souvent usage de ce
théoréme dans ce texte, la plupart du temps de maniére implicite. Comme nous allons
fréquemment utiliser ce théoréme dans la suite, nous allons donner une idée de la preuve
de celui-ci. On fixe un recouvrement ouvert U de la variété M constitué d’intérieurs
de « bonnes » boules fermées' plongés dans M (toutes les boules ouvertes que nous
considérerons posséderont cette propriété). Tout difféomorphisme dans Diff( (M) s’écrit

1. Une bonne boule fermée est ici 'image par un plongement de R4™(M) dans M de la boule unité
fermée.
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comme composée d’un nombre fini de diffeomorphismes supportés? chacun dans I'un des
ouverts de U : sir > 1, cela est vrai pour un difféomorphisme proche de 'identité d’aprés
la proposition B.1 de 'appendice 2 et un argument de connexité implique que c’est vrai
pour tout diffeomorphisme dans Diff((M). Dans le cas r = 0, la preuve de ce dernier
fait est due a Fischer (voir [22] et [9]). De plus, tout difféomorphisme de R? & support
compact s’écrit comme un produit de commutateurs de difféomorphismes & support
compact de R?. Cette derniére étape est trés facile dans le cas r = 0 (voir par exemple
le lemme 6.21) mais beaucoup moins évidente dans les autres cas. Thurston a montré
ceci dans le cas r = oo et Mather dans le cas r # dim(M) + 1. Le cas r = dim(M) + 1
est encore ouvert a ’heure actuelle. Pour une preuve moderne dans le cas r = oo, le
lecteur est invité & consulter 'appendice 1.

Fixons un difféeomorphisme f dans Diffj(M) distinct de I'identité. Pour conclure
la preuve du théoréme précédent, il suffit, d’aprés ce qui précéde, de montrer que tout
diffeomorphisme de la forme [u, v] = uovoutov™!, oi u et v sont des diffeomorphismes
supportés tous deux dans une méme boule U de U, appartient au groupe normal engendré
par f. La preuve de ce dernier fait repose sur une astuce que nous allons décrire. Comme
le diffeomorphisme f est distinct de l'identité, on peut trouver une boule ouverte B
telle que la boule f(B) est disjointe de la boule B. Par un argument de topologie
différentielle, on peut trouver un difféomorphisme g qui envoie la boule B sur la boule
U. Dans ce cas, I'image de la boule U par le diffeomorphisme f9 = gfg~', qui n’est
autre que la boule g(f(B)), est disjointe de la boule U = g(B). On considére de plus
un difféfomorphisme h qui envoie la boule U sur une boule disjointe des boules U et
f9(U). Dans ce cas, le diffeomorphisme [u, f9] = wo (f7ou=' o (f9)!) coincide avec le
diffeomorphisme u sur la boule U, coincide avec le diffeomorphisme f9ou='o(f9)~! sur la
boule f9(U) et vaut l'identité ailleurs. De méme, le difféomorphisme [v, h] coincide avec
le diffeomorphisme v sur la boule U, coincide avec le difféomorphisme hov=toh™! sur la
boule h(U) et vaut I'identité ailleurs. Par conséquent, le difféomorphisme [[u, 9], [v, h]] =
[u, f9)[v, h][u, f9]7 v, h]™! coincide avec :

— l'identité hors des boules U, h(U) et f9(U);

— le diffeomorphisme f9ou' o (f9)" o f9ouo (f9)~' = Id sur la boule fI9(U);

— le difféomorphisme hov 'oh ' ohowvoh™! = Id sur la boule h(U);

— le diffeomorphisme v ovou™! ov™! = [u,v] sur la boule U.

Au final, on a 'égalité [u,v] = [[u, f7], [v, h]]. Ceci implique que le commutateur [u, v]
appartient au groupe normal engendré par f et termine la preuve du théoréme.

Dans le cas des variétés non-compactes, la composante connexe de l'identité du
groupe Diff" (M) admet un sous-groupe distingué que I'on notera Diff(M) : la compo-
sante connexe de l'identité du groupe des difféomorphismes & support compact de M
(noter que ce groupe est aussi la composante connexe de l'identité du groupe Diff" (M)
muni de la topologie C" de Whitney). Si la variété M n’a pas de bord, la démonstration
du théoréme précédent s’applique telle quelle dans ce cas et on obtient la simplicité du
groupe Diff(M) pour r # dim(M) + 1. Si la variété M admet un bord, le groupe
Diffj(M) admet un sous-groupe distingué : la composante connexe de l'identité du
groupe des difféomorphismes supporté dans l'intérieur M — OM de la variété M. Ce
dernier groupe est simple si r # dim(M) + 1.

2. Le support d’un homéomorphisme h est ’adhérence de ’ensemble des points qui ne sont pas fixés
par h.
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(D (2

Le difféomorphisme [u, f9]

OO

Le difféomorphisme [v, h]

Le difféomorphisme [[u, f9], [v, h]]

FI1GURE 1.1 — Preuve du théoréme de Fischer-Mather-Thurston

Il est & noter que 'on a des résultats de simplicité analogues dans le cas des groupes
de difféeomorphismes qui préservent une forme volume ou une forme symplectique (voir
[6], [9], [19]) mais que, par exemple, on ne sait pas si la composante connexe de 'identité
du groupe des homéomorphismes du disque unité qui valent 'identité prés du bord et
qui préservent Paire est simple (voir [35] sur le sujet).

1.1 Longueur des commutateurs et norme de fragmen-
tation

Fixons désormais r # dim(M) + 1. On a vu au cours de la preuve du théoréme
précédent que tout difféomorphisme dans Diff;( M) pouvait s’écrire comme produit (pour
la composition!) de diffeomorphismes supportés dans des boules ou comme produit de
commutateurs (c’est-a-dire de difféeomorphismes de la forme [f, g], ot f et g sont deux
difféomorphismes dans le groupe Diffj(M)). Pour un diffeomorphisme f, on peut alors
définir la longueur des commutateurs de f notée cl(f) comme le nombre minimal de
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facteurs nécessaires pour écrire f en tant que produit de commutateurs et la norme de
fragmentation de f, notée Frag(f) comme le nombre minimal de facteurs nécessaires
pour écrire f en tant que produit de difféomorphismes supportés dans des boules. Pour
essayer de mieux comprendre le groupe que l'on étudie, on peut essayer de décrire
au mieux ces deux quantités. Pour ce faire, une des premiéres questions a aborder
est de savoir si ces applications sont bornées ou pas. Dans [11], Burago, Ivanov et
Polterovich montrent que ces quantités sont bornées dans le cas des sphéres et des
variétés compactes de dimension 3. Ils introduisent aussi la notion plus générale de
norme invariante par conjugaison sur un groupe G : c’est une application v du groupe
G dans R, invariante par conjugaison qui s’annule uniquement en 1’élément neutre du
groupe G et qui vérifie une inégalité triangulaire, & savoir que v(gh) < v(g) + v(h)
pour deux éléments quelconques g et h du groupe G. On peut voir facilement que la
norme de fragmentation et la longueur des commutateurs sont deux exemples de normes
invariantes par conjugaison. Les théorémes que l'on vient d’évoquer s’étendent a toute
norme invariante par conjugaison : toute norme invariante par conjugaison sur le groupe
Diff((M) est bornée dans le cas ol la variété M est de dimension 3 ou est une sphére.
La stratégie de la preuve est la suivante. Burago, Ivanov et Polterovich introduisent une
classe de variétés ouvertes qu’ils appellent variétés portables qui contient notamment
R? ou encore ’anneau ouvert de dimension 2. Pour de telles variétés M, la longueur des
commutateurs est majorée par 2 et il existe un élément f du groupe Diff(M) tel que
tout élément du groupe Diff(j(M) s’écrit comme produit d’au plus 14 conjugués de f :
cela permet en particulier de montrer que toute norme invariante par conjugaison est
bornée sur le groupe Diff((M) dans ces cas-la. Dans le cas d’une variété quelconque,
il suffit alors de montrer que tout difféomorphisme se décompose en un produit d’un
nombre uniformément borné de difféomorphismes supportés dans des variétés portables.
En particulier, dans le groupe Diffy(S?) des diffeomorphismes de la sphére, tout élément
se décompose en produit de deux diffeomorphismes qui fixent un voisinage d’un point,
donc supportés chacun dans une variété portable. Ceci implique le théoréme de Burago,
Ivanov et Polterovich dans le cas des sphéres et que la longueur des commutateurs est
majorée par 4 dans ce cas. En utilisant la méme méthode, le résultat de Burago, [vanov
et Polterovich sur les variétés de dimension 3 a été généralisé par Tsuboi dans [50] et
[51] dans le cas des variétés compactes sans bord de dimension supérieure ou égale a 5
et dans le cas des variétés de dimension 4 sans anse d’indice moitié. Il a aussi montré
récemment que tout homéomorphisme dans Homeog(S?) s’écrit comme un commutateur
(voir [52]). Au vu des théorémes précédents, on peut faire la conjecture suivante :

Conjecture 1. Pour une variété compacte sans bord M, tout difféeomorphisme dans
Diff (M) s’écrit comme un commutateur.

Dans le cas du groupe Diff;°(S!) des difféomorphismes C*° du cercle qui préservent,
I'orientation, le meilleur majorant connu de la longueur des commutateurs est 2. Expli-
quons comment celui-ci est obtenu. Considérons un difféomorphisme f dans le groupe
précédent. Composons f avec une rotation du cercle Ry de sorte que la composée Ry o f
ait un nombre de rotation diophantien. Un théoréme d’Herman (voir [33]) implique que
le diffeomorphisme Ry o f est C*°-conjugué & une rotation R, : Ryo f = ho Ryoh™!, ot
h désigne un C*°-difféeomorphisme du cercle qui préserve l'orientation. On écrit alors :
f=RyxiaoR'ohoR,oh ! Comme une rotation du cercle s’écrit comme un com-
mutateurs d’¢léments de PSLy(R) (donc de difféomorphismes du cercle qui préservent
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'orientation), la décomposition précédente permet d’obtenir d’obtenir une décomposi-
tion du difféeomorphisme f en tant que produit de deux commutateurs.

Il est & noter que ce type de question sur la longueur des commutateurs est en général
trés difficile. En particulier, ce n’est que trés récemment que 1’on a prouvé la conjecture
de Ore qui date de 1951 : dans tout groupe fini simple, tout élément s’écrit comme un
commutateur (voir [36] pour la démonstration de cette conjecture).

Avant d’aborder la conjecture 1, il est raisonnable d’essayer d’abord de montrer que
la norme de fragmentation, donc la longueur des commutateurs et toute norme invariante
par conjugaison sur ce groupe, est bornée pour les surfaces compactes sans bord dis-
tinctes de la sphére : dans ces cas-la, comme la dimension est trop petite, les arguments
de transversalité utilisés par Tsuboi et Burago, Ivanov et Polterovich ne semblent plus
marcher. Il s’agit d’essayer de montrer directement que la norme de fragmentation est
bornée sur les groupes de difféomorphismes de ces surfaces. Le cas le plus simple a abor-
der semble étre celui du groupe Diffg(zo%) des difféeomorphismes a support compact dans
Panneau ouvert A qui sont compactement isotopes a l'identité. D’aprés Burago, Ivanov
et Polterovich, pour r # 3, on sait déja que la norme de fragmentation est bornée sur
ce groupe puisque la surface A est portable mais on cherche a avoir une démonstration
directe de ce fait. C’est ce que 'on a obtenu dans le chapitre 2 de cette thése :

o

Théoréme 1. Pourr dans NU{oo}, la norme de fragmentation sur Diff{(A) est majorée
par 4.

Il est a noter que ce théoréme montre que la norme de fragmentation est bornée
sur le groupe Diffg([%), ce qui n’était pas connu. De plus, la borne obtenue est bien
meilleure que celle que donne les résultats de Burago, Ivanov et Polterovich qui vaut 28.
Malheureusement, la méthode de démonstration du théoréme précédent est trés spéci-
fique & 'anneau. On a regroupé dans un troisiéme chapitre les résultats partiels obtenus
dans le cas des diffeomorphismes du tore. On a en particulier le résultat suivant qui fait
intervenir ’ensemble de rotation d’un homéomorphisme du tore que ’on ne définira pas
ici (voir [8] pour une introduction aux ensembles de rotation des homéomorphismes du
tore) :

Théoréme 2. Soit f un difféomorphisme de Diffy(T?). Si l'ensemble de rotation d’un
relevé de [ est inclus dans [0, M] x R, alors :

Frag(f) < 4 Q%J + 1) .

Alinsi, pour prouver que la norme de fragmentation est bornée, il suffit d’écrire tout
difféomorphisme en tant que produit d’un nombre uniformément borné de difféomor-
phismes qui ont un ensemble de rotation pas trop gros (par exemple inclus dans [0, 1] xXR).
Pour cela, on pourrait essayer de mieux comprendre comment peut se comporter 1’en-
semble de rotation vis-a-vis de la composition. Cela étant, la question de savoir si la
norme de fragmentation (et donc la longueur des commutateurs) est bornée sur le groupe
des homéomorphismes isotopes a I'identité d’'une surface compacte sans bord de genre
supérieure ou égale a 1 reste ouverte.
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Nous n’avons pour 'instant abordé que des techniques pour montrer que la norme de
fragmentation et la longueur des commutateurs sont bornées. Comment essayer de prou-
ver le cas échéant qu’une telle quantité n’est pas bornée 7 La maniére quasi-systématique
pour montrer ceci est d’utiliser des quasi-morphismes homogénes. Un quasi-morphisme
sur un groupe G est une application ¢ du groupe G dans R qui est presque un mor-
phisme dans le sens oil les quantités |g(gh) — q(g) — q(h)| sont bornées par une quantité
C indépendante des éléments g et h du groupe G. La plus petite constante C' qui
vérifie cette propriété est appelée le défaut du quasi-morphisme ¢ et est notée D(q).
Un tel quasi-morphisme ¢ sera dit homogéne si de plus ¢ est un morphisme sur les
sous-groupes de G engendrés par un élément, autrement dit si pour un entier relatif
n et un élément g du groupe G, on a ¢(¢") = ng(g). Un quasi-morphisme homogéne
est invariant par conjugaison. En effet, étant donnés deux éléments g et h du groupe
G, la quantité q(hg"h™') = nq(hgh™!) reste a distance uniformément bornée par rap-
port & n de q(¢") = nq(g) et, en faisant tendre I'entier n vers U'infini, on obtient que
q(hgh™') = q(g). Ceci implique que la valeur d’un quasi-morphisme sur un commuta-
teur ne peut pas étre trés grande : des relations |q([g, h]) — q(g9) — q(hg™'*h™1)| < D(q)
et q(hg™*h™') = q(g7') = —q(g), on déduit que, pour des éléments g et h de G, on
a |q([g, h])| < D(q). En utilisant une nouvelle fois la relation de quasi-morphisme, on
obtient que, pour un élément ¢ distinct de I'élément neutre du groupe G qui s’écrit
comme produit de commutateurs, la quantité g(g) est majorée par (2cl(g) — 1)D(q),
ou cl(g) désigne la longueur des commutateurs de I’élément g. Supposons que le quasi-
morphisme homogéne ¢ soit non-trivial, c’est-a-dire distinct de I'application nulle, et
que le groupe G soit parfait, c’est-a-dire que tout élément de ce groupe peut s’écrire
comme produit de commutateurs. On peut alors trouver un élément g du groupe G tel
que q(g) # 0 et, comme ¢(g") = ng(g) — oo lorsque n — oo, on obtient que la longueur
des commutateurs de g" tend vers +oo. En particulier, la longueur des commutateurs
n’est pas bornée sur le groupe G. De fait, nous allons voir que les quasi-morphismes et la
longueur des commutateurs sont encore plus intimement reliés. Remarquons que, pour
un groupe parfait G et un élément g du groupe G, la suite (cl(g"))nen est sous-additive
donc la suite (%09")/,),cn converge vers la longueur stable des commutateurs de g qui
est notée scl(g)>. Le théoréme de dualité de Bavard s’énonce alors ainsi (voir [12] ou [4]
pour une preuve) :

Théoréme (Dualité de Bavard). Soit G un groupe parfait. On note Q(G) [’ensemble
des quasi-morphismes homogénes non-nuls sur G. Pour tout élément g du groupe G, on
a la relation suivante :

scl(g) = sup ——.
qeq(@) 2D(q)

Remarquons que ’on a montré I'une des inégalités dans 1’égalité ci-dessus. L’inégalité
réciproque est plus ardue a obtenir et fait intervenir la cohomologie bornée des groupes.
L’utilisation d’un quasi-morphisme montre non seulement que la longueur des commu-
tateurs n’est pas bornée mais de plus que la longueur stable des commutateurs n’est pas
identiquement nulle. Comme remarqué dans Darticle [11], il existe des groupes patho-
logiques pour lesquels la longueur des commutateurs n’est pas bornée mais la longueur
stable des commutateurs est nulle (Burago, Ivanov et Polterovich précisent que cette
remarque est due a A. Muranov) mais de tels exemples semblent fabriqués spécifique-
ment pour vérifier une telle propriété. Notons que 1'on connait un certain nombre de

3. scl pour « stable commutator length ».
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groupes de type fini qui admettent des quasi-morphismes non-triviaux. C’est le cas en
particulier des groupes libres, plus généralement des groupes hyperboliques, des map-
ping class groups,... On pourra consulter le livre scl [12] de Danny Calegari pour plus
d’informations sur ce sujet et sur les quasi-morphismes en général.

Revenons au cas des groupes de difféomorphismes et d’homéomorphismes. Le premier
groupe d’homéomorphismes sur lequel on a remarqué qu’il existait un quasi-morphisme
est le groupe Homeoz(R) des relevés d’homéomorphismes du cercle. C’est aussi le groupe
des homéomorphismes de R qui commutent & la translation z — x + 1. Sur ce groupe,
il se trouve que le nombre de translation, tel que défini par Poincaré, est un quasi-
morphisme. Rappelons la définition du nombre de translation. Pour un homéomorphisme
F dans Homeoz(R) et un point  de R, la suite (F™(x)),en—1o} est sous-additive, donc
la suite des « vitesses moyennes de l'orbite de z sous F' & l'instant n» (¥"@=7/ ), cx
converge vers un réel p(F') indépendant du point x choisi. Cette quantité décrit la vitesse
asymptotique de toutes les orbites de I'homéomorphisme F'. L’application p est alors
un quasi-morphisme homogéne sur le groupe Homeoz(R). En particulier, la longueur
des commutateurs n’est pas bornée sur ce groupe. De plus, il s’agit essentiellement de
I'unique quasi-morphisme homogéne sur ce groupe, au sens ou l’espace vectoriel des
quasi-morphismes homogénes sur ce groupe est de dimension 1, engendré par le nombre
de translation (voir [7], [27]). On déduit du théoréme de dualité de Bavard que, pour
un homéomorphisme F' dans Homeoz(R), on a scl(F) = |p(F)|/2. Dans le cas précis
de ce groupe, on comprend complétement la longueur des commutateurs en utilisant
un théoréme de Eisenbud, Hirsch et Neumann (voir le théoréme 4.5 ci-dessous, issu de

[14]).

Une autre classe de groupes de difféomorphismes sur lesquels sont définis des quasi-
morphismes sont les groupes de difféomorphismes qui préservent une forme symplec-
tique : la facilité de construire des quasi-morphismes sur ces groupes tient a l'existence
d’une forme symplectique qui permet d’intégrer certaines quantités pour définir des
quasi-morphismes. Le premier article traitant de quasi-morphismes sur ces groupes est
I'article [26] de Gambaudo et Ghys dans lequel ils décrivent des maniéres variées de
construire des quasi-morphismes sur le groupe Diff((S, aire) des difféeomorphismes d’une
surface compacte sans bord S isotopes a 'identité qui préservent une forme d’aire, pour
r # 0. Ils montrent en particulier que, pour toute surface S munie d’une forme d’aire, no-
tée aire, I'espace vectoriel des quasi-morphismes homogénes sur le groupe Diff[ (.S, aire)
est de dimension infinie pour r # 0. En utilisant de ’homologie de Floer, Entov et Pol-
terovich ont aussi construit dans [16] un quasi-morphisme sur le groupe DiffS®(S?, aire)
qui posséde une propriété remarquable (la restriction au sous-groupe constitué des dif-
féomorphismes hamiltoniens supportés dans un disque d’aire suffisamment petite est
égal au morphisme de Calabi que nous ne définirons pas ici) vérifiée aussi par des quasi-
morphismes construits par Py de maniére plus élémentaire dans [47| pour des surfaces
de genre supérieur ou égal a deux. Entov, Polterovich et Py ont ensuite constaté que cer-
tains des quasi-morphismes construits étaient continus et étendent ces résultats au cas
des homéomorphismes préservant 1'aire. En particulier, sur tous ces groupes, la longueur
des commutateurs n’est pas bornée.

Dans le chapitre 3 de cette thése (qui reprend l'article [42] écrit en anglais et est par
conséquent rédigé dans cette langue), nous allons voir un exemple de quasi-morphisme
défini sur un groupe de difféomorphismes de surface sans préservation d’aire, le groupe
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Diff((A) des difféeomorphismes de 'anneau fermé isotopes a l'identité. Donnons tout
de suite la construction de ce quasi-morphisme. On identifie le revétement universel de
I'anneau fermé A a la bande R x [0, 1]. Pour un difféomorphisme f dans Diffj(A), on
note F': R x [0,1] — R x [0, 1] un relevé de 'homéomorphisme f. On remarque que la
restriction £y de 'homéomorphisme F' & Rx {0} et la restriction F} de 'homéomorphisme
F a R x {1} définissent chacun un homéomorphisme dans Homeoz(R). La différence des
nombres de translations de ces deux homéomorphismes est indépendant du relevé F
de 'homéomorphisme f choisi et permet de définir un quasi-morphisme ¢ sur le groupe
Diff;(A). Une estimation de la longueur des commutateurs sur le groupe Diff((A) permet
alors de montrer le résultat suivant :

Théoréme 3. L’espace des quasi-morphismes homogénes sur Diff(A) est de dimension
1, engendré par le quasi-morphisme q.

On est dans le méme cas que le groupe des relevés d’homéomorphismes du cercle.
Dans la démonstration de ce théoréme, on utilise d’ailleurs le résultat de Eisenbud,
Hirsch et Neumann qui évalue la longueur des commutateurs sur le groupe des relevés
d’homéomorphismes du cercle. On donne aussi des estimations de la norme de frag-
mentation dans ce chapitre et on généralise la construction de ces quasi-morphismes au
cas de toutes les surfaces compactes & bord (distinctes du disque). Ces constructions
semblent essentiellement dues au fait que ces groupes admettent un sous-groupe normal
d’indice infini (la composante connexe de l'identité du groupe des difféomorphismes de
la surface a support dans lintérieur de la surface).

1.2 Eléments de distorsion

Une autre maniére de mieux comprendre notre groupe Diff([(M), ot M est une variété
compacte, est de se demander quels sont les sous-groupes de ce groupe. Autrement dit,
si I’on fixe un groupe G, existe-t-il un morphisme de groupes injectif du groupe G dans
le groupe Diff;(M)? Si, pour notre groupe G, on sait répondre par 'affirmative a cette
premiére question, on peut alors chercher & décrire du mieux possible les morphismes
de groupes du groupe G vers le groupe Diffj(M) (idéalement & conjugaison prés mais
ceci est souvent un but inaccessible). La notion d’élément de distorsion, que 1'on va
définir, permet d’obtenir des résultats de rigidité sur les morphismes de groupes de
G vers Diff((M) et va permettre de donner des éléments de réponse (trés partiels) a
ces questions. Une question plus précise a laquelle on peut s’intéresser est la question
suivante qui est une version de la conjecture de Zimmer.

Conjecture 2. Si la dimension de la variété M est inférieure ou égale a n—2, le groupe
SL,(Z) des matrices n X n a coefficients entiers de déterminant 1 ne s’injecte pas par
morphisme dans le groupe des homéomorphismes de M.

Le groupe SL,(Z) agit projectivement sur la sphére de dimension n — 1 mais cette
conjecture signifie que ce groupe est en quelque sorte trop gros pour agir sur des espaces
de dimension plus petite. Notons que, sous cette forme, la conjecture n’a été résolue que
dans le cas ou la variété M est une sphére de dimension distincte de 2 : tout d’abord dans
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le cas du cercle par Witte dans [54] puis récemment dans le cas des sphéres de dimension
supérieure ou égale & 3 par Bridson et Vogtmann dans [10]. Nous allons voir comment la
notion d’éléments de distorsion ont permis & Polterovich d’'une part et Franks et Handel
d’autre part de faire des progrés sur cette conjecture.

Nous allons maintenant définir ce qu’est un élément de distorsion dans un groupe.
Rappelons qu'un groupe G est dit de type fini s’il admet une partie génératrice S
finie : tout élément g du groupe s’écrit sous la forme g = s{'s5* ... s5, ol les s; sont des
éléments de la partie génératrice S et les ¢; valent +1 ou —1. L’entier n minimal dans
une décomposition de la forme précédente est notée lg(g). La fonction lg est invariante
par passage a l'inverse et vérifie une inégalité triangulaire ls(gh) < ls(g) + ls(h). En

particulier, pour tout élément g du groupe G, la suite (Is(g"))nen est sous-additive, donc
ls(g™)
n

la suite ( )n converge. Lorsque la limite de cette suite est nulle, on dit que 1’élément,
g est distordu ou de distorsion dans le groupe G. Notons que cette notion ne dépend
pas de la partie génératrice choisie : si S’ désigne une autre partie génératrice du groupe
G alors il existe des constantes strictement positives C' et C’ telles que lg < Clg et
lsr < C'lg. 11 s’agit donc d’une notion intrinséque au groupe G. Si notre groupe G n’est
pas de type fini, on dira qu'un élément g du groupe G est de distorsion s’il appartient
a un sous-groupe de type fini de G dans lequel il est distordu. Cette définition prolonge
bien la précédente. Le principal intérét de la notion d’élément de distorsion réside dans
la propriété suivante, qui est une propriété de rigidité des morphismes de groupes : si
I'on a un morphisme de groupes ¢ : G — H et si un élément g du groupe G est de
distorsion, alors son image par ¢ est aussi de distorsion. Dans le cas ou le groupe H ne
contient pas d’élément de distorsion autre que I'élément neutre du groupe H et ou le
groupe G contient un élément de distorsion autre que 1’élément neutre, un tel morphisme
de groupe ne peut pas étre injectif : le groupe G n’est pas un sous-groupe de H.

Donnons maintenant quelques exemples simples d’éléments de distorsion. Dans tout
groupe G, les éléments de torsion, c’est-a-dire ceux dont une certaine puissance stricte-
ment positive est égale a ’élément neutre du groupe, sont des éléments de distorsion.
Dans les groupes libres et les groupes abéliens libres, il n’est pas difficile de voir que le
seul élément de distorsion est 1’élément neutre. Les exemples les plus simples de groupes
qui admettent un élément de distorsion qui n’est pas de torsion sont les groupes de
Baumslag-Solitar qui admettent la présentation suivante : BS(1,p) =< a,b | bab™! =
a? >. On a alors, pour tout entier n : b"ab™ = a?". Si 'on prend S = {a,b} comme
partie génératrice de ce groupe, alors lg(a?") < 2n + 1 et 1’élément a est de distorsion
dans le groupe BS(1,p) si |p| > 2. Un groupe G est dit nilpotent si la suite de sous-
groupes (Gp)nen de G définie par Gy = G et G, = [G,, G| (cette notation désigne
le sous-groupe engendré par les éléments de la forme [g,, 9] = gn99,, g~ ", ou g, € G,
et g € G) se stabilise et vaut {15} & partir d’'un certain rang. Un exemple typique
de groupe nilpotent est le groupe de Heisenberg formée des matrices triangulaires su-
périeures dont les coefficients diagonaux valent 1 et les autres coefficients sont entiers.
Dans un groupe N nilpotent non-abélien, on peut toujours trouver trois éléments dis-
tincts a, b et ¢ distincts de l'identité tels que [a,b] = ¢ et élément ¢ commute avec a
et b. Dans ce cas, on a ¢ = [a™, b"] donc, dans le groupe engendré par a et b (et donc
aussi dans N), 1’élément ¢ est de distorsion : l{mb}(c”z)) < 4n. Un théoréme général de
Lubotzky, Mozes et Raghunathan donne 'existence d’éléments de distorsion (et méme
d’éléments dont la longueur de mot croit logarithmiquement) dans certains réseaux de
groupes de Lie de rang supérieur ou égal a 2, en particulier dans le groupe SL,,(Z) pour
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n > 3. Dans le cas du groupe SL,(Z), on peut méme trouver une partie génératrice
formée d’éléments de distorsion. Notons en passant que, dans les groupes modulaires
(voir [18]) et dans le groupe des échanges d’intervalles (voir [46]), tout élément distordu
est de torsion. Dans ce dernier cas, on montre que si le cardinal de 'ensemble des points
de coupures ne croit pas exponentiellement (dans le cas contraire on ne peut pas avoir
un élément de distorsion), alors I’échange d’intervalles est constitué de rotations a sup-
port disjoint : on conclut en montrant que, dans ce cas, seules les rotations rationnelles
peuvent étre distordues. Plus généralement, quand on veut montrer qu’un élément n’est
pas de distorsion, il s’agit de trouver des quantités qui se comportent bien vis-a-vis de
la composition et qui croissent rapidement lorsque I'on itére notre élément.

Passons au cas des groupes de difféeomorphismes. Le théoréme qui va suivre a permis
d’avancer sur la conjecture de Zimmer. On note S une surface compacte sans bord qui
est munie d’'une mesure de probabilité de support total notée aire. Enfin, désignons
par Diff'(S, aire) le groupe des difféomorphismes C' de la surface S qui préservent la
mesure aire. On a alors le théoréme suivant :

Théoréme. (Polterovich [48], Franks-Handel [24]) Si la surface S est de genre supérieur
ou €qgal a deuzx, tout élément de distorsion du groupe Diffl(S, aire) est de torsion.

Comme les groupes nilpotents et SL, (Z) possédent des éléments de distorsion qui ne
sont pas de torsion, on en déduit qu’ils ne sont pas sous-groupes du groupe Diffl(S, aire).
Dans ce deuxiéme cas, en utilisant une propriété de « presque »-simplicité du groupe
SL.(Z), on en déduit méme qu'un morphisme de groupes du groupe SL,(Z) vers
Diff* (S, aire) est « presque » trivial (son image est un groupe fini). Franks et Handel
ont aussi obtenu un résultat sur les éléments de distorsion dans le cas ou la mesure aire
est une mesure de probabilité borélienne quelconque qui leur permet d’en déduire que
Iaffirmation précédente reste vraie pour une mesure aire quelconque de support infini.
La question naturelle que I’'on peut se poser maintenant est de savoir si I’'on peut généra-
liser ces théorémes dans le cas des groupes de difféomorphismes et d’homéomorphismes
généraux.

Malheureusement, ce n’est pas le cas : on peut trouver beaucoup d’éléments de dis-
torsion dans ces cas-la. L’illustration la plus frappante de ce phénoméne est le théoréme
suivant de Calegari et Freedman :

Théoréme. (Calegari-Freedman [13]) Pour un entier d > 1, tout homéomorphisme du
groupe Homeog(S?) est de distorsion.

Dans le cas d’une régularité plus grande, Avila a montré dans [3| que tout difféomor-
phisme de Diffg°(S') dont des itérés arbitrairement grands sont arbitrairements proches
de l'identité au sens C'* (on dira qu’'un tel élément est récurrent) est de distorsion dans
le groupe Diffg°(S') : en particulier, les rotations irrationnelles sont distordues dans ce
groupe. En reprenant les techniques d’Avila et en utilisant un résultat de perfection lo-
cale (da a Haller, Rybicki et Teichmann [30], voir Pappendice 1), j’ai obtenu le résultat
suivant qui est 'objet du cinquiéme chapitre de cette thése et reprend en grande partie
larticle [44]

Théoréme 4. Pour toute variété compacte sans bord M, tout élément récurrent dans
Diff (M) est de distorsion dans ce méme groupe.
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En particulier, les rotations irrationnelles de la sphére de dimension 2 et les rotations
irrationnelles sur le tore de dimension quelconque sont des éléments de distorsion. Plus
généralement, on obtient un certain nombre d’éléments de distorsion sur toutes les va-
riétés qui admettent une action du cercle. Noter que grace a la méthode d’Anosov-Katok
(voir [32] et [20]), on peut obtenir des éléments récurrents dans le cas de la sphére ou
du tore de dimension 2 qui ne sont pas conjugués & une rotation. De toutes fagons, on
ne pouvait pas espérer un résultat analogue au théoréme de Polterovich et Franks et
Handel puisque nous allons voir que le groupe de Baumslag-Solitar BS(1,2) s’injecte
dans le groupe Diff°(M) pour toute variété M (ce fait m’a été indiqué par Isabelle
Liousse).

Identifions le cercle S' avec R U {oo}. On considére alors les deux diffecomorphismes
(analytiques) du cercle a : x — x4+ 1 et b :  — 2x. On voit que la relation bab~! = a?
est vérifite donc que ces deux éléments définissent une action du groupe BS(1,2) sur le
cercle. En épaississant l'infini (i.e. en remplacant le point a l'infini par un intervalle),
on obtient une action & support compact de notre groupe sur R. On peut rendre cette
derniére action C'*°. Enfin, par action radiale, on obtient une action C*° & support com-
pact de ce groupe de Baumslag-Solitar sur R? et, en identifiant un disque ouvert d’une
variété a RY, on obtient une action sur toute variété. Cela donne lieu & des éléments
de distorsion (non-récurrents) dans le groupe Diffg°(M) pour toute variété M. Dans le
cas des difféomorphismes, il est difficile d’approcher une caractérisation des éléments
de distorsion du fait de la multiplicité des obstructions a étre un élément de distorsion
(par exemple, la différentielle ne peut pas croitre trés vite le long d’une orbite, 1’en-
tropie topologique du diffeomorphisme doit étre nulle). En revanche, dans les groupes
d’homéomorphismes de surface, il n’y a qu’une obstruction connue a étre un élément
de distorsion. Nous allons la décrire. Les résultats qui suivent sont I'objet du sixiéme
chapitre qui est une version francaise de article [43].

Notons S une surface compacte orientable distincte de la sphére et S son revétement
universel. On munit la surface S et done la surface S aussi d’une métrique a courbure
constante 0 ou —1 suivant les cas, de sorte que la surface S munie de cette métrique
s’identifie a une partie du disque de Poincaré ou du plan euclidien. On appellera domaine
fondamental de S tout compact connexe D qui se surjecte via le revétement S — S
sur S et qui vérifie la propriété suivante : pour tout automorphisme de revétement ~,
I'intérieur de D et Uintérieur de v(D) sont disjoints. L’obstruction est alors la suivante :
si f est un élément de distorsion dans Homeoy(S), alors, notant f : S — S un relevé
de f, la suite (M)%N converge vers 0, ot diam(f"(D)) désigne le diamétre de
f™(D). Dans le cas du tore, cette derniére condition signifie que ’ensemble de rotation
de I’homéomorphisme f est réduit & un point. On peut alors se demander si la réciproque
a la propriété précédente est vraie. Je ne suis pas parvenu a montrer la réciproque mais
j’ai réussi & montrer que, si le diamétre de f”(D) croissait suffisamment lentement, alors
on a un élément de distorsion :

Théoréme 5. Si la suite (diam(fn(D))loz(diam(fn(D))))nzl converge vers 0, alors I’homéo-
morphisme f est un élément de distorsion du groupe Homeog(S5).

diam(f"(D)) -0

Au vu de ce théoréme, on peut se demander si la condition lim,, o
n

n’était pas trop faible. Il n’en est rien d’aprés le théoréme suivant :



20 ELEMENTS DE DISTORSION

Théoréme 6. Soit (wy,)nen une suite de réels positifs qui vérifie : lim,_, o ¥ = 0.
Alors il existe un homéomorphisme f dans Homeoy(S) qui est un élément de distorsion
dans ce groupe et qui vérifie :

diam(f™(D)) > w,.

Autrement dit, pour des éléments de distorsion, le diamétre d’un domaine fondamen-
tal peut croitre arbitrairement vite sous-linéairement. La conjecture naturelle demeure :

Conjecture 3. Si la suite (%%(D)))nzl converge vers 0, alors [’homéomorphisme f

est un élément de distorsion du groupe Homeog(S).

Donnons une idée de la preuve du théoréme 5 : celle-ci fait intervenir de maniére
cruciale la fragmentation. Fixons un recouvrement fini & par des intérieurs de bonnes
boules fermés d’une variété compacte M. Comme nous 'avons vu précédemment, tout
homéomorphisme isotope a l'identité de M peut s’écrire comme composé d’homéomor-
phismes supportés chacun dans 'un des ouverts de ¢. Pour un homéomorphisme f dans
Homeoy(S), on note Frag;,(f) le nombre minimal de facteurs nécessaires pour écrire
f en tant que produit d’homéomorphismes supportés chacun dans I'un des ouverts du
recouvrement U. La proposition suivante donne une relation entre cette longueur de
fragmentation et le fait d’étre un élément de distorsion :

Proposition 7. Pour un homéomorphisme f dans Homeoo(M), si la suite
(Fragu(f")log(Fragu(f"))

n

) converge vers 0, alors I’homéomorphisme f est un élément de
n

distorsion de Homeog(M ).

La démonstration de cette proposition fait intervenir un argument qu’utilise Avila
dans [3], adapté au cas des homéomorphismes. En utilisant cet argument tel quel, on
Fragy, (f™)* )

obtient uniquement la proposition précédente sous I’hypothése que la suite ~

converge vers 0. On obtient la proposition précédente en modifiant I’argument 4’ Avila,
Cette proposition a l'avantage d’étre valable sur toute variété compacte mais 1'incon-
vénient de faire intervenir la quantité Frag;, qui est difficile & comprendre. Elle semble
suggérer que les quantités du type Frag;, sont les quantités a considérer pour pouvoir
faire de la théorie géométrique des groupes sur les groupes d’homéomorphismes. Notons
que, sur les sphéres, en utilisant 1'« annulus theorem » (voir [34] et [49]), on peut montrer
que ces quantités sont uniformément bornées. Par conséquent, cette proposition implique
le théoréme de Calegari et Freedman [13] évoqué plus haut. On peut aussi essayer de
généraliser le théoréme de Calegari et Freedman en montrant cette conjecture :

Conjecture 4. Pour une variété compacte simplement connexe M, l'application Frag,,
est bornée. Par conséquent, tout élément du groupe Homeoy(M) est de distorsion.

Dans le cas des surfaces, la proposition suivante permet de relier la fragmentation a
la croissance du diamétre d’'un domaine fondamental :

Proposition 8. Soit S une surface orientable compacte sans bord distincte de la sphere.
1l existe des constantes C > 1 et C' > 0 telles que, pour tout homéomorphisme f dans
Homeoy(S), on a :

édiam(f(D)) — ' < Frag,(f) < C.diam(f(D)) + C".



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 21

Notons que cette proposition jointe a la précédente implique le théoréme 5. L’inéga-
lité de gauche dans la proposition précédente ne pose pas de difficultés. Par contre, la
démonstration de I'inégalité de droite fait intervenir le groupe fondamental de la surface
considérée. En particulier, la preuve fait appel a 'algorithme de Dehn pour les groupes
a petite simplification dans le cas des surfaces de genre supérieur ou égal a deux. Au
final, le théoréme est vrai pour toutes les surfaces : on peut donc se demander si I’'on
peut trouver une preuve directe de cette inégalité qui ne fait pas intervenir le groupe
fondamental de la surface considérée. Une telle preuve pourrait se généraliser au cas de
variétés de dimension supérieure.

Conjecture 5. Le théoréeme 5 reste vrai pour les tores de dimension quelconque et les
variétés hyperboliques de dimension quelconque.

1.3 Morphismes entre groupes d’homéomorphismes

Une autre maniére de comprendre un groupe G est de comprendre son groupe d’au-
tomorphismes. Le théoréme suivant de Whittaker décrit tous les automorphismes de
groupes du groupe Homeoy(M ), pour une variété compacte M.

Théoréme 9. (Whittaker [53]) Pour deuz variétés compactes M et N et pour tout
isomorphisme de groupes ¢ : Homeog(M) — Homeogy(N), il existe un homéomorphisme
h: M — N tel que le morphisme @ est lapplication f +— ho foh™l.

Ce théoréme a été généralisé par Filipkiewicz (voir [21]) au cas des groupes de dif-
féomorphismes en utilisant le théoréme puissant de Montgomery et Zippin qui carac-
térise les groupes de Lie parmi les groupes localement compacts. L’idée de la preuve
du théoréme de Whittaker est la suivante : on voit algébriquement notre variété M
en considérant le sous-groupe G, du groupe des homéomorphismes de M constitué des
homéomorphismes qui fixent le point x de la variété M. On montre alors que pour tout
point = de M, il existe un unique point y, de N tel que ¢(G,) est le groupe des homéo-
morphismes de N isotopes a Iidentités qui fixent le point y,. On pose alors h(z) = y, et
on constate d’une part que h est bien un homéomorphisme et d’autre part que I’homéo-
morphisme A vérifie bien la relation donnée par 1’énoncé du théoréme. Cependant, la
démonstration de Whittaker fait intervenir de maniére fondamentale le fait que 1’on ait
un isomorphisme de groupe et ne se généralise pas a priori simplement aux cas de mor-
phismes de groupes. Voici une conjecture que I'on peut faire dans le cas d’un morphisme
de groupes.

Conjecture 6. Pour toute wariété compacte M, tout morphisme de groupes
Homeog (M) — Homeoy (M) est soit trivial, soit un automorphisme de la forme décrite
dans le théoréme.

On peut aussi s’intéresser aux morphismes de groupes du groupe Homeog (M) vers
le groupe des homéomorphismes d’une autre variété Homeog(N). Je m’intéresse par
exemple a la question suivante.
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Conjecture 7. On note @ et p, les morphismes de groupes du groupe Homeog(S') vers
Homeog (T?) définis respectivement par :

f = ((z9) = (f(2),9)).
f= ((,y) = (f(2), [(9)))-

On conjecture que tout morphisme de groupes ¢ de Homeoy(S') vers Homeog(T?) est
semi-conjugué a l'une des deux actions ci-dessus.

On peut aussi essayer de regarder les morphismes de groupes entre groupes d’ho-
méomorphismes de surfaces. On peut notamment se poser la question suivante (et des
généralisations de celle-ci).

Conjecture 8. Notons T? — D le tore T? auquel on a retiré un disque ouvert. Notons
Homeoy(T? — D) la composante connexe de lidentité du groupe des homéomorphismes
de T%2 — D @ support inclus dans l'intérieur de cette surface. On conjecture alors que tout
morphisme de groupe de Homeoy(T? — D) vers Homeog(T?) est induit par une inclusion
de T?> — D dans T?.

Dans le dernier chapitre de cette thése, on verra une preuve de la conjecture 6
dans le cas du cercle. Notons que ce théoréme n’est pas nouveau : il était déja connu
de Matsumoto (voir [41]). Comme nous ne connaissions pas 'existence de l’article de
Matsumoto au moment de rédiger la démonstration de ce résultat et comme la preuve
est un peu différente de celle présentée dans [41], nous avons choisi de le présenter dans
le septieme chapitre de cette thése.

Théoréme 10. Tout morphisme de groupes Homeoy(S') — Homeoy(S') est soit trivial,
soit une conjugaison par un homéomorphisme du cercle (qui renverse éventuellement
Uorientation,).

La preuve, comme celle dans [41], fait intervenir la classe d’Euler bornée pour les
actions de groupes sur le cercle (voir [27] et [28]).
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Premiére partie

Longueur des commutateurs et norme
de fragmentation
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Chapitre 2

Norme de fragmentation sur ’anneau
ouvert

On note A anneau R x R/Z.

Soit r un entier supérieur ou égal a 0. L'objet de ce chapitre est de démontrer le
théoréme suivant :

o

Théoréme 2.1. La norme de fragmentation Frag, est majorée par 4 sur Diffj(A).

Remarque Ceci implique en particulier que la norme de fragmentation est bornée
dans le cas r = 3, ce qui n’était pas connu auparavant.

Soit « la courbe de A définie par :

A

a: R
t (t,0)

_>
H

On note 3 une courbe C'° compactement isotope a a. Les relevés de a a R? sont
donnés, pour ¢ € Z, par :

On note 5; le relevé de B qui coincide avec &; sur un voisinage de —oo. Lorsque ¢
est une courbe simple, on dit qu’une famille de points de ¢

(x1, T, ..., T,)
est c-ordonnée si et seulement si :
cHmy) <cHmy) < ... < Hay,).
Le théoréme précédent va découler de la proposition suivante :

27
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Proposition 2.2. I existe deux difféomorphismes fi et fo de Diff°(A), chacun a sup-
port dans un disque, tels que :

fio f2(B(R)) = a(R).

Preuwve du théoréeme 2.1. Soit f un diffeomorphisme dans Diffg(A). La courbe f(a) est
une courbe de classe C". On la perturbe légérement pour obtenir une courbe 3 de classe
C™> de sorte que 'ensemble a(R) U f~!(3)(R) ne contienne pas de courbe essentielle.
D’aprés la proposition précédente, il existe alors deux difféeomorphismes f; et fy dans
Diff;"(A) tels que fi o fa(a(R)) = B(R). 1l existe alors un difféomorphisme g, dans
Diff;(A) supporté dans un disque fermé plongé dans A dont la restriction & un voisinage
V de a(R) coincide avec f~' o fi o fopy. On pose alors :

g2 =gi of ofiofo

Le difféomorphisme go est supporté dans le complémentaire de V' donc est supporté dans
un disque. On a donc :

f=fiofrog; 0gy!

et la norme de fragmentation de f est majorée par 4, ce que I'on voulait démontrer. [

Preuve de la proposition 2.2. Pour pouvoir énoncer des lemmes permettant de démon-
trer cette proposition, nous avons besoin d’introduire des notations. Soit I, un segment
non réduit & un point inclus dans a(R) N S(R). On dit que le segment I est un morceau
en place (voir la figure 2.1) o les segments I; et I sont en place) si :
— l'application 871 o « est croissante de a=*(I) vers S71(1).
~ les ensembles do(a (1)) et By(871(I)) coincident.

Ceci revient a dire que, quitte a reparamétrer « et [, les courbes a et § sont compac-
tement isotopes relativement a I.

Si un segment I est un morceau en place, on appelle origine de I le point or(/) =
a(min(a=(I))) = B(min(B71(I))) et extrémité de I le point ex(I) = a(mazx(a(I))) =
B(maz(S~1(I))). Enfin, on dit qu’une courbe ¢ : R — A traverse I’anneau silimy_, ;o p;0
c(t) = 400 et limy, o proc(t) = —o0, ot p; désigne la projection R x R/Z — R. On est
maintenant en mesure de caractériser 1'existence d’un difféfomorphisme & support dans
un disque qui envoie S(R) sur a(R).

Lemme 2.3. Soit ¢, une courbe simple continue qui traverse 'anneau A. Les deux pro-
prietés sutvantes sont équivalentes :
(P1) 1l eziste un difféomorphisme f de Diff*(A — ¢(R)) qui vérifie f(B(R)) = a(R).
(P2) 1l existe une famille finie de morceauz en place (I, I, ..., 1I,) deur 4 deux dis-
joints dont la famille des origines associée (or(ly),or(ls),...,or(l,)) est a-ordonnée et
B-ordonnée, ainsi qu’un réel to dans (—oo,or(ly)) et un réel t; dans (or(l,),+00) qui
vérifient les propriétés suivantes :

— les restrictions de « et de 4 (—00,ty) U (t1,+00) coincident.

— Uintersection de la courbe ¢ avec a(R) U B(R) est incluse dans ["image par o de :

(—OO,to) tl,—i—OO U it Ik
k=1
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Action de f

FIGURE 2.1 -~ Lemme 2.3 : (P2) = (P1)

Preuve du lemme 2.3. On commence par prouver la réciproque du lemme. On suppose
(P2). On pose Iy = a((—00,t]), In+1 = a([t1, +00)) (or(l+1) = alty) ex(ly) = alto))-
Quitte a ne conserver de la famille (I3, I, ..., I,) que les intervalles qui rencontrent c,
on peut supposer que chacun des intervalles I; rencontre ¢, ce que nous ferons par la
suite. Notons t;, = o~ (or(ly)), t, = B8~ or(Iy)), o = o *(ex(I})) et 7, = B~ (ex(I})).

On va construire par récurrence une suite de diffeomorphismes (fy)_1<k<, de
Diff°(A — ¢(R)) qui vérifie :

1. pour k >0, fr(B(—o00,t})) = a(—o0,tg);

2. pour k > —1, le diffeomorphisme f;, fixe UZ;L& I,
Notons qu’il suffit de poser f = f,, pour montrer (P1). On pose f_y = Id,. Supposons
fr construite, pour —1 < k < n. Chaque composante connexe de

n+1
R* — (c(—00, tre1) U | 1)
p=0

est homéomorphe a R? car les composantes connexes du complémentaire d’un fermé
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connexe dans le plan sont simplement connexes. Alors les chemins o, ., .. €t fr ©
ry nt tou ux contenu ns un disque qui ne rencontr c ui
7 1ty ya] SO t toutes deux contenues dans disque e rencontre pas ¢(R) et

ne rencontre
n+1

a(—o0, tgi1) U U I,
p=0
qu’en les extrémités de ces deux courbes.

Nous allons maintenant utiliser le lemme suivant :

Lemme 2.4. Soient o/ : [0,1] — D? et 8 : [0,1] — D?, deux arcs simples dans le disque
fermé D? qui ne rencontrent le bord du disque qu’en leurs extrémités. Alors il existe

un difféomorphisme du disque isotope a l'identité relativement au bord du disque et qui
envoie o/ ([0, 1]) sur B'(]0, 1]).

Il existe un diffeomorphisme C* f;.,; de Diffg°(A — ¢(R)) qui fixe

n+1
a(—oo,t;) U U I,
p=0

et envoie fj o ﬁ|[ﬁ/€+17t;€+2] sur o Il suffit alors de poser fr, 1 = fkﬂ o fr pour

achever la récurrence.

Tht15tkt2]

Montrons I'implication directe. Supposons (P1). Considérons un réel ¢, tel que
a((—o00,tp]) est en dehors du support de f et un réel ¢; tel que a([t;,+00)) soit en
dehors du support de f. On note (;)o<j<n la famille des adhérences des composantes
connexes du complémentaire dans «(tg,t1) du support de f qui rencontrent ¢(R), ordon-
nées suivant 1'ordre induit par «. Alors la propriété (P2) est vérifiée en prenant cette
famille d’intervalles puisque f vaut l'identité sur ces intervalles. O

Nous aurons besoin d’une définitions supplémentaire pour énoncer un lemme néces-
saire a la démonstration de la proposition 2.2.

Définition 2.1. Notons ci, co, a1 et as des courbes simples qui traversent l’anneau A.
On suppose que les courbes ¢ et ay sont transverses et ont un nombre fini de points
d’intersection tout comme les courbes cy et an. On dit que les courbes c; et co rencontrent
respectivement c et ag dans le méme ordre si la propriété suivante est vérifiée :

on note

a(R)Nay(R) = {z1, 29, ..., 20, }
et
c2(R) Naz(R) = {33’1,;1:’2, . ,a:;laz} :

ot les suites (T;)i1<i<n, €t (T})1<i<n, sONt Tespectivement ¢ et cy-ordonnées. Alors
—Ngy =Nay =N
— st l’on note o la permutation de S, telle que la famille (xg(i))lgign est ap-ordonnée,
alors la suite (l';(i))lgign est ap-ordonnée ;
On dit de plus que les courbes c1 et co rencontrent respectivement oy et ag dans
le méme sens si, pour tout indice i, les bases de R* (d(c7'(x;)),a/(a ™ (z;))) et
(c(c™ X)), B/ (B~Y(x)))) ont méme orientation.
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Le lemme suivant donne un critére combinatoire sur deux courbes simples « et 5 qui
traversent I’anneau sous lequel on peut trouver deux difféomorphismes f; et f5 supportés
dans des disques tels que fyo f1(B(R)) = a(R) (voir la figure 2.3 pour un exemple d’une
courbe ¢ décrite par le lemme).

Lemme 2.5. Supposons qu’il eziste une courbe simple ¢ : R — A de classe C' qui vérifie
les propriétés suivantes :
1. la courbe c traverse l'anneau A ;

2. la courbe c est transverse a «, a (3, rencontre ces courbes en un nombre fini de
points et ne rencontre pas a(R) N B(R) ;

3. la courbe c rencontre les courbes a et B dans le méme ordre et dans le méme sens.

Dans ce cas, il existe des difféomorphismes fi et fo supportés dans des disques qui
vérifient :

f20 fi(B(R)) = a(R).

Preuve du lemme 2.5. On note T un voisinage tubulaire de ¢. On va construire un dif-
feomorphisme f; de Diff°(T") qui envoie un voisinage de z} dans 8 sur un voisinage de
x; dans . Ensuite, le lemme 1 appliqué & a et a f; o § permettra d’obtenir I'existence
d’un difféomorphisme f, de Diff"(A — ¢(R)) tel que :

f20 fi(B(R)) = a(R).

FIGURE 2.2 — Preuve du lemme 2.5 : action de 'homéomorphisme f; sur la courbe 3

Détaillons maintenant la construction de f;. Prenons le voisinage tubulaire T suffi-
samment petit de sorte que 'on puisse trouver un systéme de coordonnées qui identifie
T aR x (—1,1) et 'ensemble ¢(R) & R x {0} et tel que l'intersection de o avec T soit
une réunion de n droites de la forme {¢;} x (=1, 1) et 'intersection de /3 avec T soit une
réunion de n ensembles de la forme {t;} x (—1,1). On numérote les ¢; et les ¢, de sorte
que le point (¢;,0) du systéme de coordonnées corresponde au point z; de I'anneau et
le point (#},0) du systéme de coordonnées au point z; de 'anneau. Maintenant, il suffit
de prendre pour f; un difféeomorphisme de T' qui préserve le feuilletage horizontal, vaut
'identité prés de R x {—1,1} et envoie {t/} x [-1/2,1/2] sur {¢;} x [—-1/2,1/2]. Alors les
courbes «a et f; o 8 vérifient les hypothéses du lemme 1, ce qui permet de conclure. [J
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Il nous reste a finir la démonstration de la proposition.

On considére un lacet v simple orienté C*> qui vérifie les conditions suivantes :

1. Tl existe un point zg de v et un chemin simple 6 : [0, +00) — A — (a(R) U 5(R))
tel que §(0) = zg et limy_,, o p1 0 0(t) = +00;

2. le lacet 7y rencontre la courbe « transversalement et en un seul point et rencontre
la courbe (8 transversalement et en un seul point mais ne rencontre pas o N (.

On considére un voisinage tubulaire ouvert V' de v et un difféomorphisme ¢ : V —
R x R/Z qui vérifie :

{ Vi e a1 (V),poalt) = (h(t),
vt € BT V), 00 B(t) = (ha(t)

ou hy est un diffécomorphisme de a~!(V) sur R et hy est un diffecomorphisme de 571(V)
sur R (on a pris soin de choisir V' de sorte que a™(V') et 571 (V) soient des intervalles).
On note alors, pour tout entier naturel 7 :

A= N ([i,i+1] x R/Z).

On suppose dans ce qui suit que p2(6(R) N'V) C [0,1]. Le cas po(0(R) N'V) C [35,1] se

traite de maniére analogue. On va maintenant construire un chemin simple ¢ qui vérifie
les hypothéses du lemme 2.5 (voir la figure 2.3).

relevés de «

relevés de 3

un relevé de ¢

FIGURE 2.3 — Au revétement universel : construction d’une courbe ¢ qui vérifie les
hypotheses du lemme 2.5

On commence par considérer un chemin simple c¢_; : (—o0, 0] — A qui joint le bord
gauche de Panneau A au cercle =1 ({0} x R/Z) en longeant 3, plus précisément :

1. la courbe c_; ne rencontre (J, .y A; qu’en son extrémité c_,(0);
2.Vt < Ajc4(t) = (t,3), out A est choisi de sorte que, pour ¢ < A, B(t) = a(t) =
(t,0);
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3. la courbe c_; ne rencontre pas [3;

4. la courbe c_; est transverse & « (et donc ne rencontre la courbe o qu’en un nombre
fini de points).

On note A_; l'anneau bordé par {A} x R/Z et par o ({0} x R/Z). On note

[ = Il(c_1,a). On va construire la courbe ¢ comme concaténé de courbes simples
¢_1,Co,C1,...,c1 définies sur [0, 1] et d’une courbe simple ¢; définie sur [0, +00) telles
que :
1. I'image de la courbe ¢; est incluse dans A; pour tout entier ¢ dans l'intervalle
0,0 —1];
2. Textrémité de ¢; coincide avec 'origine de c¢; ;1 pour tout entier i dans 'intervalle

3. chaque courbe ¢; est transverse & « et & [ et ne rencontre pas a(R) N G(R);

4. pour tout entier i dans l'intervalle [—1,1 — 2], on a :
l(ciyr,a) = l(ei, ) — 1,
5. pour chaque entier ¢ dans I'intervalle [—1,1 — 1], la courbe ¢;41 rencontre § dans

le méme ordre et dans le méme sens que c¢; rencontre «.

De plus, on va construire la courbe ¢; de sorte que :

— elle rencontre | J < Aj uniquement en son origine;

- hmtﬁJroo P1OC(c_y,0) = +00;

— elle ne rencontre ni «, ni S.
Vues les propriétés ci-dessus, on obtient directement que le chemin concaténé
c_1¢oCy - .. ¢ vérifie les hypothéses du lemme 2.5. Une telle construction implique donc
la proposition 2.2.

On va maintenant construire par récurrence des chemins ¢; qui vérifient les propriétés
ci-dessus.

Supposons c_1, cg, . . ., ¢; construits et construisons c¢;y;.

Cas 7 <l — 1. Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.6. I existe une courbe simple &; : [0, 1] — A; qui joint les deux composantes
du bord de 'anneau A;, est transverse a c;, ne touche le bord de A; qu’en son origine et
son extrémité, ne rencontre pas o et vérifie :

l(Ci7(3éi) = l(Ci,Oé) — 1.

Preuve du lemme 2.6. Notons ¢; un relevé de ¢; et notons :
Ao = max{l € Z, &(R) Nq(R) # 0};

On note D, la composante connexe de R —dy,  (
la composante connexe de R? — @, . (R) qui contient éy
le revétement universel de ’anneau,

Kz = I({(2,y) € R?, (x,) € &([0,1]) N Dynaa })

R) qui contient &y, +1(R) et Gin
(R). On note IT: R? — A

min—1
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et
Koin = T({(2,y) € R?, (2,9) € &([0,1]) N Gpin })-

Il suffit alors de prendre pour &; une courbe qui joint les deux composantes du bord
de I'anneau A;, est transverse a c;, ne touche le bord de A; qu’en son origine et son
extrémité et ne rencontre ni «, ni K, ni K. (cela est possible car la réunion de
Koniny, Kmaz €t « ne déconnectent pas les deux composantes du bord de I'anneau A;).
En effet, dans ce cas la courbe ¢; n’intersecte ni le relevé de &; a droite de ay,,,, ni celui
a gauche de ap O

min ”

Notons ¢; un diffeomorphisme de Dif f$°(A) qui envoie A; sur A;1, a(R) N A; sur
B(R) N A1 et &;(R) sur a(R) N A;1;1. Enfin, notons ¢;;1 I'image de la courbe ¢; par
©;. Remarquons que le diffeomorphisme ¢; envoie K,,;, dans R x (1/2,1] et K,,,, dans
R x [0, %) Ainsi, on peut choisir le difféomorphisme ¢; et &; de sorte que Iorigine de la
courbe ¢;y; coincide avec 'extrémité de la courbe ¢; sauf dans les deux cas suivants :

— le point ¢;(0) appartient & K,,;, (ce qui implique que ¢;41(0) appartiendra & R x

(1/2,1)) et le point ¢;(1) appartient & R x (0,1/2).
— le point ¢;(0) appartient & K., (ce qui implique que ¢;;1(0) appartiendra a R x
(0,1/2)) et le point ¢;(1) appartient & R x (1/2,1).
Oublions pour l'instant ces deux cas particuliers dont nous expliquerons le traitement
ultérieurement et supposons donc que I'extrémité de la courbe ¢; coincide avec I'origine
de la courbe ¢;; 1. Dans ce cas le difféeomorphisme ¢; envoie le graphe orienté (a(R)NA;)U
¢; sur le graphe orienté (B(R)N A;11)Uc;t1. Cela implique que la propriété 5. sur 'ordre
et le sens des intersections est vérifiée pour c;; 1. De plus, le difféomorphisme ; envoie
le graphe orienté &; U ¢; sur le graphe orienté (a(R) N A;11) Ucitq. I découle, d’aprés la
propriété de &; garantie par le lemme 2.6, que la propriété 4. (I(c;1, ) = (¢, ) — 1)
est vérifiée pour ¢; 1. La courbe ¢;;1 vérifie bien toutes les propriétés souhaitées.

Revenons maintenant aux difficultés évoquées précédemment. Pour les éviter a toute
étape de la récurrence, il suffit d’imposer aux courbes ¢; de vérifier une propriété sup-
plémentaire (imposer cette condition revient a donner a chaque étape des conditions
supplémentaires que doivent vérifier le diffeomorphisme ¢; et la courbe &;) :

6. Si ¢;(0) appartient & K, et si ¢; intersecte a, alors ¢;(1) = ¢ (i +1,3)) et ¢; a
nombre d’intersection 1 avec a. Dans tous les autres cas, on a ¢;(1) = ¢ '((i + 1, 1)) et
¢; a nombre d’intersection algébrique 0 avec a.

Vu de maniére plus globale, la concaténation des courbes ¢; aura l'allure suivante.
Notons ¢; un relevé de la courbe ¢;. Notons [; le nombre de relevés de « intersectés par
¢; qui sont & gauche du point ¢;(0). Notons que ce nombre est nul si et seulement si
¢;(0) appartient & K,,;,. Alors, tant que I/ > 0, la construction indiquée implique que
¢; a nombre d’intersection algébrique 0 avec a, ¢;(1) = ¢ *((i + 1,%)) et I, =1} — 1.
Notons 4 le premier instant pour lequel i, = 0. Alors, pour tout entier [ — 1 > i > i,
on a I} = 0 et la courbe ¢; a nombre d’intersection 1 avec a et ¢;(1) = ¢ *((i + 1,3)).
Enfin, la courbe ¢;_; ne rencontrera pas la courbe « mais rencontrera un relevé de la

courbe 3 avec nombre d’intersection algébrique 1 et ¢_1(1) = ¢ *((i + 1, 3)).

Vérifions maintenant qu’avec cette construction, aucun des deux cas & probléme

précédemment évoqués n’apparaissent. Lorsque le point ¢;(0) n’appartient pas & K,

alors ¢;(1) = ¢~ '((i+1, 1)) n’appartient pas & Rx (1/2,1) : on n’est dans aucun des deux
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cas & problémes. Si le point ¢;(0) appartient & K,,;,, alors le point ¢;(1) n’appartient pas
a R x (0,1/2) donc, 1a aussi, la construction précédente s’applique.

Cas i =1 — 1. Dans ce cas, on a [(¢_1,«) = 0 et on termine la construction par la
construction de ¢; comme suit. On a ¢;_1(1) = ¢~ *((I — 1, 1)). Par conséquent, le point
¢—1(1) est dans la méme composante connexe de A — (a(R) U S(R)) que la courbe 4. Il
suffit alors de prendre pour ¢; la concaténation d’'une courbe qui joint ¢;(1) & un point
d(to) de 0, en évitant o et 3 et en ne rencontrant (J;_; A; que en ¢;(1), et de djz, 4o0)-
On aura choisi le point d(Z) de sorte que la courbe d, 1) ne rencontre pas (J;; A;.
Le chemin ¢; vérifie alors les conditions requises. O



Chapitre 3

Norme de fragmentation sur le tore

3.1 Fragmentation et ensemble de rotation

Soit A une partie de R2. On dit que A est incluse dans une bande rationnelle de
largeur M > 2 si et seulement si il existe une droite D C R? passant par I'origine (0, 0)
et deux couples d’entiers relatifs (my,ny) et (ma, ng) tels que :

— la partie A est incluse dans la bande ouverte B délimitée par les droites D+ (my, nq)

et D+ (mg,na);

— le cardinal de ’ensemble des droites incluses dans B de la forme D + (k, k'), ou k

et k' sont des entiers relatifs, est inférieur ou égal & M — 2.
Pour une partie A compacte de R?, on définit la largeur largeur(A) de A comme le plus
petit entier M tel que la partie A est incluse dans une bande rationnelle de largeur M.
Le but de cette section est de démontrer le théoréme suivant.

Pour un élément f de Diff}(T?), on note Frag, (f) le nombre minimal de facteurs né-
cessaires pour écrire f en tant que produit d’homéomorphismes dans Diff((T?) supportés
dans des anneaux.

Théoréme 3.1. Soit f un difféomorphisme de Diff((T?). Notons f un relevé de f et

rot(f) l’ensemble de rotation de ce relevé. On a alors :

Frag, (f) < {largeurémt(f))J ey

Ce théoréme va immeédiatement découler de deux proposition. Avant d’énoncer la
premiére d’entre elles, nous avons besoin d’une définition.

Définition 3.1. Soit v un lacet simple du tore non trivial en homologie. Soit f un

difféomorphisme de Diff|(T?). On note F un relevé de f et 7; les composantes connexes
de IT"Y(y). On dit que le lacet v est étiré N fois par f si et seulement si :

ﬂ{nGZ, F(:YO)O;YTL%@}:N

36
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Proposition 3.2. Soit f un difféomorphisme dans Diffy(T?). S’il existe un lacet simple
v non-trivial en homologie qui est étiré au plus N fois par f, alors :

Fog.() < | 3| +2

La deuxiéme proposition reprend les idées d’une démonstration d’un théoréme de
Kwapisz.

Proposition 3.3. Soit f un difféomorphisme dans Diffy(T?). Si I’ensemble de rotation
d’un (donc de tout) relevé de ’homéomorphisme f est inclus dans une bande rationnelle
de taille M > 2, alors il existe un lacet simple v non-trivial en homologie qui est étiré
au plus M — 2 fois par f.

Il suffit d’appliquer successivement les propriétés 3.3 puis 3.2 pour obtenir le théo-
réme 3.1.

3.1.1 Preuve de la proposition 3.3

Etant donnés deux plongements propres de R d’images Dy et D; (qui sont naturel-
lement orientées), on notera Dy < D; si et seulement si les droite topologiques Dy et
D, sont disjointes et la droite topologique Dy est inclus dans la composante connexe de
R? — Dy qui est & gauche de D;. Si u est un vecteur de R?, on note 7T}, la translation du
plan de vecteur wu.

Soit, F' un relevé de 'homéomorphisme f. Quitte a conjuguer 'homéomorphisme F
par un élément de SLy(Z) et & composer par une translation de vecteur & coordonnées
entiéres, on peut supposer que l'ensemble de rotation de F' est inclus dans la bande
ouverte (0, M) x R. Dans ce cas, les applications F', Ty o et T(ps,0)0 F'~! commutent deux
a deux et ont un ensemble de rotation inclus dans (0, +o00) x R. D’aprés la proposition
3.1 et appendice B de [5], il existe une courbe simple v du tore homotope a II({0} x R)
telle que, si 'on note ¥ une composante connexe de IT"!(v), on ait :

Ly <F(¥);
2. ’3/ < T(]W,O) o} F_l(’}/)
Ces deux relations impliquent que

T <F() <7+ (M,0)

et donc que le lacet ~v est étiré au plus M — 2 fois par 'homéomorphisme F'.

3.1.2 Preuve de la proposition 3.2

Dans le cas N =0 ou N = 1, il existe un anneau A plongé dans le tore qui contient
le lacet v et son image par 'homéomorphisme f. Il existe alors une application f; dans
Diff((T?) supporté dans 'anneau A qui coincide avec 'application f sur un voisinage
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de la courbe 7. On pose alors fo = f; ' o f. L’application f, appartient bien au groupe
Diffy(T?) et est supporté dans un anneau qui est le complémentaire d’un voisinage du
lacet . De plus, on a : f = f; o fo donc Frag, (f) < 2.

Traitons maitenant par récurrence le cas N > 2. Quitte a perturber légérement la
courbe 7, on peut supposer que cette courbe est réguliére. Notons (7;),cz la famille des
composantes connexes de IT7!(), de sorte que la courbe 7; soit incluse dans la bande
délimitée par les droites topologiques 7;_1 et ¥;.1. On peut supposer, quitte a faire un
changement de coordonnées, que 4; = {i} x R. Notons :

Nmar = Max {Z € Z? F(&O) N :Yz 7é (Z)}
Nmin = min{i € Z, F(30) NA; # 0}

et :

{ 1= (F(3(R) N {(x,y) € B2, 2> npnas})
J = (FGo(R) N {(z,y) € B, & < npin})

On va montrer qu’il existe un lacet simple ¢ isotope a v qui est disjoint de v, de [
et de J. On considére 'anneau découpé par 7, c’est-a-dire une immersion surjective
A =[0,1] x S' — T2 dont la restriction & Dintérieur de Panneau A est un plongement
et les images de {0} x St et de {1} x S' sont chacune égales & v(R). Les ensembles I et
J du tore sont désormais vus comme sous ensembles de 'anneau via cette immersion.
Chaque composante connexe de I U J a ses deux extrémités dans une méme composante
de bord de I'anneau A. Par conséquent, il existe un lacet simple fermé ¢ homotope a
chacune des composantes connexes du bord de ’anneau A, inclus dans l'intérieur de cet
anneau (i.e. disjoint de la courbe 7), qui est disjoint de I et de J.

On va maintenant construire un difféomorphisme % dans Diff(T?) supporté dans le
complémentaire d’un voisinage de c¢ tel que la composée h o f étire le lacet v au plus
N — 2 fois. Une fois I'existence d’un tel difféomorphisme montrée, une récurrence permet
de conclure la preuve de la proposition 3.2.

Notons ¢; la composante connexe de I17'(c) comprise entre 4;_; et ;. Notons I’
(respectivement J’) la réunion des composantes connexes de f(7y) — ¢ qui contiennent
une composante connexe de I (respectivement J). On considére 'anneau découpé par ¢
que ’on note A. Pour les mémes raisons que précédemment, il existe un lacet ¢’ isotope
a c et disjoint de ¢, de I" et de J'. On identifie 'anneau A a [0,1] x S! de sorte que
le lacet ¢ soit identifié au lacet {%} x St. Soient 0 < 7] < ry < % <r3<ry<l1de
sorte que I'anneau ouvert (r1,74) x S! contienne 'image de la courbe 7 et que Panneau
[r2, 73] X S' ne rencontre pas les ensembles I’ et J'. On considére alors un champ de
vecteurs X radial supporté dans l'intérieur de A (identifié & un anneau ouvert du tore)
tel que :

~ pour un point (r,0) de [ry, ] x S', on a X(r,0) = (—1,0);

~ pour un point (r,0) de [r3, 74 x S*, on a X (r,0) = (1,0).

Notons ¢’ le flot a I'instant ¢ de ce champ de vecteurs. Il existe alors un instant ¢ty > 0
tel que (1) N~(S') = 0 et ©2(J) Ny(S') = (. 1l suffit alors de poser h = ¢ pour
conclure.



3.1.3 - Conséquences 39

3.1.3 Conséquences

Proposition 3.4. Tout difféomorphisme f obtenu comme temps 1 du flot d’un champ de
vecteurs autonome a une norme de fragmentation dans des anneauz Frag, (f) inférieure
ou égale a 4.

Il suffit donc d’arriver a écrire tout difféomorphisme en tant que produit d’un nombre
uniformément borné de difféomorphismes qui sont temps 1 du flot d’un champ de vec-
teurs autonome du tore pour montrer que la norme de fragmentation (et donc la longueur
des commutateurs) est bornée.

Démonstration. Cette proposition est essentiellement une conséquence d’un théoréme
de Franks et Misiurewicz selon lequel tout difféeomorphisme obtenu comme temps 1 du
flot d’un champ de vecteurs autonome a un ensemble de rotation qui est de 'une des
formes suivantes :

— un singleton ;

— un segment contenu dans une droite de pente rationnelle qui passe par le point

(0,0);

— un segment de pente irrationnelle dont 1'une des extrémités est le point (0,0).
Dans les deux premiers cas, I’ensemble de rotation est inclus dans une bande rationnelle
de taille 2 et le théoréme 3.1 permet directement d’en déduire que la norme de fragmen-
tation dans des anneaux est majorée par 2 dans ce cas. Dans le dernier cas, il suffit de
perturber un peu le champ de vecteurs qui définit f pour créer une orbite périodique.
On obtient un difféomorphisme g temps 1 du flot d’un champ de vecteurs autonome
dont 'ensemble de rotation contient le point (0,0) ainsi qu’un point distinct de (0,0) &
coordonnées rationnelles : on vient de voir que ceci implique que Frag, (¢) < 2. De plus,
le difféomorphisme g peut étre choisi arbitrairement proche de f donc on peut supposer
que Frag, (f og™') < 2 en vertu du lemme de fragmentation (voir Pappendice B). On
en déduit que Frag, (f) < 4, ce qu’il fallait démontrer. ]

3.2 Un peu plus sur la fragmentation dans le tore

Dans cette section, nous allons tenter de trouver un critére pour que, étant donnés
deux lacets fermés simples « et 3, il existe un diffeomorphisme supporté dans un anneau
qui envoie la courbe 8 sur une courbe disjointe de . Cela va permettre de mieux com-
prendre la quantité Frag, définie dans la section précédente. Dans un premier temps,
nous allons trouver une condition nécessaire sur des lacets simples essentiels «, 3 et
c pour qu’il existe un homéomorphisme isotope a l'identité supporté dans le complé-
mentaire de la courbe ¢ qui envoie la courbe [ sur une courbe disjointe de «. Dans,
un deuxiéme temps, nous allons montrer qu’il existe toujours un lacet simple essentiel
¢ qui vérifie la condition nécessaire précédente. Enfin, nous allons trouver sous quelles
conditions supplémentaires la condition nécessaire précédente est suffisante.

Décrivons la condition nécessaire en question. Fixons deux lacets simples essentiels
orientés isotopes a et 5. Notons (&;);ez la famille des composantes connexes orientées
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(par 'orientation de a) de II"!(a(R)), ot les courbes &; sont numérotées de sorte que,
pour j > i, la courbe &; soit & droite de la courbe ;. De la méme maniére, on définit
la famille (3;);cz des composantes connexes orientées de IT71(3(R)).

On dit qu’'un lacet simple essentiel ¢ vérifie les conditions locales vis-a-vis de o et de
[ si les conditions suivantes sont vérifiées :

— la courbe ¢ ne rencontre pas 'ensemble a(R) N 5(R);

— notant B; la bande ouverte délimitée par les courbes §; et Biﬂ, la condition sui-
vante est vérifiée : il existe un indice j € Z tel que linclusion TI-!(cNa)N B; C &;
est satisfaite.

— notant flz-/ la bande ouverte délimitée par les courbes a; et a; 1, la condition
suivante est vérifiée : il existe un indice j/ € Z tel que Pinclusion II- (cNa)N Ay C
& est satisfaite.

Proposition 3.5. Soit ¢ un lacet simple essentiel du tore T?. Supposons qu’il existe un
homéomorphisme f dans le groupe Homeoy(T?) supporté dans le complémentaire d’un
voisinage de la courbe c tel que la courbe f(B) est disjointe de la courbe . Alors la
courbe c vérifie les conditions locales vis-a-vis de « et de [3.

Démonstration. Soit f un homéomorphisme qui vérifie I'hypothése de la proposition.
Notons f le relevé de 'homéomorphisme f qui fixe les points de II7!(c). Nous allons
voir que la proposition est une conséquence directe du lemme suivant.

Lemme 3.6. Fizons un indice i dans Z. Notons | € Z lindice tel que la bande ou-
verte comprise entre &y_y et &; contienne la courbe f(f3;). Avec ces notations, l’ensemble
[T (c(R)) N B; ne rencontre pas les droites topologiques ay pour I <1 — 1.

Preuve du lemme 3.6. Raisonnons par I’absurde. Supposons qu’il existe un indice [’ <
[ — 1 pour lequel IT71(c) N B; N éy # (). Notons p un point de ce dernier ensemble.
On remarque que le point p est situé a droite de la droite topologique orientée B; et
a gauche de la droite topologique f(ﬁl) De plus, ces deux droites topologiques sont
isotopes relativement au point p, d’ou la contradiction. O

On a aussi ’énoncé symétrique suivant :

Lemme 3.7. Notons | € Z l’indice tel que la bande ouverte comprise entre &y et duqq
contienne la courbe f(Bi1). Avec ces notations, 'ensemble 117! (c(R)) N B; ne rencontre
pas les droites topologiques &y pour I > 1+ 1.

Montrons maintenant la proposition a l'aide de ces deux lemmes. Tout d’abord, il
est clair que la courbe ¢ ne rencontre pas a N f : un point de I'intersection de ces trois
courbes est fixé par f donc appartient a f(3) N «. Or, ce dernier ensemble est vide
par hypothése : on aboutit & une contradiction. Fixons un indice ¢ dans Z et notons
[ € Z T'unique indice tel que la courbe f(ﬁz) est comprise entre les courbes a;_1 et .
Dans ce cas, la courbe f(BHl) sera comprise entre les courbes a; et a;1. On applique
ensuite les deux lemmes précédents pour conclure que la courbe ¢ vérifie la deuxiéme
condition dans la définition des conditions locales. On montre de la méme maniére que
cette courbe vérifie la troisiéme condition dans la définition des conditions locales. [
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Proposition 3.8. Pour deux lacets o et B essentiels, simples et isotopes, il existe un
lacet essentiel simple qui vérifie les conditions locales vis-a-vis des courbes a et 3.

Démonstration. Fixons un indice ¢ € Z. Pour deux indices p < ¢, on note flp,q la bande
ouverte située entre les courbes &, et &,. Remarquons qu’il suffit de montrer qu’il existe
un entier [ € Z et un lacet ¢ simple essentiel dans le tore inclus dans H(fll_uﬂ N BZ)
On peut alors perturber ce lacet pour qu’il évite SN a. Le lacet obtenu vérifiera alors les
conditions locales vis-a-vis des lacets o et 5. Notons I, (respectivement l,,,4,) le plus
petit (respectivement le plus grand) indice [ € Z tel que la droite topologique &; ren-

contre la bande Bi. On regarde ensuite le premier indice ly > [,,,;, pour lequel ’ensemble
la suite des rangs des applications linéaires H, (I1(B; lemM_u), R) — H;(T?* R). Cette
suite est croissante et est stationnaire égale a 2 pour [ > 4, + 1. Notons [y le premier

H(El lem_l,l) remplit la topologie du tore. Précisons ce qui précéde. Notons (a;);>;

indice I > I, pour lequel a;, = 2. Dans ce cas, comme ’ensemble TI(B; N flloﬂ,lmwﬂ)

est disjoint de ’ensemble H(Eiﬂzjmm_l,lo) qui remplit I'homologie du tore, 'application
Hi(TH(B; N Ag41400+1), R) = Hi(T?,R)

est nulle. De plus, par définition de [y, I'application linéaire

H\(II(B; N Ay,,—100-1), R) = Hi(T? R)

n’est pas surjective. Par conséquent, I’ensemble H(E’i N fllo,uoﬂ), qui est le complé-

mentaire des fermés H(Bi mlelmm—l,lo—l) et H(BZ— ﬂflloﬂvlmaﬁl), contient un lacet simple
essentiel du tore qui vérifie les conditions locales. O

Nous allons maintenant décrire des couples de lacets simples a et S pour lesquelles
I’existence d’'une courbe ¢ qui vérifie les conditions locales implique qu’il existe un ho-
méomorphisme supporté dans un anneau qui envoie la courbe 8 sur une courbe disjointe
de la courbe a.

On se donne deux lacets simples orientés « et §. On suppose pour simplifier que
ces deux lacets sont de classe C' et transverses (mais ce qui suit pourrait étre adapté
au cas ol ces hypothéses ne seraient pas vérifices). Notons {xy,xs,...,x,} 'ensemble
des points d’intersection des lacets o et 5. Les indices de ces points d’intersection sont
choisis de sorte que, si I’on parcourt le lacet S en partant du point x; en suivant le sens
donné par I'orientation du lacet 3, on rencontre successivement les points x1, za, ..., .
On note |, »,) (respectivement 3|, .,)) le chemin obtenu en parcourant le lacet « (res-
pectivement () depuis le point z; jusqu’au point x; dans le sens donné par I'orientation
de «a (respectivement (). On dira que le lacet (3 est croissant vis-a-vis du lacet « si et
seulement si, pour tout indice i € [1,p], 'une des conditions suivantes est vérifiée (les
indices étant pris modulo p) :
— la base des vecteurs-vitesse (o/(a~!(x;)), 8 (87 (x;))) a méme orientation que la
base (o (™ (2341)), B'(B™ (ir1))) 5

— les bases (o/(a™(z;)), B(B7H(x:))) et (/(a ™ (wi41)), B (B (wiy1))) ont des orien-
tations opposées et les courbes oz, 2,11 €t Bjje; 2,4, SONt homotopes a extrémités
fixes.

Ti+1
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Par conséquent, le lacet § n’est pas croissant vis-a-vis de « si et seulement si il existe
un indice ¢ telle que le lacet formé de la concaténation des courbes o, 4.,1] €t Bjz..1,21]
est homotope au lacet trivial (voir la figure 3.1).

FIGURE 3.1 — Situation ot le lacet 5 n’est pas croissant vis-a-vis de «

Nous aurons besoin du lemme suivant qui utilise 'hypothése de croissance du lacet
B vis-a-vis du lacet « (et qui justifie la terminologie utilisée) :

Lemme 3.9. Notons (Zn)nez la suite des intersections de la droite topologique orientée
Bo avec &y, pour l € Z, indexée de sorte qu’elle soit croissante pour 'ordre induit sur la
droite By. Alors cette suite est aussi croissante pour l'ordre induit par &;.

Démonstration. Notons (f,)nez la suite croissante pour o des intersections de la droite
By avec IT7!(). Nous allons montrer par récurrence sur N € N que, pour tout indice
i € Z, si Pon note (¢'), la suite finie obtenue a partir de la suite (7,)_n<n<y €n ne
conservant dans 'ordre que les éléments de cette suite qui appartiennent a la droite a;,
alors la suite (g.), est croissante pour l'ordre induit sur la droite ;. Remarquons que
cette derniére propriété implique le lemme.

La propriété est vraie lorsque N = 0.

Supposons la propriété précédente vraie pour un rang N et montrons-la au rang N+1.
Notons 7y l'indice tel que le point yy1 appartient a la droite &;,. Dans le cas ou aucun
des points de la suite (7,)-n<n<n D’appartient a la droite &;,, la suite (Un)-N<n<ni1
vérifie la propriété décrite ci-dessus. Dans le cas contraire, notons k le plus grand indice
inférieur ou égal a N pour lequel le point g, appartient a la droite a;,. Si K = N, la
définition de croissance du lacet [ vis-a-vis du lacet o implique que le point gy, est
apres le point gy pour 'ordre induit sur la droite &, : cela découle du fait que les courbes
Bim(gn) MGy +1)] 6 Qign) Gy +0)] SOnt isotopes a extrémités fixes. Supposons maintenant
que l'indice k est distinct de N. Notons j l'indice tel que le point yy appartient a la
droite &;. Nécessairement, cet indice est soit 7o — 1, soit ip + 1. Remarquons que le point
Ur+1 appartient a la droite ; : dans le cas contraire, il existerait un indice [ strictement
supérieur a k et strictement inférieur a N tel que le point y; appartient a la droite &,
ce qui est exclu par définition de k. Par hypothése de récurrence, le point gy est aprés le
point gi41 pour 'ordre induit sur la droite &;. Comme les deux segments topologiques
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BOH:&k,z}kH} et BO\[:&N,@NH] sont disjoints, on en déduit que le point g1 est aprés le point
Jr, pour 'ordre induit sur la droite &;,. Un raisonnement analogue a celui que 'on vient
de faire dans le cas du point point §y_n_; nous donne la propriété souhaitée au rang
N +1. O

Proposition 3.10. S le lacet 5 est croissant vis-a-vis du lacet «, alors il existe un
homéomorphisme f dans Homeoy(T?) supporté dans un anneau tel que le lacet f(3) ne
rencontre pas le lacet a.

Démonstration. Notons ¢ un lacet qui vérifie les conditions locales vis-a-vis des lacets «
et [ : la proposition précédente nous assure qu’un tel lacet existe. Quitte a le perturber
un peu, on peut supposer qu’il est transverse aux lacets « et 8. Fixons un relevé Bo du
lacet 5. Notons l,,.. (respectivement [,,;,) 'indice le plus grand (respectivement le plus
petit) pour lequel la droite topologique &, ,, (respectivement ¢, . ) rencontre la droite
topologique fy. Autrement dit, la droite &;, . (respectivement &; ) est le relevé de a
qui intersecte By qui est le plus & droite (respectivement le plus a gauche). On est alors
dans 1'un des deux cas suivants :

— Tensemble &, .. N B_; ne rencontre pas ’ensemble II7'(¢) ou, autrement dit, cet

ensemble ne rencontre aucun relevé du lacet c;
~ Pensemble &; . N By ne rencontre pas 'ensemble TI-!(¢) ou, autrement dit, cet
ensemble ne rencontre aucun relevé du lacet c.

On va montrer dans ce qui suit que, dans le premier cas ci-dessus, il existe un
homéomorphisme A supporté dans le complémentaire d’un voisinage de c tel que, si I’'on
note A le relevé de Phoméomorphisme % qui fixe IT7(¢) :

— l'inclusion suivante est vérifiée

{jez,ﬁ(ﬁ})m@j#@} c {jez,ﬁom@j¢®};

— la droite topologique h(fy) ne rencontre pas le relevé &, . ;
— la courbe h() est croissante vis-a-vis de «;
— la courbe c¢ vérifie les conditions locales vis-a-vis des courbes « et .
On a un énoncé symétrique dans le deuxiéme cas. Une récurrence sur le cardinal de

I’ensemble {j € 7, Bo Na, # (Z)} permet alors de conclure la preuve de la proposition.

Plagons-nous maintenant dans le cas suivant : I’ensemble ¢;,,,, N B_; ne rencontre pas
'ensemble TT7*(c). Montrons I'existence d’un homéomorphisme h vérifiant les propriétés
ci-dessus. Notons C' l'adhérence d’une composante connexe de By N Dgs, ., ou D
désigne '’ensemble des points strictement a droite du relevé a4, du lacet a.

XUmaz

Notons z; et T;11 les deux extrémités du segment C, ou le point #; est plus petit
que le point Z;; pour l'ordre induit sur BO, et on note II(Z;) = x; pour j = i ou
Jj =i+ 1. Notons D le disque bordé par les segments topologiques C' et &z, 3, ,)- Le
lemme précédent implique alors que 'intérieur de ce disque ne contient aucun point du
relevé (y. Par conséquent, tous les points de 'intérieur de ce disque sont a gauche de la
droite topologique Bg. Ainsi, ce disque ne rencontre pas les relevés ﬁj du lacet (3, pour
j > 0. De plus, par définition de [,,.., ce disque ne rencontre pas les relevés Bj du lacet
B, pour j < 0. On consideére alors un homéomorphisme h; supporté dans un voisinage

U du disque II(D) (voisinage suffisament petit pour que ’ensemble U N 8 n’ait qu’'une
seule composante connexe et que 'ensemble U ne rencontre pas la courbe c) tel que



44 UN PEU PLUS SUR LA FRAGMENTATION DANS LE TORE

hi(BNU)Na = . Silon note hy le relevé de I’lhoméomorphisme h; qui est supporté
dans IT-'(U), Pensemble hy(3,) NI~ (U) ne rencontre pas la droite topologique dy, ..
En procédant de la méme maniére pour chaque composante connexe de 'ensemble 5y N
D, ., onobtient 'homéomorphisme & recherché (par composition d’homéomorphismes
a support dans des disques deux a deux disjoints). O

Corollaire 3.11. Soit f un homéomorphisme dans Diffy(T?). Supposons qu’il existe un
lacet simple o dont I'tmage par f est croissante vis-a-vis du lacet a. Dans ce cas, on a :

Frag, (f) < 3.

Comme d’autre part, on sait que la norme de fragmentation est bornée par 4 pour les
homéomorphismes de ’anneau, on en déduit que la norme de fragmentation est majorée
par 12 pour de tels homéomorphismes. De plus, comme la longueur des commutateurs
est majorée par deux pour les homéomorphismes de I'anneau (d’aprés [11]), on en déduit
que la longueur des commutateurs est majorée par 6 pour de tels homéomorphismes.

Un cas d’application de la propriété précédente est le suivant :

Proposition 3.12. Donnons-nous deux lacets simples C' transverses isotopes o et 3
qui sont tous deux positivement transverses a un méme feuilletage du tore. Alors le lacet
B est croissant vis-a-vis de .

Question : Existe-t-il un difféeomorphisme f du tore isotope a l'identité tel que, pour
tout lacet essentiel av du tore, le lacet f(«) n’est pas croissant vis-a-vis du lacet o7



Chapter 4

Commutator length of
diffeomorphisms of the closed annulus

4.1 Introduction

Let M be a manifold. The support supp(f) of a homeomorphism f of M is defined
to be the closure of the set:

{z € M, f(z) £ 2}

For r in NU{oco}, denote by Diffj(M) the identity component of the group of compactly-
supported C"-diffeomorphism of M. We also write Homeoo(M) = Diffy(M). We study
algebraic properties of these groups.

A commutator in Diffj(M) is an element of the form [f,g] = fogo flog ™' It
is known that, for r # dim(M) = dim(OM) + 1 and r # dim(M) + 1 every element in
Diff(M) can be written as a product of commutators: indeed, a result by Mather (see
9], [39], [40]) shows that, if the manifold M is without boundary, the group Diffj(M)
is perfect if r # dim(M) + 1 and the result for manifolds with boundary follows from
this one. A question naturally arises: how many commutators shall we need to write
a given diffeomorphism as a product of commutators? For an element f in Diffj(M),
the commutator length cl.(f) is the minimal number of commutators needed to write
f as a product of commutators. Burago, Ivanov and Polterovich showed in [11] that,
when the manifold M is a sphere or compact and three-dimensional without boundary,
the commutator length is bounded (by 4 in the case of the sphere and 10 in the case
of three-dimensional manifolds). They also exhibited a wide class of open manifolds
(that they call portable manifolds), including R™, for which the commutator length is
bounded by 2. Tsuboi generalized these results for odd-dimensional compact manifolds
and gave a better bound: the commutator length is bounded by 6 in those cases.

A homeomorphism f is said to be supported in a ball if there exists a topological
embedding ¢ : B — M of the closed unit ball B of the same dimension as M such that
supp(f) C i(B) and i(B) NOM is homeomorphic to an open cell. Like for commutators,
every element f in Diff((M) can be written as a product of diffeomorphisms in Diff{(M)
supported in balls and we define Frag, (f) to be the minimal number of diffeomorphisms
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in such a decomposition. Burago, Ivanov, Polterovich and Tsuboi showed also that the
fragmentation norm is bounded in the case of odd-dimensional manifolds and of open
portable manifolds.

The commutator length and the fragmentation norm are two examples of the more
general notion of conjugation-invariant norm on a group introduced by Burago, Ivanov
and Polterovich in [11]. They proved that the fragmentation norm plays a crucial role:
every conjugation-invariant norm on Diff[(M) is bounded if and only if the fragmenta-
tion norm is bounded.

In this chapter, we consider the case of the closed annulus A. We prove some esti-
mates on the commutator length and the fragmentation norm, which implie in particular
that they are unbounded, contrarily to the above examples®. For a diffeomorphism f in
Diff;(A), let p(f) be the difference of the translation numbers of f on the two boundary
components (for a precise definition of p(f), see the next section). The following theo-
rem shows that p is a quasi-isometry from Diff[(M), endowed with the fragmentation
norm or the commutator length, to R:

Theorem 4.1. Let r be an integer different from 2 and 3. For any diffeomorphism f
in Diff((A),
p(f)] 47

AP | <

and
Ip(f) — Frag,.(f)| < 16.

In fact, the map p is a quasi-morphism (this notion will be defined in the next
section) on the group Diff((A) and is essentially the only quasi-morphism on this group:

Theorem 4.2. If r # 2,3, every homogeneous quasi-morphism on Diff((A) is colinear
to p.

Remark For » = 2 or r = 3, the result holds if we replace Diffj(A) by
[Diff;(A), Diff((A)], the subgroup generated by commutators. Whether the equality
[Diff3(A), Diff3(A)] = Diff3(A) holds or not is still an open question.

In the next section, we state a proposition which give fine estimates on the commu-
tator length. We also show that this proposition implie the first part of Theorem 4.1 and
Theorem 4.2. The third section is devoted to the proof of this proposition. In the fourth
section, we prove an analogous proposition on the fragmentation norm which implies
the second part of Theorem 4.1. Finally, in the last section, we discuss generalizations
of these results to other surfaces. We will prove the following result:

Theorem 4.3. Let M be a surface with non-empty boundary which is different from
the disk and r be a number in N U {oc}. Then the group Diff((M) admits non-trivial
homogeneous quasi-morphisms. In particular, this group is stably unbounded.

1. Observe in particular that, for a manifold M with interior int(M), the boundedness of Diff|;(OM)
and of Diff{j(int(M)) does not necessarily imply that Diff((M) is bounded (compare to [1] ).
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Figure 4.1: A diffeomorphism f which sends the curve ¢ to the curve ¢ satisfies p(f) = 2

4.2 Quasimorphisms on Diff(A)

Definition 4.1. Given a group G, a homogeneous quasi-morphism on G is a map
q : G = R which satisfies:

1. 3D >0, Ya,b € G, |q(ab) — q(a) — q(b)| < D.
2. Ya € G, Vn € Z,q(a") = nq(a).

The least constant D(q) which satisfies 1) is called the defect of the quasimorphism q.
The trivial quasimorphism s the quasimorphism which maps every element of G to 0.

A first connection between commutator length and quasi-morphisms is given by the
following classical lemma (see [4] and [12]):

Lemme 4.1. Suppose G is perfect. If G admits a non-trivial homogeneous quasi-
morphism q, then clg is unbounded. Moreover,

Vg € G, lq(9)| < 2cla(g)D(q).

Quasi-morphisms on G are in fact more closely related to commutator length via the
Bavard duality (see [4] and [12]). A typical example is the translation number on the
group Homeoz(R) of homeomorphisms of R which commute with integral translations

(which is also the group of lifts of orientation-preserving homeomorphisms of the circle):

for every homeomorphism f in Homeoz(R), the sequence <W)n converges for any x

and the limit is independant of the chosen point x. This limit is called the translation
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number of f. It actually defines a quasi-morphism on the group Homeoyz(R) (see [27]
for more information on the translation number).

We now consider the closed annulus A = R/Z x [0, 1]. We build a quasi-morphism
on the identity component Homeog(A) of the group of homeomorphisms of A. The
following construction is due to Frederic Le Roux. We denote by © : R x [0,1] — A
the universal covering of A. Given a homeomorphism f in Homeog(A), consider a lift
F:Rx[0,1] - R x [0,1] of f, i.e. a homeomorphism of R x [0, 1] which satisfies
moF = fon. The maps Fy = Fryfoy and F; = Fgy 1) belong to the group Homeoz(R).
If we replace F' by some other lift F'+k, then both translation numbers of Fy and F will
increase by k. Thus the difference of the translation numbers of these homeomorphisms
is independent of the lift F' chosen. We denote this number by p(f) and call it the
torsion number. As the translation number is a homogeneous quasi-morphism on the
group Homeoz(R), pis a (nontrivial) homogeneous quasi-morphism on Homeog(A) which
restricts to a non-trivial quasi-morphism on Diffj(A) for every r in NU {oco}.

We first reduce Theorem 4.2 to the following proposition, which gives estimates on

the commutator length. We denote by E the lower integer part and, for an element f
in Diff{(A):
o(f) = min|F(r) ~ Fo(r)],

where F is a lift of f (note that this quantity is independent of the choice of the lift).

Proposition 4.2. Let f # Idy be a homeomorphism in Diffj(A) and F be a lift of f.
Then, for any r # 2,3:

E(W)w > d(f) > E(#)H.

If r =0, then the 9 appearing in the upper bound may be improved to 5.

This proposition will be established in the next section. Now, we deduce the first
part of Theorem 4.1 and Theorem 4.2 from Proposition 4.2.

Proof of the first part of Theorem 4.1. It suffices to show that, for every element f in
Diff;(A):
p(H)] —alf) < 2.

Take a real number rq in R such that «(f) = |Fi(ro) — Fo(ro)|, where F' is a lift of f.
We will prove that :

\p(f) = Fi(ro) — Fo(ro)| < 2.

For every homeomorphisms G and H in Homeoz(R), we have the following classical
inequality:
VreR, (G(H(r)) —r)—(G(r)—r)— (H(r)—r)| < 1.

Using this formula, we obtain by induction, for i € {0, 1}:
Vn €N, [F"(ro) — nFi(ro) + (n — 1)ro| <n—1

and |F'(ro) — F'(ro) — n(Fi(ro) — Fo(ro))| < 2n—2. Dividing by n and taking the limit
n — +oo allows us to conclude the proof. O
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Proof of Theorem 4.2. The strategy of the proof is the same as in the case of the trans-
lation number on Homeoz(R) (see [27]). Let ¢ be a homogeneous quasi-morphism on
Diffj(A). Let ¢t be a C*-diffeomorphism in Diffj°(A) which is a "twist": there exists a
lift T" of ¢ which satisfies:

T(x,0) = (z,0).
vz e R, { T(z,1) = (x + 1, 1).
(For instance, one can take t(x,r) = (z+r,r).) Then ¢ — q(t)p is a homogeneous quasi-
morphism which vanishes on ¢ and the next lemma allows us to complete the proof of
Theorem 4.2. O

Remark Observe that ¢ fixes the boundary but there is no continuous path of diffeo-
morphisms fixing the boundary between the identity and t.

Lemma 4.4. Every homogeneous quasi-morphism on Diff((A) which vanishes on t is
trivial, if r # 2, 3.

Proof of lemma 4.4. Let q be such a quasi-morphism. Then, for every integer n € Z
and every homeomorphism f in Diffj(A), we have

lq(t" f) —q(f)] < D(q)-

Let us fix f in Diffj(A) and choose an integer ny such that a(t"™ f) < 1 (if a(f) =
min,cr(F1(r) — Fy(r)), then a(t?f) = a(f) + p as long as p > —a(f) and the other
cases are similar or easier). Then, by proposition 4.2, the homeomorphism ¢ f may be
written as a product of at most 9 commutators. Therefore, using lemma 1.2:

lq(t™ f)] < 18D(q)

and |¢(f)] < 19D(q). Hence, ¢ is a bounded homogeneous quasimorphism: it is trivial.
[l

4.3 Estimation of the commutator length

This section is devoted to the proof of Proposition 4.2. We will first make the proof
in the case r = 0 and then an approximation argument will give the r > 0 case. We will
need a theorem by Eisenbud, Hirsch and Neumann on the commutator length for lifts
of circle homeomorphisms.

Theorem 4.5. (Eisenbud-Hirsch-Neumann (see [14] Theorem 2.3))

A homeomorphism F' in Homeoz(R) can be written as a product of n commutators
in Homeoz(R) if and only if:

min |F(z) — z| < 2n — 1.
z€R
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4.3.1 Lower bound of the commutator length for » =0

Let f be a homeomorphism in Homeog(A) with cly(f) = n. Let F' denote a lift of f
which can be written as a product of n commutators in the group of lifts of elements in
Homeog(A) namely

{G € Homeoy(R x [0,1]),V(z,t) € R x [0,1], G(z + 1,t) = G(x,t) + (1,0)} .

Then Fy and F}, which belong to Homeoz(R), can be written as a product of n commu-
tators. Using the Eisenbud-Hirsch-Neumann theorem, we get:

miﬂg |Fo(x) — x| = |Fo(zg) — x| <2n —1
re

and:
miﬂg |Fi(x) — x| = |Fi(z1) — 21| < 2n— 1.
TEe

We may assume that: zo < x1 < g+ 1. These inequalities imply that:

a(f) < [Fo(zo) — Fi(zo)]
< |Fo(zo) — wo| + [(F1(z0) — w0) — (Fi(w1) — 21)| + [F1(21) — 21
< 2n—-1)+2+(2n-1)
< 4n

The lower bound in Proposition 4.2 is therefore proved.

4.3.2 Upper bound of the commutator length for r =0

To get an upper bound, we first compose a given homeomorphism by some number
of commutators to get a homeomorphism which admits a lift which pointwise fixes the
boundary. Then we compose by 2 commutators to get a homeomorphism with a lift
which is the identity in a neighbourhood of the boundary. Finally, such a homeomor-
phism can be written as a product of 2 commutators, by a result by Burago, Ivanov and
Polterovich.

Let f be a homeomorphism in Homeog(A). Let k = E(W) + 1.

First step: getting a homeomorphism with a lift which fixes pointwise the
boundary by composing with £ commutators

Up to conjugating by (x,r) — (z,1—7), we may assume that f is a "positive twist":
there exists a lift F' of f and a real number xy which satisfy a(f) = Fi(x¢) — Fo(xo)-
By composing the lift F' by an integral translation if necessary, we may suppose that:
2k — 2 < Fi(xg) —xo < 2k — 1.
Then, as 4k > a(f) + 3:

F()(.I’Q) — Tg = Fl(ZE()) — Ty — Oz(f) >2k—2— Oé(f) > 1—2k.
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By using the Eisenbud-Hirsch-Neumann theorem, we get that F; and F{ can be written
as products of k& commutators in Homeoz(R):

{ Fy =TI (901, hia
k )
Fo = [Ti119i.0; hiol

where the g; ;’s and the h; ;’s belong to Homeoz(R).

For every index i, let us take G; : R x [0, 1] — R x [0, 1] (respectively H;) a lift of an
element g; (respectively h;) of Homeog(A) which satisfies:

p1© Gi('v 1) =31
p1© Gi(~7 0) = Gi,0

(respectively:

pro Hi(.,1) = hiy )
proH;(.,,0) =ho "

Note that the homeomorphisms H; and G; exist because the g;;’sand the h;;’s are
isotopic to the identity. Then the homeomorphism [hg, gx] © [hx—1, gr—1]0...0[h1,q1]0 f
admits a lift which pointwise fixes the boundary.

Second step: a homeomorphism with a lift which pointwise fixes the bound-
ary can be written as a product of 4 commutators

Fix a homeomorphism f in Homeog(A) with a lift ' which is the identity on the
boundary.

Consider a path ¢ : [0,1] — A which satisfies the following conditions, where p; and

po are respectively the first and the second projection of A = R/Z x [0,1] (see figure
4.3.2):

o C(O) = <_%70) and C(l) - (%70)
~ Ve (0,1), 0<pyoc(t) <1
-Vt e[0,1], pyo foc(t) < 5.
~- Vt € [0,1], pro foc(t) € (—3,2)
~Vte[0,1], proc(t) € (=%,2).
________________ r=1
: ¢
e !
-3 -1 i 3

Figure 4.2: Description of the curve ¢
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Let D be the connected component of A — ([—1, 3] x {0} U¢([0, 1])) whose boundary
contains the point (0,0). According to the Schonfliess theorem, there exists a home-
omorphism f; o in Homeog(A) which coincides with f on the closure of D (which is a
closed topological disc) and with support included in (—2,2) x [0, 1) = Dy . By taking
a lace homotopic to the lower boundary component and close to it and applying the
Schonfliess theorem, we can find a homeomorphism f; o which coincides with f; gof
(which is the identity on D) in a neighbourhood of the lower boundary R x {0} and

which satisfies: 17 .
C(=,=) x[0,=)= Dyy.
supp(fz0) € (3, g) X [0,5) = Do
With the same technique, we can build homeomorphisms f; ; and f; in Homeog(A)
which satisfy:
— the homeomorphism f;; o fo; coincides with f in a neighbourhood of the upper
boundary R x {1}.
— the support of fi; is included in (—%, %) X (%, 1] = Dy ;.
~ the support of fo; is included in (g, L) x (3,1] = Da1.
Thus, we have f = fi10 fa1 0 figo fao near the boundary.

The next lemma is classical. The idea of the proof of this lemma seems to appear
for the first time in [2].

Lemma 4.6. Let H denote the closed upper half plane. Then every element in
Homeoy(H) can be written as one commutator.

Proof. Let h be an element in Homeo(H). Let U be a neighbourhood of supp(h) and ¢
be a homeomorphism in Homeog(H) which satisfies the following conditions (see figure
4.3.2):

- the open sets ©*(U), for k in N, are pairwise disjoint.

- the sequence (©*(U))ren converges to a singleton {p} which lies on the boundary as k
tends to +oo.

>ﬂ

Figure 4.3: Description of the homeomorphism ¢

Now, consider the homeomorphism g in Homeog(H) which satisfies:
- g = Id outside | J; . ¢*(U).
- for every non-negative integer k, g iy = ¢ o ho .
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Then h = [g, ¢]. O

According to the lemma applied in the discs D; ;, each f;; is a commutator, thus
f coincides with a product of 4 commutators in a neighbourhood of the boundary.
We will see that we can improve this to 2. Using this last lemma, we may consider
homeomorphisms ¢; ; and h;; supported in D;; which satisfy f;; = [g:;,hij]. Note
that:
supp(gi0) N supp(gi,1)
supp(hio) O supp(hi,)
supp(gi,0) N supp(hi,1)
supp(hio) N supp(gi,1) =
and
supp(fio) N supp(fir) = 0.

Thus, those pairs of homeomorphisms commute. Therefore:

9:f1,10f2,10f1,00f2,0 = f1,10f1,00f2,10f2,0
= [91,17 hl,l] o [91,07 hl,o] o [92,17 h2,1] o [92,0, hz,o]
= [91,1 © g1,0, h1,1 o hl,o] © [92,1 © G20, h2,1 S hz,o]

Moreover, this homeomorphism coincides with f on a neighbourhood of the boundary.
Thus ¢! o f admits a lift which is the identity near the boundary. As the open annulus
is a portable manifold (see [11] Theorem 1.18), the homeomorphism g=' o f can be
written as a product of two commutators. This ends the proof of Proposition 4.2 in the
case r = 0.

4.3.3 Caser >0

It follows directly from the result on homeomorphisms that:

Vf € Difft(A), c,(f) > clo(f) > E(@) Tl

To get an upper bound (for r # 2,3), the process is the following. We first write a
diffeomorphism f as a product of E (W) + 5 commutators of homeomorphisms and
we approximate every homeomorphism appearing in this product by a diffeomorphism.
Hence, arbitrarily close to f in the C° topology, there is a product of E(%) +5
commutators of diffeomorphisms. To conclude, it suffices to notice that, for r # 2,3,
a diffeomorphism sufficiently close to the identity can be written as a product of 4
commutators. Let us show this last fact. We need the following lemma, which is a
consequence of a fragmentation lemma proved in the appendix:

Lemma 4.7. There exists a C° neighbourhood T of the identity in Diffj(A) such that:

f=rhof
vf € Ta EIflaf? € DIHS(A)7 Supp(fl) - (_%72 X [0

Mt
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Now, the manifolds (—2,2) x [0,1] and (3, 1) x [0,1] are portable, in the sense of

[11]. It follows from [11] Theorem 1.18 is perfect that, if  # 2,3, the diffeomorphisms f;
and fy may be each written as a product of two commutators: the proof of this theorem
remains valid for finite regularity except that it uses the fact that the group Diff((A) is
perfect, which is true only when r # 2 and r # 3.

This concludes the proof in the case r > 0.

4.4 Estimation of the fragmentation norm

The analog of Proposition 4.2 for the fragmentation norm is the following proposition,
which implies the second part of Theorem 4.1:

Proposition 4.3. Let f be a homeomorphism in Diffj(A) and F: Rx[0,1] — R x [0, 1]
be a lift of f. Suppose f # Id. Then, for any r in NU {oo}:

E(a(f)) +16 > Frag.(f) = E(a(f)) +1.
If r =0, then the 16 appearing in the upper bound may be improved to 12.

To make estimates on the fragmentation norm for the closed annulus, we need an
analog of the Eisenbud-Hirsch-Neumann theorem.

4.4.1 Fragmentation norm on Homeoy(R)

Let A be the subset of Homeoz(R) given by elements which fix pointwise a nonempty
open interval. This subset generates Homeoyz(R) as a group. If F' is a homeomorphism
in Homeoz(R), we denote Frag(F') the minimal number of elements of A necessary to
write F' as a product of elements of A. The analog of the Eisenbud-Hirsch-Neumann
theorem for the fragmentation norm is the following:

Proposition 4.4. Let F' be a homeomorphism in Homeoz(R). Then, for any k > 0:

Frag(F) < k+2<:>mi]£|F(x)—x| <k+1
e

Proof. Let us start with the direct implication. Write:
F=FRF.. . FiFo,

where each F; belongs to A. Take a point zy such that Fy.o(xg) = x9. We have, for
every integer i € [1,k + 1]:

\FiFig1 ... Frp Frgo(mo) — Fipr o Fr Frga(m0)] < 1
and by summing these inequalities:
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This proves the direct implication. Let us show the converse by induction on k. For
k =0, up to replacing F' by F~!, we may assume:
0§miﬂ1§1|F(m)—x| = F(xy) — 29 < 1.
xe
Choose a point z; such that F'(zg) < 21 < 9+ 1. Then F(zo) < F(x1) < F(zo)+1 and
we can find a homeomorphism h in Homeoz(R) which fixes a neighbourhood of F(z)

and satisfies ho F' = Id in a neighbourhood of z;. The decomposition ' = h™'o (ho F)
shows that Frag(F') < 2.

Suppose the converse holds for an integer k. Let us prove it for the integer k + 1.
Suppose mingeg |F(x) — x| < k+2. We may also suppose that mingcg |F(z) —z| > k+1
(otherwise, we can conclude directly from the induction hypothesis). As usual, we may
assume:

E+1<min(F(z) —x) < k+2.

zeR
Let xg be a point which satisfies:

min(F(z) — z) = F(x) — xo.

z€R

The same way as for the initialization, we can find a point x; € (xg, 2o + 1) such that
F(xg) <z1+k+1< F(xg) + 1. Then F(xy) < F(x1) < F(zo) + 1. Therefore, there
exists a homeomorphism h which fixes a neighbourhood of F(xy) and which satisfies:

h(F(z1)) <z +k+ 1.

The induction hypothesis allows then us to finish the induction and the proof of Propo-
sition 4.4. n

4.4.2 Proof of Proposition 4.3

The technique is exactly the same as in the proof of Proposition 4.2, using Proposition
4.4 instead of the Eisenbud-Hirsch-Neumann theorem. Thus the explanations will be
briefer.

Lower bound for the fragmentation norm

Let f be an element in Homeoy(A) with Frag,(f) > 1 and F be a lift of f. Fix a
decomposition of f as a product of Frag,(f) homeomorphisms supported in discs. Let
ko (respectively kq) be the number of homeomorphisms appearing in this decomposition
whose support meets the lower boundary R/Z x {0} (resp. the upper boundary R/Z x
{1}) of A. Note that ky+ k; < Frag,(f) as a disc doesn’t touch both components of the
boundary, by definition. First, suppose kg > 2 and k; > 2. By Proposition 4.4, there
exist points zy and x; in R such that:

|F0(.Z’Q) — ZL‘0| < k’o —1
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and:
’Fl(ZL'l) — Il‘ <k —1.

From these inequalities, we get:
alf) <ky—14+1+k —1 < Frag,(f),

which gives the lower bound in Proposition 4.3. In the cases kg = 1 and ky > 2or k; =1
and ko > 2, one of the inequalities

|F0($0) — .7}0| S k’o -1

and
|F1(l‘1) — .771’ S kl —1

is indeed strict, which allows us to conclude.

In the case kg = 0 and k; > 2 (the case k; = 0 and ko > 2 is symmetric), we have,
as Fy = Id:
a(f) < |Fi(z1) — x| + 1 < ki < Fragy(f).

In the case (ko, k1) = (1,1), we have a(f) < 1 and Frag,(f) > 2 so the inequality
a(f) < Fragy(f) holds.

In the cases (ko, k1) € {(0,0),(0,1),(1,0)}, we have a(f) = 0 so the inequality
a(f) < Fragy(f) holds.

Upper bound for the fragmentation norm

Let f be an element in Homeog(A) with lift . As usual, we may assume: a(f) =
p1 o F(x,1) — py o F(x0,0). Consider a lift of f which satisfies:

—1< FQ(I()) —x9 < 0.

Then Fi(xg) — x¢ = Fo(zo) — 20 + a(f) < E(a(f)) + 1. Using Proposition 4.4, we can
see that, after composing by at most E(«(f)) + 2 homeomorphisms supported in discs
which touch the upper boundary, we get a homeomorphism with a lift which fixes the
upper boundary and, by composing by two more homeomorphisms supported in discs
we get a homeomorphism with a lift which fixes both boundary components. Then, by
composing by four homeomorphisms supported in discs, we get a homeomorphism with
a lift which fixes a neighbourhood of the boundary. Finally, by proposition 2.1, such a
homeomorphism may be written as a product of 4 homeomorphisms supported in discs.

Then, an approximation argument using proposition B.1 combined with the frag-
mentation lemma yields the case r > 0.

4.5 Generalization to other surfaces

A similar construction as the one made in section 2 can be carried out on every
compact surface M with boundary to obtain quasi-morphisms. However, in those cases,
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we do not know the dimension of the space of quasi-morphism: we just have a lower
bound of it.

4.5.1 Case of open surfaces

Suppose M is a non-compact surface with p boundary components which are circles.
Let us fix such a boundary component of M: (4. Take a path homeomorphic to the
half-line which begins on (', goes to infinity, and touches the boundary component C}
only at endpoint. Consider the cyclic covering p : M — M associated to this path.
Now, a homeomorphism f in Homeog(M) admits a unique lift F : M — M which is
supported in p~!(supp(f)). The translation number of the restriction of F' to p~*(C})
gives rise to a quasi-morphism. With this method, p independant quasi-morphisms can
be built. Moreover, if the commutator length is bounded on the group Diff(int(M)),
where int(M) denotes M — OM, then it can be shown with the same techniques as in
the case of the annulus that the vector space of homogeneous quasi-morphisms is p-
dimensional. As in the case of the closed annulus, this is a consequence of an estimation
of the commutator length. Take a homeomorphism f. First use the Eisenbud-Hirsch-
Neumann to get a homeomorphism with a lift which fixes the boundary components
after a composition by a number of commutators proportional to the sum of the values
of these quasi-morphisms at f. Then, by composing this homeomorphism by a bounded
number of commutators (depending only on the number of boundary components), we
can get a homeomorphism in Diff|(int(M)). Finally, we have to use the fact that the
commutator length is bounded on this latter group to conclude. In particular, the
vector space of homogeneous quasi-morphism is one-dimensional in the case of the half-
open annulus R/Z x [0,1). However, it is not known whether the commutator length
is bounded or not on the group Diff;(int(M)) when int(M) is different from the open
annulus or from R2.

4.5.2 Case of other compact oriented surfaces with boundary

When M is a compact oriented surface with boundary which is different from the
closed disc or the closed annulus, its universal covering M may be seen as a subspace
of the Poincaré disc D. We endow M and D with riemmannian metrics of constant
curvature —1 such that M has a geodesic boundary and the projection M — Mis a
riemannian covering. Denote by d the associated distance. Given two points x and y on
D and an oriented geodesic g which contains both = and y, we define a(z,y, g) = d(z,y)
if the geodesic from = to y has the same orientation as ¢ and a(x,y,g9) = —d(z,y)
otherwise.

Let us take a homeomorphism f in Homeog(M). The homeomorphism f admits a
canonical lift F': M — M which is the identity on the limit set of M at infinity. Given
a point x on the boundary component C' of M, which is a geodesic, define:

(a(I,F”(:U),C')) .

q(z) = lim

n—-400 n

This number is the translation number of F' restricted to C' and does not depend on
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the point x chosen on C. With this construction, we can build p independent quasi-
morphisms, where p is equal to the number of boundary component of M. Here also,
the vector space of quasi-morphisms on Diff((M) is p-dimensional if the commutator
length on Diff[(int(M)) is bounded.
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Chapitre 5

Eléments de distorsion de Diff (M)

5.1 Enoncé des résultats

L’étude des éléments de distorsion des groupes de difféomorphismes ou d’homéomor-
phismes non-conservatifs d’une variété trouve son origine dans une question de Franks
et Handel (voir [24] et [23]) : une rotation du cercle est-elle distordue dans le groupe
des homéomorphismes du cercle ou des difféeomorphismes du cercle 7 Qu’en est-il si I’'on
remplace le cercle par la sphére de dimension 27

La réponse a ces questions est fournie par Calegari et Freedman dans [13] : une
rotation du cercle est distordue dans le groupe des difféomorphismes de classe C* du
cercle. Cependant, les auteurs précisent ne pas savoir s’il en est de méme en régularité
C®. Dans le méme article, ils prouvent qu’une rotation de la sphére S? est distordue
dans le groupe des difféeomorphismes de classe C* de la sphére. Enfin, en ce qui concerne
la régularité C°, Calegari et Freedman ont prouvé un résultat trés général : en toute
dimension N, un homéomorphisme h de la sphére SV est distordu.

Dans un article ultérieur, Avila a montré que, dans le groupe des difféeomorphismes
du cercle de classe C'°, tout élément récurrent est distordu. Nous généralisons dans ce
chapitre le résultat d’Avila & toute variété.

5.2 Reésultat

Avant toute chose, commencons par introduire des définitions et des notations qui
nous seront utiles par la suite.

Définition 5.1. Soit G un groupe. Pour une partie finie S de G, si un élément g de G
est dans le groupe engendré par S, on note :

ls(g) = an {Tl € N, El(Ei)lgiSn € {:I:l}n s El(si)lgign € Sn, g = HS:Z} .

i=1
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Un élément g de G est dit distordu (ou de distorsion) s’il existe une partie finie S de
G telle que g appartient au groupe engendré par S et :

lim ls(9")

n—-+4o0o n

=0.

On remarque que, comme la suite (Is(g"))nen est sous-additive, il suffit de montrer
que :

lim inf M

n—-+o0o n

=0
pour obtenir que I’élément ¢ est distordu.

Etant donnée une variété différentiable M, on note :

— Homeoy(M) ensemble des homéomorphismes a support compact dans M isotopes
a I'identité par une isotopie a support compact ;

— pour un élément r de NU{oo}, Diff((M) I'ensemble des difféeomorphismes de M de
classe C" isotopes a I'identité par une isotopie a support compact (en particulier,
Homeog(M) = Diffy(M)).

Le support d’un homéomorphisme f de M est ici défini par :

supp(f) ={x € M, f(z) # z}.

Si f et g sont deux éléments de Diff((M ), on note d, une distance qui définit la topologie
de Diff((M).

Définition 5.2. On dit qu’un difféomorphisme f de Diff°(M) est récurrent si et seule-
ment si :

lim inf doo(fn, Id]w) =0.

n—-4o00

L’objet de la présente note est de démontrer les théorémes suivants. Ce premier
théoréme généralise le résultat d’Avila pour les diffeomorphismes du cercle (voir [3]).

Théoréme 5.1. Si M est une variété compacte, tout élément récurrent de
Diff;° (M) est distordu.

Comme dans [3|, la méthode employée permet de démontrer que toute suite d’élé-
ments récurrents ( f,,)nen de Diff°(M) est simultanément distordue, au sens ot 'on peut
trouver un ensemble fini S tel que :

P
Vn € N, liminfM =0.
p—r—+00 p

5.3 Démonstration du théoréme

La démonstration des théorémes 1 et 2 repose sur une généralisation des résultats de
[3] & toute variété. La démarche et les notations sont similaires a celles présentées dans
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[3] mais la généralisation de la méthode aux dimensions supérieures nécessite de maniére
cruciale des résultats de perfection locale qui proviennent de [30]. On ne démontrera le
théoréme 1 que dans le cas d’une variété M de dimension supérieure ou égale a 2. Le
cas de la dimension 1 est traité dans [3].

Les théorémes vont découler des lemmes suivants.

Lemme 5.2. Soit M une variété compacte de dimension supérieure ou égale a 2.

Il existe des suites (€,)nen €t (kn)nen de réels strictement positifs telles que, toute suite
(hn)nen d’éléments de Diff° (M) telle que :

Vn € N, doo(hn,ldj\/[> < €n,

vérifie la propriété suivante : il existe un ensemble fini S C Diff° (M) tel que, pour tout
entier n,

— le difféeomorphisme h,, appartient au sous-groupe engendré par S.

— on a Uinégalité : ls(h,) < k,.

Admettons pour l'instant ce lemme, qui sera démontré dans la section suivante, et
démontrons le théoréme.

Démonstration du théoréme. Soit f un élément récurrent de Diffg°(M ). Considérons une
application strictement croissante p : N — N telle que :

doo(fp(n)a [dM) S €n ’

ol les suites (€,)nen et (ky)nen sont données par le lemme 1. Ce méme lemme appliqué
a la suite (f7(),cy nous donne l'existence d'un ensemble fini S qui montre que f est
distordu. Le théoréme 2 se montre de la méme maniére, en utilisant le lemme 2. O]

5.4 Démonstration du lemme

Pour mener & bien la démonstration de ces lemmes, nous aurons besoin des lemmes
suivants, qui seront démontrés dans la section suivante et portent sur les difféomor-
phismes de R". Le lemme 5.3 est un analogue du lemme 5.2 dans le cas des commu-
tateurs de difféomorphismes de RY. Notons B(0,2) la boule ouverte de centre 0 et de
rayon 2. Si f et g sont des difféeomorphismes de R™, on note [f, g le diffeomorphisme

faftg™.

Lemme 5.3. Soient N un entier naturel et r un élément de NU {oco}.

Il eziste des suites (€,)nen €t (k. )nen de réels strictement positifs vérifiant la propriété
suivante. Soient (f,)nen €t (gn)nen des suites d’éléments de Diffy(RY) a support inclus
dans la boule B(0,2) telles que :

Vn €N, d.([fn,gnl, [drn) < €.

Alors il existe un ensemble fini S’ inclus dans Diffy(RY) tel que pour tout entier n, le
difféomorphisme [f,, g] appartient au groupe engendré par S et ls([fn, gn]) < k...
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Démonstration du lemme 5.2. On note N la dimension de M (N > 2). On considére
un recouvrement ouvert (U;)o<i<, de M constitué d’ouverts difféomorphes & RY dont
I’adhérence est incluse dans un ouvert de carte de M. Pour tout entier ¢ entre 0 et p, on
choisit ; une carte de M définie sur un voisinage de I’adhérence de U; qui vérifie :

vi(Ui) € B(0,2).
Notons v une bijection de N x {1, ...,p} x {1,... 4N} sur N.

On va maintenant construire la suite (€,)nen recherchée a 'aide de la suite (€))en
donnée par le lemme 3 dans le cas r = +o0.
D’aprés le lemme de perfection lisse (voir appendice), pour tout entier naturel n, on
peut choisir ¢, suffisamment petit de sorte que, si un diffecomorphisme h de Diffg” (M)
vérifie d(h, Idy) < €, alors il existe deux familles (fi;)o<k<pi<i<sn €t (Gri)o<k<pi<i<sn
d’éléments de Diff° (M), ol gi,; et fi; sont supportés dans l'ouvert Uy telles que :

h=T10_ T s 9nd] 1
Vk,l € [0,]9] X [1,3]\7], doo(SOk o) ka o (plz 7IdRN) < Ei/}(n,k,l)

Vk,1 € [0,p] x [1,3N], doo(tpr 0 gry oy, Idgn) < € (nkl)
Donnons-nous une suite (A, ),en d’éléments de Diff(°(M) qui vérifie :
Vi € N, duo(hn, Idar) < €.

La définition des €, nous donne deux familles (fnkl) et (Jn.ky) associées a h,. On pose
alors :

Fomid) = 10 fari o9y

Gont) = P © Gt © iy
et on applique le lemme 3 aux suites (f,)nen €t (gn)nen Obtenues, ce qui achéve la
démonstration du lemme 1 en posant :

/
kn — Z k‘w(,mkl)
k,l

5.5 Démonstration du deuxiéme lemme

La encore, elle suit la méme méthode que celle présentée dans [3].

Démonstration du lemme 5.3. On note Fy un élément de Diffg°(RY) qui vérifie :
Vo € B(0,2), Fi(x) = Az,

avec 0 < A < 1.
Soit Fy un élément de Diffg°(RY) a support inclus dans B(0,2) qui vérifie :

Vo e B(0,1), Fy(z) =z + a,

ol a appartient & RY — {0} et est de norme strictement inférieure a 1.
Soit F3 un élément de Diffg°(RY) a support inclus dans B(0,2) qui vérifie :
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— la suite (F3'(0))nen est constituée d’éléments deux a deux distincts.
— la suite (F3'(0))nen converge vers zo = (1,0,...,0).
Considérons une suite d’entiers (I,),en croissant suffisamment vite pour que :
— n#n = FrF(B(0,2)) N FrF (B(0,2)) = 0.
— le diamétre de FJF{"(B(0,2)) converge vers 0.
On note F, = FJ'Fl*, U, = FPF"(B(0,2)) et F, = F,F,F; .

On considére pour chaque entier n un ouvert V,, qui vérifie :
— F3(0) € Vi, C U,
- E,(V,)NnV, =0. 5
On considére aussi une suite d’entiers ([, ),en de sorte que :
FyF"(B(0,2)) C V,

et on note F, = F:?Fll"

Uy

. U] Unt x

FIGURE 5.1 — Notations

Donnons-nous des suites (f,)nen €t (gn)nen d’éléments de Diffj(RY) a support dans
B(0,2) et choisissons la suite (€/,),en tendant suffisamment vite vers 0 de sorte que, si
do(fn,Id) < € et d.(g,, Id) < €, pour tout entier n, alors les applications Fy, F5 : RY —
RY définies par :

vn €N, Fyy, = F,f E!
Vn €N, Fyy, = Frg.F; !
F4\RN—UneN Vo — FS\RN—UneN Vo = [dRN_UnGN Vn

sont de classe C" en xq (et ce sont alors des C"-difféeomorphismes de M a support inclus
dans B(0,2) isotopes a I'identité).
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‘ ‘ ‘ H)

FIGURE 5.2 — Les différents difféomorphismes qui apparaissent dans la preuve

Uy
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Remarquons que R R
A, =FE PR

est a support dans V,, U F,,(V,,), vaut F,f,F; ! sur V, et F,F,f7'F-'F7! sur F, (
On peut faire une remarque analogue pour les applications B,, = = F3F, Fy 1F t C,
Fy FSYF, FsFLE!. On a alors

n)-

AanCn = Fn[fmgn] ~n_1‘

Ainsi : 3 .
[fr, gn] = FglAanCnFn.

En prenant S = {F}, Fy, F3, F;, F5}, on obtient le résultat escompté. ]



Chapitre 6

Eléments de distorsion des
homéomorphismes de surfaces

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va tenter de caractériser géométriquement I’ensemble des élé-
ments de distorsion du groupe des homéomorphismes isotopes a l'identité d’une surface
compacte. La description que nous allons obtenir va provenir d’un résultat valable sur
toute variété qui relie la notion d’élément de distorsion avec la fragmentation, ¢’est-a-dire
la maniére de décomposer un homéomorphisme en tant que produit d’homéomorphismes
supportés dans des disques : c’est 'objet de la quatriéme section de ce chapitre. Le théo-
réme que 'on obtient alors a un inconvénient majeur : il fait intervenir une longueur
de fragmentation que 'on comprend mal & part dans le cas des sphéres ol cette der-
niére est bornée. Nous allons alors chercher a relier cette longueur de fragmentation a
une quantité plus géométrique : le diamétre de 'image d’un domaine fondamental par
I’action d’un relevé de I’homéomorphisme que 1’on considére. Il n’est pas trés difficile de
montrer que cette derniére quantité est dominée par la longueur de fragmentation : nous
le verrons dans la section 3 de ce chapitre. Par contre, il est plus difficile de montrer que,
réciproquement, la longueur de fragmentation est dominée par cette derniére quantité.
Pour montrer cette derniére propriété, nous distinguerons le cas des surfaces a bord
(section 5) qui est le plus facile, le cas du tore (section 6) et le cas des surfaces compacte
sans bord de genre supérieur (section 7). Enfin, la derniére section de ce chapitre donne
un exemple d’éléments de distorsion du groupe des homéomorphismes de 'anneau pour
lequel la croissance du diamétre d’un domaine fondamental est « rapide ».

6.2 Notations et résultats

Soit M une variété, éventuellement a bord. On note Homeoy(M) (respectivement
Homeoy (M, OM)) la composante connexe de I'identité du groupe des homéomorphismes
a support compact de M (respectivement du groupe des homéomorphismes de M qui
valent lidentité prés du bord OM de M). Pour deux homéomorphismes f et g de M

70
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et pour une partie A de S, une isotopie entre f et g relativement & A est un chemin
continu d’homéomorphismes (f;):cpo1] qui valent I'identité sur un voisinage de A tel que
fo=fet fi =g. Si A est vide, on parle d’isotopie entre f et g.

Dans ce qui suit, S désigne une surface compacte orientable éventuellement a bord,
distincte du disque et de la sphére. On note I : S — S le revétement universel de S. La
surface S est vue comme sous-ensemble du plan euclidien R? ou du plan hyperbolique
H? de sorte que les automorphismes de revétement sont des isométries pour la métrique
euclidienne ou hyperbolique. On munit la surface S de cette métrique. Dans la suite,
on identifiera le groupe fondamental II;(S) de la surface S au groupe des automor-
phismes du revétement II : S — S. Si A est un sous-ensemble du plan hyperbolique
H? (respectivement du plan euclidien R?), on note §(A) le diamétre de A pour la dis-
tance hyperbolique (respectivement euclidienne). Pour un homéomorphisme f de S, on
appelle relevé de f tout homéomorphisme F de S qui vérifie [l o F' = f o II. Pour une
isotopie (ft)c(0,1), on appelle relevé de (f;)ico,1) un chemin continu (F)scp,1) d’homéo-
morphismes de S de sorte que, a tout instant ¢, Phoméomorphisme F; est un relevé
de ’homéomorphisme f;. Pour un homéomorphisme f dans Homeoy(S), on note f un
relevé de f obtenu en tant que temps 1 du relevé d’une isotopie entre 'identité et f qui
vaut l'identité au temps 0. Si de plus le bord de S est non-vide et I’homéomorphisme
f est un élément de Homeog (S, 05), f est obtenu en relevant une isotopie relativement
au bord 0S. S’il existe un disque D plongé dans la surface S qui contient le support
de I’homéomorphisme f, on impose de plus que le support de ’homéomorphisme f soit
inclus dans IT7!(D). Notons que ’homéomorphisme f est unique sauf dans les cas des
groupes Homeoy(T?) et Homeoy([0,1] x S).

Définition 6.1. On appelle domaine fondamental de S toute partie compacte connezxe
D de S qui vérifie les deux propriétés suivantes :
-1(D)=S5;
— pour tout automorphisme v dans 11;(S) distinct de l'identité, l'intérieur de D est
disjoint de Uintérieur de (D).

Le théoréme principal de cette partie est une réciproque partielle de la propriété
suivante (observée par Franks et Handel dans [24], lemme 6.1) :

Proposition 6.1. Notons D, un domaine fondamental de S pour Uaction de I1,(S).
Si un homéomorphisme f dans Homeoy(S) (respectivement dans Homeogy (S, 0S)) est un
élément de distorsion de Homeoy(S) (respectivement de Homeoy(S, 0S)), alors :

lim
n—-+oo n

Remarque Dans le cas ou la surface considérée est le tore T? ou I'anneau [0, 1] x S*, la
conclusion de la proposition revient a dire que ’ensemble de rotation de f est réduit a
un point.

Démonstration. Soit f un élément de distorsion de Homeoy(S) (respectivement de
Homeoy (S, 05)). Notons G = {g1,62,...,9,} une partie finie de Homeog(S) (respec-
tivement de Homeo (S, 05)) telle que :
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— I’homéomorphisme f appartient au groupe engendré par G.

— la suite (#)@1 converge vers 0.

On a donc une décomposition de la forme :
f”:gilogiQO...ogiln
ot I, = lg(f™). Ceci implique ’égalité suivante :
Tofr=g,0G,0...0G,

ou I est une isométrie de S. Notons M = max, c,, ,e5d(z,gi(x)). Alors , pour deux
points x et y du domaine fondamental D, on a :

d(Io f"(x), I f"(y)) i
d(I o f*(z),z) +d(z,y) +d(I o f*(y),y)
1M + 6(D) + 1, M

IAINA

d’otu le résultat, par sous-linéarité de la suite (I,,)nen- H

Le théoréme principal de cette partie s’énonce ainsi :

Théoréme 6.2. Soit f un homéomorphisme de Homeo(S) (respectivement de
Homeoy(S,05)). Si :

i O (D)log(3(f(D))) _ 0.

alors f est un élément de distorsion de Homeog(S) (respectivement de Homeoy(S, 05S)).

Remarque L’hypothése de ce théoréme peut étre reformulée en termes entiérement
topologiques, comme nous le verrons par la suite. De plus, I’hypothése du théoréme est
indépendante du domaine fondamental D choisi, ce qui montre du méme coup que cette
hypothése est invariante par conjugaison.

La démonstration de ce théoréme va occuper les cing sections suivantes de cette
partie. Pour la mener a bien, nous avons besoin d’introduire une notion.

Notons M une variété compacte de dimension d. On appellera boule fermée de M
I'image de la boule unité fermée par un plongement de R? dans la variété M. Notons :

Hd: {(Il,xg,...,l‘d) ERN,ZE'I ZO}

On appelle demi-boule fermée de M l'image de B(0,1) N H? par un plongement p :
He — M tel que :
p(OHY) = p(H*) N OM.

Fixons une famille finie i/ de boules fermées ou de demi-boules fermées dont les intérieurs
recouvrent M. Alors d’aprés le lemme de fragmentation (voir [22] ou [9]), il existe une
famille finie (f;)1<;<n, d’homéomorphismes dans Homeoy(M ), chacun & support inclus
dans 1'un des ensembles de U, telle que :

f=rhofso...0fn
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On note Frag;,(f) 'entier n minimal dans une décomposition comme ci-dessus : ¢’est le
nombre minimal de facteurs nécessaires pour écrire f en tant que produit (c’est-a-dire
composé) d’homéomorphismes supportés dans I'une des boules de U.

Revenons au cas d’une surface S et notons U une famille finie de disques fermés ou
de demi-disques fermés dont les intérieurs recouvrent S. Nous allons maintenant décrire
les grandes lignes de la preuve du théoréme 6.2. Celle-ci se scinde en deux parties. Une
partie de la preuve consiste a montrer que la quantité Frag,,(f) est a peu prés égale a

o(f(D)) :

Théoréme 6.3. Il existe deur constantes réelles C' > 0 et C' telles que, pour tout
homéomorphisme g dans Homeog(S) -

Z0(3(D) — €' < Frag(9) < Co(3(Do) + '

Dans le cas ou le bord de la surface S est non-vide, notons S’ une sous-variété a
bord de S homéomorphe a S, incluse dans l'intérieur de S et qui est un rétract par
déformation de S. On note U une famille de boules fermées de S dont la réunion des
intérieurs contient S’.

Théoréme 6.4. Il existe deur constantes réelles C' > 0 et C' telles que, pour tout
homéomorphisme g dans Homeoy(S,0S) supporté dans S' :

Z0(3(D0) — €' < Frag(9) < Co(3(D0) +C"

La minoration de la longueur de fragmentation ne pose pas de difficultés : elle est
traitée dans la section suivante dans laquelle nous verrons aussi que la quantité Frag,,
est essentiellement indépendante du recouvrement U choisi. L’inégalité réciproque est en
revanche beaucoup plus technique. La preuve de cette inégalité distingue trois cas : le cas
des surfaces a bord (section 5), le cas du tore (section 6) et le cas des surfaces compactes
sans bord de genre supérieur (section 7). La preuve semble dépendre fortement du groupe
fondamental de la surface en question. En particulier, elle est plus simple dans le cas des
surfaces a bord dont le groupe fondamental est libre. Dans le cas du tore, la preuve est un
peu astucieuse et, dans le cas des surfaces sans bord de genre supérieur, la preuve est plus
difficile et fait intervenir I'algorithme de Dehn pour les groupes a petite simplification
(les groupes de surface en 'occurence).

Expliquons maintenant la deuxiéme partie de la preuve. Notons M une variété com-
pacte et U une famille finie de boules fermées ou de demi-boules fermées dont les in-
térieurs recouvrent M. Dans la section 4, nous montrerons le théoréme suivant selon
lequel, pour un homéomorphisme f dans Homeoy(M), si la suite Frag;,(f™) ne croit pas
trop vite avec n, alors I’homéomorphisme f est un élément de distorsion :

Théoréme 6.5. Si

lim Frag, (f").log(Frag,(f"))

n—-+oo n

=0,

alors 'homéomorphisme f est un élément de distorsion de Homeog(M).
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De plus, dans le cas d’une variété M a bord, si U désigne une famille finie de boules
fermés incluses dans l'intérieur de M dont les intérieurs recouvrent le support d’un
homéomorphisme f dans Homeoy(M, M), le théoréme précédent reste valable dans le
groupe Homeogy(M,0M). Cette section utilise une technique d’Avila (voir [3]).

La théoréme 6.2 découle alors clairement des théorémes précédents.

La derniére section sera consacrée a la démonstration du résultat suivant, qui montre
que la proposition 6.1 est optimale :

Théoréme 6.6. Soit (v,),>1 une suite de réels positifs telle que :

Alors il existe un homéomorphisme f de Homeoy(R/Z x [0,1],R/Z x {0,1}) tel que :
1.¥n > 1, 6(f(10,1] x [0,1])) > v, ;

2. U'homéomorphisme f est un élément de distorsion Homeog(R/Z x [0,1],R/Z x

{0,1}).

Ce théoréme signifie que le fait d’étre un élément de distorsion ne donne pas de
renseignement sur la croissance du diamétre d’'un domaine fondamental autre que la
sous-linéarité de celui-ci. Cette remarque vaut pour toute surface S : il suffit de plonger
lanneau R/Z x [0, 1] dans une surface quelconque S et d’utiliser le théoréme précédent
pour le voir.

6.3 Quasi-isométries

Dans cette section, nous allons montrer une partie des théorémes 6.3 et 6.4. Plus
précisément, nous allons montrer ces théorémes en admettant les propositions suivantes
dont la preuve sera 'objet des sections 5, 6 et 7.

Proposition 6.7. Il existe un recouvrement U fini de S par des disques fermés ou des
demi-disques fermés ainsi que des constantes C > 1 et C' > 0 tels que, pour tout
homéomorphisme g dans Homeog(S) :

Fragy,(g) < Cdiamp(g(Dy)) + C".

Voici maintenant la version de la proposition précédente dans le cas du groupe
Homeoy (S, 0S5).

Proposition 6.8. On fize une sous-surface a bord S’ de S qui est incluse dans l'intérieur
de S, est rétract par déformation de S et est homéomorphe a S. Il existe un recouvrement
U fini de S’ par des disques fermés inclus dans l'intérieur de S ainsi que des constantes
C>1et C">0 tels que, pour tout homéomorphisme g dans Homeog(S) :

Fragy(g) < Cdiamp(§(Dy)) + C'.
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Pour démontrer les théorémes, nous aurons besoin de quelques notations. Comme
dans la section précédente, notons S une surface compacte. Deux applications a,b :
Homeoy(S) — R sont quasi-isométriques si et seulement si il existe des constantes
C >1et C">0 telles que :

1

Vf € Homeog(S), 6.a(f) —C'<b(f) < Calf)+C".

On considére un domaine fondamental D, de 'espace S pour l'action du groupe
IT,(S) qui vérifie les propriétés suivantes (voir figure 6.1) :
— si la surface S n’a pas de bord et est de genre g, le domaine fondamental D, est
un disque fermé bordé par un 4g-gone a arétes géodésiques;
— si la surface S a un bord non-vide, le domaine fondamental Dy est un disque fermé
bordé par un polygone a arétes géodésiques tel que toute aréte de ce polygone qui
n’est pas incluse dans 95 relie deux arétes incluses dans 95,

a3 1 '

\
’ ‘' O0S
Dy Dy
) o5
95 \ g
Cas du tore Cas du tore a un trou Cas de la surface sans bord de genre 2

FIGURE 6.1 — Le domaine Dy dans quelques cas

On note :
D = {y(Dy), v € ILi(S)}.

Pour des domaines fondamentaux D et D' dans D, on note dp(D, D’) 4+ 1 le minimum
du nombre de domaines fondamentaux rencontrés par un chemin qui joint l'intérieur
de D a lintérieur de D’. L’application dp est une distance sur D. On va maintenant
donner une interprétation plus algébrique de cette quantité. On note G ’ensemble fini
des automorphismes dans II;(S) qui envoient Dy sur un polygone de D adjacent a Dy,
c’est-a-dire qui a une aréte en commun avec Dy. La partie G est alors symétrique et
constitue une partie génératrice de I1;(.S). Notons que 'application

dg: TL(S) xIL(S) — R
(0, 0) = lgle™"Y)

constitue une distance sur le groupe I1;(S). On a alors, pour tout couple d’automor-
phismes (¢, 1) dans le groupe I1;(S) :

lg(¢~ ") = dp(@(Dy), 1 (Dy)).

On le voit en remarquant que dp est invariante sous l'action du groupe II;(S) et en
montrant par récurrence sur lg()) que :

lg(¥)) = dp(Do, ¥ (Dy)).



76 QUASI-ISOMETRIES

Etant donnée une partie compacte A de S, on appelle diamétre discret de A la
quantité suivante :

diamp(A) = max {dD(D, D), { 3 ﬁf;%, szf)m A+ } '

Pour un domaine fondamental D; dans D, on appelle éloignement de A par rapport a
D4 la quantité suivante :

elDl(A) = max {dp(Dl,D),{ ggf# (Z) } .

Remarquons que, dans le cas ou Dy N A # (), alors :

elp, (A) < diamp(A) < 2elp, (A).

Le coeur de cette section est la preuve de la proposition suivante en admettant la
proposition 6.7 :

Proposition 6.9. Les applications suivantes Homeoy(S) — R sont quasi-isométriques
pour toute famille finie U de boules fermées ou de demi-boules fermées dont les intérieurs
recouvrent la surface S et pour tout domaine fondamental D de S pour l’action du groupe
fondamental de S :

— Uapplication Frag, ;

— Uapplication g — §(g(D)) ;

— application g — diamp(g(Dy)).
En particulier, pour deux recouvrements fini U et U' comme ci-dessus, les applications
Frag,, et Frag,, sont quasi-isométriques et pour deur domaines fondamentaux D et D',

les applications f+— §(f(D)) et g — 6(g(D’)) sont quasi-isométriques.

Quand le bord de la surface S n’est pas vide, on a un analogue de la proposition
précédente dans le cas du groupe Homeog (S, 9S) que I'on va énoncer maintenant. Comme
dans la section précédente, notons S’ une sous-variété & bord de S homéomorphe & S,
incluse dans l'intérieur de S et qui est un rétract par déformation de S et U une famille
de boules fermées de 'intérieur de S dont la réunion des intérieurs contient S’. Enfin
notons Gg le sous-groupe de Homeog (S, 05) constitué des homéomorphismes supportés
dans 5'.

Proposition 6.10. Les applications suivantes Gg — R sont quasi-isométriques pour
tout domaine fondamental D de S pour Uaction du groupe fondamental de S :

— Uapplication Frag, ;

— Uapplication g — §(g(D)) ;

— Dapplication g — diamp(g(Dy))-

La démonstration de cette proposition ne pose pas de difficultés supplémentaires par
rapport a la preuve de la proposition précédente : nous ne la ferons pas.

Ces deux proprositions impliquent directement les théorémes 6.3 et 6.4.
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Démonstration. Montrons tout d’abord que, pour deux domaines fondamentaux D et
D', les applications g — §(g(D)) et g — §(g(D’)) sont quasi-isométriques. Notons :

{v,72 ) ={y € L(S), D'N~(D) # 0}.

Remarquons que :
p
i=1

et que 'ensemble de droite dans cette inclusion est connexe par arcs. On a alors, pour
un entier positif n :

p

U 9(vi(D

Le lemme ci-dessous implique alors que :

6(g(D")) < pd(g(D)).

omme les domaines fondamentaux D et D’ jouent des roles symétriques, ceci implique
que les applications g — §(g(D)) et g — 6(g(D’)) sont quasi-isométriques.

Lemme 6.11. Soit X un espace métrique connexe. Soit (A;)1<i<p, une famille de sous-
ensembles fermés de X telle que :

Dans ce cas, on a :
0(X) = sup d(x,y) <pmaxd(A;).

zeX,yeX 1<i<p

Démonstration. Soient x et y deux points de X. Par connexité de X, on peut trouver
un entier k entre 1 et p, une injection o : [1,k] NN — [1,p] NN et une suite (z;)1<;j<p+1
de points de X qui vérifient les propriétés suivantes :

—x1 =z et Tpy =Y.

— pour tout indice ¢ entre 1 et k, les points x; et x;,; appartiennent tous deux a

AO’(Z)
On a alors :
d(I, y) S Z d([['“ xz—i—l)
< Z (As(i))
= p&_l?;;“ )
Cette derniére inégalité démontre le lemme. O]

Montrons maintenant que, pour deux familles finies U et U’ comme dans I’énoncé de
la proposition, les applications Frag,, et Frag,, sont quasi-isométriques. La démonstra-
tion de ce fait va nécessiter les deux lemmes suivants.
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Lemme 6.12. Soit ¢ > 0. Notons B la boule unité fermée de R?. Il existe un entier
N € N tel que tout homéomorphisme dans Homeoy (B, 0B) peut s’écrire comme composé
d’au plus N homéomorphismes dans Homeoy(B,0B) e-proches de l’identité.

Lemme 6.13. Soit M une variété compacte et {Uy, Us, ..., U,} un recouvrement ouvert
de M. Il existe ¢ > 0 et un entier N' > 0 tels que pour tout homéomorphisme g dans
Homeoy (M) (respectivement dans Homeog(M,OM)) e-proche de identité, il existe des
homéomorphismes g1, . ..,gn dans Homeog(M) (respectivement dans Homeoy(M,0M))
tels que :

— chaque homéomorphisme g; est supporté dans l'un des ouverts U; ;

~g=010g20...09N.

Le lemme 6.12 découle du lemme 5.2 de [5] (noter que la démonstration marche aussi
en dimension différente de 2). Le lemme 6.13 est une conséquence de la démonstration du
théoréme 1.2.3 de |9]. Ces deux lemmes mis bout a bout impliquent qu’étant donné un
recouvrement ouvert du disque D?, il existe un entier N tel que tout homéomorphisme
dans Homeoy(D?, 9D?) s’écrit comme composé d’au plus N homéomorphismes supportés
chacun dans 'un des ouverts du recouvrement. Maintenant, étant donné un élément U
de U, on note U NU’' le recouvrement de U constitué des intersections des éléments de
U" avec U. L’application du lemme précédent & la boule U avec le recouvrement U N’
nous fournit alors une constante Ny. Notons N le maximum des Ny, pour U décrivant
U. On obtient alors directement que, pour tout homéomorphisme g :

Frag,,(g) < NFragy(g).

Comme les deux recouvrements U et U’ jouent des roles symétriques, le fait est démontré.
Notons que ce fait se généralise a toute dimension.

En utilisant une quasi-isométrie entre les espaces métriques (IT;(S),ds) et S (voir
[29]), on va obtenir le lemme suivant qui implique que les deux derniéres applications
de la proposition sont quasi-isométriques :

Lemme 6.14. I existe des constantes C > 1 et C" > 0 telles que, pour tout sous-
ensemble compact A de S :

éa(m — ' < diamp(A) < C5(A) + C".

Démonstration. Fixons un point xy de I'intérieur de Dy. L’application :

q: Hl(S> — g
v = (o)
est une quasi-isométrie pour la distance dg et la distance naturelle sur S (voir [29)).

On remarque que, pour une partie compacte A de S, le nombre diamp(A) est égal au
diameétre de ¢~!(B) pour la distance dg, on

B=|J{D. DeDDNA#0}.

On en déduit qu’il existe des constantes C; > 1 et C] > 0 indépendantes de A de sorte
que :

1
1
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Il s’agit alors d’utiliser les inégalités suivantes pour conclure :
d(B) —20(Dyp) < §(A) <4(B).
O

On va maintenant montrer que, pour tout recouvrement & comme dans ’énoncé de
la proposition, il existe des constantes C' > 1 et C' > 0 telles que, pour tout homéomor-
phisme g dans Homeog(5) :

1. y ,
5dlamp(g(Do)) — C" < Fragy(g).

On fixe une telle famille &. Nous aurons besoin du lemme suivant que nous montrerons
ultérieurement :

Lemme 6.15. I existe une constante C' > 0 telle que, pour tout compact A de S et tout
homéomorphisme g supporté dans ['un des ensembles de U, on ait :

diamp(g(A)) > diamp(A) — C.

Notons k = Frag;,(g) et :
g=4g19gso...0 (g,

oll chaque homéomorphisme g; est supporté dans I'un des éléments de U. Alors on a :
]O§:§10§20...O§k7

ou I désigne une isométrie de I1;(.S). Le lemme 6.15 combiné & une récurrence implique
que :
2 = diamp(g, ' o...0 g, 0 G(Dy)) > diamp(g(Dy)) — kC,

car les homéomorphismes g; commutent tous avec I. Ainsi :
2

1 . .
Frag,(g) > EdlamD(Q(Do)) o

La minoration est démontrée.

Prewve du lemme 6.15. Pour un élément U de U, on note U un relevé de U, ¢’est-a-dire
une composante connexe de IT71(U). Posons :

M(U) = diamp (D).

Cette derniére quantité ne dépend pas du relevé U choisi. On note M le maximum des
M(U), pour U décrivant U.

On note Uy un élément de U qui contient le support de g. Considérons deux domaines
fondamentaux D et D’ qui rencontrent A et qui vérifient :

dp(D, D") = diamp(A).

Prenons un point z dans D N A et un point 2’ dans D' N A. Si le point = appartient a
II1(U,), on note U, le relevé de U, qui contient z. Alors le point g(x) appartient a U,
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et un domaine fondmental D qui contient le point g(x) est au plus a distance M de D
(pour dp). Ainsi dans tous les cas, il existe un domaine fondamental D qui contient le
point g(x) et est & distance au plus M de D. De méme, il existe un domaine fondamental
D’ qui contient le point g(z') et est a distance au plus M de D’. Par conséquent :

dp(D,D') > dp(D, D) — 2M.

On en déduit que :
diamp(g(A)) > diamp(A) — 2M,

ce qu’il fallait démontrer. O

Ainsi, pour conclure la démonstration de la proposition 6.9, il suffit de montrer la
propriété 6.7 ci-dessus. O

Il s’agit donc maintenant de trouver une famille finie ¢ pour laquelle la proposition
6.7 ou 6.8 est vérifite. On va distinguer les cas suivants, chacun d’entre eux faisant
I’'objet d’une section :

— la surface S a un bord non-vide (section 5).

— la surface S est le tore (section 6).

— la surface S est sans bord de genre supérieur ou égal a deux (section 7).

La preuve des propositions 6.7 et 6.8 consiste dans chacun de ces cas a ramener le bord
de g(Dy) proche du bord de 0D, en composant par des homéomorphismes supportés
chacun dans l'intérieur de I'une des boules d'un recouvrement U/ bien choisi. La plu-
part du temps, aprés composition par un homéomorphisme & support dans 'intérieur
de T'une des boules de U, I'image du domaine fondamental Dy ne rencontrera pas de
faces qui n’étaient pas rencontrées avant composition mais ce ne sera pas tout le temps
possible, ce qui explique la technicité de certains passages de la preuve. Ensuite, il faudra
s’assurer qu’aprés composition par un nombre uniformément borné d’homéomorphismes
supportés dans des intérieurs de U, 'image du bord de Dy sera strictement plus proche
du bord de Dy qu’auparavant.

6.4 Distorsion et fragmentation sur les variétés

Dans cette section, on se place dans le contexte d’une variété compacte quelconque
M de dimension d, éventuellement & bord. Fixons une famille finie ¢/ de boules fermées
ou de demi-boules fermées de M dont la réunion des intérieurs recouvre M. Pour un
homéomorphisme g dans Homeoy(M ), on note a(g) le minimum des quantités [.log(k),
ou il existe une suite finie de I homéomorphismes (f;)1<;<; dans Homeoy(M), chacun
supporté dans 'un des éléments de U avec :

L 1<i<l =k

et :
g=fiofao...0fi.

L’objet de cette section est de démontrer la proposition suivante :
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Proposition 6.16. Soit f, un homéomorphisme dans Homeoy(M). On a :

lim au(f")

n—-+oo n

=0
si et seulement si ’homéomorphisme f est un élément de distorsion de Homeog(M ).

On a un énoncé analogue pour le cas du groupe Homeoy(M, M) que 'on va préciser
dans ce qui suit. Notons M’ une sous-variété & bord de M homéomorphe & M, incluse
dans l'intérieur de M et qui est un rétract par déformation de M. On note U une
famille de boules fermées de M dont la réunion des intérieurs contient M’. Pour un
homéomorphisme g dans Homeog(M, M) a support inclus dans M’, on peut définir la
quantité a(g) de la méme maniére que ci-dessus. On a I’énoncé suivant :

Proposition 6.17. Soit f, un homéomorphisme dans Homeoo(M,0M) a support inclus
dans M'. On a :

. au(f")

im

n—-+oo n

=0

si et seulement si ’homéomorphisme f est un élément de distorsion de Homeog (M, OM).

Comme ay(f) < Frag,(f).log(Frag,(f)), les propositions précédentes impliquent
clairement le théoréme 6.5 et la remarque en-dessous du théoréme.

Preuve de l'implication réciproque dans les propositions 6.16 et 6.17. Plagons-nous
tout d’abord dans le cadre de la proposition 6.16. Si I’homéomorphisme f est un
élément de distorsion, on note S la partie finie qui apparait dans la définition d’élément
de distorsion. On écrit alors chacun des homéomorphismes de S comme produit
d’homéomorphismes supportés dans 'un des ensembles de Y. On note S’ 'ensemble
(fini) des homéomorphismes qui apparaissent dans une telle décomposition. Alors
I’homéomorphisme f™ s’écrit comme composée d’'un nombre [, d’éléments de S’, ou
I, est majorée par une constante indépendante de n fois lg(f™). Dans ce cas, puisque
I’élément f est distordu, lim,, . % =0etona:

ay(f™) < log(card(S")l,
et :
lim (/")

n—-+4o0o n

=0.

Dans le cas de la proposition 6.17, la seule difficulté supplémentaire est la suivante : les
éléments de S ne sont pas nécessairement supportés dans la réunion des boules de U.
Pour résoudre cette difficulté, on considére un homéomorphisme h dans Homeog (M, OM)
qui vaut I'identité sur M’ et qui envoie la réunion des supports des éléments de S dans la
réunion des intérieurs des boules de /. 1l s’agit alors de considérer la partie finie hSh™!
au lieu de S et le raisonnement précédent permet de conclure. O

Les propositions 6.16 et 6.17 ne seront utilisées dans toute leur puissance que pour
démontrer le théoréme 6.6 (construction de I'exemple). Pour démontrer le théoréme 6.2,
nous n’avons eu besoin que du théoréme 6.5 qui est plus faible. Notons que si I/ désigne
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un recouvrement de la sphére par deux voisinages des hémispheres, I'application Frag,
est majorée par 3 sur le groupe des homéomorphismes de la sphére de dimension n
isotopes a l'identité Homeoy(S™) (voir [13]). C’est une conséquence de annulus theorem
de Kirby (voir [34]) et Quinn (voir [49]). Cette remarque fait apparaitre le théoréme
suivant de Calegari et Freedman (voir [13]) comme un cas particulier du théoréme 6.5 :

Théoréme 6.18 (Théoréme de Calegari-Freedman [13]). Tout homéomorphisme dans
Homeoy(S") est un élément de distorsion.

La démonstration de la proposition 6.16 repose sur le lemme suivant, dont la dé-
monstration est fortement inspirée d’Avila (voir [3]) :

Lemme 6.19. Soit (f,)nen une suite d’homéomorphismes de R? (respectivement de H?)
supportés dans B(0,1) (respectivement dans B(0,1) N H?). Il existe une partie finie S
d’homéomorphismes de R? (respectivement de H?) & support compact tels que :
— pour tout entier naturel n, ’homéomorphisme f, appartient au groupe engendré
par S ;
— Is(fn) < 14.log(n) + 14.

Ce lemme n’est plus vrai en plus grande régularité : il fait intervenir de maniére
cruciale le fait que, étant donnée une suite d’homéomorphismes (h,) supportés dans
la boule unité B(0,1), on peut stocker toute l'information relative a cette suite dans
un homéomorphisme de la maniére suivante. Pour tout entier n, notons g, un homéo-
morphisme qui envoie la boule unité sur une boule B,, de sorte que les boules B,, soient
deux a deux disjointes et aient un diamétre qui converge vers 0. On peut alors considérer

I’homéomorphisme
oo
s
n=1

qui stocke toute l'information relative a la suite (h,). Une telle construction n’est pas
possible dans le cas d'une régularité plus grande en toute généralité.

Remarque Il y a deux principales différences entre ce lemme et celui énoncé par Avila :
— dans le cas d’Avila, on considére une suite de difféomorphismes qui converge suf-
fisamment vite (au sens C') vers Iidentité, alors qu’ici, on considére une suite
quelconque d’homéomorphismes;
— les estimations obtenues sont logarithmiques au lieu d’étre linéaires.
Remarque Ce lemme est optimal au sens o1, si les homéomorphismes f,, sont deux a

deux distincts, la croissance de lg(f,,) est au moins logarithmique. En effet, si la partie
ki
h—1

S est de cardinal £, il y a au plus homéomorphisme de longueur par rapport & S

inférieure ou égale a [.

Avant de passer a la démonstration du lemme 6.19, regardons pourquoi ce lemme
implique les propositions 6.16 et 6.17.

Preuve de limplication directe des propositions 6.16 et 6.17. Supposons que :

lim aw(f")

n——+oo n

=0.
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Notons
U={Uy,U,,...,U,}

et, pour tout entier i entre 1 et p, ¢; un plongement de R? dans M qui envoie la boule
fermée B(0,1) sur U; si U; est une boule fermée ou un plongement de H¢ dans M qui
envoie la demi-boule fermée B(0,1) N H? sur U; si U; est une demi-boule fermée. Pour
un entier positif n, notons [, et k, deux entiers positifs tels que :

— au(f") = Llog(k,):

— il existe une famille (fi,,, fon, ..., f&,n) d’homéomorphismes de Homeoy(A), cha-
cun supporté dans I'un des éléments de U tels que f™ est composé de [, homéo-
morphismes de cette famille.

Considérons une injection croissante o : N* — N* qui vérifie :

la(n) (C.lOg(Z:-;l ka’(i)) + Cl)

o(n)

Vn € N*,

1
< ™
n
ol les constantes C' et C” sont donnés par le lemme 6.19. Pour construire une telle

injection, il suffit de procéder par récurrence et d’utiliser le fait que

lim llog(ky)

n——+oo n

= 0.

On se donne une bijection :

<

RN . . * * ZSkU(])
N —>{(2,0’(]))EN XN’{jGN* }

telle que , si ¢(n1) = (i1,0(j1)), ¥(n2) = (i2,0(j2)) et o(j1) < o(j2), alors ny < no.
Dans ce cas, on a :

J
VH1,0(1) <Y ko
=1
Notons 7; ; un entier entre 1 et p tel que :
supp(fi;) C Us, ;.
Appliquons alors le lemme 6.19 a la suite d’homéomorphismes

—1
Prymy © fim) © Pryy-

Notons S I'ensemble fini donné par le lemme 6.19. On note S;, 'ensemble fini des homéo-
morphismes supportés dans U; qui s’écrivent op; 0 s0¢; ', oli s est un homéomorphisme
dans S et

D’apres le lemme 6.19, on a alors :
Vn € N*, ls/(fpm)) < Clog(n) + C".
Or, ’'homéomorphisme ™ peut s’écrire sous la forme :

M =giogao..og,
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ol chacun des homéomorphismes g; appartient a ’ensemble :

{fl,o‘(n)v fQ,U(n)J EEE fka(n),o(n)} .

Ainsi :
15/ (F°) < Loy (Clogl_mmax w7, 0(n))) +C).
i<ko(n)
Par conséquent :
I (f7)_ oty (Clog(Siy hogw) +C)

o(n) ~ a(n)

1
< =
n

et ’homéomorphisme f est un élément de distorsion de Homeog (M) (respectivement de
Homeoy(M,0M)). O

Passons maintenant a la démonstration du lemme 6.19. La démonstration de ce
lemme utilisera deux lemmes.

Notons a et b les deux générateurs du semi-groupe libre a deux générateurs Lo
et, pour deux homéomorphismes f et g de R? & supports compacts, on note Nfg UN
morphisme de semi-groupe de Ly vers le groupe des homéomorphismes de R? défini par

Nrgla) = f et npg(b) =g.

Lemme 6.20. Il existe des homéomorphismes s; et sy de R? & supports compacts tels
que :

Vm € Ly, m' € Ly, m # m' = 1, 0,(m)(B(0,2)) N1s,.5,(m)(B(0,2)) = 0

et le diametre de ns, 5,(m)(B(0,2)) converge vers 0 lorsque la longueur de m tend vers

I'infina.

FIGURE 6.2 — Lemme 6.20

Lemme 6.21. Soit f un homéomorphisme de Homeoy(R?). Il existe alors deuz homéo-
morphismes g et h dans Homeog(RY) tels que :

f=1lg.hl,
ot [g,h] =gohogtoh
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Ce dernier lemme est trés classique et semble apparaitre pour la premiére fois dans
[2]. Nous en donnons maintenant une démonstration.

Démonstration. On note ¢ un homéomorphisme de Homeog(R?) de restriction a B(0, 2)
définie par :
B(0,2) — R4
T o= g

Pour tout entier naturel n, on note :

An:{xERd

1 < <1
s Sl < o b

Soit f, un élément de Homeog(RY). Comme tout élément de Homeog(R?) est conjugué a
un élément a support inclus dans I'intérieur de Ay, on peut supposer f a support inclus
dans l'intérieur de Ay. On définit alors ¢ € Homeoy(RY) par :
— g = Id en dehors de B(0,1).

— pour tout entier naturel i, gja, = ¢ fo™".
- 9(0)=0.
Alors :

f=19,¢

FIGURE 6.3 — Preuve du lemme 6.21 : description de I’homéomorphisme ¢

Les deux lemmes précédents sont encore vrais si on remplace R? par H? et B(0,2)
par B(0,2) N H.

Avant de démontrer le lemme 6.20, montrons le lemme 6.19 & I'aide des deux lemmes
précédents.
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Preuve du lemme 6.19. On fait la preuve dans le cas des homéomorphismes de RY. Le
cas du demi-espace se traite de la méme maniére. Pour un élément m de Lo, on note
[(m) la longueur de m en tant que mot en les lettres a et b. Notons

N* — L2
n o= my,

une bijection qui vérifie :
l(my,) < l(my)=n<n

Cette derniére condition impose que :
I(m,) =12 <n <2
En particulier, on a, pour tout entier positif n :

l(my) < loga(n).

Notons s; et sy les homéomorphismes dans Homeoy(R?) donnés par le lemme 6.20.
Notons s3 un homéomorphisme dans Homeoy(R?) supporté dans la boule B(0,2) qui
vérifie :

s3(B(0,1)) N B(0,1) = (.
On note B, la boule fermée n, 4, (m,)(B(0,1)). D’aprés le lemme 6.21, il existe des
homéomorphismes g, et h, supportés dans B(0,1) tels que f,, = [gn, hn)-

Ns1,52(M1)(B(0,2))

Nsq,s2 (7n2)(B(Oa

2))
Nsy.55(m3)(B(0,2)) -
) |00 - -

Nsy,s5 (M) (B(0,2))

FIGURE 6.4 — Notations de la preuve du lemme 6.19

On définit 'homéomorphisme sy par :
1
sy=Idsur R — |J B,

{ e S4|B,, = Ts1,s2 (mn) O Gn © Msy,s9 (mn)i
neN*

et ’homéomorphisme s5 par :

Vn € N*, s518, = Nsy,s (my) o hy o 7751752(771”)71
ss = Idsur R"— |J B,

neN*
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On pose § = {s¢, i € {1,...,5} et e € {—1,1}}. On note :

An = Tsy 50 (my,) 0 s30 Ns1,s9 (mn)_l
B! = \.(By)

On remarque que les boules B,, et B), sont disjointes et incluses dans 7, 5, (m,)(B(0,2)).
On constate que 'homéomorphisme sg0 A, 055 0 A (respectivement s50\, 055 o A~1,
sy oss o), 0850540\ 1) fixe les points en dehors de B, U B/, coincide avec 1, 4, (m,,) 0
G © Nsy,s2 (M) ™" (vespectivement avec 1, ., (1Mn) © M © 16 (1M0n) 1, My 55 (M) © g3t 0
hitons, s,(myn) 1) sur B, et avec A, 0ms, s, (M) 0 g, ons, s, (my,) Lo X! (respectivement
avec Ay, 01, s, (M) 0 hgl OMsy,s0 (mn)~to /\7:17 An 0 Msy 55 (M) © B © G 0 My (mn)~to Agl)
sur B,.

Par conséquent, ’lhoméomorphisme

[547 )\n] [357 )\n] [3213517 )\n]

U sur B, et fixe tous les points hors de B,.

coincide avec 7s, s,(Mp) © fr © Mgy 50 (M)~
Ainsi :
Jn = Ns1,0 (mn)_l [347 )‘n} [35a )‘n] [821851, )‘n]nshw (mn)

L’homéomorphisme f,, appartient donc au groupe engendré par S et :

ls(fn) 2l5(Nsy,50 (M) + 6ls(An) + 8
2[5(7751752 (mn)) + 12[5(7751,52 (mn) + 14)

14logy(n) + 14.

VAVARIVAN

Preuve du lemme 6.20. On commence par prouver le lemme dans le cas des homéomor-
phismes de R. Par un argument perturbatif (comme dans [27]), on peut trouver deux
homéomorphismes §; et o a support compact dans R qui vérifient la propriété suivante :

Vm € Ly, m' € Ly, m# m' = 13,.5,(m)(0) # 15,5, (m")(0).

On peut méme trouver des homéomorphismes s; et S5 aussi proche que l'on veut de
deux homéomorphismes de R a supports compacts donnés a ’avance. Il suffit alors, de
la méme maniére que la construction de Denjoy, de remplacer chaque point de 'orbite de
0 sous Lo par un intervalle pour obtenir la propriété souhaitée, ce qui achéve la preuve
en dimension 1. Pour le cas de la dimension supérieure, on note f et g deux homéo-
morphismes de R précédemment obtenus. Notons [—M, M] un intervalle qui contient le
support de chacun de ces deux homéomorphismes.

Passons maintenant au cas de R%. L’homéomorphisme :

R — R4
(xlax%"'vxd) — (f(xl)af('x?)aaf(md))
préserve globalement le cube [—M, M]%. On note s; un homéomorphisme de R? & sup-

port inclus dans [-M — 1, M + 1]¢ qui coincide avec I’homéomorphisme ci-dessus sur
[—M, M]¢. On note s, un homéomorphisme obtenu de la méme maniére a partir de
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Ms1,s2 Tnl Ns1,s2 m2

Nsy,s2 (Mmp—1) (072)) 7751,52("’/11 (B(O,2)) n51~52(mn+1)(3(0’2))
@ @ 1 B 1 @ " B;LOI

)\ 1

Nsy,52(M1)(B(0,2)) Nsy,52(M2)(

[547 )\n]

Nsy,s2 (mn,l)(B(O, 2)) Ns1,s0 (7nn (B(O7 2)) Ns1,52 (mn+1)(B(0= 2))

Msr.s2(M1)(B(0,2)) sy, (m2)(B(0, 2))
B/

By

OO 0O -

[857 )\n]

N, (M1)(B(0,2)) M5y, (m2) (B(0,2))

sy, (M1)( Nsy,s0 (M2)(B(0,2)) 84 85 >\/n/:|

Ny sa (M= 1)(B(0,2)) s, oy () (B(0,2)) Msn,52(Mnt1)(B(0,2))
@ @ ’ | n <B>1 HZ@

34, n)[85, An)[s1 1851, Al

Ms1,s2 ml Ns1,s2 m2

| l Ty s (Mar—1)(B(0,2)) 1, o, () (B(0,2)) Ms,s2 (Mnt1)(B(0,2))

FIGURE 6.5 — Les différents homéomorphismes qui apparaissent dans la preuve du lemme
6.19
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I’homéomorphisme ¢. En utilisant le fait que le boule de centre 0 de rayon 2 de R? est
incluse dans le cube [—2,2]¢ et le fait que le diamétre des ensembles

Nsy,sa (M) ([=2,2)) = (n7,9(m)([-2,2]))°

converge vers 0 lorsque la longueur du mot m tend vers 'infini, on obtient la propriété
souhaitée. Le cas des demi-espaces H? s’obtient de la méme maniére en considérant des
homéomorphismes a support compact qui coincident avec des homéomorphismes de la
forme

R, xR! — R, x R

(t, xT1,To, ... ,l’d_l) —> (%, f(flfl), f(l’g), R f(wd—l))

sur un voisinage de 0. O]

6.5 Cas des surfaces a bord

On suppose que le bord de la surface S n’est pas vide. On va maintenant montrer la
proposition 6.8. En considérant un recouvrement par des demi-disques, on peut, avec les
mémes techniques que ci-dessous, montrer la majoration dans la proposition 6.7 dans le
cas du groupe Homeoy(S), dans le cas ou le bord de S n’est pas vide. Les détails de ce
dernier cas sont tout a fait analogues a ce qui va suivre : ils sont laissés au lecteur.

Rappelons que I'on a choisi lors de la section précédente un « joli » domaine fonda-
mental Dy. Notons A I'ensemble des arétes du bord 9D, qui ne sont pas incluses dans
le bord de S et notons :

A= {H(ﬁ), s efl}.

Pour chaque aréte o de A, on considére un disque fermé V,,, qui ne rencontre pas le bord
de le surface S, dont I'intérieur contient o N S’ et tel qu’il existe un homéomorphisme
Vo 1V, — D? qui envoie 'ensemble NV, sur le diamétre horizontal du disque unité D?.
On choisit les disques V,, suffisamment fins de sorte qu’ils soient deux a deux disjoints.
On considére un disque fermé U, qui contient la réunion disjointe des disques V. Soit U,
un disque fermé de S qui ne rencontre aucune des arétes de A, c’est-a-dire inclus dans
I'intérieur du domaine fondamental Dy, et qui vérifie les deux propriétés suivantes :

— la surface S’ est incluse dans Uintérieur de |J V,, U Us.
acA
— pour toute aréte o de A, 'ensemble U NV, est homéomorphe & un disque fermé.

On pose U = {Uy, Uy }.

Pour démontrer 'inégalité recherchée dans le cas du groupe Homeog (S, 05), nous
aurons besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 6.22. Soit g un homéomorphisme dans Homeog (S, 0S) supporté dans l'intérieur
de |JV, U U,y. On suppose que elp,(G(Do)) > 2. Il existe des homéomorphismes g1, go
et g3 dans Homeog (S, 0S) supportés respectivement dans les intérieurs de | JV,, Uy et
U Va tels que la propriété suivante soit vérifiée :

elpy (g3 0 g2 0 g1 0 g(Do)) < elp,(g(Do)) — 1.
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FIGURE 6.6 — Notations dans le cas des surfaces a bord

Lemme 6.23. Soit g un homéomorphisme dans Homeoy(S, 0S) supporté dans Uintérieur
de |J Vo UUs. Sielp,(g(Do)) =1, alors :

Frag,(g) < 6.

Fin de la preuve de la propriété 6.8. On pose k = elp,(g(Dy)). D’aprés le lemme 6.22,
aprés composition de g par 3(k — 1) homéomorphismes supportés chacun dans I'un des

disques de U, on obtient un homéomorphisme f; supporté dans |J V, U U, avec :
acA

elDo (fl(D())) =1

On applique alors le lemme 6.23 & 'homéomorphisme f; :

Frag,(f1) < 6.
Par conséquent :
Frag, (g) < 3(elp,(9(Do)) — 1) + 6.

Or, comme Dy N §(Dg) # 0, puisque ’homéomorphisme ¢ fixe un voisinage du bord de
S
elp, (9(Do)) < diamp(g(Dy)),
d’ou :
Frag,,(g) < 3diamp(g(Dy)) + 3.

Ceci termine la preuve. O

Notons que I'on a de fait prouvé la proposition précise suivante :
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Proposition 6.24. Soit g un homéomorphisme dans Homeoy(S, 0S) supporté dans l'in-
térieur de |J Vo U Us. Alors :

a€cA

Frag,(g) < 6diamp(g(Dy)) + 6.

Preuve du lemme 6.22. Donnons tout d’abord les propriétés des homéomorphismes ¢,
g2 et g3 qui conviennent. Donnons tout d’abord une idée vague de ’action de ces ho-
méomorphismes. Si I'on regarde les parties « les plus éloignées » de la face Dy, I’homéo-
morphisme ¢; les repousse dans 'ouvert Uy, 'homéomorphisme g les repousse hors de
louvert U, et ’homéomorphisme g3 les fait sortir du domaine fondamental de D dans
lequel ces parties étaient incluses (voir figure 6.7). Précisons maintenant ce qui précéde.

FIGURE 6.7 — Illustration de la preuve du lemme 6.22

On considére pour g; un homéomorphisme supporté dans |J V, tel que :
acA
— I’homéomorphisme ¢, fixe I1(0Dy) ;
— pour toute aréte a et toute composante connexe C' de V, N g(II(0Dy)) qui ne
rencontre pas I1(0Dy), on a :

gl(C') - UQ.

On peut construire un homéomorphisme g; qui vérifie de telles conditions en prenant le
temps 1 du flot d’un champ de vecteurs bien choisi qui s’annule sur II(0Dy).

On considére pour g, un homéomorphisme supporté dans U, qui vérifie la pro-
priété suivante : pour toute aréte a de A et pour toute composante connexe C de
Uy N g1 o g(TI(ODy)) dont les deux extrémités (i.e. les points de I'adhérence de C qui
n’appartiennent pas a C') appartiennent a V,, I’ensemble ¢5(C) est inclus dans ‘O/a. Pré-
cisons comment un tel homéomorphisme g, peut étre construit. Nous aurons besoin du
lemme élémentaire suivant qui découle du théoréme de Schonfliess :
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Lemme 6.25. Notons c; : [0,1] — D? et ¢y : [0,1] — D? deuz courbes injectives qui
coincident sur un voisinage de 0 et un voisinage de 1 et qui vérifient les propriétés
sutvantes :

~ ¢1(0) = 2(0) € OD? et ¢1(1) = (1) € OD?;

= ¢1((0,1)) € D?* — 9D? et 5((0,1)) C D* — OD2.
II eziste alors un homéomorphisme h dans Homeoy(D?, OD?) tel que :

vt € [0,1], h(ei(t)) = ea(t).

Corollaire 6.26. Notons (¢;)1<i<; et (¢i)i1<i<i deux familles finies de courbes injectives
[0,1] — D? du disque fermé D? telles que :

— pour tout indice 1 < i <1, les applications ¢; et ¢, coincident au voisinage de 0 et
de 1;
les courbes ¢; sont deuz o deux disjointes, de méme que les courbes c; ;

— pour tout indice i, les points c;(0) et ¢;(1) appartiennent au bord du disque ;

~ pour tout indice i, les ensembles ¢;((0,1)) et c;((0,1)) sont inclus dans D?* — OD?.
Il existe alors un homéomorphisme h dans Homeoy(D? OD?) tel que, pour tout indice
1< <1

vt € [0, 1], h(ci(t)) = ci(t).
Preuve du corollaire. 11 suffit d’utiliser le lemme précédent et une récurrence. O]

Remarquons tout d’abord que seul un nombre fini de composantes connexes de (0]2 N
g1 0 g(TI(ODy)) 'est pas inclus dans I'un des disques ouverts V,. On note C I'ensemble
des telles composantes connexes qui ont leurs deux extrémités dans un méme disque de
la forme V,,, pour une aréte o dans A. Fixons maintenant une aréte o dans A. Soit C,
une composante connexe dans C dont les deux extrémités appartiennent a V,. On note
dc : [0,1] = D un chemin simple inclus dans V,, N Us qui coincide avec le chemin C au
voisinage de 0(0) et de §(1). La construction est faite de sorte que la famille de chemins
(0c)cec soit constituée de chemins deux & deux disjoints. On applique alors le corollaire
précédent dans le disque U, aux familles de chemins (C)cec et (dc)cec pour obtenir
I’homéomorphisme g, souhaité.

Enfin, on considére pour g3 un homéomorphisme supporté dans |J V, vérifiant, pour
acA
toute aréte a de A, les propriétés suivantes :

~ pour toute composante connexe C' de V, N g2 © g1 © g(II(0Dy)) dont les deux

extrémités sont dans la méme composante connexe de V,, —a, on a g3(C)Na = 0;

~ I’homéomorphisme gs fixe toute autre composante connexe de V,Ngyog; (II(ADy)).

La construction de ’homéomorphisme g3 se fait de la méme maniére que la construction

de 'homéomorphisme gs. Dans la suite de ce texte, nous ne donnerons plus de précisions
sur ce type de construction qui s’effectue toujours de maniére analogue.

Nous affirmons que des homéomorphismes g1, g et g3 qui satisfont aux propriétés
ci-dessus vérifient la conclusion du lemme 6.22. Cela va découler des deux affirmations
suivantes.

Affirmation 1. L’ensemble des domaines fondamentaux de D intersectés par gz o
G2 0 g1 0 g(Dy) est inclus dans 'ensemble des domaines fondamentaux de D intersectés

par g(Dy).
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Si h est un homéomorphisme dans Homeog(S,dS), on dira qu'un domaine fonda-
mental D dans D est extrémal pour h s’il rencontre h(Dy) et vérifie :

dp(D, Dy) = elp,(h(Dy)).

Affirmation 2. Les domaines fondamentaux D de D qui sont extrémaux pour g ne
rencontrent pas gs o g © g1 o §(Do).

Admettons pour I'instant ces deux affirmations et montrons le lemme 6.22.

L’affirmation 1 implique que :

elp, (g3 0 g2 0 g1 0 G(Dy)) < elp,(g(Dy)).

Supposons que lon ait égalité dans l'inégalité précédente. Alors il existe un domaine
fondamental D dans D qui est extrémal pour § et qui rencontre gz o goo gy 0 g(Dy). Iy
a donc contradiction avec I'affirmation 2. Ceci prouve le lemme.

Montrons maintenant ’affirmation 1.
En préliminaire, remarquons que, pour tout homéomorphisme h dans Homeoy (S, 05),
I’ensemble des domaines fondamentaux de D rencontrés par h(Dy) est égal a 'ensemble
des domaines fondamentaux de D rencontrés par ﬁ(aDo) car l'intérieur d'un domaine
fondamental ne peut pas contenir un domaine fondamental.

Comme les homéomorphismes §; et go fixent tous deux | J 9D, 'ensemble des éléments
DeD
de D intersectés par go 0 g1 0 G(0Dy) est égal a 'ensemble des éléments de D intersectés

par §(0Dy). 11 suffit donc de montrer I'inclusion suivante :

{DeD, gs0g20010G(0D) ND #0} C{D €D, ga0g10g(0Dy) N D #0}.

Soit D, un domaine fondamental appartenant a I’ensemble de gauche dans I'inclusion
ci-dessus. Soit Z, un point de gy 0 g1 0 §(0Dg) qui vérifie : §3(Z) € D.

Si le point z appartient au domaine fondamental D, alors le domaine fondamental
D appartient a
{D, € D, gg Ogl o§(8D0) N D/ 7& @} .

Supposons donc que le point & n’appartienne pas au domaine fondamental D. Comme

I’homéomorphisme g3 est supporté dans |J Vs, il existe une aréte a de A telle que le
BeEA

point II(Z) appartient au disque V,,. Notons V., le relevé du disque V,, qui contient 7. Par
construction de ’homéomorphisme g3, le point Z appartient & une composante connexe

C de G20 g1(0Dg) N f/a dont les extrémités sont toutes deux dans l'intérieur d’un méme
domaine fondamental D’ dans D. Rappelons que les composantes connexes qui ne sont
pas de ce type sont fixées par ’homéomorphisme g3. Par définition de g3, on a alors

3(%) € g3(C) c D'

et, par hypotheése,
9s(z) € D.



94 CAS DES SURFACES A BORD

Ainsi, les deux domaines fondamentaux D’ et D sont égaux et comme le domaine fon-
damental D’ rencontre C' C §5 0 §; 0 §(ODy), le domaine fondamental D appartient bien
a I’ensemble

{D €D, g20g103§(0Dy) N D # 0} .

Passons a la preuve de I'affirmation 2. Comme dans la section 3, on note
G={a,ie{l,...,P}}u{q"ie{l,...,P}}

la partie génératrice du groupe I1;(S) formé des automorphismes du revétement II qui
envoient le domaine fondamental Dy sur un domaine fondamental de D adjacent a Dj.
Comme, dans le cas présent, la surface S a un bord non-vide, le groupe II;(S) est le
groupe libre engendré par {ay,as,...,a,}. Soit D.,, un domaine fondamental dans D
qui est extrémal pour g. En particulier, on a :

dp(Dex, Do) = elp,(g(Do)).

On note v 'automorphisme du revétement II qui envoie Dy sur D,,. L’élément v du
groupe I1;(S) admet une unique écriture en tant que mot réduit d’éléments de G :

Y= S8182...8p

ou les s; appartiennent a la partie génératrice G et n = dp(D.s, Dy). Tout domaine
fondamental de D adjacent & D,, est de la forme v(s(Dy)), ot s est un élément de G.
Si I’élément s est distinct de s, !, on a :

dp(v(s(Do)), Do) = lg(ys) =n+1>n=-elp,(g(0Dy)).

Ainsi, la seule face adjacente a D, qui rencontre §(9Dy) est v o s, *(Dp). On note &
'aréte commune aux domaines fondamentaux v o s !(Dy) et D,.,. Toute composante
connexe de §(0Dy) N D, a ses extrémités dans & et ne rencontre pas les autres arétes

de 0D,,. Notons V; le relevé de Vii@a) qui contient &. On affirme que :
G10G(0Dgy) N De, C Va Uy,

ol (72 est le relevé de Uy qui est inclus dans D,,. Justifions cette derniére affirmation.
Pour un point & dans D, N §(0Dy) NI~ (V3) — Va, ot 3 désigne une aréte de A, la
composante connexe de §(0Dg) N H_l(%) qui passe par T ne rencontre pas I’ensemble
I171(B3). Le point g (%) appartient donc & Uy, par construction de g;. Comme, de plus,
I’homéomorphisme g; stabilise les ensembles suivants :

UQ — (U H_I(V5)) et f/&,
BeA

Paflirmation est démontrée.

On constate aussi que :
§2 @) §1 o} §(8D0) N Deac - ‘N/@.

En effet, toute composante connexe de g; o g(0Dy) N U, a ses extrémités dans V, d’ou
la constatation par construction de gs.
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Montrons maintenant que :
§3 O§2 Ogl o g(aDO) N Dex - @
Notons C' une composante connexe de g, o g1 o §(9Dg) N Vi. Comme

G20 g1 0G(0Dg) N D, C Va,

les extrémités de C' n’appartiennent pas a lo)ex N Vs mais a yos Y (Dy)N Vs qui constitue
l'autre composante connexe de V; — & (les extrémités de C' n’appartiennent pas a « car
elp, (g(Dy)) = dp(Dey, Do) > 2). Par construction de ’homéomorphisme g3, on alors :

3(C) C 705, (D).

Ainsi, lensemble g3(C') est disjoint de D.,, ce qui termine la démonstration de la
deuxiéme affirmation. O

Preuve du lemme 6.23. Pour chaque aréte & dans A, on note Dj le domaine fondamental
dans D qui vérifie :
DyN Dg = a.

Fixons une aréte @ de A. Comme elp,(§(Do)) = 1, la courbe §(&) ne rencontre pas
les domaines fondamentaux de D adjacents a Dg et distincts de Dy : ces domaines
fondamentaux sont a distance 2 de Dy. Montrons de plus que, si 3 est une aréte de A
distincte de «, alors

E](&) N DB = 0.
Dans le cas contraire, on aurait

Q(D&)QDB#@,

pour une aréte 3 distincte de &. Notons s I'automorphisme du revétement IT qui envoie
Dy sur Dg. Alors :
2= dD(Dda DB) = d’D(D(b Sil(DB».

De plus, on a
9(s(Do)) N Ds # 0

d’ou

g(Do) N S_l(Dﬂ”) 7é @
On a donc une contradiction avec ’hypothése

elDo(g(DO)) =1

Ainsi, pour toute aréte & de fl, on a:

§(a) € Ds U Dy U é.
Pour une aréte & dans A, on note V5 le relevé de Vii(a) qui contient I'aréte c.

On va maintenant construire des homéomorphismes g; et g supportés respective-

ment dans (J V,, et Us tels que :
acA

Va € A, §yogrog(d) C ViUa.

De méme que dans la démonstration du lemme 6.22, on construit des homéomor-
phismes g, et go qui vérifient les propriétés suivantes :
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FIGURE 6.8 — Preuve du lemme 6.23 : les homéomorphismes ¢, et go

— P’homéomorphisme g; est supporté dans |J V, et fixe 9Dy ;
a€cA

— pour toute aréte o de A et toute composante connexe C de g(II(0Dy)) NV, qui
ne rencontre pas a, on a g;(C) C Us;
— I’homéomorphisme g, est supporté dans Us ;
— pour toute composante connexe C' de g o g(II(0Dy)) N U, dont les extrémités
appartiennent Oém une méme composante connexe de V, —a pour une aréte o de A,
on a go(C) C V,.
Notons UQ’O le relevé du disque U, inclus dans Dy et, pour toute aréte & dans A, ﬁg@ le
relevé du disque U; inclus dans Dg. Par les mémes raisonnements que pour la démons-
tration du lemme 6.22, on a, pour toute aréte & de A:

Grog(a) C UQ,O U Va U 02,&

et .
G20G10g(a) C Va.

On va maintenant construire des homéomorphismes g3 et g4 de S supportés res-

pectivement dans |J Vi, et U, tels que, pour toute aréte & de A, 'homéomorphisme
acA

g1 0 gz ge0 g o g fixe 3‘7&-

On considére pour g3 un homéomorphisme supporté dans |J V,, qui vérifie les pro-
a€A
priétés suivantes :

— I’homéomorphisme g3 fixe gz 0 g1 0 g(); ) )
— pour toute composante connexe C' de gy 0 g1 0 g(0V,) NV, on a :Dgg(C') C Us.
De cette maniére, 'ensemble g5 o go 0 g1 0 g(OV,)AIV,, est inclus dans Us.

On demande que I’homéomorphisme g4, quant a lui, soit supporté dans U, et vérifie
la propriété suivante : I’lhoméomorphisme g4 coincide avec (g30ga0g;0g)~! sur le fermé
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g30go0g10g(dV,). La construction de g3 a rendu possible la construction de g4 vérifiant
les propriétés ci-dessus. Ainsi, comme ’homéomorphisme g4 0 g3 0 g2 0 g1 © g fixe chaque

point de 'ensemble |J 9V, 'application g5 : S — S, qui coincide avec g4 0 g3 0 g ©
acA

giogsur |J V, et avec 'identité en dehors de cet ensemble, est un homéomorphisme
acA
de S a support inclus dans |J V,. On pose alors gs = (g5 0910930 g2 091 0 g)" "

a€A
L’homéomorphisme gg est alors supporté dans Us et on a :

g=gi'0g; ogstogtogstogst

Cela implique que Frag;,(g) < 6, ce qui démontre le lemme. O

6.6 Cas du tore

Dans cette section, nous montrons la proposition 6.7 dans le cas du tore T? = R?/Z2.
On prend Dy = [0,1]? et le revétement IT est donné par la projection R? — R?*/Z2. On
note Ag (respectlvement Ay, By, By) 'anneau fermé [—1 T 2] xR/Z C T? (respectlvement
[1,1] x R/Z R/Z x [—1, 3], R/Z x [1,1]). Pou1 un entier relatif 4, on note A} (respecti-
vement A% Bé, Bj) la bande du plan [i — 1,i+ 1] x R (respectivement [i + 1, + 1] x R,
R x [z’—— i+ 3], Rx [i+ 4,7+ 1]). Enfin, on note, pour i € Z et j € {0,1}, &’ (respec-
tivement 5’;) la courbe {i+ 2} x R (respectivement R x {i + 2}). Le recouvrement U
du tore T? que on considére est le suivant :

U = {IxJ I1,Je{[-1.1].[3.1]}}
= {4;NBy, j,j €{0,1}}.

Pour une partie compacte A de R?, on pose :
largeur(A) = card {(i,j) € Z x {0,1}, a' N A # 0}

et :
hauteur(A) = card {(z’,j) €7 x{0,1}, B]’ NA# (D} :

Remarquons que, pour toute partie compacte A de R?, on a :

largeur(A) < 2diamp(A)
hauteur(A) < 2diamp(A)

Fixons un homéomorphisme g dans Homeoy(T?) et un relevé g de g. Notons i,az.a € Z
et Jmaz.a € {0,1} (respectivement iyax g €t jmas s) les entiers qui vérifient :

: 1. o1 »

Umaz,o T 5 Jmaz,0 = MAX {@ T3 9(Do) N & # @}
(respectivement :

. 1. 1 -

Ymaz,B + ijmaa:,ﬁ =max\ ?+ 5], g(D()) N 5] # Q) )
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On considére le couple (ia, jo) (respectivement (ig, jg)) de sorte que l'intérieur de

maac «@

e . - ~ .
la bande A’® (respectivement B;”) contienne la courbe a = Qymaz (respectivement
Ja To

ax,o

B;;ZZ‘Z = Brmaz). Supposons que hauteur(§(Dy)) > 3 ou que largeur(g(Do)) > 3. Remar-

quons que les composantes connexes de /Cija Ng(II(0Dy)) sont de deux types différents :

— d’une part les composantes connexes qui sont homéomorphes & R que ’on appellera
composantes connexres réguliéres de fija N g(I1(0Dy)) ;

— d’autre part, il existe au plus une composante connexe homéomorphe a une réunion
de deux droites transverses de R?. C’est la composante connexe qui contient le
point ¢(0,0). On 'appellera composante connexe singuliére de fija N g(I1(0Dy)).

On affirme que 'on est alors dans 'un des deux cas suivants.

Premier cas. Il existe une composante connexe C de Hfl(/ija) Ng(0Dy) telle que :
— les extrémités de C' appartiennent & deux composantes connexes du bord de
I11(4,,) distinctes.

— hauteur(C) < 3.
Deuxiéme cas. Il existe une composante connexe C de Hfl(ém) N g(0Dy) telle
que :
— les extrémités de C appartiennent a deux composantes connexes du bord de
I17'(B;,) distinctes.

~ largeur(C) < 3.

Démontrons que 'un des deux cas est réalisé. Supposons dans un premier temps que
la largeur de g(DO) est strictement plus grande que 3. Alors il existe une composante
connexe C' de 1T~ (A )Ng(0Dy) dont les extrémités appartiennent a des composantes du
bord de TTI7!(A;, ) distinctes. Sion n’est pas dans le premier cas, ¢’est que la hauteur de
C est strictement plus grande que 3, alors il existe une composante connexe C’ de éjﬁ nC
dont les extrémités appartiennent a deux composantes connexes du bord distinctes de
Bj,. Dans ce cas, la composante C’ sera de largeur au plus 1 : on est dans le deuxiéme
cas. Enfin, si la largeur de g(Dy) est inférieure ou égale a 3 et la hauteur de ce compact
est strictement supérieur a 3, alors toute composante connexe de H_l(ém) N g(0Dy)
vérifie les conditions du deuxiéme cas.

Les deux lemmes qui suivent vont nous permettre de conclure la preuve de la pro-
position 6.7 dans le cas du tore de dimension 2.

Lemme 6.27. Dans le premier cas ci-dessus, il existe un homéomorphisme h supporté
dans A, qui vérifie les propriétés suivantes :
— 80 py : R2 — R désigne la deuziéme projection, on a :

sup |p2 o h(x) — pa()| < 3;

z€R?
— hauteur(ﬁ 0 g(Dy)) < hauteur(g(Dy)) ;
— largeur(h o g(Dy)) < largeur(g(Dy)) — 1.

On a bien sir un énoncé symétrique dans le deuziéme cas.

Lemme 6.28. Il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout homéomorphisme g
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dans Homeog(T?) qui satisfait aux propriétés suivantes :

{ largeur(g(Do)) < 3
<

on a .
Fragy,(¢g) < C".

Preuve de la proposition 6.7 dans le cas du tore T2. En utilisant le cas de Danneau
traité par la proposition 6.24, on voit qu’il existe une constante C' > 0 telle que, pour
tout homéomorphisme h supporté dans A;, (respectivement dans Bj,) avec

sup [p2 0 (@) = pale)| < 3
r€R?
(respectivement
sup |p1 o h(x) = pi(a)| < 3)
z€R?
on a :

Frag;,(h) < C.

En utilisant le lemme 6.27, on voit qu’en composant I’homéomorphisme ¢ par au plus
C'.(max(hauteur(g(Dy)) — 3,0) + max(largeur(g(Dyp)) — 3,0)

homéomorphismes a support inclus dans I'un des disques de U, on obtient un homéo-
morphisme f; qui satisfait aux hypothéses du lemme 6.28 :

Frag, (f1) < C".
Par conséquent :
Fragy,(g9) < 4Cdiamp(g(Dy)) + C".

La proposition est montrée dans le cas du tore T2. O
Passons maintenant a la preuve des deux lemmes ci-dessus.

Preuve du lemme 6.27. Plagons-nous dans le premier cas (la démonstration dans le
deuxiéme cas est identique). On considére un homéomorphisme h supporté dans A;,
qui vérifie les trois propriétés suivantes :

1. pour toute composante connexe C' réguliére de g(I1(0Dy)) ﬂfolja dont les extrémités
appartiennent toutes deux a la méme composante connexe du bord de A, , on a :

A(C) NIL(GT7) = 0
et, si Pon note C' le relevé de C' qui est inclus dans g(9Dy) et si I'on note gmin et
(maz 1es extrémités de C avec pa(Gmin) < P2(Gmaz), alors :

pz(h( )) = [p2<Qmin)7p2(Qmax>];



100 CAS DU TORE

2. 'homéomorphisme h fixe la projection de toute composante connexe de §(9Dg) N

IT7'(A;,) dont les extrémités appartiennent a des composantes de bord distinctes
de TI7H(A;,) ;

3. Si le point ¢(0,0) appartient a Aoja, on ajoute la troisiéme condition suivante. Soit
Cy la composante connexe singuliere de g(II1(0Dy)) N /ija. Si il existe un relevé
Cy de la composante Cy qui rencontre g(0Dy) et la courbe @q., on impose la
condition décrite ci-aprés. Notons C4, Cy, C3 et C, les composantes connexes
de Cy — {g(0,0)}. Seules trois de ces composantes connexes admettent un relevé
inclus dans g(Dyp) qui rencontre l'intérieur de fl;“ : pour la derniére composante
connexe, les deux relevés de celle-ci inclus dans g(Dy) sont inclus nécessairement
dans l'intérieur de fl;-‘j;l. Quitte a renuméroter, ces trois composantes connexes
sont C7, Cy et C3. Notons 01, ég et C’g des relevés respectifs de C;, Csy et C3 de
sorte que ces trois relevés aient une extrémité commune ¢. Pour un entier ¢ entre
1 et 3, notons §; Pextrémité de C; distincte du point §. On renumérote les courbes
C; (et donce C;) de sorte que :

p2(G1) < pa(@2) < p2(d3)-
Alors, pour tout entier 7 entre 1 et 3, on impose la condition suivante :
h(C;) N gz = 0.

De plus :
p2(R(C1)) = [p2(@1), p2(d2)],

p2(h(C)) = {p2(@2)} .
p2(h(C3)) = [pa(d2), p2(d3)].

Nous affirmons qu’un tel homéomorphisme h vérifie les conditions souhaitées. Tout
d’abord, I’existence d’une composante connexe C' de H_l(folja) N g(0Dy) dont les ex-
trémités appartiennent a deux composantes connexes distinctes du bord de II71(4;,)
et dont la hauteur est inférieure ou égale a 3 (et donc sup po(C) — inf po(C) < 2) et le
fait que 'homéomorphisme h fixe la projection de cette composante connexe impliquent
que :

sup [ps o h(x) — pa(x)| < 3.

z€R2
Les conditions sur les ordonnées des images par h des composantes connexes de folja N
g(I1(0Dy)) impliquent que :

hauteur(h o §(Dy)) < hauteur(g(Dy)).

~lmaz,x

Enfin, par construction, I'ensemble h o G(Dy) ne rencontre pas la courbe & et ne

Jmaz,a

rencontre que des courbes de la forme 64; déja rencontrées par I’ensemble §(Dy). Ainsi :
largeur(h o §(Dy)) < largeur(§(Dy)) — 1.

Le lemme 6.27 est démontré. O
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Preuve du lemme 6.28. Le lecteur est invité a faire sa propre preuve du lemme 6.28,
dont une démonstration est plus facile a trouver par soi-méme qu’a lire.

Au cours de la preuve du lemme, nous utiliserons & de nombreuses reprises le résultat
suivant, qui est une conséquence directe de la proposition 6.8 dans le cas de 'anneau.
Il existe une constante A > 0 telle que, pour tout homéomorphisme 1 dans Homeog(T?)
supporté dans /010 ou A; qui veérifie :

hauteur(7(Dy)) < 12,

on a :
Frag,,(n) < A

Remarquons en préliminaire que Iinégalité largeur(g(Dy)) < 3 implique l'inégalité
largeur(g(al)) < 1. En effet, supposons que largeur(g(aJ)) > 1. Comme une des arétes
du carré 9D, est incluse dans &) et comme la courbe (&) rencontre deux courbes

parmi les &/ que ne rencontre pas g(ag), on a :
largeur(§(Dy)) > largeur(g(ag)) + 2 > 3.

Soit maintenant g, un homéomorphisme qui satisfait aux hypothéses du lemme 6.28.

Notons n(g(ag)) le nombre de composantes connexes de | J 9A’ rencontrées par le chemin
i7j

§(ad). Comme la largeur de g(a3) est inférieure ou égale a 1, alors n(g(ag)) < 3. Nous

allons maintenant montrer que, quitte a composer g par un homéomorphisme dont la

longueur de fragmentation par rapport a U est inférieure ou égale & 3\, on peut supposer

que n(g(ag)) = 0.

Supposons que n(g(a])) > 0. On choisit un couple (ig, jo) € Z x {0, 1} de sorte que :
I'ensemble §(Dy) rencontre flzg mais ne rencontre qu’une seule composante connexe du
bord de fl;‘(’] que I'on note ¢;, j,- On note fl;ll I'unique bande parmi les flé- dont l'intérieur
contient la courbe ¢;, j,. En particulier, on a : j; # Jjo.

On pourra prendre pour flzg la bande la plus a droite intersectée par le chemin g(&Q)
par exemple.

Premier cas. On suppose que 'ensemble §(Dy) intersecte les deux composantes
connexes du bord de zzlfll On considére un homéomorphisme h dans Homeog(T?)
a support inclus dans l'intérieur de A;; qui vérifie les propriétés suivantes :
— pour toute composante connexe C' de §(9Do) NTI"1(A;,) qui n’est pas incluse
dans l'intérieur de A;,, on a :

o

{ hI(C)) € Ay,

p2(R(II(C))) C po(11(C))
— I'homéomorphisme h fixe les autres composantes connexes de g(II(0Dg)) N Aj, ;

— SUP,cp2 ‘pz o h(x) —pQ(I)‘ < 2;

Notons que I'avant-derniére condition est compatible avec les précédentes. En effet,
comme la hauteur de g(Dy) est inférieure ou égale a 3, alors, pour toute composante
connexe C' de §(Do) NTI~1(A;,), on a : hauteur(C)) < 3. On peut donc faire en
sorte que le support de h soit inclus dans une réunion disjointe de disques qui ont
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tous une hauteur inférieure ou égale a trois. Pour un tel homéomorphisme h, les
propriétés suivantes sont vérifiées :

h o g(Dy)) < hauteur(g(Do))

La deuxiéme vient de ce que lensemble ho §(al) n’intersecte plus I'une des
composantes connexes du bord de A;ll

Deuxiéme cas. On suppose que 'ensemble g(Dy) n’intersecte pas les deux compo-
santes connexes du bord de A‘“ On construit de maniére analogue au premier cas
un homéomorphisme dans Homeoo(T2) supporté dans A]1 de sorte que la courbe
h o §(a3) ne rencontre plus la bande A 0 et que :

Fragy,(h) < A
n(ho g(ag)) < n(g(ag))
hauteur(h o g(Dy)) < hauteur(g(Dy))

Ainsi, on est ramené a démontrer la propriété suivante. Il existe une constante
C > 0 telle que, si g est un homéomorphisme dans Homeoy(T?) avec n(g(aj)) = 0
et hauteur(g(Dy)) < 3, alors Frag,,(¢g) < C. Considérons donc un tel homéomorphisme
g.

Premier cas. g(ap) € Ao. On considére un homéomorphisme h supporté dans 'an-
neau A; qui préserve le feuilletage horizontal tel que : h(g(ag)) C Ag. La préser-
vation du feuilletage horizontal implique en particulier que Frag,,(h) < A. On est
ramené au deuxiéme cas.

Deuxiéme cas. g(ag) C Ag. On considére un homéomorphisme h supporté dans
Ianneau Ag qui coincide avec 'homéomorphisme ¢ sur un voisinage de la courbe
ap. Comme la hauteur de g(Dy) est inférieure ou égale & 3, on peut imposer de
plus (et on le fait) que : hauteur(h(Dy)) < 3, car on peut faire en sorte que

SUD,cp2 ’fz(i) - i’H < 2. Ainsi, on a Frag;,(h) < A. En outre :

hauteur(h ™! o §(Dy)) < 6.

On a donc fixé a qui est 'une des deux composantes du bord de A;. Par une procédure
analogue, on peut trouver un homéomorphisme A’ de sorte que h'~' o h=! o g fixe un
voisinage du bord de A; (on fixe 'autre composante de bord) et :

Frag, (h') <2\
hauteur(h'~' o h™1 o g(Dy)) < 12

On note h; ’homéomorphisme supporté dans A; qui coincide avec '~ o h™! o g sur
A;. La hauteur de hy(Dy) est plus petite ou égale a 12 d’ou : Frag,,(hy) < A. De plus,
’homéomorphisme hy = hy* o K~ o h™! o g est supporté dans A,. De plus, 'image de
Dy par hy est inférieure ou égale a 12 donc : Fragy,(hs) < \. Au final, Frag,(g) < 5\
dans ce cas. Le lemme 6.28 est démontré. O
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6.7 Cas des surfaces de genre g > 2

Dans cette partie, nous allons démontrer la proposition 6.7 pour une surface S com-
pacte sans bord de genre g > 2. Commencons par décrire le recouvrement I que nous
utiliserons par la suite. On note p le point de S qui est I'image par II d’un sommet
du polygone 0D,. Notons A Tensemble des arétes du polygone 0Dy, A I'ensemble des
courbes qui sont I'image par II d’une aréte dans Aet:

a€eA -1 e
N B S L)}
On note Uy un disque fermé de S dont l'intérieur contient le point p et qui vérifie la
propriété suivante : si Uy désigne un relevé de Uy et p est un relevé du point p, alors le
disque Uy ne rencontre que des arétes dans B dont une extrémité est p et le bord dU,
rencontre chacune d’entre elles en exactement un point. Pour chaque aréte o dans A,
on note V,, un disque fermé qui ne rencontre pas le point p de sorte que les propriétés
suivantes soient vérifiées :
— pour toute aréte o dans A, 'ensemble V,, U U, constitue un voisinage de 'aréte o ;
— pour toute aréte o dans A, 'ensemble V, N Uy est la réunion disjointe de deux
disques fermeés ;
— les disques V,, sont deux a deux disjoints.
On note U; un disque fermé qui contient la réunion des V,,. Enfin, on note Us un disque
fermé qui ne rencontre aucune aréte de A et qui vérifie les propriétés suivantes :
— pour toute aréte o dans A, le fermé UMV, est homéomorphe a la réunion disjointe
de deux disques fermés ;
— la réunion de l'intérieur du disque Us de l'intérieur du disque Uy et des intérieurs
des disques V,, est égale & S';
— le fermé (|, VaUU2)NUy est homéomorphe & un anneau dont une des composantes
connexes du bord est dU,.
On pose U = {Uy, Uy, Us}. Les deux lemmes suivants vont nous permettre de conclure
la preuve de la proposition 6.7.

Lemme 6.29. Soit f un homéomorphisme dans Homeoy(S). Supposons que
elDO(f(DO)) > 4q. Alors il existe un homéomorphisme h dans Homeoy(S) qui vérifie
les propriétés suivantes :

- Frag,(h) <8 —2;

~ elp,(h o f(Do)) < elp, (f(Do)) — 1.

Remarque Nous n’avons pas cherché I'optimalité dans la majoration de la longueur de
fragmentation d’un homéomorphisme h qui vérifie elp,(h o f(Dy)) < elp,(f(Dy)) — 1.

Lemme 6.30. I eziste une constante C' > 0 telle que, pour tout homéomorphisme f

dans Homeoy(S) avec elp,(f(Dy)) < 4g, on a :
Frag, (f) < C".

Fin de la démonstration de la proposition 6.7. Cas d’une surface de genre supérieur.
Comme, d’aprés le théoréme du point fixe de Lefschetz, ’homéomorphisme f admet un
point fixe contractile, alors

f(Do) N Dy #0
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FIGURE 6.9 — Notations dans le cas des surfaces de genre supérieur

et on a

elp, (f(Do)) < diamp(f(Dy)).

Par conséquent, les deux lemmes précédents permettent de conclure la preuve de la
proposition 6.7. O

Pour mener a bien la démonstration du lemme 6.29, nous aurons besoin de quelques
lemmes portant sur la combinatoire du groupe I1; (S) que nous présentons dans la section
qui suit.

6.7.1 Quelques lemmes combinatoires

Rappelons que deux domaines fondamentaux D, et Dy dans D sont dits adjacents si
Iintersection de Dy et de Dy est une aréte commune aux polygones 0D, et 0Dsy. Rap-
pelons que G désigne la partie de I1;(.S) constituée des automorphismes de revétements
qui envoient le domaine fondamental D sur un domaine fondamental adjacent a D,.

On appelle mot géodésique un mot  dont les lettres sont des éléments de G C I1;(5)
tel que la longueur du mot v, c’est-a-dire son nombre de lettres, est égal a lg(y) (par
abus, on note aussi v 'image du mot v dans le groupe II;(.5)).

Nous allons maintenant décrire une maniére un peu plus géométrique de voir les
mots dont les lettres sont des éléments de G. On appellera chemin dans D d’origine
D, toute suite finie (Dy, Dy, ..., D,) de domaines fondamentaux dans D telle que deux
domaines fondamentaux successifs de cette suite sont adjacents. Un tel chemin dans D
sera dit géodésique si, de plus, pour tout indice i, dp(Dy, D;) = i. On remarque qu’il
y a une bijection entre les mots en les éléments de G et les chemins d’origine Dy dans
D :aunmot by ...l on peut associer le chemin (Do, l;(Dy), l1l2(Dy), ..., Ll ... 1,(Dy)).
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Cette derniére application est bien bijective et envoie de plus les mots géodésiques sur
les chemins géodésiques dans D.

Pour un homéomorphisme h dans Homeoy(S), on appelle face mazimale pour h
tout domaine fondamental dans D a distance elp, (h(Dy)) de Dy. Il s’agit de montrer
qu’en composant h par un nombre indépendant de A d’homéomorphismes supportés
dans I'un des disques de U, I'image de Dy ne rencontre plus les faces maximales pour
h. Il y aura deux types de faces maximales pour h. Les premiéres, que l'on appel-
lera non-exceptionnelles, ne poseront pas de problémes : aprés composition par quatre
homéomorphismes supportés chacun dans I'un des disques de U, I'image du domaine
fondamental Dy ne touchera plus ces faces-la. Ces faces sont celles qui vérifient la pro-
priété suivante : dans I’ensemble des faces adjacentes a D, il y en a une seule qui est
a distance dp(D, Dy) — 1 de Dy. Les faces dans D qui ne vérifient pas cette derniére
propriété sont appelées exceptionnelles. On va réussir a traiter leur cas en comprenant
la combinatoire de ’agencement des domaines fondamentaux dans D alentours.

Décrivons plus précisément la propriété cruciale qui va étre utilisée au cours de la
preuve. Notons D une face exceptionnelle et v un mot géodésique tel que v(Dy) = D.
On note (Dg, D1,...,Dy = D) le chemin géodésique dans D qui correspond au mot
géodésique . Nous allons voir lors du lemme 6.31 que ces faces, pour j < 2g — 1, ont
un sommet commun. La propriété cruciale sera alors la suivante : si 1 < k < 2g — 2,
pour tout chemin géodésique de la forme (Do, ..., Dy—i, Dy_piq,-- -, D), ot la face
Djyy_iq est distincte de la face Dy, alors les faces Dy, ..., Dy ne sont pas
exceptionnelles (voir lemme 6.33).

En remplagant la face Dy par un autre domaine fondamental quelconque D; dans
D et la partie génératrice G par la partie génératrice constituée des automorphismes de
revétements qui envoient D sur une face adjacente & Dy, on peut définir de la méme
maniére les faces exceptionnelles vis-a-vis de D;. En particulier, tous les énoncés qui
suivent qui portent sur des faces exceptionnelles (vis-a-vis de Dy) se généralisent au cas
d’une face exceptionnelle vis-a-vis d’un domaine fondamental quelconque de D. Nous
utiliserons tacitement cette derniére remarque au cours de la preuve du lemme 6.34.

Notons :
G={a;, 1<i<getec{-1,1}} Ui, 1<i<geteec{-1,1}}
de sorte que :
I (S) = ((ai)1<i<gs (bi)i<izgllar, bi] . [ag, bg] = 1) .

On note A l'ensemble des permutations cycliques des mots [a1,b1]...[ay,b,] et
[bg, ag] .. .[b1,a1]. En terme de chemin dans D, ces mots reviennent a faire un tour de
I'un des sommets du polygone 9D :

Lemme 6.31. Pour toute face D dans D et tout mot A\ ...y, dans A, les faces
A1 Ni(D), pour 1 < i <4g, ont un point commun.

Démonstration. Nous allons montrer que, étant donné un mot A de A les domaines
fondamentaux A; ... \;(Dy), pour 1 < i < 4g, ont un point commun. Cette derniére pro-

priété implique alors le lemme par transitivité de action du groupe I1;(S) sur ensemble
D.
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Notons X l'ensemble des 4g-uplets (d;)1<i<4y d’éléments de D qui vérifient les pro-
priétés suivantes :
— d4g = Dy ;
— il existe un sommet p de Dy tel que 'ensemble des éléments de D qui contiennent
le point p est {6;, 1 <i <4g};
— tout cercle centré en p de diamétre suffisamment petit et orienté dans le sens direct
rencontre successivement les domaines fondamentaux 6i,..., d4, dans cet ordre.
En particulier, les face 9; et d;,1 sont adjacentes.
L’ensemble X est naturellement en bijection avec ’ensemble des sommets du polygone
dDy. A un élément a = (0i)1<i<4y dans X, on fait correspondre un mot ¢(a) = A =
A1 ... Ayg de A de la maniére suivante : lalettre A; est I'unique automorphisme dans G qui
envoie Dy sur ;. La deuxiéme lettre Ay est 'unique élément de G tel que A\ Ay(Dg) = ds.
De méme, ayant construit les lettres Ay, ..., A; de sorte que A ... \;(Dy) = 9;, on définit
la lettre )\Z‘+1 par la relation )\1 Ce )\i+1(DO) = 6@'-‘,—1- Au ﬁnal, on a : 51 . 549(D0) = D[)
donc le mot 9; ... d4, appartient a I'ensemble A.

Ainsi, on a construit une injection qui, & un sommet p de Dy, associe un mot A de
A tel que les domaines fondamentaux ;... \;(Dy), pour 1 < i < 4g, ont pour point
commun p. Notons que le mot A\~! vérifie alors aussi cette derniére propriété. De plus,
comme ’ensemble A est de cardinal 4¢g et comme ’ensemble des sommets du polygone
0D, est de cardinal 2¢g, on obtient la propriété suivante : étant donné un mot \ de A,
les domaines fondamentaux A; ... \;(Dg), pour 1 <i < 4g, ont un point commun.  []

Le lemme suivant décrit la forme des mots géodésiques qui envoient la face Dy sur
une face exceptionnelle. Ce lemme, ainsi que les lemmes combinatoires qui vont suivre,
seront montrés a la fin de cette section.

Lemme 6.32. Soient D une face exceptionnelle distincte de Dy. Pour tout mot géodé-
sique v avec ¥(Do) = D, l'une des deux propriétés suivantes est vérifiée :
— les 2g derniéres lettres du mot v constituent un sous-mot d’un mot de A ;
— les 49 — 1 derniéres lettres de v sont la concaténation de deuxr sous-mots \i et
Ao de longueurs respectives 2g et 2g — 1 de mots de A tels que, si l'on note a la
derniére lettre de A1 et b la premiere letire de X\, alors le mot ab n’est inclus dans
aucun mot de A.
De plus, il existe un mot géodésique v tel que yv(Dy) = D qui vérifie la premiére propriété
ci-dessus. On note ly .. .ly, ses 2g dernieres lettres, ou ly ... ly; € A. En outre, tout mot
géodésique qui vérifie cette premiere propriété a pour 2g derniéres lettres 1y ... lay ou

-1 —1
l4g .. .l29+1-

Dans le cas g = 2, un exemple de mot géodésique associé¢ & une face exceptionnelle
qui vérifie la premiére propriété est [a, b;] = [ba, as] et un exemple de mot géodésique
associé a une face exceptionnelle qui vérifie la deuxiéme propriété est

—1p—1 2 —1p—-1  __ —1;—-1 -1
= b;laglbl[bg,dg].

Ce dernier mot vérifie alors la premiére propriété.

Fixons une face exceptionnelle D. Notons [; ...l;; un mot de A et v un mot géodé-
sique dont les 2¢ derniéres lettres sont Iy ... Iy, tel que y(Dy) = D. Onnote vy =+'l; ... Iy,
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et, pour 0 <1 < 2g:
{ Dll = "Y/ll e lgg,i<D0)
Di2 = 7/l4_g1 e l2_gl+i+1(D0>
En particulier : Dj = D§ = D et Dy, = D3 . D’aprés le lemme 6.31, tous ces domaines

fondamentaux précédemment définis se rencontrent en un point et ils constituent donc
I’ensemble des domaines fondamentaux dans D qui contiennent ce point.

FIGURE 6.10 — Les Df pour une surface de genre 2

Pour un entier positif [ > 1, on appelle face de type (0,1) tout domaine fondamental
D dans D qui est a distance [ de Dg et qui vérifie la propriété suivante : dans I’ensemble
des faces adjacentes a D, il y en a une seule qui est a distance [ — 1 de Dy, c’est-a-dire
que cette face n’est pas exceptionnelle et est a distance [ de Dy. Dans ce cas, les autres
faces adjacentes a D sont a distance [ + 1 du domaine fondamental Dy. Ce dernier fait
découle de la remarque suivante : si 'on note m un mot constitué d’éléments de G et
[ une lettre de G, les éléments ml et [ du groupe II;(S) n’auront pas méme longueur
lg modulo 2 puisque les relations qui définissent ce groupe sont de longueur paire. En
utilisant la notion de mot géodésique, on peut donner une autre définition (équivalente)
des faces de type (0,1) : une face de type (0,1) est un domaine fondamental D dans D
tel que tous les mots géodésiques v qui satisfont & v(Dy) = D ont méme derniére lettre
et sont de longueur /.

Pour un entier k entre 0 et [, on définit par récurrence ’ensemble des faces de type
(k,1) de la maniére suivante. Une face de type (k,l) est un domaine fondamental D dans
D qui est a distance [ — k de Dy et qui vérifie la propriété suivante : toutes les faces
adjacentes a D, sauf une, sont de type (k—1,1). En particulier, une face de type (k,[) est
aussi de type (0,{—k) (ou méme (k—1i,l—1), pour 0 < i < k). Une définition équivalente
des faces de type (k, 1) est la suivante. Considérons un mot géodésique de longueur [ — k
v tel que 7' (Dy) = D. La face D sera de type (k, 1) si et seulement, pour tout mot réduit
m de longueur inférieure ou égale a k tel que le mot v'm est réduit, la face v'm(Dy)
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n’est pas exceptionnelle. On peut interpréter aussi cette définition en termes de chemins
géodésiques dans D. Notons (Do, . .., D;_) un chemin géodésique dans D. La face D;_y
sera de type (k,l) si et seulement si pour tout prolongement géodésique de la forme
(Do, ..., Dy, Di_gs1,...,D;) du chemin précédent, les faces D g, ..., D; ne sont pas
exceptionnelles. La propriété cruciale décrite ci-dessus peut se traduire de la maniére
suivante : pour une face exceptionnelle D, pour un entier 1 < j < 2¢g — 2, les faces
adjacentes & Dj distinctes de Dj_; et D}, sont de type (j —1,dp(D, Dy)). Remarquons
au passage que la face Djl. n’est pas de type (j,dp(D, Dy)) puisque la face D, qui est
exceptionnelle, est & distance j de D.

Le lemme suivant jouera un role central dans la preuve du lemme 6.29 et se déduit
du lemme 6.32.

Lemme 6.33. Pour des indices i entre 1 et 29—2 et j € {1,2}, les domaines fondamen-
tauz adjacents o D] qui sont distincts de D], et de D]_, sont de type (i—1,dp(Dy, D)).

Le lemme suivant est symétrique au lemme 6.32.

Lemme 6.34. Soit Dy, un domaine fondamental dans D. Supposons qu’il existe deux
mots géodésiques de premieres leltres distinctes a et b lels que :

71 (Do) = v2(Dy) = Dy.

Remarquons que dans ce cas le domaine fondamental Dy est une face exceptionnelle
vis-a-vis de Dy. Alors il existe un mot géodésique ~y tel que v(Dy) = D; dont les 2g
premieres lettres Ay ... \gy constituent un sous-mot d’un mot Ay ... sy, de A. De plus,
les domaines fondamentaux Dy, a(Dy) et b(Dy) ont un point commun p qui vérifie la
propriété suivante : les domaines fondamentaux dans D qui contiennent le point p sont
de la forme Ay ... X (Do) ou Ny ... A1 (Do), avec 0 < i < 2g.

Pour un homéomorphisme h dans Homeog(.S), on note {(h) le maximum des quantités
de la forme dp(D, D), ot D est un domaine fondamental dans D qui contient I'image
par ’homéomorphisme A d’un sommet du polygone 9D,.

Lemme 6.35. Soit h un homéomorphisme dans Homeog(S). Supposons qu’il existe un
domaine fondamental Dy dans D dont l'intérieur contient l'image par h d’un sommet p
du polygone 0Dqy. Les conditions suivantes sont alors équivalentes :

1. d'D<D1, Do) = l(h) i
2. le domaine fondamental Dy est une face exceptionnelle vis-a-vis de D;.

La face Dy est alors unique parmi les faces qui vérifient les propriétés ci-dessus. Dans
ce cas, il existe un mot MAa... sy dans A et un mot géodésique ~y tels que v(Dy) =
D et les 2g premiéres lettres de v sont MAa...Ayg =7 = MAa... Ay, De plus, les
sommets du polygone 0Dy sont les points de la forme p; = AN .. A HP) ou p, =
Mg—it1Ag—it2 - - - Mag(P). Ces points sont deur & deuz distincts sauf dans les deur cas
suivants : Py = Po = P €l Pag = Pa,.

Passons maintenant a la preuve du lemme 6.29.



6.7.2 - Preuve du lemme 6.29 109

6.7.2 Preuve du lemme 6.29

Preuve du lemme 6.29. Soit f un homéomorphisme dans Homeoy(S) tel que
elp, (f(Do)) > 4g. La preuve va se dérouler en deux temps. Nous allons tout d’abord
construire un homéomorphisme 7; de sorte que I'ensemble 7, 0 f (Dy) ne rencontre plus les
faces de type (i, elp,(f(Dy))) pour 0 < i < 2g — 2, puis un homéomorphisme 7, de sorte
que I'ensemble 75 0 74 © f (Dy) ne rencontre pas non plus les faces exceptionnelles maxi-
males pour f. Les constructions seront faites de sorte que les quantités Frag,(n;) sont
majorées par une constante indépendante de 'homéomorphisme f considéré. Précisons

maintenant ce qui précéde.

Lemme 6.36. Soit h un homéomorphisme dans Homeog(S). On suppose que
elp,(h(Dy)) > 4g. Il eziste alors un homéomorphisme n dans Homeoy(S) tel que :
- Frag,(n) <4(29-2) +1;

— elp,(n o h(Dy)) < elp,(h(Dy)) ;

— ['une des deux propriétés suivantes est vérifiée :
1. elpy (70 h(Dy)) < elpy(h(Dy)) — 1;

2. Uensemble 7 o h(Dy) ne rencontre pas les faces de type (i,elp,(h(Dy))) pour
0<1<29—2.

Démonstration. En préliminaire a la preuve, notons qu’il y a deux types de composantes
connexes de h(I1(0Dg)) — II(0Dy) : les composantes connexes homéomorphes a R que
I'on appellera réguliéres et (si 'image par h du sommet de I1(0Dy) ne rencontre pas
I1(0Dy), ce que 'on supposera dans tous les lemmes qui suivent pour simplifier) une
composante connexe dite singuliére homéomorphe a la réunion de 2¢g droites du plan
deux a deux transverses qui s’intersectent toutes en un méme point. Cette derniére
composante connexe est celle qui contient le sommet de I1(0Dy). La gestion de ce dernier
type de composante connexe est technique et nécessitera des lemmes tout au long de la
preuve. En premiére lecture, le lecteur pourra sauter les passages sur le traitement de
la composante singuliére. Le lemme suivant est 'un de ceux-la.

Lemme 6.37. Soit h un homéomorphisme dans Homeoy(S). Fizons un entier j dans
0,29 — 2].~On suppose que ’homéomorphisme h vérifie les propriétés suivantes :

= elp,(h(Dy)) > 4g ;
le point h(p) n’appartient pas a l'ensemble 11(0Dy) ; .

~ ensemble h(Dy) ne rencontre pas les faces de type (i,elp,(h(Dy))) s 0 < i < j;
— Uimage par ’homéomorphisme h d’un sommet p du polygone dDqy appartient a une

face Dy de type (j,elp,(h(Dy))). 3
Dans ce cas, 'image par 'homéomorphisme h de tout sommet du polygone D, dis-

tinct de p n’appartient pas & une face de type (j,elp,(h(Dy))). De plus, la face Dy est
exceptionnelle vis-a-vis de D1.

Démonstration. Supposons tout d’abord que 7 = 0. Le lemme 6.35 implique que I'image
par ’homéomorphisme h des autres sommets du polygone 0D, appartiennent & des do-
maines fondamentaux dans D strictement plus proches de Dy que D;. Supposons main-
tenant que j > 1. Nous allons montrer par ’absurde que la face D; est exceptionnelle
vis-a-vis de Dy. Notons s(Dy), ou s est un automorphisme dans G, une face adjacente a
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Dq qui contient le point p. Supposons par I’absurde que dp(s(Dy), D1) = dp(Do, D1)+1.

Alors :
{ C}D(Do, Sil(Dl)) = d'D(Do, Dl) +1
h(s™H(p)) € s™H(D1)

Montrons alors que la face s='(Dy) est de type (j — 1, elp, (h(Dy))). Notons v un mot
géodésique tel que y(Dg) = Dy. Comme elp,(h(Dg)) > 4g, le mot 7 est de longueur au
moins 2¢g. De plus, comme dp(s(Dy), D) = dp(Dy, D1) + 1, le mot s~ est géodésique.
Sil’on concaténe ¢ € [0, j] lettres quelconques aq, as, . . ., a; & droite avec «y de sorte que le
mot yaias . .. a; soit un mot réduit, alors les 2g derniéres lettres du mot obtenu ne consti-
tuent pas un sous-mot d’un mot de A, puisque la face Dy est de type (4, elp,(h(Dy))).
Par conséquent, si 'on concaténe i € [0, 5 — 1] lettres quelconques aq, as, . . ., a; & droite
avec le mot géodésique s~!v de sorte que le mot obtenu soit réduit, les 2g — 1 derniéres
lettres du mot obtenu ne constituent pas un sous-mot d’un mot de A. D’apreés le lemme
6.32, les faces s~ 'yajas . ..a;(Dy) ne sont pas exceptionnelles donc la face s~'(D;) est
de type (j — 1,elp,(h(Dy))). Il y a une contradiction avec ’hypothése du lemme.

Ainsi, la face Dy est exceptionnelle vis-a-vis de D; et, en utilisant le lemme 6.35,
on voit que I'image par ’homéomorphisme h des sommets de 9D, distincts de D appar-
tiennent & des domaines fondamentaux dans D strictement plus proches de Dy que Dy,
ce qui démontre le lemme. O

Posons M = elp, (h(Dy)). Considérons une petite perturbation de Iidentité 7y sup-
portée dans l'intérieur de 'un des disques de U de sorte que :

{ elp, (i 0 h(Do)) < M
o o h(p) ¢ TL(ODy)

Remarquons que, si elp, (7 o h(Dy)) < M — 1, alors le lemme est démontré en posant
n = 1no. Supposons maintenant que, pour un entier j € [0,2¢g — 2|, nous ayons construit
un homéomorphisme 7; dans Homeog(S) tel que :

~ Fragy,(n;) <40 — 1) + 1

— elp, (750 h(Do)) = M

— l’ensemble 7;(h(Dy)) ne rencontre pas les faces de type (i, M) pour 0 <i < j;

— le point n; o h(p) n’appartient pas a I1(0Dy).
Nous allons alors construire un homéomorphisme 7;,; de sorte que 'ensemble 7, o
;L(DU) ne rencontre pas non plus les faces de type (j, M). Cet homéomorphisme sera
construit en composant I’homéomorphisme 7; par quatre homéomorphismes fi, f2, f3
et f4 supportés chacun dans l'intérieur de 'un des disques de . Les homéomorphismes
fi pour 1 <14 < 3 vérifieront la propriété P suivante :

{DeD. DN fiooh(Do) #8} = {D €D, D0 k(Do) £0}.

Si I'image par 7); o h d’un sommet p du polygone 0Dy appartient & une face D de
type (j, M), c’est-a-dire que I'homéomorphisme 7; o h vérifie les hypothéses du lemme
précédent, on note Cy la composante connexe de 7; © h(@DO) ﬂ D qu1 contient le point
ii; o h(p). Clest I'unique composante connexe de 7); o h(0Dgy) — TI"Y(I1(8Dy)) contenant
I'image par ’homéomorphisme 7; o h d’un sommet du polygone (‘3D0 qui est incluse dans
une face de type (j, M), d’aprés le lemme précédent. Remarquons que II1(Cy) est inclus
dans la composante singuliére de 71, o h(II(Dy)) — II(ODy).
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OUs, p ;)

FIGURE 6.11 — Idée de la preuve du lemme 6.36 : la face D(j, M)

On considére un homéomorphisme f; supporté dans l'intérieur du disque U, qui
vérifie les propriétés suivantes :
— I’homéomorphisme f; préserve globalement chaque aréte dans A;
— pour toute composante connexe C' de Uy N nj o h(I1(0Dy)) qui ne contient pas le
point p, on a
fl(c) - U Voc U U2§

a€cA

— traitement de la composante singuliére : si I’homéomorphisme n; o h vérifie les
hypothéses du lemme précédent, on impose de plus que 'image de H(C’l) par fi
soit incluse dans 'ouvert

SRAA
acA
Noter que cette condition n’est pas redondante avec la condition précédente lorsque
I1(Cy) est inclus dans une composante connexe de Uy N7, 0 h(I1(@Dy)) qui contient
le point p.
Notons que, comme Pensemble C; est inclus dans une face de type (j, M), alors I’en-

semble II(C}) ne contient pas le point p (sinon le fermé C rencontrerait une face de
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type (j — 1, M), ce qui est exclu par hypotheése sur 'homéomorphisme 7;). Pour obte-
nir un tel homéomorphisme fi, il suffit de prendre le temps 1 du flot d’un champ de
vecteurs pour lequel le point p est un point fixe répulsif, qui est tangent aux arétes
de A et est supporté dans le disque ouvert ﬁo. Comme I’homéomorphisme f; pré-
serve globalement IT7'(IT1(0Dy)), cet homéomorphisme vérifie la propriété P. Notons
D(j, M) une face de type (j, M). Rappelons que, par définition, si j > 1, toutes les
faces adjacentes a D(j, M) sauf une sont de type (j — 1, M). Notons fSp(an Varéte
commune a la face D(j, M) et a I'unique face adjacente a D(j, M) qui est a distance
dp(D(j, M), Dy) — 1 du domaine fondamental Dy. Alors, par hypothése, toute com-
posante connexe de 7; o h(ODy) N D(j, M) a ses extrémités incluses dans lintérieur
BD@M) — 351)(;’,1\4) de I'aréte BD(j,M)- Notons U2,D(j,M) le relevé du disque U, inclus dans
le domaine fondamental D(j, M). La construction de I’noméomorphisme f; implique
alors que : )
fi 0l 0 h(dDy) N D(j, M) C Up,pan U (] V).

acA

On considére un homéomorphisme f; dans Homeoy(S) supporté dans la réunion des
disques V,,, ol v décrit ’ensemble A, qui vérifie les propriétés suivantes :
— I’homéomorphisme f5 fixe toutes les arétes dans A;
— pour toute aréte a dans A et toute composante connexe C de fion;0h(II(0Dy))NV,
qui ne rencontre pas 'aréte «, on a fo(C) C Us;
— traitement de la composante singuliére : si 'homéomorphisme n; o h vérifie les
hypothéses du lemme précédent, on impose de plus que fy o f1(II(Cy)) C Us.
Notons VBD(J',I\/I) le relevé du disque VH(5D<]~,M>) qui rencontre l'aréte BD(]-VM). Comme I’ho-

méomorphisme fs fixe [I-1(T1(0Dy)), il vérifie la propriété P. De plus, par construction
de 'homéomorphisme fy, on a, pour toute face D(j, M) de type (j, M) :

fQOfloﬁjOiL(aDo)mD(j,M) - ‘75 UUQ,D(LM).

D(j,M)

De la méme maniére, on construit un homéomorphisme f3 supporté dans I'intérieur de
U, tel que, pour toute face D(j, M) de type (j, M), on a :

fzo fao fronjoh(0Dy) N D(j,M) C VBD(J y
Comme cet homéomorphisme fixe II71(I1(0Dy)), il vérifie aussi la propriété P. Enfin, on
considére un homéomorphisme f; dans Homeogy(S) supporté dans la réunion disjointe
des disques ouverts f/a, ot « décrit I’ensemble A, qui vérifie les propriétés suivantes pour
toute aréte o de A :

— pour toute composante connexe C' de f3 o fo o f1 on; o h(II(OD,)) N V, dont
les extrémités appartiennent a la méme composante connexe de V, — a, on a
fi(C)Nna=10;

— I’homéomorphisme f; fixe toute autre composante connexe de fz o foo fion; 0
h(IL(8Dy)) N V,, réguliere ;

— traitement de la composante singuliére : si 'homéomorphisme 7; o h vérifie les
hypotheéses du lemme précédent, notant C” la composante connexe de f3 o fQ o fl o
UJOh(aDO)ﬂH HUq V. ) qui contient I'image par ’homéomorphisme f5o foo f; onjoh
d’un sommet du polygone 0D, et qui rencontre une face de type (j, M), alors :
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— dans le cas ot 'homéomorphisme 7; o h ne vérifie pas les hypothéses du lemme
précédent, alors I'homéomorphisme f; fixe I’éventuelle composante connexe de
fso fao fron;oh(II(0Dg))N V,, qui n’est pas homéomorphe & R et a des extrémités
dans les deux composantes connexes de V, — a.

Nous allons maintenant montrer que 'lhoméomorphisme ;11 = fy0 f30 fao f1on; vérifie
alors les propriétés souhaitées, a savoir que elp, (741 © h(Dy)) < elp, (7; 0 h(Dy)) et que
Pensemble 7;41 0 h(Dy) ne rencontre pas les faces de type (i, M) lorsque 0 <4 < j. Nous
allons distinguer plus1eurs morceaux de la courbe ng f20 fi O] oh(@Do) le morceau ky =
f30f20f1 onjoh(aDo) LU, Va) et le morceau ky = f3ofgoflon]oh(@Do)ﬂH”(UaVa).
A chaque fois, nous montrerons que I'image par f; du morceau en question ne rencontre
pas de faces supplémentaires (¢’est-a-dire qui n’étaient pas déja intersectées par la courbe
fso fao fioi; 0 h(9Dy)) et ne rencontre pas de faces de type (4, M).

Premier cas Si C' désigne 'adhérence d’une composante connexe de ki, alors f4(C) =
C est contenu dans une face qui appartient a I’ensemble :

{DeD,Dmfgofzofloﬁjo/}(Do) #@} = {D € D, D N o h(Dy) #@}
et n’est pas incluse dans une face de type (j, M) car, pour toute face D(j, M) de type

(j, M), on a :
fBOJEQ Ofl Oﬁj OB<aD0) ﬂD(j, M) C VBD(;‘,M)'

Deuxiéme cas Si C est une composante connexe de ks dont les extrémités n’appar-
tiennent pas a la méme composante connexe de II"}(U,V, — ) et dont on suppose de
plus, dans le cas ou ’homéomorphisme 7; o i vérifie les hypothéses du lemme précédent,
qu’elle ne contient pas 'image par I’homéomorphisme fsofaofio 1; o h d’un sommet
du polygone 0D, alors f4( ) = C est inclus dans des faces de Pensemble :

{DED,DﬂﬁjOE(DO)%(D}

et ne rencontre pas de faces de type (j, M).

Troisiéme cas Si C est une composante connexe de ko dont toutes les extrémités
appartiennent a la méme composante connexe de IT"1(U,V,, — ), alors la partie f4(é)
est contenue dans 'intérieur du domaine fondamental dans D qui contient les extrémités
de C' et qui, par conséquent, n'est pas de type (j, M) car pour toute face D(j, M) de
type (j, M), on a:

fzo fao fiodj o h(dDy) N D(j, M) C V;

D(G,M) "

De plus, une telle face appartient & 'ensemble :

{DED,DﬂﬁjoB(DO);&@}.
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Quatriéme cas Abordons enfin le cas ot ’homéomorphisme 7; o h vérifie les hypo-
théses du lemme précédent et oi C' est une composante connexe de ks qui contient
I'image par ’homéomorphisme fso fao fi of);o h d’un sommet du polygone dDy. Notons
5 le sommet du polygone dont I'image par I’homéomorphisme f; o f o f o 7 © h ap-
partient & une face Dy de type (j, M). D’aprés les lemmes 6.37 et 6.35, il existe un mot
géodésique de la forme Ay ... Ay, oll le mot Aj g ... Ay, appartient & A, qui envoie
la face Dg sur la face D;. Notons 7' le mot + auquel on a retiré la derniére lettre. Par
construction de 'homéomorphisme f4, d’aprés le lemme 6.35, 'ensemble ﬂ(é’) est inclus
dans la réunion des domaines fondamentaux suivants :

)\1 . )\QQ’YI(D())
Aig1 - - Aogy(Dyg) si1 < i< 2g
)‘i+1 . )\Qg’y/(Do) sil S ) S 2g

A Z.../\Q’glfy(Do) sil<i<2g
Aigi - Aoy (Do) si 1 <i < 2g.

Ces domaines fondamentaux sont tous & distance plus petite que M — 7 — 1 de D,
et ne sont donc pas de type (i, M) si 0 < i < j. Le lemme 6.36 est démontré car,
soit elp, (711 © h(Dg)) < elp,(h(Dy)) et n = 1,41 convient, soit on peut continuer la
procédure jusqu’a ce que, éventuellement, ’autre propriété soit vérifiée. O

Pour un homéomorphisme h dans Homeoy(.S), on note Fj la réunion de ’ensemble
des faces exceptionnelles maximales pour I’homéomorphisme h et de I’ensemble des
domaines fondamentaux dans D a distance plus petite que elp,(h(Dy)) — 1 et plus
grande que elp, (h(Dy)) — (29 — 2) de Dy et ayant un sommet commun avec une face
exceptionnelle maximale pour h. D’aprés le lemme 6.33, les faces D qui appartiennent
a cette derniére catégorie vérifient la propriété suivante : notant p le sommet du bord
de D qui appartient & une face exceptionnelle maximale, toutes les faces adjacentes & D
qui ne contiennent pas le point p sont de type (i, elDO(iL(D(]))), pour un entier i entre 0
et 2g — 3.

Lemme 6.38. Soit h, un homéomorphisme dans Homeoy(S) qui vérifie les propriétés
suivantes :
~ h(p) ¢ TI(OD) ;
— elp,(h(Dy)) > 4g; )
— lensemble h(Dy) ne rencontre pas les faces de type (i,elp,(h(Dy))) pour tout indice
0<1<29—2.
1l existe alors un homéomorphisme 1 dans Homeoy(S) tel que, pour tout domaine fon-
damental D dans F,, les composantes connezes de ij o h(0Dy) N D sont incluses dans
H_l(ffo) et qui vérifie les propriétés suivantes :
- noh(p) ¢1(0Dg);
— elpy (770 h(Dy)) < elp, (h(Do)) ;
- Fragy(n) < 4;
~ Pensemble 7j o h(Dy) ne rencontre pas les faces de type (i,elp,(h(Dy))) pour 0 <
1 < 29— 2.

Démonstration. Au cours de la preuve du lemme, nous aurons besoin du résultat suivant
qui permet de traiter le cas des composantes singuliéres :
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Lemme 6.39. Soit h un homéomorphisme de S qui satisfait aux hypothéses du lemme
6.38. Supposons qu’il existe un sommet p du polygone 0Dy tel que le point ﬁ(ﬁ) appartient
a un domaine fondamental Dy dans Fy a distance 1 d’une face D,,.. exceptionnelle
mazimale pour h, avec 0 < i < 2g — 2. Alors il existe deur sous-mots Ay ...y, et
Al Ay, g de mots Ay gy et Nj... N, dans A et un mol géodésique de la forme
AL Agg VAT Ay, tels que :

= A Agg YA Ay (Do) = Dy

- /\1 c. /\29’)//\,1 c. AIQQ—I(‘DO) - Dmaa; ;

~ les sommets du polygone 0Dy sont les points de la forme A\;'...\['(P) ou

A49—1‘-}-1 ce )\49(15)

Remarque Le lemme implique en particulier que le point p est I'unique sommet du
polygone 0Dg dont 'image par h appartient & un domaine fondamental dans F,.

Démonstration. Notons p' le sommet du polygone 0Dy tel que le point ﬁ(ﬁ’) appartient
a un domaine fondamental D} dans D a distance [(h) de Dy. Alors, d’aprés le lemme
6.35, D} = A ... A7 (Dp), ot A1...Ay, est un sous-mot de longueur 2¢g d’un mot
A1... Agg dans A et Ay ... Ay est un mot géodésique. De plus, d’aprés ce méme lemme,
quitte & remplacer Ay ... Ay par )\Zgl . )\29+17 on peut supposer que p = )\j_l AN,
ou 0 < j < 2g. Par conséquent, la face Dy est de la forme Dy = Ajiq... Ayyy'(Dy).
Comme la face D, appartient a F,, d’apres le lemme 6.32, on a 7/ = yA} ... Ay, ; 4, ol
Al .- Ag,_q est un sous-mot de longueur 2g — 1 d’un mot dans A et :

Doz = >\j+1 . )\297)‘/1 2g I(DO)

Le lemme sera montré si ;7 = 0. Supposons par l'absurde que 7 > 1. Comme
dp(D}, Dy) < dp(Dpaz, Do), alors j < i. De plus, d’aprés le lemme 6.32, les faces
de la forme Ay ... Aggy' A7 .. Ny ja1 .. ap(Dy), ot 0 < k < i—j, les lettres a; sont des
éléments de G et le mot Ay ... Aggy' Ay ... Ay, ; ja1 ...y est réduit, ne sont pas excep-
tionnelles, de sorte que la face D} est de type (i — j,elp,(h(Dy))). Il y a contradiction
avec le fait que 'ensemble B(@DU) ne rencontre pas de face de ce type. m

Par des méthodes similaires a celles utilisées pour montrer le lemme 6.36, on construit

un homéomorphisme f; qui est composé d’un homéomorphisme supporté dans U,
et d’'un homéomorphisme supporté dans la réunion des V,, qui préserve globalement
[I-1(I1(ODy)) et satisfait a la propriété suivante. Soit D, un domaine fondamental dans
Fn. La face D a alors exactement deux faces adjacentes qui sont dans JFj et on note
ap et BD les arétes communes aux bords de 'une de ces faces et & 9D. On note UQ D
le relevé du dlsque U, inclus dans D, V le relevé de Vii(s,,) qui rencontre ap, Vﬁ le

relevé de V qu1 rencontre (p et Uo D le relevé de Uy qui contient le point é&p N Bp.

Alors, pour toute composante connexe C' de h(@Do) ND,ona:

Fi(C) € Upp U Va, UV, Ul

De plus, si aucune des extrémités de C' ne rencontre E, o E est I'un des ensembles
Uo Ds VaD ou VB et si C' n'a pas une extrémité dans VQD et une autre dans VB alors

f1(C) ne rencontre pas E.
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J3

f2 0 f1oh(I(ODy))

FIGURE 6.12 — Illustration de la preuve du lemme 6.38

Si 'homéomorphisme h ne vérifie pas les hypothéses du lemme précédent, on note C
I'ensemble des composantes connexes de fi o h(II(0Dy)) — I1(0Dy) dont les extrémités
appartiennent soit toutes a une méme aréte de A, soit & deux arétes consécutives de
A (i.e. des arétes qui admettent des relevés qui ont un point commun et sont incluses
dans une méme face dans D). Si 'homéomorphisme h vérifie les hypothéses du lemme
précédent, on définit 'ensemble C comme la réunion de 'ensemble précédemment décrit

et du singleton {H(él)}, ou C, est Punique composante connexe de fi o h(9Dy) —

11~ (I1(8Dy)) qui contient Pimage par I’homéomorphisme f o h d’un sommet de 9D, et
qui est incluse dans une face dans F,.

On construit un homéomorphisme fy supporté dans Us qui vérifie la propriété sui-
vante : étant données deux arétes a et [ consécutives, pour tout élément C de C dont
les extrémités appartiennent a o U 8, on a : fo(C) C V, U V3 U Up. De plus, si les ex-
trémités de C' évitent un ensemble E parmi V,, Vs ou Uy, alors fo(C) est disjoint de
E. La construction implique que, pour tout domaine fondamental D dans Fj et toute
composante connexe C' de f o h(0Dy) N D, on a :

fg(é) C UQD U V&D U VBD'

De plus, si ensemble C' évite un disque E parmi UQD, Va, ou VBD’ alors fg(é) évite
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aussi ce disque. Comme ’homéomorphisme f5 est supporté dans Us, on a :
{DeD, frofioh(Do)nD #£0} ={D DD D+0}.

On considére ensuite un homéomorphisme f3 supporté dans la réunion des V,, qui satis-
fait aux propriétés suivantes :

— pour toute aréte o dans A et toute composante connexe C de foo fioh(I1(0Dy) )NV,
dont les extrémités appartiennent a une méme composante connexe de Uy NV,
alors f5(C) C Up;

— pour toute composante connexe C' de fy o fi o h(II(0Dy)) N V,, qui ne rencontre
pas l'aréte a, on a f3(C) Na = 0.

— si O} est une composante connexe de f2 o f1 0 h(0Dg) — IT7(I1(0Dy)) qui contient
image par I'homéomorphisme f o fi o h d’un sommet du polygone Dy et qui est
contenue dans une face dans Fy, alors f3(I1(Cy)) C Up.

Notons D une face dans Fj, a distance 1 < 2g—2 d’une face exceptionnelle maximale pour
h. On va montrer que, pour tout domaine fondamental D’ dans D et toute composante
connexe C' de D' N fo 0 f1 0 h(dDy), on a :

f3( )ﬁDCUOD

Si la face D' n’est pas adjacente a D, comme f3(C) est inclus dans ensemble des faces
adjacentes a D', on a : f3( )N D = (). Daprés le lemme 6.33, les faces adjacentes & D
sont :

~ soit de type (i — 1, elp, (h(Dy)));

— soit a distance elp, (h(Dg)) + 1 de la face Dy

— soit dans Fy,.
Dans les deux premiers cas, les faces en question ne rencontrent pas fo o fi o iz(@Do).
Par conséquent, il suffit de considérer les deux cas suivants :

— la face D" appartient & Fj, et est adjacente a D ;

- D'=D.
Dans le premier cas, notant & = D N D' et Vi le relevé de Vii(a) qui rencontre a,
remarquons que tout point de C qui ne rencontre pas V~ a une 1mage qu1 ne rencontre
pas D. De plus, par construction de f3, toute composante connexe de C NV qui ne
rencontre pas & a une image par f3 qui ne rencontre pas le domaine fondamental D.
Notons 01 une composante connexe de C ﬂfﬂ qui rencontre & et notons C’ la composante
connexe de Vi qui contient Cy. La composante connexe C” a nécessairement ses deux
extrémités incluses dans Uo p d’apres les propriétés vérifiées par fQO f1 oh. Par conséquent,
Pensemble f5(Cy) est inclus dans Pensemble f5(C}) qui est lui-méme inclus dans Up p,
ce qui démontre le résultat souhaité dans le premier cas. Dans le deuxieéme cas, le méme
type de raisonnement implique que f3( YNDcC Uo D-

Enfin, on considére un homéomorphisme f; dans Homeog(S) supporté dans la réunion
des V,, qui vérifie les propriétés suivantes :
— I'homéomorphisme f; préserve globalement I1(0Dy) ;
~ pour toute composante connexe C de fso fy o f 0 h(9Dy) — II"Y(II(0Dy)) incluse
dans une face de Fj, a distance 2g — 2 d’une face exceptionnelle maximale, on a :
f4(C) T H(Uo)
— f1(Uy) C Up.
L’homéomorphisme n = f4 o f3 0o fy o f; vérifie alors la condition suivante, pour toute
face D dans Fy, : S
fio fyo fao f1(@Dy) N D C T (Up).
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De plus, on a :
{DeD,DNfiofsofoofioh@Dy) #0) = {DeD,DNfyofrofiohdDy) # 0}

donc, pour montrer le lemme, il suffit de montrer que tout domaine fondamental dans
D rencontré par fs o fy 0 fi o h(ODy) est a distance au plus elp, (h(Dy)) de Dy et n’est
pas de type (i, elp, (h(Dy))) pour 0 < i < 2g — 2. Soit D un domaine fondamental dans
D. Si C est une composante connexe de fao f1 el h(&DO) N D qui ne contient pas I'image
par ’homéomorphisme f; o f1 o b d'un sommet du polygone 9Dy, alors Uensemble f5(C)
ne rencontre que des domaines fondamentaux dans D que rencontre fy o fi o h(9Dy).
Si C' désigne une composante connexe de fa 0 fi o h(8Dy) N D qui contient image par
'homéomorphisme foo fioh d’un sommet du polygone 0Dy, alors soit ’lhoméomorphisme
h ne vérifie pas les hypotheéses du lemme 6.39, auquel cas Daffirmation précédente reste
vraie, soit il vérifie les hypothéses de ce lemme auquel cas il suffit d’appliquer ce lemme
pour conclure. O

Nous allons maintenant achever la démonstration du lemme 6.29. Posons M =
elDO(f(DO)). D’aprés les lemmes 6.36 et 6.38, on voit que, quitte & composer ’homéo-
morphisme f par 8¢ — 3 homéomorphismes a support chacun dans l'intérieur de 'un des
disques de U, on peut supposer que I’homéomorphisme f vérifie les propriétés suivantes :

- f(p) ¢ THODy)

— Pensemble f(Dy) ne rencontre pas les faces de type (i, M) pour tout indice i €

0,29 —2];
— pour tout domaine fondamental D dans F; (défini juste avant le lemme 6.38),
I’ensemble f(@DO)ﬂD est inclus dans UO p, ot Uy p est le relevé de Uy qui rencontre
D, rencontre une face exceptionnelle maximale et ne rencontre que des domaines
fondamentaux de D a distance plus petite que M de D.
Deux composantes connexes distinctes & et & de Uy — II(0Dy) sont dites adjacentes si
£,N¢&, est un segment qui n’est pas réduit a un point. Deux composantes connexes & et
& de Uy —I1(0Dy) sont dites presque adjacentes s'il existe une composante connexe £ de
Uy — T1(0D,) distincte de & et de & qui est adjacente & & et & &. Une telle composante
connexe ¢ est alors unique : on 'appellera la face d’adjacence de & et de &.

Dans le cas ol toute composante connexe de f(9Dy) NI~ (Uy) qui contient I'image
par ’homéomorphisme f d’un sommet du polygone 0D, évite les faces exceptionnelles
maximales pour f, on note C Pensemble des composantes connexes de f(I1(0Dg)) N Uy
dont les extrémités appartiennent toutes soit a une méme composante connexe de Uy —
[1(0Dy), soit a U'intérieur d’un segment de la forme OUy N & U &y, o & et & sont des
composantes connexes de Uy — II(0Dy) adjacentes, soit a l'intérieur d’'un segment de
la forme Uy N& UEU &y, on & et & sont des composantes connexes de Uy — [1(0Dy)
presque adjacentes de face d’adjacence £. Dans le cas ot il existe une composante connexe
C, de f(@DU) NI (Up) qui contient I'image par 'homéomorphisme f d’un sommet p
du polygone 0Dy qui rencontre une face exceptionnelle maximale pour f (une telle
composante connexe est alors unique d’aprés le lemme 6.39), 'ensemble C est la réunion
de Iensemble précédent avec le singleton II(CY).

On considére alors un homéomorphisme h supporté dans Uy qui vérifie les propriétés
suivantes :
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D (face exceptionnelle maximale)

______

FIGURE 6.13 — Fin de la preuve du lemme 6.29

— pour toute composante connexe C' dans C dont les extrémités appartiennent a
une méme face ou & deux faces adjacentes, h(C') est inclus dans l'intérieur de la
réunion des adhérences des composantes connexes de Uy —I1(0Dy) que rencontrent
les extrémités de C';

— pour toute composante connexe C' dans C dont les extrémités & deux composantes
connexes &; et & de Uy — I1(0Dy) presque adjacentes et a leur face d’adjacence &,
alors h(C) C k, avec k = HUEUE.

— P’homéomorphisme h fixe toute composante connexe de f(II(0Dy)) N Uy qui ne
contient pas un élément de C.

Nous affirmons qu’alors elp,(h o f(Dg)) < elp,(f(Dy)) —1 = M — 1 ce qui conclut la
démonstration du lemme 6.29.

Les faces a distance M de Dy sont de deux types : elles sont soit exceptionnelles maxi-
males, soit de type (0, M). Nous allons montrer que '’ensemble h o f(Dy) ne rencontre
ni les unes, ni les autres.

Tout d’abord, pour un point g de f(@DO) qui n’appartient pas a H_l(lofo), on a
B(gj) = ¢ et le point ¢ n’appartient ni & une face exceptionnelle maximale pour f ni
a une face de type (0, M) vues les propriétés vérifiees par f. Ainsi, le point ﬁ(gj) ne
rencontre pas de domaine fondamental dans D a distance M de D,.

Soit C' une composante connexe de f(0Dy) N II7*(Up) qui ne contient pas l'image
par f d’un sommet de 9D,.

Soit D une face exceptionnelle maximale pour f. Montrons que D N h(C) = 0.
Si le relevé Uy du disque U, qui contient C' ne rencontre pas D alors cette derniére
propriété est vérifice. Supposons maintenant que le relevé de disque Uy qui contient C
rencontre D. On reprend les notations du lemme 6.33. D’aprés ce lemme, les faces Df ,
pour 1 < i <2g—2etje {1,2}, appartiennent a Fy. D’aprés les propriétés vérifiées
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par 'homéomorphisme f, la composante connexe C' a nécessairement ses extrémités
: 1 2 1 _ 2 91
incluses dans D,, ;, D3, ; ou Dy, = Dj,. Or, les composantes connexes II(Dy, ;) et

H(lo)gg_l) de Uy —1II(0Dy) sont presque adjacentes de face d’adjacence H(lo)%g). Il s’ensuit

Iinclusion suivante : A(C') C D},_, U D3,_; U D} . En particulier : h(C) N D = 0.

Soit D un domaine fondamental dans D de type (0, M). Montrons que h(C)ND = 0.
D’aprés les conditions vérifiées par f, ’ensemble C' ne rencontre pas D. La seule possibi-
lité pour que ﬁ(é) rencontre D est la suivante : les deux extrémités de C' appartiennent
a deux domaines fondamentaux distincts adjacents a D. Mais alors ces deux domaines
fondamentaux seraient a distance M — 1 de Dy (ils ne peuvent pas étre a distance M + 1
de Dy par définition de M), ce qui contredirait le fait que le domaine fondamental D

est de type (0, M).

Il reste a traiter le cas d’une composante connexe C' de f(9Dy) NI~ (Up) qui contient
Iimage par f d’un sommet du polygone dDj. Dans le cas ol aucune composante connexe
de ce type ne rencontre une face exceptionnelle maximale, il n’y a pas de difficulté parti-
culiére. Dans le cas contraire, il s’agit d’utiliser le lemme 6.39 pour avoir une expression
explicite des domaines fondamentaux rencontré par I'image par h de telles composantes
connexes. On constate alors que ces faces ne sont pas maximales pour f .

Ceci conclut la preuve du lemme 6.29. O

6.7.3 Preuve du lemme 6.30

Preuve du lemme 6.30. La démonstration de ce lemme est tout a fait analogue a celle
du lemme 6.28. Soient [ et v des courbes fermées simples homotopes de S qui sont
homotopiquement non triviales. On note [(7, 3) le nombre de composantes connexes de
I1-1(3) que rencontre une composante connexe de II"!(). Notons « une aréte dans A et
o’/ une courbe fermée simple isotope a « et disjointe de o. On note S,/ le complémentaire
d’un voisinage tubulaire ouvert de o' et S, le complémentaire d’un voisinage tubulaire
ouvert de « de sorte que S, US, = 5. On fixe un homéomorphisme f dans Homeog(5)
avec elp, (f(Dg)) < 4g. Tout au long de la preuve, 1 désignera une constante positive
qui sera fixée par la suite. Nous utiliserons le résultat suivant, qui découle du lemme 6.8
appliqué & des voisinages respectifs de S, et de Sy : il existe A, > 0 tel que, pour tout

homéomorphisme h dans Homeoy(S,) ou dans Homeoy(S,/) avec elp,(h(Dg)) < n, on a
Frag,(h) < A,.

On va procéder comme suit. En composant par au plus 16g homéomorphismes de
longueur de fragmentation (par rapport & U) inférieure ou égale & \,, on obtient un
homéomorphisme f; qui envoie la courbe « sur une courbe disjointe de « et incluse
dans S’az. Ensuite, aprés composition par un homéomorphisme supporté dans S, qui
coincide avec f; ' sur un voisinage de f,(a) et de longueur de fragmentation majorée
par \,, on obtient un homéomorphisme f; qui vaut l'identité sur un voisinage de o
et isotope a l'identité relativement a «. En composant par au plus trois homéomor-
phismes a support dans S, ou dans S, et de longueur de fragmentation majorée par
Ap, on obtient un homéomorphisme f3 qui fixe un voisinage du bord de S, et isotope
a l'identité relativement & ce bord. L’homéomorphisme f3 s’écrit alors comme produit
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d’un homéomorphisme dans Homeoy(S,) et d’'un homéomorphisme dans Homeoy(S,)
a support disjoints. Le résultat précédent appliqué a ces deux homéomorphismes nous
assure que la longueur de fragmentation de f3 est plus petite que 2),,. Il faudra bien stir
choisir 7 suffisamment grand pour que le raisonnement précédent marche.

Précisons ce qui précéde. Notons g et ap (respectivement o et o) les deux compo-
santes connexes du bord de S, (respectivement de S,). Pour deux ensembles disjoints A
et B de S, on note 0(A, B) le nombre de composantes connexes de II™1 (o U, U, Uah)
disjointes de A et de B qui séparent A et B. Notons M (f) le maximum des quantités
6(S', @), ot S est une composante connexe de II7(S,) ou de II"'(S,/) qui rencontre
f(&). Comme on a par hypothése elp, (f(Dy)) < 4g, alors M(f) < 16g. Remarquons que,
si S’ est une composante connexe de II7(S,) ou de II7'(Sy) telle que §(S’, &) = M(f),
alors toutes les composantes connexes de f (@)n S ont leurs extrémités dans une méme
composante connexe de 95’. Notons S" = II(S') et S” la surface S, si S" = Sy ou la
surface S, si S = S,. Notons h; un homéomorphisme supporté dans S” qui vérifie les
propriétés suivantes :

— elp,(h1(Do)) < 4g;

— pour toute composante connexe C' de f(a)NS’ qui a ses extrémités dans une méme

composante connexe de 95" et homotope & un chemin tracé sur le bord de S’, on
a h (C)CS”.
Ces deux conditions sont compatibles car elp, (f(Dy)) < 4g. Remarquons que I'on aura
alors elp, (k1o f(Dy)) < 8¢ et Frag,,(hy) < A, si 1 > 4g. De plus, pour toute composante

connexe S’ de IT71(S") avec d(a, S') = M (f) et toute composante connexe C de f(&)NS’,
on aura Bl(é) C II71(S”). Maintenant, on considére un homéomorphisme hy supporté
dans S” qui vérifie les propriétés suivantes :

— elp,(ha(Do)) < 8y;

— pour toute composante connexe C' de hy o f(a) N.S” qui a ses extrémités dans une
méme composante connexe de 95" et homotope a un chemin tracé sur le bord de
S”,ona: hy(C) C S

Ces deux conditions sont compatibles car elp, (hy o f(9Dy)) < 8¢. Remarquons que I'on
aura alors elp,(hy o by o f(DDg)) < 16g et Fragy,(hy) < X, si 7 > 16g. De plus, on
aura M(hy o hyo f) < M(f) — 2. On réitére cette procédure au plus 8¢ fois de sorte
que, aprés composition de 'homéomorphisme f par au plus 16g homéomorphismes de
longueur de fragmentation inférieure ou égale & \, (en prenant n > 2%9.4¢), on obtient
un homéomorphisme f; qui envoie la courbe « sur une courbe disjointe de a et qui
vérifie de plus l'inégalité suivante :

elDo(fl(DO)) < 289+1-49-

Aprés composition par quatre homéomorphismes de longueur de fragmentation inférieure
ou égale & \, (quitte a prendre n > 2374 4g), comme indiqué au début de cette preuve,
on obtient un homéomorphisme f3 qui fixe un voisinage se 95, et isotope a l'identité
relativement a ce voisinage avec :

elp, (f3(Do)) < 287 4g.

Comme indiqué au début de cette preuve, il suffit donc de prendre n > 2897° 49 pour
conclure la démonstration du lemme 6.30. O
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6.7.4 Preuve des lemmes combinatoires

Preuve du lemme 6.32. Décrivons ’algorithme de Dehn que I'on va utiliser dans la suite
de la preuve. On considére un mot réduit m d’éléments de G. A chaque étape, on cherche
un sous-mot f de m de longueur strictement supérieure a 2g qui est inclus dans un mot
f X de A (un tel mot f sera dit simplifiable) et qui est de longueur maximale parmi de
tels mots (on dira alors de plus qu’il est mazimal dans m). Le mot X' sera appelé le mot
complémentaire de f. On remplace alors dans m le sous-mot f par le mot \'~! qui est de
longueur strictement plus petite (les mots de A sont de longueur 4¢g) et on effectue sl y
a lieu les simplifications de groupe libre pour obtenir un nouveau mot réduit. D’aprés un
théoréme de Dehn (voir [38]), un mot réduit représente 1’élément trivial dans I (S) si et
seulement si, aprés application d’'un nombre fini d’étapes de cet algorithme, on obtient
le mot vide.

Donnons quelques faits généraux sur le groupe I1;(S) qui se vérifient immédiatement
et seront utilisés par la suite.

Fait 1 Etant données deux lettres a et b dans G, il existe au plus un mot de A dont
les deux premiéres lettres sont données par ab. Les autres mots de A qui contiennent le
mot ab sont obtenus par permutation cyclique de celui-ci.

Fait 2 Etant donnée une lettre a dans G, il existe exactement deux mots dans A
dont la derniére lettre (respectivement la premiére lettre) est a. Si 'on note b et ¢ les
avant-derniéres lettres (respectivement les deuxiémes lettres) de ces mots, alors le mot
b~lc n’est un sous-mot d’aucun mot de A.

Fait 3 Etant données deux lettres a et b dans G telles que le mot ab est contenu
dans un mot de A, notons m; le mot de A de premiére lettre b mais dont la derniére
lettre [; est distincte de a et ms le mot de A de derniére lettre a mais dont la premiére
lettre I, n’est pas b. Alors [, '] n’est un sous-mot d’aucun mot de A.

On va se servir du fait 2 de la maniére suivante : si & un moment donné de I'algorithme
de Dehn on rencontre un mot réduit de la forme macm’, ot acm’ est un sous-mot
d’un mot de A, ma est un mot simplifiable et mac n’est pas simplifiable, alors aprés
remplacement de ma par 'inverse de son mot complémentaire, on obtient un mot de
la forme m”cm’, ot m” ¢ n’est contenu dans aucun mot de A. Quant au fait 3, on s’en
servira dans la situation suivante : supposons que 1’on rencontre au cours de I'algorithme
un mot de la forme mabm/’, ol ab est un sous-mot d’'un mot de A et ma comme bm’ sont
simplifiables. Supposons de plus que les mots mab et abm’ ne sont pas simplifiables (ce
ne sont pas des sous-mots de mots de A). Alors aprés remplacement des mots ma et bm/
par l'inverse de leurs mots complémentaires, on obtient un mot de la forme nl; *l;'n/ et
les mots nly 'I;! et I; 7'’ ne sont contenus dans aucun sous-mot de mots de A.

Revenons & la démonstration du lemme. Puisque D est une face exceptionnelle, il
existe deux mots géodésiques 1 et o de derniéres lettres distinctes tels que v1(Dg) =
D et v9(Dg) = D. Nous allons montrer que I'un d’entre eux vérifie nécesairement la
premiére propriété donnée par le lemme et les deux vérifient 'une des propriétés du
lemme. De plus, si les deux vérifient la premiére propriété du lemme il existe un mot
li...lsy de A tel que les 2g derniéres lettres de 7, sont [y ... ly, et les 2¢g derniéres lettres
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de 9 sont l4’gl e li]{rl. Ces deux résultats impliquent toutes les affirmations du lemme.

Prenons donc deux mots géodésiques 7, et vo de derniéres lettres distinctes tels que
11(Dy) = D et 12(Dy) = D. Le mot 77, est donc réduit mais représente 1'élément
trivial de II;(S). On va appliquer Palgorithme précédent a ce mot pour démontrer le
lemme. Comme les mots v; et 2 sont géodésiques, ils ne contiennent pas de mots
simplifiables. Considérons un mot simplifiable X’ maximal pour 7,7, *. Notons A3 le mot
complémentaire de \'. Alors on peut décomposer le mot \ sous la forme X' = A\ Ay avec :

M =Y%M
Y2 = oAy

D’apreés la remarque précédente, les mots A\; et Ay sont non-vides. Les mots 4, et 45 sont
géodésiques. De plus, comme les mots 7, et 5 sont tous deux géodésiques, les mots \;
et Ao ne sont pas simplifiables. Ainsi, si la longueur de X est 4¢, les mots A\; et Ay sont
tous deux de longueur 2g. On va maintenant montrer le fait suivant.

Fait Un tel mot )\ est nécessairement de longueur supérieure ou égale a 4g — 1.

Supposons dans un premier temps que la longueur de ) est inférieure ou égale 4 4g—3
(i.e. la longueur de A3 est supérieure ou égale a 3). Aprés application de la premiére étape
de l’algorithme, on obtient le mot 41 A5 1451 qui est réduit par maximalité de ). De plus,
la concaténation du mot A\;' avec la premiére lettre du mot 4, n’est contenue dans
aucun mot de A. Il en est de méme de la concaténation de la derniére lettre du mot 4,
avec le mot A\;'. Supposons par récurrence qu’a un moment donné de I’algorithme, on
obtienne un mot réduit de la forme suivante :

Amna - s

ol k£ > 1, les mots 7; et 72 sont géodésiques et les mots 7; sont chacun inclus dans
un mot de A, sont de longueur inférieure ou égale & 2g — 1 et vérifient les propriétés
suivantes :

1. les mots 7; et n; sont de longueur supérieure ou égale a 2 et, s’ils sont tous deux
de longueur 2, alors k > 1;

2. pour tout indice i entre 1 et £ — 1, la concaténation de la derniére lettre de 7; avec
la premiére lettre de 7,1 n’est contenue dans aucun sous-mot d’un mot de A ;

3. la concaténation du mot 7, avec la premiére lettre du mot 7, ' n’est contenue dans
aucun mot de A. Il en est de méme de la concaténation de la derniére lettre du
mot 7; avec le mot 7;.

Appliquons une nouvelle étape de I'algorithme. Un sous-mot A\ simplifiable du mot
ci-dessus est nécessairement inclus dans I'un des mots 7, ou n7, ' par la deuxiéme
propriété ci-dessus et en utilisant le fait que chacun des 7; est de longueur inférieure ou
égale a 2g — 1. On peut supposer, sans perte de généralité, qu’un tel sous-mot est inclus
dans 717;. En combinant le fait 1 avec la troisiéme propriété ci-dessus, on obtient que la
derniére lettre @ du mot X = M a est aussi la premiére lettre du mot n; = anj. Comme
le mot 4; est géodésique, il ne contient pas de sous-mot simplifiable, donc le mot A,
qu’il contient, est de longueur 2¢g. Aprés application de I’algorithme, on obtient le mot :

YA e oA
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ol 1 = YA} et X est le mot complémentaire de N. Les mots 71 et 7, obtenus dans cette
expression sont bien géodésiques. Le mot A, de longueur 2g — 1, est bien de longueur
strictement inférieure & 2¢g et supérieure ou égale a 2. De plus, si k£ = 1, la longueur de
n1 est supérieure ou égale a 3 donc la longueur de 7] est supérieure ou égale a 2. Le fait
2 implique que la concaténation de la derniére lettre de A~* et de la premiére lettre de
n) n’est contenue dans aucun mot de A. Enfin, la troisiéme propriété est vérifiée pour
cette décomposition : notant [ la derniére lettre de 77, si le mot IN"! était un sous-mot
d’'un mot de A, alors , d’aprés le fait 1, la premiére lettre du mot )\ serait [=! | ce
qui rentrerait en contradiction avec le fait que le mot #; est réduit. A chaque étape
de I'algorithme, la somme des longueurs des mots géodésiques qui commencent et qui
terminent cette décomposition décroit strictement. Par conséquent, aprés application de
I’algorithme un nombre fini de fois, on obtient un mot de la forme suivante :

Fimna - My

ou k > 1, qui vérifie les trois propriétés précédemment décrites ainsi que la propriété
suivante : la longueur de 4; comme la longueur de 75 sont strictement inférieures a 2g.
Dans ce cas, on peut voir en reprenant le raisonnement précédent que le mot considéré
ne contient pas de sous-mot de mot de A de longueur supérieure ou égale 4 2g+ 1. Il y
a contradiction.

Revenons a la premiére étape de 'algorithme. Le mot X considéré est donc de lon-
gueur 49 — 2 ou 4g — 1, s’il n’est pas de longueur 4g. Supposons maintenant que la
longueur de X soit 4g — 2. On veut aboutir & une contradiction.

Apres la premiére étape de 'algorithme, on obtient un mot réduit de la forme
412395 1, ot la longueur de A3 = ab est 2. Comme précédemment, la derniére lettre
de 471 concaténée avec le mot A3 n’est contenue dans aucun mot de A. Il en est de méme
de la concaténation du mot A3 avec la premiére lettre de 4, '. Sans perte de généralité,
on peut supposer que, lors de la deuxiéme étape de ’algorithme, on choisit un sous-mot
d’un mot de A de la forme b5\2, ot le mot \y est constitué des 2g premiéres lettres du mot
45 1. On reprend les notations du fait 3. Aprés application d'une étape de 1’algorithme,
on obtient un mot de la forme 41am9; ', ot la longueur de 7; est 2g — 1 et la premiére
lettre de 7, est I;. Tant que les sous-mots choisis lors de I’algorithme ne rencontrent
pas 41, on obtient des mots de la forme Aiamins ... M7y L, ol les propriétés 1) et 2)
précédemment décrites ainsi que la propriété 3) pour 7, uniquement sont vérifiées et ot
la premiére lettre de 7, est I; . Aprés la premiére étape ot 'on remplace un sous-mot
qui rencontre 41, on obtient un mot de la forme :

Fnom - - ks

ol la derniére lettre du mot 7y est [, ' et la premiére lettre de 1, est [, *. Le fait 3 implique
que l'on est ramené & la situation précédente. On aboutit donc & une contradiction.

Enfin, abordons le cas ol la longueur de X est 4g—1. L’un des deux mots géodésiques
71 ou o vérifie alors nécessairement la premiére propriété du lemme. Aprés itération de
I’algorithme, par des raisonnements analogues a ceux faits précédemment, on voit que
le deuxiéme mot géodésique vérifie la deuxiéme propriété du lemme. O

Preuve du lemme 6.33. Les cas 7 = 1 et j = 2 sont symétriques : on suppose que j = 1.
Fixons un indice 2 < ¢/ < 2g — 1 (penser que i’=2g-1). Par récurrence sur la longueur de
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m, on va montrer que, pour tout mot réduit m de longueur inférieure ou égale a 2g — ¢’
de premiére lettre distincte de [y, et de l;l :

— le mot ~'l1ly...lym est géodésique;

— le domaine fondamental ~'l1l5 ... l;m(Dy) n’est pas exceptionnel.
Supposons la propriété vraie pour un mot m comme ci-dessus de longueur strictement
inférieure a 2g — i’. Considérons une lettre [ de G distincte de l'inverse de la derniére
lettre de m (ou distincte de ly11 et de ;' si le mot m est vide). Comme le domaine
fondamental v'l1l5 ... 1lym(Dy) n’est pas une face exceptionnelle, alors :

dp(’y/lllg e lyTﬂl(Do), Do) = dD(’}/lllg e li/m(Do), Do) +1

et le mot +'l1l5 ... l[yml est géodésique. De plus, comme la longueur de ml est inférieure
ou égale & 2g—1', le mot v'll5 . . . lyml n’est pas de 'une des formes décrites par le lemme
6.32. Par conséquent, la face v'l1l ... lyml(Dy) n’est pas exceptionnelle. Ceci permet de
conclure la preuve du lemme 6.33. O

Preuve du lemme 6.34. La partie génératrice du groupe I1;(S) donnée par les automor-
phismes qui envoient le domaine fondamental D; sur un domaine fondamental de D
adjacent & D est y1Gy; ' D’aprés le lemme 6.32, il existe un mot géodésique en les
lettres de ;G " qui a pour 2g derniéres lettres

(A1 (A ) (AT,

ot A\jAg...\yy € A, qui envoie la face D; sur la face D,. Ainsi, dans le groupe II; (.5),
on a l’égalité suivante :

T = A Ay AL

ol n_l)\gglAQ_glfl ... A7! est un mot géodésique en les éléments de G. Notons 7 le mot
MAz ... Aggn. On a alors, dans le groupe II;(S) : v = 7. Ainsi, le mot géodésique
~ satisfait aux conditions requises. Le deuxiéme point du lemme provient de ce qui

précéde et du lemme 6.31. O

Preuve du lemme 6.35. Notons s(Dg) et s'(Dy), ou s et s sont des automorphismes

dans G, les faces adjacentes a la face Dy qui contiennent le point p. Supposons que
dp(Dy, Dy) = I(h). Si lon avait la relation dp(s(Dy), D) = dp(Dy, D1) + 1, alors on
aurait dp(Dy, s~ (Dy)) > I(h) et le sommet s~ (p) de D, vérifierait :

h(s™'(p) = s~ (h(p)) € s (D)
ce qui est exclu par définition de [(h). Ainsi, nécessairement, on a :
d’D(S(Do), Dl) = dD(S/(D()), D1> = dD(D07 Dl) — 1.

La face Dy est donc exceptionnelle vis-a-vis de Dy. D’aprés le lemme 6.32, il existe un
mot A Ag... Ay dans A tel que :

{ Y= )\1/\2 Ce /\29’}// = )‘Zgl e )\2_gl+1’}//
V(Do) = Dy



126 DES ELEMENTS DE DISTORSION DE CROISSANCE D’ORBITE RAPIDE

De plus, d’aprés ce méme lemme, le point p est commun aux faces AAy... N\ (Do) et
Aty Mg—1 - Myy_iy1(Do) pour un entier i entre 0 et 2g. Fixons un entier i entre 0 et 2g.
Le point § est un sommet du polygone A\ )s ... \;(Dg) donc le point A, A .. ATH(D)
appartient au polygone 0Dy. On obtient ainsi 4¢g points deux a deux distincts qui sont
des sommets du polygone 0D, : on a obtenu ainsi tous les sommets du polygone 0D.
De plus, sii > 1:

{ ROV AT (D)) € Aivadiva - Aagy (Do)

h(Adg—it1Aag—ita - - Aag(B)) € N Mgy -+ Mgy Y (Do)

donc I'image par 'homéomorphisme h des sommets du polygone 0D, distincts de p ap-
partiennent a I'intérieur de domaines fondamentaux D dans D qui vérifient la propriété
suivante : la face Dy n’est pas exceptionnelle vis-a-vis de D, d’aprés le lemme 6.32.
Cette constatation nous permet d’obtenir 'implication réciproque et 'unicité de la face
D;. m

6.8 Des éléments de distorsion de croissance d’orbite
rapide

L’objet de cette section est la démonstration du théoréme 6.6.

Remarquons tout d’abord qu’il suffit de montrer le théoréme 6.6 pour les suites
(Un)n>1 qui vérifient la propriété supplémentaire suivante

1. la suite (vy,)n>1 est strictement croissante ;
2. la suite (vp11 — Vp)n>1 est décroissante.

Montrons ceci. Supposant démontré le théoréme 6.6 pour les suites strictement crois-
santes, si (v,),>1 est une suite quelconque, il suffit d’appliquer le théoréme a la suite
(Supj<, v + 1 — %)@1 pour obtenir le théoréme en toute généralité. Supposons main-
tenant le théoréme montré uniquement pour les suites qui vérifient les deux conditions
supplémentaires ci-dessus et montrons qu’il est valable pour les suites strictement crois-
santes. Considérons une suite strictement croissante (v,)n>1 telle que la suite (*),
converge vers 0. On note alors A 'enveloppe convexe dans R? de 'ensemble

{(n,t), n>1ett<w,}

et w, = sup{t € R, (n,t) € A}. La suite (wy),>1 vérifie alors les deux propriétés sup-
plémentaires ci-dessus et vérifie lim,,, 1 7 = 0. Il suffit alors d’appliquer le théoréme
a cette suite pour l'obtenir pour la suite (vy,);>1.

On suppose dans la suite que (v,),>1 est une suite qui vérifie les hypothéses du
théoréme 6.6 ainsi que les deux conditions ci-dessus.

On note A =R/Z x [—1,1] et a la courbe {0} x [—1,1] C A. L’homéomorphisme f

de Homeoy(A, OA) que 'on va construire vérifiera la condition suivante :

o 1 ~
dw € Aa Un + 2_n Z pQ(fn(I)> _pQ(x) > Un,
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ol py : R x (=1,1) — R désigne la projection. Puisque f est a support compact, ceci
nous garantira que la condition

vn e N, o(f([0,1] x [0,1])) > v,
est satisfaite. On va maintenant considérer un plongement particulier de R dans A

L: R - A=R/Zx(—1,1)
r — (xmod1,g(z))

oll g est une fonction continue strictement croissante dont la limite en +oo est % et
la limite en —oo est —%. On identifie un voisinage tubulaire 7" de L(R) a la bande
R x [—1,1], ou la droite réelle R est identifiée & la courbe L(R) via 'application L de
sorte que, pour tout entier j le chemin {j} x [—1, 1] est inclus dans «. On considére un
homéomorphisme h de la droite L, identifiée & R, qui vérifie les conditions suivantes :

1. lapplication = + h(z) — x est décroissante sur lintervalle [0,+00) et
lim, s o h(x) — 2 =0;

2. ’homéomorphisme h coincide avec 'identité sur (—oo, —1];
3. pour tout entier naturel i et tout entier naturel n, on a : h"(i) ¢ N;

4. pour tout entier naturel n, on a : h"(0) = v, + 5, oll €, vaut 1 si v, est un entier
et est nul dans les autres cas.

Le "e," est ajouté dans la quatriéme condition pour rendre celle-ci compatible avec
la troisiéme condition. On considére I’homéomorphisme défini sur 7" par :

f: Rx[-1,1] — Rx[-1,1]
(z,8) = (L= [thh(z) +[t] 1)

qui se prolonge continiment en un homéomorphisme de Homeog(A, 9A) noté encore, par
abus, f. Ce prolongement est possible grace a la cinquiéme condition vérifiée par h qui
nous assure que I’lhoméomorphisme f est proche de I'identité lorsque ’on se rapproche
du cercle R/Z x {%} La troisiéme condition vérifiée par h nous assure que, pour tout
couple d’entiers positifs ¢ et j et pour tout entier positif n, la courbe f"({i} x (—1,1))
est transverse a la courbe {j} x (—1,1). Pour une courbe § de anneau A, on note
[(B,a) le nombre de composantes connexes de II"(a) que rencontre un relevé de f.
Pour montrer que I’homéomorphisme f est un élément de distorsion, la proposition
centrale est la suivante :

Proposition 6.40. Fizons [, un entier strictement positif et notons N, = I(f!(a), a).
Il existe deux homéomorphismes g; et go dans Homeoy(A, DA) supportés respectivement
dans le complémentaire de a et dans un voisinage tubulaire de o tels que :

(g2 0 g)M (), ) = 1.
Voyons tout d’abord pourquoi cette propriété implique le théoréme 6.6.

Preuve du théoréme 6.6. On considére le recouvrement ouvert U de A construit au début
de la section 6.5. D’aprés le lemme 6.23, on a :

Frag,(g1) <6
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et
Frag,(g2) < 6.

Remarque En regardant bien la preuve du lemme 6.23, il se trouve qu’on pourrait
méme majorer ces deux quantités par 3. Au vu de la construction de g9 ci-dessous,
on pourrait méme faire en sorte que gs soit supporté dans un disque donné de U. Par
contre, g; ne peut pas a priori étre choisi a support dans l'un des disques de U. En
effet, rappelons que I’homéomorphisme g, dépend du [ choisi : on notera g;; le g; qui
correspond & f!. Il se peut alors que la réunion des supports des g;; ne soit incluse dans
aucun disque fermé plongé dans ’anneau ouvert.

D’aprés ce méme lemme 6.23, on a :

Fragy((gao 1) "o f') <6.

Rappelons que a; = ay(f!) est le minimum des quantités mlog(k) ot il existe un ensemble
de cardinal £ d’homéomorphismes supportés chacun dans I’'un des ouverts de U telle que
f! s’écrit comme composé de m homéomorphismes de cet ensemble. Les majorations de
la longueur de fragmentation ci-dessus impliquent que :

fl = (thhQO...Ohlg))\lilohlgo...Ohlg,
ol chacun des homéomorphismes h; est supporté dans 'un des disques de U.
On a donc, pour tout entier positif [ :

a; < (12); — 6)log(18).

A UfMe),0) vt g
l [ - 1

ott le membre de gauche de I'inégalité converge vers 0. Par conséquent, la suite (% )ien—{o}

converge vers 0. D’aprés la proposition 6.16, 'homéomorphisme f est un élément de

distorsion de Homeog (A, 0A). Remarquons qu’ici, l'utilisation de la proposition 6.16 est

essentielle puisque ’hypothése

i g (f")-log(Fragy (f*)) _ . Aalog(n) _
n—-+oo n n—-+o0o n
du théoréme 6.5 n’est pas nécessairement vérifiée. O

Preuve de la proposition 6.40. On note g = fl et A = \; = I(f'(), @). Dans ce qui suit,
tout se passera dans le voisinage tubulaire T de la ligne L qui est identifié & R x [—1,1].
On peut donc « oublier » I'anneau A. Donnons briévement 'idée de la preuve qui va
suivre. Comme la courbe g({0} x (—1,1)) a une largeur par rapport a « égale & A, on n’a
pas le choix : dans le produit (g; 0 g1)*~1, chaque facteur doit pousser cette courbe vers
la gauche et on doit franchir une courbe de la forme {i} x (—1,1) a chaque étape (sous
l'action de chaque facteur). Les courbes g({i} x (—1,1)) sont moins dilatées et doivent
revenir a leur place en A\ étapes également. On doit alors les « mettre en attente » pour
qu’elles ne reviennent pas trop vite : si elles reviennent avant l'instant A, elles seront
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. F({4} x [-1,1))
) g2y -1 £ X (11D F{5} % [-1,1])

{0} x [-1,1] {1} x [-1,1] \ {2} x [-1,1] {3} x [-1,1] {4} x [-1,1] {5} x [-1,1]

FHOF x =1, 1)  f({1} x [=1,1]

FIGURE 6.14 — Représentation de I'action de g5 o gy

trop déportées sur la gauche, ce que 'on veut éviter. Sur la figure 6.14, on a représenté
l'action de gy 0 g1 sur g(«) dans un cas particulier.

On considére I'entier positif N minimal tel que
g(N,0) € [N,N+1) x {0} CRx [-1,1] C A.

Dans le cas de la figure 6.14, cet entier vaut 4, par exemple. Prenons un réel ¢ dans
(0, %) tel que, pour tout entier ¢ dans [0, N], toutes les composantes connexes de g(a) N
(i —e,i+¢ x[-1,1] — g({i} x (=1,1)) joignent les deux composantes du bord de
[i—e€,i+¢€| x (—1,1). La propriété de transversalité vérifiée par f nous permet de trouver
un tel réel e. Soit n > 0 tel que, pour tout entier ¢ dans [0, N|, toutes les composantes
connexes de

g(oz)ﬂ[i—i—i,i—l—l—i] x [1,1]

sont incluses dans :

. € . €
[z+1,z+1—é—l]x(—1+n,1—n).

Commencons par construire ’homéomorphisme gs. On prend pour g un homéomor-
phisme qui vérifie les propriétés suivantes :
1. Phoméomorphisme go est a support inclus dans |J (i —e€,i+¢€) x (=1,1).
0<i<N
2. en notant P; la composante connexe de [i — €,i + €] x [—1,1] — g({¢} x [-1,1])
qui contient {i — €} x [—1,1] et K; un disque topologique fermé inclus dans P; qui
contient les composantes connexes de

(gla) Nli—ei+ %] x (=1,1)) = g({i} x [-1,1])
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on a :

Vi, ga(IK0) C i —ei= 5] x (<1+7m,1— 1),

3. ’homéomorphisme gy préserve globalement chaque composante connexe de g(a) N
[i —ei+e€l x(—1,1).
Avant de construire g;, nous aurons besoin préliminairement de construire une suite
d’entiers (n;)o<i<ny. Notons, pour un entier ¢ entre 0 et N :

| ({5} x [~1,1]) N {i} x [=1,1] £ 0
A,:{JGND[O,NL { g({j}x L) n{i+1} < [-1,1] =0 }

Notons i = max {i, {i} x [-1,1)Ng({0} x (—=1,1)) #0}. Les ensembles
Ao, Ay, ..., Ajy—1 seront tous vides mais nous allons voir que, pour tout entier
N > m > ip, 'ensemble A,, sera non-vide. Dans le cas de la figure 6.14, les ensembles
Ap, Ay et Ay sont vides , A3 = {0,1} et Ay = {2,3,4}. En toute généralité, la famille
(Aiy, Aigs1, - - -, Ay) constituera une partition de {0,1,..., N} qui est ordonnée au sens
ot, si ig < m < m’ < N, alors tous les entiers de A,, seront plus petits que chacun des
entiers de A,,,. Montrons que si, pour un entier ¢ entre 0 et N — 1, ’ensemble A; n’est
pas vide, alors I’ensemble A;,;; n’est pas vide non plus. Remarquons que, pour tout
entier j dans l'intervalle [0, N] :

Uo({7} x (=1,1)),0) = [P ()] =5 +1

par construction de f. Comme Papplication x — h!(x) —z est décroissante par construc-
tion de h, alors 'application

J= g} x (=1,1)),0)

est décroissante sur [0, N| N N. En particulier, i) = A — 1. Posons j = max(4;). Comme

Hg({7 +1} x (=1,1)), @) <IU(g({7} x (=1,1)), @),

alors la courbe g({j + 1} x (—1,1)) ne rencontre pas la courbe {i + 2} x [—1,1] donc
Ientier j + 1 appartient & A; 1 qui n’est donc pas vide. Pour un entier ¢ entre ¢ et IV,
on note :
A ={50),j(0)+1,...,5(i+1)—1}.
On définit par récurrence une suite finie d’entiers (n;)o<;<n de la maniére suivante :
— sl 1 < 1p, on pose n; = 1.
— sinon, supposant les ng, pour k < 7, construits, on pose :

i—1

. . k=j(i+1)—1 .
L’entier n; va représenter le nombre d’itérations de g, o g; nécessaire pour une courbe

d’extrémité proche de {i+ 1} x (—1,1) pour franchir la courbe {i} x (—1,1). Pour
0 < j < N, notons i(j) 'unique entier tel que j € A;;). Aprés un nombre d’itérations
de gy 0 gy inférieur ou égal a n,(;), la courbe g({j} x (—1,1)) va franchir {i(j)} x (—1,1)
puis, aprés n;;jy—1 itérations, elle franchira la courbe {i(j) — 1} x (—1,1) et ainsi de
suite... Par exemple, dans le cas de la figure 6.14, on aura ng = n; =ngy =1, ng = 2 et
n4 = 4. Montrons par récurrence que, pour tout entier ¢ > 4 :

i—1
Z ng < A
k=33

)
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Cela montrera au passage que tous les entiers n; sont strictement positifs. Si ¢ = i,
alors, pour j < g, 'ensemble A; est vide et on a :

Hg({0} x [=1,1]), @) =do+ 1 < A

par définition de A. Ainsi :

io—1

)\—an:/\—io>0
k=0

et la propriété est vraie au rang ig. Supposons la propriété vraie pour des rangs k entre
179 et 7 donné entre 0 et N — 1. On a alors :

i—1
Z ng = A\ — Z ng + Z N = A — Ti+1)—1 <A
k=j(i+1) k=j(i+1)— k=j(i+1)

car njir1—1 > 0 d’aprés I'hypothése de récurrence. La propriété souhaitée est donc
démontrée.

Pour un entier j entre 0 et N, remarquons que, par construction, les composantes
connexes de

g3} x =L n U i it 1= 3 x (=1,1)

0<i<N

joignent toutes deux composantes connexes distinctes du bord de

U i+ i+ 1= x (-11)

0<i<N

sauf une (qui correspond au plus grand ¢) que nous noterons C;. Sil’on note i(j), I'unique

entier tel que 'entier j appartient a A;(;), alors :

O, C [i(j) + i,z’(j) +1— i] x (—1,1).

On est maintenant en mesure de construire un homéomorphisme g; qui convient. On
considére un homéomorphisme g; supporté dans

U (¢+§,¢+1—5)x[—1,1]cRx[—1,1]cA

. 4
0<i<N

qui vérifie les propriétés suivantes pour tout entier ¢ entre 0 et N :

1. "'homéomorphisme g; préserve globalement chacune des composantes connexes de
gla) N[i+ §,i4+1— %] x [~1,1] qui joignent les deux composantes connexes du
bord de [i + §,i+1— §] x (=1,1);

i—1

2. pour tout entier j de A; et tout entier r < A — > ny, on a

k=j

gI(C])ﬂ(Z_Evl_I_E) X [_171] :C]ﬂ(z—e7z+e) X [_lal]a
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3. pour tout entier j de A;, on a I'inclusion :

)\_iil o
=
9 (C)CK;
i—1
(remarquer que ces conditions sont compatibles puisque A — > ny croit avec j et,
k=j
i—1
de plus, A — > ny < n; par définition de n;);
k=j

4. on a l'inclusion suivante :

o € . € . € . €
git(lit+ pitl=glx(=1+nl-m)Cli+i+g)x(-1+n1-n)NKy;
5. pour une composante connexe C' de g(a) N[i 4 5,7+ 1 —¢] x (=1,1) qui joint les
deux composantes connexes du bord de [i + §,i+1—¢] x (=1,1), on a:

Vr<ng, gi(C)N(i—ei+e)x[-1,1]=CnN@E—¢1+e€) x[-1,1];

6. pour tout entier r < n; I'ensemble gi([i +1 —¢,i+ 1 — ] x [~1,1]) ne rencontre
pas le carré [i,i + €] x [—1,1].

Les deuxiéme et troisiéme conditions ci-dessus déterminent les vitesses auxquelles on

repousse les morceaux C} : la troisieme condition signifie que le morceau C; doit étre
i—1
repoussé dans un K; au bout du temps A — > ny mais la deuxiéme condition impose
k=j+1
qu’il ne soit pas repoussé avant cet instant-la. Les conditions 4, 5 et 6 permettent
d’imposer le temps exact nécessaire pour traverser [i,7 + 1] x (—1,1).

Maintenant, nous allons montrer que, pour des homéomorphismes g; et g, vérifiant
les propriétés données ci-dessus, on a :

1((g2091)* ' (g(a)), ) = 1.

On fixe un entier j entre 0 et N et on pose i = i(j). On note a; la courbe {j} x [—1,1].
On va montrer que, pour j' € [j — 1,7 — 1] et pour A — ch,:] ng>r>\— ?:]1 ng, on
a:

[((g2 0 91)" 0 g(ej), ) = Ug(ay), @) = (i = j' = 1).

D’aprés les deux premiéres propriétés de g, et la troisiéme propriété de g9, on a, pour
i—1
tout entier r strictement positif et strictement inférieur a A — > ny,
k=j

I

{ (92 Ogl)T(g(aj) A [072’ + 6] X [_1’ 1]) = g(Ozj) N [O’i + 6] X [_17 1]
(92 0 91)"(9(a;)) = g1(9(;))

d’on la propriété ci-dessus pour j' =i — 1. En conséquence, on obtient aussi que :

e i—1
A— zllnk—l A_kZ::] Nk
gio(gog) * og(aj) =g, (9(c))).
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La troisiéme propriété de 'homéomorphisme g; implique que I'intersection de I'ensemble
ci-dessus avec [i — €,4+00) x [—1,1] est inclus dans K;. Par conséquent, la deuxiéme
propriété vérifiee par ’homéomorphisme g, implique que :

A% .. €
(92091) ¥ oglay) C[ji =gl x[=14n,1 -]
Toute la partie extrémale de la courbe a été ramenée dans [i —€,7 — §] x (—1,1). Le

reste n’a pas bougé. En effet :
1—1
A= 2 T - -
(g2091) = (9lay)N[j,i— e x [=1,1]) = g(a;) N [j,i — ] x [-1,1].
En particulier, on a :
1—1
A= ng

I((g20g1) * oglaj),a) = i—j
= lg(aj),a) — 1.

Il va suffir maintenant d’itérer la preuve que ’on vient de faire pour conclure. Supposons
que, pour un entier j' compris entre j + 1 et ¢ — 1, on ait :

(g2091) 7 ogley) CjJ +1 =35 x(=1+n,1-n)

(g2091) = (g(ay) N[5, J" + 1= x [=11]) = gla;) N [j,j" + 1 =€ x [-1,1]

On a vu que cette propriété était vraie pour j' =i — 1. La supposant vraie au rang j’,
nous allons montrer qu’elle est aussi vrai au rang j' — 1 et montrer aussi que, sous cette

hypothése, pour A — Zg_l ng>r>\— Zi;j ng, on a :

(920 91)" e g(e), @) = Ug(e;), @) — (i = j");

D’apres les cinquiémes et sixiémes propriétés de I’homéomorphisme g; et la troisiéme
propriété de ’homéomorphisme g9, on a, pour un entier 0 < r < nj :

A= ng . .
(g2091)" 0 (g2091) *7 (g(ay) N[0, 5" + €] x [-1,1]) = g(ay) N[0, 5 + €] x [-1,1]
et )
j j’
A= ng A= nyg

(g2091)" 0(g2oq1) * oglaj) =gi(g2091) *7 (g9()).

Par conséquent, on a :

o1 A= s A= g
gro(gog)" o(g2og) " (9(ay)) =g (g2og1) " (g(a;))
donc, d’aprés la quatriéme propriété vérifice par ’homéomorphisme g, I'intersection
de cet ensemble avec [j' 4 €,4+00) X [—1,1] est inclus dans I'ensemble K. D’aprés la
deuxiéme propriété vérifiée par ’homéomorphisme go, on a alors :

J
A— Z N .

n; —; - €
(g20g1)" o(g20oqn) * ogla;) Clj,J —§]><(—1+77,1—77)
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et, de plus :

i—1
A= 20 . -
(g2091)"" 0 (gaog1) *= (g(ay) NG, J" — € x [-1,1]) = g(ay) N [4, 5" — €] x [-1,1].
Ceci conclut la récurrence. On montre alors comme précédemment que, pour A > r >

A—mnj, ona:

—A+n; (

(g2091)" ° g(ay) :9; ongl)kfnj(g(()éj>>~

ce qui implique en particulier que :

[((g20g1) o g(ay),a) =1,

ce que 'on voulait démontrer. O

6.9 Généralisation des résultats

On se propose dans cette section de généraliser rapidement les résultats précédents
dans deux directions. Tout d’abord, on pourrait regarder d’autres vitesses de crois-
sance des mots que la vitesse linéaire. En outre, on peut aussi considérer des familles
finies d’éléments au lieu de regarder un seul élément et définir une notion de distorsion
adaptée. On obtient alors des résultats analogues a ceux obtenus précédemment. Dans
toute la suite, on fixe une suite (w,),en de réels strictement positifs qui tend vers +o0.
Commencons par une définition :

Définition 6.2. Soient G un groupe et g un élément de g. On dit que l’élément g est
(Wp ) nen-distordu dans G si et seulement si il existe une partie finie G de G telle que :
— élément g appartient au groupe engendré par G ;
— la limite inférieure de la suite (%) est nulle.

Cette notion de distorsion n’a pas d’intérét si lim,, o = +00 : dans ce cas, tous
les éléments de G sont (w,,)nen-distordus. De plus, cette notion ne dépend que de la
classe d’équivalence de (w,),en pour la relation d’équivalence suivante :

1
(wn) = (§n) & IC >0, Vn €N, b S wn = O

On peut alors montrer les théorémes suivants :

Proposition 6.41. Notons D, un domaine fondamental de S pour Uaction de I1,(S).
Si un homéomorphisme f dans Homeoy(S) (respectivement dans Homeoy(S,0S)) est
(wy ) nen-distordu dans Homeoy(S) (respectivement dans Homeog(S, 0S)), alors :

lim inf
n—+4o00o Wnp,

Théoréme 6.42. Soit [ un homéomorphisme de Homeoy(S) (respectivement de

Homeoy (S, 05)). Si : ~ .
6(f"(D))log(s(f™(D)))

lim inf =0,
n—-+4oo Wy,

alors [ est (wp)nen-distordu dans Homeog(S) (respectivement dans Homeog (S, 0S) ).
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Théoréme 6.43. Soit (v,)nen une suite de réels positifs telle que : liminf,, | o = 0.
Alors il existe un homéomorphisme f de Homeoy(R/Z x [0,1],R/Z x {0,1}) tel que :

1. ¥YneN, 5(f([0,1] x [0,1])) > v, ;
2. I’homéomorphisme f est (wy,)nen-distordu dans Homeoo(R/Z %[0, 1], R/Z x{0,1}).

Pour, un entier k£, on note Fy le groupe libre a k éléments. On note aq, as, ..., a; les
générateurs standards de ce groupe et A I’ensemble de ces générateurs.

Définition 6.3. Soit G un groupe de type fini engendré par une partie finie G. Un k-
uplet (f1, fa, ..., fx) est dit distordu si Uapplication F, — G qui envoie le générateur
ay sur fr n’est pas une quasi-isométrie pour les distances da et dg. Plus généralement,
pour un groupe G quelconque, un k-uplet (fi1, fa, ..., fr) est dit distordu s’il existe un
sous-groupe de G de type fini qui contient tous les éléments f; dans lequel ce k-uplet est
distordu.

On peut alors démontrer le théoréme suivant pour une surface S compacte :

Théoréme 6.44. Notons D, un domaine fondamental de S pour Uaction de T1,(S). Soit
(f1, fo, -+, [x) un k-uplet d’homéomorphismes de S. Supposons qu’il existe une suite de
mots (my)nen en les f; dont la suite des longueurs (I(my,)), tend vers +oo telle que :

i 3(ma(D))log(6(ma(D))

n——+oo l(mn)

=0.

Alors le k-uplet (f1, fao, ..., [x) est distordu.
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Chapitre 7

Actions de gros groupes sur le cercle

7.1 Introduction et notations

Dans un article de 1962 (voir [53]), Whittaker montre qu’étant donnée une variété
compacte M, tout automorphisme de groupe de Homeo(M) est un automorphisme in-
térieur, c’est-a-dire de la forme :

S hofoh™,

ol h est un homéomorphisme de M. Dans ce contexte, une question naturelle est de
se demander ce qu’il se passe si 'on remplace dans ’hypothése "isomorphisme" par
"morphisme". Nous allons donner une réponse a cette question dans le cas ou la variété
considérée est le cercle S*. La technique de preuve donne aussi un résultat de rigidité sur
les actions de PSLy(R) sur le cercle. Nous verrons le groupe PSLy(R) comme un sous-
groupe du groupe des homéomorphismes du cercle via 'application qui, & une matrice

azr+b
cx+d’

b . . . . .
(CCL d) associe ’homéomorphisme du cercle S' = RU{oc} qui & un point x associe

Remarquons qu’il s’agit de I’action naturelle du groupe PSLy(R) sur 'espace projectif
P'R qui s’identifie au cercle.

Notons s un élément d’ordre 2 du groupe Homeog(S'). Un tel élément est conjugué
soit & une réflexion, soit a la rotation d’angle 7. Notons 75 'endomorphisme du groupe
Homeoy(S!) qui, & tout homéomorphisme qui conserve I’orientation, associe 'dentité e,
a tout homéomorphisme qui renverse ’orientation, associe 1’élément s.

Le théoréme principal que nous allons démontrer, qui est di & Matsumoto (voir [41]),
est le suivant :

Théoréme 7.1. Tout morphisme de groupe de Homeoy(S') ou PSLy(R) dans
Homeog(S') est soit trivial, soit conjugué o Uinclusion. De plus, tout endomorphisme
de groupe de Homeo(S') est soit nul, soit un automorphisme intérieur, soit un mor-
phisme de la forme 74, ot s est un élément d’ordre 2 du groupe Homeoy(S').

Remarque. Si l'on ne regarde que les morphismes de groupes injectifs, le théoréme
ci-dessus se généralise a tout sous-groupe G des homéomorphismes du cercle préservant
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I'orientation qui vérifie les conditions suivantes :
— le groupe G est transitif sur les triplets de points bien ordonnés (voir la définition
7.1 ci-dessous).
— le groupe G contient un élément d’ordre fini distinct de I'identité.
— si 'on note G, le stabilisateur dans G d’un point x du cercle, I'application en
cohomologie bornée HZ(G) — HE(G,) est nulle.
Les groupes Homeoy(S') et PSLy(RR) sont les seuls que je connais qui vérifient ces trois
conditions.

La deuxiéme partie du théoréme se déduit de la premiére comme nous allons le voir
maintenant :

Démonstration. Notons ¢ un tel endomorphisme. Le noyau de ¢ est distingué dans
Homeo(S!). Il est donc soit égal & Homeo(S!), soit égal & Homeoy(S), soit trivial. Dans
le premier cas, le morphisme ¢ est nul. Dans le deuxiéme cas, si h; et hy sont deux
homéomorphismes du cercle qui renversent I'orientation, alors les composées hy o hy*
et h3, qui conservent l'orientation, sont dans le noyau de ce morphisme : on a donc
o(h1) = @(hy) et ©(hy)?* = Id. L’image est constituée d’un seul élément s d’ordre 2 et
le morphisme ¢ est égal a 7.

Plagons nous dans le troisiéme cas. Le sous-groupe ¢~ !(Homeoy(S')) est distingué
dans le groupe des homéomorphismes du cercle et est donc soit trivial, soit égal a
Homeo(S!), soit égal & Homeoy(S') : on distingue trois sous-cas. Dans le premier sous-
cas, I'image est constituée d'un seul élément, ce qui n’est pas possible. Dans le deuxiéme
sous-cas, d’aprés la premiére partie du théoréme, on a nécessairement :

¢(Homeoy(S*)) = Homeoy(S').

Ainsi, si g est un homéomorphisme qui renverse I'orientation, il existe un homéomor-
phisme f dans Homeon(S') tel que ¢o(f) = ¢(g). L’homéomorphisme gf~! renverse
donc l'orientation et est dans le noyau du morphisme . Or tout sous-groupe distingué
de Homeo(S!) engendré par un homéomorphisme qui renverse lorientation est égal a
Homeo(S!). Ainsi, le morphisme de groupes ¢ est nul : on aboutit & une contradiction.
Dans le dernier sous-cas, en utilisant la premiére partie du théoréme, on voit que le
morphisme ¢ est un isomorphisme. En appliquant le résultat de Whittaker rappelé plus
haut, on obtient que le morphisme ¢ est un automorphisme intérieur. O]

La preuve du théoréme 7.1 va faire intervenir la classe d’Euler bornée de 1'action
d’un groupe sur le cercle : nous allons rappeler les principes de cette théorie et énoncer
les résultats qui vont nous étre utiles. Ceux ci sont dus & Ghys. On renvoie au chapitre
6 pour plus d’informations sur la classe d’Euler bornée.

On peut associer a tout groupe G son deuxiéme groupe de cohomologie bornée
HZ(G,Z), qui est un groupe abélien et on peut associer a tout morphisme de groupe G —
H un morphisme H?(H,Z) — HZ(G,Z). Le groupe HZ(Homeoy(S'),Z) est isomorphe
a Z et posséde un générateur privilégié (qui correspond a l'extension centrale induite
par le revétement universel de Homeog(S!) : voir [45]). Une action d’un groupe G sur
le cercle induit un morphisme de groupe HZ(Homeoy(S!),Z) — HZ(G,Z) et l'image
du génrateur privilégié de H7(Homeoy(S'),Z) par ce morphisme est appelée la classe
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d’Euler bornée de cette action du groupe G. Le résultat que 'on utilisera au cours de la
preuve du théoréme est le suivant :

Théoréme 7.2 (Ghys). Une action d’un groupe G sur le cercle posséde un point fize
(c’est-a-dire que ce point est fizé par tous les éléments du groupe G) si et seulement si
la classe d’Fuler bornée de cette action est nulle.

La classe d’Euler bornée est en fait un véritable analogue du nombre de rotation
pour les actions de groupe sur le cercle. Pour plus d’information sur le sujet, on conseille
une nouvelle fois la lecture du chapitre 6 de [27].

7.2 Preuve du théoréme 7.1.1

Notons G le groupe Homeog(S') ou PSLy(R).

Notons ¢ un morphisme de groupe de G vers Homeoy(S') non nul. Comme le groupe
G est simple, ce morphisme de groupe est injectif. Pour un point x du cercle, on note G,
I’ensemble des éléments de G qui fixent le point x et on note F, 'ensemble des points
fixes de p(G,). Remarquons que, si f désigne un élément du groupe G et x est un point
du cercle, 'ensemble des points fixes de ¢(Gy(y)) est aussi 'ensemble des points fixes
de o(f)p(Ga)o(f)~, Aot : Fruy = ¢(f)(Fy). En particulier, les fermés F), sont deux a
deux homéomorphes, par transitivité de 'action du groupe G sur le cercle.

Nous allons montrer successivement que ces ensembles sont :
— des fermés non-vides ;
— d’intérieur vide;
— sans point d’accumulation ;
— réduits & un point.
Nous verrons aussi que ces fermés constituent une partition du cercle et que 1'on est
dans 'une des deux situations suivantes :
— pour tout triplet de points du cercle (xz,y, z) bien ordonné (voir définition 7.1), le
triplet de points (F,, Fy,, F,) est bien ordonné;
— pour tout triplet de points du cercle (x,y,z) bien ordonné, le triplet de points
(F., F,, F}) est bien ordonné.
Ici, on a confondu par abus chaque ensemble F, avec I'unique élément qu’il contient.
Toutes ces données vont nous permettre de conclure la preuve du théoréme. Pour un
point x du cercle, notons {h(x)} = F,. L’application h est bijective car les fermés F,
forment une partition du cercle. Comme h soit préserve, soit renverse l'ordre de tout
triplet de points du cercle, alors h envoie les intervalles ouverts du cercle sur des inter-
valles ouverts du cercle. Il s’ensuit que h~! est continue. Puisqu’une bijection continue
du cercle est un homéomorphisme, on en déduit que h est un homéomorphisme. Soit f
un élément de G. Comme, pour tout point z, Fyu) = @(f)(F%), alors on a la relation

hof=w(f)oh,dou: o(f)=hfh'
Il suffit maintenant de vérifier les affirmations ci-dessus.

Lemme 7.3. Les fermés F, sont non-vides.
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Démonstration. Comme, par définition, le groupe G, fixe un point du cercle, le
morphisme au niveau des groupes de cohomologie bornée HZ(Homeoo(S'),Z) —
HZ(G.,7Z) induit par Pinclusion est nul d’aprés le théoréme 7.2. D’autre part,
'application H?(Homeoy(S'),Z) — HZ(G,Z) induite par linclusion G, C G C
Homeoy(S!) est un isomorphisme (voir [45]). Par conséquent, le morphisme de groupe
H}(G,Z) — H}(G,,Z) induit par l'inclusion est nul. Ainsi, le morphisme de groupe
HZ(Homeoy(S'),Z) — HZ(G,,Z) induit par le morphisme de groupes ¢ restreint a G,
est nul : la classe d’Euler bornée de I'action correspondante sur le cercle est nulle. Ceci
implique que I'ensemble F) des points fixes de ¢(G,) est non-vide d’aprés le théoréme
7.2. ]

Lemme 7.4. Les fermés F, sont deux a deuz disjoints.

Démonstration. Soient x et y deux points distincts du cercle. Nous aurons besoin du
lemme de fragmentation suivant :

Lemme 7.5. Les groupes G, et G, engendrent G.

Démonstration. Soit g, un élément de G. Quitte & composer 'homéomorphisme g avec
un élément de G, on peut supposer que le point g(y) est distinct du point x. Soit ¢g; un
élément de G, qui envoie le point g sur le point g(y). Alors ’homéomorphisme g, = g; 'g
appartient a Gy et g = g19». [

Supposons que F, N F, # (. Dans ce cas, d’aprés le lemme précédent, 'image du
morphisme de groupes ¢ est constituée d’élements qui fixent F, N F}. Or, cette image
contient des éléments de torsion distincts de l'identité (I'image par ¢ des rotations
d’angle rationnel) et de tels homéomorphismes sont conjugués a des rotations d’angle
rationnel qui n’ont aucun point fixe : on aboutit & une contradiction. Les fermés F). sont
donc deux a deux disjoints. O]

Lemme 7.6. Les fermés F, sont d’intérieurs vides et sans point d’accumulation : les
fermés F, sont donc des ensembles finis de points qui ont tous méme cardinal k. De plus,
toute composante connexe du complémentaire de chaque ensemble F, rencontre tous les
ensembles F, en exactement en point.

Démonstration. Sil'un des fermés F,, est d’intérieur non-vide alors tous les fermés F,
sont d’intérieur non-vide, ce qui rentre en contradiction avec le fait que le cercle admet
une base dénombrable d’ouverts. Ainsi, tous les fermés F, sont d’intérieur vide.

Voyons maintenant pourquoi les fermés F,. n’ont pas de point d’accumulation. Fixons
un tel fermé F.

Nous allons montrer que chaque composante connexe du complémentaire de F,,
rencontre tous les fermés F), pour x # x,. Notons C' une composante connexe du com-
plémentaire de F,, et supposons que 1’ensemble C' ne rencontre aucun des ensembles £,
pour x distinct de xy. Pour un point = distinct de zg, on note f, un élément de G qui
envoie xy sur x. Nous allons alors montrer que les ensembles ¢( f,)(F,, U C) sont deux
a deux disjoints et d’intérieurs non-vides, ce qui est impossible, puisque le cercle a une
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base dénombrable d’ouverts. Supposons que I’on puisse trouver deux points distincts x
et y tels que :

o(f2) (Frey UC) No(fy) (Fay UC) # 0.
Tout d’abord, on a : ¢(f2)(Fuy) N @(fy)(Fay) = Fo N Fy = 0. De plus :

e(f2)(Fuy) Np(f)(C) = o(f,))(F.N C) =0,

ou z désigne le point f, " f,(z0) qui est distinct de zo. En échangeant les roles de z et
de y dans ce qui précéde, on obtient aussi que :

p(f2)(C) No(fy)(Fry) = 0.

Du coup, nécessairement :
P(L2)(C) N e(f,)(C) # 0.
Notons g = f,*

~ fy- Cet homéomorphisme et son inverse envoient le point o sur des
points distincts de x( et, d’aprés ce qui précéde :

CNp(g)C) # 0.

Mais dans ce cas, soit un point de la frontiére de ¢(g)(C) (qui est incluse dans le fermé
Fywo)) appartient a O, ce qui n’est pas possible, soit un point de la frontiére de ¢(g)~*(C)
appartient a C', ce qui n’est pas possible non plus. Par conséquent, il existe un point
Yo du cercle tel que F,, N C # (). Soit x, un point du cercle distinct de zo et de yg
et notons f un élément de G,, qui envoie ¥y, sur . Comme, par définition du fermé
F,,, Phoméomorphisme ¢(f) fixe les points de F,,, alors cet homéomorphisme préserve
globalement C. De plus, il envoie le fermé F,; sur le fermé F, donc 'ensemble C'N Fy,
sur 'ensemble C'N F,, qui est donc non-vide.

Supposons que le fermé F, posséde un point d’accumulation a. Prenons un point
y distinct de x et notons C' la composante connexe du complémentaire du fermé F
qui contient le point a. Il existe une composante connexe C’ du complémentaire de F,,
incluse dans 'ouvert C'. En particulier, 'intervalle C’ ne rencontre pas le fermé F,, d’oi
une contradiction avec I'affirmation précédente. O

Définition 7.1. On fize une orientation du cercle. On dit qu’un triplet de points (z,vy, z)
du cercle est bien ordonné si, lorsque ['on parcourt le cercle dans le sens donné par
l"orientation de celui-ci en partant du point x, on rencontre le point y avant de rencontrer
le point z.

Lemme 7.7. L’une des deux propriétés suivantes est vérifiée :

— pour tout triplet de points bien ordonnés (x,y,z) du cercle, et pour un point z'
de Fy, si l'on note y' (respectivement z') le premier point de F, (respectivement
de F,) que l'on rencontre lorsque 'on parcourt le cercle dans le sens donné par
Porientation, le triplet (x',y', 2") est bien ordonné.

— pour tout triplet de points bien ordonnés (x,y,z) du cercle, et pour un point x’
de F,, si l’on note y' (respectivement ') le premier point de F, (respectivement
de F,) que lon rencontre lorsque l'on parcourt le cercle dans le sens donné par
Porientation, le triplet (2',y',x") est bien ordonné.
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Démonstration. Le lemme revient & dire que, quitte a changer I'orientation de 1'un des
deux cercles considérés, la premiére propriété ci-dessus est vérifice. Etant donnés deux
points x et y du cercle, on note [z, y] Parc de cercle obtenu en parcourant le cercle dans
le sens donné par 'orientation depuis le point x jusqu’au point y. Fixons des points py,
p2 et p3 du cercle de sorte que le triplet (p1,p2,p3) soit bien ordonné. Rappelons que
chaque composante connexe du complémentaire d’un ensemble de la forme F, contient
pour tout point y distinct de x exactement un point de F), : sinon, il existerait une
composante connexe du complémentaire de F, qui ne contient pas de point de F, ce
qui n’est pas possible comme on I’a vu précédemment. Posons F), = {p{, 1<5< k}
de sorte que les triplets (p{_l,p{,pﬁl) soient bien ordonnés,ou les exposants sont pris
modulo k (rappelons que k désigne le cardinal de chacun des ensembles F,). On définit
alors, pour ¢ = 2 ou 3 et j entre 1 et k, le point p{ comme I'unique point de I’ensemble F,,
qui appartient au segment [p’, p/™'] (les exposants étant pris modulo k). Pour i = 2 ou
3, on a alors la propriété suivante : pour tout entier j entre 1 et k, le point p{ appartient
au segment [p} ", p}] (les exposants étant pris modulo k).

Quitte a changer lorientation du cercle, on peut supposer que le triplet (pi, p3, p3) est
bien ordonné. Dans ce cas, comme, d’aprés le lemme 7.6, toute composante connexe du
complémentaire de F), rencontre les Fj,. en un unique point, alors, lorsque 'on parcourt
le cercle dans le sens imposé par lorientation en partant du point pl, on rencontre
successivement les points pl,pd, p p? p3,p3,...,ps. Nous allons montrer maintenant
que la premiére propriété énoncée ci-dessus est vérifice. On considére un triplet bien
ordonné (1, xg, x3) de points du cercle. Il existe un élément f,, ., ., de G qui envoie le
point p; sur le point z; pour tout indice i. Rappelons que Fy, ) = ©(fay 20.25) (Fp;)-
Comme I'homéomorphisme ¢( fe, o.0;) Préserve l'orientation, on obtient que le triplet

de points (z1, 23, 21), 0it 27 = ©(fe, ep2s) (1)), est bien ordonné. De plus, si on parcourt

le cercle dans le sens imposé par Porientation en partant du point z}, on rencontre

successivement les points x1, 3, x} 23 22 22 ... 2% Ceci démontre Paffirmation. [

Lemme 7.8. La réunion des fermés F, est le cercle. Les ensembles F, constituent donc
une partition du cercle, d’apres le lemme 7.4.

Démonstration. Notons C' une composante connexe du complémentaire dans le cercle
de la réunion des fermés F,. Nous allons montrer qu’il existe un point de la frontiére
de C qui est inclus dans I'un des F}, que l'on note F,, : en particulier I’ensemble C
n’est pas fermé donc pas réduit & un point. Voyons pourquoi ce dernier fait implique le
lemme. Pour un point x du cercle, on note f, un homéomorphisme du cercle qui envoie le
point xq sur le point z. Alors les ensembles ¢(f,)(F,, UC) sont deux & deux disjoints et
d’intérieurs non-vides (le raisonnement est analogue a celui fait pour démontrer qu’une
composante connexe du complémentaire de F},, rencontre tous les fermés F,, pour x # xg
lors de la démonstration du lemme 7.6). On aboutit a une contradiction avec le fait que
le cercle admet une base dénombrable d’ouverts. Montrons maintenant le fait que nous
avons admis, a savoir qu’il existe un point de la frontiére de C' qui est inclus dans
I'un des F,. Choisissons un point 39 de sorte que I'adhérence de C est inclus dans
le complémentaire de Fj,,. On note C’ la composante connexe du complémentaire de
F,, qui contient l'intervalle C. On rappelle que, d’aprés le lemme 7.6, l'intervalle C"
rencontre chaque ensemble F), suivant un point pour un point x du cercle distinct de .
L’orientation du cercle fournit un ordre sur l'intervalle S' — {yo} : on dira que z < y si
le segment [z, y| ne rencontre pas le point yo. De méme une orientation de Uintervalle C”
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fournit un ordre sur C’. D’aprés les lemmes 7.7 et 7.4, il existe une orientation sur C” tel
que I'application £ qui, & un point = du cercle distinct de yg, associe le point F, NC" est
strictement croissante. Si I’on note xg la borne supérieure de I’ensemble des points x de
St —{yo} tels que le point £(x) est plus petit que les points de C, alors, nécessairement
&(xg) est adhérent & C, ce qui démontre le fait et termine la démonstration du lemme. [

Lemme 7.9. Chaque ensemble F, est réduit a un point.

Démonstration. Notons R,z la rotation du cercle d’angle 27 /3. Nous allons montrer
que si le cardinal k£ de chacun des ensembles F) est strictement plus grand que 1, alors
©(Ry/3)? est distinct de 'identité, ce qui est impossible.

Fixons un point xy du cercle et notons y, le point diamétralement opposé au point
x. D’aprés la preuve du lemme 7.5, il existe un élément f dans G, et un élément g dans
Gy, tels que Ry/3 = gf. Notons 21 = Ry/3(0) et £2 = Ry3(21). Enfin, notons :

Fp={2],0<j <k —1}
Fy(]:{yé,OSjSk‘—l} 7

ol les exposants sont choisis de sorte qu’il existe une orientation du cercle telle que,
si 'on parcourt le cercle en partant du point xJ, alors on rencontre successivement les
points suivants dans cet ordre :

0,0 .0 1 1 k-1
$17y0,l’2,$0,$17...,l’2 .
On a ici implicitement utilisé le lemme 7.7. Remarquons que, comme @(R1)(F,,) = Fy,,

alors : A ’
p(Ry)(xg) € {1,1 < j < k}.

Par définition du fermé F, , comme I’homéomorphisme f appartient a G,,, ’homéo-
morphisme ¢(f) fixe le point x). Par conséquent, on a : p(Ry3)(x)) = ¢(g)(z)). Or,
’homéomorphisme ¢(g) fixe les points de Fy, : il envoie donc le point z§ sur I'unique
point de F, inclus dans l'intervalle [y5~, y9] qui est 29. Sachant que :

-/

@) e {ali 1< 7 <k},

1
3

ol les indices sont pris modulo 3, et que ’homéomorphisme p(R1) préserve 'ordre, on

en déduit que :

Vio(Rus)(23) = 23, @(Rips)(a]) = o} et o(Ruys)(a3) = 23",

1
3

ol les exposants sont pris modulo k. Il s’ensuit que, si & > 1 :

d’ou une contradiction. O

La preuve du théoréme 7.1 est donc compléte.
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Annexe A

Appendice : perfection locale de
Diff3° (M)

L’objet de cet appendice est de démontrer le résultat suivant qui a été utilisé au
cours de la démonstration du lemme 1 :

Théoréme A.1. Soit M, une variété compacte connexe de dimension n. Fizons un
recouvrement ouvert (Uy)o<k<p de M constitué d’ouverts d’adhérences difféomorphes &
la boule unité de R™. Alors, pour tout voisinage Q0 de l'identité dans Diff" (M), il existe
un voisinage ) de Uidentité dans Diff* (M) tel que, pour tout difféomorphisme f de €V,
il existe des familles de difféeomorphismes (fi1)o<k<pi<i<sn €t (Gk.i)o<k<pi<i<sn dans €

tels que :
p 3n

£ =111 1]
k=0 I=1
et les difféomorphismes f; et gi, sont a support dans Uy.

Cette démonstration est une réalisation élémentaire de I'idée de Stefan Haller et Josef
Teichmann de décomposer un difféomorphisme en produit de difféomorphismes préser-
vant certains feuilletages (voir [30]). Elle repose de maniére essentielle sur le théoréme
KAM d’Herman sur les difféomorphismes du cercle. On remarque que cette propriété
démontre la perfection de Diff;°(M) et donc la simplicité de ce groupe. C’est donc une
alternative a la preuve de Thurston et Mather (voir [9] ou [6]). La démonstration donne
aussi la perfection locale (et donc la perfection) de Diff;°(R™) pour n supérieur ou égal
a 2 mais ne permet pas de conclure dans le cas n = 1.

D’aprés le lemme de fragmentation (voir [30] proposition 1 ou [9] théoréme 2.2.1 pour
une démonstration), pour tout réel n > 0, il existe « > 0 tel que, pour tout élément h de
Diff°(M), si d(h, Idy) < o, alors il existe une famille (h;)o<;<, d’éléments de Diff;" (M)
telle que :

supp(h;) C U;
h =TI, hi :
Vi e [0,p] NN, d(hi, Idy) < n

Il reste a effectuer la construction suivante. On se donne U, V, deux ouverts de
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R™, ot U est un cube d’adhérence incluse dans V', et un voisinage {2 de I'identité dans
Diff;°(V'). Nous allons montrer Iexistence d’un voisinage €' de l'identité dans Diff;"(U)
tel que, pour tout difféomorphisme f de 2, il existe des difféeomorphismes fi, fo, ..., f3n
dans 2 tels que :

[ = [f1>f2] o [f3, f4] ©...0 [an—lvan]~

Pour montrer cette derniére propriété, la stratégie sera la suivante : on va commencer
par décomposer un difféomorphisme f proche de l'identité en tant que produit de n
difféeomorphismes qui préservent chacun les feuilles d’un feuilletage en droites. Chacun
de ces feuilletages en droites de U va étre considéré comme une partie d’un feuilletage
en cercles d’'un anneau inclus dans V. Il suffira ensuite d’appliquer (soigneusement) le
théoréme d’Herman sur les difféomorphismes du cercle pour conclure que chacun des
difféeomorphismes apparaissant dans la décomposition de f s’écrit comme produit de
deux commutateurs constitués d’éléments qui peuvent étre choisis aussi proche que ’'on
veut de l'identité tant que f est suffisamment proche de 'identité.

Détaillons maintenant les arguments ci-dessus. Pour un entier k entre 1 et n, on
note Fj le feuilletage constitué de l’ensemble des droites paralléles au k-iéme axe de
coordonnées. On note Diff°(U, F)) l'ensemble des difféomorphismes de U & support
compact et compactement isotopes a l'identité qui préservent les feuilles du feuilletage
F}.. Construisons par récurrence sur k une application définie et continue sur un voisinage
de Tidentité ¢ : Diff°(U) — Diffg°(U, Fy) telle que ¢ (Idy) = Idy et telle que, pour
un difféomorphisme f suffisamment proche de l'identité :

profodi(f) oda(f) o odk(f)h = pr

ou py désigne la projection sur les k& premiéres coordonnées. Supposons ¢1, o, ..., O
construites. Posons, pour un difféomorphisme f de Diff°(U) proche de lidentité et
pour x dans wu :

foor(f) P oda(f) o odr(f) (@) = (21, ., 2k, a1 (2), frya(), ..o, ful2)).

On définit alors ¢y par :

Vo € U, gpy1(f)(@) = (21, Thy frr1(2), Tg2, -, Tn)

pour f suffisamment proche de l'identité, ce qui conclut la récurrence. Les applications
¢ ainsi construites sont C'*°, valent l'identité en l'identité et vérifient :

f=0n(f)odna(f)o...00:(f).

Fixons un entier k. On considére comme prévu un plongement :

Y RFIXR/Zx R™F -V

qui envoie (—1,1)F 1 x (=1,1) x (=1,1)" " sur U et le feuilletage constitué¢ des droites

paralléles au k-itme axe de coordonnées de (—1,1)"1 x (=1, 1) x (=1,1)" sur le
feuilletage constitué des droites paralléles au k-iéme axe de coordonnées de U. Le difféo-
morphisme ;" o ¢ (f) o 1y est alors identifiable & une famille (& n — 1 paramétres) de

diffsomorphismes du cercle. On écrit pour des éléments (z,t,y) de RF"1 x R/Z x R"F :

wk_l o Qbk;(f) © ¢k<m7t7y) = (I,g(l’,y)(t),y),
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ot g : R"! — Diff;°(R/Z) est une application continue qui vérifie :

gle,y) = 1d
lorsque (x,y) ¢ [—1,1]""1.

Il reste a écrire g(x,y) en tant que produit de commutateurs d’éléments de
Diff;°(R/Z) proches de l'identité qui dépendent de maniére C™ de z et de y, dont les déri-
vées par rapport a x et a y sont petites et qui valent I'identité lorsque (x,y) & (—2,2)" 1.

Le lemme suivant est di & Haller et Teichmann (voir [31], exemple 3) :

Lemme A.2. Pour tout voisinage W’ lidentité dans Diff°(R/Z), il existe un voisi-
nage W de lidentité dans Diff°(R/Z), des difféomorphismes A, B et C de W' et des
applications

a,b,c: W — Diff " (R/Z)

de classe C*°, qui valent ’identité en 'identité, et vérifient, pour tout h de W :

h = la(h), Al[b(h), B[c(h), C].

Remarque. La démonstration de ce résultat repose sur le théoréme d’Hermann pour
les diffeomorphismes du cercle. De plus, on peut supposer que A, B, C' sont des éléments
de PSLy(R) C Diff°(R/Z).

Fin de la démonstration du théoréme. Notons ) : R" ! — R une application C*
a support dans (—2,2)""! qui vaut 1 sur un voisinage de [—1,1]"~. On choisit alors un
voisinage W' de l'identité dans Diff;°(R/Z) de sorte que, pour tout diffeomorphisme D
de W', si Pon note D application définie par :

Y(z,t,y) € RF! x R/7Z x R, D(a:, t,y) = (z, ANz, y)D(t) + (1 — Mz, y))t,y),

alors D est un diffecomorphisme de R*~! x R/Z x R"* a support compact et 9, 0 Do), !
appartient au voisinage  de 'identité dans Dif f5°(V).

Lorsque f est suffisamment proche de l'identité, g(z,y) appartient, pour tous z et y,
au voisinage W de l'identité donné par le lemme précédent. On obtient alors que, pour
(z,y) € RFIx R+

g(z,y) = la(g(z,y)), Allb(g(z,y)), B] o [c(g(=,y)), C]

puis que

g(z,y) = [alg(z,y)), Az, y)][blg(z, ), B(z,y)] o [c(9(z,y)), C(z,y)]

En effet, sur [—1,1]""!, on a A(z,y) = A, B(z,y) = B et C(z,y) = C, et, hors de
[—1,1]"7, les deux membres de I'égalité valent l'identité. Ainsi, le difféomorphisme
Uit o ¢p(f) o by s'écrit comme produit de 3 commutateurs d’éléments de 2, lorsque f
est suffisamment proche de l'identité. Un difféeomorphisme f proche de I'identité s’écrit
alors comme produit de 3n commutateurs d’éléments de €2, ce qui démontre le théoréme.
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Appendix: a C'-fragmentation lemma
for diffeomorphisms

In this appendix, we will prove the following general proposition:

Proposition B.1. Let M be a compact surface, possibly with boundary and (U;)1<i<n be
a finite open covering of M. Denote by d a distance on Homeoog(M) compatible with the
C°-topology. Then, for every e > 0, there exists a > 0 such that, given a diffeomorphism
fin Diffg(M) satisfying d(f,Idy) < «, there exist diffeomorphisms fi, fo, ..., fn such
that:

- f=fiofao...0f,.

~ for every index i, supp(f;) C U;.

—d(f;, Idy) < e.

To prove this proposition, we will need the following extension lemma.
The half-closed disk is the subset of R?:
{(z,y) eR* x> 0and 2° +y* < 1}.

Lemma B.1. Let U be an open set, ' be a closed set in M and N be an open neigh-
bourhood of F. Let K be a subset of U which is C*°-diffeomorphic to a closed disc if
KNOM =0 or to a half-closed disk if K NOM # (). Then, for every e > 0, there exists
B > 0 such that, given a diffeomorphism f in Diff((M) satisfying d(f,Idy) < B and
f = 1Idy on N, there exists a diffeomorphism g in Diff{(M) such that:

— supp(g) C U.

— f =g in a neighbourhood of K.

— g = Idy; in a neighbourhood of F.

- d(g, [d]u) < €.

Let us see first how this lemma implies Proposition B.1.

Proof of Proposition B.1. First, we claim that it suffices to prove the proposition when
each open set U; is homeomorphic to an open disc. Indeed, suppose the proposition
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holds for a covering by open disks. Take an arbitrary finite covering (U;)1<i<,. Then
we can find a covering by open disks D;; with 1 <¢ <mn and 1 < j < k; such that D, ;
is included in U;. Then, if f is a diffeomorphism of M sufficiently close to the identity,
there exist diffeomorphisms f; ; close to the identity such that:

supp(fi;) C D .
f:f1,10f1720---0f1,k1Of2,10---0fn,kn

It suffices to take f; = fi10 fiao...o0 fito conclude the proof for an arbitrary finite
covering.

Suppose now that each open set U; is homeomorphic to an open disc. For each index
1, take a subset K; of U; diffeomorphic to a closed disc in such a way that:

U K; = M.

1<i<n

We show by induction on ¢ the following statement (the case i = n proves Lemma B.1):
for every € > 0, there exists @ > 0 such that, given a diffeomorphism f in Diff((M)
satisfying d(f, Idy) < a, there exist diffeomorphisms fi, fo,..., fi in Diffj(M) such
that:

L. f=fiofyo...0 f;in aneighbourhood of |J;; K;.

2. V5 <4, supp(f;) C Uj.

3. d(f;, Idum) < e
The above statement is true for 7 = 1 by lemma B.1. Suppose the above statement holds
for an integer i. Fix € > 0. Let [ be given by Lemma B.1 applied with F' = Ujgi K;,
K = K;y1 and U = U;;,. Using the induction hypothesis for small enough ¢, there
exists a > 0 such that if we take a diffeomorphism f a-close to the identity, we can
get a family of diffeomorphisms (f;)1<;<; which satisfies 1., 2., and 3. and such that
fitofho...oftofis B-close to the identity. By Lemma B.1, we can find a
diffeomorphism f;,; in Diff{(A) such that :

L. supp(fit1) C Uisa.

2. firn=ftoflo...of " ofin aneighbourhood of K;;.

3. fir1 = Idyr in a neighbourhood of |J,; Kj.

4. d(fiz1, Idy) <e.

The properties 2. and 3., together with the induction hypothesis imply then that f =
fio fao...o fir1 on a neighbourhood of K. This concludes the proof. O

j<i+1

To prove Lemma B.1, we need some specific extension lemmas. The first lemma is
proved in the appendix of [15] by M. Khanevsky.

Lemma B.2. Let € > 0, ¢ € (0,1), r € NU {oc}. Consider a finite union of closed
intervals I C S. Then there exists o > 0 such that, for every C"-embedding f :
S x (—e1,€1) — St x (—=1,1) which satisfies:

{ d(f,Id) < a
flIX(—El,el) = Id ’

there exists a diffeomorphism g in Diffy(S' x (—1,1)) such that:
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1. d(g,1d) < €
2. g|stxo = f|Sl><O
3. g|]><(_171) = Id

The following lemma deals with embeddings of the annulus which preserve a circle.

Lemma B.3. Let ¢ € [0,1), r € NU {oo} and I denote a finite union of closed
intervals in S'. Denote by f a C"-embedding of S*' x (—ey,€1) in S x (=1,1) which fizes
pointwise S* x {0} and I x (—e1, e1). Then, for any € > 0, there exists a diffeomorphism
g in Diff((S' x (=1,1)) fizing pointwise S' x {0} which satisfies:

1. g = f in a neighbourhood of S* x {0}.

2. d(g,Id) < e

3. g|[><(_171) = Id.

Proof. Consider € > 0 such that the product of two diffeomorphisms in Diffj(Rx(—1,1))
¢’-close to the identity is e-close to the identity. We will first find a diffeomorphism ¢,
¢-close to the identity which preserves the foliation with leaves S* x {y} and for which,
for e, > 0 small enough, g;* o f preserves the germ at S' x {0} of the foliation with
leaves {x} x (—1,1). Then, we will find a diffeomorphism g, €’-close to the identity
which equals to g; ' o f on a neighbourhood of S' x {0} and take g = g; o gs.

Take 0; < €; such that f~1 is well defined on S' x (—dy,4;) and, if the expression of
f~!in coordinates is given by:

f_l : Sl X (—51,(51)
(z,y)

St x (—1,1)
(u(z,y), v(z,y)) ’

_>
'_>

then:
lu(z,y) — x| <€
(%(x y) >0

Denote by u, "' the inverse of u(.,y). Denote by A : (=1,1) — [0, 1] a C*° map which is
supported in (—d7,07) and is equal to one on a neighbourhood of 0. Now, define:

V(z,y) € S' x (=d1,01), {

1,1) — S'x (=1,1)
M)+ (1= Ay))z,y)

P (=
(z,y) H ( (y)uy
In other words, when y is close to 0, gi(x,y) is the point with ordinate y which meets

f{z} x (=61,61)). For eo > 0 small enough, the map g; satisfies then the following
properties:

1. Vo € St gt o f({r} X (=€, 62)) C {x} x (—1,1).
2. d(g1,1d) < e.

3. 91 lIx(~1,1) = Id.



APPENDIX B. APPENDIX: A C°-FRAGMENTATION LEMMA FOR DIFFEOMORPHISMS 155

Now the expression of the embedding f; = g; ' o f in coordinates is of the form:

f1:S! X (—€g,62) — St x (—1,1)
(z,9) = (z,w(z,y)

Consider the isotopy, defined for ¢ in [0, 1]:

fi: St x (—e€1,61) — St x (=1,1)
(z,y) = (2,(1 =ty +tw(z,y))

The vector field associated to this isotopy is:

X(t,) = S )

It is defined for all ¢ in a time-independant neighbourhood of S' x {0} which we denote
by St x (—6,,d,). Observe that this vector fields vanishes on S' x {0} and on I x (—d,, 83).
Take 0 < d3 < d5 such that:

sup X (t,z,y)|| <€
(t,x,y)e[o,l} xSt ><(—(53,53)

Now, let A : R — [0, 1] be a C* function supported in (—ds,d3) which is equal to 1 on
a neighbourhood of 0. Define a vector field Y on S' x (—1,1) for ¢ in [0, 1] by:
~Y(t,z,y) = My)X (¢, z,y) if (z,y) € S! x (=03, d3).
- Y(t,x,y) = 0 otherwise.
Then, if we denote by go the time 1 of the flow of Y, the diffeomorphism g, satisfies the
following properties:

1. g» = f1 in a neighbourhood of S x {0}.
2. d(g2,Id) < €.

3. 92 |1x(-1,1) = 1d.
Now, the diffeomorphism g = g; o g5 satisfies the required properties. O]

Now, we are ready to prove Lemma B.1 in the case where K N oM = ().

Proof of Lemma B.1 in the case where K N OM = (). Consider a tubular neighbouhood
of K sufficiently small so that, after identification of this neighbourhood with 0K x
(—1,1) C U, there exists I, a finite union of intervals of K, such that FNOK x(—1,1) C
I'x(—1,1) C N. Choose ¢ > 0 so that the product of two diffeomorphisms in Diff{(M)
¢'-close to the identity for the C° distance d is e-close to the identity. By applying
successively Lemmas B.2 and B.3 to a diffeomorphism f sufficiently close to the identity,
we find a diffeomorphism ¢; with support included in U which satisfies:

d(gi,1d) < ¢
d(gyto f,Id) <€

,which coincides with f in a neighbourhood of 9K and which fixes a neighbourhood of
F. Denote by go the diffeomorphism which is equal to g; ' o f on K and to the identity
elsewhere. The diffeomorphism g = g; o g satisfies then the required properties. O
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To prove the case K N OM # () in Lemma B.1, we need a few extra lemmas.

Lemma B.4. Let J be an open interval in R, J' be a closed subinterval of J and I be a
finite union of closed intervals in R. For any € > 0, there exists o > 0 such that, given
a C" increasing embedding f: J — R x {0} C R x [0,1) with:

—d(f,1d) < «

= Jfuns = 1d,
there exists a diffeomorphism g in Diff((R x [0,1)) which satisfies:

1. g1yxg0y = florx{0}-

2. d(g,1d) < e.

3. g|]><[071) = Id.

Proof. Let us take a < min(e, d(J', J¢)), where J¢ is the complementary of J in R. Take
an embedding f as in the hypothesis of the lemma. Consider the isotopy:

h:[0,1] x Jx[0,1) — Rx]0,1)
(z,y) = (L=t +1f(x),y)

and denote by h; the embedding h(t,.). The vector field associated with this isotopy is:

X(t,w,y) = == (h; ' (,9)).

Notice that X (¢,.) is defined on hy(J x [0,1)) which contains a neighbourhood of J" x
[0,1) by the choice of a. Then, by multiplying X by a C* function supported in a
neighbourhood of J' x [0, 3] and which is equal to one on a smaller neighbourhood of
J' x |0, %}, we obtain a compactly supported vector field on R x [0,1) whose time one
flow satisfies the required properties. O

The following lemma is analogous to Lemma B.3.

Lemma B.5. Let ¢, € [0,1), r € NU {00}, J be an open interval in R, J' be a closed
interval included in J and I denote a finite union of closed intervals in R. Denote by f
a C"-embedding of J x [0, €1) in Rx[0,1) which fizes pointwise J x {0} and INJ x[0,¢€).
Then, for any € > 0, there exists a diffeomorphism g in Diff((R x [0, 1)) fizing pointwise
R x {0} which satisfies:

1. g = f in a neighbourhood of J' x {0}.

2. d(g,Id) < e.

3. g|1><[0,1) = Id.

Proof. This proof is almost the same as the proof of Lemma B.3. Consider ¢ > 0 such
that the product of two diffeomorphisms in Diffj(R x |0,1)) ¢-close to the identity is
e-close to the identity. We will first find a diffeomorphism g¢; €’-close to the identity
which preserves the foliation with leaves R x {y} and for which, for €5 > 0 small enough
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and x in a neighbourhood of J', g; ' o f({z} x [0, €2)) C {2} x (=1,1). Then we will find
a diffeomorphism g, €-close to the identity which equals g; ' o f on a neighbourhood of
J' x {0} and take g = g1 o go. Suppose the expression of f~! in coordinate is given by:

1T x[0,6) — Rx(—1,1)
(z,y) = (u(z,y),v(z,y)

Take 6 < €, and an open interval J” with J' C J” C J” C J such that:

—zx| <€
v x’ 6 JI/ X 0,5 7{ ‘%(‘r?y) 'r’
(z,9) [0,9) g_x(x’y) >0
Denote by w, the function u(.,y). Let A : R — [0, 1] be a C* function supported in
(—0,0) and which is equal to one in a neighbourhood of 0. Consider the embedding:

h:J"x[0,1) — Rx]I0,1)

@w)Hé{Egbﬁﬁﬁéswmf@%wﬁy§5

It coincides with f on a neighbourhood of J” x {0}. We now have to extend it in the
horizontal direction in order to have a diffeomorphism. To do this, we consider the
isotopy (for ¢ in [0,1]):

hy:J" x[0,1) — J"x[0,1)
(ZL‘,y) = ((1—t)x+tu/(x,y),y) ’

where u is the first coordinate of h. It suffices then to cut the vector field generating
this isotopy by a C'*° function to obtain a compactly supported vector field defined on
R x [0,1). Then the time one of the flow of this vector field gives a diffeomorphism g,
of R x [0,1) which satisfies the following properties:

1. for z in a neighbourhood of .J’, g;* o f({z} x [0,€)) C {x} x [0,1).
2. d(g1,Id) < €.

3. g1 |1x0,1) = Id.
The construction of g, is done exactly the same way as in Lemma B.3 : consider a
well-chosen isotopy which joins the identity to f; = g; *o f, the vector field generating it
and cut this vector field outside a neighbourhood of J’ x {0} to get a global compactly
supported vector field. Take the time one of the flow of this vector field. Then, it suffices
to take g = g1 0 ¢o. O

Now, we can finish the proof of Lemma B.1 by treating the case where K NOM # ().

Proof of Lemma B.1: case where K N OM # (). We will just explain what has to be
taken care of in this proof which is analogous to the proof of the case where 0K NM = ().
Take the diffeomorphism f sufficiently close to the identity. By using Lemma B.4, we
may find a diffeomorphism g; C%close to the identity which coincides with f on a neigh-
bourhood in M of 0K N OM. Then, we use Lemma B.5 to get a diffeomorphism g
CP-close to the identity which coincides with g;' o f on a neighbourhood V in M of
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OK NOoM. Let W be a neighbourhood of 0K N M whose closure is included in V.
Consider then a simple closed path v : S = [0,1]/Z — M which satisfies:

{ (-3 i) ook —-w
V(SY) C (OK UW) — M -

By applying the first case of Lemma B.1 with K’ the interior of the Jordan curve ~y
and F’ the union of F' with the closure of W, we may find a C"-diffeomorphism g3
CPclose to the identity which is equal to g;' o f in a neighbourhood of K. Then we
take g = g1 0 g2 0 g3 to end the proof. m
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