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INTRODUCTION.

Une application de la sismologie est de prévenir et de réduire les dégats engendrés
par les séismes. Les connaissances actuelles du phénomeéne nous permettent d’appréhender
certains aspects du risque sismique. En effet, nous avons une connaissance de mieux en
mieux établie sur la propagation de la rupture, la propagation du mouvement dans les
structures régionales (lithosphére), la génération des mouvements forts dans les structures
locales (bassins) et la réponse des batiments. Les outils d’observation existent pour ces
problémes (la sismométrie en grande partie). Ainsi, il est possible de travailler précisément
sur des cas, voir de retravailler & postériori dessus. Cette branche de la sismologie étudie le
tremblement de Terre au moment ot il se produit, avec tous ses effets. En complément, les
analyses sismotectoniques, géologiques et géodésiques (identification des failles actives et
des mouvements tectoniques) permettent de déterminer des zones exposées. Récemment,
on s'est dirigé vers I’évaluation du risque, & court et & moyen terme, dans les zones
environnant les grands séismes. En effet ces derniers, par la perturbation du milieu qu’ils
apportent aux alentours, déclenchent des répliques de plus petite taille (leur nombre peut
gtre prédit grice aux observations passées). Cette autre branche de la sismologie étudie,
d’une certaine maniére, le “climat sismique”.

Poursuivons briévement avec cette analogie météorologique. Une branche de la sis-
mologie qui ne rencontre pas de succés notable est celle de la prévision du “temps sismique”.
Autrement dit la prévision d’un séisme imminent (dans I’heure ou la seconde). On peut
évoquer des raisons & cet échec. La premiére est qu’on ne connait pas bien la physique du
déclenchement des séismes. La seconde est que, ne connaissant pas cette physique du dé-
clenchement, on ne sait pas ce qu’il faut observer pour tenter de la comprendre. Peut-étre
ne se laisse-t-elle pas facilement observer par une signature accessible a notre appareillage
de mesure? La seule chose que I'on peut supposer, c’est qu’un séisme prend sa source
dans une instabilité. A partir de 13, deux tactiques peuvent se dessiner. Avec l'une, on
cherche & déterminer le moment de I'instabilité. Dans ce cas, il faut connaitre beaucoup
de parameétres concernant la faille et le milieu environnant pour calculer son évolution
vers l'instabilité et prédire ce moment critique. Avec ’autre, I'instabilité elle-méme est un
précurseur, non sismique, qui laisse du temps et de I'espace pour étre observée. C’est dans
cette piste que nous nous engageons.

Cette thése est donc entiérement consacrée i la description de l'initiation de la
rupture sismique vue comme une instabilité. Les outils seront analytiques et numériques.
Le modéle d’instabilité est essentiellement mécanique: deux milieux continus élastiques
en contact dynamique, le long d’une surface plane. En conséquence, le comportement
de ce modéle résultera du couplage des propriétés élastodynamiques des milieux et des
propriétés de la loi constitutive de frottement au contact.

Dans le domaine de la mécanique, on étudie plus classiquement des problémes de
contact et de frottement d’un corps déformable sur un corps rigide. Cette configuration
non symétrique occasionne des variations de la contrainte normale, qui produisent des
baisses locales de la résistance au cisaillement et engendrent une source d’instabilité.




3 INTRODUCTION.

Dans le domaine géophysique, une faill
quasiment identiques. D’autre part on
Ces deux hypothe

e est une frontiére entre deux milieux déformables

considére souvent que la faille est presque plane.
Ses peuvent €tre remises en question m

niére bréve dans cette thése. Cette configuration symétri
de la contrainte normale. La source de I'instabilité doit étre cherchée ailleurs. Nous la
trouvons simplement dans Paffaiblissement de la, résistance au cisaillement de la faille,
par le glissement relatif des deux lévres de la faille. De plus, comme nous le VErrons, non
seulement nous introduirons un frottement variable (un affaiblissement ou adoucissement)
mais nous serons obligés de tenir compte des finesses de sa variation.

La thése comporte quatres chapitres. Le premier est un chapitre d’introduction au
modeéle d’iitiation. On conduit une discussion sur les expériences de laboratoire et les
modéles élémentaires qui nous ameéne a notre modeéle d’initiation. Dans le deuxiéme,
nous établissons des résultats théoriques et analytiques pour les problémes d’initiation
bidimensionnels fondamentaux. C’est 1a que nous montrons le caractére non sismique
ou non radiatif de I'initiation. Dans le troisiéme, nous généralisons nos méthodes aux
problémes tridimensionnels et nous présentons des expériences numeériques qui peuvent
servir de base de travail et de reflexion sur la problématique de I’observation de Ja phase
d’initiation. Dans le quatriéme et dernier chapitre, nous présentons une technique de mise
a I’échelle de la loi de frottement. Up des faits importants est qu'un processus d’initiation
sur une faille ayant une loi de frottement simple mais localement hétérogéne peut étre

reproduit globalement au moyen d’une loi de frottement plus complexe (non-linéaire) mais
homogeéne.

ais nous ne le ferons que de ma-
que n’engendre pas de variation
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e est suivi d’une bibliographie générale et récapitula-

Chapitre 1

QUEL MODELE PHYSIQUE POUR
L’INITIATION?

Dans ce chapitre, nous évoquons une partie de _la pz'oblémathuedc}ias ?0?;1:13018
tremblements de Terre et la justification de notre chm?{ pour uotre_mo éle ;n b ue.
Cette question n’est pas aisée car elle recouvre des prob]emajmques qui ne setrei;) fl)leqti(éns
relativement rarement. Autour des tremblements ;le Terr.e,' é(lé};tal ;11; ;‘g:llsnli nr(;) ko Er ngpli_

les récurrentes: la nature des séismes, la sismicité et 3 .

Eii?ir;i?zjetjuﬁon peut souligner dans l’étaiz actuel des 1'echerc.hes. %_e n‘“:;()‘dzi ;1]; SZIS:lIélj
le plus couramment admis et utilisé est celui d’un cr?d(?k, une (_11scon imln é d’une% Sgs,urc
d’une chute de contrainte et se propageant dans un milieu co.ntlnu. 0}3 3 Oligg D e
ou faille pré-définie. On peut consulteg Fr;:‘undd(lﬁgl(}) (;);1 I:?i(;ticmfzi; :;2 nslgnéairef our une
: s aspects théoriques. I'introduction de lois ot -

}Zi\ﬁ;ead?)erm};s de modéliser d’autres phénoménes propagatifs E!le-com?é?;{ssst :ﬁ;ﬁﬁ;i&?
“pulse” (Perrin et al. (1995)) et des phénomeénes dei fluage, de nucdea, ion &f S o 160
e o e oo (1992(31 o ei{ eI'nple)d. Re;i“;?g}:;é‘; dzelzsﬁssure ou de la faille

e la non symétrie des matériaux de p . : b

iiilzosslgin%‘ier des ins)izabilités et des phénomeénes pr(})pagatlf? méme lorsque’ﬁi:l:::izz
est en dessous du seuil de rupture. Il faut note_r que ’hypotheése delnon syéI’lel o ooy une
hypotheése fréquente en mécanique.dOnDy étudie pluls cogzglon;egs 1: 22:1 fralil; Jolde de

; sur un solide rigide. Dans ce cas, la va 613 montiad :
iif;éledslifzzzagziznt de fl'ottemeit constant est le moteur fl"une 1nsta,b111t(;. Sur ;;e;”?z
il existe beaucoup de travaux mathématiqlfes et' / ou numériques. 0;1 pe]ig é);)re}; o ;)US
se référer & des études de Duvaut (1980), Kikuchi (1_988), _A.la:rt & Le on. ( 7) ot Raous
et al. (1988). Pour des problémes dynamiques ou d’mstabhtes on peuiu{ ‘consuttzl i
& Oden (1983), Oden & Martins (1985), Raous & Barbarin (1995) et aous et al. un(;

Pour la génération de la sismicité en général et pour le.cycle 31.51‘1;1(1116 fss;;l une
faille, on trouve des modeéles physiques trés confeptuels faisant mterlveml: Eslalh:r;lent e
cellulaires, les transitions de phase (Sornette & born\ette (1990)) et p! lus g(‘: ‘ges, e e
méthodes de la physique statistique. Parmi ces modéles conceptuels, } exl.s.e.d avec .
mécaniques a base de nappe de masse-ressort frottant sur une sur aceR]:"lgl &eBen_Zion
lois de frottement non-linéaires (par exemple Carlson. & _Langer (1989}): 5 ,1ce]3ane en-Zion

(1996) proposent un modéle assez réaliste de cycle sismique sur une faille p )
ili tinu en élastodynamique. \
mlheUE(I:L(')ﬁnnJ pour ce qui est de la prévision des f;éis.m_esj on recourt (sz.ms -Sl-lf/céstn:iaggf
jusqu’a présent) & des études statistiques de la 51sm1c1te. parce que la 5151:11_1(::1 efc? -
servable commode et abondant. Les techniques de prévision essaient :’—LL-ISSI e a,lllll? p;t)
{;ilx précurseurs chimiques (Takamori et al. (1999)) ou électromagnétiques (Vallianatos
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and Tzanis (1998)). Le probléme est qu’on n’a jamais pu observer & I’avance un mou-
vement précurseur d’un séisme. Dans nos connaissances actuelles, il manque un modéle
cohérent d’initiation de la rupture qui permette d’interpréter certaines observations et
surtout de guider les observations futures. Depuis les expériences de nucléation et de rup-
ture dynamique en laboratoire sur des blocs de roche (voir Ohnaka & Shen (1999) pour
de récents travaux sur des rugosités différentes), on peut observer localement la prépa-
ration d’une rupture dynamique. (Pest partir de ces expériences que nous concevons
le modéle d’initiation de la rupture dynamique. Ce modéle fait intervenir les propriétés
élastodynamiques de la roche, couplées 4 une loi de frottement non-linéajre et dépendante
du glissement dans la faille.

Dans la premiére section, nous présentons un peu plus en détail les travaux ex-
périmentaux en laboratoire concernant la phénoménologie de la rupture et les lois de
frottement en géophysique. Selon le mode expérimental on obtient des modéles de loj de
frottement dépendante de la vitesse de glissement et “rate-and-state” (Dieterich (1979)) ou
dépendantes du glissement (Ohnaka et al. (1987)). Nous présentons aussi les différences
qualitatives fondamentales entre deux modéles simples mettant en jeu des lois de frot-
tement non-linéaires: le masse-ressort et la plaque élastodynamique unidimensionnelle.
Lorsque la plaque élastodynamique glisse avec une loi de frottement dépendante de la
vitesse de glissement, la solution peut ne pas étre unique et il faut faire appel & un critére
de choix. La convention de retard maximal semble la plus appropriée. Malgré tout, la
solution reste discontinue et il n’y a pas de temps d’initiation (il est nul).

Dans la seconde section (voir Favreau et al. (1999)), nous montrons que les lois
de frottement “rate-and-state” constituent une régularisation des lois de frottement en
vitesse en élastodynamique unidimensionnelle. Gréce a elles, le probléme admet une so-
lution unique et continue. Le parameétre de glissement critique L contenu dans les lojs
de frottement “rate-and-state” fourn; un temps d’initiation. Lorsque ce paramétre tend
vers 0, la loi “rate-and-state” tend vers une lo; dépendante de la vitesse et nous montrons
numériquement que la solution converge vers la solution déterminée par la convention de
retard maximal. Ainsi en élastodynamique, la phénoménologie de I’initiation de la rupture
est intimement liée & P’existence d’un glissement critique. En ce sens, elle est fondamen-
talement liée aux processus de frottement s’affaiblissant en fonction du glissement. Cette
conclusion théorique, ajoutée aux résultats des expériences de Ohnaka et al. (1987), nous
amene a concevoir I'initiation comme |a, perte de stabilité en élastodynamique par 1’affai-

blissement du frottement interne de la faille ou de la fissure en fonction de son glissement
relatif.

1.1 Le solide déformable et la loi de frottement.

1.1.1 Deux familles de lois de frottement expérimentales en géo-
physique.

Depuis que I’on a associé le séisme 3 un glissement saccadé sur une interface ou un
plan de faille (Brace & Byerlee (1966)), les lois de frottement sont devenues nécessaires.
En effet la génération dun glissement brutal & partir d’un équilibre stable nécessite ’in-
troduction d’un comportement instable dans les modéles de séisme. Les caractéristiques
de cette instabilité vont dépendre de la loj de frottement comme I"ont suggéré de nom-
breux auteurs, d'une part Okubo & Dieterich (1984), Scholz (1990) et Ohnaka (1996)
dans le cadre expérimental et d’autre part Rice & Ruina (1983) et Ruina (1983) dans le
cadre théorique. Comme il s'agit de problémes de contact entre deux solides élastiques de
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mémes propriétés, la contrainte normale reste constante dans la plupart (ttlzs Il)rof(f:e§§Fs et
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Z‘llissement imposée, utilisé par Mair & Marone (1999). La taille des échantillions

est de 'ordre du centimétre.
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Il y a peu de temps, ces expériences étaient 1
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. ‘_9 i ~ 76 -
ga:bﬁis (10d m/l 5 af 1_(;1 mM/S) qui correspondent a des conditions de glissement stable ou
age dans les lailles. Maintenant, les gammes de vites i
ans los ; : les ga se de glissement ont augmenté
Le type de résultat systématiquement obtenu est montré sur la figure 1.2. On vériﬁ;ga Clair(;

ment la phénoménologie 6 ieteri
. proposée par Dieterich (1979). L’une d ié ' i
analytiques de ce comportement est la suiva,nte:( ; " e premicres formulations

#= o+ aln(V/Vo) + bIn(Vo0/L) avec a > 0,6 > 0,Vy > 0. L > 0
df/dt = —(VO/L)In(VO/L) (1.1)

- zi& plie;m}ere vue, dans li.l formulation (1.1) le terme en a traduit effet stabilisateur et
" d(-i.flgl d’neple a vitesse de glissement tandis que le terme en b traduit Peffet déstabilisateur
. 1 Zre.—fu ( us e{j;&i(:t&;?;n;, c?mme le glissement stationnaire (steady state) est donné par
ss = o+ (a—=5b)1In 0), c’est le coeflicient a — b qui d g ili
ss = fho+ (a 0), © | qui donne la tendance déstabilisatri
car il est généralement négatif. La variable d’état 0 traduit I'état de la surface del éi?ltr;z{te
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Mair & Marone (1999) sur la figure 1.2. A grande vitesse (1 a 10mm/s), la gouge voit son
épaisseur diminuer et le niveau moyen du coefficient de frottement baisse fortement avec le
déplacement. Cette observation suggere que ’affaiblissement du coeflicient de frottement
avec le déplacement est peut-étre la phénoménologie Ja plus importante dans un proces-
sus dynamique ot la vitesse de glissement va effectuer un saut de 9 ordres de grandeur.
Le deuxiéme reproche est relatif a la formulation de la loi de frottement. D’abord elle
découle du mode expérimental restreint et ensuite elle est, a la base, une loi de frottement
dépendante de la vitesse de glissement. Or, comme nous allons le voir plus loin, une loi de
frottement dépendante de la vitesse de glissement ne permet pas de donner un temps a
instabilité dans le cadre de I’élastodynamique (ce temps est nul). C’est le glissement cri-
tique L qui le donne. Encore une fois la variable “glissement” prend une importance aussi
fondamentale que la variable “vitesse de glissement”. Finalement les lois de frottement du
type (1.1) ont Pavantage d’exhiber les deux dépendances; mais peut-étre pas dans les bons
rapports lorsqu’il s’agit de processus autres que le fluage stable, c’est & dire I'initiation et
la rupture dynamique.

Un peu a Popposé de cette école, Ohnaka et al. (1987) proposent de mesurer in situ
les variables physiques (glissement, vitesse et contrainte) lors d’expériences d’initiation et
de rupture dynamique. Le dispositif est montré sur la figure 1.3. Les blocs de roche sont
équipés de capteurs de déplacement et de déformation. Le systéme est soumis & un taux

de chargement constant jusqu’a la rupture sur I'interface.

Fixed
~ crosshead

Column ' . B |

’ s123
Movable :> Block A 1 Block B
crosshead . st1LO5 < :3
Waeak Junction —=|
: s10 )
sl Force transducer (VFT)
splacament .
transducer I'_jr> 593 <":|
Rock sample 30 5|T. D8
P Fixed plate o= [} B k]
8 ] ST 3
Fixed plate 20 it % :: 3 -
| Actuator for E ' 8 U sssfLoal
lateral piston s
. .
Column
[ Force {ransducer {LFT} EZD s¢ 3L o2 o
53]
Actuator for ::> s2 3|1 01 <:]
vertical piston l g -

250 mm

Scale: 300 mm
e

Fic. 1.3 — La presse et les capteurs locaux de la déformation et du déplacement
dans les expériences de Ohnaka & Shen (1999).

Sur la figure 1.4, on peut observer la chute de contrainte progressive sur 'interface.
Une zone de glissement se localise sur la gauche au niveau des capteurs S1 et 52. Le
capteur S3 enregistre la concentration de contrainte avoisinant la zone de glissement.
Pendant tout ce temps (¢ < 0.6s), le glissement augmente en amplitude sans vraiment
s’étendre spatialement. Autour de t = 0.6s, la zone de glissement s’étend rapidement
jusqu’au capteur S3 et la contrainte vient se concentrer sur le capteur S4. Enfin, pendant
la derniére phase, la contrainte chute brutalement et cette chute finit par se propager
3 grande vitesse sur tout 1’échantillon. Ce type d’expérience permet donc de dégager
une phénoménologie concréte. Les interprétations restent cependant trés délicates pour
plusieurs raisons. Premiérement, ’état de contrainte initial et la résistance locale sont trés
hétérogenes. Dans certaines expériences, il semble méme que la chute de contrainte soit

Normal Load
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petite devant les variations de 'état de contrainte initial. Deuxiémement, il est difficile de
conclure sur la nature stable oy instable du glissermnent pendant toute la phase qui précéde
la globalisation de la rupture. Pour le savoir, il faudrait stopper le taux de chargement
des intervalles réguliers et attendre un certain temps pour voir sj Je systéme va progresser

|

X |

spontanément. Il semble que dans beaucoup des expeériences présentées par Ohnaka & |
Shen (1999) Pévolution est principalement condui
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(1999). On peut tout de méme noter que Okubo & Dieterich

(1984) ont mené des expériences de laboratoire du méme type que celles de Ohnaka et
al. (1987) avec des blocs de roche plus gros (taille de plus d’un métre). Contrairement
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valeurs attendues pour les séismes. On peut aussi et surtout invoquer que les grandeurs en
laboratoire doivent éfre renormalisées parce que ’hétérogénéité de 1a matiére, & toutes les
échelles, implique un processus moyenné & grande échelle et un jeu de paramétres moyen
associé.

1.1.2  Les modéles de corps élastique. Séisme et sismicité.

La loi de frottement est essentielle dans la modélisation deg tremblements de Terre.
Mais tout aussi important est le modéle choisi pour le corps qui entoure la faille. Ici il est
question de géométrie d’une part et de modeéle continu ou discret d’autre part. La géomé-
trie influe sur le type d’interaction spatio-temporelle entre les différents points ou éléments
de la faille, ce qui a des conséquences sur les propriétés mathématiques et physiques du
modéle. La discrétisation Joue aussi un réle dans les propriétés mathématiques du modale.
Lorsqu’elle est abusive elle change les propriétés physiques du modéle. Comme 1’4 montré
Rice (1993) dans ses premiers modeles de cycle sismique, on peut dire qu’avec certains
jeux de parametres, les modeéles discrets reproduisent le comportement chaotique de mo-
déles continus trop grossiérement discrétisés. Ainsi le modéle discret perd sa signification
physique et ne produit que du bruit.

On peut trouver différentes sortes de modeles pour exhiber tel oy tel aspect de Ia
physique des tremblements de Terre. En effet, le modéle élastodynamique tridimensionnel
continu classique est sans doute le moins éloigné de la réalité de tous. On le trouve

modeéles de sismicité d’autre part, qui nécessitent un effort de “conceptualisme”. Ajnsi le

premier modéle conceptuel qui est venu & esprit est le modéle de masse-ressort unique
ou d’assemblage de masse-ressorts (voir Shaw (1995) pour des travaux récents). Ils sont
présentés sur la figure 1.6.

Couplé avec des lois de frottement non linéaires, le modéle de masse-ressort unique
permet de simuler des instabilités, des éveénements og des séquences temporelles d’éve-
nements de type stick-slip. Par exemple, en le couplant avec des lojs de frottement “rate
and state”, Belardinellj (1994) modélise le fluage sur les failles et He et al. (1998) étudient
la stabilité avec des conditions de contrainte normale variable. Avec plusieurs éléments

rations suivantes. Ils n’ont pas d’épaisseur et la radiation sismique hors du systéme est
impossible. Une partie finie de Ia, masse du systéme est automatiquement entrafnée dans
le mouvement (toute la masse dans Je cas du bloc unique). Enfin le chargement et la loi de
frottement s’exercent partout dans le systéme. Les propriétés de ces systémes sont donc
bien spécifiques et il convient d’envisager d’autres modéles conceptuels. Nous envisageons
entre autre le cas de la plaque élastodynamique unidimensionnelle continue présentée sur
la figure 1.7.

Dans ce modéle on ne garde que la dimension spatiale perpendiculaire 3 la faille. La
condition de frottement est localisée sur le bord z = 0 et le chargement est imposé sur
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elles peuvent étre comparées qualitativement avec celles du glissement de la masse dans le
systéme masse-ressort unique. Campillo et al. (1996) montrent que le comportement des
deux systémes masse-ressort of plaque, avec les mémes lois de frottement, sont complé-
tement différents, tant physiquement que mathématiquement. Avec une loi dépendante
du glissement (figure 1.8), la plaque peut donner liey a du stick-slip mais pas le masse-
ressort. Avec une loi de frottement dépendante de la vitesse de glissement (figure 1.9),
le masse-ressort admet une solution unique et continue, tandis que la plaque en admet
plusieurs. En sélectionnant 1a solution par la convention de retard maximal, on obtjent
une solution physique mais qui reste discontinue. Dans un te] modeéle, 'initiation, c’est 3
dire un glissement instable progressif est impossible.
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F1G. 1.8 — Deus comportements physiques différents pour le masse-ressort et la
plaque élastodynamique, soumis g la méme loi de frottement dépendante du
glissement: w(u) = uo + asinwu. Le masse-ressort ne donne pas de comportement
stick-slip contrairement g la plaque élastodynamique, d ‘aprés Campillo et al.
(1996).

Pour conclure ici, 'influence du choix du modéle de corps solide déformable est
primordial. Le comportement qu’on retire d’un modéle de séisme ou d'un modéle de
sismicité va autant dépendre de luj que de la loi de frottement. Les deux composants
risquent méme d’étre inséparables puisque le point de fonctionnement du systéme nécessite
les deux ingrédients. Aussi pour comprendre le mécanisme des séismes, il est peut-tre vajn
de vouloir modéliser et mesurer une loi de frottement sur une surface, hors du contexte
dans lequel cette surface va étre naturellement solljcitée,
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Le solide déformable et la loi de frottement.

Figure §
ELASTICSLAD

RIGID BLOCK

DISI'A CEMENT (METERS)

DISPLACEMENT (METERS)

3 4 3 5 ] 9 0]

=
TIME (SECONDS)

2 ¢ 6 W om om om
TIME (SECONDS)

a8 4 T v T a4 ,,..l_n -
5 ]_ a-10 | % wl
8M|_ a
a 3
@0 a J
g"-’{' ﬁu {
i 1}. E " |
5 . ;
Eu)— 5 isH “
S g 1 |
3ol g
4 ? B gl S

aﬁ EFa—— = » e WY T s 10

TN
TIME (SECONDS) TIME (SECONDS)

1 ffé -ressort et la
éte smatiques différentes pour le masse
. 1.9 — Deux propriétés mathéma j ‘ !
FlI y e élastodynamique, soumis a la méme lot de frottement depencian;,e j: la
 Foas ) /(1+ au). Le masse-ressort adm
' lissement: p(i) = g+ (Hs — Ha) : : met t
Mtle‘?fe dif?ique el continue. La plagque admet plusieurs .?olutzons. E'rlz :?lectzzn;a:e
:’30 . ;Z?ion par la convention de retard mazximal, on arrive @ une .-;o u w:ni)) ys1q
our la plagque, mais admettant des chocs (sauts de la vilesse de glissem .
pour ,

d’aprés Campillo et al. (1996).
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1.2 Une régularisation du frottement fonction de la vi-
tesse de glissement en élastodynamique.

On The Dynamic Sliding with Rate and State Dependent Friction Laws
Pascal Ffwreau, loan R. Tonescu and Michel Campillo
Geophysical Journal International 139, 671-678, 1999,

R- 2 L% ] £ ]1 - ] s

une loi de f_rottement non linéaire sur un substratum rigide. Nous considérons
géc;l:: ;ie 1'(1)13 je frottfzment. L.a, premiére correspond aux modéles dépendant o}e
‘ D: mille de m(?deles contient naturellement les modéles stationnajres
e 1et‘er1ch et Ruina. Dans la seconde catégorie appelée modeles réqul
:;t z.’al vitesse, la loi de frottement est principalement dépendante de li,uv{z
o Lﬁalisiisggrgl’)lexz et élle est t%éﬁme_par une équation différentielle générale. Les modéles
épendant de la vitesse incluent corme cas particulier les lois de frottement

dépendantes de la vitesse ’ -
= s et d 5 2 . .
modéles de frott une seule variable d’état de Dieterich et Ru

deéles dépendant

deux caté-
la vitesse.
(“steady state”)
risés dépendant
tesse mais elles

ina. Les deux
emen A rOpriété 2 1
t montrent des propriétés mathématiques tres différentes. Les mo-
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Abst : . .
fricsiotl']azt. W(fdconmder the dynamic motion of an elastic slab subject to non-linear
respondsli a I‘l?l dsubst{ratum. We consider two categories of friction laws The first cor
_ 0 rate aependent models. This family of model ; ,
reep lepen : y ol models naturally contains the ste:
p; ;E;I;oiilg ;)ft]}?le;(?r?h alnd Ruina. In the second category called reqularized mt:j dciy
) els the Iriction law is mainly rate dependent. but it _
efined by n o] etion la ‘ pendent, but 1t is more complex and it is
tial relation. The regulari ;
‘ . - L'he regularized rate dependent models j
as a particular case the classical rate i i ! s of Dictoios
! : ] and single state variable friction | " Dieteri
and Ruina. The two models of fricti i O b
) tiction show very different math i i
rate dependent models lead to i i e e 1
L to a scalar equation, which h i ion i
e rerlg - , as no unique solution in )
0 Shz .\ffglo?ty weakening rate exceeds a certain value, many solutions exist. To ovg;z:(;?l :
1iiculty, we have to define a formal rule of choice of the solution. To discriminaf::
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the solution we propose to use the perfect delay convention of the catastrophe theory.
The second category of models, that is the regularized rate dependent models leads to a
differential equation, which has a unique solution. We give its condition of stability and we
show that it corresponds to the condition of non-uniqueness of the first model. Considering
the particular regularized rate dependent model of Perrin et al., we show numerically that
the limit solution when the characteristic slip L — 0 is the one corresponding to the rate
dependent model (the steady state model) assuming the perfect delay convention. Hence
the perfect delay convention takes on a physical sense because it leads to a solution that
is the limit of a regular problem. We suggest that the perfect delay convention may be
used when pure rate (or mainly rate) dependence is involved. Finally we analyze quickly
the role of the other parameters A and B of the rate and state formulation in the context

of the shearing slab.
Key words: friction, rate dependence, elastodynamics, non-uniqueness, perfect de-

lay convention, regularization.

Introduction The rupture process in earthquakes has a spatio-temporal complexity.
Among the causes of that complexity, the heterogeneities of behavior of the material and
the heterogeneities of stress inside the faults as well as the geometry of the faults play a
great role, but it has been proposed that the non-linear friction on the faults is essential
to understand that complexity (see Carlson & Langer (1989)). In return if one includes
non-linearities in a fault model, one rarely knows if the problem is well posed because of
the presence of discontinuities or singularities induced by the model. Indeed theoretical
results on the nature of the discontinuities are missing. In this paper we only focus on the
consequence of using a non-linear rate dependent friction law. Here simple models are very
useful for that purpose. We can consider that a simple model is based on the definition
of two things: the behavior of the body (i.e. the crust) and the type of the friction on the
interface (i.c. the fault). As far as the body is concerned, the block slider model has already
been well studied in the past few years (see Burridge & Knopoff (1967), Scholz (1990), Gu
et al. (1984) and Rice & Ruina (1983)). In this paper we study the sheared slab, which is a
model based on the equations of elastodynamics in one dimension. Concerning the friction
law, Dieterich and Ruina laws (see Ruina (1983) for earlier works or see Dieterich (1994)
for further models) and their derived laws (see Perrin et al. (1995)) have been proposed
and experimented in laboratory (see Chester (1995)). Campillo et al. (1996) showed that
the choice of the body and especially the choice between a rigid block and an elastic slab
is fundamental since the theoretical behaviors observed are very different mathematically
and physically speaking in the case of a non-linear rate dependent friction law. They
proved that an elastic slab combined to a rate dependent friction leads to a problem
with multiple solutions and subsequent temporal discontinuities of the sliding velocity
(shocks). Since the rate and state friction laws are mainly rate dependent, our aim is to
understand more precisely the relationship between two categories of models, both pure
rate dependent friction models, and rate and state dependent friction models. We write
down the constitutive equations of the slab and we consider a more general formulation
for both models of friction. We examine existence, uniqueness and stability of the solution
for both types of models. The first category of models exhibits a problem of uniqueness
of the solution if the velocity weakening exceeds a certain value. We propose to use the
perfect delay convention to choose the solution. The second model has a unique solution
and we characterize its stability in a classical way. We perform numerical simulations with
the Perrin et al. model (Perrin et al. (1995)) in order to show that the second model is
able to converge to the first model discriminated by the perfect delay convention. Finally
we discuss the opportunity of using the perfect delay convention to solve the problems




study on ¢ €]0, 7] where 7T is the time of re
created by the slip itself i.e. T — 2h/B where 8 = \/u/
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involving rate dependent friction laws in elastodynamics.

Problem Statement [
elastic slab bounded by the planes 2 = 0 and z =

at @ = 0 with a rigid body (see Figure 1.10)
with respect to the direction () and that
surface of the layer we impose a constant and

interested only in the evolution of the dis

suppose that the displacement Uy 18
be obtained from the Hooke’s law.

Ax c 4

. pl_acement uy and of the stress o,, we shall
a linear function of the coordinate x and that it can

x=h

Triggering plane wave

P

-0 v(t,0)

y
F1G. 1.10 — The model of the slab dragged on = =
¢ =0 at velocity v(t, 0). The frictional condition a
normal stress o. The wmnstability phenomenon is ¢
conditions like a plane wave for ezample.

h at velocity V and slipping on
t.x = 0 ¢s proportional to the
riggered off by the initial

For simplicity we denote 1 — o
] =Uy,v=—-Land r =0,
law and the Hooke’s law may be Wriz‘,ﬁen: " o She e meeniatiuts balaos

v or

Pa(t:‘r) = 5;('15,32) (1'2)
V(t,z) €]0, T]x]o0, h|

M) = a0l '

ot Oz’ S

where p is the density and ¢ the elastic shear coefficient. For simplicity we limit our

flection on the upper boundary of the wave

1 e p is the shear
The boundary condition for ¢ = h and ¢ € [0, 7] is the follow?rllg‘fvave et

v(t,h)=V (1.4)
Since we limit our stud

y on a duration less or equal to T (the time of reflection on

here, only the boundary
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€t us consider the one dimensional shearing of an infinite linear
h. The slab is in contact with friction
). Assume that the displacement field is zero
1t depends only on z € [0,k]. At the upper

uniform compressive normal stress o (;
: g ‘ - : ie.
0ux(t, h) o) and a tangential constant velocity V' (i.e. 4, (¢, h) = V). Since we(are
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On the friction surface £ = 0 we consider two types of non-linear relationships
between the shear stress 7 = 7(4,0) and the shear motion v = v(t,0) at the contact.
These relations include other variables needed to describe the phenomenon of friction
observed in many experiments. In both models of friction, 7 is proportional to the load
o at the upper surface of the body and we assume that the slip rate v and the stress 7
are always positive. The two models we consider are a pure rate dependent friction and a
regularized rate dependent friction that includes the classical Dieterich and Ruina model
with a single state variable as a particular case.

In the rate dependent models, we study the general case of a rate dependent friction

defined by:

T = 7y(v) for v>0
T < 7, for =0 (1.5)

where the function 7,(v) is any continuous and decreasing function of the slip rate
and 7, = 7,(0).

In the regularized rate dependent models, we study a family of friction laws defined
as follows:

= F(v)o— K(v)H (1 —7,(v)) for v>0
T < 7 for v=0 (1.6)

where K, H and F are explicit continuous functions of the slip rate such that
K(v) >0, H(0) =0, H'(v) > 0 and F(v) > 0. The above formulation has the advantage
of leaving completely independent the choices for the functions F', K, H and .

Firstly, let us introduce the Perrin et al. model (see Perrin et al. (1995)) given by:

(1) = 10+ Aln((Vo +v)/(Veo +v)) + Bln(1 + 0(t)(Veo — Vo)/ L)
o(t) = 1—0(t)(Vo+v)/L (1.7)

This formulation is related to the Dieterich-Ruina slowness model (see Ruina (1983)).
In this formulation, the state variable # is allowed to evolve during the stick phase and
its steady state value 6, is bounded in [0, L/V}]. Besides the state variable evolution, this
friction law involves two instantaneous velocity dependences: a velocity weakening and a
velocity strengthening. The slowness model is in sharp contrast with the initial Ruina-
Dieterich slip model (see Ruina (1983)) for which the state variable is frozen during the
stick phase.

Let us now show that the Perrin et al. model is well included in our formulation
(1.6). Indeed if we take the following functions:

= ith A > d Ve >
F(v) A(%_l_v)(vw_!_v) wi >0and Vo, > W
K@) = (Votu)/l
H(y) = B(1—eB) with B >0
(o) = (V) :Ts-i—(A—B)ln% with A — B <0 (1.8)

where 7, = 70 + (A — B)In(Vy/ V5 ), we obtain exactly the form proposed by Perrin
et al. (1.7).
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As seen previously, the Perrin et al. law, which will be considered in this paper as
the reference law, can be written in form (1.6). We should just point out that the choice
of the slowness form of Perrin et al. (1.7) is not really of importance for our work. Indeed,
as far as we know, all the classical laws involving a single state variable can be written
in form (1.6). We have tested several laws proposed by Dieterich and Ruina (see Ruina
(1983)) or Perrin et al. (1995). This new general formulation (1.6) points out that the
evolution of the stress is governed basically by an instantaneous viscous friction 7 (v)
(weaker at high velocity) and a regular stress decay governed by 7 —7,(v). During a given
step of velocity from V; to V3, the stress decay takes the form of an exponential whose
characteristic slip is Va/(K(V2)H'(0)). In fact the term K(v)H(t — 1,(v)) can be seen as
a viscoplastic regularization of the instantaneous viscous friction 7‘1,(?)).

Finally we complete the problem statement by taking the initial conditions:

v(0,2) = vo(z), 7(0,2) = To(z), (1.9)

where vg and 7, are supposed to be continuous functions.

Theoretical Aspects Our goal in this section is to analyze the nature of the solution
for the two models of friction. First let us recall that the evolution of the velocity and
the stress functions on the interface z = 0 ig directly related to the properties of the

clastodynamic equations (1.2) and (1.3). Indeed equations (1.2) and (1.3) lead to the 1D
wave equation:

0*v o, 0%

'&E(ta z) = v, @(ta z)
The solution of this equation can be casily deduced in the form v(p, s) = vi(p) + v_(s)
with p = & + ¢t (down-going wave) and s = z — ¢t (up-going wave). Using these new
coordinates p and s, one can easily deduce another property of the equations (1.2) and
(1.3) that reads:

S [o(r ) B+ 7(p, )] = 0 (1.10)

Therefore the expression differentiated in equation (1.10) is a function of the only variable
p- Hence it is constant for a given characteristic line {(z,t) Rz 4 vt =p= const}. If
we consider the characteristic line p = 0 and if we denote A(t) = v(0,v4t)\/pE+7(0,v,t) =
vo(vst)\/pl + To(vst) then we deduce that for & — 0 and ¢ €10, 77]:

o(t,0)\/PFE + (1,0) = A(t) (1.11)

Here A(t) may be interpreted as a loading (for A increasing) or an unloading (for A
decreasing) on the fault.

This last equation (1.11) is similar to the one governing the slip along a plane em-
bedded in an infinite elastic medium under an antiplane shear (see Madariaga & Cochard
(1994)) in the case of a uniform slip. The governing equation gives the resulting shear
stress 7(¢, 0) as the sum of a local instantaneous radiation term —v(#,0),/pp and a loading
term related to the history of the non local elastic interactions both in space and time
(not existing in our study because the slip is uniform) and the external load A(t). This
external load A(?) is deduced from the initial conditions in the body and it can simulate
either a uniform load or an incoming wave. Finally let us remark that the previous scalar
equation (1.11) on the friction surface was deduced from the elastodynamic equations,
hence it is independent on the choice of the friction law.
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Rate Dependent Model By considering the equations .(1."11) ar}d (1.5) we fn((}i ’rr}lng
following scalar equations for the slip rate v(t,0) on the frictional interface x = 0 a

t €]0,T7:

7(t,0) = A(t) for v(t,0)=0 and A(t) <7

AMv(t,0)) = A(t) for »(t,0)>0 (1.12)

where the function A is given by:
Av) = vy/pp + 1 (v) (1.13)

From equation (1.12), it appears that the solution v(%,0) 19 obtained at t.he iPtizric;c—
tion between the curve A(v(t,0)) and the horizontal straight hnej A(t) (see 1‘:'1gu1e t _I).
Two qualitative behaviors are possible according to Wheth.er A flS monotonic or (Iil(l }.lerr;
fhe first case, called the regular behavior, A is increasing i.e. 7,(v) > — gu‘ an éﬂed
is a unique continuous solution v(t,0) for all continuous A(.t). In the- secon l(iase];‘ c‘ el
tkhe irregular behavior, A is no longer monotonically increasing -(SGE Flgur.e 1 )[ (;)ﬁ 1.112
’ at i ,,b] C RT such that A is decreasing on [a, )], 1.e.
t let us suppose that there exists [a, : . .
;?;;3< — /pp for all v € [a, b]. The solution v(%,0) is unique if A(t) < A(b) or A(a) < A(2),
but there are two or three solutions for A(b) < A(t) < Aa).

A A(t)

% -7
Ljt(v) /

-

v(t,0)
=

a b [
Fic. 1.11 — Solution of the rate dependent model assuming the perfect delay

convention. The solution of the scalar equation A(v(t,0)) = A(t) follows a path of
hysteresis (with arrows) in the phase plane (v(t,0), A(t)).

However, since the solution of the problem is not uniquely dteterminec.l dlurnigti_:he

irregular beha:iior we need a criterion to select the more a,pproprlatde ph.}/m-catsc; }:1 ion

’ ’ . 0 - . -

l ibilities. What lection rule is chosen to discriminate the so

between these three possibilities. Whatlever se ion rule is ¢ g o, w5
} i i hoice for this criterion is the "perfect delay .

lution, shocks will occur. A possible ¢ . 1 . o 090
' 1 ther choice (see lonescu & Paumier (1¢

tion: the system only jumps when it has no o ) . : )

and Campgi)jﬂo et al. (1996)). In this way different paths of solutions are obt‘alpled tm ?cd

celeration and deceleration processes and hysteresis occurs. Such a process is illustrate

on Figure 1.11. Hence the physical solution v(¢,0) represented on Figure. 1.1h2 ma,xtlmlzeli
its interval of continuity. Madariaga & Cochard (1994) used these paths in the context o
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two dimensional antiplane elastodynamics but they did not refer explicitly to the perfect
delay convention as an additional criterion of choice. One consequence is that v(¢,0) never

follows the decreasing branch such that T, (v(t,0)) < —\/pt , i.e. v(t,0) ¢ [a, b] (see again
Figures 1.11 and 1.12).

|
‘ v(t,0) |

t
——

Fig. 1.12 — The sliding velocity of the rate dependent model, assuming the perfect
delay convention, makes two Jumps in the irregular case. The first one is from
v(t,0) = a to v(t,0) = ¢ and the second one is from v(t,0) =b to v(t,0)=a

a

If we consider 7,(v) defined by analogy with the Perrin et al. model by 7,(v) = 755(v)
(see equation (1.8)), then the irregular behavior is present if:

s |
5 aYe—Vo | 14 | = NN N S—
| Vo < (B — AT (1.14) £
| As it follows from Ionescu & Paumier (1994), the perfect delay convention is not 7:2 AR, —_—
‘ related to a simple energy criterion. One may notice that the delay criterion, which comes -l p - 10
‘ from the catastrophe theory (see for instance Poston & Stewart (1978)), is implicitly ¥ (MPa) ;
- present in the analysis of many physical problems. Generally speaking it is used in the o ; . . ved '
study of static or quasi-static problems (see Ionescu & Paumier (1996)) and it is justified FIG. 1.13 — The rate and state friction law of P ETT;? t‘f‘f :I.-g EZTZZZn:zBChGMCtENZ {
by a dynamic stability analysis, that is the (static or quasi-static) position chosen by by a rate dependent fmlctwn m(v) and zts’ funftiono Thz . qzrnem'cal values are :
the perfect delay convention is always a stable position. The use of this criterion in our regulavization. We verafy H(Og: qland EI 1((()]()) J\} Pa>a7;d B—-A=3MPa . ‘
context, even if it is intuitively reasonable, has no justification because our study is already Vo = 1.0 107%ms™1, Voo = 1.0 10°ms™, Ts = 7
fully dynamic. We will see in the next section that this choice can be motivated by the
analysis of a regularized rate dependent model.

‘i
Regularized Rate Dependent Model By taking into account the equations (1.11) |

|
|

and (1.6) we find the equations for the slip rate on the frictional interface ¢ = 0 for all ‘
t €]0,7]:

: _ A®)+ K(v(t, O))H[A(t)—)\(v(t,o))]‘ . -
L0 = VPl + F(v(1,0)) for v(t,0)>0  (L.15)

7(5,0) = A(t) for v(t,0)=0 and Alt) <,
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If we add to the first order differential equation (1.15) the initial condition v(0, ) =
vo(0), we obtain a Cauchy problem which has a unique smooth solution. This implies that
the regularized rate dependent mode] corresponds to a well-posed mathematical problem.
[t was not the same for the rate dependent model in the irregular behavior i.e. when the
condition of non-uniqueness 7/ (uv(t, 0)) < —\/py is verified.

In order to give a linear stability analysis of our problem let us consider a small
initial perturbation @, % of the steady sliding rigid motion. The slab slides uniformly at
a constant velocity V. In this case the initial conditions read vo(z) =V + Bo(z), 7o(z) =
(V) + To(2). By denoting A(t) = 7o(v,t) + /A (vst) we get A(t) = AV) 4+ A(t). If we
put v(t,0) = V + #(t) then from (1.15) we deduce:

B(2) = £(5(¢), A(t), A(2)) (1.16)

where

A K(V+9)H [/\(V) +A -V + ﬁ)}
_ (1.17)
PR+ F(V 1 79)

The first order instability condition reads 0,f(0,0,0) > 0 which is equivalent to
N(V) <0ortor (V)< —+\/PL-

As in the rate dependent model, if ) is decreasing on [a, b] (see again Figure 1.11), the
motion is an unstable rigid steady sliding for V' € [a, b]. We remark that if the solution
of the rate dependent model is chosen by using the perfect delay convention, then the

interval of non-existence [a,b] for the rate dependent model corresponds to a domain of
unstable evolution for the regularized rate dependent model.

£(5,A,A) =

Discussion. To illustrate our purpose, we perform a set of numerical simulations with

the Perrin et al. (1995) formulas with parameters complying with the condition of in-
stability (1.14). We recall that this choice of parameters corresponds to the condition of
non-uniqueness in the first model (1.14). We perform a cycle of load in order to observe
the whole path followed by the system i.e. a stick-slip-stick sequence. We take some initial
conditions composed of the superposition of a static load 75 (V = 0 at the upper edge) and
an arriving plane wave defined by its stress amplitude 7° and its period 7},,;. The initial
condition corresponding to this load can be written To(z) = 79 + 72—0 sin(7z/(vsTjoqq)) and
vo(z) = 2;,% sin(mx /(v5T1044)), so that the load reads At) = 7 $4° sin(mt/Tioaa)

We recall here that % is large enough in order to play no role in this study. In all
the simulations we take the following constant values: ¢ = 34.3GPa, p = 2800kg.m=3
Vo = 1.0 107%ms~, V., = 1.0 10%mns—" (
T = 0.97,, 7° = 0.367,, Tioaq = 8s.

In the previous sections we showed that the two models of friction give very dif-
ferent mathematical behaviors. Indeed the rate dependent model induces problems of
non-uniqueness and discontinuities instead of the regularized rate dependent model which
has a unique and continuous solution. But we have also seen that the domain of discon-
tinuity of the velocity in the solution of the rate dependent model in the irregular case
corresponds to the domain of (continuous) instability of the regularized rate dependent
model. We now want to show how our intuitive choice of the perfect delay conventjon
takes sense. In order to do that we study the limit solution of the regularized rate de-
pendent model when K(v) — +oo and we compare these results with the results of the

7

not cut off at great velocity), 7, = 100M Pa,
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rate dependent model assuming the perfect dela,ylconvention. To tkijs erédl WGa];])]e(z;fgrérlsz
series of numerical studies with the Perrin et E‘Ll. formu%as for L = qu .fr:h Peﬂ:in "
with A =0 and B = 2.3M Pa. The corresponding functions 7,(v) an.d 01 1;; o
al. model are plotted on Figure 1.13. The results are presented on Flgur(zls . y ant .de.l
We observe that the rate and state model converges ezactly to t{%e rate ?en Snvvmo
(i.e. the steady state model) solved with the perjfe'ct dela_y conventz«?n 'wh‘eln : ] . niecra,r;
see precisely on the Figure 1.14 how the smoot.h jumps in the Perrin et al. mo ? co 6f t Ee
to the sharp jumps in the steady state one. Figure 1.15 illustrates the convergence

path of the velocity v(¢,0) in the phase plane (v(Z,0), A(t)).
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FiG. 1.14 — The plots of v(t,0) for different values of L in the reg't;jamzed 'r-a:izl
dependent model using the Perrin et al. formulas. One observes (; ftnutﬂr};zm:duﬁon
convergence of the solution of the regularized rate dependent mode Fo ;53_ s
of the rate dependent model assuming the pe?f-_fect delay (_:onve_ntw'r:.. ot'r _The
the limit is already reached and the regular jumps look like disgcon_;,nm ies.
numerical values are u = 34.3GPa, p = 2800kg.m=3, VOO: 1.0 10 T(I)?,S ,36 .

Vo = 1.0 10°ms~!, 7, = 100MPa, A=0, B =23MPa, 1) =097, ™° = 0.367; an

Tioad = 8s .

As we stated in the last section, the problem of non-uniquene.ss in thgl pure rat:
dependent model can not be solved in a Classicall way; a,n.otl.ler physical (?ont 1tloﬁl Iﬂl;Sd
be added to the formulation. We propose that taking the limit of a cc.)nvegle?‘ V:fe %)c::?on
problem gives us the necessary constraint. Finally we observe t'h.at taking ; € zsz t soluti "
is tdentical to using the perfect delay convention as an addztzo‘nal cmﬁz zti;)r}zl. hg;lvezer
signification to this criterion in dynamical problems. .ThIS very simple 1isu ; as ov(;rf o
a great importance since many fault models are mz.m?l).r rate dependent an tci,}rll not i
solved in an ordinary way. Indeed, if one takes the 1.n1t1al p1:oblem statemen f t e sca ]f,d
equation (1.12) is hidden. In the irregular case, this equation h'as many 10 1u ions aare
therefore it cannot be solved numerically without further constraints. Two ; 1a,:10rsd 1
possible to face this problem. First, one may observe that pure rate dep;zn ent mo : si
are not compatible with elastodynamics and t}}ey must be abandone(-i. I. ezl(per‘mfe? ?1
evidences require to use these models, one can introduce a rule of chowfe a,nbla solu 12[]
to the problem in which shocks exist. Those shocks can be the cause o .pro Jfen"_is in (it
resolutions in one or more dimensions. In our analysis we propose a way ol solving
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exactly in the one dimensional case. It

be considered as a reqularization of the stea
regularization.
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The plots of the tra; :
simulations f the trajectory in the phase plane (v(t,0), A(t)) for the

of the figure 1.14. One observ ]

. .14. es how the trajectory conv

L to the' trajectory of the rate dependent model assuming the perfecte;gis Jor small
convention. The numerical values are #=34.3GPa, p = 2800kg.m 3 -
Vo=1.0 10ms~1, V., = 1.0 10°ms-1 e <5
P 0.367; and Tj,.y = 8s .

F]

» Ts = 100M Pa, A=0, B=2.3MPa, 75 = 097,

I - :
e (jlsiiljl?e e;;;)}?rt?l.ci!ss at conlsltant velocity, Scholz (1990) interpreted I as the charac
s ol the iriction i.e. the slip that the stress needs to reac .
value after a step of velocity. O alysi o sloe bo e Seady sfate
. y. Qur analysis shows that L can also be j
1ts effect on the duration of the TR Vea s
. Jumps. Indeed we can form I/ V} to obtain isti
E . - . - . a Ch t ) :
ELIEPI (see ‘Ehc dlrlnensg?nal analysis in Perrin et al. (1995)). In order to applyaizz :EZUC
-onclusion to cycles of loading as we do, we have t if i e
> do, that the d of i
much larger than the duration of the ; volled & o it e
_ ¢ jumps (controlled by L). Indeed it i i
n ; Yy L). Indeed it is not ob
Coizli:; etI;E idffl ocf1 a Iarge lnumber of cycles and a small initial noise ope could r‘;je;)llll;
. at the dynamical non-linear evolut; rat is stil
the T of a ol e ution of a pure rate dependent model s still
iy IV\./e I;EW illustrate briefly the role of the parameters A and B of the rate and stat
rc'leseo ;nB e ;ontext of the slab. After our analysis it is clear that we shall stud ’rhz
ol appe;rq : altl}(]i f; se]@;'flrat;zj{. )Indeed B — A appears in the function r. (v) Wh}iflel A
810 the Tunction £ (v). So we first make simulatj in i ki )
e a S simulations in instability conditi
relsulltSL 0.1mm, A —'O and B — A = 0.1M Paq, IMPa, 2.3M Pa and 33’;/1’13& I’Il‘iz
are presented on Figure 1.16. Here we observe that 3 — A only gives the size (.)f th
he

(continuous) jumps of the sliding velocity. We can remark that the second jump do t
g es no

exist if B — A exceeds a limit (see the
curve B — A= 3MPa) b '
not decrease enough to reach the minimum of the function /\GE?U) Womst aeon i), does

last resulT: depends on the amplitude of the load A(t).
To illustrate the role of A we do another simulation with B — A = 2.3MPa and

ults are presented on Figure 1.17. The
ark that A has no role on the second Jump; this is

. We must notice that this

A=, O.%MP@, 1M Pa,2M Pa and 3M Pa. The res
role of A is to delay the first jump. Rem
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Fic. 1.16 — The effect of B — A in the Perrin et al. (1995) model in the context of
the slab. One observe that B — A gives only the size and the existence of the two
jumps of velocity. For great values of B — A the second jump may disappear and
consequently the system does not stick again. The numerical values are

p = 34.3GPa, p=2800kg.m 3, Vo=1.0 107 9ms™!, Voo = 1.0 109ms~', 7, = 100M Pa,
A=0, L=0.1mm, 13 =0.97, °=0.367; and T),uq=38s .

reasonable because F'(v) is greater at low velocity in the rate and state formulas. Scholz
(1990) interpreted A has an instantaneous effect of strengthening due to the velocity. We
observe also that if A exceeds a limit (see the curve A = 3M Pa), the instability does not
develop anymore since the load has decreased before the instability (i.e. the first jump)
has occurred. This effect depends on the type of load A(t). Indeed the harmonic wave
considered here loads the system but unloads it before the instability develops.

Conclusion We have studied two categories of friction law in the one dimensional case
of a shearing slab. Our solution is based on the property of conservation along the cha-
racteristic lines. The problem of purely rate weakening friction exhibits non-uniqueness
when the weakening rate is larger than a given value. In this case we need a criterion to
choose the solution and we propose the perfect delay convention. The second category
of friction law we consider are regularized rate dependent models, in which one finds as
a particular case the classical rate and single state variable dependent models. We have
found that the classical notion of stability in the second model is related to the notion of
non-uniqueness in the corresponding first model. We have shown that when the charac-
teristic slip L — 0, the solution obtained with the regularized problem converges to that
of the purely rate dependent model assuming the perfect delay convention. The perfect
delay convention takes on a physical sense because it leads to a solution that is the limit
of a regular problem. Those results are of interest in the understanding of fault models
with rate dependent friction because they allow to solve explicitly the time discontinuities
in one dimension, which is impossible with a classical computation. When the same pro-
blems of non-uniqueness appear in more general two or three dimensional fault models,
the perfect delay convention could be an important element to use in numerical simu-
lations. We performed a series of numerical experiments to test the sensitivity on the
different parameters. The parameter I determines the duration of the velocity jumps and
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it appears that for L = 10um the duration is very small compared to the time scz_ﬂe of
the total slip event (8s). The parameter B — A directly gives the size of the velocity jump
and the parameter A governs the delay before the instability.
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F1G. 1.17 — The effect of A in the Perrin el al. model in the context of the slab. '
One observes that A has a delaying effect for the instabilily. On the bottom figure,

we see that large values of A may inhibit the instability phenomenon in the case of
cycles of load. The numerical values are p = 34.3GPa, p = 2800kg.m 3,

Vo =1.0 107%ms™!, Vo = 1.0 10%ms™!, 7, = 100M Pa, B — A =2.3MPa, L = 0.1mm,

'r(? =0.97,, 7° = 0.367; and Tj,,q = 85 .
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Chapitre 2

ASPECTS THEORIQUES DE
L’INITIATION
BIDIMENSIONNELLE.

Ici nous exposons les résultats obtenus pour l'initiation bidimensionnelle sur une
faille ou une fissure rectiligne en élastodynamique et soumise & une loi de frottement
affaiblissante, exprimée en fonction du glissement. Par taux d’affaiblissement, nous en-
tendons 'opposé de la dérivée de la loi de frottement par rapport au glissement. C’est
la pente de la loi de frottement. Parfois, lorsque la distinction n’est pas fondamentale
(lorsque la contrainte normale reste constante ce qui est la majorité de nos cas), le taux
d’affaiblissement désignera par abus de langage 1'opposé de la dérivée par rapport au
glissement de la résistance au cisaillement.

Dans la premiére section nous présentons l'initiation libre. Dans ce cas, la faille est
infinie et I'interface ne comporte aucune barriére. Dans le cas ou le taux d’affaiblissement
est constant, ce type de modéle présente trois caractéristiques physiques essentielles: une
longueur de faille caractéristique ot se développe I'instabilité (patch instable), un taux de
croissance temporel exponentiel et une évanescence spatiale exponentielle du glissement.
Toutes les grandeurs qui guident cette évolution découlent des grandeurs élastodyna-
miques et du taux d’affaiblissement. Ce comportement peut étre justifié par une analyse
des modes propres ou “analyse spectrale”. En outre, le glissement peut étre approché de
maniére précise par 'approximation de partie dominante, qui repose sur cette analyse
spectrale. Nous exposerons successivement les résultats en cisaillement antiplan (mode
I11), obtenus par Campillo & Ionescu (1997) et en en cisaillement plan (mode II), ob-
tenus par Favreau et al. (1999). Enfin nous exposerons plus succinctement ’extension
de la méthode au mode d’ouverture (mode I). Lorsque la loi de frottement comporte un
taux d’affaiblissement variable, qui augmente avec le glissement (voir lonescu & Campillo
(1999)), nous montrons que le temps d’initiation ne dépend pas du taux moyen mais du
taux initial. En effet c’est au départ du glissement que le systéme passe le plus de temps
dans le régime d’initiation. Ainsi, avec des lois de frottement avec affaiblissement non-
linéaire, on peut obtenir des temps d’initiation longs, sans modifier la valeur du glissement
critique.

Le modéle d’initiation sur une faille infinie est un modéle peu réaliste & premiére
vue. Cependant son étude a permis d’identifier un processus simple, non radiatif, et ayant

la propriété de laisser un temps de latence non négligeable entre une petite perturbation
de ’équilibre et la rupture propagative, radiative, de type crack. De plus, ce temps de
latence peut-étre arbitrairement allongé, grace a la non-linéarité de I’affaiblissement. Dans
la deuxiéme section, nous montrons comment le confinement du glissement dans une faille
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finie peut aussi influencer le temps d’initiation. Tout d’abord, la faille finie posséde une
condition de stabilité: la faille n’est instable que lorsque le produit de sa longueur par son
taux d’affaiblissement est assez grand. Lorsque c’est le cas, et comme le spectre des valeurs
propres est discret, le glissement instable est principalement porté par le mode propre
ayant la plus grande valeur propre positive. Ainsi, on peut synthétiser le comportement
d’une faille finie instable par ce mode propre noté (Ao, ®o). Sa valeur propre Ay dépend de
maniére croissante du produit de la longueur de la faille par le taux d’affaiblissement. Sa
fonction propre @q se localise spectaculairernent autour de la faille lorsque A augmente.
Les comportements de la faille finie antiplane instable ont été décrits numériquemnent par
Ionescu & Campillo (1999) (loin de la stabilité) et analytiquement par Dascalu et al.
(2000) (proche de la stabilité). Grace & un autre développement analytique, nous pouvons
recouper plus facilement une partie des résultats analytiques et numeériques.

La résolution d'un probléme mettant en jeu des instabilités en élastodynamique est
souvent ardue. Dans ce chapitre et dans le suivant (problémes tridimensionnels), nous
montrons qu’il existe une approximation de la solution du glissement en initiation: la par-
tie dominante. Cette simplification naturelle de la solution reste assez technique dans son
utilisation. La question qui se pose dans cette troisieme section est: “Existe-t-il d’autres
approximations valables et économiques?” (économiques en calculs). Il existe une approxi-
mation qui a été couramment utilisée, par exemple dans les premiéres modélisations de
cycle sismique par Rice (1993): 'approximation quasi-dynamique. Nous allons caracté-
riser et justifier son biais par rapport a I’élastodynamique compléte dans les problémes
d’initiation antiplane.

Dans la quatriéme et derniére section nous envisageons la situation oi les matériaux
sont différents de part de d’autre de la faille ou de la fissure. Par exemple, une faille
ayant eu un rejet de plusieurs centaines de kilomeétres peut mettre deux matériaux tres
différents en vis & vis. Lorsque ces matériaux ont des caractéristiques physiques (élasticité
et masse volumique) différentes, alors la perte de symétrie peut changer la nature du
processus d’initiation. Ici nous présentons une partie de la phénoménologie dans deux cas
trés différents. D’une part dans le cas antiplan, ot la contrainte normale ne varie pas, le
probléme reste bien posé et nous proposons une solution de partie dominante. D’autre
part dans le cas plan, ou la contrainte normale varie, le probléme peut étre mal posé et
nous ne pouvons qu’illustrer quelques effets, peu notables dans le régime d’initiation, mais
assez spectaculaires dans le régime de propagation au travers d’une barrriére.

2.1 Initiation libre sur une faille infinie.

2.1.1 Initiation d’une instabilité de cisaillement dans le cas anti-
plan avec une loi de frottement dépendante du glissement.

Dans ce cas nous rappelons les résultats obtenus par Campillo & Ionescu (1997) pour
le cas d’un affaiblissement linéaire et Tonescu & Campillo (1999) dans le cas d’un affaiblis-
sement non-linéaire. La géométrie antiplane est décrite sur la figure 2.1. Le déplacement

w
w et la vitesse v = 5 sont portées par la direction z et sont des fonctions du temps ¢

et des coordonnées z et y. La faille se situe en y = 0. Le corps élastique est homogéne.
Notons p sa densité, v; la vitesse des ondes de cisaillement (dites S) et G = pv? le module
de cisaillement. L’équation régissant le mouvement dans cette géométrie est I’équation
des ondes bidimensionelle (2.1):

2 -
%(t,x, y) = v;Viu(t,z,y) = ERyY#0,t>0 (2.1)
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Fic. 2.1 — La géométrie antiplane ou mode III: le glissement et la propagation se
font dans deux directions perpendiculaires. Notations.

Nous notons —S, S > 0 la contrainte normale (constante) sur le plan de faille. Noto?s
Sw(t,z) = w(t,z,0") —w(t,z,07) le glissement relatif et du(t, m) = v(t,z,0%) —v(t, z, 07)
Ja vitesse de glissement relative. Notons enfin y(z, dw) le coefficient de frotten}el}.t dépen-
dant du glissement. Rappelons la formulation de la condition de frottement & I’interface
y = 0, valable & tout instant ¢ et en tout point de la faille z:

0y(t, z,0) = Su(z,dw(t, z))sign(dv(t,z)) pour dv(t,z) # 0 (2.2)
loyz(t, 2, 0)| < p(z, dw(t,))S pour du(t,z) =0 (2.3)

ow

ol 0,, = G—— est la contrainte de cisaillement agissant sur le plan de faille. Elle est
' Y

continue en y = 0. . N o
Nous notons aussi o = —%,u’ le taux d’affaiblissement de la résistance divisé par

Je module de cisaillement. Dans cette expression, p' = 2 est la dérivée de la loi de

g2 ; . e
frottement par rapport au demi glissement. La quantité « a la dimension d’'un inverse
d’une longueur. Les lois de frottement homogénes particuliéres utilisées dans cette section
sont représentées sur la figure 2.2. Leur expression est:

— - L.. . mow
p(dw) = ps — % (5w — ?5 sin -

p(dw) = pq pour dw > 2L, (2.5)

) pour dw < 2L, (2.4)

Les lois de frottement définies par (2.4) et (2.5) sont des idéalisations des lois de
frottementlobtenues par Ohnaka et al. (1987). Les paramétres u, et pq sont les coefhi-
cients de frottement statique et dynamique. Ainsi oy = Sp, et 05 = Spa rep]féisentent les
résistances statique et dynamique correspondantes. 2L, est le glissement crlthufa. £ es't
un paramétre permettant de faire varier la forme de la loi d.e fro‘ttement. La ’partle_ affai-
blissante (dw < 2L,) est composée d’une évolution globale hnéan.“e avec ul}e.elvolujmcin de
détail en arche de sinus, ce qui permet d’obtenir un taux d’affaiblissement initial différent
du taux d’affaiblissement moyen. Calculons ce taux:
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- )
a(dw) = S\(.U(STFM) (1 — £ cos WL?) pour dw < 2/, (2.6)

FRICTION LAWS

0.0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.4

Do I L 1 1 ] I L I I o
0.8 —0.8
[
=z
&0.76 ~0.78
Q
[T
[T
o
S0.76- ~0.76
=z
Q
3
So.74 ~0.74
w
0.72 072
0.7 T T T T T T T T T aF
00 001 002 003 004 005 006 007 008 009 0.1
SLIP IN METER

FiG. 2.2 — Les lois de frottement dépendantes du glissement, d’aprés Tonescu &
Campillo (1999). Elles sont composées d’une partie affaiblissante modulable et
d’un seuil dynamique constant, qui est atteint lorsque le glissement dépasse le
glissement critique (Sw > 2L.).

Nous commengons par étudier le cas ot I’affaiblissement est linéaire, c’est & dire
€ =0 dans (2.4) et (2.6), ce qui nous donne:

e g

p{dw) = p, — 3T dw pour dw < 2L, (2.7)
o= a,= &%;%f_d) pour dw < 2L, (2.8)

Le probléme de I'initiation infinie dans le cas d’un affaiblissement linéaire est main-
tenant presque posé. Pour cela, il suffit d’ajouter que le systéme est dans un équilibre
instable, tel que I’état de contrainte initial est partout égal & la résistance statique, a
savoir 0y, (0, z,y) = o,. En appliquant une petite perturbation initiale sur le déplacement
w(0, z,y) = wo(z,y) ou sur la vitesse v(0, z,y) = wy(z,y) alors on observe une évolution
instable du glissement. Cette évolution instable a été simulée par les différences finies en
temps (figure 2.3).

La simulation de la figure 2.3 suggere que la phase d’initiation est une phase non
radiative mais instable, oit s’amorce le glissement. On peut distinguer la propagation de
la perturbation le long du céne de causalité. Aprés une certaine distance de propagation
de la perturbation, on voit la phase d’initiation, non propagative, qui s’insére dans ce
cone. Ensuite 'initiation se développe pendant un certain temps et crée un délai entre la
perturbation et la phase de crack (phase radiative et génératrice des mouvements forts)

Initiation libre sur une faille infinie.
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finite difference method

finite difference solution
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Fic. 2.3 — Le processus instable sur la faille infinie, calculé pa}:’ '.u;?,e mejf:sdjs de
différences finies d’aprés Campillo & Ionesc.u'(_Jth')’Y). A gau:cb et. dIe jloro cosus
d’initiation. A droite: la fin du processus d’mztzatw_w; et le débu fl a,Lpé ede
crack. Ici les valeurs numériques sont: p = 3000kgm™, v; = 3000ms™", L. = 0.

o. — 0g = 12M Pa. La perturbation initiale sur la vitesse a une amplitude mazimale
5 - — .

de 0.0001ms~! et une extension caractéristique de 100m.

L’initiation correspond & la phase ol tous les points de. la faille suk.)i'ssent f’aﬁaliills'simirél;
(6w < 2L,.). Dés qu’un point de la faille dépasse le glissement critique, le crack est ¢
i S%ﬁ:lzp;?sils maintenant nous intéresser & l'initiation plus théoriquement. E;}ns,quie
cette phase correspond, ici, a un affaiblissement homogéne, nous effectucln.sdun:. ;neiafi -
sation de la condition de frottement. Aussi, vu que 1e’s d_eux milieux son _1 entlci ot
part et d’autre de la faille, le glissement est antl—s'ymetmque, ?,’u(_t,:r:,—y) 6 1;;( , .,3111 ot
on ne considérere que le mouvement dans le derm—f—ss.pa:ce.swtlperle'ur1 y > d’. 1 111?;;8 a;.
posons le probléme de I'initiation infinie homogéne linéarisée antiplane, déclenchée p

une perturbation des conditions initiales:

2
6)—E(t,:z:,y) = v’V?u(t,z,y) z€R,y>0,t>0 (2.9)

ot
a—w(t z,07) = —a.w(t,z,0Y) =z €R,t>0et w(t,z,0) < L. (2.10)
t et}

dy
w(0,2,1y) = wo(0,z,y) et v(0,z,y) = wi(0, z,y) zE€ERy>0 (2.11)
Ce probléme peut étre déterminé analytiquement (voir Campillo & lonescu (1997)1)..
Cependant son étude spectrale en temps montre qu’il existe des modes propres dfmt a
val]zur propre a un carré positif. Ces modes propres vont nous permettre de deﬁl’ur une
approximation appelée partie dominante. Le probléme aux valeurs propres est posé ainsi:

A (z,y) = vIV2 Mz, y) MNMecrzeRry>0 (2.12)
A
%(m,[ﬁ) = —o.w?(z,07) z€ER (2.13)

é i idérati cnergétiques. En effet, la
Ia condition A € R est une déduction de considérations ¢énergétiq ;
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condition limite sur la faille ne fait pas intervenir les dérivées temporelles. Une justifica-
tion plus détaillée est fournie dans I’analyse du probléme plan. Par ailleurs, les fonctions
propres dont la valeur propre est de carré positif (A? > 0) forment un spectre continu et
borné. Elles s’écrivent:

—aeytiz, ,‘a%ﬁ’\? ;
w(z,y) = e ; T oavec 0< A< (vsee)®,z ER,y > 0 (2.14)

La partie dominante de la solution correspond & la partie de la solution qui ne
contient que les modes instables définis par (2.14). Elle s’écrit en fonction de la perturba-
tion initiale, considérée comme condition initiale du probléme:

o e +oo 400 )
TERy>0,t>0: wd(t,x, y) = —’:g_“cy/ / / g~ estik(z—u)
T —ae JO —00
sh(vst\/a? — k?)
ver /a2 — k2

Sur la figure 2.4, nous testons 'approximation analytique de partie dominante, don-
née par 2.15, en la comparant avec la solution compléte simulée en différences finies.
L’accord est trés bon. On peut cependant noter la non-causalité de la partie dominante
suivant z. Ceci est du & son spectre tronqué en k sur le domaine [—ac, a.]. Tl est aussi
aisé de vérifier que la partie dominante n’est pas causale suivant y puisqu’elle décroit en

g el

(ch(vst a? — k)wo(u, s) + wl(u,s)) dudsdk  (2.15)

finite difference solution analytical dominant part

I"lti] distance (m) i ﬂtiﬂ distance (m)
b 500 1000 1500 2000 . b 500 000 ®o0 000
[ 5410° 0 1 Seig~
o o @ S a0+
& S
—~ S0~ = —_ 3w =
[ 2 bR 2
o5 24i04 & £ 25107 _§
=, B0 g . 3o g
== wot o *= [l =
2 w 3] 5
R 20 8 240
> Y = kre)
Q a
T Mot = S g =
D~mn 0.05 E [a] 10(, 0.05 ;

Fig. 2.4 — La comparaison entre la solution compléte en différences finies (a
gauche) et la partie dominante (& droite), d’aprés Campillo & Ionescu (1997). On
observe la non causalité naturelle de la partie dominante du fail de son spectre
tronqué. Ici les valeurs numériques sont: p = 3000kgm—3, v, = 3000ms™!, L. =0.05m
et 0, — 04 = 12M Pa. La perturbation initiale sur la vitesse a une amplitude
mazimale de 0.0001ms™! et une extension caractéristique de 100m.

Gréce a la partie dominante, on peut résumer les principales caractéristiques du
glissement de ’initiation antiplane homogéne linéaire en trois points: En z, le glissement
se développe de maniére instable sur un patch de longueur [, = 7 /e, qui correspond a

N — I oo
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la coupure spectrale en |k| = a,, au dela de laquelle il n’existe plus de valeur proprear;n

ternps de carré positif. En y, le glissement décroit exponentiellement de la faille en ™
Enfin en t, le glissement croit exponentiellement en temps sur un spectre de valeur propres
continu telles que 0 < A2 < (v,a.)?. La plus grande de ces valeurs propres A = Vs tend &
dominer les autres et, grice & cela, il est possible de donner une approxmla;tlor} Flu temps
d’initiation nécessaire pour que le glissement atteigne localement la valeur grlthue ZLC,.
Pour une perturbation qui s’étend spatialement sur [—a,a] x [b,+o0[, b > 0, Il est donné

par:

T 7L ) (2.16)
L, 7 v, t V50 a (ZG(VVUO'C + Wi/vs)

oil les poids Wy et W, représentent des sortes de valeur moyenne de la perturbation:

& a +o0
0 2a —a JO 0

Ce temps d’initiation est inversement proportionnel_ a vya, et c‘lé'pend d1:1 lf?garithme
de Pamplitude de la perturbation et du logarithme du glissement cFlthue. ’Ams1 le temps
d’initiation dépend directement du taux d’affaiblissement o, mais ne dépend que des
ordres de grandeur de la perturbation et du demi glissement critique L. _

Lorsque |’affaiblissement est non linéaire en déplacement, autrement dit £ # 0 d’.::m.s
(2.4), il n’est plus possible de faire une analyse linéarlséeiva]able pour toute la p}’L.as.e _d ini-
tiation. Cependant on peut supposer que, puisque la majeure pe?rtlje du tanps d initiation
est due au commencement du processus, alors le parameétre principal qui va jouer esif le
taux d’affaiblissement initial a(dw = 0). Ce probléme a été étudié par Tonescu & Campillo
(1999) dans le cas d’une faille infinie homogene, avec une loi de frot.telznent qui admet un
taux d’affaiblissement initial plus faible que le taux moyen (revenir a la figux:e 2.2). Le
départ de chacune de ces lois est zoomé sur la figure 2.5. Toujours sur cette méme figure,
on reporte I’évolution de la vitesse de glissement en fonction du 1emps pour c}}acun des
taux d’affaiblissement initiaux. On remarque alors que le temps d’initiation cr01t. en pro-

portion inverse du taux d’affaiblissement initial. Par cette étu.de, on montre en fa;lt que ce
ne sont pas les mémes parameétres qui intéressent la propagatlo.n dfe la rupture d une part
et Uinitiation d’autre part. Pour Uinitiation, ce sont plus pa,rtlcuhéremer%t les _detalls du
comportement au commencement de U'instabilité, c’est a dire lors des petits glissements.
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Fi1c. 2.5 — L’influence du tauz d’affaiblissement initial sur le temps d’initiation. A
gauche: le zoom sur le départ des lois de frottement. A droite, le temps d’initiation
correspz_;ndant, d’aprés Ionescu & Campillo (1999). Le temps d’initiation croit en

proportion inverse du taux d’affaiblissement initial.
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2.1.2 Initiation d’wide cisaillemerde cisaillement dans le cas plan
avec une loi ddépendante ddépendante du glissement.

Dans la partie précéder de formaliser le re de formaliser le modeéle d’initiation dans le
cas antiplan, qui est un cas aologie I’élasticité cologie I'élasticité compléte (avec le couplage
des ondes P et ) est inévistre prise en comptre prise en compte. C'est la raison pour
laquelle nous avons formalisation dans le cas jation dans le cas plan. Comme 'opérateur
de bord ne commute plus as ondes, la méthos ondes, la méthode utilisée par Campillo
& Tonescu (1997) dans le cdus valable. Pour dus valable. Pour surmonter cette difficulté
et pour déterminer la partis utilisons une ms utilisons une méthode plus classique de
projection normalisée des cour les modes prop-ur les modes propres. Ici les modes propres
sont des solutions planes de. La décompositic. La décomposition en ondes planes a été
introduite en sismologie pana (1989), dans leia (1989), dans le cas de solides élastiques
sans masse et de lois de frotttate”. Bien que cortate”. Bien que complexe au premier abord,
le probléme que nous abordhiber des caractérhiber des caractéristiques simples.

Initiation of Inplanety under Slip Dty under Slip Dependent Friction
Pascal Favpillo and Ioan R. pillo and Ioan R. Tonescu
Bulletin of the Ser of America 89, 17 of America 89, 1280-1295, 1999

Résumé. Nous étudions Instabilité élastodynstabilité élastodynamique de cisaillement
plan, homogéne, avec une lépendante du glisépendante du glissement. Nous supposons
une dépendance linéaire dent au début du glnt au début du glissement et nous faisons
une analyse de valeur propr«du temps. Nous p.du temps. Nous prouvons qu’il existe deux
types de valeurs propres posmnier type, les valemier type, les valeurs propres ont un carré
négatif et représentent la “f solution. Avec le solution. Avec le second type, les valeurs
propres ont un carré positifrtie dominante” drtie dominante” de la solution. Nous utili-
sons une méthode classique alisation des fonctalisation des fonctions propres pour donner
Pexpression analytique de le de la solution. G de la solution. Cette analyse montre que
la réponse de la partie domie sur un spectre ce sur un spectre continu mais borné. Cette
borne dépend de Iaffaiblissent et d'un coeffient et d’un coefficient faisant intervenir le
rapport des vitesses des onde. Nous montrons a. Nous montrons aussi que la croissance ex-
ponentielle est directement lent et & la vitesse ent et & la vitesse des ondes S. En utilisant
I’expression de la partie domons une estimatinons une estimation du temps d’initiation
nécessaire au crack pour att la propagation st la propagation stationnaire. Nous faisons
des test numériques avec urérences finies et nérences finies et nous montrons le trés bon
accord entre la partie domim analytique et lan analytique et la solution compléte numé-
rique. Finalement, dans notrde contrainte initide contrainte initial est égal a la résistance
statique, nous étudions la pr< et nous observong et nous observons que les pointes du crack
voyagent asymptotiquementdes P, aprés un codes P, aprés un court instant de vitesse ap-
parente P supersonique. Lesues montrent que lues montrent que la description dynamique
linéarisée est encore valable:s de crack dans les de crack dans le régime de propagation.

Abstract. We study the table homogeneostable homogeneous elastodynamic inplane
shear process under slip-weaz assume a linear ¢ assume a linear dependency of the friction
at the beginning of the slip igenvalue analysisigenvalue analysis in the time domain. We
prove that two types of eiges. With the first tp. With the first type, the eigenvalues have
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a negative square and represent the “wave part” of the solution. With the second type,
they have a positive square and lead to the “dominant part” of the solution. We use a
classical method based on the normalization of the dominant eigenfunctions in order to
give the analytical expression of the dominant part of the solution. This analysis shows
that the response of the dominant part will develop on a continuous but limited spectral
domain. This limit depends on the weakening of the friction and a coefficient including
the ratio of P wave velocity to S wave velocity. We also show that the exponential growth
of the dominant part is directly linked to the weakening and the S wave velocity. Using
the expression of the dominant part, we give an estimation of the time of initiation for
the crack to reach the steady propagation stage. We perform numerical tests with a finite
difference method and show very good agreement between the analytical dominant part
of the solution and the complete numerical solution. Finally, in our case where the initial
stress is equal to the static admissible load, we study the crack propagation and observe
that the crack tips travel asymptotically at P wave velocity after a short time of apparent
P supersonic velocity. The numerical results show that the linearized dynamic description
is also valid ahead the crack tips in the propagation regime.

Introduction The initiation stage in dynamic faulting is now considered as a key pro-
cess in earthquake studies. Perhaps the short time prediction of earthquakes depends on
our understanding of this initiation. Ohnaka et al. (1987) and Ohnaka (1996) show in
their laboratory experiments that the frictional conditions on the fault during the initia-
tion process can be simply modeled by a slip dependent friction. Matsu’ura et al. (1992)
and Shibazaki & Matsu’ura (1992) proposed a numerical model of earthquake nucleation
derived from these experiments. They studied the slip on a specific heterogeneous fault
with an external loading. Our goal here is to study separately the dynamic and unstable
initiation of the slip at a constant load. This phase takes place between the quasi-static
process (where the fault is stable and where the tectonic load is the time scale) and the
crack-type propagation (where the waves give the time scale). Campillo & Tonescu (1997)
studied theoretically the dynamic evolution of the initiation stage due to a linearized slip
weakening friction in the antiplane case. They calculated an analytical solution for the
homogeneous case and they also gave the time of initiation and the critical length of the
perturbations that are able to develop an instability. To complete this work, Tonescu &
Campillo (1999) studied the role of the finiteness of the weak zone on the time of ini-
tiation. In the present paper we study the initiation under an homogeneous linearized
slip weakening friction in the inplane case. Since the method developed by Campillo &
Ionescu (1997) for calculating the “dominant part” of the solution does not apply in the
inplane case, we use another method based on the determination of the eigenfunctions
and the calculation of their norm. Finally we present a quasi-explicit analytical formula
of the dominant part. We say quasi-explicit because the formulation needs the numerical
calculation of the roots of a high order polynomial function. Once this little difficulty is
solved, one can calculate a theoretical solution. From this analysis we give the main fea-
tures of the initiation and we compare them to the antiplane case. We also perform some
simulations with a finite difference method in order to validate our theoretical expression
for the dominant part. Finally we study the propagation phase of the crack with the
finite difference simulations and we find that our linearized approach describes well the
stress and velocity fields ahead the crack tips when the admissible static stress is reached
everywhere on a large zone of the fault.

Problem Statement We consider the inplane shearing of two homogeneous half-spaces
bounded by the plane I'; at y = 0 (see I'igure 2.6). The half-spaces are in contact with
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slip dependent friction. We assume that the displacement field is 0 in the direction z and
we suppose that all our descriptive functions (displacement, stress and velocity) do not
depend on z. The elastic medium has the density p and the two wave velocities v, for P
waves and v, for S waves. The corresponding first Lamé coefficient is p(v] — 2v?) and the
second one (the shear modulus) is pv?.

¥
T
Hy
r, ‘l‘ el ]
-—‘-"——-_-—'-'__‘ —p X
> )
<> W
Oxy

FiG. 2.6 — The inplane problem. Notations.

By ®(t,z,y) and ¥(¢,z,y), we denote the Helmoltz potentials (corresponding to P
and S waves), i.e. the displacement u,,u, and the stress ouz, 0oy, oyy fields can be written:

L

= e 2.17
Y= 9z dy’ (2.17)
a® ov
R A 2.18
Uy By i+ Bt ( )
G 0%® v |
e 02V 90
= pv? - = 2.20
Ogy. = pvs (28$8y + 31‘2 ayg) + J:r;y7 ( )
9% ® L, 0% v
Tyy = P'Ug_yf +p(vp — 3””3)@; + QPUEM + Oy (2.21)

o o ] ;atic initial stress field.
where 035, 055, oge is the homogeneous static initial stres

The equations of motion, expressed with the potentials are the following
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9%® , ‘
S = vV, (2.22)
9% . f
5z = UV V. (2.23)

We assume that the problem has the fundamental symmetry properties (¢, z, —y) =
—®(t,z,y) and ¥(t,z,—y) = ¥(¢,z,y). From these symmetries we deduce the other
useful symmetries ua(t, @, ~y) = —ua(l,z,y), uy(t, 2, —y) = uy(t,2,y), oue(t,z, —y) +
Oua(t, @, y) = 2055, 0uy(t, 7, —y) = 04y(t, z,y) and oy (¢, 2, —y) + oy (t, 2, y) = 205, The
condition of continuity of the stress vector on the fault plane I'; gives

(fy?f(t:xao+) = O-y’y(tamao—) = U;; (2,24)
Ouy(t,2,07) = 04y(t, 7,07) = 04y(t, 2,0), (2.25)

Le. the normal stress does not admit any variation during the slip. The condition of
symmetry of the normal displacement w, (¢, z, —y) = uy(t, z,y) already gives its continuity
1.e. the crack will not open. The friction boundary condition on the fault plane T’ 7 reads

Ouy(1,2,0) = —opop(z, dus(t, z))sign(dva(t,z)) if dvy(t,z) #0
|02y (8, 2,0)| < —ofou(z, Sus(t,z)) if Sv,(t,z) =0 (2.26)
where du(l, x) = u(t,z,0") —u,(t, 2,07) and Sv(t, z) = 1, (¢, z,0t) —t,(t, 2, 0~) are

the relative slip and the relative slip rate on the fault, and w(z, du) is the slip dependent
friction coefficient. The initial conditions

uz(0,z,y) = ug(ma y), uy(0,2,y)= US(J": Y) (2.27)
U4s(0,7,y) = v3(2,y), Uy(0,2,y) = vo(z,y), (2.28)

are defined as a small perturbation of the equilibrium and obey the symmetry condi-
tions expressed before. We consider in this paper only the case of an homogeneous fault
and a friction law with a piecewise linear dependence on the slip, (see Figure 2.7) i.e.

w(z, 6u) = 1 — ESQE—'“”’(SU if du < 2L, (2.29)
plz,du) = pg it du > 2L.. (2.30)
The fault is at the rupture level everywhere at ¢ = 0 therefore Oy = —Ogolhs = O,

where o, is the admissible static stress. The choice of this particular condition is motivated
by two reasons. The first one is physical: we want to describe the unstable evolution of
the slip near an equilibrium position. Therefore we must suppose that there exists a large
enough zone on the fault where the strength has been reached. The second reason is more
technical: we want to perform an eigenvalue analysis and we want to calculate an analytical
dominant part for the slip on the fault. This linearization needs the condition that the
strength is reached everywhere on the fault. In practice the validity of this assumption will
be limited to the very beginning of the process. We must point out again that the aim of
this work is to give some mathematical features of the homogeneous initiation process i.e.
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Fig. 2.7 — The slip dependent friction law. Three parameters o, (static friction), oy
(dynamic friction) and L, (critical slip) define the idealized slip dependent friction
law.

the form of its evolution and its spectral representation. The time of growth is deduced
from the response of the system to an initial perturbation that is as small as we want.
One easily verifies that if the initial perturbation is zero i.e. u2(z,y) = 0, vg(a:,y). =),
ug(:t:,y) = 0 and vg(m,y) = 0 then u,(t,z,y) = 0 and uy(t,z,y) = 0 is a so%u!nlon of
our problem. Finally, the complete symmetry of our equations gives us the possibility to
consider only the half space y > 0. To complete the notations, we denote by o4 = —oyy g

the ordinary dynamic stress.

Eigenvalue Problem Our goal is to write the solution for the initiation phase m a
spectral form. By definition, the initiation phase corresponds to the stage when the slip is
less than 2L, at all the points of the fault (see equation (2.29)). In this particular domain
we rewrite the friction condition in this way:

oy(t,2,0)

= = —au,(t, z,0) (2.31)
P

where

e PR M (2.32)
¥ putl, pv2L,

Qe =

is an important parameter that compares the weakening of the fault to the rigidity
of the body.

Since we guess the existence of real positive eigenvalues in the spectral representation
of the solution, we want to extract the dominant part of the solution by taking only the
eigenfunctions whose time dependence is exponentially growing (real positive eigenvalue)
rather than oscillating (imaginary eigenvalue) (see Campillo & Ionescu (1997)). By A we
denote the eigenvalue and by ®*(z,y) and ¥*(z,y) the eigenfunctions for the potentials.
The eigenvalue problem is summarized by:
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NN z,y) = 02V 0N z,y), y >0  (2.33)
N0 (2, y) = 02V (2,y), y>0  (2.34)

dz(I,A ) az(p,\ 92k]1\ )
7@ 0) + (7 9 (0,0 425 (@0 =0 (235)
029X VA *yA L% AR
Zaxay(:z, ,0) + —— 52 ——(z,0) — Gy? (s, 0= ( o (z,0) — —a—g—(m,ﬂ)) (2.36)
where n = ”l.

By u}(z,y) and u,(x,y), we denote the corresponding eigenfunctions for the displa-
cement that must be derlved from the potentials following equations (2.17) and (2.18).
Before one begins the eigenvalue analysis, one must know the type of the eigenvalues,
i.e. are they real, imaginary or complex numbers? If we remember that the medium
is homogeneous, we can demonstrate (see Appendix A) the important relation for two
eigenfunctions:

+oo  ptoo
[ Ny o ) )
oo Lol )\ X
:/ (o v?ud (u))*)(z,0)dz —/ / Y (2, y)dyda (2.37)

oo

Here cj‘"Aj is the volumetric strain energy function. Its expression is given in Ap-
pendix A. It has the symmetry ejj”\i == (e;\"A")*.

By taking 7 = j in equation (2.37), we deduce that A? is real and consequently we
have A € R or A € iR.

Using the Fourier transform, we now express the eigenfunctions for the potentials
as linear combinations of exponential functions. These eigenfunctions satisfy the eigenva-
lue problem summarized in equations (2.33), (2.34), (2.35), (2.36) and the finite energy

conditions at z = 00 and y = 4o00. Therefore the eigenfunctions have the generic form:

®*(z,y) = e*=(Pre™ + Pre ™) (2.38)
Uz, y) = *%(S1e™ + Sze™Y) (2.39)

k is necessarily real because of the finite energy condition at z = oo. Since A can
be either real or imaginary, it follows from the equations of motion that p and s are also
either real or imaginary. Finally P, P2, S; and S; are complex.

After using all the conditions of the problem, we find four types of eigenfunctions (see
Appendix B) that comply with them. In the first set, the eigenfunctions are a combination
of propagating P and S waves and they can be parameterized by the two wave-numbers
k and s. The other numbers p = p(k,s) and A = £A7(k,s) are deduced from them. In
the second set, the eigenfunctions are the combination of S waves and P vanishing waves.
They are also parameterized by the two wave-numbers k and s. The numbers p = p(k, s)
and A = +\p(k,s) are also deduced from them. In the third set, the eigenfunctions are
the combination of P and S vanishing waves and they are only parameterized by the single
wavenumber k. The numbers s = s(k), p = p(k) and A = £A17;(k) are deduced from it.
Finally in the fourth set, the eigenfunctions are not waves but vanishing and unstable
functions. They are parameterized by the single wavenumber k. The numbers s = s(k),
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p = p(k) and A = £A;v(k) are also deduced from it. The fourth set of eigenfunctions is
the base of the dominant part of the solution. As can be seen in this fourth set, there
is a limited spectral domain (|k| < k.) in which the instability develops after the initial
perturbation. Therefore large wave-numbers (|k| > k.) do not participate in the unstable
growth of the crack. This critical wavenumber k. is defined by:

e os—o0g\ 1 v2 ;
kc = — _ P '
2(1 —1/n?) ( pviL, ) 2 (”b’f} —vf) (2.40)
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FiG. 2.8 — The eigenvalue analysis: the curves s(k), p(k), and A(k)/vs for k € [—k., k]
are solved numerically. Their determination allows us to define the dominant
eigenfunctions needed for the calculation of the dominant part.

We associate the critical half length of the unstable patch [, = and we find:

=
2ke

2Lc ,UZ_,Uz
I = (7”9”5 ) ( P ) (2.41)
g — Jg 'vp

This exact formula was given by Rice (1980). Andrews (1976) found an analogue
but slightly different formula by using the Griffith fracture criterion. Das & Aki (1977)
deduced Andrews’s formula from Irwin criterion. Both fracture criteria are equivalent
to deduce the critical length of growth of a crack (see Aki & Richards (1980)). In our
present work, this result is derived from a stability analysis of the dynamic displacement
field, that allows us to write down the analytical form of the solution. We give a short
demonstration of the existence of the critical wavenumber k. in Appendix C. Further
analysis shows that the maximal real value for the eigenvalue X is obtained if & = 0 then
s(0) = ag, p(0) = ac/n, A(0) = vy0.

Our conclusion is that the eigenfunctions containing the whole unstable part of the
solution can be parameterized by the single real number k with |k| < k..

Analytical Dominant Part In this section, our aim is not to write a complete spectral
formulation of the solution but to extract its dominant part. The dominant part is in fact
the truncation of the spectral formulation to the fourth set of dominant eigenfunctions
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written in Appendix B. Since we perform a truncation of the spectrum (k| < k.) the
dominant part does not respect exactly the principle of causality. This question will be
further discussed in the subsequent sections. First let us return to the property of the
causal complete solution (dominant part + wave part) before extracting the dominant
part. We classically consider that the complete solution can be written as a linear combi-
nation of all the eigenfunctions calculated in section 2.1.2. For example for the potential
®(t,z,y), we obtain:

O(t,z,y) = O (1, 2,y) + ¥(t,2,) (2.42)

with

@w(t, :c,y) =

+o00 +oo
[ [ (Whaokiew + Whioh (e, + WELOH (@.0) e dsdk

+oo  plkly/(n2-1) ——_
—|kl£/(n?-1)

+o0
+ (/ ‘|‘/ ) Wi 08 (z, y)et W de  (2.43)

and

| ke

| oty z,y) = [ Wiys@ly(z,y)e D dk (2.44)

—ke

The problem is to know the coefficients of the combination precisely. If the eigenfunc-
tions have a property of orthogonality, one can identify each coeflicient of the combination

as the projection of the initial conditions on each corresponding eigenfunction. As we can
see in Appendix A, such an orthogonality exists in our problem by taking (¢ # 7) in the
equation (2.37). This orthogonality property reads:

+co +co
/ / (udi(ud)* + u (u éj)*)(m,y)dydm =0 (2.45)

Finally, to write the dominant part, we just need to calculate the coefficients related
to the dominant eigenfunctions i.e. W}, .

‘ In order to simplify the formulas, let us write the dominant part for the displacements

‘ in this more convenient form:

E(y)eik (Wo(k)ch()\(k)t) + ng)sh(/\(k)t)) dk  (2.47)

ul(z,y,t) =

uy(z,y,t) =

where the functions uk( ) and u¥(y) are derived in Appendix D from the y-dependence
of the eigenfunctions ®%,(z,y) and ¥ IV( y) (fourth set of Appendix B). In these expres-
sions (2.46) and (2. 47) Wg(k') and Wy (k) replace WF,. and A(k) replaces Arv (k). Concer-

ning the functions u* and wf, a numerical solution for s(k), p(k) and A(k) is plotted on

y?

A
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Figure 2.8. The numerical value of k, comes from choices of dimensional quantities given

in next section 2.1.2. The corresponding functions u” u,k are also plotted on Figure 2.9.

In order to complete the analysis, we give in /\ppendlx D the functlons P* and U* for the
potentials. We also give in this appendix the stress functions of  oF and cryy and their

plots on Figure 2.9.

Tz Vry

2000

2000
1000
o0 y (m)

F1G. 2.9 — The dominant eigenfunctions. Top left figure: the curves s(k) and p(k)
for k €[0,k;]. The other figures are the representation of the corresponding
dominant eigenfunciions for displacements and siresses.

We now proceed to the calculation. To obtain Wy(k), we use the initial displace-
ments. First we write the identity

K _

w(z,y) = u¥(0,z,y) + u(0,z,y) = ul ([],a:,y)—l—/ uf (y)e™ Wy (k)dk (2.48)
A,};C
ke .

uy(z,y) = uy (0,2,y) + uﬁ(D, z,y) = uy (0,2,y) + /k iuj(y)e*k”WO(k)dk (2.49)

Second we use the orthogonality property (2.45) which states that the eigenfunctions
constituting the wave part are orthogonal to the one constituting the dominant part.
Therefore the dot product of a dominant eigenfunction of wave number k' with the wave
part (u¥(0,2,y), uy(0,z,y)) at ¢ = 0 is zero i.e.:

+oo 400 o
/ / (u(0, 2, y)ul (y) — duy (0,2, y)uy (y))e™* “dydz = 0 (2.50)
J—co 0

Consequently the dot product of a dominant eigenfunction of wave number &" with
the complete solution (ud(z,y), ud(z,y)) at t = 0 is reduced to the dot product of this
dominant eigenfunction with the dominant part (u(0,z,y), ul(0,z,y)) at t = 0. By
replacing (u(0, z,y), uz(O, z,y)) by its expression in equations (2.48) and (2.49) we obtain:
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ok

_/k 2w5(k—k)Wo(k)/ (ub(y)ub (y) + ub(y)ul (y))dydk

0

)u,l;'(y) = iug(mjy)u.f;’(y)) —1k! rdyd;r:

_ ! L k'\2 E'\2 5
= 20 W(K) [ (V) + WP W)dy (251

where & is the Dirac function.
The final result is

wo(m—% / " (W )Rk, ) — ik ()0 (k, y))dy (2.52)

where @) (k,y) and dy(k,y) are the x-Fourier transforms of the initial displacements
and where D(k) is the integral of the square of the eigenfunction components (i.e. their
norm),

D(k) =~
s(k)p(k)
x ($*(k)k? (4s(k)(K* + p*(k)) — Bp(k)(s* (k) + &%) + p(k) (s°(k) + %)) (2.53)

In the same way Wj(k) is calculated by replacing the x-Fourier transforms of the
initial displacements in equation (2.52) by the x-Fourier transforms of the initial velocities

ok, y) and ¥)(k,y).

Characteristics of the Initiation Phase Let us now recall precisely our definition of
the initiation phase. It begins at ¢ = 0 and ends at the critical time t = T,. For ¢ < T,
every point is on the linear decreasing part of the friction law i.e. Vz du,(z,t) < 2L.. For
t > T., the crack is in the propagative regime and (dz / duy(z,t) > 2L.). We consider a
small perturbation of u, and v, with the support [—a,a] x [0,+co[. To determine T, we
use a simplified expression of the dominant part (2.46) by considering that the evolution of
the displacement is mainly determined by the eigenfunction with the greatest eigenvalue
Ak = 0) = vsa,.. Therefore, during the nucleation phase the solution grows by a factor
e in an interval of time 1/(vsa.). The total time of nucleation depends on the ratio of
displacement at the end of nucleation 2L., to the displacement of the projection of the
initial perturbation onto the most dominant eigenfunction. For this purpose we use the
solution above with & = 0. This approximdtion is valid if the spectrum of the perturbation
is quasi constant on [—ke, k] i.e. if 3= >> 1. Therefore for a perturbation of u, we have:

(k) % 2(0,0) = [ ula)da (250
0 1 i ‘ 0 — ] .
0,9)) dy = — u (z,y)e *¥dady  (2.55)
I‘Trac 0 g

Wo(0) = 35 ] T ()
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The same computation can be done for a perturbation of v, to obtain Wi(0). If the
critical time 7}, is large enough i.e. A(0)T, >> 1 Le. T, >> —— we obtain

AO)Te vsaeTe
u?(T.,0,0) ~ k.ul(0) (Wo(O) 4 Wl(o)) c ket (wo(o) + W](O)) C  (2.56)

Vg 2 VOl 2

The equation u%(71.,0,0) = L. leads to the following estimation of T

1 L
I~ - c (2.57)
Vs (W(WD(O) + Tff?))

We perform a series of numerical experiments in order to confront the theoretical
results for the dominant part with the complete solution calculated with a finite difference
method. The numerical scheme of the finite difference method is not explained because the
details are beyond the scope of this paper. We just indicate that it uses a classical finite
difference scheme (Lax-Wendroff) for the iterations in the body. It has been adapted
to the existence of the two phase velocities of P and S waves. We choose Al = v, Al
for the convergence. On the fault, iterations are calculated by using the integration of
the characteristic lines in order to capture the instability. More details on the numerical
aspects are given by Ionescu & Campillo (1999). We use a grid of 1200 x 600 points in the

x,y plane. The parameters of computation are Al = 5m, p = 3000kg/m?, vs = 3000m/s,
n = vp/vs = 1.7, 050 = —150M Pa, o7y = 120M Pa, p, —08 pa = 0.7 and L. = 0.05m (if
no indications are given) With these values we obtaln a. = 0.011lm™!, k. = 0.0085m~"
and [, = 283m. The initial conditions are given by:

us(z,y) =0, ug(:c,y) = [ (2.58)
vi(z,y) = voe_“"z/“?"yQ/b?, ng(m,y) =0 (2.59)

with always ve = 0.0001m/s and @ = b = 75m (if no other indications are given).

On Figure 2.10, we plot the comparison between the finite difference method and
the dominant part. We observe a very good agreement between these two independent
methods. This shows that the unstable evolution of the initiation phase is accurately
described by the dominant part. Concerning the evaluation of the time of initiation, we
find 0.3777s < T. < 0.3784s with the finite difference while our approximate formula
(2.57) gives T, = 0.3646s.

Rather than to focus on the total time of nucleation, it is also interesting to examine
the growth of the perturbation calculated with the finite dlﬂ'erence method. We compute
the logarithm of the slip velocity log,, 5“3 $ua(t0) 2t the center of the perturbation. The results
are plotted on Figure 2.11 for various L.. gThe rate of growth associated with the dominant
part is given by the slope of the tilted linear part. The beginning of the curves shows the
effect of the wave part whereas the end represents the crack part.

We now want to comment on the similarities and the differences between the anti-
plane and the inplane problems. We summarize in the following table the main features

of the dominant part for both problems:

H Slipping patch | Time growth | y-decreasing |

Antiplane T/ L g oY

Inplane 2(1 — 1/n*)r/a. Ay glscret ~y e
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FiG. 2.10 — The plot of the velocity on the fault for different times in the initiaiion
phase. See the good agreement between the two independent methods. Let us
remark that for the last time the curve has left the initiation phase.
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Fic. 2.11 — The plot of the logarithm of the velocity for different values of L. at the
center of the perturbation. For the small values of L, one can observe the effect of
the wave part before the constant rate of growth that corresponds to the dominant
part.
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For the initiation stage, we observe an almost complete similarity between the two
problems. The main modification concerns the characteristic length in the inplane case
compared to the antiplane case. Indeed the inplane critical length is the antiplane one
multiplied by the factor 2(1 — 1/n?), that is 1.3 for n = 1.7. In the inplane case, the y
dependency does not follow the unique exponential function e=*¥ found for the antiplane
case but a more complex combination of decreasing exponential functions (sce again the
dominant eigenfunctions on Figure 2.9). In fact we can consider that the antiplane problem
is (mathematically speaking) a particular case of the inplane problem where the curve s(k)
does not depend on k anymore since in the antiplane case s(k) = a. (See Campillo &
Jonescu (1997)).

Transition from Initiation to Propagation Several comments have to be made
concerning the physical interpretation of the properties of the initiation phase. In order
to illustrate our purpose, one can see on Figures 2.12 and 2.13 the velocity and stress
distributions at the particular time #; = 0.3627s in the initiation phase. First, one does
not observe any singularity for these functions. Indeed the fault is at the rupture level
everywhere and no stress concentration is possible. Second, the motion evolves globally
on the fault, losing the form of the initial perturbation that was only of a size of around
twenty grid points. This effect expresses the wavenumber cut at k.. Third, one does not
observe any classical crack tip on the fault. Fourth, there is no visible wave front in the
body i.e. the process of initiation is not emitting and it is localized on the fault. Finally the
meaning of this initiation phase is the non stationary motion that produces a continuous
transition from the initial perturbation to the propagation of a self-similar crack.

v (t.xy)

05" :

0
1500

-0.02 i =y " 500

1500 = i 300
: 200

-500 100

~1000
. [} m
x(m) 1500 y (m)

Fi1G. 2.12 — The plot of the velocities in the medium at t; = 0.3627s in the initiation
phase. The slip is localized on the fault and no wave is visible.

In the following part, without entering in detail in the study of the crack propagation
that has been studied by Andrews (1985) in the inplane case and Virieux & Madariaga
(1982) and Day (1982) in three dimensions, we examine the way how the system does
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Fi1G. 2.13 — The plot of the stresses in the medium at t; = 0.3627s in the initiation
phase. The stress change is localized on the fault and no wave is visible.

the transition between the initiation stage to the propagation stage. On the Figures 2.14
and 2.15 one can observe the velocity and stress functions in the propagative phase at the
time 3 = 0.5882s, computed using finite difference method. It is now possible to identify
the crack tips and two wave fronts for P and S waves propagating in the body, which
indicates a huge radiation compared to the initiation phase. The propagation process is
qualitatively very different from the initiation process. Let us now see the relationship
between the two stages.

On the Figure 2.16 we did three simulations. The curves (1) correspond to the com-
plete simulation of the propagation with finite differences and the friction law represented
on Figure 2.7. The curves (2) are the result of the simulation with finite differences of
the initiation phase for a fictitious friction law, in which a constant weakening rate exists
whatever the slip, that is 04 — —o0 and L, — +o00. The curve (2’) is the analyti-
cal form of the dominant part extrapolated outside the initiation domain. The dominant
part naturally fits with the curve (2) when the effect of non causality (due to a limited
spectrum) of (2’) is low (i.e. for small times). For large times, the slip computed is enor-
mous and the effect of non causality of the dominant part of the solution can be seen. A
striking feature of Figure 2.16 is that the curves (1) and (2) are strictly identical outside
the crack zone (by the name crack zone, we define the zone inside the crack tips and
where the slip exceeds 2L.). In fact this observation shows that the points which have
overcome the critical length L. in the middle of the fault do not disturb the initiation
process that continues outside the crack tips, as if all the points outside the crack tips
were in a fictive uniform initiation stage. In other words, our linearized approach is still
valid ahead the crack tips in the propagation regime. Before giving an explanation to
this fact, let us recall the results found by Burridge (1973). He demonstrated that the

velocity of the crack tips of a self similar crack depends on the parameter § = %
Ty

59

[nitiation libre sur une faille infinie.

vl(lz.x,y)

" 1000

y (m)
x {m)

“~ 1000

e
400
9 1000

: “ 200
2000 000" © y (m)

x (m)

F1G. 2.14 — The plot of the velocities at t; = 0.5882s in the propagation phase. Here
the two traveling wave front of P and S waves are visible.
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Fic. 2.15 — The plot of the stresses at t, = 0.5882s in the propagation phase. Here
the two traveling wave front of P and S waves are visible.
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If S > 1.63 the admissible velocity is the Rayleigh wave speed. If S = 0, as in our case,
the P wave velocity is admissible. On Figure 2.17 we plot the trajectory of the crack tips
computed with the finite difference method. These trajectories correspond to the curves
(1). We observe that the crack tips travel at an apparent velocity larger than the P wave
velocity but they are always in the cone of causality of the process. After a long time
the crack tip’s velocity decreases asymptotically to the P wave velocity as expected. This
observation confirms the results of Burridge but it also gives us the response to the fact
that our linearized approach is valid to describe the velocity and stress ficlds ahead the
crack tips. Indeed the crack tips travel at an apparent P supersonic velocity and therefore
no information from the middle of the fault has enough time to come and perturbate the
dynamics of the initiation outside the crack tips.

il _iI
| il 3 5
I ] B 7
| 1IP supe{sonic crack tip :
Afo t=0520 shf- N\l kg Fonas

I

I

|
B

plzszz e ; : o iy
~3000 ~2000 ~1000 0 1000 2000 3000
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Fic. 2.16 — The transition from initiation to propagation. Here we plot the velocity
on the fault for different times in the propagation phase. The plot (1) is the
stmulation in finite difference of the complete solution with a bounding dynamical
friction o4. The plot (2) is the simulation in finite difference of the initiation as if
it could continue without any bounding dynamical friction o4. (2°) is the analytical
dominant part.

Finally in this particular case where the fault is near the rupture everywhere, the
slip outside the crack tips is well described by the extrapolation of an homogeneous ini-
tiation. Our linearized description is still valid to describe it. More precisely, the complete
linearized calculation computed with finite difference, corresponding to the curves (2), is
exact and the analytical dominant part, corresponding to the curves (2’), is valid while
its non causality effect is small, i.e. for relatively small times. In another words the pro-
pagation of the crack in our case is not due to the accumulation of stress but is due to
the unstable growth of the small perturbation that propagates on the fault at the P wave
velocity, an artifact of the idealization that whole fault is initially at o,. In the antiplane
case the same remarks could be done in the same context.

Conclusion We study the initiation of an unstable inplane elastodynamic shear crack
under slip-weakening friction. Some characteristics where found by previous studies. We
propose here an eigenvalue analysis that allows us to define the dominant part of the solu-
tion that describes the unstable growth of the slip. We obtain an analytical expression for

the dominant part. The formula shows some differences with the antiplane case but the
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FiG. 2.17 — The trajectory of the crack tips on the fault for different values of L..
Let us see the apparent P supersonic velocity. It converges asymptotically to the P
wave velocily for great times.

main features are conserved. Indeed the unstable part of the response to a little perturba-
tion will develop on a limited spectral domain. The limiting wavenumber (corresponding
to the slipping patch) is derived from the slope of the friction law, the shear rigidity and
the ratio between the P and the S wave velocities. We also give the characteristic time
of growth of the perturbation which is the same as in the antiplane case. We complete
this result by giving an approximation of the time of the initiation phase. Our results are
compared to a numerical solution calculated with finite differences. In the propagation
regime, we show that the crack tips travel at an apparent P supersonic velocity which
tends asymptotically to the P velocity. This observation is in agreement with previous
studies in the case where the fault is at the admissible static load everywhere. More than
this verification, our simulations gives us an argument to say that our linearized approach
(for any time) and its description by the dominant part (for short times) is still valid to
give the stress and velocity fields ahead the crack tips in the propagation regime.
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Appendix A: Properties of Eigenvalues and Eigenfunctions Let us consider an
elastic body {1 and its boundary 9). Let us consider the displacement field u; and the
corresponding stress tensor field og;. We write the equation of motion in the body

azuk
—_— = T
P 3t2 kLl

We can multiply each side of this equation by any independent field v, and integrate
on the body:

62uk

——updV = | oy opdV
P Uk L kLUK

We consider the equality ogvr = (orive); — orive,. We recall the symmetry of the
stress tensor i.e. o) = oy and deduce that oyvg; = onery where e = (v + v i) /2 is
the strain tensor associated to the field v;. We are now able to apply the Gauss theorem
and we find:

9%u
p 8;kvkdv :/ O‘k['t)kds,f* / O'klﬁ[c[dv (260)
1219 Q

We consider the particular case when uy = (ui',u; ) and v = ((uij)* (u Aj)*) We

can replace 2 t2 by (X;)? for an eigenfunction. Taking into account the frictional boundary
condition (2.31), we have for our particular problem:

+o0 “+o0
/ / A2 () 40 () (2, y) dyda
+oco +co +co
:/ (eev2ul (u)?)*)(, 0 d:r——/ / ” (z,y)dydz (2.61)

[e.0]

5 "Iy

1s/\tl\1& operator of VOlllIIllC energy of strain. One can easily remark that it has the symetzy
NELd

€ = (631 AJ) .

If one takes ¢ = 7 in equation (2.61) one obtain

Here 62“)\3 = v} ( im(ﬁm) + cu(eﬁy) )+( —20v2) ( M(Eyy) + cw(ém) )—I—Z'Uze’\‘ (f.iy)
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2 +m A d I +w Mt Ndide
a2 oo I 100 et (@ y)d (2.62)
b |2 + |uy | )(z, y)dydz
Since cj"’A" = (635’}‘5)*, we deduce that 62"’)” is real and finally that A? is real.

Consequently A\; € R or A; € 1R.
Finally, we take the conjugate expression of (2.61) and replace i by j and if we do
the difference with (2.61) we obtain:

0000 [ [y e =0 (269

Therefore if | ;| # |\;| the integral in equation (2.63) is zero, as expected from the
property of orthogonality of the eigenfunctions.

Appendix B: The Complete Set of Eigenfunctions In this section we denote by
n the velocity ratio n = v, /v;

First Set

In this set two wave-numbers k and s are needed to describe the eigenfunctions.
They have a negative value of A* (stable).

(k,s) € R* with |s| > |k[+/(n? — 1)

1
p(k,s) e R with p(k,s) = ig\/sﬂ —(n? —1)k?
A= +Ar(k,s8) € iR with Ar(k,s) =v,Vs? + k2

o5 (z,y) = * ((K* — 5%) sin(p(k, s)y))
U (2, y) = ™ (2ikp(k, s) cos(sy))

@}“;f(:c, y) = &'*® (4k>p(k, s)s cos(p(k, s)y) — a.s(s® + k?) sin(p(k, s)y))
U5 (z,y) = ™ (—2ikp(k, s)(s* — k) sin(sy))

5% (z,y) = e (2iks(s® — k?) cos(p(k, s)y))
Uhe(z,y) = €* (aps(s? + k?) cos(sy) + (s° — k?)?sin(sy))

Second Set

In this set two wave-numbers k and s are needed to describe the eigenfunctions.
They have a negative value of \? (stable).

(k,s) € R* with [s| < |k[+/(n? — 1)

1
p(k,s) e Rt with p(k,s) = E\/(nz — 1)k? — 52

A=2A(k,s) €iR with Ap(k,s) = tv,V/s? + k2
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‘T)I;}s(ar, y) = e'*® (2iks(s® — ,’gz)c*rﬂ(h«ﬂy)
ks 1kx
U7 (2,y) = & ((aes(s® + k?) — 4k>p(k, 5)s) cos(sy) + (s* — k?)? sin(sy))
Third Set

In this set one single wavenumber £ is needed to describe the eigenfunctions. They
have a negative value of A* (stable). |

ker with |k‘|>kc:$

2 2(1—1/n?)
‘ _ 2 1 5%2(k))? — ags(k)(s*(k) — k2
et it EEE o ) L ooy

p(k) € BT with p(k) = ?1?\/(?72 — 1)k% + s%(k)

A= j:)\[]](k) € R with )\HIU{:) =10,/ k% — 52(;6)

®f 1 (z,y) = ™ (Qiks(k)efp(k)y)
U (2, y) = e ((s2(k) + k2)e—"®)

Fourth Set

In this set one single wavenumber k is needed to describe the eigenfunctions. They
have a positive value of A? (unstable).

Qe

" ) s(k) e Rt with
24 8%(K))? — as(k)(s%(k) — k2
B =B _ L= (2.65)
p(k) € R* with p(k) = %\/(nz DR+ S5k (2.66)

A=H4Av(k) € R with Ay (k) = ve/s2(k) — &2 (2.67)

Ok (z,y) = e (2iks(k)e M) (2.68)
Uy (2,y) = €™ ((s*(k) + k%)e~**W) (2.69)

Appenc—ilix C: Critical Wavenumber k. We define the dimensionless functions 3 =
s(k)/k, p = p(k)/k and @, = a./k and we rewrite equations (2.65) and (2.66):

P= " = p1(5) (2.70)

1
P= (n? — 1) + 5% = py(3) (2.71)
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We want to solve for § that satisfies p1(3) = p2(5). One can verily that 5, = 1
is always a solution of the system (2.70) and (2.71). In this case A = 0. Moreover the
variations of the curves py(3) and pa(8) indicate that there exist one other solution 3,
(see Figure 2.18). If %‘(31) £ %‘(31) then 8, > 1 and consequently A(3;) is real. This
condition is equivalent to a, > 2(1-1/n*)ie k < k.= XI——QICT#) In another words, k < k.
ensures that there is an s > k so that ) is real and there is a growing solution.

35 T T T T T T T

......... p‘{k for l-(:(}.(ikC
—_— p,fkfor k=k;

Ul === e pykforke2sk

= e

FiG. 2.18 — The functions p3(3) and p1(5) for different values of k. The analysis of
these functions give the proof of the existence of the cut off at k. in the dominant
part.

Appendix D: Dominant Eigenfunctions Here we give the y dependent functions

Pk, Wk, ok, ug , cr;“y, cri“y, o*_ for the dominant eigenfunctions.

3*(y) = 2ks(k)e PH
Uk (y) = (s2(k) + K*)e™ "W
b (y) = s(k) (—2k2e 0 4 (s2(k) + ke ()
ub(y) = k (—2p(k)s(k)e ™ + (s*(k) + k*)e ")
ok (y) = po? (4k*p(k)s(k)e ™ — (s*(k) + k)2 )
ok, (y) = 2pu2ks()(s*(k) + k%) (e — &)

2

)
o (y) = 2007ks(k) ((*(k) — K — 27 (K))e ™8 1 (s7(k) + K*)e ()

T

21.3 FExtension & ’initiation d’une fissure en mode d’ouverture.

Pour illustrer I’extension de 'analyse des problémes d’initiation infinie par la mé-
thode utilisée dans le cas plan, nous présentons succintement des résultats pour le cas

d’ouverture (mode I).
Pour le mode d’ouverture, le probléme a les symétries inversées du mode plan.
O(t,x,—y) = ®(t,z,y) et U(t,2,—y) = —U(t,z,y). Sur le bord y = 0t la traction oy,
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dépend de I'ouverture de la fissure en s’affaiblissant et la symétrie impose que la contrainte
de cisaillement o, est nulle. Autrement dit la condition au bord linéarisée s’écrit:

Ouy(t,z,07) =0 (2.72)
oyy(t,z,0%) + R
T = —auy(t,z,0") o = P, (2.73)

Ici o, est défini par le taux d’affaiblissement de la traction (o5 — a,4)/ L. normalisé par le
module des ondes de dilatation, dite P.
En cherchant une solution du type:

& (z,y) = e** (PP 4 Pre ) (2.74)
T (z,y) = (51 + Spe™Y) (2.75)

on trouve qu’il existe des modes propres de carré positif si |k| < k. avec k. =
2

Z(l—nl/—?)ac et 1 = v,/v,. Pour des valeurs d’affaiblissement identiques, (mémes valeurs
kN

de oy, 04 et L) alors k, est physiquement le méme qu’en mode plan. En effet, rappelons
qu’ici e, est normalisé par le module des ondes de dilatation et non de cisaillement. Par

ailleurs le nombre d’onde adimensionnel p = p/k vérifie I’équation:

27 27 2—227—c‘1_72 -
( n 7?10)7 acp( p):n p* — (n*—1) avec @, = a./k (2.76)

4p
(2.77)

Une fois cette équation résolue numeériquement on obtient la fonction p(k) et on
déduit simplement

= nv/p*(k) — (> — 1)k? (2.78)
A(k) = :tvs (k) — k2 (2.79)

La dépendance en y des fonctions propres des potentiels et des déplacements a pour
expression:

F(y) = —(s*(k ) + k®)e —p(k)y

Uk (y) = 2kp(k)e R

uk(y) = b (=2p(k)s(k)e=® 1 (s2(k) + K)e?®)
ub(y) = p(k) (—2k2e(  (s2(k) + £?)e ?(®))

Leur norme pour le calcul de la partie dominante est:

(R B R

x (4kp” (k) (p(k) — 25(k)) + s(k)(k* + * (k) (K + p*(k))) (2.80)

D(k) =

Cette solution a été testée numériquement, mais de maniére beaucoup moins appro-
fondie que dans le cas plan. Sur la figure 2.19, on trace la vitesse d’ouverture a un temps
donné sur la fissure. Encore une fois, la partie dominante (en trait plein) semble bien
reproduire la solution compléte en différences finies (en pointillé). On note des valeurs
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0.03

0.025

0.015

0.01F

0.005

1 L L 1 1 1
-~4000 —-3000 —2000 —1000 1] 1000 2000 3000 4000

-0.005 :

FiG. 2.19 — Un test de la partie dominante pour le mode d’ouverture (mode I). On
se place sur la fissure & un temps donné. En trail plein: la partie domanante. En
pointillé: la solulion compléte en différences finies.

négatives au bord de ouverture. Ceci est assez logique car une dislocation ou un crack en
mode d’ouverture a tendance & créer une compression a ses extrémités. Bien que le pro-
bléme étudié ici soit lointain de celui du crack, il obéit aussi a cette tendance. Cette non
positivité du glissement suggére que ’approximation linéaire de la condition de contact
utilisée ici n’est pas compatible avec I’ajout d’une condition de non pénétration.

Pour caractériser la tendance de I’évolution, on peut analyser la fonction propre la
plus dominante qui est celle pour laquelle & = 0. Ses caractéristiques sont les suivantes:

p(0) = ae;  5(0) = nag; A0) = vpare
ug(y) =0

—Qcy

uy(y) = n’ege

Donc le glissement décroit de la faille en e=*¥ et croit en temps en e’#*<. En se
souvenant de la nouvelle normalisation de o, on peut comparer ces deux propriétés avec
celles du cas plan, pour des valeurs d’affaiblissement identiques (mémes valeurs de o,
o4 et Lc). D’une part, le facteur d’evanescence exponentiel est 1/ n? fois moins important
donc le déplacement décroit beaucoup moins vite de la faille. D’autre part, le facteur de
croissance exponentiel du glissement est 1/n fois moins important et donc le glissement
croit moins vite en temps.
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2 2 Initiation confinée sur une faille finie.

2.2.1 Initiation d’une faille finie antiplane. Principes et approche
spectrale.

Nous exposons les résultats concernant I'initiation des failles finies antiplanes avec
une loi de frottement dépendante du glissement. D’une certaine maniére, nous abordons
ici le probléme de base de I'initiation hétérogéne. Le modele ci-dessous peut se rapporter
a une faille macroscopique, dont la finitude est un nécessité géologique. Il peut aussi servir
de base a la modélisation d’une hétérogénéité permanente ou provisoire dans une faille,
a n’importe quelle échelle. Notre définition de la faille finie en initiation est la suivante:
la zone de glissement est limitée. A 'intérieur de la zone, la chute de contrainte s’opére
avec un affaiblissement progressif. En dehors de la zone, le glissement est nul et, pour y
parvenir, on peut soit imposer une résistance statique o, infinie et positive, soit donner
une contrainte initiale o, infinie et négative. A 'intérieur de la zone de glissement, on
suppose toujours que le niveau de contrainte initial est égal & la résistance statique donc
Oy = Tge

Nous passons tout de suite & la formulation du probléme de 'initiation d'une faille
finie de longueur 2a avec affaiblissement linéaire. La symétrie étant toujours présente, on
travaille dans le demi espace y > 0. On note aussi wg et wy les perturbations servant de
condition initiale en déplacement et en vitesse. Le probléme linéarisé est le suivant:

9? .
Spbey) =viViu(tz,y) cE€RY>0,t>0  (281)
Jw

5—(1&,3:,0*) = —a.w(t,z,0) pour |z| < a, t > 0 et w(t,z,0%) < L, (2.82)
Y
w(t,z,0%) =0 pour |z| > a, t >0 (2.83)

Ce probléme a été abordé en premier numériquement par Ionescu & Campillo (1999)
et ensuite analytiquement par Dascalu et al. (2000). Notons 8 = aa. le paramétre adimen-
sionnel fondamental de ce systéme, 3 peut aussi bien s’appeler parameétre d’affaiblissement
que paramétre de longueur de faille. Physiquement, 8 = ac, n’est autre que le rapport
(& un facteur pres) de la longueur de la faille sur la longueur caractéristique du patch
instable dans le processus d’initiation libre sur une faille infinie. Suivant la valeur de 3, on
peut avoir un comportement stable ou instable. Sur la figure 2.20, on voit que la stabilité
de la faille dépend de 8. Quand [ est petit, la faille est stable et inversement quand [ est
grand, elle est instable. Le seuil de stabilité se situe aux alentours de 1.15.

Lorsque la faille est instable, Ionescu & Campillo (1999) montrent que le temps
d’initiation dépend de la taille de la faille. Cet effet est montré sur la figure 2.21. Pres
de la transition stable/instable, le temps d’initiation devient trés grand. Loin de cette
transition, il se rapproche du temps d’initiation d’une faille infinie.

Tous ces résultats sont interprétables par ’analyse spectrale. Rappelons que le pro-
bléme est initialement défini par (2.81), (2.82) et (2.83). Le probléme spectral correspon-
dant est le suivant:

2V z,y) = Nw(z,y) M ER,z ER,y >0 (2.84)
o A
(;; (z,0%) = —auw*(z,0") N ER,|z|<a (2.85)

whz,0") =0 XN eR,|z|>a (2.86)
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Klip rate (m/s)
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L

FiG. 2.20 — La stabilité de la faille finie. A gauche: pour 3 =1.1 et pour des valeurs
inférieures, la perturbation meurt: la faille est stable. A droite: pour 3 = 1.2 et pour
des valeurs supérieures, la perturbation déclenche le glissement: la faille est
instable. D’aprés Dascalu et al. (2000).
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Fic. 2.21 — Le temps d’initiation en fonction de la taille de la faille. Partant d’une
grande faille, ou le temps d’initiation est proche de celui de la faille infinie, le
temps d’initiation augmente avec le rétrécissement de la faille. Prés du point de
stabilité, il devient infini. D’aprés Tonescu & Campillo (1999).




Tout d’abord Dascalu et al. (2000) donnent les propriétés du spectre dans le pro-
bléme défini par (2.84), (2.85) et (2.86). Le spectre est discret et infini. Les valeurs propres

figure 2.22. Chacune d’elles coupe I'axe des abscisses en B = B.. Les B3, sont donc les
valeurs propres du sous-probléme dit “statique” et vérifient simplement A(B,) = 0. On
remarque que 0> Go > ... > 3, > ....

B, /B1 /B;_. B

FiG. 2.22 — La disposition des valeurs propres pour la faille finie antiplane en
initialion, d’aprés Dascalu et al. (2000). Les carrés des valeurs propres sont des
Jonctions réelles, continues et croissantes de la variable § = aa,. Chacune d’elles

A2(B) coupe laxe des abscisses en 8 = 3, > 0. Les B, sont les valeurs propres du
sous-probléme dit “statique”.

A partir de la figure 2.22, on remarque que la faille est stable lorsque toutes les valeurs
propres sont imaginaires (de carré négatif). Pour cela il suffit que 8 < (. Inversement,
lorsque § > [, la faille est instable et on remarque que le nombre N de valeurs propres
réelles (de carré positif) est determiné par la position de B parmi les 3,. Ce nombre N
est tel Oyv_1 < 8 < Bn-

. Désormais, lorsque la faille est instable, on note (®n,An)y,n =0...N les N modes

propres instables. La partie dominante w? est la partie de la solution correspondant & ces
modes et elle s’écrit:

N-1

wd(t,rc,y) = Z ®,(z,y) (Wonchﬂx\nﬁ) - E\/l[sh(fz\nﬁ)) T € R,y >0,t> 0(2.87)
n=0 %

400 +o0 +co +oo
Wi = [ [ (e, ety Wy = [ [ tatemte i)
—00 0 —0oo 0

Lorsque la faille est proche de la stabilité, les N valeurs propres de carré positif sont
suffisamment séparées pour que la partie dominante puisse, elle-méme, étre approchée par
un seul mode. On obtient alors:

0

w(t, z,y) & Bo(z, ) (Wé}ch(lz\gﬁ) -+ gf—l'shﬂ)\gﬂ)) TeERy>0,t>0 (2.89). |
0
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sont notées A,. Du fait de la nature de la condition de bord, elles ont un carré réel. On
les classe dans I'ordre A§ > ... > A2 > .... Leur carré A\2(f3) est une fonction continue
et croissante de la variable # = aa,. Leur disposition est montrée génériquement sur la
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2.2.2 Résultats analytiques et numériques.

Les premiers résultats analytiques ont été développés par Das(‘:a,lu e\t al. (2000):’\/}1
que les propriétés intrinséques de la faille finie sont uniquement liées & ses Pl'oprletes
spectrales. Nous n’abordons que le probléme de la recherche des modes propres H-lstables.
Nous n’évoquons pas le calcul final de la partie dominante pour une pert_urbatmn don—.
née. Drailleurs, la recherche des modes propres par des méthodes ar.ml-ythues ou semi
analytique est une difficulté en soi. Plus particuliércrr}ellt, nous nous hfmtons au Prer?}er
mode propre (Ao, ®o) qui, il faut le rappeler, va dominer. Les dem? me_thodes presen%ees
consistent a fixer la valeur de A et & rechercher les valeurs de 8 qui satisfont le p}'obleme
spectral. Ainsi, au lieu de résoudre A(f3), nous résolvons -ﬁ()\). Pour tester lejs résultats,
nous utilisons des méthodes numériques de différences finies et d’éléments finis.

Résolution analytique par équation intégrale. Dascalu et al. (2000) reformule le
probléme spectral (2.84), (2.85) et (2.86) a l'aide d'une équation i_ntégrale, va,lal,)}e pour
de petites valeurs de X, c’est & dire [(Aa)/v,| << 1. Cette formulation spectrale s’écrit en
fonction du déplacement de I'interface située en y = 0%:

1 o A I,0+ d
Trﬁw’\(am',0+) :I)V/ zW (CLS ) 5

- ! — g

2ot aX

- (ﬁ) / w(as’,01) In [ﬂ(s' —z')|ds', z €R, |—U—| et ] (2.90)
Us -1 Uy 5

Sans entrer dans les détails techniques qui figurent dans Dascalu et a;l_. (2000), voici

les principaux résultats. Tout d’abord, en prenant A = 0 dans cette équation, on trouve

la série des valeurs propres 3, du probléme dit “statique”

1 ax A SI’O+ ds
7w (az’,07) = PV/ wila )

I ol
i ' — s

(2.91)
(2.92)

On trouve entre autre Gy = 1.1577.... Le critére de stabilité de la faille finie est
donc ac, = 8 > o = 1.1577 . ... Ensuite, pour des valeurs non nulles de A, on cherche la
série des valeurs propres 2"*r%(}) du probléme perturbé par le terme dynamique contem}
dans 2.90. L'inverse de la fonction B2™"*()\) donne la fonction Ao(f). Le résultat trou-ve
par Dascalu et al. (2000) est présenté sur la figure 2.23. Cette courbe permef, de détiu1re
'ordre de grandeur du temps d’initiation en fonction de la ﬁnitude de la faille. Prés de
la stabilité (3 = fo), la premiére valeur propre Ao tend rapidement vers 0 et le temps
d’initiation devient infini.

Une autre approche analytique pour le cas antiplan. Une box?ne déicermination de
la premiére valeur propre g en fonction du taux d’aﬁaiblissemen’F adlmt_zansmnnel ﬂ = Gty
est capitale pour la maitrise et la compréhension du modéle, mais aussi pour Cfmh.brer les
méthodes numériques. La méthode utilisée par Dascalu et al. (2000) est trés.preclse pour
déterminer le point de transition fy. Cependant I'approximation dl} noyau mtfégral faite
dans (2.90), ou le dynamique apparait comme une petite pertl.lrbatlon du statique, perd
sans doute sa validité pour de grandes valeurs de |Ao|a/v,. Ici nous exposons une autre
approche semi analytique pour prolonger la déterminat.ion de la pr’em1ére Valeu_r }?ropre
Xo(B) pour des valeurs plus grandes, facilement accessibles aux méthodes de différence
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F1G. 2.23 — La premaiére valeur propre (|A\ola)/vs en fonction du tauz
d’affaiblissement adimensionnel 3, obtenue par Dascalu et al. (2000).

finies en temps et a la méthode d’éléments finis spectrale. Cela nécessite la formulation
du probléme en coordonnées elliptiques et I"utilisation des fonctions de Mathieu. On peut
trouver des informations complémentaires sur ces fonctions spéciales dans Abramowitz &
Stegun (1964), pour une synthése pratique, ou Mc Lachlan (1947), pour la théorie et les
applications.

Les coordonnées elliptiques étant définies comme suit:

z = achucosv y = ashusinv (2.93)

alors la lévre supérieure du segment de faille finie en affaiblissement (|z| < a,y = 0%)
est localisé en (v = 0,0 < v < 7). Le reste de la faille qui demeure bloqué, c’est & dire
(z > a,y = 0) et respectivement (z < —a,y = 0), est localisé en (0 < u < +oo,v =0) et
respectivement en (0 < u < 4o00,v = 7). Ainsi le probléme spectral de la faille finie de
longueur 2a posé dans ces coordonnées devient:

2 2
(& + &) w(u,v)

ch2u — cos 2v

'\ 2
_2(§) wMu,v); N ERO<u<+4oo,0<v<m (2.94)

w(u,0) = w(u, ) =0 0<u<+oo (2.95)
ow?

sin vou

(0,v) = —aaw*(0,v); 0<v<m (2.96)

Comme précédemment, la méthode va consister & chercher les valeurs de 8 = aa,

da\?

pour chaque valeur de ¢ = — fixée. ¢ est la nouvelle variable dynamique.

2v,
On cherche d’abord les solutions du type séparable vérifiant f(v)g(w) (2.94) et on
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déduit:
"' —(b—2qch2u)f =0 (2.97)
g"+ (b—2gcos2v)g =0 (2.98)
avec

YA
g=— : gER et bER
2v,

Pour g(w) nous disposons des solutions de Mathieu périodiques:
cer (v, q) ZA’" cosmv 1T €N
seq(v,q) Z B (q)sinmv r €N

Ces solutions peuvent étre développée en ¢ pour |g| suffisamment petit en prenant
par défaut A” (q) ~ B! (q) =~ 0 sauf:

Pour r < 4:

3

0/ \ ~u 7 o g 11¢° o 0 8

Ao(g) 1= {55 Q) ® —5 + o A9 B 32A() 1152

2 3 2 3 2 3 3

17 S S TR . 1 qa Alfa) ms —-T
Allg) ~ 1 - 1o~ eidsl@ M —g — g1t 3072 1 As(a) & 795+ 1152’ Az(9) ® —5o16
19q 442 q2

2 N,- 2 ) 2 ~ A
2

3 v oan L. 8 _ 5i 3 3 q

2 2 3 2 3 3

N1 4 Bl 9.4 PR S S -3 ¥ (PO q
Big)~1- 155 512 512 Ba(9) ~ —3 B 61 " 3072 1 B5(9) ~ 705 ~ 11597 P79 ® ~ 316
2 2
2l — L B~ —L B2g) L
Bila) ~ & - L B )ml—i- 3( )w—i- o)~ s
19 g™ g0 8\ 512 1677 640

Pour r > 4:
r & A ('T':L‘_l) 2
. r okl
Aria(q) ® Bras(a) & F——¢
rt41

"(g) = Bl(qg) =1 T
On remarque que li_I}I% ce(v,q) = cos(rv) et li_r:g se (v, q) = sin(rv).
g g
La condition limite & I’extérieur de la faille (2.95) impose de prendre pour g(w) des
fonctions du type se.(w,q).
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Par ailleurs pour f(v) les fonctions qui vérifient la condition d’énergie finie avec
A2 > 0 (donc ¢ < 0) et qui vérifient (2.97) avec la méme valeur de b que celle de la
fonction g(w) correspondante (c’est & dire chaque se,(w, q)) sont du type:

-1 q 2r
i Se?f‘(”’ q) = _E z Bém

m=

(Lm-1(v/=q¢™) Kmt1(vV=¢€") = 1 (vV—g€™*) K ( —Ueu))
Fsegry1(u,q) z\fz Aéfnﬁrll

(VT2 K (3 =8e%) + s /) (/%)

—ru

On a la propriété lim Fse.(u,q) = e
q—0

On cherche alors une solution pour w™(u,v) sous la forme d’une série:

)\(G’) ZW FS(:‘r(U q)ger(v q) (299)

p=1

Cette solution doit vérifier la condition limite (2.96) non satisfaite jusqu’a mainte-
nant. Elle s’écrit:

Z W, Fsel(0,q)se(v,q) = —fsinv Z W, Fse.(0,q)se,(v,q) 0<v<m (2.100)

r=1 r=1

Pour satisfaire ’égalité (2.100), nous projetons la série sur la base des fonctions
sin(sv) et nous trouvons pour tout s € N*:

ZA’" YW, = _ﬁZBT (2.101)

r=1
Al(q) = Fsel(0, q)f (v, q) sin(sv)dv (2.102)
Bl(q) = Fse,.([),q)/ se.(v, q) sin(sv) sinvdv (2.103)
0

Le systéme de dimension infinie (2.101) fournit un probléme généralisé aux valeurs
propres pour § et qui dépend de ¢, donc de A. Nous I’avons résolu numériquement en le
tronquant avec une valeur de r finie, en supposant que la convergence existe pour r infini.
Les coefficients des matrices A et B ont été évalués numériquement, en tenant compte des
approximations des coefficients A7 (q) et B!, (q) pour les petites valeurs de ¢. Rappelons
que ces derniers coefficients servent & évaluer les fonctions de Mathieu angulaires se,(v, q)
et radiales F'se,(u,q).

En prenant une base de cinq fonctions (r < 5), nous avons recherché numériquement
la premiére valeur propre généralisée 3y pour différentes valeurs de q. Nous comparons les
courbes \o(f3) pour différentes méthodes sur la figure 2.24. On constate que les éléments
finis et la méthode spectrale avec les fonctions de Mathieu sont en trés bon accord. Par

les différences finies nous extrayons Ay numériquement. Nous supposons que, lors d'une
expérience de déclenchement instable, du type de celle qui est sur la figure 2.20 a droite, °

I’évolution du déplacement w(t, z,y) se fera principalement selon le premier mode et donc

T
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selon la formule (2.89). Pour un temps suffisamment long, les fonctions ch( ) et sh( )
tendent vers la fonction 9(2—) et on obtient plus simplement:

I/VO |/\u}t
w(t,z,y) ~ wi(t,z,y) = Oz, y) (W” + T \) 5 @ ER,y>0,t>0 (2.104)
0

Ainsi, on peut déduire facilement la premiére valeur propre en calculant:

1 dln(w(t, e,
Do n(t,29) ey 0.t 0 (2.105)
VsQlg ot

En pratique, la quantité (2.105), mesurée en différences finies, devient constante et
uniforme lorsque l'instabilité est suffisamment développée et que la perturbation initiale
devient négligeable. Les diflérences finies sont en bon accord sauf prés du point de transi-
tion Bp. Ceci est normal puisque c’est une méthode qui ne fonctionne vraiment que lorsque
les accélérations sont significatives. Donc cette méthode n’est pas appropriée a I'initiation
trés lente. Par ailleurs, la méthode de Dascalu et al. (2000) semble correcte au tout début
mais elle diverge rapidement des autres méthodes en s’éloignant du point critique.

Sur la figure 2.25 on représente la premiére fonction propre ®, normalisée (en valeur
maximale) pour trois valeurs de (. Les trois valeurs de A correspondantes parcourent trois
ordres de grandeur. La décomposition de ®; non normalisée, en coordonnées elliptiques,
trouvée par ’étude spectrale est la suivante:

Moa/v, = 0.01; g =2.5107%; 8 =1.1580

Bo(u,v) = Fsei(u,q)sei(v, q) — 8.75107% Fses(u, g)ses(v, q) — 1.79107% F'ses(u, q)ses(v, q)
Aoa/vs =0.1; ¢ =2.5107°; B = 1.1688

®o(u,v) & Fsei(u,q)sei(v, q) — 8.85107% Fses(u, q)ses(v, q) — 1.75107% F'ses(u, q)ses(v, q)
| Moa/v, =1; ¢ =2.510"1; 8 =1.6353

Do (u,v) & Fser(u,q)sei(v, q) — 1.36107" Fses(u, q)ses(v, q) + 2.88107" Fses(u, q)ses(v, q)

Cette décomposition montre que, pour les petites valeurs de A, la premiére fonction
propre ®g est portée par le premier terme du développement en série de Mathieu. Cela
justifie la troncature du systéme a r < 5 pour les valeurs numériques que nous avons
utilisées.

Sur la figure 2.25, on constate une chose qui est fondamentale pour ’observabilité de
la phase d’initiation. Lorsque ’objet (la faille finie de taille a) est proche de la stabilité (cas
Aoa/vs = 0.01 et § = 1.1580), le déplacement loin de la faille décroit approximativement
comme e~"/* ot r est la distance d’observation. Dans cette configuration la distance
d’observation est donc & relier & la taille de 'objet a. On peut aussi la relier & 1/a.
puisqu’ici # = aca, est proche de 1. Donc, dans ce cas, on peut dire que le champ de
déplacement est peu (disons raisonnablement) “localisé” autour de la faille.

Ensuite éloignons nous de la stabilité d’un facteur 10 en terme de valeur propre A
(Aoa/vs = 0.1). Le “taux d’instabilité” est donc beaucoup plus important mais, par ailleurs,
la géomeétrie a peu changé puisque  est presque identique (3 = 1.1688). On constate que
la forme de la fonction propre est trés peu changée et donc que la “localisation” du champ
de déplacement dans le milieu est inchangée.

Eloignons nous encore d’un facteur 10 (Aoa/vs = 1). La faille est trés instable.
Par ailleurs [ a aussi changé significativement puisque S = 1.635. Le glissement a la




78 ASPECTS THEORIQUES DE L’INITIATION BIDIMENSIONNELLE.

First dimensionless eigenvalue (anti-plane)
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Fi1G. 2.24 — Probléme antiplan. Représentation de la premiére valeur propre |Xg|a/v;
en fonction de B = ac. calculée par différenies méthodes: Spectre en éléments finis

par Voisin et al. (2000), spectre extrait des différences finies en temps, specire de

l’équation intégrale par Dascalu et al. (2000) et spectre en coordonnées elliptiques

et fonctions de Mathieu. En bas: zoom prés du point critique.
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méme forme sur la faille que précédemment (pas de localisation dans la faille) mais le
transport de I'amplitude du déplacement dans le milieu est beaucoup plus faible. Il se
rapproche de celui d'une faille infinie (malgré les apparences). En effet le déplacement
décroit approximativement comme e~*<". Cette distinction est trés importante puisque
cette décroissance est beaucoup plus importante comme le montre la figure 2.25. Loin de
la stabilité, elle n’est plus en rapport avec la taille de I'objet.

Une conclusion importante s’impose: on peut penser qu’en général, toute faille en
initiation commence par s’initier prés de la stabilité. La, le transport de ’amplitude est
favorable a I'observation de I'initiation. Si la loi de frottement est non linéaire, avec un taux
d’affaiblissement qui augmente, alors le déplacement va se localiser rapidement autour de
la faille, ce qui rendra le processus d’initiation plus difficilement détectable.

wh; B=1.1580; A, afv =0,
%P _ (v, =0.01 log(w"s); B=1.1580; A, /v =0.01

[¥]
-10 - 0 5 10

\‘é\
N‘ \
O
I
RO
(17, T B 'l ’:‘:':::‘:‘
ﬁ,' *l':'t‘"':‘: g5
0.2
0 -

X
log(w"s); B=1.6353; Al =1.0

=10

Fic. 2.25 — Probléme antiplan. Représentation de la premiére fonction propre ®g
(notée w sur la figure) pour trois ordres de grandeur différents de la valeur
propre. A gauche la fonction propre et a droite les courbes de niveau de son
logarithme.

On peut aussi donner une autre représentation intéressante du comportement de la
faille finie en la comparant a la faille infinie sur la figure 2.26. Pour cela nous représentons
plutét Ao/(vsae) qui est la premiére valeur propre divisée par la plus grande valeur propre
du probléme infini vsa,. De plus nous la représentons en fonction de ¢ = 2a /1. qui est
la longueur de la faille divisée par la longueur du slipping patch du probléme infini (&
savoir [, = m/a.). Ainsi on voit mieux en fonction de ces paramétres ot la faille se situe
du point de vue de la finitude en espace et en temps. Le point critique de stabilité dans




80 ASPECTS THEORIQUES DIi [’INITIATION BIDIMENSIONNELLE.

ce diagramme est donné par (o = ;ﬁo =0.737. ..

2.2.3 Une synthése des résultats sur les failles finies antiplanes et
planes.

L’application au probléme plan de la méthode spectrale, en coordonnées elliptiques,

avec les fonctions de Mathieu, serait plus délicate & cause du couplage entre les potentiels
des ondes P et des ondes S. On peut cependant espérer qu’en initiation lente (|A| petit),
un changement de variables judicieux dans le probléme antiplan puisse permettre de se
ramener au probléme plan. En effet dans le probléme spectral en temps, il existe une
‘ relation simple entre les transformées de Fourier en z de la contrainte de cisaillement 7
et du déplacement de 'interface en y = 0. Elle a pour expression dans le cas antiplan:

#(k,0) = —G ( (M vs)? + kZ) @ (k, 0F)

pour |A|/(|klvs) << 1 7(k,0)= (2.106)
| ~ (1M + (Vo)) (1, 0)

et dans le cas plan en notant n = v, /v,:

. ol o L (Mvs)? + 4k* + 4k* (X v, )?
7(k,0) = G( 4(/\/?)3)2 (Afvp)? + k% + Do) 1 22

) a(k, 0%)

pour |A|/([klvs) << 1 #(k,0) ~ (2.107)
~G@@—Uﬁm++ (LHMﬂ@mm)whm)

4

1
k|

Remarquons d’abord que la condition de validité des développements de Taylor de
(2.106) et (2.107) a Uordre 2 est |A|/(|k|vs) << 1, ce qui est intrinsequement différent de
|A|a/vs << 1 qui nous intéresse. Pour le probléme statique (A = 0) elles sont équivalentes.
Par contre, la condition |A|/(|k|vs) << 1 est une condition qui porte sur le contenu
spectrale en z du glissement. Cette condition entre en contradiction avec la nullité du
glissement imposée en dehors de la faille finie. Nous 'utilisons quand méme ... faute de
mieux. Elle sera au moins valable dans le cas statique.

Dans (2.106) et (2.107), on reconnait les mémes expressions. Pour retrouver (2.107),
il suffit de remplacer dans (2.106) le module de cisaillement G par 2(1—1/1?)G et la valeur

14 1/n*
21 =1/n%)
probléme spectral statique plan seront 2(1 — 1/7?)B3,. Pour n = /3 on trouve 1.5436....
Cette valeur a été confirmée en éléments finis. La premiére valeur propre est tracée sur
la figure 2.27 en comparaison avec les différences finies. Les différences finies respectent

propre A par A . La premiére conséquence est que les valeurs propres du

un peu moins bien le point critique. Par contre le changement de variable effectué pour
prédire le début de la courbe du probléme plan semble n’en donner correctement que le

tout début, trés prés du point critique. Au dela, elle est vraisermblablement fausse.

Initiation confinée sur une faille finie. 81

First dlmensmnless elgenvalue (antl plane)
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Fi1G. 2.26 — Probléme antiplan. Représentation de la premiére valeur propre
[Xol|/(vst;) en fonction de ¢ = 2a/l, calculée par différentes méthodes. Spectre en
éléments finis par Voisin et al. (2000), spectre extrait des différences finies en
temps, spectre de l’équation intégrale par Dascalu et al. (2000) et spectire en
coordonnées elliptiques et fonctions de Mathieu. En bas: zoom prés du poini
critique.




82 ASPECTS THEORIQUES DE L’INITIATION BIDIMENSIONNELLE. Initiation confinée sur une faille finie. 83

Comme on peut le souligner, le terme classique 2(1 —1/n?%) a déja été rencontré dans

|’expression du slipping patch en mode plan [, = 2(1 — 1/ 7}2)1, Par ailleurs, quand [ est
!

. . . 5 - - N [ .
First dimensionless eigenvalue (in-plane) grand, la premiére valeur propre A du probléme plan tend aussi vers celle du probleme
: : : ' infini va., c’est la raison pour laquelle nous la représentons aussi dans les axes |Ag|/(vsc.)
‘ : et ( = 2a/l. avec celle du probléme antiplan sur la figure 2.28.
T R S AT i ] ;
\
2 b s RN ARl TR S e R S BT SSRGS S el PR S A A LGN Seniwie e e ecene ee e e 9 el gnece misnesesalese eeuece 3
>Cﬂ
R 1‘5 T 1 . L T e N e ST F T TP NN S MR ML TE NSRS
(=]
<
1 L cormiy st e pr sl By RS S AT R AR e it e e A e o e ¥t RoelEEe eleee S le wie e e W e sciefre (w) % a0,
0_5 L it e RN s aa e aee e e e e aiae bosie e seim ee are e e mises e wiviz £ 8 48 #de s v eals EETE SN SRS gt EEAN LSRR SRS,
| —— Time finite differences :
| —#— Spec. Mathieu func. (anti-plane) + variable change for in—plane| :
0 | I I I ]
. 15 2 25 3 35 4 i
1 B=aa i
c ' J
First dimensionless eigenvalue (in—plane)

0‘8_ .......... “ ............ PIRED ST RERE TR {7 M :

—+ Time finite differences :
—#— Spec. Mathieu func. (anti-plane) -+ variable change for in—plane| :
T T I I I =

15 1.55 1.6 1.65 1.7 1.75 1.8 1.85 1.9 .
; B:aocc '

Fic. 2.27 — Probléme plan. Représentation de la premiére valeur propre |\ola/vs en
fonction de 3 = aa, pour v,/vs = /3, calculée par deux méthodes: Spectre extrail des
différences finies en temps et changement de variables dans le probléme antiplan, ‘ |
résolu en coordonnées elliptiques et fonctions de Mathieu (méthode non valable ,
loin du point critique!). En bas: zoom prés du point critique.
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First dimensionless eigenvalue (anti-plane and in—-plane
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F1G. 2.28 — Représentation de la premiére valeur propre dans les cas antiplan et
plan |M\o|/(vsa.) en fonction de ( = 2a/l;. pour v,/vs = V3, calculée par différentes
méthodes. En antiplan: Spectre extrait des différences finies en temps et specire en
coordonnées elliptiques et fonclions de Mathieu. En plan: Spectre extrail des
différences finies en temps et changement de variables dans le probléme antiplan,
résolu en coordonnées elliptiques et fonctions de Mathieu (méthode non valable
loin du point critique!). En bas: zoom prés du point critique.

’approximation quasi-dynamique en phase d’initiation. ]
2.3 L’approximation quasi-dynamique en phase d’ini-
tiation.

2.3.1 Définition de ’approximation quasi-dynamique en phase
d’initiation.
[’approximation quasi-dynamique consiste & résoudre le demi glissement sur la faille

en y = 0%, a l'aide d’une formulation intégrale qui le relie a la contrainte de cisaillement
7. Cette relation s’écrit:

7(t,2,0) = —2;

ow(t,z,07) G /+O° axw(t,s,0+)d (2.108)
_— ————ds A

+ =PV
ot T o E— 8§

On note p, vy, z, = pus, et G = pv? la masse volumique, la vitesse des ondes S,
Pimpédance liée aux ondes S et le module de cisaillement. Dans (2.108) le terme intégral
est le champ de contrainte statique engendré par les dislocations tandis que le terme fai-
sant intervenir la vitesse est la pression de radiation instantanée. Ce terme est censé étre

prépondérant au départ de D'instabilité. 57l y a mouvement alors la contrainte 7(¢, z,0)
ow(t,z,0%) .,
——2 % d’aprés (2.108)

sinon la contrainte 7(t, z, 0) est donnée par (2.108) a vitesse nulle, c’est & dire par le champ
statique. On voit tout de suite que cette formulation permet de fournir un algorithme de
calcul trés simple et rapide. Dans le cas d’une loi de frottement dépendante du dépla-
cement, il se résume & un systéme d’équations différentielles d’ordre 1 en temps. Dans
une formulation explicite, il suffit de stocker en mémoire les déplacements w(t,z,0") au
temps immédiatement précédent pour en déduire les vitesses au temps suivant et intégrer
les nouveaux déplacements.

Nous procédons & la comparaison numérique dans deux cas d’initiation distincts. Le
premier cas est I'initiation sur une faille finie avec un fort affaiblissement (loin du point
critique) et donc I’évolution est proche de celle d’une faille infinie. Le deuxiéme cas est
I’initiation sur une faille finie avec un faible affaiblissement et on est assez proche du point
critique. Pour la solution élastodynamique nous utilisons les différences finies et pour
la solution quasi-dynamique nous utilisons une méthode explicite associée & I’équation
(2.108). Symboliquement, on note en exposant n, le temps t = nAt et la position z = Al.
At et Al sont les pas de temps et d’espace réguliers. A chaque itération n, on utilise
’algorithme suivant pour déduire I'itération n + 1:

est donnée par la loi de frottement et on en déduit la vitesse

1 . ;
w'tet = w™ 4+ o™ AL/2

1 . 1 .
q-n+%’i B o whtedtl wtzd—1
5 =z E g E
2 Al £— 1— )
J#
n—|—~l~,i ; 1z
Tt ¥ S:“’(Z!wn—'-z,i)
3 1 'n"‘i'L ] 'fb-l-L,.
?)"‘H-l,t —= max (0, #(Ts 71 Tf 2 'a)
Zg

1 i 3
wn-l»l — wn-i—-2~,1 4 Un«l»l,zAt/z

ott —S, S > 0 désigne toujours la contrainte normale et p le coefficient de frottement
dépendant du glissement. L’affaiblissement est linéaire.
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Les résultats pour les deux types de faille finies sont présentés sur la figure 2.29 pour
le premier cas et sur la figure 2.30 pour le deuxiéme cas.

Elastodynamics (time finite differences) for {=4.77 Quasi-dynamic (time integral equation) for {=4.77
T o 15
1 1
g =
8 8
2 °
o o
. -
Bos| Bos
0y
1 1
Distance Distance -1 2

F1G. 2.29 — Comparaison enire la solution élastodynamique (différences finies en
teiinps) et la solution quasi-dynamique (équation intégrale en temps), pour une
faille finie loin du point critique.

Dans le premier cas, loin du point critique, on peut dire que la différence entre les
deux solutions est faible. Les temps d’initiation et les vitesses de glissement sont compa-
rables. Par contre, 'approximation quasi-dynamique efface les ondes d’arrét, ce qui est
normz.ﬂ puisque cette approximation ne comporte pas de solution propagative. Mais, pour
ce qui concerne l'initiation seulement, ’approximation quasi-dynamique est donc assez
correcte dans les cas qualitativement proches de la faille infinie. Dans le deuxiéme cas
pres du point critique, on observe que la différence est énorme, surtout pour le temps d’inii
tiation. Donc, paradoxalement, c’est dans le cas le moins dynamique que ’approximation
est la plus fausse. Cela montre qu’avec une loi de frottement dépendante du glissement, la
propriété d’hyperbolicité de ’élastodynamique a autant d’importance dans les phases’de
glissement propagatives et radiatives que dans les phases de glissement confinées et non
radiatives. Nous allons justifier ceci théoriquement dans la section suivante.

2.3.2 Justification du biais de cette approximation par 1’analyse
spectrale.

. Campillo & Ionescu (1997) pour la faille infinie et Dascalu et al. (2000) pour la faille
finie ont montré que la partie dominante est une trés bonne approximation de la solu-
tion. Cette partie dominante repose sur I’analyse des composantes spectrales “explosives”
contenues dans le systéme linéarisé autour de sa position actuelle. Lorsque le systéme est
instable, c’est la plus grande valeur propre de carré positif notée Ay qui donne I’évolution
du glissement en %!, (Ao > 0). On va donc se contenter ici de caractériser le systéme par
la premiére et plus grande valeur propre Ay pour interpréter les figures 2.29 et 2.30. Nous
rappelons les résultats théoriques suivants. Dans le cas d’une faille infinie homogéne, la

[’approximation quasi-dynamique en phase d’initiation. ]7
Elastodynamics (time finite differences) for {=0.80 Quasi-dynamic (time integral equation) for {=0.80
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Fic. 2.30 — Comparaison entre la solution élastodynamique (différences finies en
temps) et la solution quasi-dynamique (équation intégrale en temps ), pour une
faille finie proche du point crilique.

plus grande valeur propre vaut v,c.. Cela a été vérifié par le calcul de la solution compléte
en différences finies. Dans le cas d’une faille finie homogéne de demi-longueur a la plus
grande valeur propre Ay est une fonction de 8 = aa, paramétre adimensionnel. Lorsque
B < fBo=1.1577... on a A} < 0 et le systéme est stable. By définit le point critique ol le
systéme change de régime. Par ailleurs la fonction Ao(f ), B > o a été étudiée par Dascalu
et al. (2000), dans le régime instable en restant trés pres du point critique et aussi dans
ce chapitre, dans des régimes plus instables (méthode spectrale en coordonnées elliptiques
et fonctions de Mathieu).

Revenons a Iapproximation quasi-dynamique. Pour la comparer avec les résultats
précédents nous allons simplement faire son analyse spectrale théorique et la tester numéri-
quement. La formulation spectrale de (2.108) pour le probléme d’une faille finie homogéne

est:

Tr—38

A 1 “ dpw(s, 0%
—ach($,0+) — ——w)‘(a:,OJr)—I-*PV/ Mds
T

Vs —a

ce qui peut se réécrire en prenant des variables adimensionnelles (z = az’ et s = as'):

1 1 A A ! +
y (1 _ U)\ ) w(z,0%) = —PV/ B_w(s_,O_)dS, (2.109)
Sac m -

ot
1 T S

Dans (2.109) on reconnait la formulation spectrale du probléme statique formulée par
Dascalu et al. (2000). Les solutions existent pour B(1 — A Amaz) = Bn olt B, désignent
les valeurs propres du probléme dit “statique”. Ainsi, il existe au moins une valeur propre
positive (et elle est la plus grande) lorsque # > fo et sa valeur est donnée par:

o _

Vs

B 5

Bo Co

(2.110)
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avec By = 1.1577... ou ¢ = 0.7370.... Sur la figure 2.31 nous tragons les résultats
théoriques et numériques de I'analyse spectrale en quasi-dynamique et nous les comparons
avec les résultats théoriques et numériques de 'analyse spectrale en élastodynamique.

Exponents predicted by full elastodynamics and quasi—-dynamic approximation.

1r

: : : : —e— Full elastodynamics (numerical) |:
0 e Sl —— FUll elastodynamics (theoretical) |-

: : : E —¢— Quasi-dynamic (numerical) :
i : i : = = Quasi—-dynamic (theoretical)

0 1 2 3 4 5 6 7 8
p

Fi1G. 2.31 — Comparaison par les analyses spectrales de l’élastodynamique et du
quasi-dynamique. Au point critique, la premiére valeur propre a une tangente
verticale en élastodynamique, tandis qu’elle a une tangente définie en
quasi-dynamique. Cette différence est essentielle pour la phénoménologie de
Uinitiation lente.

Pour extraire la premiére valeur propre )¢ dans les simulations numériques, nous
appliquons toujours la méme méthode définie par (2.105).

Remarquons que la formule (2.110) prédit remarquablement les résultats de la si-
mulation numérique. La comparaison entre 1’élastodynamique et approximation quasi-
dynamique devient simple. Pour les grandes valeurs de (3, c’est & dire pour les failles
infinies et des temps d’initiation courts, I’approximation quasi-dynamique est relative-
ment correcte. Pour les valeurs de 3, proches de [y, ¢’est & dire prés du point critique et
des temps d’initiation grands, 'approximation quasi-dynamique est mauvaise. En effet,
trés proche du point critique, la courbe en élastodynamique compléte admet une tan-
gente verticale tandis que celle de "approximation quasi-dynamque est inclinée. Plus on
s’approche du point critique, plus cette approximation est fausse (elle le devient méme
infiniment & droite du point critique). En conséquence, I’approximation quasi-dynamique
ne permet pas de reproduire le caractére fortement sensible au paramétre 3 des proces-
sus faiblement instables. Autrement dit, prés du point critique le moindre changement
des paramétres du systéme (changement de la géométrie par 1’érosion des barriéres ou
changement de Daffaiblissement par la non linéarité de la loi de frottement) doit avoir
des conséquences importantes sur la vitesse de croissance du glissement. L’approximation
quasi-dynamique minimise énormément les effets “catastrophiques”prés du point critique.
Cependant on peut tempérer cette analyse. Premiérement, elle dépend du type de loi de

frottement. Par exemple, dans les lois de frottement “rate and state”, I’analyse spectrale

est complétement changée par les échelles de temps contenues dans la loi de frottement.
Ainsi, avec ces lois, ¢’est peut-étre la loi de frottement qui impose le type de transition,

[ ’approximation quasi-dynamique en phase d’initiation. ]9

plus que les lois de I'élastodynamique. Deuxiémement le probléme de la fai.lle finie, tel
qu'il a été posé ici, c’est & dire avec une barriére infiniment résistante, ex%n_be toute la
singularité du comportement élastodynamique. Néanmoins, si on tient ‘a uFlhser .une,ap~
proximation valable, seule la partic dominante est une ap proximation objective puisqu ‘elle.z
approche la solution élastodynamique tandis que les approximations du probléme a priori
risquent de cacher une partie de I'instabilité.
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2.4 Initiation et bi-matériaux.

2.4.1 Le cas antiplan: partie dominante analytique et solution
numérique.

Dans le cas antiplan bi-matériaux, la contrainte normale notée -5, S > 0 ne varie
p)as et le' probléme est bien posé. Nous étudions la phase d’initiation et nous donnons
l expression de la partie dominante dans le cas infini. Le matériau 3 gauche est noté — et
celui de droite est noté +. On note p les densités, v, les vitesses des ondes S. et (7 = 32
el 2 = PUs les modules et les impédances de cisaillement, On suppose le mili,eu de (;r(fits
p%u.s rapide que le milieu de gauche, & savoir n = v /v > 1. Le probléme spectral de
I'initiation linéarisée est défini de cette maniére: s ey

)\2w;\(:c,y) = v}V z,y) N ERzER Y>>0 (2.111)
2 -
Mz, y) = (v])* Vi (z,y) N eERzER Y <0 (2.112)
G‘Fa_w)\( 0t) = G—awA - A
9y 207} = —@(z,() ) = —Su' (w(z,0%) — w’\(az,O_)) ALY
Notons qu'ici, displaystyley’ = — £t désigne la dérivée de la loi de frottement par

ra,pp01:t au glissement et non le demi glissement comme dans les problémes symétriques
abordés précedemment. On cherche des solutions en onde plane de la forme:

Pour z e R,y #0,k e R, s™ > 0,57 >0 1”’\(5513!):
tkx —sty e
e (a+e YH(y) + a~e* vH(—y)) (2.114)

H désigne la fonction saut de Heaviside. On t
. On trouve alors sur & u it ‘exis-
tence de solutions de carré positif A2 > 0: ne condition drexis
/ /
k| < ke, ke=cof +a avec of = ok et af = S
G+ ¢ G-

Cette coupure spectrale nous éfini
o permet de définir la longueur de gli i

(ligping mteby pa g e glissement instable

(2.115)

.- m . o L.GtG~
ke ot tor  S(u—pa)(GF +GO)J2 (2.116)

ey :|: _— e
En notant . = o /k, et 5% /k = s% /k alors 5~ doit satisfaire

l, =

SW:EC"‘

= = l\/(??2 ~ Lpi(E R (2.117)

SS—a.- 7

Cette équation permet de déduire la fonction s~ (k) et on en déduit alors:

1
$'(B) = Vi = DR+ (- () (2.118)

A(k) = o7 \/(5- (k))E — k2 (2.119)

De plus, les amplitude at et ¢~ ne sont indé insi
! ] pas indépendantes. Ai :
y des fonctions propres s’écrit: ’ et o dependance en

w(y) =G s (e OV H(y) — Grst (k) WWH(—y) zemy£0  (2.120)
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On calcule la partie dominante a partir des conditions initiales en déplacement
wo(z,y) et en vitesse wi(z,y). On note Wo(k,y) et wi(k,y) leur transformée de Fourier
en 2. Les poids servant & calculer la partie dominante s’en déduisent ainsi:

W) =50 [ k)uten) (PHO) o HC)dy (212)
D(k) = WW?W (p*GH(sH(R) + p= G (s (K))®) (2.122)

Et on déduit alors I’approximation partie dominante:

wi(t,z,y) = /_}:. ek (y) (Wo(k)ch(/\(k)t) -+ Wl(k)%;)—q) dk (2.123)
L (2.124)

Nous avons testé cette solution sur un exemple. Les valeurs numériques sont =
2000kgm =2, p~ = 3000kgm™2, v} = 3000kgm™> et vy = 1500kgm 2 . Donc vf /v, =
9 et 27 /z7 = 4/3. Par ailleurs § = 100MPa, ps — pa = 0.1 et L. = 0.05m. Enfin
la perturbation initiale est une gaussienne 2D de largeur caractéristique de 30m. Nous
comparons la partie dominante avec la solution compléte en différences finies sur la figure
2 39 Les courbes 3 valeur positive représentent la vitesse de glissement & droite (+) tandis
que celles & valeurs négatives représentent la vitesse de glissement a gauche (—).

Le plus dominant des modes propres est celui pour lequel & = 0. Tl donne la tendance
générale du glissement. Il a les caractéristiques suivantes:

M0) = vtal +vya] = L“QL_”—&) (zi+ + 21_) (2.125)

sH0) = ot ?_ - S(“;L_C“d) (i + j—_) ULJF (2.126)

s7(0) = af +naf = S('u;;c pa) (z% + ;1;) vl—_ (2.127)
St e

L>amplitude du glissement est plus grande dans le milieu de plus petite impédance.
Cela se vérifie sur la figure 2.32. Aussi, le glissement décroit plus vite de la faille dans le
milieu de plus petite vitesse.

2.4.2 Le cas plan: quelques essais numériques.

Dans le cas plan bi-matériaux, la contrainte normale va évoluer par la perte de sy-
métrie. On suppose tout de méme que la faille ou la fissure ne s’ouvre pas: le contact reste
bilatéral. Cochard & Rice (1995) montrent que dans le probléeme de Coulomb, ot le coef-
ficient de frottement reste constant, le probléme dynamique est mal posé dans certaines
conditions de contraste physique. Ils montrent d’ailleurs que les “pulses” de vitesse de glis-
sement trouvés numériquement par Andrews & Ben-Zion (1997) ne convergent pas avec
1a discrétisation. Pour ce probléme de coulomb, Cochard & Rice (1995) proposent d’uti-
liser une loi de frottement régularisée de type “rate-and-state” modifiée, ot la résistance
au cisaillement ne répond pas instantanément a la variation de contrainte normale mais
nécessite une longueur de glissement critique pour évoluer. Des travaux expérimentaux
sur lacier de Prakash (1998) confirment cette intuition. Le probléme que nous abordons
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Sliding velocity on fault (m/s)

I

l
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-4000 -3000 —2000 -1000 0 1000 2000 3000 4000

Distance on fault x (im)

FiG. 2.32 — Initiation en antiplan avec bi-matériaux. Comparaison sur la faille
entre la solution compléte en différences finies et lapprozimation partie
dominante. Les courbes a valeur positive représentent la vitesse de glissement a
droite (+) tandis que celles a valeurs négatives représentent la vitesse de
glissement a gauche (—). Les valeurs numériques sont pT = 2000kgm 2,

p~ = 3000kgm™=3, v} = 3000kgm=3 et v; = 1500kgm—3 . Donc v}/v; =2 et z} /27 = 4/3.
Par ailleurs S = 100M Pa, pus — pig = 0.1 et L. = 0.05m. Enfin la perturbation initiale
est une gaussienne 2D de largeur caractéristique de 30m.
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est trés différent puisque nous voulons simplement illustrer une partie des changements
apportés par la perte de symétrie dans nos modéles. D’abord, notons que nous avons
toujours une chute de contrainte et nous espérons que Iaffaiblissement en glissement va
régulariser notre probléme, au moins en phase d’initiation. Ensuite, nous perturbons le
systéme avec une petite perturbation et ainsi nous ne déstabilisons pas artificiellement le
systéme. Comme nous ne disposons pas de résultat théoriques, nous illustrons numérique-
ment la phénoménologie de I'instabilité & partir d’un exemple ol le contraste des vitesses
des ondes P et des ondes S est de 4/3 de part et d’autre de la faille.

Nous utilisons une formulation en affaiblissement linéaire, qui fait intervenir la
contrainte normale & interface. On note pour toute fonction f, §f(t,z) = f(t,z,0%) —
f(t,z,07). La formulation est la suivante pour tout £ >0,z € R

Sug(t,z) > 0; Suy(t,z) =0; oyy(t,z,0) <0; 0gy(t,2,0)>0 (2.129)
Ouy(t,2,0) = —0yy (£, 2, 0)p(z, dug(t, ) si dve(t,z) >0 (2.130)
Oy (t,2,0) < —0yy (¢, ,0)p(z, dus(t, z)) si dvg(t,z) =0 (2.131)
)
(i, §w) = pa(@) + (1) — pta) 2;“ si dw < 2L, (2.132)
p(z, dw) = pq st dw > 2L, (2.133)

Cette formulation est restrictive puisque la vitesse de glissement ne doit pas s’in-
verser et la faille ne s’ouvre pas (contact bilatéral). Pour cela, la contrainte normale doit
rester suffisamment compressive et le cisaillement doit aussi garder une valeur positive
importante. Ces conditions sont compatibles avec les problémes de faille en général. Nous
étudions un cas homogéne et un autre cas avec une barriére franchissable. Les caractéris-
tiques physiques des deux milieux élastiques sont montrées en figure 2.33.

Density 3000 kg/m3
S wave 3000 m/s
P wave 3000*1.7321m/s

*
FAULT i

Density 3000 kg/m3
S wave 4000 m/s
P wave 4000*1.7321m/s

Fic. 2.33 — Caractéristiques physiques des deux milieux élastiques. Les masses
volumiques sont les mémes. Les deux milieux ont le méme coefficient de Poisson.
Seul le rapport des vitesses des ondes change d’un rapport 4/3 entre les deux

milieue.

Les autres valeurs communes aux simulations qui seront présentées sont: g = 0.7
et L, = 0.05m. L'état de contrainte initial est homogene avec oy, (0,2,y) = —150M Pa
et 04y(0,2,y) = —0.804,(0,2,y) = 120M Pa. Le déclenchement est opéré par une petite
perturbation sur la vitesse de glissement de faible amplitude et légérement étendue.

Le premier cas homogene est défini par p (z) = 0.8. Ainsi la faille est proche de la
rupture partout. La phase de propagation de la perturbation est représentée sur la figure
2.34.
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g Perturbation on Fault, 0<t<0.11402s
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f‘IG. 2234 - liropagatwn de la p_ew'turbatz'on sur la faille et début de Uinitiation dans

e c;zs homogéne. En haut: la vitesse de glissement 6v,.(t,z). Au milieu: la
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rapport au temps inilial. La perte de symétrie en = est causée par | o

perturbation mais elle tend a s’effacer. par fa pettte
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Initiation et bi-matériaux.

Durant cette phase, on observe un défaut de symétrie de la vitesse de glissement.
Cle défaut est du aux petites variations de contrainte normale qui ont un retour sur la
résistance au cisaillement. Au cours du temps, on voit disparaitre la non symétrie car
les variations de la contrainte norm ale deviennent négligeables dans le processus. La non
Symétrie initiale est un artefact du a la perturbation.

Pendant la phase d’initiation (figure 2.35) le processus semble trés stabilisé autour
d'une solution trés lisse et symétrique en z, comme dans le cas antiplan. Les variations
de la contrainte normale sont trop faibles pour avoir un effet.

Enfin, pendant la phase de propagation du crack (2.36), on ne constate toujours pas
Deffet notable de la contrainte normale dans ce cas homogene. L’amplitude des variations
de la contrainte normale est de 0.3M Pa tandis qu'elle est de 15M Pa pour la contrainte
de cisaillement.

Maintenant nous considérons le cas hétérogene suivant: y,(z) = 0.8 pour |z| < 1km
et ps(z) = 0.9 pour |z| > 1km. Ainsi nous avons une zone |z| < 1km on I'initiation peut
se développer par une petite perturbation et une zone |z| > 1km ou le crack se propage
dans une barriére significative parce que ’hétérogénéité du frottement statique p, est de
l'ordre de grandeur de la chute du frottement p, — 4. L’évolution dans la zone d’initiation
est semblable & celle observée sur les figures 2.34 et 2.35, a la différence qu’elle s’effectue
sur une zone de taille finie |z| < 1km. Nous passons donc a la phase de propagation du
crack sur la figure 2.37. On y voit la fin de initiation puis le crack qui se propage de
maniére non symétrique en z, en amplitude comme en vitesse de propagation. La pointe
qui se propage vers les x positifs voit une augmentation de contrainte normale qui allege la
barriere. Elle se propage vite. La pointe qui se propage vers les = négatifs voit une baisse
de contrainte normale qui renforce la barriére et qui tend & ralentir la pointe de crack. On
note que, contrairement au cas homogene, les variations de la contrainte normale sont du
méme ordre de grandeur que les variations de la contrainte de cisaillement.

Sur la figure 2.38, on trace les trajectoires des pointes de crack et les cones de
causalité pour les vitesses de phase P et 5 des ondes élastiques des deux milieux. Les P
sont en rouge pointillé et les S en vert plein. Dans le cas homogene, les pointes de crack
vont & la vitesse de I'onde P la plus rapide. Dans le cas hétérogéne, la pointe de crack
lente va au plus & la vitesse de 'onde S lente et la pointe de crack rapide semble aller &
la vitesse de 'onde P lente.

En conclusion, dans notre exemple, il s’avére que ’effet de la contrainte normale
est faible dans la phase d’initiation. Pour ce qui concerne la phase de propagation du
crack, effet ne se fait ressentir que lorsque la rupture se propage dans une barriére de
frottement statique franchissable mais significative. On peut observer, dans une méme
simulation, une vitesse de propagation supersonique pour 1'un des fronts de rupture et
une vitesse subsonique pour l'autre front. Bien que préliminaires ces résultats pourraient
étre rapprochés des résultats expérimentaux récents de Rosakis et al. (1998).
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Initiation on Fault, 0.12846<t<0.31609s
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Fi1G. 2.835 — Initiation sur la faille dans le cas homogéne. En haut: la vitesse de
glissement bv,(t,2,0). Au milieu: la contrainte de cisaillement Tuy(t, z,0) — 04 (0, 2, 0)
différentielle par rapport au temps initial. En bas: la contrainte normale

Tyy(t, 2,0) = 04y (0, 2,0) différentielle par rapport au temps initial. La perte de
symétrie en z est quasiment nulle.
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Crack on Fault, 0.33052<t<0.64806s
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Fic. 2.36 — Crack sur la faille dans le cas homogéne. En haut: la vitesse de

glissement 6v,(t,z,0). Au milieu: la conirainte de cisaillement o.y(t,z,0) — 0.4(0,,0)
T 1 1 s

différentielle par rapport au temps initial. En bas: la cont.m.i'r.tte normaie ;
gy (t, @, 0) — 04y (0,2, 0) différentielle par rapport au temps initial. La perle de
yy\lr Ty 1 )

symétrie en z esl trés peu visible dans ce cas homogéne.
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Crack on Fault, 0<t<1.0811s
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Fic. 2.37 — Propagation du crack dans le cas d’une barriére. En haut: la vitesse de

glissement dv,

(t,2,0). Au milieu: la contrainte de cisaillement o,,(t,, 0). En bas: la

contrainte normale o,y (t,,0). La perte de symélrie en z n’est sensible que lorque le

crack pénétre
des pointes de

dans la barriére. La vitesse de propagation et la vitesse de glissement
crack sont trés différentes a gauche et a droite.
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Crack velocity propagation, with wave velocity contrast
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Crack velocity propagation in a barrier, with wave velocity contrast
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Fic. 2.38 — La vitesse de propagation du crack dans les cas homogéne (en haut) et
hétérogéne (en bas). Cetle derniére est visualisée par la représentation en couleur
de la vitesse de glissement dans le plan (t,z). Ainsi on visualise les trajectoires des

ondes P, dans les deuz milieux élastiques.

" pointes de crack. Les lignes vertes pleines représentent les droites de causalité des
ondes S et les lignes rouges pointillées représentent les droites de causalité des
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Chapitre 3

INITIATION TRIDIMENSIONNELLE.
IMPLICATIONS.

Les modéles d’initiation sur une faille finie ou infinie homogene bidimensionnelle ont
permis de dégager les comportements essentiels de notre modéle d’initiation. Entre autre,
nous avons mis en lumiére le rapport qui existe entre la géométrie de la zone d’initia-
tion, le taux d’affaiblissement, la stabilité, le temps d’initiation, la forme du glissement
sur la faille et le transport (la “localisation”) de 'amplitude du déplacement hors de la
faille. Nous passons maintenant au cas tridimensionnel. Le cas que nous présentons est un
peu particulier puisqu’on considére que le glissement va conserver sa direction. De cette
maniére, nous n'avons pas a définir de loi de frottement vectorielle. D’autre part, nous
ne faisons par intervenir la contrainte normale. Ainsi les deux corps élastiques de part et
d’autre du plan de faille sont symétriques et, lorsque nous introduisons une surface libre
dans le modéle, elle reste perpendiculaire au plan de faille pour conserver les symétries.
En outre, elle restera aussi paralléle a la direction du glissement.

Dans la premiére section, nous exposons les aspects théoriques du processus en
trois dimensions. Nous généralisons la notion de partie dominante et nous faisons une
synthése des résultats avec les résultats bidimensionnels. Pour ce qui est de la méthode
numérique de différences finies, des codes de calcul pour la rupture dynamique existent
avec notamment Madariaga et al. (1998) pour de récents travaux. Mis & part les différences
finies, on peut aussi trouver des codes en équations intégrales comme par exemple celui de
Breitenfeld & Geubelle (1998). Pour notre probléme, il a fallu en concevoir un nouveau,
dédié a la simulation de la phase d’initiation. Cela a été fait & partir des développements
en géométrie antiplane de Tonescu & Campillo (1999). La spécificité de I'initiation sur une
faille finie est de forcer des points de la grille de différences finies a subir une évolution
lente qui est sans rapport avec un phénomeéne propagatifs. De plus, cela doit se faire sans
créer de bruit ni d’instabilité artificielle. La taille en mémoire et le temps de calcul nous
ont limité dans la conduite de tests de convergence systématiques mais on peut avoir
une bonne confiance dans les résultats présentés (voir la comparaison avec la solution
analytique tridimensionnelle pour la faille infinie).

Dans la deuxiéme section, nous proposons des expériences numeériques simples pour
suggérer des méthodes d’observation directe du processus d’initiation. Pour cela nous
faisons quelques simulations de “patch” d’initiation, de taille finie, en profondeur et en
retirons des informations utiles en surface. Dans un premier temps, cette étude permet
de cacluler une carte du signal en surface. Les résultats trouvés devraient encourager a
raffiner la surveillance des failles actives par des nappes de capteurs. La conclusion de
cette étude est que I’observabilité d’un processus d’initiation sera intimement lige a la
forme de la non linéarité de 1'affaiblissement de la loi de {rottement en glissement. Pour
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tester ces résultats obtenus en surface par le code de différences finies, nous re-simulons
les observations en certains points de la surface par une méthode en [réquence. Cette
derniére s’avére logiquement meilleure pour la génération des hautes fréquences dues au
crack. Par contre, elle introduit des bruits dans la phase d’initiation. Ainsi, il est trés
préférable d’utiliser des méthodes temporelles pour simuler des sismogrammes de phase
d’initiation.

Enfin, nous présentons |'une des simulations d’initiation conduites sur une faille dont
la résistance statique est hétérogéne. On peut décrire une phénoménologie d’érosion des
barriéres par I'intérieur ou de cassure des barriéres par encerclement tout en restant en
phase d’initiation ! Ces expériences ont, elles aussi, un potentiel hautement suggestif pour
la surveillance d’une faille en initiation.

3.1 Aspects théoriques et méthode numérique.

3.1.1 Aspects théoriques.

Shear Instability in Three Dimensions: Theoretical and Numerical Studies.
Pascal Favreau, Michel Campillo and loan R. Ionescu
Submitted to Journal of Geophysical Reasearch.

Résumé. La nucléation des tremblements de Terre commence par une localisation quasi-
statique stable du glissement sur la faille. Cette préparation a long terme est suivie par
une phase dynamique et instable que nous appelons initiation. Ici nous étudions analy-
tiquement et numériquement ’initiation en trois dimensions. Le modéle est constitué de
deux corps élastiques infinis symétriques en contact sur une interface plane avec une loi
de frottement dépendante du glissement. Aidés par les études antérieures en deux dimen-
sions, nous généralisons I'analyse spectrale et "approximation de partie dominante pour
la faille infinie homogéne. Pour tester la partie dominante analytique, nous la comparons
avec la solution compléte numérique dans le cas d’une petite perturbation. Nous donnons
aussi une approximation du temps d’initiation. Pour finir, nous étudions numériquement
sur un exemple les principaux aspects du processus d’initiation sur une faille finie homo-
géne en trois dimensions. Premiérement, contrairement a la faille infinie, les failles finies
admettent un domaine de stabilité dépendant de leur géométrie et plus spécifiquement de
leur taille. Deuxiémement, quand la faille est instable et s’initie, le glissement croit princi-
palement sur un mode propre dominant. Troisiémement, le temps d’initiation admet une
rapide dépendance envers la géométrie prés du point critique.

Abstract. Earthquake nucleation begins with a stable quasi-static localization of the
slip on faults. This long term preparation is followed by a dynamic and unstable phase
that we call initiation. Here we investigate analytically and numerically the initiation in
three dimensions. The model consists of two symmetric infinite elastic bodies in frictional
contact on a flat interface with a slip-weakening law. Helped by the previous studies in
two dimensions we generalize the spectral analysis and the analytical dominant part ap-

proximation for the homogeneous infinite fault. To test the analytical dominant part, we
compare it with the numerical complete solution in the case of a concentrated perturba-
tion. We characterize the slip pattern on the fault (pseudo-elliptical), the amplitude in the
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bulk (vanishing), the slip growth (exponential). We also give a theoretical approximation
of the time of initiation. Finally we study numerically on an example the main features
of the initiation process on homogeneous finite faults in three dimensions. First, unlike
the infinite fault, finite faults admit a domain of stability depending on their geometry
and more especially their size. Second when a finite fault is unstable and initiates, the
slip grows mainly on a single dominant eigenmode. Third, the time of initiation admits a
sharp dependence on the geometry close to the critical point.

Introduction. FEarthquake nucleation on faults is a complex process that can be concep-
tually divided in two steps. At first, the external tectonic load drives a progressive quasi-
static and stable slip localization on the fault. This phase may last many years as suggested
by the models of Rice (1993). The duration depends on the local strain rate on the fault
and of the complex frictional behavior of the fault at very low velocity, implying possible
contact renewing. After, the fault looses its stability and the slip grows dynamically inde-
pendently of the external load. This second phase called initiation is the natural transition
to the crack propagation stage that generates the strong ground motions. This phenome-
non has been observed at small scales in laboratory by Ohnaka & Shen (1999) when
conducting locally monitored failure experiments. From another point of view Iio (1992)
and Ellsworth & Beroza (1995) found evidence of dynamic nucleation phases in seismo-
grams that may be related to an initiation process. The slow initial phase of seismograms
has been recently re-observed and confirmed as source effects by Tio et al. (1999). In this
work we propose to set up the bases of a mechanically consistent model of initiation: the
growth of a slip instability on slip dependent fault models in 3D (three dimensions). The
model of crust is composed of an infinite homogeneous elastic body. The fault is a flat
interface subject to a scalar slip dependent friction law (see Figure 3.1). The law is scalar
because we consider the case where the slip conserves the direction z on the fault plane,
i.e. the rake is constant. Thus the friction law concerns only two variables: the slip u,
and the shear stress o,,. The law that we use is plotted on Figure 3.2. It is a kind of slip
dependent cohesive force as the one proposed by Ida (1972). It is also an idealization of
the slip dependent law found in earlier experiments done by Ohnaka et al. (1987).

FAULT PLANE TI7

Oxz(t,X,y,0)=f(8 ux(t,x,y))
duy(t,x,y)=0
A y Ozz(t,x,y,0)=0

/

3D ELASTODYNAMICS

F1G. 3.1 — The 3D problem. Notations.
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F1G. 3.2 — The slip dependent friction law. Three paramelers o, (static friction), oy
(dynamic friction) and L. (critical slip) define the idealized slip dependent friction
law.

To study the spontaneous evolution of this model, we put a perturbation in the
system at an equilibrium position (the fault is at the rupture level) and we observe the
growth of the slip on the fault. Using a finite difference method, we present on Figure 3.3
the different parts of the process on an infinite fault. The slip evolution can be divided in
three successive parts: wave, initiation and crack. The wave part which is associated to
the propagation of the perturbation on the fault is not of interest because its amplitude
remains of the order of the perturbation. The crack part that begins when some points on
the fault have overcome the critical slip L. is another subject that we do not treat here
since it has been studied by other authors: see Kostrov (1964) and Madariaga (1976) for
earliers works on the self-similar circular crack. For various numerical studies see Virieux
& Madariaga (1982) and Day (1982) for earlier works and see Madariaga et al. (1998) for
recent studies. We focus on the initiation part that occurs when the points of the fault are
either in the stable or the weakening part of the friction law. It is the non-stationary and
non-radiative process that carries information on the instability before the radiative crack
exists. We study the initiation process on a 3D homogeneous infinite fault by conducting
analytical and numerical studies. For the corresponding 2D homogeneous infinite fault,
one may refer to Campillo & Ionescu (1997) (anti-plane case) and to Favreau et al. (1999)
(in-plane case). In the last section we introduce the concept of fault finiteness in 3D on a
canonical example and we extract numerically the main features of the initiation process
on 3D finite faults. For complementary informations on the finite fault initiation one may
refer to the 2D anti-plane problem that was studied numerically by Ionescu & Campillo
(1999) and analytically by Dascalu et al. (2000).

Problem statement. We consider the three dimensional shearing of two homogeneous
half-spaces bounded by the plane I'y at z = 0 (Figure 3.1). The half-spaces are in contact
on a planar surface with slip dependent friction. The elastic medium has the density p and
the two wave velocities v, for P waves and v, for S waves. The corresponding first Lamé
coefficient is p(v? — 2v?) and the second one (the shear modulus) is pv2. By ®(t,z,y, 2)
and (¥;(t,z,y,2),i = z,y, z), we denote the Helmoltz potentials (corresponding to P and
5 waves). The displacement (u;(z,y,2,t),i = z,y,2) and the stress fields acting on the
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FiG. 3.3 — The process of initiation for an infinite fault. Numerical Values are
p = 3000kgm=3, vy, = 3333ms™!, n=v,/v; = V3, 0, — 0g = 10MPa, L. = 0.18m.

fault (0:.(z,y,2,1),i = 2,y, z) can be derived from the potentials as follows:

_ 0% 9w, 0y,

Uy = Bz = By 5, (3.1)
v g_i tor e 82)
"= ?9(3 * aag;-y - a(;zfm (3.3)
2 2 a2 9 e .
Z;;; - ngcg,z + gyg:' B g$§; i aa;l;y B aaiy + j:f;; (3.4)
Ty L) 0%, N W, 92U, O, .\ o2 a4

a5t Bud; Dnbr  Davg OF | 02 | mp

2 2 2 2@ 2\1; 82@1: o;)
JZZ:(WZ—Z)(8¢+8¢+6@)+2(6 5+ I )+”" (3.6)

pv? oz? = Oy* 022 822 ' 9zdz Oydz pv2

where (0$°,1 = w,y,2) is the homogeneous static initial stress field acting on the fault
and 7 = v,/v, the ratio of P wave to S wave velocities. We do not explicit the other
stress components because they are not concerned by our boundary conditions. In an

homogeneous infinite bulk, the equations of elastodynamics can be written

9*® 0*®  9*d 9%

A= vl (3:82 + 3y + 3z2) (3.7)
0 PR, R PR 2
e = 2,1, 3.8
3152 Us (83"2 + ayz + (9Z2 7?' .Cl,’y,.d ( )

which are two separate wave equations. In order to have a unique potential (¥;,t = z,y, 2),
we add the classical Helmoltz condition

ov,  0v, 9V, o

B | By © Bz
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We assume that the problem has some fundamental symmetries: in one hand, ®(¢, x, 1,
~®(t,z,y,z) and U, (t,7,y,—2) = =V, (L, z,y, z) and in the other hand, U, (¢, z,y, —2) =
U,.(t,z,y,z) and Yy (t,z,y,—2) = W, (t,2,y,2). From these symmetries we deduce the
other useful symmetries u.(t,z,y, —2) = —ux(t,2,y,2), wy(l,2,y,—2) = —u,(t,z,y,2),
wal(Bs 2 Uy —2) = Usl by 2, Y, 2), 00, (8, 2, 4, —2) = o (b2, Y, 2)s o3l 2, 9, —2) = oyt £, 9,2)
and o, (4,5, Y, =2} Foult zua,2) = 202

The condition of continuity of the stress vector on the fault plane I'; gives

Gally %, 1, 07) = 6t 2,9,07) = &® (3.10)
O-:L'z(t: ZL', ya 07) — O-m'z(tv :12‘, y: 0+) = 0-1‘2(tv 373 ya 0) (311)
0yz(t,2,9,07) = 0,.(t, 2,y,01) = 0,.(t, 2,9,0) (3.12)

We remark in equation (3.10) that the normal stress does not present any variation du-
ring the slip. The condition of symmetry of the normal displacement u,(t,z,y, —2) =
u.(t,z,y,z) already gives its continuity i.e. the fault will not open during the slip.

Here we assume that the displacement is scalar on the fault i.e. we choose the
direction y with a null velocity on the fault. For this we simply write

uy(t,:r, y:0+) == ’U.y(t, r, Y, 0—) =1 (313)

The Irictional slip dependent boundary condition on the fault plane I'; reads on the z
component of the fault displacement and we put

0u(t,2,y,0) = —osopu(z, vy, Sus(t, z,y))sign(dv.(t, z,y)) if dvg(t,z,y) #£0 (3.14)
low.(t, 2, y,0)| < — (Y, 6us(t, z,y)) if 0vg(t, z,y) = 0 (3.15)

where du,(t,z,y) = uz(t,z,y,07) — uz(t,,y,07) and dv,(t,2,y) = 4(t,z,y,07) —
Uz (t, ,y,07) are the relative slip and the relative slip rate on the fault, and u(z,y, du,) is
the slip dependent friction coeflicient. We consider in this paper only the case of a friction
law with a piecewise linear dependence on the slip, (Figure 3.2) i.e.

(e, y,0ug) = ps — #iz:fgﬁ&um if du < 2L, (3.16)

gl 1 8uy) = pa H Guy > 2L, (3.17)

In every case in this study, the system is put on an unstable equilibrium position
and the evolution is triggered by a small perturbation of the velocity field. This small
perturbation is our initial condition and it verifies the symmetries. We denote it by:

u,?(w, Y, Z) - u”c(oa Z,Y, Z) (318)
U?(m,y,z):vi((),:c,y,z) (319)

The system is now completely defined and the symmetry implies that we can work on the
half space (2 > 0). Also Su,(t,z,y) = 2uq(t,z,y,0") and dv.(t,z,y) = 2v,(t, 2, y,0M).

Eigenvalue analysis and dominant part of the homogeneous infinite fault. In
this section our aim is to extract the spectral properties of the initiation process on an
infinite fault in 3D. The method is derived from the one that we used previously in the
corresponding 2D in-plane problem (see Favreau et al. (1999)). To perform the spectral
analysis we need two new hypothesis. First du,(¢,z,y) < 2L. and second the initial stafic
stress s assumed to correspond to the static friction level everywhere on the fault plane at

-—.z)
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t=0i.e. 0% = —0%u, Consequently we can write the frictional condition in a linearized
form everywhere on the fault:
M — _Ufcua:(t7 T ’[]) (320)
pu;
where
s Os — 04 2
o = —ote 1 (3.21)

—0a,, pUELC - PUELC

where o, and ¢, denote respectively the common static and dynamic fri ctions.l .

Since the problem is linearized, we can give a spectral representation in time of
the solution on a base of eigenfunctions (®*(z,y,2), ¥(z,y,2),i = x,y, ) verifying the
cigenvalue problem summarized in appendix A. Classically, to extract the growing pa,r.t
of the solution (the dominant part), one has to find the eigenvalues whose J'Tea,l pa,r.t is
positive (Re(}) > 0). Since the friction law is slip dependent and do not contain any time
scale, all eigenvalues have a real square (see Favreau et al. (1999)). Conseqm?ntly we have
to search the real eigenvalues (A € R) to build the dominant part. In appendix A we show
that such eigenfunctions can be found in the set

Nz, y, ) = eremthuy—re (3.22)
\Iff-\(:c,y, z) = Sieik”“m""ikyy“”,i = B0 & (3.23)
s ERT, s> 4[R2+ K2 (3.24)

:

peERT,p= l\/(n2 — 1)(k2 + k2) + &2 (3.25)
n
A€ R = v, /5 — K2 — k2 (3.26)
where (kg, k,) € R?.

In appendix A we find the values of the amplitudes 5; and a condition on the wave-
numbers k, and ky, to verify (3.24) which is the condition to find A € R:

2
ke -+ ky o . Kgs = %, By = B, oy = 21 — 1/7°%) (B27)
eI e v
kye and k. are the spectral cut-off of the 2D in-plane and anti-plane problem‘s. By D; we
denote the spectral domain defined by (3.27). Once D, is known, it is possible o solve
numerically s(ks, k). Therefore we deduce the functions p(ks, ky) from (3.25) and Ak, ky)
from (3.26). In the further sections, we will sometimes write shortly s, p and A but Fhese
functions are considered as known functions of the wave numbers k, and k,. On Figure
3.4 (top) we represent the functions p(ks,ky) and s(ks, ky) on Ds f(-)r (k. > 0,ky, > 0).
The function A(k, ky) is also plotted on Figure 3.4 (bottom). We verify that s(0,0) = a,
p(0,0) = a/n and A(0,0) = v,a.. We verify also that on the boundary of D, we h.aJve
s(boundary) = p(boundary) = \/k2 + k; and A(boundary) = 0. For the body, .nu'merlcal
values are p = 3000kgm =3, v, = 3333ms™" and 7 = v,/vs = /3. For the friction law
numerical values are o5 — g = 10M Pa and L, = 0.18m. Therefore a, = 0.0017m 1.
A general representation of the dominant part can be constructed on the base of the

eigenfunctions corresponding to real eigenvalues A. The solution for the dominant part of

the displacement field is written
ul(t,z,y,2) =

Msinh()\t)) sy (R3]

/ / ufm,ky(z)ez'(kma:+kyy) (Wo(k‘x, ky) COSh()\t) +
; D,
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Wave Numbers s(kx,ky) and p(kx,ky)

1.5

pands (km'j)
i

-
K, (km™") Ky (™)

3
]

FiGc. 3.4 — FEigenvalue Analysis. Numerical Values are p = 3000kgm™
v, = 3333ms—1, n = vp/v; = V3, 0, — 0q=10MPa, L. = 0.18m.
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where functions uf“”ky(z) are derived from the z-dependence of the eigenfunctions (see
appendix B). The weights Wy(ks, ky) in formula (3.28) are calculated from the x-y-Fourier
transform of the initial conditions in displacement @} (k,, k,, 2) as (see appendix B):

.
Wo(ky.ky) = Wlkﬁ/o ¥ ((uf“ky)*(z)ﬁ?(k,,,ky,z)) dz (3.29)

1=Z,Y,2

where N(k;,k,) is the norm of the eigenfunctions calculated in appendix B. The coeffi-
cients Wl(k,, k,) are calculated in the same way by taking the x-y-Fourier transform of
the initial conditions in velocity 99(ks, ky, 2).

To compare the solution (3.28) with a finite difference simulation, we take a narrow
Gaussian perturbation of half width a i.e. v2(z,y, 2) = voe~ V' +2)/** Tn appendix C
we give the analytical expression of W;(ky,k,) for this form of perturbation. On Figure
3.5 we test the accuracy of our analysis. We plot the complete solution computed in finite
difference and the analytical dominant part on the fault. The grid of the finite difference
is 480 x 480 x 240. The analytical dominant part is a very good approximation of the
initiation process. The shape of the slip is completely respected.

The slip is governed by the dominant part which is a solution built on a continuous
and bounded spectral domain D,. The spectral cut-off governs the pattern of the spatial
slip distribution due to a concentrated perturbation. The existence of this specific pattern
suggests to introduce a natural concept of slipping patch P.. The following definition is
more physical than mathematical but it is simple and natural: for each direction # in the
spectral domain we have a spectral cut-off at the critical radius k.(0) = m To
this critical radius in the spectral domain we associate a corresponding critical length
1.(8) = o = (v cos? § + sin? #). From this parametric length we deduce an associated
slipping patch P. by the contour inequality

3 e e T T

('\/ z? + y2) < ?312 + éyz, lye = ;1’%1 lyc = a_c (330)
On Figure 3.6 we plot the map of the complete slip velocity on the fault calculated with
finite differences at the beginning of the process. The white line represents the contour
of the theoretical slipping patch P.. Let us describe the propagation of the perturbation.
One must take care that this propagation is coupled with the friction law and that it can
not be directly interpreted like in the context of free surface. At the beginning (¢ < 0.2s),
we see a pulse whose ellipsoidal form is mainly due to the ratio of the P wave to the 5
wave velocities. When the perturbation reaches P, (¢t ~ 0.3s), we begin to see a stable
non-propagative patch. After we see that this patch growths inside another propagative
phase (¢ = 0.5s) related to a sub-shear phase in the z direction. At this stage the non-
propagative patch is well contained in P.. For ¢ > 0.6s, the propagative phases become less
visible and the non-propagative patch dominates. After this the size of P, has no clear
signification but its form ratio gives the form ratio of the slip related to the initiation
process. We can say that P. corresponds qualitatively to the contour of the zone where
the non-propagative unstable slip occurs. One must understand that P. can not represent a
precise contour of the slip distribution. It is the characteristic area on which the instability
can grow. Through its definition we speculate that P, it an optimized area in the sense

that it is one of the smallest that we can find (may be the smallest).
After a certain time, the slip at the center of the perturbation is governed by the
most dominant eigenfunction i.e. the one for k; = k, = 0 (see appendix B). This most

dominant eigenfunction is u2%(z) = e~ and u)°(z) = u2%(z) = 0. Consequently
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i Finite Differences / Dominant Part (In—plane section) for t between 2.77s and 3.07s
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Fi1G. 3.5 — Numerical test of the dominant part. Numerical Values are
p = 3000kgm 3, v, = 3333ms™1, n = v,/vs =3, 0, — 64 = 10M Pa, L. = 0.18m.
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vx(t,x,y,()*) at t=0s Vx(t,x.y,0+) att=0.13s v (txy,0") at t=0.26s

v, (txy,0") at t=0.52s

TFiG. 3.6 — The definition of the slipping patch P.. Numerical Values are
p= 3000kgm ™3, v, = 3333ms™!, g = Vp Vs = V3, 0, —0q=10MPa, L. =0.18m.

the slip vanishes from the fault approximately like e=*<*. This feature has been verified
in the finite difference computation. Also, since the most dominant eigenfunction has
the eigenvalue A(0,0) = vso, the slip velocity grows in time approximately like e”s*’,
Therefore we can give a theoretical approximation of the time of initiation T to reach the
critical slip L. at the center of the perturbation. For a narrow perturbation of half width
a and under the conditions a << 7/a, and T, >> 1/(a.v,) we obtain (see appendix C):

1 L.

Bm | s (3.31)
e\ 2D (00,0 + 2L00))

The value of the time of initiation found by (3.31) in appendix C is 2.81sec instead
of 3.0sec in the finite difference computation. The approximation in (3.31) supposes that
the slip evolves like e***<! but it is not true at the beginning of the process (all modes
participate), which explains the small difference.

Introduction to the initiation of finite fault in 3D The time of initiation of an in-
finite fault depends essentially on the maximal eigenvalue A = v,a. and the corresponding
numerical value is small (few seconds), assuming reasonable physical parameters. As we
know from Ionescu & Campillo (1999) and Dascalu et al. (2000), the time of initiation can
be much longer for finite faults and it depends on the size of the fault. For more details on

* 9D problem one may also refer to appendix D. Since a complete set up and an exhaustive

analytical study of the finiteness effect in 3D are not possible for the moment, we limit
our purpose to the analysis of the main features exhibited by a canonical example.

The finite fault is defined by a homogeneous slip-weakening zone bounded by a
barrier of infinite strength (the slip is null outside the fault). For the finite fault form
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we choose a canonical case where the fault is self-similar to the slipping patch P, defined
in the previous section. This particular choice seems to be interesting a priori because it
corresponds to the case where the finiteness effects operates equally in every direction of
the fault plane. By ( we denote the factor of self-similarity (ratio of length). For ¢ = 1
the finite fault is identical to the slipping patch P, and for { = 400 the fault is infinite.
We denote by C3DFF this self-similar fault family parameterized by ¢. To begin we do
a numerical experiment in which we show the influence of the fault size on the stability.
We trigger the fault with the same small perturbation in two closed cases. Let us present
th'e results on Figure 3.7. We plot the velocity on the fault for two different but closed
slipping patches P, (P, is the black solid line). The first fault (top) is unstable because the
slip grows after the perturbation. In this case the fault is slightly larger that the slipping
patch P, indeed ¢ = 1.23. The second fault (bottom) is stable and the perturbation
vanishes. In this case the fault is slightly larger than the slipping patch P, again but
¢ = 1.16. This shows that the C3DFF admits a point of transition (y that delimits the
stable and the unstable regimes. To approach this point of transition we did a series of
finite difference experiments for a wide range of (. Finally we approached the critical point
by dichotomy. The precise calculation of this point is difficult with this method but we
can give (p ~ 1.240.05. Another method must be tried for a more precise calculation. Let
us remark shortly that for both anti-plane and in-plane problems we found theoretically
and numerically {; = 0.7370.... The reason for the difference between 2D and C3DFF can
be justified. Indeed for the C3DFF the slip is organized in another more complex way
and elastic forces acting on the fault are stronger than in 2D. This stabilizes the slip for
larger faults. As it has been noted, for the C3DFF, the fault needs to be larger than the

slipping patch to be unstable (i.e. (; > 1 “in 3D”) whereas it does not need in 2D (i.e.
Co < 1 %n 2D7).

£=1.23,t=0s £=1.23,t=0.15s £=1.23,t=1.19s {=1.23,t=344s

I fﬁ”l“‘l\\\ g
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Fic. 3.7 — The numerical detection of the critical point of the C3DFF.
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In the following we consider cases where the fault is unstable i.e. when ¢ > (o. We
concentrate on the characterization of the rate of instability of the fault. To give a sense
to this rate of instability, we must assume some spectral properties for the finite fault.
As we know from anti-plane studies (see Dascalu et al. (2000)), the initiation process
can be described by a dominant part that corresponds to the part of the spectrum with
eigenvalues of positive square (A* > 0). Unlike the infinite fault, the spectrum of the
finite fault is discrete and consequently the one of the dominant part is discrete. By Ao we
denote the largest eigenvalue of the spectrum of the dominant part. We shall now assume
that the spectrum is also discrete for a 3D finite fault. For information, the formulation of
the spectral problem for a finite fault would be similar to the one in appendix A excepted
that the boundary condition (3.38) would work only for the points inside the fault domain
and that the slip is null outside.

We concentrate on the spectrum rather than on the time of initiation because the
spectrum is a characteristic of the fault evolution independently of the perturbation used
to trigger it. More precisely we study numerically the exponent that governs the slip
growth on the C3DFF. This exponent is assumed to be very closed to the largest eigenvalue
of the C3DFF. The procedure is the following: we run numerical experiments and we
vary the dimension of P, through the critical slip L.. For each simulation we plot an
estimation of the dimensionless first eigenvalue Ag/(vsc.). Presented in a dimensionless
form, the parameter Ao(¢)/(vsa.) is related to the inverse of the number of fault lengths
on which a wave would have propagated during the unstable process of initiation. We
estimate Xo/(vsa.) by evaluating the quantity

1 0ln(ve(t,z,y, 0%))

o 5 (3.32]

On Figure 3.8 we observe that the quantity (3.32) remains constant in time and
space when the instability has developed enough. This suggests strongly that the slip is
governed by a single mode during the process of initiation. Indeed it has been established
by Dascalu et al. (2000) that the positive eigenvalue are discrete for a 2D anti-plane finite
fault and that the largest one Ao gives the evolution of the slip i.e. it grows like e*ot, Here
we assume that this analysis is still valid in 3D and that the numerical computation gives
a good estimation of Ao/(v,) (assuming its existence in 3D).

On Figure 3.9 we plot Xo/(vsa.) for a wide range of C3DFF by varying (. In practice
the calculation in finite differences is difficult for Ao/(vsar.) < 0.1 because small values of
the eigenvalue implies long duration of initiation that are hardly reproduced numerically.
Nevertheless we can explore the finiteness effect. We have a vertical slope around (= Eps
Consequently the sensitivity of the rate of instability to the scaling parameter ¢ can be
considered as strong near the critical point { = (o and we can remark that a small evolu-
tion of the parameters of the fault has important consequences on its rate of instability.
The curve Xo(¢)/(vsae) plotted on Figure 3.9 is a simple representation of the effect of
the geometry (in fact the confinement of the weakening zone) on the rate of instability.
Physically we can associate ¢ with the size or with the weakening of a pre-slip zone. If one
considers that ¢ varies continuously and slowly in time around (o, Ao will vary suddenly
from 0 to a significant value, leading the system to a rapid evolution.

We now want to show that this feature is conserved at least in another case. We
can note that this vertical slope has been deduced analytically in anti-plane by Dascalu
et al. (2000). One can also refer to the Figure 3.12 of appendix D for a synthetic view in
9D. In 3D we propose to look at another main change of geometry which is the uniform
stretching of the fault form in one direction (or the change of ellipticity of the fault).
For this purpose we estimate Ao/(vse) of different faults close to their critical point of
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Numerical evaluation of the first eigenvalue
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F1G. 3.8 — The numerical measure of the exponent (or first eigenvalue) for
self-similar C3DFF.
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F1G. 3.9 — The exponent (or first eigenvalue) for self-similar C3DFF as a function
of the length scaling factor (.
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instability. We consider three fault families: (1) the critical C3DFF stretched in in-plane
direction, (2) the critical C3DFT stretched in anti-plane direction and (3) the critical
(C3DTF stretched self-similarly.

To compare them, we plot their estimated first eigenvalue as a function of their
increasing surface ratio x. For (1) and (2) we do new sets of computations and for (3) we
simply plot Ao(x)/(vsc) of the self-similar C3DFF by taking the new abscissa x = (C/Co)>
When x = 1, all faults are critical. Here we must note that the change of abscissa ¢ into
abscissa y does not affect the type of the slope (vertical or not) at the critical point.

On Figure 3.10 we plot the estimated first eigenvalue for the three types of geometric
transformation, as a function of x. First point, let us remark that C3DFF [aults stretched
in anti-plane or in-plane direction have the same first eigenvalue, which means that the
C3DFTF is an interesting case able to resolve the complexity induced by the presence of
the two phase velocities of P and S waves. In another words, the C3DFF behaves like in
an acoustic problem. Second point, they have a particular asymptote (around 0.7) that
corresponds logically to the exponent of an unstable 2D finite fault at ¢ = 1.2. (see Figure
3.12 of appendix D). Even trivial, this feature is interesting. It means that a 3D fault zone
can keep a lower exponent than v,a., assuming that it evolves to a 2D fault geometry. Such
faults remain weakly unstable. They may be encountered in stratified bodies for example.
If we think in terms of pre-slip zone evolution, we can say that such evolution is more
favorable for long times of initiation. Inversely all curves seem to exhibit a vertical slope at
y = 1 like for 2D faults (see appendix D). We can not verify it theoretically for the moment
but this is an important fact. The model tends to predict a rapid evolution again. This
feature seems to be relatively common, at least in some very different cases. Let us remark
that some models do not predict this sharp transition. Indeed, in our model the time scale
of the initiation process is given by the complete elastodynamic interaction of the body
combined with the slip weakening behavior of the interface. A modification of either the
behavior of the body or the behavior of the interface can lead to a very different qualitative
behavior concerning the duration of the initiation. For example, the introduction of time
scales like viscosity in the friction law can be preponderant at the critical point and
can smooth the transition. In the same way simplifications of the elastodynamics like
the quasi-dynamic approximation smooth the transition. To conclude on this, the type of
transition at the critical point is an important question since the duration of the initiation
and the time to detect the associated deformation depends on this transition.

Conclusion We define a three dimensional model of unstable dynamic initiation. The
crust is modeled by an elastodynamic body and the fault is modeled by a flat interface
subject to a slip weakening friction law. We set up in detail the characteristics of the
infinite initiation process. We make a spectral analysis. We determine the eigenvalue of
positive square and we find an expression for the dominant part. We give a definition of
the slipping patch P, i.e. the qualitative contour of the unstable slip triggered by a small
perturbation. We also give an expression for the time of initiation. This time depends
essentially on the largest eigenvalue v,a.. After we introduce some models of initiation on
finite faults in order to extract qualitatively the important features of the finiteness effect.
To this we define a family of finite faults (C3DFF) self-similar to the slipping patch. We
parameterize them by the factor of self-similarity ¢ (length scaling factor). We identify
the critical point (p & 1.2 & 5% that separates the stable and unstable faults. It appears
that in 3D, a fault must be slightly larger than the slipping patch to become unstable.
In the domain of instability we quantify the rate of instability of the finite faults as a
function of the scaling ¢. The rate of instability is given by a numerical estimation of the
dimensionless first eigenvalue of the system Ao(¢)/(vscr) (this first eigenvalue is assumed
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The first eigenvalue for three geometric transformations
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F1G. 3.10 — The exponent (or first eigenvalue) for three different types of geomelric
transformations of the C3DFF as a function of the area scaling factor x.

to exist theoretically). The function A\g(¢)/(vsa.) exhibits a continuous but sharp transi-

' tion (vertical slope) at the critical point { = (p. To test this feature in other conditions we

impose another geometric transformation and we observe qualitatively the same type of
transition of the rate of instability at the critical point. Our model does not contain the
description of the whole process that begin by the quasi-static slip localization neverthe-
less, in the critical initiation regime, minor changes in the parameters of the model have
great consequences on the rate of instability. This tends to predict a rapid evolution of a
fault system around its critical point. This specific behavior may be of great interest to
understand fault instability and earthquake triggering.
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Appendix A: Eigenvalue Problem of the Infinite Fault. The problem being li-
nearized, eigenfunctions (®*(z,y, z), ¥X(z,y, 2),1 = ,y, z) verify in the half space z > 0:
NP = v2Vie (3.33)
A2 = ?VA i =2,y 2 (3.34)

owr 0w, 9w
P + =

oz dy 0z

0 (3.35)

and on the fault at z = 0:
0 92¢* 9%} Por PV, 920
2 vy T —
(n"=2) ( 5% " g | B ) +2( 32 | 5ebz  ouon (836
FoL S 1\ EG ) o
dy + 9z Oz (.31
820r 92U 0 0P, 0P, 099* 9w} 9Y,
3w8z+ dydz 8$8y+ 9z2  9z2  °\ Oz T dy Oz

(3.38)

We only search the eigenvalues whose real part is positive (Re()A) > 0). Let us recall
some results obtained in the context of the in-plane problem (see again Favreau et al.
(1999)) that are still valid here. All eigenvalues have a real square A\* € R consequently
A is imaginary or real. Further, if one wants to find the eigenfunctions with Re(A) > 0,
(finally A € R in our case), it is enough to search them in the following set of functions

(2,1, 2) = efertikuy—ps (3.39)
l[’f\(w, Y, Z) = Sieikmm+ikyy—sz’z' = B8 (340)
s €ERY, s> 4 /K2 + k2 (3.41)
1
pERT,p= E\/(Uz—l)(kg‘l'kj) + 2 (3.42)

NER A = kv, /s? — k2 — k2 (3.43)

where (k,, k,) € R* represent the wave numbers of the slip in the Fourier domain. One
verifies that the functions of this set verify (3.33) and (3.34) and the finite energy principle
since the slip is bound at z = +oo already.
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Inserting (3.39) and (3.40) in (3.35), (3.36), (3.37) and (3.38) leads to

15k, + 15,k, = S8 (3.44)

k24 k24 5% = 2us(Syks — Soky) (3.45)

i(ky, — S;k;) = Sys (3.46)

— 2ikyp — iS,kys — Sy (8® + E2) + Spkyks = —ao(iks +4S.ky + Sys) (3.47)

By solving the system of linear equations (3.44), (3.45) and (3.46) we deduce the amplitude
(Sg, Sy, Ss) of the components (¥, ¥y, ¥, ):

K
8, = =¥ (3.48)
2s
k4 | kz kz 2
Kotk te) (3.49)
2usk, (k2 + kﬁ — 5?)
ky
A= T (3.50)

Replacing the amplitudes (3.48), (3.49) and (3.50) in the linearized frictional condition
(3.47), we have:
(8% 4+ k2)2 — k2(s® — k2) + s (k2 + k2 — %)

This (3.51)

p:

Finally a solution of the eigenvalue problem must satisfy both equations (3.42) and
(3.51). By taking the polar coordinates in the Fourier domain (k, = kcosf,k, = ksin @)
and by taking dimensionless variables p = p/k, § = s/k and &, = a./k, equations (3.42)
and (3.51) become respectively:

1
p=p(s) = 5\/?72*1+§2 (3.52)

(3% + cos* 9)* — sin? 0(3%* — cos? 0) — 3a.(8* — 1)
45 cos?

For each # we must find the solutions § such that p,(5) — p2(5) =0 and A is real i.e. 5 > 1.

We remark that s = 1 is a solution for any 6. It corresponds to a null solution. We also

remark that if the slope of the function (p; — p2)(5) at 3 = 1 is positive then the function
(p1 — p2)(5) has another non trivial root 5 > 1. This condition is

p=p(3) = (3.53)

d(pr — p2) . 20 ¢ in?0 with ~ — L, _ Vg
T(1)>0:>ac>’ycos 0 +sin” @ with 7-—2(1—;7—2)——2(1—@) (3.54)

On Figure 3.11, we represent the curves p;(3) and pa(3) for = 0,7/4,7/2. For each case
we make the plots with a, respectively “low”,’critical” and “high”. which means respectively
that condition (3.54) is not respected (A < 0), just respected (A = 0) and fully respected
(A > 0). Note that # = 0 corresponds to in-plane mode and § = /2 to anti-plane mode.
Numerical values are defined at the end of appendix C.

If one denotes by k.. = % the spectral cut-off in the in-plane direction and by
kye = o, the spectral cut-off in the anti-plane direction, the condition of existence of real

eigenvalue (3.54) can be translated again in a dimensional form
k2 ky
T ( + Y < 1
koen/kZ+ K2 kyer/KZ + K

By D, we denote the spectral domain defined by (3.55).

(3.55)
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FiG. 3.11 — The analysis of (p1 — p2)(5) (n = +/3) leading to the condition of
existence of real eigenvalues.
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Appendix B: Dominant Part of the Infinite Fault. The dominant part is construc-
ted on the base of the eigenfunctions with real A. Let us define the functions uf“"’k” (2)
Jerived from the z-dependence of eigenfunctions (3.39) and (3.40) by using (3.48), (3.49)
and (3.50):

ubske(2) = s (—2k2e™P* 4 (8* + kL — k2)e™) (3.56)
uzz‘ky(z) = —2skgk, (e — e ) (3.57)
uif"'ky(z) = Uk (—2pse"pz + (32 + K2+ k;)ﬁ—sz) (3.58)

Using these functions the displacement field is written
u:ﬂ(tl :L‘J y7 'Z) =
; , Wi(kz, ky) .
// ufx'ky(z)ez(k”"'kyy) (Wg(kﬁx, k,) cosh(At) + ——1()\—1") smh()xt)) dkydk, (3.59)
D :
where weights Wo(ks,k,) are calculated from the x-y-Fourier transform of the initial
conditions in displacement @9 (k,, &y, 2). For this we assume that the eigenfunctions are
orthogonal. The orthogonality is demonstrated in the in-plane case by Favreau et al.

(1999) and this result can be extended to the 3D study. Therefore we can use a technique
of normalized projection of the initial conditions on the eigenfunctions and we find

| i
Wolka-by) = N_(kl—k,) /0 EZ ()" ()i (ks By 7)) = (3.60)

=Z,Y,Z

where

Nk = e [ 3 () et (2) de

i=2,Y,2
2 2
= % (s%k2 (4s(k2 + p*) — Bp(s® + k2)) + p(s° + k7))
o2
+f:;;k§ (45°K2 + p (K2(s® + k2) + 2(k2 — s*) — 45°K2)) (3.61)

The weights Wi (k,, k,) are calculated in the same way by taking the x-y-Fourier transform
of the initial conditions in velocity o7 (kz, ky, 2).

Appendix C: Time of Initiation of the Infinite Fault. For a narrow perturbation
of characteristic half width a, we can estimate the time of initiation T to reach the critical
slip L. on the fault. For this purpose we write the simplified expression of ut(t,z,y,0) on
the fault, due to a perturbation of displacement ug(z,y, z) and velocity v2(z,y, z). We get

ul(t, z,y,0) =

) a5

%/f s \2gilkathyy) (Wﬂ(kmky) cosh(At) +
s D
(3.63)

If acr. << 1 we can take the following approximation for (3.60):

1 400 + o0 +oco
Walks, ky) = Wo(0,0) = / / / ul(z,y, z)e” “Fdrdydz (3.64)
0 —co —00

9,2
2mos
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The same approximation can be done on Wi(k.,k,) by taking v9(z,y,z) instead of
ud(z,y, z) in (3.64). | o

. If A(0,0)1; >> 1 1e. Tc >> 1/(a.v,) we can do other approximations. The sli
is driven by the most dominant eigenfunction i.e. the one for which &k, = k = 0 Th:z
il‘ltegrand is null on the boundary of D, because the corresponding eigenf;ncti(?ns are. null
il herefore the integrand in (3.62) is approximated by a linear approximation on each radius;
in the fourier domain. Consequently the integration over D, in (3.62) is approximated b
the volume of a cone. Its base is D, and its height is the value of the integrand a,)t/

k. = ky, = 0. For that we need to calculate the surface of D, which is A—lmiggl . Finally

cosh(...) and sinh(...) are approximated by e /2. By applying all this to (3.62) we obtain

[ 2
ut(T,,0,0,0) = ilwvszag (WO(O,O) N Wl(o,0)> vsercTe

v23  293/2 Vo0, 2 (3.65)
By identifying u?(T%,0,0,0) with L. we have
1 L.
o= Qv In nwad (y+1) W,(0,0) (3.66)
12,),3/2 (W0(07 0) + ’Usa; )

For a narrow Gaussian velocit turbati 1
Rt S y perturbation of half width a defined by v9(z,vy,2) =

3 3 —(k2+k2)al Wilke, Ky) =
. %4 ) )
vosmade (I (_of2e e AErfe(%2) 4 (2 + k2 — h2)e~"o" AExfe(2)
2N (g, ky ) (3.67)
where Er fc is the complementary error function. Therefore
3
Wi(0,0) = 2% -a2a?/apfo(2el
Finally
T.=— (1“( e aza’
R w2 (y + 1)a2a? avy Erfe(%2) Ty ) (3.69)

_With p = 3000kgm >, v, = 3333ms~', 0, — 0y = 10MPa and L. = 0.18m one
obtain a. = 0.0017m™". Moreover with n = v,/v, = /3 i.e. v = 2(1 — 1/n*) = 4/3
a = 200m and vy = 0.0001ms~!, formula (3.69) gives T, = 2.81sec. ’

App(ﬂ'ldi}( D: Link with 2D results. In 2D (anti-plane and in-plane) an elementar
2D finite fault is a slip weakening segment of length 2a limited by barriers of iriﬁnitz
strength (no slip in the barrier). We have studied the influence of the finiteness numericall
(‘Iolnescu & Campillo (1999)) and theoretically (Dascalu et al. (2000)) for the anti- ]anz
finite fault. Near to the stability, i.e. for real eigenvalue such that 1/]A| is greaterihan
the-wave travel time in fault a/v,, the spectral problem in time has been formulated vﬁth
an integral equation on the fault displacement u*(z) as follows |

1 A A
Tl'acau)‘(a:c') = PV] M

—3 z! — g

E ('U_)Q /_l w*(as’) In JQ(S’ — z')|ds’, |z_/\| << 1 (3.7.0-)

1 s s
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From these we can extract two points. First, when the product 3 = aa, of the fault half
length a with the weakening parameter o is less than o = 1.1577... then the eigenvalue
analysis gives no real positive A and the fault is stable. Second when this product is larger
than 8o (i.e § > fo) there exists a discrete collection of real positive eigenvalue A, (3). The
total number of positive eigenvalue grows with 8. The first and largest one Xo([3) gives
the characteristic exponent of the slip growth (i.e. the slip grows like ¢’') and it makes
it possible to give naturally an order of magnitude of the time of initiation. Indeed, the
time of initiation is inversely proportional to Ag. In the in-plane geometry we found similar
results. The antiplane and inplane eigenvalue problems, expressed in the x-Fourier domain
k have a similar Taylor expansion around 0 at order 2 in |A/(kv,)|. Consequently, under
the condition |\/(kv,)| << 1, the governing equafion for the displacement in the in-plane
problem is the same as in the anti-plane problem, by replacing a. by a. /v and A by Ae,
with € = /(1 + 1/n%)/y. This variable change is valid for the static eigenvalue problem
‘e for A = 0. Unfortunately, for A great enough, our parallel in the x-Fourier domain
k is intrisinquely uncorrect. Its validity remains only very close to the critical point.
Another common characteristic of the anti-plane and in-plane problems is the maximum
eigenvalue vsa. of the infinite faults that corresponds to 8 = oo (see Campillo & Ionescu
(1997) and Favreau et al. (1999)). To make a clear link between the present 3D study
and the previous 2D studies we have to precise a few things. For 2D problems ¢ = 2a/l.
where L. is the length of the 2D slipping patch (l. = 7/a. in anti-plane and I, = y7/a.
in in-plane). Consequently ¢ = (2/m)B in anti-plane and ¢ = (2/m)Bv in in-plane. By
choosing ¢ we make disappear the P wave velocity in the position of the critical point.
Therefore anti-plane and in-plane have the same critical point at (g = 0.7370.... Also since
the maximal eigenvalue in all homogeneous infinite shear problem is vso, we propose to
plot systematically the dimensionless eigenvalue Xo(€)/(vser.). On Figure 3.12 we re-plot
the eigenvalue found by Dascalu et al. (2000) in these new notations. We also add the
complementary results for in-plane finite faults.

31.2 La méthode numérique de différences finies.

Introduction Les schémas numériques de différences finies utilisés en 2D et en 3D sont
semblables. Le schéma est inspiré du schéma antiplan utilisé par Ionescu & Campillo
(1999). On n’exposera que le schéma en 3D puisque les schémas 2D sont construits sur le
méme principe. L’algorithme est du second ordre, explicite, formulé en vitesse/contrainte.
La coordonnée z est perpendiculaire & la faille. Les pas d’espace et de temps de la grille
sont notés Al et At. Les vitesses et les contraintes sont évaluées dans le milieu (corps
élastique) de droite aux positions (t = nAt,z = 1Al,y = jAlL,z = (k — %)AZ), k>1
et dans le milieu de gauche aux positions (¢ = nAt,z = ALy = jALz = (k+ 3)Al),
k < —1. Les déplacements, les vitesses et les contraintes agissant sur la faille (042, Oyz, 022)
sont évaluées aux positions décalées (t = (n+ 3)At,z = 1Al y = jAl z= 0%). On notera
plus succinctement ces positions d’une maniére adimensionnelle (n,1,7,k), & # 0 dans
le milieu et (n + %,1,7,0%) sur la faille. Le calcul se fait en deux étapes: La premiére
étape est le calcul des vitesses, des déplacements et des contraintes agissant sur la faille
(0pzy Oyz, 022) €0 passant par des positions successives (n— 1 +m,1, 7, 0%) suivant le ternps
local 0 < m < 1. La deuxiéme étape consiste & calculer les vitesses et les contraintes
dans le corps élastique aux positions (n + 1,i,7,k) et en intégrant la faille comme une
condition de bord a vitesse imposée. Une visualisation de la grille dans le plan (t,z) est
dessinée dans la figure 3.13 pour ce qui concerne le traitement de la faille. Pour établir
I’algorithme, rappelons les équations combinées de Péquilibre dynamique et de I’élasticité
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The first eigenvalue of 2D finite fault

0.8 % : T .............

e
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AV o)

04l - L E— Sr— — S S — — T—

: | == anti—plane (theory)

| == In—plane (theory)

: | == anti-plane (numeric) |
D e inTpIane (numeric)

3.5 4 4.5 5

0 i '
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Length scaling factor { =2a/ I

F1G. 3.12 — The exponent (or first eigenvalue) for 2D finile faults as a function of
the length scaling factor C..

dans un corps élastique homogene isotrope de masse volumique p:

vy  Qoge 00y  Boy, % _ Ooyy  dog 4 doy, O, __do,, Boy o,
Par ~ oz Ay 9z ° ot Oz Oy 8- "ot T dz dy 0z
D0z _ (’;’)vr od (% + 31)2) 304y (% 1 %) doyy _ Ovy . du, O,
ZpUp 0t Ou dy = 0z 25050t dy = Oz ZpUpdt Oy

do.. _ O, dv,  Ov, oy ov,  dv, 00y [ 0Ov, O,
00t 0z 71 (% T a) —T (E + aa;) 20D (a_ * @‘)

ol z, = pv, est 'impédance des ondes P, z, = puv, est 'impédance des ondes S et
2
v
ge=] —P—
Yp

Algorithme pour le calcul des vitesses et des contraintes sur la faille. Pour
formaliser cet algorithme, nous partons des équations de conservation sur les droites de
causalité du type w* = z Fu,t pour les ondes S et w* = 2 F vpt pour les ondes P. En une
dimension on appelle ces droites “lignes caractéristiques”. Ces droites sont tracées sur la
figure 3.13 & gauche. On se place dans un cas général ot les deux milieux sont différents
de chaque coté de la faille. Pour plus de simplicité et de lisibilité on établira les relations

importantes dans le milieu de droite z > 0. On donnera ensuite la fagon d’obtenir celles
dans le milieu de gauche z < 0.

En prenant w* = z F v,¢ on déduit:

%@2(“}4" w‘_‘) _ (a((fx.’c ~+ zs?)z) + 60_-‘1’:2}) ('LU_{—,’U);) (371)

20z 20y

TR

)
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] ém i rimée d: 5 s coordonnées
(Cosidérons une fonction f(t,z) et la méme fonction exprimée dans les autres coord "
= 2 11 ‘ sitions
telle que f(w+ w~) = f(¢,z). Prenons w™ constant, ce qui 1mpose que pour deux po
3 ‘ : o i
quelconques on vérifie 1y =ty — (21 — 2z2)/vs. Alors on a:

1 _

8 i ati ivante:
On intégre (3.71) a l'aide de (3.72) et on trouve la relation de conservation suiva

21 — 29

(Z.SU.?: + G-mz)(t% T,Y, 32) = (stm N amz) (tZ - L, Y, zl)

s

V(000 + 25v2) | 090 _ATAg + (21— 22) (1 — 'r)) dr (3.73)
+(z1 — zz)/ﬂ ( ( 52 + 5;) (tz 9y (L=7),22+ (21 — 22)(

5

. . _ Al 1 .1 .
En choisissant z; = 01 sur la lévre droite de la faille et z; = 5 décalé d’un demi-pas

d’espace & droite dans le milieu, on transforme (3.73) en:

Al Al
(st:r + O-:HZ)(tZ: Il?,’y, 0+) = (stw Jr Ju"l‘z)(tz o E’ ﬂ:,y, —2_)
Al 1 a(o-xx + ZSUZ) Jr ao-wy (t2 . A[ (1 . ‘T)gxayﬂ él_(]_ — T)) dT (3.74)
+F2_ o Oz dy 20, 2

i i itesse/c i issant
Cette équation nous permet de relier le premier couple vitesse/contrainte (vz/0x:) agis
1 é 1 é ére on
sur la faille en fonction de I'information venant du corps élastique. De la méme manié t
i ié 1 al san
peut trouver la relation qui relie le deuxiéme couple vitesse/contrainte (vy/0y.) agis
J

sur la faille:

Al Al
(250y + 0yz)(t2, @, Y, 0F) = (250, + 0y2)(t2 — 5;;,.’6, ¥, ?)
AL [* (Yo dzte) y Omr) (1, - M1 =) 2,0, 50 - n)ar  679)
+? a oy oz 205 2

Dans les équations (3.74) et (3.75) on peut faire apparaitre certains déplacements. En

effet on a les relations suivantes:

t do
0oy 0ug 1 Puy | 10U - S
680;5: N _gyi = 2ets ((1 +4) dx? + ek 2)8w3y 2 0y? T 5z (3.76)
J ; o
Doy | 9%y Oy 1,8y 107wy, 0%  (gqy
dg;y + g; = 22,0, ((1 + q) 6y2y +(g+ 2)8:1:8y -+ 3 92 q By (3.77)

[utilisation des dérivées secondes des dépla,cement‘s sur la faille permfet de m;e:iux :1811713
les concentrations de contraintes. On remplace (3.76) et (3.77) respectivement dans (9.
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et (3.75), on coupe 'intégrale en deux et on obtient:

(ZSUW+6mZ)(t27$Jy1O+ — (25U Tz I —ﬁ ﬂ
) ( +0o )(3 sz,fﬂ,y, 2)

T3 / (223”3 ( 1.4 ’L — Uy Lad U d(qo-zz + Zs'b"z)
9 L (1+q) 952 +(q+2)3m8y+28y2 3 -

Al Al
(tzf (1_T)5m1y7?(17_)) dT

1 20,
+% 02 (‘9(‘7”62 %0s) ag;y) (a—z = ii(l —7), w,y,%(l - 'r)) dr  (3.78)
(24t ) t2,2,0,0°) = (2t + 030} 12— v, )
+-A2—l ; (2%@3 ((1 +q) %?;’f + (g + %) gi;z + ;%2;*’) + 6(90;,%; ZS”"))
(tz . i‘iu . r),m,y,%u _ 'r)) i
2 A (a(ayya”; ZoVs) | ag;y) (tz - ;:i(l — )3 5 (1 - T)) dr  (3.79)

Enfin en cgqsidérant les lignes caractéristiques du type w® = zFv,t, on trouve la relation
pour le troisiéme couple vitesse/contrainte (v,/c.,,):

(ZPUZ + O'zz)(t% Z,Y, 0+) = (ZPUZ + 032’)(t2 - Al y Ly Y, Al)
1 » | 2 2
Al Oz + Q20 0(oy. + qz
£ o i vz + q2ZpUy) Al Al
2 Jo ( da + dy = G T ThE g U=} dr (BEE

A partir .(‘16 ce point, on est obligé d’introduire des approximations. Pour (3.78) et
(3.79)\1& premiére intégrale est évaluée avec 'intégrant développé a l'ordre O en 7 = 1. La
deuxiéme intégrale est évaluée avec I'intégrant développé a ’ordre 0 en 7 = 0. On obtient:

(2500 + 07a2) (22,4, 0%) & (a0 02) (b — 20,0, )
Us
Al ( ( 0%u 1, 0%u 102 0
+22 {20, 1+ x L y 1 O Uy (qazz + ZS’Uz)
Al (0(0gy + 25v;) Do Al Al
+‘__ z Y _ = " =-
4 ( dz * dy ) (t2 g, g ) (3.8
(sty ¥ O'yz)(t% T, Y, 0+) ~ (sty + Gyz)(tZ — ﬁa T, g)
2v, =

Al ( ( 0%u 1, 0%u 19?
+— | zsvs | (1 v — e g 2 Yy (g2 + 2502)

9 ( + Q') 6y2 + (Q‘l“ 2)6338}] + 2 O ) + ay (t27$:y:0+)d7-
-I-E (B(Uyy + z50;) . 5‘me) ( Al Al

1 dy g )\~ '2?“’?) (3-8

(Z UZ+O_ZZ)(t21'?“=y:0+ = (2 + 045 (L —ﬂ g
2 ) = (% 022) (L 2Upa$ay,2)

Jrﬂ (3(%2 + q2,v;) N oy + gzpvy)) (tz Al /_\l)

2 dz Ay E,m,y,—?

(3.83)
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Dans ’algorithme on se place maintenant au temps local t; = (n — % + m)Atl avec
0 < m < 1. Ainsi les expressions fonctions de 'argument (t2 — 2—‘%}%, z,y, 5 dans (3.81) et
(3.82) sont évaluées au temps , = (n — 3 — 32 + m)At et les expressions fonctions de
|’argument (t3 — %,m,y, %) dans (3.83) sont évaluées au temps 3 = (n— % — Zﬂt +m)At
oll vgp = % est la vitesse fictive correspondant a la grille (cf figure 3.13 a gauche). Ces
expressions sont données par le champ incident qui provient du milieu. Comme elles ne
sont évaluées que tous les temps n entiers, on les approche linéairement en temps enfre
m =0 et m = 1. Ainsi pour exprimer (3.81) on va écrire plus simplement:

- i4.0t
(stw+ G':cz)n g T ~

_1_ % .. 1 v . _1_® v i 1 ;5 ey
n 2,7,1 n4 20 ;4.1 n e N | n—=-+m,2,3,0
:] 2  Zug!? ] 2 2 1 /_] 2 2ug YU [? 4
h (A ” T e m T 2 v

1 (a(crm + 250;) " 8093?,)

AI = stm+o-a:z+ e

4 N aj
25Us ) B*uy 1, 0%, 10%u, 1 [ 0(qo.: + 25v5)
Be = 5 0nd ((l +0)57 t et )55 T o ) *1 ( & (3:84)

et pour exprimer (3.82):
(2zsvy + cryz)”_%m’i’j’o)' ~

1% ;- 1_% ;- L WDy 1 i
n—=—52,1,7,1 nts—5—,0,51 n—— 5t ds 1 n—i+4m,i,5,0t
27 Zus’ 3 Zua MY 27 2w z thady
A, s + (A * — Ay # m + By

Y
1 (8(0yy + zsv;) 0oy
Ay:zsvy+ayz+1( ( yyajZ’U)_I_ giy)

Z5Vs Py, 1. 0%, 10%u, 1 (0(qo.. + 25v;)
B, = -((H@aﬁ+(q+§)%}+§az‘2)+i( 7

et enfin de la méme maniére on trouve pour (3.83):

—

3.85)

P » 4.0t
(vaz+gzz)n 2+mn"';.§'=0 ~
n
Z

A:—-lz'———zvyﬁp,i,j,l + (A:+%_zﬂvﬂpaiyja1 o A _%ﬁ%).")jll) i
1 [(8(00: + q2pvs) | O(0yz + q7pvy)
Az = z 2z S - - - . : - 3.86
290 + 02+ 5 ( = + 5 (3.86)

Les opérateurs 9/0i = Al0/0z et 8/dj = Ald/dy désignent les dérivations partielles

adimensionnelles. Pratiquement les quantités évaluées au temps n + - 7o et au temps
n+ % — 32 sonf, déduites par une interpolation linéaire entre les deux temps entiers qui
Pencadrent. Cela nécessite de garder suffisamment de points précédents en mémoire pres
de la faille (en & = —1 et en k = 1). Des équations similaires sont obtenues pour la
levre gauche (z = 07). Pour cela il faut remplacer les indices ... ,1,7,0% par ...i,7,07 et

.i,7,1 par ...4,7,—1. Ensuite il faut remplacer o5, et v, par leur opposé dans (3.84),
o,. et v, par leur opposé dans (3.85) et enfin 0, v, et vy par leur opposé dans (3.86).
Tl faut aussi changer les caractéristiques du milieu par celle du milieu de gauche. Pour
alléger on note ™ et ~ ce qui se rapporte a droite et a gauche.
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Enfin on utilise une combinaison linéaire de (3.84) & droite et & gauche et on a:

d ST 1 1N o dimi
_u#+(7++7>"”2+ a8

dm At 2 .

1 ug .o 1 vy .o 1 vy s - 1 L.
N—g5—g,-14] Nt 5= gyhd N—5—5-=y4] n—=+m,z,J

AD, ? #77 L (ALDI et . AD, ¢ T ) m+ BD; 2

1 . 1 . , . 1 . if .

AD;.,?,,J s ____A...,z,j,l 714...,1,],—1 et BD...,t,j — H“.,‘L,j',l . _B...,z,j,-l

+ T e x ot E a—

ZS 45 S S
et
1 : s ob 1 e
n—x+4m,s,7,0 _ n—5+m,,50
grug & dapvg R~ (3.88)

1_v 1_ nol_ Y0 L ool

Y v L2V n+ ] n—5— ] n—x5+m,i,j

AS; * T 4 (ASJ; Y. L )m—%BSm 2

rbd Al o Ji=A ferid e aidil |

A5t = Aot | A et BS; " = B} + B
Ly 2z 1 T, 1 e
. n—g+m,i,j n—z+m,2,5,0 n—=+m,i, 7,0 P i b: .
ol dug 2 = U 7 — Uy ° " . On peut écrire le méme genre d’équations

pour les couples (v, /ay.) et (v./0.,). On supposera toujours que dv, est nul (pas d’ouver-
ture). Ainsi, sur la faille, la vitesse v, et la contrainte o,, évolueront indépendamment du
reste et linéairement pendant tout le temps local 0 < m < 1. Par ailleurs si on suppose
que les contraintes de cisaillement agissant sur la faille o, et o,, ne dépendent que des
déplacements du, et du, alors ’équation (3.87) pour le couple (0,,/v;) et I’équation simi-
laire pour le couple (vy/oy,) formeront un systéme différentiel 2 x 2 du premier ordre en
temps local 0 < m < 1. En discrétisant le pas de temps local suffisamment finement (au
minimum 40 points), on peut se contenter d’utiliser une méthode d’Euler explicite. Enfin
lorsqu’une composante de la vitesse de dislocation est nulle, par exemple §v,, alors (3.87)
donne directement la contrainte o, agissant sur la faille. Il en va de méme pour (v,/0y.).
Les équations du type (3.88) donnent le mouvement moyen de la faille et permettent de
recalculer les vitesses a gauche et & droite (rappelons qu’elles n’ont pas de symétrie dans
le cas de deux milieux élastiques différents).

Algorithme pour le calcul des vitesses et des contraintes dans le milieu. Dans le
milieu, on utilise un schéma de directions alternées (splitting des opérateurs). Le schéma
est d’ordre 2 (pour plus de détails voir Nguyen (1998) ou Renard (1998)). On définit
trois opérateurs notés X,Y et Z. Chaque opérateur effectue un calcul de différences finies
unidimensionnel dans I'une des directions x, y et z. Pour illustrer, prenons I'opérateur
7. La démarche est la méme pour les autres opérateurs X et Y. Pour définir Z, on ne
considére pas les variations des champs dans les directions z et y, ce qui revient & poser
symboliquement % = 0 and a% = 0 dans les équations du mouvement et de 1’élasticité.
On en déduit:

= o =i (3:89)
= 2l (392
90zy _ (3.93)

ot
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Avec (3.91) on obtient une équation d’onde pour le couple (0.5/vz) avec la vitesse des
ondes P tandis quavec (3.90) et (3.89), on obtient deux autres équations d’onde pour les
couples (v,/as.) et (vy/0y.) avecla vitesse des ondes 5. Les équations (3.92) traduisent I'ef-
fet de Poisson. En effet, dans un mouvement unidimensionnel, I’effet de Poisson implique
une variation des deux contraintes normales (ici 0. et o4y) qui agissent perpendiculai-
rement au mouvement (ici selon z). Cette variation s’obtient en fonction de la troiQSiéme
(ici 0.,), qui agit dans le sens du mouvement. Le facteur displaystyleq=1— 2:’}—2, qui
intervient dans cet effet, peut s’exprimer en fonction du coefficient de Poisson v par

= L L'équation (3.93) dit que la contrainte de cisaillement dans le plan perpen-
1 = 1 : . ; 5 .
diculaire au mouvement est inchangée. L’algorithme est construit & partir des équations

de conservation le long des caractéristiques adéquates. Pour I'opérateur Z on prend les
caractéristiques des ondes P pour exprimer (3.89) et les caractéristiques des ondes S pour
exprimer (3.90) et (3.91). On obtient:

73 4 Jiriskt 2 Jisvk— 5B AikHE maigk—gE
vBik = (PR I g 1 (L G T 2) (3.94)
. e . v .o v .. v
Lk — (U:L,w'k-l-% B U:,z,s,k~;§)zp/2 4 (O_::,J,k+;§ 4 J::,J,k—;‘:f)/z (3.95)
zz
ok = (o R TR 1y 4 (ot TR ((22,) (3.96)
’ .
ok = (o I o TR o R TR 2 )
yz
.. 0807 < a.'-:kfﬁ r'a'.ik‘+%ﬁ_ ’l’ "k_ﬂ.ﬁ.
’uwZ’z’J’k _ (vz,z.:f.k+;§ + UZ” ") /2 + (U:;J 0 0_;1;3 ") /(22,) (3.98)
ik — (R AR o g (ont R Ly omy pg (3.99)
Tz - * % i3 iy
ol gL 4 oS — o260 (3100)
Ji‘:i,j,k — O_;m;,j,k + q(o.i,é,;'.k — o-;l;,.?nk) (3.101)
gl bi® — gl (3.102)

Les expressions ci-dessus font intervenir les valeurs “causales” en (n, 1, 7, k+ 2), (n,4,5,k—
Z—Z), (n,1, 5, k+3%) et (ny8, 5, k—32). Ces xfalfeurs sont es’r.,irpées par inj;e.rpolation linéair:a en
espace avec les valeurs sur la grille en (n,1, j,k+1), (n, 4,5, k) et (n, 2,7,k — 1). De la méme
maniére on définit les opérateurs X et Y. Il faut souligner que X,Y et Z ne commutent
pas. Le calcul complet consiste donc & faire les six combinaisons d’opérations XYZ, YXZ,

7ZXY, ZYX, XZY et YZX et a en prendre la moyenne.

Transmission de la condition limite venant de la faille. Vis a vis du schéma de
directions alternées, il suffit de faire entrer la dislocation sur la faille comme une condition
limite en vitesse pour définir 'opérateur FZ au lieu de Z. Les opérateurs X et Y ne sont
pas concernés. lci nous écrivons l'expression de FZ pour le calcul des points a droite prés
de la faille en k = 1. Les droites de causalité et les points nécessaires au calcul sont tracés
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sur la e 3, droi ¢ fons (& 5 : Aes par: ;
figure 3.13 & droite. Les équations (3.94) a (3.99) sont remplacées par: sont remplacées par
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lytiques concernant I’initiation. En initiation rapide, la convergence est excellente pour
tous les schémas bidimensionnels. Elle est plus difficilement vérifiable en trois dimen-
sions du fait de la taille en mémoire. Cependant, on constate un trés bon accord pour
le probléme d’initiation infinie tridimensionnelle. En initiation lente, sur des failles finies
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tridimensionnel dans ces mémes conditions: le glissement sur la faille évolue en moyenne
correctement mais il ne se stabilise pas localement prés de la barriére, en cas de singularité.
(le probléme peut-étre évité en délocalisant la loi de frottement sur les points adjacents.
(lette manipulation ne change ni les résultats en initiation tridimensionnelle assez rapide,
ni les résultats en initiation bidimensionnelle lente et rapide. Pour conclure, les schémas 1
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F.IG. 3.14 — Le test de convergence effectué par Ionescu & Campillo (1999) pour
dzj_férentes discrétisations. Ici, il s’agit de la vitesse de glissement au centre d’une
faille finie, dans le probléme de l'initiation antiplane.
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3.9 Modéles réalistes et implications pour l’observa-
tion.

3.2.1 Modéles simples. Observations globales. Sismogrammes syn-
thétiques de phase d’initiation.

Dans cette section, nous exposons les résultats de simulations numériques prospec-
tives, susceptibles de s’approcher de problémes réels et d’inspirer des méthodes d’observa-
tion des failles actives. La géométrie est celle d’un décrochement sur une faille verticale en
» — 0 avec la surface libre en y = 0. La direction du glissement (ou strike) est suivant z, la
profondeur est suivant y < 0 et la distance d’éloignement de la faille est suivant z (cf. figure
3.15). Le corps élastique a les propriétés suivantes: p = 3000kgm =2, v, = 3333.33ms™",

oy = /30,

FAULT PLANE T -

Oxz(t,x,y,0)=f(8 ux(t,x,y))
duy(t,x,y)=0
Ozz(t,x,y,0)=0

/

3D ELASTODYNAMICS AY

FIG. 3.15 — La géométrie du strike-slip vertical.

Nous considérons Uinitiation tridimensionnelle confinée sur une petite zone de taille
finie appelée “patch”. Nous utilisons la loi de frottement en glissement avec affaiblissement
linéaire dont la chute de résistance vaut o, — o4 = 10M Pa. A D'intérieur du “patch”, la
contrainte est au niveau du seuil de frottement statique et a I'extérieur, le glissement
est bloqué. Le patch a la forme de la faille finie C3DFF définie auparavant. Ses rayons
valent 2.66km suivant z et 2km suivant y. Le centre du patch est & trois profondeurs
0km, 6km et 12km. Pour chaque profondeur nous prenons deux types de patch. Dans le
premier type L. = 0.3m. Cette valeur est proche de celles obtenues a partir d’observations
sismologiques. Pour ce type de patch a. = 0.001m™", ¢ = 1.27 et Ag = 0.957". On est
proche de la stabilité et I'initiation est considérée comme lente (“patch lent”). Dans le
second type L, = 0.075m. Cette valeur se rapproche plus de celles obtenues en laboratoire
dans certaines expériences de frottement. Ici o, = 0.004m ™1, ¢ = 5.093 et Xo = 1257,
On est loin de la stabilité et Dinitiation est considérée comme rapide (“patch rapide”).
L’histoire du glissement est tracée dans chacun des cas sur la figure 3.16.

Dans cette étude, il est & noter que le crack ne se propage pas au dela du patch
et donc pas au dela de la zone initiée. Il est intéressant de noter le rapport d’échelle de
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Fi1G. 3.16 — Histoire du glissement sur un “patch” de type C3DFF de rayon
caractéristique 2 km et situé a différentes profondeurs (0 km, 6 km et 12 km).
Pour les trois premiéres, le patch est proche de la stabilité et Uinitiation est lente
(“patch lent”). Pour les trois derniéres le paich est loin de la stabilité el I’initiation
est rapide (“paich rapide”). i
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moment libéré pendant 'initiation et I’événement complet. On note m; et M; le moment
et la magnitude d’initiation et mg et My le moment et la magnitude de ’événement. Enfin
on note T. le temps d’initiation.

I FEveénement ] m; (Nm) ‘ M; | T | mo (Nm) l M,y | mg/m;
Okm rapide 6.4510'° | 4.48 | 0.89s | 9.4910'¢ | 5.26 14.7
6km rapide 1.4210% | 4.70 | 0.90s 1.7510'7 | 5.44 12.3
12km rapide || 1.4210' | 4.70 | 0.90s | 1.7510'7 | 5.44 | 12.3
Okm lent 4.8010™ | 5.06 | 13.95s | 7.7110% | 5.20 1.8
6km lent 8.8110% | 5.23 | 14.35s | 1.4210'" | 5.38 1.61
12km lent 8.9310' | 5.24 | 14.42s | 1.4210'7 | 5.38 | 1.59

D’aprés le tableau ci-dessus, on peut noter que le rapport de moment minimal 1.6 <
mo/m; < 1.8 est obtenu pour des patchs ou tout le crack s’est initié de maniére lente. Un
rapport presque dix fois plus grand 12.3 < mg/m; < 14.7 est obtenu pour les patchs ou
tout le crack s’est initié de maniére rapide. On peut évoquer quelques raisons. En initiation
rapide le glissement est plus localisé sur le plan de faille et le moment d’initiation est faible.
Ensuite le front de rupture est étroit, se propage efficacement, et la rupture ne s’arréte
qu’aprés le passage des ondes d’arrét. En initiation lente le glissement occupe toute la zone
faible et le moment d’initiation est grand. Par la suite le front de rupture est trop large pour
qu’il se propage vraiment et la vitesse de glissement s’effondre rapidement. Remarquons
que si la phase d’initiation, telle que nous la décrivons, correspond physiquement (de prés
ou de loin) & la phase de nucléation sismique rapportée par Ellsworth & Beroza (1995)
alors les rapports mq/m; que nous obtenons sont beaucoup plus grands que ceux obtenus
par Beroza & Ellsworth (1996), qui sont de lordre de 1%. Donc le modéle que nous
proposons n’est pas le plus réaliste possible. Cependant, nous pouvons soit affirmer que le
modéle d’initiation rapide (voire encore plus rapide) est plus réaliste, soit que la rupture
s’étend ensuite hors de la zone d’initiation, ce qui est plus raisonnable compte tenu des
observations sismologiques de la vitesse de rupture. Malgré cet écart avec la réalité, tout
ceci nous permet de donner un repére quantitatif pour ces cas extrémes. Il est certain que
d’autres cas sont a étudier. Enfin tout cela ne géne en rien la suite de ’analyse qui se
concentre presque exclusivement sur la phase d’initiation.

Observations globales. A partir des expériences définies précédemment, nous allons
commenter les observations en surface. Pour cela, nous représentons un certain nombre
de quantités physiques. Pour se repérer nous représentons la vitesse de dislocation sur la
faille. En surface, nous représentons des quantités cinématiques directement accessibles
a Pexpérimentation sismologique: les trois composantes de la vitesse de déplacement, les
déformations volumique et cisaillante. Nous représentons aussi deux autres quantités qui
nécessitent un calcul: 'affaiblissement effectif et 'exposant effectif. Ces quantités ne sont
calculées que pour un déplacement u, sufffisant (seuil de détéction). L’affaiblissement
effectif est défini par (3.115):

8;? (fa €, 01 Z).
Be(t,2,0,2)

L’exposant effectif est défini par (3.116):

H si |ug(t,2,0,2)| < 107°m (3.115)

H (Re %&”i“)(t,m,o,z))) si |ug(t, z,0,2)] < 10™°m (3.116)
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H désigne la fonction saut et Re la partie réelle. Gréace a cette définition, on obtient
des valeurs ayant un sens physique.

Commentons maintenant les figures concernant les patchs lents 3.17, 3.18 et 3.19.
Dans la simulation du patch lent & 0 km (figure 3.17) on voit nettement la distinction entre
la phase d’initiation et la phase propagative. La phase d’initiation se caractérise par des
images stables: le mouvement est synchrone. Les ordres de grandeur associés aux vitesses
de déplacement et aux déformations sont accessibles précocement aux appareils de mesure
disponibles actuellement. [’affaiblissement effectif est une caractérisation invariante en
temps de la fonction propre qui gouverne le déplacement dans le milieu élastique. Tout
prés de la faille qui débouche en surface (figure 3.17), I'affaiblissement effectif a la valeur
correspondant & ’affaiblissement réel de la loi de frottement. L’exposant effectif est une
autre caractérisation invariante en temps et en espace du processus d’initiation: c’est
la premiére valeur propre. Ces deux caractérisations idéales seraient difficiles & obtenir
dans la réalité, cependant elles sont typiques. Bien que peu évidente a priori, I'idée de
les représenter provient de ’analyse spectrale. Les images qui leur correspondent sont
détruites au moment ot le régime de crack commence. En considérant maintenant les
simulations des patchs lents & 6 km et 12 km (figures 3.18 et 3.19), on remarque que
I’apparition d’images nettes est retardée, du fait que I'information liée a I'initiation décroit
exponentiellement avec la distance d’observation. Les lobes des quantités cinématiques &
la surface s’étendent tout en perdant de I’amplitude par rapport au patch positionné en
surface (0 km). Pour le patch en profondeur a 12 km les grandeurs ne sortiraient du bruit
de fond micro sismique que localement et qu’environ 5 secondes avant la rupture.

Passons maintenant aux figures concernant les patchs rapides 3.20, 3.21 et 3.22. Pour
la faille en surface a 0 km (figure 3.20), les images stables de I'initiation ne sont visibles
qu’au deuxiéme temps. Les amplitudes détectables pendant cette phase sont localisées
prés de la faille. En effet ’affaiblissement étant plus fort, 'amplitude du glissement est
trés évanescente. Sur les images de ’affaiblissement effectif et de 'exposant effectif, pour
lesquelles le seuil de mesure en déplacement & été fixé a 1 nano meéetre, il est trés inté-
ressant de noter que la zone cohérente forme un anneau. Cet anneau n’est pas vraiment
la signature d’un processus d’initiation synchrone bien établi mais plutét celle du front
de rupture ou s’effectue ’affaiblissement (la “breakdown zone”). Les images des patch ra-
pides en profondeur & 6 km et 12 km (figures 3.21 et 3.20) montrent que les vitesses et
les déformations peuvent effectuer un saut final de trois ordres de grandeurs en 0.5s. En
conclusion de ce paragraphe, la signature du processus d’initiation rapide (¢ >> 1.2) a
le double inconvénient de durer peu de temps et d’étre localisée. Ainsi, du point de vue
observationnel, elle ne peut pas étre séparé du phénoméne de propagation de la rupture et
ne peut pas servir de précurseur. Inversement, la signature du processus d’initiation lente
a une grande durée et elle est moins localisée. Dans les cas naturels on peut penser qu’un
patch d’initiation instable commence par une évolution proche de la stabilité. Ainsi ses
caractéristiques sont intrinséquement favorables & une détection au début. Cependant il a
une faible amplitude puisqu’il se produit au début du glissement (quelques micro métres
de déplacement sur la faille). Ensuite on peut supposer que l'affaiblissement augmente
progressivement avec le déplacement (par exemple pour des raisons de comportement
physique & petite échelle), ce qui localise le champ de déplacement autour du patch et
accélére le processus de surcroit. Au pire, on peut craindre que la loi de frottement est telle
que le processus suive préférablement “le chemin de la discrétion maximale”. La derniére
remarque concerne la taille des modéles utilisés. Ici la magnitude de D'initiation est de
I’ordre de 5. Si on considére un patch 10 fois plus petit avec la méme chute de contrainte
et dans les mémes conditions d’instabilité, la magnitude de I'initiation sera de Pordre de 3.
Le temps d’initiation sera divisé par 10. Enfin les amplitudes des vitesses de déplacement
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Fic. 3.17 — Cinématigque en surface pour le patch lent & 0 km de profondeur.
Premaiére ligne: la demi-vitesse de glissement sur la faille. Puis de haut en bas la
cinématique en surface: les trois composanies de la vilesse, les déformations
volumique et cisaillante et enfin l'affaiblissement effectif et 'exposant effectif.
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Fi1G. 3.18 — Cinématique en surface pour le patch lent a 6 km de profondeur.
Premiére ligne: la demi-vitesse de glissement sur la faille. Puis de haut en bas la
cinématique en surface: les trois composantes de la vitesse, les déformations
volumique et cisaillante et enfin ’affaiblissement effectif el exposant effectif.
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FiG. 3.19 — Cinématique en surface pour le paich lent a 12 km de profondeur.
Premiére ligne: la demi-vitesse de glissement sur la faille. Puis de haut en bas la
cinémalique en surface: les trois composantes de la vitesse, les déformalions
volumique et cisaillante el enfin l’affaiblissement effectif et l’exposant effectif.
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Fi1G. 8.20 — Cinématique en surface pour le paich rapide @ 0 km de profondeur.
Premiére ligne: la demi-vitesse de glissement sur la faille. Puis de haut en bas la
cinématique en surface: les trois composantes de la vitesse, les déformations
volumique et cisaillante, enfin Paffaiblissement effectif et ’exposant effectif.
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Fic. 3.21 — Cinématique en surface pour le patch rapide a 6 km de profondeur.
Premiére ligne: la demi-vitesse de glissement sur la faille. Puis de haut en bas la
cinématique en surface: les trois composantes de la vitesse, les déformations
volumique et cisaillante, enfin I'affaiblissement effectif et l’exposant effectif.




144 INITIATION TRIDIMENSIONNELLE. IMPLICATIONS,

surface (ms™") § v, on faul

N at

e (ms™)

v at surfac

(ms™)

v, al surface

t surface (nano)

E. 4E._+E
xxX yy'zza

face (nanc)

€__at sur
iR
o

Xz

(=4 [=]

L
=)

o ©

Expor:em at surface (s“) Weakening at surface (m“)
=

Fia. 3?.22 - Cinémaltique en surface pour le patch rapide a 12 km de profondeur.
P'retnzér.? ligne: la demi-vitesse de glissement sur la faille. Puis de haut en bas la
cmemc‘:etzque en surface: les trois composantes de la vitesse, les déformations
volumique et cisaillante, enfin laffaiblissement effectif et lexposant effectif.
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ot des déformations observées aux mémes distances que dans les expériences précédentes
seront divisées par plusieurs ordres de grandeurs. Dans ces conditions la phase d’initiation
est inobservable. En conclusion, il faut des situations assez exceptionnelles pour espérer
Iidentifier en tant que précurseur de la radiation sismique. Cette conclusion doit étre
tempérée car on peut espérer un développement technologique: avec des nappes de cap-
teurs performants, il sera peut-&tre possible d’extraire du bruit le mouvement synchrone,
caractéristique du processus d’initiation.

Sismogrammes synthétiques de phase d’initiation. Pour compléter 1’étude pré-
cédente, nous présentons quelques sismogrammes synthétiques d’initiation & partir des
cas d’étude précédents. Dans un premier temps nous testons les aptitudes du code de
différences finies a calculer ces sismogrammes. Pour cela nous injectons la cinématique
de la source obtenue par les différences finies dans le code de progragation des ondes en
fréquence “axitra” (auteur: O. Coutant). Pour des raisons de temps de calcul, nous moyen-
nons sur 107 sources au lieu des 1721 points sources en différences finies et nous reprenons
Jes fonctions sources correspondantes. Le signal est reproduit avec 512 fréquences. La mé-
thode en fréquence utilisée ne convergeant pas pour des sources situées en surface, nous
ne simulons que les deux événements & 6 km et 12 km de profondeur. Une comparaison
globale des signaux est présentée sur les figures 3.23, 3.24, 3.25 et 3.26. L’accord est bon
surtout pour les premiéres arrivées. Les pics d’amplitude sont un peu lissés en différences
finies puisque les hautes fréquences ne sont pas bien reproduites. Toujours en diflérences
finies, la fin du signal est perturbée par des oscillations résiduelles dans tous les signaux.
Bien qu’ayant des bords absorbants, ces oscillations qui correspondent aux bornes du
modeéle ne sont pas complétement évitées.

Maintenant, sur la figure 3.27, nous zoomons la comparaison sur le début du signal de
la composante verticale. On choisit la trace située & x = z = 6km. On peut constater que
laccord est vraiment bon quant & la progression du signal. Mais on peut aussi constater
que la méthode en fréquence introduit des perturbations et des oscillations qui viennent
de la recomposition en fréquence. Cette méthode viole un peu la causalité et la forme
d’onde. Or c’est justement ces derniéres que ’on veut préserver. Ainsi, pour simuler des
phases d’initiation, il vaut mieux utiliser les résultats des différences finies.

Sur la figure 3.28, nous présentons quelques signaux typiques obtenus en différences
finies pour le patch situé a 12km de profondeur. Nous représentons la composante de
décrochement v, le long d’une ligne située en z = 5.95km, en différentes positions
allant de z = Okm & 2 = 12km, tous les 1km. Dans les deux cas (rapide et lent), on
observe comment le processus d’initiation détermine la montée du signal. La rapidité
dépend directement du type de patch. On peut aussi noter deux types de forme d’onde
avec ou sans pulse. Ceci est simplement du au deux types d’ondes. Dans les cas ol = est
grand, on se trouve dans une zone de radiation prépondérante des ondes P et 'initiation
a lieu avant le pulse des ondes P. Dans les cas ot z est proche de 0, on se trouve dans une
sone de radiation nulle des ondes P. Dans ce cas, c’est le champ proche qui détermine la
suite du signal. Pour finir, les signaux du patch rapide sont beaucoup plus ressemblants a
des signaux sismologiques que ceux du patch lent, ce qui tend au moins & prouver qu'un
séisme ne s'initie pas complétemnent tout en restant prés du critére de stabilité.

Conclusion. Dans cette section, nous avons vu I'importance capitale de différentier
les processus d’initiation proches de la stabilité et ceux qui en sont loin. Le critére
stable/instable n’est pas un qualificatif suffisant pour comprendre Uinitiation. Il faut y
ajouter la notion de “plus ou moins instable” ou de “taux d’instabilité”. Le modéle ci dessus
suggére que nos instruments de mesure actuels ont seulement accés a l'initiation rapide

e
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FiG. 3.26 — Comparaison globale entre les sismogrammes en différences finies et

ceux recalculés par une méthode en fréquence. Cas du patch rapide a 6 km de
profondeur.

recalculés par une méthode en fréquence. Cas du patch rapide a 12 km de
profondeur.
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FiGc. 3.27 — Comparaison de phases d’initiation en différences finies et recalculés
par une méthode en fréquence. Les deuz lignes du haut: les patchs lents. Les deuz
lignes du bas: les patchs rapides. A gauche: le patch a 6km de profondeur. A

droite: le patch a 12km de profondeur.
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Dans les deux cas (rapide et lent), on observe que le processus d’initiation
régularise la montée du signal. Dans les cas ou @ est grand, l'initiation a lieu

avant le pulse des ondes P. Dans les cas ou est proche de 0, on se trouve dans
une zone de radiation nulle pour le potentiel P. Dans ce cas c’est le champ proche

qui produit la suite du signal.
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ou méme pas accés a l'initiation (le plus souvent). Ainsi, on peut proposer plusieurs mo-
deéles qui peuvent mieux coller & la réalité sismologique: le cas d’une loi de frottement non
linéaire avec affaiblissement croissant, le cas d’une propagation de la rupture en dehors
de la zone d’initiation. Les deux ont sans doute lieu & la fois.

3.2.2 Initiation sur une faille hétérogéne.

Ici nous présentons un exemple de processus d’initiation hétérogéne sur une faille
dont la résistance est variable en tout point du plan de faille. Le milieu a les caracté-
ristiques suivantes: p = 3000kgm =2, v, = 3333.33ms™', v, = v/3v,. Le demi glissement
critique est uniforme et vaut L. = 0.1m et la chute de contrainte vaut partout 10M Pq.
Le surplus de résistance hétérogéne, renormalisé par la chute de contrainte, est représenté
sur la figure 3.29 en haut. Dans ce modéle il y a des zones au seuil de rupture prétes 3
glisser de maniére instable et d’autres encore bloquées par les barriéres de résistance.

Heterogeneous strength profile on fault

N

@ o

Strength excess / stress drop

Zone at rupture level (in white)

Depth y (km) 4 L
F1G. 3.29 — Le profil de surplus de résistance statique rapporté a la chute de

contrainte. En haut: le profil. En bas: la zone d’initiation potentielle en blanc el les
barriéres en noir.

(Quand on perturbe un tel systéme, la fagon dont le glissement va se développer n’est
pas intuitive. Cependant les parameétres ont été choisis aprés plusieurs essais par dicho-
tomie pour que le systéme soit suffisamment peu instable au début. Sur les figures 3.30
et 3.31 on représente I’évolution de la vitesse de glissement et de la contrainte de cisaille-
ment pendant les différentes phases du processus. Au début (¢ < 2s), la perturbation se
propage. Ensuite (25 < ¢ < 53), le glissement commence & se développer sur une zone telle
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que sa géométrie autorise une évolution instable, mais lente. La contrainte de cisaillement
3 ce moment n'est pas suffisante pour dépasser les barrieres de résistance. Pour des temps
supérieurs (5s < ¢ < 6s) les barriéres commencent a s’éroder progressivement. On doit
faire attention ici que les concentrations de contrainte générées dans ce modele peuvent
étre localement fortes sur certaines barriéres. Comme ce schéma numérique ne peut pas
reproduire parfaitement ces concentrations, il faut admettre que ce mécanisme d’érosion
3 une dépendance, malgré tout modérée, avec la discrétisation. Sa régularisation n’a pas
6té envisagée dans ces travaux tridimensionnels parce qu’elle serait difficile & définir et
trés cofiteuse numériquement. A ¢ = 6s on voit casser brutalement la petite zone encer-
clée dans le processus d’initiation. Ici le mécanisme responsable de cette cassure (et non
érosion) est plus clair puisqu’il correspond a un encerclement et & un dépassement global
de la résistance dans la zone encerclée. Alors que les concentrations de contrainte sont
difficiles a simuler dans les zones encore résistantes, on peut penser que le relachement
collectif de la zone encerclée, (lorsque 'affaiblissement s’y généralise), est mieux repro-
duit numériquement. Ceci peut justifier une dépendance plus faible de ce mécanisme de
cassure avec le maillage. Aprés cette cassure, le processus d’initiation croit beaucoup plus
vite puisqu’il se développe dans une grande zone libre. Enfin pour des temps ¢ > 6.1s
le crack démarre et la rupture s’étend jusqu’aux limites du modéle. On observe des pics
dans le front de rupture lorsqu’il traverse des barriéres.

(Commentons maintenant 'information obtenue en surface. Sur la figure 3.32, on
représente la vitesse verticale aux alentours de la faille. On installe aussi trois détecteurs
50, S1 et S2 pour lesquels on représente sur la figure 3.33 I'accélération verticale et
’exposant effectif (la dérivée temporelle du logarithme de la vitesse verticale). Sur la
figure 3.32 on peut voir I’évolution du glissement sur la faille. Vers ¢ = 6s, lors de la
cassure de la barriére encerclée, on discerne un changement de forme qui correspond & un
changement de fonction propre. Dans notre expérience, ce changement reste relativement
faible. Toujours relié & la cassure de la zone encerclée, on voit sur la figure 3.33 des brisures
de pente et de faibles ressauts sur les accélérations. Enfin seul I’exposant effectif permet
de visualiser objectivement ’avancement du processus d’initiation. Au départ (¢t < 2.8s) il
correspond au bruit de la perturbation. Ensuite il se stabilise sur une valeur qui correspond
a Dinitiation dans la zone initiale proche de la rupture. Par la suite (4s < t < 6s)
I’exposant effectif augmente et oscille pendant le processus d’érosion des barriéres. Malgré
I’évolution du systéme, cet exposant effectif peut encore garder un sens physique puisqu'’il
reste presque le méme sur les trois récepteurs. Pour ¢ > 6s il effectue un dernier saut qui
correspond & la cassure de la barriére encerclée puis & la propagation du crack. Enfin,
pendant le crack, il n’a plus de signification (sa valeur devient négative ou imaginaire).
Cette expérience numérique montre qu’un processus d’initiation évolutif peut avoir lieu
dans des milieux complexes hétérogénes. Le systéme passe par plusieurs états d’initiation
de plus en plus instables avant la propagation de la rupture.
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FiG. 3.32 — La vitesse verticale a la surface.
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Fi1G. 3.33 — Les caractéristiques du signal en champ proche a la surface. En haut:
l’accélération verticale sur trois récepteurs. On observe quelques irrégularités du
signal (brisures de pente et ressauts). En bas: Uexposant effectif, la seule quantité

capable de mesurer I’évolution du tauz d’instabilité du processus d’initiation

hétérogéne.
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Chapitre 4

LE CHANGEMENT D’ECHELLE.

Ici nous abordons les questions liées & ’hétérogénéité, au changement d’échelle, au
comportement moyen et au frottement effectif dans le régime d’initiation d’un point de
vue purement mécanique. Rappelons qu’il existe une différence énorme entre le glisse-
ment critique mesuré en laboratoire (L. ~ 10um) et celui qu’on trouve pour les séismes
en mesurant 1’énergie de fracturation (L. & 0.1m). Les travaux expérimentaux de Ohnaka
(1997) en conditions lithosphériques, sur un matériau intact, permettent de diminuer cet
écart. Cependant il reste une différence notable de 1 & 2 ordres de grandeur. Dans la
premiére section, nous étudions un processus d’initiation sur une faille antiplane de résis-
tance variable avec des barriéres périodiques (zones fortes et zones faibles). Sur chacune
des zones, la loi de frottement est linéaire et ’affaiblissement est constant. Nous décrivons
le comportement moyen du processus avec une loi de frottement homogéne effective et
non-linéaire (I’affaiblissement n’est pas constant). Le principal effet des hétérogénéité est
d’augmenter considérablement le temps d’initiation. Gréace & une interprétation spectrale,
nous traduisons cela par une diminution (tout aussi considérable) de “I’affaiblissement
effectif” initial de la loi de frottement effective. Lorsque les barriéres cassent, ’affaiblisse-
ment effectif augmente subitement et I'initiation devient rapide. Trois autres remarques
importantes doivent étre faites: 1) Le seuil de frottement statique effectif est celui des
zones faibles et la notion de barriére de résistance statique devient caduque. 2) Le glisse-
ment critique n’est modifié que lorsque les barriéres sont de grande amplitude. Dans ce
cas, il se forme des cracks & l'intérieur des zones faibles et il n’y pas de phase d’initiation
rapide. 3) Toujours dans ce cas, I’énergie de fracturation dans le modéle effectif est plus
grande que celle dans le modéle initial hétérogéne. On peut aussi retenir de cette étude
que la loi de frottement est finalement un concept trés relatif, lié au processus qui la fait
s’exercer et lié a son échelle d’observation.

Dans la deuxiéme section nous présentons une tentative assez concluante de défini-
tion d’une loi de frottement effective en initiation tridimensionnelle. Bien que les condi-
tions numeériques ne soient pas idéales au niveau de la discrétistation, nous pensons pouvoir
définir, selon les mémes principes (spectraux) que précédemment, une loi de frottement
effective qui simule un processus moyen en initiation tridimensionnelle hétérogéne pério-
dique.

Des développements supplémentaires sur des profils hétérogénes aléatoires seront
nécessaires. Dans certains domaines (acoustique et optique), il est possible de définir des
lois homogénéisées de diffusion globale dans les milieux aléatoires, alors que la loi de
propagation locale est de nature hyperbolique. Notre processus étant instable et non-
linéaire, il n’est pas évident de pouvoir transposer les méthodes utilisées ci-dessus & des
hétérogénéités non périodiques. Cela reste une intéressante question.
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On the Effective Friction law of an Heterogeneous Fault.
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Résumé. [’étude numérique du processus de rupture est habituellement conduite avec
I’hypothése d’invariance d’échelle du processus de frottement, alors que I’hétérogénéité
des propriétés de la faille est montrée directement par les observations de la géométrie de
la surface des cracks et aussi par les résultats d’inversion du glissement. Nous étudions la
possibilité de définir une loi de frottement effective pour une faille avec des hétérogénéités
de petite échelle, c’est a dire une distribution de petits segments ayant une résistance &
la rupture plus forte que le niveau global. Nous considérons un modéle ou la condition
de bord locale correspond & une loi de frottement dépendant linéairement du glissement.
Nous définissons la loi de frottement effective non linéaire par analogie avec la solution
théorique spectrale de la phase d’initiation pour une faille infinie homogéne. Nous utilisons
des simulations en différences finies pour tester la validité de cette approche. Les résultats
montrent un surprenant accord entre les résultats du modéle complétement hétérogeéne
et celui de la faille homogeéne avec la loi de frottement effective. Le temps d’initiation et
la vitesse de glissement moyenne sur la faille sont bien prédits par le modéle effectif. La
loi de frottement effective exhibe une non linéarité avec un taux d’affaiblissement initial
différent de celui des lois locales. Le taux d’affaiblissement initial dépend de la géométrie
de I’hétérogénéité et peut étre obtenu par une analyse de valeur propre. La loi effective
montre un coude & une valeur de glissement qui correspond au glissement moyen sur la
faille, lorsque la concentration de contrainte sur les segments forts est suffisamment large
pour déclencher la rupture. Bien que basés sur un modéle relativement simple de faille, ces
résultats indiquent qu’une loi de frottement effective peut étre définie et utilisée a des fins
pratiques. L’hétérogénéité de la faille tend & diminuer le taux d’affaiblissement initial par
rapport & celui de la loi locale sur les zones faibles. Puisque le taux d’affaiblissement initial
contréle la durée de 'initiation, ce dernier point indique que la durée de I'initiation des
failles, usuellement attendue, est plus grande que celle déduite des mesures de laboratoire
a petite échelle. L’energie de fracturation attendue n’est pas conservative dans la mise &
I’échelle de la loi de frottement.

Abstract. The numerical simulation of rupture process is usually performed under an
assumption of scale invariance of the friction process and yet, the heterogeneity of the
fault properties is shown both by the direct observation of surface crack geometry and by
the results of slip inversion. We investigate the possibility to define an effective friction
law for a fault with a small scale heterogeneity, that is with a distribution of narrow
segments with a resistance to rupture higher than the background. We consider a model
where the local boundary condition corresponds to a linear slip dependent friction law.
We define the effective slip dependent friction law by analogy with the theoretical spectral
solution for the initiation phase in the case of an homogeneous infinite fault. We use finite
difference simulation to test the validity of this approach. The results show a surprisingly
good agreement between the results of the complete heterogeneous fault model and of an
homogeneous fault with an effective friction law. The time of initiation and the average
of the slip velocity on the fault are well predicted by the effective model. The effective

Définition d’une loi de frottement eflective. 161

friction law exhibits a non-linear slip dependence with an initial weakening rate different
from the one of the local laws. This initial weakening rate is related to the geometry
of the heterogeneity and can be obtained by an eigenvalue analysis. The effective law
shows a kink at a slip that corresponds to the average slip on fault for which the stress
concentration of the strong segments is sufficient to trigger their rupture. While based
on a rather simple model of fault, these results indicate that an effective friction can be
defined and used for practical purposes. The heterogeneity of a fault tends to decrease
the initial weakening rate with respect to the case of the local weak patches. Since the
initial weakening rate controls the initiation duration, this last point indicates that the
duration of initiation expected from actual heterogeneous faults is much larger than the
one deduced from small scale laboratory measurements. The actual fracture energy is not
conservative in the rescaling of the friction law.

Introduction Friction is a phenomenon that concerns both the microscopic and ma-
croscopic scales. The origin of frictions has to be searched in the hard contacts between
two rough surfaces. The phenomenon is observed in seismology at the scale of the seismic
waves, that is kilometric. Hence, the fault heterogeneity described by the inversion of seis-
mological data by Hartzell and Heaton (1983), Archuleta (1984) and Cotton & Campillo
(1995) is also of kilometric scale. Smallest scales of heterogeneities cannot be obtained
directly. Even the laboratory measurements (Dieterich (1979) and Ohnaka & Shen (1999))
do not represent the local boundary condition at the microscopic scale but the macrosco-
pic frictional behavior of the elastic bodies in contact at the scale of the samples. The
geometry of the contact, let say the roughness, has been shown to be a determinant para-
meter for the frictional behavior (Scholz (1990)). The contact can be modeled at different
scales as a non linear process resulting in a friction law. Models of macroscopic slip de-
pendent friction law have been set from the analysis of the microscopic physical behavior
of a rough surface of contact( see Matsu’ura et al. (1992)) In the classical approach of the
non-linear problem of slipping with weakening, the scale invariance is implicitly assumed
as for the crack theory (Andrews (1976), Madariaga (1976) and Fukuyama & Madariaga
(1998)). In these theories the same effective friction law is assumed for every time or space
scale. The aim of this paper is to investigate this assumption using simple numerical expe-
riments. We aim to check the assumption that it exists an equivalent macroscopic friction
law for the problem of a fault with small scale heterogeneity of strength. By equivalent,
we mean that this “macroscopic” effective law is sufficient to describe the global behavior
of the fault.

Our analysis concerns primarily the initiation phase which is an unstable and highly
dynamic stage. As a matter of fact, this stage of the rupture corresponds to the evolution
of the friction from its static level to its dynamic value. It is therefore the best stage
to describe the friction evolution. Indeed, the friction law governs also the rupture pro-
pagation and one of our objectives is to test the accuracy of an effective friction law in
the description of the complete process. We performed numerical experiments based on a
finite difference resolution of the anti-plane problem as described in Tonescu & Campillo
(1999). The present paper concentrates on a single change of scale from the point of view
of classical mechanics. We expect that this type of approach provides useful indications on
the rules of scaling that can be included in more general conceptual models of earthquake
behavior such as the ones based on simplified interaction between elementary patches
(Burridge & Knopoff (1967) and Carlson & Langer (1989)) or on a hierarchical approach
(Narteau et al. (2000)).
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Heterogeneous and equivalent problems The macroscopic behavior of a fault with |
small scale heterogeneity of resistance is difficult to relate with the local properties of the (a) ‘
fault. Indeed the non-linearity resulting from the progressive breaking of resistant bar- 1.2 ' ! ' ' l
riers prevents from using directly simple homogenization technique. In addition, since the ‘
friction law appears as a local boundary condition, the local (microscopic) properties are 11k i ‘
kept fixed in the global process. A formal measure of the friction on the fault itself would ‘ i
just be a local particular law, that is varying with the position along the fault. All over = | 1
this paper we focus on the following question: How to obtain an effective (homogeneous, % 1 ) !
equivalent) friction law for the heterogencous fault with an equivalent evolution of the slip ? L :

Let us give now the statement of the heterogeneous and equivalent problems. In o 09k i |
what it follows we shall denote with the indexes h and e the fields, equations, laws, etc. 2 ‘
attached to the heterogeneous and equivalent problem respectively. If no index is used it 8
means that the field or equation is the same for both problems. % 0.8 == == lesflaartathmiiemimmt =

We consider the anti-plane shearing on a finite fault y = 0, |z| < a of length 2a, o
denoted by I'y, limited by unbreakable barriers, in an homogeneous linear elastic space. E o7k - ‘
The contact on the fault is described by a slip dependent friction law. We assume that o
the displacement field is 0 in directions Oz and Oy and that u, does not depend on z.
The displacement is therefore denoted simply by w(t, z,y). The elastic medium has the Lear
shear rigidity G, the density p and the shear velocity ¢ = 1/G/p. The non-vanishing shear
stress components are 0., = 7° + GOw(t, z,y) and o,y = 7.° + GOw(t,z,y), and the 0.5 ' L ' ' L f L ‘
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normal stress on the fault plane is oy, = —5 (5 > 0). POSITION .
The equation of motion is

x 10° (b)

for t > 0 and (z,y) outside of the fault I'y.
Concerning the boundary conditions on I'; we have:

crzy(t,a:,0+) = 0, (t,2,07), |z| <a, (4.2)

and the friction law. For the heterogeneous problem slip dependent friction law reads:

ol (£, 2,0)= phz, swh(t,2))S, |z| < a, ddw'(t,z) >0, (4.3)

ot (t,2,0) < ph(z, 6wh(t, 2))S, |z| < a, Bdw'(t,z)=0, (4.4)

SHEAR STRESS

where §wh(t,z) = L(wh(t,,0") — wh(t,x,07)) is the half of the relative slip and p"(éw)
is the coeflicient of friction on the heterogeneous fault which will be described below. We
consider here a series of strong patches of width b, which are evenly distributed on the J
fault (see Figure 4.1a ). They form a surface of strong resistance I'; with a large static |
friction coefficient p = p”(z,0) if ¢ € I'%. The other part of the fault, denoted I'f, has a
weak static resistance p¥ = p(z,0) if z € Iy, 1t is composed of a series of weak patches
of width b,. We call du, = p® — % > 0 the increase of static resistance on the barriers. 1.05 — : :

: . y . 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 |
Everywhere on the fault we assume a linear slip-weakening friction. DISPLACEMENT

The dynamic friction pq and the critical slip L. are assumed constant on the fault.
In conclusion the heterogeneous friction coefficient #h(w ,0) is a piecewise linear function ' Fi1G. 4.1 — a) Static friction coefficient on the fault. The eziremitlies are assumed
illustrated in Figure 4.1b and given by: : to be unbreakable. b) The friction law on the strong (continuous line) and weak
(dashed line) patches.
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|
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@z, 8) = p — P‘f;ﬂd(s 5% Ley wETY (4.5)

w(z,8) = pq §> L., |z|<a.

On the equivalent fault we shall consider a homogeneous friction law (i.e. y is not
depending on the position x on the fault):

of,(t,x,0) = p*(Sws(t,2))S |z| < a, Opbws(t,z) >0 (4.6)

o5, (t,2,0) < pf(Sw(t, )8, |z| < a, Fdw(t,z)=0 (4.7)

where dw®(t,z) = £(w®(t,z,0%) — w®(4,z,07)) is the half of the relative slip and pe(Sw)
is the coefficient of friction on the equivalent (homogeneous) fault. Note that for the
equivalent problem we will not assume a linear weakening.

The initial conditions are denoted by wy and w;, that is,

)
w(0, z,y) = wo(z, y), %(O,Ly) = wi(z,y). (4.8)

Since our intention is to study the evolution of the elastic system near an unstable
equilibrium position, we shall suppose that 7° = Sy, is the static value of the friction
coefficient on the weak part of the heterogeneous fault. We remark that taking w as a
constant satisfies (4.1)-(4.4); hence w = 0 is a meta-stable equilibrium position, and wo, wy
may be considered as small perturbation of the equilibrium.

Finally let us state the main problem of this paper:

Find the equivalent friction law °(8) such that the equivalent displacement function
w(t,z,y) is a good approzimation for the displacement evolution w"(t,z,y) during the
initiation and propagation stages.

A simple heterogeneous fault model We consider a fault of finite length 2a with
a = 3000m as presented in Figure 4.1 and described in the previous section. Note that
this length can be scaled with respect to the friction parameters (Dascalu et al. (2000)). A
discussion of this scaling appears further in this section. The dynamic friction is assumed
homogeneous on the fault. The instability begins with a small perturbation of velocity at
the center of the fault and the process is modeled with a finite difference scheme (lonescu
& Campillo (1999)). In the following, the parameters of the models are kept constant when
it is not specifically indicated. We consider a medium with a density p = 3000kg/m? and
a shear velocity ¢, = 3000ms~!. The friction law parameter for the weak patches are
s = 0.8, pig = 0.72 and L. = 0.1m. The normal stress corresponds to a depth of 5000m.
In the first model we consider the presence of 10 strong patches of width b = 100m
corresponding to an increase of strength du, = 0.01. While modest, this heterogeneity has
a considerable influence on the development of the shear instability.

This is illustrated in Figure 4.2. We compare the results obtained with and without
the presence of the strong patches. In the case on an homogeneous fault, the instability
develops rapidly and the slip velocity profiles have smooth shapes. This features have been
described by Campillo & Tonescu (1997) in the infinite case and by Dascalu et al. (2000)
for finite faults. In presence of strength heterogeneity, the slip velocity profiles display

small irregularities that are indeed characteristic of the distribution of the strong patches.
Furthermore, the instability development is much slower than for an homogeneous fault.

Our goal here is to check if the behavior of the heterogeneous fault can be reproduced by
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FiG. 4.2 — Comparison between the initiation on a homogeneous (left) and
inhomogeneous (right) finite fault. The distribution of strength is presented on top
of the evolution of slip velocity on the fault.
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using a model of homogeneous fault with an ’effective’ friction law. Let us first discuss the
conditions of this numerical experiment with respect to the theoretical stability analysis
of Dascalu et al. (2000). In the case of the homogencous weak fault, i.e. du;, = 0, the
non-dimensional weakening parameter defined in this paper:

aL. (4.9)

B =aa, =a

equals 13.08 and is much larger than the critical value Bo = 1.15774 that limits the
stability domain of the system. Therefore, the homogeneous weak fault behaves like an
infinite fault during the initiation. Let consider now the case of an isolated weak patch of

w
the heterogeneous model. The value of 3 in this case is bw‘(—#&,—L—'{M) = 0.981 that is less
than Bo. That means that such a weak patch is not long enough o allows the instability
to develop with the friction law considered here. However as shown in Figure 4.2, the
instability develops on a series of weak patches separated by narrow zones of resistance
because of the elastic interaction between the slipping patches. This interaction is difficult
to represent mathematically but one can easily figure out the process by considering a
simple analogy. The presence of a series of weak patches lowers the apparent stiffness of
the body and therefore leads to a broader domain of instability than for a single isolated

slipping patch.

Dynamic evaluation of the effective friction law To obtain an effective friction
law for the heterogeneous fault, we rely, in this section, on theoretical results obtained for
the initiation of an infinite homogeneous fault. It is possible to extrapolate this results
to the case of a finite fault when it is large enough that its finiteness has no influence
on the initiation process, that is when the non-dimensional parameter 3 is much larger
than 8o = 1.1577.. (as it is discussed in the previous section). For the infinite homoge-
neous fault, Campillo & Ionescu (1997) used a spectral method to separate the complete
displacement w*(t,z,y) into a “wave part” that corresponds to propagation of the ini-
tial perturbation and a “dominant part” wS(#,z,y) that describes the exponential time
growth of the instability. Rapidly the “wave part” becomes negligible and the solution can
be identified to the “dominant part”, i.e.

wé(t, z,y) = wi(t,z, Y)

which has the form:

wi(t, z,y) =

“op(-aa)l [ [ [ explas tiae — uleblet/aT —aBuntuss) (210

sh(ety/a?2 — a?)

2 2
Cr/ O, —

wy (u, s)|dudsda}.

‘ with

] )
ac:”’GS, (4.11)
where
,_ Op

D g
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Equation (4.10) shows an important property of the displacement field inside the bulk
during the initiation process: the evolution of the displacement along y is simply described
by exp(—a.y). This is an almost obvious consequence of the condition of slip dependent
friction that can be obtained by any linearization around the equilibrium. In the very
simple conditions considered so far, it is an important property since it indicates that a
parameter of the local boundary condition on the fault (the rate of slip weakening Ge)
can be retrieved directly from the knowledge of the displacement field in the bulk. The
shear stress in the bulk o7, (¢,,y) can be approximated by Gd,w5(t,z,y) and therefore,
; L o =100, (t2,y)
during the initiation, the derivative —————
G ows(t,z,y)
of slip weakening u’ on the fault. Alternatively, we note that ¢, is equal to the derivative
‘ . . ~1 802 (tnmzy)
of strain with respect to displacement — —————
G ows(t,z,y)
in the infinite problem. Nevertheless, this shows that the local friction characteristics on
the fault is governing the displacement field in an extended region around the fault. In
this homogeneous case, the local property on the fault (let call it at the microscopic scale)
is the same as the one inferred in the elastic bulk (let call it at the macroscopic scale).
Indeed this reasoning is strictly valid in the domain of application of the linearization
used by Campillo and Tonescu (1997). When the slip reaches L., the crack propagation
begins on a part of the fault and the problem becomes heterogeneous. In the same time
the stress on the fault remains constant and we can expect that, at a point in the bulk
close to the fault, the stress remains constant too. The stress-displacement relation in the
bulk therefore mimics perfectly the friction on the fault. It can be verified numerically
easily and we verify that the agreement is perfect between stress-displacement in the bulk
and on the fault. For the infinite fault, we saw that «. can be obtained by computing
the derivative of strain with respect to displacement. In the following, when more general
configurations are considered, we will refer to this derivative as

measured in the bulk gives the rate

. There is no spatial scale involved

B —_130§y(t,:c,y)
TG dwslt, 2y

Let us now apply the ideas presented for the infinite problem to the case of a finite
homogeneous fault. We concentrate on the initial weakening.

Figure 4.3 presents the displacement field a short time after the initial perturbation.
At the time considered (0.23s), the process is still in the initiation stage as it can be seen
on Figure 4.2. The processing of this displacement field leads to a map of the parameter
v(z,y), the derivative of shear strain with respect to displacement, that corresponded to
. in the theory of the infinite fault. This parameter was computed for every point where
the displacement is larger than a threshold value of 107°m. One must note the narrow
range of value used in the representation in Figure 4.3. It is remarkable that the value of
measured in the vicinity of the fault is precisely the expected value for the weakening law
considered here (4.361073m™1). This computation shows that, knowing the displacement
field outside the fault, one could retrieve the weakening on the fault, even in the case of a
finite fault when, as here, the fault length is much larger than the slipping patch. Indeed,
for an homogeneous fault, it was just a formal exercise and a numerical validation. We
can now study in the same way the case of an heterogeneous fault as the one considered
for the computation presented in Figure 4.2. We shall use the numerical experiments to
check if the property of the homogeneous problem can be applied to a problem with an
heterogeneity of small scale. Our goal here is to define a non local effective friction law
that can be used to renormalize the problem with a small scale heterogeneity into an
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FiG. 4.3 — Top: Displacement at a time t=0.23s during the initiation as a function
of 2 and y. The computation corresponds to the one presented in Figure }.2.
Bottom: Derivative of strain with respect to displacement (v) as a function of x
and y at the same time. The value associated with the friction law in the infinile
fault theory is 4.361073m 1.
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homogeneous one. So far, there is no evidence that an effective friction could be defined
for an heterogeneous fault.

Definition of the effective friction law and test of its accuracy. We rely directly
on the analogy with the homogeneous problem to define an effective or renormalized
friction law. Using the numerical results of the heterogeneous fault model corresponding
to Figure 4.3, we measure in the bulk the relation between the stress and the slip for the
initiation phase, that is before the arrival of the waves associated with the propagation
of crack like slipping fronts on the different sections of the fault. To choose the point of
measure, let us examine the distribution of displacement and strain. We consider first a
time at the beginning of the initiation phase.
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FiG. 4.4 — Top: Displacement at a time t=0.27s during the initiation as a function
of  and y for the heterogeneous fault. The computation corresponds to the one
presented in Figure }.2. Bottom: Derivative of strain with respect to displacement
(v) as a function of ® and y at the same time. Note the constant value of v in a
broad region around the fault.

Figure 4.4 presents the results obtained in a similar way as it was done in Figure 4.3
for the homogeneous finite fault. At this point the barriers still resist and the initiation
develops only on the weak patches. The heterogeneity of the displacement field is clearly
visible on the top plot of Figure 4.4. Indeed this heterogeneity is also present on the
distribution of the derivative of strain with respect to displacement. Nevertheless, in
spite of the narrow range of value used in the plot, it is remarkable to notice that at a
distance from the fault larger than the width of the weak patches, an almost constant
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value is reached. This indicates the emergence of a simple collective behavior that will be
interpreted as an eigenmode in the next section. Note that close to the causality limit, one
can observe a criss-cross pattern which corresponds to the signature of the propagation
of the initial conditions imposed to start the instability. As it will be discussed latter on,
the problem remains formally identical as far as the barriers are resisting. It is interesting
to visualize what happens when the barriers fail. When a first barrier begins to break, the
initiation process accelerates and very rapidly, all the barriers are broken. The resistance
of the fault is strongly affected and we expect a large apparent weakening rate. This can
be visualized by looking at the 4 parameter during this transition as it is illustrated in
Figure 4.5. Note that in this case the plotting scale is much larger than in the previous
plots.
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F1G. 4.5 — Top: The v parameler at the end of the initiation and at the beginning
of rupture propagation. Note the change of v with time at a given point.

At a time of 2.4 s, the barriers are still resisting. v has a value of 1.6310™*m ™! in a
broad region around the fault. The slip begins at the barriers at the center of the fault at
2.57 s. At 2.73 s, v reaches a much larger value in the region around the slipping strong
patches, indicating a strong apparent weakening. Soon after, at 2.9 s, the entire central
part of the fault has slipped of more than L. and the stress on the fault is constant equal
to the dynamic friction. The corresponding apparent weakening is therefore obviously null
as shown in Figure 4.5. Again this can be observed in the elastic bulk. The three stages of
the physical evolution of the fault are well marked in the values of 4. This suggests that
the effective friction can be searched in the bulk, at a distance of the fault of the order of
the distance between two strong patches, expecting that it occurs a form of averaging by
the response of the elastic body. We can check the accuracy of this rather naive approach
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by a numerical test. We present in Figure 4.6 the stress-displacement relation which we
propose to use as an effective friction law. It is directly derived from the numerical test
at a point located at x=1000m measured from the center of the fault and y=400m away
from the fault. We use it directly as the local condition on the surface of an homogeneous
fault with the same length as previously.

Figure 4.6 shows a comparison between the slip velocity profiles on the fault at
different times for the complete heterogeneous model and for the homogeneous one with
the effective friction law. The global agreement is excellent. Indeed the homogeneous model
cannot account for the details of the profile in the heterogeneous case, but the timing of
the growth of the instability and the average shape of the velocity profile at every times
are perfectly reproduced. This agreement extents further the domain of initiation in the
one of crack propagation as it was suggested by the results presented in Figure 4.5. Part of
the success of this comparison can be understood by considering the existence of a global
mode of growth of the instability on the fault as it will be explained in the next section.
One can note on Figure 4.6 that the weakening rate of the effective law at the origin is
smaller than the one of the reference fault. As discussed in Ionescu & Campillo (1999),
this weakening rate governs the duration of the initiation. The increase of duration of
initiation due to the heterogeneity (as illustrated in Figure 4.2) is directly expressed in
the effective law by the decrease of initial weakening rate.

In order to investigate the domain of applicability of this approach, we performed
a series of tests with increasing dus. In Figure 4.7, we present a comparison between
the heterogeneous model and the effective one for du, = 0.05. As already stated, an
homogeneous model cannot account for the peculiarities of an heterogeneous one, as the
high frequency wave radiation for example.

Nevertheless we find again an excellent agreement concerning the timing of the
instability evolution and the smoothed shape of the velocity profiles. This numerical ex-
priment shows that the renormalization can be performed for a broad range of model and
lead to useful results for the simulation. We performed a series of computations to test
the sensitivity of our results to the numerical conditions. We verified carefully that our
results are independent of the grid size. To do so, we considered a grid 2 times, then 8
times smaller and we obtained almost indistinguishable effective friction laws. We tested
also the dependence of the effective on the position and shape of the initial perturbation.
Again, the test showed the robustness of the evaluation of the effective law. In the next
section, we enter in further details in the theoretical justification of our technique.

Spectral evaluation of the effective friction law The spectral analysis relies on a
linearization valid in the initiation, that is the phase of the slip evolution when the stress
evolves from the fault strength to the dynamic stress. Indeed it is a peculiarity of the law
with constant weakening rate used here. Campillo & Ionescu (1997) used a spectral method
to solve the problem of the initiation of shear instability on a homogeneous infinite fault.
In the case of an unstable finite fault with homogeneous friction properties, the initiation
develops according to a finite set of eigenfunctions associated with positive eigenvalues
that govern the exponential evolution of the instability. The process evolution is dominated
by the greatest positive eigenvalue Aj. Indeed the displacement can be generically written
in its spectral expansion as:

w(t,2,y) = Y lch(cth) Wy + sh(eth)]Wi]e:(w,v),
1=0
? = —o00) and
®. are the corresponding eigenfunctions. After a period of time the term which involves

where A2 > A3 > ... are the eigenvalues (which are real and satisfy lim;_yco A7
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exp(ctAo) completely dominate all other terms in the series, hence we can write:
w(t, z,y) ~ [ch(ctA) W + sh(ctho)] W] ®o(z, y).

To obtained an effective friction law for the heterogeneous fault, we rely on theoretical
results obtained for the initiation of an homogeneous fault. Indeed we shall define the
effective or equivalent friction as the slip dependent function which implies the same
first positive eigenvalue as the one associated with the heterogencous problem. As we
have seen in the previous section, the effective laws can be reasonably approximated by
piecewise linear functions (Figure 4.6 and 7). The two different slopes shown on these
figures correspond to only two different successive eigenvalues in the initiation on the
heterogeneous fault. They define two periods which we shall refer to as early and final
initiation.

The spectral analysis is based on a linearization of the heterogeneous problem. The
early initiation corresponds to a linear slip weakening friction on the weak part of the
heterogeneous fault while the barriers remain intact. This linearization is valid until the
beginning of slip on one asperity that defines the end of the early initiation stage.

Formally, at the beginning of the instability (i.e. in the early initiation) in the he-
terogeneous model considered here, the problem can be linearized in the form of an ei-
genvalue problem: find the heterogeneous early initiation eigenfunction ®” and eigenvalue

(A")? such that

VI0k(z,y) = (A)?@(z,y) for y>0, (4.12)
®"(z,0) = 0, for |z|>a, orzel} (4.13)
82@:(39,0) = —al®Mz,0) for zeTlY. (4.14)
Y
where o is a parameter which has the dimension of a wavenumber (m~!) given by
o (g —pa)S
= . 4.15
aly = L (1.15

Since we deal with a symmetric operator we have real-valued eigenvalues (AF)?, ie. A?
is real or purely imaginary. This type of problem requires a numerical resolution. It can
be achieved quite easily using a finite element method (Voisin et al. 2000). Let us denote
by A, the greatest real eigenvalue (we suppose that there exits) and the associated
eigenfunction ®%, of (4.12)-(4.14).

Let us consider now the the spectral problem of the homogeneous case associated
with the early initiation stage: find the effective early initiation eigenfunction @ and
eigenvalue (A%)? such that

VI (z,y) = (\)'®(z,y) for y>0, (4.16)
®:(z,0) = 0, for |z|> a, (4.17)
5%@2(3:,0) = —a®i(z,0) for |z|< a. (4.18)

Let us denote by A¢ = A(a), the greatest real eigenvalue of (4.16)-(4.18). This spectral
problem was already studied by Dascalu et al. (2000) with an integral method and Voisin
et al. (2000) using a finite element method. They computed the relation between the first
eigenvalue A& and the wave number a. From the function A we can deduce the early

initiation equivalent wave number of and the corresponding weakening rate u, = —%ai
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for the effective model. Indeed of is deduced such that we have the same eigenvalue as in
the heterogeneous case, i.e. A(af) = A\ which gives:

&, 0
o=~ AT (). (4.19)

For large values b,a? >> By = 1.1577.., i.e. large A* or “rapid” initiation, we know
that the infinite fault solution can approximate the initiation phase on a finite fault (see
Tonescu & Campillo (1999). Hence we can use the analytical (and not numerical!) simple
formula for A%(a) obtained by Campillo & Ionescu (1997) in the case of an infinite fault
i.e.

Aa) ~ a (4.20)

In this way we can easily deduce the approximative formula for effective weakening rate
in the early initiation:
G
e = _g)‘go-

As soon as the asperities begin to break, the linearization above looses its validity.
There is here a complex phase with a completely non linear, heterogeneous problem. Our
numerical experiments indicate that, once a barrier begins to slip its neighbors slip too
very soon after. The change of behavior is very rapid in the cases we studied. When all
the barriers are slipping, the problem again reduces to a linear problem. The linear slip
dependence of the friction has two different slopes on the heterogeneous fault correspon-
ding to the weak or strong parts. We shall call this stage the final initiation. We have first
considered the early stage of initiation. Let us find now the weakening rate of the effective
friction law during the final initiation stage. For this we will consider the heterogeneous
eigenvalue problem corresponding to the period when all the barriers are slipping, i.e.:
find the heterogeneous final initiation eigenfunction ®/ and eigenvalue (M)? such that:

VQCD?(:I:,y) = ()\]})2‘1)?(3:,1) for y >0, (4.21)
(2,0) = 0, for |z|> a, (4.22)

d o
@fl)’}(:n,()) —alh®h(z,0) for z €Ty, (4.23)

0 . s
a—y@?(m,()) = —afq)?(:c,ﬁ) for z € I'}. (4.24)
where o is a wavenumber corresponding to strong patch and given by
n_ (ps —pa)S 4

=" 1.25
o = e E (4.29

Let us denote by /\?0, the greatest real eigenvalue (we suppose that it exists) and the
associated eigenfunction ®%, of (4.21)-(4.24). We can deduce now the final initiation wave

number o and the corresponding weakening rate p; = —%a} for the effective model such
that we have the same eigenvalue as in the heterogeneous case, i.e. A(e%) = M, which
gives
G\ —1/yh
= = A (o). (4.26)
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As in the early initiation stage, for large values of aal >> (o = 1.1577.., i.e. large A%,
we have the approximative formula (4.20) for effective weakening rate during the final
initiation stage:

G
[ h
','L_f ~ ——SAIO.

We performed numerical computations of eigenvalues using the finite element ap-
proach of Voisin et al. (2000). Both homogeneous and heterogeneous fault were considered
and we found a good agreement between the weakening rates presented in Figure 4.6 and
4.7 and the effective ones deduced from the eigenvalue analysis. For example, for the early
initiation, that leads to the same results for the two cases presented, we found an effective
weakening rate pu!. = 0.299m ! from the results of the finite difference computation while
we obtain a value p!, = 0.287m ! from the eigenvalue analysis.

The influence of the amplitude of the friction heterogeneity. We present in
Figure 4.8 the effective friction laws corresponding to the reference homogeneous case, to
the two heterogeneous cases previously considered and to an heterogeneous model with
Sus = 0.25. This last value represents a very strong heterogeneity for which the resistance
on the strong patches exceeds the normal stress. This figure shows simple properties of the
effective friction law. The most obvious is the fact that the rate of weakening at the origin
is the same for the 3 models, that is independent of the amplitude of the perturbation.
This weakening is governed by the geometry of the distribution of heterogeneities, which is
the same for the three models. Physically, the instability experiences the same resistance
until the static threshold on the strong patches is reached. The apparent weakening at
the beginning is therefore in all cases the same as for a series of faults separated by
unbreakable barriers.

In other words, this weakening is directly linked to the first eigenvalue of the problem
of the initiation on a series of finite faults. The weakening rate changes when the stress
concentration on the strong patches reaches the static resistance. The weakening rate is
then intermediate between the ones of the weak and strong patches. One can easily verify
that the slip for which occurs the change in slope is roughly proportional to du, as expected
from a simple model of stress concentration at crack tips. In the case of du, = 0.25, the
stress-displacement relation in the bulk for the initiation phase is perturbed by the strong
emission of waves produced by the rupture of the strong patches. We shall see in the
following that it is nevertheless possible to extract an effective law from this curve.

The influence of the geometry of the heterogeneity Since the instability develops
at first through the interaction between weak patches, we can expect that the strong patch
width is an important parameter which controls the initial weakening rate of the effective
friction law. In order to visualize the effect of this parameter, we performed a series of
computations with the different values of b: 120m, 140m and 160m and a constant value of
6 = 0.05. The results are presented in Figure 4.9. The plots showing the slip velocity as
a function of position and time indicate that the initiation time increases with increasing
barrier width.

As a matter of fact the initial weakening rate of the effective laws, also plotted on
Figure 4.9, is decreasing with increasing width of barrier. When the size of the barrier
or equivalently the distance between the cracks is increasing, the interaction between the
slipping patches diminishes and the collective behavior of instability is delayed. On the

other hand, the slip for which the change of weakening occurs is almost constant, as - '

expected from the model of stress concentration on the strong patches.

Définition d’une loi de frottement eflective. 177

x 10° STRESS-SLIP RELATIONS IN THE BULK
1.18 T T T T T T

stress

1.1

1.08

1.06

1'04 1 1 1 | | |
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

slip

FiG. 4.8 — The stress-displacement relations measured in the bulk for different
heterogeneous models. The values of i are indicated. The local friction law is also
shown as reference.




178 LE CHANGEMENT D’ECHELLE.

B
a

SLIP VELOCITY
n

SLIP VELOCITY
ro

0. Ok g
5000 5000
0 : 0
2 2
POSITION -5000 0 TIME POSITION -5000 0 TIME
b=160m x 10 EFFECTIVE FRICTION LAW
1.18 : . .
b=140m
4. -
= : w 1.17
i_ '
: o
i 2 : =
L :
> = 2 1.16
= : <C
| L ; L
2 0.l g 5 % 1.15
5000 : 1
6
0 4
2 1.14 ; ' :
POSITION -5000 0 TIME 0 0.01 0.02 0.03 0.04

SLIP

Fic. 4.9 — Slip velocity as a function of space and time for different values of b,
the width of the asperities. The corresponding effective friction laws are plotied at
the same scale. '

Définition d’une loi de frottement effective. 179

The case of a very strong heterogeneity The case where du; = 0.25 corresponds
to a severe heterogeneity of the fault. It corresponds to a crude approximation of an ’en
echelon’ fault system where well defined slipping patches are separated by geometrical
barriers. The weak patches can begin to slip at relatively low stress (0.85 here) while
large stress concentration are required to overcome the resistance of the barriers (1.055
here). As shown in Figure 4.8, it is difficult to identify directly an effective friction law
from the stress-displacement relation obtained with the numerical solution of the complete
model because of the perturbation by the very energetic waves produced by the rupture
of the barriers. Following the simple two phase interpretation presented in the section
on spectral analysis, we define the friction law by a piecewise linear function. The initial
slope defines the first segment between 0 and 0.094m. A second segment is given by the
linear weakening observed between 0.094m and 0.125m. The friction is constant for larger
slip. One must note here that the slip for which the friction becomes constant (the critical
slip) is larger for the effective law than for the local laws on both the weak and strong
patches. This important point will be discussed in the next section.

The comparison of slip velocity profiles obtained for the complete model and the
homogeneous fault with the renormalized law is presented in Figure 4.10. With the com-
plete heterogeneous model, the solution exhibits strong peaks associated with the break
of the asperities. On the contrary, the homogeneous effective model produces smooth pro-
files. Nevertheless, on average the agreement between the two models is excellent. The
effective model is not expected to reproduce the small scale features of the heterogeneous
model. The global features, that is timing, average shape of the profiles, mean value of
slip velocity at a given time are well reproduced by the effective model.

Discussion Faults are very far from idealized planes. They exhibit geometrical irregu-
larities as well as variations in the elastic properties of the surrounding medium. These
facts cannot be ignored when setting up simple friction models. In this context the signi-
ficance of the friction law must be questioned. Our simple numerical experiments show
that the apparent friction does not correspond to a local physical property of the surface.
If we define an effective friction law at a given length scale, we found that it is widely
determined by the heterogeneity of resistance at the first smaller scale. Indeed this effect
is expected from scale to scale. It is natural for seismology to consider the scale of the
laboratory experiments as the one at which an intrinsic property of the sliding surface is
measured. This typical length is the centimeter. The length of a fault segment for a large
earthquake is of the order of tens of kilometers, that is 6 orders of magnitude larger than
the laboatory scale. It is therefore not surprising that the properties of the faults at these
different scales are completely different. The simple numerical experiments shown here
show that the initial weakening rate is decreasing when moving from a scale to a larger
one in presence of heterogeneity of resistance. Since the initial weakening of a friction law
determines the initiation duration, as discussed in Ionescu & Campillo (1999), the results
presented here imply that the duration of the initiation is increasing with the scale of the
event considered. More specifically, the initiation time associated with a large earthqualke
which develops on a large area of an heterogeneous fault cannot be compared with the
time deduced from the friction laws measured in the laboratory. Indeed, it can be much
larger, by orders of magnitude.

The friction law of a seismogenic fault has been proposed from the analysis of records
from the Landers earthquake by Madariaga & Olsen (1999) and Peyrat & Madariaga
(2000) in the form of a slip weakening law similar to the one used in our computations.
They found the critical slip to be of the order of tens of centimenters while the value of
the critical slip L. is typically 1um in dynamic laboratory experiment (Ohnaka & Shen

s
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(1999)). Our results also indicate that the critical slip of the effective law is larger than the
ones of the local laws imposed on the heterogeneous fault. Considering an homogeneous
fault surface of unit area, one can define the fracture energy density as the energy in
excess to the work done against the constant dynamic friction. It is proportional to the
arca between the friction law and the line p = ps in Figure 4.1: that is (u, — pa)Le/2.
Physically, it corresponds to the energy spent in the irreversible processes occuring during
the weakening of the fault. In an heterogeneous fault as the one considered in our model,
the total fracture energy can be computed by integrating over the whole fault. We have
seen that the heterogeneous problem can be renormalized at a larger scale through the
effective friction law. An important aspect of this modelling is to check the conservation of
the fracture energy between the original heterogeneous model and its renormalized version.
Numerically, we found an excellent agreement between fracture energies for models with
weak perturbations of strength. To be more specific, when the critical slip of the effective
law is equal to the one of the local law, we found an exact agreement. This corresponds
to the cases of the previous models with static friction perturbation of 2% and 10%. On
the other hand, it is not the case when considering a very strong heterogeneity, such as
the model with strong barriers where the friction increase is 25%. In these conditions,
the effective friction law implies a fracture energy much larger than the one of the actual
model. This can be understood easily. One can notice on Figure 4.10 that before the
breaking of the strong barriers, the weak patches have already finished the initiation
process and have entered locally into the phase of crack propagation. In other word, when
the slip begins on the strong parts, the slip is already larger than the local critical slip on
the weak parts. It is why the effective critical slip is larger than the local one. In the same
time, the energy associated with the weakening in the effective model includes in fact a
part of the work done against the dynamic friction. In this particular case, the excess
in fracture energy is about 15%. This simple observation has important implications for
practical analysis. The apparent critical slip L. is much larger from earthquake studies
(that is at a kilometric scale) than from laboratory experiments. We suggest that this
difference is related to the strong heterogeneity of the properties of actual fault surface
at every scales (see Main (1996). It results from a process of successive renormalizations.
In this case the apparent fracture energy, deduced from seismological analysis, is a crude
overestimation of the actual fracture energy.

We showed how the small scale heterogeneity of strength of a fault can be repre-
sented by an effective friction law which significantly differs from the local microscopic
laws. The presence of barriers that slow down the growth of the instability is accounted
for in the effective law by an initial weakening rate that is much smaller than for the
local laws. This initial weakening rate governs the time of initiation. This apparent wea-
kening is depending on the distribution of weak and strong parts on the fault. It can be
computed directly from the largest positive eigenvalue of the spectral problem associated
with the heterogeneous problem. Indeed, while slip is developping on the weak parts of
the fault, stress concentrations build up on the barriers that eventually fail. At this point
the system is changing drastically, even in its geometry. There is no possible linearization
acceptable at this stage. Nevertheless, our dynamic computations shows that in the cases
we considered, the system evolves very rapidly towards a new stable geometry where the
entire fault is slipping. At that time, the effective friction exhibits a constant weakening
rate that can be deduced from a spectral analysis.

We have only considered here one step in the change of scale. The fault length being
the reference scale, we studied the effect of heterogenity of strength with a characteristic
length 10 times smaller. We showed the accuracy of an effective friction law to describe the
instability at the larger scale. Indeed, since we know accurately the friction law only at the
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laboratory scale, to set up a macroscopic law to be used in modelling large earthquakes, I
one must perform a series of renormalizations taking into account the statistical properties ‘

of the fault heterogeneity.
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4.2 Une extension au cas tridimensionnel.

Dans la section précédente, nous avons défini la loi de frottement effective par le fait
que, s’il existe un processus d’initiation homogéne donnant lieu & une initiation, alors la
solution du glissement homogénéisé doit vérifier les propriétés de la partie dominante. En
géométrie antiplane, la partie dominante est telle que le déplacement décroit en e~ elyl
du plan de la faille. 1l n’en va pas tout & fait de méme en géométrie plane et en trois
dimensions puisque la décroissance hors du plan ne se fait pas exactement de cette maniére.
Cependant, les autres termes de cette solution décroissent plus vite et sont rapidement
négligeables. On peut donc tenter I'expérience d’homogénéisation en trois dimensions.
Cette expérience numérique ne sert pas de preuve mais d’illustration de la possibilité
de faire ’homogénéisation en trois dimensions. L’initiation a lieu sur une faille circulaire
contenant une hétérogénéité périodique. Les caractéristiques du milieu élastique sont p =
3000kgm™2, v, = 3333.33ms™!, v, = V/3v,. La chute de contrainte vaut 10M Pa et le
glissement critique vaut 2L, = 0.48m. La zone forte n’est pas connectée et ainsi la zone
faible représente beaucoup plus de surface que la zone forte. La zone forte est constituée
de plots circulaires de 0.3km de diameétre et distants de 1.4km. Leur excés de résistance
vaut 10% de la chute de contrainte. Sur la figure 4.11 on trace I’histoire de la vitesse
de glissement. Sur la premiére rangée d’images on voit d’abord la propagation de la
perturbation puis le faciés d’initiation hétérogene. Il se développe suivant une allure trés
bombée (initiation lente) et il occupe toute la place disponible. Sur la deuxiéme rangée on
représente la phase de cassure des barriéres par encerclement des plots. Cette phase dure
peu de temps. Les conséquences immeédiates sont une accélération du processus et une
localisation du glissement dans le plan de faille. L’allure du glissement devient conique.
Enfin, sur la derniére rangée, on voit "achévement du processus jusqu’au crack.

Dans cette expérience, nous avons testé la possibilité d’homogénéiser numériquement
le processus d’initiation. Nous avons représenté le taux d’affaiblissement effectif dans un
plan paralléle a la faille (z = 2.35km) & deux temps cruciaux: avant la rupture des plots
et aprés leur rupture. Sur la figure 4.12 en haut, on constate que I’homogénéisation se fait
correctement mais il subsiste quelques variations. Les deux valeurs de taux d’affaiblisse-
ment obtenues correspondent aux deux pentes de la future loi de frottement homogénéisée.
A cause des petites variations résiduelles en (z = 2.35km ), nous avons choisi la loi de frot-
tement effective en prenant une moyenne de la relation contrainte-déplacement dans le
milieu élastique en quatre points a4 z = 2.35km. Ces derniers sont réguliérement espacés
et prés du centre du modéle: le point central, deux points latéraux et un point sur la
diagonale. La loi de frottement effective obtenue est tracée sur le bas de la figure 4.12
avec les lois de frottement locales sur les zones faibles et sur les plots. En zoomant, on
distingue bien deux pentes trés différentes pour la loi homogénéisée. La pente initiale est
beaucoup plus faible.

Enfin, sur la figure 4.13, on trace I'histoire du glissement avec la nouvelle loi de
frottement homogéne sur toute la zone circulaire. Le processus est assez fidélement re-
produit dans les grandes lignes. On reconnait la forme bombée en initiation lente et la
forme localisée conique quand on aborde la seconde partie rapide. Pour obtenir les mémes
images que dans'la simulation 4.11, il a fallu décaler les derniéres images en temps de
3% au maximum. Ceci signifie simplement que la croissance du glissement étant expo-
nentielle, une petite erreur sur la pente initiale de la loi de frottement homogénéisée a

trés rapidement des conséquences. En antiplan ce probléme n’apparait presque pas puis-
qu’entre autre les conditions de discrétisation sont meilleures pour le probléme équivalent.
La grille est 800 x 400 en antiplan et 240 x 240 x 120 en tridimensionnel. Cette expérience
concluante nous permet de généraliser en trois dimensions la phénoménologie trouvée en
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CONCLUSION.

Apports. Le modéle d’initiation des séismes présenté dans cette thése a finalement
I’avantage de reposer sur trés peu d’hypotheses. La loi de frottement utilisée dans la
faille est minimaliste dans son nombre de parameétres. Elle contient I’essentiel pour que,
lorsqu’on la couple avec le comportement élastodynamique d’un corps déformable, on
puisse décrire une phénoménologie des instabilités riche et formalisable.

Les apports techniques et théoriques de cette thése sont les suivants:

— Une illustration claire du lien entre la non-unicité d’un probléme élastodynamique
mal posé et 'instabilité dans sa version régularisée. Une justification supplémen-
taire pour l'utilisation de la convention de retard maximal dans des problémes dy-
namiques.

— Une clarification du réle du glissement critique dans les lois de frottement “rate-and-
state” en élastodynamique unidimensionnelle.

— L’analyse spectrale et la partie dominante dans les problémes continus bidimension-
nel plan et tridimensionnel infini (couplage P/S).

— Une nouvelle résolution spectrale semi-analytique du probléme de la faille finie an-
tiplane.

— Un argument pour montrer que toute I'interaction élastodynamique doit étre prise
en compte dans le processus d’initiation.

— Une méthode numérique conciliant initiation et propagation de la rupture en élas-
todynamique tridimensionnelle.

— Un modéle de source simple pour déterminer le signal précurseur en surface et les
premiéres arrivées.

~ La définition d’une loi de frottement effective en bidimensionnel et une transposition
au cas tridimensionnel.

Perspectives. Maintenant que le modele d’initiation avec loi de frottement dépendante
du glissement commence & étre bien exploré analytiquement et numériquement dans des
cas fondamentaux, on peut raisonnablement penser & développer des modéles mécaniques
d’initiation plus complexes prenant en compte la réalité géologique: les systémes de faille
et la courbure des failles. On peut trouver dans ces systémes d’autres sources d’instabilité
ou inversement des mécanismes de stabilisation.

Une autre grande perspective (peut-étre lointaine) consistera a tester les prédictions
de ces modeéles d’initiation. D’aprés les simulations faites dans le quatriéme chapitre, il faut
s’attendre a ce que le taux d’affaiblissement de la faille augmente avec le glissement. Or
d’apres les simulations du troisiéme chapitre cela n’est pas favorable & ’observation. Il faut

donc s’attendre & ce que le signal mécanique émis par un événement sismique en initiation
soit trés faible. Autant il est difficile de prouver qu'une phase d’initiation lente a lieu
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pour les séismes, autant on peut espérer une amélioration des moyens d’observation. On
peut aussi imaginer de calculer d’autres signaux théoriques induits par cette déformation
(signaux éléctro-magnétiques par exemple).

Dans un avenir plus proche, il faut utiliser le modeéle pour interpréter le détail
des premiéres arrivées sur les sismogrammes et en tirer une meilleure compréhension
du processus final d’initiation rapide des sources naturelles. Sur la figure 4.14, on voit
une représentation shématique d’'une premiére arrivée par lio et al. (1999), d’apres de
nombreuses observations. Il distingue une phase montante progressive SIP (slow initial
phase) de durée ts7p. Actuellement on évoque que 'atténuation anélastique serait I'unique
raison de SIP ... le débat est ouvert. Finalement, jusqu’a maintenant, c’est peut-étre
le manque de modéles pratiques d’initiation de la source qui a généralisé le scepticisme
a Pégard de ces signaux. En effet, le modeéle d’initiation vu dans cette thése présente et
discute une grande partie de ses implications inéluctables.

Par ailleurs, le processus d’initiation est un ingrédient physique fondamental &
prendre en compte dans tout processus de rupture spontanée. Dans les expériences numé-
riques de propagation de la rupture, on utilise habituellement un déclenchement forcé et
impulsif. L’effet de ce déclenchement n’est peut-étre pas négligeable pour I'histoire de la
rupture dynamique, en particulier pour ’apparition des ruptures en “pulse”. Dans toutes
les expériences présentées ici, ce sont les paramétres physiques seuls qui déterminent ’his-
toire de la rupture.

i
[

i<—f3i P e —trig T
! | 10ms |

F1G. 4.14 — Les observations du signal SIP (slow initial phase) par Iio et al.
(1999).
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Initiation and propagation of the seismic rupture:
frictional instability in elastodynamics.

Abstract.

A nucleation phase of earthquakes has been detected on seismograms. Meanwhile,
rupture experiments in laboratory, between blocks of rock, describe a process of nucleation
and give a weakening law of the interface strength, as a function of its relative slip.
We interpret parts of these observations by a model of initiation: a frictional instability
in elastodynamics. In one dimension, while a rate law leads to an ill-posed problem,
(multiple solutions, shocks and necessity of the perfect delay convention), a slip law gives
a unique continuous solution, with a non-null time of instability. We study the properties
of the initiation in two and three-dimensional shear problems in complete elasticity with
the slip law. When a linearization is possible, we perform a spectral analysis and we
find an analytical approximation (dominant part). For complex processes (non-linear,
heterogeneity and rupture propagation), we simulate numerically by finite difference. The
time of initiation is a function of the geometry and the size of the fault, in relation with
the initial rate of weakening. Close to the stability (small rates), finite faults initiate very
slowly. The signal observed at the surface by the initiation in depth is very dependent
of this rate. Finally, we show that heterogeneity increases the time of initiation. In the
case of a periodic frictional heterogeneity, one can define an homogeneous and equivalent
friction law. These properties have been shown both in two and in three dimensions.
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Résumé. A partir des sismogrammes, une phase de
nucléation des séismes, peu radiative, a été détéctée.
En laboratoire, des expériences de rupture, entre deux
blocs rocheux, décrivent un processus de nucléation et
donnent une loi d’affaiblissement de la résistance de
I'interface en fonction de son glissement relatif. Nous
interprétons une partie de ces observations par un mo-
déle d’initiation: une instabilité de frottement en élas-
todynamique. Dans le cas unidimensionnel, alors qu’
une loi en vitesse aboutit & un probléme mal posé (mul-
tiplicité de solution, chocs et nécessité de la conven-
tion de retard maximal), une loi en glissement fournit
une solution unique, continue, avec un temps d’insta-
bilité non nul. Nous étudions les propriétés de |’ini-
tiation dans des problémes de cisaillement bi et tridi-
mensionnels en élasticité compléte avec la loi en glisse-
ment. Quand une linéarisation est possible, nous me-
nons une analyse spectrale et trouvons une approxi-
mation analytique (partie dominante). Pour des pro-
cessus complexes (affaiblissement non-linéaire, hétéro-
généité et propagation de la rupture), nous simulons
numériquement en différences finies. Le temps d’initia-
tion est fonction de la géométrie et de la taille de la
faille, en rapport avec le taux d’affaiblissement initial.
Proches de la stabilité (taux faible) les failles finies
s’initient trés lentement. Aussi, le signal émis en sur-
face par Uinitiation en profondeur est trés dépendant
de ce taux. Enfin nous montrons que I’hétérogénéité
rallonge le temps d’initiation. Ces propriétés ont été
vérifiées a la fois dans les cas bi et tridimensionnels.
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