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Résumé

ETTE thése porte sur la prévision du comportement dynamique des rotors feuilletés a cage d’écu-
C reuil appelés Moteur Grande Vitesse (MGV, [3-30] MW, [6 000 —20 000] rpm). La difficulté
majeure de la modélisation réside dans la complexité relative a I’assemblage de la masse magnétique
des MGV, composée, d'une part, d’un empilement de toles magnétiques (ou feuilletage) maintenues
par des tirants excentrés précontraints, et d’autre part, d’'une cage d’écureuil composée d’une dis-
tribution périphérique de barres de court-circuit connectées & deux anneaux de court-circuit situés
aux extrémités du feuilletage.

Un modéle éléments finis de poutres de Zimoshenko prenant en compte le caractére monoli-
thique des rotors MGV est développé. Une attention particuliére est portée & la modélisation de
la masse magnétique en considérant d’une part, les barres de court-circuit, et d’autre part, les ti-
rants indépendamment du feuilletage. Le comportement dynamique latéral des rotors feuilletés est
principalement régi par la rigidité de flexion de 'empilement dont les propriétés constitutives sont
méconnues et essentiellement liées au procédé de fabrication de la machine électrique ce qui rend
délicat la modélisation des rotors MGV. Le modéle établit conduit entre autre aux contraintes dans
les éléments finis.

L’identification mixte numérique-expérimentale menée aboutit a 1’évolution des propriétés consti-
tutives du feuilletage en fonction de la géométrie et des précontraintes d’assemblage. Pour cela, les
quantités modales calculées et mesurées (sur le site de production de ¥hampigneulles, .#rance ou
en laboratoire) sont incluses dans une fonctionnelle énergétique basée sur un quotient de Zayleigh
hybride et combinée & des méthodes de réduction de Yuyan ou de Fraig & HBampton, ou d’ex-
pansion de Yuyan ou SEREP. Toutes les fonctionnelles proposées ont été éprouvées dans diverses
applications industrielles dans le but d’identifier des propriétés constitutives de structures réelles :
empilement de téles magnétiques, portions d’arbre ou rotor de palier magnétique. Le développement
d’algorithmes de Zevenberg-.# arquardt et de dérivation des éléments propres ont été nécessaires
pour minimiser la fonctionnelle, extraire les propriétés constitutives du feuilletage et prévoir les
formes et fréquences propres les plus proches possible des mesures a ’arrét.

La modélisation des efforts centrifuges, raideur géométrique et contact tirants-feuilletage a mon-
tré que effet de la rotation a une influence non linéaire qui tend & augmenter les forces longitudinales
agissant sur les feuilletage et tirants sans toutefois dépasser leur limite élastique. La conséquence de
ce phénoméne est 'augmentation de la rigidité de flexion de la masse magnétique lorsque le moteur
électrique est en rotation.

La maitrise de la dynamique des rotors feuilletés et la connaissance des propriétés constitutives
équivalentes du feuilletage, assemblage de la cage d’écureuil ou centrifugation des tirants accroissent
la fiabilité des prévisions, notamment dans les phases de développement oul il s’agit de prédire le
comportement dynamique de rotors jamais réalisés auparavant, e.g. 30 MW a 6 000 rpm.

Mots clés: Dynamique des rotors, Analyse modale, Corrélation modale, Identification, Conden-
sation, Optimisation paramétrique, Ligne d’arbre, Effet centrifuge, Contact.
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Abstract

HIS Ph.D. thesis deals with the prediction of the dynamic behavior of induction motors and
T especially with the lateral dynamics of squirrel cage laminated rotors known as High speed
Motor (HSM, [3-30] MW, [6 000 - 18 000] rpm). The main difficulty of the modeling is due to the
complexity of the HSM magnetic mass assembly, composed of a core of laminated steel held by ex-
centric prestressed tie rods, and a squirrel cage consisting of a distribution of short-circuit rods also
positioned at the periphery of the magnetic mass and connected to two short-circuit rings located
at the ends of the laminated core.

A finite element model of .7 imoshenko beams is developed that takes into account the mono-
lithic nature of the HSM rotors. A particular attention was given to the modeling of the magnetic
core by considering either the short-circuit rods and the tie rods, the latter being independently
modeled of the lamination stack. The lateral behavior of laminated rotors is mainly governed by
the bending rigidity of the stack whose constitutive properties are unknown and directly related to
manufacturing process of the electrical machine which makes the modeling of HSM rotors difficult.
The stated finite element model provides the stress in the finite elements.

The mixed numerical-experimental procedure provides the evolution of the constitutive proper-
ties of the lamination stack depending on the geometry and prestressed assembly. For this, predicted
and measured modal quantities (either in the manufacturing site of ¥hampigneulles, .Z#rance or in
laboratory) are included in an energy functional based on a hybrid Zayleigh quotient combined with
eiher uyan or €raig & PBampton reduction methods, or Yuyan or SEREP expansion methods. All
the proposed functionals have been tested in various industrial applications in order to identify
constitutive properties of real structures : lamination stack, shaft ends or rotor of active magnetic
bearing. The development of .Z evenberg-.# arquardt or eigen elements derivation algorithms were
necessary to minimize the functional, extract the constitutive properties of the stack and predict
mode shapes and natural frequencies as close as possible possible of the measurements at rest.

The modeling of the centrifugal loads, geometric stiffness and tie rods/stack contact have shown
that the rotation effect has a non linear influence that tends to increase the axial forces acting on
the stack and the tie rods without exceeding their yield stress. The consequence of this effects is
the increase of the bending rigidity of the magnetic core when the electric motor rotates.

The control of the laminated rotor dynamics as well as the knowledge of equivalent constitutive
properties of the lamination stack, the squirrel cage assembly or the tie rods centrifugation, increase
the reliability of the prediction, especially in the development phases of laminated rotors never built
before, eg 30 MW 6 000 rpm.

Key words: Rotor dynamics, Modal analysis, Modal correlation, Identification, Condensation
methods, Parametric optimization, Shaft line, Centrifugal effect, Contact.
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Chapitre 1

Introduction

Les travaux de cette thése, co-financés par I’ Association Nationale de la
Recherche et de la Technologie, sinscrivent dans le cadre d’un parte-
nariat entre le département Recherche € Développement de CONVER-
TEAM Nancy, et la laboratoire LaMcCoS de l'Institut National des
Sciences Appliquées de Lyon.
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CHAPITRE 1. Introduction

1.1 Contexte industriel

E marché des moteurs & induction, constitués de rotors feuilletés, est en trés forte expansion et
L le recours a la technologie des moteurs électriques & induction est une solution de plus en plus
envisagée dans le domaine des machines tournantes. Les grandes compagnies de distribution de gaz
naturel achétent une grande partie de leurs approvisionnements en été, au cours le plus intéressant.
Avant leurs ventes d’hiver, elles stockent le gaz dans de vastes cavernes naturelles. Emmagasiner
de tels volumes suppose d’étre en mesure de pouvoir les réduire, de les comprimer. Cette opération
s’effectue au moyen de compresseurs qui peuvent étre entrainés par des moteurs électriques. Cet
ensemble constitue alors un moto-compresseurs qui une des solutions de conversion de puissance
commercialisée par la société CONVERTEAM (% hampigneulles, #rance), partenaire de ces travaux
de recherche.

Traditionnellement, la fréquence du courant électrique &uropéen est de ’ordre de 50 Hz limitant,
par conséquent, la vitesse de rotation des moteurs électriques traditionnels, e.g. moteurs synchrones,
a 3000 rpm (rotation par minute). Parallélement, pour des raisons de rendement et de productivité,
la plage de fonctionnement du compresseur se situe entre 6 000 et 20 000 rpm. Il est lors nécessaire
d’intercaler une boite de vitesses dont les rendement, fiabilité et cofits de maintenance inévitables
sont des inconvénients non négligeables.

Ainsi, fut développé, a la fin des années 1980, un nouveau concept de moto-compresseur utilisant
un variateur de fréquence, e.g. moteurs & induction, les vitesses de rotation requises pouvant alors
étre atteintes en s’affranchissant de la boite de vitesses. Dans cette premiére application destinée au
transport des gaz et baptisée MOPICO (Motor for Pipeline Compressor), le compresseur est monté
directement sur le rotor du moteur électrique comme l'illustre la F1G. 1.1(a). Par ailleurs, la partie
tournante est supportée par des paliers magnétiques, ce qui permet au systéme de fonctionner sans
huile, réduisant ainsi les niveaux de pollution et cotiits de maintenance. D’autres générations de
moto-compresseurs, e.g. HOFIM (High speed 0il Free Intelligent Motocompressor), F1G. 1.1(b), ou
encore ICL (Integrated Compressor Line), F1G. 1.1(c), ont ensuite été développées dans ce sens en
utilisant toujours des moteurs électriques & induction.

Par ailleurs, les moteurs électriques a induction sont une solution de plus en plus envisagée dans
le domaine de la propulsion maritime et notamment celle relative au Batiment de Projection et de
commandement (BPC) intégrent des systémes appelés nacelles orientables ou “PoD”, F1G. 1.2(a),
dont l'utilisation est assez récente en construction navale. Il peut étre cité le POD “pompe-hélice”
appelé movelis, F1G. 1.2(b) et F1G. 1.2(c).

(a) Vue éclatée d’un moteur MopPIco. (b) Vue éclatée d’'un moteur HOFIM. (c) Représentation d’un moteur ICL.

FI1GURE 1.1 — Différentes configurations de moto-compresseurs.
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1.1. Contexte industriel

(a) PoD conventionnel installé sur les (b) Vue d’un BPC doté de deux PODS (¢) POD Inovelis testé au bassin d’es-
BPC frangais ((C) :BAE SYSTEMS). movelis. sais des carénes.

FI1GURE 1.2 — Différentes configurations de POD.

Cependant, en raison des nombreuses possibilités qu’offrent les moteurs & induction avec un
rendement élevé > 90%, le recours a ces solutions dans des applications toujours plus innovantes,
nécessitant plus de puissance, et parfois en environnements hostiles comme les applications sous-
marines SUBSEA, nécessite un effort de développement car leur gamme de fonctionnement doit étre
élargie, F1G. 1.3. Ainsi, il s’agit de bien savoir prévoir leur comportement dynamique afin de mai-
triser leur conception.

Les rotors des moteurs électriques & induction constituent le sujet de recherche de cette thése
et sont appelés Moteur Grande Vitesse (MGV) car leur plage de fonctionnement est comprise entre
6 000 et 20 000 rpm.

40
® CONVERTEAM - Integrated Hofim

(MW) ¥ CONVERTEAM - Stan.d Alone
A CONVERTEAM - MoOpico
—— MGV
MGV
—— MGV
—MGVy
—MGV3

30

20

A

| | |
0 5-10° 1-10*  (rpm)  1.5-10° 210

FIGURE 1.3 — Zones de fonctionnement des différentes gammes de rotors MGV produits par CONVER-
TEAM. MGV, (O), MGVq (), MGV (0), MGVa (O), MGV3 (O).
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Palier Magnétique Radial
Portion d’Arbre

Tirant

Empilement de Toles
Barre de Court-Circuit
Anneau de Court-Circuit
Palier Magnétique Axial

FIGURE 1.4 — Représentation d’un rotor MGV.
1.2 Caractéristiques du feuilletage d’un rotor MGV
la F1G. 1.4, qui se compose principalement de :

Les rotors de moteurs & induction MGV sont des structures assemblées, voir la vue écorchée de
— deux portions d’arbre en acier forgé,

— un empilement de tdles magnétiques (ou feuilletage, “lamination stack”) dont les propriétés
constitutives sont inconnues. Une téle magnétique du feuilletage est composée d’'un disque
laminé en acier, de diameétre Dg, recouvert, sur chacune de ses faces, d’'une fine épaisseur de

vernis e, ~ 3um, de telle sorte que son épaisseur totale soit de 'ordre de e; ~ 500pm, F1G. 1.5.
N

Ainsi, pour un feuilletage de longueur L composé de n; toles magnétiques d’épaisseur totale
et, on définit la densité linéique d’interface par la relation suivante :

_nt+1_ 1

1
Ls e Ls’

(1.1)

— un ensemble de tirants (“tie rods”’) excentrés et précontraints maintienant le feuilletage,
— et une cage d’écureuil consisant en une distribution périphérique de barres de court-circuit
(“short-circuit rods” en cuivre, C,C,1Z,) connectées a deux anneaux de court-circuit (*“short-

circuit rings” en alliage de bronze-beryllium, C,C,2B,) situés aux extrémités du feuilletage.

4

Le feuilletage présente la particularité d’étre composé de toles magnétiques circulaires pleines
Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/vpuiiblication/2011I1SAL0030/these.pdf
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1.3. Etat de Dart

FIGURE 1.5 — Schéma d’une tole magnétique de diameétre Dy, d’épaisseur e; et vernie sur ses deux
faces pour une couche d’épaisseur e,.

dans la direction longitudinale de la masse magnétique, et la saturation du flux magnétique. Cette
configuration limite également les pertes électriques, la dissipation de chaleur ainsi que la perte
d’adhésion entre les tdles magnétiques puisque ’assemblage est précontraint. Par conséquent, les
rotors MGV sont plus compacts et plus performants que leurs homologues largement utilisés et
constitués d’un arbre central sur lequel un feuilletage annulaire est fretté.

Le feuilletage est un matériau orthotrope qui présente un axe de symétrie selon la direction
longitudinale y. Il est donc caractérisé par cinq propriétés constitutives indépendantes, telle que la
relation entre les champs de contraintes o et de déformations € puisse s’écrire, [1] :

[ Exx ] E_% _IEL@ _% 0 0 0 [ Oz ]
Eyy _UE Ev _IE 0 0 0 Oyy
Ezz _ _E_(; “E., E. 0 0 0 Ozz (1 2)
2e4y o 0 0 % o0 0 oy | '
26y o 0 0 0 & 0 Oy

| 2e: | | O 0 0 0 02(5—3%)__%_

avec E,, v, respectivement le module d’% oung et le coefficient de Poisson du disque laminé en
acier dans le plan (Z, Z), alors que les propriétés inconnues E, G et v sont respectivement le module
d’% oung selon la direction y, le module de Foulomb et le coefficient de “oisson dans un plan
perpendiculaire & (Z, Z).

Les valeurs des propriétés constitutives FE, GG et v constituent alors un enjeu majeur dans une
démarche de modélisation des rotors feuilletés et il convient donc de les déterminer.

1.3 Etat de I’art

La modélisation mécanique des rotors de moteurs & induction, et en particulier la modélisation
d’un feuilletage non-annulaire, est une problématique trés peu abordée dans la littérature. Les choix
technologiques des constructeurs offrent pourtant une grande diversité de solutions : cage d’écureuil,
arbre central rigide, etc..., qui ne manquent pas d’originalité, mais dont la modélisation n’est sou-
vent qu’empirique et nécessiterait des modéles précis.

Dans [4; 5], il est suggéré 'utilisation d’une rigidité de flexion homogénéisée pour 1’ensemble de
la section droite de la masse magnétique en sommant les rigidités de flexion élémentaires de chaque
composant, e.g. feuilletage, barres de court-circuit. L’article [6] concerne la modélisation des rotors
a cage d’écureuil sans toutefois décrire la rigidité de flexion considérée.

En revanche, un nombre plus important d’auteurs s’intéressent au comportement dynamique de

5 Guillaume Mogenier
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— Arbre Arbre
FI _Central e Central
= i ‘ 1] T ’—( yes ‘
. mp— L : |
I Feuilletage ———— Feuilletage
Annulaire Annulaire

(a) Schéma d’un rotor de compresseur réfrigérant proposé (b) Schéma d’un rotor a aimant permanent proposée dans
dans [2]. [3].

FIGURE 1.6 — Modélisation de rotors feuilletés de machine & aimant permanent.

structures industrielles & feuilletage annulaire fretté, soit sur un arbre central mais aussi dans un
alésage dans le cas des stators. Ainsi, dans |7; 8|, les auteurs estiment 'influence de la longueur d’'un
stator sur son comportement dynamique. Par ailleurs, un modéle de feuilletage considérant la respi-
ration des toles, a la maniére d’une fissure, est proposé dans |9] et conduit & un probléme non-linéaire.

Un modéle de rotor de compresseurs rotatif et alternatif réfrigérants est proposé dans [2; 10],
F1c. 1.6(a), et des propriétés équivalentes du feuilletage sont estimées a partir d’une analyse modale
expérimentale. Pour une structure de dimension similaire, les auteurs de [3] évaluent I'influence des
différents paramétres, e.g. longueur du feuilletage, sur les pulsations propres d’un modéle éléments-
finis tridimensionnel d’une machine & aimant permanent, F1G. 1.6.

Le récent article, [11], présente une modélisation d’un rotor de turbine & gaz dont la constitution
est proche de celle d'une rotor MGV. En effet, bien que ce rotor ne présente pas de feuilletage, des
disques sont précontraints par des tirants équirépartis en périphérie. Ceux-ci sont modélisés par des
éléments discrets excentrés, comme dans [12], a la maniére des tendons externes utilisé dans [13]. Il
est a noter que seul les effets de raideur élastique et/ou géométrique sont considérés, contrairement
a 'approche adoptée dans [14], ou les auteurs proposent de modéliser I’ensemble des tirants équi-
répartis par des éléments finis de poutres de .7imoshenko & sections droites cylindriques. Outre le
fait que I’élasticité des tirants est considérée, ce dernier modéle prend en compte les caractéristiques
inertielles de ’ensemble des tirants.

Les auteurs de [15] considérent le feuilletage comme un matériau isotrope transverse dont la
matrice de souplesse, voir 'Eq. (1.2), prend en compte 'hétérogénéité du feuilletage. En effet, les
couches de vernis ou de résine appliquées sur chacune des faces des disques laminés permettent
d’introduire la notion de flexibilité moyenne de compression C' et de cisaillement S par interface
qui agissent au niveau de l'interface de deux téles contigues. Il est alors proposé les expressions
suivantes pour les déformations longitudinales €., et de cisaillement 2¢,, :

_ E||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||E Arbre Disques
Disques m f Central
e
Tirants % u L L Raideur
=|||IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII Excentr é es Connexion

(b) Modele éléments finis considérant un distribution de
tirants précontraints équirépartis.

(a) Schéma d’un rotor de turbine a gaz.

FIGURE 1.7 — Modélisation d’un rotor de turbine a gaz proposée dans [11].
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1.3. Etat de Dart

K/\
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(a) Schéma d’un rotor a feuilletage annulaire. (b) Modele éléments finis ramifié de rotor a feuilletage
annulaire.

FIGURE 1.8 — Modélisation ramifiée d’un rotor a feuilletage annulaire proposée dans [15].

foy = [CN N Ei] oy 2— (0an+0.2), (1.3) %e,. = [%f N SN] - (1.3b)

ou N (m_l) est définie dans I'Eq. (1.1), E, et v, sont présentés dans 'Eq. (1.2) alors que C' et
S sont exprimées en (m3 . N). L’épaisseur de vernis réduit considérablement le module d’# oung
du feuilletage [16]. La littérature évoque souvent un coefficient appelé facteur d’empilement, noté
f, [ <1, (ou “stacking factor”), qui permet de prendre en compte les interstices vides de matiére
entre chaque tole et ajuste ainsi la valeur de la masse volumique du feuilletage [17; 18].

Par ailleurs, I'Eq. (1.2) donne :

1 v 1
Eyy = any - E (Uxx + O'ZZ) . (14&) 25yz = aayz’ (14b)

En identifiant les couples Eq. (1.3a) et Eq. (1.4a) puis les Eq. (1.3b) et Eq. (1.4b), il vient alors
les égalités suivantes :
1 f

—=CN+ =, (1.5a)

1 _2(1+Ua)f
E E, B

N 1.5b
G =Sy, (1.5b)

Bien que les hypothéses émises par [15] conduisent & une définition plus précise du feuilletage,
le nombre de paramétres associés n’en est pas moins augmenté. En effet, en plus des flexibili-
tés moyennes par interface C' et S, les facteurs d’empilement N et densité linéique d’interface f,
conduisent & quatre paramétres entrant en jeu dans la définition du matériau feuilleté. Néanmoins,
bien que les paramétres N et f puissent sembler étre des invariants du feuilletage, ils représentent
des mesures supplémentaires source d’erreur, particuliérement en contexte industriel. La démarche
d’identification de propriétés constitutives homogénéisées est alors justifiée.

Feuilletage Arbre  Raideur 5 I < Eléments
Annulaire ¢ Central de Serrage *3 = ' < Feuilletage
— _ p

[ [ |

L] L
Dashpot s & {2 2
de Serrage L

(a) Schéma d’un rotor a feuilletage annulaire. (b) Modé¢le éléments finis ramifié de rotor a feuilletage

annulaire.

FIGURE 1.9 — Modélisation ramifiée d’un rotor a feuilletage annulaire proposée dans [19].
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CHAPITRE 1. Introduction

o0 o0 00
Feuilletage Arbre  Diametre ~/Eléments
Annulaire ~"Central Equivalent Discrets
il < I T i e e
fa
- f3

510 1107 L5107 2107 25107
P(N-m2)

(a) Schéma de rotor a feuilletage an- (b) Modéle éléments finis de rotor & (c) Evolution des trois premiéres fré-
nulaire. feuilletage annulaire. quences propres de flexion en fonction

de la précontrainte P. fi (X), fo (X),
f3 (X).

FIGURE 1.10 — Modélisation et mise en évidence de la précontrainte du feuilletage proposées dans
[20].

Privilégiant cette hypothése, les auteurs de [21] estiment les propriétés constitutives équivalentes
et facteurs de perte hystérétiques modaux d’un stator comprenant bobines et feuilletage imprégné.
De méme, les auteurs de [22] identifient des propriétés constitutives équivalentes d’un stator feuilleté
pour prédire le comportement dynamique d’un moteur de traction ferroviaire.

Par ailleurs, les auteurs de [15] présentent les avantages d’un modéle ramifi¢ de rotor a feuille-
tage annulaire, F1G. 1.8(a). Ce dernier est modélisé par une série d’anneaux inertiels connectés
deux-a-deux par des éléments par des raideurs de rotation Kg et de translation transversale K 4.
De plus, chaque anneau est relié & ’arbre central par une raideur de rotation Kx, ces derniers étant
supposés rigidement fixés transversalement, F1G. 1.8(b).

Dans [19], un modéle éléments finis de poutre permet de considérer le feuilletage annulaire
indépendamment de l'arbre central, F1G. 1.9(a). Le feuilletage est modélisé par des éléments de
poutre, de module d’% oung équivalent, reliés a I’arbre central par des éléments discrets de raideur
et d’amortissement a deux noeuds modélisant le frettage, F1G. 1.9(b).

Les travaux expérimentaux présentés dans [20] montrent que les fréquences propres d’un ro-
tor feuilleté croissent de maniére significative avec la précontrainte de compression du feuilletage,
F1G. 1.10(c). Les auteurs modélisent le feuilletage de la masse magnétique par des éléments finis de
cylindre équivalent et des masses discrétes, F1G. 1.10(b).

Par conséquent, modéliser le feuilletage est délicat et nécessite une procédure d’identification de
maniére & caractériser les paramétres intrinséques des modéles.

1.4 Identification mixte numérique-expérimentale

Contrairement aux méthodes de caractérisation classiques, qui sont souvent limitées par 1'uti-
lisation d’une solution mathématique exacte pour la détermination des paramétres physiques re-
cherchés, une nouvelle classe de méthodes basées sur l'identification de modéles par rapport aux
données expérimentales a été développée durant les vingt derniéres années.

Cette famille de méthodes se base sur une résolution itérative d’un probléme inverse, i.e. la
détermination des paramétres d’entrée d’un modéle, de telle sorte que les résultats simulés soient
aussi proches que possible des observations expérimentales. Rendues applicables par I’augmentation
de la puissance de calcul disponible, ces méthodes ne consomment pas moins en ressources mémoire,
mais compensent largement ce défaut par une facilité d’expérimentation accrue et par la possibi-
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1.4. Identification mixte numérique-expérimentale

Estimation Initiale des

Paramétres z = 29

Calcul de la Solution duw
Modéle Numérique <
“Direct” J

Parameétres x Corrigés
= Minimisation de €

Donnés Expérimentales
= Références

X .
: Comparaison
i Numérique -
Expérimentale Norme

d’Erreur e

Fin de I'Identification
Paramétres Identifiés x

FIGURE 1.11 — Principe de la résolution itérative du probléme numérique inverse d’identification
mixte numérique-expérimentale.

lité qu’elles offrent d’identifier plusieurs paramétres constitutifs inconnus sur la base d’une mesure
unique, réduisant ainsi radicalement les efforts et cotits de mesure.

Dans ce contexte, les méthodes d’identification basée sur les caractéristiques vibratoires d’une
structure prennent tout leur sens car elles offrent la possibilité de caractériser les propriétés constitu-
tives de matériaux complexes, comme le feuilletage, en un seul test dynamique non destructif. Ainsi,
une trés grande partie de la littérature est consacrée aux méthodes basées sur des tests dynamiques.
Par ailleurs, contrairement aux propriétés statiques des structures, qui sont souvent dominées par
des phénoménes locaux, les propriétés dynamiques telles que les pulsations propres et les formes
propres sont généralement représentatives du comportement global des structures mesurée.

En raison de la complexité de la modélisation mécanique des problémes de dynamique des struc-
tures industrielles, peu de solutions analytiques sont disponibles pour effectuer une identification
directe de paramétres. De plus, comme trés peu de modéles inversibles existent, la recherche s’est
tout d’abord tournée vers la résolution de problémes inverses semi-analytiques, puis plus récem-
ment, purement numériques grace & la méthode des éléments finis. Ce sont les méthodes dites
d’identification mixte numériques-expérimentales dont le principe est présenté FiG. 1.11.
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CHAPITRE 1. Introduction

1.5 Objectif de la thése et organisation du mémoire

L’objectif de ces travaux de recherche consiste & améliorer la prévision du comportement dy-
namique latéral des rotors feuilletés MGV, dont la difficulté majeure réside dans la modélisation de
I’assemblage de la masse magnétique. Les différentes étapes relatives au développement d’un modéle
de rotor feuilleté s’est articulée autour des chapitres présentés ci-apreés.

Le Chapitre A se rapporte a la modélisation des rotors feuilletés dont le caractére monolithique
et le comportement isotrope transverse nécessitent de prendre en compte les effets du cisaillement
et de rotation de sections droites. Cette section s’attache a mettre en exergue les hypothéses simpli-
ficatrices considérées lorsque les effets de 7 imoshenko et de Zayleigh sont pris en compte dans la
dynamique du rotor. Le rotor est ensuite discrétisé grace a la méthodes des éléments finis présentée
en annexe. Un critére de corrélation des formes propres complexes d’un rotor, basé sur la notion de
vecteurs propres gauches et droits, est proposé. Ce critére original permet de tracer les diagrammes
de ¥ampbell illustrant des fréquences propres de rotor parfaitement ordonnées grace a leurs formes
propres complexes associées. La détermination des contraintes dans les éléments finis de rotor, et
notamment des contraintes maximales, est I'objet d’une section en annexe.

Le Chapitre 3 présente les analyses modales expérimentales réalisées sur tout ou partie des rotors
industriels. La base de données obtenue est précieuse car elle est utilisée lors du processus d’identi-
fication numérique-expérimental des propriétés constitutives des composants d’un rotor feuilleté et
principalement de 'empilement de toles magnétiques.

Le Chapitre 4 traite de la démarche d’identification des propriétés constitutives de I’empilement.
Dans un premier temps, des normes d’erreur modales sont définies et basées notamment sur les pro-
priétés de la matrice de corrélation MAC (Modal Assurance Criterion) entre formes propres appairées
mesurées et calculées. Celles-ci permettent de traduire I'écart entre quantités modales mesurées et
calculées, et sont incluses dans une fonctionnelle multi-objectifs. Dans un second temps, il est pro-
posé des fonctionnelles originales basées sur un quotient de Zayleigh hybride issu de méthodes de
réduction de Yuyan ou de Fraig & HBampton, ou bien d’expansion de ¥uyan ou SEREP présentées
en annexe. Finalement, la derniére section de ce chapitre est consacrée a l'analyse des propriétés
identifiées sur un échantillon d’environ trente rotors feuilletés. Propriétés géométriques et méca-
niques de la masse magnétique permettent d’établir des lois des modules d’%? oung et de €oulomb
de ’empilement de toles.

Le Chapitre 5 integre les effets centrifuges lors de la prévision de la dynamique des rotors feuille-
tés. Les tirants sont sujets aux chargements centrifuges et fléchissent jusqu’a manger le jeu radial a
I'intérieur de I'empilement. Leurs déflexions non linéaires tendent & augmenter leurs raideurs géo-
métriques et donc la charge longitudinale agissant sur I'empilement, ce qui a un effet non linéaire
sur I’évolution des propriétés homogénéisées de I'empilement. La combinaison d’un algorithme du
point fixe et d’'une méthode de pénalité permet de tracer réponses aux balourds et diagrammes de
% ampbell qui prennent donc en compte 1’évolution des propriétés de 'empilement due aux charges
longitudinales induites par les effets centrifuges. L’application industrielle présentée en fin de section
montre I'influence des effets centrifuges sur la dynamique de tels rotors.

Enfin, le Chapitre 6 conclut ce mémoire par une synthése et un bilan des travaux de recherche
réalisés. Des perspectives sont également dressées.
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Chapitre 2

Modélisation structurelle

Ce chapitre présente 'approche adoptée dans la démarche de modéli-
sation des rotors feuilletés dont le caractére monolithique et le com-
portement isotrope transverse du feuilletage supposent 'utilisation de
la théorie de T imoshenko. Ce chapitre s’attache donc a développer
en détail la théorie de la dynamique des rotors en prenant en compte
les effets du cisaillement et de rotation de sections droites. Aussi les
approximations relatives & la coincidence des angles d’&uler et de
T imshenko sont précisées (et établies en annexe) afin d’introduire
le repére tournant et calculer ’énergie de déformation. Les différents
types de réponses nécessaires a la détermination du comportement
dynamique d’un rotor sollicité en flexion (réponses harmonique, ba-
lourds, asynchrone, etc...) sont présentés. Un critére de corrélation
des formes propres complexes d’un rotor, i.e. basé sur la notion de
vecteurs propres gauches et droits, est proposé. Ce critére original per-
met de tracer des diagrammes de € ampbell présentant I’évolution de
fréquences propres de rotor parfaitement ordonnées en fonction des
formes propres complexes auzxquelles elles sont associées. La méthode
des éléments finis appliquée aux rotors sollicités en flexion et la dé-
termination des champs de contraintes, notamment des contraintes
maximales, sont présentées en annexe.
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2.1. Modélisation d’un rotor en flexion et cisaillement

2.1 Modélisation d’un rotor en flexion et cisaillement

EPUIS les soixante derniéres années, le comportement dynamique des machines tournantes a
D fait 'objet de nombreux travaux de recherche et il peut étre cité les ouvrages de référence
[23; 24; 25; 26]. Différentes modélisations se sont succédées et les méthodes d’analyses ont évo-
lué avec les moyens de calculs. On distingue actuellement deux approches majeures permettant la
description du mouvement d’un rotor : la méthode de Zayleigh-Zitz plus appropriée aux études
phénomeénologiques et la méthode des éléments finis principalement utilisée pour les problématiques
industrielles qui est le cadre de cette thése.

Il est a noté que cette section s’attache a mettre en évidence les hypothéses simplificatrices
considérées lorsque les effets de .7 imoshenko et de Zayleigh sont pris en compte dans la dynamique
du rotor. Ces hypothéses concernent notamment les approximations entrant en jeu lorsqu’il s’agit
de faire le lien entre les angles d’&uler et les angles utilisés dans la méthode des éléments finis.

2.1.1 Approche énergétique

D’une maniére générale, une machine tournante est composée d’un arbre déformable comportant
des disques et reposant sur des paliers, F1G. 2.1. La présence inévitable de balourds induit des
forces d’excitation lors de la rotation. Les balourds sont des défauts de symétrie qui peuvent étre
d’origine mécanique (défaut de fabrication) ou thermique. Ils sont inévitables et doivent étre pris
en compte dans la modélisation. Chacun de ces éléments requiert une modélisation spécifique qui
est ensuite intégrée dans la modélisation compléte du rotor. L’énergie cinétique est établie pour les
disques, ’arbre et les balourds, 1’énergie de déformation pour ’arbre, la fonction de dissipation pour
I’amortissement. Pour des rotors complexes, une formulation éléments finis est souvent utilisée. Pour
chaque élément, des calculs d’énergies cinétiques élémentaires .7;, de déformation élémentaires %; et
des fonctions de dissipation de Rayleigh %; sont effectués. Les énergies totales .7, Z et % qui sont
respectivement les énergies cinétiques, de déformation et les fonctions de dissipation de Zayleigh
sont définies comme suit :

N
7=, (2.1a) U =

i=1

M=

Il
=

M=

~
Il
=

U, (2.1b) B=% (2.1¢)

(2

Les équations du mouvement sont ensuite obtenues en utilisant les équations de Zagrange :

0 (0T 0T OwU OR _
ot ) =7 2.2
815(8%) (aqz‘)+(6qi)+(aqi) Z ;s (2.2)

avec i = 1,...ng, ng le nombre de degrés de liberté pris en compte, g; les coordonnées indépendantes
généralisées, () un opérateur différentiel temporel d’ordre un, .%,, les efforts généralisés. Le travail
virtuel §% des forces extérieures permet de déterminer ces efforts généralisés. Les caractéristiques
d’amortissement sont déterminées & partir d’une caractérisation des paliers ou de ’amortissement
modal de ’arbre. Les matrices d’amortissement modales sont alors introduites dans les équations du
mouvement. Ainsi, dans un souci de simplification dans la présentation de la méthode, les fonctions
de dissipation de Zayleigh sont supposées nulles, i.e. Z; = 0.

2.1.2 Reéférentiels et vecteur rotation

Le mouvement du rotor est décrit grace a la définition de deux repéres :
— le repére galiléen (R) d’axes (O, 7,3, 2),

— le repére lié & une section droite du rotor déformé (R;) d’axes (G, Z4, Ui, Z;)-
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle
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FIGURE 2.1 — Eléments de définition d’un rotor.

Notation 1: Le repére galiléen (R) est indexé par 0 lorsqu’il est fait état de quantités cinématiques.
AN

La rotation du rotor lié & (R;), vis-a-vis de (R), fait appel a un repére intermédiaire (Rs). Il
est caractérisée par le vecteur rotation Cji/ faisant intervenir les trois angles d’&uler ¢, 6 et ¢ :
0

1. la précession 1 autour de l'axe (G, Z) projette le repére (R) sur le repére (R;) défini par les
axes (G,Z1,71,2), FI1G. 2.2(a), tel que :

Z =cos () x1 —sin (¥) 11
g =sin(¥) & +cos (V) g1 (2.3)
Z=2

2. la nutation 6 autour de 'axe (G, Z1) projette le repére (Rp) sur le repére (Ry) défini par les
axes (G, 1,72, 22), F1G. 2.2(b), tel que :

T1 =22
71 = cos (0) o —sin(0) Z2 (2.4)
Z1 =sin (0) g2 + cos (0) Zo

3. la rotation propre ¢ du rotor autour de 'axe (G, 2) projette le repére (Ry) sur le repére (R;)
défini par les axes (G, Z;, Y2, Z;), F1G. 2.2(c), tel que :

Zg = cos (@) Z; +sin (@) Z;
Y2 = i : (2.5)
Zo = —sin (¢) Z; + cos (@) Z;

Le systéme de coordonnées (x;,y;,2;) est donc relié au systéme de coordonnées (x,y,z) par
I'intermédiaire du vecteur rotation instantanée in/ défini tel que :
0

0 0 0
(ZJZ'/O = 0 + 0 + ¢ s
1) 0 Jiry) 0 g, (2.6)
= W, = e + 01y + Ui,
0
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2.1. Modélisation d’un rotor en flexion et cisaillement
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FIGURE 2.2 — Passage du systéme de coordonnées (x;,¥;, z;) au systéme de coordonnées (x,y, z).

ou Z, Z1 et g; sont respectivement les vecteurs unitaires des axes (G, 2), (G,Z1) et (G, ;).

En utilisant les figures planes illustrées par la Fic. 2.2, il vient alors les équations :
Ifl = ZZ‘Q < i’l = COS (QZ)) j’z + sin (gb) 21', (27)

Z=sin(0)ya2 +cos(0)Zy < Z=-cos(0)sin(¢)z;+sin(6)y; + cos(0) cos (¢) Z;,

qui permettent de projeter le vecteur rotation instantanée &

(2.8)

i dans le repére (R;) :
Wy —}b cos () sin (¢) + 0 cos ()
5, =| @ &+ sin (6)
0 W,
(R:)

1 cos (0) cos (@) + 6 sin (9)

2.1.3 Energie cinétique. De l’intérét des angles d’€uler

(2.9)
(R:)

2.1.3.1 Les disques

Soit un disque non déformable Z lié¢ au repére (R;) en son centre d’inertie G, porté par la ligne
neutre de arbre, F1G. 2.3. On suppose qu’il ne se déplace que dans le plan {xGz}. La position du
point G dans le repére galiléen (R) est donné par :

u(y,t)
y

w (y,t)

0G =

(2.10)
(R)

Comme les mouvements étudiés concernent seulement la déflexion transversale du rotor, seuls
les déplacements u (y,t) et w (y,t) dépendent du temps .

Notation 2: Par souci de clarté, les champs u (y,t) et w (y,t) sont abrégés respectivement par u
et w. La vitesse de rotation propre du rotor ¢, FI1G. 2.3, est considérée constante.

AN

L’expression du vecteur vitesse du disque, en G, est alors

—

Vi (G)= 206 _1 g (2.11)
0 ot W
(R)
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle
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FIGURE 2.3 — Paramétrage d’un disque de rotor.

On note my la masse du disque. Son tenseur d’inertie exprimé dans le repére (G, Z;, i, Z;) et
calculé en G a la forme suivante :

_ I, 0 0
In(@=| 0 I, 0 |, (2.12)
0 0 I

avec

Iy, = f 2dm,  (213a) Iy = f Pdm,  (213b) I = f 2dm,  (2.13¢)
@) @) @)

ou dm représente la masse élémentaire du disque Z.

L’énergie cinétique du disque Z; associée & son mouvement autour de son centre de masse G
est calculée grace aux projections du torseur cinématique dans le repére (R;) tel que :

Ti=2ma [V @) + 221 T (@) -5 (2.14)
D) 2%y o’
ot | | est la norme &uclidienne.
L’Eq. (2.14) se développe ainsi :

1 1
Ta= gma (i + %) + 5 (L + Ly + 1.%) (2.15)
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2.1. Modélisation d’un rotor en flexion et cisaillement

En substituant les Eq. (2.9) et Eq. (2.11) & 'Eq. (2.15), il vient :

Ty tmg (42 +1?)

+ %Idz % cos? (0) sin? (¢) — 10 cos (0) sin (2¢) + 62 cos? (¢)

2

Wz

+ 314, | 6 + 204 sin (0) + ¢? sin® (6) (2.16)

2
Yy

w

+ %Idz % cos? (0) cos? (¢) + b cos (0) sin (2¢) + 0% sin? (¢)

2

wz

L’Eq. (2.16) peut étre simplifiée car un disque présente, par définition, une symétrie de révolution
selon l'axe (G,4), i.e. Iy, = I4_, les dissymétries résiduelles étant prises en compte dans le balourd :

Ty = %md (0? + %) + %Idm (¢ cos® (0) +6%) + %Idy (6% +2¢¢sin (9) + ) sin® (9)). (2.17)

En considérant de petites variations des angles 6 et v, il est possible de remplacer les fonctions
trigonométriques par leurs développements de 7 aylor limité a 'ordre 1 :

(ot ew {TET e

et en négligeant le dernier terme 1&292 (d’ordre supérieur a 2), I'expression de I’énergie cinétique du
disque devient :

1

Ti= T (i +0?)+ L1y (82442 + L0 il R, (2.19)
2 2 e 9

Effet Gyroscopique

Translation Rotation

L’utilisation des angles d’&uler fait ainsi apparaitre le terme Idyg.biﬁO représentant 'effet gyro-

scopique (%oriolis). Le dernier terme %Idyqﬁz est constant est n’a par conséquent pas d’influence
dans la dynamique du rotor en régime permanent.

2.1.3.2 L’arbre

L’arbre est représenté par une poutre droite en flexion dans l’espace, comme présentée dans
I’Annexe A, caractérisée par les énergies cinétique et de déformation. Il est considéré que les sections
droites (S) de la poutre droite sont circulaires ce qui implique :

lg, =1g, = 1g, (2.20a) Gy = Oyz = Py, (2.20b) kpy = ky> = ky. (2.20¢)
oulg,, I, , Guy, Pyz, kuy €t ky, sont respectivement définis par les Eq. (A.11), Eq. (A.55), Eq. (A.33)
et Eq. (A.77). Le coefficient de réduction de section k, est défini dans [27; 28| comme suit :
6(1+v)(1+a2) dint
= 5 avec a =
(T+60) (1+a?)”+ (20 +120) a?

y e (2.21)

ot d™, d®** sont respectivement les diamétres intérieurs et extérieurs d’une section droite (S).
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

L’énergie cinétique de ’arbre en flexion est une extension de celle du disque. Soit un point P
—
d’une section droite () située en (x,y,2) (FIG. 2.4), sa position est définie par le vecteur OP € R?
dans l'espace engendré par le repére (R) tel que :

I u(z,y,2,t)
OP=|y +1 0 , (2.22)
z (R) w(:p,y,z,t) (R)

o u(x,y,z,t) et w(x,y,z,t) sont respectivement les déplacements selon Z et Z. Une relation de
transport permet d’obtenir I'expression du vecteur vitesse d’un point P d’une section droite (S) a
partir des Eq. (2.9) et Eq. (2.11) :

V. (P)=V.: (Q)+PCr&; . 2.23
i ()= Vi (@) + PCnsy 2.29

En développant 'Eq. (2.23) et en utilisant I’'Eq. (2.11), il vient :

N U - Wy
VZ-/O(P): 0 +| o0 A wy . (2.24)
Wil L% kmy LY gy

L’Eq. (2.8) permet de projeter 'expression du vecteur unitaire Z dans le repére (R;). Les
Eq. (2.3), Eq. (2.4), Eq. (2.5) permettent de projeter I’expression de Z dans (R;) tel que :

T cos (¢) &1 +sin (¥) 41,

< T [cos (¢) cos (¢) —sin () sin (0) sin (¢)] Z; (2.25)
[sin (1)) cos (0)] ¥
[sin (1) sin (0) cos (¢) + cos () sin (d)] Z;

+

—
Ainsi, I'expression du vecteur vitesse Vi/ (P) dans (R;) a la forme suivante :
0

. [~ cos (0) sin (¢) + i cos (¢) cos (¢) — tusin () sin (0) sin (¢) |
Vi/O (P) = wsin (0) — usin (¢) cos ()
| wcos (0) cos (¢) +usin () sin () cos (¢) + wcos () sin (¢) | (Ri)
. ‘ (2.26)
[ 2¢ + z¢sin (0) . ' ' 1
+ | 2z cos(0)sin(¢) - 20 cos (¢) + 1 cos (0) cos (¢) + x0sin (¢)
| —x¢ — x1sin (0) diri

Pour une poutre de longueur [ dont 'aire S de section droite reste constante, I’expression de
I’énergie cinétique est alors :

2
dSdy. (2.27)

‘V% (P)

2 l
1
w-lo [ [
2P
0 (S)

En substituant les Eq. (2.26), Eq. (2.18a) et Eq. (2.18b) dans I’'Eq. (2.27), I’énergie cinétique de
I’arbre s’écrit :
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2.1. Modélisation d’un rotor en flexion et cisaillement
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FIGURE 2.4 — Visualisation de la configuration déformée d’un élément de poutre de longueur dy.

T, =

l\')IH

pf [ (02 +%+ 2207 + 2207 + 222909 + 2220 + 22 * + 2%¢?) dSdy
0 (9)

+ pf xdsj[(wee—wé—uu}e—uq’s)sm(@-(wz,z}m‘;{b) cos () - =32 |y

(5) 0

+ p [ 2dS [ [(-18¢ — upy) — i) sin (¢) + (wrpd — w06 + g + wbB) cos (¢) |dy (2.28)

(%) 0

o Ly [ wzdS [ [200 - 466 cos® (6) + (4 - 62)sin (20) |dy
() 0

+ 3pf deSfl@bésin@gzb)dy—%p / szSflz/}ésin(ch)dy.
(5) 0 (%) 0

En vertu de la symétrie de révolution de la section de 'arbre, les moments statiques et produits
quadratiques s’annulent tels que :

f 2dS =0, (2.202) f 2dS =0, (2.29D) f 2dS = 0. (2.29¢)
(S) (9) (9)

En considérant les Eq. (2.29) et Eq. (2.20a) I'énergie cinétique de I’arbre s’écrit alors :

l

l
ya=%psf(u2+w2)dy+%pfgf(1,/32+92)dy+2pfea3fWdwaeyléz (2.30)
0 0 0

Translation de Section Rotation de Section Effet Gyroscopique

La premiére intégrale illustre de I’énergie cinétique d’une poutre d’&uler-Zernoulli et la seconde
leffet secondaire due & l'inertie de rotation de section (7imoshenko). Le paramétrage, basé sur
les angles d’&uler, laisse apparaitre le terme 8 dans la derniére intégrale qui représente 1'effet
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle
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(a) Distribution aléatoire de balourds. (b) Modélisation plan des balourds.

FIGURE 2.5 — Balourds sur le rotor.

gyroscopique. Le dernier terme étant constant en régime permanent, sa contribution est nulle
dans les équations du mouvement, avec I, le moment quadratique de (S) par rapport a 'axe g :

Ig, = f(s) (2% + 22) dS. (2.31)

2.1.3.3 Le balourd

Les irrégularités sont généralement réparties de facon continue et aléatoire le long du rotor,
F1G. 2.5(a). Il peut étre modélisé par des masses concentrées situées dans différents plans, F1G. 2.5(b).
Le balourd est modélisé par une masse my, située a la distance d, d'un centre géométrique G; de
I'arbre et dont 1'énergie cinétique .7, doit étre calculée. A l'arrét, la position B; de chaque masse
équivalente my, est définie par :

— son abscisse y (qui est constante),
— la distance dp, = G;B; (G; est le centre de la section droite de I'arbre au plan i),
. —_ —
— Dangle ¢y, orientant le vecteur G;B; par rapport au vecteur Z; du repére tournant (top-tour).

Lors de la rotation, chaque masse mp, est liée a I’arbre en position déformée, FiG. 2.6. Pour
chaque balourd my,, sa position est définie par la relation :

—_— —_— —_—
OB’L = OBZ + G'LBM
N u 0 (2.32)
= OBZ = Yy + 0
w J(ry do: 1 (g,

o (Rp) est le repére engendré par une rotation du repére (R) autour de axe (G;,4) tel que :
Zp =sin (¢ + ¢p, ) T +cos (¢ + p,) Z (2.33)
L’Eq. (2.32) se simplifie sous la forme suivante :

. w+ dp, sin (¢ + ¢, )
OBi=|y ’ .
w+dp; cos (P +dw;) | gy
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2.1. Modélisation d’un rotor en flexion et cisaillement
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FIGURE 2.6 — Repérage du ¢ balourd.

L’expression du vecteur vitesse dérive de la relation suivante :

Vo4 u+dbigz5cos (¢'5t+d>bi)
82?’ =l 0 ‘ . : (2.35)
w = dy, ¢sin (¢t +dy,) ] 5

Vi/o (B;) =

Ainsi, I’énergie cinétique du ¢ balourd s’écrit :

1 . . . . .
T, = 5 (0 +w* + ¢°dy, + 2¢udy, cos (dt + By, ) — 2nvdy, sin (Gt + ¢y, ) ) - (2.36)
2 52
Le régime permanent étant considéré, le terme % est constant et donc sans influence sur

les équations du mouvement. Aussi la masse my, du ¢ balourd est trés inférieure a celle du rotor
ou celles d’éventuels disques :

my, 1 .
] = —my, (u
mgq 2

2 2

+ %) « %md (0 +?). (2.37)

L’énergie cinétique du ¢ balourd peut alors se mettre sous la forme suivante :

Ty, = mip, b, (tcos (Gt + ¢y, ) —wsin (t + ¢y, )) , (2.38)

et I'application des équations de .Zagrange fournit alors la force tournante due aux balourds.

2.1.4 Travail virtuel des paliers

Les caractéristiques de raideur et amortissement des paliers sont supposées connues. Le travail
virtuel 6%, des efforts qu'’ils s’exergant sur I’arbre s’écrit sous la forme suivante, F1G. 2.7 :

Wy == (kpyu+kp, w+cp, U+ cp, W) ou— (kp, w+ky u+cp W—cp 0)ow, (2.39)
gzpu ypw
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

FIGURE 2.7 — Représentation des raideurs et amortissements apportés d’un palier.

avec %, et F,, les composantes de la force généralisée. L'Eq. (2.39) permet alors d’écrire la forme
matricielle suivante :

EIRES BN ETS H
Pw (R) Pzx Pzz w (R) Czax Czz w (R)

Fréquemment, les termes diagonaux des matrice de raideur et amortissement d’un palier ne sont
pas similaires, i.e. kp,, # kp__, Czo # C2.. Par ailleurs et notamment pour les paliers hydrodynamiques,

il est également fréquent que les termes de couplage entre les directions z et z différent tel que
kp,. # kp,, et cor # Coq.

2.1.5 Energie de déformation. Des angles d’€uler 4 .7imoshenko

L’énergie de déformation requiert les champs de contraintes o et déformations € en un point
d’une section droite. On considére alors un élément de poutre de longueur dy de section droite (.5)
d’abscisse y, de centre géométrique GG, portant un point P de coordonnées (z, z).

Lors du calcul de I’énergie cinétique d’un disque ou d’un arbre, les angles d’&uler ¢, 6 et ¢
(paramétrage relatif, F1G. 2.3) sont introduis et conduisent aux termes dus a effet gyroscopique,
Eq. (2.30) et Eq. (2.19). Or, les sections droites d’une poutre de .7imoshenko dans ’espace sont
orientées grace aux angles 6 et 1 associés aux axes fixes Z et Z de (R), Eq. (A.4) et Eq. (A.48)
(paramétrage absolu, i.e. degrés libertés de rotation utilisés dans la méthode des éléments finis).
L’Annexe A.4.1 fait donc état d’'une approximation qui conduit a la coincidence entre les angles
d’&uler 1 et 0 et ceux paramétrant les rotations de sections droites d’une poutre de .7 imoshenko
en flexion dans 'espace.

2.1.5.1 L’arbre supporté par des paliers dans le repére tournant

Les coordonnées de P (x,z) étant définies dans le repére local de 1'élément, il est convivial
d’exprimer les champs o et ¢ dans ce méme repére. Comme le rotor est défini par une poutre
tournant a la vitesse (;5 autour de 7, il est naturel d’introduire un repére (R¢), appelé repére tournant,
permettant de relier le repére local de I’élément tournant (et donc z et z) au repére (R), F1G. 2.8. Le
repere (R¢) correspond donc au repére (R) orienté de 'angle ¢ autour de 4. Or, ¢ est par définition
la rotation propre définie par &uler autour de go, i.e. angle orientant le repére (R;) vis-a-vis de (R2),
Fi1G. 2.3. L’orientation de (R¢) est donc issue d’une approximation présentée en Annexe A.4.2.
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2.1. Modélisation d’un rotor en flexion et cisaillement
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FIGURE 2.8 — Paramétrage des repéres galiléen (R) et tournant (R¢).

On note alors ug, 04 et wy, 1y respectivement les couples de déplacements de G et rotations de
(S) selon les axes Z4 et Zy, F1G. 2.9. Les relations entre les composantes des déplacement exprimées
dans (R¢) et celles exprimées dans (R) s’obtiennent grace aux F1G. 2.8 et F1G. 2.9(b) :

ug = ucos(pt) — wsin(gt), (2.41a) (O usin(gt) + w cos(pt). (2.41b)

Par ailleurs, les relations entre les rotations d’une section droite autour des axes de (R¢) et
celles autour de (R) ne sont pas aisément identifiables a 'aide de la F1G. 2.9(a). On laissera le soin
au lecteur de consulter [29] ou il est présenté une démarche qui décompose toute rotation autour
d’'un vecteur arbitraire inclus dans R? en une combinaison de rotations élémentaires autour des
trois vecteurs unitaires de (R). L’Annexe A.4.3 établie les relations entre les rotations autour des
axes de (R¢) et celles autour des axes de (R) telles que [30; 31; 32] :

04 = 0 cos(dt) — P sin(et), (2.42a) Yy = Osin(t) + 1 cos(t). (2.42b)

Ainsi, les champs de contraintes et de déformations évalués au point P s’expriment dans le
repére local de I’élément tournant approché par (R¢) tels que :

Oyy Eyy
o(P)=| oy , (2.43a) e(P)=| 2e4y , (2.43b)
vz l(R,) 22y (Rg)

avec oyy, £yy les contrainte et déformations selon gj, issues des déflexions transversales dans les plans
{1‘¢Gy¢} et {y¢Gz¢}, Ozy, Oy les contraintes de cisaillement dans les plans {33¢Gy¢} et {y¢Gz¢} et
2e4y, 2ey. les distortions dans les plans {x¢Gy¢} et {y¢Gz¢,}. Le champ de déformations exprimé
dans (Ry) s'écrit alors, Eq. (A.6) et Eq. (A.50) :

Mg D0
Eyy »”gw T Foy

u
2y = 88—; + g . (2.44)
28y (Rs) 8Ly¢ - 0y (Ry)

Il est possible de considérer des termes du second ordre dans la définition de la déformation e,
du point P lorsque la structure présente certaines non-linéarités. En considérant des non-linéarités
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

géométriques entre les directions yg4 et z4, et x4 et y4, la déformation ey, s’écrit :

o) s 1 (Jug\> 1 (0ws)\?

cw=rpt -l () (52 (2.45)
oy dy oy 2\ Oy
Flexion Non-linearité Géometrique

L’énergie de déformation de l’arbre a comme expression [33; 34; 35| :

U, = % f o-edV. (2.46)
W)

Les champs de contraintes et de déformations sont reliés par loi matérielle de .7 ooke, [1; 36] :

Ty E 0 0 £y
Oy | 0 Ghy 0 || 264y : (2.47)
oy Jmy LO 0 Ghy | | 20 |y

avec F, G les modules d’%oung et de €oulomb, ki, k,. sont définies dans les Eq. (A.53) et
Eq. (A.9), [27; 28]. L’expression de I’énergie de déformation est alors [37; 25; 38; 26] :

Uy = 5 [ (Oyyeyy + Oay2ay + 0y:264y) dV
\%4
(2.48)
< U = 3E j e2,dV + 3 kay [ 4g2,dV + 1Gky. [ 4e2.dV
V)
En introduisant les Eq. (2.45), Eq. (A.6b) et Eq. (A.50b) dans 1" Eq. (2.48), il vient :
1 ! 0y 00y 1 [Oug 2 1 [ Owgy 27?
%a = iE‘O[(S) [$8_y_z8_y+§(a_y) +§(B_y) ] dey
(2.49)
l l
ou
+ 3Gk [ [ (5 ¢+¢¢) dSdy + 3Ghy- | [ (% ) dSdy
0 (9) 0 (9)
L’Eq. (2.49) se développe de la maniére suivante :
! 2 2
A 96 by \ (00
U, = %Eof(s) [9:2 (a—;) + 22 (a—¢) —2xz(8—4’) (T;)]dey
/ 2
1 oY, a0 ou 1 {ow
MIERT A (w5 - =52 ) [ (552) + 4 (%) | asay
2.50)
! 4 2 2 (
1 1 (Ou 1 ( Ou ow 1 { Ow
e A ) 3 (5e) () + 4 () asa
Termes d’Ordre 2
! 2
ow
+ 1Gskwj( +¢¢) dy+%GSkyz({(a—y¢—9¢) dy
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2.1. Modélisation d’un rotor en flexion et cisaillement

@
2@
X
Q -
X(”
(a) Visualisation spatiale.
Z, V4
6¢
W(P
e R W
X
NBY

(b) Visualisation dans le plan {2Gz}.

FIGURE 2.9 — Visualisation spatiale des déplacements du centre géométrique G et des rotations de
la section droite (S) définis & 'aide des axes du repére tournant (R¢).
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

La section de I'arbre présentant une symétrie de révolution, Eq. (2.29), I'intégrale correspondant
a la deuxiéme ligne de I’Eq. (2.50) est nulle. En introduisant les moments quadratiques de la section
droite par rapport aux axes 7 et Z, Eq. (A.11) et Eq. (A.55), et en négligeant les termes d’ordre 2,
Iexpression de I’énergie de déformation de I’arbre devient alors :

Y - \E j[IGm( )+ 1o (%) aw

Flexion

(2.51)

+%G(][Z[Sk$y( & ) Sy (e —6¢)]d

Cisaillement

L’Eq. (2.51) ne présente pas de terme di a la non-linéarité géométrique de 'Eq. (2.45). En
revanche, la considération d’une force longitudinale constante P agissant sur le rotor lors de sa
déflexion transversale implique un terme supplémentaire causant une augmentation de I’énergie de
déformation, appelé énergie de déformation géométrique. Si la force P n’est pas une quantité connue
mais une conséquence de la déflexion transversale méme du rotor, une procédure itérative est né-
cessaire pour résoudre ce probléme non-linéaire [39] : la force P due a la déflexion transversale du
rotor doit étre calculée puis cette derniére doit ensuite étre utilisée lors du calcul du comportement
dynamique du rotor (analyses modales, réponses au balourd, etc...).

Cette force longitudinale P peut également étre la conséquence d’une précontrainte longitu-
dinale nécessaire au maintien d’un assemblage [20; 40| dans les moteurs électriques. Cette force
longitudinale conduit donc a une précontrainte initiale du rotor oy, selon I'axe (G, y¢), telle que :

P
= = o (2.52)

L’expression de I’énergie de déformation géométrique est la suivante :

%= [ ouoendv. (2.53)
W)

En introduisant les Eq. (2.45) et Eq. (2.52) dans I’'Eq. (2.53), il vient alors :

1 2
o 0 A
% = gof(s) [CE By "7 ay +%( 8;) +%( 8¢) ]dey
(2.54)
! ! 2
o a0 Ou
K g{(S) [x 5 _Za_j]dey+ g{(s) [% (a_;) *3 (3_¢) ]dey

La section de l’arbre présentant une symétrie de révolution, Eq. (2.29), le premier terme de
I'Eq. (2.54) est nul. L’énergie de déformation géométrique devient alors :

l
_ 1 6u¢ 2 8w¢ 2
%23, [(a—y) () | (2.55)

Finalement, I’expression de 1’énergie de déformation totale % de ’arbre dans le repére tournant
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2.1. Modélisation d’un rotor en flexion et cisaillement

est issue de la combinaison des Eq. (2.51) et Eq. (2.55) telle que :

U = U+ U
o U = —Ef[]gz( %) +IGZ(%i;)2]dy
Flexion
) %G{l[szcxy(f’“dw%) Sk (e —9¢)]d | (2.56)

Cisaillement

o[ G o

Couplage Longitudinal - Tranversal

Cette formulation de I’énergie de déformation suppose donc que le travail virtuel des paliers
soit également exprimé dans le repére tournant. Ainsi, en considérant d’une part 'Eq. (2.41) et les
variations des composantes 14 et wg définie par :

du = ug cos(Pt) + dwg sin(gt). (2.57a) Sw = —dug sin(Pt) + dwg cos(Pt), (2.57b)

et en allégeant, d’autre part, ’'Eq. (2.39) en annulant les termes d’amortissement et extra-diagonaux
kp,. et kp.,, le travail virtuel des forces dues a la raideur du palier devient :

Ay = =y 005 (3) + e sin? (60)) g + 2G| g
(2.58)

+ sin(22¢t)

- [(kpm sin? (qﬁt) +kp,. cos? (qﬁt)) We (kppo —kp..) u¢] dwyg

L’Eq. (2.58) montre que si les termes diagonaux ky,,, et k,_, sont différents, il apparait explicite-
ment des coefficients périodiques dépendant du temps ¢ (équations de .#athieu) dont la résolution
peut poser des difficultés. Il est donc d’usage, lorsque ’arbre présente une symétrie de révolution
et qu’il repose sur des paliers orthotropes, de projeter les équations du rotor dans le repére galiléen
(R) afin d’annuler les coefficients périodiques.

2.1.5.2 L’arbre supporté par des paliers dans le repére galiléen

Grace aux Eq. (2.41), Eq. (A.104) et a leurs dérivées par rapport a y, I'Eq. (2.56) devient alors :

v = %Eé{ [IGZ (ga sin ((bt) — , €08 (qbt)) + 1, (? cos (gbt) - — sm (¢t)) ]
+ %G{l Skey (g—z cos (gbt) -5 sm (qSt) + 0sin (qbt) + 1) cos (gbt))
(2.59)
+ %G{l Sky. (g sin (qﬁt) v cos ((bt) 0 cos (qﬁt) + ¢ sin (qﬁt))2 dy
l .
+ %Pof [(— sin (qbt) + Gy o8 (¢t))2 + (— cos (gbt) — gy sin (gbt)) ]
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

En développant I'Eq. (2.59), il vient :

v = %E{llg [(g—) sin (gbt) (—)2(:05 (¢t) (—)(a—w)sin(2ét)]dy
o B[ T [ (82)cos? (30)+ (32) sw (60) - (22) (55 s (200
+ %GoflS’k [(‘9—)2cos (qﬁt) (6—w)2sm (qﬁt) (—“)(%—w)sm@qﬁt)]
+ %G{l%w [62sin? (¢t) + % cos? (pt) + b sin (2¢t) | dy
+ %GoflSkzy :(g—;‘)esin(Qét) +2(g—5)1/1(:052 ((bt)] dy
+ %GoflSk:xy [-2(92) 0sin? (9t) - (52) wsin (26t) | dy
(2.60)
+ %GOfSkyz _(g—z)z sin? ((bt) + (%)2 cos? (qﬁt) + (g—Z) (%—Z)sin (2<ﬁt)]dy

+
N =
@

O~

Sky. [02 cos? (qbt) + )% sin? (d)t) — 6y sin (2¢>t)] dy

+ %GOfZSkyz[ 2(42)0cos? (1) + (52) wsin (26t) | dy
o4 [ s o (5 o 0 () (B o ()

+ %P{l[(%)QCOSQ(gﬁ)+(88_1;)251n2(¢3t)—(%)(%—Z)sin(%ﬁ)]dy

Finalement, dans le cas le plus courant d’un arbre symétrique, ou I, = I, = Ig, Eq. (2.20a),
et kyy = ky. = ky, Eq. (2.20c), I'expression de I’énergie de déformation totale de I’arbre se simplifie
de la maniére suivante :

w = e[| ()« (3) o

sosnf| () 2o () (@)oo o
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2.2. Equations du mouvement d’un rotor

de telle sorte que le coefficients périodiques s’annulent. La deuxiéme ligne de 'Eq. (2.61) laisse

2 2
apparaitre les identités remarquables (?TZ + w) et (‘?d—’;’ - 9) . Ainsi, I’énergie de déformation totale

de 'arbre s’écrit : l
2 2
v - teicf|(%) (%) ]

Flexion

* %GSky{l[(%+¢)2+<%_9)2]dy , (2.62)

Cisaillement

i () (3)

Couplage Longitudinal - Tranversal

+

2.2 Equations du mouvement d’un rotor

Les éléments constitutifs d’un rotor présentés dans la Section 2.1 sont modélisés grace a la
méthodes des éléments finis dont le développement est présenté dans I’Annexe A.5. L’application
des équations de Zagrange, Eq. (2.2), permet d’obtenir le systéme matriciel des ns équations
différentielles régissant le mouvement d’un rotor :

[Mpg + My + Myld (t) +[Ca (¢) + Ca, () + Cpl 0 () + [ Ky + K + K| 6 (t) = F (t) + F, (2.63)

avec
F(t) = Fr + Ffcos (¢t) + .7 sin (gbt) + Ff, cos (sq.bt) +.7] sin (sqi}t)
——
Charges Réparties Balourd Force Asynchrone

(2.64)
+  Fpcos(wpt) + . F; sin (wpt)

Force Harmonique

avec 0 (t) le vecteur des degrés de liberté, My, Mg et My respectivement les matrices de masse
symétriques des disques et de I'arbre dues aux translation et rotation de section, Ky, C) respec-
tivement les matrices de raideurs élastique et géométrique de l'arbre, Cq, Cg, respectivement les
matrices anti-symétriques gyroscopiques de l'arbre et des disques, K, C), respectivement les ma-
trices asymétriques de raideur et amortissement des paliers qui dépendent de d) Le vecteur des forces
nodales .% (t) est contient charges réparties .%,, balourds .#{, %, forces asynchrones %5, Z;, et

forces harmoniques .7, .7} Le vecteur des forces dissipatives .7, est dii a 'amortissement visqueux
dans la structure dont différentes formes sont présentées dans I’Annexe A.5.9.

L’équation du mouvement Eq. (2.63) permet alors de déterminer : le diagramme de €ampbell,
les éventuelles zones d’instabilité, les réponses a différents types de forces d’excitation comme les
balourds, les forces asynchrones ou harmoniques de direction fixe. Les différents points cités précé-
demment peuvent étre obtenus par une méthode directe dans laquelle la dimension ng du systéme
d’équations Eq. (2.63) est conservée.

Il est fréquent qu'un maillage contienne plus d’une centaine de nceuds, i.e. N, > 102, ce qui
implique un nombre important de degrés de liberté, i.e. ng ~ 8- 10%. La dimension ns des matrices
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

M, C, K du systéme Eq. (2.63) est donc régie par le nombre de degrés de liberté du modéle élément
fini. En revanche, il est envisageable de réduire le nombre d’équations de 'Eq. (2.63) pour gagner du
temps CPU nécessaire au calcul. Une solution consiste a avoir recours & une méthode de réduction
du systéme en projetant ce dernier dans une base appropriée [25].

2.2.1 Structure dissipative en rotation. Méthode Directe

Déterminer les pulsations et formes propres d’une structure dissipative en rotation consiste &
résoudre I'’Eq. (2.63), a une vitesse de rotation donnée ¢, en I’absence d’efforts extérieurs, telle que :

M (t) +[Cy+C($)]0(t) + K6 (t) = 0. (2.65)

ott Cy € My ns est la matrice d’amortissement structurale définie dans I’Annexe A.5.9.

2.2.1.1 Détermination des éléments propres

La solution générale de I'Eq. (2.65) matricielle est une forme exponentielle bien connue :
d(t) = U™t avec k=1,...,2ng, (2.66)

ou r € € est la k° valeur propre associée a la k¢ forme propre complexe Wy, € C™ | appelée également
forme propre naturelle.

En introduisant 'Eq. (2.66) et ses dérivées temporelles dans I'Eq. (2.65), le probléme aux valeurs
propres généralisé a la forme :

(rzM + 7 [Cv + C’((b)] + K) Upe™t =0, e +0, avec k=1,...,2ns, (2.67)

ou encore :
2 ; _ _

(rkMJrrk [Cv+C(¢))]+K) W, =0, avec k=1,...,2ns. (2.68)

Selon une adaptation de la transformation de Zuncan pour les systémes amortis [36], il est

possible d’ajouter a 'Eq. (2.65) une identité auxiliaire d’ordre ng, afin de ramener le probléme aux

valeurs propres quadratique, Eq. (2.67), de dimension ns en une forme linéaire de dimension 2ng,
par I'adjonction de I’équation matricielle triviale suivante [41] :

Mo (t) = M (t) = 0. (2.69)

Le systéme matriciel Eq. (2.65) exprimé dans 'espace d’état dont les degrés de liberté sont
définis par le vecteur y (¢) incluant déplacements et vitesses tel que :

y(t):( ggg ), avec 9 (1) :( o) ), (2.70)

a alors une forme augmentée [42; 43; 44; 45| :
0 M 6 (1) -M 0 |{é@) ).
M oc,+c(@) [\éw)y )Tl o K |\s@) )"

Ay (t) - By (t) =0, (2.72)

8 ) (2.71)

ou encore :
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2.2. Equations du mouvement d’un rotor

ol les matrices A, B € #op; 2ns, dites matrices augmentées ou composites, sont définies telles que :

A:[]& gw(@], (2.73a) B:[]‘g _2(] (2.73D)

La solution générale de I'Eq. d’état (2.71) est également une forme exponentielle telle que :
y(t)="Tre ' avec k=1,...,2ns. (2.74)

oil 73, € C est définie dans 'Eq. (2.66) et "Yj, € €2 est le k° vecteur propre complexe du systéme
d’état, appelé vecteur propre droit :

1y :( kY ) (2.75)

En introduisant I'Eq. (2.74) dans 'Eq. (2.72), le systéme d’état amorti et gyroscopique s’écrit
alors sous la forme d’un probléme aux valeurs propres généralisé tel que :

B Y, =r A"y, avec k=1,...,2ns, (2.76)

ou sous une forme plus compacte :
B"Y =RA"T, (2.77)

ou les matrices R € Mop; ons (C) et " Y € Mop; 2n, (C) contiennent respectivement les valeurs propres
et vecteurs propres complexes droits associés du probléme Eq. (2.77) tels que :

rHn 0 - - 0
0 - - z

R=| : ~ rm =~ |, (2.78)
. . 0
0 0 T2n5

rt ¥ ry Wi rons Won
Y- | e s || 2.79
[ I Rl B (| 27

L’Eq. (2.77) devient alors :

[Ag —H(m i:)k[& g,m(@)](m i',j)- (2.80)

Remarque 1: Les matrices A et B de 'Eq. (2.77) étant définies avec des coefficients réels, les
valeurs propres et vecteurs propres associés sont bien évidemment complexes mais apparaissent par
paires conjuguées telles que :

re 0 0
0 rf - :
rR=| Tk e (2.81)
: .o
Tns 0O
| 0 0 7o |
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

et :
Q ) W* PR q] )
oy ! AR (2.:82)
e Yy s Wng Tng  Vng
8 A U S L S
ou ()7 représente 'opérateur complexe conjugué.
[ V7 Ve Ve V2
Les valeurs propres complexes conjuguées de 'Eq. (2.80) sont donc du type, pour k=1,...,ng :
ry = —5’“—”’“1 T jwr, (2.83a) rh = —5’“—”’“; ~ jwr, (2.83b)
(1-6)° (1-¢)?

ou wy et & sont respectivement les k¢ pulsation propre et facteur d’amortissement visqueux du
systéme amorti et gyroscopique exprimés a l'aide des Eq. (2.83a) et Eq. (2.83b) :

1 . % (T,: + ’I”k)Q %
W = 5] (rk =7x), (2.84a) & = 5 5 (2.84b)
(i + k)" = (i =)
Les vecteurs propres complexes conjugués associcés a ry et r; s’écrivent alors :
er = %(er) +]j (er) s (2.85&) TTZ =R (er) —]j (TTk) s (2.85b)

ou R et J représentent respectivement les parties réelle et imaginaire. Ainsi, les pulsations propres
wy et vecteurs propres Wi permettent de tracer le diagramme de Fampbell et d’en déduire les
valeurs des vitesses critiques de rotation. Le vecteur des degrés de liberté ¢ (¢) s’obtient finalement
par la relation suivante [46; 47] :

§(t) = Upe™ + \Il,’;erzt, avec k=1,...,ns. (2.86)
Remarque 2: Si l’on a la condition suivante :

Srwi

D‘i(rk)>0©— T
(1-&)7

>0, (2.87)

alors le systéme est instable.
AN

Remarque 3: La matrice A de 'Eq. (2.77) n’étant pas symétrique, il est possible d’écrire un
second probléme aux valeurs propres, appelé probléme aux valeurs propres adjoint qui admet des
valeurs propres identiques a celles du probléme de I'Eq. (2.77), mais des vecteurs propres complexes
différents et appelés vecteurs propres gauches.

AN

En effet, le probléme adjoint de 'Eq. (2.68) s’écrit :

oL (riM + 71, [Cu +C ()] + K) =0, avec k=1,...,2n;, (2.88)

ou encore : _
(r,%Mt+rk [C£+C’t (gb)] +Kt) ©,=0, avec k=1,...,2ns. (2.89)
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2.2. Equations du mouvement d’un rotor

En utilisant I'identité auxiliaire triviale suivante :
re MOy — 1, MOy, = 0, (2.90)

et 'Eq. (2.89), on obtient un systéme de 2ns équations du premier ordre dans Iespace d’état tel
que :

Mt 0 . O B 0 M rr O _
[0 _Kt]( @k)_rk[Mt 05+Ct(¢5) o, | avec k=1,...,2n5. (2.91)

ou encore :

BUY, = r ATy, avec k=1,...,2ns, (2.92)

ot 'Yy, € ©2™ est le k¢ vecteur propre complexe gauche du systéme d’état :

1 =( Tk Ok ) (2.93)

Le systéme d’état adjoint amorti et gyroscopique s’écrit donc sous la forme d’un probléme aux
valeurs propres généralisé tel que :

B!t = RAMT, (2.94)

ou la matrice R € #op; ons (C) est définie dans I'Eq. (2.81) et Ire Mo 2ms (C) est la matrice des
vecteurs propres complexes gauches associés du probléeme Eq. (2.94) tels que :

B (DD ey
@1 ) (_)I AR @k )

ry O Tns Ongs Ths  Ong ' (2.95)
@;; PR @n6 ) @X‘

2.2.1.2 Propriété de bi-orthogonalité des vecteurs propres complexes

En adoptant une démarche proche de celle employée dans la Section 2.2.2.2, et en considé-
rant deux couples distincts d’éléments propres {ry," Tx} et {rq,qu} respectivement solutions des
Eq. (2.77) et Eq. (2.94), on a :

LBy = v TLAT YL, (2.96a) "t B, =, LAY, (2.96b)
L’Eq. (2.96b) peut s’écrire de la maniére suivante :
(TEB™)" = g (MPLATY) = 1L BTy = 1y T AT Y (2.97)
En soustrayant 'Eq. (2.96a) & ’'Eq. (2.97), on obtient I’égalité suivante :
(rq =) ' TLA™ Y, = 0. (2.98)

Les valeurs propres 7y et r, étant considérées comme distinctes, ’'Eq. (2.98) conduit a une
premiére propriété d’orthogonalité entre les vecteurs propres complexes droits et gauches, i.e.
vis-a-vis de la matrice composite A :

le]ATTk =0, avec q=#k. (2.99)
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

En substituant 'Eq. (2.99) dans I'Eq. (2.97), il vient alors une seconde propriété d’orthogonalité
entre formes propres complexes, i.e. vis-a-vis de la matrice B :

'Y!B"Y), =0, avec q#k. (2.100)

Les propriétés de bi-orthogonalité des formes propres complexes s’écrivent alors [48; 41; 49] :
"YEATY ) = Sgpag, (2.101a) "YEB™Yk = Sgibgk, (2.101D)

oll aq, byr € € et o4, représente le symbole de J# ronecker.

Finalement, la connaissance des vecteurs propres complexes droits et gauches et les Eq.
(2.101a) et Eq. (2.101b) permettent d’obtenir un nouveau systéme de 2n;s équations différentielles
découplées, impliquant un gain de temps notable lors du calcul des réponses dynamiques.

2.2.2 Structure dissipative en rotation. Méthode Pseudo-modale

Prédire le comportement dynamique d’un systéme nécessite de définir le spectre fréquentiel
d’intérét qui correspond & la réponse dynamique du systéme. La méthode pseudo-modale consiste
a projeter I’Eq. (2.63) dans une base modale du systéme a larrét [50; 51| représentative du spectre
d’intérét. Cette méthode implique une réduction notable du temps de calcul, la précision des résultats
dépendant du nombre de modes propres considérés.

2.2.2.1 Détermination des éléments propres d’une structure a ’arrét

Soit m le nombre de modes propres considérés et suffisamment significatifs de la dynamique du
systéme. Une base modale du systéme est obtenue en considérant le systéme conservatif associé de
I'Eq. (2.63) en labsence d’efforts extérieurs tel que :

Mb(t)+K*5(t)=0 avec K*=(K;+Kg+K}), (2.102)
ot K est la matrice de raideur globale des paliers dont les coefficients k. et k;_, sont annulés afin
de rendre la matrice de raideur globale K™ symétrique et de découpler la dynamique du systéme
dans les plans {g,z} et {Z,7} durant le calcul de la base modale.
La solution de I'Eq. (2.102) est alors de la forme :

6(t) = pppr (t)  avec  pp(t) =€+, k=1,....m, (2.103)

avec j 'unité imaginaire, w, € R la k® pulsation propre et ¢ € R™ et pr € R respectivement les
k¢ forme propre et coordonnée généralisée. En substituant 'Eq. (2.103) dans I'Eq. (2.102), il vient

alors :
(-wpMepp+ K op)pr =0, k=1,...,m, (2.104)
dont la solution non triviale est donnée par le couple {\g, pr}, k=1,...,m tel que :
K*® = MPA, (2.105)

ot A € Ay, m est une matrice diagonale contenant les m premiéres valeurs propres Ay telle que :

M O o 0
0o - - :
A=| - A o avec A\ = wi, (2.106)
: oo 0
0 « 0 Ap
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2.2. Equations du mouvement d’un rotor

et ®, € My, m est la matrice contenant les m premiéres formes propres associées ¢y, telle que :

D= [Q1,e s Phye s Pm] - (2.107)

2.2.2.2 Propriété d’orthogonalité des vecteurs propres

Ainsi, en considérant deux couples distincts d’éléments propres {Ag, ¢} et { g, ¢4} solutions de
I'Eq. (2.104), on a :

—wigpéMgpk + goZK”gok =0, (2.108a) —wggo}ngoq + L K 0, =0. (2.108b)

En gardant en mémoire que les matrices de masse et raideur M et K* sont symétriques, il est
possible de permuter les indices k et g de I'Eq. (2.108b) tel que :

—wo ot My, + L K* gy = 0. (2.109)
En soustrayant 'Eq. (2.108a) a ’'Eq. (2.109), on obtient I’égalité suivante :

(wg - w,%) @ZMgok =0, (2.110)

qui, en vertu du fait que les pulsations propres wy et w, sont distinctes, conduit & la premiére
propriété d’orthogonalité des formes propres, i.e. vis-a-vis de la matrice de masse M :

gofJMgok =0, avec q+*k. (2.111)

En substituant ’'Eq. (2.111) dans I’Eq. (2.109), il vient alors la seconde propriété d’orthogonalité
des formes propres, i.e. vis-a-vis de la matrice de raideur K~ :

gpgK*gok =0, avec q#k. (2.112)

Ainsi, les propriétés d’orthogonalité remarquables des formes propres s’écrivent ainsi :
OLMpy = S Vrs (2.113a) P K* ;= Spqkirs (2.113b)

oll v, et Ky sont respectivement les k° masse et raideur associées a la forme propre ¢y, 0y, représente
le symbole de JZronecker défini tel que :

0 si k=#g¢q
Okq —{ | si o kegq (2.114)
La projection des équations de I'Eq. (2.63) dans la base modale ® est réalisée en considérant le
changement de variable de I’Eq. (2.103). Ainsi, en substituant ’'Eq. (2.103) dans les expressions des
énergies cinétiques de l'arbre Eq. (A.128), des balourds Eq. (A.179) et des disques Eq. (A.115), de
I'énergie de déformation de 'arbre Eq. (A.159), du travail virtuel de efforts des paliers Eq. (A.177)
et d’autres excitations extérieures, 'Eq. (2.63) devient un systéme d’équations dites normales telles

que :
VP (t) +[2'C (¢) @] p () + kp (t) = D'F (t) + '.Z,, (2.115)

ol apparaissent les matrices de masse 7y € 4, , et de raideur modales k € ., ,, définies telle que :
v=d"' MO, (2.116a) w=0'Ko. (2.116b)

Cette méthode est particulierement adaptée pour I'étude des structure linéaires et lorsque le
spectre fréquentiel d’intérét ne contient que les quelques premiers modes propres de la structure.
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

2.2.2.3 Détermination des éléments propres

L’Eq. (2.63) projetée dans la base modale de la structure a Uarrét, Eq. (2.107), et en I’absence
d’efforts extérieurs généralisés s’écrit :

VB (t) +1 () p () +rp(t) =0. (2.117)

La solution de 'Eq. (2.117) est une forme exponentielle :
p(t) = Pre™, avec k=1,...,2m, (2.118)
ou ri € C est la k° valeur propre associée a la k¢ vecteur propre complexe &2, € C". En substituant

I'Eq. (2.118) dans I'Eq. (2.117), le systéme amorti et gyroscopique, dans I’espace modal, s’écrit alors
sous la forme d’un probléme aux valeurs propres généralisé tel que :

(7“]%,’7 + TEN (¢) + K) ‘@k‘erkt = Oa avec k= 17 cee 72m7 (2119)

ou encore : '
(r,%y +7rEn (¢) + /@) P=0, avec k=1,...,2m. (2.120)

Le systéme homogéne Eq. (2.119) de m équations linéaires admet donc 2m solutions non triviales
distinctes définissant les valeurs propres et vecteurs propres de la structure dans ’espace modal. De
la méme maniére que dans la Section 2.2.1.1, en considérant I’équation triviale :

v (t) —=yp (t) =0, (2.121)

permet d’exprimer un systéme de 2m équations différentielles du premier ordre. En écrivant le
systéme matriciel Eq. (2.117) dans l'espace d’état modal dont les degrés de liberté sont définis par
le vecteur u (t) incluant coordonnées généralisées et leurs dérivées temporelles tel que :

w(t) - ( ;’ Eg ) (2.122)

L’Eq. (2.117) s’écrit donc sous la forme augmentée suivante :

0 v 15(75))[—7 0](?(1?)) (0)
: . n = , 2.123
[’Y n(¢) ](p(t) 0 x|\ p@® 0 (2:123)
ou encore :
gu(t) - Bu(t) =0, (2.124)
oul les matrices &/, & € Mom 2m, dites matrices augmentées ou composites, sont définies telles que :
0 v v 0
o = T 2.125a B = . 2.125b
[ v (%) ] (2:4250) [ 0 -x ] (2:1250)

La solution générale de I'Eq. (2.123) d’état est également une forme exponentielle telle que :
u(t) ="Ue™, avec k=1,...,2m. (2.126)

oit 73, € C est définie dans 'Eq. (2.118) et "% € C?™ est le k vecteur propre complexe droit du
systéme d’état modal :

U :( " g: ) (2.127)
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2.2. Equations du mouvement d’un rotor

En substituant 'Eq. (2.126) dans 'Eq. (2.124), le systéme d’état modal amorti et gyroscopique
s’écrit alors sous la forme d’un probléme aux valeurs propres généralisé tel que :

B Uy, =1, U, avec k=1,...,2m, (2.128)
ou sous une forme plus compacte :
B"U =RA"U , (2.129)

ou les matrices R € Mopm om (C) et "% € Mom 2m (C) contiennent respectivement, da a la nature
des matrices o et A, les paires conjuguées de valeurs propres et vecteurs propres complexes droits
associés du probléme Eq. (2.129) tels que :

reo0 e 0
0 rf :
R-| | e L (2.130)
M %e ’I”k
Tm 0
| 0 0 ry
et :
T%:I: T1 @1 rf @f TEk :@k
* 91 t@l * * e@k (2'131)
e Py Tns  Pm Tns  Pm
20 A P |’ 20

N * 2 2 . 2
ou ()" représente 'opérateur complexe conjugué.

Les valeurs propres complexes conjuguées 7y, et r; sont de la méme forme que dans les Eq. (2.83a)
et Eq. (2.83b). Les vecteurs propres complexes conjugués associés a r, et r}, s’écrivent alors :

U =R U + 3 (U, (2.132a) U =RCU) -3 (U, (2.132b)

Ainsi, les pulsations propres wy et vecteurs propres &2, permettent de tracer le diagramme de
% ampbell et d’en déduire les valeurs des vitesses critiques de rotation. En utilisant les Eq. (2.103)
et Eq. (2.118), le vecteur des degrés de liberté ¢ (¢) s’exprime ainsi :

§(t) = DPpe’™t + dPF e, avec k=1,....m. (2.133)

Les formes propres complexes Wy, et W7 de la structure tournante sont alors reliées aux vecteurs
propres complexes &), et &7 par les relations suivantes, pour k=1,...,m :

U, = b, (2.134a) =0 (2.134b)

avec ® la matrice contenant les formes propres de la base modale de la structure a 'arrét et
énergétiquement parfaite. La matrice &7 n’étant pas symétrique, le probléme adjoint de I'Eq. (2.120)
faisant apparaitre les vecteurs propres gauches s’écrit :

o (r,%fy +7rEn ((b) + n) =0, avec k=1,...,2m, (2.135)

ou encore :
(rzyt + (gb) + Ht) 0,=0, avec k=1,...,2m. (2.136)
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

En utilisant I’identité auxiliaire triviale suivante :
iy Op =yt O = 0, (2.137)

et 'Eq. (2.136), on obtient un systéme de 2m équations du premier ordre dans 'espace d’état tel
que :

t t
v 0 e Ok | _ U Tk O _
[ 0 —xt ]( o, )—rk[ ot (¢) ]( o, | avec k=1,...,2m. (2.138)

ou encore :
BYy, = iAW, avec k=1,...,2m, (2.139)

ou les matrices composites &7, % € Mom 2m sont définies dans les Eq. (2.125a) et Eq. (2.125b),
i € € est définie dans V'Eq. (2.118) et %4, € €™ est le k¢ vecteur propre complexe gauche du
systéme d’état modal :

1o, [ ™ Ok
%_( P ) (2.140)

Le systéme d’état modal adjoint amorti et gyroscopique s’écrit donc sous la forme d’un probléme
aux valeurs propres généralisé tel que :

B'U = Rt U (2.141)

ot les matrices R € #om 2m (C) est définie dans I'Eq. (2.130) et ' € Maom,2m (C) est la matrice
des vecteurs propres complexes gauches associés du probléme Eq. (2.141) tels que :

l%: T ﬁl T’f ﬁf Tk ﬁk
o) or ) < (2.142)

r. O} Tng Om r;(s o,
oy ) Om |’ o,

Les formes propres complexes gauches O, et ©; de la structure tournante sont alors reliées
aux vecteurs propres complexes 0y, et O] par les relations suivantes, pour k=1,...,m :

O = PO, (2.143a) e =0} (2.143b)

Remarque 4: Les vecteurs propres complexes droits, contenus dans la matrice "%, et gauches,
contenus dans la matrice '%, respectent les méme propriétés de bi-orthogonalité vis-a-vis des ma-
trices &7 et ZB. Ainsi, ces relations deviennent :

‘UL A" U, = Sqpcg s (2.144a) ‘UL B Uy = S4By, (2.144b)

ou Qg ks ﬂ%k e C.

B

AN

L’interprétation physique des formes propres complexes qui n’est a priori pas aisée et I’An-
nexe A.5.10 s’attachent donc a I'expliquer. Celles-ci sont décrites par des orbites elliptiques dont les
caractéristiques sont propres & chacun des nceuds du rotor.

2.2.3 Diagramme de ¥ampbell ou le probléme d’appariement des formes propres
complexes

Un diagramme de %ampbell représente les m premiéres fréquences propres f (Hz) :

fk:;ﬁ, k=1,....m, (2.145)
T
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2.2. Equations du mouvement d’un rotor

d’une structure tournante en fonction de sa vitesse de rotation propre ¢ (rad . s’l). Si 'on note q'ﬁT

la vitesse de rotation du rotor exprimée en (tr . min_l), la relation entre ¢, et ¢ est alors :

¢y = g—odﬁ -9 (2.146)
Y[ T

L’Eq. (2.65) est résolue pour différentes vitesses de rotation gi')i, i=1,... s telles que :

¢ = [(él,---aéi?(biﬂn-?(bné]v (2.147)

de maniére & obtenir, pour chaque vitesse de rotation ¢;, les m premiéres pulsations propres w};
généralement ordonnées de maniére croissante lors du processus de résolution des problémes aux
valeurs propres, Eq. (2.68) ou Eq. (2.120), et contenues dans le vecteur w' € R™ :

i

w =[wi,...,w,’;...,wi], (2.148)
et formes propres complexes associées \I»'}C e C™ contenues dans la matrice ¥’ € ., sm -
U=, 0. (2.149)

La définition ci-dessus d’un diagramme de Fampbell est cependant incompléte. En effet, le
diagramme de % ampbell représente I’évolution des m premiéres fréquences propres, en fonction
de QBT, associées & chaque forme propre complexe W;. Il est donc nécessaire de pouvoir identifier,
a chaque vitesse de rotation gﬁi, la forme propre complexe \II§€ associée une pulsation propre wé,
k,q=1,...,m. En effet, I'inégalité q # k est fréquemment vérifiée lorsque le systéme présente des
croisements de modes, c’est-a-dire lorsque la forme propre complexe \Il; associée a la k¢ pulsation
w,i, a la vitesse ¢;, ne correspond pas & la forme \I'};“l associée a la k° pulsation w?l, a la vitesse ¢;i1.
Notation 3: L’exposant ( )Z est relatif a la vitesse de rotation ¢Z Cette notation pourra étre
éventuellement appliquée ultérieurement & des quantités sans que ces derniéres ne soient définies
explicitement comme étant les quantités calculées & la i€ vitesse de rotation ¢l

2.2.3.1 Critéres de corrélation de formes propres

Une méthode simple consiste & utiliser un indicateur de corrélation modal qui permet d’estimer
le degré de similitude de deux vecteurs (complexes ou non) appartenant & deux bases distinctes. Cet
indicateur est souvent utilisé pour vérifier la colinéarité entre les formes propres de bases modales
expérimentale ou numeérique [52; 53; 54].

Soit deux ensembles de m formes propres (ou bases) notées respectivement ** € #,; m (C) et
VY e Mog.m (C). Un indicateur de corrélation modale peut alors étre défini par la relation suivante :

‘a//ka*tWa//qb 2

RN Ean)

I (VAT = Ing = (2.150)

ou & € My m est une matrice de corrélation modale, #;* est la k forme propre de '’ensemble 7
et ”I/qb est la ¢ forme propre de lensemble ¥°. ( )" représente I'opérateur complexe conjugué et
| | représente le module d’'un nombre complexe. La matrice de corrélation modale .# contient des
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

termes tels que :
Frq€[0,1]. (2.151)

Dans une situation de corrélation modale parfaite, i.e. les deux ensembles sont identiques, la
matrice .# sera une matrice identité tel que .# = I €€ .#,, ,,. En revanche, dans le cas ou les deux
ensembles de formes propres sont proches mais pas absolument identiques, la matrice .# contiendra
des termes proches de 'unité et d’autres petits devant I'unité. On considére [55] qu’une corrélation
est satisfaisante lorsque les termes diagonaux sont supérieurs a 0.8, # 1 > 0.8 et les termes extra-
diagonaux sont inférieurs & 0.2, % , < 0.2.

Cette situation se rencontre fréquemment dans le cas de la comparaison deux ensembles de
formes propres numérique et expérimentale dans une procédure d’optimisation ou d’identification.
La matrice #' € My, m est une matrice de pondération qui peut prendre diverses formes. En effet :

— Si cette derniére est égale & une matrice identité, # =1 € My ns, alors la matrice de corré-
lation .# est appelée matrice MAC (Modal Assurance Criterion) [56; 57| telle que :

[yt
[etye] - [vetvp]

MAC (¥, 7)) = MACL? = (2.152)

— Si elle est égale & la matrice de raideur, W = K* € My 1, alors la matrice de corrélation %
est appelée matrice NCO (Normalized Cross Orthogonality) [58] telle que :

‘ayka*tK*%b 2

USRI =R)

NCcok (K, 1Y) = NCO%’Z’(] = (2.153)

— De méme, si celle-ci est égale a la matrice de masse, # = M € 4, alors la matrice de

corrélation .# est également appelée matrice NCO telle que :

5516

. , ab ‘zj/]ca*thj/qb 2
Ncon (K1) = NCOfp = e ] ] (2.154)

Remarque 5: Lorsque 'on souhaite comparer deux ensembles de modes propres réels, i.e. deux
bases modales d’une structure libre énergétiquement parfaite, le choix d’utiliser la matrice de
corrélation NCO permet alors d’estimer et de vérifier la colinéarité et surtout 'orthogonalité entre
les formes propres des ensembles ¥® et #° ce qui n’est pas garanti par la matrice de corrélation
MAC présentée dans 'Eq. (2.152) [58]. La matrice de corrélation NCO (Eq. (2.153) et Eq. (2.154))
a lavantage de faire apparaitre clairement la notion d’orthogonalité introduite par la théorie de
la superposition modale qui stipule que I'orthogonalité, entre deux formes propres distinctes issues

d’une méme base modale, est toujours définie par rapport aux matrices de raideur et de masse,
Eq. (2.113a) et Eq. (2.113b).

Ainsi, selon le choix de la matrice de pondération (matrice de raideur ou de masse) et si I'on
considére des formes propres réelles 7}, et 7; issues de la méme base modale, le critére NCO s’exprime
de la maniére suivante :

K
NCOK, , (Y ¥q) = 5kqﬁ—’“, (2.155a) NCOM, , (Viy V) = 5,“%. (2.155b)
q q
[V Ve Ve Vi
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2.2. Equations du mouvement d’un rotor

Il est possible de développer d’autres critéres de corrélation. Les auteurs de [59] présentent un
critére basé sur une combinaison de la matrice MAC et de l’energie de déformation modale. Dans
[60], les auteurs proposent un critére appelé IERI (Indicateur Energétique de Régularité d’interface)
qui est défini ainsi :

gy oy (e~ )|
BRI (#2, 7)) = IBRILY = ( :*t qi 5 ( :*t qz‘z. (2.156)
(Ve el + [ 1)

Comme pour la matrice NCO, la matrice de pondération # peut étre soit la matrice de masse
M, soit la matrice de raideur K* de la structure considérée. Par ailleurs, & 'inverse des critéres
présentés précédemment dans les Eq. (2.152), Eq. (2.153) et Eq. (2.154), les termes diagonaux de
la matrice de corrélation IERI tendent vers zéro si les deux ensembles ¥ et ¥ sont trés proches
alors que les termes extra-diagonaux sont supérieurs & l'unité.

En effet, si la matrice de pondération est la matrice de raideur et si 'on considére des formes

propres réelles 7, et 7 issues de la méme base modale, un terme de la matrice de corrélation IERI
aura la forme suivante :

(- 1) K (% - 1) ]

IERIL o (Y4, Vq) = 5 5 (2.157)
[HEE ]+ [V
L’Eq. (2.113b) permet alors d’écrire :
_ [nk+nq725kan]2
IERIhq = W,
(2.158)
- IERIhq _ mi+m3+2:)2€kf:g(l—25kq) .
Finalement, il vient alors :
~ Kikq 0 si k=g,
IERI = 1+2(1-26,) — 5" { 149955 51 S kg (2.159)
k q Ry thy

Il est important de rappeler que les critéres NCO et IERI sont particuliérement adaptés a la
corrélation de formes propres réelles issues de deux bases modales distinctes. Par ailleurs, les cri-
téres MAC, NCO et IERI peuvent aussi étre utilisés pour corréler deux ensembles distincts de formes
propres complexes mais aucun d’eux n’assure le controle des propriétés d’orthogonalité.

2.2.3.2 Un critére original pour le suivi des formes propres complexes en fonction de
la vitesse de rotation

L’avantage de définir un critére traduisant les propriétés d’orthogonalité des formes propres com-
plexes d’une structure est qu’il facilite énormément le processus d’appariement de formes propres
complexes appartenant a deux bases distinctes. C’est notamment le cas lors du tracé d'un dia-
gramme de €ampbell ou il s’agit d’apparier les ensembles de formes propres complexes W’ et Wit!
d’une structure en rotation calculées & deux vitesses de rotation successives d)z et (jh’+1-

En considérant la seconde propriété de bi-orthogonalité des vecteurs propres complexes droits
™Y et gauches 'Y du systéme d’état amorti et gyroscopique, et en tenant compte de leurs définitions
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

respectives, Eq. (2.75) et Eq. (2.93), 'Eq. (2.101b) devient alors :

!By,

6qkbq,k,

M 0 rp, W
< (0 O} )[ 0 _K]( k w:) = Sqkbgks (2.160)

ot ¥y, et ©, sont respectivement les k£ formes propres complexes droites et gauches de la structure
en rotation, associées aux valeurs propres complexes ry et r, définies dans les Eq. (2.83a) et Eq.
(2.83b). Bien que les formes propres soient complexes, il est primordial de retenir que le symbole
( )t représente l'opérateur transposé et non pas 'opérateur transposé conjugué. L’Eq. (2.160) se
développe alors de la maniére suivante :

MUy,
(Tq@f] @Z )( —K\I/k) = 5qkbq,k7

< O} (rgreM - K) ¥y, Sqkby k- (2.161)
Remarque 6: Si les équations dynamiques de la structure en rotation ont été projetées dans la base
modale de la structure a ’arrét, il est bien stir possible d’adopter la méme démarche. En considérant
la premiére propriété d’orthogonalité des vecteurs propres complexes droits "% et gauches ‘% du
systéme d’état modal amorti et gyroscopique, et en tenant compte de leurs définitions respectives,

Eq. (2.127) et Eq. (2.140), I'Eq. (2.144Db) devient alors :

‘“u) # SaBaks

0 7
o (0% O )[ 0 ]( " @: ) = SorBes (2.162)

ou &, et U, sont respectivement les k¢ vecteurs propres complexes droits et gauches du systéme
en rotation projeté dans la base modale des formes propres & ’arrét, et associés aux valeurs propres
complexes 7, et rq. L'Eq. (2.162) développée donne :

<~ ﬁ; (rqu'y - K) yk = 5qkﬁq,k- (2.163)

Le développement d’un tel critére s’inspirant de I'Eq. (2.150) et présentant les propriétés d’or-
thogonalité des Eq. (2.161) ou Eq. (2.163) est alors envisageable et pourrait alors s’écrire :

Al 8 et o
v, | | v, * (04 (r3M - K) W, ][O (M - K) W]

N e .
ou 14 est la ¢° valeur propre complexe, associée aux formes propres complexes gauches O, et 1,
est la k° valeur propre complexe, associée aux formes propres complexes droites V.

En utilisant la définition de I’'Eq. (2.161), il vient alors :

2
|6g.1| 0 si k+gq
I o = O ——— = : . 2.165

o qkbq,q'bhk {1 si k=¢ ( )
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2.2. Equations du mouvement d’un rotor

Ce critére de corrélation peut également s’appliquer & la méthode pseudo-modale :

|68 (rgriy = 1) 24|

Ihq = , (2.166)
[0 (r3v =) Z4] - [0} (riv = 1) Z4]
expression qui se simplifie a I’aide 'Eq. (2.163) par ’expression suivante :
‘ﬁq,k|2 0 si k+gq
jk,q = (qum = 1 si k= q . (2167)
a,q " Pk,

Ce critére est particulierement adapté aux formes propres d’une structure en rotation car elles
sont complexes par nature. Ainsi, dans une stratégie d’appariement de formes propres complexes
lors du tracé d’un diagramme de ¥ampbell (cf. Section 2.2.3.3), on considére les ensembles de formes
propres complexes droits U, U'*! et gauches ©', ©'*! et valeurs propres complexes associées R,
R™! obtenus respectivement aux vitesses de rotation ¢; et ¢i,1.

Ce critére développé étant estimé & partir des formes propres complexes droites et gauches,
aux vitesse de rotations ¢; et ¢;41, nous suggérons de le nommer NC?0, acronyme de “Normalized
cross complex orthogonality” tel que :

i i+1
T Tq
2 % i+1 2 t,i+1
NC“O k() ©q =NC"O, ", (2.168)
v ) | wi !
et a la forme suivante :
Nt il |2
|(@z+1) WZ,’L+ Ui
.. k, k
NC2O’Z};—1 = i+1 t 7,'+1(f’i+1 i+1q i\t RS ’ (2169)
[CroRZraas Fal RICHRZAR
oll "//,j’;l est une matrice de pondération définie telle que :
ot =i M- K, (2.170)

ou 7y, est la k° valeur propre complexe, associée aux formes propres complexes droite V; et gauche
O}, calculée a la vitesse de rotation ¢; et rf{“l est la ¢° valeur propre complexe, associée aux formes

propres complexes droite \II}:rl et gauche @}:1, calculée & la vitesse de rotation ¢;,1.

Remarque 7: Il est important de constater que les éléments matriciels sont toujours écrits avec
la convention “LICO”. Ainsi, la composante NCQOIW de la matrice de corrélation NC?0 sera asso-
cié a la k° ligne et la ¢° colonne. Par conséquent, remarquons qu’une permutation indicielle est
effectuée entre les indices ¢ et k associés aux coordonnées de la composante NCzohq et ceux as-
sociés aux formes propres propres complexes O, et ¥; dans le produit matriciel du numérateur
(@f]*l)t ”//kiﬁ’;’lllli de 'Eq. (2.169) : la forme propre complexe gauche O, est un élément propre du
probléme adjoint, Eq. (2.89), i.e. élément propre associé aux transposées des matrices de masse,
amortissement, gyroscopique et raideur.

Remarque 8: En privilégiant la méthode de la superposition modale, Eq. (2.143a) et Eq. (2.143b),
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle
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(a) Matrice MAC obtenue & l'aide de deux ensembles de (b) Matrice Nc’0 obtenue a l'aide de deux en-
formes propres complexes droits U' et U'*'. sembles d’éléments propres complexes {Ri,ei,\lli} et
(R, 011 wit)

FIGURE 2.10 — Visualisation des matrices de corrélation MAC et NC20.

I'Eq. (2.169) s’exprime sous la forme suivante :

) i 12
o OZ vl _ |(¢’ﬁ;+1)th:q+l¢‘@k
ki (@05 ) wi ez | (e0)) wiez)]
(gi) otw) i o2) ? (2.171)
< NC O”+1 _ q{” k,q <k _
kq (o) etngiezin (o) e iezt]
avec la matrice de pondération modale @t%j’éﬂé € Mom,m définie telle que :
WD = O (riri M - K) @ < OO = ity - k. (2.172)

et faisant apparaitre les matrices de raideurs modales et de masses modales «y. L’équation Eq. (2.171)
se simplifie alors sous la forme suivante :

ﬁi+1 t r T'H—l @z
ncZopi - (O3 (™ ) 24 (2.173)

(i) (i Yo v - ) 25 ] [(00) ({ri) v - ) 02)]

On retrouve bien évidemment la propriété d’orthogonalité présentée dans 'Eq. (2.163).

La F1G. 2.10(a) illustre une matrice de corrélation MAC calculée entre deux bases distinctes de
formes propres complexes ¥’ et Ut obtenus aux vitesses de rotation successives @; et ¢;.1. Alors
que la F1G. 2.10(b) représente la matrice de corrélation proposée NC20 calculée a I’aide des éléments
propres {Ri, o, \IJ’} et {R“l, e, \Il“l} obtenus aux méme vitesses de rotation.

La notion d’écart d’ordre de grandeur entre les différents termes de la matrice de corrélation
NC20 est alors significativement mis en évidence grace aux Fic. 2.10(a) et Fic. 2.10(b). Le critére
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2.2. Equations du mouvement d’un rotor

FI1GURE 2.11 — Diagramme de %ampbell utilisant un algorithme de tri basé sur 1’ordonnance-
ment croissant des m premiéres fréquences propres (m = 10) associées a chaque vitesse de rotation
¢;. Chaque courbe représente 1’évolution de la k° plus petite fréquence propre f sur 'intervalle

[%Qﬁ;%éné], f1 (2), fa (), f3 (), fa (%), f5 (V) fo (©), fr (%), f3 (D), fo (2), fi0 (O).

de corrélation NC?0 a un comportement typiquement “binaire” trés représentatif du symbole de
 ronecker utilisé dans 'Eq. (2.169) en ce sens ou il assigne des valeurs trés proche de zéro lorsque
deux ensembles d’éléments propres non-coincidents {RZ, o, \If’} et {R“l, Chans \If“l} sont comparés.

La matrice NC20 n’est donc pas parasitée par des termes dont les valeurs ne sont pas signi-
ficativement proche de zéro ou de I'unité comme cela peut étre le cas pour la matrice MAC. En
effet, les termes de la matrice de corrélation MAC associés a des paires de formes propres complexes
non-coincidentes peuvent étre de I'ordre de 107! (0.5) alors que ceux de la matrice de corrélation
proposée NC20 associés aux mémes paires (droites), mais également aux paires gauches, ne sont
que de l'ordre de 107°.

2.2.3.3 Procédure d’appariement de formes propres complexes d’un rotor

On appelle procédure d’appariement ou “mode pairing” ou bien encore “mode tracking” la procé-
dure qui consiste & associer entre elles et par paires les formes propres de deux ensembles distincts.
Lors du tracé d’un diagramme de Fampbell, ce concept est bien siir étendu aux formes propres
complexes de la structure en rotation et permet de tracer, pour chaque forme propre complexe,
I’évolution de sa fréquence (ou pulsation) propre associée, en fonction de la vitesse de rotation.

Lorsqu’une structure posséde un comportement relativement dépendant de la vitesse de rotation
¢, comme les structures a comportement fortement gyroscopique ou celle dont les caractéristiques
des raideur ou amortissement varient notablement avec la vitesse de rotation (paliers hydrodyna-
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

w (W il
%(HZ), %(llu)
i
P \i
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m e fe s
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¢i+1

FIGURE 2.12 — Mise en évidence d’un phénoméne de croisement de modes entre les vitesses de
rotations ¢; et ¢;1. Evolutions des fréquences propres de résonance ordonnées de maniére croissante,

f5 (), fo (©), f7 (O), f5 (T), fo (%), f10 (2).

miques, effet centrifuge, etc...), ses fréquences propres présentent, par conséquent, des évolutions
fortement dépendantes de ¢ et un phénoméne appelé “croisement de modes” (“veering”) apparait.

Par ailleurs, si ’on s’intéresse & une forme propre complexe particuliére, bien que celle-ci, W},

évolue avec la vitesse de rotation é, elle conserve tout de méme, sur 'intervalle [%(ﬁl; ir_oé'ﬂ(;;]? une
enveloppe similaire. Ainsi, cela permet d’introduire la notion de famille de formes propres, tendances
de la structure a se déformer selon une forme caractérisée par le nombre de nceuds de vibration ou
de ventres de vibration d’amplitude. C’est cette particularité qui est exploitée lors de la procédure
d’appariement des formes propres complexes.

Notation 4: Bien qu’une forme propre complexe donnée \II}C évolue en fonction des vitesses de
rotation ¢;, i=1,...,n & elle est notée Wy, en référence a sa famille. Les pulsations ou fréquences
propres associées a la forme propre complexe Wy, sont notées respectivement wfpk ou f&,k et contenues
respectivement dans les vecteurs wy, € R™ ou fu, € R"$.

Si l'on se contente de tracer les suites de fréquences propres fli, k=1,...,m, pour chaque vi-
tesse de rotation gﬁi, i=1,...,n b le diagramme de ampbell obtenu est semblable & la celui tracé
F1G. 2.11, sur lequel chaque courbe représente 1’évolution de la k® plus petite fréquence propre fi
sur I'intervalle [3—7?q51; %q‘ﬁnd’]. C’est-a-dire qu’il correspond a la représentation graphique des m pre-
miéres fréquences propres fi de la structure en rotation associées a chaque vitesse qBi, 1=1,...,n e
ces m fréquences propres étant ordonnées de maniére croissante comme c’est généralement le cas
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2.2. Equations du mouvement d’un rotor

5 (H2)| R (Vi)
2+1 fH-l \‘
fz+1 g H—l \
ffo = félg AN
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fi=To, =
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FIGURE 2.13 — Mise en évidence d’'un phénomeéne de croisement de modes entre les vitesses de
rotations ¢; et ¢;41. Evolutions des fréquences propres de résonance ordonnées selon leurs formes

complexes associées, f‘ll5 ( )7 f\I/(s (<>)7 f\117 (0)7 f\Ilg (D)7 f\Ilg ( )7 f‘Illo (A‘)

dans les algorithmes de résolution de probléme aux valeurs propres.

L’inconvénient de 'ordonnancement croissant des m premiéres fréquences propres, est qu’il n’est
pas possible d’apprécier 1’évolution d’'une forme propre ¥ associée a la fréquence propre fg,, in-
formation qui peut s’avérer primordiale lorsque ’on souhaite analyser ’évolution de la déformation
dynamique de la structure. En effet, la connaissance de ’évolution d’une fréquence propre de ré-
sonance fy, associée a une forme propre ¥y (complexe ou non), permet de situer, les zones ot les
contraintes sont les plus importantes.

Le phénoméne de “wveering” est caractérisé par la situation dans laquelle, a deux vitesses d)z et
qﬁHl, la forme \Iﬂ associée a wk ne correspond pas a la forme \Il”l associée a w”l En effet, soit
la vitesse de rotation qbl et soit un tri basé sur 'ordonnancement croissant des pulsatlon propre. Si
un croisement de mode apparait, cela signifie alors que les formes \Il}C et \I/};fl appartiennent a la
méme famille et que par conséquent, les formes ‘~IJ§€ 4 et \I/}:l appartiennent également & une méme
autre famille. Ainsi, sur 'intervalle [gzbz, qz'ml], les pulsations wy, et wy,,, associées respectivement
aux formes ¥y et Wy, ont les valeurs suivantes :

wfI/Z/:l [wmw;c:ll] et w‘i/;c+1 [w£+17wlic+l]- (2.174)

La F1G. 2.12 met en évidence une situation de croisements de modes localisés entre les vitesses
de rotation ¢; et ¢;41. Elle représente 1’évolution de la 5¢ & la 10¢ fréquences propres d’une struc-
ture tournante sur l'intervalle [qbz, ¢i+1]. Les parties réelles R (\II}C) et 9%(\11?1) des formes propres
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

propres complexes associées ont été tracées aux vitesses de rotation ¢; et ¢;,1.
On distingue clairement les phénoménes de “wveering” entre, par exemple :

~ les familles associées aux 6° et 7° modes : les formes propres complexes Wil et Wirl
associées aux fréquences propres f§+1 et f%“ correspondent aux formes W7 et Wg, associées
aux 7¢ et 6° fréquences propres f7 et f§ :

N AN
VAR
/N NN

i o
VA

— les familles associées aux 8° et 10° modes : les formes propres complexes \I/?l et Uy,
associées aux fréquences f§+1 et f{gl correspondent aux formes ¥y et Wg, associées aux fré-
quences propres fq et f§ :

1 //
R (i)

N

— les familles associées aux 9° et 10° modes : les formes propres complexes \Ifg“l et \Iﬂfgl,
associées aux fréquences f§+1 et f{gl correspondent aux formes Wi, et Wg, associées aux

fréquences propres ffo et fé :

a4

L’objectif de la procédure d’appariement des formes propres complexes est donc de classifier
les pulsations (ou fréquences) propres de résonance en fonction des familles auxquelles elles sont
associées. Le choix d’une telle méthode de tri permet d’obtenir les classifications de pulsations

propres suivantes :

wgi;l _ [wg’ wé+1] , w&/’igl _ [w%7 Wé+1:| ,

> 2 1 . . . . 1 . 3
wyt = [wh e, Wttt = [wh Wi, (2.175)
wfl;i;l _ [w’io, wgﬂ] ’ w&lilzl _ [wg wzl‘-al] ’

dont les représentations sont tracées sur la FI1G. 2.13. La procédure d’appariement utilise alors
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2.2. Equations du mouvement d’un rotor

’ Indice ‘ q ‘ \I/Z1+1 ‘ \11124—1 ‘ \I/:z;—l ‘ \I/T—l ‘ \I]?l ‘ \I]é+1 ‘ \Iﬂ7+1 ‘ \1118+1 ‘ \I/é+1 ‘ \I/zfél

; | | | Bg| | | pe S !
i | T

v | X
| X

v X

i a4 X

i | A X

4] J%* X

v | o X

0l % X

i | = X

TABLEAU 2.1 — Tableau représentant une matrice de corrélation calculée entre deux ensembles de
dix m = 10 formes propres complexes ! et U*! aux vitesses de rotation respectives ¢; et ¢;.1. Les
croix (X) situent les formes propres complexes communes.
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

les vecteurs d’indices ¢P € N, p = [i,i+ 1] définis par :

- 5 _t _ 5 ‘t
7 6
Gealo = | g et Gla=|g |- (2.176)
10 9
[ 8 | 10 |
tels que :
Wy, :w%7 VkeN, k=5,....,m, VpeN, p=[i,i+1]. (2.177)

Ainsi, identifier a chaque vitesse de rotation ¢; la forme Wy, associée une pulsation propre wy,
q=1,...,m revient a résoudre le probléme suivant :

Jrouver la matrice d’indices ¢

A A (2.178)
tel que w&,kzwzé, Vi e N, izl,...,ndj, VkeN, k=1,...,m,

avec la matrice d’indices ¢ € ///m,% (N) permettant de classifier les pulsations propres wé en fonction
de leurs formes associées ¥y, et dont l'initialisation sera effectuée en la borne supérieure de la plage
de vitesse de rotation telle que :

n;

"=k, VkeN, k=1,...,m. (2.179)

D’un point de point de vue purement qualitatif, la matrice d’indices ¢ peut étre vue comme &
un tableau a double entrée, TAB. 2.1, dont les lignes et les colonnes seraient relatives aux formes
propres complexes ¥’ et Wit! associées respectivement aux pulsations propres w’ et w'*! ordonnées
de maniére croissante.

Il serait alors aisé, en comparant les entrées du TAB. 2.1, de distinguer les paires de formes
propres complexes coincidentes en cochant, e.g. (X), les cellules concernées. La connaissance des co-
ordonnées des cellules (convention LICO) permettrait donc d’apparier les familles des formes propres
complexes du premier ensemble U & celle du second ensemble Wit

D’un point de point de vue quantitatif, la traduction numérique de ce tableau consisterait a
affecter aux cellules de coordonnées (k,q) des valeurs .7 , permettant de différencier distinctement,
d’une part, celles relatives aux situations de coincidence entre les formes propres complexes \Ilz et
\Ilf]” et d’autre part, celles associées aux situations de non-coincidence.

Une solution simple permettant 'incrémentation de la matrice d’indices ¢ consiste a utiliser, e.g.
les indicateurs de corrélation .# de formes propres définis dans la Section 2.2.3.1. 1l est toutefois
préférable d’utiliser la matrice de corrélation NC20 présentée dans la Section 2.2.3.2 dont les pro-
priétés sont particuliérement adaptées aux formes propres complexes d’une structure tournante.

En effet, selon les couples de formes propres coincidentes ou non, I'indicateur NC20 affecte des
valeurs dont les ordres de grandeurs présentent des écarts trés importants, Section 2.2.3.2. Ainsi,
I'incrémentation de la matrice ¢ peut s’effectuer de la maniére suivante :

Sh = Gmax, avec maxNc?op! (2.180)

P ooy ?
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2.2. Equations du mouvement d’un rotor

5= (Hz) ——Slope = 0.5
——Slope =1

- —— Forward Whirl
— Backward Whirl

Uy

N\ ¥y

a7
U3

N
|

3;—0@5 (tr . min_l)

FIGURE 2.14 — Diagramme de ¥ampbell (m = 10) utilisant un algorithme de tri de formes propres
complexes basé sur la matrice de corrélation NC20. Les vitesses critiques %(Z)C sont représentées par
des cercles (O). Sens de précession direct (), Sens de précession inverse ().

en associant & la k° forme \I'Za calculée a la vitesse de rotation ¢;, la ¢t .. forme propre complexe
\Ilf;ﬂlax, calculée a la vitesse de rotation ¢;41, I'indicateur de corrélation NC?0y . étant affecté d'une
valeur dont l'ordre de grandeur est relativement supérieur aux valeurs NC2Ok,q, q # Qmax de la k°
ligne.

Finalement, I'utilisation de I’Alg. 1, Annexe A.6, permet une classification des pulsations (ou fré-
quences) propres basée sur I'appariement des formes propres complexes. Cette procédure effectuée,
le diagramme de ¥ampbell précédemment tracé F1G. 2.11 devient alors celui présenté FiG. 2.14
dont les sens de précession ont été différenciés (cf. Annexe A.5.12) .

Par ailleurs, la F1G. 2.15 met en évidence 1’écart d’ordre de grandeur entre les termes extra-
diagonaux des matrices de corrélation MAC et NC?0 évaluées entre les ensembles de formes propres
complexes aux vitesses c]b2 et gbi+1, i1=1,...,n 4» pour le diagramme de ¥ampbell tracé Fic. 2.11.
La Fi1G. 2.15 présente les quantités suivantes :

2 i,i+1 3,0+1
MACk

i i m (2.181a) i i 1)’ (2.181b)

+

Eoak-enl
Q=
ol

+

_QQ

correspondant respectivement aux moyennes des termes extra-diagonaux des matrices de corrélation
NC20 et MAC. Les termes extra-diagonaux des matrices de corrélation MAC sont de 1'ordre de 107}
alors que ceux issus de la matrice de corrélation NC20 sont majoritairement de I'ordre de 1076 ce
qui milite pour utiliser un critére de corrélation basé sur des propriétés d’orthogonalité.
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

0 - o
10 E m m MACLVy'rq-H m m NCQOLV.Z]—%—I
F A Z Z m(m—1) A E Z m(m—1)
r k=1 q=1 k=1 q=1
L k#q q#k k#q q#k
A
oL A b s ard s rsb A A A 0 h e r A MMM AAAS MM A oAAAAMAAAAAMAAMAAMAAMAAMAAAAAAAS
z . .
[ it AAA A A
10-2 AAA A
A
. A
i Ny
107 £ £
C A g
[ A
1074 A
E A
L A
L A N
5L A A
107° E i i AAA
E A A A
7 Enenise 4 M
i N ot
A A M Adh
_6 L A A A A A A A
107° £ A e TN
m A A A
i . x
10-7

%(ﬁ (tr . mjn_l)

FIGURE 2.15 — Evolution de la moyenne des termes extra-diagonaux des matrices de corrélation
MAC (A) et NC?0 (4).

2.2.3.4 Détermination des vitesses critiques de rotation

La détermination des vitesses critiques de rotation consiste & rechercher les valeurs des vitesses
de rotation qui coincident, & un facteur multiplicatif prés, avec toutes les fréquences propres de la
structure tracées sur le diagramme de Fampbell.

D’une maniére générale, une excitation asynchrone est une excitation tournante, vis-a-vis du
repére (R), dont la vitesse est reliée a la vitesse de rotation de la structure par un facteur multiplicatif
seR, Eq. (A.188). Il est alors possible de représenter, sur le diagramme @ampbell, I’évolution de la
fréquence d’excitation asynchrone en fonction de la vitesse de rotation de la structure (tr . min_l)
grace a 'Eq. (2.182) suivante :

w = 5¢. (2.182)

Il advient donc s = 1 pour une excitation de type balourd.

Ainsi, la procédure d’appariement ayant été réalisée, et en se rappelant que les pulsations de
rotation de la structure sont contenues dans le vecteur ¢ € R™¢, Eq. (2.147), la procédure de recherche
des pulsations critiques de rotation revient donc & déterminer tous les indices ¢ définis par :

i=i® keN, geN, (2.183)
ou q correspond a l'indice de la ¢° pulsation critique de rotation gb'c“q coincidant avec la k¢ pulsation
propre wy, tel que :

D! = fyra. (2.184)
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2.2. Equations du mouvement d’un rotor
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FIGURE 2.16 — Mise en évidence des indices ilg’q encadrant une vitesse critique de rotation %qﬁf’q

(O). Cas particulier d’une pulsation propre wy, coincidant deux fois avec 'excitation asynchrone
de facteur s.

Lors du tracé du diagramme de ¥ampbell, les pulsations multiples 5(;'55"1 ne coincident a priori

ik,q
pas nécessairement avec les pulsations propres wflfk , si toutefois la structure présente des pulsations

-k,q -k,q
2 P . 2 4 . +1
de résonance. Elles sont généralement situées entre deux valeurs consécutives wfﬁk et wflfk comme

le montre la figure F1G. 2.16. Par conséquent, la connaissance des indices ilé’q permet d’encadrer les
valeurs ¢5? et sor? telles que :

. . . . -k,q ik.q
k,q k,q ie ie " +1
Pl € [qbilcc,q,@lg,qﬂ], (2.185a) spo? € [w\ﬁk Wy, ] (2.185Db)
En effectuant une interpolation linéaire de la courbe wy, sur 'intervalle |:¢ik,q , ¢ik,q +1] telle que :
(& c
ik,q -k,q k.q ik,q
wfﬁk ol wfﬁk . ke wflfk _ wfﬁk ) L. )
Wy, =l —7""— ¢ + w\ﬁk - (ﬁilcc,q avec ¢) [S I:Qbilcg,q y ¢i§7q+1:| . (2186)
Py ~ Dika Piea g ~ P
. oy . sk . R
La pulsation critique de rotation ¢¢'? est alors solution du systéme Eq. (2.187) :
.k,q Jk,q Jk,q k,q
wfl,ck +1—(.4)\L1/Ck . ilcc,q w\LI/Ck +1—wfpck .
e yonpeyunl KOt Tl Py ol Lot
igd+1 Tigd igd+1 Tigd (2.187)
w = s¢
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle
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FIGURE 2.17 — Repérage de vitesses critiques de rotation (O) sur un diagramme de % ampbell,
induites par une excitation asynchrone de facteur s.

Il vient alors :

ika gk
-k,q Wy —Wy .
wzc _ k _—k Qs b
Uy, - ika

g ¢i’§*‘1+1_¢i’§’q

¢’ = Ty (2.188a) Wl = 5Pk (2.188b)
o w\l,ck —w\I,ck
¢i§’q+17¢i’§’q

11 suffit alors de multiplier la pulsation critique de rotation d)qu par un facteur ir—o pour obtenir la

vitesse critique de rotation exprimée en tr-min~!. Une procédure de recherche des vitesses critiques
de rotation est proposée dans I’Alg. 2, Annexe A.7, et permet de repérer toutes les vitesses critiques
de rotation d’une structure, F1G. 2.17.

2.2.4 Détermination de la réponse forcée d’un rotor par projection modale

La détermination d’une réponse forcée d’un rotor consiste a résoudre 'Eq. (A.232). Différents
types d’excitation sont considérés ci-aprés : balourd, force asynchrone et force harmonique.
2.2.4.1 Force synchrone de balourd

En considérant les efforts généralisés .7, Z € R™ de Eq. (A.186) appliqués a toute la structure,
I'Eq. (A.232) devient donc :

vp (1) +1 () p (1) +rp () = fi cos (¢t) + f5 sin (¢t), (2.189)
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2.2. Equations du mouvement d’un rotor

avec les vecteurs d’efforts modaux f;, f; € R™ définis tels que :
fi=0"7;, (2.190a) fi =o' 7L (2.190b)
Les solutions de 'Eq. (2.189) sont de la forme :
p(t)=2; ((;5) cos (dnf) +2; ((;5) sin (qz.St), (2.191)

avec 2 (qf)), 2; (gb) € R™. En substituant 'Eq. (2.191) dans 'Eq. (2.189) et en identifiant les
facteurs de cos (qbt) et sin (gﬁt), il vient alors :

A
0@ w-vd |\ 2t )7\ 5 ) (2.192)

Le systéme de I'Eq. (2.192) est résolu pour une vitesse de rotation gb donnée afin de déterminer

les valeurs des 2} (qb) et 2§ ((b) Les Eq. (2.191) et Eq. (2.103) permettent d’exprimer le vecteur
des degrés de liberté § (), tel que :

5(t)=2[2 ((;5) cos (cbt) +2 (ng) sin ((;St)] . (2.193)

2.2.4.2 Force asynchrone

En considérant les efforts généralisés 77, Z 7, € R™, Eq. (A.189), I'Eq. (A.232) s’écrit :

vp(t) +m (¢)p (t) + kp (t) = f5,cos (sét) + fo sin (sq'ﬁt) , (2.194)
avec les vecteurs d’efforts modaux f3,, fi, € R" définis tels que :
fas =7,

as?

(2.195a) fe, = dLFE,. (2.195b)
Les solutions de I'Eq. (2.194) sont de la forme :
p(t) =25, (qS) cos (sét) + 25 (sd)) sin (sd)t) , (2.196)

avec 2, (gb), 20, (gb) € R™. En substituant I'Eq. (2.196) dans 'Eq. (2.194) et en identifiant les
facteurs de cos (sq'ﬁt) et sin (sgﬁt), il vient alors :

.2 . . s B

wor(s0)” -n(0)so, ( :@@“gs ) = ( as ) (2.197)
77((15) s¢ K—7(8¢) as fas

Le systéme de I'Eq. (2.197) est résolu pour une vitesse de rotation ¢ donnée afin de déterminer

les valeurs des 2. (Sgb) et 25, (sqb) Les Eq. (2.196) et Eq. (2.103) permettent d’exprimer le vecteur
des degrés de liberté § (), tel que :

5 (t) = ®[25, (s¢) cos (ot) + 25, (o) sin (s¢t)]. (2.198)

2.2.4.3 Force harmonique de direction fixe

En considérant les efforts généralisés %, F; e R™, Eq. (A.192), 'Eq. (A.232) devient :

B (t) + 1 (0) 5 (8) + kp (1) = fi cos (wnt) + fi sin (wnt) , (2.199)
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CHAPITRE 2. Modélisation structurelle

avec les vecteurs d’efforts modaux f;, f; € R™ définis tels que :
fi=0"7;, (2.200a) fr = OL.FL. (2.200Db)

Les solutions de I'Eq. (2.199) sont de la forme :
p(t) =25 (wp) cos (wpt) + 27 (wp,) sin (wpt) , (2.201)

avec 2} (wp), 25 (wp) € R™. En substituant 'Eq. (2.196) dans I'Eq. (2.194) et en identifiant les
facteurs de cos (wpt) et sin (wpt), il vient alors :

K=y —n(é)qﬁ](a@z):(fz)
n(é)e w-w? [\ 2 ) s ) (2.202)

Le systéme de ’'Eq. (2.202) est résolu pour une de rotation wy donnée afin de déterminer les
valeurs des 2} (wp,) et 25 (wp,). Les Eq. (2.196) et Eq. (2.103) permettent d’exprimer le vecteur des
degrés de liberté 0 (t), tel que :

d(t) =P[2} (wn)cos (wht) + 25 (wp) sin (wpt)]. (2.203)

2.3 Conclusion

Les équations régissant la dynamique d’un rotor en présence de cisaillement ont été présentées
grace aux énergies cinétiques et de déformations auxquelles ont été appliquées les équations de
Lagrange.

Les approximations considérées en annexe ont permis d’établir qu’il y avait coincidence entre
les angles d’&uler, utilisés dans ’expression des énergies cinétiques des arbres et disques, et ceux
permettant d’orienter les rotations de section droite d’une poutre de .7imoshenko dans I’espace. A
la lumiére de ces approximations, le repére tournant & pu étre introduit afin de calculer I’énergie de
déformation.

Enfin, un critére de corrélation originale été proposé pour tracer des diagrammes de € ampbell.
Tenant compte des propriétés de bi-orthogonalité des formes propres gauches et droite d’un systéme
dissipatif en rotation, ce critére facilite grandement ’appariement des formes propres complexes,
sur la plage de vitesse de rotation, et plus particuliérement lorsque des phénoménes de croisement
de modes apparaissent.
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Chapitre 3

Analyses modales expérimentales

Un nombre conséquent d’analyses modales expérimentales ont été réa-
lisées sur des structures a échelle industrielle : une analyse modale
de type réponses harmonique forcée réalisée en laboratoire, ou de type
réponse impulsionnelle réalisées sur le site industriel du constructeur
sur des rotors feuilletés, un rotor de palier magnétique ou bien encore
une portion d’arbre. Les résultats expérimentaur constituent une base
de domnées qui sera utilisée pour identifier les propriétés constitutives
des composants d’un rotor feuilleté et principalement de l’empilement
de toles.
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CHAPITRE 3. Analyses modales expérimentales

3.1 Objectifs et motivations

UJOURD’HUI, il est habituel que les analyses modales expérimentales fassent partie intégrante
A du processus de fabrication et de qualification d’un produit industriel, car elles sont un moyen
rapide, voire économique, pour obtenir les caractéristiques dynamiques de structures. Ainsi, les ana-
lyses sont réalisées sur tout ou partie des rotors MGV a ’arrét montés de telle facon & assurer des
conditions aux limites de type libre-libre.

Les données mesurées alimentent une procédure d’identification qui permet la détermination des
propriétés constitutives des empilements de toles et des portions d’arbres.

Différentes gammes de rotors feuilletés de méme architecture sont analysées, car I'objectif ci-
blé et décrit dans le Chapitre 4, est d’établir des lois des propriétés constitutives qui intégrent les
variabilités des géométries, du nombre de tdles magnétiques, des pré-charges imposées par les ap-
plications industrielles visées. Ces analyses ont été réalisées sur un échantillon d’une trentaine de
rotors MGV.

Les essais de type réponse harmonique forcée ont été pratiqués au laboratoire LamMcCos de I'INSA
de Lyon alors que ceux de type réponse impulsionnelle sur le site de production de CONVERTEAM,
%hampigneulles.

3.2 Rotor feuilleté : réponse harmonique forcée

L’analyse modale expérimentale porte sur un prototype de rotor MGV feuilleté dont les taille et
masse sont respectivement de 1.14 m et 235 kg, TAB. 3.1.

' Elingue
| Souple

Anneau

“Pushrod”’

o

Mandrin Capteur de ’
Force

(a) Dispositif de suspension d’un rotor. (b) Capteur de force.

FIGURE 3.1 — Vue d’ensemble du rotor MGV feuilleté
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3.2. Rotor feuilleté : réponse harmonique forcée

\
/ Anneaux
Magnétique de Court-
Circuit

= /,P()i“t N62

(a) Point N°1 : Coté opposée cone. (b) Masse Magnétique. (c) Point N°62 : Coté cone.

FIGURE 3.2 — Discrétisation spatiale de la structure.

3.2.1 Dispositif expérimental

Le rotor est suspendu verticalement a son extrémité par une élingue souple et un anneau oscillant
afin d’assurer un découplage maximal entre le rotor et son environnement extérieur, F1G. 3.1(a). Le
maillage expérimental est une génératrice axiale discrétisée en 62 points de mesure, FI1G. 3.2.

3.2.2 Modélisation des conditions aux limites

Les conditions aux limites expérimentales sont proches des conditions aux limites libre-libre.
Elles sont modélisées en ajoutant des termes de faible raideur transversale appliqués aux nceuds
extrémes du rotor, Eq. (3.1). Ces derniers sont calculés en considérant ’ensemble constitué du rotor
massif et de I'élingue souple (de masse négligeable) comme un double pendule, F1G. 3.3. Aprés
application du théoréme du déplacement unité [35], les raideurs transversales s’écrivent donc :

mrgzg

_Mmyg e A A S
(L% + ZGLC) ’

ke = Le 5 (3.1&) kl

(3.1b)

avec k; la raideur transversale & ’extrémité libre du rotor, k. la raideur transversale au niveau de
I’élingue souple, m, la masse totale du rotor, g ’accélération de la pesanteur, L, la longueur du
rotor, zg le centre de masse du rotor et L. la longueur de 1’élingue souple. Les caractéristiques
géométriques du rotor feuilleté sont définies dans le TAB. 3.1.

P

Masse, m,. 235
Longueur, L, 1.14 m
Longueur, L, 0.50 m
Centre de masse, zg 0.64 m
Raideur transversale, k. 9.08-10> N.m™!
Raideur transversale, k; 4.62-10%3 N.-m™!

g

TABLEAU 3.1 — Caractéristiques géométriques et inertielles du rotor suspendu.
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CHAPITRE 3. Analyses modales expérimentales

K

FI1GURE 3.3 — Approximation cinématique relative au dispositif de suspension du rotor.

3.2.3 Protocole de mesure

Le rotor est préalablement excité latéralement avec un balayage sinusoidal pas-a-pas sur une
bande fréquentielle comprise entre 800 Hz et 3 200 Hz, afin d’obtenir la réponse de la structure et
de situer les fréquences que 1'on souhaite identifier. Un pot électrodynamique (ou “pot vibrant”) est
employé a cet effet (Yearing and # atson - Gwv20), FiG. 3.1(a).

L’analyse fréquentielle dépend de la bande passante des capteurs piézoélectriques utilisés et qui
est de 3 kHz. La réponse du rotor est fournie par trois accélérométres équirépartis sur la géométrie
du rotor (DYTRAN - 31274, & électronique incorporée) et un capteur de force dynamique piézoélec-
trique (DYTRAN - 1051V, & électronique incorporée), FIG. 3.1(b). La chaine de mesure est classique,
Fic. 3.4.

Apreés avoir repéré les modes de vibration identifiables sur la plage fréquentielle disponible,
F1a. 3.5, la structure est excitée sur des plages fréquentielles plus restreintes, e.g. ~ 50 Hz, encadrant
chaque fréquence de résonance préalablement identifiée.

3.2.4 Dimensionnement de la liaison structure-pot électrodynamique

Compte tenu de la gamme étendue de I'analyse modale, une attention doit étre portée sur le
dimensionnement des éléments de liaison. La liaison entre la structure et le pot électrodynamique,
appelée communément “push-rod”, est un axe élancé en acier, e.q. “corde a piano”, de faible diamétre,
i.e. ~1.3 mm, F1G. 3.1(b). Sa fonction est de restituer le plus exactement possible a la structure la
force d’excitation générée par le pot électrodynamique.

En modélisant le “push-rod” par une poutre en conditions aux limites encastré-encastré, eclui-ci
doit étre congue de fagon & ce que son comportement dynamique ne perturbe pas la mesure, F1G. 3.6.
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3.2. Rotor feuilleté : réponse harmonique forcée

Analyseur Dynamique - LLZ—%LS YN,
ingue andow
AN T
o

LAJXMA‘ Source \/ \/ U Anneau Capteur de

2R R Oscillant Force + Colle

~ + Pastille
Amplificateur

'

Pot Vibrant
+ “Pushrod”
Accélérometres
+ Cire d’Abeille
Oscilloscope Alimentation Rotor
Suspendu
o AN

FI1GURE 3.4 — Schéma de la chaine d’acquisition classique employée.
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FIGURE 3.5 — Fonction de transfert (mobilité dynamique) mesurée au point N°61.
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CHAPITRE 3. Analyses modales expérimentales

1
1
Capteur )
Colle de Force lP ) ~115 N

\ (Ep"op’sp)

~ Encastré ~ Encastré
. Mandrin
Pastille

Rotor I Pot
Electrodynamique

FIGURE 3.6 — Fixation d’un pushrod entre la structure et le pot électrodynamique.

Ainsi, prendre en compte les fréquences propres longitudinales et de flexion du “ push-rod” conduit
a une longueur de maximale de 78 mm. Dans cette configuration, la premiére fréquence de vibration
longitudinale est de I'ordre de 30 kHz ce qui est d’ordre trés supérieur a la plage fréquentielle de
mesure.

3.2.5 Influence de la masse d’un accélérométre

La géométrie de ce rotor présente des variations trés importantes, e.g. diamétres variant de 20
mm & 246 mm, et la masse d’'un seul accélérométre, e.g.~ 50 g, a modifié localement la structure
lorsque celui-ci était placée sur sa partie conique, comme lillustre la FiG. 3.7. L’influence de la
masse additionnelle apportée par l'accélérométre a, par conséquent, légérement décalé les pics de
résonance des fonctions de transfert mesurées (~ 4%) sur la partie conique de la structure.

3.2.6 Fréquences et formes propres expérimentales

L’analyse des fonctions de transfert, mesurées en chacun des points du maillage expérimental,
permet d’obtenir les fréquences de résonance ainsi que les amplitudes relatives de chacun des points
fournissant ainsi les formes propres expérimentales tracées, F1G. 3.8.

Ainsi, chaque forme propre a été reconstruite en considérant les amplitudes maximales de la
partie imaginaire des fonctions de transfert mesurées. Les fréquences propres ont été identifiées a
partir des fonctions de transfert qui n’ont pas été mesurées sur la partie conique du rotor.
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3.2. Rotor feuilleté : réponse harmonique forcée
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FIGURE 3.7 — Influence du déplacement d’un accélérométre sur la dynamique du rotor suspendu.
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FIGURE 3.8 — Quatre premiéres formes propres expérimentales ¢1 & @4.
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CHAPITRE 3. Analyses modales expérimentales

3.3 Rotor feuilleté : réponse impulsionnelle

L’analyse modale expérimentale, réalisée au marteau de choc, porte sur un rotor MGV feuilleté
dont les tailles et masse sont respectivement d’environ 1.98 m et 778 kg et suspendu comme pré-
cédemment. Le maillage expérimental comporte 106 points de mesure sur une génératrice axiale,
FIG. 3.9, ce qui représente une densité linéique de Pordre de 54 points - m™'. Il s’agit d’impacter la
structure successivement en ces 106 points et de réaliser au fur et & mesure des analyses spectrales.

3.3.1 Protocole de mesure

La structure est excitée a ’aide d’un marteau de choc. La plage fréquentielle de mesure comprise
entre 0 Hz et 5 kHz est échantillonnée avec un pas fréquentiel égal & 0.39 Hz. Un capteur de force
dynamique, vissé a 'extrémité du marteau, F1G. 3.10(a). Sa réponse est fournie par un accéléro-
métre piézoélectrique & électronique incorporée placé sur le point N°1 de la génératrice axiale du
rotor durant tout le protocole de mesure, F1G. 3.10(c).

Un cycle du protocole de mesure consiste a acquérir les signaux fréquentiels d’accélération et
force a 'aide d’un analyseur dynamique qui délivre le rapport de ces deux signaux : fonction de
transfert ou mobilité dynamique.

fden TER

é
g
L
b

(a) Portion d’arbre. (b) Masse Magnétique. (c¢) Portion d’arbre libre.

FIGURE 3.9 — Dispositif de suspension et maillage expérimental.

Accélérometre

Embase a0
.

L

Marteau des.
Choc¢ By

(a) Capteur de force dynamique. (b) Accéléromeétre et son embase en (c) Accélérometre positionné.
plastique.

FiGURE 3.10 — Instrumentation.
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3.3. Rotor feuilleté : réponse impulsionnelle

Analyseur Dynamique

MAM ] Elm ue
% Anneau
_— Oscillant
Accéléromeétre
+ Cire d’AbeilIe\
\ Marteau
de Choc
Rotor
Suspendu

FIGURE 3.11 — Synopsis de la chaine de mesure.

Le protocole de mesure s’achéve alors lorsque les fonctions de transfert de tous les points de la
génératrice axiale ont été mesurées, c’est-a-dire lorsqu’un impact aura été effectué successivement
sur tous les points de la génératrice axiale. La F1G. 3.11 détaille la boucle de mesure classique
utilisée lors de cet essai.

3.3.2 Positionnement optimal d’un accélérométre

La position de I'accélérométre, le long de la génératrice du rotor, doit étre choisie de fagon op-
timale afin que celui-ci soit sensible globalement & tous les modes de vibration que ’on souhaite
identifier. Cette position doit correspondre & un point de la structure pour lequel les amplitudes des
formes propres (aprés une quelconque normalisation) que 1’on souhaite identifier soient maximales
en moyennes, mais dont les valeurs soient les plus proches possibles. Il est donc nécessaire de tra-
duire mathématiquement ce critére.

Soit ® € ., la matrice des m formes propres expérimentales ¢j, composées chacune de r
points. On définit alors le critére estimé pour chaque point r tel que :

D1
to = ke, (32)

q>'r,1mm

comme étant le rapport entre la moyenne <f’mmm et la variance O‘ér Cm des m amplitudes des formes
propres au point r, définies tels que :

S (o), -8 )’ (3.30)

® : Em: (k). | (3.3a) :
=— ) .3a o2 =—
rl.m m = k) D, 1. m =

Cela revient donc a résoudre le probléme suivant :

*

T rouver 'indice r

(3.4)
tel que max~y,, VrelN,
r*elN

ou (¢ ), est 'amplitude de la k° forme propre ¢y, au point 7. Ainsi, il est possible de déterminer une
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FIGURE 3.12 — Positionnement optimal de I'accélérométre en z,» en fonction du
points de mesures (®).

position axiale optimale .+, telle qu’en ce point, la moyenne des amplitudes modales soit maximale
et 'écart type minimal, de sorte que le rapport de ces deux quantités soit maximal en la position
optimale. La recherche de cette position a été effectuée a 'aide des dix premiéres formes propres
obtenues lors de cette essai, F1G. 3.14(a) a F1G. 3.14(j). La position optimale obtenue coincide avec
le point N°1. Cette information pourra étre utilisée a posteriori lors d’analyses modales ultérieures

qui seront réalisées sur ce rotor.
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du maillage expérimental.
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3.3. Rotor feuilleté : réponse impulsionnelle

3.3.3 Fréquences et formes propres expérimentales

Les fonctions de transfert établies avec 106 impacts effectués aux 106 points du maillage ex-
périmental donnent les fréquences et formes propres expérimentales, F1G. 3.13. Les dix premiéres
formes et fréquences propres de flexion du rotor sont extraites et présentées dans les Fia. 3.14(a) a

F1c. 3.14(j).
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FIGURE 3.14 — Formes propres expérimentales 1 a ¢19.
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CHAPITRE 3. Analyses modales expérimentales

3.4 Rotor de palier magnétique actif : réponse impulsionnelle

Les rotors de paliers magnétiques actif (rotor PMA) sont les éléments principaux du dispositif
de suspension d’un rotor. Ils sont principalement constitués d’un empilement de téles magnétiques
annulaires frettées, a chaud, sur les portions d’arbre du rotor feuilleté. En revanche, pour des
raisons de transportabilité, ’empilement est maintenu dans un tube aux extrémités duquel fourreau
et entretoise le maintiennent légérement précontraint, F1G. 3.15(a).

Leurs dimensions caractéristiques leur conférent un rapport diamétre sur longueur de 'ordre de
I'unité. Ils ajoutent ainsi une rigidité supplémentaire non négligeable au rotor et ne peuvent étre
modélisés par des masses et inerties discrétes.

Cette section présente ’analyse modale expérimentale réalisée avec une réponse impulsionnelle
pour déterminer les premiéres formes et fréquences propres du rotor PMA, lesquelles permettront
d’identifier les propriétés constitutives de 'empilement de toles magnétiques annulaires dont il est
constitué.

3.4.1 Dispositif expérimental

Pour assurer un découplage maximal entre le rotor PMA et son environnement extérieur, celui-ci
est placé sur un tapis en élastomeére surmonté d’une épaisseur de mousse, F1G. 3.15(b). Cette base
base de trés faible rigidité, vis-a-vis de sa propre rigidité, assure une condition aux limites libre-libre.

3.4.2 Discrétisation spatiale du rotor PMA

Le rotor PMA est discrétisé selon quatorze génératrices axiales et neuf génératrices radiales. Il y
a donc 9 x 14 = 126 points de mesure, FIG. 3.15(c).

3.4.3 Protocole de mesure

La structure est excitée a I’aide d’un marteau de choc et la plage fréquentielle de mesure se situe
entre 0 Hz et 5 kHz échantillonnée avec un pas fréquentiel égal a 0.39 Hz.

- . -/\ = - ) B n ’ . 1L \
= . Toles ‘ . - ‘ 1% Accélérometre

<" Magnétiques
__Entretoise

Génératrice
Axiale

_ Fourreau

Elastomeére

(a) Vue d’ensemble. (b) Dispositif de suspension. (c) Capteurs et discrétisation expéri-
mentale.

FIGURE 3.15 — Suspension, capteurs et maillage expérimental. Les génératrices axiales sont repré-
sentées en vert (——) et radiales en rouge (——).
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3.4. Rotor de palier magnétique actif : réponse impulsionnelle
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FIGURE 3.16 — Accélérances mesurées en différents points du rotor PMA.

Le protocole de mesure est identique a celui présenté en Section 3.3 et s’achéve lorsque les
accélérances établies avec les 126 impacts effectués aux 126 points du maillage expérimental ont été
mesurées. La F1G. 3.11 détaille la boucle de mesure compléte utilisée lors de cet analyse modale.

3.4.4 Extraction modale

L’analyse des fonctions de transfert, tracées sur la FI1G. 3.16, et mesurées en chacun des points
de la structure discrétisée, i.e. N°1 & N°126, permet d’obtenir les fréquences et les formes propres
expérimentales.

Chaque forme propre expérimentale a été reconstruite en considérant les amplitudes de la partie
imaginaire des fonctions de transfert mesurées en chacune des fréquences de résonance. Le TAB. 3.2
présente les douze premiers formes propres expérimentales. Les formes propres mesurées sont assez
similaires aux formes propres tridimensionnels d’un cylindre creux a paroi mince. Ainsi, il est pos-
sible de les trier en utilisant la classification suivante [61] :

— A. Les formes propres purement radiales : Le mouvement est purement radial et le cy-
lindre conserve une géométrie de section droite constante sur sa longueur. Les sections droites
restent planes et normales a ’axe de évolution du cylindre.

— B. Les formes propres de cisaillement radial avec mouvements radiaux : Le cylindre
ne conserve pas une géométrie de section droite constante sur sa longueur comme pour les
formes propres précédemment décrites. Les sections droites ne restent pas planes, les généra-
trices axiales ne restent pas paralléles entre elles et ne restent pas rectilignes.
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CHAPITRE 3. Analyses modales expérimentales

— C. Les formes propres globales : Il y a similarité avec les formes propres de vibration d’une
poutre en flexion, torsion ou traction compression. Dans notre cas, seuls les formes propres
de flexion transversale ont pu étre excitées.

Dans le tableau TAB. 3.2, p représente 'ordre du mode dans la direction circonférentielle, le
nombre de rayons nodaux du p® mode étant égal a 2p; ¢ est 'ordre du mode dans la direction axiale
(axe de révolution du rotor PMA), et le nombre de sections droites nodales du ¢ mode est égal a q.

Formes Propres Catégorie p ¢ Fréquence (Hz), f

A 10 945

A 10 951

B 1 1 1195

B 1 1 1200

A 3 0 2389

>
w
o

2393
B 3 1 2930

B 3 1 2052

B 1 2 3607

B 1 2 3638

A4 c 0 1 3779
3800

Q0C0QOQUCOO L

VUMV PNOIDLAGS
| |

TABLEAU 3.2 — Valeurs expérimentales des douze premiéres fréquences propres et classification des
formes propres expérimentales d’un rotor PMA
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Chapitre 4

Identification des propriétés constitutives
des éléments d’un rotor feuilleté

Dans un premier temps, des normes d’erreur modales sont définies en
se basant notamment sur les propriétés de la matrice de corrélation
MAC entre des paires de formes propres mesurées et calculées. Celles-
ci permettent de traduire [’écart entre quantités modales mesurées et
calculées et sont incluses dans une fonctionnelle multi-objectifs. Dans
un second temps, des fonctionnelles originales proposées sont basées
sur un quotient de Zayleigh hybride issu de méthodes de réduction
de Guyan ou de Craig & FBampton. D’autres fonctionnelles basées
sur des méthodes d’expansion de 4 uyan ou SEREP sont présentées en
annezxe. Toutes les fonctionnelles proposées ont été éprouvées dans di-
verses applications industrielles dans le but d’identifier des propriétés
constitutives de structures réelles : empilement de téles magnétiques,
portions d’arbre, rotor de palier magnétique. Finalement, la derniére
section de ce chapitre est consacrée a l’analyse des propriétés consti-
tutives identifiées sur un échantillon d’environ trente rotors feuille-
tés. Propriétés géométriques et mécaniques de la masse magnétique
ont permis d’établir des modéles prédictifs des modules d’% oung et de
€ oulomb de 'empilement de tdles.
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4.1. Généralités et objectifs

4.1 Généralités et objectifs

ANS une procédure d’identification mixte numérique-expérimentale, il s’agit d’abord de définir
D les paramétres a identifier, et les quantités d’intérét, grandeurs vis-a-vis desquelles on souhaite
identifier ces paramétres et qui permettent la définition d’une fonctionnelle.

Il est ensuite nécessaire d’utiliser une méthode d’optimisation afin de faire tendre les paramétres
a identifier d’'un modéle numérique, “non inversible”, vers les valeurs cibles (ou de références) que
représentent les données expérimentales. Le terme “non inversible” est employé dans le sens ot ’ob-
tention d’une solution optimale ne consiste pas en la simple inversion d’'un systéme matriciel ou la
résolution analytique d’'une équation. La méthode d’optimisation a donc une importance capitale
dans la qualité d’identification des paramétres.

Le processus d’optimisation consiste en la minimisation itérative d’une fonctionnelle définis-
sant I’écart entre les quantités d’intérét mesurées et calculées provenant d’un modéle. Le choix des
quantités d’intérét s’est porté sur les quantités modales, i.e. pulsations et formes propres. Les
fonctionnelles définies dans ce chapitre sont du type moindres carrés, c’est-a-dire qu’elle sont issues
d’une somme de termes quadratiques appellés normes d’erreur modales ou estimateurs d’erreur
modal. Pour étre les plus efficaces possible, elles doivent satisfaire les conditions suivantes :

— Sensibilité : pour garantir une excellente précision d’identification, les fonctionnelles doivent
étre suffisamment sensibles a ’ensemble des paramétres a identifier.

— Robustesse : les normes d’erreur utilisées doivent étre convexes et ne posséder qu'un seul
et unique minimum local dans une large plage de paramétres. Ceci garantit le bon déroule-
ment de la procédure d’optimisation indépendamment de I’estimation initiale des paramétres
a identifier.

— Précision : au voisinage des paramétres optimaux, les fonctionnelles doivent converger vers
zéro et I'erreur résiduelle ne doit pas provenir d’effets de troncature numérique ou d’approxi-
mation dans le calcul de ces fonctions, mais uniquement des incertitudes expérimentales.

En paralléle, ’algorithme de minimisation doit satisfaire autant que possible les critéres suivants :

— Rapidité : & chaque itération, un probléme aux valeurs propres qui peut étre cotiteux en
temps CPU est résolu. Pour des raisons de productivité dans le cadre d’une application in-
dustrielle, 'algorithme doit converger rapidement surtout lors des premiéres itérations pour
diriger les paramétres dans la bonne plage mais aussi lors des derniéres pour fixer les derniers
pourcentages des parameétres.

— Robustesse : afin d’assurer une convergence vers la solution optimale quelle que soit 'es-
timation des paramétres initiaux, l'algorithme d’optimisation doit également étre robuste,
notamment lors les premiéres itérations.

— Précision : la précision de 'estimation finale des paramétres conditionne 'efficacité de 1'iden-
tification. Or, 'erreur résiduelle est conditionnée par la précision des mesures et du modéle,
mais aussi par la tolérance de convergence spécifiée a l’algorithme. Dans les applications pra-
tiques, celle-ci est souvent fixée de telle maniére & obtenir une précision suffisante et un temps
CPU acceptable. La rapidité de convergence influence alors la précision de l'identification.

La démarche suivie pour développer les fonctionnelles et mettre au point I’algorithme d’optimi-
sation est caractérisée par les points suivants :
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CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

1. Définition d’un ensemble de fonctionnelles possibles se basant sur les normes couramment
utilisées en analyse modale.

2. Etude paramétrique par éléments finis sur des rotors de référence afin d’identifier la robustesse
et la sensibilité des normes d’erreur proposées.

3. Définition d’une norme d’erreur globale comme combinaison des normes d’erreur modales sé-
lectionnées.

4. Analyse, choix et implantation d’un type d’algorithme d’optimisation correspondant aux be-
soins.

5. Choix et implantation d’'une méthode pour le calcul des gradients de la fonctionnelle & mini-
miser.

Remarque 9: La modélisation des rotors feuilletés suppose, bien entendu, 1'utilisation des ma-
trices élémentaires définies dans la section Section 2.1 lorsqu’une quelconque réponse souhaite étre
déterminée. En revanche, dans les procédures d’identification présentées dans ce chapitre, les rotors
feuilletés sont modélisés dans un seul plan, e.g. {yGz}, car les analyses modales expérimentales ont
été effectuées dans un unique plan.

4.2 Distributions des propriétés constitutives

Soit un rotor feuilleté discrétisé en N, éléments finis 7, comprenant ng degrés de liberté inclus
dans ’ensemble ¥, Chapitre B. L’union de tous les éléments finis J#; du maillage est compris dans
le domaine 2 tel que :

Ne
0= (4.1)

e=1
L’objectif de la procédure d’identification mixte numérique-expérimentale consiste a déterminer
les propriétés constitutives de 'empilement de téles magnétiques.

On se place dans un cadre général ou ’'on suppose une distribution de propriétés constitutives,
strictement positive, définie par une suite {xp}pzl...n , Tp € R** répartie le long de 'empilement sur
h sous-domaines 2, du modéle éléments finis telle que :

{z} ={x1,...,2p,...,zn}, m=3h, VhelN. (4.2)

Comme illustré F1G. 4.1, 'empilement de toéles magnétiques est donc représenté par le domaine
Q,, union des h sous-domaines ). tel que :

h
Q= U . (4.3)
k=1

La suite définie par ’'Eq. (4.2) peut également s’écrire sous la forme suivante de maniére a faire
intervenir les propriétés constitutives :

{l’}:{El,Gl,Ul,...,Ek,Gk,Uk,...,Eh,Gh,Uh}, VhEN, (4.4)

74 Guillaume Mogenier
Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/vpuiiblication/2011I1SAL0030/these.pdf
© [G. Mogenier], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



4.2. Distributions des propriétés constitutives
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FIGURE 4.1 — Définition d’un sous-domaine sur la masse magnétique discrétisée.

ou les variables d’optimisation relatives au k® sous-domaine {2 sont définies par le triplet suivant,
Vell,...,h]:

Ey = 2352, (4.5a) Gk = T3k-1, (4.5b) Vg = T3k, (4.5¢)

avec Fy, G et v respectivement les modules d’% oung, de ¥oulomb et coefficient de Hoisson du
sous-domaine €.

Un sous-domaine €2 est alors défini comme une suite d’éléments finis contigus du modéle élé-
ments finis de la structure telle que :

K
j=(6r1)+21 na,
P

TLQk
Qk-= Ue%/ k—1 = U ﬂf/j, Vk}=1,...,h, (46)
e=1 (ei-1)+ ¥ nq +e k-1
=1 j=ei+ ¥ na;
j=1

ou e; est I'indice du premier élément-fini du domaine 2, et ng, est le nombre d’éléments finis
d’un sous-domaine 2, FI1G. 4.1. En considérant ng, constant pour chaque sous-domaine €2, tel que
ng, =nq, Vk=1,...,h, il vient alors :

noh=eyp—e; +1, (4.7)

ol ey est I'indice du dernier élément-fini du domaine €2, FIG. 4.1.
Le nombre h de sous-domaines €2, est a priori arbitraire. Ainsi, afin de mettre en évidence une
certaine variabilité des distributions identifiées, la Section 4.3.9 présente une procédure d’identifi-
cation réalisée sur un rotor feuilleté pour lequel I’empilement de toles magnétiques a été divisé en

un nombre variable de de sous-domaines h.

Par ailleurs, une distribution uniforme des propriétés constitutives le long de ’empilement sera
définie par h =1, i.e. un unique sous-domaine (cf. Section 4.4 et Section 4.5).
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CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

4.3 Une fonctionnelle multi-objectifs

4.3.1 Introduction

Les normes (ou estimateur) d’erreur modales doivent étre construites non seulement sur les pul-
sations propres mesurées et calculées, i.e. ©, w € R™, ot m est le nombre de modes considérés, mais
aussi sur les formes propres associées.

Dans [62], il est utilisé une norme d’erreur modale classique basée sur les pulsations propres afin
d’identifier les propriétés constitutives d’une plaque composée de composite stratifié. Dans [63; 64],
les auteurs minimisent une fonctionnelle utilisant la matrice de sensibilité d’un modéle afin d’identi-
fier les propriétés constitutives d’un matériau feuilleté. Dans [65], les propriétés du matériau utilisé
dans la construction d’un barrage sont identifiées a partir d’une norme d’erreur modal basée sur la
différence entre les composantes des formes propres mesurées et celles prédites par un modéle. Les
auteurs de [66; 67| proposent 1'utilisation du critére de corrélation MAC (Modal Assurance Criterion)
dans la définition de normes d’erreur modales, e.g. une premiére basée sur les termes diagonaux et
une seconde basée sur les termes extra-diagonaux de la matrice MAC, pour identifier les propriétés
constitutives de plaques fabriquées en matériau composite. En revanche, cette méthode a I'inconvé-
nient de nécessiter des coeflicients de pondération pour chaque norme d’erreur.

Ainsi, se baser sur des normes d’erreur modales ayant fait leurs preuves dans ces domaines as-
sure d’obtenir des fonctions d’erreur de qualité. Aussi certaines possibilités plus originales, [66], sont
également présentées ici dans le but d’augmenter encore la sensibilité de la méthode d’identification
aux parameétres constitutifs les moins influents, e.g. coefficient de Foisson ou module de oulomb.

Les données modales que l'algorithme d’optimisation aura & sa disposition pour chaque mode
k, k=1,...,m a l'itération ¢ sont les suivantes :

— Les pulsations propres mesurées (référence) wy, € R et calculées a l'itération 4, i.e. wj, = wy, (xl) €
R ot & représente le vecteur des paramétres d’optimisation a l’itération 1.

— Les formes propres mesurées ¢ et calculées a 'itération i, i.e. go}; = cp}'g ($’) e R™.

Remarque 10: Les maillages numériques et expérimentaux étant rarement identiques, leurs formes
propres ne sont pas définies sur les mémes grilles et impliquent donc dim ¢ # ng. Dans un souci de
simplicité, il sera supposé, dans la Section 4.3.2, que les formes propres mesurées et calculées sont
déja projetées sur un méme maillage de référence, celui du modéle éléments finis. Seuls les degrés
de liberté correspondant aux déplacements transversaux sont retenus. On notera ns,, le nombre de
degrés de liberté transversaux du modéle éléments finis. Ainsi, la projection de la k¢ forme propre
expérimentale le méme maillage du modéle éléments finis impliquera ¢y € R™w» = @ € R™0w,

4.3.2 Normes d’erreur modales

Les formes propres expérimentales et numériques d’indice k sont supposées correspondre. La
norme d’erreur classique basée sur les écarts relatifs des pulsations propres, i.e. F*“ ¢ R™, peut
s’écrire de la maniére suivante :

. wi
Fe(a')==t-1, k=1,...,m. (4.8)
g

En analyse modale, le critére appelé MAC [56; 57| est le plus couramment utilisé pour évaluer

la qualité de formes propres mesurées ou la corrélation entre deux séries de formes propres ¢ et
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4.3. Une fonctionnelle multi-objectifs

. Les projections sont calculées a I'aide d’un produit scalaire standard, correspondant en fait a
une projection dans la norme d’une matrice identité I € ;s ns, » Eq. (2.152), telle quune de ses
composantes s’écrive :

it |
pitoi] - [2hex]

MAC (g, P) = MACy j, = [ (4.9)

ol MAC € My m.

En utilisant les propriétés de la matrice MAC, une premiére norme d’erreur modale, i.e. F'¥P ¢
R™, peut étre écrite sous la forme suivante :

FfP (2') =1-Mac (o, @), k=1,...,m. (4.10)

Par ailleurs, en vertu de la propriété des formes propres, une corrélation parfaite entre deux
ensembles de formes propres implique également que tous les termes extra-diagonaux de la matrice
MAC correspondante soient trés faibles. Une seconde norme d’erreur modale, i.e. F¥EP € R™, basée
sur la matrice MAC peut alors étre définie par :

Fee (a') = iMAC(%@k), k=1,...,m. (4.11)

q=1
q+k

Parallélement au principe de projection modale utilisé par la méthode MAC, il est également en-
visageable de mesurer ’écart entre les formes propres des ensembles ¢ et ¢ en calculant simplement
une somme pondérée des valeurs absolues des différences entre les composantes des formes propres.
Il convient alors les ensembles de formes propres soient :

— normalisés de maniére identique, en fixant par exemple la composante de valeur maximale
a 'unité, tel que :
max (i),) = max (@), k=1,....,m, (4.12)

— signés de la méme maniére tels que :

sg(gpz)rs =sg (k). ,Vrs €N, Vroe[Ling,], k=1,...,m. (4.13)

On peut alors définir une norme d’erreur, F'¥Ec € R™, basée sur les composantes des formes
propres, telle que :

N L (vh) : )
F(’DEC AV r . 7 _ r
k (33 ) 5. 24 | max (802) sg( k)rs max (&n),

Tmax

sg(Pr), |, Vrs e [1,ns, ], k=1,...,m,
,

(4.14)
avec Tmax, (), et ng, respectivement 'indice de la plus grande composante, la ¢ composante et le
nombre de composantes d’une forme propre.

4.3.3 Définition d’une fonctionnelle multi-objectifs

Au sens de la minimisation aux moindres carrés présentée en Annexe C.1.2.2, les normes d’erreur
modales, Eq. (4.8), Eq. (4.10), Eq. (4.11) et Eq. (4.14), sont utilisées pour construire la fonctionnelle
d’erreur globale f, définie dans I'Eq. (C.24), telle que :

7 (o) = kil F? («4), (4.15)

N |
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CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

avec I’ € R? définie telle que :

F(ajl) = [ o, FY (:L'Z), Qo FPP (:17’), Qppp FPPe (:17’), Qpp, FPEC (x’) ]t, (4.16)
[ FO(2) [ B (a)
Foa)= & (4.17a) FP (3') = S (4.17b)
| P (o) | F” (')
‘ B {PED (337,) A B 1‘PEc ({El)
F#eD () = S (4.18a) F#ee (2') = P (4.18b)
I FnéeLED ('%.1,) i F:;Ec (.’L’l)

Dans ce cas, g = 4m, avec m le nombre de modes expérimentaux considérés.

. . ,
Les coefficients o, o), Qpppy @y, € R pondérent 'ordre de grandeur de chacune des normes
d’erreur modales et sont utilisés pour incrémenter équitablement le vecteur F'.

Il est possible de considérer n termes stabilisateurs optionnels qui permettent d’ajouter une
composante purement linéaire au vecteur F', et donc d’imposer une convexité supplémentaire a la
fonctionnelle f tels que :

F(:L’Z) = [F (ZL'Z) ) Qs (.’L‘Z —xo)]t, (4.19)

ol a5 € R est un coefficient de pondération des termes de stabilisation et F' € R4 qui restreint la
variation des paramétres par rapport a leur estimation initiale 2°.

Un des avantages direct d’une fonctionnelle de type moindres carrés est de garantir la convexité
et le signe de la fonctionnelle d’erreur globale f, et cela indépendamment des propriétés des compo-
santes du vecteur de normes d’erreur F', rendant ainsi la méthode d’identification particuliérement
stable quand le nombre de composantes g du vecteur d’erreur est bien plus important que le nombre
n de parameétres x, & identifier.

4.3.4 Deérivation des normes d’erreur modales

L’algorithme de Zevenberg-.# arquardt, Alg. 7, Annexe C.1.3, nécessite de calculer a chaque
itération ¢, en plus du vecteur des normes d’erreur modales F', Eq. (4.16), sa matrice ¢ acobienne
J € M, par rapport aux n parameétres d’optimisation x,, p =1,...,n. Cette derniére requiert de
calculer les dérivées partielles des composantes du vecteur F' par rapport aux n paramétres d’opti-
misation x,, Annexe C.2.

Remarque 11: Par souci d’allégement du formalisme relatif & 1’écriture des différentes normes
d’erreur modales et autres éléments propres, leur dépendance en z* n’est plus précisée et I'exposant
()" est omis.

4.3.4.1 Norme d’erreur modale basée sur les pulsations propres

En dérivant I’'Eq. (4.8) par rapport & un parameétre d’optimisation x,, il vient alors :

=(Ai)%, k=1,...,m, (4.20)
Wy / Oxp

OF _i(wk _1)

Oz, Oz, \wy
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4.3. Une fonctionnelle multi-objectifs

avec

(9)%
Bxp

Owy,

9 1
Wi = Ak, (4.21a) 2. 2\

4.21b
= (4.211)

Finalement, en introduisant ’'Eq. (4.21b) dans ’'Eq. (4.20), la dérivée partielle de la k¢ compo-
sante de la norme d’erreur £, par rapport a x,, s’écrit :

OF; =l(é)(i)%, k=1,...,m. (4.22)
Oz, 2 \wy Oz,

4.3.4.2 Norme d’erreur modale basée sur la matrice MAC

La dérivation partielle de I'Eq. (4.10) conduit a I’expression de la k¢ composante de la norme

d’erreur OF¥D .
OFYP  dmac

- B), k=1,..m, 123
o1, oz, (@K, Pr) m (4.23)

ou la dérivée partielle d’une composante MAC(pgq, P ) s'écrit :

~ | Ot . 20 A 12 . d
8MAC G2 (0q, 21) - 2[2\%%\%‘;% loql® 126" - [@hen wéai‘l]
IRENE
2|0t b 0
Al 290~ 112
aaMW%m>:—%%%UM<m ~leiarlloel® oh 5er | 5t

PANEY o

4.24

Par ailleurs, la dérivée partielle de la k® composante de la norme d’erreur F¥EP s’obtient en
introduisant I’'Eq. (4.24) dans I'expression de la dérivée partielle de I'Eq. (4.11) par rapport x,, telle
que :

(¢q7¢k)’ kzl)"*ama (425)

4.3.4.3 Norme d’erreur modale basée sur I’écart entre les composantes modales

A partir de la définition suivante :

9 ()

8a:p

0ol

Oz

=sg(e) 5— (4.26)

la dérivée partielle de la k¢ composante de la norme d’erreur F¥2¢ Eq. (4.14), est donnée par la
relation suivante :

OF " 1 " (or) (ér) X
—_— S —T2T g _ A\ r g
ar, = 7on 5%\ G, B T, P

(8(90k)r 1 Sg(%)”_(%)ra(%@;m L Sg(¢k)rs)7

% Gk ) (90
(4.27)
OF7™ 1 " (2r), (Pr)r (s
T Tom T T 5% @w%ﬂwﬁs@%mm”“
0(e)y __(or)y 9(r)r,,, | 58(0r),,
Oxp (or)r,.. Ozp ( w;f)rmx ’
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FIGURE 4.2 — Modéle éléments finis utilisé pour 1’étude de sensibilité, N, = 168.

Ol T'max est I'indice de la composante maximale d’une k¢ forme propre.

4.3.5 Sensibilité des normes d’erreur modales

L’étude de la sensibilité des normes d’erreur modales par rapport aux paramétres d’optimisation
Zp, p=1,...,n, permet d’évaluer la pertinence de I'identification. Si la valeur de la sensibilité d'une
norme d’erreur modale, par rapport & un paramétre, est faible vis-a-vis des sensibilités des autres
normes d’erreurs modales, cela signifie que ce paramétre sera difficile a identifier.

Une analyse de sensibilité a été réalisée sur le modéle éléments finis de rotor feuilleté présenté
F1G. 4.2, en envisageant une distribution de propriétés constitutives F, G et v de 'empilement de
toles magnétiques, composée de h = 5 sous-domaines : €q,...,5. L’analyse concerne donc quinze
paramétres d’optimisation, i.e. n = 3h. Il est rappelé que les propriétés constitutives considérées
sont toutes indépendantes les une des autres afin de rendre compte du caractére orthotrope de

I’empilement.

Les sensibilités des différentes normes d’erreur modales sont calculées successivement en fixant
une tolérance de variation relative de paramétres a 1%. Les variations relatives x,, sont définies par

rapport & une configuration de référence arbitraire telle que :

=2 p=1,...,n, (4.28)
L0,p
avec .
1’0,(37;,2) = 2.1- 1011 (N . m72)
E - . .
To,(3i-1) m (N-m™) | VieN, Vie[l,h],
Zo,(31) 3

En considérant les huit premiers modes de flexion, i.e. m = 8, la sensibilité relative des k¢

composantes de chaque norme d’erreur modale est alors calculée par rapport & chaque paramétre
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Sensibilité

ey G
S B
w2

q N

El

B YED . PEc
(¢) Evolution des AZ’;T Jk=1,...,m. (d) Evolution des AZ’;T Jk=1,...,m.
P P

FIGURE 4.3 — Evolution des sensibilités des composantes des normes d’erreur modales basées sur
les m = 8 premiers modes et une perturbation relative de 1% des parameétres d’optimisation relatifs
z,, p=1,...,n, n=15.

x; en utilisant la relation suivante :

ko k_ _ "k (l‘p) k (CCOp)’ p=1,...,n, k=1,...,m, (4.29)
oz}, Az, x, -1

ou ( )(') représente successivement les exposants w, ©p, Ygp, YEc-

La Fi1G. 4.3 représente les sensibilités des quatre normes d’erreur modales par rapport aux pa-
rameétres d’optimisation relatifs x;. On constate que les sensibilités des composantes de toutes les
normes d’erreurs modales, par rapport au coefficient de Zoisson, sont d’ordre trés inférieur A celles
calculées par rapport au module d’# oung ou de ¥oulomb, ce qui implique que ces derniers para-
métres sont prédominants dans le comportement du rotor feuilleté. La distribution concernant le
coefficient de Hoisson sera probablement difficile a estimer.

On distingue également clairement que la sensibilité des normes d’erreur modales vis-a-vis du
modules de Foulomb de chaque sous-domaine augmente trés distinctement avec I'indice du mode,
1.e. lorsque la longueur d’onde des formes propres de flexion diminue.

4.3.6 Robustesse des normes d’erreur modales

Une étude paramétrique a été réalisée sur le méme modéle éléments finis, FI1G. 4.2, en faisant
varier les valeurs relatives des parametres d’optimisation x, p =1,...,3h de chaque sous-domaine
sur une plage de 'ordre de £30% des valeurs de référence, Eq. (4.29). La F1G. 4.4 présente I’évolution
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FIGURE 4.4 — Evolution des normes d’erreur modales (somme sur huit modes) pour des variations
de paramétres de +30% autour d’une valeur de référence. E1 : 0, Gy : O, v1 : A, By 2 v, Go 1 1,09 :
y By 0 Gg vz, By, Gy X vg s %, By o0, Gy 0 O, v 0 AL

des sommes des composantes de chaque norme d’erreur modale sur une plage de +30% des valeurs
relatives des parameétres d’optimisation zj,, et en considérant les huit premiers modes.

Celles-ci ne possédent qu’un seul et unique minimum local sur l'intervalle +30% des valeurs T,

ce qui assure la robustesse de la procédure d’optimisation indépendamment de ’estimation initiale
des paramétres a identifier. Aussi, celles-ci convergent toutes vers zéro au voisinage des paramétres
de référence x, assurant ainsi une bonne précision de la méthode d’identification car l'erreur ré-
siduelle d’identification proviendra uniquement des incertitudes expérimentales. Comme constaté
précédemment, les variations relatives du coefficient de “oisson n’engendrent guére de variations
des composantes des normes d’erreur modales, F1G. 4.4.

Cependant, on constate que la norme d’erreur modale F’ ,f EDP ne s’annule pas pour les valeurs de
référence des parameétres, ce qui est imputable au critére de corrélation MAC n’assure pas théorique-
ment la vérification des propriétés d’orthogonalités des formes propres. En effet, les formes propres
sont orthogonales entre elles dans la norme des matrices de raideur ou de masse, Eq. (2.113a) et
Eq. (2.113b). Ainsi, I'utilisation du critére MAC impliquera toujours des termes extra-diagonaux non
nuls. Ce constat est également émis par [66] qui propose de modifier 'expression de cette norme
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d’erreur modale comme suit :

Fgre (at) = 2; IMAC (g, @r) = MAC (g, )] (4.30)
s
de telle sorte que sa dérivée partielle s’exprime de la maniére suivante :
OF7Er & N . . OMAC X
o= 3 55 (MAC (124, B1) ~ MAC (b0, B1)) —5— (0, 8- (4.31)
Lp q=1 Oxy
qtk

ou BAC ost défini dans 'Eq. (4.24).

Oxy

Ainsi, en tragant 1’évolution de cette nouvelle norme d’erreur modale, pour des variations re-
latives de paramétres de 'ordre de +30% autour d’une valeur de référence, en constate que cette
norme est désormais robuste comme l'illustre la F1G. 4.5, et qu’elle posséde un seul minimum qui
annule sa valeur.

Les normes d’erreur modales ont des ordres de grandeurs différents, e.g. F* ~ 1072 F¥P ~ 1073
F#eD 100 F¥Ee ~ 101, 11 est possible d’appliquer & chacune d’elles des coefficients de pondération,
Eq. (4.16), afin de controler leurs ordres de grandeur dans le vecteur F.
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FIGURE 4.6 — Evolution des coefficients de pondération oy, (X), ), (O), apy, (2) et app, (v)
des normes d’erreur modales F*, F¥P  F¥ED F¥Ec en fonction du nombre de sous-domaines.

4.3.7 Coefficients de pondération

Les coefficients de pondération ay,, o, 0ppp et o, peuvent étre estimés en réalisant une
analyse paramétrique, comme celle présentée précédemment, sur un nombre important de modéles
différents, en considérant un nombre de sous-domaines variable. Ainsi, en établissant les moyennes
des valeurs maximales de chaque norme d’erreur modale F*, F¥DP, F¥ED et F¥Ec calculée pour
toutes les configurations, des coefficients de pondération moyens peuvent étre estimés pour des
distributions de propriétés constitutives réparties sur h sous-domaines tel que h = [1,20]. Ils sont
normés par rapport a celle basée sur les pulsations propres et sont représentés sur la F1G. 4.6.

En revanche, le simple fait de supposer la connaissance de ces coefficients de pondération ne
s’inscrit pas dans une démarche générale. En effet, ces derniers s’avérent inutiles s’il s’agit identi-
fier des paramétres de nature différente des propriétés constitutives, ou bien des paramétres d’une
structure de géométrie totalement différente de celles des spécimens qui ont servi a calculer ces
coefficients de pondération.

Il est proposé de définir chaque coefficient de pondération 04('), Eq. (4.16), associé a chaque
norme d’erreur modale F() comme l'inverse de la valeur moyenne des composantes de la norme
d’erreur modale a laquelle il est associé :

al) = mL, (4.32)
> Fy (a)
k=1

cette derniére étant estimée au point de départ de l'algorithme d’optimisation, i.e. ¢ = 0.
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FIGURE 4.7 — Modéle éléments finis de rotor feuilleté avec ng = 286 et 62 points de mesure (®).

4.3.8 Stratégie d’optimisation

Les propriétés constitutives de I'empilement sont définies comme une distribution de matériau,

e.g. € R™ le long de 'empilement divisé en h sous-domaines tel que {$}p=1,...,n’ n =2h, h e N.
L’union des éléments finis J#; représentant I’empilement est défini par :
ef
Qu=UJ A, QucO (4.33)

e=e;

ot 2 représente l'ensemble de tous les éléments finis du modéle, Eq. (A.105), et e;, ef représentent
respectivement les bornes inférieure et supérieure du domaine contenant les éléments finis contigus
relatifs aux variables d’optimisation, FI1G. 4.7. Ainsi, les matrices élémentaires Ky, “M,, et “Mjy
(Eq. (B.4), Eq. (B.33) et Eq. (B.34)) relatives a I'élément J7¢, e = e;, . .., e dépendent des n variables
d’optimisation x,. Les paramétres d’optimisation relatifs au p® sous-domaine sont alors définis par :

(‘TQP—lax?p) = (Ep7Gp)ta (4.34)

ol E, et G, représentent respectivement les modules d’% oung et de €oulomb du p® sous-domaine,
et modélisés indépendamment pour considérer l'orthotropie de I'empilement, comme décrit dans
[15]. Le choix d’une distribution de propriétés constitutives, présentée dans la Section 4.2, permet
d’identifier des répartitions de rigidité de flexion en n’ayant, a priori, formulé aucune hypothése
restrictive relative au comportement mécanique de 'empilement de toles.

La stratégie d’optimisation consiste & minimiser la fonctionnelle multi-objectifs f de type moindres
carrés, Eq. (4.15), en résolvant le probléme suivant :

Jrouver ¥ tel que min f(x),
z*g]R/T‘L

(4.35)
_1 2_ 1 g2 _
avec f(z)=5|F(2)]" =3 kzl FZ(2"), avec g = 4m,
oil F'e R*™ est défini dans 'Eq. (4.16), | - || représente la norme euclidienne du vecteur d’erreur F
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— f (a:’) , h=1...,18, Isotrope Transverse
+—f(z'), h =1, Isotrope
+ + + + + + + + + +
101,
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FIGURE 4.8 — Evolution de la fonctionnelle d’erreur globale f en fonction du nombre de sous-
domaines h pour les hypothéses d’anisotropie (—) et d’isotropie (—) de 'empilement.

et m le nombre d’éléments propres considérés dans le processus d’optimisation. La fonctionnelle f
sera alors minimisée avec I'algorithme Zevenberg-.# arquardt, Alg. 7 présenté dans I’Annexe C.1.3,
par rapport au vecteur des n paramétres d’optimisation x,.

4.3.9 Application industrielle : identification de distributions de propriétés

Cette section présente une application directe la méthode d’identification, présentée dans la Sec-
tion 4.3.2, sur un prototype de rotor MGV feuilleté. Un modéle éléments finis est proposé a partir
d’éléments de poutres de .Zimoshenko dans le plan. Il est & noter que I'assemblage de la masse
magnétique est modélisé en considérant le modéle .#5: de I’Annexe B.3.4.

Une analyse modale de type réponse forcée a été réalisée sur le prototype de rotor MGV, FIG. 3.1,
présenté en Section 3.2. Ses caractéristiques géométriques sont définies dans le TAB. 3.1. Le modéle
présenté sur la FIG. 4.7 est composé du domaine 2 tel que N, = 144, Eq. (A.105), et que le nombre
de degrés de liberté ns soit égal & 286. Le domaine €2, contenant I’empilement de téles magnétiques
est définie par e; = 55 et ey = 99, Eq. (4.33).

Une procédure d’identification a été réalisée en considérant les quatre premiers modes de la
structure, i.e. m =4, et en divisant le domaine €, Eq. (4.33), en h sous-domaines tel que :

h=[1,...,18], (4.36)

et en fixant le coefficient de Poisson tel que, [19] :

v, =0.28, Vpe[l,h]. (4.37)
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FIGURE 4.9 — Quatre premiéres formes propres mesurées ¢ (—) et calculées @ (——) en considérant
h =7 sous-domaines.

Le probléme d’optimisation contient alors 2h inconnues. Les valeurs initiales des paramétres
d’optimisation 2", Alg. 7 (Annexe C.1.3) ont alors été fixées comme suit :

0

0 11 0 Lop-1 -2
g, 1 =0.5-10 ,xgpzz(l—wp) (N-m™), p=1,...,h. (4.38)

Afin d’imposer des variables d’optimisation strictement positives, les bornes inférieures et supé-
rieures des intervalles contenant les variables d’optimisation relatives Z (ou normées) ont été définies
telles que :

Top-1 € [a1, B1], Top €[z, B2], p=1,...,h,

€ 2.3-10"
a = 55—, B =

Lop-1 Lop-1
e 5 3 , eeR™, ex1, p=1,...,h, (4.39)
2 = 0 2 =

T, 27, (1+wvyp)

Remarque 12: Si 'on note "z* ¢ R?" le vecteur des parameétres optimaux obtenus en considérant
h sous-domaines, alors les valeurs initiales des paramétres d’optimisation 120 ¢ R2("*1) relatifs a
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FIGURE 4.10 — Distribution du module d’# oung normalisé le long de ’empilement de téles en
fonction du nombre de sous-domaines h = [1,...,18].

la procédure d’identification postérieure considérant h+1 sous-domaines, seront définies telles que :
P:R%* s ]RQ(’”I), avec P : ha:,: - h+13}2, keN, k=2p-1ou?2p, p=1,...,h, (4.40)

ol P est une interpolation des "z* aux abscisses centraux des h + 1 sous-domaines.
[ V7 Ve Ve Vi

La F1G. 4.8 présente I’évolution de la fonctionnelle d’erreur globale f, Eq. (4.15), a la conver-
gence, en fonction du nombre de sous-domaines h. La fonctionnelle d’erreur globale décroit en
fonction du nombre de sous-domaines et tend a se stabiliser lorsque h > 7.

La méme procédure d’identification a été réalisée en considérant un unique sous-domaine, i.e.
h =1 et empilement de téles magnétiques comme un matériau isotrope, i.e. les modules d’# oung
et de ¥oulomb ne sont plus indépendants. La valeur de la fonctionnelle d’erreur globale f, a la
convergence de 'algorithme d’optimisation est d’environ ~ 16.9, F1G. 4.8. Par ailleurs, si l'on se ré-
fére aux résultats de la premiére procédure d’identification et si I’on considére h = 7 sous-domaines,
la valeur de f (-) sur la FIG. 4.8, est de l'ordre de 2, ce qui environ huit fois plus faible que celle
obtenue en considérant un matériau isotrope.

Par conséquent, la méthode d’identification proposée fournit des résultats plus précis que d’autres
plus classiques qui considéreraient des hypothéses restrictives quant au comportement mécanique de
I’empilement, e.g. matériau isotrope. Les quatre premiéres fréquences propres mesurées et calculées
et leurs formes propres associées sont indiquées F1G. 4.9.
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FIGURE 4.11 — Distribution de module de Foulomb normalisé le long de 'empilement de téles en
fonction du nombre de sous-domaines h = [1,...,18].

Les F1G. 4.10 et Fi1G. 4.11 illustrent respectivement les distributions optimales de modules
d’#?oung et de oulomb qui tendent vers une distribution concave lorsque le nombre de sous-
domaines augmente. Il probable que la faible valeur des propriétés constitutives de I’empilement
A ses extrémités, i.e. a I'interface des anneaux de court-circuit, soit due & un effet de cisaillement
relativement important.

4.3.10 Conclusion

La procédure d’identification a été testée sur un rotor feuilleté industriel au design complexe.
Il a été fait état que la distribution des propriétés constitutives de I’empilement de toles dépend
du nombre de sous-domaines h. Aussi la pertinence des propriétés identifiées requiert d’appliquer
cette méthode & d’autres rotors MGV feuilletés afin d’étre en mesure de prévoir, de maniére fiable,
le comportement dynamique d’autres rotors MGV en développement (30 MW @ 6 000 rpm).

Par ailleurs, la fonctionnelle proposée nécessite des coefficients de pondération, Eq. (4.32), car les
normes d’erreur modales sont basées sur des objets mathématiques différents, i.e. soit des scalaires
lorsqu’elles concernent les pulsations propres, soit des vecteurs lorsqu’il s’agit des formes propres.
Afin de s’affranchir des coeflicients de pondération, et par conséquent de simplifier la mise en
ceuvre de la procédure d’identification, la section suivante présente une fonctionnelle dont chaque
composante est issue d'un quotient de Zayleigh hybride. Celui-ci permet, via les matrices de masse et
raideur du modéle, de combiner des objets mathématiques de natures différentes, a la fois pulsation
propre mesurée, formes propres mesurée et calculée. Il en résulte alors un terme adimensionnel ne
nécessitant pas de coeflicients de pondération.
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CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

4.4 Une fonctionnelle modale condensée selon Yuyan

4.4.1 Introduction

Une procédure d’identification, basée sur une fonctionnelle énergétique [68], est couplée a la
condensation de Yuyan [69] afin que les formes propres calculées et mesurées soient homogénes
(mémes dimensions et variables localisées en des nceuds identiques). Ainsi sont obtenus des termes
homogénes, entre chaque mode, issus de la combinaison d’une pulsation et de sa forme propre as-
sociée, et aucun coefficient de pondération n’est utilisé.

Le choix d’effectuer une condensation plutdét qu’une expansion est présidé par la volonté de
ne conserver que les données expérimentales initiales et non leurs approximations synthétisées aux
neeuds sur lesquels on ne dispose pas d’information expérimentale, comme c’est le cas pour les mé-
thodes SEREP (System Equivalent Reduction Expansion Process) ou d’expansion de Yuyan [70; 71].

Cette procédure permet d’identifier les propriétés constitutives de ’empilement de téles en mi-
nimisant ’écart entre les quantités modales calculées & partir d’'un modéle éléments finis de poutres
contenant peu de degrés de liberté, et mesurées lors d’une analyse modale non tournante avec condi-
tions aux limites libre-libre. Bien qu’un modéle de poutres soit utilisé, le module de ¥ oulomb est
défini comme étant indépendant du module d’# oung et du coefficient de Hoisson afin de considérer
le caractére orthotrope de 'empilement [15]. Cette recherche constitue une premiére étape dans la
prévision du comportement dynamique en flexion des rotors & cage d’écureuil en vue d’'une modéli-
sation plus complexe considérant une modification des propriétés constitutives de I’empilement lors
de la rotation du moteur a induction.

4.4.2 Compatibilité dimensionnelle et condensation

On rappelle que le rotor feuilleté considéré dans cette section, F1G. 4.13, est modélisé a l'aide
d’éléments finis de poutres de Jimoshenko dans le plan {yGz} et que les tirants sont modélisés
en considérant le modéle .#o, Annexe B.3.4. Supposons que ce modéle dépende de n paramétres
{xp}pzl...n dont I'identification est nécessaire pour assurer une bonne prédictivité du modele régit
par I’équation :

My + My [0 (t) +CO(t) +| Ky + Kg |6 (t) = F (1), (4.41)
M K

ou M, C, K € Mngn, sont respectivement les matrices de masse, de dissipation visqueuse et de rai-
deur globale du modéle élément fini définies dans les Eq. (B.33), Eq. (B.34), Eq. (B.4) et Eq. (B.47).
Z (t) e R™ représente le vecteur global des forces extérieures.

La recherche de ces paramétres s’effectue en minimisant de maniére itérative une fonctionnelle
qui traduit I’écart entre les quantités modales calculées et mesurées.

4.4.2.1 Définition de la fonctionnelle modale condensée

Soient wy, Wi € R respectivement les pulsations propres calculées et mesurées et soient ¢y, € R™?
et ¢ € R™e leurs formes propres associées oul ns, < ng représente le nombre de points de mesure
expérimentaux compris dans l’ensemble ¥,, ¥, c 3. Les quantités wy et @ sont obtenues en
recherchant la solution harmonique de I'Eq. (4.41) :

(K = M) ¢r =0, avec )\kzwi, MeER, k=1,...,m. (4.42)
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4.4. Une fonctionnelle modale condensée selon Yuyan

Le méme probléme peut étre écrit sous une forme plus compacte :

oL Ko

Ky, — wi =0 avec Zp=———,
ot My,

(4.43)

avec Zy, € R le quotient de Zayleigh, rapport des énergies potentielle et cinétique de la k¢ forme
propre. Une corrélation parfaite entre grandeurs calculées et mesurées conduit a w,% = d)z et YL = Pk.
Par conséquent, 'Eq. (4.43) peut étre écrite sous une forme adimensionnelle :

1 PLK
1- Ak g, (4.44)
Wi SOkMSOk

Comme une corrélation parfaite ne se rencontre jamais dans les cas réels, nous proposons alors
de quantifier la différence entre les quantités modales calculées et mesurées a ’aide de ’estimateur
&, ce qui ameéne 1'Eq. (4.43) a prendre la forme :

k=1,....m, (4.45)

ou &, désigne la k° composante de ’estimateur d’erreur modale & € R™.

Néanmoins, un probléme se pose concernant la dimension des formes propres mesurées ¢ € R™
et calculées pp € R™, i.e. ns, # ns. En effet, les formes propres calculées sont composées de deux
types de degrés de liberté : les déflexions latérales w (désignés degrés de liberté principaux) et
les rotations de sections droites € (désignés ici degrés de liberté secondaires) alors que les formes
propres mesurées ne sont composées uniquement des translations latérales. Ainsi, I'utilisation d’une
méthode de réduction, comme la condensation de Yuyan, peut alors s’avérer efficace afin de rendre
les dimensions des formes propres mesurées et calculées compatibles, et faire correspondre les degrés
de liberté latéraux w du modéle éléments finis a ceux mesurés.

En partitionnant le vecteur ¢ (¢) € R™ de tous les degrés de liberté en ns, degrés de liberté
principaux ns, degrés de liberté secondaires tel que :

5 (t) =( g ) (4.46)

ol J. € R™ec contient les déflexions transversales w et §; € R™: les rotations des sections droites 0
[69]. La matrice de raideur K, Eq. (4.42), peut alors étre partitionnée de la maniére suivante :

K = v <, 4.47
[ Kci ch ] ( )

et 'Eq. (4.41) devient alors :

i;i ) (4.48)

Forces
Inertielles

ou Z#; € R™i et .Z, € R™e représentent respectivement les vecteurs des forces d’inertie relatives
aux degrés de liberté secondaires et principaux. Dans [69], Yuyan propose de ne considérer que les
forces inertielles prépondérantes, i.e. négliger les forces inertielles des degrés de liberté secondaires
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telle que :
Fi = 0,
<~ K“(sl + Kicéc = 0, (449)
=4 0; = —K{ilKic&-

En introduisant 'Eq. (4.46) dans 'Eq. (4.46), le vecteur des degrés de liberté peut alors s’écrire :

5 (t) = 9o, (4.50)
ol {E € Mnsns, est la matrice de transformation de Yuyan contenant la &% € My ns -
—~ ~C
)= [ f ] , (4.51a) ¢ = -K;' Kk, (4.51b)

ou [l € A, est une matrice identité.
UZPRUT S

Remarque 13:La démarche présentée ci-dessus permettant ’obtention de la matrice de transfor-
mation {E requiert une réorganisation des degrés de liberté ¢ (¢) du modeéle complet comme le définit
I'Eq. (4.46). En revanche, dans le but de réduire le temps nécessaire a I'indexation des degrés de
liberté principaux, une alternative peut étre employée tel que présentée en Annexe C.3.

AN

Le probléme aux valeurs propres du modéle élément fini condensé s’écrit donc :
(K-XNeM) P =0, Mp=ap, k=1,...,ng, (4.52)

o A\, € R, ) € R™e sont respectivement les ns, valeurs et vecteurs propres du modéle éléments
finis condensé et M, K € #y, n; sont les matrices de masse et raideur condensées définies par :

M = ' M, (4.53a) K=¢'Kv¢ (4.53b)

L’estimateur d’erreur modale & est donc issu de la combinaison des formes propres condensées
calculées et des formes et pulsations propres mesurées de maniére a définir une fonctionnelle modale
condensée f, telle que :

1mo
f= 3 > &, (4.54)
k=1
avec : .
7 S K,
=1~ "E avec @ = TE 70 (4.55)
Wi, SOkMSOk

ou Z;, € R est le k quotient de Zayleigh hybride issu de la condensation de ¢uyan. Ainsi, chaque
terme &% combine une pulsation propre mesurée et sa forme propre associée en un terme adimension-
nel. Les formes propres n’ont pas besoin d’étre signées et 1'utilisation de coefficients de pondération
n’est pas nécessaire car les &3 sont de méme ordre de grandeur. L’estimateur d’erreur modale
condensé & est donc principalement basé sur ’écart des formes propres calculées et mesurées afin
de faire tendre les quotients Z; vers les valeurs de références exclusivement expérimentales d),%

4.4.2.2 Convergence

Il eut été envisageable de définir un estimateur .# encore plus hybride en utilisant les pulsa-
tions propres calculées @y, définies telles que Ay = ZJ,?, afin que ces derniéres participassent dans le
processus d’identification. Il viendrait alors :
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FIGURE 4.12 — Evolution des fonctionnelles modales condensées f (&) (+) et f (%) (X) en fonc-
tion du carré de la perturbation €. Leurs interpolations linéaires respectives ont pour équation :
In(f(&)) =1.0003In(£?) - 50.2044 (-) et In(f (F)) = 1.0001In(e?) - 51.5923 (—-).

*

Fp=1- k=1,...,m. (4.56)

A~

WEWi
En revanche, si 'on se place au voisinage & de 'optimum z* :
2=(1+e)z”, eeR™, ex<1 telque f(2%)=0, (4.57)

ou ¢ est une perturbation définie tel qu’au voisinage & de 'optimum z* [36], on ait :

4
Dk (‘%) :¢k+5@a @E]R'nécv ”A ”2 <L k=1,...,m, (458)
6wl
et :
X () =T (2), k=1,...,m, (459a) @ () =ax(1+e), k=1,....,m,  (4.59b)
ou % est un vecteur arbitraire et | - |, symbolise la norme &uclidienne, il est possible d’établir

les premiers éléments de réflexion relatifs au comportement de la fonctionnelle f en considérant
les estimateurs & et .#. En substituant les Eq. (4.59) aux Eq. (4.55) et Eq. (4.56) ainsi qu’a leurs
dérivées premiéres et secondes, on obtient au voisinage de x* :

(&), =2me* +0(e), (4.60a) f(F); = =me?, (4.60b)
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FIGURE 4.13 — Modéle éléments finis contenant ns, = 68 points de mesure (®), ns = 352.

or
8]’—(5) = 425 +0 (52) , (4.61a) M = E& (4.61Db)
Oz, 4 z; Oxy, : Ty
9 2
OfE)) _ym +o(e), (4.62a) ONF) (4.62b)
0xp0xq 4 Ty O0x,0x, s TpTs

La FIG. 4.12 présente I'évolution des fonctionnelles f (&) et f(.#), pour des valeurs de &2
comprises entre 107 et 1072 et en considérant un vecteur arbitraire #. Elles ont été calculées
autour d'une valeur de référence x, arbitraire a I’aide du modéle éléments-finis présenté Fi1G. 4.13
en considérant les six premiers modes, i.e. m = 6. Leurs interpolations linéaires, tracées sur une
échelle logarithmique, ont pour équation :

In(f (£))

1.0003In (%) - 50.2044, (4.63)

In(f(ZF)) 1.00011n (%) - 51.5923. (4.64)

Leurs coefficients directeurs, approchant tous deux I'unité, corroborent la dépendance en 2 des
Eq. (4.60). L’expression des rapports entre les valeurs, pentes et courbures des fonctionnelles f (&)
et f (%) démontre qu’au voisinage & de 'optimum z* :

of (£) 9*f (&)

f (&) S Oxp S 0xp0z,

F); 0L (F)| ~ &°f(F)
Oxy

& 3%5% #

Ir e R tel que r > (4.65)

Ainsi, bien que ces fonctionnelles présentent un ordre de convergence similaire en €2 au voisinage
de x*, il apparait clairement que la fonctionnelle définie par I'Eq. (4.54) est plus sensible et plus
convexe si l'on préfére l'estimateur &, Eq. (4.55), a 'estimateur .%, Eq. (4.56). Par conséquent, a
seuil de convergence fixé, i.e. critére d’arrét sur la fonctionnelle ou son gradient, la fonctionnelle
f (&) convergera plus rapidement dans un voisinage plus proche de 'optimum x* que la fonctionnelle
f(Z). Le rapport des ordonnées a 'origine des interpolations linéaires des fonctionnelles f (&) et
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4.4. Une fonctionnelle modale condensée selon Yuyan

f(F), tracées sur la F1G. 4.12, démontre numeériquement qu’il existe un réel r, Eq. (4.65), tel que :

6—50.2044

T2 5993 2 3879 > 4.0064. (4.66)
oL

4.4.2.3 Sensibilité, robustesse et précision

Le choix des variables d’optimisation s’appuie sur une étude de sensibilité du modéle éléments-
finis, F1G. 4.13, réalisée sur un unique sous-domaine {2, et en calculant successivement les valeurs
de la fonctionnelle f sur des intervalles de variations relatives x;, des propriétés constitutives de
I'empilement définies par la théorie de .7imoshenko avec z] (E), z5 (G) et 25 (v) :

=R 13, 4,67
’p b

ou la configuration arbitraire de référence g, = {E =8-10°N-m2,G=3-10"N-m2,v= %}

La F1G. 4.14 présente I'évolution des composantes %(5’,3 de la fonctionnelle globale f sur une
plage de +50% des valeurs relatives des paramétres d’optimisation x;, en considérant les six pre-
miers modes, i.e. k =1,...,6. Les composantes de la fonctionnelle modale f sont convexes et ne
possédent qu’un seul et unique minimum local dans la plage de +50% des valeurs T, ce qui assure la
robustesse de la procédure d’optimisation indépendamment de ’estimation initiale des paramétres
a identifier. Aussi, celles-ci convergent toutes vers zéro au voisinage des parametres de référence z;,
assurant ainsi une bonne précision de la méthode d’identification car ’erreur résiduelle d’identifica-

tion proviendra uniquement des incertitudes expérimentales.

La valeur des composantes %éf est de 'ordre de 107 et 1072 pour des variations relatives des
modules E et G alors qu’elle n’est que de I'ordre de 107 pour une variation relative du coefficient
v. La sensibilité des %é‘}f au module G (paramétres x4) augmente trés distinctement avec l'indice
du mode, car conjointement la longueur d’onde des formes propres de flexion diminue. La sensibilité
relative d’une composante &), par rapport & un paramétre est alors calculée pour chaque paramétre
z,, et pour chaque mode k :

A&, & (zy) - &
08 , Ak _ Gk (@p) =Gh(op) Ly (4.68)
8.%;; Ax; z, -1

Les valeurs des sensibilités sont présentées dans le TAB. 4.1 et sont de I'ordre de 107! pour
des variations relatives des modules E et G alors qu’elle ne sont que de l’ordre de 1072 pour une
variation relative du coefficient v. Le modéle est donc peu sensible au coefficient de PPoisson de
I’empilement de toles et les modules d’? oung et de ¥oulomb sont des paramétres prépondérants,
en précisant aussi que G est indépendant de E et v en présence d’orthotropie [15]. Les z;, sont ainsi

définies par le doublet {E, G}.

4.4.3 Stratégie d’optimisation
Les propriétés constitutives de I’empilement sont définies par le vecteur x € R" tel que :

z=(E,G)", avec n=2, (4.69)
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CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté
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FIGURE 4.14 — Evolution des composantes %@@,f de la fonctionnelle modale condensée f sur une
plage de +50% des valeurs relatives des parameétres d’optimisation T, p=1...3 : module d’%oung
(«7), module de Foulomb (z7) et coefficient de Poisson (x%).

Les éléments finis représentant ’empilement de toles sont contenus dans le domaine €2, Eq. (4.33).
et la stratégie d’optimisation consiste & minimiser la fonctionnelle f, Eq. (4.54) tel que :

Jrouver z*
tel que  min f(x),
x*eR"™

(4.70)

avec f(z)= % Héo(m)HQa

avec algorithme de Zevenberg-.# arquardt, Alg. 7 défini dans I’Annexe C.1.3.

k p=1 p=2 p=3

1 6.69-1007 297-1072 9.15-107%
2 361-107" 8.47-1072 2.61-1073
3 232-100' 1.89-107' 5.83-1073
4 274-1000 2.20-107t 6.78-107°
5 2.57-1001 2.08-107' 6.41-1073
6 1.57-107' 2.60-107' 7.99.1073

TABLEAU 4.1 — Sensibilité des composantes & en fonction des valeurs relatives z;, égales a 1% des
modules d’'%oung, de Foulomb et du coefficient de Soisson.
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4.4. Une fonctionnelle modale condensée selon Yuyan

4.4.4 Dérivation de la matrice de transformation de 4uyan

La minimisation de la fonctionnelle f, Eq. (4.96), requiert la connaissance de la matrice _# aco-
bienne J, Eq. (C.41), et donc les dérivées partielles des éléments propres par rapport a un paramétre
d’optimisation x,, Eq. (C.64) et Eq. (C.84). L’expression des dérivées des matrices de masse et
raideur condensées s’obtient grace a la dérivée de la matrice ¢, Eq. (4.53a), telle que :

% _ [E 0] , (4.71)

oxp, | Oz,
ol % est la dérivée de I'Eq. (4.53b). L’Eq. (4.49) permet d’écrire 1'égalité :
K@ = K, (4.72)

En dérivant I’'Eq. (4.72) par rapport a un paramétre d’optimisation z), il vient alors :

Kii&p + 8K“(T§C _ _8Kic - 8(p _ ,;L'l ] 8Kic 4 8Ku c . (4.73)
Ox, Oxp Oz Oxy Oxy, Oxy,

Les dérivées des matrices de raideur et de masse condensées s’écrivent alors respectivement :

8—K =l 0K o U+ 2 K —— o) (4.74a) oM =l = oM o — g+ 29! M (%

- 4.74b
Oy, Oz oz’ Oy Oz, T, ( )
ol chaque terme dépend explicitement des composantes des matrices de raideur et de masse élé-
mentaires définies dans les Eq. (B.4), Eq. (A.138) et Eq. (A.142). Finalement, les composantes Jj,,
de la matrice ¢ acobienne, Eq. (C.41), s’écrivent donc :

Jkp=%7 avec k=1,...,m et p=1,...,n, (4.75)
Oz
ou :
&, -1 oK 0z, P K@k (., OM — 0Pk
= (@k B+ GLE 22 )— kR ot o+ G M | | (4.76)
Oz @t M3y, ox O0xy, @t M3y, Oy Ozp ) | Wy

4.4.5 Application industrielle : identification de propriétés homogénéisées

Une analyse modale de type réponse impulsionnelle a été réalisée sur un rotor MGV suspendu,
F1G. 4.15, comme présenté en Section 3.3. Ses caractéristiques géométriques sont définies dans le
TaB. 4.2. Une génératrice axiale a été discrétisée en 68 points de mesure, FIG. 4.13, et a permis
d’obtenir les modules et parties imaginaires des fonctions de transfert, Fi1G. 4.16.

Masse, m, 998 kg
Longueur, L, 2.03 m
Longueur, L. 1.00 m
Centre de masse, zg 1.059 m
Raideur transversale, k. 9.45-10° N 1

Raideur transversale, k; 1.93-10° N .m™!

TABLEAU 4.2 — Caractéristiques géométriques et inertielles du rotor suspendu.
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CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté
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FI1GURE 4.15 — Dispositif expérimental employé lors de I’analyse modale.

Le modéle présenté sur la F1G. 4.13 est composé du domaine €2 tel que N, = 175, Eq. (4.1), et
ns = 352 degrés de liberté condensés sur les ns, = 68 points de mesure. Le domaine (2, contenant
I'empilement de toles magnétiques est définie par e; = 67 et ey = 116, Eq. (4.33).

La procédure d’identification a été réalisée en faisant varier le nombre m de modes (pulsations
et formes propres associées) dans l'algorithme d’optimisation tel que m = 2,...,6. Un minimum
de deux modes a été retenu pour assurer 1'unicité du probléme d’optimisation. Le coefficient de
Poisson v a été fixé a 0.28, comme dans [19]. Les valeurs initiales des paramétres d’optimisation
20 ont été fixées arbitrairement comme suit :

{29=0.6-10", 25=0.3-10"} (N-m™?). (4.77)

Dans [3; 15; 19; 16; 17; 20|, les auteurs estiment et considérent de faibles valeurs des modules
d'%oung (x1) et de Foulomb (x2) pour 'empilement de toles qui sont relativement inférieures a
celles de 'acier. Afin de satisfaire cette condition et d’imposer, de surcroit, des variables d’optimisa-
tion strictement positives, les bornes inférieures et supérieures des intervalles contenant les variables
d’optimisation relatives Z ont alors été définies telles que :

_ X1 _ x9
T1=—5 €[an, B1], T2 = —5 € [, B2],
xy Ty
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4.4. Une fonctionnelle modale condensée selon Yuyan
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FIGURE 4.16 — Module des 68 fonctions de transfert mesurées aux 68 points de la génératrice axiale.

ou :

0 , eeRY, ex 1. 4.78
g =€, 9P = Qf{f;) (4.78)

{ :c(l)al =g, :1:(1)51 =2.3-10!

La F1G. 4.17 présente ’évolution de la fonctionnelle f, pour m = 6 modes, au cours du processus
d’optimisation qui a convergé en ¢ = 13 itérations vers 'optimum (z7, z3), comme I'indique la valeur
de la norme du gradient qui est de I'ordre de 1072, L’évolution temporelle des variables d’optimisa-
tion, au cours du processus de minimisation, est présentée sur la F1G. 4.18. Le temps de convergence,
inférieur & 8 s, témoigne de la rapidité de l'algorithme de Zevenberg-.# arquardt intrinséquement
liée a I’'évolution du paramétre d’amortissement p qui présente une décroissance monotone lors du
processus de minimisation et qui atteint une valeur égale & 1078, Ce comportement signifie que la
fonctionnelle f est trés proche d’une forme quadratique de = pour x € [xo, x*].

La F1G. 4.19 présente ’évolution des itérés successifs au cours du processus de minimisation
(m = 6) pour différentes valeurs initiales de paramétres z°. La plage de variation de z° a été fixée
a £70% des valeurs optimales {x],x3}. L’évolution des itérés vers un unique optimum démontre
numériquement I'unicité de la solution de I'Eq. (4.96) et la robustesse de ’aglorithme d’optimisation.

La F1G. 4.20 présente la valeur de la fonctionnelle globale moyenne en fonction du nombre m
de modes a la convergence de ’algorithme. Cette grandeur est définie par le rapport entre la fonc-
tionnelle quadratique f, Eq. (4.96), et m? de maniére & obtenir une quantité qui caractérise 1’écart
moyen entre les quantités modales calculées et mesurées pour chaque mode. Celle-ci décroit avec
le nombre m de modes considérés ce qui signifie que le modéle éléments finis proposé est repré-
sentatif de la dynamique globale du rotor étudié. Le nombre de modes considérés a également une
influence sur les valeurs des propriétés constitutives identifiées de I’empilement de téles comme le
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CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté
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FIGURE 4.17 — Evolution de la norme de la différence des itérés successifs (A), fonctionnelle (+),
norme de gradient (:#) et parameétre d’amortissement (O) au cours des itérations.
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FIGURE 4.18 — Evolution temporelle (s) des valeurs relatives des modules d’%oung (+) et de
% oulomb (X) lors de la minimisation.
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4.4. Une fonctionnelle modale condensée selon Yuyan
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FIGURE 4.19 — Evolution des itérés successifs relatifs (1) au cours du processus de minimisation
pour différentes valeurs initiales de paramétres z° (A). La plage de variation des valeurs initiales
2% est de £70% des valeurs optimales de F et G {z}, 75} ().
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FIGURE 4.20 — Evolution de la fonctionnelle globale moyenne en fonction du nombre de modes.
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CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté
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FIGURE 4.21 — Evolution des modules de % oung E (1) (O, O si isotrope) et de €oulomb G (z2)(2,
si isotrope) en fonction du nombre de modes considérés dans le processus d’identification.

montre la Fia. 4.21. Cependant, pour ce rotor, les paramétres identifiés tendent vers des valeurs
asymptotiques a partir de cinq modes. Par conséquent, un nombre minimum de modes, représentatif
de la dynamique de la structure étudiée, est nécessaire pour identifier des propriétés constitutives
pertinentes. La méme procédure d’identification a été réalisée en considérant I’empilement de toles
comme un matériau isotrope, le module de Foulomb étant donc une fonction linéaire du module
d’# oung. La fonctionnelle énergétique globale moyenne est environ 4.1% a 75% (pour m = 3, ... ,6)
supérieure a la valeur de la fonctionnelle énergétique globale moyenne obtenue a la convergence de
I’algorithme d’optimisation.

Aussi, la F1G. 4.21 montre que la valeur asymptotique du module de ¥ oulomb de I’empilement
de toles du modeéle proposé est inférieure a celle obtenue avec I’hypothése d’isotropie. Ainsi, la
procédure d’identification présentée est plus précise que des méthodes classiques considérant des
hypothéses restrictives, telle que I'isotropie, sur le comportement mécanique de ’empilement de
toles.

Indice £ (Hz) £ (Hz) Errewr (%) ¢ (%)

1ere 435.55  418.86 -3.83 6.0-1073
2¢ 735.16  796.78 8.38 9.2-1073
3¢ 1159.4  1188.6 2.52 1.6-1072
4¢ 1802.0  1781.8 -1.12 1.0-1072
5¢ 2425.8  2335.5 -3.72 1.9-1072
6¢ 2918.4  2889.1 -1.00 1.8-1072

TABLEAU 4.3 — Valeurs des six premiéres fréquences propres de flexion calculées et mesurées et des
six premiers pourcentages d’amortissements critiques mesurés &.
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4.4. Une fonctionnelle modale condensée selon Yuyan
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FIGURE 4.23 — Module et phase de la fonction de transfert mesurée (—) avec une excitation au nceud
N°19 et une réponse au nceud N°1 et de sa synthése (—-).
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CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté
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FIGURE 4.24 — Visualisation de la matrice de corrélation NCO.

Les fréquences et formes propres calculées ont été obtenues en considérant six modes dans la
procédure d’identification. Le TAB. 4.3 présente les six premiéres fréquences propres calculées et
mesurées ainsi que les six premiers pourcentages d’amortissement critiques mesurés & partir des
fonctions de transfert de la Fic. 4.16.

La Fi1G. 4.22 illustre leurs formes propres associées. L’erreur relative entre fréquences propres
calculées et mesurées est comprise entre 1.0% et 8.4% avec une moyenne de 3.6%. Les synthéses
des fonctions de transfert sont obtenues a partir des amortissements modaux et des propriétés
constitutives identifiées pour m = 6 modes, voir une illustration donnée par la Fic. 4.23. La bonne
corrélation entre formes propres calculées et mesurées présentées FIG. 4.22, est quantifiée par la
matrice de corrélation NCO (Normalized Cross Orthogonality) :

PLM P,
[(37¢:] - | 737

‘ 2

, aveci,j=1,...,m, (4.79)

NCOn (@i, §j) = NCOgy, =

représentée par la F1G. 4.24. Les termes diagonaux, supérieurs a 0.9, et extra-diagonaux, inférieurs
4 0.1, corroborent une corrélation satisfaisante entre les deux ensembles de formes propres mesurées
¢ et calculées P. Colinéarité et surtout orthogonalité sont alors estimées et vérifiées, ce qui n’est
pas garanti par la matrice de corrélation MAC [58].

4.4.6 Conclusion

La procédure d’identification a été réalisée sur une structure industrielle et a permis d’établir
un modéle éléments finis de poutres contenant peu de degrés de liberté ce qui est avantageux pour
prévoir la dynamique de rotors a la conception complexe. Les tirants ont été modélisés indépen-
damment de la masse magnétique a l'aide d’un élément fini unique tout en considérant la charge
axiale appliquée. La combinaison d’une fonctionnelle énergétique avec la condensation de uyan est
une solution efficace pour identifier les paramétres d’un modéle éléments finis a partir de données a
priori non compatibles, i.e. pulsations et formes propres. Les propriétés constitutives de I’empile-
ment de toles d’un rotor & cage d’écureuil ont donc été identifiées avec pertinence dans la mesure ou
le nombre de modes utilisés est suffisamment représentatif de la dynamique de la structure testée.

104 Guillaume Mogenier
Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/vpuiiblication/20111SAL0030/these.pdf
© [G. Mogenier], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



4.5. Une fonctionnelle modale condensée selon $raig & HBampton
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FIGURE 4.25 — Discrétisation d’un tirant.
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FIGURE 4.26 — Maillage éléments finis : rotor (m), empilement de toles magnétiques (m), barres de
court-circuit FE (), tirants (m). Noeuds de rotor (®) et de tirants (®).

4.5 Une fonctionnelle modale condensée selon %raig & Zampton

4.5.1 Introduction

Dans cette section, un modéle élément fini ramifié de rotor & induction est proposé afin de mo-
déliser les tirants indépendamment de 'empilement de téles magnétiques. Ce dernier est constitué
d’éléments finis de poutre de .Zimoshenko. Bien que le choix se soit porté sur un modéle élément
fini de poutres, les propriétés constitutives de I’empilement sont définies telles que le module de
%oulomb soit indépendant du module d’% oung et du coefficient de Hoisson afin de considérer sa
nature orthotropique [15].

L’écart entre les quantités modales mesurées et calculées est estimé & ’aide d’un fonctionnelle
énergétique basée sur un quotient de Zayleigh hybride combiné a une méthode de condensation
dynamique de ¥raig & Pampton |72].

La réduction du modéle éléments finis rend possible la coincidence entre les formes propres ex-
périmentales et numériques : les degrés de liberté principaux correspondant aux déflexions mesurées
aux points expérimentaux. Par ailleurs, le fait d’appliquer la condensation dynamique de %raig &
Pampton permet d’obtenir un modéle condensé qui conserve tout de méme des modes locaux (de
tirants) du modéle éléments finis complet.

4.5.2 Intérét d’une condensation dynamique pour un modéle ramifié

Le procédé de fabrication de la masse magnétique autorise un jeu tirant-toles, FiG. B.21. un
modéle éléments finis dans le plan est developpé pour déterminer la déflexion transversale des tirants,
F1a. 4.25. Les tirants sont modélisés par un cylindre creux équivalent discrétisé (voir modeéle .1
présenté Annexe B.3.4) afin de former un modeéle ramifié car tirants et masse magnétique constituent
deux poutres indépendantes liées entre elles aux deux nceuds Ag et By, F1G. 4.26. Un modéle
éléments finis complet et de référence est établi, F1G. 4.27, en affectant des valeurs arbitraires aux
propriétés constitutives de I'empilement telles que :

{£=08-10""N-m™2 G=07-10" N-m™, v=0.28}. (4.80)
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CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté
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FIGURE 4.27 — Modéle éléments finis ramifié contenant ns, = 87 points de mesure (®), ns = 692.

Le modéle complet est ensuite condensé & l'aide de la méthode de réduction statique de Yuyan
[69] en ne conservant que les degrés de liberté transversaux; puis, en considérant les mémes de-
grés de liberté principaux, une condensation dynamique de €raig & Pampton [72] est appliquée
(ms;, =9) afin de mettre en évidence l'erreur d’approximation effectuée selon la méthode de réduc-
tion utilisée. Les neuf premiéres fréquences propres obtenues avec ces trois méthodes sont données
dans le TAB. 4.4. La F1G. 4.28 rassemble les formes propres des modéles de référence et celles issues
des modeéles réduits.

L’approximation engendrée par les deux méthodes de réduction induit une faible erreur relative,
comprise en 1074% et 1071%, sur les quatre premiéres fréquences propres dont la cohérences des
formes propres associées est illustrée Fic. 4.28. En revanche, a partir de la cinquiéme fréquence
propre, lerreur issue de la condensation statique de Yuyan augmente fortement pour atteindre une
valeur de 'ordre de 2-10'% alors que celle relative a la condensation dynamique de €raig & Zampton
reste stable autour d’un valeur de 2-1072%. Cette erreur, issue de la condensation de “uyan, est
due a l'apparition de modes locaux du modéle complet, i.e. les 5¢ et 9° formes propres illustrent
des modes de tirants, tracés en bleu (—), dont les amplitudes relatives modales sont nettement
supérieures a celles du reste du rotor. Ceci justifie donc I'utilisation d’une condensation dynamique
sur le modéle ramifié.

Indice Référence “Guyan Erreur  %raig & PBampton  Erreur
(Hz) (Hz) (%) (Hz) (%)

1ere 1.854-10%2 1.855-102 1.8-1072 1.854 - 102 1.7-107%
2€ 3.107-10% 3.108-10% 1.9-1072 3.107- 102 7.2.1074
3¢ 5.657-10%> 5.665-10° 1.4-107! 5.657 - 102 2.5-1073
4¢ 8.030-10%> 8.039-10° 1.1-107! 8.031-102 1.1-1072
5¢ 1.037-10% 1.088-10% 4.9-10° 1.037-103 3.6-1073
6° 1.096-10% 1.498-10° 3.7-10! 1.096 - 10° 2.5-1072
7¢ 1.493-10° 1.781-10° 1.9-10' 1.494- 103 3.1-1072
8° 1.803-10%° 2.160-10° 1.9-10' 1.805 - 10° 1.2-107!
9¢ 2.037-10° 2.612-10° 2.8-10! 2.038-10° 1.7-1072

TABLEAU 4.4 — Les neuf premiéres fréquences propres de flexion des modéles complet (Référence),
et réduits a I'aide des méthode de condensation de Yuyan et de Fraig & Zampton.
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4.5. Une fonctionnelle modale condensée selon %'raig & PBampton
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FIGURE 4.28 — Neuf premiéres formes propres de flexion du modéle complet (rotor, (), tirants (-))
et condensé : Yuyan (——) et €raig & HBampton (—-).
4.5.3 Définition de la fonctionnelle modale condensée

En considérant le cylindre équivalent modélisant les tirants (modéle .#},, Annexe B.3.4) et le
rotor comme deux sous-structures, la condensation dynamique de éraig & PBampton [72] est une

méthode appropriée pour réduire le modeéle éléments finis complet. De plus, ce choix a été présidé
par les raisons évoquées dans la Section 4.5.2.

En définissant les mémes degrés de liberté principaux d. € R et secondaires 6; € R™% du
modeéle complet, Eq. (4.46), la matrice de masse globale M (cf. Section 4.4) peut étre partitionnée

de la maniére suivante :
M = i e |, 4.81
[ Mci Mcc :| ( )
de telle sorte que ’équation Eq. (4.41) s’écrive :
M | M; 5 Ki | Ki 5 Fi
" = , 4.82
[ Mci ‘ Mcc ]( 50 Kci ‘ ch 50 1g.c ( )

ol .Z%; € R™i et . € R™: représente désormais respectivement les vecteurs des forces extérieures
relatives aux degrés de liberté secondaires ¢; et principaux de.

La condensation dynamique de $raig & ZPampton suppose d’exprimer :

— d’une part les degrés de liberté secondaires d; en fonction des degrés de liberté principaux d.
grace a une relation cinématique, e.g. Eq. (4.49), ce qui aboutit & la matrice §¢,
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CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

— et d’autre part, les degrés de liberté secondaires en fonction en fonction des variables modales
P de la structure bloquée sur ses degrés de liberté principaux, ce qui abouti & la matrice mo-
dale " € M5 ms » qui peut étre tronquée pour réduire la taille du systéme.

On a alors :
M;id; + Kii6; = F;, (4.83)

ot ms, est le nombre de modes normaux obtenus en résolvant le probléme aux valeurs propres :
(Kii = NP M) B =0, avec k=1,...,my,, (4.84)

avec S\Z la k¢ valeur propre du modéle éléments finis bloqué sur ses degrés de liberté principaux.
Cela permet d’établir le changement de variable supplémentaire suivant :

5~ (1485)

ol p'e R™% est le vecteur des coordonnées généralisées du modéle éléments finis complet tel que d. =
0. La superposition des changements de variables Eq. (4.49) et Eq. (4.85) permet alors d’exprimer
les degrés de liberté secondaires §; en fonction des principaux d. et des variables modales P :

d; = {ﬁcdc + @Jnﬁ (4-86)

La matrice de transformation de €raig & Zampton 1 € ‘/{nns,ngcﬂng, s’écrit alors :
- | & ¢
57 e

ol I € My ns, est une matrice identité. Le changement de variable peut alors s’écrire :

5(t) = J( ) . (4.88)

dc

p

Le probléme aux valeurs propres du modéle élément fini condensé s’écrit finalement :
(K-MM)@=0, Mo =7, k=1,...,ns, (4.89)

ou A € R est la k® valeur propre du modéle éléments finis condensé et @y € R™e le k¢ vecteur
propre associé pouvant étre partionné comme suit :

Dk = (?2) , (4.90)

oll Y% représente le k¢ vecteur composé des degrés de liberté principaux tandis que P est le vecteur
P rep p g p p que p

qui contient les composantes associées aux variables modales. Les matrices M, K € My, ns, sont
respectivement les matrices de masse et raideur condensées définies telle que :

M = ¢! My, (4.91a) K =y'K¢ (4.91b)

Afin que les formes propres calculées & et mesurées aient une dimension équivalente et dans le
but de conserver le contenu spectral des formes propres du modéle condensé, il est proposé d’associer
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4.5. Une fonctionnelle modale condensée selon %'raig & PBampton

les coordonnées généralisées P au vecteur ¢y, tel que le k° vecteur propre mesuré s’écrive :

or = (;’“) . (4.92)

L’estimateur modale &, Eq. (4.93), est donc issu de la combinaison des formes propres condensées
calculées et des formes et pulsations propres mesurées tel que :

(4.93)

ou Z;, € R est le k° quotient de Zayleigh hybride issu de la condensation de ¢raig & Zampton. Cet
estimateur posséde alors les mémes propriétés que celle énoncées dans la Section 4.4.2.1 et permet
de définir une fonctionnelle modale condensée f, telle que :

f=

N | =

S &2 (4.94)
k=1

4.5.4 Stratégie d’Optimisation

Les propriétés constitutives de I'empilement de toéles considéré isotrope transverse sont définies
par le vecteur x € R" avec {z,} tel que les paramétres d’optimisation soient définis par le
doublet suivant :

p=1l..n

z=(E,G)", avec n=2. (4.95)
Les éléments finis représentant I’empilement de toles sont contenus dans le domaine ,,, Eq. (4.33),

et la stratégie d’optimisation consiste & minimiser la fonctionnelle f en résolvant le probléme :

T rouver z*
| .
tel que xr}lﬁlnf(x)’ (4.96)
_1 2
avec f(x)=5|&(x)]",

avec 'algorithme de Zevenberg-.# arquardt, Alg. 7 défini dans I’Annexe C.1.3, afin de déterminer
les valeurs optimales des paramétres E et G de maniére a ce que les quantités modales prédites
tendent vers les valeurs cibles, i.e. les quantités mesurées.

4.5.5 Dérivation de la matrice de transformation de ¥raig & Zampton

Comme stipulé dans la Section 4.4.4, la minimisation de la fonctionnelle f, Eq. (4.94), nécessite
la connaissance de ’expression des dérivées partielles, par rapport & un paramétre d’optimisation
xp, des matrices de masse et raideur condensées qui s’obtiennent grace a la dérivée partielle de la
matrice de transformation ¢, Eq. (4.87a), telle que :

" og°  0g"
8_1/] —| Ozp Oxp , (4_97)
Oz, 0 0
ou g% est obtenu en appliquant la méthode de ./ elson [48] & 'Eq. (4.84) ; la dérivée partielle de la

matrice des modes @° étant définie dans I'Eq. (4.73). Finalement, les dérivées partielles des matrices
de masse et raideur condensées s’expriment respectivement en introduisant I'Eq. (4.97) dans les Eq.
(4.74) et Eq. (4.74Db).

109 Guillaume Mogenier
Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/vpuiiblication/2011I1SAL0030/these.pdf
© [G. Mogenier], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

g
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Tirants

l
Accéléromet:

FIGURE 4.29 — Dispositif expérimental.

4.5.6 Application industrielle : identification de propriétés homogénéisées et
modéle ramifié

Une analyse modale de type réponse impulsionnelle a été réalisée sur un rotor MGV suspendu,
F1G. 4.29, en respectant le protocole présenté en Section 3.3. Les caractéristiques géométriques du
rotor feuilleté sont définies dans le TAB. 4.5. Une génératrice axiale a été discrétisée en un maillage
expérimental fin, i.e. 87 points de mesure, FI1G. 4.27, pour établir des formes propres expérimentales

trés précises.

Masse, m, 1625 kg
Longueur, L, 3.21 m
Longueur, L. 1.00 m
Centre de masse, zg 1.61 m
Raideur transversale, k. 1.59-10* N -m~
Raideur transversale, k 2.14-10> N .m~

1
1

TABLEAU 4.5 — Caractéristiques géométriques et inertielles du rotor suspendu.

Le modé¢le éléments finis ramifié présenté sur la FI1G. 4.27 est composé du domaine 2 tel que
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4.5. Une fonctionnelle modale condensée selon $raig & Zampton
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FIGURE 4.30 — Evolution de la fonctionnelle globale moyenne f en fonction du nombre de modes m
en considérant un modele soit isotrope (), soit isotrope transverse (m).

N, =195, Eq. (4.1), et ns = 390 degrés de liberté condensés sur les ngs, = 87 points de mesure. Notons
que le modéle prend soin de positionner des nceuds au lieu des points de mesures. Le domaine £,
contenant l’empilement de toles magnétiques est défini par e; = 53 et ey = 97, Eq. (4.33).

La procédure d’identification des propriétés constitutives de ’empilement de tole magnétiques
a été réalisée en faisant varier le nombre m de modes (pulsations et formes propres associées) dans
Palgorithme d’optimisation tel que m =4,...,12. Le coefficient de Poisson v a été fixé a 0.28 et les
valeurs initiales des paramétres d’optimisation z° sont :

{9 =0.9-10", 25=0.3-10"}(N-m™). (4.98)

Les bornes inférieures et supérieures des intervalles contenant les variables d’optimisation x ont
été définies comme dans 'Eq. (4.78).

La Fi1G. 4.30 présente 1’évolution de la valeur de la fonctionnelle globale moyenne, a la conver-
gence de 'algorithme d’optimisation, en fonction du nombre de modes m. Cette grandeur est définie
par la rapport de la fonctionnelle f, Eq. (4.94), et du nombre de modes m et caractérise I’écart entre
les quantités modales mesurées et calculées, pour chaque mode. La fonctionnelle globale moyenne
décroit avec le nombre de mode m ce qui signifie que le modéle isotrope transverse rend bien
compte de la dynamique du rotor étudié. Le nombre de modes a une influence sur l'identification.
Néanmoins, les propriétés constitutives tendent vers des valeurs asymptotiques particuliéres lorsque
m > 8, F1G. 4.31.

Par conséquent, il est nécessaire de prendre en compte un nombre suffisant de modes, e.g.
supérieur & huit, pour identifier, dans ce cas, des paramétres pertinents. La méme procédure d’iden-
tification a été réalisée en considérant, cette fois-ci, 'empilement de téles magnétiques comme un
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CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

110t

—e— Youngs’s modulus
—A— Shear modulus

8.10%0

2. 1010,

| | | | | | L |
Oy 5 6 7 S 9 10 11 12
Mode Number, m

FIGURE 4.31 — Evolution des modules d’%oung (0O) et de ¥oulomb (A) en fonction du nombre de
modes m considérés.
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FIGURE 4.32 — Quatre formes propres transversales (N°1 to N°4) calculées @ (lignes continues, —
(rotor), — (tirants)) et mesurées ¢ (lignes interrompues, ——).
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4.5. Une fonctionnelle modale condensée selon $raig & HBampton
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FIGURE 4.33 — Quatre formes propres transversales (N°5 to N°8) calculées @ (lignes continues, —
(rotor), — (tirants)) et mesurées ¢ (lignes interrompues, ——).
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FIGURE 4.34 — Quatre formes propres transversales (N°9 to N°12) calculées @ (lignes continues, —
(rotor), — (tirants)) et mesurées ¢ (lignes interrompues, ——).
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CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

matériau isotrope, i.e. le module de ¥oulomb étant défini comme une fonction linéaire du module
d’# oung.

La fonctionnelle globale moyenne, tracée dans la F1G. 4.30, est environ 14% to 40% supérieure
a la fonctionnelle globale moyenne obtenue avec le modéle isotrope transverse proposé. Par ailleurs,
la fonctionnelle globale moyenne tend & se stabiliser lorsque le nombre de modes considérés m est
supérieur & huit, i.e. m > 8, tandis que celle relative au modéle isotrope transverse continue de dé-
croitre. Ainsi, le choix de modéliser I'empilement de toles magnétiques avec une matériau isotrope
transverse, et de surcroit dans un modéle élément finis de poutres, fournit de meilleurs résultats,
que ceux obtenus en modélisant I’empilement par un matériau isotrope.

Les douze premiére formes propres calculées et mesurées sont tracées dans les Fi1G. 4.32 &
F1G. 4.34 alors que leurs fréquences propres associées sont présentées dans le TAB. 4.6. Les quantités
modales calculées sont issues de la procédure d’identification sur les douze premiers modes. L’erreur
relative entre les fréquences calculées et mesurées varie de 0.6% a 6.5% avec une moyenne égale a
2%. 11 doit étre précisé que le dipositf expérimental ne rendait pas disponible la déflexion latérale
des tirants.

La F1G. 4.35 présente une représentation du critére de corrélation MAC, Eq. (2.152), entre les
formes propres calculées et mesurées. Ce dernier étant basé sur les déflexions latérales calculées et
mesurées, il n’est pas possible de mettre en exergue la contribution des tirants dans la dynamique
globale du rotor. Par conséquent, on constate une corrélation “virtuelle” entre les 5° et 6° formes
propres propres calculées et mesurées, et aussi entre les 9° et 10°. Les 6° et 10° modes sont des
modes locaux dus a la dynamique intrinséques des tirants.

Celle-ci est caractérisée par le fait que 'on retrouve, e.g. pour les 5¢ et 6° formes propres, des
déformées de rotor identiques mais dont les déformées de tirants associées sont successivement en
opposition de phase. Cet artefact mis & part, les F1G. 4.32 & F1G. 4.35 illustrent, néanmoins, une
bonne corrélation entre les formes propres calculées et mesurées, et justifient 'utilisation d’un mo-
déle éléments finis ramifié et de la condensation dynamique de raig & HBampton.

Les modes principalement dus a la dynamique des tirants n’aurait pas pu étre observés, ou plutot
calculés, si :

Indice Mesurées (Hz) Calculées (Hz) Erreur (%)

1ere 173.83 174.33 0.3
2¢ 291.02 305.92 5.1
3¢ 519.14 529.48 1.9
4¢ 825.78 771.76 -6.5
5°¢ 996.09 992.13 -0.4
6°¢ 1051.6 1071.7 1.9
7° 1402.7 1384.3 -1.3
8¢ 1705.1 1732.2 1.6
9¢ 1932.8 1949.3 0.8
10°¢ 2178.9 2127.0 -24
11¢ 2453.5 2432.5 -0.8
12¢ 2808.6 2854.5 1.6

TABLEAU 4.6 — Les douze premiéres fréquences propres calculées et mesurées.

— le rotor feuilleté avait été modélisé avec un modéle éléments finis classiques, i.e. éléments finis
uniquement contigus,
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4.5. Une fonctionnelle modale condensée selon %'raig & PBampton

Mode Index
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Mode Index

FIGURE 4.35 — Représentation d’une matrice de corrélation MAC entre les formes propres calculées
¥ et mesurées .

— ou si une condensation statique avait été utilisée pour réduire le modéle ramifié.

Le modéle éléments finis ramifié est une alternative efficace pour prévoir le comportement dy-
namique de telles structures assemblées.

4.5.7 Conclusion

Un modéle éléments finis ramifié a été présenté en considérant les différents éléments assemblés
des rotors MGV. Aussi, la condensation de ¥raig & ZPampton s’est avérée plus efficace que celle de
“uyan pour réduire le modéle ramifié, lequel a été capable de rendre compte de la dynamique locale
de I'assemblage.

Il a été montré que les propriétés constitutives identifiées de ’empilement dépendent du nombre
de mode considérés dans la procédure d’identification. En revanche, les propriétés identifiées tendent
vers des valeurs asymptotiques a partir de huit modes. La procédure d’identification présentée est
une alternative intéressante qui permet de construire des modéles éléments finis basés uniquement
sur des éléments de poutre de Zimoshenko contenant peu de degrés de liberté, ce qui devient un
avantage lorsqu’il s’agit de prévoir le comportement dynamique du rotor, i.e. réponses aux balourds
ou transitoires.
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CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

4.6 Modéle prédictif de propriétés constitutives

4.6.1 Introduction

Cette section concerne I’établissement de modéles prédictifs des propriétés constitutives de I’em-
pilement de téle magnétiques, i.e. modules d’'#%oung E et de Foulomb G, afin d’étre en mesure
de prévoir le comportement dynamique en flexion d’un rotor laminé qui n’aurait jamais été réalisé
auparavant.

La modélisation du comportement dynamique des rotors feuilletés en flexion présente une diffi-
culté majeure liée a :

— I’hétérogénéité de I'empilement de tdles recouvertes de vernis,
— la précontrainte initiale appliquée sur ’empilement.

Ces particularités sont un frein au développement théorique d’une méthode d’homogénéisation
des propriétés constitutives de ’empilement.

L’approche consistant & identifier des propriétés constitutives de ’empilement de toles ma-
gnétiques a ’aide d’une des méthodes d’identification numérique-expérimentale présentée dans les
sections précédentes (cf. Section 4.4 [40], Section 4.5, [14]) est une solution efficace qui permet d’ob-
tenir un modéle éléments finis précis du rotor feuilleté considéré. En revanche, c’est une démarche
a posteriort qui suppose que le rotor existe physiquement et qui ne permet pas prévoir a priori le
comportement dynamique de ce rotor.

En effet, il a été fait état que les propriétés constitutives identifiées semblent étre corrélées avec
les caractéristiques géométriques (diameétre D et longueur L) et mécanique (précontrainte P) de
la masse magnétique [12]. Ce qui suppose que la phase de modélisation de la masse magnétique,
notamment lorsqu’il s’agit d’associer des propriétés constitutives équivalentes & l’empilement de
toles, est délicate lorsque les dimensions de 'empilement n’ont a priori jamais été réalisées.

Par ailleurs, cette démarche a été motivée par 1'utilisation accrue des moteurs électriques dans
les machines tournantes dont les puissances requises ne cessent d’augmenter. Par conséquent, comme
la puissance d’un moteur électrique est intimement lié au volume DELS de la masse magnétique, la
réalisation de tels moteurs électriques supposera la connaissance des propriétés constitutives d’em-
pilement de toles magnétiques de plus en plus volumineux (augmentation du diamétre D; et de la
longueur Ly).

Finalement, des analyses modales expérimentales et numériques ont été réalisées, & 'arrét, sur
trente-deux rotors présentant dimensions et des précontraintes différentes. L’écart entre les quan-
tités modales mesurées et calculées est estimé & 1’aide d’un fonctionnelle énergétique basée sur un
quotient de Zayleigh hybride combiné a une méthode de condensation de Yuyan (cf. Section 4.4,
[69]) ou de Fraig & Zampton (cf. Section 4.5, [72]). La réduction du modéle éléments finis rend
possible la coincidence entre les formes propres expérimentales et numeériques : les degrés de liberté
maitres correspondant au déflexions mesurées aux nceuds expérimentaux. Cette fonctionnelle est
minimisée grace un algorithme de Zevenberg-.# arquardt et permet d’obtenir les propriétés consti-
tutives de I'empilement.

Une méthode de régression linéaire multiple a été entreprise sur cet échantillon de trente-deux
couples de propriétés identifiées pour établir des modéles en loi de puissance de propriétés consti-
tutives de 'empilement.
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4.6. Modéle prédictif de propriétés constitutives

Anneau
Oscillant

Anneaux
de Court=—
Circuit ——

(a) Mmav N°2, D, =0.44m, L, =0.91m. (b) Mmav N°32, D, =0.24m, L, =0.37m.

FIGURE 4.36 — Dispositifs expérimentaux présentant deux rotors de taille différente.

o
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(a) Mmav N°2, Dy = 0.44m, L, = 0.91m, 80 points de me- (b) mav N°32, D, = 0.24m, L, = 0.37m, 62 points de
sure. mesure.

FIGURE 4.37 — Modéles éléments finis de rotors de taille différente (® : points de mesure).

Celle-ci sont des fonctions des propriétés géométriques et mécaniques de 'empilement comme
la longueur Lg, le diamétre Dy ou bien encore de la précontrainte P qui différent selon les rotors,

telles que :
Ds, = (0.24,0.27,0.35,0.44) (m),
Ly = (0.37,0.42,0.61,0.63,0.67,0.75,0.80,0.85,0.91) (m), (4.99)
P = (1.11,1.47,2.35,2.77,4.94) - 105(N).

4.6.2 Analyses modales expérimentales

Toutes les analyses modales expérimentales ont été réalisées sur des rotors MGV suspendus,
Fia. 4.36(a) et F1G. 4.36(b), et selon les protocoles présentés en Section 3.2 et Section 3.3. Afin
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CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté
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E(N-m~2) G(N-m™2?)
(a) Module d’#%oung E. (b) Module de ¥oulomb G.

FIGURE 4.38 — Répartition des propriétés constitutives identifiées sur un échantillon de 32 rotors.
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(a) Mav N°2, D, =0.44m, L, =0.91m. (b) Mmav N°32, D, =0.24m, L, =0.37m.
FIGURE 4.39 — Quatre premiéres formes propres calculées (—— (rotor), —— (tirants)) @ et mesurées

() &

d’établir des formes propres précises, les génératrices axiales ont été discrétisées avec une moyenne
de densité linéique de points de mesure égale & 55 nceuds -m~!, FIG. 4.37(a) et FiG. 4.37(b). La
bande fréquentielle considérée est comprise entre 0 et 2 500 Hz et les fonctions de transfert sont
obtenues & partir de la moyenne des signaux issus de trois chocs consécutifs.

4.6.3 Reésultats d’identification

Une procédure d’identification, Section 4.4 et Section 4.5, a été réalisée en considérant les quatre
premiers modes, i.e. m = 4, et permit d’obtenir un ensemble de trente-deux doublets { £, G} de pro-
priétés constitutives d’empilement de toles dont les répartitions sont présentées dans les F1G. 4.38(a)
et F1G. 4.38(b). Celles-ci ne semblent pas Zaussiennes et présentent des étendues relativement im-
portantes d’ou la nécessité d’établir des lois en fonction de différents paramétres.

Les F1G. 4.39(a) et F1G. 4.39(b) illustrent un exemple de bonne corrélation entre formes propres
mesurées et calculées. Le critére FMAC est calculé pour estimer la corrélation entre les quantités
modales des trente-deux modeéles éléments finis et mesures associées, [73]. Ceci est réalisé en tracant
un cercle dont les coordonnées du centre correspondent & une paire de pulsations propres mesurée
et calculée, et dont le rayon est proportionnel & la valeur du critére MAC calculé & partir des formes
propres associées de cette paires de pulsations, F1G. 4.40.
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4.6. Modéle prédictif de propriétés constitutives
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FIGURE 4.40 — FMAC, représentation d’un critére MAC pondéré par les pulsations propres identifiées
@ en fonction des pulsations propres mesurées @ (quatre premiéres pulsations).

Le tracé de lignes de séparation fréquentielle, e.g. +10%, fournit une échelle visuelle pour estimer
la valeur de I’écart fréquentiel entre les modes (pulsation et forme propres) mesurés et calculés.
L’erreur relative moyenne entre les pulsations propres mesurées et calculées est de I'ordre de 2.4%.
La variation de la taille des cercles indique visuellement une variation de terme diagonal de la
matrice MAC définie par la relation suivante :

f o~ |2
1Y) T I
[¢ie] - [7ii]

=1,...,m, (4.100)

ol @;, P; € R™e sont les i® formes propres mesurée et calculée et m est le nombre de mode considérés.

4.6.4 Procédure de régression de modéle

L’objectif de cette section est de corréler les modules E et G, issus d’une procédure d’identi-
fication, avec des paramétres pertinents intrinséques au rotor feuilletés testés, i.e. les prédicteurs
X. La stratégie consiste a appliquer une régression linéaire multiple (MLR) [74] sur I’échantillon de
données identifiées qui contient n observations (rotors). Parmi tous les parameétres géométriques et
mécaniques, le choix s’est porté sur ceux relatifs a :

1. Pempilement de toles : Lg, P, les section droite A; et moment quadratique s,

2. les tirants : les excentricité e;; et moment quadratique Igy;,
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CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

FIGURE 4.41 — Prédicteurs considérés dans la régression linéaire multiple.

3. les portions d’arbre : les valeurs moyennes des masses Mg, et moment d’inertie I,

dont les définitions sont données dans le TAB. 4.7. Notons qu’il est envisagé une éventuelle relation
entre les modules G et E. Les rotors feuilletés de 1’échantillon peuvent alors étre considérés comme
des structures élémentaires définies a partir de ’ensemble des prédicteurs, F1G. 4.41. Il est & noter
que le nombre de prédicteurs précédemment proposés n’est pas définitif jusqu’a ce que des tests de
significativité aient été réalisés dans la procédure MLR. L’approche statistique basée sur :

— le concept de studentisations (“studentizations” qui définit alors des variables studenti-

sées),

— la notion de test-t de .#tudent (“.tudent’s t-tests”) [75; 76],

dans le but d’estimer les observations et prédicteurs les plus significatifs, conduit aux différentes

étapes suivantes :

1. Etape N°1 : Réaliser une premiére MLR et retirer les observations non-significatives ou aber-

rantes,

2. Etape N°2 : Réaliser une deuxiéme MLR et dter les coefficients de régression non significatifs,

3. Etape N°3 : Réaliser une derniére MLR afin d’obtenir un modéle prédictif.

Prédicteurs Expression

As

Ics ” D4
a2,

e Igy = (G?Z +

Ise Mse (

TABLEAU 4.7 — Relations entre certains x prédicteurs.
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4.6. Modéle prédictif de propriétés constitutives

4.6.4.1 Modéle statistique

Supposons que les échantillons de modules d'%oung {E;},_; , et de modules de “oulomb

{Gi},., ,, de 'empilement de toles magnétiques puissent étre modélisés par EeR"et GeR"
respectivement, et exprimés de maniére générale en loi de puissance, telle que :

— PE ) ~ y4e; )
Ei=ap[] ijj, ej R, (4.101a) Gi=ac]] ijj, g; € R, (4.101b)
j=1 j=1

ol ap, aq € R sont constants, pg, pg € N sont respectivement les nombres de prédicteurs relatifs
a E et G. Une transformation logarithmique est appliquée aux Eq. (4.101) pour obtenir un modéle
statistique et réaliser la procédure MLR. Le modéle de régression linéaire comprend des erreurs €
indépendantes et homoscédastiques :

p
Zji: Zﬁj%@j-%&“u avec EiNJV(O,Ug), i=1,...,n. (4.102)
§=0
tels que :
§i =log (E;) ou log (G;), (4.103a) z; i =log (Xij), (4.103b)

avec p le nombre de prédicteurs incluant 'ordonnée a l'origine et o, est 'écart type de e considéré
constant Vx.; pour des raisons d’homoscédasticité.

L’expression matricielle de 'Eq. (4.102) est la suivante :
j=XB+e, (4.104)

ou g € R™ est appelé vecteur réponse, (5 € R? est le vecteur contenant les coefficients de la régres-

sion linéaire multiple, X € ., , est appelée matrice modéle et dont les colonnes x1..5,0, T1..n,15- - - s T1..m,p €
R™ sont composées des prédicteurs x appelé aussi variables déterminantes, 1., o est un vecteur

unité associé aux termes d’intersection.

4.6.4.2 Reégression linéaire multiple (MLR)

La procédure MLR consiste & déterminer le vecteur 8 qui minimise ’erreur moindres carrés entre
les valeurs prédites par le modéle g; et celle observées y; = log (E;) ou log (G;), tel que le probléme
s’écrive :

Jrouver 3%,

(4.105)
tel que min (y = XA)" (y-X5).

Ainsi, en considérant les conditions du premier ordre, les coefficients de régression sont estimés
de la maniére suivante :

2(y—Xﬂ)t(y—Xﬂ)‘ < =Xy, (4.106)
06 5=

ou ( )T représente la matrice pseudo-inverse de .# oore-Zenrose du modéle X, telle que :
xt=(xtx)" xt. (4.107)

Comme il en fait état dans ’étape précédente N°1, certaines observations peuvent étre statisti-
quement considérées comme aberrantes, .e. éloignées du reste des autres données. Par conséquent,
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CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté

Etape {n,pg} |t;] > 2 ts,| <t Hop (55)

1. (32,8} =9,11,15, - -
18,19,23, 28 I e

2. (25,8} - j=2,3 I

3. (25,6} - - [3.58,17.53]

TABLEAU 4.8 — Procédure MLR appliquée au modéle E.

une studentisation est réalisée pour chaque résidu e; = y; — g; et le résidu t;, appelé résidu studen-
tisé, est alors estimé. Ce dernier correspond au quotient du résidu e; et d’une estimation de son
écart type o(;), tel que :

NgE
ujbw

ti= —— (4.108a) oty =~ (4.108b)

JONAITS

ou h;; est appelé levier (“leverage”), i.e. le i terme diagonal de la matrice H = XX t. qui permet
de mesurer 'importance du réle que joue y; dans I’estimation g;. En pratique, les résidus studentisés
t; sont comparés aux bornes +2 et -2, et la i® observation n’est pas considérée dans la procédure
MLR si |t;] > 2.

1
-p—-1:¢

e,
H+ 1l
S,

L’é¢tape N°2 consiste a oOter les coefficients de régression non-significatif 3; en calculant leur loi
de distribution et par conséquent de réaliser un test-t de .tudent (“.#tudent’s t-test”). Ainsi, pour
chaque coefficient de régression 3;, une estimation de son écart type o, est calculée par la relation :

0%, = 0205, (4.109a) ol = Z e, (4.109D)

n-p-1;
ol 0. et une estimation non-biaisée de I’écart type de 'erreur € et a;; est le j° terme diagonal

de la matrice (XtX)_l. Etant distribuée comme une distribution-t de .#tudent (“.tudent’s t-
distribution”), la valeur-t tp; est estimée par la relation suivante :

tg, = Bi v, (4.110)
os;
Finalement, pour un niveau de confiance donné «, e.g. 95%, la valeur-t3, est comparée au
quantile ¢ d’ordre 1 -+, tel que :
=(1-a)/2, (4.111)

i.e. quantile de la distribution-t de .#tudent comprenant p = (n—p—-1) degrés de liberté, classi-
quement obtenu dans la table-t de #tudent (“.Ztudent’s t-table”). Ainsi, si ‘tgj| > th, le coefficient
de régression 3; peut étre considéré comme significatif et le j© prédicteur est conservé pour établir
le modéle prédictif.

Aprés avoir 0té les parametres non-significatifs, i.e. les coeflicients de régression 3; des prédic-
teurs z; j et/ou les observations y;, ’étape N°3 permet d’obtenir une loi prédictive §. Par ailleurs,
pour quantifier la pertinence de la loi 7, des intervalles de confiance I, sont estimés pour chaque
moyenne E (7;), et des intervalles de prédiction Ip, peuvent étre calculés pour des valeurs ¢ associées
a & € RP. Cela suppose la définition de niveau de confiance « , qui sera choisi égal & 95% dans la
section suivante. Ainsi, si les données ont une distribution normale, les intervalles de confiance et
de prédiction sont respectivement calculés par les relations suivantes, Eq. (4.112) et Eq. (4.113) :

Io, (E(@)) = [§i-thoy, G+ thoy,], (4.112)
Ip, (E(9)) = [§-thoe,g+thoe], (4.113)
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4.6. Modéle prédictif de propriétés constitutives

Etape {n,pg} |t;] > 2 ltg,[ <t thog (55)

1. (32,9} =313, 14, - -
18,24, 31 I €

2. (26,9} - j=2,6,7 I

3. {26,6} - - [1.34,9.15]

TABLEAU 4.9 — Procédure MLR appliquée au modeéle G.

ou les variances O‘;i et Ug, relatives a lerreur de prédiction é, sont définies par :
o, = oo (X} (X'X)X;), (4.114)
o = ol(1+3"(X'X)%), (4.115)

ot X; est la ¢ ligne de la matrice modeéle X définie dans I'Eq. (4.104).

Finalement, la probabilité pour que la moyenne E (;) n’appartienne pas a l'intervalle I, (E (3;))
est égale & 1 — a avec un niveau de confiance . Les TAB. 4.8 et TAB. 4.9 présentent les trois étapes
précédentes successivement appliquées aux échantillons E et G, et en considérant les prédicteurs
classés de la maniére suivante :

X = {LS7ASﬂIGs,P7 etiaIGtines,Ies} . (4.116)

Lors de la procédure MLR appliqué & G, le module d’#% oung E est considéré comme un prédicteur
et est placé avant L.

Echantillon de modules d’Zoung Les valeurs des coefficients de régression, émanant de la der-
niére procédure MLR, i.e. étape N°3, sont présentées dans le TAB. 4.10. La derniére colonne illustre
la valeur-p (“p-value”) des coefficients de régression estimés en intégrant la fonction de densité de
probabilité de la distribution ¢ de .#tudent ¢ (“.tudent t-distribution”) [75] pour leur valeur ¢ (“t-
value”) t., données. Les valeurs logarithmiques prédites du module d’% oung, issues de 'Eq. (4.102),
ainsi que leurs intervalles de confiance & 95% associés, sont tracés FIG. 4.42 en fonction des valeurs
loarithmiques des modules d’% oung identifiés.

Le modéle prédictif du module d’# oung peut s’écrire en fonction des prédicteurs x les plus
significatifs, tel que :
Bo OzEL;O'WPl'6416,%1-2'95eff'QOM;el'Slfng. (4.117)

En substituant ’expression du moment quadratique des tirants Iy, TAB. 4.7, dans 'Eq. (4.117),
et en considérant les homothéties de fabrication des rotors feuilletés suivantes, Eq. (4.118) :

ds;
(e—t) «1, (4.118a) eti ~ ey Ds, (4.118b)  nyd? ~ag, D2, (4.118¢)
ti

ol ag,;, e, Ds € R, I'Eq. (4.117) peut alors se simplifier de la maniére suivante :

B oo on (V)P (202, 00,D0) " (a0, D M (M (5)°)

~ 1.6
o E ~ a;;( P) D360 (L) (M),

(4.119)
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CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté
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FIGURE 4.42 — Loi logarithmique du module d’@ oung E en fonction des modules d’% oung identifiés
E. R?=0.969075, n =25, p = 6, v = 0.025.

Prédicteurs x €j O Le; P(> |tej|)
L, 0.778 0.15 -5.142 6.83-107°
P 1.641 0.20 8120 1.97-1077
et 48.23 3.38 -14.26 1.76-107
Iy -12.96 0.89 14.51 2.25-107!
M, -1.806 0.46 -3.897 1.01-1073
I 0.605 0.18 3.359 3.49-1073

TABLEAU 4.10 — Résultats issus de la procédure MLR pour le modeéle E, n = 25, pg = 6.

Echantillon de modules ¥oulomb Les valeurs des coefficients de régression, émanant de la der-
niére procédure MLR, i.e. étape N°3, sont présentés dans le TAB. 4.11. Les valeurs logarithmiques
prédites du module de Foulomb, issues de ’'Eq. (4.102), ainsi que leurs intervalles de confiance a
95% associés, sont tracés Fi1G. 4.43 en fonction des valeurs loarithmiques des modules de € oulomb
identifiés.

Le modéle prédictif du module de ¥oulomb peut s’écrire en fonction des prédicteurs x les plus
significatifs, tel que :

G = agE~109 A7802[L68 p2.61 /605 1-3.06, (4.120)

En substituant I'Eq. (4.117) ainsi que les expressions As, Igs, TAB. 4.7, dans 'Eq. (4.120),
I’expression de G peut étre simplifiée comme suit :
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4.6. Modéle prédictif de propriétés constitutives
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FIGURE 4.43 — Loi logarithmique du module de ¥oulomb G en fonction des modules de oulomb
identifiés G. R? = 0.897519, n = 26, p = 6, v = 0.025.

Prédicteurs x gj Og; ty; P(> |tgj‘)
E -1.089 0.21 -5.351 6.65-107°
A -8.025 1.30 -6.167 6.31-1076
Ics 1.681 0.31 5.476 2.78-107°
P 2.603 0.65 4.016 7.38-107*
M, 6.045 1.63 3.705 1.51-1073
Ise -3.058 0.61 -4.996 8.03-107°

TABLEAU 4.11 — Résultats issus de la procédure MLR pour le modéle G, n = 26, pg = 6.

G = apD;>38pOT2[093 )44y 16
-~ * 1)=5. . . Myt 1

o O ~ aGDS533P072L293(@) , (4.121)
~ x (VLs Zrp % M.\

= G- aq(or) (2)" ()

4.6.4.3 Intervalles fréquentiels de confiance et de prédiction

La longueur des intervalles de confiance & 95% I¢, o, (E (EZ)) et Ic, o5 (E (él)) varient respecti-
vement de 3.58 4 17.53 (GN-m™?) et de 1.34 4 9.15 (GN -m™?), TAB. 4.9 et TAB. 4.8. La procédure
MLR a été réalisée dans le but d’obtenir des modéles prédictifs de propriétés constitutives de ’em-
pilement de toles afin de prévoir le comportement dynamique des rotor feuilletés MGV. Ainsi, les
intervalles de confiance peuvent étre utilisés pour estimer des intervalles de confiance fréquentiels via
les modéles éléments finis de ’échantillon. En effet, en fonction de la nature de I’observation, soit les
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CHAPITRE 4. Identification des propriétés constitutives des éléments d’un rotor feuilleté
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FIGURE 4.44 — Pulsations propres calculées @ en fonction des pulsations propres mesurées w, oz =
3.121-10%rad -s7!

intervalles de confiance I, Eq. (4.113), soit les intervalles de prédiction Ip, , Eq. (4.112), pourront
étre considérés. Les intervalles de confiance I, ,, seront appliqués aux observations significatives
alors que les intervalles de prédiction Ip, ,, seront appliqués aux observations non-significatives, i.e.
non utilisées dans la procédure MLR. La F1G. 4.44 représente tous les intervalles de confiance confon-
dus des quatre premiéres pulsations propres @, calculés pour tous les échantillons de rotor, avec les
modeéles prédictifs de propriétés constitutives. Leur longueur moyenne est de l'ordre de +5.85%.

4.6.5 Conclusion

Une approche MLR a été réalisée sur un échantillon composé de plus de trente rotors feuille-
tés pour obtenir des modéles prédictifs des modules d’#oung et de Foulomb de l’empilement,
qui dépendent de la géométrie des portions d’arbre, de 'empilement Dy, L, et notamment de la
précharge P ce qui est en accord avec les résultats présentés dans [20]. Statistiquement, les deux
modéles prédictifs E et G expliquent plus de 90% des variations totales qui sont apparues pour
environ vingt-cinq rotors. Les intervalles de confiance et de prédiction relatifs au modéles prédic-
tifs permettent d’obtenir une estimation d’un intervalle de prédiction fréquentiel, dont la longueur
moyenne est de 'ordre de +5.85%.

La réalisation de tels modéles permet d’accroitre la fiabilité des calculs de prévision du compor-
tement dynamique des rotors feuilletés MGV, notamment dans les phases de développement ou il
s’agit de prédire le comportement dynamique de rotors feuilletés jamais réalisés auparavant, e.g. 30
MW @ 6 000 rpm. En présentant des résultats obtenus sur la structure a I’arrét, cette section consti-
tue une premiére étape dans la démarche de modélisation du comportement dynamique des rotors
a cage d’écureuil en flexion. Le prochain challenge & mener est, en particulier lorsque le systéme est
en rotation, de prendre en compte les effets centrifuges appliqués aux tirants qui exerceraient alors
une charge axiale supplémentaire en rigidifiant ’empilement de toles magnétiques.
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Chapitre 5

Dynamique des rotors feuilletés en
présence d’effets centrifuges

L’empilement de toles magnétiques, vernis et précontrainte rendent
délicate l'obtention théorique des propriétés constitutives homogénéi-
sées de l’empilement, aussi bien & l’arrét qu’en régime de fonctionnent.
Par ailleurs, les tirants sont sujets aux chargements centrifuges et flé-
chissent jusqu’a consommer le jeu radial a l'intérieur de ’empilement.
Leurs déflexions non linéaires tendent a augmenter leurs raideurs géo-
métriques et la charge longitudinale agissant sur [’empilement de toles.
Cette derniére ayant un effet non linéaire sur l’évolution des propriétés
constitutives homogénéisées de 'empilement. La combinaison d’un al-
gorithme du point fize et d’une méthode de pénalité, a chaque vitesse de
rotation, permettent de tracer les réponses auz balourds et diagrammes
de € ampbell. Ces représentations prennent en compte [’évolution des
propriétés constitutives de 'empilement due aux charges longitudinales
induites par les effets centrifuges. L’application industrielle présentée
en fin de section montre que la modélisation des effets centrifuges im-
plique une légére modification de la dynamique de tels rotors.
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CHAPITRE

5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges
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5.1. Introduction

5.1 Introduction

ES tOles magnétiques de I'empilement peuvent étre précontraintes longitudinalement soit sur un
L arbre central [3; 15], par des tirants équirépartis sur une périphérie ou par une combinaison des
ces deux technologies [11]. Il est connu qu’'une compression axiale diminue la rigidité de flexion des
structures élancées alors qu’elle augmente la rigidité de flexion des structure feuilletées axialement
[16; 20]. Afin de construire un modéle contenant peu de degrés de liberté, des éléments finis de
poutre de Zimoshenko sont utilisés, lesquels nécessitent des propriétés constitutives homogénéi-
sées, notamment pour ’empilement [15; 21; 12|. Dans [77], des analyses modales expérimentales
réalisées sur un échantillon de vingt-cinq rotors feuilletés ont permis d’établir des lois prédictives
pour les modules d’? oung et de ¥oulomb de ’empilement, fonctions de sa précontrainte et de ses
caractéristiques géométriques.

L’objectif de cette section est d’accroitre le niveau de précision de la modélisation de la masse
magnétique, de 'empilement, en prenant en compte les effets induits par un chargement centrifuge
agissant sur de telles structures feuilletées/composites. La plupart des articles considérent 'influence
d’une chargement centrifuge longitudinal sur le comportement latéral de poutres rotatives [78; 79|
alors qu'un nombre plus restreint évalue l'influence d’'un chargement centrifuge transversal sur le
comportement latéral d’un rotor. Dans [80], les auteurs comparent I'influence des effets gyroscopique
et centrifuge sur un rotor académique contraint longitudinalement.

Les effets centrifuges sont pris en compte en considérant une charge répartie non-linéaire trans-
versale agissant sur chacun des tirants. En raison de la symétrie cyclique de I’assemblage de la masse
magnétique, un probléme quasi-statique est proposé en considérant un tirant unique et sa portion
de section droite d’empilement associée. A chaque vitesse de rotation, la déflexion non-linéaire
quasi-statique d’un tirant ainsi que la charge compressive longitudinale agissant sur ’empilement
sont calculées via un algorithme itératif du point fixe, et une méthode de pénalité permettant de
modéliser le potentiel de contact [81; 82] entre le tirant et 'empilement. La déflexion non-linéaire
induit une tension supplémentaire au sein du tirant et donc une charge supplémentaire comprimant
I'empilement, modifiant par conséquent ces propriétés constitutives [77].

Finalement, diagrammes de ¥ampbell et réponses aux balourds sont tracés en considérant ou
non les effets centrifuges.

5.2 Loi de comportement de ’empilement défini & partir des pro-
priétés identifiées a ’arrét

Le Chapitre 4 a permis d’établir les lois E et G définies telles que [77] :

Ew(é)(ﬁ)? o (L&) e

avec Lg, Dg et P les longueur, diamétre et charge de I’empilement. La dépendance de E et Gen
fonction de la charge P permet d’établir et de mettre en évidence la nature non-linéaire la loi de
comportement de I’empilement autour d’une configuration initiale %y :

Cgo : {P{), Eo, Go} y (5.2)

avec Py la pré-charge initiale selon 'axe y et Fy, Gg les modules d’% oung et de ¥ oulomb identifiés :

o ~ (%) (\/%)g , (5.3a) Go ~ (\g?)2 (%)170 . (5.3b)
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CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges

On peut donc exprimer 1’évolution de E dans la direction 3, et de G dans le plan {zGz} de ce
rotor feuilleté, au voisinage de cette configuration précontrainte initiale %j, telle que :

~ 8 ~ 7
E P\s G P\ 1o
Z (L 5.4 “(E) 5.4
Eo (Po) ’ (5.42) Go (Po) (5.4b)

De maniére générale, on peut exprimer I’évolution de F, au voisinage de cette configuration
précontrainte initiale %, telle que :

~ E,
E-= (UO‘P )a;‘;, (5.5)
yy0

avec ap € R la puissance associé a la charge P dans la loi E , Eq. (5.1a), et oy,0 la précontrainte.
Remarque 14: Bien que la charge axiale P soit une force de compression, et par conséquent

négative par convention, on considére sa valeur absolue dans les modéles Eq. (5.1a) et Eq. (5.1b),
i.e. PeR".

Par définition, le module d’% oung est défini par la relation :
(5.6)

Ainsi, en substituant I'Eq. (5.6) dans 'Eq. (5.5), il vient alors ’équation différentielle du premier

ordre suivante :
8 E
Tyy —ap _ ( ao ) (5.7)

Yy
Oeyy T1y0

En intégrant ’'Eq. (5.7) sur €,,, on obtient :

(=7)

Oyy = |:( Eo:?: )(1_aP)€yy+Ca (5.8)

yy0

ou C, est une constante arbitraire, dépendant d’une configuration connue comme % par exemple,
et est déterminée comme suit :

Oyyo =

](dp)

-a EO
QCU:U;yOP_(dTp) (1—ap)€yy0. (59)

E

a?: (1 - aP) Eyyo t Ca
g

yy0 yy0

La loi de comportement de I’empilement de téles magnétiques peut donc s’écrire :

(=) 1[( o )“‘a”(%—%yo)w;;ﬁp]

yy0

Oyy = €Xp , (5.10)

dont une représentation est proposée FIG. 5.1, en considérant une variation de diamétre D;. Ce
modéle de loi de comportement est théoriquement valable sur le domaine :

Eyy € [5§/y,+oo], (5.11)
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5.2. Loi de comportement de ’empilement défini & partir des propriétés identifiées & 1'arrét

Tyyo

Eyy

FI1GURE 5.1 — Allure de la loi de comportement identifiée de I'empilement de toles autour d’une
configuration précontrainte initiale {oyyy, €yyo }

telle que I'inégalité suivante soit respectée :

E 1—
(UT(;DO) (1-a) (eyy —£gu0) +010™ > 0,
vy
(UE(I]D )(1_aP)5yyO_U;y3P (512)
<= Eyy > vyo ,
( s )(1—0613)
“yyo
La borne inférieure est alors définie par :
! Tyy0
Epy = Eyy0 + ———————. 5.13
w0 B ap 1) (>19)

Remarque 15: La valeur maximale identifiée Fy ne peut étre supérieure a celle de I'acier, notée
Egieer, ce qui limite donc la pente de I'asymptote oblique de la loi de comportement en e, — +o00. Par
ailleurs, la F1G. 5.1 présente une allure de la loi de comportement d’un empilement afin d’illustrer sa
nature non linéaire. Bien qu’étant théoriquement valable sur le domaine présenté dans 'Eq. (5.11), il
ne faut pas oublier que cette loi de comportement est elle-méme issue de la loi E, Eq. (5.4a), et dont
la validité est forcément associée a des intervalles de confiance et /ou prédiction (voir Section 4.6.4.3).
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CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges

5.3 Modélisation de ’effet centrifuge

Par hypothése, les effets centrifuges sont estimés pour une vitesse de rotation donnée gb constante,
i.e. un probléme quasi-statique est alors résolu. Sous l'effet des charges centrifuges, les tirants flé-
chissent dans le jeu fonctionnel radial jusqu'a entrer en contact avec ’empilement de téles. La
déflexion transversale induit la non linéarité géométrique et le couplage longitudinal et latéral,
F1G. 5.2, et implique une charge longitudinale supplémentaire qui agit au sein des tirants et com-
prime ’empilement de to6les. Le couplage induit donc :

- une extension des tirants, et donc un effet de raidissement en flexion,
- une compression de ’empilement de toles,

- une évolution des propriétés constitutives de 'empilement, Eq. (5.4a) et Eq. (5.4b), car elles
dépendent de la pré-charge.

5.3.1 Mise en équation
En raison de la symétrie cyclique de 1’assemblage de la masse magnétique (tirants, empilement

de toles, etc. . .), il est possible de ne résoudre qu'un probléme quasi-statique dans un plan colinéaire
a l'axe longitudinal y en ne considérant qu'un seul secteur de I'assemblage composé :

— d’un unique tirant représenté par le domaine €,,,

— de la Nf; portion de la section droite de ’empilement de toles représentée par le domaine €2,

ou les indices { },, et { }, sont respectivement relatifs aux domaines €2, et €, appelé également
domaine maitre et domaine esclave, afin d’introduire la notion de normale au contact selon la-
quelle le contact apparait et les forces normales de contact agissent.

Les fronti¢res respectives de chaque domaines 92,y sont notées et définies par :

1 e
{ GQ(.) —FU UF6 (514)

& ari? - g

N . . . . . ° . N " . ,
ou l'indice (®) représente les indices m ou s, F((s ) est la fronticre ot les déplacements sont imposés

et FC(;) est la frontiére ou s’applique les efforts extérieurs.

5.3.1.1 Déformation non-linéaire longitudinale

Soit une longueur infinitésimale dy d’une poutre illustrée F1G. 5.2. Dans la configuration défor-
mée %;, il vient :

dv = (@) dy, (5.15a) dw = (8—w) dy, (5.15b)
dy dy

ce qui permet d’exprimer ’allongement ds de la longueur infinitésimale dy tel que :
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5.3. Modélisation de 'effet centrifuge

&y

X
&

y

FI1GURE 5.2 — Configurations non-déformée %, et déformée %; d’un élément de poutre de longueur
infinitésimale.

ds® = (dy+dv)® +dw?,

1

2
) ) (5.16)

— o) 0 o]
< ds = dy 1+2<3_Z)+(3_Z) +(8—‘;)
Eyy<<1
A l'aide du développement limité suivant :
1 1

(I+eyy)2~1+ 2 Cuy, Avec eyy < 1, (5.17)

I'Eq. (5.16) devient alors :

ov 1(0v\> 1(0w)\?
svdyll+[=)+=(=) +=(=]) |. 1
ds dy[ +(8y)+2(8y) +2(8y)] (5.18)

Si I'on considére une poutre de longueur [ dans une configuration déformée, la longueur de sa
fibre neutre sera alors définie par l'intégrale de 'Eq. (5.18) le long de son abscisse curviligne telle
que :

I I I ) I )
s:[dy+f(@)dy+fl(@) dy+/1(a—w) dy. (5.19)
J J y J 2\ 0y J 2\ 0y
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CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges

La longueur totale s de la poutre peut se décomposer de la maniére suivante :

s=1+dl, (5.20)

En gardant en mémoire que la déformation longitudinale linéaire (g—;) est constante, 'Eq. (5.19)

l l
ov 1{0v\> 1({0w\?
= (= — (= 21
I+ dl l+(8y)l+0f2(8y) dy+0[2(8y) dy, (5.21)

Eyy
et la déformation longitudinale non-linéaire s’écrit finalement :

devient alors :

l l
ov 1 (0v)? 1 ow\?
Eyy = — + | =) dy+ = — | dy . (5.22)
dy 20 \ Jy 21 y
N , 0 0
Petite Déformation
Longitudinale Grande Déformation Couplage Déformation
i Longitudinale Transversale-Longitudinale

5.3.1.2 Couplage Longitudinal - Transversal

En négligeant le terme dii aux grandes déformations longitudinales, le terme e, implique lors
une charge longitudinale P pour une poutre [83] de module d’# oung module E, de section droite
S et de longueur [ telle que :

pP- Es(aZ) E—lsofl( ) (5.23)

L’effet centrifuge est estimé en considérant une charge répartie transversale non linéaire f.
agissant sur le domaine €2,,, telle que :

fc=05¢'52 (e +w), (5.24)
ol p et ey représentent respectivement la masse volumique et I’excentricité des tirants, F1a. 5.3.

Il doit étre noté que les deux domaines €2, et {05 sont connectés entre eux au niveau de leurs
propres limites. Ainsi, en annulant les dérivées temporelles et en considérant une configuration
précontrainte initiale, les équations quasi-statiques dans le plan {yGz} s’expriment de la maniére
suivante, dans €2,,

0 o0 ow
El k,GS|—-0)=0 5.25
dy ( G@y) Ty (8y ) ’ (5:25)
0 ow
a—y(kyGS(_ay _9))+(P+PO) +fC_ ) (526)
es(22) -0 (5.27)
oy2) 7 '

avec les conditions aux limites suivantes :
° an:yz(] = v=w=0=0,

o I —l=>0yy—E( ) %

ou Flg et k,GS sont respectivement les rigidités de flexion et de cisaillement. Le stiffening effect
classique n’apparait pas dans le domaine €25 puisqu’il est feuilleté longitudinalement. En revanche,
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5.3. Modélisation de 'effet centrifuge

ZA PpmSm (e1i +wm (y +dy)) $2 A
P, (y+dy)
‘\ pmSm (eti + Wm (y)) ¢2 / -
P, K U (Y) '
(v) y Ny
Um (y +dy)
Wiy (Y) Wy, (y + dy)
L I
P.(y) & P, (y+dy)
_—_)_'
Yy
: vs (y) Vv, (y+ dy)
I_—* ;%

FIGURE 5.3 — Domaines élémentaires associés a €1, et 2.

I'Eq. (5.4a) doit étre considérée dans I’équation du mouvement quasi-statique du domaine € :

0 00 ow
0 ow
—(k,GS|—-0]))=0 5.29
8y( v (8y )) ’ ( )
0%
E(P)S|=—]=0 5.30
)5 (55)-o (5:30

avec les conditions aux limites suivantes :
e I'V:y=0 > v=w=60=0,
e I'liy=1l = w=0=0, oyy = E(@):—g.
Ces deux systémes d’équations différentielles sont couplés entre eux puisque I'on a I'j' nI'§ # & :

y=1 = {Umawmaam} = {USaw&es} .

Ainsi, ces systémes d’équations seront résolus en utilisant la méthode des éléments finis, i.e. une
approche adaptée dans la résolution de problémes de contact.

135 Guillaume Mogenier
Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/vpuiiblication/2011I1SAL0030/these.pdf
© [G. Mogenier], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges

= m
(b) Hlustration des forces fp
et raideur k, de contact
entre deux points M,, et
M.

(a) Représentation de deux domaines Q,, et Qs dans une configuration initiale %o et
une configuration déformée %; lorsque les deux domaines sont en contact.

FIGURE 5.4 — Notations utilisées pour paramétrer les domaines potentiellement en contact.

5.4 Formulation éléments finis du contact

Les systémes d’équations différentielles, Eq. (5.25) a Eq. (5.30), sont discrétisés a Paide d’élé-
ments finis & deux nceuds grace aux fonctions de formes associées aux champs w et 6 et décrites par
les Eq. (A.43) et Eq. (A.44). Le déplacement axial v dans la direction y est également considéré et
exprimé a l'aide des fonctions de formes linéaires classiques [35], Eq. (A.292).

Soient €2, et 2 les domaines définis respectivement par 'union des éléments % du maillage
dont les déplacements nodaux sont stockés dans le vecteur 6 € R™ :

emf esf
Om= U A, (5.31a) 0= | #, (5.31b)

OU €m,, €m, €t €s;, €5, représentent respectivement les bornes inférieures et supérieures des domaines

Q,, et Q.

Durant le développement de la formulation du contact par la méthode des éléments finis, on
considéra qu’un élément fini %, est associé de maniére générale a dix degrés de liberté tel que le
vecteur élémentaire des déplacements associé 4§ s’écrit :

66 = {,Uea w€7 uea @Z}e; 967 U€+17 w6+17 u6+17 w6+1) 9€+1} . (532)

On suppose deux corps déformables €(,), ® = m,s, initialement séparés qui ont la possibilité
d’entrer en contact, F1G. 5.4(a). La frontiére respective de chaque corps €,y est partitionnée
en trois sous-frontiéres : Fg') ou se produisent potentiellement les contacts, Fg') ou s’applique les
efforts extérieurs et F((;) ou les déplacements sont imposés. Ces trois sous-domaines doivent vérifier
les propriétés suivantes :
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5.4. Formulation éléments finis du contact

MiH
L g

m

m

M
®

-
M

FIGURE 5.5 — Maillages non-coincidents des domaines maitre £2,, et esclave .

90 =T urlurl
) ar =1 ar -1 nrl - . (5.33)

La modélisation d’un probléme en mécanique du contact se décompose en quatre étapes :

— Définition des frontiéres F((;) potentiellement en contact : le lieu du contact n’est pas toujours
connu notamment pour les cas de problémes évoluant en grands déplacements ou en grandes
déformations. A défaut d’information sur les déformées envisageables des structures, on im-
pose généralement I‘£°) comme étant la totalité de la frontiéres d€,). Dans le cas contraire,
on sélectionne les sous-régions concernées par le contact, ce qui a pour effet de diminuer si-
gnificativement le nombre de conditions de contact et par conséquent le temps de calcul,

— Définition des normales de contact 7i : toujours sortantes, elles imposent la direction normale
de séparation des deux domaines,

— Evaluation de la distance g, entre les structures : cette étape permet de vérifier si la condition
d’impénétrabilité est respectée ou pas, i.e. €, N Qg = &. Son calcul peut s’avérer rapidement

coliteux si la géométrie des corps déformés évolue rapidement,

— Détermination des forces f, (ou des raideurs k,) de contact, F1G. 5.4(b), dans les directions
normale et/ou tangentielle si le frottement est considéré.

Il est & noter que les domaines €2, et €5 présentent des maillages non-coincidents, F1G. 5.5. De
plus, on suppose les hypothéses suivantes :

— le contact entre les domaines €2, et 25 ne peut avoir lieu que dans la direction transversale z,

— le frottement n’est pas considéré dans la direction longitudinale y, i.e. les domaines considérés
sont capables de se mouvoir relativement 1'un par rapport a ’autre.
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CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges

) o 7r
_ K, FS
B c
MEF?
°
M

8y

é Mi—1 >

i 0 7

FIGURE 5.6 — Représentation de la normale de contact ﬁ(M,ﬁqj) dans une situation d’inter-
pénétration des domaines maitre €2, et esclave €.

5.4.1 Orientation de la normale de contact 7i

Parmi les diverses méthodes de détection de contact, ’approche maitre-esclave a été retenue
[84]. Elle permet de définir la cinématique d’'un domaine esclave Q4 vis-a-vis d’'un domaine maitre
Qp, comme l'illustre la F1G. 5.6. C’est-a-dire que pour chaque nceud du domaine maitre €2,,, un
vecteur 71 sera défini tel qu’il soit un vecteur normal sortant & la frontiére I';".

Appliquée & une structure discrétisée, cette approche ne se limite pas & imposer des forces aux
neeuds du maillage ou des raideurs entre les noeuds du maillage, comme c’est le cas avec une méthode
d’appariement nodal classique, mais offre aussi la possibilité de modéliser le contact lorsque celui-ci
a lieu entre un nceud maitre et un élément fini esclave. Ainsi, grace a ses fonctions de forme, une
force de contact équivalente élémentaire est alors répartie aux noeuds des éléments finis maitres et
esclaves.

5.4.2 Mesure de la distance g, entre deux domaines

Soit un point matériel M,, du domaine £2,,, appartenant a la surface de contact I', la fonction
distance normale g,, (ou jeu) entre les deux domaines est définie comme la norme HMmM SH ot M
est la projection du point M,, selon la normale 7 sur la frontiére I'Y comme l'illustre la F1G. 5.4(b).
En adoptant la formulation .Zagrangienne totale ot la position Z d’un nceud dans la configuration
courante %; s’exprime comme la somme de la position initiale } et du déplacement S, la norme

[P
HMmMS s’écrit alors :

HMmMS - [@ (M,) - T (My)] -7, (5.34)
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5.4. Formulation éléments finis du contact

de telle sorte que la fonction g, s’exprime de la maniére suivante :

gn = [ X540 (M) = X (M) = & (My)] -,

(5.35)
— — ~
& gn=gno+[ 0 (My) = 8 (Myn)] 7
_—
ol gp, représente la distance minimale ”MmM s|| dans la configuration initiale 4j soit :
— —
Gno = min (X* =X (M,))- 7. (5.36)

La quantité g,,, appelée “gap”, caractérise la distance initiale entre les deux domaines, i.e.
distance pouvant par exemple représenter un jeu fonctionnel. Ainsi, deux situations sont mises évi-
dences pour caractériser le contact :

— Si gp <0, il y aura contact voire inter-pénétration des deux domaines considérés,
— Si gp, >0, il n’y aura pas de contact entre les deux domaines.

Pour chaque point situé sur l'interface de contact I'Y, il faut vérifier les conditions de contact :
aussi appelées conditions de Jertz-.%ignorini-.# oreau [85], elles traduisent entre autres la condi-

tion de non-pénétrabilité entre les deux domaines. En notant o,, I'effort surfacique (ou pression) de
contact dans la direction normale 7, il vient :

— Condition Géométrique : Impénétrabilité de la matiére (S ertz-ignorini) :

g>0 , Pas de contact,

g=0 , Contact. (5-37)

gn20©{

— Condition Mécanique : Intensilité (.7 ertz-.#ignorini), aucune attraction n’est exercée entre
les domaines :
on >0 , Contact (Compression),

o, =0 , Pas de contact. (5.38)

op,20< {
— Condition Energétique : Complémentarité/Exclusion (.#oreau), la force de réaction s’an-
nule lorsque les objets ne sont plus en contact g, >0 =0, =0 :

on =0 , Décollement,

Tngn =0 = { g=0 , Contact.

(5.39)

5.4.3 Potentiels de contact élémentaires

Soient les domaines €2, et g discrétisés par la méthode des éléments finis. Il est possible
d’introduire un potentiel de contact telle que 1’énergie potentielle totale % s’écrive [86; 87| :

Y = Hd - 7/0 + HC + Hbc s (5.40)
—— — — ——
Energie de Travail des Potentiel de Potentiel des
Déformation Forces Centrifuges Contact Conditions aux Limites

ou I, est I’énergie de déformation des domaines €2, et s, #; est le travail des forces centrifuges
appliquées sur la frontiére I'])", II;. est le potentiel des conditions aux limites en déplacement im-
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CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges

ika v',Js:HC
C

Contact Libre

Contact Libre

\
\
\
\\\\ En /7 ‘Tn‘ \4
\
\

Pénalité
In,; < 0 0 Gn; > 0 9n; In,; < 0 - 0 In; > 0 In;
(a) Pénalité. (b) Pénalité barriére pour différentes valeur de &, et 7,.

FIGURE 5.7 — Evolution du potentiel élémentaire de contact k11, en fonction de Gn,; -

posées sur les frontieres I'j" et I'§ grace a une méthode de pénalité et II. est le potentiel de contact
sur les frontiéres I';* et I';.

Si I'on considére désormais I’énergie potentielle élémentaire entre le i nceud maitre M! e T'"
et le k€ noeud esclave ME € TS et que I'on note la normale au contact 7 (an), la fonction distance,
Eq. (5.35), s’écrit alors au ¢ noeud maitre M, :

- > <0, Contact
t ) 9n; S U,
= N, ‘ . 41
Gni = 9ap+ 0 s Non: { gn, >0, Libre ’ (5-41)
—
oll 0 s, correspondant & la différence entre les vecteurs déplacement des noeuds esclave et maitre,
—

et N!, sont définis tels que :

S s = %Eﬁ:)) : (5.42a) 17,,::[ ) ZE%:; ] (5.42b)

Le potentiel de contact élémentaire “FTI, entre M, et MF peut étre obtenu en considérant diffé-
rentes méthodes [88], parmi lesquelles on discerne les méthodes de pénalité qui autorisent une légére
pénétration entre les domaines et considérent les forces et raideur de contact comme des propriétés
intrinséques du systéme : aucune équation supplémentaire n’est ajoutée lors de la résolution et la
taille du systéme n’est donc pas augmentée.

Deux types de méthodes de pénalité peuvent étre distinguées :
— extérieure [89], aussi appelée couramment “méthode de pénalité” (“ Penalty method”) dont

le potentiel de contact élémentaire “*II, associé s’écrit

%Hc = %5,19,2%, si gp; <0 (5.43)

G = 0 siogn, >0’ '
ol g, € R est appelé coefficient de pénalité et est homogeéne & une raideur, et g, est définie
dans I'Eq. (5.41). La F1G. 5.7(a) représente l'allure du potentiel de contact élémentaire en
fonction de la distance gp,.
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5.4. Formulation éléments finis du contact

— intérieure [86; 81; 82|, aussi appelée “la méthode de barriere” (“Barrier method”) qui
régularisent les inégalités de contact ; le potentiel de contact élémentaire “FII, associé s’écrit
alors : ,

LR, = (Z—Z) + TnGn,; + %anggi si gp, <0

I ’ 5.44
i,kHc — (g) 6(;)97%‘ st gn, >0 ( )

ou 7, € R7*. La F1G. 5.7(b) représente I’allure du potentiel de contact élémentaire en fonction
de la distance gy, pour différentes valeurs des paramétres ¢, et 7,.

Remarque 16: Lorsque 7,, > 0™ et g, — +00, il vient alors :

. 2
LETT = 1 T 1 2 1 2 :
o= 0 (2)+mon + 3engh, ~ 3endh st gn <0

n

En—>+00
. . 2 (E—")gn, ' . (5.45)
I, = lim (—")em ¢ - 0 si gn, >0

Tn—0" En

En—>+00

On remarque alors que la méthode la pénalité barriére tend vers la méthode de la pénalité (—-)
comme le montre la F1G. 5.7(b).

5.4.4 Recherche du point de contact entre un nceud et un élément fini

On considére le point C' (an) comme l'intersection entre les domaines maitre et esclave, F1G. 5.6,
i.e. la projection du nceud maitre M,ﬁl, dans la direction 7 (M}n), sur un élément fini esclave *.#;,
puisque €2, et €5 présentent des maillages non-coincidents, F1G. 5.5. On suppose que le contact
puisse avoir lieu entre le noeud maitre M7, et le k¢ élément fini esclave comme l'illustre la FIG. 5.6.

Considérons le cas simplifié d’'une poutre dans lequel le nceud maitre Mﬁn est représenté par
Mﬁn ="M ;1 n™;. 11 apparait clairement une discontinuité des normales au nceud maitre an
La normale de contact 7 (M,’n) est alors définie a partir des vecteur normaux aux éléments finis
contigus "'%;_1 et ™ telle que :

i (M) = = (7 (M) + 7, (M) tel que |7 (D)) =1, (5.46)

N | =

avec 1 (Mﬁn) et n, (an) les normales au contact gauche et droite par rapport au nceud an,
Fi1G. 5.6 :

iy (M),) = (M;;IM; A Ui) AMSIME (5.47)
i, (M) = (M;M;jl A Ui) A ML ML (5.48)

— . .
avec U; le vecteur déplacement du nceud M. Ainsi, pour chaque nceud maitre M, il est nécessaire
de trouver I'indice k de I’élément fini esclave sur lequel celui-ci sera projeté tel que C' (an) €y,

Les coordonnées du point C (an) sont alors les solutions du systéme suivant :

s MFMF!
oy (ML)

MFC (M)
M},C (M)

m

(5.49)

Dans la configuration courante %, les coordonnées du vecteur normal au contact 7 (M;‘n) et de
la projection du ¢ nceud maitre M, sur I'élément fini *.%#;_;, C (an), s’expriment alors de maniére
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CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges

générale dans le repére (R) par les relations suivantes :

i (M) =] Yni, : (5.50a) i(c (M) = vei, : (5.50b)
i d(R) “n Ay

et les coordonnées du i nceud maitre M?, et du k° noeud esclave MF s’expriment quant a elles dans
le repére (R) par :

T, Tk
(M) = yar, , (5.51a) (M) =| v : (5.51b)
M ARy ez d(r)

Ainsi, le systéme d’équation (5.49) devient :

Toi —TyE — Qs (xMéc—l —me) = 0 (1)

zei —yur — s (U —yar) = 0 (2)

:L‘Cin - ZMsk - Qg (ZM§’1 - ZMéC =0 (3) (5 52)
Tei —Tap - antni = 0 (4) '
Yoi, —Ymi, anYni = 0 (5)

Zoi —ZMi nzy: = 0 (6)

En substituant respectivement les équations (4), (5) et (6) dans les équations (1), (2) et (3)
du systéme (5.52), il vient :

Ty + Qplpi —Tps — Qs (xM§_1 - a:MSk) = 0 (7)
Yazi, + 0nlni — Y — s (Uama—yare) = 0 (8) . (5.53)
ZNi t QnZpi —ZyE — Qs (ZMéc—l —zyx) = 0 (9)

La combinaison suivante des équations (7), (8) et (9) du systéme (5.53) :

2yn%zn% (7) _xninznin (8) —:L’n;'nynin (9), (554)

permet de déterminer le paramétre asy :

2[agy, +anang, —2age = o (@t = age) g, 2, -

[Yars, + ontins, = yagr = s (Ynrsr = Yars) | 0ng 20, =
201y, + Qnzni, = 2ary = s (2arpr = 2a08) g, Y, = 0,
< 2(wag, = Tare) Yni, 2t = (Ung, = Yare) Ts, 2, = (20, = 2008) Tt Ui, =
o [2(2are1 = Tae) Y, 2, = (st = Yae) Ty, 2o, = (2are = 2a0) T, Vs, ] = (2-5 -

L’expression du paramétre o, s’écrit alors :

2(ari —are) Uni 2ot — (Ungs, = Yaaw) Ti 2ni = (2000 = 200%) Ty Yi

Qg = , (5.56)
2(Zags-1 = o) Yni Zni = (Yngsr = Ynis) i Zni. = (Zare1 = 2a00) Tpi Y
et représente la position relative du point C (an) sur 1’élément fini *.7;_1.
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5.4. Formulation éléments finis du contact

En introduisant de I'Eq. (5.56) dans les équations (1), (2) et (3) du systéme (5.52) permet
d’exprimer les coordonnées de la projection de M} sur I’élément fini *.J7;_; :

Tci, $M§+as (xMégq—xMég)
Yo, =| yare + s (Ynrsr = yase) : (5.57)
ZC%L (R) ZM;C + Qg (ZM;C—I —ZMéc (R)

Finalement, la sommation des équations (4), (5) et (6) du systéme (5.52) :

Toi —Tppi — OnTpi +Yoi —Ynp — Onlpi +2ci — 2y — nZpi = 0,
(5.58)
hnd (960;'” - JCM;',L) + (yc;n - yM,in) + (Zc;‘n - ZM}'n) - Qn (xngn TYni, Tt ann) = 0,
conduit a l'expression du paramétre a, :
Toi —Tppi )+ i = i )+ \Roi — R
a, = ( ci, Mm) (ycm me) ( ci, Mm), (5.59)

(xngn T Yni, * ann)
qui indique selon son signe s’il y a interpénétration («, <0) ou pas (ay, > 0).

Une procédure d’appariement est alors appliquée pour rechercher le k¢ indice jusqu’a ce que
as€[0,1], ie. C (an) € [MSI"’MS]“_l] En réalisant cette procédure pour la totalité des domaines §2,,
et Q, Alg. 9 (Annexe D.2), il est alors possible de déterminer les frontiéres de contact maitre I'J*
et esclave I'S.

Remarque 17: Puisqu’il est supposé que les domaines maitre et esclave ont la possibilité de glisser
sans frottement dans la direction y, le scalaire 71 (M}n) -9 doit étre nul; le contact apparait donc
uniquement dans la direction z. De plus, en raison de la symétrie périodique des tirants sur la
circonférence de ’empilement {2, le domaine esclave n’est sujet qu’a une charge longitudinale. Ainsi,
les degrés de liberté latéraux de I'empilement resteront inchangés durant le chargement centrifuge
des tirants.

Ces hypothéses considérées, une méthode de pénalité est utilisée pour contraindre uniquement
les degrés de liberté latéraux w du tirant qui est en contact avec I’empilement.

5.4.5 Force et raideur de contact élémentaires

A partir du potentiel de contact élémentaire “*II,, il est possible de déterminer amplitude des
force f,, et raideurs k,, nodales de contact qui en dérivent telles que :

oI
i = 99 ° (5.60a) Fon,
n;

_Ofn;

= 2 5.60b
Do (5.60b)

— Pénalité : Dans le cas de la méthode de la pénalité, I'expression de 'amplitude de la force
de contact nodale f,, dérive de I'Eq. (5.43) :

{fm = 8g8n. (%Engil) = €ngn; S gn; <0

fni = 0 si 9n; >0

: (5.61)
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CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges

P Contact Fons Libre
en
0 Ini
Contact Libre
o Ofn
\)5 n — m
Gn: < 0 Gn: > 0 Gn; < 0 0 Gn; > 0 Yn,;
(a) Force de contact nodale f,. (b) Raideur de contact nodale &y, .

FIGURE 5.8 — Evolution des caractéristiques du contact en fonction de g,, dans le cas de la pénalité.

dont lallure est illustrée F1G. 5.8(a). L’amplitude de la raideur de contact nodale x,,, dérive
elle-méme de ’'Eq. (5.61) telle que, F1G. 5.8(b) :

{K'm = %(Cﬂzgni) = &, sl gnig()

. (5.62)
Kn, = 0 si gp, >0

(3

— Pénalité Barriére : Si la méthode de la pénalité barriére est adoptée, 'expression de ’am-
plitude de la force de contact nodale f,, dérivant de ’'Eq. (5.44) s’écrit :

fm = a;ani [(g) + Tngn,; t %Engzi:l = Tpn+Engn, si n; < 0
foo = | () elF)e () . (5.63)
n; - 8gni en ™ = Tp€\Tn si gn, > 0

et représentée dans la F1G. 5.8(a) pour différentes valeurs des paramétres ¢, et 7,. En g, >0,
le terme en exponentiel régularise les inégalités de la force de contact autour de g,, = 0 afin
de lui procurer une allure plus réguliére. Ce comportement est bénéfique lorsqu’il s’agit de
résoudre des problémes de dynamique dans lesquels les domaines maitre et esclave entrent en
contact de maniére répétitive ou lorsqu’il s’agit par exemple d’évaluer la dérivée de la force de
contact autour de g,, = 0, lieu en lequel la dérivée de la force de contact n’est pas définie pour
la méthode de la pénalité extérieure. Comme pour la méthode de la pénalité, I'amplitude
de la raideur de contact nodale k,,, F1G. 5.9(b), dérive elle aussi de I'Eq. (5.63) telle que,

F1G. 5.9(b) :
Kn; = % (Tn +€ngn;) = €n si gn; <0
‘ en en 5.64
/ini = %ﬂz I:Tne( ™ )g”i] = Ene( ™ )gni Si g’l’bz > O ( )

Lorsque les domaines maitre et esclave sont a I’équilibre quasi-statique, la variation d’énergie
potentielle totale s’annule telle que :

5% =0. (5.65)

Par conséquent, la variation du potentiel de contact élémentaire “FII, s’annule également telle
que :
8z,kHC
Gn;
D’un point de vue pratique, dans le cas de la méthode des éléments finis, il est nécessaire
d’exprimer la variation du potentiel de contact élémentaire en fonction de la variation § (d,,5) des

§FTI, =

dgn, = 0. (5.66)
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5.4. Formulation éléments finis du contact

- K, i
Contact s Libre Contact n Libre
en /s Il N
9n;

1

// “

/ |
/ Pénalité & Pénalité
Gn, <0 gn; >0 gn, <0 0 Gn, >0 Gn;

(a) Force de contact nodale f,. (b) Raideur de contact nodale ky,.

FIGURE 5.9 — Evolution des caractéristiques du contact en fonction de g, dans la cas de la pénalité
barriére pour différentes valeur des paramétres €, et 7,.

degrés de liberté de translation maitres § (an) et esclaves ¢ (M f) concernés par le contact et qui
s’expriment de maniére générale par les expressions :

(5(le) :[ V; Wi UG ], (5.67&) 5(Mf) =[ Vg W Uk ]t. (5.67b)

ol v(_), w_y et u(_y correspondent respectivement aux déplacements selon les directions y, z et
et l'indice (-) représente soit I'indice du noeud maitre ¢ ou du neeud esclave k.

I vient alors : ‘
VKL, Ogn,

5, =
agni aams

3 (Oms) - (5.68)
En se rappelant la définition de la distance gy, 'Eq. (5.41) permet d’écrire :

Ogn,

t )
= . N .
5m55 (6ms) ) (6ms) m? (5 69)

—
ot N}, est défini dans I'Eq. 5.42b. La variation du potentiel de contact élémentaire fait apparaitre
la variation du travail des forces de contact et s’exprime alors sous la forme suivante :

. ¢ 87’7]{1_[ e
ST, = 6 (Bms) .0—6-1\@;, (5.70)
n;
| —
SR, NP ik g ; A
o —=-N;, correspond au vecteur de forces de contact nodales .7, agissant entre les degrés de

liberté de translation maitres et esclaves, dont I'expression s’écrit, grace aux Eq. (5.61) et Eq. (5.63),
de la maniére suivante pour les méthodes :

— Pénalite :

) —>
KT = engn, Ni siogn <0 (5.71)
z,kgzn = 0 si gp, >0
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CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges

— Pénalitée Barriére :

. —>

wk Z, (Tn +€ngn;) - N}, st gn, <0

. e — (5.72)
ok 7, Tne(ﬁ)g”i -N} st ogp, >0

Remarque 18: En considérant les Eq. (5.61) ou Eq. (5.63), le vecteur de force de contact nodal
peut s’écrire de la maniére suivante :

i,ky - f ]W
n ng m
. Hi ﬁnvk 1
2 7
ik Escl Fn '
< bhg — sclaye L up,
" i1 (M) T, ’
—_— O“n
Maitre Wi
| 7 ]

et faisant apparaitre clairement le principe d’action-réaction agissant au niveau du contact de telle
sorte qu’au ¢ nceud maitre, les degrés de liberté de translation § (an) soient associés & un vecteur
de force de contact égale a — f,, 1t (Mﬁn), et qu’au k° nceud esclave, les degrés de liberté de translation
1) (M f ) soient associés & un vecteur de force de contact de sens opposé +fy,, - 7 (an)

La dimension du vecteur de force de contact nodal “*.%,, est donc égale & 2x2 = 4 dans un probléme
plan : 2 degrés de liberté de translation par noeud (v, u) ou (u,w).

AN

Dans le cas d’un contact entre un nceud maitre et un élément fini esclave, on ne considére plus le
neeud esclave M¥ dans la définition de la distance g,,, mais la projection du nceud maitre C (an)
sur I’élément fini *.7; telle que :

gn;, = gap+ Mf;lC (Mﬁn) . _f;,
(5.74)
< Gn; = gap-"g)?ms'Nrim
avec : . .
Toeo| 2CAL)) | (5.75)
6 (M)

L’expression du vecteur de déplacement d’un point M situé le long d’un élément fini 7, en
I’abscisse ( s’écrit :
N
o (M) ="N (), (5.76)

ou €0 est le vecteur de degrés de liberté de I’élément fini 7, Eq. (5.32), et °N ({) est une matrice
de fonctions de forme définie a l'aide des Eq. (A.118), Eq. (A.119), Eq. (A.121), Eq. (A.122) et
Eq. (A.120) telle que :

°NP (¢) 0 0 0 0
‘N() = 0 °Npe(Q) 0 0 °NE(C) -
0 0 CNi(Q) Nit() 0 (5.77)
eNVer1 (¢) 0 0 0 0 ’ '
0 Nyt (€) 0 0 “Nget (€)
0 0 CN(Q) NP0
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5.4. Formulation éléments finis du contact

ol N et °*NJe+1 sont définies dans les Eq. (A.293a) et Eq. (A.293b). L’expression des vecteurs
déplacement de I'Eq. (5.75) devient alors :

(ML) =N (Gn)'s, avec Gn=0, (5.78)

et :
S (C (ML) =FN(¢)*s, avec C=1-a,. (5.79)

de telle sorte que I'Eq. (5.75) devienne :

r A "N () 0z10 *o
e 0310 "N(Gn) || 0 [
——
i*kN(Cm,Cs) z‘,k5 (580)
~ 5)ms = kN (Cmst)i’k(Sv avec Gn =0, (s=1-as.

Ainsi, en introduisant I'Eq. (5.80) dans ’'Eq. (5.74), I'expression de la distance g, devient :

i ikt i
gni = gap + [N (G, G) F8] - N (5.81)

et sa variation s’exprime alors en fonction de la variation § (i’ké) de tous les degrés de liberté des
éléments finis maitre et esclave telle que :

%5( #5) = ["FN (Gmy C) 8 (WF5)]' - N7, (5.82)

La variation du potentiel de contact élémentaire “FII,. s’écrit finalement :
ik O°IL. [i.k ik s\t N
0V I, = an[’ N(Cmst)(s(Z’ 5)] 'erm

(5.83)

i iks\t 9°I. i i
<~ (5’kHc 5(’k5) %9_132 ’th(CTmCS)Nm'

ik 7,

Le vecteur de force de contact “F.%, peut désormais étre considéré comme “élémentaire”; en op-
position au qualificatif “nodal” utilisé précédemment dans le sens ot ¥¥.%,, est relatif a tous les degrés
de liberté (translation et rotation) des éléments finis maitre et esclave concernés par le contact. Se-

€S P
lon la méthode de pénalité choisie, le vecteur de force de contact élémentaire “*.%,, s’exprime alors
)

de la maniére suivante :

— Pénalite :

" -
engn; * "N (G Gs) Ny 81 g, <0 (5.84)
0 si gp, >0

—
g
([

Z’kyn = (Tn+5ngni) Lkt (CmaCS)Nq’fn si gn, <0
(5.85)
(@) iknt (. ANT a
Z,k‘ﬂn = Tpe\™ i LRN (Cmst) N??L S1 gp, >0
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CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges

Les Eq. (5.61) et Eq. (5.63) permettent d’exprimer les Eq. (5.84) et Eq. (5.85) d’une maniére
plus générale telle que :

ikﬁn = fn, 'i7th (Cmv(s)]v):;@
tfy BN (¢ (M) (5.56)
P i,ky‘ — ~ Esclave . — [ [kgn] :|
" ~Fn, "N (Gn) 7t (M) [ 7]

Maitre

Le vecteur de force de contact élémentaire *.%,, relatif a I'élément fini esclave *.%#; correspond a
un vecteur de forces nodales équivalentes au vecteur de force de contact +f,, - 7 (an) agissant au
nceud C (an) et est défini tel que :

t
a a a ar a ar ar ar
K’ J"“k ’ ‘/"wk ) ’/"Gk ’ ‘/”vku ’ Jn“’k+1 ’ ‘/”ukﬂ ’ J"i&ku ) ‘/”9k+1 ] ? (5'87)

et dont les composantes ont les formes suivantes :

T = i Yni, FNED (G, avee (o) = (vk, Uker) s (5.88)
Fuey = frs 2ng, NG (G5) o avee (o) = (wi, Op, wian, Ops1) (5.89)
Ty = Ini Tni, KN (G), avee  (9) = (ups Yk k1, Yre1) s (5.90)
Ol Zpi » Ypni €t z,i sont les composantes du vecteur normal au contact 7 (an) définies dans I'Eq.

(5.50a).

Remarque 19: La spécificité des méthodes de pénalité (et barriére) concerne le fait qu'une légere
pénétration est autorisée entre les domaines €2, et s durant la résolution. Si ’on se focalise sur
la méthode de la pénalité, Eq. (5.84), il est possible de mettre en évidence cette possibilité d’inter-
pénétration des domaines en explicitant ’expression du vecteur de force de contact élémentaire
ok Z,,. Ainsi, en développant 'Eq. (5.83), dans le cas oil g,, <0 (inter-pénétration), la variation du
potentiel élémentaire de contact s’écrit de la maniére suivante :

5i,kHC

En (gap +[FEN (G, Co) 0] JVWZ) [N (G C2) 8 (#46)] - N2,

P 5i,kHC

engap -6 (PF5) RN (Gms Gs) Ni,

+ e PRSP N (CmCs) [N;;@Némt] BN (CmsCs) 0 (i’k(s) )
(5.91)
0 (5m5)t Engap - BNt (Gm»Cs) - ern

Force

* 5 (iyké)t En - Lth (gma CS) I:N:nN;nt:I i’kN (Cmv gs) i7k57

0
d
S
=
I}

Raideur

et se décompose en un vecteur de force constant et une matrice de raideur dont I’ordre de grandeur
est trés élevée (rappelons que le coefficient de pénalité e, est d’ordre trés supérieur a la raideur
globale du systéme) définie par kK. telle que :

P = 2 N (GG [ NENT N (G ). (5.92)
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5.4. Formulation éléments finis du contact

La matrice “* K, sera utilisée ultérieurement pour modéliser le contact permanent entre les do-
maines maitre et esclave durant la détermination de la réponse dynamique d’un rotor. Cette matrice
permettra de coupler les degrés de liberté transversaux u et w selon que le vecteur normal soit res-
pectivement égal & 7i (M) = [1,0,0]" ou 7 (M) = (0,0, 11%.

Lorsque les forces extérieures impliquent une inter-pénétration entre les domaines maitre et es-
clave, i.e. g, <0, il apparait alors clairement que la méthode de la pénalité revient a imposer :

— une raideur d’ordre de grandeur trés élevé entre les domaines maitre et esclave,

— des forces constantes de sens opposé dans la direction normale au contact de maniére & main-
tenir en contact les deux domaines. Par ailleurs, a ces forces de contact viennent s’ajouter
les forces extérieures qui ont engendré ce contact et impliquent par conséquent une légére
inter-pénétration des domaines.

5.4.6 Inter-pénétration et méthode de pénalité. Interprétation sur un systéme
élémentaire

Grace & un systéme a un degré de liberté, on se propose d’illustrer, d’une part, que la méthode
de la pénalité peut étre appliquée en ajoutant des termes de raideur et force aux nocuds en contact,
et qu’elle autorise, d’autre part, une légére inter-pénétration des domaines maitres et esclave.

Considérons alors un systéme mécanique constituée d’une raideur k,, connectée entre les nceuds
Aet M}, F1G. 5.10(a).

Supposons que ce systéme, & un degré de liberté, puisse se mouvoir dans la direction x, dans le
plan {zOy} muni du repére (O, Z,7), tel que le déplacement du nceud M, soit paramétré par le
degré de liberté x,, et s’écrive :

0 (ML) = 2. (5.93)

Soit 2, le domaine maitre constitué par ce systéme mécanique élémentaire et €25 le domaine
esclave supposé fixe et orienté dans la direction y tel que :

o (MF) =0. (5.94)

Dans la configuration initiale 6y, F1G. 5.10(a), les nceuds maitre est esclave sont éloignés d’une
distance g, connue notée gap, Eq. (5.36). On admet alors qu’un contact est possible entre les
domaines €, et Q, et plus particuliérement entre les nceuds maitre M? et esclave MF. Les domaines
maitre et esclave étant définis, le vecteur normal au contact 7 (an) est donc orienté tel que :

(M) = 2. (5.95)

Les Eq. (5.93), Eq. (5.94) et Eq. (5.95) permettent ainsi de définir la fonction distance g,,,
Eq. (5.41), telle que :

Gn; = AP — Ty (5.96)

Un force extérieure constante F est appliquée au noeud an et définie telle que :

F=F-Z%, (5.97)
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CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges

0,

s
i (M) _
A — F, A M, F
M, MY ? MF
Em L T km i T
- 3 7 3 gap
! L e Y : g 20
o z o 7
(a) Configuration initiale . (b) Configuration déformée ¢ lors de 'application d’une
charge F' = Inter-pénétration g, <0.
Qs
Qs
engap - (A\ /,”,,) engap - i (J[,",,)
A AVAVAVA :f~”f~ VAVAVA A Ail
i [;L'n T’v VVVV x]d:v VVV M ;‘7 i M kw, m Z-:
k. :f km ; Tm °
m m ?79
i gap | Gn, — 07
o z o z
c) Configuration initiale orsque le contact est modé- onfiguration déformée orsque le contact est mo-
Configuration initiale € 1 1 tact est modé- (d) Configuration déformée ¢ 1 1 tact est
lisé. délisé = Légére pénétration gn, - 0.

FIGURE 5.10 — Evolution d’un systéme mécanique élémentaire de raideur k,, lors de la modélisation
du contact.

engendrant une configuration déformée €', FiGg. 5.10(b), dont la réponse statique évidente est
donnée par :

= — 5.98
T = (5.98)

On suppose que cette configuration ¢’ est caractérisée par une inter-pénétration des domaines

QD et Qpy, d.e. gn, <0< x4, 2 gap, F1G. 5.10(b). 11 est clair que la réalité physique de ce systéme
élémentaire conduit & une réponse statique x,, définie telle que :

Tm € [0,gap] < Fe€[0,ky - gap]. (5.99)

On applique alors la méthode de la pénalité (extérieure) afin de modéliser le contact entre les
neeuds maitre M7, et esclave M¥. Le coefficient de pénalité est noté &,.

L’application de I'Eq. (5.65) conduit a :
SU =0 <> 811y — 0Wppy + 6F11, = 0, (5.100)

avec :

1 ; 1
g = §km$%m (5.101a) Wewt = Fom, (5.101b) HHL, = §€”giiv (5.101c)

dont les variations, par rapport au degré de liberté x,,, sont données par les relations suivantes :

STy = @6, (5.102a) Wat = oy, (5.102b)
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5.4. Formulation éléments finis du contact

Tm
s
km,
gap —+00
En
0 =

FIGURE 5.11 — Amplitude de la réponse statique du systéme mécanique élémentaire en fonction du
rapport .

et :
S P, = &, (gap — ) dgn, < SR = ¢, (gap — xm) O p,. (5.103)

L’Eq. (5.100) devient alors :

kmxm — F —ep (gap—x) = 0,

- ke + e @ = Ftengap. (5.104)
—— N——
Raideur Force

On retrouve donc les termes de raideur et de force constant évoqués précédemment dans I’'Eq. (5.91)
qui traduisent clairement le principe de la méthode de la pénalité qui consiste a - ajouter une raideur
€, entre les nceuds maitre MY est esclave M f - et une force constante ¢, - gap appliquée au nceud
M., comme illustré F1G. 5.10(c).

Finalement, lorsque la méthode de la pénalité est considérée, la réponse statique du systéme
mécanique élémentaire :
F gap
= + .
(ke +en) I:]_+(k—m):|
En

Remarque 20: La Fia. 5.11 illustre I’évolution de ’amplitude de la réponse statique du systéme
mécanique élémentaire, Eq. (5.105), en fonction du rapport entre coefficient de pénalité ¢, et la
raideur du systéme k,,. L’importance de la valeur du coefficient de pénalité €, est alors mise en
évidence en sens ou plus son ordre de grandeur vis-a-vis de la raideur du systéme est important,
plus la réponse statique du systéme considérant le contact tendra vers la solution physique x,, = gap.

Tm

(5.105)

En revanche, si 'on se place aux limites de la réponse statique x;, (Z_:L)’ FiG. 5.11, on obtient :

e Si = - 0, alors x,, — k;iv la réponse statique obtenue sans considérer la méthode de la
pénalité, Eq. (5.98).
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CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges

* Si % — +oo , alors xp, — gap > 07, Eq. (5.105).
Le fait que la réponse statique x,, tende par valeur supérieure vers la valeur du jeu gap démontre

qu’une légére pénétration est autorisée entre les domaines maitre et esclave lorsque la méthode de
la pénalité est privilégiée, F1G. 5.10(d).

5.4.7 Résolution non linéaire

Les conditions de stationnarité appliquées & 'Eq. (5.40) conduisent & 6% = 0 et permettent
d’obtenir I’équation satisfaisant I’équilibre quasi-statique du systéme :

Ky (5aw) §=Fn (5,(4}) (5106)

qui est résolue en utilisant un algorithme du point fixe (cf. Alg. 10, Annexe D.3) de telle sorte qu’a
litération j il faille résoudre :

5 = K (w,67) " 7, (w,67). (5.107)

Les matrice Ky € My, n, et vecteur %, € R™ sont respectivement les matrice de raideur et
vecteur des force non-linéaires du systéme définis tels que :

Knl (5)
ﬁnl ((5,&))

K (6) + K¢ () + Kpe (5.108)
Fo(0,8) = T (6) + P(6) + Fie (5.109)

ot Ky € Mp;ns €t Fpe € R™ sont respectivement les matrice et vecteur de pénalité définissant les
conditions aux limites tels que :

Kpe = e L'L, (5.110a) Fve = €be L b (5.110b)

avec .
epe = max (K, (0), K¢ (6))-10°. (5.111)

La matrice de pénalisation L € .4, »; traduit les ny. contraintes cinématiques imposées par les
conditions aux limites telle que :

L5 = Gy, (5.112)

ol Oy, € Ry, représente le vecteur des déplacements imposés.

La matrice de raideur élastique K, est non-linéaire puisque les propriétés constitutives de I’em-
pilement sont des fonctions de la charge longitudinales P, cette derniére impliquant également une
matrice de raideur géométrique, Kg, au sein des tirants. .%, est le vecteur global des forces de
contact agissant sur les frontiéres I'l* et I'V', Eq. (5.71), et .#. représente le vecteur global des
efforts centrifuges.

Remarque 21: Les charges longitudinales élémentaires ¢ P induites par les déflexion non-linéaire et
déformation longitudinale du tirant sont estimées pratiquement a partir de la variation de longueur
des éléments finis modélisant ce tirant (cf. Alg. 10).
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5.5. Application Industrielle
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FIGURE 5.12 — Modéle éléments finis des domaines €, (tirant) et Qs (partie du rotor feuilleté).

5.5 Application Industrielle

L’illustration porte sur un rotor feuilleté monté sur paliers hydrodynamiques & une vitesse de
rotation comprise entre 1 000 & 20 000 rpm, et sujet & d’éventuelles combinaisons de balourds.
L’objectif de cette section est d’estimer I'influence de leffet centrifuge sur les vitesses critiques de
rotation. Le TAB. 5.1 présente les propriétés des matériaux relatifs aux différents composants du
rotor présentant une masse de 980 kg et une longueur de 2.6 m.

5.5.1 Calcul non linéaire quasi-statique

Un probléme quasi-statique est donc considéré dans le plan {yGz} (cf. Section 5.3.1) dont le
modéle élément fini est présenté F1G. 5.12. Les indices des éléments finis délimitant les domaines
maitre €2, et esclave Q,, FI1G. 5.12, sont donnés par :

em; =1, em, =67, (5.113a) es; = 08, es, =135, (5.113b)
tels que :
67 135
Q= e, (5.114a) Q=1 7, (5.114b)
e=1 e=68

Il y a un encastrement au nceud N°1 et un guidage axial (dans la direction y) au noceud N°68.
Le vecteur élémentaire des degrés de liberté associés au probléme plan est défini par :

6 = {'Ueywea Oc, Ves1, Wert, 0e+1} . (5.115)

A partir des Eq. (A.161) et Eq. (A.163) et des fonctions de formes des Eq. (A.293), les matrices
élémentaires de raideur élastique ¢ K. et géométrique ¢ K des tirants sont définies par :

0 0 0 0 0 0 1 0 0 -1 0 O

e kp, —“kp, O kpy  Ep bes 0 0 0 00

e ‘Elg kf33 0 _kfls kf37 ‘E° 0 0 00

- + , 5.116

(1+ ) b3 0o 0 0 el 1 00 (5.116)

y m kfn kf14 S y m 0 0

K sy 0

Déflexion Transversale Traction-Compression
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CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges
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(a) Raideur de contact nodale kn,. (b) Force de contact nodale fy.

FIGURE 5.13 — Tendance de la méthode de la pénalité barriére (5n =102, 7, = —1) vers la méthode
de la pénalité, gap=0.2236-1073m.

et :
0 0 0 0 0 0
an _kG14 0 kG15 kGlS
EKG _ ep k‘G33 0 —k’Gls ]fG37 (5117)
(40,7 0o 00
Sym an kG14
sts

avec les composantes ky,,) et kg ), (o) = (11, 14, 15, 18, 33, 37). Le vecteur élémentaire des forces

de contact “*.Z,, est défini dans 'Eq. (5.71), et des efforts centrifuges ©.%, a partir des Eq. (A.199)
et Eq. (A.210) :

0 0
%{ + %f% % + %fﬁby
e O\c _ el €l (% + ﬂed)y) €l 30 + ﬂe¢y) ( Pe ) ’ (5118)
(1+<9y) ; 01 ] - 01 ) Pet1
=2 4 le U le
_el%OL fi% ) —e] EOL +3Lg¢ )
L 30 " 24 Py 20 " 24 Py)
avec les forces nodales :
Pe e eq 2 ‘w o+ ey
(7 Jergsr( s -

A chaque vitesse de rotation ¢, 1" algorithme itératif de point fixe, Alg. 10 (Annexe D.3), est
utilisé pour résoudre le probléme non-linéaire quasi-statique, Eq. (5.106), pour un jeu initial (et
fonctionnel) défini tel que :

gap = 0.2236 - 10 m. (5.120)

Elément 0 E G v

Assemblage (kg-m_?’) (N‘m_Q) (N-m_Q) ()

Portion d’arbre 7870 2.05-10" 7.97-10"0 0.285
Empilement 7497 1.24-10"  2.26-10'° 0.280
Tirants 7830 2.10-10'"  8.26-10'° 0.270
Barres de court-circuit 8900 1.20-10"  4.47-10'° 0.340
Anneaux de court-circuit 8750 1.32-101  5.07-10° 0.300

TABLEAU 5.1 — Propriétés constitutives des composants du rotor feuilleté.
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FI1GURE 5.14 — Distribution de la charge longitudinale & ¢, = 15 000 rpm.
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FI1GURE 5.15 — Déflexion d’un tirant a ¢, = 15 000 rpm.
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FIGURE 5.16 — Déflexion d’un tirant a qz'SrCo ~ 345 rpm, i.e. le contact est initié.
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CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges
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FIGURE 5.17 — Evolution de la zone de contact I'™ pour (;'Sr =50 a 20 000 rpm.

La méthode de la pénalité extérieure est privilégiée en fixant le coefficient de pénalité e, & 1-10'2
N-m~2 telle que les force f,, et raideur &, de contact en fonction de la distance g, suivent les
évolutions illustrées F1G. 5.13(a) et F1a. 5.13(b).

La F1G. 5.14 présente un exemple de distribution de charge longitudinale P, dans un tirant,
calculée a (;.Sr =15 000 rpm. La déflexion associée du tirant est illustrée par la F1G. 5.15. La distribu-
tion de charge reste quasiment constante sur la majeure partie du tirant alors qu’elle atteint deux
maxima en chacune de ses extrémités. En revanche, le maximum présente un léger accroissement
de l'ordre de ~ 1% de la charge de précontrainte initiale Py.

En effet, l'effet centrifuge induit une déflexion du tirant et implique, par conséquent, principa-
lement des contraintes de flexion jusqu’a ce que le contact apparaisse a d)rco ~ 345 rpm, comme le
montre la F1G. 5.16. En fait, cette charge longitudinale tend & comprimer ’empilement de toles et
donc & détendre le tirant. Puis, lorsque la vitesse de rotation gb augmente, la longueur de contact
augmente également et occupe une zone du domaine €2, ol la valeur de la charge longitudinale
est constante ; la zone qui n’est pas sujette au contact, i.e. extrémités du tirant, présente alors des
niveaux de contrainte de cisaillement qui augmentent. Dans cette zone, sa ligne moyenne s’étire de
plus en plus ce qui conduit & une augmentation de la charge longitudinale non linéaire qui agit sur
le feuilletage en le comprimant. Ainsi, le tirant, solidaire des extrémités du feuilletage, se détend
longitudinalement. La F1G. 5.17 illustre I’évolution de la zone de contact I',* en fonction de la vitesse
de rotation ; les couleurs dépendent de 'amplitude de la déflexion w du tirant : le bleu indique sa
valeur minimale alors que le rouge indique sa valeur maximale, i.e. lorsque ce dernier & consommé
la totalité du jeu fonctionnel disponible dans le feuilletage.

Comme indiqué par les échelles de couleur des FI1G. 5.16 et FIG. 5.15, les contraintes de ¥ on
M ises, Eq. (A.370), augmentent au sein du feuilletage ce qui assure, grace au comportement par-
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FIGURE 5.18 — Modéle éléments finis du rotor feuilleté, N, = 243.

ticulier des matériaux feuilletés, une augmentation de la rigidité de flexion du feuilletage. Bien que
la charge longitudinale, due & la compression, diminue au sein du tirant, celle due & la non linéarité
géométrique augmente impliquant alors une charge longitudinale supplémentaire ainsi qu'un effet
de “stress stiffening”. A qbr ~ 15 000 rpm, la valeur maximale des contraintes de #on .#ises des
tirants est inférieure a celle initialement appliquée (~ —6%), mais assure toujours la précontrainte
a l'assemblage.

5.5.2 Paliers Hydrodynamiques

Les paliers hydrodynamiques sont constitués de quatre patins oscillants (“tilting pads”) et sont
situés sur chacune des portion d’arbre. Ils possédent les mémes caractéristiques de raideur et amor-
tissement qui dépendent de la vitesse de rotation. Les deux paliers son modélisés avec des éléments
finis discrets a un noeud et deux degrés de liberté de translation, Eq. (A.177), et sont connectés
aux nceuds N°6 et N°173 du modéle éléments finis présenté FIG. 5.18. Les coefficients de raideur
(kppwskposskp.. s kp.,) et d’amortissement (cp,,, Cp,.,Cp..,Cp,, ) des paliers sont calculés & partir des

relations suivantes :

(5.121b)

kpij = (5.121a) Cpi; = Cpm

~ F,
ki () =

a0, r¢>
ou les indices 7 et j représentent successivement les directions x et z. Les coeflicients adimensionnels
kp,; et ¢p,;, [90], dépendent du nombre de .ommerfeld :

T \?
(&)
avec iy la viscosité dynamique de I'huile, C, le jeu radial, F,. la charge radiale statique appliquée
au palier, l,, d, et r, respectivement les longueur, diameétre et rayon du palier, TAB. 5.2. Les
caractéristiques de I’huile sont définies par les quantités suivantes telle que sa viscosité cinématique
Voil, S& masse volumique py;; et sa viscosité dynamique pi,;;, présentées dans le TAB. 5.3. La valeur du
jeu radial moyen des paliers est prise en compte. Le nombre de .ommerfeld est calculé, conduisant

alors aux caractéristiques de raideur et amortissement des paliers, pour une vingtaine de vitesses de
rotation comprises dans l'intervalle [1 -103,2- 104] (rpm) et illustrées par les F1G. D.4 et F1G. D.5.

Hoil C.blpdp

R
2nF,

(5.122)
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CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges

b (m) dy (m) F () F(N) C (m)

44-102 8.0-102 5.5-10°1 29-10° 82-107°

TABLEAU 5.2 — Caracteristiques géométriques des paliers.

poir (kg-m*) wvou (m*-s7")  pou (Pa-s)
8.65- 102 2.2.107° 1.9-1072

TABLEAU 5.3 — Caractéristiques de I’huile de paliers a 40°C'.

5.5.3 Equations du mouvement

On rappelle que le rotor feuilleté considéré dans cette section, F1G. 5.18, est modélisé a 'aide
d’éléments finis de poutres de 7 imoshenko et que les tirants sont modélisés en considérant le modéle
My, Annexe B.3.4. Les effets centrifuges induisent un contact, entre le tirant et 'empilement de
toles magnétiques, intimement lié & la vitesse de rotation du rotor. Ainsi, la dynamique du rotor
feuilleté est gouvernée par le systéme matriciel différentiel suivant :

[M + My]d+[Cy () + Ca + Ca)d + [Kp (0) + K (¢) + K (9)]0 =7 (8), (5.123)
M = My + Mg, (5.124a) K (¢)=K;(¢)+Ka (), (5.124b)

ot My, Mg € My;ns sont respectivement les matrices de masse du rotor dues aux translation

et rotation de section droite et dont les formes élémentaires sont définies dans les Eq. (A.138) et
Eq. (A.142). Ky (qS), K¢ (qb) € Mnsn; sont respectivement les matrices de raideur élastique de
flexion et géométrique globales du rotor implicitement fonction de la vitesse rotation ¢> et dont les
formes élémentaires sont définies dans les Eq. (A.165) et Eq. (A.169). Cq € My n, est la matrice gy-
roscopique du rotor dont la forme élémentaire est définie dans I'Eq. (A.146). C, (¢) , Kp ((i)) € Mnsns
sont respectivement les matrices d’amortissement et de raideur des paliers hydrodynamiques cal-
culées a partir des Eq. (5.121a), Eq. (5.121b) et dont les formes élémentaires sont définies dans
I'Eq. (A.177). My, Cq € My;n; sont respectivement les matrices de masse et gyroscopique des
disques dont les formes élémentaires sont définies dans 'Eq. (A.115).

Le terme K. € My s, définie dans 'Eq. (5.92), est une matrice de raideur de contact globale qui
modélise le contact permanent entre les tirants et I'empilement. % (gb) € R™ est le vecteur global
des forces extérieures.

Afin de réduire le nombre d’équations du systéme Eq. (5.123), la méthode pseudo-modale est
privilégiée en projetant I’Eq. (5.123) dans une base modale ® é [50; 51], cette derniére étant actualisée
a chaque vitesse de rotation en résolvant le systéme suivant :

(K, () + K () + K. (8)] y=MPA, (5.125)

ol A € M, m est la matrice diagonale contenant les valeurs propres, ® € Mnsm est la matrice
contenant les formes propres et m est le nombre de modes considérés. Il doit étre noté que les
coefficients extra diagonaux ky,, et kp_, ont été égalisés de maniére & ce que la matrice de raideur
soit symétrique durant le calcul d’une base modales.

Caractéristiques des paliers (F1G. D.4 et FiG. D.5), propriétés constitutives du feuilletage,
déflexion latérale des tirants (F1G. 5.16 et FI1G. 5.15) et par conséquent le raidissement associé,
mais aussi le contact permanent entre tirant et feuilletage présentent une certaine sensibilité aux
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FIGURE 5.19 — Effet du contact permanent sur la 11¢ forme propre. La courbe continue est issue de
la prise en compte des effets centrifuges a 15 000 rpm.

variations de vitesse de rotation. Les formes propres sont alors modifiées lorsque la vitesse de rotation
évolue. En effet, la F1G. 5.19 illustre la 11° forme propre calculée a ’arrét, i.e. sans effet centrifuge,
et & 15 000 rpm. Cette différence notable justifie le calcul d’'une nouvelle base modale & chaque
vitesse de rotation. Ces formes propres, de fréquences élevées, doivent étre considérées car elles sont
susceptibles d’étre sollicitées par les harmoniques de la vitesse de rotation du moteur électrique.

5.5.4 Diagramme de ¥ampbell

Les fréquences de résonances et formes propres associées, qui sont des fonctions de la vitesse
rotation ¢, sont obtenues en déterminant la solution de I'Eq. (5.126) sans efforts extérieurs :

0 I T/“@k _i rki@k _

ol I € My, m est une matrice identité, » € C™ et la matrice contenant les valeur propres complexes et
P € Mmm (C) et la matrice des vecteurs propres complexes, v, Kk € M, m sont respectivement les
matrices diagonales de masse et raideur modales. Cette derniére prenant en compte les coefficients
de raideur des paliers ky, _, kp,,, et n € My, m est 'association des matrices d’amortissement et
gyroscopique modales, telle que :

vy o= @2M<1>¢-), (5.127)
ko= @ [K(0) + K (9) + Ke ()] @y, (5.128)
n = @[Cy () +Cc] ;. (5.129)

159 Guillaume Mogenier

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/vpuiiblication/2011I1SAL0030/these.pdf
© [G. Mogenier], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges

—— Slope = &; - Nog
6-10%- Sem T ="
- 2 — N°8
/// z
—‘—“‘*‘—-*f—*-====::::::::::: ________ T N°T
5.102F I 2 B e R R TRy N°G
/’/K \\\\\ 7
P /2.
4 17 — N°5
4-10% o/ vy
— 1Y
T / )
l/
= / ,//
> / e
2 / 7
o 2l 7)1
%13‘10 () i
g [/ // /
/ ’
h‘ l/ 1
'y o
'y 1
I N
2102 Iy i
—_————
11
i i1  N°4
11
I 1) o
N°3
1.102- 1|1 1
. 1N
I I
1| 11 « N°2
1] 1] I
A ' Jl
(\0 il | 1l | J
5-10° 1-104 1.5-10% 210

Speed (rpm)

FIGURE 5.20 — Diagramme de ¥ampbell sur la plage [1 -103,2- 104] (rpm). Les cercles (O) localisent
les vitesses critiques. Les précessions directes sont tracées en vert () et les inverses en bleu (-)

Les valeurs propres complexes de 'Eq. (5.126) peuvent s’exprimer de la maniére suivante :

SR k=1 m (5.130)
(1-€)

oll wy, et & sont respectivement les k¢ fréquence propre et facteur d’amortissement et j2 = —1.

Tk =

=

Sans effet centrifuge | Avec effet centrifuge

T (tpm) € (%) | Do (tpm) € (%)
2847 7.82 2884 8.12
3235 3.64 3295 3.65
5234 98.2 5299 98.5
5418 97.7 5492 98.3
7641 16.6 7654 16.5
9547 7.11 9577 7.1
10645 97.4 10778 97.2
10988 97.3 11231 97.2

TABLEAU 5.4 — Influence de l'effet centrifuge sur les vitesses de rotation et amortissements critiques.

La F1G. 5.20 présente deux diagrammes de ¥ampbell obtenus en considérant (ligne continues)
ou non (ligne interrompue) Veffet centrifuge, aucune instabilité n’apparait. Le critére original pro-
posé dans la Section 2.2.3.2 a permis de tracer distinctement 1’évolution des fréquences propres
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FIGURE 5.21 — Evolution des charges longitudinales maximales en fonction de la vitesse de rotation.

réellement associée & une forme propre complexe. Il doit étre noté que la base modale ® é contient
dix-huit formes propres (m = 18). Les modes de vibration N°1, 2, 5 et 6 présentent un faible facteur
d’amortissement (< 20%) tandis que les modes N°3, 4, 7 et 8 sont fortement amortis (> 95%).

Lorsque le rotor est excité de maniére synchrone avec un balourd, les propriétés des paliers étant
non symétriques, toutes les intersections des fréquences de résonance avec la fondamentale de la
vitesse de rotation, de pente %, donnent les vitesses critiques de rotation. Le TAB. 5.4 présente les
valeurs des vitesses critiques de rotation éc ainsi que les facteurs d’amortissement associés &, pour
les deux configurations. L’effet centrifuge a un faible effet sur les vitesses critiques (0.2% a 4.91%)
mais atteste tout de méme d’une augmentation des fréquences propres du rotor. L’effet centrifuge
rend le feuilletage toujours plus rigide qu’il ne I'est dans sa configuration intiale. Cela est dt aux

différents effets suivants :

1. La valeur maximale de la charge longitudinale non linéaire augmente avec la vitesse de rotation,
F1a. 5.21(a), générant alors un raidissement des tirants.

2. Un contact permanent entre tirants et feuilletage induit une modification de I’assemblage de la
masse magnétique : les nceuds de contact du feuilletage et des tirants sont reliés par la matrice K,
Eq. (5.92).

3. La charge longitudinale appliquée au feuilletage est une fonction croissante de la vitesse de ro-
tation, F1a. 5.21(b). Ainsi, les Eq. (5.4a) et Eq. (5.4b) indiquent que les valeurs des propriétés
constitutive du feuilletage augmentent également, comme le montre la Fi1G. 5.22.

Comme mentionné précédemment dans la Section 5.5.1 et illustré dans les F1G. 5.16 et F1G. 5.15,
la F1G. 5.23 montre que les contraintes de ¥ on .#ises oy 4, des tirants ne sont pas des fonctions
monotones de la vitesse de rotation. En effet, ces derniéres diminuent jusqu’a atteindre un minimum
(ou zone de sécurité) a {(ﬁrs =3 300 rpm, oy 4, =5.2- 108 N- m_2}.

La plage d)r € [0, gf)rs] (rpm) correspond & un intervalle pour lequel les déformations issues de la
flexion des tirants sont prépondérantes. Si ér > gﬁm, alors la compression du feuilletage augmente
tout en détendant les tirants. De plus, les déformations de cisaillement augmenteront de plus en
plus aux extrémités des tirants, F1G. 5.21(a). Les déformations de flexion présentent alors un effet
mineur. En étirant la fibre neutre des tirants, les déformations de cisaillement induisent une aug-
mentation de la charge longitudinale non-linéaire, e.g. avec un taux d’accroissement de ’ordre de
8.15 N- (102 -tr)_l, qui s’applique sur le feuilletage, F1G. 5.21(b). A 20 000 rpm, le niveau maximal
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CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges
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FIGURE 5.22 — Propriétés constitutives F et G en fonction de la vitesse de rotation.

8108
(N-m™?)

6-108

OV M

|
|
|
|

4108 }
|
|
|
|
|
|
|
|

2108 ;
|
|
|
|
|
|
|
|

0 _ \ \ \ \
0 ¢ 5-10% 1-10% 1.5-10% 2107

TS Speed (rpm)

FIGURE 5.23 — Contraintes de ¥ on .#ises maximales des tirants en fonction de la vitesse de rotation.
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5.5. Application Industrielle

des contraintes de #on .#Zises est du méme ordre de grandeur que le niveau qui leur avait été
initialement appliqué.

Cela assure l'intégrité de I’assemblage durant le régime de fonctionnement. En effet, la déflexion
non linéaire des tirants induit un accroissement, e.g. de l'ordre de 1%, de la charge longitudinale
initialement appliquées, impliquant alors une légére évolution, e.g. inférieure a 1%, des propriétés
constitutives du feuilletage durant le régime de fonctionnement.

5.5.5 Reéponses aux balourds

Afin d’estimer les effets centrifuges sur la prévision du comportement dynamique des rotors
feuilletés, cette section présente différentes réponses aux balourds conformément & la norme API de
1995. Soit Up, € R un balourd localisé au nceud ¢ dont la position angulaire initiale, a ¢ = 0, est
notée ¢y, € R, i.e. orienté de direction z a la direction z. Cette masse excentrée crée une force dont
les composantes dans les directions x et z sont définies telles que :

F, |_ o sin((;'ﬁt+¢bi)
[ Fy, ]_Ubiqb [ cos (dt + oy, ) ] (5.131)

En utilisant le méthode pseudo-modale [25], les réponses aux balourds s’obtiennent, pour chaque
vitesse de rotation ¢, en résolvant le systéme suivant :

02 _ ar
[ K q;}gb K_cin& ]( ﬁz ):[ ; ] (5.132)

ol K, 7 et n sont définies par 'Eq. (5.127), Eq. (5.128) et Eq. (5.129) représentent les forces de
balourd généraliées %, %5 € R™ et s’écrivent comme suit :

Fy = (I)Z-) s, (5.133a) F, = @2-) fe, (5.133Db)

tel que, pour le ¢ noeud :

if, = Ubi¢52[ ‘;’nS (((f;’)) ] (5.134a) if. = Ubiq&z[ 2;2((2’;)) ] (5.134b)
Les coordonnées généralisées 2, 2. € R™ conduisent alors la réponse aux balourds :
8 =05 (¢)sin (¢t) + . (¢) cos (¢t), (5.135)
avec :
35 =2;2,(¢), (5.136a) be=0;2. (). (5.136h)

Les paliers étant orthotropes, les orbites du rotor sont des ellipses dont celle correspondant a
lorbite du ¢ nceud dans le plan {xGz} est décrite par la relation suivante, Annexe A.5.10 :

Configuration Indice de nceud i Uj,, (g-mm) ¢y, (rad)

2 88 4.014-103 0
%y 1 2.007 - 10° 0
6s 177 2.007 - 103 T

TABLEAU 5.5 — Caractéristiques des balourds.
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CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges
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FIGURE 5.24 — Réponses au balourd calculées a différents nceuds, configuration 47. L’amplitude
maximale apparait au noeud N°90.

{ ui = b5, sin () + 0, cos (¢t) (5.137)

w; = ds,, sin (d)t) +d¢,, COS (qbt) ’

ou ds, , 0s,, €R et O, , dc,, € R sont respectivement les composantes imaginaires et réelles de 9,
et d., associés au i® noeud, Eq. (5.136a) et Eq. (5.136b).

La norme API [25] est utilisée pour estimer les balourds U, (g-mm) permettant de calculer une
réponse dynamique dont 'amplitude maximale ne doit pas excéder la valeur 0, (um) :

12
b, - L2 (5.1384) 5, = 204 /12 000

i 39, 5 R (5.138b)

avec m, la masse du rotor exprimée en (kg), et (i)c en (rad . S_l), qui peut appartenir a4 un intervalle

de vitesse de rotation déconseillé [qﬁr 5 by " ] Cela nécessite 'utilisation du facteur de qualité @ :

30 &
Q= ?—¢;3d3 = (5.139)

ol [ ';l?’dB, é;j’dB] est un intervalle fréquentiel & —3dB de 'amplitude a. et situé autour de la vitesse

de rotation critique.

Deux configurations %) et %> sont envisagées pour déterminer la réponse aux balourds du rotor
feuilleté, TAB. 5.5, et estimer I'influence des effets centrifuges. La premiére configuration %7 consiste
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5.5. Application Industrielle

en un balourd unique Uy, placé au centre d’inertie du rotor, i.e. au nceud N°90, afin d’obtenir la
réponse dite “cylindrique” en excitant le premier mode de flexion.

Node N°90 Node N°90
/ TN N

=y

ax = 12.18um

(a) Sans effet centrifuge. (b) Avec effet centrifuge.

FIGURE 5.25 — Déformée du rotor a ¢, = 3 250 rpm, configuration %.

i ¢

6-10-7

4107
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—2-.1075

—6-107% i | i j i | i
—4-107%  —2.107° 0 2.107° 4.107° —4-107° —2.10°° 0 2.10°° 4.10°°

(a) Ellipse sans effet centrifuge, umaee = 36pum, wmaee = (b) Ellipse avec effet  centrifuge, Umas
61.63pm. 36.13pum, Wmae = 62.49m.

FIGURE 5.26 — Orbites elliptiques au nceud N°90, ¢, = 3 250 rpm, configuration ;.
. . . Up, o
La deuxiéme configuration %5 consiste, quant a elle, en deux balourds 2bl placés en opposition
de phase sur chacune des extrémités du rotor, i.e. au noeuds N°1 et N°177, afin d’obtenir la réponse
dite “conique” associée & l’excitation du deuxiéme mode de flexion.

Comme le montre la FIG. 5.20, les deux premieres vitesses critiques de rotation sont trés proches
I'une de I'autre, le balourd U, a donc été défini en considérant %cﬁc =3 100 rpm. Les caractéris-
tiques de ce balourd sont présentées dans le TAB. 5.5 ainsi que leur position angulaire associée ¢p,.

165 Guillaume Mogenier
Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/vpuiiblication/2011I1SAL0030/these.pdf
© [G. Mogenier], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges

Les réponses aux balourds correspondant & la configuration 47 sont illustrées dans la F1G. 5.24. Les
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FIGURE 5.27 — Réponses aux balourds calculées & différents noeuds, configuration %5. L’amplitude
maximale apparait au noceud N°1.

courbes discontinues représentent les réponses obtenues sans considérer les effets centrifuges alors
que les courbes continues correspondent aux réponses légérement modifiées prenant en compte les
effets centrifuges. Une vitesse critique de rotation apparait clairement & ?;r—oéc = 3 250 rpm et ses
déflexions associées sont présentées dans les FIG. 5.25(a) et FI1G. 5.25(b).

En considérant les effets centrifuges ou non, les déflexions au nceud N°90 sont respectivement
de 72.18um et 71.37um. Ces réponses ont été déterminées en calculant la norme des déplacements
maximaux dans les directions z et z, F1G. 5.26. La position angulaire ¢*, associée a t* (position sur
lorbite) correspond & la position, sur une section droite de rotor ou les contraintes sont maximales.
Les vitesses de rotation correspondant a 'intervalle situé a —3dB sont [ ';13‘13, Q'S;de] =[3 128,3 366]
(rpm), puisque le facteur de surtension @ = 13.6. L’intervalle de vitesses de rotation prohibé est

alors de |, fz’é” fu] = [2 748,4 076] (rpm) [25], les déflexions maximales calculées associées sont

respectivement de 25.74um et 15.16um, sachant que que les amplitudes maximales &y, Eq. (5.138b),
préconisées par la norme API, & ne pas dépasser sont respectivement de 26.54um et 21.79um .

La F1a. 5.27 présente la réponse aux balourds associée & la configuration %2 dont I'amplitude
maximale augmente avec la vitesse de rotation. Elle montre que le chargement centrifuge induit un
léger effet sur les modes excités, F1G. 5.29. Cela est dii & ’énergie de déformation de flexion qui est
principalement concentrée dans les portions d’arbre comme le montre la FI1G. 5.28. En effet, la dé-
flexion montre que 1’assemblage feuilletage /tirants, partie sur laquelle agissent les effets centrifuges,
ne se déforme pratiquement pas.

Comme un contact permanent a été considéré, la matrice K, ((;5), Eq. (5.92), est utilisée pour
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5.5. Application Industrielle

Node N°1
s

Node N°177,

(a) Sans effet centrifuge. (b) Avec effet centrifuge.

FIGURE 5.28 — Déformée du rotor a ¢, = 3 250 rpm, configuration %.

31075 hF 3107

[
e Lo Wmaz
2:10 s
/ I b
/ i
|

1.10 oF o}

2-107°F

11070

. Umaz <m0

¥ N ! \
1 110 o < L7 ¢
’ A g

210750 e e —2.1070-

=(m) ol

110 °-

~3-107°!

L L L | —3-10~
S4-1070 3.1 21000 110" 0 110" 2107 3-107F 110" -1

I I I | | |
107 —3.100°  —2.107°  —1.107° [ 1-107° 2.107° 3-107° 1-107°

(a) Ellipse sans effet centrifuge, Umax = (b) Ellipse avec effet centrifuge, Umax =
3.605pm, Wmaz = 2.19um. 3.615um, Wmaez = 2.195um.

FIGURE 5.29 — Orbites elliptiques au nceud N°1, ¢, = 3 250 rpm, configuration .

connecter les nceuds maitres des tirants aux nceuds esclaves du feuilletage. Cela rend alors possible
I'utilisation de la méthode pseudo-modale lorsqu’il s’agit de déterminer des réponses aux balourds,
Eq. (5.132). En revanche, les contraintes de ¥'on .#ises des éléments de tirants, dues d’une part,
a leurs déflexions non linéaires, Alg. 10 (Annexe D.3), et d’autre part, a leurs délexions dues aux
balourds, ne peuvent étre obtenues en utilisant les valeurs des degrés de liberté obtenues lors de
la réponse aux balourds. Par conséquent, il peut étre supposé, en premiére approximation, que
les contraintes de ¥on .Zises peuvent étre déterminées a partir de la somme des fluctuations de
contraintes de la réponse aux balourds et des contraintes de la réponse quasi-statique, ces derniéres
pouvant étre considérées comme une configuration de précontrainte initiale, autour de laquelle évo-
luent les contraintes issues de la réponse aux balourds.

Sous I’hypothése mentionnée précédemment, la F1G. 5.30 présente ’évolution des valeurs maxi-
males des contraintes #on .#ises des tirants dues aux déflexions de la réponse aux balourds. Ces
derniéres sont calculées pour chacune des deux configurations %71 et %2, et considérant également
les effets centrifuges. Quelle que soit la configuration considérée, les fluctuations des contraintes de
¥ on A ises présentent des variations maximales d’environ ~ 10° N-m™2, ce qui est vraiment d’un
ordre de grandeur inférieur & la précontrainte initiale de assemblage, e.g. ~ 10® N-m~2. Dans cette
application industrielle, il peut étre fait état que le contraintes de ¥ on .#ises sont principalement
gouvernées par la valeur de la précontrainte initiale. Ainsi, le chargement centrifuge a un effet no-
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CHAPITRE 5. Dynamique des rotors feuilletés en présence d’effets centrifuges
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FIGURE 5.30 — Evolution du maximimum des contraintes de # on .#Zises des tirants due uniquement
aux balourds, pour les configurations %1 () et 62 ().

table sur la répartition de contraintes en conservant le niveau de contrainte initiale de ¥on .#ises
durant le régime de fonctionnement.

5.6 Conclusion

Le modéle éléments finis de rotor feuilleté présenté prend en considération les effets centrifuges
agissant au sein des tirants. La procédure de calcul quasi-statique a permis d’évaluer la déflexion
non linéaire des tirants & chaque vitesse de rotation (;5 et a mis en évidence différents phénoménes qb—
dépendants : un raidissement géométrique, une modification de 1’assemblage di au contact
permanent entre tirants et empilement, une légére évolution des propriétés constitutives de
I’empilement.

Bien que les propriétés constitutives aient été identifiées a partir d’analyses modales a 'arrét, le
modéle éléments finis prévoit le comportement dynamique des rotors feuilletés, e.g. le diagramme
de Fampbell est légérement modifié, les vitesses critiques présentant un taux d’accroissement maxi-
mum inférieur & 5%. Grace aux déformations longitudinales de I’empilement, il est fait état que les
contraintes de ¥ on .#ises des tirants n’excédent pas le niveau de contrainte initial, ce qui assure
Pintégrité mécanique du rotor feuilleté durant les conditions opératoires.

Finalement, il serait intéressant de tirer profit de ces effets non linéaires dans la démarche de
développement de telles structures assemblées en déterminant quels paramétres, e.g. jeu fonctionnel,
répartition, nombre ou encore géométrie des tirants, permettraient d’accroitre encore plus la tenue
mécanique ou contrdler la rigidité de flexion du feuilletage.

168 Guillaume Mogenier
Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/vpuiiblication/2011I1SAL0030/these.pdf
© [G. Mogenier], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



Chapitre 6

Synthése et bilan des travaux de
recherche

3OBJECTIF de ces travaux de recherche consistait & améliorer la prévision du comportement dy-
L namique rotors de moteurs électriques, et plus particuliérement la dynamique en flexion des
rotors feuilletés & cage d’écureuil, i.e. Moteur Grande Vitesse. La difficulté majeure de la modélisation
résidait dans la complexité relative a ’assemblage de la masse magnétique des MGV, composée d’un
feuilletage maintenu par des tirants excentrés précontraints, et d’une cage d’écureuil qui consiste en
une distribution périphérique de barres de court-circuit connectées & deux anneaux de court-circuit
situés aux extrémités du feuilletage.

Une démarche de modélisation des structures assemblées a été présentée. Un modéle de rotor
feuilleté a alors été proposé et implémenté a partir d’éléments-finis de poutres de 7 imoshenko. Une
attention particuliére a été portée quant a la modélisation de chaque élément constituant la masse
magnétique. Ainsi, une hypothése cinématique relative a la déflexion des barres de court-circuit
excentrées a permis de modéliser chacune d’elles a l'aide d’éléments de poutres dont les lignes
neutres coincident avec celles des éléments finis du feuilletage. Par ailleurs, 'ensemble des tirants
précontraints a été modélisé indépendamment du feuilletage. Ce modéle constitue ainsi un modéle
éléments finis ramifié qui a été capable de rendre compte de la dynamique locale de I'assemblage,
e.g. en fournissant des modes de tirants qui ont été observés.

Aussi, bien que le modéle éléments finis soit constitué d’éléments de poutre, le feuilletage a été
considéré comme un matériau isotrope transverse de maniére & rendre compte de sa nature orthotro-
pique, et permettre d’envisager une totale indépendance des modules d’% oung et de ¥oulomb du
feuilletage. En revanche, le modéle éléments finis étant établi, le comportement dynamique latéral
des rotors MGV est principalement régi par la rigidité de flexion du feuilletage dont les propriétés
sont méconnues, ce qui rend délicat la modélisation des rotors MGV. La connaissance des modules
d’#? oung et de Foulomb de '’empilement est alors primordiale pour prévoir le comportement dy-
namique de tels rotors.

Une procédure d’identification mixte numérique-expérimentale a donc été privilégiée pour éva-
luer ces propriétés. Cette procédure consiste & corréler des quantités d’intérét expérimentales a
d’autres issues du modéle éléments finis proposé précédemment. Le choix s’est porté sur les quanti-
tés modales car elle fournissent a la fois informations globales, i.e. pulsations propres, et locales, i.e.
formes propres, sur le comportement de la structure. Les données modales calculées sont issues de
la résolution d’un probléme aux valeurs propres de modéles éléments finis alors que celles mesurées
proviennent d’analyses modales expérimentales réalisées sur des rotors feuilletés a l'arrét. Cette
corrélation numeérique-expérimentale est quantifiée par des estimateurs (ou normes d’erreurs) qui
traduisent 1’écart la mesure et le modéle.
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CHAPITRE 6. Synthése et bilan des travaux de recherche

Il a donc été présenté et proposé différents estimateurs qui ont permis d’identifier les proprié-
tés constitutives du feuilletage et prévoir les pulsations et formes propres les plus proches possible
des mesures. Ces estimateurs permettent de définir une fonctionnelle de moindres carrées dont le
minimum est obtenu en actualisant de maniére itérative les propriétés constitutives du modéle.
L’implémentation d’algorithmes, de Zevenberg-.# arquardt et de dérivation des éléments propres,
a donc été nécessaire pour minimiser ces fonctionnelles.

Dans un premier temps, il a été présenté une fonctionnelle multi-objectifs basée, sur I’écart des
pulsations propres mesurées et calculées, les composantes d’'une matrice de corrélation MAC calculée
entre les formes propres mesurées et calculées et des coefficients de pondération. Cette fonction-
nelle a été envisagée dans une application industrielle pour identifier des distributions de propriétés
constitutives d’un rotor MGV le long du feuilletage sub-divisé en sous-domaines. Il a été fait état
que les distributions des propriétés identifiées évoluaient avec le nombre de sous-domaines pour
atteindre une allure particuliére caractérisée par une valeur constante au centre du feuilletage et
des faibles valeurs aux niveau des interfaces entre les anneaux de court-circuit et le feuilletage. Une
seconde application industrielle est réalisée pour identifier les propriétés constitutives ’empilement
de to6les annulaires d’un rotor de palier magnétique modélisé en trois dimensions.

Dans un second temps, ’analyse de ’équation qui fournit les fréquences et formes propres d’une
structure énergétiquement parfaite a permis d’établir un estimateur original basé sur un quotient
de Zayleigh hybride. Pour chaque mode, cet estimateur combine forme propre calculée, pulsation
et forme propre mesurées en un terme adimensionnel, i.e. I'utilisation de coefficients de pondéra-
tion n’est donc plus nécessaire dans la définition de la fonctionnelle. Néanmoins, les formes propres
calculées sont composées des degrés de libertés transversaux et des degrés de libertés de rotation
lesquels ne sont pas mesurés, et méme mesurables.

Des fonctionnelles modales condensées ont été proposées grace a 'utilisation de méthodes de ré-
duction de Yuyan ou de Graig & Pampton, qui se sont avérées efficaces pour faire correspondre les
degrés de liberté calculés et mesurés, n’utiliser aucune extrapolation des données expérimentales et
identifier les propriétés constitutives des feuilletages de plusieurs rotors MGV. Il a été établi qu’une
condensation dynamique était particuliérement adaptée a la réduction des modéles ramifiés. De ma-
niére générale, il a été montré que les propriétés constitutives identifiées du feuilletage dépendaient
du nombre de modes considérés dans la procédure d’identification. Néanmoins, ces valeurs étaient
pertinentes dans la mesure ol le nombre de modes considérés était représentatifs de la dynamique
de la structure testée.

A linverse, une fonctionnelle modale expansée a été proposée grace a 'utilisation de méthodes
d’expansion de formes propres expérimentales, e.g. expansion de Yuyan ou SEREP, qui ont permis
d’obtenir des estimations des degrés de libertés non mesurés et identifier les modules d’# oung, de
%oulomb et coefficients de Hoisson d’une autre structure industrielle, i.e. une portion d’arbre de
rotor feuilleté.

Ainsi, identifier les propriétés constitutives d’un matériau isotrope transverse équivalent modé-
lisant le feuilletage est une alternative intéressante qui permet de construire des modéles éléments
finis basés uniquement sur des éléments de poutre de .Zimoshenko contenant peu de degrés de
liberté. Ceci est bénéfique lorsqu’il s’agit de prévoir les réponses aux balourds ou transitoires. Par
ailleurs, I’identification des propriétés constitutives des composants d’un rotor MGV s’inscrit dans
une démarche de développement de modéle le plus précis possible permettant de prévoir la dyna-
mique de structures complexes telles que les rotors feuilletés.

L’intégration systématique de la procédure d’identification, basée sur les différentes fonction-
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nelles proposées, a permis d’implémenter une base de données expérimentales composée de plus de
trente rotors feuilletés de géométries différentes. Une méthode de régression linéaire multiple a été
implémentée et a permis d’établir des modéles prédictifs des modules d’# oung et de Foulomb de
I’empilement, qui dépendent, de la géométrie de I’empilement et des portions d’arbre, et également
de la précontrainte initiale appliquée a4 'empilement. Statistiquement, les deux modéles prédictifs
proposés ont expliqué plus de 90% des variations de 80% de ’échantillon, et ont permis de définir
des intervalles de prédiction de fréquentiels de l'ordre de +5.85%.

Le modéle éléments finis ramifié qui a été proposé a permis de prendre en compte le chargement
centrifuge agissant sur les tirants. Différents phénoménes dépendant de la vitesse de rotation ont été
mis en évidence : le raidissement sur les tirants, I’évolution de charge longitudinale du feuilletage
impliquant une modification des ses propriétés constitutives, modélisées grace au modeéle prédictif
précédemment cité, ainsi qu’'une modification de I'assemblage de la masse magnétique due a 'appa-
rition d’un contact entre les tirants et le feuilletage. Leurs maillages non-coincidents ont nécessité
dans un premier temps, 'implémentation d’'une méthode permettant de modéliser le contact entre
noeuds maitres et éléments finis esclaves, et d’un algorithme de contact basé sur une méthode de
pénalité. Dans un second temps, un algorithme du point fixe a été implémenté pour le calcul de la
déflexion quasi-statique non linéaire des tirants.

Gréace a cette démarche, des calculs de réponses dynamiques et autres diagrammes de ¥ ampbell
ont été réalisés. Un critére de corrélation des formes propres complexes d’un rotor, i.e. basé sur la
notion de vecteurs propres gauches et droits, a été proposé puis implémenté. Ce critére original a
permis de tracer des diagrammes de ¥ampbell présentant 1’évolution de fréquences propres de rotor
parfaitement ordonnées en fonction des formes propres complexes auxquelles elles étaient associées.
Ces simulations ont montré que les propriétés constitutives identifiées, a partir d’analyses modales
expérimentales a l'arrét, assuraient une bonne prédictivité du comportement dynamique des rotors
feuilletés, e.g. les vitesses critiques de rotation présentant un taux d’accroissement maximum in-
férieur a 5% lorsque les effets centrifuges étaient modélisés. Par ailleurs, il a été fait état que les
contraintes de ¥on .#ises des tirants n’excédaient pas le niveau de contrainte initiale, assurant
ainsi 'intégrité mécanique du rotor feuilleté durant les conditions opératoires.

En conclusion, la maitrise de la dynamique des rotors feuilletés et la trés bonne connaissance
des caractéristiques entrant en jeu, e.g. propriétés constitutives équivalentes du feuilletage, assem-
blage de la cage d’écureuil ou centrifugation des tirants, permettent au constructeur d’accroitre la
fiabilité des calculs de prévision du comportement dynamique des rotors feuilletés, notamment dans
les phases de développement o il s’agit de prévoir le comportement dynamique de rotors jamais
réalisés auparavant, e.g. 30 MW a 6 000 rpm.

Enfin, & la lumiére des investigations réalisées en Section 4.3, il pourrait étre envisagé d’établir
des lois des modules d’# oung et de ¥oulomb pour chaque tronc¢ons divisant la masse magnétique.
Aussi les interactions rotor-stator et rotor-PMA représentent des perspectives de recherche & envi-
sager pour prévoir le comportement du moteur électrique dans son ensemble.

171 Guillaume Mogenier
Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/vpuiiblication/2011I1SAL0030/these.pdf
© [G. Mogenier], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



CHAPITRE 6. Synthése et bilan des travaux de recherche
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A.1. Rappels et hypothéses

A.1 Rappels et hypothéses

A.1.1 Définitions

A déflexion transversale d’'un rotor peut étre modélisée par celle d'une poutre droite sollicitée
L en flexion dans deux plans orthogonaux de ’espace. Une poutre droite (F1G. A.1(a)) est un
solide engendré par une surface plane (S) (F1G. A.1(b)), constante ou non, dont le centre d’inertie
G décrit un axe y entre les points O et G', le plan contenant (S) restant normal & 1’axe y.

Soit I’axe y, la fibre neutre de la poutre et S la section droite de la poutre.

(a) Poutre droite. (b) Section droite (S).

FIGURE A.1 — Eléments de définition d’une poutre droite.

A.1.2 Hypothéses

Les conventions et hypothéses sont les suivantes :

— Les axes z, y et z forment un triédre orthonormé direct porté par les vecteurs unitaires Z,
g et Z. Les axes (G, Z) et (G, Z) sont les axes centraux principaux d’inertie de la section droite.

On note R (O, Z,1,Z) le repére galiléen.
— Les plans {yGz} et {xGy} sont des plans de symétrie de la poutre.

— Le matériau est supposée homogéne. Son comportement est linéaire, élastique et défini par les
modules d’# oung et de Foulomb F et G, le coefficient de Poisson v et la masse volumique p.

— Les déplacements et les déformations restent petits.

— Les sections droites (S) restent planes durant la mise en charge (F1G. A.2 et F1G. A.5).

A.2 Poutre de Jimoshenko dans le plan {yGz}

A.2.1 Champ de déplacements

Sil’on considére un point Py d’une section droite () situé en (y, z) dans la configuration initiale
—
non déformée €, son champ de déplacement est défini par le vecteur U (P) € R? dans le plan {yGz}
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

tel que :
R B (A1)

ou v (y,z) et w(y,z) correspondent respectivement aux déplacements, selon 3 et Z, du point Py de
la configuration initiale %y & la configuration déformée %. En explicitant vectoriellement le champ
de déplacement du point Py, il vient :

(—j (P) = P()P = PoG(] + G()G + 575 (A2)
La projection de I'Eq. (A.2) sur 3 et Z donne :

0

w () " —zsin (6 (y)) (A.3)

vr) = zeos(B(y))

+

v(y,2) _ ‘ 0
w(y, z) -z

ou # définit la rotation de la section droite (S) autour de z. L’angle 6 est orienté positivement
du vecteur unitaire §j vers le vecteur unitaire Z. L’hypothése des petits déplacements et petites

déformations impose :
sin (0 (y)) ~ 6 (y)
{ cos(O(y)~1 (A4)

et permet d’obtenir I'expression du champ de déplacements dans le plan {yGz} (F1G. A.2) :

v(y,z)=-20(y)
{ wy2)=w(y) (A.5)

A.2.2 Champs de déformations et contraintes

Les déformations dues a la flexion et au cisaillement ont pour expression :

v 00 ov OJw Ow
=— =—-z—, A.6 2y =—+—=—-0, A.6b
Eyy 8y z 8y ( a) Ey 9z 8y ay ( )
Flexion
puis les contraintes associées :
00 ow
oyy = Eeyy = —Eza—y, (A.7a) oy> = Gky.2ey. = Gky. (8_y - 0) . (A.7b)
A.2.3 Efforts résultants
Il vient alors ’expression de l'effort tranchant :
T f dS = GSk (aw 9) (A.8)
= o = A=—-0], i
G N oy
ot le coefficient £, . est le coefficient de réduction de section défini par :
T? 9
2= ds, A9
Skyz —/(S) UyZ ( )

ol 0y, est la contrainte de cisaillement parabolique due a l'effort tranchant 7, déduit de la théorie
de I'élasticité [91; 27; 28|. Sk, . est aire cisaillée ou section réduite.
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A.2. Poutre de Jimoshenko dans le plan {yGz}

Co

Ny

R

Go

<y

(5)

FIGURE A.2 — Déplacement d’une section droite d’abscisse y dans le plan {yGz}.

Le moment fléchissant dans le plan {y, z} s’écrit :
Mfw-a'rI‘:f(s)(z-Z)/\(Uyde-y)dS,

Qfozf( 20,8 f E2—dS E[nge

ou S est laire de la section droite (S) et I, est le moment quadratique de la section droite (.S)
autour de l'axe (G,x) et défini par 'Eq. (A.11) :

(A.10)

bi :f 22dS. Al
&= Js (A.11)

A.2.4 Equations d’équilibre

En développant au premier ordre I'expression des effort tranchant et moment fléchissant tel que :

s (A12)  Mfy (g dy) = M () 2y, (A120)

I’équilibre dynamique d’un élément de poutre (F1G. A.3) compris entre les sections droites d’abscisses
y et y + dy s’écrit, selon Z, pour les efforts résultants :

- ( f( B pz'[)dS) dy = pSivdy, (A.13)

et pour les moments résultants portés par 7 :
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

T, (y + dy)

A
ma (y) M fe (y+dy)

_fo (y)

_Tz (y)

Y y+dy

F1GURE A.3 — Efforts sur un élément de poutre compris entre y et y + dy.

M+ My + %dy T+ Tody +mydy = ( f( 5 —zpi}dS) dy = plg, ddy, (A.14)
)

ol () est un opérateur différentiel temporel d’ordre deux tel que :

0*w v . 0%
=2 === =—. A.15
oz "o VT o (A.15)
Apres simplification, on obtient les deux équations d’équilibre :
0T, .
+ Pz = pSW, (A.16)
Ay
Mf, .
oMy +T,+my =plg,0. (A.17)

Jy

Ces équations s’écrivent en fonction des déplacements a I'aide de Eq. (A.8) et Eq. (A.10) :

0 ow
— Gk, | — -0 . = pSw, A18
(‘3y( v (8y ))+p potl ( )
0 00 ow ..
—Fls — ky, | — -0 z=pla 0. Al

A.2.5 Elément fini de poutre

On considére un élément fini de poutre . compris entre les noeuds e et e + 1 (F1G. A.4), de
longueur €. L’exposant © () s’appliquera a toute variable relative 1'élément ;.

Soient (T%,, M fz.) et (Ts.,,, M fz,,,) respectivement les efforts résultants dans les sections des
neeuds e et e+ 1, et p, et ®m, respectivement les force et couple répartis d’intensité linéique.
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A.2. Poutre de Jimoshenko dans le plan {yGz}

On note :
65w = [w87 Oc, Wer1, ee+1:|t; (A20)

le vecteur des degrés de liberté ou déplacements nodaux. En ’absence de forces d’inertie, les équa-
tions d’équilibre Eq. (A.16) et Eq. (A.17) se réduisent & :

oT +°p, =0 (A.21)
y
OMfs +T, +mz =0 (A.22)
ox

Les efforts résultants dans la section d’abscisse y de I’élément fini s’écrivent alors :

T.(y) =T, - fo Yep, (s)ds (A.23)

Mf.(y)=Mfy, — /OyTZ (s)ds - /(;yemx (s)ds (A.24)

Le déplacement selon Z et la rotation des sections droites autour de Z sont donnés par les formules
de Bresse [92; 93] :

0 (y) =ee+f0y]:{Ef+I(G5)ds (A.25)
~ Y M [y (s) fy T, (s)
w(y) = we + Oy + /(; “Belg, (y—s)ds+ ; eGek:yZeSdS (A.26)

A Taide des conditions aux limites suivantes :
T2e+1 =T, (el) ) Mfreu = Mfw (el) ; Wetl =W (el) ; Oer1=0 (el) (A-27)

on déduit ’expression des efforts nodaux en fonction des déplacements nodaux €4y, :

R = K] 6w - [ (A.28)
avec .
- T.(0) - T,
- Mf, (0) - Mf,
ernyz _ — €
Fo” = () T ’ 429
M fa (°1) Mfopn

ol °FY° est le vecteur élémentaire des forces nodales dans le plan {yGz}, K}, est la matrice de
raideur élastique élémentaire associée a ©d,, ¢fo’ est le vecteur élémentaire de force équivalent aux
charges réparties.

Pour un élément de poutre de section droite ¢S constante, soumis sur toute sa longueur & une
force et a un couple d’intensité linéique définis tels que :

Pz (Y) = Pz + (Pzess — P2.) e%’ (A.30a) My (y) = Ma, + (Mayyy —Ma,) e%? (A.30b)
il vient :
12 6¢l -12 6°¢l
€Yz _ eE;eIG‘ﬂc el2 (4 + e¢yz) -6¢1 6l2 (2 - eQZ)yZ) (A 31)
W e3 (14 2gy,) 12 -6l '
Sym. €2 (4+°hy2)
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

- Tw ) T

€ e+ 1

<y

°l

FIGURE A.4 — Elément de poutre J#, dans le plan {yGz}.

42 + 40°¢,, 18 +20°¢,,
e pyr _ °l CL(6+5%y.)  “L(4+5%y.) Dz, (A.32)
Y120 (1 +¢gy2) 18 +20%9,. 42 +40°¢,. '
=l (4+5%y.) —“L(6+5%y)

-6 -6
. 1 UL(1+4%y.)  “l(-1+2%y.) My,
12(1+€¢ys) 6 6 Mgy

U(-1+2%y,) “L(1+4%y.)
ol “¢y. le coefficient de cisaillement élémentaire dans le plan {yGz} défini par :

12°E°]c,

€y, = —— 2 A.33
(by eGekyzeSGZZ ( )

avec °F et °G respectivement les modules d’% oung et de ¥oulomb élémentaires, “I;, le moment
quadratique de la section droite élémentaire S par rapport a 'axe (G, Z) et k. le coefficient de
réduction de section élémentaire.

A.2.6 Fonctions de forme

Pour un élément de poutre J#; & section constante €S et non chargé, les deux équations d’équilibre
Eq. (A.18) et Eq. (A.19) se réduisent a :

d (0w
—|—=-0)=0 A.34
y ( Jy ) ’ ( )
eperg, 20 s eesen (a—“’ - 9) ) (A.35)
Gz 8y2 Yz ay =Y :
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A.3. Poutre de Jimoshenko dans le plan {xGy}

d’ou : .
0*w
— =0, A.36
ce qui implique :
3 .
w(y) =Y awy' (A.37)
=0

ot les ay, €R, i=0,...,3. De 'Eq. (A.34), on déduit :

0
0 (y) = vy Cw OU Cy € R, (A.38)
dy
et 'Eq. (A.35) devient :
0%0  12c, 12°E°Ig,
0 " Gy O T Gty (4.39)
L’Eq. (A.39) et les quatre conditions aux limites suivantes :
w(0) =we, w(°l)=wer1, 6(0)=6c 6(°)=0c41, (A.40)
permettent d’obtenir le systéme suivant :
1 0 O 0 0 Qg We
01 0 0 1 Gy 0.
e e B 0 Ay [ =1 Wesl |- (A.41)
0 1 20 3% 1 Qg Oci1
0 0 0 6%,.°* -12 Cw 0
L’inversion du systéme Eq. (A.41) permet le calcul des cing coefficients a,,, i =0,...,3 et ¢y

en fonction des degrés de liberté we, e, ver1 et 0041 puis des fonctions de formes ¢ N7, eNgz e R*
définies telles que :

w(y) = “Ng* (y) “buw, (A.42a) 0 (y) = °NJ* (y) “du, (A.42b)
avec .
(C - 1) (Q(CZ - C _f¢yz S 1) '
e z _ 1 C(C_l) C_l__e¢z €l
N (©) = L+¢gy. | ¢(-2¢7 +3<+6¢5z) ’ ’ (A-43)
C(C - 1) (C + %e¢yz) ‘l
et :
1o |
eNTYZ (Y _ 1 C-1)(3C-1-%¢y.)“l
N = g, | - N (A4
C(3C-2+%¢,.)¢l
avec ¢ = &.

A.3 Poutre de Zimoshenko dans le plan {zGy}

A.3.1 Champ de déplacements

Sil’on considére un point Py d’une section droite (5) situé en (x,y) dans la configuration initiale

non déformée %, son champ de déplacement est défini par le vecteur U (P) € R? dans le plan {zGy}
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

tel que :

= v(z,y)
P)= ’ A4
G (p)-| e (A.45)
ou v (x,y) et u(x,y) correspondent respectivement aux déplacements, selon ¢ et Z, du point Py de
la configuration intiale %3 a la configuration déformée 4. En explicitant vectoriellement le champ
de déplacement du point Py, il vient :

U (P) = PP = ByGo + GoG + GP. (A.46)
La projection de I'Eq. (A.46) sur g et Z donne :

0

0 ¢z A

U (P)= w(zy) | -z zcos (v (y))

v(z,y) ‘ 0

ot ¢ définit la rotation de la section droite (S) autour de zZ. L’angle 1 est orienté positivement
du vecteur unitaire & vers le vecteur unitaire 3. L’hypothése des petits déplacements et petites
déformations impose :

sin (¢ (y)) ~ ¢ (y)
) A48
{ cos (1 (1)) ~ 1 (4.48)
et permet d’obtenir I'expression du champ de déplacements dans le plan {xGy} (F1G. A.5) :
v(z,y) =z (y)
. A.49
el e (A4

A.3.2 Champs de déformations et contraintes

Les déformations dues a la flexion et au cisaillement ont pour expression :

v oY ov Ou Ou
= — =7 — A 2 Ty = T~ - = = ) A
Eyy oy xay, (A.50a) Cay = 5+ 9 o +1) (A.50Db)
[ —
Flexion

puis les contraintes associées :

9

oy = Beyy = Ea'gh, (AB5la) oy = Ghoy2esy = Gy (@ . q/)) . (A51D)

A.3.3 Efforts résultants

Il vient alors 'expression de 'effort tranchant :

ou
szf 02dS = GSk, (—+ ) A52
(S) Y Y 8:1/ w ( )

ol le coefficient k;, est le coefficient de réduction de section défini par :

T _ [ o2 dS (A.53)
Skyy Jis) W7 '

184 Guillaume Mogenier
Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/vpuiiblication/2011I1SAL0030/these.pdf
© [G. Mogenier], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



A.3. Poutre de Jimoshenko dans le plan {xGy}

Co

81

R

Go

<y

(5)

FIGURE A.5 — Déplacement d’une section droite d’abscisse y dans le plan {zGy}.

oll 04y est la contrainte de cisaillement parabolique due a I'effort tranchant T}, déduit de la théorie
de I'élasticité [91; 27; 28|. Sk, est l'aire cisaillée ou section réduite.

Le moment fléchissant dans le plan {z,y} :
MfZ-Z:f(s)(x-f)/\(ayde-gj)dS,

O oY
= Mf, = f 20y, dS = f Ex*2%as = 15, 22, A.54
" ) Oy dy (4.54)
ot Ig, est le moment quadratique de la section droite (S) autour de l'axe (G, z) et défini par
I'Eq. (A.55) :

Iy = f 22dS. A55
= Js (A.55)

A.3.4 Equations d’équilibre

En développant au premier ordre I’expression des effort tranchant et moment fléchissant tel que :
OM [
Ay

I’équilibre dynamique d’un élément de poutre (F1G. A.6) compris entre les sections droites d’abscisses
y et y + dy s’écrit, selon T pour les efforts résultants :

oT,
T, (y+dy) =T, (y) + 8—:’;@, (A56a) Mf. (y+dy)=Mf.(y)+ dy, (A.56b)

T+ Ty + %dy+px = (/ p?ldS) dy = pSidy, (A.57)
dy ($)
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

T, (3/ + dy)

Pz ()

_Mfz (y>

y y+dy

FI1GURE A.6 — Efforts sur un élément de poutre compris entre y et y + dy.

et les moments résultants portés par z :

—MfZ+MfZ+%d

y — Tpdy + m.dy = (/(S) :rpi}dS) dy = plgzﬂ;dy, (A.58)

ol () est un opérateur différentiel temporel d’ordre deux tel que :

0%u Pv . 9%
= —, U=—0, =, A.59
=ae "o Ve (4.59)
Apres simplification, on obtient les deux équations d’équilibre :
T, .
J + pg = pSi, (A.60)
Jy
M, ;

dy

Ces équations s’écrivent en fonction des déplacements a l'aide de Eq. (A.52) et Eq. (A.54) :

0 ou .
0 oY ou -
—(Ele. == | - GSkyy [ = 2= pla.y. A
8y< G“c‘)y) GSk y(ay+¢)+m szi/J ( 63)

A.3.5 Elément fini de poutre

On considére un élément fini de poutre 7, compris entre les noeuds e et e + 1 (F1G. A.7), de
longueur €. L’exposant © () s’appliquera a toute variable relative 1’élément 7.
Soient (1, M f..) et (Ty

vi1s M f...,) respectivement les efforts résultants dans les sections des
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A.3. Poutre de Jimoshenko dans le plan {xGy}

" Tu (v) o

€ e+ 1

<y

°l

FIGURE A.7 — Elément de poutre %, dans le plan {zGy}.

neeuds e et e + 1, et ®p, et ®m, respectivement les force et couple répartis d’intensité linéique.

On note :
0y = [ue7 Ve, Uesl, ¢e+1]t7 (A.64)

le vecteur des degrés de liberté ou déplacements nodaux. En ’absence de forces d’inertie, les équa-
tions d’équilibre Eq. (A.60) et Eq. (A.61) se réduisent a :

1
I yep —0 (A.65)
dy
MY,
OMJe g e, — (A.66)
ox
Les efforts résultants dans la section d’abscisse y de I’élément fini s’écrivent alors :
Y
T (y) = Txe - ‘/(; epm (S)ds (A67)
Yy y
M. (y) = Mf., - fo T, (s)ds - /0 “mg (5)ds (A.68)

Le déplacement selon Z et la rotation des sections droites autour de Z sont donnés par les formules
de Bresse [92; 93] :

y Mf,(s)

= e —d A.

R A (A.69)
y Mf,(s) vy T,(s)
-, 2288 —6)d f 28y A0
w) =uer vy 1 TEn S s e [ aE s (A.70)
A Taide des conditions aux limites suivantes :

Txe+1 = Tx (el) 5 Mfze+1 = Mfz (el) y Uet1 = U (el) s ¢e+1 = ¢ (el) (A71)
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

on déduit I’expression des efforts nodaux en fonction des déplacements nodaux €6, :

qujcy — [esz] 65u _€ gy (A72)
avec .
- T, (0) - 1,
Mf.(0) - MFf.
e Ty _ — €
b= T. (1) | Teey | A7)
Mfz (el) Mfze+l

ou °F,;Y est le vecteur élémentaire des forces nodales dans le plan {zGy}, K" est la matrice de
. 2 . 21 2 . : 2 N X 21 2 . ~ .

raideur élastique élémentaire associée & €8y, € fy” est le vecteur élémentaire de force équivalent aux

charges réparties.

Pour un élément de poutre de section droite ¢S constante, soumis sur toute sa longueur a une
force et & un couple d’intensité linéique définis tels que :

Pe () =Pt (oo —pa) o (ATAA) ma(y) =+ (mayy —me) o (AT4D)
il vient :
12 -6°1 -12 -6°1
epe], ej2 e e ej2 _e
e Z:y _ G, l (4+ (bzy) 61 ! (2 . ¢:cy) (A75)
B3 (1+Cpqy) 12 6°l
Sym. P2 (4+%Pyy)

42+ 40%¢,, 18 +20°¢,,
°l —C1(6 +5Pyy)  —°1(4+5Pyy) p
€ rryY _ xry Ty Te
' = 120 (1 + ©¢yy) 18 + 20¢ gy 42 + 40 gy (A.76)
CUL(4+5%5y)  “L(6+5%sy)

pxe+l

6 6
L U1 +4°G,)  “U(-1+20y) |[ m..
12 (1 + ¢¢pyy) -6 -6 M.,

U(=1+2%sy)  “U(1+4%sy)
ol ¢y le coefficient de cisaillement élémentaire dans le plan {zGy} défini par :

12°E¢Iq
€y = 2 ATT
¢ 4 eGekmyeSeZQ ( )

avec “I;. le moment quadratique de la section droite élémentaire ¢S par rapport a l'axe (G, 2) et
ksy le coefficient de réduction de section élémentaire.

A.3.6 Fonctions de forme

Pour un élément de poutre JZ; a section constante ¢S et non chargé, les deux équations d’équilibre
Eq. (A.62) et Eq. (A.63) se réduisent a :

0 (Ou
— = =0 A.7T8
5o (Gov) =0, (A.78)
0% ou
‘E°lg, —= —“G°S %y | — =0, A.79
Gzagﬂ ¢S y(3y+w) 0 ( )
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A.3. Poutre de Jimoshenko dans le plan {xGy}

d’ou : o
U
—— =0, A.80
o (A.80)
ce qui implique :
3 .
u(y) =) auy', (A.81)
i=0

ou les a,, €R, i=0,...,3. De 'Eq. (A.78), on déduit :

0
b(y) = -8 ey ot ey € R, (A.82)
Jy
et 'Eq. (A.79) devient :
%Y 12¢, 12°E°I,
8_y2 = e(bxyelQ avec (bmy = W. (A83)
L’Eq. (A.83) et les quatre conditions aux limites suivantes :
u (0) =Ue, U (el) = Ue+1, Q;Z) (O) = Tﬂe, ¢ (EZ) = 17[}6+17 (A84)
permettent d’obtenir le systéme suivant :
1 0 0 0 0 (729 Ue
0 -1 0 0 1 Ay Ve
1 e e e 0 Auy ¢ =4 Uesl |- (A.85)
0 -1 -2¢0 -3¢° 1 (s VYer1
0 0 0 6%°°% -12 Cu 0
L’inversion du systéme Eq. (A.85) permet le calcul des cing coefficients a,,, ¢ = 0,...,3 et ¢,

en fonction des degrés de liberté ue, e, Ues1 €t Yes1 puis des fonctions de formes N, eN;jy eR*
définies telles que :

u(y) = "Ny (y) “Ou, (A.86a) ¥ (y) = “Ng¥ (y) “bu, (A.86b)
avec .
(C_l)(2(g2_c_e(llsxy_;~) !
enre 1 C(C-1)(=C+ 1+ 3%uy)“l
NI (¢) = oo | ¢ (C2c? +3C+e¢xy2) Y 7 (A.87)
_C (C - 1) (C + %e¢xy) “l
et :
6¢(¢-1) '
‘N (C) = ! (€D (BC-1=50u) T | (A.88)

U(1+%gy) | —6¢(C-1)
C(3C =2+ puy)°l
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

A.4 Approximations relative & ’expression de 1’énergie de défor-
mation

A.4.1 Des angles d’&uler aux angles de .7imoshenko

Il est essentiel de considérer certaines approximations relatives aux rotations de sections droites
lors de I’expression de ’énergie de déformation de ’arbre. En effet, si 'on considére une poutre de
Zimoshenko dans I'espace, ses sections droites sont orientées grace aux angles 6 et 1, autour des
axes respectifs Z et Z du repére (R), Eq. (A4) et Eq. (A.48); Z et Z étant fixes, F1G. A.8(b). Le
vecteur rotation instantanée JJ/O du repére local lié a la section s’écrit donc :

0
G)/O =l 0 . (A.89)
(R)
Or, lors du calcul de I’énergie cinétique d’un disque ou d’un arbre, les angles d’&uler 1, 6 et ¢
sont utilisés de maniére a exprimer le vecteur rotation instantanée du repére (R;) et introduire les

termes dus a effet gyroscopique, Eq. (2.30) et Eq. (2.19). En toute rigueur, si les angles d’&uler
et 6 étaient utilisés pour orienter les sections droites, F1G. A.8(a), le vecteur 9 s’écrirait :

0
Fp=| 0 . (A.90)

(R1)

La projection du vecteur unitaire Z; dans le repére (R) donne, FI1G. 2.2(a) :
Z1 =cos (¢) Z +sin (¢) g, (A.91)

et permet d’exprimer le vecteur rotation instantanée JJ/O dans (R) tel que :

0 cos (1)
Gy =| Osin () : (A.92)

(R)

En considérant de petites rotations, Eq. (A.4) et Eq. (A.48), et en négligeant le terme 61, on
retrouve 'expression de I'Eq. (A.89) :

: ’
(D/O = (9¢ ~ O . (A93)
(0

C 195 (R)

Ainsi, lors du calcul de I'énergie de déformation, la premiére approximation a considérer
concerne 'approximation du vecteur JJ/O dans (R) qui est issue de I'hypothése de petites rotations
de sections droites. Cette approximation conduit donc & la coincidence entre les angles d’&uler

et 0 et ceux utilisés pour paramétrer les rotations de sections droites d'une poutre de 7 imoshenko
en flexion dans l'espace. En d’autres termes, l'orientation du repére (Rz) est approximée, F1G. A.8.
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A.4. Approximations relative a I'expression de I’énergie de déformation

7 0
A
0
Y,
X
O y
et
2 y

X

(a) Configuration déformée d’une section droite (.S), orientée a I'aide des angles d’&uler, lors
d’une flexion de poutre dans I’espace.

y4

o y

X

(b) Configuration déformée d’une section droite (.S), orientée a ’aide des angles issus de la
théorie de Zimoshenko, lors d’une flexion de poutre dans ’espace.

FI1GURE A.8 — Approximation conduisant & la coincidence des angles d’&uler v et 6 et ceux utilisés
dans la théorie de Zimoshenko pour orienter une section droite de poutre dans I’espace.
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

A.4.2 Approximation de la rotation propre

La F1c. A.9(a) rappelle que les repéres (G, Z2,92,22) et (G, Z;,¥;, Z;) sont orientés grace a la
rotation propre ¢ autour de 'axe (G, 92) et non autour de (G, %) comme mentionné précédemment
lorsque le repére (R¢) a été introduit. La présente approximation montre que l'orientation de (R;)
est approchée, F1G. A.9(b). Ainsi, I'expression du vecteur rotation instantané du repére (R;) vis-a-
vis du repére (R), en considérant la premiére approximation, Eq. (A.93), s’écrit :

AN
@ =0 +| 4 . (A.94)
0 ¢ 0

(R) (R:)

La projection du vecteur unitaire g; dans le repére (R) est obtenue grace aux FI1G. 2.2 :
g; = —cos (6)sin (1) Z + cos (6) cos (¢) T + sin (0) Z, (A.95)

et permet d’exprimer le vecteur rotation instantanée l:)i/ tel que :
0

é—(ﬁcos (0) sin (¥)
w; = ¢cos(0)cos () . (A.96)

Y+ ¢sin (0) (R)
En considérant de petites rotations puis en négligeant les termes P et @0, il vient alors :

0 - 0
@% ~ ¢ . = ¢ . (A.97)
Vol dmy LY
Ainsi, I'approximation concernant l'orientation de (R;) vis-a-vis de (R), Eq. (A.97), permet
d’orienter le repére tournant (R¢) vis-a-vis de (R) par l'angle ¢ (angle d’&uler) autour de l'axe fixe
(G,9), F1G. 2.8.

Ces deux approximations ont permis de faire le lien entre les angles d’&uler, orientés de maniére
relative, et ceux utilisés dans la théorie de .7 imoshenko, i.e. degrés libertés de rotation utilisés dans
la théorie des éléments finis et orientés de maniére absolue. Elles autorisent alors ’expression de
I’énergie de déformation en P (x,z) dans le repére local de ’élément tournant approché par (R¢).
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A.4. Approximations relative a I'expression de I’énergie de déformation

P
% y

(a) Configuration déformée d’une section droite (.S), orientée a I'aide des angles d’&uler, lors
d’une flexion de rotor.

7 ~Z
~2(? "
- yz
g
Y,
0 y
ot
o y

X

(b) Configuration déformée d’une section droite (S), orientée a 'aide des angles définis autour
des axes fixes du repére galiléen (R), lors d’une flexion de rotor.

FIGURE A.9 — Approximation conduisant a la coincidence des angles d’&uler ¥ et 6 et ceux utilisés
dans la théorie de Zimoshenko pour orienter une section droite de rotor.
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

(a) Rotations d’un angle 6, autour de (G, Z4). (b) Rotations d’un angle 1, autour de (G, Zy).

FIGURE A.10 — Visualisations spatiales de rotations élémentaires d’une section droite (S) autour
d’axes du repére tournant (R¢).

A.4.3 Relation entre repére galiléen et repére tournant. Projection des angles
de rotation de section

Considérons tout d’abord une section droite (S) ayant tournée uniquement d’un angle ¢ autour
de 'axe (G,g¢) et pour laquelle les déplacements du centre géométrique G, ug et wg sont nuls. La
section droite (.S) est alors contenue dans le plan {zGz}, F1G. A.10.

Puis, dans un premier temps, appliquons & cette section une unique rotation d’un angle positif
4 autour de (G,:Z"¢), F1G. A.10(a). Le vecteur unitaire orthogonal & la section déformée effectue
donc une rotation d’angle 6, dans le plan {y¢Gz¢}. On note ¢;, la projection du vecteur unitaire
g; sur le plan {xGy}. Ainsi, il apparait clairement qu'’il est possible de décomposer la rotation de
section d’un angle 64 autour de 'axe (G, 9%¢) en utilisant des rotations élémentaires d’angles 6 et
autour des axes respectifs (G, Z) et (G, z) du repére (R). Il vient alors :

= (g7 gu) ) (A98a) 0 = (ZL’J.? gz) . (A98b)

L’approximation concernant les petites rotations, Eq. (A.4) et Eq. (A.48) permet d’estimer
la longueur des arcs formés les couples de vecteurs unitaires (4, %;), (¥ii,%:) et (¥,9;) nommeés
respectivement AAy, AyAg et AyAg tels que :

Ady ~ =, (A.99a) Ay Ag~ 0, (A.99D) Ay ~ 0. (A.99c)

Notons que la valeur de I’angle 1) est négative, Eq. (A.99a), car le sens de parcours débutant
du vecteur unitaire 4 au vecteur ¥;, est anti-trigonométrique. En visualisant le triangle (AAwAg)
dans le plan {zGz}, F1G. A.11(a), une égalité géométrique permet d’exprimer I’angle 6, a I'aide des
angles 6 et ¢ définis autour des axes fixes du repére (R). La longueur de I'arc AAy s’écrit alors :

AA@ =AH + HA@, (A.lOO)

avec :
AH = - cos (g - q‘nﬁ) = —1sin (gbt) , (A.101a) HAy=0cos ((;St) . (A.101b)
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A.4. Approximations relative a I’expression de 1’énergie de déformation

z z
Z, X,
A A
g
o=t NH? Yon 9
p=a
/ ¢ - .a N
R ) S’/ = v, S’/ = yﬁ Ic -
X A;: —w A A w Ap -X
(a) Rotation d’un angle 0, autour de (G, Z4). (b) Rotation d’un angle vy autour de (G, Zy).

FIGURE A.11 — Visualisation dans le plan {xGz} des arcs engendrés par rotation du vecteur y;,
perpendiculaire & une section droite (.5).

Dans un second temps, appliquons & cette section droite une unique rotation d’un angle positif
¥, autour de I'axe (G, 2¢), F1G. A.10(b). Le vecteur unitaire orthogonal & la section droite déformée
effectue donc une rotation d’angle ¥4 dans le plan {x¢Gy¢}. Les longueurs des arcs s’écrivent alors :

AAy ~ o, (A.102a) AyAg ~ 0, (A.102b) Ay ~ 1y, (A.102c)
et la F1G. A.11(b) permet d’écrire les relations :
AH =1)cos (¢t) , (A.103a) HAg =cos (g - <Z>t) =) sin (qbt) . (A.103b)
En substituant successivement les couples Eq. (A.103), Eq. (A.102¢) et Eq. (A.101), Eq. (A.99c¢)
a I’Eq. (A.100), on obtient les relations entre les rotations d’une section droite () autour des axes

du repere (Ry) et celles autour des axes du repere (R) [30; 31; 32| :

04 = 0 cos(dt) — P sin(t), (A.104a) Vg = Osin(t) + 1 cos(ot). (A.104b)
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

A.5 Modélisation éléments-finis d’un rotor

La méthode des éléments finis est trés utilisée pour le calcul des structures complexes et donc
privilégiée pour ’étude des machines tournantes. Comme dans la Section 2.1, il est nécessaire de
définir les modéles éléments finis des éléments constitutifs d’un rotor : disques, arbre, paliers, ba-
lourds, et autres forces extérieures [94].

A.5.1 Discrétisation

On se propose de modéliser le rotor a l'aide d’éléments finis de poutre circulaires basés sur la
théorie de Zimoshenko [35] comme présentés dans les Annexe A.2.5 et Annexe A.3.5. Le rotor est
donc discrétisé en N, éléments finis £~ de longueur €l et comprend ng degrés de liberté inclus dans
I’ensemble X. Les effet dus au cisaillement et & 'inertie de rotation de section droite sont alors pris
en compte pour chaque élément fini de poutre.

Soit € 'union de tous les éléments finis £~ du maillage :
Ne
0= %, (A.105)
e=1

Un élément fini %, est associé & huit degrés de liberté tel que le vecteur des degrés de liberté
associés ¢6 € R®, ot1 ¢ () est I'exposant relatif a 1’éléement ., s’6crit :

“5 = [wea Ue, Yoy Ooy Wes1; Ues1; Vet ee+1:|t ) (A106)

qui inclut les vecteurs des degrés de liberté 0, et ¢4, définis dans Eq. (A.64) et Eq. (A.20) cor-
respondant respectivement aux mouvements des nceuds e et e + 1 dans les plans {yGz} et {zGy}
comme le montre la F1G. A.12 .

A.5.2 Le disque

Un neceud du maillage éléments finis du rotor contient quatre degrés de liberté : deux déplace-
ments latéraux u et w respectivement selon T et Z, et deux rotations associées 6 et 1 respectivement
autour de Z et Z. Ainsi, si un disque est positionné en son centre de masse GG au nceud e de ’élément
fini #;, les vecteurs des déplacements nodaux ¢d; € R? et vitesses nodales ¢§, € R* associés au point
G s’écrivent :

€8y = [We, e, Ve, 0] | (A.107a) ©8g = [the,tie, e, 6] (A.107b)
L’énergie cinétique du disque Eq. (2.19) s’écrit alors :
e 1 9, .oy 1 2 g2y, L 12 o
Ta = §md (ue + we) + §Idz (¢€ + 06) + §Idy (¢ + 2¢1’Z)€06) ) (A.108)

L’application des équations de Zagrange, Eq. (2.2), a I'Eq. (A.108) donne :

2(6_@)_6 Ji avec k=1.... 4, (A.109)
avec :
~ 0 (073\ 09y ..
k=1, T (Ou')e) D, maWe, (A.110)
196 Guillaume Mogenier

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/vpuiiblication/2011I1SAL0030/these.pdf
© [G. Mogenier], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



A.5. Modélisation éléments-finis d’un rotor

FIGURE A.12 — Visualisation d’un élément fini J#; de longueur ¢l et de ses degrés de liberté associés
aux noeuds e et e + 1.

0 (071 0% .
k= 8t ( 3ue ) e = Mqle, (A.lll)

0 (07a\ 07a _ : ) )
ST (Ta, e + Ia,80c ) = L, e + Ia, 0. A112
ot (&pe) 6% dﬂ/} dy® ) dy e + 1a,® ( )
k= g(a%) 88? Idz‘g ) Idydﬁbe = Idzée _Idydﬁbe; (A113)

Finalement, 'Eq. (A.109) peut s’écrire sous forme matricielle telle que :

mg 0 0 O We 0 0 O 0 We
a (0°Ty 86% 0 mg 0 O e 10 0 O 0 Ue
— . <+ : A114
ot ( 9ed, ) 96, | 0 0 I 0 Ve ¢ 00 0 -, Ve ( )
0 0 0 I 0, 00 Ig, O 0.
Matrice de Masse Matrice G;roscopique
L’Eq. (A.114) peut également s’écrire sous la forme matricielle suivante :
0 (0°Ty\ 0°T, .. )
— — |- —— =°M;°6, + °Cq 0. A.115
ot ( 866d ) 8€5d d Op Gq 9 ( )

A.5.3 L’arbre

L’arbre est modélisé a l'aide d’éléments finis de poutre de Zimoshenko tel que les déflexions
transversales “u, “w et rotations de section droite ¢, €@ le long de I’élément fini £, d’abscisse y
s’expriment en fonction des degrés de liberté ¢d des nceuds e et e + 1 en utilisant les fonctions de
forme définies dans les Eq. (A.43), Eq. (A.87), Eq. (A.44) et Eq. (A.88) telles que :

w=°N, ()5, (A.116a) Cu =°N, (¢) 8, (A.116b)
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

°9 = °Np (¢) %9, (A.117a) “h = “Ny (€) 9, (A.117b)

ot Ny (€), *Nyu (€), Ny (C), Ny (¢) € R® se décomposent de la maniére suivante :

N (O = [ENES (O, ENE (), NP (€) N (),

A.118
eNte)-%—l (C) eNZJeSA (C) 6N¢e+1 (C) eN96+1 (C)] ( )

ot I'indice (-) représente w, u, ¥ ou # et dont les composantes relatives au champ w sont représen-
tées sur la F1G. A.13. Les fonctions de forme s’écrivent alors :

[ (C-1)(2¢°-¢-py-1) ]
0
0
e _ 1 C(C-1)(¢-1-5%,)¢l
Ny (¢) = ooy | C(C2¢T+3¢ +26)) : (A.119)
0
0
| CC-D(C+35%0)T ]
[ -6¢(¢-1) I
0
0
e _ 1 (C-1)(3¢—1-“¢y) "l
Ny (¢) = A0y | 6C(C-1) : (A.120)
0
0
| C(3¢—2+%gy) "l ]
o 4t
(C-1)(26° ¢ =6, - 1)
C(C-1)(=C+1+5%,)¢
. o1 0
w(€) =1 Tooy | 0 , (A.121)
C(-2¢%+3¢ +0y)
—C(C-1)(¢C+35%0y) ¢l
- 0 4
et :
- O _t
6¢(¢-1)
(C-1)(3¢-1-"¢y)“l
en o1 0
Ny (¢) = Ty | 0 : (A.122)
-6¢(¢-1)
C(3C-2+%y) "l
L O 4
avec ( = e% et “¢y le coefficient de cisaillement élémentaire.
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A.5. Modélisation éléments-finis d’un rotor

NI
o
—_

I D=

FIGURE A.13 — Tracé des composantes de la fonction de forme N, (¢) sur un élément de référence
d’abscisse ¢ € [0,1], ¢, = 0.0424.

A.5.3.1 Matrices élémentaires de masse et gyroscopique

La formulation de I’énergie cinétique, Eq. (2.30), d’un élément fini d’arbre J#; de longueur ©I est
la suivante :

€l €l €l
1 1 . . . . .
“Tu=59°S f (eu2+ew2)dy+56p% f (“4% +0%)dy +2°p I f “YOdy+“p°lc, 14°. (A.123)
0 0 0

Les dérivées temporelles des champs de déplacement définis par les Eq. (A.116a), Eq. (A.116b),
Eq. (A.117a) et Eq. (A.117b) s’expriment aisément telles que :

i = ° Ny (€) %6, (A.124a) 6 = °Ny (¢) 6, (A.124D)

0 = °Ny () 4, (A.125a) b = “Ny, (€) 9, (A.125b)

ot ¢4 est défini tel que :

t

65 = [we,ue,&6,9‘6,we+1,ue+1,¢e+1,é6+1] . (A.126)

En substituant les Eq. (A.117a), Eq. (A.124a), Eq. (A.124b), Eq. (A.125a) et Eq. (A.125b) dans
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

I'Eq. (A.123), il vient alors :

“Ta

‘o, . . .
%epesj‘ [6515 (eNu)t (eNu) ej + e&t (er)t (er) ed]dy
0
‘e, . . .
v Leperg Oj (€67 (V)" (D) €6 + <6t (“Np)" (“Ng) “6]dy (A.127)

Lol .
+ 26peIG¢fI:e(St(eNq/))t(6N9)65]dy+epefgel¢2
0

ou encore :

‘T

i °l . . “l .
b0 [ L8 (N6 S L N Ny e

e M, €My

i “l . . °l .
+ %e&t epeIG/'(er)t (er)dy]eé_,’_%e&t [epeIGI(eNG)t (ENg)dy]eé
i 0 0 , (A.128)
eMw eMg

. ‘l . :
+ ¢e(5t 2epeIGf(er) (eNg)dy e5+6peIGyel¢2
| 0

ecd}g

Comme évoqué précédemment dans la Section 2.1.3.2, le dernier terme epelgyel<]52 est constant
lors du régime permanent, de telle sorte qu’apparaissent les matrices de masse élémentaires *M,,, *M,, €
Mg g dues aux translations de sections droites dans les plans {zGy} et {yGz} :

[0 0 0 00 O 0 0]
mry,  MTy 00 mpys  —MTg 0
MTy3 00 MTyg  MTyy 0
e e Qe
o _p S€l 0 0 0 0 0
w = —(1 . 6¢y)2 0 0 0 o |’ (A.129)
Sym mrp, -mr, 0
’I?”LT33 0
- 0 .
[ mp, 0 0 -mr, mrs 0 0 mp, 1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
€Sl - )
M, =L Mgy~ 00 mry | (A.130)
(1 + e¢y) mry, 0 0 My,
Sym 00 O
0 0
| M7y

et les matrices élémentaires *My,, My € M3z sont dues aux rotations de sections droites (effet de
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A.5. Modélisation éléments-finis d’un rotor

Hayleigh) respectivement autour de Z et Z, perpendiculaires plans {xGy} et {yGz} :

0 0 0 0 0 0 0 0
MRy, MRy 0 0 MRy ~MRig 0
MRy 0 0 mp,y  mpy 0
e e
I
"My = l(lp Z)Q " 8 8 8 8 ’ (A-131)
e +6
! Sym mp,, —-Mmpr;, 0
MRy 0
- 0_
[ MpRi, 0 0 —MPRy Mmp,s 0 0 MpR,g 1
0 0 0 0 0 O 0
0 0 0 0 0 0
ey - — P . MRy ~MRas 8 8 MR (A.132)
el (1 + e¢y) g MRy, 0 0 mgM
ym
0 0
| MR3s |

La matrice élémentaire °C;, € .#gg traduit le couplage entre les mouvements dans les plans
perpendiculaires plans {xGy} et {yGz}, i.e. Ueffet gyroscopique :

0 Cho, o, O 0 ~Coy,  Ca, U

0 0 0 0 O 0 0 0

0 0 0 0 O 0 0 0
€ d-}e:L% 0 _01/.1913 _Cﬂ.’934 00 cTr/.)‘913 _C"j’938 0 7 (A.133)

(1 + e¢y) 0 _612’912 _c¢913 00 C¢912 _c¢913 0

0 0 0 0 O 0 0 0

0 0 0 0 O 0 0 0

| 0 _C¢913 _Clz)@zss 00 c713913 _07/3934 0 J
avec .
121 1 .
o =g G~ (5 70). (A.134)
_ 4 16 26 2)e _ 1 16 ]‘6 2)e

o (303 R) T s (Frae-ge)t A

L’application des équations de Zagrange (Eq. (2.2)) permet d’obtenir I’expression du travail
des forces inertielles ¢.#; définis par :

0 (0°Y, 0°,
— - =% k=1,....8, A.136
3t(865k) S k=1, (4.136)
e,
tel que 'Eq. (A.136) devient :
9 (8 ‘%) 0T My + My +°My+°My |5+ “Cq 0, (A.137)
8t 865 865 [ ——
Mr Mg ‘ ¢9_ecfbe
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

ol *Mrp et °*Mp sont respectivement les matrices de masses élémentaires dues aux translations et
rotations de section droite d’un élément de poutre de .Zimoshenko en flexion dans ’espace telles

)

que :
mp, O 0
mry, My
MTy3
. _ epesel
(1+¢¢,)? .
ym
avec .
13 7
mry, (£ 1_0 (b 5 (by)
9 3 1, .
mrs = (% 1_Oe¢y + 66¢y) )
1 er2
[
s = (105 6o vt 120 ¢ )
et :
mpg,, 0 0
MRy, MRy
MR33
e e
I
CMp = Pl .
el(1+¢epy) q
ym
avec .
6
MRy, = g
6
MRy = _g
2
MRy = (15 6 ¢y e¢32/)6l27

—Mmry, M7y 0 0 mpg
0 0 mrys  —MTyg 0
0 0 mrg mrs, 0
MTss  —MTg 0 0 M, A.138
mry, 0 0 mr, ’ ( ' )
mry, My 0
mT33 0
mrys |
11 11
mry, =— (m 120 ¢ ¢y) el (A139)
13
mry, = (420 o iy + 48¢§)ez, (A.140)
mry, = ( ! Chy+ —C )612 (A.141)
57 140 60 v 120 ' '
~MRyy  MRy5 0 0 MRg ]
0 0 me leS 0
0 0 MRs MRy, 0
MR33  ~MRig 0 0 MR3; A
, 142
MR 0 0 MRy ( )
MRy, MRy 0
MRy 0
MR33 |
1 1, e
le4 - E - 5 ¢y) l, (A143)
1 1, e
leg = E - 5 ¢y l, (A144)
1 e 2)e;r2 A
MRs7 30 6 ¢y ¢y I*. (A.145)

Le terme “Cg correspond a la matrice gyroscopique (anti-symétrique) élémentaire définie telle

que :
[ 0 CGio CGi3 0 0 —CGqq CGi3 0 1
0 0 cais €Gn O 0 cGi
0 CGsy  CGis 0 0 CGag
e e
I _
€Cg=—L-9 0 0 ey e O (A.146)
(1 e¢y) 0 CGi2  ~CGis 0
Skew 0 0  -cgis
0 CGay
- 0 -
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A.5. Modélisation éléments-finis d’un rotor

avec .
121
CG1a = _Ee_l’ CG3 = ( - ¢y) (A147)
4 16 26 2\e 1 16 16 2\e
CG34:_(B+§ ¢y+§ ¢y) l, CG3g :(E+§ (Z)y—g ¢y) l. (A.148)

Détermination de la matrice élémentaire gyroscopique : La matrice gyroscopique élémen-
taire est obtenue grace 'Eq. (A.136), dont les termes de la k¢ ligne sont obtenus grace la relation
suivante :

0 8(65t60¢965) 8(55t60¢965) o ite . 3 8 ot e
ot 0%, T e, avec ©6'°Cl,%6 = qz Z G600, 00 Op: (A.149)

relative & 1’évolution du paramétre €dy,.
En explicitant les termes de I'Eq. (A.149), il vient :

0 8 . o 8 8 )
5% Cin 050 = = 1Y g “Op|=> o “Ops A.150
ot |:ae5k (qZ::lpZ::l ¢9qp p):| ot L)Z:l Ok p] pZ::I Vo, P ( )

8

8 8 .
T (Z >.¢ edqeap) = Zlcqueaq. (A.151)
q:

1
En substituant les Eq. (A.150) et Eq. (A.151) dans I'Eq. (A.149), il vient alors :

a(egtec, 66) a(estec, 86) 8 8 .
0 Po »o — . _ .
E[ ae;, ]_ 025y, - Z %ekp dp qgl C¢9qke‘5q7

8 8 65

= Ci - C; N
qzl Ut 0 qgl Woax 4 (A.152)
8 o
(S —
CCq

Cela permet d’expliciter aisément ’expression de la matrice gyroscopique élémentaire telle que :
e _ ey, et
Cqg = wa)_ 01/39' (A.153)

Ainsi, un terme “Cg,, de la matrice gyroscopique élémentaire “C; est donc obtenu en calculant la
différence entre le terme c;, et son antisymétrique associé c;
Y0qp YOpq

A.5.3.2 Matrices élémentaires de raideur

L’expression de I’énergie de déformation, Eq. (2.62), d’un élément fini d’arbre %, de longueur
¢l se formule de la maniére suivante :

v - bl @)

o L\
e [(eo) (-0 15
o (5) (%) ]
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

En utilisant les approximations nodales des champs de déplacement u, w, ¥ et 6 le long d'un
élément fini d’arbre J#; d’abscisse y, Eq. (A.116a), Eq. (A.116b), Eq. (A.117a) et Eq. (A.117b),

leurs dérivées spatiales s’écrivent :

ow  0°Ny (¢) 9¢ du _ 0°Ny (¢) 9¢
DT wN B A.155 2Tl B A.155b
B o oy (A.155a) 3 o oy ( )
99 _ 9°Ny (¢) 9¢. 9% _0°Ny (€) 9¢
S AN s ) A.156 Des A.156b
dy  oc oy (A.1562) oy~ aC oy (A.156b)
avec .
ac 1
o _ 1 Al
v (A.157)
L’Eq. (A.154) s’écrit alors [43] :
U = yEref 8 (5 (S s (Gl (%) ol
v LeGesek, f[eét(dNu+N (aN“+N )65]@
, (A.158)

2

I
v legeser, /’I:e(st( N)( - )e5]dy
. 1epf[e(5t(aezvu) (aezvu) es 4 e6t(3er)t(05Nw)e5:|d

ou encore :

eqy %eat eEeI /‘(8 Nw) (8 N’/’)dy—i-eGeSek f(aN“-f-N ) (aN“-‘r-N )d :|e(5

i . Ky
+ %eat eEeIGé‘l(a ) (8 Ne)dy+eGesek j‘(aer_Ne)t(a‘;];/w_No)dy:Ie(s |
“Kry

B e

l t
lest]e 0°N, O°N,
v P{(ay“)(ay

“)dy] 5+ 1€5t[epj(35Nw) (86Nw)dy] )

Ka, Kay
(A.159)
Ainsi apparaissent les matrices de raideur élastiques élémentaires *Ky,, Ky, € .#gg dues aux
déformations de I’élément 7, dans les plans {zGy} et {yGz} :

[0 0 0 00 0 0 0
kfn kf14 00 kf15 _kfIS 0
kf33 00 kflS kf37 0
¢E°lqn 00 O 0 0
¢ =——— A.160
o™ (Tw ¢y e o0 0 o0 (A.160)
Sym kfu _kf14 0
kf33 0
- O =
204 Guillaume Mogenier

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/vpuiiblication/2011I1SAL0030/these.pdf
© [G. Mogenier], [2011], INSA de Lyon, tous droits réservés



A.5. Modélisation éléments-finis d’un rotor

_kf14
0

0
kfss

kf15
0

0
_kf1s
kfn

kfls

RA
> oo
@

kf14

O O O o oo
OO OO o oo

o~
- oo
w

: (A.161)

et les matrices de raideur géométriques élémentaires K¢, , “Kg,, € #3g, dues a une force longitu-
dinale ¢P (Stiffening Effect) de direction y, sont associées aux mouvements dans les plans {xGy}

et {yGz} :
[0 0
kGll
[ eP
Kg,=—=
(1+¢gy)
[ kg, O
0
e eP
Kg,=—=
(1+¢¢y)

kG14
kG33

o O O O
o O O o O

0
kGlS
kG18

kGll

0 0]
kG O
kGy, O

0 0

0 0
-k, O
kGy, O

0 d

0 0 kay
00 O
0 0 0
0 0 kg,
0 0 kg,
0 0 0

0 0

kG33

, (A.162)

(A.163)

L’application des équations de Zagrange (Eq. (2.2)) a 'Eq. (A.159) permet d’obtenir I’expres-
sion des forces élastiques telles que :

‘U
0¢6

er

eKG

= eru + erw +6KGu + eKGw 6(5,

(A.164)

ou “Ky et K¢ sont respectivement les matrices de raideurs élémentaires élastique et géométrique
d’un élément de poutre de .Zimoshenko en flexion dans ’espace telles que :

[ kfu 0 0 _kf14 kfls 0 0 kf18
kfll kf14 0 0 kf15 _kfl8 0
kf33 0 0 kf1s kf37 0
e Eflg kfss _kf18 0 0 kf37
- - "= , A.165
! (1+¢y)el3 ki, 0 0 ki ( )
Sym kfu _kf14 0
kf33 0
L kf33 ]
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

avec :
kg, =12, kg, =-6°, (A.166)
ks =-12, kg =6, (A.167)
kg = (4+0y) 1, kg = (2-0y) 1%, (A.168)
et :
[ kg, O 0 -kg, kg, O 0 ko |
kGll kG14 0 0 kG15 _kGlS 0
ks 0 0 kcis  kGsy 0
e ‘P kGys  —kais 0 0 ki
=T , A.169
N (1+ €¢y)2 kG, 0 0 kG, ( )
Sym kG —kau 0
kGas 0
| kGss |
avec :
e e 2 1
kGll +1 d’y + v er’ kG14 E7 (Al?O)
e e 1
kGlS - (_ +1 Qby + ¢§) _l’ kGlg Ey (Al?l)
2 16 1 e 2)e 1 1@ 1 e 2)e
kGBBZ(E_'_E ¢y+ﬁ ¢y) l7 kG37:_(%+6 (by"’E y) l (A172)
A.5.4 Les paliers
Les paliers sont modélisés par un nceud et quatre degrés de liberté tels que :
e5p = [w€7ue7w6706]t 9 (A173a) 65p = [we,ﬁe,¢e,ée]t . (A173b)

On suppose que les caractéristiques de raideur et amortissement d’un palier relient les forces
qu’il exerce sur le rotor, au noeud e, aux déplacements et vitesses de translation associés, i.e. U,
et we. Ainsi, les relations possibles qu’il existe entre les rotation de section droite . et 0. et les

3 2 1A 3 3 A ] A Q 11 1 6\ = 6\ =
moments associés sont négligées, ce qui implique ), = %y, =0.

Le travail virtuel 6°#), des efforts agissant au niveau des paliers et s’exercant sur l’arbre au
neeud e s’écrit done, Eq. (2.40) :

Wy = Fp,, Ote + Fp,, W,

tel que :

ypwe = _kpzzwe - kpzzue - szwe - szil/e; (A174)

ﬂp _kpa:zwe - kpmz Ue — c:r:zwe - meaa (A.175)

ue

Les caractéristiques de raideur et amortissement reliant les forces aux déplacements et vitesses
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A.5. Modélisation éléments-finis d’un rotor

s’expriment donc matriciellement de la maniére suivante :

ﬁpwe kpzz kpzz 00 We Czz Caz 0 0 We
‘?pue _ kpzm kpa‘r 0 0 Ue Coz Czz 0 0 Ue
o |77 00 0 0 0| v 0 0 00 e (A.176)
Fpe, 0 0 00 O 0 0 00 0.
Matrice de Raideur Matrice d’Amortissement Visqueux
L’Eq. (A.176) peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :
CFp =K, 0, + 0,0, (A.177)

Dans le cas de paliers hydrodynamiques, ces deux matrices sont généralement asymétriques et
les termes peuvent varier de maniére importante en fonction de la vitesse de rotation telles que

°K,=°K, (qb) et ¢C, =°C) (gzb) (cf. Section 2.1.4).

A.5.5 Les balourds

On suppose qu’un balourd est positionné au nceud e. Le vecteur des vitesses nodales €9, € R*
associés s’écrit alors :

651) = [we) Ue, 1/)67 ee]t . (A178)

L’expression de I’énergie cinétique due & un balourd situé au nceud e a la forme suivante,
Eq. (2.38) :

¢ F, = mpddy, (’lle cos ((Z)t + gbb) — W, Sin (gbt + qﬁb)) . (A.179)

L’application des équations de Zagrange (Eq. (2.2)) a 'Eq. (A.179) donne :

2(8%)—8%aveck:1,...,4, (A.180)
ot \ oeéy, 00y,
avec :
0 (0°%H\ 0°9, O L : .
k=1, 5 ( O, ) s =5 (—mb¢db sin ((;525 + qbb)) = —mpd>dy cos (gbt + gbb) , (A.181)
o (0°%\ 0°% O . . . o
k=2, ET ( i ) - . =5 (mbqﬁdb cos (gbt + ¢b)) = —my¢>dy sin (qﬁt + ¢b) , (A.182)
0 (0°H\ 0°%
= —_— - —_ = . Al
k=3, 8?5(81[)@) o0, 0 (A.183)
0 (0°H\ 0°D
k=4, — - - =0. A.184
’ at( 96, ) 90, ( )
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

Finalement, I'Eq. (A.180) peut s’écrire sous forme matricielle telle que :

[ cos ((bt + ¢b)
%(83%’)_%159: = —mpdypd? Sln(¢é+¢b) ;
0

[ cos (¢t) cos (¢p) — sin (qbt) sin (¢p)
= Cmpdyd?| S (¢t ) cos () + cos (Gt ) sin (¢3)

0 ’ (A.185)
| 0
—sin (¢p) cos ()
= - mbdbq'ﬁ2 coséqbb) sin ((Z)t) - mbdb¢2 St (()¢b) cos (¢t) ,
0 0
< Fp e Fg

ou ©.F; et ©.Z; sont respectivement les composantes en sinus et cosinus des forces généralisées dues
au balourd agissant au nceud e telles que :

Fb,,
= “F¢sin () + “F¢ cos (). (A.186)

A.5.6 Force asynchrone

Une force asynchrone est une excitation tournante (a I'image du balourd) mais d’amplitudes
constante A,s qui ne varie pas avec la vitesse de rotation ¢ du rotor. A la différence de I’excitation
de type balourd, celle-ci « tourne »a une vitesse qui est égale au produit de la vitesse de rotation qb
du rotor par un scalaire s € R, e.qg. il est fréquent de rencontrer des excitations asynchrones sur les
rotors de moteurs électriques.

On suppose qu’une force asynchrone agit au nceud e. Le vecteur des déplacements nodaux
©5as € R associés s'écrit alors :

eéas = [we,ue,we,ﬁe]t . (A187)

Les composantes de forces généralisées dues a une force asynchrone d’amplitude Ay et tournant
a la vitesse s¢ s’écrivent donc (cf. Eq. (A.186)) :

Fasw,
ﬁzz:e = “FJ sin (sq'ﬁt) +CF ;L cos (sq'ﬁt) , (A.188)
Fase
avec :
—sin (@as) cos (¢gs)
TS = Ags| (()¢“8) . (A189) T = Ay | (0¢a5) , (A.189D)
0 0

—
oU ¢4 représente la position angulaire, par rapport & Z, de la force asynchrone A, & t = 0 comme
le montre la F1G. A.14(a).
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A.5. Modélisation éléments-finis d’un rotor

A.5.7 Force harmonique de direction fixe

Soit la force harmonique de direction fixe Apsin (wpt + ¢p) ot Ay, wp € R. Le déphasage ¢j,
doit étre considéré lorsque plusieurs forces harmoniques agissent sur le rotor ; il permet de prendre
en compte un éventuel déphasage entre ces différentes forces. L’orientation de la force x?;:, est pa-
ramétrée par ¢, la position angulaire a t = 0 par rapport a z, F1G. A.14(b).

Il est a noter que le calcul de la réponse harmonique d’un rotor s’effectue a vitesse de rotation
¢ constante.

On suppose qu’'une force harmonique agit au nceud e. Le vecteur des déplacements nodaux
¢, € R* associés s’écrit alors :
¢
85}1 = [weaueaw&ee] . (Algo)

Les composantes de forces généralisées dues a une force harmonique d’amplitude Ay, sin (wpt + @p)
s’écrivent :

Fhow, cos (¢n)

Fha, . sin

ffhw: = Ay, sin (wpt + p) g¢h) . (A.191)
ﬁhee sin(wpt) cos(pp )+cos(wpt) sin(pp) 0

En décomposant I'Eq. (A.191), il vient alors :

[ T he, ] [ sin (wpt) cos (¢p) cos (dp) + cos (wpt) sin (¢p ) cos (Pp)

Fha, _ 4 sin (wpt) cos (¢p) sin (¢p,) + cos (wit) sin (pp,) sin (@)

Fh,. " 0
| T hy, i 0
B [ cos (¢n) cos (dn) sin (¢n) cos (¢n) ’

o | B | o | eosCamsinon) | | s |

Fhye 0 0

| F,, | I 0 0
eg}f eyﬁ
(A.192)

ou .7, et ©.Z} sont respectivement les composantes en sinus et cosinus des forces généralisées dues
une force harmonique.

A.5.8 Force et couple répartis dans ’espace

Il peut étre parfois nécessaire de modéliser une charge répartie sur un rotor lorsque, e.g. les
effets de la pesanteur et/ou les effets centrifuges doivent étre pris en compte. De maniére générale,
on suppose que ces charges réparties agissent dans un plan incliné d’un angle ¢, vis-a-vis du plan
{9, Z}, comme le montre la F1G. A.15.

Soient une force et un couple répartis d’intensités linéiques respectives “p (y) et “m (y) agissant
sur I’élément fini JZ; entre les nceuds e et e + 1 tels que :

Y
p(Y) =pe + (Pe+1 — Pe) L
Ol Pe, Pet1 €6 Me, Mey1 sont respectivement les intensités linéiques des charges réparties “p (y) et
°m (y) aux noeuds e et e + 1.

(A.193a) em(y):me+(me+1—me)e—yl, (A.193D)

Le vecteur des déplacements nodaux €9, € R® associés s’écrit alors :

“Op = [We, Ue, Ve, Oy Wer1 s Ues 1, Yer1, 9e+1]t- (A.194)
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

z zZ
wt ﬁ
AHS ‘
; Wc We
G(’
i (0] ﬂ 0]
X ue X ue
(a) Repérage d’une force asynchrone. (b) Repérage d’une force harmonique.

FIGURE A.14 — Repérage de différents types de force d’excitation.

En projetant les charges réparties “p (y) et “m (y) selon Z et Z, il est possible de relier les Eq.
(A.30a), Eq. (A.30b), Eq. (A.74a) et Eq. (A.74b) aux Eq. (A.193a) et Eq. (A.193b) telles que :

‘Pz (y) =“p(y)sin(¢r), (A.195a) “p- (y) =“p(y)cos(¢r), (A.195b)
et :

‘mg (y) = “m (y)sin (¢r) (A.196a) ‘ms (y) = “m (y) cos (¢r). (A.196D)

Ainsi, le vecteur des efforts nodaux équivalents aux charges réparties ¢.%, s’obtient en intégrant
ces derniéres sur la longueur ¢/ de ’élément fini 7 :

)

l
¢F, =

€l
p (y) sin (¢) “Nydy +0f€p(y)608(¢7~)erdy

0 O~

; (A.197)

€l
“m (y) cos (¢r) “Nydy + { “m (y) sin (¢r) “Nody.

+
O\

L’Eq. (A.197) peut s’écrire sous une forme plus compacte dans laquelle on retrouve alors 1'ex-
pression des Eq. (A.77) et Eq. (A.33) telle que :

o> = Z4sin (@) + “FY cos (o) + “FY cos (¢ ) + ©.F sin (¢) (A.198)
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A.5. Modélisation éléments-finis d’un rotor

pXe+1

FIGURE A.15 — Visualisation d’un élément fini %, de longueur ¢ sollicité avec une charge “p (y) et
un coulpe “m (y) réparti entre les noeuds e et e + 1.

avec
42+40%,  18+20%,
0 0
0 0
e gu__“l U(6+5°,)  “L(4+5°,) { pe } , (A.199)
" 120(1 +¢y) 18 +20°¢, 42 + 409, De+1
0 0
0 0
—Cl(4+5%,) —“lL(6+5%y)
-6 -6 ]
0 0
0 0
ez{%; L(1+4°G,)  ©l(-1+2°,) { Me }’ (A.200)
12 (1 +¢g,) 6 6 Mes1
0 0
0 0
CUL(-1+2%y) “l(1+4%,)
0 0 ]
42+40°,  18+20%,
-l (6+5%y) —“l(4+5%)y)
gn_ _sin(9n) 0 0 {pe } (A.201)
120 (1+ g, 0 0 Des
18 +20%¢, 42 +40%¢,
CL(4+5%y)  “L(6+5%y)
0 0 |
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

< SY
v O
FIGURE A.16 — Visualisation de la section droite (°S) de I'élément fini . mt d'une rotation
permanente ¢ autour du centre instantané de rotation O.

et : } )
0 0
6 6
CL(1+4%y)  “l(-1+2%,)
e gy _  C08 (¢T) 0 0 me
FL = —12(1 ey) 0 0 { _— } (A.202)
-6 -6
CUL(-1+2%y) “l(1+4%,)
L 0 0 A

Cas de la pesanteur : L’effet de la force de pesanteur sur un élément fini 2, dont 1’accélération
est définie par :

G=-9gz, (A.203)

induit les coefficients des intensités linéiques suivants :
Pe=p°Sq, pes1 =p°Sg, Mme=0, Mmey =0, ¢p=m. (A.204)

Cas de l’effet centrifuge : Une premiére approximation de l'effet d’une force centrifuge, sur un
élément fini JZ;, consiste & considérer un régime quasi-statique.

Soient les centres géométriques G, et Gey1 des sections droites aux nceuds e et e + 1 excentrés
initialement d’une distance r d’un centre instantané de rotation O. Lors du régime permanent, on
suppose que (F1G. A.16) :
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A.5. Modélisation éléments-finis d’un rotor

— le taux de rotation instantané de %, vis-a-vis du référentiel galiléen (R) est défini par :
0

c_u)e/o =| . telque ¢=0, (A.205)

)

— P’élément fini 7, se meut des déflexions transversales nodales ., we €t Ueq1, Wer1 tel que :

de = \/u? + w2, (A.206)

— les sollicitation et déflexion de I'élément fini JZ; sont modélisées dans un plan aribraire tour-
nant {y,7}, F1a. A.16.

La position du point Gy, p = {e,e + 1} est définie par le vecteur OG), tel que :
—
OG, = (r+dp) T, (A.207)

et sa vitesse par le vecteur 1—/)@/0 (Gp) tel que :

900G,
ot

‘—/)6/0 (Gp) = (r+dy,) ¢t avec FAt=7. (A.208)

Ainsi, I'accélération du point G, s’exprime de la maniére suivante :

82@) - ey e
ozt = = (r+dy) PP+ (r+dy) ot ¢ =0, A.209
62W 9 ( : )
= Tgp = - (7‘ + dp) ¢ r.
Il vient alors :
Pe = p°8¢° (r+de), Pes1=p°Sd? (r+des1), Me=0, mMey =0. (A.210)
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

A.5.9 Amortissement structural

Dans le cas de I’amortissement visqueuz, c¢’est-a-dire proportionnel a la vitesse, les forces vis-
queuses s’expriment de la maniére suivante et qui est la plus largement utilisée :

Ty =—-Cd (1), (A.211)

ou Cy € Mpsns est la matrice d’amortissement structurale. En substituant 1'Eq. (2.103) dans
I'Eq. (A.211), I'Eq. (2.115) s’écrit alors :

vp () +[2'C (9) @ + B'C, @] p (1) + kp (t) = D F (). (A.212)
On introduit les coefficients d’amortissement généralisés cj , par la relation :
Chyg = ngCvgpq, k,gq=1,...,m. (A.213)

Ainsi, on obtient un ensemble d’équations dites équations normales, qui en plus d’étre couplées
via effet gyroscopique, le sont également par 'amortissement : les équations doivent alors étre
résolues simultanément.

A.5.9.1 Hypothése de Zayleigh

L’hypothése de Zayleigh est une hypothése simplificatrice. En effet, si la matrice d’amortisse-
ment C,, est une combinaison linéaire des matrices de masse M et raideur K, i.e. Cy = B, K + 3, M,
en utilisant les relations d’orthogonalité entre les formes propres, on peut écrire :

go}ingoq = 9071; (B K + By M) g,
(A.214)

And ‘P}ZC@‘Pq = BKSOZKSOq"‘ﬁ'yQO]];M@q»

ol Bk, By € R sont des coefficients de proportionnalité. En substituant les Eq. (2.113a) et Eq.
(2.113b) dans ’'Eq. (A.214), il vient :

Choke = Brbik + By Vs (A.215)

avec ki et i les k° raideur et masse modales. L’amortissement est alors dit visqueux proportionnel
découplé. En définissant le pourcentage (ou facteur) d’amortissement critique du mode k, noté &,
par la relation :

g = 28k kwr,  k=1,...,m, (A.216)

et en substituant I’'Eq. (A.215) dans I'Eq. (A.216), on peut écrire :

_ 1 Ckk

fk T 2w’

(A.217)
_ 1 ( Bk By 2 _
= & = §(Tw:+ﬁ) avec wk—%.
Finalement :

1

szi(ﬁnwk+&), k=1,...,m. (A.218)

Wi

L’hypothése de Zayleigh suppose donc que le facteur d’amortissement critique £ dépend de la
pulsation d’excitation w. Cette hypothése, qui n’a rien de physique, revient & imposer une forme
particuliére a ’amortissement de la structure : il peut étre alors sous-estimé ou sur-estimé selon la
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A.5. Modélisation éléments-finis d’un rotor

Wi

5 B —— Amortissement Proportionnel: &, = % <ank + ﬂ—”)

—— Amortissement Proportionnel a la Masse: [, =0

—— Amortissement Proportionnel a la Raideur: 3, =0

F1GURE A.17 — Evolution du pourcentage d’amortissement critique £ selon ’hypothése de Zayleigh.

pulsation d’excitation du systéme, F1G. A.17.

La détermination des coefficients 3, et 3, peut étre basée sur des valeurs imposées et plus
particuliérement sur n couples :

(gi,wi) avec 1=1,...,n, (A.219)

ou les 5 sont des valeurs fixées ou expérimentales aux pulsations w; associées, F1G. A.18. Afin de
conserver un certain sens physique, on suppose que 'entier n € N est défini tel w,, < wy, de maniére
a ce que le facteur d’amortissement critique modale gl fixé soit associé a une pulsation w, comprise
dans le spectre fréquentiel d’intérét.

En définissant le vecteur d’erreur e € R" tel que sa i¢ composante s’écrive :

ce; (B By) = (6 &), (A.220)

il est possible de définir une fonctionnelle de type moindre carrée &; € R telle que :

n

M (&-&) (A.221)

i=1

1& 1
&e (B, By) = 52%— )

i=1

Ainsi, les coefficients (3, et 3y peuvent étre déterminés en résolvant le probléme de minimisation
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

suivant :

['gg’lﬁn* & (Br, By)
(A.222)
<  Jrouver (ﬁ;,ﬂ;) tel que Vé}( ;,ﬁ;) =0
c’est-a~dire en cherchant les valeurs des coefficients (3 et 37 tels que I'écart entre les facteurs

d’amortissement critiques modaux fixés g, et ceux modélisés par 'hypothése de Zayleigh &;, i =
1,...,n (Eq. (A.218)), soit minimal. Le vecteur Vé&; € R? est défini par :

06
V& ={ 5% } (A.223)

avec :

06 I e & de;
9% _
0B(-) E; 0B(-) ;( )35 )

1

(A.224)

ou l'indice (-) représente k et . En substituant 'Eq. (A.218) dans 'Eq. (A.220), la i® composante
du vecteur d’erreur e¢ s’exprime alors :

€ = %(/anz*‘ W) &,

(A.225)
= e = (3)8+ ()8 -6
Il vient alors :
865. Wi 865. 1
L A.226 L= ) A.226b
0B, 2 ( a) 9B, 2w ( )

En substituant les Eq. (A.225), Eq. (A.226a), Eq. (A.226b) dans I'Eq. (A.223), la condition de
I'Eq. (A.222) s’écrit alors :

é(& &) s ) {0}

l;(&_g)gzi o)

é([%]ﬁw[%ﬂl B, -&) (%) ) {0}

é([%]ﬁﬁ”L 23% 57_5)(2311) 0

n (.2 _ (A.227)
_[E(Epema-) ) )

3 ([316c+ | ] 8- ) !

(£5)o- 05, 3 &

(lg%)ﬁwr(ig 4i3)ﬂ7 E:l 25:31

Ag{ gz } = b, (A.228)
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A.5. Modélisation éléments-finis d’un rotor

AN — (Ew)

FI1GURE A.18 — Evolution du pourcentage d’amortissement critique £ estimé & partir des couples
(@,wi), k= 1,...,m.

ou A¢ € Moz et be € R? sont définis tels que :

Ag=| =t n : (A.229a) be =4 G (A.229b)
n 1 &
1 zgl 4w12 Z; 2w;

y

{ p }: ﬁl(w?)(jil Wlf)_n% | . (A.230)

A.5.9.2 Hypothése de HAasile

Par ailleurs, il est possible d’introduire, dans chacune des équations de Eq. (2.63) projetées dans
la base modale du systéme (équations normales), un terme dissipatif appelé amortissement modal
(hypothése de Aasile) lorsque la structure présente des modes découplés.

Les coefficients d’amortissement modaux &, peuvent alors étre introduits ici par analogie & un
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

systéme a un degré de liberté (masse, ressort, dashpot) tels que :

ik = 28/FkVE = 285 VWE k=1,...,m. (A.231)

Ce type d’amortissement peut s’introduire de diverses fagons, e.g. mode par mode, en ayant au
préalable réalisé une identification expérimentale des facteurs d’amortissement critiques modaux &
via des essais dynamiques.

Finalement, ces hypothéses permettent d’ajouter les termes ¢ a la diagonale de la matrice
PO (gb) ®. Les équations normales s’écrivent alors :

B (t) +1(d)p(t) +rp(t) = ®'F (1), (A.232)
| n(¢)=0'C()®+c, (A.233)

ol 1 € Mmm contient la matrice gyroscopique modale et la matrice diagonale d’amortissement
modale ¢ € Ay, contenant les ¢, donnés dans 'Eq. (A.231) :

cir 0 0
0o -~ :
c= : o Ckk : . (A.234)
. } 0
0 - = 0 cmm
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A.5. Modélisation éléments-finis d’un rotor

A.5.10 Interprétation physique d’une forme propre complexe

L’interprétation physique d’une forme propre complexe (forme propre du systéme en rotation)
n’est de prime abord pas évidente. En revanche, elle peut étre réalisée en étudiant ’équation du
mouvement Eq. (2.117) en ne considérant qu’'une paire d’éléments propres complexes conjugués
(1%, P%) et (r*, 2}). La solution est alors donnée par les Eq. (2.103) et Eq. (2.66) :

5 (1)

Pp(t),

= 6(t) = DDt + D PreNkt,
(_ . )t (A.235)
o 6(t) = B[R(P)+T(P)]e\ ()7
— gkwkl—jwk t
+ O[R(P) -3 (P)]ed 7T
qui peut s’écrire encore :
()
§(#) = ®[R(P) +5i3(P)]e\ (87 [cos (wit) + jsin (wit)]
_ Ekal ¢
+ ®[R(P)-j3(P)] e\ (D7) [cos (wit) - jsin (wit)]
()
o 5) = e\ D) (B[R (F) cos (wit) + JR (P) sin (wit) (A.236)
+73 () cos (wit) — T (L) sin (wit) ]}
_ Ekal ¢
+ e\ (787 (D[R (D) cos (wit) — jR (2y) sin (wt)
—j3(P},) cos (wit) = T (P ) sin (wit) ]}
Finalement :
[
5(t) =2e\ (=87 ) B[R (2,) cos (wit) — T (D) sin (wit)] . (A.237)

L’Eq. (A.237) ne contient donc pas de termes complexes. Par ailleurs, si la condition de stabilité
est respectée, Eq. (2.87), 'exponentielle e(?) tend vers zéro lorsque t augmente. Ainsi, la k° forme
propre complexe est définie par la quantité suivante :

O [R () cos (wit) — T (D) sin (wit) ], (A.238)

k¢ Forme Propre Complexe

que l'on peut écrire plus généralement :

e cos (wit) + O sin (wit) , (A.239)
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

FIGURE A.19 — Tracé d’une forme propre complexe. La forme de 'arbre est tracée, & t = 0, en trait
continu bleu ().

ou 0. et s sont respectivement les parties réelles et imaginaires du vecteur des degrés de liberté.
Les déflexions transversales u, et w, du noeud e selon Z et Z peuvent s’écrire sous la forme :
sin (wgt).  (A.240Db)

Ue = ¢, €08 (wit) + 0, sin (wit),  (A.240a)  we =0, cos (wit) + 9

Sue Swe

oll O¢,, s Ocy, > Os,, €t Js,, sont respectivement les parties réelles et imaginaires des déflexions trans-
versales selon Z et Z.

Les relations Eq. (A.240)a et Eq. (A.240b) définissent donc une ellipse dans le plan {Z, Z}. Quand
un rotor soumis & un balourd atteint une pulsation critique wy, la forme de I'arbre est similaire au
mode, F1G. A.19.

On peut appeler mode ’ensemble des ellipses décrites par tous les noeuds de 'arbre a la pulsation
wi. En revanche, cette représentation est incompléte puisqu’elle ne précise pas, & un instant ¢ donné,
la position déformée de ’arbre. On peut donc souhaiter préciser la forme de ’arbre, qui varie en
fonction du temps, & un instant arbitraire. A cet effet, il est commode de choisir ¢ = 0 afin d’avoir
directement la position de I'axe de I'arbre, i.e. ue = dc,_ et we =0, , (cf. F1G. A.19).

A.5.11 Détermination des caractéristiques d’une ellipse

La trajectoire elliptique d’un noeud e est caractérisée par : - la longueur de ses axes principaux
ae et be respectivement porté par les vecteurs unitaires 7. et S, - 'orientation ¢, du vecteur unitaire
7. par rapport au vecteur unitaire z, F1G. A.20.

Soit un rotor excité a la pulsation w. Les Eq. (A.240a) et Eq. (A.240b) peuvent s’écrire :

Ue = O¢,, cos (wt) + dg,_sin (wt), (A.241a)  we = I, cos (wt) + b, sin(wt). (A.241b)

Cwe

Les amplitudes maximales des déflexions transversales du nceud e sont obtenues par les relations
suivantes :

Uepax =1/ 02, +02, (A.242a) Wepyax =/ 02, + 02, - (A.242b)
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A.5. Modélisation éléments-finis d’un rotor

D’apres la F1G. A.20, la relation entre les composantes des repéres (O, %,4,2) et (O,7e, Y, Se)
est la suivante :

Te = UeCOS (¢ ) — We sin (@) , (A.243a) Se = Ue Sin (e ) + We o8 (P ) - (A.243b)

L’équation d’une ellipse selon ses axes principaux a. et b. est de la forme :

(E)2+(Z_:)2 _1 (A.244)

En substituant les Eq. (A.243a) et Eq. (A.243b) dans I'Eq. (A.244), il vient alors :

] + UeWe SN (2¢h¢) [—% + b_12] =1. (A.245)

e

u2 [COS2 ((ﬁe) + Sin2 (¢e):| + w2 |:Sin2 (¢e) + COSQ (¢e)

€ 2 2 € 2 2
Qe be Qe be

En prémulitpliant I'Eq. (A.241a) par ds,_, 'Eq. (A.241b) par d,, et en soustrayant ces deux
quantités, on obtient :

Uebs,,, — Webs,, =08 (wt) (Oe,, Osu, = Ocu, Osu, ) »

(A.246)

ue(sswe _weésue

0 Ocyp,, O

Swe ~ YCwe

3 =cos (wt) .

Cue Sue

De méme, en prémultipliant I'Eq. (A.241a) par d.,,_, 'Eq. (A.241b) par J., et en soustrayant
ces deux quantités, on obtient également :

Uebe,, — Webe,, =i (W) (8cy, s, = Ocu, Osu, )

Cwe
“eJawe 7we6cue (A247)

0 Ocy, O

Sue ~ YCue

3 = sin (wt) .

Cwe Swe

Soit, en additionnant le carré des Eq. (A.246) et Eq. (A.247) :

uedswe B wedsue ? uedcwe — w656“6 ’ 1 (A 248)
+ = .
Ocy, 05w, = Ocy, Osu, Ocu, 054, = Ocu, Osu, ;

Cue Sue

ou encore :
52 52 62 462 ds,, Os Oc,. Oc
ug ( cwe T Swe) 5 +wg ( cue t Sue) - — QU W, ( we Vsue F Ocu, Ocu )2 =1. (A.249)
(5cue 5Swe - 5Cwe 53“6 ) (5C’Me 58106 - 56“’5 55“5) (5Cue 53”6 - 60“’6 68“6)

En identifiant les facteurs de termes u., we et ucwe des Eq. (A.245) et Eq. (A.249), il vient :

2 in2 62 462
cos gqbe) | sin ngbe) _ ( we we) - (A.250)
Qe be (6cue 5swe - 5Cwe 5511,5 )
. 9 2 62 442
Sin g¢e) n COS 2(¢e) _ ( Cue Sue) 55 (A251)
ae be (6011,6 55we - 5Cwe 65“6 )
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

et :

1 1)sin(2¢e) _ (0se Osue + GO, ) (A.252)
@ R 2 (b, 0e0n) |

En soustrayant 'Eq. (A.251) a I'Eq. (A.250), on a :

( 11 ) (26, (62, +d2, -0 6% ) (A253)
— — —]cos e) = . .
a? b2 (Beu. Ssu, = Oeu, Osu, )

Le quotient des Eq. (A.252) et Eq. (A.253) permet d’obtenir une expression de l'angle ¢, telle
que :

2 ((5 s,, *+ 0cy, 5Cue)

Swe

tan (2¢,) = . A.254
S (I -y A2
L’Eq. (A.253) permet d’obtenir :
11 (63, +d2, —02. 02 1
- - = ( we we e 7;@) =4 (A.255)
ag bg (6Cue 6Swe - 5Cwe 5Sue ) cos (2¢€)
D’autre part, addition des Eq. (A.250) et Eq. (A.251), on a :
11 (02 +62 +62 +042
_2 n _2 _ ( we we Ue 7;@) — % (A256)
ag be (6, 0sn, — Oew, Osu, )

En additionnant les Eq. (A.255) et Eq. (A.256), on obtient ’expression de 1’axe principal a, :

2
e = 9 A.257
“ N B (A.257)
En soustrayant les Eq. (A.256) et Eq. (A.255), on obtient l'expression du second axe principal
be :
Y (A.258)
N B-o '

Cas d’une trajectoire circulaire : Lorsque les caractéristiques des paliers sont identiques selon
TetZz reky,, =k, etcp, =cp,.,et queles termes de couplage éventuels sont également iden-
. . B a . . ) . .

tiques, i.e ky,, = kp_, et ¢cp,. = ¢y, les trajectoires des noeuds de I’arbre sont circulaires, F1G. A.21.

En effet, 'Eq. (A.249) peut s’écrire sous la forme suivante :

ul (62, +02, ) +w? (02, +02, ) = 2ucwe (8s,, s, +0ey,Oc,, ) = (8cy, s, = Oy, O, )2 . (A.259)

Cwe

Silon a les conditions suivantes :

(67, +62,.) - (62, +62, ) =0, (A.260)
(55% Osue + Ocu, 5Cue) =0, (A.261)
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A.5. Modélisation éléments-finis d’un rotor

Z

Cmax

Uernan

8]

FIGURE A.20 — Tracé d’une ellipse et de ses caractéristiques.

il vient alors I’équation d’un cercle de centre O, F1G. A.21 :

2 2
2 2 (5Cue 55“’6 B 5Cwe 63”6 ) (5Cue 55“’& B 5Cwe 5‘S7J«e ) 2
ug +w, = (53% " 5§we) = (5§ue " 5§ue) =R:, (A.262)

ol R, est le rayon du cercle. Les caractéristiques de l'ellipse trajectoire deviennent alors :

tan (¢¢) = [0, 27], (A.263)
et :
Ocy Osy. = Ocy Os Ocy. Osy. = Ocy. Os
ae — be — ( Ue We We - ue) — ( Ue We We - Ue). (A264)
(02, +93,.)° (92, +42,.)?

Cas d’une trajectoire rectiligne : Lorsqu’un rotor est monté sur des paliers dont les caracté-
ristiques différent selon Z et Z et que celui-ci atteint une vitesse critique, les trajectoires des nceuds
de I'arbre sont rectilignes V¢, et V¢, F1G. A.22.

En effet, si I'on a la condition suivante :
(5(:“6 55105 - 5Cw5 55ue) = 07 (A265)
I'Eq. (A.259) devient alors :

ul (67, + 03, )+w? (02, +63, ) —2ucwe (s, 0s,, + ey, Oc,, ) = 0. (A.266)

Sue Cwe
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

Ny

/UJCnLu.L'

Qe P

FIGURE A.21 — Tracé d’une trajectoire circulaire et de ses caractéristiques.

En divisant 'Eq. (A.266) par le terme ug, on obtient I’équation du deuxiéme degré :

2
(62 + 62 )(“’—) =2 (60, B, + 0o B )(%)+(5§ +62 ) =0, (A.267)
e Ue ue e e e e U/e we we
dont le discriminant A est égal a :
A =4 (8,65, + 00,00, ) —4 (02, +82 ) (62, +62 ). (A.268)
En développant 'Eq. (A.268) et en substituant 'Eq. (A.265), il vient :
A = 45§we5§ue - 46§ue 5§we + 462%62”6 - 45§ue 5210@ + 805, 0y, Ocu, Ocu,
— 40, 0c,, 05y, Oc,, = 40c,, 05y, Ocy, Osu, s
—_— N (A.269)
Sery Osu, Seug Sswg
< A = 0.
L’Eq. (A.267) posséde donc une unique solution double définie par :
(%) _ (5871/6 68"8 + 601”6 56“6) (A 270)
Ue (62, +62,) '
ou encore, en utilisant 'égalité de 'Eq. (A.265) :
0c,. 0
Os,, = 5—w (A.271)
Cwe
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A.5. Modélisation éléments-finis d’un rotor

-
z

Wemax

F1GURE A.22 — Tracé d’une trajectoire rectiligne et de ses caractéristiques.

I'Eq. (A.270) se simplifie telle que :

Scue 03y, +ocu, 02

Scqye Os10 w Cwe
——e “Te |4 _— -  —C
( %) = [6Swe ( Scwe Pewe Poue = 2 5cw52 2
= 5 =
Ue 02 4+ 60“5 63“’6 66“6 6Cwe +5Cue 55106
Cue 5cwe Sgw
e

(A.272)

e 637115 +§gwe 6c’we
< (u_e) B (Sgwe +5gwe ( JCue )

Le terme (%) est donc constant Vt. Il correspond, au signe prés, a la tangente de 'angle ¢, ce qui

e

implique les caractéristiques de ’ellipse trajectoire suivantes :

tan (—ge) = (‘;—w) (A.273)

Cue

et :

ae =\Ju2  +w? (A.274a) be = 0. (A.274b)

€max €max’

A.5.12 Détermination du sens de parcours d’une ellipse

Durant une période de vibration %ﬂ, I’ellipse peut étre parcourue dans le sens positif ou négatif
(convention trigonométrique) selon le sens de précession du rotor. On suppose qu’a wt = 0, le nceud
e de I'arbre est situé au point P, et qu’a wt = 5 le noeud e de I'arbre est situé au point Q., F1G. A.20.
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

Y

81
8

(a) Sens positif ou forward whirl. (b) Sens négatif ou backward whirl.

FIGURE A.23 — Visualisation des sens de précession d’un rotor ou sens de parcours d’une ellipse.

Les Eq. (A.241a) et Eq. (A.241b) permettent de calculer les composantes des vecteurs O—P; et OQe,
tels que :

Sea,
OP.=| 0 : (A.275a) 0Q.=| 0 : (A.275b)
5

Osue J(r) sve 1)

. . . . . =g g . .
Ainsi, le signe du produit vectoriel OP, A OQ. indique le sens de parcours du nceud e tel que :

S O

OP. A OQ, = | 6er, 650, =65, Ocu, (A.276)

o

(R)

Si l'ellipse est parcourue dans le sens positif, la précession du rotor est dite “directe” (ou “for-
ward whirl”), F1G. A.23(a), alors qu’elle est dite “inverse” ou (“bakward whirl”), F1c. A.23(b),
si elle est parcourue dans le sens négatif.

Remarque 22: Dans une situation ou la structure est supportée par des paliers dont les caracté-
ristiques de raideur et amortissement varient en fonction de la vitesse de rotation propre, le sens de

précession du rotor peut évoluer en fonction de la vitesse de rotation. Par ailleurs, pour une vitesse
de rotation fixée, il est possible d’obtenir 'inégalité suivante :

sq (O—P; A @;) * 8¢ (OTH;: A OQe+k) , avec keN, (A.277)

c’est-a-dire qu’il est possible de calculer des sens de précession différents pour les noeuds e et e + k.
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A.6. Algorithme d’appariement des formes propres complexes

A.6 Algorithme d’appariement des formes propres complexes

Algorithm 1 Algorithme d’appariement des formes propres complexes
Lm, nje€ N, M,B,K € My;ns donné, ¢ = Om,%
2: Initialisation 7 =n b

3: Détermination d’une matrice gyroscopique C (d)”é) € Mngng
4: Résolution des problémes aux valeurs propres droit et gauche :

n; n, A~ i -
BrTj¢=TjAjTTj¢ et B Tj¢:TjA Tj¢7]:1a"'7m'

5: Initialisation de la matrice d’indices ¢ : gﬁ-,m =[1,...,m]".

6: Pour chaque vitesse de rotation qﬁz

7 foriznq;—l,...,l, keN, do

8:  Détermination d’'une matrice gyroscopique C (qﬁz) € Mnsns

9:  Résolution des problémes aux valeurs propres droit et gauche :

BT =AY et BUYL =1 ANYE G =1, m

10 fork=1,...,m, keN, do

11: forg=1,...,m, ¢eN, do -
12: Détermination d'une composante de matrice de corrélation NCQO;’Zrl :
i1\t it g |2
2 i+l (@q ) Wk,q Vi i+l _ g i+l
NCToy = RN T avec )’ =rprg M- K.
) i+1 L+l i+l . ) LU\t )
(1) watwirt |- [(61) #5wi ]
13: end for

14:  end for

15:  Pour chaque forme propre complexe \IJ}C = Détermination de la ¢° forme propre complexe
\Iféfrl correspondante

16: fork=1,...,m, keN, do

17: Incrémentation de la matrice d’indices < :
g,i = gmax tel que maxNCZOZi;“l, Yg=1,...,m.
qmax ’
18: end for
19: end for
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

A.7 Algorithme de recherche de vitesses critiques de rotation

Algorithm 2 Algorithme de recherche de vitesses critiques de rotation qﬁ?’q

1: seR, meN donné, ge N, g=0
2: for k=1,...,m, keN, do
3. Pour les pulsations propres wy, associées a la k° forme propre complexe Wy,
4: fori=1,...,n¢-)—1,z'€]N,do
5: Pour chaque intervalle de vitesse de rotation propre [(;Si, ¢i+1]
6: if (wfl,k - sqﬁi) (wfl,*kl - s¢¢+1) <0 then
7 Incrémentation de la ¢° pulsation critique de rotation ¢’,§’q associée a la pulsation propre
w\yk
8: Incrémentation indicielle g <= g + 1, ilé’q <1
9 Détermination d’une vitesse critique de rotation ?;T—O(blé’q :
X kap ka
ic? e T 7" ]
30.., 30 " (‘i’kq G | Vit
ou kg ie t+1 i’
c - k,q k,q
e i ie t+1 i
o Wy, Wy
¢ik,q+1_¢ik,q
10: end if
11:  end for
12: end for
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A.8. Détermination des champs de contraintes dans un rotor

A.8 Détermination des champs de contraintes dans un rotor

Une fois la réponse d’un rotor déterminée pour une sollicitation donnée, le champs de contraintes
7, BEq. (2.43a), requiert la connaissance des champs de déformations g, Eq. (2.43b). Si la méthode
des éléments finis a été privilégiée, cela revient a déterminer les contraintes élémentaires ¢ pour
chaque élément fini %, e=1,..., N,, et donc des champs de déformations élémentaires °Z issus du
champ de déplacement 6 ().

Champs de contraintes ¢z et de déformations °Z élémentaires se déterminent en un point P, d’une
section droite (°S), de centre géométrique Ge, d’ordonnées (x,z) dans le repére (R) et d’abscisse
de référence ¢ sur I’élément fini 7, de longueur ¢l (F1G. A.24) et sont définis tels que :

_ 6O'yy (.%',Z,C,t) _ egyy (x727C7t)
G (Poyt) = | 0wy (C,1) . (A278a)  E(Put)=| 24, (C1) . (A.278b)
oy (C,1) (R) 2%y. (G, 1) (R)

Le champ de déformations élémentaires exprimé dans le repére galiléen (R) s’écrit alors :

Ceyy (,2,(,t) x% (¢,t) Z%e; (¢,1)
2%y ((,1) =| G P (¢.t) : (A.279)
266?/2 (C’t) (R) (95;0 (€7t) 0 (C-a t)

+

(R)

et suppose, par conséquent, la connaissance des champs élémentaires de déflexions transversales
“w((,t), “u((,t) et de rotations de sections droites “1) ((,t), ¢0 (¢, t) qui se décomposent tels que :

‘w(¢,t)
“u(¢,t)
W (1)
0(¢1)

=°N(¢)°0(t) avec (= %, (A.280)

e

ou 0 (t) est défini dans I'Eq. (A.106) et N (() € .#4 3 est la matrice des fonctions de formes définie
a partir des Eq. (A.118), Eq. (A.119), Eq. (A.121), Eq. (A.122) et Eq. (A.120) :

X
e | Nu (¢
N(Q) = N, (6) | (A.281)
“No (€)
ou encore :
“Ny° (€) 0( : 0( : N (¢)
e _ 0 NG (C) Ny« (¢ 0
N(C) - O eN:Ze (C) eN:Ze (C) 0
Ny 0 0 Ny (¢)
NE(Q 0 0N (4:252)
0 CNF(Q) Ny 0
0 eNZ[}LeH (C) eN:feﬂ (C) 0
eN;Ueﬂ (C) 0 0 6N995+1 (C)

En substituant I’'Eq. (A.280) dans 'Eq. (A.279), le champ de déformations élémentaires s’exprime
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

Ny

FIGURE A.24 — Repérage d'un point P, € (°S) de coordonnées (x,y,z) sur un élément fini £, de
longueur ©.

donc en fonction des fonctions de formes ou de leurs dérivées spatiales :

Ceyy (2,2,C,t) e [Np (O (1)] - 25 [*No ()3 (1)]
2%y0 (¢,1) = %[ Nu(Q)6 ()] + “Ny“o(t) (A.283)
2%y2 (C,1) ® | gy [Nw(Q()] - “Ny“o(t) ®)
avec . 8( )6< . 8
( ) = aC Dy e_z’a_g( )- (A.284)

A.8.1 Contraintes normales de flexion élémentaires

La contrainte normale de flexion élémentaire selon 'axe (Ge,7), le long d’un élément fini J7;
d’abscisse de référence (, est la somme des contraintes normales de flexion dues aux rotations de
sections droites 0, et Oc11, et 1, et 1,1 respectivement atour des axes (G, ) et (Ge, 2), telle que :

Oy (2, 2,C1) = 0l (2,C,0) + 0l (2,6, 1), (A.285)

ot “oyy (2, 2,(,t) est la contrainte normale de flexion élémentaire totale selon I'axe (Ge, 9), eazy (2,¢,t)
est la contrainte normale de flexion élémentaire selon axe (G, ) due aux rotations de sections
droites autour de I'axe (G, Z) et ‘o, (x,(,t) est la contrainte normale de flexion élémentaire selon
I'axe (Ge,y) due aux rotations de sections droites autour de 'axe (Ge, 2).

A Taide des Eq. (A.7a) et Eq. (A.51a), 'Eq. (A.285) devient :

) +°F

Coyy (,2,(,t) = - (A.286)

eagy(’zvcﬂt) eO';py(IE,g,t)

En substituant les Eq. (2.47) et Eq. (A.279) dans ’'Eq. (A.286), ’expression de la contrainte
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A.8. Détermination des champs de contraintes dans un rotor

normale de flexion élémentaire s’écrit alors :

0°N, e
Gl

1
¢ =¢E=
O-yy(l'azvgvt) el (ZL‘ 8< 8C

(g)) °5 (¢). (A.287)

Remarque 23: Dans le processus de modélisation, il est fréquent d’étre amené a prendre en compte,
sur un élément fini £, une charge axiale élémentaire constante d’intensité ¢P selon l'axe (G, 7).
Cette considération a pour corollaire la génération d’'un terme de raideur géométrique (Stiffening
effect) présenté dans la Section 2.1.5.

Ainsi, la charge constante ©P selon I'axe (G, %) génére une contrainte normale supplémentaire
oy, qui s’additionne aux contraintes normales de flexion élémentaires eazy (2,¢,t) et “oyy (2,(,1),
Eq. (A.285), telle que :

e

Coyy (@, 2,(,t) = eo'zy (2,(,t) + oy, (2,(,t) + oy, (A.288)

ou la contrainte normale due a la charge élémentaire constante ¢P s’écrit simplement :

(&
e __v ‘P
yy = g. <A289)
AN

Remarque 24: Par ailleurs, si I'on souhaite évaluer la contrainte normale ‘o, (t) due & un champ
de déplacement axial “v ((,t) induit par un phénoméne quelconque lors du calcul de la réponse du
rotor, les contraintes normales induites satisferont la relation suivante :

“ov. (1) =“E

v e, (A.290)
dy

Cela suppose bien évidemment de considérer un nouveau vecteur de degrés de liberté élémen-
taires ¢6 e R0 :

€ = ['Uey We, Ue, ¢ea 967 Ve+1, We+l, Ue+l, ¢e+17 we+1]ta (A291)

et par conséquent de modifier les matrices élémentaires et autres vecteurs des forces extérieures.

Le champ de déplacement axial v ((,t) se projette alors dans la base des fonctions de formes
linéaires bien connues et définies par I'Eq. (A.292) :

°N, (¢) =[°N2, 0, 0, 0, 0, N+, 0, 0, 0, 0], (A.292)
avec .
°NY =1-¢, (A.293a) CNVert = ¢, (A.293b)
tel que :
v (¢,1) = "Ny (€)% (), (A.294)

En substituant 'Eq. (A.294) dans 'Eq. (A.290), 'expression de la contrainte normale devient
alors :

e _v e 1 aeNU e
O'yy (t) = Ee—a—c (C) 0 (t) . (A295)
AN
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

A.8.2 Contraintes de cisaillement élémentaires

Les contraintes de cisaillement, dans un rotor, sont issues des distortions s’exercant respective-
ment dans les plans {zGey} et {yGez} et sexpriment, le long d’un élément fini J#; d’abscisse de
référence (, s’expriment respectivement par :

oy (1) = Gy (G (6.0 + 0 (G.1). (.290)
et : o
€0ys (C,1) = °G°k (8—;‘)(;15)-60(4,@). (A.297)

En substituant les Eq. (2.47) et Eq. (A.279) successivement dans les Eq. (A.296) et Eq. (A.297),
il advient :

1 0°N,
70y (€)= "Gy (1 T (O Ny (0) 0 ), (A.298)
et : aeN
“00e (G51) =Gy (552 () = “Na (0)) 5 1), (4.299)
ou bien encore sous une forme plus compacte :
G (P.,t)=°B(x,(,2) (1), (A.300)

ou °B(z,(,z) € M35 a la forme :

| ocE (25522 (O - 2222 (0))
“B(r.(.2)= | Chy (T ()4 ezer ©) |- (A.301)
o, (20- Ny (€))

A.8.3 Détermination des contraintes maximales de flexion

En considérant un point P, d’une section droite (°S), de centre géométrique G., d’ordonnées
(z,2) dans le repére (R) et d’abscisse de référence ¢ sur I’élément fini #; de longueur €I, ’expression
de la contrainte normale de flexion, selon l'axe (G, J), a la forme suivante :

Coyy (2, 2,t) = — ¢ avec (= e—yl (A.302)
H*lzg}i( Coyy (z,(,2,t), Ve=1...,Ng, (A.303)
z":t*7
ou en d’autres termes, pour chaque élément fini 7., e=1..., Ne :
Jrouver (x*,(*, 2%, t%)
(A.304)

tel que  “oyy (z7,¢*, 2%, t") = max oy (2,(, 2,1) ,

ou (z*,z*) sont les ordonnées optimales du point P, dans la section (¢S), (* est 'abscisse de
référence optimale du point P, sur ’élément fini J¢; et t* est la valeur optimale du paramétre de
I’ellipse trajectoire. Les quatre variables relatives a ce probléme d’optimisation rendent la résolution
analytique de ce dernier trés complexe. En revanche, en considérant certaines simplifications, la
dimension de ce probléme peut étre réduite. En effet, la premiére simplification consiste & considérer
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A.8. Détermination des champs de contraintes dans un rotor

Y
\Pc o

¢
x

Y

FIGURE A.25 — Paramétrage des coordonnées polaires.

le systéme de coordonnées polaire (r,¢,y) du repére (Ge,e},e}g,g) , F1G. A.25, les coordonnées
cartésiennes du repére (Ge, T, 7, Z) s’expriment alors de la maniére suivante :

x =rsin (@)
y=y : (A.305)
z=rcos(¢)

ou l'on rappelle que l'angle ¢ est orienté positivement de l'axe (Ge,Z) vers l'axe (G, ).
L’Eq. (A.302) devient alors :

e

0
0

e

0
0

;[’ 1), (A.306)

0 (¢,t) + “Ersin(¢)

eayy (7", ¢7€7t) = —eETCOS (¢) y

dont le probléme de maximisation associé, Eq. (A.304), dépendra alors des variables r*, ¢*, (* et t*
tel que :
r{lg}f Coyy (1,0,(,t), VYe=1...,Ng, (A.307)
r K K
CHot*
La répartition de la contrainte normale de flexion sur une section droite étant linéairement
dépendante du rayon r, F1G. A.26, cette variable d’optimisation peut étre éliminée en se rappelant
que cette contrainte est maximale sur la "peau extérieure du rotor* telle que :

r* = %ede“, (A.308)

ol ¢d®*! est le diamétre extérieur élémentaire de I’élément fini #,. Le probléme de maximisation,
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

. 0
Ty “Tyy
,%«du-f P, }%( dewt ,%. dewt P, }%rllut
x = rsin(¢) 7 2z =rcos(¢) z
. .. . , .. . 0
(a) Répartitions des champs de contraintes “o,. (b) Répartitions des champs de contraintes “oy,..

FIGURE A.26 — Répartitions des champs de contraintes normales de flexion sur une section droite

élémentaire circulaire de diamétre ¢dé*t.
Eq. (A.309), devient alors :
¢£n<%>§* Coyy (¢,¢,t), Ve=1...,Ne. (A.309)

Par ailleurs, bien que le probléme de maximisation, Eq. (A.309), ne contienne pas plus que trois
variables ¢*,(* et t*, celui-ci reste cependant toujours analytiquement insoluble.

La seconde simplification concerne le choix de I'abscisse de référence ¢ dont on se propose de
fixer la valeur telle que :

¢*== (A.310)

c’est-a~dire au centre de I’élément fini J#;. En revanche, toute autre valeur arbitraire peut étre choi-
sie sur l'intervalle [0, 1].

Remarque 25: Toutes les quantités e.g. “oy,, 0 ou “¢, fonctions de la variable ¢, sont estimées
1
pour ¢ = 3.

AN

Le probléme de maximisation ne contient finalement plus que deux variables et s’écrit alors :

1
glageayy (¢,(,t), Ve=1...,Ng, Czi (A.311)

Si l’on se place dans le cadre harmonique, ¢.e. lorsque le rotor est sollicité par une force extérieure
de pulsation w et que 'on considére un régime établi & la pulsation w, les réponses fréquentielles
des champs de déplacement élémentaires 5, Eq. (A.106), ont la forme suivante le long de 1’élément
finie £, d’abscisse de référence ( :

W] [ s
“u (Gt = “uc (¢ “us (¢ .
“p (C, t) - e (C) cos (Wt) + Cag (C) S (Wt) ) (A312)
06 1L 0. (C)
Partie Réelle PWe

ou “wy, “uy, “Py, “0) sont respectivement les parties réelle et imaginaire des champs de
déplacement élémentaires, selon que leur indice associé (—) soit assigné des symboles (). ou ( ),,
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A.8. Détermination des champs de contraintes dans un rotor

et sont définies telles que :

o || v w @] [N
b (O) |7 ENZ(Q e, (A313a) o) |7 GNZ(C) 6., (A.313b)

“be (€) “No () “0s (O) “No (¢)

ot les fonctions de formes Ny, Ny, “Ny, et °Np, sont définies dans les Eq. (A.119), Eq. (A.121),
Eq. (A.122) et Eq. (A.120); les vecteurs “d,, s € R® représentent respectivement les parties réelle
et imaginaire des degrés de liberté élémentaires telles que :

t
56 - [6 0 609& ’ 56“’e+1 ’ 5C“e+1 ’ (5c'¢’e+l ) 6C9e+1 ] ’ (A314)

Cwe ) 5Cue )

C"l’e’

et :

Ss, 105, 10 (A.315)

t
e O O Ds s Oy Oy 0520 |

“d, = [0
Ainsi, en substituant les Eq. (A.312) et Eq. (A.308) dans 'Eq. (A.306), la contrainte normale
de flexion peut s’exprimer de la maniére suivante :

dezt

oy (6:C1) = = “E(“5%) cos (6) (% (¢) cos (wt) + L2 () sin (wt))

(A.316)

N eE<ed”t) in((l))(%(() cos (wt) + 82155 () Sin(‘*’t)) |

Les dérivées spatiales des champs de déplacement élémentaires se déduisent aisément des Eq.
A.313a et Eq. A.313b précédentes :

(28] o[ 28]

O “uy(€) |_ 9| “Nu(C e st

oy | “vy (©) aC| Ny (Q) |oy Oy (A-317)
-y () “Np (€)

ou l'indice (-) représente les symboles associés aux parties réelle (). et imaginaire ( ),.

L’Eq. (A.316) devient alors :

oy (6,G1) = = B ("5 [cos (9) | Lt (O) b cos (wh) + T2 (C) G, sin (wt)
~——— N—— —
i Cor(€) Sgr(€)

(A.318)

vl () [sin (0) | e ()95, cos (wt) + Zve (¢) %6, sin (wt)
| S — ﬁr_/
Cyr(©) Sy ()

En considérant les égalités suivantes :

1 €Ny (1 1 €Ny (1
Cy = Cy (5) _ 863/9 (5)656, (A319a)  Sp =Sy (5) - 863/9 (5)855, (A.319b)

et

N, N
Cw,:Cw,(%): o (%)5 (A.3200) Sw,:Sw,(%): o (%)5 (A.320D)
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

il vient alors :

Coyy (9, 1) = °E ( ed;m ) [Cyr cos (wt) cos (¢p) — Sy sin (wt) cos (@) +
Cy cos (wt) sin (¢) + Sy sin (wt) sin (qﬁ)] ,
< Coyy(o,t) = °E (#) —Cygrcos (¢) + Cyrsin (@) | cos (wt) + (A.321)

h(¢)

—Sgr cos (¢) + Syrsin (@) |sin (wt) |.
9(¢)

L’abscisse de référence ¢ ayant été fixée a %, les variables Cqr, Sor, Cyr et Syr sont désormais
constantes. Les fonctions g et h, dépendant exclusivement de la variable ¢, sont alors définies telles
que :

h(¢) =-Cgcos(¢) +Cysin(¢), (A.322a)  g(¢)=-Spcos(¢)+ Sysin(¢),  (A.322b)
afin d’exprimer la contrainte normale de flexion sous une forme plus conviviale :
e jext
Coyy (¢,t) =°F ( ) [h(¢)cos (wt) + g (¢)sin(wt)]. (A.323)

La résolution du probléme de maximisation, Eq. (A.311), consiste finalement a résoudre le
probléme de minimisation suivant auquel a été ajoutée une contrainte afin d’assurer la recherche
d’un extremum qui soit un maximum :

g}igeayy (p,t), Ye=1,...,Ng,

<  Jrouver (¢*,t%) (A.324)

tel que Vo, (¢*,t") =0,

sous la contrainte Heg,, (¢%,t%) >0,

ou Véoy,, € R? représente le vecteur gradient de la contrainte normale de flexion élémentaire et
défini tel que :

0%0yy
_ 0
Vo =1 0% 1 (A.325)
ot
et Heg,, € M52 est la matrice hessienne de “oy, :
82eo_yy 6260_yy
_ 962 Dot
Heo'yy = [ BQea_yy 8Qeo_yy ] 9 (A326)
otOd ot?

N , . . e , e - .
a laquelle s’applique une contrainte concernant sa positivité afin d’assurer que “oy, (¢*,t*) soit un
maximum.

La nature oscillatoire, et de surcroit périodique, de la contrainte normale de flexion définie dans
I'Eq. (A.323) facilite la résolution probléme de maximisation, Eq. (A.324). En effet, il est connu
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A.8. Détermination des champs de contraintes dans un rotor

qu’une fonction périodique de pulsation w atteint son amplitude maximale (en valeur absolue) deux
fois durant une période comprise dans l'intervalle [O, %’r] En terme de contrainte, la recherche d’un
maximum consiste a déterminer plutét son amplitude maximale que sa valeur maximale. Ainsi, le
fait que I'extremum trouvé soit un maximum ou un minimum devient une condition subsidiaire car
en cet extremum, 'amplitude de la contrainte sera alors maximum. Par conséquent, la contrainte
Heg,, (¢7,1%) >0 peut alors étre négligée.

Les composantes du gradient de la contrainte normale de flexion élémentaire s’expriment de la
maniére suivante :

€ e jext
8(;% - E( dQ )W [~1 (¢) sin (wt) + g (¢) cos (wt)], (A.327)
850'yy O edea:t I:% (d)) coS (wt) + @ (¢) sin (wt):l (A 328)
A 2 )Log 96 : :
La premiére condition d’optimalité devient alors :
0%0yy B
8t (t*,d)*) - 07
o B(7)w[h(¢*)sin(wt*) + g (") cos (wiT)] = 0, (A.329)
< Z%i:; = tan (wt*),

ce qui permet d’introduire une premiére relation entre les paramétres optimaux t* et ¢* telle que :

A PR G20
t—(w)t 1(h(¢*)) [7]. (A.330)

ou [r] signifie modulo w. En revanche, il ne faut conserver que la valeur de t* € [0, %’r] comprise

dans l'intervalle de définition de ’ellipse.

La seconde condition d’optimalité s’écrit ainsi :

€
0°0yy

7 gy~ Y
edewt Oh * 0 : * _
< eE( 5 )|:6—¢’(¢*)COS (wt*) + 8_1 (d)*)sm(wt )] =0
(A.331)
Oh *) 4 99 i * =
< |:6¢’(¢*) cos (wt*) + 56 () sin (wt )] 0,
(%)
= > = —tan (wt*).
(875) (¢%)
Une seconde relation entre les paramétres optimaux t* et ¢* peut alors étre définie :
oh
1 Oh
# = (—) tan! | - (5) [x]. (A.332)
w

En substituant 'Eq. (A.329) dans I’'Eq. (A.331), il vient alors une relation ne faisant intervenir
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

que la variable ¢ :

9(9") +(§—2§) =0, Vvt (A.333)
oD (3]
qui s’écrit encore :
« (99 « [Oh
9(¢") (a—d))’w) +h(97) (a_qs)‘w) =0. (A.334)

En utilisant les Eq. A.322a et Eq. A.322b et les dérivées premiéres par rapport a la variable ¢ :
5 (@)= Cosin(6)+ Cyrcos (), (A335) 52 (6) = Sysin (6) + Surcos(0), (A3350)
d’ott 'expression de 'Eq. (A.334) :
[~Sur cos (6) + Syrsin ()] [Sarsin (6°) + S cos ()] +
[~Cly cos (¢*) + Cyrsin (¢*) ] [Cor sin (¢*) + Cyr cos (¢*)] = 0,
< —Spsin(¢*) cos (¢*) — Sp Sy cos® (¢*) + Sg Sy sin? (¢*) + S, sin (¢*) cos (¢*)
-Gy sin(¢*) cos (¢*) = CprCyr cos? (¢7) + Cor Oy sin® (¢*) + O sin (¢™) cos (¢*) = 0,
< (-Cj +C3, - 55 +53,)sin (¢*) cos (¢*) -

(C’ng’d,/ + S@rSd)/) COS2 (QZ)*) + (C@!C,IZ}I + S@’Sd)’) SiIl2 (QZS*) = O,

=4 C@/Cw/ + SQ/SW tan2 (gf)*) + —092, + C,i/ - Sg, + S,i/ tan (QS*) - C’g/C’W + S@rSwl =0.

| — | —
ao al ao
(A.336)
En effectuant le changement de variable suivant :

®* =tan (¢"), (A.337)

et en considérant les égalités ci-dessous :
ag = (CoCyr + Sgr Sy ), (A.338a) a1 = (-Cj +C} - S5+ S51) (A.338b)

il vient une équation du second degré :

ap®*? + a1 9% - ag = 0, (A.339)

qui est caractéristique de la nature duale de la solution au probléme Eq. (A.324) étant donnée la
nature périodique des contraintes. Les solutions @] et ®3 de 'Eq. (A.339) sont données par :

—a1 £ A2
Pty = — 2 (A.340)
’ 2a¢
avec le discriminant :
Ag = a? +4a?. (A.341)
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FIGURE A.27 — Représentation d’une trajectoire elliptique sur l'intervalle [0, %’r] et des couples
de parameétres optimaux (¢7,t]) et (¢3,t5) pour lesquels 'amplitude de la contrainte normale de
flexion est maximale.

Les solutions optimales ¢} et ¢3 sont alors déduites en inversant I'Eq. (A.337) tel que :

¢} = tan ™! —%(Z—;)+(i(2—;)2—1)% (A.342)
5 = tan™" —%(Z—é)—(i(j—;)z—l)é (A.343)

Finalement, e.g. en substituant successivement les Eq. (A.342) et Eq. (A.343) dans I'Eq. (A.330),
on obtient les valeurs optimales ¢} et ¢5 du paramétre de lellipse, F1G. A.27.

A.8.4 Détermination des contraintes maximales de cisaillement dans le plan

{y, 2}

Si l'on s’intéresse au méme point P, considéré dans I’Annexe A.8.3, I’expression de la contrainte
de cisaillement, dans le plan {y, z}, a la forme suivante :

oy (C.1) = Gk (ae €0-22), (A.344)

dont la répartition est constante sur une section droite (°S) d’abscisse de référence (. La détermina-
tion des contraintes de cisaillement maximales, dans le plan {y, z}, consiste a résoudre le probléme
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

de maximisation suivant :

rcr}ati(eayz (¢, t), Ve=1...,N,, (A.345)
c’est-a-dire, pour chaque élément fini #;, e=1..., N, :

Jrouver ((*,t*)
(A.346)
tel que  “oy. (¢7,t") = max oy, ((t),

ou (* est ’abscisse de référence optimale du point P, sur ’élément fini JZ; et t* est la valeur opti-
male du paramétre de l'ellipse trajectoire.

Bien que ce probléme ne contienne que deux variables d’optimisation, sa résolution analytique
est délicate dans le sens olt une condition d’optimalité conduit & un polynéme appartenant a 1’en-
semble P53 ((). De plus, dans un souci de cohérence avec I’Annexe A.8.3, il est préférable d’estimer
les contraintes de cisaillement & la méme abscisse de référence ( qu’en celle oul les contraintes nor-
males de flexion maximales ont été évaluées, i.e. ( = %

Le probléme de maximisation, Eq. (A.346), devient donc :
H%%Xedyz (t), Ve=1...,N,, ¢(=-. (A.347)

Ainsi, en substituant les Eq. (A.312) dans 'Eq. (A.344), la contrainte de cisaillement, dans le
plan {y, z}, peut s’exprimer de la maniére suivante :

oy (G 1) = “Gohy (%5 (C) cos (wt) + Z5e () sin (wt)

(A.348)
~¢0, (C) cos (wi) - 0 (C) sin (wt) )
En substituant I'Eq. (A.348) dans ’'Eq. (A.317), il vient alors :
oy ((,t) =G ky aea% (€) ®oc cos (wt) + 82% (¢) ©dssin (wt)
[ — [
Cpr(0) S (€)
(A.349)

—¢Ny (¢) €0 cos (wt) — Ny (€) ¢ds sin (wt)
| | S —
Co(¢) Se(¢)

En considérant les égalités suivantes :

Cur = Cuy (1) _ PN (1)650, (A.350a) S = Sy (1) _ I (1)658, (A.350b)
2 Jy \2 2 Jy \2

et

Cy=Co (%) N, (%) 5., (A.351a) Sy = Sy (%) °Nj (%) ‘5., (A.351D)

il vient alors :
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A.8. Détermination des champs de contraintes dans un rotor

€oy. (t) = °G°y[Curcos (wt) + Sy sin (wt) — Cy cos (wt) — Spsin (wt)],
(A.352)
= oy, (t) = °G%y[(Cyw — Cp)cos (wt) + (Su — Sp) sin (wt)] .

Comme cela a été évoqué dans I’Annexe A.8.3, la résolution du probléme de maximisation,
Eq. (A.347), consiste a résoudre un probléme de minimisation tel que :

Hgnecryz (t), Ve=1,..., N,
(A.353)
<  Jrouver t*  tel que Véoy. (t*) =0,

ot Vo, € R représente le gradient de la contrainte de cisaillement, dans le plan {y, z}, et défini

tel que :
e 0o z
Veoy, = { FTe } .
(A.354)
8egtyz = °Gkyw |- (Cy — Cp)sin (wt) + (Syr — Sp) cos (wt)] .
La condition d’optimalité s’écrit :
0°T _
W (tx—) - 07
= “Gkyw[- (Cyw — Cp)sin (wt) + (Sy — Sp) cos (wt)] = 0,
(A.355)
= (Cwr = Cp)sin(wt*) = (Syu —Sp)cos(wt*),
- G2 = tan(wt).

La contrainte de cisaillement, dans le plan {y, z}, atteindra donc son amplitude maximale en ¢*
dont la relation est définie par 'Eq. (A.356) :

* 1 -1 Sw’_se)
= (=) Pw 790 ) A.
(w) a (Cw,-()@ (A.356)

A.8.5 Détermination des contraintes maximales de cisaillement dans le plan

{z,y}

Considérons toujours le méme point P., l'expression de la contrainte de cisaillement, dans le
plan {z,y}, a la forme suivante :

%Y
Jy

o0y (C,1) = Gk, (% (1) + (C,t)), (A.357)

dont la répartition est constante sur une section droite (¢S) d’abscisse de référence ¢. Pour les mémes
raisons évoquées dans I’Annexe A.8.4, les contraintes de cisaillement, dans le plan {y, z}, sont expri-
mées & la méme abscisse de référence ¢ qu’en celle oul les contraintes normales de flexion maximales
ont été évaluées, i.e. ( = % La détermination des contraintes de cisaillement maximales, dans le
plan {z,y}, consiste a résoudre un probléme de maximisation du méme type que 'Eq. (A.345) :

1
I??*Xeaxy (¢, t), Ve=1...,Ng, C= 2 (A.358)
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle

c’est-a-dire, pour chaque élément fini J7;, e=1..., N, :

Jrouver t*

(A.359)
tel que  “ogy (¢, ) =max oy, ((t), (= %

ou (* est ’abscisse de référence optimale du point P, sur ’élément fini 7, et t* est la valeur opti-
male du paramétre de l'ellipse trajectoire.

Ainsi, en substituant les Eq. (A.312) dans I'Eq. (A.357), la contrainte de cisaillement, dans le
plan {z,y}, peut s’exprimer de la maniére suivante :

“Oay (C1) = Gy (52 () cos (wi) + %5t (C) sin (wt)
: (A.360)
e (C) cos (wt) + “tby () sin (wt) )

En substituant ’Eq. (A.360) dans 'Eq. (A.317), il vient alors :

Oy (C1) = “Gky | Zgre (€) “Becos (wi) + Z5e (¢) “O, sin (wi)
—_——— —_———
Cur (€) S (€)
(A.361)

+Ny (€) ©c cos (wt) + Ny, (€) “0 sin (wt)
~— ~—
Cy(€) Sy (€)

En considérant les égalités suivantes :

Cwl = Cwl (1) = 9 Nw (%) 6507 (A362a) S’w’ = S’w’ (l) = 0 Nw (%) 6587 (A362b)

2 oy 2 oy
et
1 e 1 e 1 e 1 e
C¢ = C¢ (5) = Nw (5) 50, (A.363a) Slp = Sw (5) Nw (5) 55, (A.363b)

il vient alors :

€Oy (t) °G°ky [C’wr cos (wt) + Sy sin (wt) + Cy, cos (wt) + Sy sin (wt)] ,

(A.364)

= oy (t) “Gky [(Cuw + Cy) cos (wt) + (Sur + Sy ) sin (wt)] .

Comme cela a été évoqué dans I’Annexe A.8.3, la résolution du probléme de maximisation,
Eq. (A.359), consiste & résoudre un probléme de minimisation tel que :

Irgneaxy (t), Ve=1,..., N,
(A.365)
<  Jrouver t*  tel que Véoay (t7) =0,

oll V0, € R représente le gradient de la contrainte de cisaillement, dans le plan {z,y}, et défini
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A.8. Détermination des champs de contraintes dans un rotor

tel que :
e 0%y
Viogy = { En y} .
(A.366)
865;”’ = “Ghyw [~ (Cuw + Cy) sin (wt) + (Sur + Sy) cos (wt)] .
La condition d’optimalité s’écrit :
o°t _
ot (t*) - Oa
< “Ghyw [ (Cur + Cy)sin (wt) + (Suw + Syp) cos (wt)] = 0,
(A.367)
< (Cur +Cy)sin(wt*) = (Sw +Sy)cos (wt*),
S, 1+S .
< ﬁ tan (wt*).

La contrainte de cisaillement, dans le plan {x,y}, atteindra donc son amplitude maximale en t*
dont la relation est définie par 'Eq. (A.368) :

* 1 -1 Sw’+S¢
= (= )tan™t [ 22720 ) A.368
(w) o (cw,+c¢ (A.568)

A.8.6 Contraintes de ¥Yon .#ises

La contrainte de ¥'on .#ises élémentaire est définie par la relation suivante :

(SIS

‘o (1,0,0,0) = {05, (1,6,C,1) +3[F00y (G, 1) + oy (¢, )]} (A.369)
Ayant déterminé précédemment les valeurs des paramétres optimaux pour lesquels les contraintes
normales de flexion et de cisaillement élémentaires atteignent leurs amplitudes maximales, il serait
intéressant de déterminer les contraintes de #on .#ises élémentaires a I'aide de ces paramétres op-
timaux. En revanche, rien n’assure que les paramétres d’ellipse optimaux t* associés aux contraintes
normale de flexion, Eq. (A.330), et de cisaillement, Eq. (A.356) et Eq. (A.368), soient identiques.

La contraintes normale de flexion étant généralement relativement supérieure aux contraintes de
cisaillement, il n’est pas aberrant d’évaluer la contrainte de #’on .#ises en considérant les paramétres
optimaux relatifs aux contraintes normales de flexion telle que :

egext 1 1 1 2 %
80'1////:{eagy(Taﬁb;a5775;)+3[eazy(§,t;)+eayz<§,t;)] } avec i =1, 2. (A.370)

ou t; est défini dans ’'Eq. (A.330) et ¢; dans les Eq. (A.342) et Eq. (A.343).

v

Remarque 26: Si les contraintes axiales élémentaires ‘o,

de les prendre en compte dans le terme “o,,.

sont considérées, il est alors nécessaire
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CHAPITRE A. Modélisation structurelle
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Annexe B

Démarche de modélisation d’un rotor a
cage d’écureuil

Ce chapitre présente la démarche de modélisation des principaux élé-
ments d’un rotor de moteur a induction, et plus particulierement celle
relative a la masse magnétique. Une attention particuliére est apportée
a la modélisation unidimensionnelle d’un ensemble de tirants et barres
de court-circuit équirépartis. Différents modéles unidimensionnels sont
envisagés et leurs réponses statiques et dynamiques sont qualifiées en
les comparant & celles d’un modéle tridimensionnel réalisé avec le lo-
giciel COMSOL.
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B.1. Validité du modéle éléments finis et intérét d’une démarche d’identification

B.1 Validité du modéle éléments finis et intérét d’une démarche
d’identification

LES rotors feuilletés (MGV) se composent d’un assemblage de deux parties principales :

— Deux bouts d’arbre (terme consacré), ou portions d’arbre, en acier forgé sur lesquels sont
frettées les bagues feuilletées (ou rotor) des paliers magnétiques.

— La masse magnétique comprenant tirants, barres de court-circuit, toles vernies, etc... (voir
Section 1.2).

Les matrices de masse et de raideur définies dans I’Annexe A.5 servent & modéliser les portions
d’arbre et leurs bagues, dont les propriétés constitutives sont identifiées dans le Chapitre 4.

Les masses additionnelles non frettées (butées axiales, bagues atterrisseuses, top rotor, écrous,
etc...) sont modélisées par des éléments finis de disque indéformable & un noeud présentés dans la
Section 2.1.3.1.

Tout d’abord, I’empilement de toles est considéré comme un arbre plein, aux propriétés méca-
niques isotropes identiques a celles de l'acier, modélisé avec des éléments finis de poutre soit de
ABernoulli, soit de Jimoshenko. La F1G. B.1 présente ’écart relatif moyen entre les deux premiéres
fréquences propres de flexion mesurées et calculées de vingt-neuf rotors MGV, de méme conception
mais de géométrie différentes, avec ces deux types de modélisation.

L’ordre de grandeur moyen de ces erreurs relatives, > 25%, et de surcroit, leur origine sont dus
a deux facteurs essentiels :

— une erreur comportementale quant a I’hypothése de poutre considérée et la nature du ma-
tériau relatif a empilement de tole,

— une erreur de modélisation relative & la masse magnétique et les éléments de la cage d’écu-
reuil.

(%) (%))
30

30
20

20

01 5 10 15 20 25 30 0= 5 0 5 20 25 30
Indice MGV Indice MGV

(a) Hypothése de Bernoulli. (b) Hypothése de .7 imoshenko.

FIGURE B.1 — Distributions des écarts relatifs moyens entre les deux premiéres fréquences propres
de flexion d’une série de vingt-neuf rotors MGV.
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CHAPITRE B. Démarche de modélisation d’un rotor & cage d’écureuil

(a) =1 m et ny = 16. (b) =1 m et ny; = 16.

F1GURE B.2 — Modéle éléments-finis réalisé sous COMSOL, 55 107 éléments finis tétraédriques Ps.

La modélisation et l'identification de la masse magnétique se basent sur des analyses statiques
de trois type de modéles .#, 45 et 5.

La précision du modéle éléments finis joue un réle capital dans le processus d’identification. En
effet, la F1G. B.1 met en évidence que le simple fait de privilégier des éléments finis de poutre de
Zimoshenko permet de réduire d’environ 10% la valeur de I'erreur relative moyenne. Par ailleurs,
dans une démarche d’identification de paramétre, plus le modéle sera capable de rendre compte du
comportement de la structure réelle, et plus la valeur du paramétre & identifier est physiquement
représentative.

B.2 Modélisation statique des tirants

Afin de valider la modélisation unidimensionnelle des tirants, développée sous MATLAB, des mo-
déles tridimensionnels d’une structure académique ont été réalisés sous COMSOL a l’aide d’éléments
tétraédriques Po. Plusieurs modéles unidimensionnels sont proposés et leurs réponses statiques sont
comparées a celles des modéles tridimensionnels afin de qualifier leurs pertinences. L’objectif de
cette approche est d’estimer I'influence des tirants, en terme de rigidité, sur la structure a laquelle
ils sont liés.

B.2.1 De la modélisation tridimensionnelle a la modélisation unidimensionnelle

Les structures étudiées sont composées d’un cylindre en acier de diamétre égal 3.3-107' m, au-
tour duquel sont équirépartis des tirants, également en acier, & une excentricité e;; égale a 1.65-1071
m. Un disque supposé indéformable et infiniment léger est encastré aux extrémités du cylindre et
des tirants, F1G. B.2, les autres extrémités des tirants et du cylindre ont une condition aux limites
correspondant a un déplacement nul, & la maniére d’une poutre console. Les caractéristiques géo-
métriques et mécaniques des cylindre, disque et tirants sont présentées dans le TAB. B.1.

Les différentes configurations testées statiquement combinent plusieurs longueurs [ de cylindre
et tirants : [1, 2, 3, 4] (m), deux nombre ny; de tirants : [16, 32], et plusieurs module d’# oung E
de cylindre : [2.10", 1.10', 5-10', 1-10'°] (N-m™2).

Pour le cas ou la longueur du systéme est fixée & quatre métres, d’autres sections droites ne
présentant éventuellement pas de symétrie de révolution ont été considérées, FiG. B.3. Pour cette
méme longueur et pour un nombre de tirants fixé & seize, une variation du module d’#oung du
cylindre est aussi envisagée pour vérifier la pertinence des modéles considérés.

Trois modeéles éléments finis de type poutre de Zimoshenko : .#1, .45 et A3 ont été développés
et leurs comportements statiques en flexion dans un plan ont été qualifiés (cf. F1G. B.4, F1c. B.7 et
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B.2. Modélisation statique des tirants

Désignation Longueur Diameétre Masse Module d’% oung  Coefficient
l Volumique E de Hoisson
(m) (m) (kg-m™?) (N-m™) Q)
Cylindre ~ 3-1071 7850 ~ 0.33
Tirant ~ 2-1072 7850 2-101! 0.33
Disque 1-1072 4.107! 1 1-10%3 0.33

TABLEAU B.1 — Caractéristiques géométriques et mécaniques des différents éléments constituant les
systéme étudié.

Tirants_ Z

o

o
+

.. _Cylindre

Y

.. _Cylindre

>

Tirants_ /

=i
=i

(a) %2 : 2 Tirants localisés & 0 et 7 rad. (b) %5 : 2 Tirants localisés & +5 rad.

T

~. _Cylindre

o<

. _Cylindre

<

Tirants

=i

™ T

(c) €1 : 4 Tirants localisés a 0 et + 5 rad. (d) s : 8 Tirants localisés a 0, 7, +5, +% et + rad.

FIGURE B.3 — Représentation des différentes configurations € de tirants envisagées.
Fia. B.9).

B.2.2 Modéle .#; : un modéle ramifié

Un modéle ramifié ou “branched model” est proposé dans lequel le cylindre et les tirants sont
considérés comme deux systémes indépendants liés par une relation cinématique, F1Gc. B.4. Les ti-
rants sont modélisés par des éléments finis de flexion-extension [33] alors que le cylindre est modélisé
uniquement par des éléments finis de poutre en flexion de .7 imoshenko. Au nceud M? d’un élé-
ment fini J#;_1 de cylindre correspond deux degrés de liberté tel que le vecteur déplacement associé
5; e R? s’écrit, F1G. B4 :

6 = [w;, 0] (B.1)
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CHAPITRE B. Démarche de modélisation d’un rotor & cage d’écureuil

Tirant

QM]
}

° @ © e
K

Cylindre
7 g M

| @ @ Kl._l

i

N
S

%
@ y

FIGURE B.4 — Modéle éléments finis .. m : Eléments de flexion-extension, m : Eléments de flexion,
m : Elément rigide = Relation cinématique.

ol w; et B; représentent respectivement la déflexion transversale dans la direction z et la rotation de
la section droite portée par 'axe z. Un degré de liberté supplémentaire est utilisé pour les noeuds
des éléments de poutre modélisant les tirants : un déplacement longitudinal dans la direction y de
la ligne moyenne de la poutre tel que le vecteur des degrés de liberté associé d; € R? au noeud M7
d’un élément fini J#;_; prenne la forme suivante :

61 = [Ujijaej]tv (B'Q)

ot v; représente le déplacement longitudinal selon I'axe y.

La matrice de raideur élémentaire J K f.. € Ms, associée a I'élément fini de tirant JZ; (voir
F1G. B.4), est définie par I'expression suivante :

0 0 0 0 0 0
. 0 12 -671 0 -12 -671
i . Ey'lg,,, 0 -671 (4+7¢)1> 0 61 (2-9¢)71?
fri tz—(1 +j¢)jl3 0 0 0 0 0 0
0 -12 671 0 12 671
| 0 -671 (2 2 671 (4+7¢)I1% |
[ 1 0 0(—1 0)0 ( ) (B-3)
. 000 0 00
B! Sy 0 00 0 00
g il -1 00 1 00}
000 0 00
| 0 00 0 0 0|

ol ny; est le nombre de tirants et G € R un coefficient déterminé ci-apres.

La matrice de raideur élémentaire ‘K § € Myy, associée a I'élément fini de cylindre J7; (voir
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B.2. Modélisation statique des tirants

Tirant Tirant

Ny

\ Cylindre | Z \

Cylindre

¥ y

O y O X

F1GURE B.5 — Modéle éléments finis ramifié .#] : vues d’un quart du systéme lorsque tous les tirants
sont modélisés.

F1G. B.4), s’écrit alors :

o 12 -6 -12 -6'1
i E'lg, | -6'1 (4+7¢)1* 61 (2-7¢)" (B.4)
I= X+igyi3| -12 6'l 12 6'l ’ '

-6l (2-79)"* 61 (4+79)"?

avec ¢ le coefficient de cisaillement défini dans 'Eq. (A.33), E' le module d’% oung, I, le moment
quadratique de section autour de I'axe z, S la section et [ la longueur. L’exposant (*) () représente
les exposants élémentaires i ou j et l'indice ( ), représente les tirants. La matrice de raideur élé-
mentaire J K #,; de la poutre modélisant la totalité des tirants est une matrice de raideur équivalente
issue d’une homogénéisation. En effet, il est possible de modéliser chaque tirant par une poutre mais
cela au détriment de la taille du probléme. La F1G. B.5 représente le modéle éléments finis avec tous
les tirants modélisés.

Ainsi, une alternative attrayante consiste & modéliser I’ensemble des ny; tirants par une poutre
unique aux caractéristiques spécifiques, Eq. (B.3). Le processus d’homogénéisation consiste a som-
mer dans un premier temps, toutes les matrices de raideur élémentaires de flexion de chaque tirant
pour ne former qu'une matrice de raideur élémentaire de flexion homogéne. Dans un second temps,
une deuxiéme hypothése est émise quant au moment y;, au noeud M?, da a I'extension des tirants,
Fi1G. B.5. L’expression de ce moment est la suivante :

E.JS,. mitl
i = tz' b Z CLULk, (B.5)
S )
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CHAPITRE B. Démarche de modélisation d’un rotor & cage d’écureuil

. Tirant .
M - M
.A I< . .

]

Cylindre

M /

Ny

=i

0% o y

FI1GURE B.6 — Configuration déformée du modéle éléments finis .#1 - Mise en évidence d’une relation
de dépendance linéaire.

or, de simples relations géométriques permettent d’écrire les équations suivantes :
€k Vg
— T (B'Ga) e = €4 sin (¢k) , (B.Gb)

(&7 v i

qui une fois substituées dans I'Eq. (B.5), conduisent a :

EylSy  udt 2k
Wi = mj tzetivj Z sin? (¢r), avec ¢k=( il ) (B.7)
! k=0 Ti
Il vient alors :
ml 2 Tt
=) sin”(¢p) = DR Vny € Z. (B.8)
k=0

Ainsi, I'expression de ce moment correspond & celle d’'un moment di & 'extension d’une poutre
de section %JS et excentrée d’une distance ey;.

Ces deux sous-systémes sont reliés par une relation cinématique qui permet de modéliser le lien
rigide entre les extrémités des tirants et du cylindre da au disque supposé indéformable, FiG. B.6.
La prise en compte des relations de dépendance linéaires entre degrés de liberté peut s’effectuer en
utilisant des multiplicateurs de .Zagrange.

Le probléme d’analyse global peut se formuler de la fagon suivante :

Z, (B.9)

Jrouver § tel que K§

avec les conditions Ad =0, (B.10)

oil ns est le nombre total de degrés de liberté, K € .#,; ns est la matrice de raideur globale de la
structure, § € R™ est le vecteur des degrés de liberté, .# € R™ est le vecteur des forces nodales et
A € My, ny est une matrice définissant les n. relations de dépendance linéaire qui sont au nombre
de trois (n. =3) :

w; —wWj = 0, (B.lla) Qi + 9]' = 0, (B.llb) emﬂi tv; = 0. (B.llc)
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B.2. Modélisation statique des tirants

La matrice des relations de dépendance linéaires A aura donc la forme suivante :

v,  w; b; v wj 0;
0 0 1 0 0 -1 0 0
A= 0 0 0 1 0 - e 0 0 1 0 0 (B.12)
0 0 0 et 0 - 0 1 0 0 0

Le probléme Eq. (B.9) revient a chercher les conditions d’extremum de ’énergie potentielle totale
w, (33| :

1
U = 55%5 - 57, (B.13)

avec les conditions subsidiaires définies dans I’Eq. (B.10). Ceci revient a chercher les conditions
d’extremum sans conditions subsidiaires de I’énergie potentielle totale modifiée % * :

U*=U +[AS]' N, (B.14)

o A € R"™ est le vecteur des multiplicateurs de Zagrange correspondant aux n. relations de dé-
pendance linéaire.

La condition d’extremum de % * s’écrit alors :
VU™ =0, (B.15)

ce qui conduit aux deux équations suivantes :
oU™
04

qui aboutissent au systéme linéaire :

¢ z
54142
A 0 A 0
La résolution du systéme Eq. (B.17) permet 'obtention de tous les déplacements des noeuds de la
structure, y compris les déplacements dépendants, ainsi que les multiplicateurs de Zagrange que I'on
peut interpréter comme des forces conjuguées aux relations de dépendance linéaire. La méthode des
multiplicateurs de Zagrange aboutit a la résolution d’un systéme de taille augmenté par rapport au
systéme initial. En revanche, son implantation dans un code de calcul est pratiquement systématique

contrairement a la méthode d’élimination qui nécessite le choix des inconnues indépendantes ce qui
peut étre source d’erreur dans les problémes complexes.

ou*

=K§—-F+A'N=0 B.16
+ bl ( a‘) 8)\

A5 =0, (B.16b)

B.2.3 Modéle .#, : les tirants modélisés comme des tendeurs externes

Ce deuxiéme modeéle ne considére que ’extension des tirants agissant sur le cylindre, a I'image
des tendeurs externes utilisés dans les poutres en béton précontraint, F1G. B.7. Le modéle est donc
constitué d’une poutre équivalente, composée d’éléments finis de flexion pour modéliser le cylindre,
sur laquelle sont connectés ny tendeurs externes (ou tirants). La matrice de raideur globale de la
poutre équivalente K € Ay, ns est alors définie par :

Ko = Kf+ Ky, (B.18)

dont la forme élémentaire de Ky est définie dans I'Eq. (B.4), Ky; € My, ns est la matrice de raideur
globale des tirants.
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CHAPITRE B. Démarche de modélisation d’un rotor & cage d’écureuil

Tirant
I L 1
. €
/ Cylindre
- - -

z

X
O y

FIGURE B.7 — Modéle éléments finis .#,. = : Eléments d’extension, m : Eléments de flexion, m :

Elément rigide.

Un tirant est considéré comme un unique élément de poutre & deux nceuds agissant en traction-
compression dont le vecteur des degrés liberté ¢; ; € R? associé aux nceuds de cylindre M? et M/
s’écrit :

t
5i,j = [Ui,’Uj] . (B.lg)

L’expression de la matrice de raideur élémentaire [” Kti] | € A2, dans le repere local du tirant
(O, Z, Yii, Zi), est la suivante :

i EySu| 1 -1
/L?] . —_
[Pl == [ 1 ] (B.20)

ol ly; est la longueur du tirant, F1a. B.7.

Le tirant va apporter une contribution supplémentaire & la rigidité de la poutre équivalente qui
peut étre évaluée en transformant la matrice de raideur élémentaire locale [” Kti] } dans le repére
de la poutre équivalent (O, Z,y, Z). Cette transformation est donnée par les relations géométriques
entre les degrés de liberté d'un noeud M* de la poutre équivalente (translation wy, et rotation ) et
le déplacement longitudinal vy d’un nceud du tirant comme le montre la F1G. B.8. Ainsi, au nceud
MP¥_ on obtient :

v = —sin (0y;) vg — e cos (04;) O, avec k=1,7, (B.21)

ce qui permet d’exprimer la matrice de raideur du tirant “/ K; € A dans le repere global :
YKy =T [ Ky, T, (B.22)
avec la matrice de passage T' € .#5 4 définie telle que :

—sin (0y) —e;cos (6y) 0 0

T= 0 0 —-sin(6y) —ejcos(by) |’

(B.23)

ou 0y est 'angle orienté autour de I’axe x par les vecteurs unitaires de la poutre équivalente 3 et
du tirant gj;, e; et e; sont les excentricités respectives du tirant aux nceuds M* et M7, FIG. B.8. La
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B.2. Modélisation statique des tirants

M*
G+
N,
M K Wy
kﬁjg L 4 \ 4
. e,
w,
g
,)
U, e
[ @) —
% j Y
\
\
\
— ‘ —
Zy 4 ) Zy; Z
(a) Paramétrage du systéme poutre-tirant. (b) Projection des déplacements d’un nceud de la poutre

sur le repére du tirant.

F1GURE B.8 — Modéle éléments-finis .#5 : poutres assemblées & un tendeur externe.

matrice de raideur du tendon “/ Kj;, projetée dans le repére de la poutre, a donc la forme suivante,
[13; 95] :

2sin? (0y)  eysin(20;)  —2sin?(0y)  —eysin (204)
By St et; sin (20y;) 26?1- cos? (0) —esisin (204) —26?2- cos? (0y;)

i’j . =
Kii 21y -2sin® (6)  —eqsin (260) 2sin® (6y) ey sin (20y;) (B:24)
—ey; sin (20y;) —26?1- cos? (0)  esisin (204) 26?2- cos? (0y;)
Dans notre cas, on a e; = e;j 