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Introduction

Cette these est consacrée a I’étude de quelques propriétés «structurelles» des langages
et séries rationnelles. La structure des objets que nous traiterons intervient en fait a deux
niveaux. D’une part, les différents résultats que nous présentons ici sont mis en relation
avec la structure des langages. Par exemple, nous ne nous contenterons pas de dire que
la hauteur d’étoile d’un langage réversible est calculable, mais qu’on peut trouver une
expression rationnelle issue d’un automate réversible qui réalise cette hauteur d’étoile.
De méme, lorsque nous parlerons du passage des expressions rationnelles aux automates,
nous expliquerons en quoi les objets syntaxiques manipulés refletent la structure des séries
rationnelles sous-jacentes. D’autre part, les méthodes employées dans les preuves se basent
sur la structure des automates qui représentent les langages ou séries dont nous montrons
les propriétés. Ainsi, nous recourrons aux morphismes entre automates ou a 1’étude des
circuits du graphe sous-jacent. Ces outils permettent d’apporter un éclairage différent et
parfois fructueux aux résultats issus de ’étude des monoides syntaxiques ou de la théorie
spectrale appliquée aux matrices de transition des automates.

La quasi-totalité des résultats de la théorie des automates correspondent a des algo-
rithmes. Nous avons essayé de mieux tirer partie des propriétés des objets auxquels s’ap-
pliquent ces résultats, pour obtenir des énoncés plus précis, et qui donnent des algorithmes
qui correspondent mieux a la difficulté «intrinseque» du probleme.

On trouvera dans ce mémoire, une méthode de construction d’un automate réversible
pour un langage réversible donné, ainsi que le calcul effectif de la hauteur d’étoile d’un
langage réversible. Ces deux résultats sont obtenus via I’étude de 'automate universel dont
nous donnerons une construction.

Par ailleurs, on donne pour les séries (max, +) sur un alphabet unaire, un algorithme
qui permet de décider de la séquentialité ainsi qu'un algorithme de déterminisation.
Ce mémoire se conclut par 'exposé d’une méthode permettant le calcul d'un automate
réalisant la série rationnelle donnée par une expression avec multiplicités dans un semi-
anneau quelconque.

Le premier chapitre d’une theése consacrée aux langages et séries rationnels se doit de
contenir un certain nombre de résultats maintes fois énoncés, méme si une compréhension
différente ou, en étant plus pragmatique, un objectif précis a atteindre conduisent a les
formuler de fagon plus ou moins originale. Celui-ci ne dérogera pas a la regle.

11
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Nous y présentons tour a tour les graphes orientés, les structures algébriques que nous
utilisons puis les différentes formes d’automates que nous rencontrerons. Les objets sont
présentés de la facon la plus générale possible lorsque cela ne souleve pas de probleme
particulier. Par exemple, nous ne parlons pas des séries sur un monoide quelconque pour
éviter de traiter le cas des séries non sommables dont le produit peut ne pas étre défini et
que nous ne rencontrerons pas dans ce mémoire.

Les principaux points abordés dans ce chapitre sont, au regard de I'importance qu’ils
prennent dans la suite de ce mémoire, et dans I'ordre ou ils apparaissent, la notion de
morphisme de graphes (et plus loin, d’automates), d’action d’un monoide sur un ensemble,
les problemes liés a la factorisation ou a la définition de I’étoile dans les semi-anneaux, la
notion de langage reconnaissable et le lien qu’on peut établir entre les futurs des états d’'un
automate (avec multiplicité ou non) et les quotients du langage ou de la série reconnus par
cet automate. Le dernier point, qui sera mis a profit dans le dernier chapitre, rappelle que
les quotients d’une série rationnelle appartiennent a un semi-module finiment engendré
et que, plus particulierement, les quotients d’une série séquentielle appartiennent a un
faisceau de droites finiment engendré.

Le second chapitre est dévolu a la présentation de 'automate universel. Cet objet a été
introduit par J.H. Conway [19] sous le nom de matrice des facteurs. O. Carton [12] a montré
qu’on pouvait définir cette matrice (qui apparait naturellement comme un automate) pour
n’importe quel monoide. La encore, nous présentons cet objet dans le cadre le plus général
possible. La premiere partie de ce chapitre est une présentation de définitions et de résultats
qui, méme s’ils sont déja apparus dans d’autres travaux dont certains ont presque trente
ans, ne peuvent pas étre considérés comme faisant partie du corpus commun de la théorie
des automates.

La notion de base de ce chapitre est celle de factorisations d’un sous-ensemble d’un
monoide. Celles-ci permettent de construire 'automate universel de ce sous-ensemble. Il
s’agit du plus petit automate qui reconnait le langage dans lequel tout automate équivalent
a une image par morphisme. Nous verrons que I'on peut définir cet automate pour n’im-
porte quel sous-ensemble de n’importe quel monoide, mais qu’il ne s’agit d'un automate
fini que si ’ensemble est reconnaissable ; de plus, nous ne I'utiliserons que pour les langages
rationnels du monoide libre.

Deux éléments inédits apparaissent dans cette partie. D’une part, on définit I'automate
universel écorché dans lequel les propriétés du langage sont plus visibles, au sens propre
comme au figuré. L’écorché est obtenu a partir de 'automate universel en supprimant
un grand nombre de transitions et en ajoutant des transitions spontanées. On montre que
I’automate universel correspond exactement a la cloture de son écorché selon les transitions
spontanées. D’autre part, on donne un moyen effectif pour construire, a partir de I'auto-
mate minimal d’un langage, ’automate universel correspondant sans calculer le monoide
syntaxique. La derniere partie du chapitre, consacrée a ce que jappelle le développé d'un
automate, est plus une facon de voir 'automate universel, comme issu d’un automate
particulier qui reconnait le langage, qu'une méthode de construction. Il se peut en effet
que ce ne soit pas 'automate minimal qui reflete le mieux les propriétés du langage. Il
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est alors plus pertinent de voir I'automate universel comme issu de 'automate ad hoc.
Cette construction nous servira particulierement dans le second chapitre ou, pour étudier
les langages réversibles, nous considérerons l'automate universel d’un tel langage comme
issu d’un automate réversible. Méme si on ne connait pas ce dernier, il nous permettra de
mettre a jour des propriétés du premier.

Le second chapitre est en fait le socle sur lequel sont batis les troisieme et quatrieme
chapitres qui sont consacrés a 1’étude de certains problemes liés aux langages réversibles.

Le troisieme chapitre débute donc par une présentation de ces langages qui apparaissent
naturellement dans ’étude de problemes aussi variés que l'intelligence artificielle, les codes
bipréfixes, les semi-groupes inversifs ou les automates quantiques. .. Apreés avoir rappelé
la définition d’un langage réversible, nous rappelons que la propriété de réversibilité d’un
automate peut se faire aux dépens du nombre d’état (résultat de P.-C. Héam [35]), du
déterminisme ([36]) et méme de la non-ambiguité. Un automate minimal peut donc ne pas
refléter la réversibilité du langage qu’il reconnait. Ce fait rend la manipulation de cette
classe de langages délicate. Bien que J.-E. Pin [51] ait montré qu’on peut décider de I’ap-
partenance d’un langage a cette classe, I'algorithme induit par sa preuve pour construire
un automate réversible pour un langage réversible donné conduirait a un automate beau-
coup plus gros que ce qu’on peut raisonnablement espérer. Nous nous proposons ici de
donner une construction d’un automate réversible.

Le principal résultat de ce troisieme chapitre est en effet 'existence, dans 'automate
universel, d’'un sous-automate quasi-réversible équivalent. Cette classe d’automates ap-
parait comme plus compacte et semble étre la bonne notion pour une représentation cano-
nique des langages réversibles. Le passage d'un automate quasi-réversible a un automate
réversible est de plus trés simple (méme s’il peut s’avérer coiiteux).

Avant d’en arriver la, on étudie une catégorie particuliére de langages réversibles, la classe
des langages a groupe. Les problemes qu’on rencontre pour ces langages sont beaucoup plus
simples, car, en particulier, 'automate minimal d’un langage a groupe est un automate
a groupe. Entamer notre étude par ces langages-ci permet donc de mieux échelonner les
difficultés et d’introduire les outils et méthodes que nous emploierons pour I’étude des
langages réversibles.

Nous montrons que 'automate universel d’'un langage a groupe peut étre décomposé en
€tages et que chaque composante fortement connexe est un automate a groupe. Nous abor-
dons ensuite les langages réversibles et montrons que ces propriétés sont conservées : on
peut décomposer 'automate universel en étages et chaque composante fortement connexe
est réversible. Ceci nous permet de montrer ensuite que I'image d’un certain automate
réversible dans ’automate universel est un automate quasi-réversible.

Le quatrieme chapitre est consacré au probleme de la hauteur d’étoile. Ce probleme,
posé par L. C. Eggan [22] en 1963 a été résolu par K. Hashiguchi [33] en 1988. Il demeure
que le résultat d’Hashiguchi est avant tout un résultat d’«existence», tant par la complexité
de l'algorithme mis en ceuvre que par le manque d’informations obtenues sur la forme du
résultat.
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Le principal résultat de ce chapitre comporte en effet deux volets : d’une part la hauteur
d’étoile d’un langage réversible est effectivement calculable, d’autre part, on peut calculer
un automate réversible qui reconnait le langage avec un enlacement qui correspond a la
hauteur de celui-ci. Ce résultat est le fruit d’une collaboration avec J. Sakarovitch [43].

Jusqu’a présent, les études similaires étaient basées sur la connaissance de 'automate mini-
mal qui se devait de refléter les propriétés désirées du langage. C’est pourquoi les résultats
précédents se limitent aux langages a groupe (R. McNaughton [47]) ou aux langages dont
l'automate minimal est réversible (R. Cohen [17] ou K. Hashiguchi et N. Honda [31]).

Le chapitre débute par un rappel du théoreme d’Eggan qui lie la hauteur d’étoile d’un lan-
gage aux enlacements des automates qui le reconnaissent. Ce sera en effet sur cette notion
que nous travaillerons, en établissant ’existence de morphismes qui préservent l’enlace-
ment entre des automates d’enlacement minimum et I'automate universel du langage.

Les langages a groupe, pour lesquels les résultats sont en fait une réexpression de résultats
anciens, sont utilisés comme introduction au cas plus général des langages réversibles.
La preuve pour les langages a groupe reprend celle donnée par R. McNaughton [47],
réexprimée dans le cadre des automates universels, et présentée de maniere a ce que la
preuve pour les langages réversibles suive le méme schéma.

Cette preuve reflete le changement de méthode dans l'approche du probleme. R. Mec-
Naughton montre, qu’a partir de 'automate minimal, on peut construire un ensemble
d’automates parmi lesquels, on peut en trouver dont 'union reconnait le langage avec un
enlacement minimum. A I'opposé, on montre que dans I’automate universel, on peut trou-
ver des sous-automates dont l'union reconnait le langage avec un enlacement minimum.
Meéme si, au final, les automates construits par R. McNaughton et ceux qu’on trouve dans
I’automate universel sont les mémes, c’est ce renversement de point de vue qui nous per-
met ensuite de traiter des langages réversibles, pour lesquels I'automate minimal ne peut
plus servir de référence.

Les deux derniers chapitres ne dépendent pas des précédents.

Le cinquiéme chapitre est centré sur I’étude des automates «(max,+)». L’algebre
(max, +) permet de résoudre des problémes de contrdle optimal ou d’études de compor-
tement asymptotiques de systémes physiques ou informatiques. Les automates (max,+)
interviennent dans de nombreux domaines. Ils ont été, entre autre, utilisés pour décider le
probleéme de limitation d’une série [32, 58] qui est en soit un résultat important, puisqu’il
donne la décision du probleme de la puissance finie (savoir si I’étoile d’un langage ration-
nelle est une union finie de puissances de ce langage), et qui, de plus, est utilisé dans la
preuve générale de la décision de la hauteur d’étoile. Nous les présentons de maniere a
ce que les résultats énoncés restent valables pour tout semi-anneau (max,+) ou (min, +)
raisonnable.

Nous montrons dans ce chapitre qu’on peut décider de la séquentialité d’une série sur
un alphabet unaire et nous donnons un algorithme de déterminisation. L’algorithme de
décision peut étre vu comme une variation sur certains résultats de la théorie spectrale
des matrices a coefficients dans un semi-anneau (max, +).
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Ce résultat se trouve a la croisée de deux problemes déja résolus. D'une part, sur un
alphabet a plusieurs lettres, si 'automate (max,+) qui réalise la série est univoque, c’est-
a~dire que tout calcul étiqueté par un mot donné a la méme valeur, on peut appliquer les
techniques de décisions développées par C. Choffrut [14] pour les transducteurs. Toutefois,
il faut souligner que toute série rationnelle n’est pas réalisable par un automate univoque
et que, dans le cas général, le probleme de la déterminisation d’un automate (max,+) est
fondamentalement différent de celui des transducteurs fonctionnels.

D’autre part, S. Gaubert [24] a montré que toute série (max, +)-rationnelle sur un alpha-
bet a une seule lettre peut étre réalisée par un automate non ambigu. La preuve peut
étre transformée en un algorithme qui produit un automate non ambigu a partir d’une
expression ou d’'un automate quelconque. Nous montrons toutefois qu’on n’a pas besoin
de passer par l'intermédiaire d’une représentation non ambigué, dont la taille peut étre ar-
bitrairement grande devant celle de 'automate de départ, pour décider de la séquentialité
dans le cas unaire et que notre algorithme de détermination donne en outre, une autre
méthode pour obtenir un automate non ambigu réalisant n’importe quelle série rationnelle
sur un alphabet unaire donnée.

L’étude des liens entre la hauteur d’étoile et ’enlacement fait apparaitre, dans le qua-
trieme chapitre, des rapports étroits entre un automate et I’expression rationnelle qu’il
peut donner. Le sixieme chapitre traite du passage effectif inverse d’une expression avec
multiplicités a un automate. Ce probleme a été résolu de diverses fagons pour les auto-
mates sans multiplicités et c’est une de ces méthodes, qui rend compte de la propriété de
rationalité des séries représentées, que nous nous sommes proposé de généraliser.

Nous présentons un algorithme qui permet, a partir d’une expression rationnelle avec mul-
tiplicités dans un semi-anneau quelconque, de construire un automate équivalent dont le
nombre d’états, hormis I’état initial, est inférieur ou égal au nombre de lettres qui appa-
raissent dans cette expression. Ce résultat est 'exacte généralisation du résultat d’Anti-
mirov [3] sur les expressions rationnelles sans multiplicités. Nous examinons aussi quels
sont les amendements qui peuvent étre apportés a cet algorithme selon la forme souhaitée
du résultat ou 'hypothese de commutativité du semi-anneau.

La construction de I'automate correspond au calcul d’un ensemble d’expressions qui représentent
des séries qui engendrent le semi-module auquel appartiennent les quotients de la série
représentée par I'expression de départ. Il ne s’agit pas ici de redémontrer le fait que les
quotients d’une série rationnelle appartiennent a un semi-module fini, mais plutét d’obtenir
explicitement une représentation d’un ensemble (fini) de générateurs de ce semi-module.
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Notice

Les notations et conventions adoptées dans ce mémoire sont précisées dans le premier
chapitre. Il parait difficile de lire les chapitres 3 ou 4 sans connaitre ce qui est exposé dans
le chapitre 2. En revanche, méme s’il est fait appel & certains résultats du chapitre 3, les
notions développées dans le chapitre 4 sont indépendantes, et on peut envisager de lire
I'un sans avoir pris connaissance de l'autre. Les deux derniers chapitres sont totalement
indépendants, sauf, évidemment, du premier chapitre.

La numérotation des différents énoncés est classique. Ils sont indexés par le numéro du
chapitre courant, suivi de celui de ’énoncé dans le chapitre. Les propositions, corollaires
et lemmes sont numérotés ensemble (le lemme 4.6 est par exemple suivi du corollaire 4.7
et de la proposition 4.8). Les définitions et théoremes sont numérotés a part.

Les exemples sont indexés indépendamment des chapitres. Quelques-uns traversent en
effet presque tous les chapitres de ce mémoire. Afin d’éviter de répéter a chaque occurence
le langage ou son automate minimal, j’ai choisi de donner un numéro a chacun d’entre
eux. On trouvera dans la table des exemples le lieu de leurs différentes apparitions. On
pourra ainsi repérer quels sont mes préférés.
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Chapitre 1

Notions fondamentales

Une tourniquette

Pour fair’ la vinaigrette
Un bel aérateur

Pour bouffer les odeurs
Des draps qui chauffent
Un pistolet a gaufres
Un avion pour deux

Et nous serons heureux

B. Vian, La complainte du progrés

1 Notations et généralités

Les notions introduites dans ce chapitre ne sont que des rappels. On peut donc sans
dommage passer au chapitre suivant. Toutefois, avant ces diverses définitions, voici un
certain nombre de conventions typographiques que j’ai essayé de respecter dans ce rapport.

Un ensemble est désigné par une lettre majuscule, ainsi qu’'un monoide, dont la mul-
tiplication (interne) est notée par un point. Un semi-anneau est noté par une majuscule
ajourée (K), son addition et sa multiplication sont notées respectivement @ et ®, sauf si
I'instance de semi-anneau qu’on considere a des lois usuellement désignées par d’autres
symboles. Les éléments de ces structures sont notés par des minuscules.

L’action (& droite) d’un élément x d’un monoide sur un élément p d’un ensemble est
notée p - x. De méme, I'action a gauche est notée z - p; le contexte permet de différencier
ces deux opérations.

Les fonctions sont désignées par des minuscules grecques.

Les automates et les graphes sont notés par des majuscules «calligraphiées». La majus-
cule £ désigne un langage. Les expressions rationnelles sont désignées par des majuscules
«droites».

19
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Si X est un ensemble, on note P(X) 'ensemble des parties de X :
P(X)={Y |Y C X}.

Une relation a sur X x Y est un sous-ensemble de X x Y. On note za = {y | (z,y) €
a}. Une relation est une fonction si pour tout x dans X, il existe au plus un élément y
dans Y tel que (x,y) appartient a «; 'élément y est alors appelé image de = par « et
on note y = xza'. Toute relation de X dans Y peut étre vue comme une fonction de X
dans P(Y).

On note YX l'ensemble des fonctions de X dans Y. Si X est un ensemble fini, une
telle fonction peut étre vue comme un vecteur. Le support d’une fonction a de Y,
noté Supp(a), est ’ensemble des éléments de X qui ont une image par «. Une application
est une fonction dont le support est X.

Dans certains cas, il est plus commode de travailler avec des applications. On adjoint
alors & Y un zéro (0y) et, & toute fonction o de YX, on associe I'application o/ de (Y U
{0y })* qui est égale & o sur le support de a et dont Iimage est Oy ailleurs. Dans ce
contexte, le support de o' est I’ensemble des éléments de X dont 'image est différente
de Oy par o'.

2 Graphes orientés
Un automate est avant tout un graphe orienté. Nous allons donc présenter ces objets.

DEFINITION 1.1 Un graphe orienté est un ensemble de sommets (Q)) reliés par un en-
semble de fleches ou arcs (orientés). Chaque arc est désigné par un couple formé de son
sommet de départ et de celui d’arrivée. Formellement un graphe orienté G est donc un
couple (Q, E') tel que E est un sous-ensemble de Q) x Q). Le graphe G est fini si ) est un
ensemble fini.

DEFINITION 1.2 Soit G = (Q, E') un graphe orienté. Un sous-graphe de G est un graphe
G =(Q,E')telqueQ CQet E'CENQ xQ'.

DEFINITION 1.3 Soit G = (Q, E') un graphe orienté. Soit n un entier positif. Un chemin
de G de longueur n est un (n+1)-uplet de sommets (po,p1,---,pn) tel que, pour tout i
dans [1;n], (pi—1,p;) est un arc de G. Le sommet pg est le sommet de départ du chemin,
pn, est le sommet d’arrivée. Un chemin est un circuit (ou une boucle) s’il est de longueur
non nulle et que py = p,. C’est un circuit élémentaire si, pour tout i < j dans [0;n],
p; = p; entraine 1 = 0 et j = n.

1On note la fonction ¢ droite de ’élément sur lequel elle s’applique (par exemple za est I'image de z
par la fonction «). Ceci permet (entre autre) de noter a8 la fonction qui consiste & appliquer d’abord «
puis .
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Fi1a. 1.1 — Un graphe orienté a trois sommets

DEFINITION 1.4 Un graphe orienté est un graphe acyclique s’il ne contient aucune
boucle. Un graphe orienté est un graphe fortement connexe si, pour tout couple de
sommets (p,q), il existe un chemin de p a q. Une composante fortement connexe
d’un graphe orienté est un sous-graphe fortement connexe maximal. Une pelote est une
composante fortement connexe non triviale, c’est-a-dire contenant au moins un arc.

DEFINITION 1.5 Soit G = (Q, E') un graphe orienté. Soit E = {(p,q) | (¢,p) € E}. Le
graphe G est connexe si le graphe (Q, E U E') est fortement connexe. Une composante
connexe d’un graphe orienté est un sous-graphe connexe maximal.

EXEMPLE 1.1 Le graphe présenté figure 1.1 contient trois composantes fortement connexes :

pt A{(p,0)}), ({q},0) et ({r},{(r,r)}); la premiere et la troisitme sont des pelotes.
D’autre part, le graphe, bien qu’il ne soit pas fortement connexe, est connexe.

DEFINITION 1.6 Un graphe G = (Q, E) est étiqueté par un ensemble X s’il existe une
application de E dans X. L’image d’un arc e par cette application est appelée étiquette
de E. On notera alors G = (Q,E"), avec E' = {(p,z,q) | x € X étiquette de (p,q) € E}.

DEFINITION 1.7 Soit G = (Q, E) et H = ( R, F') deux graphes. Une application p de Q
dans R est un morphisme de graphes de G dans 'H si, quel que soit (p,q) dans F,
(pu, qu) appartient a F'. Par extension, on dit que (pu, qu) est I'image de (p,q) par p. Si G
et ‘H sont des graphes étiquetés, Iapplication p est un morphisme de G dans H si, quel
que soit (p,x,q) dans E, (pu,x,qu) appartient a F'.

3 Structures algébriques

3.1 Monoides

DEFINITION 1.8 Un ensemble X, muni d’une loi associative et qui contient un élément
neutre noté 1x est un monoide.> On appelle généralement cette loi la multiplication du
monoide. Lorsqu’on veut préciser que X est muni de la loi «.», on désigne le monoide
par (X,.).

2Une telle structure sans élément neutre est appelée semi-groupe.
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xQ z,Yy
@—* 8

Y

Fia. 1.2 — Graphe de Cayley de M;.

Evidemment, les axiomes de monoide sont beaucoup plus faibles que ceux de groupe.
Toutefois, 'associativité est une contrainte forte qui conduit les monoides a avoir des
structures tres particulieres (voir [40, 52]).

Un monoide peut contenir un élément absorbant. On appelle alors celui-ci le zéro du
monoide.

Dans la plupart des cas, les ensembles classiques munis d’une loi vérifient les axiomes
de monoide. Ainsi, (N, +), (N, %), (Z, %), (M, (R), %), etc. sont des monoides. Les groupes
sont eux aussi des monoides.

DEFINITION 1.9 Soit (M,.) un monoide. Pour tout couple (z,y) d’éléments de M, le

quotient a gauche de x par y noté y~!

x est 'ensemble {z € M | y.z = z}. Le quotient
a gauche d’un sous-ensemble de M par y est I'union des quotients des éléments du sous-

ensemble par y.

DEFINITION 1.10 Soit M un monoide et A un ensemble de générateurs de M. Le graphe
de Cayley (droit) de M par rapport a A est le graphe étiqueté (M, E), ou

E={(z,a,y) e M x Ax M |y =uz.a}.

EXEMPLE 1.2 Dans la suite, on utilisera beaucoup les monoides finis. Soit M; le monoide
donné par la table ci-dessous. On note 1 pour 1,7, et 0 pour Oy, .

O+ 8y =
O & 8 ==
O+ =+ 8 8 (R
O ow ow |
O O + O o+ |+
S O O O OO

Quelques quotients a gauche de ce monoide :
y 't = {x,t}, 00, = {y,t,001, }, et a't=0.

Les éléments x et y engendrent le monoide M. Le graphe de Cayley de M; par rapport a
ces éléments est représenté figure 1.2.
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DEFINITION 1.11 Soit ~ une équivalence sur un monoide M. Cette équivalence est régu-
liére a droite (on dit aussi que c’est une congruence droite) si

Ve,ye M x~y=Vzx.z~y.z.

De méme, c’est une congruence gauche, ou une relation d’équivalence réguliére a gauche
si

Ve,ye M x~y=Vz z.x ~ 2.y.

Si une relation d’équivalence est réguliére a gauche et a droite, ¢’est une congruence. Les
classes de M modulo cette équivalence forment alors un monoide.

DEFINITION 1.12 Soit X un ensemble et M un monoide. Une application j de M dans XX
est une action a droite de M sur X si :

VpGX,Vx,yEM, p(lM:u’) =p,
(p(zp))(yu) =p((x.y)p).

On note alors p-x = p(xp). Symétriquement, une telle application est une action a gauche
de M sur X si:

Vpe X,Vz,ye M,  p(lyp) =p,
(p(zp))(yp) =p((y-z)p).

On note alors x - p = p(zp).

Une famille de monoides tient une place particuliere parmi les monoides; ce sont les
monoides libres, et, en ce qui nous concerne, les monoides libres finiment engendrés.

DEFINITION 1.13 On désigne par alphabet un ensemble fini A non vide de symboles
appelées lettres. On peut former des mots par concaténation de ces lettres. L’opération
de concaténation, associative, fait de I’ensemble des mots sur A, noté A*, un monoide : le
monoide libre engendré par A. Le mot vide, élément neutre de ce monoide est noté 1 4.
On notera AT I'ensemble des mots de A* différents du mot vide. Un sous-ensemble de A*
est appelé un langage. La longueur d’un mot est le nombre de lettres qu’il comporte ;
on note la longueur d’un mot u par |u|, de méme, pour toute lettre a de A, on note le
nombre d’occurrences de a dans u, |ul|,. On notera par ailleurs u; la i-éme lettre du mot u.

La métaphore linguistique qui guide cette définition ne doit pas induire en erreur. Il n’est a
priori nullement question de sémantique dans la définition des mots. Ainsi, sur I’alphabet
latin des majuscules (non accentuées) qui compte vingt-six éléments, JRASK DFW est un

mot, bien qu’on puisse douter qu’il ait un sens dans une des langues utilisant cet alphabet.

La taille des alphabets qu’on considere peut varier selon les emplois. Ainsi, tradition-
nellement, en informatique, ’alphabet a deux lettres, 0 et 1 (nous utiliserons plutét a et b
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pour ne pas confondre avec d’autres usages de 0 et 1). En bio-informatique, il compte
généralement 4 lettres (les bases du code génétique) ou 20 (les acides aminés). En linguis-
tique, il peut en compter des centaines (alphabets, sons, nature des mots, etc.).

On peut définir sur le monoide libre, & cause de 'unicité de la décomposition de chaque
élément, certaines notions qui n’auraient pas de sens dans d’autres structures.

DEFINITION 1.14 Soit u = ujus...u, un mot de A*. L’image miroir de u est le mot
UpUg_1 - - - u1. L’image miroir d’un langage est I’ensemble des images miroir de ses éléments.

Ordres et distances sur le monoide libre

DEFINITION 1.15 Soit u et v deux mots de A*.
— u est un préfixe de v s’il existe w dans A* tel que v = u.w.
— u est un suffixe de v s’il existe w dans A* tel que v = w.u.
— u est un facteur de v s’il existe w et t dans A* tels que v = w.u.t.

On peut, a partir de ces notions, définir des relations d’ordre partiel sur le monoide
libre. Ainsi, un mot u est plus petit qu’un mot v selon la relation «préfixe» si et seulement
si u est un préfixe de v, et on peut définir de la méme maniere des relations a l'aide du
suffixe ou du facteur. On préfere parfois utiliser des relations d’ordre total sur A*; nous
allons ici en définir deux.

DEFINITION 1.16 On suppose I'alphabet A totalement ordonné. L’ordre lexicographique
sur A* est défini comme suit :
— Le mot vide est inférieur a tout mot de A™T.

— Quels que soient u = a.u' et v ="b.1,

a <b,
U <jex U & OU
a=>betu <.

L’ordre radiciel (ou ordre militaire) est défini sur A* par :

ul <o,
U <yad U < OU
lul = |v] et u <jex v.

REMARQUE 1.1 Pour l'ordre radiciel, un mot n’a qu’un nombre fini de mots qui lui sont
inférieurs, ce qui n’est pas le cas pour 'ordre lexicographique.

Le monoide A* peut étre muni d’une distance ;

DEFINITION 1.17 Soit u et v deux mots de A*. On note uAv le plus grand préfixe commun
au etw.

DEFINITION 1.18 La distance préfixe est définie sur A* par :

dpref(u7v) = ‘U’ + ‘U‘ — Q‘U /\1)’.

EXEMPLE 2 La distance préfixe peut étre vue comme 'indique la figure 1.3.
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Fia. 1.3 — Distance préfixe.

3.2 Semi-anneaux

DEFINITION 1.19 Un semi-anneau est un ensemble K, muni de deux lois associatives et
d’un élément neutre pour chaque loi. La premiére loi (@) est commutative, la seconde (®)
est distributive sur la premiére. On les appellera respectivement addition et multiplication.
L’élément neutre de ’addition (Ox ) doit de plus étre absorbant pour la multiplication. Dans
le cas ou 'on souhaite préciser quelles sont les lois du semi-anneau, on note (K, ®,®). On
note K, I'ensemble des éléments de K différents de Ok.

EXEMPLE 3  Les nombres entiers positifs, ou naturels, (N, 4, %) forment un semi-anneau :
les deux lois sont associatives, 'addition est commutative et la multiplication est distribu-
tive sur I'addition. Comme la multiplication est elle aussi commutative, on dit que N est
un semi-anneau commutatif. L’ensemble N n’est un groupe ni par rapport a son addition
ni par rapport a sa multiplication. N peut cependant étre plongé dans un anneau (les
entiers relatifs Z) et méme dans un corps (les rationnels Q). On verra toutefois qu’on ne

peut pas faire de méme avec n’importe quel semi-anneau.

En revanche, (N, max,+) n’est pas un semi-anneau, bien que les deux lois soient as-
sociatives et que la seconde soit distributive sur la premiere ; I’élément neutre de max, 0,
n’est pas absorbant pour +, puisque c’est aussi son élément neutre.

DEFINITION 1.20 Soit (M,.) un monoide. Un élément x de M tel que x.x = x est appelé
idempotent. Si chaque élément de M est idempotent, M est un monoide idempotent.
Un semi-anneau (K, @, ®) est idempotent si (K, @) est un monoide idempotent.

REMARQUE 1.2 Un élément idempotent d’un monoide M différent de 15, n’est pas inver-
sible. En effet, soit x un élément idempotent et y inverse de z, alors x = x.x.y = z.y = 1.
Un monoide idempotent non trivial ne peut donc pas étre plongé dans un groupe. Les semi-
anneaux idempotents ne peuvent donc en particulier pas étre plongés dans des anneaux

et encore moins dans des corps.
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ExXEMPLE 4  Un autre exemple connu est le semi-anneau de Boole, c¢’est-a-dire ’en-
semble {0, 1} muni des lois :

@lo 1 ®[0 1
0 0f0 0
1 10 1

On peut voir ce semi-anneau comme 'ensemble {VRALFAUX} muni des lois «OU» et
«ET». Pour définir un semi-anneau a deux éléments en respectant les axiomes, le seul
choix possible porte sur la valeur de 1 & 1. Si on fixe 1 & 1 = 1, on obtient le semi-
anneau de Boole, sinon 1@ 1 = 0 et le semi-anneau construit est en fait le corps Z/2Z.
Ce sont les représentants de deux types de semi-anneaux. D’une part, Z/27 fait partie
des semi-anneaux qu’on peut plonger dans un corps (c’est un corps lui-méme), d’autre
part, le semi-anneau de Boole est un semi-anneau non-plongeable dans un corps (c’est
plus particulierement un semi-anneau idempotent).

REMARQUE 1.3 Soit (M, .) un monoide. On définit la multiplication de deux sous-ensembles
XetYde Mpar XY ={zy |z € X et y € Y}. Alors (P(M),U,.) est un semi-anneau
idempotent. Dans ce qui suit, il arrivera que l'identification soit faite entre un monoide et
le semi-anneau des parties qui lui correspond.

Nous aurons besoin de factoriser des éléments de semi-anneaux. Cette factorisation
n’est pas toujours unique, sauf dans un semi-anneau factoriel. Ce n’est pas exactement
de cette propriété dont nous aurons besoin.

DEFINITION 1.21 Soit K un semi-anneau. Un idéal (droit) de K est un sous-ensemble T
tel que T ®Z C T et Z®K CZ. Un idéal est finiment engendré s’il existe un ensemble
fini X dans K tel que T = X ® K. Un idéal T est principal s’il existe un élément x de K
tel que T = x ® K. On dira qu’un semi-anneau est un semi-anneau principal si, pour
tout idéal T, il existe un unique idéal principal minimum qui contient 7.

Soit K un semi-anneau principal, X un ensemble d’éléments de K et T le plus petit
idéal principal qui contient X . Tout élément z qui engendre I'idéal T est un pged de X.

REMARQUE 1.4 D’un point de vue effectif, la non unicité du pged peut poser un probleme.
Nous verrons le moment voulu comment le résoudre. On peut des a présent remarquer qu’il
est possible de passer d'un pgcd a un autre par multiplication a droite, puisque chacun
appartient a l'idéal engendré par ’autre.

EXEMPLE 5  Le semi-anneau (R; U {—o0}, max,+) est principal. En effet, pour tout
ensemble X, I'adhérence (pour la topologie usuelle) de 1'idéal engendré par X est I'idéal
principal engendré par inf{zx € X |z # —oo}.

Le semi-anneau (RU{—o00}, max, +) est lui aussi principal. Les deux seuls idéaux de ce
semi-anneau sont le semi-anneau lui-méme, engendré par n’importe quel élément différent
de —o0 et {—o0}.
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En revanche, le semi-anneau (P(B*),U,.), avec B = {a,b} n’est pas principal. Par
exemple, soit x = {a,b,a?, ab,ba,aba} et y = {a,b,ab,a?, ba,b?, aba,ab®}. Ces deux en-
sembles admettent {1p+,a} et {a,b,ab} pour facteurs maximaux gauches communs :

x ={1p=,a}.{a,b,ba} x ={a,b,ab}.{1p+,a}
y ={1p+,a}.{a,b,ba,bb} y ={a,b,ab}.{1p+,a,b}

Aucun de ces facteurs ne divise 'autre, il n’y a donc pas unicité de 1’idéal principal minimal

qui contient x et y.

DEFINITION 1.22 Soit (K, &, ®) un semi-anneau. Pour tout x dans K, pour tout n dans N,
x™ est défini inductivement par z° = 1k et 2" = 2 ® 2"~!. On pose la quantité suivante,

n
X, = EB z¥
k=0

Si X,, admet une limite dans K lorsque n tend vers I'infini, cette limite est appelée étoile

pour n dans N :

de x et notée x*. Dans ce cas, on note

o0 o0
x*:@xk, x+:@xk.
k=0 k=1

REMARQUE 1.5 Puisqu’on parle de limite dans K, ce semi-anneau est implicitement muni
d’une topologie. Il peut, par défaut, étre muni de la topologie discrete, mais il est plus
naturel de munir certains semi-anneaux (R,Q,...) de leur topologie habituelle. Le choix
de celle-ci n’est pas sans conséquence sur la définition de I’étoile.

EXEMPLE 6 Dans Q, ’étoile de 1/2 est la limite, lorsque n tend vers l'infini, de la

v -3(3) =)'

Cette suite converge pour la topologie habituelle mais pas pour la topologie discrete.

somme :

REMARQUE 1.6 L’étoile d’un élément x d’un monoide M est toujours définie. En effet les
sous-ensembles X, forment dans ce cas une suite croissante dont la limite est :

X={yeM|3ny=a"}.
Plus généralement, ’étoile de n’importe quel sous-ensemble de M est définie.

DEFINITION 1.23 Soit K un semi-anneau et P un sous-ensemble de K. Un élément x
de K est rationnel par rapport a P s’il peut étre obtenu a partir d’éléments de P et des
opérations d’addition, de multiplication et d’étoile.

REMARQUE 1.7 L’ensemble des éléments de R rationnels par rapport a Z n’est pas Q!
Avec la topologie usuelle, le seul élément de Z auquel on peut appliquer 'opération étoile
est 0, donc I'ensemble des éléments de R rationnels par rapport a Z est Z.
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En revanche, munissons Z de la norme 2-adique : pour tout entier n qui s’écrit n = 2Fm,
avec pged(2,m) = 1, |n|a = 27%. Alors I'ensemble des éléments de Qo (cloture 2-adique
de Q) rationnels par rapport & Z contient par exemple —1/3, car la suite Y ,_, 4k =

% est une suite de Cauchy, donc converge dans Q9 et 4* vérifie 1 + 4.4* = 4%,

donc 4* = —1/3.

Nous emploierons parfois le terme de semi-module. Il s’agit de la généralisation du
concept de module.

DEFINITION 1.24 Soit K un semi-anneau, V est un K-semi-module (a gauche) si V est
muni d’une loi & telle que (V,®) est un monoide d’élément neutre Oy et s’il existe une
action (a gauche) de (K, ®) sur V' (notée par simple concaténation d’un élément de K avec
un élément de V') telle que :

Ve eV, Ogx =0y
Vi, K e K Vz,yeV, (kok)z=kxdk x
k(x@y)=kzxdky.

Un semi-module est dit finiment engendré, ou de type fini, s’il existe un ensemble
fini {x1,x9,...,2,} tel que, pour tout x, il existe (k1,ka,...,k,) dans K" tel que

n
T = EB kyx,.
r=1

Nous nous intéresserons aussi a des sous-ensembles particuliers de semi-modules : les
faisceaux finis de droites, que nous appellerons aussi K-cones finiment engendrés.

DEFINITION 1.25 Soit V un semi-module et X un sous-ensemble de V. L’ensemble X est
un K-céne finiment engendré s’il existe un ensemble fini d’éléments de V', {x; | i € I}, tel
que :

X:UKW
i€l

_ 0 —

3.3 Polynomes et séries formelles

Par souci de simplification, on définit ici uniquement les polynoémes et séries formelles
sur A*. On trouvera une étude plus complete des séries sur un monoide dans [55].

DEFINITION 1.26 Soit A un alphabet et (K,®,®) un semi-anneau. On appelle semi-
anneau des series (formelles) sur A* a coefficients (ou a multiplicité) dans K, qu’on
note K{(A*)), I'ensemble des applications de A* dans K muni des opérations :

d’addition : a ® ( : x — xa @ x0,
et de multiplication : o ® 3 : x — GB ya @ zf3.

Y.2=x
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Pour une série «, on utilise de préférence la notation suivante : pour tout mot u de A*,
(o, u) = uar. On note formellement la série comme une somme infinie :

o= GB (v, u)u.

u€A*

Si on identifie un scalaire k£ de K a la série k 1 4+, on définit du méme coup la multipli-

cation d’une série par un scalaire. Les séries sont donc un K-semi-module.

REMARQUE 1.8 Comme on se place dans le monoide libre, la somme effectuée dans la
définition de la multiplication est une somme finie. On peut définir les séries sur d’autres
monoides que le monoide libre. Toutefois, si celui-ci n’est pas gradué, c¢’est-a-dire s’il existe
des éléments admettant un nombre infini de factorisations, la multiplication peut ne pas
étre définie partout. Les séries ne forment alors pas un semi-anneau.

La multiplication des séries faisant intervenir la multiplication du monoide libre, elle n’est
pas commutative, méme si le semi-anneau l'est (sauf si Palphabet n’a qu’une lettre).

DEFINITION 1.27 Le support d’une série s de K{A*)), noté Supp(s) est I'ensemble des
mots dont les coeflicients sont non nuls :

Supp(s) = {u € A" | (s,u) # O }.

Une série dont le support est fini est un polynéme. L’ensemble des polynémes forme un
sous-semi-anneau de K{{(A*)) noté K(A*).

REMARQUE 1.9 L’ensemble des polynomes en variables commutatives est généralement
noté K[A], on A est 'alphabet de variables. On préfere utiliser la notation K(M), ou M
est le monoide des variables. Dans le cas des variables commutatives, on noterait le semi-
anneau des polynomes K(A®), ot A® est le monoide commutatif libre engendré par A.
Cette notation inclut non seulement les variables, mais les relations éventuelles qui existent
entre elles.

DEFINITION 1.28 On appelle terme constant de la série s et on note c(s) le coefficient
du mot vide dans s : (s,14+). La partie propre d’une série s est la série s, définie par :

(sp,1as) =0g, Yue AT, (sp,u) = (s,u).
On peut donc écrire s = c(s)1 4+ & 5.

Comme dans tout semi-anneau, on peut vouloir calculer I’étoile d’une série. La définition
d’une telle quantité est fortement liée a la définition de I’étoile dans le semi-anneau K :

PROPOSITION 1.1 [8] L’étoile d’une série s de K{(A*)) est définie si et seulement si I’étoile
du terme constant de s est définie dans K. On a alors I’égalité suivante :

s" = (c(s)"sp)" c(s)".
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REMARQUE 1.10 L’étoile d’une série propre est toujours définie, en effet :

<S;’u> — @ <S;,U1>®...®<S;,’Un>
U=V]VUp,
V1,02,...,Un EA*

= D e e... o)

U=VLV " Vn
’U1,U2,...,'UnEA+

Le membre droit de cette équation est une somme finie.

REMARQUE 1.11 Si I’étoile est toujours définie sur le semi-anneau K, elle est d’apres
la proposition, toujours définie sur K{{A*). Ainsi, si K est le semi-anneau de Boole, on

retrouve le cas particulier de la remarque 1.3, puisque B{(A*)) est isomorphe & P(A*).

DEFINITION 1.29 Le quotient & gauche d’une série s par un mot u de A* est la série

u s = GB (s, uv)v.

vEA*

Il n’est pas difficile de voir que le quotient ainsi défini est une action (a droite) des mots
sur les séries.

3.4 Ensembles et séries rationnels

DEFINITION 1.30 Soit M un monoide. L’ensemble Rat M des ensembles rationnels
de M est la cloture des ensembles finis de M par les opérations de produit, d’union et
d’étoile. Ce qui revient a dire que les ensembles rationnels de M sont les éléments de P (M)
rationnels par rapport aux ensembles finis. Si M est le monoide libre, on parle de langage
rationnel.

DEFINITION 1.31 Le semi-anneau des séries rationnelles KRat A* de K{A*)) est la
cloture du semi-anneau des polynomes par les opérations d’addition, de multiplication et
d’étoile, si cette derniére est définie.

Les ensembles rationnels d’un monoide M et les séries rationnelles forment des sous-
semi-anneaux de P(M) et des séries formelles respectivement.

EXEMPLE 1.3 Soit A = {a, b} un alphabet. Formons un langage rationnel dans le monoide
libre A*. Le langage ab (en fait le singleton {ab}) est un langage fini, le langage a + b aussi.
Le langage (a+b)* est ’étoile d'un langage fini, donc il est rationnel. En fait, il s’agit de A*
tout entier. Le langage £1 = (a + b)*ab(a + b)* est un produit de langages rationnels ; il
est donc aussi rationnel. Intuitivement ce langage contient tous les mots qui contiennent
le facteur ab. Pour former un mot qui appartient a ce langage, on peut en effet mettre ce
que l'on veut au début ou a la fin ((a + b)*) & condition d’insérer ab au milieu.
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On peut analyser un peu plus finement ce que représente cette description. Plagons
nous dans le cadre des séries a multiplicité dans N. Le mot ab est alors vu comme un
polynoéme formé d’un seul monéme dont le coefficient est 1. La série x4 = (a + b)* est
la série caractéristique de A*, c’est-a-dire que pour tout mot u de A*, (x4+,u) = 1. La
série s1 = (a + b)*ab(a + b)* est donc une série rationnelle. La multiplicité d’'un mot u
dans s; est le nombre de fagons dont u se factorise en u = v.ab.w, c¢’est donc le nombre de
facteurs ab qui apparaissent dans u.

3.5 Ensembles reconnaissables

DEFINITION 1.32 Soit M un monoide. Un sous-ensemble £ de M est un ensemble re-
connaissable (par morphisme) s’il existe un monoide fini N, un morphisme ¢ de M
dans N tel que L = (Lo)p~! (en d’autres termes, le sous-ensemble L est I'image inverse
par ¢ d’une partie de N ). Un langage L de A* est un langage reconnaissable si c’est
un sous-ensemble reconnaissable de A*.

EXEMPLE 7.1 Soit A = {a,b} et N3 = (Z/3Z,+). Soit ¢ : A* — N3 le morphisme défini
par ap = 1 et bp = —1. ’image d’'un mot de A* dans N3 par ¢ est donc la différence

L est un

modulo 3 entre le nombre de a et le nombre de b. Le langage L3 = {—1,1}p~
langage reconnaissable ; c’est ’ensemble des mots de A* dont le nombre de a est différent

du nombre de b modulo 3.

EXEMPLE 1.4 Soit ¢ le morphisme de A* dans le monoide M; (présenté page 22) défini
par ap = x et bp = y. Un examen attentif (d’autres techniques nous permettront de le
vérifier) nous permet de voir que :

1M1g071 = 14+, tgofl =bta",
zp t=at, 0Ml<p_1 = A*abA* = L;.
yo =0t

Le langage L1, image inverse de 07, par ¢ est donc un langage reconnaissable de A*.

4 Automates

4.1 Automates sur un semi-anneau

DEFINITION 1.33 Un automate A sur un semi-anneau K est défini comme un quin-
tuplet (Q,K,E,I,T), ot Q est un ensemble fini d’états, E une matrice de K*% I et T
deux vecteurs (respectivement ligne et colonne) de K@. E est la matrice de transition
de A, I et T sont respectivement les vecteurs initial et final de A.



32 1 Notions fondamentales

Les éléments des supports de E, I et T' sont respectivements appelés transitions, états
initiaux et états finals (ou terminaux).

DEFINITION 1.34 Le graphe sous-jacent 4 un automate A = (Q,K,E,I,T) est le
graphe orienté G4 = (Q,Supp(E) ).

DEFINITION 1.35 Soit A = (Q,K,E,I,T). Un chemin de A de longueur k est une
suite d’états (po,p1,-..,pk) telle que, pour tout i dans [1;k], (pi—1,p;) est une transi-
tion. L’étiquette d’un chemin C est I'élément E¢ = Ep, p, @ Ep p, @ ... Q B, | 5, . Ce
chemin est réussi si pg est un état initial et pp est un état final. Le calcul correspondant
a un chemin réussi C est I, ® E¢c ® T), . L’élément de K reconnu par I'automate est la
somme des calculs des chemins réussis de 'automate, si elle est définie. Deux automates
sont équivalents s’ils reconnaissent le méme élément de K.

DEFINITION 1.36 Un automate A = (Q,K, E,I,T) est normalisé s’il ne comporte qu'un
état initial i et un état final t avec I; =T} = 1k, que ces états sont distincts, et que, pour
tout p dans Q, E,; = Ey;, = Ok.

PrRoPOSITION 1.2 Tout automate est équivalent a un automate normalisé.

Démonstration. Soit A = (Q,K, E,I,T) un automate. Soit i et ¢ deux états qui n’ap-
partiennent pas & (). On pose @' = Q U {i,t} et on définit £’ dans KQ*Q par :

E,g sip,ge@

I, sip=ietqeQ

T, sig=tetpeQ

Ok sip=t, g=1iou (p,q) = (i)

[
Ep7q -

L’automate A = {Q',K, E',i,t}3 est normalisé. Il y a une bijection entre les chemins
réussis de A et ceux de A’ :

(p07' .- 7pk) — (iap07p17' .. 7pk7t)

De plus, le calcul correspondant & un chemin réussi de A et celui correspondant & son
image dans A’ sont égaux. La somme des calculs des deux automates est donc la méme;
ils sont équivalents. O

Examinons le rapport entre les produits matriciels qu’on peut effectuer sur E, I ou T
et les étiquettes des chemins.

Le produit I®@T = P,

La matrice E représente les étiquettes des transitions, c’est-a-dire des chemins de

1, ®T, est la somme des calculs de longueur 0 de I'automate.

longueur 1; le produit I ® F® T = ®p,q€Q I, ® B, , ® T, est donc la somme des calculs
de longueur 1 de 'automate.

On peut généraliser cette constatation :

3Pour alléger I’écriture, on note i (resp. t) le vecteur caractéristique de i (resp. de t).
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PrOPOSITION 1.3 Soit A = (Q,K, E,I,T) un automate. La somme des calculs de lon-
gueur k de 'automate est I @ E¥ @ T. L'élément reconnu par I’automate, s’il est défini,
est [ E*®T.

Démonstration. On montre par récurrence sur la longueur des chemins que (Ek)p,q est
la somme des étiquettes des chemins de longueur k entre p et g. C’est trivialement vrai
pour k = 0. Si le résultat est vrai pour k, tout chemin de p a ¢ de longueur k + 1 se
décompose en un chemin de p a r, pour un certain état r, et une transition de r a ¢g. La
somme des étiquettes des chemins de longueur k + 1 entre p et ¢ est donc

P(EY)pr ® Erg = (B )y,
reQ

ce qui montre le résultat. La somme des calculs de longueur £ entre p et g est donc I, ®
E;,f’q ® Tj et la somme des calculs de longueur £ de 'automate est

GB Ip@(Ek)p,q(gTq =IQE' QT.
P,q€Q

La somme des calculs de 'automate est

@I@Ek®T:I® <€BE’“> QT=IQFE*®T

keN keN

O

PrOPOSITION 1.4 Les coefficients de I’étoile d’une matrice sont rationnels par rapport
aux coefficients de la matrice.

4.2 Automates sur un monoide

La définition d’'un automate sur un monoide découle de I'identification du monoide M
avec les singletons du semi-anneau P(M). On va donner explicitement les définitions que
I’on obtient.

DEFINITION 1.37 Un automate A sur un monoide M est défini comme un quintuplet
(Q,M,E,I,T), o1 Q est un ensemble fini d’états, ott E est une matrice de (Rat M)@*?
et I et T des vecteurs de (Rat M)?.

Les chemins, étiquettes des chemins et calculs d’un automate sont définis de la méme
facon que dans le cas des semi-anneaux.

DEFINITION 1.38 Soit A un automate sur M. Un élément de M est accepté par A s’il
appartient a un calcul de A. L’élément de P(M ) reconnu par A est 'ensemble reconnu
par I"automate. L’addition du semi-anneau P(M) étant I'union, I'ensemble reconnu par
Pautomate A est ’ensemble des mots acceptés par A.
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La proposition 1.4 a pour corollaire immédiat que I’ensemble reconnu par un automate
est rationnel. Réciproquement, a partir d’une expression rationnelle, il existe plusieurs
méthodes classiques pour construire un automate qui dénote le méme ensemble. Nous
n’y revenons pas ici, mais nous aurons l’occasion d’en décrire plusieurs dans les chapitres
suivants.

THEOREME 1.1 Un ensemble est rationnel si et seulement s’il peut étre reconnu par un
automate fini.

REMARQUE 1.12 Il convient de souligner la différence entre un ensemble reconnaissable
(reconnu par un morphisme) et un ensemble rationnel (reconnu par un automate). Un
ensemble rationnel peut ne pas étre reconnaissable. Par exemple, dans le monoide (N2, +),
I'ensemble {(z,y) | * < y} peut étre reconnu par un automate et n’est pourtant pas recon-
naissable. Nous verrons cependant que dans le monoide libre ces deux notions coincident.

DEFINITION 1.39 Soit A= (Q, M, E,I,T) un automate. Pour tout état p de Q, le passé

de p dans A, noté Past4(p), est I'ensemble reconnu par Iautomate (Q,M,E,I,p). De
méme, le futur de p dans A, noté Fut 4(p), est 'ensemble reconnu par I'automate (Q, M, E,p,T")
et, pour tout couple d’états (p,q), ’ensemble de transition Trans4(p, q) est I’ensemble re-
connu par l'automate (Q, M, E p,q).

Le passé (resp. le futur) est donc I'ensemble des éléments qui étiquettent des débuts
de calculs menant en p (resp. des fins de calculs venant de p). Le produit d’un élément
du passé par un élément du futur étiquette donc un calcul de I'automate passant par p.
Donc Past 4(p).Fut4(p) est inclus dans I'ensemble reconnu par A.

De méme, Past4(p).Trans4(p, q).Fut4(q) est inclus dans cet ensemble.

DEFINITION 1.40 Soit A= (Q,M,E,I,T) et B={(R,M,F,J,U) deux automates. Une
application i de (Q dans R est un morphisme d’automates de A dans B, si

— pour tout élément p de @), I, est inclus dans Jy,, et T, est inclus dans Uy,

— pour tout couple (p,q) de Q x Q, E, 4 est inclus dans Fj, 4.

PropoSITION 1.5 Soit A et B deux automates sur un monoide M. S’il existe un mor-
phisme de A dans B, I'ensemble reconnu par A est inclus dans celui reconnu par B.

DEFINITION 1.41 Un automate A = (Q, M, E,I,T) est non-ambigu si, pour tout élément x
de M, il existe au plus un seul chemin réussi de A, (po,p1,.-.,pk), au calcul duquel ap-
partient x, et, le cas échéant, une seule factorisation de x = xg.x1.22...T.Tpy1 telle

que :
Vi e [13 k]v i € Ep_y i
x0 € Ip, et Tht1 € Th,-
Cette derniere notion est globale, ce qui permet de la définir dans n’importe quel

monoide, ce qui n’est pas le cas du déterminisme qui n’a un sens que dans le monoide
libre.
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a,b a,b
IO S S T

F1G. 1.4 — Un automate a trois états

4.3 Automates sur un alphabet

Lorsqu’on travaille dans le monoide libre (A*), on préfere manipuler des automates
dans lesquels chaque transition correspond a une seule lettre. Ces automates particuliers,
«temps-réel» (puisqu’a chaque opération représentée par une lettre, on effectue une tran-
sition), sont les automates classiques. Ils permettent d’établir le lien entre les langages
rationnels et reconnaissables.

DEFINITION 1.42 Un automate A est un quintuplet (Q, A, E,I,T), ou @ est un en-
semble fini d’états, A un alphabet fini, & un sous-ensemble de QQ x A X () appelé ensemble
des transitions et I (resp. T') un sous-ensemble de ) regroupant les états initiaux(resp.
terminaux).

L’étiquette d’une transition (p,a,q) de E est a; pour tout e dans E, |e| représente
Détiquette de e.

EXEMPLE 1.5 Soit A; = (Q, A, E, I, T) 'automate défini par :

Q ={p,q,r},
A ={a, b},
E ={(p,a,p), (p,b,p), (0 a,9),(q,b,7), (r,a,7),(r,b,7)},

I ={p},
T ={r}.

La représentation graphique de cet automate est donnée figure 1.4. Les états initiaux sont
indiqués par une fleche entrante et les états terminaux par une fleche sortante. Le graphe
sous-jacent de cet automate est celui de la figure 1.1.

DEFINITION 1.43 Soit A= (Q,A,E,I,T). Un chemin de A est une suite de transitions
dont les images dans le graphe sous-jacent forment un chemin. L’étiquette d’un chemin
est le mot formé par la concaténation des étiquettes des transitions qui le constituent. Un
chemin réussi (aussi appelé calcul) de A est un chemin dont I'état de départ appartient
a I et celui d’arrivée a T

DEFINITION 1.44 Un mot de A* est accepté par un automate A s’il existe un calcul de A
dont ce mot est I'étiquette. Le langage reconnu par un automate est I’ensemble des mots

qu’il accepte. Deux automates sont équivalents s’ils reconnaissent le méme langage.

THEOREME 1.2 Un langage est rationnel si et seulement s’il existe un automate qui re-
connait ce langage.
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On verra en effet dans le chapitre 6 qu’a partir d’une expression rationnelle, on peut
construire un automate qui reconnait le langage représenté par ’expression.

EXEMPLE 1.6 On voit facilement que 'automate de la figure 1.4 accepte tous les mots
de {a,b}* qui contiennent un facteur ab et que ce sont les seuls mots acceptés. Le langage
reconnu par cet automate est donc £; = {a, b}*ab{a,b}*.

Pour des raisons de facilité, ou pour obtenir une description plus compacte, on peut
parfois recourir a 'utilisation dans les automates de transitions qui ne sont pas étiquetées
par des lettres mais par le mot vide. Ces transitions que nous appelons transitions spon-
tanées, parce qu’elles correspondent au passage d’un état dans un autre sans qu’aucune
opération ne soit effectuée, sont parfois appelées e-transitions. Nous renoncons a cette
appellation qui fait référence au symbole £ qui dénote alors le mot vide et auquel nous

préférons 1 4+.

DEFINITION 1.45 Un état ¢ d’'un automate est un état accessible s’il existe un chemin
d’un état initial vers q ; il est co-accessible s’il existe un chemin de q vers un état terminal.

Un automate est émondé si tous ses états sont accessibles et co-accessibles.
ProprosiTION 1.6 Tout automate est équivalent a un automate émondé.

En effet, si un état d’un automate n’est pas a la fois accessible et co-accessible, on peut le
supprimer sans changer le langage reconnu par ’automate.

DEFINITION 1.46 Un automate sur un alphabet A est déterministe s’il n’a qu’un état
initial et si, de chaque état, part au plus une transition étiquetée par chaque lettre. De
méme, il est co-déterministe s’il n’a qu’un état final et si, dans chaque état, arrive au
plus une transition étiquetée par chaque lettre.

DEFINITION 1.47 Un automate sur un alphabet A est complet si de chaque état part au
moins une transition étiquetée par chaque lettre.

On considere généralement cette notion dans le cadre des automates déterministes. De
chaque état part alors une et une seule transition étiquetée par chaque lettre. On peut
toujours rendre un automate complet en ajoutant un état non co-accessible dans lequel
arrive les transitions qu’on rajoute pour obtenir un automate complet.

DEFINITION 1.48 Pour tout état p de Q, pour toute lettre a de A, on note

pra={q€Q|(p,a,q) € E}

Iensemble des successeurs de p par a.
Si X est un sous-ensemble de (),

X-a= Up-a.
peX
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Les successeurs d’un état p ou d’un ensemble X par un mot u = u'a sont définis récursi-
vement par :

pu=p-u)a, X-u=(X-u) a

Le monoide libre A* agit ainsi a droite sur I'ensemble P(Q). Si A est un automate
déterministe, A* agit a droite sur Q.

On peut symétriquement définir I'ensemble des prédécesseurs de p par a et étendre
cette notion aux prédécesseurs d’un sous-ensemble X de (Q par un mot u. On définit
ainsi une action a gauche de A* sur P(Q) qui, si Pautomate est co-déterministe, est plus
particuliérement une action a gauche de A* sur Q).

On I’a vu, les transitions peuvent étre considérées comme une matrice de P(A)?*?. Dans
les automates sur A, accent est mis sur les générateurs. Au lieu d’utiliser la matrice de
transition E, on préfere considérer la fonction p : A — B@*? telle que :

E= Y (ap)a

acA*

DEFINITION 1.49 La représentation linéaire d’un automate A = (Q, A, E,I,T) est
un triplet (\, i, ), oll A et v sont respectivement des vecteurs ligne et colonne de BY, et p
un morphisme de A* dans BY*€ tels que :

VpeQ, yz=lgepecl, yy=Ilgepel,
Vp,q € Q, Ya€ A, (ap)pq=1p & (p,a,q) € E.

PROPOSITION 1.7 Soit A un automate et (A, u,v) sa représentation linéaire. Le monoide
(fini) engendré par Ap est appelé monoide de transition de A. Il reconnait le langage
reconnu par A.

En effet, les mots u acceptés par A sont exactement ceux pour lesquels il existe un
couple (i,t) € I x T tel que (up);+ # Og.

THEOREME 1.3 (Kleene) Soit A un alphabet fini. Un langage de A* est rationnel si et
seulement s’il est reconnaissable.

La proposition 1.7 montre qu’un langage rationnel est reconnaissable. Réciproquement,
soit £ un langage reconnu par le morphisme p de A* sur un monoide fini M. A partir
du graphe de Cayley de M, on peut facilement construire un automate déterministe
qui accepte L :

A= (M,A,{(x,a,y) ’ Y= x'(aﬂ)}71M7£:U'>'

COROLLAIRE 1.8 Tout automate est équivalent a un automate déterministe.
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Il suffit en effet de considérer le graphe de Cayley du monoide de transition de 'automate
de départ A. Le monoide de transition M4 est, rappelons-le, un ensemble de relations
de @ dans @, ou () est 'ensemble des états de A. En fait, on peut obtenir a partir de A
un automate plus petit que ce graphe de Cayley. La seule chose qui importe pour savoir si
un élément o de M4 est final, est le fait que I« contienne ou non un état final de A. On
peut donc définir la relation d’équivalence sur M4 : o ~ 3 < Ia = I13. Attention, cette
relation n’est quune congruence droite*, ce qui permet de quotienter le graphe de Cayley
(& droite) du monoide. Le calcul de Pautomate qui en résulte ne nécessite pas le calcul
du monoide de transition. C’est ce qu’on appelle la construction des sous-ensembles®. On
appelle 'automate obtenu le déterminisé de A. .

DEFINITION 1.50 Soit A= (Q, A, E,I,T) un automate. On définit I'automate détermi-
nisé de A, D= (R, A, F,J,U) par :

R=A{I ul|ue A"},

J = {1},

U={XeR|XNT # 0},
F={(X,a,Y) e RxAXR|Y =X -a}.

De fagon duale, on définit I'automate co-déterminisé de A, C = (S, A,G,H,V ) par :

S={u-T|ue A"},
H={XeS|XnNI#0}},

V= {1},
G={(X,0,Y)eRXAXR|X=0a Y}

Le déterminisme d’un automate lui conféere quelques propriétés :

PROPOSITION 1.9 Soit A un automate déterministe qui reconnait un langage L. Alors,
pour tout état p,

i) pour tout état q distinct de p, Past 4(p) N Past4(q) = 0.

ii) pour tout mot u de Past4(p), on a Futy(p) = u~'L.

Démonstration.  Soit ¢ I’état initial de A. Le premier point est trivial, & cause du
déterminisme, un mot donné ne peut mener au plus qu’en un seul état a partir de ¢ et ne
peut donc appartenir qu’au passé de cet état. Quant au second point, tout mot du langage
qui accepte u comme préfixe se décompose en u.v, avec v qui appartient a Futg(i - u).
Réciproquement, pour tout mot v de Futg(i - u), le mot u.v est dans le langage. O

Voyons la relation entre les futurs des états d’un automate et ceux de son déterminisé.

4Ce n’est pas forcément la plus grossiere qui sature 'image de £ dans M.
®«subset constructions en anglais, voir [23]
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LEMME 1.10 Soit A un automate et D son déterminisé. Alors, pour tout état X de D, on
a:

Futp(X) = | J Futa(p).
peX

Démonstration. La preuve est par récurrence sur la longueur des mots. Par définition du
déterminisé, le mot vide appartient au futur de X (en d’autres termes, X est final) si et
seulement si il appartient au futur d’un des états de A qui sont dans X. Soit v un mot de
longueur non nulle ; u s’écrit u = a.u’. On obtient :

u € Futp(X) <= v’ € Futp(X - a)

—u € U Futa(q)
qeX-a

—u € U U Fut4(q)
peX q€p-a
= u=au € U Futa(p).

peX

O

On voit que les quotients du langage jouent un role particulier. Dans un automate
déterministe quelconque, il se peut que deux états aient le méme futur et correspondent
donc au méme quotient. On peut définir un automate déterministe canonique dans lequel
chaque quotient correspond a un seul état :

DEFINITION 1.51 L’automate minimal d’un langage L sur A* est 'automate déterministe
Ar=(Q,A,E,{i},T), défini par :

Q={u"'L|uec A}~ {0}
1 =L

T={peQ|1la €p}

E ={(p,a,q) | a"'p=q}

REMARQUE 1.13 L’automate ainsi défini est émondé. On peut définir 'automate minimal
comme 'automate des quotients gauches de L, éventuellement ensemble vide compris, ce
qui donne un automate qui, le cas échéant, a un état de plus qui n’est pas co-accessible, mais
I'automate est alors complet. Cependant, dans la suite, nous utiliserons essentiellement
I’automate minimal émondé.

Par construction, le futur d’un état étiqueté par un quotient u =L est égal & ce quotient.

Il est facile de montrer que tout automate déterministe A émondé qui accepte un
langage L s’envoie par quotient surjectif sur ’automate minimal de £. Il suffit d’associer
a un état p 'état de 'automate minimal qui correspond & Fut4(p) (qui est un quotient
de £).

On peut construire 'automate minimal par raffinement successif de partitions d’états
sur lesquelles on examine ’action des lettres. Nous ne reviendrons pas ici sur cet algorithme
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di & Moore et dont une version donnée par Hopcroft est en O(nlogn). On pourra aussi
consulter [50] pour une analyse en moyenne de cet algorithme sur certaines classes de
langages.

On s’intéresse ici a une autre méthode, algorithmiquement moins performante mais
qui nous donnent certaines informations sur des classes d’automates que nous étudierons
plus tard. Elle est due a Brzozowski.

PROPOSITION 1.11 Le déterminisé d’un automate co-déterministe est un automate mini-
mal.

Démonstration. Siun automate A est co-déterministe, les futurs de ses états sont disjoints
deux a deux. Le futur d’un état du déterminisé D, est, par construction, I'union des
futurs des états de A auquel il correspond. Les futurs des états de D sont donc distincts.
L’automate D est par conséquence minimal. O

COROLLAIRE 1.12 Si un automate est a la fois déterministe et co-déterministe, il est
minimal.

La portée de ce corollaire est relativement faible, puisque nous verrons que de tels auto-
mates ne peuvent reconnaitre qu’'une classe restreinte de langages ; ce résultat nous sera
toutefois utile lorsque nous étudierons les langages a groupe ou réversibles.

Examinons maintenant le monoide de transition de I’automate minimal d’un langage.
Comme 'automate minimal est un quotient de tout automate déterministe qui reconnait
le langage, son monoide de transition est un quotient du monoide de transition de chacun
de ces automates déterministes.

D’autre part, on a vu qu’on peut construire un automate déterministe qui reconnait
le langage a partir de n’importe quel monoide qui reconnait le langage. Il s’agit du graphe
de Cayley, dont le monoide de transition est le monoide lui-méme (puisque P'action des
générateurs a droite sur les états est la multiplication du monoide).

On obtient donc la proposition suivante :

PROPOSITION 1.13 Le monoide de transition de I'automate minimal d’un langage sur A*,
appelé monoide syntaxique du langage est un quotient de n’importe quel monoide qui
reconnalt le langage. Il existe un morphisme canonique de A* dans ce monoide; nous
Pappellerons le morphisme syntaxique.

Nous avons vu que dans le monoide libre existe la notion d’image miroir d’un mot. On
peut appliquer aux automates une transformation en correspondance avec cette opération.

DEFINITION 1.52 Soit A un automate dont la représentation linéaire est (\, u,v). L’au-
tomate transposé de A est 'automate A' défini par la représentation linéaire (v', ut, \!)
ot Mt et v! sont les vecteurs transposés respectifs de \ et v et ot ' est un morphisme qui,
a tout mot u de A* associe la matrice transposée de u.
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L’automate transposé de A reconnait 'image miroir de £ (puisque A\@uu®@v = v' @uu! ®
V).

Pour conclure, on va rappeler une construction classique sur les automates. Etant
donné deux automates A et B, calculer un automate qui reconnait I'union des langages
reconnus par A et B est trés simple, il suffit de considérer 'union des deux automates.
Calculer 'automate qui reconnait I'intersection des langages est un peu plus compliqué.
Cette opération s’appelle le produit. Il faut souligner ici que le langage que reconnait le
produit de deux automates n’est pas le produit des langages mais leur intersection.

DEFINITION 1.53 Soit A = (Q,A,E,I,T) et B = (R, A, F,J,U) deux automates. Le
produit de A et de B est 'automate C = (Q X R, A,G,I x J,T x U), avec

K={(pq),a,®,d) | (p,a,q) € E,(p',a,q) € F}.

En pratique, on ne construit que la partie accessible du produit. Il peut parfois étre
intéressant de calculer le produit d’un automate par lui-méme (qu’on appelle son carré).
En effet, chaque chemin du carré correspond a deux chemins de I'automate ; ceci permet
d’effectuer certaines comparaisons.

4.4 Automates a multiplicité

On peut définir les automates sur A a multiplicité dans un semi-anneau K, comme des
automates sur le semi-anneau K({{A*)). Toutefois, 1a encore, on s’intéressera aux automates
«temps-réel», c’est-a-dire les automates dont les transitions sont étiquetées par des lettres
pondérées, donc par des sommes de monomes de degré 1 :

DEFINITION 1.54 Un automate a multiplicité dans un semi-anneau K sur un alpha-
bet A est un sextuplet A = (Q,A,K,E,I,T), ot Q est un ensemble fini d’états, E un
sous-ensemble fini de Q x A x K, x Q qui sont les transitions de A, et I et T' deux vecteurs
de K€.

On suppose qu’entre deux états p et ¢, il n’y a au plus qu’une transition par lettre
de A. Au besoin, on remplace deux transitions (p,a,k,q) et (p,a,k’,q) par la transi-
tion (p,a,k ® K, q).

On peut remarquer que les transitions sont étiquetées par des éléments de K. En effet,
ajouter une transition étiquetée par Og ne change pas la série reconnue (ou réalisée).

DEFINITION 1.55 L’automate sous-jacent d’un automate A = (Q, A, K, E,I,T) a mul-
tiplicité est un automate B = (Q, A, F, J,U ) (sans multiplicité) tel que

F={(p,a,q) | 3k € K, (p,a,k,q) € E},

U :{p ’ Tp 7é O]K}
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On dira qu’un automate a multiplicité est déterministe, co-déterministe ou complet si son
automate sous-jacent I’est.

On peut définir une représentation linéaire pour les automates avec multiplicité de la
méme maniere que pour les automates «classiques».

DEFINITION 1.56 La représentation linéaire d’un automate A = (Q, A, K, E,I,T) est
un triplet (A, u,v), ott X et v sont respectivement des vecteurs ligne et colonne de K<, et p
un morphisme de A* dans K9*< tels que :

VpeQ, N =1,, v,=T),
Vp,q € Q, Ya € A, (ap)pq =k < (p,a.k,q) € E.

Si (p,a,q) n’est pas une transition de I'automate sous-jacent de A, (ap)pq = Ok.

REMARQUE 1.14 Si « est réalisé par un automate dont la représentation linéaire est (\, p, v/),

1

pour tout mot u de A*, la série u™ "« est réalisée par un automate dont la représentation

linéaire est (A ® up, p, v).

Le probleme de la déterminisation des automates a multiplicité est de loin beaucoup
plus délicat que dans le cas des automates sans multiplicité. On a en effet, un lien similaire
entre les futurs des états d’'un automate déterministe et les quotients de la série.

PRrROPOSITION 1.14 Soit A un automate déterministe & multiplicité dans K qui réalise une
série s. Alors, pour tout état p de A, pour tout mot u de Past4(p),

(Past 4(p),u) ® Fut4(p) = u™'s.

Démonstration. Comme A est déterministe, pour tout mot dont u est un préfixe, et qu’on
peut écrire u.v,

(s,u.v) = (Past(p),u) @ (Fut4(p),v).

On obtient donc directement le résultat. O

On le voit, chaque quotient d’une série réalisée par un automate déterministe est multiple
(dans K) d’une série prise dans un ensemble fini. Toute série rationnelle ne respecte pas
cette propriété. Par exemple, la série a* + (2a)* sur N a pour quotients {a*+2"(2a)* | n €
N}. On peut vérifier qu’il n’y a pas d’ensemble fini de séries tel que chacun de ces quotients
est un multiple d’un élément de cet ensemble. Les séries réalisables par un automate fini
sont donc un sous-ensemble strict des séries rationnelles.

DEFINITION 1.57 Soit s un série de KRat A*. On dit que s est une série séquentielle’
si s peut étre réalisée par un automate déterministe.

On I'a vu, les quotients d’une série séquentielle appartiennent a un cone finiment engendré
et ce n’est en général pas le cas des séries rationnelles. Toutefois, les quotients des séries
rationnelles respectent la propriété suivante qui est caractéristique :

50n appelle série séquentielle ce qui était traditionnellement appelé série sous-séquentielle.
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THEOREME 1.4 Une série formelle sur A* a coefficients dans K est rationnelle si et seule-
ment si elle appartient a un K-semi-module de type fini clos par quotient (par rapport aux

mots de A*).

Démonstration.  Soit s une série formelle et g = (g1,92,...,9,) un systéme générateur
d’un semi-module clos par quotient contenant s. On considére g comme un vecteur co-
lonne. Comme il s’agit d’un systéme générateur, il existe un vecteur ligne A de K" et une
application p de A* dans K™*" tels que :

S=A®g
Vu e A" utg =(up) @ g

Comme le quotient est une action a droite des mots sur les séries, p est un morphisme.
On pose v = (vy,...,vy), vecteur colonne tel que, pour tout i de [1;n], g; = (s1,14+). Le
triplet (A, u, V) est la représentation linéaire d’un automate. Pour tout mot u,

(s,u) =(A®@g,u)
=A® (g, u)
=A@ (u"'g, 1ar)
=A® (up) @ v

L’automate ainsi construit reconnait s qui est donc rationnelle.

Considérons a présent une série rationnelle s réalisée par un automate A = (Q, A, K, E, I,T)
a n états. Pour tout mot u de A*,quel que soit le mot w acceptant u comme préfixe
(w =wu.v),on a:

(s, 0) = (s5,0) = €D (Pasta(p), ) @ (Fut(p),v).
q€Q

Donc, on a la relation
-1
u s = GB (Past4(p), u) @ Futa(p).
qe@
Les futurs des états de I'automate engendrent donc un K-semi-module de type fini clos
par quotient et qui contient s. O

On peut revenir aux séries séquentielles et en donner une caractérisation :

THEOREME 1.5 Une série formelle sur A* a coefficients dans K est rationnelle si et seule-
ment si ses quotients appartiennent a un K-cone finiment engendré.

Démonstration. Le fait qu’une série séquentielle respecte cette propriété est un corollaire
immeédiat de la proposition 1.14.

Si les quotients d’une série formelle appartiennent & un cone finiment engendré par une
famille (g1, g2,.-.,9n), ils appartiennent au sous-module engendré par les mémes généra-
teurs, qui est stable pour I'opération quotient, et la série est donc rationnelle. Dire que les
quotients appartiennent & un cone signifie que pour toute lettre a, pour tout i de [1;n],
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il existe j dans [1;n] et k;; dans K tel que a"lg = k; jgj. On peut donc trouver un
morphisme ;. de A* dans K™ " tel que, pour toute lettre a de A, chaque ligne de ap
n’a qu'un coefficient non nul. Comme, de méme, la série s est proportionnelle a 'un
des g;, 'automate correspondant a la représentation linéaire (A, u, ) ainsi construite est
déterministe. O

De méme qu’on a défini 'action des lettres sur les états d’'un automate, dans le cas
d’un automate avec multiplicité, on peut définir la fonction de production d’un mot
sur un état :

DEFINITION 1.58 Soit A = (Q, A, K, E,I,T) un automate a multiplicité et (\, u,v) sa
représentation linéaire. Pour tout état p de Q, on pose xP) le vecteur de K@ caractéristique
de p (Xl(,p) = 1k et pour tout q # p, Xép) = Ok ). Pour tout mot u, on définit la production

de u a partir d’un état p par :
pxu=xP . (up).

Si X est un sous-ensemble de @,

X*a:@p*a.

peX

Parmi les automates a multiplicité, citons deux familles particulieres. Premierement,
ceux dont les coefficients appartiennent a Rat B*, ou B est un alphabet fini. Il s’agit
alors de transducteurs; ils ont été largement étudiés dans le passé. C’est le méme type
de questions que celles qui ont été résolues pour les transducteurs que nous allons nous
poser au sujet d’une seconde famille, celle des automates a coefficients dans un semi-
anneau (max, +).



Chapitre 2

Automate universel

En 1971, J.H. Conway [19] a défini la matrice des facteurs d’un langage rationnel. Son
but était de donner un moyen de décider si un langage rationnel £ appartenait a la cloture
rationnelle d’une famille finie de langages rationnels (£;);c;. Depuis, cette construction
a été plusieurs fois retrouvée. O. Carton [12] a montré que cette construction pouvait
étre faite dans n’importe quel monoide. J. Sakarovitch [55] a mis en lumiere une autre
propriété de cette matrice des facteurs (facilement transformable en automate) : il existe
un morphisme de tout automate qui reconnait le langage dans cet «automate des facteurs».
Cette propriété incite a donner a cet objet le nom d’automate universel que nous employons
ici. Elle avait été exploitée dans [4] pour le probleme de I'obtention d’un automate minimal
non-deterministe. On trouvera dans [55] une étude complete des propriétés de 'automate
universel.

Toutefois, par souci de cohérence et afin de fixer certaines conventions, nous reprenons

ces résultats dans la premiere partie de ce chapitre.

Le paragraphe 1 présente des définitions et propriétés qui figurent déja, sauf mention
explicite, ailleurs ([19, 4, 12, 55]). Elles sont évidemment nécessaires a la compréhension des
paragraphes suivants. Les résultats principaux en sont que, pour tout langage reconnais-
sable, il existe un automate fini qui reconnait le langage et dont les états sont caractérisés
par le couple formé de leur passé et de leur futur qui représente une factorisation maxi-
male du langage. Cet automate doit son qualificatif d’automate universel au fait que tout

automate émondé qui reconnait le langage s’y envoie par morphisme.

Le paragraphe 2 présente une construction de 'automate universel a partir de 'auto-
mate minimal, en évitant le calcul du monoide syntaxique, ce qui rend la complexité de la

construction dépendante uniquement de la taille du résultat.

La paragraphe suivant présente 1’écorché de 'automate universel. Il s’agit d’une repré-
sentation qui permet de faire apparaitre les propriétés de 'automate universel en codant
a l'aide de transitions spontanées un certain nombre de transitions «redondantes » de
I'automate universel. D’un point de vue pratique, ceci permet de diminuer le nombre de
transitions a stocker, mais aussi de pouvoir dessiner des automates universels relativement

gros.

45
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Le dernier paragraphe montre comment établir un lien entre I’automate universel d’un
langage et un automate donné qui reconnait ce méme langage, ce qui permettra ensuite
de retrouver dans le premier des propriétés héritées du second. Ceci est en fait la clé des
raisonnements que nous allons effectuer par la suite. L’automate universel peut en effet
étre construit, d’une part, a partir d’'un automate particulier (qu’on ne sait a priori pas
construire) duquel il hérite certaines propriétés et, d’autre part, a partir de I'automate
minimal reconnaissant le méme langage, ce qui permet une construction effective.

1 Définitions et propriétés de ’automate universel

1.1 Automate universel dans un monoide quelconque

Factorisations d’un ensemble. La définition de I'automate universel, basée sur la
notion de facteurs, est possible pour n’importe quel sous-ensemble £ de n’importe quel
monoide N.

Naturellement, le nombre d’états de I'automate universel d'un ensemble quelconque
n’est pas nécessairement fini, ni méme dénombrable.

DEFINITION 2.1 Une sous-factorisation d’un sous-ensemble £ de N est un k-uplet
de sous-ensembles non vides de N, (Ry,Ra,...,Ry) appartenant & (P(N)~ {0})¥, tel
que R1.Rs ... Ry est inclus dans L. Les sous-factorisations sont partiellement ordonnées
par inclusion. Une factorisation de L est une sous-factorisation maximale. Si une facto-
risation de L est un couple (L, R), on dit que L est un facteur gauche et R un facteur
droit de L.

REMARQUE 2.1 Dans ce qui suit, on considérera les factorisations qui sont des couples,
sauf mention explicite. Puisqu’elle est maximale, une factorisation (L, R) de £ est entie-

rement déterminée par la donnée de L (ou de R) :

L=max{XCN|XRCL}, R=max{XCN|LXCLCL}

EXEMPLE 1.7 Les factorisations du langage £1 = A*abA* sont
(A%, A*abA*), (A"aA* A"DA") et (A"abA*, A™).

En effet, pour toute sous-factorisation (L, R) de L, s’il existe un mot de L ne contenant
pas de a, tout mot de R contient un facteur ab et s’il existe un mot de R ne contenant
pas de b, tout mot de L contient un facteur ab. Il n’est pas difficile de voir que les trois
factorisations données sont bien maximales.

EXEMPLE 7.2 Soit N3 = (Z/3Z,+) et L3 = {1,2}. La figure 2.1 représente la table du
monoide ; les éléments de L3 sont encadrés, les rectangles indiquent les factorisations. Cette
facon «géométrique» a été étudiée dans [20].
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0]1]2
o| o |[T[]2]
1|[1]]]2]| o

2 |[[2]] o [1]

F1a. 2.1 — La table du groupe Z/37Z et les factorisations de Ls.

Les factorisations sont donc les suivantes :

({0}, {1,2}), ({1},{0,1}), ({2},{0,2}),
({1,23,{0}),  ({0,1},{1}), ({0,2},{2}).

EXEMPLE 8.1 Soit a* le monoide librement engendré par a et Lo = a* ’ensemble des
mots de A* qui contiennent au moins une lettre. Les factorisations de Lo sont (a*,a™)
et (a™,a*).

EXEMPLE 9 Soit Ny le monoide des fonctions de R dans R munies de la composition
et L5 le singleton contenant la fonction identité. Les factorisations de L5 sont les couples
maximaux (L, R) tels que
— L est un ensemble non vide d’applications injectives telles que quel que soit « et
appartenant & L, quel que soit (z,7) dans R? xa = yf3 entraine x = y.
— R est 'ensemble des fonctions réalisant I'inverse de a sur Im ¢, pour tout o dans L.
Le couple suivant est un exemple de factorisation de 'identité :

({arctg,arctg + 7}, {a | X C Supp(a) C R,Vz € X, zax = tg(x)}).

Le nombre de factorisations n’est ici pas dénombrable. En effet, chaque bijection «
de R sur lui-méme induit une factorisation (maximale) de l'identité : ({a},{a"'}). On
obtient donc ainsi un sous-ensemble non dénombrable des factorisations de I'identité.

Définition de I’automate universel. Nous allons construire 'automate dont les états
sont les factorisations de ’ensemble a reconnaitre, qui a un maximum de transitions, et
qui respecte les propriétés suivantes :
— Un état (L, R) est initial (resp. final) si et seulement si 1y appartient a L (resp.
a R).
— Un élément x de N étiquette une transition entre deux états (L, R) et (L', R) si et

seulement si L.z.R’ est inclus dans L.
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A*

A*aA*, A*bA*

A*aA*

A*

F1G. 2.2 — L’automate universel de L.

Fia. 2.3 — L’automate universel de L.

DEFINITION 2.2 Soit £ un sous-ensemble de N et Q I'ensemble de ses factorisations.
L’automate universel de L est Uy = (Q,N,E,I,T), avec :

I'={(L,R) € Q |1y € L},
T={(L,R) € Q| 1y € R},
E={((L,R),X,(L'R)) e QxP(N)xQ|X ={xeN|LxR CL}}

REMARQUE 2.2 Dans la définition précédente, la condition L.x.R' C L est équivalente, &
cause de la maximalité des factorisations & I'une des conditions L.z C L' ou z.R' C R. De
méme, la condition 1y € L est équivalente a R C L et 15 € R est équivalent a L C L.

EXEMPLE 1.8 L’automate universel de £q a trois états (les trois factorisations de £

présentées exemple 1.7 page 46). Il est représenté figure 2.2.

EXEMPLE 8.2 L’automate universel de L9 a deux états. Il est représenté figure 2.3.

EXEMPLE 7.3 L’automate universel de {1,2}, dans Z/3Z, a six états (les six factorisa-
tions). Il est représenté figure 2.4. Sur la figure, chaque état est étiqueté par le facteur

gauche de la factorisation a laquelle il correspond.

Parmi toutes les factorisations, il y en a deux qui vont jouer un role particulier.
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FiGc. 2.4 — L’automate universel de L3.

DEFINITION 2.3 Soit £ un sous-ensemble de N. Soit L; = max{X C N | X.L C L}
et Ry = max{X C N | L. X C L}. Les couples (L;, L) et (L, Ry) sont des factorisations
et sont appelées respectivement factorisation initiale et factorisation terminale. La
factorisation initiale (resp. terminale) est un état initial (resp. final) de I'automate univer-

sel.

Propriétés. On vérifie a présent que 'automate construit a les propriétés voulues, c’est-
a-dire qu’il reconnait ce qu’on veut, bien sir, mais aussi que les factorisations représentent
effectivement le passé et le futur des états. C’est 'objet des deux propositions suivantes.

PRroroSITION 2.1 L’automate Uy reconnait I'ensemble L.

Démonstration. Soit p; = (L;, L) et pr = (£, Ry) les factorisations initiale et terminale.

L;.L.R; est inclus dans L.R;, donc dans L. Le triplet ((L;, L), L, (L, R;)) est donc une
transition de F, et tout mot de £ est accepté par Uy.

Réciproquement, si u est reconnu par Uy, il existe des factorisations (Lg, Rp), . .., (Lg, Rk)
de L et (uy,...,u;) une factorisation de u en k éléments tels que L;_j.u;.R; est inclus
dans £ et 1y appartient & Lg et & Ry. Alors Lg.u.Ry est inclus dans £, donc u est un
élément de L. O
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PROPOSITION 2.2 Pour chaque état p = (L, R) de 'automate U, les facteurs L et R sont
respectivement égaux au passé et au futur de p dans Uy :

L =Pasty, (L,R), R=Futy, (L,R).

Démonstration.  Soit p; = (L;, L) et pr = (L, R;) les factorisations initiale et terminale.
Pour toute factorisation p = (L, R), L.R est inclus dans £, donc L;.L.R aussi et (p;, L, p)
est une transition de U,. Donc L est inclus dans le passé de p. De méme, R est inclus dans le
futur de p. Comme (L, R) est une factorisation (maximale) de £ qui est I'ensemble reconnu
par 'automate, la factorisation (L, R) est égale a la factorisation (Pasty, (p), Futy,.(p)). O

COROLLAIRE 2.3 Tout automate universel est émondé.

Démonstration.  Chaque état correspond a une factorisation dont les facteurs repré-
sentent le passé et le futur de I'état. Ces facteurs ne sont pas ’ensemble vide, ’état est
donc accessible et co-accessible. O

Nous allons maintenant voir ce qui fait de 'automate que nous avons défini un automate
«universel» pour I’ensemble reconnu.

PROPOSITION 2.4 Soit A un automate émondé reconnaissant un sous-ensemble de L.
Alors, il existe un morphisme ¢ de A dans Ur. De plus, Uy est le plus petit! automate
reconnaissant L ayant cette propriété.

Démonstration.  Soit p un état de A. Le passé et le futur de p forment une sous-

factorisation de £. On pose? :

R, =max{X C N | Pasty(p). X C L} = Past(p) 'L et L,=max{X CN|X.R,C L}.

Il s’agit bien d’une factorisation. On vérifie que si p est initial ou final, (L, R,) aussi.

Si (p,u,q) est une transition de A, comme Past4(p).u est inclus dans le passé de g,
Past 4(p).u.R, est inclus dans £, donc u. Ry est inclus dans Ry, et Ly.u.R est inclus dans L.
L’élément u fait donc partie de I'étiquette de la transition entre (L, Ry) et (Lg, Ry).

Supposons qu’il existe un automate A’ dans lequel tout automate reconnaissant £ s’envoie
par morphisme. S’il existe un morphisme non injectif de A, dans A’, deux états p et ¢ de U,
ont une méme image, dont le passé contient L, U L, et le futur R, U R,. Comme (L,, R,)
et (Lg, Ry) sont des factorisations, (L,ULy).(R,UR,) n’appartient pas & £ et A’ reconnait
strictement plus que I'ensemble £. Donc tout morphisme de U, dans A’ est injectif. Le
cardinal de I’ensemble des états et de I’ensemble des transitions de A’ est donc supérieur
ou égal a celui de U,. O

L’automate universel peut, d’apres ce qu’on en a dit, étre infini. Nous allons voir sous
quelle condition il est fini.

LComme on n’a fait aucune supposition sur Pensemble reconnu, ’automate est éventuellement infini.
Cet automate est le «plus petit» dans le sens ot il est inclus dans tout automate ayant cette propriété.

20n voit que cette définition n’est pas symétrique. On peut ainsi définir deux morphismes canoniques
(non nécessairement distincts) de A dans U,. Ce ne sont d’ailleurs pas nécessairement les seuls morphismes
de A dans U (voir [55]).
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1.2 Automate universel d’un ensemble reconnaissable

On suppose le sous-ensemble £ de N reconnaissable. Ceci signifie qu’il existe un
monoide M fini, un morphisme ¢ de N dans M et P inclus dans M tel que £ = Py~ 1.

PROPOSITION 2.5 L’automate universel d’un ensemble a un nombre fini d’états si et seule-

ment si cet ensemble est reconnaissable.

Démonstration. Supposons I'ensemble £ reconnaissable. Soit (L, R) une factorisation de

L.0na:

LRCL
Lp.Rp C Ly
Lop ' Rpp™ ' C Lop ' =L

L et R dans Rpp ! et puisque (L, R) est une factorisation,

Comme L est inclus dans Lpp™
L = Lop~ ! et R= Rpp~!. Les factorisations de £ dans N sont donc les images inverses

des factorisations de P dans M qui est fini. Elles sont donc en nombre fini.

Réciproquement, supposons le nombre de factorisations finies. A tout élément x du mo-
noide N, on associe la factorisation (L., R,), telle que R, = {y € N |z.y € L} = 271 L.
L’ensemble des factorisations munies de la loi induite par cette application est un monoide
fini qui reconnait £. En effet, z est un élément de L si et seulement si R, contient 1y. O

La proposition précédente assure que le nombre d’états de I'automate universel d’un
ensemble reconnaissable est fini. Toutefois, pour que I'on puisse parler d’automate fini, il
faut qu’on puisse donner une description finie, non seulement des états, mais aussi des
transitions. La proposition suivante répond a cette contrainte.

PROPOSITION 2.6 Les étiquettes des transitions de I'automate universel d’un ensemble

reconnaissable sont reconnaissables.

Démonstration. L’argument est le méme que dans la preuve précédente; si le triplet
((Lp,Rp), X, (Lyg, Ry)) est une transition,

Lppyp ™" X ' Rypp ™" = Ly Xpp™ ' Ry C L.

Par maximalité de X, on obtient X = Xpp~! qui est donc reconnaissable. O

EXEMPLE 1.9 Soit M; le monoide présenté exemple 1.4 page 22. Soit ¢ le morphisme
de A* dans My défini par ap = z et bp = y. Comme nous I'avons déja vu page 31, le
langage £; est 'image inverse de 0p7, par ce morphisme. Les factorisations de £, dans A*
correspondent donc aux factorisations de 0,7, dans M. Ce sont (M7,0), ({z, 2,0}, {y, z,0})
et (0, M1) qui correspondent bien aux factorisations données page 48. L’automate universel

1

de 0 dans M est présenté figure 2.5. Si on applique ¢~ a chaque étiquette de 'automate,

on retrouve 'automate universel de £; dessiné figure 2.2.
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M

({:c, z,0},{y, z, O})

F1G. 2.6 — L’automate minimal de £f.

EXEMPLE 7.4 Soit A = {a,b} et L5 = {u € A* | |u], # |ul, mod 3}. Le monoide
syntaxique de ce langage est N3 = Z/3Z, avec 3 le morphisme de A* sur N3 défini
par aps = 1 et bps = 2. L’'image de L4 par @3 est L3 = {1,2}. L’automate minimal, qui
est dans ce cas le graphe de Cayley du monoide syntaxique, est représenté figure 2.6.

On peut calculer les images inverses des éléments de N3 par ¢ :

0p ! = L30=(ab+ (a® 4 b)(ba)*(b* + a))*

lo™! = L3 =(ab+ (a® +b)(ba)* (b? + a))*(a + b*)(ab)*

207t = L32 =(ab+ (a® 4 b)(ba)*(b* + a))*(a® + b)(ba)*
Pour obtenir les factorisations de L%, il suffit donc de remplacer chaque élément de N3 par
son image inverse selon ¢ dans les factorisations données dans I'exemple 7.2 (page 46). De

méme, pour obtenir I'automate universel de £, il suffit de remplacer chaque étiquette de
Pautomate représenté figure 2.4 par son image inverse selon .

1.3 Automate universel et générateurs du monoide

Les transitions de I'automate universel d’un langage de A* défini plus haut sont
étiquetées par des langages. Lorsque 'on travaille avec un monoide finiment engendré (en
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F1c. 2.8 — L’automate {1}-universel de L3.

particulier dans le monoide libre A*), il est plus habituel de traiter des automates dont
les étiquettes sont étiquetées par des lettres. On va voir qu’on peut définir un automate
universel sur un alphabet.

DEFINITION 2.4 Soit £ un sous-ensemble d’un monoide N engendré par les éléments d’un
ensemble A et () '’ensemble des factorisations de L dans N. L’automate A-universel de L
est Up = (Q, A, E,I1,T), avec :

I'={(L,R) € Q| 1y € L},

T ={(L,R) € Q| 1y € R},

E={((L,R),a,(L',R)) e QxAxQ|LaR CL}.

EXEMPLE 8.3 L’automate {a}-universel de Lo = a™ est représenté figure 2.7.

EXEMPLE 7.5 L’automate {1}-universel de {1,2}, dans Z/3Z est représenté figure 2.8.

Les états de 'automate A-universel sont les mémes que ceux de 'automate universel.
Les étiquettes des transitions sont exactement l'intersection des étiquettes de I'automate
universel avec A. Nous allons voir que ceci ne diminue pas la puissance de I'objet.
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A% A ab AT A ab AT, A7

a, b a, b
F1a. 2.9 — L’automate (A)-universel de L;.

PRrRoOPOSITION 2.7 L’automate A-universel de L reconnait L.

Démonstration. 1l est clair que "'automate reconnait au plus £ puisqu’il est une projection
de lautomate universel . D’autre part, tout automate étiqueté par des éléments de A
qui reconnait cet ensemble s’envoie dans 'automate A-universel par morphisme. Celui-ci

reconnalt donc ’ensemble L. O

Remarque. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on appellera 'automate A-universel auto-
mate universel. C’est le cas, par exemple, lorsqu’on travaille avec le monoide libre engendré
par un alphabet fini A.

1.4 Automate universel d’un langage rationnel de A*

Un langage rationnel de A* est, d’apres le théoreme de Kleene, reconnaissable. Il admet
donc un automate universel fini et c’est la combinaison des deux paragraphes précédents
qui forme le cadre dans lequel nous allons travailler. Nous utiliserons en effet 'automate
A-universel des langages étudiés.

L’automate universel sera donc, dans ce cas, un automate fini dont les étiquettes sont
des lettres.

EXEMPLE 1.10 L’automate (A)-universel du langage £ est obtenu a partir de 'automate
de la figure 2.2 en remplacant chaque étiquette par son intersection avec ’alphabet. Le

résultat est présenté figure 2.9.

EXEMPLE 7.6 L’automate (A)-universel du langage £ est obtenu en prenant l'intersection
des langages qui étiquettent 'automate universel avec 'alphabet :L30NA =0,L31 NA =
{a},L32 N A = {b}. L’automate universel de £} présenté figure 2.10 est donc obtenu &
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F1G. 2.10 — L’automate universel de £f.

partir de la figure 2.4 en remplagant 1 par a, 2 par b et en supprimant les transitions
étiquetées par 0.

On peut remarquer que la définition de I'automate universel est symétrique, il n’y a
donc pas d’automate «co-universel». En d’autres termes, on a la proposition suivante :

PROPOSITION 2.8 Soit £ un langage rationnel de A*. L’automate universel Uz de I'image
miroir de L est automate transposé de I'automate universel U, de L.

Démonstration. Soit (L, R) et (L', R') deux factorisations de £. Alors (R, L) et (R, L)
sont des factorisations de L.

Si (L, R) est un état initial de ., le mot vide 14+ appartient & L donc & L et (R, L) est
un état final de U;. De méme, si (L, R) est un état final de Uy, (R, L) est un état initial
de Uz.

Siil existe a € A tel que ((L, R), a, (L', R')) est une transition de U, alors L.a.R’ est inclus
dans £, donc R'.a.L est inclus dans £ et ((R/,L),a, (R, L)) est une transition de Us.
Donc l'automate transposé de 'automate universel U, est un sous-automate de Uz. Ré-
ciproquement, par dualité, on obtient l'inclusion inverse, ces deux automates sont donc
égaux. O

Pour n’importe quel automate A reconnaissant le langage L, il existe un morphisme
de A dans 'automate universel. En particulier, 'automate minimal d’un langage s’envoie
dans I'automate universel. La propriété de minimalité signifie entre autre que tout mor-
phisme non injectif donne un automate qui reconnait un langage strictement plus grand.
Comme 'automate universel ne reconnait que £, tout morphisme qui envoie 'automate
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minimal dans U, est injectif, il en est de méme pour 'automate co-déterministe minimal.
Ce fait peut étre exprimé par la proposition suivante.

PROPOSITION 2.9 L’automate minimal et 'automate co-déterministe minimal d’un lan-

gage rationnel L sont des sous-automates de 'automate universel Uy .

2 Calcul effectif de I'automate universel

Nous donnons ici une nouvelle méthode de calcul de 'automate universel. Comme I’a
fait remarquer O. Carton ([12]), on peut effectuer le calcul de I'automate universel d’un
langage £ dans le monoide syntaxique My de L. On calcule alors la table de ce monoide
et on repere les couples maximaux (L, R) de sous-ensembles de M tels que L.R est inclus
dans P, image canonique de £ dans M.

Toutefois, si on considere M, comme monoide de transition de ’automate minimal de £
— ce qui est une fagon courante de le calculer —, on peut remarquer deux choses. D’une
part, si un élément d’image « appartient a un facteur gauche L, tout élément d’image (3
qui agit de la méme fagon (& droite) sur I’état initial ¢ de ’automate minimal appartient
au méme facteur gauche :

Yae LVNGe Mg, ia=1i8= 3 ¢€ L.

D’autre part, si un élément d’image « appartient a un facteur droit R, tout élément
d’image 3 qui agit de la méme facon a gauche sur 'ensemble des état terminaux T de

I’automate minimal appartient au méme facteur droit :
Vae RVBe My, Ta'=Tp'=p3ecR.
On peut donc fixer deux relations d’équivalences sur My :
a~ifeian=i3 et a~pfBeTa =T

Le produit de deux éléments « et § de M, appartient a P si et seulement si 'intersection
de ia et TS~ n'est pas vide. On peut donc calculer les factorisations dans (M/ ~;) x
(M/ ~7). Remarquons au passage que M/ ~; est isomorphe a I'ensemble @ des états de
I’automate minimal, puisque celui-ci est déterministe et que chaque état est accessible.

Comme, par maximalité, une factorisation est caractérisée par son facteur gauche, on
peut décrire les factorisations par des ensembles d’états de I'automate minimal.

La nouvelle description que 1’'on obtient est donnée par la proposition suivante :

THEOREME 2.1 Soit Ay = (Q, A, E,{i}, T ) Pautomate minimal d’un langage rationnel L.
Soit P ={u-T |u € A*} 'ensemble des états du co-déterminisé de Ay.
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Soit P la cloture de P par intersection, privée de I'ensemble vide.
Alors, 'automate universel de Uy est isomorphe a ( P, A, F, J,U ), avec :

J={X|ie X}
U={X|XCT}
F={(X,a,Y)| X -aCYetVpe X, p-a#0}.

LEMME 2.10 Soit A= (Q, A, E,i,T) lautomate minimal d’un langage L et P~ défini a
partir de A comme dans le théoréme ci-dessus. Il existe une bijection entre les éléments
de Pn et I'ensemble F' des factorisations de L :

Pm—>F F—>Pﬂ

X +— [ | Pasta(p), [) Futa(p) (L,R) —i- L
peX peX

Démonstration. Examinons la premieére application. Soit X dans P et son image (L, R).
L’ensemble R n’est pas vide car X est un sous-ensemble d’un état du co-déterminisé de A.
L’ensemble L n’est pas vide car chaque élément de X est un état accessible de A. Pour
tout v dans L et tout v dans R, il existe un élément p de X tel que u est dans le passé
de p et, par définition, v est dans le futur de p (comme de n’importe quel autre élément
de X). Donc w.v est un mot de £ et (L, R) est une sous-factorisation.

I faut maintenant montrer que (L, R) est une factorisation. On pose L' = {u € A* |
wRC L} et R ={veA* | L'.v C L}; (I, R') est une factorisation qui domine (L, R).
On pose X' =i -L'.Si X = X', alors L =L et

R ={v|Vu € L,uv € L}
={v|VueL,i-(uv)eT}
={v| X -veT}
= () Futa(p)

peX
=nR.

Dong, si (L, R) n’est pas maximal, X C X’. Quel que soit v tel que X C v - T, quel que
soit u dans L', w.v est un mot de £, donc X' C v -T. Donc X n’appartient pas & P, ce

qui est contradictoire.

Cette application est injective. En effet, les passés des états de 'automate minimal sont
disjoints, deux sous-ensembles de @) distincts donnent donc deux factorisations dont les

facteurs gauches sont distincts.

Cette application est surjective. En effet, pour toute factorisation (L, R), on peut définir
X =i-L. Comme il s’agit d’une factorisation, R = {v | X-R C T} ; donc X apparait aussi
comme l'intersection des éléments de {Y C Q | v € R, Y = v -T}; donc X appartient
bien & Pn et 'image de X est évidemment (L, R). O
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Démonstration du théoréme 2.1. Soit A = (Q, A, E,i,T') Pautomate minimal de L.
Posons B = ( Ph, A, F, J,U ) Pautomate défini dans le théoreme et U, = (S, A, G, K, V)
I’automate universel de L. Le lemme précédent établit qu’il existe une bijection entre Pn
et S. Il suffit maintenant de montrer qu’il y a correspondance entre les états initiaux, les
états terminaux et entre les transitions. Soit ¢ la bijection de P sur S définie dans le
lemme.

Si X € P est initial, ¢ appartient a X et le mot vide appartient au facteur gauche de X ;
X est donc initial.

Si une factorisation p = (L, R) est un état initial de Ur, le mot 14+ est dans L, donc i
appartient & pp~! qui est donc un état initial de B.

Si X € PH est final, X est inclus dans 7', donc le mot vide appartient au facteur droit
de X¢; X est donc final.

Si une factorisation p = (L, R) est un état final de U, L est inclus dans £, donc pp~!

est
inclus dans T et est donc un état final de B.

Si (X,a,Y) est une transition de B, alors X -a C Y et, pour tout r dans X, r - a n’est
pas vide. Donc, si L et L’ sont les facteurs gauches respectifs de X et Y, L.a C L'.
Donc X, a,Y ¢ est une transition de U,.

Si (p, a, q) est une transition de U, avec L et L’ facteurs gauches de p et g respectivement,
La Cgp!
, 7+ a n’est pas vide. Donc (pp~

, et comme L.a est un sous-facteur gauche du langage,
1

onaL.a CL;doncpp

1 ,a,qp~ 1) est une transition de B.

O

pour tout r dans pp~

COROLLAIRE 2.11 Soit £ un langage rationnel. Soit A,y son automate minimal et n le
nombre d’états de Ap. Le nombre d’états de 'automate universel est au plus 2" — 1.

Démonstration. Les états de 'automate universel sont, on ’a vu, indexés par des parties
non vides d’états de A,. Leur nombre est donc inférieur a 2" — 1. O

REMARQUE 2.3 Cette borne peut étre effectivement atteinte pour tout n. Posons A, =
<Z/TLZ, {CL; b}a Ea {0}? [1’ n— 1] >, avec

E={(n,a,n+1)|neZ/nZyU{(n,b,n+1)|nel;n—-1]}U{0,b,0)}

Cet automate est minimal. Les états de son co-déterminisé sont les sous-ensembles a n — 1
éléments ainsi que Z/nZ tout entier. A tout sous-ensemble non vide de Z/nZ correspond
une factorisation du langage.

REMARQUE 2.4 On peut effectuer la construction précédente sans calculer exactement
I’ensemble des états de I'automate universel mais en considérant tous les sous-ensembles
non vides de I’ensemble des états de 'automate minimal. On obtient alors un automate
qui contient I'automate universel et qui compte exactement 2" — 1 états. Cet automate
correspond a I'automate des sous-ensembles d’ordre 0 présenté par R. Cohen et
J. Brzozowski [18]. Nous allons par la suite généraliser cette construction pour obtenir,
a partir de n’importe quel automate qui accepte le langage, un automate qui contient
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I’automate universel. Un autre automate, I’automate fondamental, présenté par O. Matz
et A.Potthoff [45] et construit a partir de ’automate minimal, contient lui aussi 'automate

universel.

ExeEMPLE 10.1 Soit £4 le langage dont 'automate minimal est présenté figure 2.11 a).
Le monoide de transition de 'automate minimal (engendré par les actions des lettres sur
les états) compte vingt-quatre éléments. Il s’agit en effet de I'ensemble des applications
d’un ensemble de trois éléments dans lui-méme, hormi les trois transpositions. Utilisons le
théoreme 2.1 pour calculer 'automate universel. Les états du co-déterminisé de 'automate
minimal sont :

{p}Adt ArtAp. ¢} Ap, v} e r} g}
Cet ensemble est clos pour U'intersection (sauf le vide) ; ce sont donc les états de 'automate
universel.

La table de transition de I'automate universel est la suivante :

p q T Dq p,T q,T p,q,7
— |a+c|bla+c b a+b+cla+b+c
q b+c| — a|b+clat+b+c a a+b+c
r a+tc| — bla+cla+b+c b a+b+c
D, q — - | = c b a a+b+c
D, — — bla+c b b a+b+c
q,r c - | = c a+b+c — a+b+c
p,q, | — - | = c b — a+b+c

Les états initiaux sont ceux qui contiennent p et les états terminaux sont inclus
dans {r}.

L’automate universel de ce langage compte sept états et est présenté figure 2.11 b). La
fleche en pointillé arrivant sur I’état du bas indique qu’on peut arriver dans cet état en
lisant n’importe quelle lettre & partir de n’importe quel état.

3 Ecorché de I’automate universel

Nous introduisons ici une nouvelle présentation de I'automate universel qui permettra
de mettre en relief certaines propriétés des automates universels que nous verrons par la
suite, mais aussi, ce qui n’est pas négligeable, de pouvoir dessiner des automates universels
sans étre asphyxié par la profusion des transitions.

Pour cela, il peut étre intéressant de distinguer les transitions «significatives» et celles
qui découlent d’une «perte d’information». Ainsi, si (L, R) et (L', R') sont deux factorisa-
tions telles que L C L/, pour toute transition partant de (L', R’) étiquetée par une lettre a
et allant dans un état g, il existe une transition partant de (L, R) étiquetée par a et allant
dans le méme état q.
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a,b,c

(b) L’automate universel de L4.

Fi1G. 2.11 — Deux automates canoniques de L.
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FIG. 2.12 — Ecorché de Pautomate universel de L.

On peut donc supprimer ces derniéres et considérer qu’il existe une transition spontanée
de (L, R) & (L', R'). Dans le méme esprit, on peut ne retenir que les transitions spontanées
minimales, c¢’est-a-dire celles dont la cloture permet de retrouver les autres. C’est le sens
de la définition suivante.

DEFINITION 2.5 Soit £ un langage de A* et Q I’ensemble de ses factorisations. L’écorché
de I’automate universel U, = (Q,A,E,I,T)3 est défini par :
I ={p}, avec p factorisation initiale,
T ={q}, avec q factorisation finale,
E={((L,R),a,(L’',R)) e Qx AxQ|(L,R)emax{(X,Y) | X.a.Y C L}}
U{((L,R),14+,(L',R)) € Q x {14} x Q| L' e min{X | L C X}.

(1)

REMARQUE 2.5 Les facteurs gauches appartenant a I’ensemble min{X | L C X} corres-
pondent aux facteurs droits de ’ensemble max{Y | Y C R}. On peut définir un ordre sur
les états de Pautomate universel : (L, R) < (L', R') & L C L'. Les transitions spontanées
de I’écorché de 'automate universel forment le graphe orienté de cet ordre.

EXEMPLE 1.11 Les factorisations de £ = A*abA* sont :
p= (A%, A*abA"), q=(A%aA*, A*bA™) et r=(A%abA" AY).

On voit que les facteurs gauches forment une chaine décroissante ; les transitions spon-
tanées de I’écorché de 'automate universel sont donc (gq,14+,p) et (r,14+,q). Les sous-
factorisations maximales de £ a trois facteurs avec a comme facteur central sont :

(A" a, A"DA™) et (A%abA*, a, A¥);

les transitions étiquetées par a sont donc (p,a,q) et (r,a,r). De méme, les transitions
étiquetées par b sont (p,b,p) et (g,b,r). L’écorché de 'automate universel de £ est donc
celui de la figure 2.12.

EXEMPLE 8.4 Les factorisations du langage £ = a™ étant (a*,a™) et (a™,a*), le calcul
de I’écorché de 'automate universel se fait simplement. Le résultat est présenté figure 2.13.

EXEMPLE 7.7 La figure 2.14 montre d’une part Pautomate ({a})-universel du langage £}

et d’autre part ’écorché de ce méme automate.

3Nous utilisons cette métaphore anatomique pour souligner le fait que cette nouvelle présentation permet
d’aller au-dela des apparences (touffues) de ’automate universel pour comprendre comment il «fonctionnes.
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F1G. 2.13 — Ecorché de I'automate universel de Lo.

(a) L’automate universel de 3. .. (b) ...et son écorché.

Fia. 2.14 — Deux facons de représenter 'automate universel.
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F1c. 2.15 — Ecorché de I'automate universel de L.

EXEMPLE 10.2 Reprenons I'exemple du langage £4 présenté exemple 10.1 page 59. Les
factorisations y étaient représentées par des sous-ensembles d’états de ’automate minimal.
Les inclusions entre factorisations suivent les inclusions entre ensembles.

Si une lettre a apparait dans deux cases distinctes de la table de transition de Ug,
indexées par (L;,,L;,) et (Li,, Lj,) et que Ly, C L;, (le passé de i est inclus dans celui
de ig) et L, C L;, (le futur de j; est inclus dans le futur de js), la lettre a ne figurera pas
dans la case (L;,,£L;,) de la table de transition de U, .

D’autre part, on indique une transition spontanée en (L£;, £;) si £L; C L; et qu’il n’existe
pas k tel que £; C L, C L;.

La table de transition de U, est donc la suivante :

p q r|\pqg|pr T | PqT
P —la4dc| —|1g|1g+| — —
q b — a|la-| — |1+ —
r a — — | — | lax | 1a- —
g |—| — |—| — | — | a | la
p,r | =] - bl a | — | — | 1la-
q,r | c - | =] = a - 14+
p,q,r|—1| — | —1] ¢ b — a

Le seul état initial est celui qui correspond a p et le seul état final reste r. L’auto-
mate obtenu est représenté figure 2.15. Les transitions spontanées sont indiquées par des
pointillés gris.

L’écorché de l'automate universel compte peu de transitions non spontanées. Plus
précisément :
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PROPOSITION 2.12 Soit Uy 'écorché de 'automate universel d’un langage rationnel de A*.
Alors, pour toute lettre a de A, pour tout état p dely, il y a au plus une transition étiquetée
par a qui part de (resp. arrive dans) p.*

Démonstration. Soit p = (L, R) un état de Uy tel qu’il existe une transition sortant de p
et étiquetée par a.

R =max{Y | L.a.Y C L} et L' =max{X | X.R' C L}.

Alors g = (L', R') est bien une factorisation. Toute factorisation (L”, R”) telle que L.a.R" C
L vérifie R” C R', donc (p, a, q) est la seule transition étiquetée par a qui part de p. Donc,
les transitions non spontanées de U, forment un automate déterministe, et, de méme,
co-déterministe. O

On va voir que retrouver 'automate universel d'un langage a partir de son écorché

consiste a calculer la cloture des transitions par rapport aux transitions spontanées :

PROPOSITION 2.13 Soit Uy I'automate universel d’un langage rationnel L et Uy son
écorché. Pour toute transition (p,a,q) de U, il existe deux états p’ et ¢’ et une tran-
sition (p',a,q') dans Uy ainsi que des chaines de transitions spontanées de p a p' et de ¢
aq.

De méme, pour tout état initial p de U (resp. tout état final q de Uy ), il existe une suite
de transitions spontanées de p; a p (resp de q a p;) dans Ur, ol p; est la factorisation
initiale et p; la factorisation finale.

Démonstration.  Soit p = (L,R) et ¢ = (L', R'). Par définition de 'automate Ur, on
a L.a.R' C L. Soit (L1, Ry) un couple maximal tel que L C Ly, R’ C Ly et Lj.a.Ry. 11
existe une transition dans U, entre (L, Ry) et (Lo, Ry). D’autre part, comme L C Ly, il
existe une chaine de transitions spontanées entre p et (L1, R1) et, de méme, une chaine
entre (Lg, R2) et q.

Sip = (L, R) est un état initial de Uy, et p; = (L;, L) la factorisation initiale, L contient L;,
donc il existe une chaine de transitions spontanées entre p; et p. De méme pour les états
terminaux. O

4 Développement d’un automate

4.1 Motivations et définitions

On peut généraliser la construction correspondant au théoreme 2.1 pour n’importe
quel automate qui accepte le langage :

Acvse . , . , . .
S’il ne comporte pas de transition spontanée, un tel automate est dit réversible ; nous reviendrons sur
cette famille d’automate au chapitre suivant.
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PROPOSITION 2.14 Soit A= (Q,A,E,I,T) un automate qui accepte un langage ration-
nel L. Soit Qq ={Q -u | u € A*} les états du déterminisés de A et Q. ={u-Q |u e A*}
les états de son co-déterminisé.

Soit S I'ensemble des couples maximaux (L, R) composés d’un sous-ensemble de Q)4 et d’un
sous-ensemble de Q). tels que 'intersection de chaque élément de L avec chaque élément
de R est non vide. Alors, 'automate universel de Uy est isomorphe a (S, A, F, J,U ), avec :

J={(L,R) | I €L}
U={(L,R)|¥X € L, X N T # 0}
F={(L,R),a,(L'R)) | L-aC L etVX € L,X -a # 0}.

Démonstration.  Soit M 4 le monoide de transition de A et ¢ le morphisme canonique
de A* dans M 4. Les factorisations de £ sont reconnues par M 4, et, comme on 'a déja dit,
deux éléments « et 5 de M4 tels que Ta = I3 sont dans les images des mémes facteurs
gauches de L. Ces images caractérisent donc les facteurs gauches; il s’agit des états du
déterminisé de A. De méme, deux éléments a et 3 de My tels que Ta~! = T3~! sont dans
les images des mémes facteurs droits. Les facteurs droits sont donc caractérisés par les états
du co-déterminisé de A. Pour qu'un couple de mots (u, v) forme une sous-factorisation du
langage reconnu par A, il faut que I - (u.v) N T # 0, c’est-a-dire que I -uNv-T # (. 11
existe donc une bijection entre les factorisations du langage et ’ensemble S :

(L,R)— (I-L,R-T)

Une factorisation représente un état initial de I’automate universel si et seulement si son
facteur gauche contient le mot vide, c’est-a-dire si et seulement si ’élément de S corres-
pondant contient I’élément I. De méme, elle représente un état terminal si et seulement si
son facteur gauche est inclus dans le langage, c’est-a-dire si et seulement si tout élément
de I’élément de S correspondant a une intersection non vide avec T.

Il existe une transition étiqueté par a entre deux états de I’automate universel si et seule-
ment si les facteurs gauches L et L’ des factorisations correspondant a ces états res-
pectent L.a C L', c’est & dire si et seulement si, pour tout X dans I - L, il existe YV
dans I - L' tel que X -a =Y. O

On peut remarquer que, pour toute factorisation (L, R) du langage, pour tout mot u de L
et tout mot v de A*, si I-u C I -wv, alors v appartient aussi a L. On peut donc représenter
cette factorisation par ’ensemble min{I - u | u € L}.

Chaque factorisation est ainsi caractérisée par une anti-chaine de P(Q)~{0}.

ExXEMPLE 11 Supposons que l'ensemble des états d'un automate est Q@ = {p,q,7}.
L’ensemble P(Q) est ordonné selon le schéma suivant :
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> \ Ta

LI C O

{qu}i. .‘{p,_r}‘ ‘T{qu}

Ay s

{p,q,7}

Les anti-chaines de P(Q)~ {0} sont donc :

{{r}}, {{aq}}, {r}},
{p a3}, {p,r}}, {{a,7}},
{{p,a,7}},

Hrt {dt} Uk {r}} Ha} {r}}),
HUrk a1}, Hak Ap, 71}, Hri Aps a}},
Up,at {p;r}}, p gt {a, Hp,rt g, i,
HrhAad {r}},

Up,ab, {p, v} {a, 7},

E’)Videmment7 chaque anti-chaine de P(Q) ne correspond pas nécessairement a un fac-
teur gauche. Toutefois, on peut construire un automate dont I’ensemble des états est indexé
par les anti-chaines de P(Q). Celui-ci sera plus gros que I'automate universel (on verra
qu’il le contient) et reconnaitra le méme langage que A. Sa définition nous permettra de
montrer qu’il hérite de certaines propriétés de A.

Construction du développé d’un automate

DEFINITION 2.6 Soit A = (Q, A, E,I,T) un automate reconnaissant le langage ration-
nel L. Soit S I'ensemble des anti-chaines de {I -u | u € A*}. Le développé de I’auto-
mate A, noté Vo = (S, A, F,J,U), est défini par :

J={PecS|3YeP YCI},
U={PeS|VXeP XNT+#0},
F={(P,a,PYe Sx AxS|VXeP IYeP Y CX-a}.

En fait, chaque anti-chaine P représente I’ensemble des éléments minimaux d’un sous-
ensemble P de P(Q) fermé supérieurement (X € Pet X CY = Y € P). On peut alors
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(a) L’automate minimal de Ls.

(b) Le développé de 'automate minimal de Lo.

F1G. 2.16 — Deux automates reconnaissant Ls.

a, b a, b
% a @ b 87"

F1G6. 2.17 — L’automate B reconnait L.

réexprimer la définition du développé :

J={PeS|3IeP}
U={PeS|[PC{{pt|peT}}
F={(P,a,P'Y)e Sx AxS|P-aC P}

REMARQUE 2.6 On peut remarquer dés a présent que, d’une part, 'automate V4 dépend
fortement de l'automate A de départ et n’est donc en aucun cas un automate canonique
du langage et que, d’autre part, la construction de 'automate V4 est fortement orientée.
On pourrait, en effet, construire un automate dual dont les états seraient les anti-chalnes
des sous-ensembles obtenus a partir de 1" en faisant agir les lettres a gauche.

D’autre part, la structure de 'automate V4 dépend en partie de la structure de A. On
peut par exemple montrer que V4 contient le déterminisé de A. (Il suffit de considérer le
sous-automate de V4 dont les états sont de la forme {I - u}, pour u dans A*.)

EXEMPLE 8.5 La figure 2.16 présente ’automate minimal du langage Lo et son développé.

EXEMPLE 1.12 Afin d’alléger les notations, on notera un sous-ensemble par un mot dont
les lettres représentent les éléments du sous-ensemble. Par exemple, le mot pq représente
I'ensemble {p, ¢}. L’automate B; (figure 2.17) reconnait le langage £; = A*abA*. Calculons
le développé de cet automate. L’ensemble {I - u | u € A*}, qui est I’ensemble des états du

déterminisé est
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F1G. 2.18 — Le développé de 'automate Bj.

R = {p,pq,pr,pqr}. La table de transition du déterminisé est la suivante :

| p | pa]| pr | par]
pa | pa | par | par
plpr|pr | pr

(2)

a
b

Les anti-chaines de R sont S = {{p}, {pq}, {pr}, {pgr}, {pq,pr}}. La définition du développé
et la table de transition du déterminisé permettent de dire, par exemple : «Il y a une tran-
sition étiquetée par b de {pq} vers n’importe quel état qui contient un ensemble plus petit
que pr». On a la matrice de transition suivante :

p | pq| pr | pqr | pq,pr
P a,b| a a
pqg |a,b| a | b a,b
pr |a,b| a |ab| a a,b
pgr |a,b| a |a,b| a a,b
pg,pr |a,b| a | b a,b

De plus, I'état initial est {p}; les états finals sont {pgr} et {pr}. (Par exemple, {pq, pr}
n’est pas final car 'intersection de pq avec T est vide.)

On peut étendre la condition d’existence d’une transition aux chemins :

LEMME 2.15 Soit P et P’ deux états de V4 et u un mot de A*. Il existe un chemin
étiqueté par u entre P et P’ si et seulement si, pour tout X de P, il existe Y dans P’ tel
que Y C X - u.

Démonstration. La preuve est par récurrence sur la longueur de u.
Pour |u| = 0, la proposition est vraie (pour tout état p, p- 14+ = p est I'identité).
S’il existe un chemin entre P et P’ étiqueté par u = a./, il existe un état P; tel
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que (P, a, Py) est une transition et il existe un chemin étiqueté par v’ entre P; et P’. Donc,
pour tout X dans P, il existe Z dans P; et Y dans P’ telsque Y C Z-v/ C (X-a)-u' = X -u.
Réciproquement, si, pour tout X dans P, il existe Y dans P’ tel que Y C X - u, avec
u = a.u’, on pose P, ensemble des états minimaux de {X - a | X € P}, P; est un état de
V4, (P,a, P;) est une transition de V4 et, quel que soit Z dans Py, il existe X dans P et YV
dans P’ tel que Z = X -aet Y C X - (a.v/) C Z - u'. Donc il existe un chemin entre P;
et P’ étiqueté par u'. O

4.2 Propriétés de automate développé

Le lemme 2.15 nous permet d’exprimer le passé et le futur d’un état de V4 de fagon
simple.

PROPOSITION 2.16 Soit P un état de V4 et u dans A*.

u appartient a Pasty , (P) si et seulement si il existe Y dans P inclus dans I - u.

u appartient a Futy , (P) si et seulement si, pour tout X dans P, (X -u)NT est non vide.
Ce qui peut s’écrire :

Pasty,(P) = | J () Pasta(p),  Futy,(P)= (] [ Futa(p).

YeP peY XePpeX

Démonstration. Siu appartient a Pasty ,(P), il existe un chemin étiqueté par u entre un
état initial Py et P; il existe un élément X de F, inclus dans I et d’apres le lemme 2.15,
il existe Y dans Ptel que Y C X -« C I - u.

Réciproquement, si u est tel qu’il existe Y dans P tel que Y C I - u, il existe un chemin
entre {/}, qui est initial, et P, donc v appartient a Pasty , (P).

Si w appartient a Futy , (P), il existe un chemin étiqueté par u entre P et un état final P;.
Dong, pour tout X dans P, il existe Y dans P; tel que Y C X -u; comme Y NT # O, on
obtinet (X -u) NT # Og,

Réciproquement, si u est tel que pour tout X dans P, (X -u)NT # Op, il existe clairement

un chemin entre P et I’état correspondant aux éléments minimaux de {X -u | X € P},
qui est terminal ; donc u appartient & Futy , (P). O

Les propriétés suivantes de V4 découlent directement de ces deux formules.

PROPOSITION 2.17 Soit A un automate. L’automate ) 4 reconnait le méme langage que

Pautomate A.

Démonstration. Considérons I’état {1} qui est initial. D’apres la proposition 2.16,

Futy, ({1}) = | Futa(p) = £(A).

pel

Donc l'automate V4 accepte tous les mots du langage L£(A).
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Réciproquement, quel que soit 1'état terminal P de Vg4,

Pasty , (P) = U ﬂ Past4(p)

XePpeX
clJ U Pastalp)
XePpeXnT
C | Pasta(p) = £(A)
peT
Donc tous les mots acceptés par V4 appartiennent a £(.A). O

PRrOPOSITION 2.18 Soit A un automate. Il existe un morphisme injectif de 'automate
universel Uy du langage L£(A) dans 'automate V4, défini par :

Ur — V4
(L,R) — P =min{l -u|ué€L}

L’image inverse de ce morphisme est donné par les égalitées :

L:PaStVA(PL), R = Futh(PL).

Démonstration. Soit (L, R) une factorisation de £ et Pr, I'ensemble des éléments mini-
maux de {I -u | u € L}.
D’apres la proposition 2.16,

Pasty, (Pr) = | J [) Pasta(p) Futy, (Pr) = () | Futa(p)

XePp peX XePr, peX
= U ﬂ Past 4(p) ’ = ﬂ U Futa(p)

ueL pel-u ueL pel-u
QUu:L Qﬂ{vlu.veﬁ}:R

uelL uel

Comme (L, R) est une factorisation (donc maximale) de £, on obtient L = Pasty ,(Pr)
et R= FutyA(PL).

Il existe donc une application injective des états de 'automate universel dans ceux de V4.
Il reste a montrer que cette application est un morphisme.

Si (L, R) est initial ou final respectivement, I’état Pr, I'est aussi.

Soit (L, R) et (L', R") deux factorisations telles que L.a C L'. Donc quel que soit u dans L,

u.a appartient & L’; donc quel que soit X dans Py, il existe Y dans P/ tel que Y est
inclus dans X - a. Il y a donc une transition entre Pj, et Py étiquetée par a. O

Cette proposition peut se réexprimer de la fagon suivante :

COROLLAIRE 2.19 Soit A un automate. L’automate V4 contient I'automate universel du
langage reconnu par A.
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Non seulement ce résultat justifie la définition de V4 comme «approximation» de
I’automate universel, mais elle permet de voir les états de I’automate universel comme des
parties de {I - u | u € L}, ce qui donne un point d’ancrage supplémentaire pour travailler
avec I'automate universel.

REMARQUE 2.7 La taille du développé d’un automate est difficile a évaluer. Le nombre
de ses états est le nombre d’anti-chaines de P(Q), ou @) est un ensemble de n états. Avoir
une expression close pour exprimer cette quantité en fonction de n est un probleme ouvert
connu sous le nom de probleme de Dedekind. On trouvera en annexe un bref rappel de ce
qui est connu sur ces nombres.

4.3 Ecorché du développé

De méme qu’on a défini I’écorché de I'automate universel, on peut définir ’écorché
du développé d’un automate. Comme la définition du développé est orientée, la définition
de son écorché le sera aussi. Ainsi, les transitions non spontanées de ’écorché de I'auto-
mate universel formaient un sous-automate réversible (au plus une transition entrante et
une transition sortante pour chaque lettre), alors que ces transitions formeront un sous-
automate déterministe de I’écorché du développé.

DEFINITION 2.7 Soit A = (Q, A, E,I,T) un automate reconnaissant le langage ration-
nel L. Soit S I'ensemble des anti-chaines de {I -u | u € A*}. On ordonne partiellement les
élément de S :
PP eSS P<P oPCP.
L’écorché du développé de I'automate A, noté V4
J ={1},
U=ming{P €S |VzePxnT # 0},
F={(P,a,P')e Sx Ax S|P =minc{X -a| X € P}}
U{(P,14+,P) e Sx Ax S|P eming{R| P < R}}.
REMARQUE 2.8 Deux remarques sur cette définition :

i) Noter que selon l'ordre défini sur S, les singletons sont des éléments maximaux.

ii) 7" n’appartient pas nécessairement & S; si c’est le cas, U = {T"}.

EXEMPLE 1.13 En appliquant la définition et en se basant sur la table 2, on calcule
I’écorché du développé de 'automate B :

p pq pr pqr | pq, pr
P b
pq a b 1 4+
pr b a 1 4+
pqr 1+ | b,1 4+
pg,pr | las | a b
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Fia. 2.19 — L’écorché du développé de Bj.

F1a. 2.20 — L’automate A,,

L’état initial est {p}; ’état final est {pr}.

EXEMPLE 12.1 On considere 'automate A,, présenté figure 2.20.

La table de transition de I’écorché du développé de A, (sans les transitions spontanées)
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est donnée par le tableau 3.

{pr,qr} {pg,pr} | {q,7}
{pq,pr,qr} | {pg;pryqr} | {q;r}

Etats a b I|T
P q r 0]0
q T q 0]0
r P — 0]0
{p,q} {e,7} | {g,r} |00
{a,7} {p,7} - |01
{p,7} {p,q} - |0]0

{p,q,7} {p,q,r} - 100
pq qr qr 110 (3)
qr pr q 00
pr pq r 00

{p,qr} {e;prt |{er} |00

{q,pr} {r,pe}  |{g,r} |00

{r,pq} {p,qr} - |0]0

{rq,pr} {rq, qr} r 100

{rq, qr} {pr, qr} g 0|0

0l0
0lo0

L’automate obtenu est présenté figure 2.21. On peut remarquer que 'état {p,q,r} n’est
pas co-accessible. Il ne I'est donc pas non plus dans le développé. Cet état n’appartiendra
donc pas a I'automate universel.

De méme que pour 'automate universel, on peut retrouver le développé d’un automate
a partir de son écorché en calculant la cloture des transitions par rapport aux transitions
spontanées.

PROPOSITION 2.20 Soit A un automate, V4 son développé et V4 son écorché. Pour toute
transition (p, a,q) de V.4, il existe un état ¢' et une transition (p, a,q') dans V4 ainsi qu’une
chaine de transitions spontanées de ¢’ a q.

De méme, pour tout état initial p de V4 (resp. tout état final ¢ de V), il existe une suite
de transitions spontanées de I’état initial a p (resp. de p a un état final) dans VA

Démonstration. Soit (p,a,q) une transition de V4. Par définition, pour tout X dans p,
il existe Y dans ¢ tel que Y C X - a. Soit ¢ = min{X -a | X € p}. Alors, (p,a,q’) est une
transition de V4 et ¢ < ¢/, donc il existe une chaine de transitions spontanées de ¢’ & q.
Si p est un état initial de V 4, alors I € p, donc p < {I} et il existe une chaine de transitions
spontanées de {I} a p.

Si p est un état final de V4, alors il existe un état final p’ de V4 tel que p’ < p et il existe
une chaine de transitions spontanées de p a p/. O
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Fic. 2.21 — Ecorché du développé de A,



Chapitre 3

Automates universels et langages
réversibles

Les langages réversibles forment une famille de langages rationnels qui se trouvent a
la croisée de différents domaines.

Une restriction de cette famille est celle des langages réalisés par des automates ré-
versibles déterministes. Les premieres extensions des résultats sur la hauteur d’étoile aux
langages réversibles se restreignent a cette famille [17, 31]. Nous aurons 'occasion d’y re-
venir. Dans un autre domaine, D. Angluin [2] classe ces langages selon le nombre d’états
terminaux de I'automate minimal qui les reconnailt et montre qu’un langage d’une classe
donnée peut étre inféré par un panel de mots du langage. Les automates inverses sont eux
aussi des automates réversibles «déterministes» sur un alphabet AUA, ot1, & chaque transi-
tion (p, a, q) correspond une transition (¢, @, p). Ces automates se révelent particulierement
utiles pour I’étude des semi-groupes inversifs [62, 57]. T.E. Hall [29] a établi que les lan-
gages clos par multiplication et reconnus par des automates réversibles déterministes sont
des étoiles de codes bipréfizes. C’est encore a des automates réversibles déterministes que
les automates quantiques sur un alphabet unaire ont été comparés [1]. Il a été montré que
si automate quantique doit donner la bonne réponse avec une probabilité forte, il peut
étre simulé par un automate réversible.

La famille des langages reconnus par des automates réversibles déterministes n’est
cependant pas stable par union. Les langages réversibles eux, forment une variété positive
de langages. Une caractérisation algébrique en a été donnée par J.-E. Pin [51], ce qui
permet de décider de la réversibilité d’un langage réversible. P.-C. Héam [36] a montré que
ces langages jouent un role central dans I'étude topologique des langages rationnels.

Toutefois, ces résultats ne donnent pas d’algorithme raisonnable pour construire un
automate réversible qui accepte un langage réversible donné. C’est ce que nous nous pro-
posons de faire, a travers le résultat suivant :

THEOREME L’ automate universel d’un langage réversible contient un automate quasi-
réversible équivalent.

Pour ce faire, il nous faut évidemment introduire les automates quasi-réversibles dont

75
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on montre qu’ils sont équivalents aux automates réversibles, dans le sens o1, non seulement
ils reconnaissent les mémes langages, mais aussi parce qu’on peut facilement les transformer
en automates réversibles.

Avant de se lancer dans I’étude des langages réversibles, nous étudierons d’abord une
sous-classe de langages, les langages & groupe. On montre que les automates universels
des langages a groupe se décomposent en «étages» et que leurs composantes fortement
connexes sont elles-mémes des automates a groupe. Cette premiere étude nous permet
d’introduire des notions qui apparaitront plus complexes lorsqu’elles seront appliquées

aux langages réversibles auxquels est consacrée la derniere partie de ce chapitre.

Nous y montrons, dans un premier temps, que les pelotes de 'automate universel d’un
tel langage sont réversibles, puis que 'automate universel d’un langage réversible contient
un sous-automate quasi-réversible qui accepte le langage. Nous donnons un algorithme qui
permet d’obtenir un tel automate.

1 Langages réversibles

DEFINITION 3.1 Un automate A sur un alphabet A est un automate réversible si pour
tout état q de A, pour toute lettre a de A, il existe au plus une transition étiquetée par a
qui part de q et au plus une qui y arrive. Un langage L est un langage réversible s’il
existe un automate réversible qui reconnait L.

Malheureusement, si un automate réversible n’est pas déterministe, c’est-a-dire s’il a plu-
sieurs états initiaux, il se peut que l'automate minimal du langage réalisé ne soit pas
réversible. Nous aurons l'occasion de le vérifier sur des exemples. P.-C. Héam [36] a
d’ailleurs montré qu’il existe des langages réversibles qui ne peuvent pas étre reconnus

par un automate réversible déterministe.

La premiere question, naturelle, qui se pose donc est de savoir si, étant donné un
langage rationnel, il est réversible ou non. J.-E. Pin [51] a apporté une réponse a ce
probléme. La caractérisation d’un langage réversible ne peut pas étre faite a la seule vue
de son monoide syntaxique. Celui-ci doit en effet avoir la propriété que ses idempotents
commutent, mais ce n’est pas suffisant ; il faut aussi que la partie du monoide qui reconnait
le langage respecte une propriété de cloture :

THEOREME 3.1 [51] Soit £ un langage reconnaissable, M son monoide syntaxique, P une
partie de M et ¢ un morphisme de A* dans M tels que £L = Pyp~'. Le langage L est
réversible si et seulement si les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

i) Les idempotents de M commutent.

ii) Quels que soient u, v et w appartenant a A*, si u.v™.w appartient a L, alors u.w
aussi.

Les automates réversibles peuvent avoir plusieurs états initiaux ou terminaux. On va
voir que ce «défaut de réversibilité» peut étre étendu dans une certaine mesure, sans
altérer les propriétés de I'automate.
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DEFINITION 3.2 Un automate A = (Q, A, E,I,T) est un automate quasi-réversible
si quel que soit le couple de transitions (e1, ez) de E étiquetées par la méme lettre, ayant
méme origine ou méme destination, ni e1 ni es n’appartiennent a une composante fortement

connexe.

En d’autres termes, si 'on a I'une des deux configurations suivantes,

a_P) O\,
o ()
“ @ o5

I’état r n’appartient pas a la méme composante fortement connexe que p ou ¢, qui eux,
peuvent éventuellement faire partie de la méme composante fortement connexe.

REMARQUE 3.1 Un automate localement réversible (cf. [36]), c’est-a-dire dont les compo-
santes fortement connexes sont réversibles, n’est pas forcément quasi-réversible. On peut
par exemple, dans un automate localement réversible, avoir une des deux configurations
précédentes, avec p et r dans la méme composante fortement connexe et ¢ en dehors.

Il s’avere que la classe de langages ainsi reconnus n’est pas plus riche que les langages
réversibles :

LEMME 3.1 Le langage reconnu par un automate quasi-réversible est réversible.

Démonstration.  Soit A un automate quasi-réversible. Soit n le nombre de paires de
transitions en contradiction avec I'hypothese de réversibilité. On montre par récurrence
sur n que 'on peut transformer un automate quasi-réversible en un automate réversible.
Si n est nul, 'automate A est réversible. Supposons qu’on sait effectuer la transforma-
tion pour tout entier strictement inférieur a n. Soit {ej, ez} une paire de transitions en
contradiction avec 'hypothese de réversibilité. On considere A; et As, deux copies de A.
On supprime ey de A; et e5 de Ay. L’'union de ces deux copies reconnailt le méme langage
que A. Le nombre de paires de transitions qui contredisent la réversibilité est strictement
inférieur a n dans chacune des deux copies, on peut donc les transformer en automates
réversibles dont I'union est un automate réversible équivalent a A. O

Il se peut que la représentation réversible soit de taille exponentielle par rapport a
la représentation quasi-réversible. Ceci a été montré par P.-C. Héam [35] sur 'exemple
suivant :

EXEMPLE 13 Soit & un entier positif et £,, = (ab + ba + aa)?*. Ce langage (fini) est

reconnu par 'automate minimal suivant qui est quasi-réversible : P.-C. Héam montre que
k

la taille du plus petit automate réversible qui reconnait £,, est au moins <34ﬁ) °

On peut donc se demander si, en pratique, une bonne représentation d’un langage
réversible n’est pas une représentation quasi-réversible. L’intérét d’un automate réversible
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Fic. 3.1 — L’automate minimal de £,,

est que la lecture d’un mot, aussi bien par la gauche que par la droite, ne peut se faire que
sur un nombre borné de chemins.

On peut définir une mesure de non déterminisme d’un automate de la fagon suivante.
On considére que automate est a multiplicité dans le semi-anneau (N U {—oo}, max, +);
chaque transition a pour valeur 0, sauf celles qui sont non déterministes qui ont valeur 1.
Ainsi, la valeur d'un chemin est le nombre de transitions non déterministes qu’on y a
rencontré et la valeur d'un mot est le nombre maximal de choix non déterministes qu’on
peut avoir a effectuer pour parcourir un calcul étiqueté par ce mot. La mesure de non-
déterminisme de 'automate est la borne supérieure des coefficients de la série ainsi réalisée.
Notons que cette mesure de non déterminisme est sensiblement différente de celle introduite
par 1. Simon [59].

On peut, de méme, définir une mesure de non co-déterminisme. Il est facile de voir
qu'un automate est quasi-réversible si, et seulement si, ses mesures de non déterminisme
et de non co-déterminisme sont toutes deux finies.

Le petit lemme suivant est élémentaire. C’est pourtant a lui qu’on recourra dans de
nombreuses preuves sur les langages réversibles.

LEMME 3.2 Soit A un automate réversible. Il existe un entier strictement positif k tel
que, pour tout mot u de A*, tout chemin étiqueté par uF est une boucle.

Démonstration. Considérons le monoide de transition de A. Soit « un mot dont I'image
dans ce monoide est un idempotent. Pour tout état p de A, soit p-u = 0, soit p-u = g
et, comme l'image de u est un idempotent, ¢ - u = ¢, et, comme A est réversible, p = q.
Un idempotent du monoide de transition de A est donc une identité partielle, en d’autres
termes, tout mot dont I'image dans le monoide de transition est un idempotent, ne peut
étiqueter que des boucles.

Pour tout élément o du monoide de transition, il existe un entier strictement positif k,,
tel que ofe est un idempotent. En prenant, par exemple, le plus petit multiple commun
de tous les k,, pour a dans le monoide de transition, on obtient un entier k tel que o est
un idempotent pour tout «. L’entier k vérifie le lemme. O

Pour clore cette présentation des langages réversibles, il faut signaler qu’il existe un
certain antagonisme entre réversibilité et déterminisme ou méme non-ambiguité :

ProrosiTIiON 3.3 Il existe des langages réversibles tels qu’il n’existe aucun automate
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réversible non ambigu qui reconnait I'un de ces langages.

Démonstration. La preuve de cette proposition se présente sous forme d’exemple. En
guise d’exercice, on peut montrer que tout automate réversible qui reconnait le lan-
gage a*ba* + b*ab* compte au moins deux calculs étiquetés par ab (de méme pour ba).
On va ici développer un autre exemple dans lequel ’ensemble des mots étiquetant plu-
sieurs chemin est infini. Considérons le langage reconnu par l'automate réversible A,,
présenté exemple 12.1 page 72. Les langages a(b*a3)* et b*(a®)*a sont des sous-ensembles
du langage accepté par A,,. Soit B un automate réversible qui accepte £, . Il existe un
entier k tel que, quel que soit le mot u de A*, tout chemin de B étiqueté par u* est
une boucle. Le mot a(b¥a?)* est accepté par B. La configuration suivante apparait donc
dans B :

3k+1

Si le calcul étiqueté par a est unique dans B, comme b*(a3**1) est aussi accepté par B,

on obtient la configuration suivante qui accepte un langage strictement plus gros que L :

v b

bk
Donc, il existe au moins deux calculs étiquetés par a® ! dans B, et, tout mot de a(a3*)*
étiquette au moins deux chemins. O

2 Langages a groupe

Une sous-classe importante des langages réversibles est celle des langages a groupes :
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DEFINITION 3.3 Un automate A est un automate a groupe s’il est réversible et complet.

Un langage L est un langage a groupe s’il peut étre accepté par un automate a groupe.

REMARQUE 3.2 Dans un automate a groupe, chaque lettre induit une bijection de ’en-
semble des états sur lui-méme, le monoide de transition d’un tel automate est donc un
groupe.

LEMME 3.4 L’automate minimal d’un langage a groupe est un automate a groupe.

Démonstration.  Le monoide de transition de l'automate minimal d’un langage est le
monoide syntaxique du langage, qui est le quotient du monoide de transition de n’importe
quel automate qui accepte le langage. Un monoide quotient d’'un groupe est un groupe,
donc 'automate minimal d’un langage a groupe est un automate a groupe. O

Les propriétés tres particulieres des langages a groupe permettent de les étudier de
facon bien plus simple que les langages réversibles. Avant d’entamer ’étude des automates
universels de langages réversibles, nous allons donc, en guise de hors d’ceuvre, étudier les
automates universels de langages a groupe, ce qui, espérons-le, facilitera la digestion du
plat principal.

3 Automate universel d’un langage a groupe

3.1 Structure générale de 'automate universel d’un langage a groupe

L’automate minimal d’un langage & groupe est un automate a groupe. Afin d’exploiter
ses propriétés lors de 1’étude de I'automate universel, nous considérons que ce dernier est
construit selon la méthode exposée dans le théoreme 2.1 et que ses états sont indexés par
des sous-ensemble de @) (ensemble des états de I'automate minimal). Dans ce qui suit, un
état p de U, sera donc un sous-ensemble de ().

DEFINITION 3.4 Soit Uy I'automate universel d’un langage a groupe L. On dit qu’un
état p appartient a I’étage k de U si Card(p) = k.

Les étages ainsi définis forment une véritable hiérarchie dans 'automate universel : on
peut dire qu'un étage est supérieur a un autre s’il existe une transition entre un état du
premier et un état du second. La proposition suivante assure que cette relation est bien
une relation d’ordre. Toutefois, cet ordre n’est généralement pas total, comme le montre
I’exemple 15.

PROPOSITION 3.5 Soit p; et ps deux états de I'automate universel Uy d’un langage a
groupe L appartenant respectivement aux étages ki et kyo. S’il y a une transition de p;
a po dans Ur, alors ki < ko.

En particulier, si p; et ps sont dans la méme composante fortement connexe, ce sont deux
états du méme étage.
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Démonstration.  Soit p1 et po deux états de Uy et a une lettre de A qui étiquette une
transition entre ces deux états. Par définition de 'automate universel, p; - a C py. Comme
lautomate minimal est complet et que chaque lettre agit fidelement sur les états, Card(p; -

a) = Card(p1), donc Card(p;) < Card(pa). O

La proposition suivante résume les propriétés de ces étages :

PropPoOSITION 3.6 Soit Uy 'automate universel d’un langage a groupe et son automate
minimal A = (Q, A, E {i},T).
i) Le premier étage est isomorphe a A.
ii) Le dernier étage est isomorphe a I'automate co-déterministe minimal.
iii) Le nombre d’étages est au plus égal au cardinal de T
iv) Si deux états appartiennent au méme étage, soit ils ne sont pas accessibles I'un-

Pautre, soit ils sont dans la méme composante fortement connexe.

Démonstration. i) Il n’est en effet pas difficile de voir que le morphisme qui envoie un
état p de A sur I'état {p} de U est bijectif sur le premier étage.

ii) Il suffit de considérer I'image miroir du langage et d’utiliser le résultat de la propo-
sition 2.8.

iii) Puisque les représentants des factorisations sont calculés en utilisant les ensembles
u-T, pour u € A* et que, dans un automate a groupe, chacun de ces ensembles est de
méme cardinal que 7T, le cardinal des états de 'automate universel est compris entre 1 et
le cardinal de 7T'.

iv) Soit p; et po deux états appartenant au méme étage. Ils ont donc méme cardinal. S’il
existe un chemin de p; a po étiqueté par u, alors py - u C po; comme 'automate minimal
est un automate a groupe, p1 - u = po. Il existe v dans A* tel que l'action de u.v sur () est
I'identité, donc p; - (u.v) = py - v = P il existe donc un chemin de 1'état p; a po étiqueté
par v. D

COROLLAIRE 3.7 Soit A un automate a groupe émondé ayant un état initial et un état

final. Alors A est a la fois 'automate minimal et universel du langage qu’il reconnait.

Démonstration. Comme 'automate est en méme temps déterministe et co-déterministe,
il est minimal. D’apres la proposition précédente, ’automate universel n’a qu'un étage qui
est isomorphe a 'automate minimal. O

Les automates universels présentés ci-apres sont écorchés. Toutefois, par souci de clarté,

on indique tous les états initiaux et terminaux.

EXEMPLE 14  Cet exemple et le suivant sont des langages dont le monoide syntaxique
est le groupe G3. On verra que la structure de 'automate universel (ainsi d’ailleurs que
celle de 'automate minimal) ne dépend pas seulement du monoide syntaxique mais aussi
de la partie qui reconnait le langage. Les états des automates universels sont étiquetés
par les ensembles d’états des automates minimaux auxquels ils correspondent. Le premier
exemple est le langage £, reconnus par les automates de la figure 3.2. On peut remarquer
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que automate minimal n’est pas le graphe de Cayley du groupe syntaxique. On voit
que les étages de I'automate universel dépendent bien du nombre d’états terminaux de
I’automate minimal et non pas du nombre d’éléments du groupe qui forment la partie

reconnaissant le langage.

EXEMPLE 15.1 La structure des automates reconnaissants le langage £, est sensiblement
différente, bien que les lettres a et b représentent les mémes générateurs de Ss.

(a) L’automate minimal de Ly, . (b) L’automate universel de Ly, .

F1G. 3.2 — Deux automates reconnaissant L, .

L’automate universel du langage L,,, présenté figure 3.4 comporte quatre étages. Les
transitions spontanées entre les étages sont représentées par des arcs en pointillés gris.
On voit que les étages ne sont pas totalement ordonnés : il n’y a pas de transition entre
Iétage 2 (composé de trois sous-automates «en triangles) et I'étage 3 (formé des états
«pgr> et «stu»).

3.2 Structure des composantes fortement connexes de ’automate uni-
versel

Les composantes fortement connexes de I'automate universel d’un langage a groupe
sont tres particulieres.

Chaque état d’un automate universel correspond a un sous-ensemble d’états de ’auto-
mate minimal. Comme I’automate minimal est lui-méme 'image par morphisme du graphe
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F1G. 3.4 — L’automate universel de L,

de Cayley du monoide syntaxique, chacun de ses états correspond a un sous-ensemble
d’éléments du monoide syntaxique.

Dans le cas des langages a groupe, 'action des lettres sur les états du graphe de Cayley
est fidéle et transitive. Comme les états de 'automate minimal sont des ensembles d’états
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du graphe de Cayley, 'automate minimal, qui est 'orbite de I’état initial sous ’action
des lettres, est, nous l'avons déja vu, un automate a groupe (avec une seule composante
fortement connexe).

Pour la méme raison, chaque composante fortement connexe de l'automate univer-
sel représente 'orbite d’un sous-ensemble d’état de I'automate minimal sous I'action des
lettres et est donc un automate a groupe.

THEOREME 3.2 Soit Uy l'automate universel d’un langage a groupe L. Chaque pelote
de Uy est un sous-automate a groupe de Up. Le monoide de transition de chaque pelote
de Ur est un quotient du groupe syntaxique. Tout état de Uy appartient a une pelote.

Démonstration. Soit p un état de Uy et u un mot de A*. Il existe un mot v tel que 'action
de w.v sur les états de automate minimal est 'identité. Donc p- (u.v) = p et il existe une
boucle étiquetée par u.v autour de p. A partir de p, on peut donc lire n’importe quel mot u
sans sortir de la composante fortement connexe de p : celle-ci est donc complete. D’autre
part, puisqu’on n’a fait aucune supposition sur p, il suit que tout état de p appartient a
une pelote.

L’état g d’'une pelote atteint a partir d’'un autre état p de la méme pelote, en lisant un
mot wu, fait partie du méme étage, donc ¢ = p - u, ce qui caractérise uniquement ¢ & partir
de p et u; la pelote est donc déterministe (du point de vue de ses transitions). La pelote
est aussi co-déterministe, puisque 'image miroir d’'un langage a groupe est un langage a
groupe.

Soit P une pelote de l'automate universel, @' son ensemble d’états et G’ C S son
groupe de transition. Si G est le groupe syntaxique, c¢’est-a-dire le monoide de transition

de 'automate minimal, il existe un morphisme surjectif de G sur G’ :
G — &

, Q/ — Q/

o =

p — {va|zep)

REMARQUE 3.3 Le fait que le groupe de transition d’une pelote soit le quotient du groupe
de transition de ’automate minimal ne signifie pas que la pelote, en tant que graphe, est un
quotient de 'automate minimal. Ce phénomene est illustré par 'exemple de la figure 3.5.

Pour conclure cet examen des automates universels des langages a groupe, on montre
que I’écorché de ’automate universel contient les mémes pelotes que ’automate universel.

PROPOSITION 3.8 Soit £ un langage a groupe. Les pelotes formées par les transitions
non spontanées de I'écorché de I'automate universel Uy sont exactement les pelotes de
Pautomate universel Uy. Si on ne conserve dans Iautomate universel que les transitions
des pelotes, on obtient un automate a groupe qui reconnait L.
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Fia. 3.5 — L’automate universel d'un langage a groupe.

Démonstration. Soit (p,a,p’) une transition d’une pelote de Uz. On a vu que p-a = p'.
Soit (L, R) et (L', R') les factorisations qui correspondent respectivement & p et a ¢. On
a:

R = ﬂ Futa(z) = ﬂ Futa(z).

zEep’ TEP-a

Donc (L, R') est bien un couple maximal tel que L.a.R’ est inclus dans £. Donc cette

transition appartient bien & Up.

Soit (p, a,p’) une transition n’appartenant pas & une pelote de U.. Donc p-a est strictement
inclus dans p’. Il existe p’ = p - a qui correspond & un état dont le facteur gauche est
strictement inclus dans celui de p’, donc avec un facteur droit strictement plus grand que
celui de p’. Le couple (L, R") (avec des notations évidentes) est supérieur au couple (L, R').
La transition (p,a,p’) n’apparait donc pas dans Ur.

Le dernier point est trivial, on a vu que chaque pelote est un automate a groupe; leur
union forme donc un automate a groupe qui contient 'automate minimal et reconnailt
donc tout le langage. O
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4 Automate universel d’un langage réversible

4.1 Structure générale de automate universel d’un langage réversible

[’automate minimal d’un langage réversible n’est pas nécessairement réversible. Cette
simple constatation rend les choses, certes plus intéressantes, mais aussi un tantinet plus
délicates. Indexer les états de 'automate universel en fonction de ’automate minimal ne
parailt en effet pas judicieux pour exploiter les propriétés de réversibilité du langage. C’est
donc un automate réversible qui reconnait le langage qui nous servira de référence.

Il faut bien souligner qu’a priori, on ne connait rien de I'automate réversible de
référence si ce n’est qu'il est réversible (évidemment) et qu’il reconnait le langage. Cet
automate inconnu va nous apporter des informations sur I’automate universel qui, lui, est
connu et constructible & partir de I’automate minimal.

Les états de I'automate minimal d’un langage a groupe nous permettaient d’indexer
ceux 'automate universel car ils étaient les images de 7 sous 'action des mots de A*. Dans
le cas d’un automate réversible A, ce n’est donc pas tant les états qui nous intéresseront,
que les images de ’ensemble des états initiaux (I) sous l'action des mots de A*. Encore
une fois, nous sommes ramenés aux états du déterminisé et indexer les états de 'automate
universel ne consistera en rien d’autre que leur associer les états du développé A par la
fonction donnée a la proposition 2.18.

Ce sont donc des ensembles d’ensembles qui indexent désormais les états de 'automate

universel.

On ne peut donc plus décrire un étage a 'aide d’un simple entier. Toutefois, cette
notion demeure.

DEFINITION 3.5 Soit A= (Q, A, E,{i},T) un automate réversible reconnaissant un lan-
gage L.

Le profil d’un état P du développé V 4 est une fonction kp de [1; Card(Q)] dans N qui,
a tout n associe le nombre d’éléments de P de cardinal n. On dit qu’un état P appartient
a l’étage r de V4 si k est le profil de P.

EXEMPLE 12.2 Considérons le développé de A,, présenté dans ’exemple 12. Voici les
profils de quelques-uns de ses états :

Etats | {pq,pr} | {p.ar} [ {p.a.7} | {par} |
Profils | [0,2,0] | [1,1,0] | [3,0,0] |[0,0,1] |

On va voir que, de méme que dans le cas des groupes, les étages ainsi définis sont
ordonnés :

ProrosiTION 3.9 Soit P et Py deux états du développé V4 d’un automate réversible A
appartenant respectivement aux étages k1 et k9. S’il y a une transition de Py a P, dans
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F1G. 3.6 — Un automate réversible acceptant L,,

Pautomate universel de L, alors k1 <jex K2.
En particulier, si p1 et py sont dans la méme composante fortement connexe, ce sont deux

états du méme étage.

Démonstration.  Soit (P,a,Q) une transition de V4. Considérons la fonction qui & X
appartenant a P associe X - a. On peut séparer les éléments de P en deux parties. D’une
part, ceux pour lesquels X et X - a ont le méme cardinal ; & cause de la réversibilité, la
fonction est une bijection sur ce sous-ensemble de P. D’autre part, ceux pour lesquels
le cardinal de X est strictement supérieur au cardinal de X - a; alors, a cause de la
réversibilité et parce que les éléments de P sont incomparables, il n’existe pas X’ de méme
cardinal que X - a tel que X' -a = X - a (ce qui entrainerait X’ C X). Donc k¢ est

lexicographiquement plus grand que kp. O

EXEMPLE 12.3 L’écorché de 'automate universel du langage réversible £, est représenté

figure 3.7. La encore, on a indiqué tous les états initiaux et terminaux.

Les états sont disposés de haut en bas selont leur signature, de «pg», «qr» et «pg»
dont la signature est [0, 1,0], & «{p, ¢}», «{q,7}» et «{p, ¢}» dont la signature est [2,0,0].
Les états «{pqr}» et «{p, q,r}» du développé de A,, ne sont respectivement pas accessible
et co-accessible, ils ne peuvent donc pas faire partie de 'automate universel. On vérifie
que les autres états appartiennent bien a U, .

Dans certains cas particuliers, on peut aussi utiliser la construction de 'automate
universel a partir de 'automate minimal pour retrouver certains résultats. Ainsi, le corol-
laire 3.7 pour les automates a groupe s’applique partiellement aux automates réversibles :

ProPOSITION 3.10 Soit A un automate réversible émondé ayant un état initial et un état
final. Alors A est 'automate minimal et universel du langage.

Démonstration. De méme que pour les langages a groupes, ’automate est en méme temps
déterministe et co-déterministe, il est donc minimal. Les états de ’automate universel sont
indexés par la cloture par intersection des états du co-déterminisé, c’est-dire, en 'occur-
rence, par les singletons. Il existe une transition ({p},a,{q}) dans 'automate universel
si et seulement si p-a = ¢, donc si et seulement il existe une transition (p,a,q) dans
I’automate minimal. De méme pour les états initiaux et terminaux. O
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F1c. 3.7 — L’automate universel de £, (écorché)
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4.2 Structure des pelotes de automate universel

De méme que chaque pelote de I'automate universel d’un langage a groupe est un
automate a groupe, pour les langage réversibles, la propriété se transmet. Les deux énoncés
suivants correspondent au théoreme 3.2. Ils sont énoncés pour le développé d’un automate
réversible. La propriété pour I’automate universel en est un simple corollaire.

ProOPOSITION 3.11 Soit £ un langage réversible, A un automate réversible qui accepte L
et V4 son développé. Soit P et () les sous-ensembles représentant deux états p et ¢ d’une
méme pelote de I'automate V4. Alors, pour tout mot u (resp. v) étiquetant un chemin
depaq (resp.deqap), P-u=QetQ-v=P.

Démonstration. D’apres la proposition 3.9 les états d’'une méme pelote ont le méme profil.
On montre que u induit une bijection entre les éléments de P de cardinal ¢ et ceux de Q
de méme cardinal. C’est-a-dire que quel que soit X dans P, il existe Y dans ), de méme
cardinal que X tel que X - u =Y. De méme, on montre que v induit une bijection de @
sur P.

Si cette propriété est fausse, soit ¢ minimal contredisant cette affirmation. Il existe X
appartenant a P, de cardinal 7 et Y appartenant a () de cardinal j tel que Y C X - u. On
a donc Card(Y') = j < i; il existe donc X; appartenant a P tel que X; - u=Y C X - u.
Comme I'automate A est réversible, ceci entraine X; C X et contredit le fait que P est
une anti-chaine. O

THEOREME 3.3 Les pelotes de 'automate universel d’un langage réversible sont réversibles.

Démonstration. La proposition 3.11 montre que ’état d’une pelote du développé d’un
automate réversible atteint a partir d'un autre état de la méme pelote est caractérisé
par I’étiquette du chemin qui les relie. Les pelotes de 'automate développé sont donc
déterministes'. Comme 1’automate universel est un sous-automate du développé, ses pe-
lotes sont déterministes. De plus, I'image miroir d’un langage réversible est un langage
réversible ; les pelotes de 'automate transposé sont donc déterministes. Par conséquence,
les pelotes de 'automate universel d’'un langage réversible sont aussi co-déterministes. Fi-
nalement, elles sont réversibles. O

REMARQUE 3.4 Le fait que les pelotes de 'automate universel soient réversibles n’est pas
caractéristique des langages réversibles. En fait, ceci entraine seulement que le point ii) de
la caractérisation du théoreme 3.1 est vérifié. Par exemple, les pelotes de 'automate uni-
versel du langage a*b*, dans le monoide syntaxique duquel les idempotents ne commutent
pas, sont réversibles.

Les pelotes de 'automate universel d’un langage réversible sont fortement liées a la

structure du monoide syntaxique de ce langage :

'En ce qui concerne les transitions, on fait ici abstraction des états initiaux ou terminaux
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PrOPOSITION 3.12 Soit U, Pautomate universel d’un langage réversible et p un état ap-
partenant a une pelote P de U. Soit u un mot correspondant a un idempotent du monoide
syntaxique. Alors, s’il existe un chemin dans P partant de p étiqueté par u, ce chemin est

une boucle autour de p étiquetée par u.

Démonstration. Siwu correspond & un idempotent, comme le futur d’un état de 'automate
universel est 'image inverse d’une partie du monoide syntaxique, s’il existe un mot v tel
que w.v est dans le futur de p, alors pour tout entier k, le mot u*.v est dans le futur de p.
On suppose qu’il existe un chemin, interne & la pelote de p, qui part de p étiqueté par un
mot u correspondant a un idempotent. Par le lemme des tiroirs, il existe deux entiers ¢, j
(> 0) et un état ¢ = (L, R) tels que u’ étiquette un chemin de p & q et que u/ étiquette
une boucle autour de ¢. Donc L.u/ C L, et comme u correspond & un idempotent et que les
facteurs sont reconnus par le monoide syntaxique, on a L.u C L et donc, le mot u étiquette
une boucle autour de g. Les pelotes sont réversibles donc en particulier co-déterministes,
le chemin de p & ¢ étiqueté par u* est donc ¢ fois la boucle autour de ¢ et p = . O

5 Construction d’un automate réversible

Nous allons montrer ici que 'automate universel d’un langage réversible contient un
sous-automate quasi-réversible qui reconnait le méme langage. Comme d’une part, on sait
construire I’automate universel a partir de 'automate minimal et que, d’autre part, on
a vu que la transformation d’'un automate quasi-réversible en un automate réversible est
simple, méme si elle peut se révéler avoir une complexité exponentielle ; ceci permet de

construire un automate réversible pour un langage réversible donné.

Pour obtenir ce résultat, nous allons considérer un automate réversible (a priori in-
connu) que l'on met sous une forme particuliere, de telle fagon que son image dans 'auto-
mate universel est quasi-réversible. Pour ce faire, on doit introduire des automates d’ap-

parence singuliere.

5.1 Cordes

Si on quotiente chaque composante fortement connexe d’'un automate, on obtient un
automate orienté acyclique. On peut alors séparer les différents chemins (réussis) de ce
graphe.

Une fois ces chemins séparés, comme on est particulierement prudent et qu’on a une
bonne mémoire, on peut remplacer chaque sommet par la composante fortement connexe
dont il est le quotient en prenant soin que les états extrémaux des transitions soient
corrects. C’est cette manipulation que nous allons détailler dans les propositions suivantes :

DEFINITION 3.6 Un automate A = (Q, A, E,I,T) est une corde® s’il est émondé, n’a
qu’un seul état initial, un seul état final et si il y a au plus une transition arrivant sur chaque

23 noeuds, évidemment.
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F1G. 3.8 — Schéma d’un quipu inca.

13

Fic. 3.9 — D’un automate & un quipu.

composante fortement connexe’ et au plus une transition partant de chaque composante
fortement connexe. Un automate est un quipu® si c’est une union finie disjointe de cordes.

ProrosiTION 3.13 Tout automate A émondé est équivalent a un quipu B tel qu’il existe
un morphisme surjectif de B sur A.

Démonstration. La preuve est la méme que pour le passage d'un automate quasi-réversible
a un automate réversible. Au lieu de considérer les paires de transitions qui contredisent
la réversibilité, on considere les paires de transitions qui contredisent le fait d’étre une
corde. En dupliquant ainsi 'automate pour chacune de ces paires et en supprimant dans
chaque copie I'une des deux transition, on obtient finalement un quipu qui est équivalent

a A. Cette construction est illustrée par la figure 3.9. O

3au sens large

Instrument inca formé d’une collection de cordelettes sur lesquelles une succession de nceuds permettait,
selon leur nombre et leur forme, de tenir une comptabilité.



92 3 Automates universels et langages réversibles

REMARQUE 3.5 La construction précédente a une complexité déplorable, puisque c’est
une opération encore plus brutale que celle qui permet de transformer un automate quasi-
réversible en réversible, cette derniere étant déja exponentielle. Nous ne 'utiliserons que
de facon théorique, pour obtenir un quipu ayant des propriétés similaires a 'automate de
départ. Par exemple, si 'automate de départ est déterministe, chaque composante connexe
du quipu l'est aussi.

5.2 Automate quasi-réversible et automate universel

Nous avons montré dans le lemme 3.1 que tout automate quasi-réversible est équivalent
a un quipu réversible. Ceci est vrai, en particulier, pour tout automate réversible. Nous
allons utiliser dans cette partie cette forme particuliere. Chaque corde d’un quipu a la
forme suivante :

'''''''' ''''''''''

Si'automate est en plus réversible, chacune de ces corde est déterministe et co-déterministe.
Noter que les états p; et ¢; jouent un role particulier : tout calcul de 'automate les em-
prunte obligatoirement.

DEFINITION 3.7 Un quipu est minimal si on ne peut supprimer aucune de ses cordes sans
diminuer le langage reconnu.

PROPOSITION 3.14 Soit £ un langage réversible et A un quipu réversible minimal qui
reconnait L. Soit ¢ un morphisme de A dans I'automate universel Up. Alors, I'image de
chaque composante fortement connexe de A est une composante fortement connexe de Uy .

Démonstration. On montre que, si ce n’est pas le cas, le quipu n’est pas minimal.
S’il y a une pelote P de A dont I'image par ¢ n’est pas une pelote de U, la pelote
de Uy qui contient Py contient une transition e qui n’appartient pas a I'image de P.

Soit B la corde qui contient P. Tout mot reconnu par B peut se décomposer en u.v,
avec u et v respectivement passé et futur d’un état r de la pelote P.

Dans Py, il existe une boucle autour de ry, étiquetée par un mot w, qui emprunte
la transition e. Comme I'automate universel reconnait £ et que u (resp. v) appartient au
passé (resp. au futur) de r¢, pour tout entier n, le mot w.w™.v appartient a £. Comme
I'automate A est réversible, il existe un entier k tel que, pour tout état p de A, soit wF
étiquette une boucle autour de A, soit il n’y a pas de chemin étiqueté par w® qui part

k

de p. Le mot u.w”®.v est accepté par A. Sil était accepté par B, w” étiquetterait une boucle

autour de r dans P et, puisque les pelotes de 'automate universel sont déterministes, la

transition e appartiendrait & Py. Donc il existe une autre corde B’ qui accepte u.w"

.0, et,
puisque w” étiquette nécessairement une boucle, qui accepte aussi u.v. Tout mot de B est

donc ainsi accepté par une autre corde, ce qui contredit la minimalité du quipu A. O
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ProOPOSITION 3.15 Soit £ un langage réversible et A un quipu réversible minimal qui
reconnait L. Soit ¢ un morphisme de A dans Uy. Alors, I'image de chaque corde de A
dans Iautomate universel est réversible.

Démonstration. Par ’absurde, si ce n’est pas vrai, il existe deux transitions ey et eo d’une
corde B, qui ont la méme étiquette, et dont les images ont soit le méme état de départ soit
le méme état d’arrivée. On peut, sans perte de généralité, supposer que c’est la premiere
configuration qui se présente.

Etant donnée la forme d’une corde, toute paire de transitions d’une corde est telle qu’il
existe un chemin qui passe par ces deux transitions. Supposons que w est un mot qui
étiquette un chemin dont la premiere transition est e; et qui se termine dans I’état de
départ de eo. L’image de ce chemin par ¢ est une boucle (puisque e;p et eap ont le méme
état de départ. La transition e;p appartient donc a une pelote, et comme les pelotes de U,
sont réversibles, eo n’appartient a aucune pelote, donc es non plus. Donc tout calcul de B
emprunte eo. Tout mot accepté par B se décompose en u.v, ou v étiquette la fin d’un calcul

dont la premiere transition est es.

La fin de la preuve est identique a celle de la proposition 3.14. Pour tout entier n, le
mot u.w".v appartient au langage. Pour k identique a celui de la preuve précédente, le

kv n’étiquette pas un chemin dans B, sinon e; et ey auraient le méme état de

mot u.w
départ, ce qui contredirait la réversibilité. Il existe donc une corde B’ qui accepte u.w™.v

et aussi u.v, ce qui contredit la minimalité de A. O

Le théoreme principal de cette partie apparait comme un corollaire des deux proposi-

tions précédentes.

THEOREME 3.4 Il existe un sous-automate de I'automate universel d’un langage réversible,
qui est quasi-réversible et qui reconnait tout le langage.

Démonstration. On montre que I'image d’un quipu réversible minimal, qui reconnait le
langage L, dans U, est quasi-réversible, quel que soit le morphisme.

Soit A un quipu réversible minimal qui reconnait £ et ¢ un morphisme de A dans L.
L’image de chaque corde de A est réversible. Supposons Ay non quasi-réversible. Il existe
alors deux transitions e; et eo qui appartiennent respectivement a deux cordes By et Bo
de A et telles que ej¢ et eap contredisent la quasi-réversibilité. L'une de celles-ci (suppo-
sons qu'il s’agit de e1p) appartient a une pelote, et autre non (les pelotes sont réversibles).
L’état p commun & ces deux transitions fait partie d’une pelote qui contient ey . L’état p
est I'image par ¢ d’'une des extrémités ¢ de eo. L’état ¢ appartient & une composante for-
tement connexe dont I'image est la pelote de p tout entiere (proposition 3.14). Donc ejp
appartient a Bap, ce qui contredit la réversibilité de Byy et la proposition 3.15. O

Ce théoreme nous dit que I'automate universel d’un langage réversible contient un
sous-automate quasi-réversible qui reconnait le langage. En fait, la preuve est plus précise



94 3 Automates universels et langages réversibles

b b
a ™ b~ ab

p \([]/ \71“/ s

Fic. 3.10 — L’automate minimal de £,,.

et indique qu’il existe un tel sous-automate dont les composantes fortement connexes sont
exactement celles de 'automate universel. On peut donc définir un sous-automate quasi-
réversible maximal de 'automate universel qui reconnait le langage.

PRrOPOSITION 3.16 Soit Uy 'automate universel d’un langage réversible L. Soit R, 'au-
tomate obtenu a partir de Uy en appliquant I'algorithme suivant :

1. Calcul des composantes fortement connexes de Uy et marquage des transitions qui
appartiennent a une pelote.

2. Suppression des transitions qui contredisent la quasi-réversibilité et qui n’appar-
tiennent a aucune pelote.

Alors, Ry est un automate quasi-réversible qui reconnait le langage L.

Démonstration. Comme les pelotes de U, sont réversibles, R, est quasi-réversible. De
plus, d’apres la preuve du théoreme 3.4, I'image de tout quipu réversible minimal qui
reconnait £ est un sous-automate de R, qui reconnait donc L. O

Cet automate quasi-réversible est en quelque sorte universel pour les automates quasi-
réversibles :

PROPOSITION 3.17 Soit A un automate quasi-réversible qui reconnait un langage L avec
un nombre minimal d’états. Alors A est un sous-automate de I'automate R, défini ci-
dessus.

Démonstration.  Soit ¢ un morphisme de A dans I'automate universel U,. Soit B la
décomposition en quipu réversible (rendu minimal) de A et p le morphisme de B sur A
qui en découle (morphisme surjectif a cause de la minimalité de A). Alors p.p est un
morphisme de B dans U, et, plus précisément, comme on I’a montré, un morphisme de B
dans R,. Donc g est un morphisme de A dans R, ; ce morphisme est injectif a cause de
la minimalité de A. O

EXEMPLE 16  Considérons le langage £,, défini par ’automate minimal de la figure 3.10.
On peut vérifier que le langage L., est un langage réversible. L’automate universel de £,,
est représenté figure 3.11. En supprimant toutes les transitions hors des composantes for-
tement connexes qui sont en contradiction avec la quasi réversibilité, on obtient 'automate
de la figure 3.12.
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Fi1G. 3.11 — L’automate universel de £,,.

Fic. 3.12 — Un automate quasi-réversible pour L,.,.
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Chapitre 4

Hauteur d’étoile

Tenter, sans force et sans armure,
D’atteindre 'inaccessible étoile.

J. Brel, La quéte

Le probleme de la hauteur d’étoile est I'un des plus anciens et des plus délicats posés
dans la théorie des langages rationnels. En 1963, L. C. Eggan [22] établit 1'égalité entre
I'enlacement d’'un automate' et la hauteur d’étoile d’une expression qu’on peut calculer &
partir de ce graphe. Il posa alors deux questions. Premierement, existe-t-il des langages
intrinsequement compliqués vis-a-vis de cette grandeur, c’est-a-dire tels que la hauteur
d’étoile de toute expression qui représente ce langage est grande? Deuxiémement, peut-
on calculer la hauteur d’étoile d'un langage, c’est-a-dire la hauteur d’étoile minimale des

expressions rationnelles qui représentent ce langage ?

La réponse a la premiere question vint rapidement. F. Dejean et M.-P. Schiitzen-
berger [21] répondirent positivement en 1966. La seconde question s’avéra plus ardue.
Apres des réponses partielles de R. McNaughton [47], R. Cohen [17] et K. Hashiguchi et
N. Honda [31], K. Hashiguchi est parvenu en 1988, en utilisant notamment son résultat sur
le limitedness problem [32], & montrer qu’on peut, du moins de maniére théorique, décider

de la hauteur d’étoile d’un langage rationnel [33].

Le résultat d’Hashiguchi n’apporte cependant pas pleinement satisfaction. D’une part,
la complexité de 'algorithme le rend inapplicable méme pour des données petites (cf. an-
nexe B pour plus de détails sur 'algorithme d’Hashiguchi et une estimation du nombre
d’expressions a traiter). D’autre part, 'algorithme ne tient pas compte finalement des
propriétés du langage, puisqu’il consiste en I’énumération de toutes les expressions ration-
nelles de longueur bornée. Enfin 'algorithme lui-méme (et pas seulement sa preuve) est

difficile a exprimer.
On se propose dans ce chapitre de montrer le résultat suivant :

THEOREME L ’automate universel d’un langage réversible contient un automate quasi-

réversible équivalent d’enlacement minimum.

L«transition graphs, & ’époque.
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Dans la premiere partie, nous rappelons les définitions de hauteur d’étoile d’'un langage
rationnel et d’enlacement d’un automate, ainsi que le théoreme d’Eggan qui permet de lier
I'un a l'autre. D’autre part, nous présentons aussi une famille de morphismes de graphes
(ou d’automates), dits morphismes conformes, introduits par R. McNaughton [47], qui ont
la propriété de préserver ’enlacement.

Afin d’introduire les outils que nous utilisons, nous donnons ensuite une nouvelle
présentation des résultats de R. McNaughton [47] sur la hauteur d’étoile des langages
a groupe. On montre qu’il existe des pelotes de 'automate universel d’un tel langage dont
I'union forme un automate a groupe équivalent d’enlacement minimum. La technique in-
troduite ici s’apparente a celle du chapitre précédent ; on considére un automate (inconnu)
d’enlacement minimum et on montre que son image dans ’automate universel permet d’y
trouver un sous-automate équivalent d’enlacement minimum lui aussi. Ce résultat, ainsi
que la nouvelle preuve du théoreme d’Eggan qui figurent dans ce chapitre ont été présentés
a ICLWC [42].

Nous montrons ensuite le résultat principal de ce chapitre. Pour cela, nous utilisons
la notion de corde introduite au chapitre précédent, ce qui nous permet de décomposer
le langage et de pouvoir appliquer une méthode similaire a celle pratiquée pour les auto-
mates a groupe. Ce résultat, prouvé en collaboration avec J. Sakarovitch, est ici présenté
de maniére sensiblement différente & la preuve qui a été soumise par ailleurs ([43]), puis-
qu’elle tire partie des résultats du chapitre précédent. L’avantage que nous avons sur nos
prédécesseurs est la connaissance du cadre dans lequel 'automate d’enlacement minimum
doit se trouver.

Enfin, nous présentons la conjecture dans le cas général et expliquons pourquoi nos
techniques se révelent insuffisantes pour la résoudre.

1 Hauteur d’étoile et degré d’enlacement

1.1 Hauteur d’étoile d’un langage rationnel

Expressions rationnelles. Comme la hauteur d’étoile est définie a partir des expres-
sions rationnelles, il convient de les définir correctement et de ne pas confondre ’expression
et I'ensemble qu’elle représente.

DEFINITION 4.1 Soit A un alphabet, et 0, 1, +, - et * des symboles qui n’appartiennent
pas a A. L’ensemble RExpA des expressions rationnelles sur un alphabet A est défini
inductivement comme suit :

i) 0, 1 et tout élément de A est une expression rationnelle (atomique).
ii) SiE et F sont des expressions rationnelles, E+F et E - F aussi.

iii) Si E est une expression rationnelle, E* aussi.
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On ne fait pas apparaitre dans cette définition les parentheses qui encadrent implici-
tement chaque expression. On suppose qu’a partir d’une expression, on peut retrouver la
fagon dont elle a été construite.

Les expressions rationnelles peuvent étre interprétées; elles représentent en effet des
ensembles ou langages (qui sont, par définition, rationnels!).

DEFINITION 4.2 Soit E une expression rationnelle, le langage dénoté par E, et noté |E| est
défini inductivement par :

i) |[Ej]=0siE=0; |E| = {14} siE=1; |E| ={a} siE=ua;
ii) |E| =|FJU|G| si E =F+G; |E| =|F|.|G| siE=F-G;
iii) |E| = |F|*, si E = F*.

L’opérateur *, on le voit, joue un role remarquable. Sans lui, en effet, les langages
rationnels ne seraient que des langages finis. On peut donc envisager de mesurer la com-
plexité d’un langage rationnel au nombre de fois ou 'on fait appel a x pour décrire le
langage ; c’est le sens de la définition suivante :

DEFINITION 4.3 La hauteur d’étoile d’une expression rationnelle E est définie in-

ductivement par :
i) h][E] =0si E=0, 1 ou une lettre de A;
ii) h[E] = max{h[F],h[G]}, siE=F+G ouE=F-G;
iii) h[E] =1+ h[F], si E=F*.

Définition de la hauteur d’étoile. La hauteur d’étoile d’une expression rationnelle
est donc, on le voit, le nombre d’étoiles emboitées dans I'expression. Il reste encore un
pas a franchir pour que cette grandeur permette de mesurer la complexité d’un langage
rationnel. En effet, deux expressions de hauteurs d’étoiles différentes peuvent représenter le
méme langage. Il est par exemple connu que l'expression a* - (b-a*)* et expression (a+b)*
représentent le méme langage. La complexité intrinseque d’'un langage correspond a la
complexité de I’expression la plus simple qui permet d’exprimer ce langage :

DEFINITION 4.4 La hauteur d’étoile d’un langage rationnel L est :

h(£) = min{h[E] | E € RExpA, |E| = L}

1.2 Enlacement d’un graphe orienté

La pertinence de la hauteur d’étoile comme mesure de la complexité d’'un langage
est renforcée par le fait que cette grandeur ne mesure pas seulement la complexité des
expressions qui mesurent le langage mais aussi celle des automates qui le reconnaissent,
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ou plus exactement, celle de leur graphe sous-jacent. Ce résultat, que nous développerons
plus loin, est di & Eggan [22] qui posa le premier les questions relatives a la hauteur
d’étoile.

DEFINITION 4.5 Soit G = (Q, E) un graphe orienté. L’enlacement de G, enl(G), est
défini récursivement par :

— enl(G) = 0 si G est acyclique.

— Si G n’est pas une pelote, enl(G) = max{enl(P) | P pelote de G}.

— Si G est une pelote, enl(G) = 1 + min{enl(G~{p}) | p sommet de G}.

On voit que la définition de ’enlacement d’un graphe fait intervenir une alternance
de minima et de maxima. On peut scinder la définition de I’enlacement en deux temps.
D’une part, on effectue le calcul en suivant un ordre choisi par avance (sans avoir recours au
minimum) et ensuite, on retient la valeur minimale par rapport & tous les ordres possibles.

Etant donné un ordre total w sur un ensemble, tout sous-ensemble est naturellement
ordonné par w. Dans ce qui suit, w désigne le maximum selon w du sous-ensemble dans
lequel on se trouve.

DEFINITION 4.6 Soit G = (Q, E') un graphe orienté et w un ordre total sur Q. L’enlace-
ment de G selon w, enl,(G), est défini récursivement par :

— enl,(G) =0 si G est acyclique.

— Si G n’est pas une pelote, enl,(G) = max{enl,(P) | P pelote de G}.

— Si G est une pelote, enl,(G) = 1+ enl, (G~ {T}).

On voit que le calcul de ’enlacement d’un graphe consiste a le décomposer, d’une part
en enlevant des sommets et d’autre part en séparant les pelotes. Le processus de calcul
de I'enlacement peut étre représenté par un arbre dont la hauteur est I'’enlacement. Si le
graphe contient plusieurs pelotes, on a une forét d’arbres.

EXEMPLE 17  On veut calculer ’enlacement du graphe suivant :

c=c4

On peut fixer différents ordres sur les sommets. Soit w; = (1,2,3,4,5,6), we = (1,3,5,2,4,6)
et wg = (1,4,2,5,3,6). On suppose que I’élément le plus grand est ici le premier de la
liste. Le calcul de I’enlacement s’effectue comme indiqué sur la figure 4.1. Chaque noeud
représente une pelote de 'automate. On passe d’'un nceud a ses fils en supprimant le plus
grand des sommets de la pelote. On voit que 'enlacement dépend fortement de I'ordre.

La proposition suivante assure que I’on peut effectivement calculer I’enlacement comme
le minimum des enlacements selon tous les ordres possibles.
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(1,2,3,4,5,6)

1
(2,3,4,5,6) (1,2,3,4,5,6) (1,2,3,4,5,6)
2 1 1
(2,3,4,5,6) 2.3,4,5.0
5 4 4
150 2.3 5.0
(b) Enlacement selon ws. (c) Enlacement selon ws.

(a) Enlacement selon ws.

Fia. 4.1 — Calcul d’enlacements d’un graphe.

PROPOSITION 4.1 Soit G = (Q,E) un graphe orienté. L’enlacement de G est égal au
minimum des enlacements de G selon chaque ordre total sur Q).

Démonstration. La preuve est par récurrence sur le nombre de sommets. Si un graphe ne
compte qu'un sommet, I’enlacement coincide avec I’enlacement selon le seul ordre possible.
Soit G = (Q, E') un graphe. Si G est acyclique, alors, pour tout ordre w sur @, enl,(G) =
enl(G) = 0.

Si G n’est pas une pelote, par hypothese de récurrence, il existe un ordre w sur chaque
pelote P de G tel que enl,(P) = enl(P). En concaténant ces ordres, on obtient un ordre
total sur @) (au besoin, on fixe un ordre sur les sommets qui n’apparetiennent a aucune
pelote et on suppose qu’ils sont inférieurs aux autres). L’enlacement de G selon cet ordre
est bien égal & enl(G)

Si G est une pelote, par définition, il existe p dans @ tel que enl(G) = 1 +enl(G~{p}). Par
hypothese de récurrence, il existe un ordre w sur Q~{p} tel que enl(G~{p}) = enl,(G~{p}).
Si on étend cet ordre sur () en supposant que p est maximum, on obtient que enl,(G) =
1+ enl(G).

Réciproquement, supposons par I'absurde qu’il existe un graphe G, avec un nombre mini-
mal de sommets et un ordre w sur les sommets de G tel que enl,(G) < enl(G). Si G n’était
pas une pelote, I'inégalité serait vérifiée sur une des pelote de G, ce qui contredirait la
minimalité de G. Donc G est une pelote et on a :

enl(G~{@}) =min{enl(G~{p}) |p € Q} =enl(G) — 1
>enl,(G) — 1 =enl,(G~{w}),

ce qui contredit la minimalité de G. O

Contrairement au calcul de la hauteur d’étoile d’'une expression, trouver un algorithme
simple du calcul de I'enlacement d’un graphe n’est pas évident. On peut toutefois trouver
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(a) Morphisme conforme. (b) Morphisme non conforme.

Fia. 4.2 — Deux morphismes de graphes.

des moyens plus subtils que la simple énumération des permutations de ’ensemble des
sommets. En représentant le calcul de la hauteur d’étoile suivant un ordre comme un arbre,
on se rend compte que ce calcul peut s’effectuer non pas de la racine vers les feuilles (par
suppression successive des sommets), mais des feuilles vers la racine (par ajouts successifs
de sommets). Un noeud de 'arbre est créé chaque fois que la prise en compte d’un sommet
fait apparaitre une nouvelle pelote. On peut ainsi, en connaissant I’enlacement de chaque
sous-graphe de taille k, calculer ’enlacement de chaque sous-graphe de taille k£ + 1. Cette

méthode demeure quand méme exponentielle.

Nous verrons ensuite que 'on peut ramener le calcul de la hauteur d’étoile a celui de
I'enlacement d’'un graphe. Les morphismes de graphes (ou d’automates) qui respectent
I’enlacement seront donc des outils précieux. La famille de morphismes présentée ici a été
introduite par R. McNaughton [47] sous le nom anglais de pathwise morphisms.

DEFINITION 4.7 Soit G et ‘H deux graphes orientés. Un morphisme de graphes p de G
dans H est un morphisme conforme s’il est surjectif et que, pour tout chemin D de H,
il existe un chemin C de G dont D est I'image.

EXEMPLE 18 Le morphisme de la figure 4.2a) est un morphisme conforme. (Il s’agit en
fait d’'un co-revétement®.) Le morphisme de la figure 4.2b) n’est pas conforme, en effet,
I'image inverse du chemin passant par les états s, {¢, 7} puis p du graphe image ne contient

pas de chemin.

*Formellement, si (p,q) est un arc du graphe image, pour tout s dans I'image inverse de g, il existe r
dans 'image inverse de p tels que (r, s) est un arc du graphe de départ.
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La proposition suivante accompagne évidemment la définition faite par R. McNaugh-
ton. Nous reproduisons ici la méme démonstration, a une exception pres que nous signa-
lerons.

PROPOSITION 4.2 Soit G et H deux graphes orientés. S’il existe un morphisme conforme p
de G sur ‘H, l'enlacement de G est supérieur a celui de H. On dira que p préserve’

Penlacement.
Cette proposition est issue du lemme suivant :

LEMME 4.3 Soit G et ‘H deux graphes orientés. S’il existe un morphisme conforme p de
G sur ‘H et si Q est une pelote de H, il existe une pelote P de G telle que pp est un
morphisme conforme sur Q.

Démonstration. Faisons de Q un automate, en étiquetant chacun de ses arcs par une

L est un

lettre distincte et en supposant chaque état initial et final. De méme, R = Qu~
automate dans lequel tout état est initial et final, et les images inverses d’un arc de Q

portent la méme étiquette que celui-ci.

Le langage reconnu par Q représente l’ensemble des chemins dans cette pelote. p
est conforme, donc R reconnait le méme langage. Deux automates de taille n et m re-
connaissent le méme langage s’ils reconnaissent les mémes mots de longueur inférieure a
gmax(m.n) ([23]). Posons n le nombre d’états de R et considérons un chemin dans Q passant
par tous les chemins de longueur 2" et faisant une boucle. Soit w ’étiquette de ce chemin.
w™ est reconnu par Q et donc par R. Soit gy ’état de départ et ¢, 1’état atteint apres
avoir lu w". Par le lemme des tiroirs, deux de ces états sont les mémes, donc il existe une
pelote P reconnaissant le mot w, donc tout le langage, ce qui revient a dire que yp est
un morphisme conforme sur Q. O

La preuve de ce lemme differe légerement de celle qu’on trouve dans [47]. En effet, on
peut ne pas utiliser la borne «2™ "% et considérer une suite de mots wy, qui étiquette un
chemin contenant tous les chemins de longueur k. Pour chaque wyg, on obtient ainsi une
pelote Py ; lorsque k tend vers l'infini, une pelote P apparailt infiniment souvent dans la
suite (Pk)ren ; elle vérifie le lemme.

Montrons maintenant la proposition en suivant mot a mot (ou presque) la preuve de
R. McNaughton.

Démonstration de la proposition 4.2. Supposons qu’elle est fausse. Alors, parmi
tous les graphes ne vérifiant pas la proposition, il existe G d’enlacement minimal c. Soit
d > ¢ I'enlacement de H. Si ¢ = 0, la longueur des chemins de G est bornée et pas celle de
H. C’est impossible, donc ¢ > 0.

Il existe une pelote Q de H de degré d, et d’apres le lemme, il existe une pelote de G
dont Q est I'image. Cette pelote P est au plus de degré c. Elle ne peut étre de degré
inférieur par minimalité de ¢. Il y a donc un état ¢ de P tel que enl(P~{q}) = ¢ — 1.
Dot enl(Q~{qu}) = d—1 et enl(P~{quu~'}) < ¢—1. On a donc construit un morphisme

3plutét que «conserves, puisque enlacement peut décroitre.
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conforme entre P~{qup =t} et O{qu} qui contredit la minimalité de c. Donc la proposition
est vraie. O

Maintenant que nous disposons d’un outil suffisament puissant pour manipuler 1’en-
lacement de graphes, il faut établir le lien entre cette notion et la hauteur d’étoile d’un
langage rationnel.

DEFINITION 4.8 L’enlacement d’un automate est égal a I'enlacement de son graphe
sous-jacent. De méme, un morphisme d’automate est conforme s’il est surjectif et que
chaque chemin de I'image peut se relever en un chemin.

La proposition 4.2 s’applique évidemment aux automates. Une illustration de 'utilisa-
tion de cette proposition est donnée par le résultat suivant :

PROPOSITION 4.4 Soit A un automate déterministe émondé reconnaissant le langage L.
Il existe un morphisme conforme de A sur 'automate minimal de L. Par conséquent,
Pautomate minimal d’un langage est celui qui, parmi tous les automates déterministes
reconnaissant ce langage, a un enlacement minimum.

Démonstration. Soit Ar = (Q, A, E,{i},T) Pautomate minimal de £. L’application qui,
a tout état p de A, associe 1'état i- Past 4(p) est un morphisme. Tout chemin C de A, peut
se prolonger en un calcul étiqueté par un mot u. Ce mot u est accepté par 'automate A ;
il existe donc un calcul de A étiqueté par u dont 'image dans A, ne peut étre que C
puisque A, est déterministe. Le morphisme est donc conforme. La seconde partie de la
proposition découle de la proposition 4.2. O

1.3 Enlacement et hauteur d’étoile

L’enlacement, on 'a vu, est relatif au graphe sous-jacent & un automate ; la hauteur
d’étoile, elle, correspond & une expression rationnelle. Le théoreme d’Eggan [22] permet
d’établir le lien entre ces deux grandeurs :

THEOREME 4.1 La hauteur d’étoile d’'un langage rationnel est égale a 'enlacement mini-
mal des automates qui reconnaissent le langage.

Pour cela, on utilise des automates qui sont non plus étiquetés par des lettres, mais
par des expressions rationnelles :

DEFINITION 4.9 Un quintuplet A = (Q,RExpA, E,I,T) est un automate généralisé
si Q est un ensemble fini d’états, RExpA I’ensemble des expressions rationnelles sur I’al-
phabet A, E un sous-ensemble de () x RExpA x Q et I et T des sous-ensembles de Q).
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Un automate A est donc un automate généralisé particulier, puisque les seules expres-

sions qui étiquettent ses transitions sont des lettres.

Nous alons étendre la notion d’enlacement aux automates généralisés. On définit I'in-
dice «Eggan» 4 ig d’un automate généralisé. Cette méthode pour prouver le théoreme
d’Eggan [22] a été explicitée dans une communication faite en collaboration avec J. Saka-
rovitch [42].

DEFINITION 4.10 Soit A = (Q, A*,E,I,T) un automate généralisé et w un ordre total
sur Q. L’indice iy d’un automate généralisé A selon w, est défini récursivement par :
— Si A est acyclique :
i) (4) = max{h[e[] | e € E}.

— Si A n’est pas une pelote :

ig) (A) = max({ig) (P) | P pelote de A}
U{hl[le|] | e n’appartient pas a une pelote}).

— Si A est une pelote,

i) (A) = 1+ max({it) (A~ {@})}
U{h[le|] | e adjacente a w}).

Les deux types extrémes d’automates généralisés représentant un langage sont d’une
part 'automate classique étiqueté par des lettres et d’autre part un automate réduit a un
état initial et un état final dont I'unique transition (entre ces deux états) est étiquetée par
une expression représentant le langage.

On voit que 'indice ig d’un automate classique est exactement égal a I’enlacement selon
le méme ordre et que I'indice ig d’'un automate du second type est exactement la hauteur
d’étoile de 'expression qui I'étiquette. On va montrer qu’on peut passer du premier type
au second et que l'indice ig reste invariant au cours de cette transformation.

De méme que le calcul de I’enlacement d’un graphe, le calcul de l'indice ig peut se
représenter par un arbre. La racine de cet arbre est 'automate lui-méme, Cependant,
dans ce cas, on a deux sortes de nceuds. D’une part, comme précédemment les nceuds
qui correspondent a des pelotes, apres suppressions successives d’états. D’autres part, des
feuilles qui correspondent aux expressions rationnelles qui, soit étiquettent des transitions
adjacentes a I’état qu’on supprime, soit étiquettent des transitions qui se retrouvent en
dehors des pelotes. Les transitions dans I’arbre qui relient ces feuilles a leur pere ont une
longueur qui n’est pas obligatoirement égale a 1 mais a la hauteur d’étoile de I’expression
qu’elles représentent (c’est la raison pour laquelle, on ne représente pas les expressions de
hauteur d’étoile 0 et qu’on retrouve dans ce cas les arbres présentés pour ’enlacement).

ExeEMPLE 19  Considérons 'automate généralisé suivant :

4Du nom du théoreme qu’il permet de prouver.
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(a) Indice ig selon ws. (b) Indice ig selon ws.

F1G. 4.3 — Calcul de l'indice ig.

(arby °

Calculons 'indice ig pour les ordres wy = (0,1,2,3) et wy = (3,2,1,0). Les arbres corres-
pondants sont représentés figure 4.3. Dans le premier cas, I'indice i est égal a 3, dans le
second, il est égal a 4.

1.4 Du calcul d’une expression au théoreme d’Eggan

Rappelons une méthode classique, dite méthode d’élimination, pour obtenir une ex-
pression rationnelle a partir d’un automate.

Soit A = (Q,A,E,I,T) un automate et w un ordre total sur ), ensemble des états
de A. On normalise A, c’est-a-dire qu’on rajoute deux états i (initial) et ¢ (terminal), des
transitions spontanées (c’est-a-dire étiquetées par 1) entre i et chaque état de I d’une part,
et entre chaque état de T" et ¢ d’autre part.

On obtient automate A = (Q U {i,t}, A, E' i, t).

On va ensuite éliminer les états de Ay dans 'ordre w, en modifiant les transitions de
sorte qu’a chaque étape, le langage représenté par 'automate reste le méme. Pour cela,
on consideére que les étiquettes de 'automate sont des expressions rationnelles (au départ,
réduites a des lettres). On profite donc de cette généralisation pour fixer une regle qui
permet de n’avoir qu’une seule transition entre un couple donné d’états :
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Oo— =0 O——0

Lorsqu’on supprime un état ¢ dans une des configurations suivantes,

on crée respectivement les transitions suivantes :

Tout calcul passant par p est étiqueté par un mot qui se factorise en w.v.w, ou u

Ei-F*- G,

E; G,

étiquette un chemin de 4 a p;, w un chemin de r; a t et v un chemin de p; a r; dont les
seuls états intérieurs sont p. Donc w appartient bien au langage dénoté par E; - F* - G; et,
apres suppression de p, I'automate reconnait bien au moins tous les mots qu’il reconnaissait
avant. Réciproquement, tout mot du langage dénoté par E; - F* - G; (ou par E; - G;, ce qui
Fw, avec u € |Ej| , v € |F| et w € |Gy
Avant suppression de p, il existe donc un chemin de p; & r;, dont le seul état intérieur

est p et dont I'étiquette contient w.v®.w.

est encore plus simple) peut se décomposer en u.v

Lorsqu’on a supprimé tous les états de ), on est donc dans la configuration suivante :

—Q E O—

Comme a chaque étape le langage dénoté est toujours le méme, 'expression E représente

le langage.

PROPOSITION 4.5 L’expression obtenue a partir d’un automate émondé A en suivant la
méthode d’élimination des états selon I'ordre w représente le langage reconnu par I’auto-

mate A. La hauteur d’étoile de cette expression est égale a I’enlacement de A selon w.?

On suit la démonstration faite dans [42].

Démonstration.  La preuve est par récurrence sur le nombre d’états n de A. (En fait
lautomate a n+ 2 états, puisqu’il a un état initial et un état final qui lui sont ajoutés.) On
montre que l'indice ig d’'un automate généralisé de taille n selon w est égal a la hauteur
d’étoile de ’expression obtenue en éliminant les états dans 'ordre w.

°Tl faut souligner que le calcul de I’enlacement de A selon w consiste & traiter les états dans I'ordre
décroissant selon w, alors que la méthode d’élimination le fait dans I’ordre croissant.
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Si n = 0, Pautomate ne comporte au plus qu'une transition entre I’état initial et I’état
terminal. C’est la configuration finale de I'algorithme d’élimination. La hauteur d’étoile

de cette expression est justement l'index ig de 'automate.

Supposons la propriété vraie pour tout entier strictement inférieur a n et A un automate
a n(+2) états.

Sil'automate A (abstraction faite des états i et ¢) n’est pas une pelote, I’expression ration-
nelle obtenue par l'algorithme d’élimination est une somme ou un produit d’expressions
qui, soit étiquettent des transitions en dehors des pelotes, soit correspondent & une pelote.
La hauteur d’étoile de I'expression est le maximum des hauteurs d’étoile de toutes ces
composantes. Par hypotheses de récurrence, la hauteur d’étoile des expressions issues de
pelotes est égale a l'indice ig de ces pelotes; la hauteur d’étoile de 'automate est donc

égale a son indice ig.

Si l'automate A (abstraction faite des états i et t) est une pelote, on pose p le plus petit
état de A (selon w). Soit A’ automate obtenu apres suppression de p dans Palgorithme
d’élimination. Remarquons que, si A est une pelote, A’ aussi.

L’algorithme de calcul de 'indice ig va se dérouler de la méme maniere dans A et A’
jusqu’a la derniere étape (c’est-a-dire 'examen de p), car les transitions qui relient leurs

états sont les mémes.

Les étiquettes des transitions de A’ se divisent en deux parties :

— d’une part, les transitions identiques a celles de A ;

— d’autre part, des transitions issues de la suppression de p par l'algorithme d’éli-
mination et qui sont, soit de la forme E - G si p n’a pas de boucle dans A, soit
de la forme E - F* - G, sinon. Dans le premiers cas, les enlacements de A et A’
sont évidemment égaux; dans le second cas, examinons ’arbre qui représente le
calcul de l'indice ig. Soit X I’ensemble d’états qui étiquette le pére de p dans l'arbre
correspondant a A et ¢ le plus grand élément de X. La suppression de ¢ dans le calcul
conduit a une fragmentation de la pelote en différentes pelotes dont {p}. Localement,

I'arbre a donc la forme suivante :

max(h[E;], h[G;], 1 + h[F])

(D

étiquetées par les expressions E; - F* - G; sont soit supprimées, soit se retrouvent en

Dans A’, comme p n’existe plus, la suRplession de ¢ entraine que les transitions

dehors de toute pelote, 'arbre a donc la forme suivante :
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»

q h[E; - F* - G,]

E-F -G,

Les deux arbres correspondants aux deux calculs ont donc la méme hauteur, et
I'indice i de A’ est égal a celui de A.
Ceci permet de conclure la démonstration. O

Démonstration du théoréme 4.1. D’apres la proposition précédente, la hauteur d’étoile
d’un langage est inférieure ou égale a l’enlacement minimal des automates qui recon-
naissent le langage. En effet, étant donné un automate d’enlacement minimal, on peut
calculer une expression dont la hauteur d’étoile est égale a I’enlacement de I'automate.

On montre maintenant I'inégalité dans l'autre sens, c¢’est-a-dire qu’a partir d’une expres-
sion, on peut construire un automate qui décrive le méme langage et dont ’enlacement est
égal a la hauteur d’étoile de I’expression. Pour cela, on construit un automate en suivant
les regles de formation d’une expression rationnelle. On peut noter qu’a part pour le lan-
gage vide représentable par un automate vide dont ’enlacement est bien égal a la hauteur
d’étoile du langage, dans toute expression rationnelle, on peut supprimer la constante 0
en utilisant les regles suivantes :

(0-E)—0, (0+E)—E, et(0)+—1.

Si I’application de ces regles ne conduit pas a une suppression de 0, c’est que le langage
est vide. On considere donc les expressions rationnelles sans 0. On construit récursivement
un automate qui décrit le méme langage que ’expression en assurant que ’enlacement du
premier est égal a la hauteur de la seconde. On construit des automates quasi-normalisés,
dans le sens ou il n’y a pas de transition spontanée et que, éventuellement, ’état initial
peut étre final (en plus de I’état final «unique»).

i) Si lexpression est a ou 1, le langage est reconnu respectivement par un des deux
automates suivants d’enlacement 0.

~O—+—0—~ —O-

ii) SiE et F sont deux expressions pour lesquelles il existe deux automates A et B qui
décrivent le méme langage, et dont I'enlacement respectif est égal a la hauteur d’étoile res-
pective de chacune des expressions, alors E+4 F représente le langage reconnu par I'automte
suivant, dont I’enlacement est le maximum des enlacements de A et B, donc la hauteur
d’étoile de E+F :
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* —

v
Sip ou r est initial, ’état {p,r} est initial.

iii) Pour le produit, la construction est similaire :

Si p est final dans le premier automate, il I'est dans le résultat ; si r est final, on crée dans
le résultat, pour toute transition qui arrive en {g, 7}, une transition étiquetée par la méme

lettre qui arrive en s.

iv) Pour I’étoile, & partir d’'un automate, on crée deux copies et on réunit ’état initial

de la premiere avec I’état final de la seconde et réciproquement :

Si on enleve I'état initial ou I'état final, on obtient un automate dont 'enlacement est
égal a celui de départ, 'enlacement est donc inférieur a la hauteur d’étoile de E plus 1.
Si on enleve un état interne, il appartient a 'une des deux copies ; I'autre copie n’est pas
modifiée, 'enlacement diminue donc au plus d’1. O

2 Hauteur d’étoile des langages a groupe

De méme que pour l'étude de l'automate universel, I’algorithme présenté pour les
automates & groupe, qui est une adaptation de celui de R. McNaughton [47], se veut un
avant-golt de celui qui est présenté pour les automates réversibles.

Soit £ un langage a groupe et A son automate minimal. Cet automate est une pelote,
son monoide de transition est le groupe syntaxique G dont I'unique idempotent est 1.

Dans tout automate B qui accepte £, on peut trouver un état r qui se comporte dans B
sensiblement de la méme fagon que I'état initial dans A.
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LEMME 4.6 Soit £ un langage dont le monoide syntaxique est un groupe G. Son automate
minimal est A = (Q, A, E,i,T) et soit B un automate équivalent. Soit g un élément du
groupe syntaxique G correspondant a une partie du langage, H, son image inverse dans A*
(Hgy est inclus dans L) et Hy,, I'image inverse de 1q. Il existe un état r de B tel que :

i) Hy, NPastg(r) # 0 et Hy N Futp(r) # 0.

ii) Pour tout mot v de H1G6, il existe u dans Hy, et w dans A* tels que u.v.w étiquette
une boucle autour de r.

Démonstration. Pour tout entier [ positif, on définit B; I’ensemble des mots de longueur
inférieure a [ qui étiquettent une boucle autour de ¢ dans A. Il existe un entier k (I'ordre
du groupe syntaxique G) tel que pour tout mot u de By, le mot uX appartient & Hi.. On

w= T

ue B

pose :

Soit n le nombre d’états de B. Pour tout u appartenant a Hy, le mot (w;)".u appartient
aussi a Hgy, donc a L. Il est accepté par B. Ce calcul peut se décomposer de la facon

suivante :

L’état 7 respecte i) et ii) pour v de longueur inférieure & [. Lorsqu’on fait tendre [ vers
I'infini, on obtient une suite d’états (1;);cny dans laquelle un état r de B apparait infiniment

souvent. Cet état vérifie les conditions i) et ii). 0

THEOREME 4.2 Sile monoide syntaxique d’un langage L est un groupe, ’automate univer-
sel contient un sous-automate reconnaissant L et d’enlacement minimal. Plus précisément,
il existe des pelotes de 'automate universel dont I’'union forme un automate qui reconnait £
avec un enlacement minimum.

Démonstration.  Soit B un automate d’enlacement minimal reconnaissant £. Soit g un
élément du groupe syntaxique qui correspond a une partie H, de £. Il existe un état r qui
vérifie les deux conditions du lemme. Soit ¢ un morphisme de B dans U, et s = rp.

H,, N Pastp(r) # 0, donc, comme Pastg(r) C Pasty, (s), et que le passé de s est reconnu
par G, Hy, C Pasty,(s), donc s est initial. De méme, H, est inclus dans le futur de s.
Considérons la pelote P de Uy qui contient s. Il existe un mot v de A* tel que, pour tout
mot u de Hy, le mot u.v appartient a H; . Donc il existe une boucle autour de s étiquetée
par u.v. Soit t I’état de cette boucle atteint a partir de s en lisant u. Le mot u appartient
a Futy,. (s), donc le mot vide appartient a Futy, (t), qui est terminal. La pelote P accepte
donc (au moins) tous les mots de H,.

Squi étiquette donc une boucle autour de 4 (état initial de A)
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Montrons que P est d’enlacement inférieur a . Tout chemin de P est contenu dans une
boucle autour de s qui, quitte a tourner plusieurs fois, est étiquetée par un mot v de Hy,,.
Il existe donc u dans Hi, et w dans A* tels que w.v.w étiquette une boucle autour de r

dans B :

L’image de cette boucle par ¢ est une boucle autour de s étiquetée par w.v.w. Comme u
est dans Hj, il étiquette une boucle autour de s, de méme que v :

O——CO0—O0——0

Cette boucle est celle qui contient le chemin de départ, puisque P est déterministe. Tout

chemin de P a donc une image inverse dans B. L’enlacement de P est donc inférieur ou
égal a celui de B.

On peut faire ce raisonnement pour tout élément de G image d’une partie de £. On
obtient ainsi une union de pelotes d’enlacement inférieur a celui de B. Elles forment donc
un automate d’enlacement minimal qui reconnait L. O

COROLLAIRE 4.7 Soit A I'automate minimal d’un langage a groupe. Si A a un seul état
final, il est d’enlacement minimal.

Démonstration. D’apres le corollaire 3.7, dans ce cas, 'automate universel est isomorphe
a lautomate minimal. La seule pelote de 'automate universel est donc A lui-méme qui
est donc d’enlacement minimal. O

Une conséquence triviale de ce corollaire est le résultat de F. Dejean et M.-P. Schiitzen-
berger [21] selon lequel, pour tout entier n, il existe des langages rationnels de hauteur
d’étoile n. Il suffit de considérer les langages a groupe {u € {a,b}* | |u|, = |u|p mod 2"},
dont 'automate minimal a un seul état final et est d’enlacement n.

L’algorithme qui permet de trouver un sous-automate d’enlacement minimum ne né-
cessite pas une énumération de tous les sous-automates de 'automate universel. Il suffit
de calculer I’enlacement des pelotes et de considérer les automates successifs formés par
I’adjonction des pelotes en commencant par celles d’enlacement minimum, jusqu’a ce qu’on
obtienne un automate qui reconnaisse le langage. De plus, si I'automate universel est
construit a partir de 'automate minimal, il est facile de savoir quelle est la part du langage

reconnue par chaque pelote.

PROPOSITION 4.8 Soit A= (Q, A, E,i,T ) lautomate minimal d’un langage a groupe L.
Soit P une pelote de I'automate universel de L construit a partir de A. Les états de P
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F1G. 4.4 — Un automate d’enlacement minimum pour £,

sont indicés par des sous-ensembles de (). Le passé d’un état X dans P est égal a I'union
des passés des états p dans A, pour p dans X :

Pastp(X) = U Past 4(p).
peX

Démonstration.

u € Pastp(X) <Y =u- X initial & i-u € X < u € | Pasty(p)
peX

O

Le langage accepté par une pelote étant I'union des passés des états terminaux de la pelote,
il est tres simple de savoir si une union de pelotes réalise ou non tout le langage.

EXEMPLE 15.2 L’enlacement de I'automate minimal de £, (figure 3.3 page 83) est égal
a 3. Dans cet exemple, 'automate minimal est isomorphe au graphe de Cayley du groupe.
Chaque état correspond donc & un élément particulier du groupe et son passé a I'image
inverse de cet élément par le morphisme canonique de A* dans le groupe. On notera par
exemple H; 'image inverse de I’élément du groupe correspondant a I’état t. L’examen de
I’automate universel donne le tableau suivant, dans lequel chaque pelote est désignée par

un de ses états :

Pelote Enlacement | langage reconnu
{p} 3 H,UH,UH;UH,
{p, s} 2 H,UH,;
{pv t} 2 Hq U Hu
{p,u} 2 HyUH,
{p,q,r} 2 H,UH,UH,
{p,q,r, s} 3 H,UH,UH;UH,

On voit qu’il suffit de prendre, par exemple, les pelotes des états {p, ¢, 7} et {p, s} pour for-
mer un automate d’enlacement 2 qui reconnait le langage (figure 4.4). D’apres le théoréme
précédent, cet automate est d’enlacement minimal pour le langage. La hauteur d’étoile du
langage L, est donc 2.
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3 Hauteur d’étoile des langages réversibles

Les langages réversibles étant la généralisation naturelle des langages a groupe, il parait
naturel d’essayer d’y étendre la méthode de R. McNaughton.

Les langages considérés par R. Cohen [17] et K. Hashiguchi et N. Honda [31] font partie
d’une classe plus restreinte que celle des langages réversibles, celle des langages reset-free.
Un langage est reset-free si son automate minimal est réversible. On voit que le probléeme
de 'appartenance a cette classe est trivialement réglé de méme que la construction d’'un
automate réversible pour un de ces langages.

R. Cohen montre que si 'automate minimal d’un tel langage n’a qu’un état minimal,
I’automate minimal est d’enlacement minimal pour le langage. C’est la généralisation du
corollaire 4.7 au langages reset-free. K. Hashiguchi et N. Honda étendent quant a eux
la méthode de R. McNaughton. Il faut souligner ici une différence profonde entre les al-
gorithmes de R. McNaughton, N. Hashiguchi et N. Honda et ceux présentés ici. Dans
le premier cas, & partir d’'un automate connu ayant les bonnes propriétés (de groupe
ou de réversibilité), on construit des automates parmi lesquels on assure qu’on en trou-
vera d’enlacement minimum dont I'union reconnait le langage. Dans le second cas, on
construit I’automate universel a partir de ’automate minimal, dans lequel on cherche des
sous-automates ayant les propriétés voulues. On peut montrer que cet automate universel

respecte certaines propriétés a partir d’'un automate qu’on ne sait a priori pas construire.

Avant de passer a la démonstration du résultat, on présente deux lemmes.

DEFINITION 4.11 On dit qu’'un mot u est un mot idempotent pour un automate A
si son image dans le monoide de transition de A est un idempotent.

LEMME 4.9 Soit A un quipu réversible. Soit w un idempotent pour A. Quels que soient
les mots u et v de A*, si u.w.v est accepté par une branche de A, u.v est accepté par la
méme branche.

Démonstration.  Ceci vient du fait que dans un automate réversible, un idempotent
ne peut étiqueter qu'une boucle. En effet, si w est un idempotent pour A qui étiquette
un chemin de p a g, il étiquette aussi une boucle autour de ¢ et comme 'automate est
réversible, on obtient p = ¢. Par conséquent, de tout calcul de A étiqueté par u.w.v, avec w
idempotent pour A, on peut extraire un calcul étiqueté par u.v. O

Le monoide de transition qui reconnait un langage réversible n’est pas caractéristique
d’un tel langage, puisqu’il faut, en plus, respecter certaines propriétés de fermeture. De
fait, contrairement a ce que nous avons fait pour les groupes, on ne peut pas effectuer une
partition du langage réversible par rapport aux élément du monoide syntaxique de maniere
a obtenir des langages réversibles. Par exemple, on ne peut pas séparer le langage a*+0b* en
deux langages réversibles disjoints unions d’images réciproques d’éléments de son monoide
syntaxique. En fait, on va décomposer le langage en un ensemble de langages réversibles
(non nécessairement disjoints) ; chacun de ces langages correspondant a une corde d’un
quipu réversible minimal. Chaque corde compte un certain nombre d’états-clés qui sont
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les états d’entrée et de sortie des différentes pelotes. Tout chemin réussi dans une corde

emprunte tous ces états.

DEFINITION 4.12 Soit D = (Q, A, E,i,t) une corde. Les pelotes de D sont totalement
ordonnées :
P<P &VpeP,Vp eP,Juc A", p-u=7p.

Soit Py < Py < ... < Py, les pelotes de D. Pour tout j de [1;k|, I'état p; (resp. q;) est le
seul état de P; qui soit état d’arrivée (resp. de départ) d’une transition extérieure a P;.
Si I’état i appartient a Py, p1 = i; de méme, si I'état t appartient a Py, qr = t. Le 2k-
uplet (p1,q1,p2, - - -, Pk, qr) €st appelé jalon de D. Tout mot u accepté par D se décompose
de facon unique en u = vy.u1.v1.U2 . . . Uk. Vg, aAVEC

i Vg =p1 pj - uj =qj, Vj € [1;K]
qr - Vg =t q;j - Vj =Pj+1, Vi € [1; k+ 1]

Le lemme suivant est ’exacte généralisation du lemme 4.6.

LEMME 4.10 Soit £ un langage réversible et A un quipu réversible minimal qui reconnait
le langage L et B un automate équivalent. Soit D une corde de A, (p1,q1,...,qx) le jalon

de D et u un mot accepté par D, dont la décomposition selon D est vy, u1,v1,...,0v5. 11
existe k idempotents pour A, wi,...,w; et k états rq,...,r, de B tels que, pour tout i
de [1;k] :

i) Le mot w; étiquette une boucle autour de I’état p;.

ii) II existe des entiers h; et l; tels que

vo.w™ ePastp(ry),
!
wk vy €Futp(ry),
l; hit1 .
w;' i viw - €Transg(ri, i), pour i < k.

iii) Si un mot y étiquette une boucle autour de p;, il existe un mot = idempotent et un
mot z tels que x.y.z étiquette une boucle autour de ;.

Démonstration. La situation décrite dans le lemme est représentée figure 4.5.
Soit [ un entier positif. Pour tout ¢, on pose E; = {u € A* | p;-u = p; et |u| < 1}. Il existe

un entier k tel que pour tout mot u de A*, le mot u¥ est un idempotent pour A. On forme

wi:Huk

uekl;

le mot

On choisit un ordre arbitraire sur les mots de F; pour effectuer ce produit. Le mot w;
étiquette une boucle autour de p;. Soit n le nombre d’états de B. On considere le mot
V. WY .UV ... WE.UE.VE, qui est accepté par D, donc par B. Par le lemme des tiroirs, un
calcul de B étiqueté par ce mot peut se décomposer de la maniere suivante :



116 4 Hauteur d’étoile

Fia. 4.5 — Une corde, ses jalons, et sa trace dans un automate qui accepte le langage.

n—hi—l1 n—ho—ls n—hy—1j,
wy Wy Wi,

vo.wy X wy U Vg Wy W UV,
—0) " (ro) .@—,O_,

Les états r; ainsi définis vérifient i) et ii). Tout mot y de longueur inférieure a [ qui fait

une boucle autour de p;, appartient a F;. Donc w; = z¢.y.z, avec x idempotent pour A,

et w?fhi*li = w?fhi*li*l.xo.y.z. En posant z = w?fhi*li*l.xo, on montre iii) pour les

mots de longueur inférieure a [.

Pour tout [, on peut trouver des états (ry,re,...,7;) qui vérifient i), ii) et iii) pour les
mots de longueur inférieure a [. Quand on fait tendre [ vers I'infini, le nombre de k-uplets
d’états différents étant fini, il y en a un qui apparait infiniment souvent. Celui-ci vérifie le
lemme pour des mots de longueur arbitrairement grande. O

THEOREME 4.3 Soit £ un langage réversible. Il existe un sous-automate quasi-réversible
de Pautomate universel de L qui reconnait L et qui est d’enlacement minimal.

Démonstration. La preuve du théoreme se fait en plusieurs étapes. D’abord, on pose les
outils utilisés.

Soit A un quipu réversible minimal qui reconnait le langage £ et B un automate qui re-
connait ce méme langage et qui est d’enlacement minimum. B a n états. On considere une

corde D de A et u un mot accepté uniquement par cette corde. Soit (p1,q1,p2,q2,-- -, qk)
le jalon de D et (vg, u1,usg, ..., ur, vg) la décomposition de u par rapport a D.
Soit r1,...,7 et wy,...,w, les états de B et les idempotents pour A donnés par le

lemme 4.10 appliqué a D et u. La situation est donc celle schématisée figure 4.5.
Soit ¢ un morphisme de B dans U,. On fixe un entier ¢ de [1; k].

On pose s; = ;0 et P; est la pelote de Uy qui contient s;. Il existe des entiers hq,. .. h;
resp. l;, ..., 1) tels que le mot x = uo.whl.vl.ul .. ui_l.whi resp. le mot y = wl-i.vi.ui ... wl’“.vk.uk
1 7 Y ) k



3 Hauteur d’étoile des langages réversibles 117

appartient au passé (resp. au futur) de r; et donc de s;.

On montre que ¢ est un morphisme conforme sur P;. Soit C un chemin de P;.
On peut supposer, quitte a le prolonger, que C est une boucle autour de s; et, quitte a
tourner suffisament de fois autour de s;, que C est étiqueté par un idempotent z pour A.
Le mot z.z.y appartient au langage. D’apres le D z

lemme 4.9, toute corde de A qui accepte ce mot x Q Y

accepte aussi le mot u, donc ce mot est ac- O @) O

cepté par la seule corde D. Comme la corde est

réversible, le début de calcul étiqueté par x meéne
en p; et la fin de calcul étiquetée par y vient B
de p;. Le mot z étiquette donc une boucle autour

de p;. Donc, d’apres les propriétés de ’état r;,
il existe un mot w idempotent pour A et un

mot v tels que w.z.v étiquette une boucle au-

AS)

tour de r;. L’image de cette boucle par ¢ est
une boucle autour de s;. Comme w est un idem- U

‘ . L L
potent (dans le monoide de transition donc a
fortiori dans le monoide syntaxique), d’apres la

proposition 3.12, il étiquette une boucle autour
de s;. Comme les pelotes sont déterministes, la
boucle C autour de s; étiquetée par z est bien image de la portion de boucle autour de 7;
étiquetée par z. Le morphisme ¢ est donc conforme sur P; dont I’enlacement est, par

conséquence, inférieur a celui de B.

D

Uj v;
On montre qu’on peut relier deux pe- @ - @ —(pit1)
lotes P; et P;y; sans former de nou-
velle boucle. Le mot u; peut étre prolongé B 3 hiir
de maniere a étiqueter une boucle autour de p; @ Wy Ui VW, C)
i Ti41

dans D, donc il existe un idempotent x pour A et
un mot z tels que z.u;.z étiquette un mot autour

de r;, donc de s; et comme x est un idempotent,

il existe un chemin étiqueté par u; dans P; qui )tp
part de s;. Soit t; son état d’arrivée. U L _w, Wit1
De méme, en utilisant la proposition 3.12, les

mots w; et w;y1 étiquettent respectivement des 8 i @ Yi Sig1

boucles autour de s; et s;41.

. . . hy . R
Il existe deux entiers [; et h;y1 tels que wi’.ui.vi.wi_ﬁl appartienne a Transg(r;,7;41) donc

a Transy, (s, si+1). Posons s; = (L;, R;) et t; = (L}, R.). Par définition de lautomate
universel :

li h'+1
szz -ui-vi-wz‘_:_l g Li—l—l
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Soit p le morphisme syntaxique de L. D’apres la proposition 3.11, (Li.wﬁi),u = L;u
et (Lj.u;)p = Lip. Donc il existe un chemin étiqueté par vi.w?ﬁl entre ¢; et s;+1. On
a donc :

/ hit1
Ri - Ui.wiJrl -Ri—I—l

De méme, (w?ﬁll.RHl)p = R; 111, donc il existe un chemin étiqueté par v; entre t; et s;41.
Ceci est vrai pour tout ¢ de [1;k — 1]. On montre de méme qu’il existe un chemin d’un
état initial a s; étiqueté par vy et un chemin de s; a un état terminal étiqueté par vy.

Si un des états intérieurs d’'un de ces chemins étiqueté par v; appartient a une pelote, on

peut factoriser v; en x;.y; et il existe un idempotent w pour A tel que
VOULVT -+ - Uj T4 W Y5 Ui 1 Vi1 -+ - UV € L.

Il ne peut étre accepté que par D (lemme 4.9), ce qui contredit qu’il n’existe pas de boucle
entre ¢; et p;y1.

On montre que le sous-automate de U/, ainsi formé accepte tous les mots de D.
Tout mot accepté par D est de la forme wvg.uj.v1 ... u}. vk, avec p; - u; = g;. 11 suffit de
montrer que w, appartient & Transy, (s;,t;). Il existe un mot w; tel que u}.w; est un idem-
potent et w,.w; et u;.w; étiquettent des boucles autour de p;. De méme que précédemment,
ces mots étiquettent des boucles autour de s; et comme la pelote est co-déterministe, le
chemin partant de s; étiqueté par u) arrive dans le méme état que celui étiqueté par w;,

c’est-a-dire t;.

On montre que ce sous-automate est réversible. Les pelotes de 'automate uni-
versel sont réversibles. Entre chaque pelote, 'automate ne comporte quun seul chemin,
par construction. S’il existe une lettre a qui étiquette deux transitions arrivant en s;,
cette lettre est la derniere de v; et on montre qu’il existe une boucle autour de p; dont la
derniere étiquette est a, ce qui contredit la réversibilité de D. Donc le sous-automate est

co-déterministe ; il est de méme déterministe.

Conclusion. Pour chaque corde D de A, on peut montrer qu’il existe un sous-automate
de 'automate universel d’enlacement inférieur a la hauteur d’étoile du langage, et qui ac-
cepte au moins le langage reconnu par cette corde. La superposition de tous ces automates
dans I'automate universel forme un automate qui reconnait le langage £. De plus, on a vu
que pour chaque état de chacun des sous-automates, si I’état appartient a une pelote, la
pelote en intégralité appartient au sous-automate. Chaque pelote de la «superposition»
est donc contenue dans un des sous-automates. L’enlacement de 'automate obtenu est
donc égal au maximum des enlacement obtenus en considérant les branches séparément,
c’est-a-dire inférieur ou égal a I’enlacement de B qui est minimum par hypothese. Si deux
transitions étiquetées par la méme lettre arrivent dans un méme état, une d’entre elle n’ap-
partient a aucune pelote. Le sous-automate dont elle provient est réversible et contient
les pelotes de U, qu’il intersecte en intégralité ; la seconde n’appartient donc a aucune
pelote non plus. De méme pour les transitions partant d’un méme état. L’automate est
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pgq,pr,qr

Fia. 4.6 — Un automate quasi-réversible pour £,,.

donc quasi-réversible. Ce raisonnement est similaire a celui de la preuve du théoreme 3.4.
Il existe donc un sous-automate quasi-réversible de 'automate universel qui est d’enlace-
ment minimum pour le langage. O

Le résultat de R. Cohen [17] est alors un corollaire du théoréme.

COROLLAIRE 4.11 Soit L un langage réversible dont 'automate minimal est réversible et
n’a qu’un état final. Alors, 'automate minimal de L est d’enlacement minimum.

La raison est exactement la méme que pour les groupes. On a en effet vu que dans ce
cas, automate universel est isomorphe & l'automate minimal (proposition 3.10). Par mi-
nimalité, le seul sous-automate de I’automate universel qui accepte le langage est donc
I’automate universel lui-méme.

EXEMPLE 12.4 Cet algorithme, appliqué a 'automate universel de £,,, permet d’obtenir
I’automate présenté figure 4.6. Cet automate est quasi-réversible et contient un sous-
automate d’enlacement minimal pour le langage. De plus, on sait qu’il existe un tel
sous-automate qui recouvre les pelotes qu’il intersecte. On va donc considérer des sous-
automates formés de composantes fortement connexes «entieres». Or, le mot b* de £,
n’est reconnu que par la composante formée des états p, ¢ et r. L’automate d’enlacement
minimal contient donc au moins cette pelote. Celle-ci reconnait tout le langage ; elle forme
donc un automate quasi-réversible (ici, méme, réversible) d’enlacement minimal (égal & 2)
qui reconnait le langage. La hauteur d’étoile du langage £, est donc égale a 2.
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4 Automate universel et hauteur d’étoile

Rien n’empéche d’exprimer les résultats obtenus pour les langages réversibles ou les
langages a groupe dans le cas général.

CONJECTURE 4.1 Soit £ un langage rationnel de A* et Uy I'automate universel de L.
L’automate U, contient un sous-automate qui reconnait £ avec un enlacement minimum.

Jusqu’a présent, rien n’est venu contredire cette conjecture. Toutefois, il semble difficile
d’adapter les techniques employées précédemment pour résoudre ce probleme. L’exemple
ci-dessous reflete les difficultés qu’on peut rencontrer.

ExeEMPLE 10.3 Si l'on regarde attentivement I'automate minimal de £4 (voir figure 2.11
page 60), on s’apercoit que tout facteur bb mene dans I'état 3 et que le langage L4 est
donc reconnu par 'automate A4 présenté figure 4.7 a), dont I'enlacement est égal a 1. La
hauteur d’étoile de L4 est donc 1. L’automate universel de £4 a un seul état terminal. Les
états r et s de A4 ont donc la méme image dans U, L’'image par n’importe quel morphisme
de cet automate dans 'automate universel de £4 est donc d’enlacement 2. On peut trouver
dans ce dernier un sous-automate d’enlacement 1 qui accepte tous les mots du langage :
lautomate de la figure 4.7 b) est d’enlacement 1; si on supprime ’état p, la composante
fortement connexe composée de tous les états hormi {p, q,r} devient acyclique.

Cet exemple pointe la difficulté de prouver le résultat en général. Comment utiliser
le fait qu’il existe un automate d’enlacement minimum pour prouver qu’il en existe un
dans 'automate universel 7 On voit ici que le premier peut n’avoir aucun rapport avec le
second.
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(a) L’automate A4. a.b.c

]

(b) Un sous automate de Ur,.

Fi1G. 4.7 — Deux automates d’enlacement minimum pour L.
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Chapitre 5

Déterminisation des
automates (max, +)

Le semi-anneau tropical M a été introduit pour calculer le cotit minimal de certaines
opérations en recherche opérationnelle. Imaginons un automate dans lequel chaque tran-
sition est pondérée par un entier (le cotit de la transition). Si un mot représente une suite
d’opérations a effectuer, chaque calcul étiqueté par ce mot a un cout (la somme des cotits
des transitions); on désire calculer le cotit minimal pour lire un mot donné. La somme
sera donc la multiplication du semi-anneau et le min son addition.

Ce semi-anneau a aussi été étudié pour résoudre de nombreux problémes liés a la
hauteur d’étoile d’un langage rationnel [32, 34, 41, 58, 60].

D’autres semi-anneaux voisins peuvent étre considérés. On peut supposer que chaque
transition représente au contraire un gain, on veut alors emprunter le parcours corres-
pondant au gain maximum. L’addition du semi-anneau dans lequel on se place sera alors
le max. De méme, le support du semi-anneau n’est pas nécessairement restreint a N.

Un probleme naturel qui se pose pour les séries rationnelles a coefficients dans ces
semi-anneaux est celui de leur séquentialité!. Si les séries sont réalisées par des automates
non ambigus, on peut adapter les techniques développées par C. Choffrut [14] pour les
transducteurs. Ceci a été fait par M. Mohri [49]. Toutefois, les séries réalisées par ce type
d’automates sont tres particulieres, car, on le voit, 'opérateur max n’intervient pas dans le
calcul d’'un coefficient. Nous montrerons qu’il existe des séries rationnelles qui ne peuvent
pas étre réalisées par des automates non ambigus. Ceci remet en cause, en particulier, la
caractérisation des séries séquentielles par la propriété de divergence uniforme.

En effet, dans le cadre des transducteurs, avant de décider de la séquentialité, on décide
de la fonctionnalité de la série réalisé, ce qui, pour les automates (max, +) revient a dire
que chaque calcul étiqueté par un mot donné a la méme valeur (nous appellerons un tel
automate univoque). Par l'intermédiaire du théoréme de «cross-section» [23] ou par une
construction directe sur 'automate univoque [54], on peut alors construire un automate
non ambigu qui réalise la méme série.

!Le probleme apparait d’ailleurs naturel quel que soit le semi-anneau des coefficients.
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En toute généralité, le probleme s’avere beaucoup plus compliqué. Apres avoir donné
des propriétés des séries séquentielles et pointé celles qui sont caractéristiques et celles qui
ne le sont pas, on montre dans ce chapitre comment décider de la séquentialité d’une série
sur un alphabet unaire. Nous montrons que la complexité de cet algorithme ne dépend
pas de la taille des coeflicients.

L’algorithme de décision s’apparente dans une certaine mesure au théoreme de cyclicité
sur les matrices a coefficients dans les semi-anneaux (max,+) ([26]), sauf que notre but
nous permet de restreindre notre étude a la valeur propre maximale et que ce ce ne sont
pas exactement les vecteurs propres qui nous intéressent. En effet, la matrice de transition
de 'automate que 'on considére peut avoir plusieurs valeurs propres et la séquentialité
de la série réalisée dépend non seulement de la matrice de transition, mais aussi des états
initiaux ou terminaux de l'automate.

S. Gaubert [24] a montré que toutes les séries (max,+) rationnelles sur une lettre
peuvent étre obtenue par fusion? (c’est-a-dire somme non ambigué) de séries séquentielles.
Ce résultat permet de transformer un automate en automate non ambigu puis d’appliquer
le résultat générique sur les automates non ambigus. Le passage par un automate non
ambigu peut toutefois se révéler fort cotteux; nous montrons qu’il n’est pas nécessaire
pour décider de la séquentialité. Nous donnons, comme conséquence de ’algorithme de
déterminisation, une construction (différente de celle de S. Gaubert) d’un automate non
ambigu qui accepte une série rationnelle donnée et nous montrons que la taille minimale
d’un tel automate peut étre arbitrairement grande devant la taille de ’automate de départ.

Nous revenons ensuite sur les automates univoques pour expliciter 'adaptation de
méthodes données par M.-P. Béal, O. Carton, C. Prieur, et J. Sakarovitch en [5] pour
résoudre le probleme dans ce cas particulier, ce qui n’apporte aucun résultat de décidabilité
nouveau par rapport a [49], mais permet de décider sur ces automates sans recourir & une
désambiguisation qui peut se révéler exponentielle.

En guise de conclusion, nous faisons part d’un résultat de S. Gaubert qui met en
rapport le probleme de la limitation et celui de la déterminisation, et nous expliquons
pourquoi les méthodes mises en ceuvre dans ce chapitre sont difficilement extensibles a
d’autres semi-anneaux.

1 Le semi-anneau tropical et sa famille

DEFINITION 5.1 Soit G un sous-groupe de (R, +), G son intersection avec R, et G_ son
intersection avec R_. On pose K = G, G, ou G_. Dans les deux derniers cas, on dit que K
est respectivement positif ou négatif.

Ky, = (KU {oo}, min,+) est un semi-anneau (min, +),

Km = (KU {—00}, max,+) est un semi-anneau (max, +).

Le semi-anneau tropical est le semi-anneau M = N, = (NU {oo}, min, +).

Zmerge en anglais.
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PROPOSITION 5.1 Le semi-anneau K, est isomorphe au semi-anneau (—K)p,.

Cette proposition nous permet de restreindre notre étude aux semi-anneaux (max, +).

Nous allons donc étudier les séries rationnelles de K{A*)) (ou de K, ((4*)) selon qu’on
les considere comme des fonctions a valeur dans K ou des applications a valeurs dans Ky,).
Le support d’une telle série « est I’ensemble des mots u de A* tels que (o, u) # —oc.

D’autre part, les semi-anneaux (max,+) ont ceci de particulier qu'une somme finie
d’éléments est toujours égale a I'un des termes. Dans un automate A qui réalise une
série a de K, ((A*)), pour tout mot wu, il existe donc un calcul étiqueté par u dont la valeur
est exactement (o, u). On appellera un tel calcul un calcul victorieux.

2 Caractérisation des séries séquentielles

2.1 Séries translatées

Le théoreme 1.5 nous indique qu’une série rationnelle sur A a coefficients dans un
semi-anneau K est séquentielle si et seulement si ses quotients appartiennent a un K-cone
finiment engendré. Nous allons essayer de définir un ensemble générateurs canoniques de
ce cone. Si le pged est uniquement défini, chaque série o peut alors s’écrire de fagon
unique k£ ® o/, ot k est le pged des coefficients de a.

Si K est un sous-groupe de G, le pged est loin d’étre unique (on peut factoriser les
éléments de K,, par n’importe quel élément de K). Il nous faudra donc adapter notre
définition. En revanche, si K est positif ou négatif, le pged est uniquement défini dans le
semi-anneau K. On peut donc rechercher les générateurs canoniques du cone qui contient
les quotients. Si K est positif, le pged de deux nombres a et b de K, différents de —oo
est égal au min de ces deux nombres (car la multiplication du semi-anneau est la somme
usuelle) ; §'il est négatif, il s’agit du max.

Nous définissons donc le pged des coefficients du quotient d’une série o par un mot u

de la fagon suivante :
DEFINITION 5.2 Soit o une série de Ky ((A*)). On définit & par :

inf{(u=ta,v) | v € u=!Supp(a)}, si K est positif,
<Ooé,u> = < sup{{uta,v) | v € u~ Supp(a)}, si K est négatif,

(u=ta,v), avec v minimal pour I'ordre radiciel si K est un groupe.

On définit ainsi une série o dont le support est A*.

REMARQUE 5.1 Supposons «a rationnelle et K négatif. Soit n le nombre d’états d’un au-
tomate qui réalise a.® Pour tout u dans Supp(a) de longueur supérieur a n, tout calcul
victorieux étiqueté par u comporte une boucle étiquetée par v. On peut décomposer u
en z.v.y. Il existe donc un chemin étiqueté par z.y dont la valeur est supérieure a la valeur

3D’apres la remarque 1.14, chaque quotient de a peut etre réalisé par un automate & n états.
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de tout calcul victorieux étiqueté par u, donc (o, u) < (o, z.y). Si « est rationnelle, ses
quotients aussi, le «sup» employé dans la définition ci-dessus peut donc étre appliqué a
un ensemble fini; c’est alors un «max».

Si K est positif et « rationnelle, '«inf» est évidemment aussi un «minx». Toutefois,
ce minimum peut étre réalisé par un mot de longueur non polynomiale dans la taille de
I’automate. Le calcul effectif du inf s’en trouve compliqué. Ce cas est illustré par 'exemple
suivant qui doit beaucoup a la construction de M. Chrobak dans [15].

EXEMPLE 20  Soit k un entier et A un alphabet unaire. On définit, pour tout ¢ dans [1; k],

un automate 4; a multiplicité sur Ny, qui est un circuit de n; états p; 1,pi2,. .., Pin,; :
. {0 sil—k=1 modn,
(P, kraspi) — —00  sinon.

Pour tout 7, seul I'état p; 1 est initial :

[ 0 sik=1
Pik =) _oo  sinon.
Pour tout i > 1, les états différents de p; ,,, sont terminaux, avec multiplicité 1 (7}, , =1

sik#mn; et T, , = —00).
—o0 sik=mn;
Tpi,k = { 1 '

sinon.

Pour ¢ = 1, I'état pi,, est terminal, mais avec multiplicité O :

0 sik=mn,
Tpi,k:{l '

sinon.

On considere la série réalisée par I'union de ces automates. Son support est a*. Le plus petit
mot dont la valeur maximale sur les chemins est 0 est de longueur ppecm{n; | i € [1;k|} —1.
Si on suppose que la somme des n; est égale a n fixé, quelle est la valeur maximale F'(n) de
leur ppcm ? Ce probleme classique d’arithmétique est connu comme probléeme de Landau.
I a été montré ([63]) que F(n) = O(e‘/m), ce qui conclut notre exemple.

La définition précédente nous permet de trouver un systeme générateur du cone des
quotients :

DEFINITION 5.3 La translatée (a gauche) de la série a de K{(A*)) par un mot u de A*,
notée a/u, est définie par :

Yo € A*, (a/u,v) = (u" o, v) — (o, u).
Noter qu’on utilise le signe «—», c¢’est-a-dire la division du semi-anneau. Ceci est possible
car (ooz, u) est justement défini comme un pged des coefficients de u~la.

De méme que pour les quotients, la définition des translatées induit la définition d’une
action a droite de A* sur les séries, puisque, pour tout mot u et toute lettre a, pour toute
série o, (a/u)/a = a/(u.a).

On va montrer qu’on obtient bien la caractérisation voulue, & savoir :
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PROPOSITION 5.2 Une série de KRat A* est séquentielle si et seulement si le nombre de

ses translatées est fini.

LEMME 5.3 Soit u et v’ deux mots de A*. Siu~! Supp(ca) = u/~! Supp(a) et qu’il existe une
constante ¢, s de R telle que, pour tout mot v de u™' Supp(a), {(a, u.v) — (@, v’ V) = ey,

alors ¢, = (a,u) — (o, ') et afu=a/u'.

Démonstration.  Si K est un groupe, comme u~! Supp(a) = u/~! Supp(a), il existe un
mot v (élément minimal de cet ensemble) tel que (&, u) = (u Lo, v) et (o, u') = (W' La,v).

Donc (&, u) — (@, ') = (o, uv) — (o, v/ v) = Cuw €t, pour tout mot v de u=! Supp(av),
(a/u,v) = (o, u) — (q,u) = (@, u' .v) + Cut — (G, u') — Cu = (a/u,v).

La,v) = (ayu).

Comme pour tout mot w de u~! Supp(), la distance entre les coefficients de w dans v~ a

Si K est positif, il existe un mot v dans v € u~! Supp(a) tel que (u~

1 1—1

o
et u'~lav est constante, le minimum de u'~lav est aussi réalisé en v et (o, u) = (' "ta,v).

Dol ¢ = <ooz,u> — (&,u’> et, pour tout mot v de u~! Supp(«),
(a/u,v) = (o, u.v) — (q,u) = (a, v/ v) + Cupl — (q,u') — Cuw = (a/u,v).

De méme si K est négatif. O

Démonstration de la proposition 5.2. Soit « une série de KRat A* dont le nombre de
translatées est fini. Posons ), I'’ensemble des translatées. On définit 'automate A, dont
I'ensemble d’états est (), par sa représentation linéaire (A, u,v) :

<8¢, 1a+) sip=a/ly-,

Ay =
—o0 sinon,

Vy :<p’ 1A*>,

<'77a> - <7I7 1A*> si fy/ = 7/@7

—00 sinon.

Va € A, (ap)y = {

D’une part cet automate est déterministe. En effet, son seul état initial est a/14+, et si
deux mots u et v donnent la méme translatée,

Supp(a/(u.a)) = a~* Supp(a/u) = a~' Supp(a/v) = Supp(a/(v.a))

et, pour tout mot w de Supp(a/(u.a)),

(o, u.a.w) = (o, u) + (a/u, a.w) = (@, u) + (a/v,a.w) = (o, v.a.w) + (o, u) — (&, v).

Donc, d’apres le lemme précédent, u.a et v.a donnent la méme translatée. D’autre part
cet automate réalise la série .. En effet, pour tout mot u = uy ... ux (on pose ug = 14+),
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le calcul étiqueté par u a pour multiplicité :

k
(0 1)+ Y (o (un o owioa), ) = (af (un - owg),ui1)) + (/u, 1as)
=1

o

k
(6,140 )+ Z(<Ooz, (ug...uy)) — (@, uy ... uj—1)) + {(a/u, 14+)
i=1
:<&7u> + <a/u7 1A*> = <a7u>

Réciproquement, soit A = (Q, A, E,I,T) un automate déterministe qui réalise la série
séquentielle «. Soit ¢ I'état initial de A. Soit u et v deux mots qui menent dans le
méme état p de A. Alors, v~ ! Supp(a) = v~! Supp(a) (de méme que pour un automate
déterministe sans multiplicité). Et, pour tout mot w de u~* Supp(a),

(o, uw) — (o, vw) =(L; +ixu+ (1 uw) * W+ Twy) — (L Hixv+ (0 0) 5w+ )

=i*kU— 1%V

Cette différence ne dépend pas de w. Donc, d’apres le lemme précédent, les translatées
de « par rapport a u et a v sont égales. Le nombre de translatées de a est donc au plus
égal au nombre d’états de A, donc fini. O

REMARQUE 5.2 On voit dans cette preuve que, si la série est séquentielle, il existe un
automate minimal canonique dont les états sont les translatées de la série. Un algorithme
de minimisation a été donné par M. Mohri [49].

2.2 Le probleme d’une caractérisation topologique

Dans le cadre de I’étude des transducteurs a été introduite la notion de fonction uni-
formément divergente (ou fonction «a variations bornées») [14]. On peut adapter cette
définition aux séries rationnelles d’un semi-anneau (max, +).

DEFINITION 5.4 Soit o une série de KRat A*. La série a est uniformément divergente
si, quels que soient les mots u et v du support de «, la distance entre (o, u) et (o, v) est
bornée par une quantité qui dépend uniquement de la distance entre u et v. Formellement :

Vk € N,IN € R, Vu,v € Supp(a),
dpref (1, V) < k = |(o,u) — (o, v)] < N.

PROPOSITION 5.4 Les séries séquentielles sont uniformément divergentes.

Démonstration. Si a est séquentielle, le nombre de ses translatées est fini. Posons, pour
tout k,
Ny = max max  {{a/u,v)}.

u€A* veSupp(a/u)
o<k
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a/1,b/0 8 a/0,b/1 8

F1G. 5.1 — Un automate non déterminisable.

La définition de Nj comporte des maxima qui portent en fait sur des ensembles finis,
puisque le nombre de translatées est fini et que le nombre de mots de longueur inférieure
a k aussi. La quantité Ny est donc bien définie et, elle aussi, finie.

Pour tout couple de mots u et v du support de «, tels que dyref (1, v) < k, posons w = uAv;
on peut écrire u = w.u' et v = w.v', avec |u/| + [v'| < k. On obtient :

’<a7u> - <O‘7U>‘ = ](a/w,u'> - (a/w,v'ﬂ < 2Ng.
La série a est donc uniformément divergente. O

Dans le cas des transducteurs cette propriété est caractéristique des fonctions séquen-
tielles [14]. Ce n’est malheureusement pas le cas dans le cadre des séries (max,+), ce qui
nous empéche d’adapter un certain nombre de techniques pour décider de la séquentialité,
comme l'utilisation de la «twinning property» par exemple. Nous verrons dans quels
cas (restreints) on peut étendre les résultats connus sur les transducteurs aux auto-
mates (max, +).

PRrROPOSITION 5.5 Une série rationnelle uniformément divergente n’est pas nécessairement
séquentielle.

La preuve de cette proposition se présente sous la forme de I'exemple suivant.

EXEMPLE 21  Soit a; la série a coefficients dans Ny, sur {a,b}* définie de la fagon
suivante : pour tout mot u de A*, (aq,u) = max(|ula, |ulp). Cette série est bien ration-
nelle. Elle est réalisée par I'automate présenté figure 5.1. D’autre part, cette série est
uniformément divergente, elle est méme lipschitzienne. En effet, pour tout mot u et tout
préfixe w de u (u = w.'), (a1, u) appartient & [(a1,w), (a1, w) + |[¢/|]; done, pour tout
couple de mots u = w.u’ et v = w.v" de A*, avec w = u A v,

[{n, u) = (a1, 0)] < Ju'] + [0'] < dpref (u, v)

Enfin, cette série n’est pas séquentielle. En effet, elle compte un nombre infini de trans-
latées. Par exemple, pour tout couple d’entiers distincts n et m, les séries a/a™ et a/a™
sont distinctes : si n < m, (a/a”,b™) = m — n, alors que (a/a™,b™) = 0.

Cette remarque est & mettre en rapport avec le résultat transposé aux automates (max, +)
par M. Mohri [49] selon lequel toute série de KRat A* réalisable par un automate non am-

bigu qui est uniformément divergente est séquentielle. D’ou 'on déduit :

PROPOSITION 5.6 Il existe des séries rationnelles de KRat A* qui ne peuvent pas étre
réalisées par un automate non ambigu.
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Nous reviendrons plus tard sur la déterminisation des séries réalisées par des automates
non ambigus.

3 Décidabilité de la séquentialité dans le cas des alphabets
unaires

Nous allons voir que pour un alphabet unaire, les séries rationnelles sont beaucoup plus
simples que dans le cas général. Elles sont en effet toutes réalisables de facon non ambigué,
donc la propriété de divergence uniforme est caractéristique des séries séquentielles. Le
but est d’obtenir un algorithme de décidabilité qui dépende uniquement de la structure
de 'automate de départ, et non de la forme des coefficients.

Pour alléger les notations, nous identifions le monoide libre engendré par une lettre
a N. Dans ce cadre, la représentation linéaire d’un automates dont les états forment un
ensemble @ est le triplet (A, u,v), ou A et v sont des vecteurs de Kg et p une matrice
de KgXQ. L’automate réalise la fonction « :

Vn eN, (a,n) =A@ u" @ .

DEFINITION 5.5 Le poids d’un circuit d’un automate a multiplicité est le rapport de sa
valeur sur sa longueur. On appelle graphe critique I'ensemble des états et des transitions
qui appartiennent a des circuits de poids maximum.

Dans ce qui suit, on utilisera, & propos d’un K-automate A les notations suivantes :

— M est le maximum des valeurs absolues des coefficients de A (c’est-a-dire des coef-
ficients des transitions, mais aussi des vecteurs initial et terminal).

— n est le nombre d’états de A.

p désigne le poids maximal des circuits de 'automate. En fait, il n’est pas difficile

de remarquer que p est le poids maximal des circuits élémentaires de I'automate.

— ¢ est la différence minimale entre p et les poids des autres circuits élémentaires.

— L, est 'ensemble des mots acceptés par A pour lesquels il existe un chemin qui
emprunte un état du graphe critique.

— L5 est le complément de £, dans I’ensemble des mots acceptés par A : Lz = L4NL,.

EXEMPLE 22.1 L’automate Ay, présenté figure 5.2 a cing états (n = 5). Ses coefficients
sont compris entre —2 et 2 (M = 2). Il comporte deux circuits élémentaires dont les poids
respectifs sont 1 et 3/2 (p = 3/2, § = 1/2). Le graphe critique est formé des états s et ¢
ainsi que des deux transitions entre ces états. Les calculs de cet automate passant par s
ou t sont ceux de longueur paire non nulle, donc £, = {2k | £ > 0}. Comme il existe des
calculs de n’importe quelle longueur supérieure a 2, £, = {2k + 1 | k > 0}.

Le théoreme suivant donne un critere qui permettra de décider la séquentialité d’une
série.

THEOREME 5.1 Soit A un automate unaire a multiplicité dans un semi-anneau (max, +)
et p le poids maximal de ses circuits. Soit L; I'ensemble des mots acceptés par A qui
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Fi1G. 5.2 — L’automate Ap,.

n’étiquettent aucun chemin passant par un état du graphe critique. La série rationnelle
réalisée par I'automate « est séquentielle si et seulement si L5 est fini.

Ce théoreme est équivalent aux propositions 5.8 et 5.11 que nous allons prouver séparément.

Le résultat suivant montre que les coefficients d’une série rationnelle unaire sont bornés
supérieurement par une progression arithmétique de raison p (poids maximal des circuits
de 'automate qui réalise la série) et que certains coefficients restent a distance bornée de
cette progression.

PROPOSITION 5.7 Soit o une série rationnelle réalisée par un automate unaire A. Soit n
le nombre d’états de A, p le poids maximum de ses circuits et M le maximum des valeurs
absolues de ses coefficients.

Alors, pour tout entier k de N,

(a, k) <pk + M(n +2),
I(r,s) € N2 (a, 7k + 5) =p(rk +s) — M(4n + 2).

Démonstration.  Montrons la premiere inégalité par récurrence sur k. Mais d’abord,
remarquons que s’il n’existe pas de calcul de longueur k dans A, alors (o, k) = —o0 et
I'inégalité est vérifiée. Si k < n, puisque tout calcul de longueur £ a une valeur inférieure
a M(k+2), 'égalité est vraie. Pour tout & > n, considérons un calcul de valeur maximale
de longueur k. Ce calcul comporte obligatoirement un circuit de longueur ¢ < k et de
valeur au plus cp. Le reste du calcul (de longueur k — ¢) a, par hypothese de récurrence,
une valeur au plus égale a p(k — ¢) + M(n + 2) ; la valeur du calcul de longueur & est donc
bien au plus pk + M(n + 2).

Construisons les entiers qui vérifient la seconde inégalité. Considérons un circuit de poids
maximum ; soit p un état de ce circuit et 7 sa longueur. Il existe deux chemins qui vont
respectivement d’un état initial a p et de p a un état final et dont la longueur totale s
est inférieure & 2n. Leur valeur totale est donc supérieure a —M(2n + 2)*. Pour tout
entier k et pour tout mot de longueur rk + s, il existe donc un calcul de valeur supérieure
a prk — M(2n + 2). Cette quantité est elle-méme supérieure a p(rk+s) — M(4n+2). O

“en prenant en compte les valeurs initiale et terminale.
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PROPOSITION 5.8 Avec les notations du théoréme 5.1, si une série rationnelle o réalisée

par un automate A est séquentielle, L est fini.

Démonstration.  Soit s et r les entiers définis a la proposition 5.7. Si une série est
séquentielle, elle est uniformément divergente, donc il existe un entier ¢ tel que :

i —Jl <r=[ed) = (a, )] <e

Soit ¢ la différence entre p et les poids des autres circuits élémentaires. Pour tout I de L,

(o, 1) < M(n+2)4 (p—9)l. Posons k = [(I —s)/r]. On a alors :

(a,rk 4+ 8) — (a, )>[p(rk 4+ 8) — M(4n+2)] — [M(n+2) + (p — 9)]
>0l — M (5n +4).

Si L, est infini, on peut prendre un élément [ supérieur a [M(5n +4) +c]/0. En prenant &
comme ci-dessus, on obtient que |rk+s—1| <ret [(a,rk+s)— (a, )| > ¢, ce qui contredit
la divergence uniforme. O

On va maintenant prouver la proposition inverse. Pour cela, on utilise un petit lemme

combinatoire :

LEMME 5.9 Pour tout entier n de N, pour tout k supérieur a n, quel que soit I’en-
semble (7;);c(1,y) d’éléments de Z/nZ, il existe un sous-ensemble J de [1; k] tel que

e

Démonstration. C’est en fait une application simple du lemme des tiroirs. Pour j appar-
tenant a [1; k], notons S; la somme des j premiers ;. Si l'une de ces sommes est nulle, on
obtient le résultat, sinon, ces k sommes ne peuvent prendre que n — 1 valeurs possibles; il
en existe donc deux (5; et Sj, avec i < j, par exemple) qui ont la méme valeur. La somme
des éléments de 7+ 1 a j est donc nulle. O

Ce lemme s’applique aux mots dans un automate.

LEMME 5.10 Soit A un automate unaire a n états. Pour tout k, s’il existe un calcul de
longueur k qui passe par un état du graphe critique, il existe un calcul de longueur k qui
contient des circuits de poids maximum dont la suppression donne un calcul de longueur
inférieure & n?.

Démonstration. Si k est inférieur a n?, il vérifie le lemme. Supposons maintenant qu’il
existe k strictement supérieur a n? qui contredise le lemme. On suppose k minimal : c’est
I’entier le plus petit tel qu’il existe un calcul de longueur k£ qui passe par un état du graphe
critique, mais tel qu’il n’existe aucun calcul qui contient un circuit de poids maximum (car

en enlevant ce circuit, soit on obtiendrait un chemin de longueur inférieur a n?

, soit on
contredirait la minimalité de k). Considérons un calcul C de longueur k passant par un

état p qui appartient a un circuit de poids maximum de longueur [.
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2 on peut découper le calcul C en n morceaux de longueurs n qui

Comme k est supérieur an
contiennent chacun au moins un circuit (lemme des tiroirs). D’apres le lemme précédent,
on peut choisir un certain nombre de ces circuits de fagon a ce que la somme de leur
longueur est un multiple de {. En supprimant ces circuits et en insérant suffisament de fois
le circuit de poids maximal de longueur [ autour de p, on obtient un chemin de longueur &

qui contient un circuit de poids maximal et, en méme temps, une contradiction. O

ExXEMPLE 23  La borne quadratique que ’on obtient dans cette proposition est proche
d’une borne optimale. La famille d’automates suivante réalise presque cette borne :

Ici, n = 6. Il y a deux circuits élémentaires de poids respectifs 2/n et 1/(n — 1). Les
calculs de longueur kn? 4 1 empruntent, pour tout &, au moins 5 fois la transition entre p
et ¢, lorsqu’on a supprimé tous les circuits de longueur n, il reste donc au moins n — 1
circuits de longueur n — 1, soit (n — 1)? transitions. On peut d’ailleurs remarquer qu’on
peut emprunter de nombreuses fois les transitions du graphe critique sans parcourir de
circuit de poids maximum.

PROPOSITION 5.11 Avec les notations du théoréme 5.1, si une série rationnelle o réalisée
par un automate A est telle que L5 est fini, elle est séquentielle.

Démonstration.  On pose Ny = max Lz et N = max(No,n? + 2M (n? + 2)/4)). Soit B

le ppcm des longueurs des circuits de poids maximum.

D’apres la proposition 5.7, pour tout entier k strictement supérieur a N,
(o, k) > p(k —n?) — M(n® + 2). (1)

On suppose qu’il existe un entier r supérieur a N tel qu’il existe un calcul victorieux de
longueur k avec r transitions en dehors des circuits de poids maximum. On pose s = k—r.
Néanmoins, la partie du calcul hors des circuits de poids maximum contient elle aussi des
circuits ; la valeur de a en k est donc bornée :

(a, k) SM(n+2)+ (p—06)(r —n) +sp
<Mn%42) 4 (p—6)(r —n?) +sp
<p(s+r—n2)+0(n*+2Mn>+2)/6 —r)— M(n*+2)
<pll —n?) — M(n? +2)
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Ce qui est en contradiction avec I'inégalité (1). Donc, pour tout mot plus long que N,
pour tout calcul victorieux, il y a moins de N transitions en dehors des circuits de poids
maximum.
On montre maintenant que la série a une certaine périodicité, c¢’est-a-dire que, pour tout k
supérieur a N + Bn, on a :

(a,k + B) = (o, k) + Bp.

On montre cette égalité comme une double inégalité. D’une part, tout calcul victorieux
de longueur k passe par un état p qui appartient a un circuit de poids maximum. En
tournant suffisament autour de p, on obtient un calcul de longueur k + B dont la valeur
est (o, k) + Bp.

Réciproquement, tout chemin victorieux de longueur k + B contient des circuits de poids
maximum de longueurs [y, ..,{; inférieures a n . On pose A; le nombre de circuits de
longueurs /;. Comme il y a au plus N transitions en dehors de ces circuits, on a :

> Aili = Bn,

Donc il existe i tel que A\il; > B et comme [; divise B, il existe X, tel que Al; = B.
En empruntant les circuits de longueur /; seulement A\; — A, fois, on obtient un calcul de
longueur k£ dont la valeur est («, k+ B) — Bp, ce qui montre I'inégalité dans autre sens. 0O

ProPOSITION 5.12 Une série o de KRatN est séquentielle si, et seulement si, elle est
uniformément divergente.
Démonstration. Soit a une série uniformément divergente : Pour tout entier k de Lz,

(a, k) <K M(n+2)+ (p—0)k.

De la proposition 5.7, on obtient qu’il existe un entier d tel que, pour tout entier k de Lz,

il existe un entier £’ tel que |k — k'| < d et
(a, K'Y = pk! — M (4n + 2).
Comme « est uniformément divergente, il existe n (dépendant uniquement de d) tel que :

n=lo k' — o,k

\

> pkl —M(4n+2) — M(n+2)— (p—0d)k
> pd — M (5n + 4) + 6k
D’ou
k< 77+M(5n5+4) —pd.
Donc L5 est fini et a est séquentielle. O

Silautomate est une composante fortement connexe, c¢’est-a-dire si la matrice de transition
est irréductible, le langage L5 est alors fini quels que soient les vecteurs initial et final.
On se retrouve alors dans le cadre de 'application du théoreme de «Perron-Frobenius
(max, +)» qui nous dit en effet que la matrice de transition a une seule valeur propre.
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4 Algorithmes

4.1 Décidabilité

La décidabilité dépend uniquement de la finitude ou non du langage L5. Il suffit donc
d’identifier ’ensemble R des états appartenant a un circuit de poids maximum. On est

ensuite ramené a un probleme classique de théorie des automates.

Pour reconnaitre £z, on construit d’abord un automate qui reconnait £,. On considere
deux copies de 'automate Ag sous-jacent a ’automate a multiplicité A.% La premiére copie
conserve les états initiaux et les transitions, la seconde les états terminaux et les transitions.
On ne peut passer de la premiere a la seconde que si 'on emprunte une transition qui
permet de se rendre dans un état de R.

Formellement, la construction est la suivante. Soit Ay = (Q, A, E,I,T) Pautomate
sous-jacent de A. On construit A; = (Q x {0;1}, A, F, J,U ) défini par :

J={(p,0) | p eI}

U={(p,1) |peT}

F={((p,1),a,(q,9)) | i € {0;1},(p,a,q) € E}
(

On ne tient alors pas compte du mot vide, mais ce n’est pas nécessaire, puisque ceci ne
change rien au caractere fini ou infini de L.

Apres avoir émondé A; qui reconnait £,, on le déterminise et le complete, afin de
calculer le complément de £,. On obtient 'automate A qui reconnait E_p Il suffit ensuite
d’effectuer le produit de 'automate Ay par Ay, pour obtenir un automate qui reconnait L.

Cette construction est exponentielle en la taille de 'automate. L’étape de détermini-
sation a effectivement une complexité de O(eV™™™") (M. Chrobak [15]). Toutefois, cet
algorithme ne dépend aucunement de la taille des coefficients ou de leurs distances respec-
tives.

EXEMPLE 22.2 Soit am, la série réalisée par Ap,,. On calcule dans un premier temps
lautomate (booléen) qui accepte le langage correspondant aux calculs qui passent par des
états du circuit de poids maximum. Le résultat est présenté figure 5.3. Seule la partie en
traits pleins appartient a I'automate émondé. On doit maintenant calculer 'automate qui
accepte le complémentaire de ce langage. Pour cela, on déterminise I'automate puis on
change les états non finals en états finals et inversement. On obtient ’automate représenté
figure 5.4. Enfin, on calcule le produit avec I'automate sous-jacent de A, pour obtenir
I'automate qui reconnait L5 (figure 5.5). L’automate produit émondé n’est pas acyclique,
L5 n’est donc pas fini et am, n’est donc pas séquentielle.

5Cette construction est celle de la preuve du «théoréme des arcs coloréss» qui montre que le langage
des mots étiquetant les calculs qui empruntent un sous ensemble de transitions donné d’'un automate est
reconnaissable ([55]).
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F1G. 5.3 — L’automate qui reconnait £,,.

_—
() s, s t,t,r
\_/

F1G. 5.4 — L’automate minimal qui reconnait A*~\.L,.

4.2 Déterminisation

Nous décrivons ici un algorithme de déterminisation qui dérive de la construction des
sous-ensembles et qui est similaire a I'algorithme de déterminisation des transducteurs.
Nous allons voir cependant qu’il faut prendre quelques précautions.

Pour les automates sans multiplicité, a partir d’une représentation linéaire d’un auto-
mate, (A, i, ), calculer automate déterminisé revient a calculer I’ensemble des A ® (up),
oll u est un mot. Comme cet ensemble est inclus dans B<, il est fini.

Lorsque le semi-anneau a une infinité d’éléments, 1’ensemble A ® p™ n’est a priori
pas fini, méme si a est séquentielle, c’est le méme phénomene qui fait que les quotients
d’une série séquentielle sont en nombre infini. Pour contourner ce probleme, on définit le
translaté d’un vecteur, de la méme facon qu’on a défini la translatée d’une série.

DEFINITION 5.6 On suppose que Q est un ensemble fini ordonné. Pour tout vecteur 7
de Kg, on définit :

min{’Yp | p € Supp(7)}, si K est positif,
max{v, | p € Supp(7)}, si K est négatif,

2o
I

Yp, avec p = minSupp(y), siK est un groupe.

Le vecteur translaté de v est ¥ = — %



4 Algorithmes 137

® @

Y

F1G. 5.5 — L’automate qui reconnait L.
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DEFINITION 5.7 Soit A un automate unaire dont les états forment I'ensemble Q et (A, u, V)
sa représentation linéaire. Soit S = {\ @ u™ | n € N}. Soit B I'automate déterministe décrit
par la représentation (¢,n,1), ot ¢ et ¥ sont des vecteurs de K2 et 1 une matrice de K3*5
définis par :

Cp:{)\ Sip=A,

—00  sinon.

U =max{p; +v; |1 € Q},

o . -
_ { q Ss1q=pQpu,
Tlp,g = .
—o0  sinon.
On peut montrer que cet automate réalise bien la méme série que A. Malheureusement,
avec cette définition, ’ensemble Q peut ne pas étre fini. Il faut donc modifier la définition
de facon a obtenir un automate fini.

Pour cela, on réalise une partition de I’ensemble ) des états de 'automate A qu’on
veut déterminiser. Soit R I’ensemble des états qui appartiennent a des circuits de poids
maximum p. On scinde @) en deux parts :

— les éléments de R ou leurs descendants : {p | Ju € a*,p € R- u};
— les autres éléments de () qui forment un ensemble G.

Pour tout état p de la premiere catégorie, la fonction n — (A ® p"), croit comme p",
alors que les états de G prennent de plus en plus de «retard». Si la fonction est séquentielle,
tout chemin victorieux de A ne peut traverser les états de G que dans une premiere section
de longueur bornée. On définit donc un filtre :

DEFINITION 5.8 Soit (Q un ensemble fini et F' un sous-ensemble de ), pour tout vecteur
de Kg, on définit le vecteur Yy~ F' de Kg par :

—o0o sipeF,

('Y\F)p = {

Yp sinon.
La définition de 'automate déterminisé est alors la suivante :

DEFINITION 5.9 Soit A un automate unaire dont les états forment ’ensemble @ de car-
dinal n et (A, u,v) sa représentation linéaire. On calcule p et p,, les poids maximaux
et minimaux des circuits élémentaires de A, ainsi que M, valeur absolue maximale des
coefficients de A. On pose :

A = p(n® —2n) — pp(n® —n) + M(3n + 4).

On construit de fagon incrémentale I'automate déterministe D = ( R,{a},K, E,I,T ), ou R
est un sous-ensemble de K. .
— L’état initial est v9 = \ et L, =\

2

— Pour tout i, si i est inférieur a n* ou si Supp(vy; ® ) est différent de Supp(y) pour

tout k <4, alors yiy1 =7 @ p et By, 4 ..y = Vi ® p. Sinon, on considere v = v; @ p

et on calcule I’ensemble F' de la facon suivante :

F={peqG|min{y,—7,|q€Q G} > A}
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o
—~ =

On pose alors ;11 = Y\ F et B =y~ F.

'Yiyav'Yi-H)
— Pour tout état v;, T, = v, @ v.

PRrROPOSITION 5.13 Soit A un automate déterminisable. L’automate D défini dans la pro-
position précédente est un automate fini déterministe qui réalise la méme série que A.

Démonstration. L’automate est fini car, ultimement, ’ensemble F' est égal a I’ensemble G.
Pour tout n supérieur a la borne N donnée dans la preuve de la proposition 5.11, les seules
coordonnées non nulles du vecteur v obtenu apres lecture de a™ n’appartiennent pas a G,
et, pour tout état p de @\ G, pour tout k supérieur & N + Bn (avec n = Card(Q)),
(A @ pktB), = (A ® p*), + Bp. Donc 'automate contient au plus N + Bn états.

Montrons qu’en supprimant des états comme nous le faisons, nous conservons les calculs
victorieux qui correspondent a chaque mot. D’une part, comme ’automate est détermini-
sable, si on considere le déterminisé de 'automate sous-jacent, tout état final de la boucle
du déterminisé contient un état de @~ G. Supposons qu’on se trouve dans un état ~;
et que I'élément ¢ de ) respecte les conditions pour étre supprimé. Pour tout mot v
dans le futur de ¢, tout chemin étiqueté par v qui va de ¢ a un état final a pour valeur
maximale p(|v| —n) + (n + 1)M. La valeur du calcul d’'un mot u.v (avec |u| = i) qui
emprunterait ¢ apres la lecture de u est donc au plus (v;)q + p(Jv| = n) + (n +1)M.

Tout élément p de @~ G qui appartient & ~; satisfait (v;), < p(i —n)+ (n + 1)M. Et

nous avons vu qu’il existe un tel élément au futur duquel appartient v. D’autre part,

2

comme ¢ est par hypotheése supérieur a n”, nous avons vu que le mot u.v étiquette un

chemin qui a au plus n? arcs en dehors des circuits de poids maximal. Sa valeur est donc
au moins p(ju.v| — n?) + pp(n? —n) — (n +2)M. On a donc :

<p(lul=n)+ (n+ 1M = A+ p(jv] —n) + (n+ )M
<p(Juv] —2n) + (2n+2)M — A
<p(|luv| —2n) + (2n + 2)M

— (p(n® = 2n) — p(n® —n) + M(3n + 4))
<pllue] = 12) + p(n® — ) — (n -+ )M

(Vi)g + p(Jv] =n) + (n + 1)M

Le calcul victorieux pour u.v ne passe donc pas par ¢ apres la lecture de u. Le mot u.v
sera donc accepté avec la méme valeur qu’on enléve ou pas 1’état p.

L’automate D réalise donc la méme série que A. En effet, pour tout vecteur v, onay ® u =
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¥ ® p, done, si (¢,n, 1) est la représentation linéaire de D, on a :

o o

i o _° — —
VECON QU =AFAQUAAQ U+ ...+ A 2@

o

—— -
At @ p+max{A @ ph; + v i€ Q)

o

o o T
=max{A\ +AQu+ ...+ A uF 2@ pu

o

—
+FAQuF @ u+A@pr1 @) +vi]ieQ}

o

o o —
=max{A+AQu+... + A0 pfF2@u+ A uFtou)+ v i€ Q}

o

:maX{i+Aéu+...+W®M+(W)i
+(pev)|ieQ}

:maX{;JrXiJr(u’“@u)i lie @}

—max{\i + (1F @v)i |i € Q}

=A@ @v

REMARQUE 5.3 Si K est positif ou négatif, on peut donner pour A une valeur plus petite :

. A =p(n® —2n) — pm(n® —n) + M(2n +2),
. A =p(n?®—2n) — pp(n® —n)+ M(n +2).
D’autre part, chaque fois qu’on a une raison pour décider qu’un état a pris trop de retard,

on peut le supprimer, ce qui peut, dans bien des cas, diminuer la taille de I'automate
obtenu.

5 Non-ambiguité des séries rationnelles sur un alphabet a
une lettre

Nous avons signalé qu’on peut décider de la séquentialité d’une série réalisée par un
automate non ambigu. De fait, pour les alphabets unaires (le monoide libre est alors
isomorphe & N), on a la propriété suivante, due a S. Gaubert [24] :

PRrROPOSITION 5.14 Toute série de K,,Rat N peut étre réalisée par un automate non am-
bigu.
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La preuve de cette proposition consiste a montrer que ’ensemble des séries qui sont
des sommes finies disjointes de séries (séquentielles) de la forme :

—00 sinon.

<a,l>:{ r+ky sidrs, l=rk+s

est fermé sous les opérations rationnelles, c¢’est-a-dire qu’on peut appliquer la somme, le
produit ou I’étoile de fagon non ambigué a de telles séries. Cette méthode pour obtenir une
représentation non ambigué risque en pratique de mener & une explosion combinatoire.

Nous donnons ici une méthode de construction d’'un automate non ambigu pour une
série rationnelle de K,,Rat N quelconque, inspirée par l'algorithme de déterminisation.

DEFINITION 5.10 Soit A = (Q, A, K,,, E,I,T) un automate avec multiplicité et B =
(R,A,F,J,U) un automate sans multiplicité sur le méme alphabet. Le produit avec
multiplicité de A par B est 'automate correspondant a la représentation linéaire (X, pi, /)
sur @ x R, avec :

o I; sig € J,
V(Z’J) € Q x R, Aivj :{ _Zoo sinon;
I

b T; sijel,
“ ) —co  sinom;

.o . Eiai’ si ',CL, ! GF,
Va € AY(i,7),(@,5) € Q X R, (ap) ). ) :{ o .

—00 sinon;

Cet outil nous permet d’énoncer 'algorithme.
Soit « une série rationnelle réalisée par un automate émondé A.

i) Si A est acyclique, le langage est fini et on peut facilement donner un automate non
ambigu équivalent.

ii) Sinon, soit £, I’ensemble des mots acceptés par A pour lesquels il existe un chemin qui
emprunte un état d’un circuit de poids maximum p. On calcule le produit avec multiplicité
de A par l'automate qui reconnait £,. On obtient un automate qui réalise une série
séquentielle qui coincide avec « sur son support et qu’on peut déterminiser afin d’obtenir
un automate non ambigu.

iii) On calcule & présent le produit avec multiplicité (émondé) de A avec 'automate qui
reconnait le complémentaire de £, dans A*. On obtient un automate A’ qui réalise une
série dont le support est disjoint de £, et qui coincide sur son support avec . On applique
lalgorithme a A’

Cet algorithme termine car I’ensemble des poids des circuits de A’ est inclus dans celui
des poids des circuits de A, et cette inclusion est stricte, puisque qu’aucun circuit de A’
n’a un poids égal p. Cet ensemble décroit donc jusqu’a ce qu’on obtienne un automate
déterminisable, ce qui marque la fin de ’algorithme.

Il faut souligner que, contrairement au cas des transducteurs fonctionnels, la taille
minimal d’un automate non ambigu équivalent & un automate A ne dépend pas uniquement
de la structure de 'automate sous-jacent a A, mais aussi des coeflicients.
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F1G. 5.6 — Un automate qui réalise aom, sur L,,.

EXEMPLE 22.3 Dans un premier temps, comme on I’a fait dans ’exemple 22.2; on calcule
un automate qui reconnait £,. En pratique, il peut étre préférable de prendre I'automate
minimal qui reconnait ce langage. On calcule 'automate produit comme indiqué sur la
figure 5.6. On calcule ensuite le déterminisé de 'automate obtenu. Dans ce cas précis, on
sait quand on peut «abandonner» les états g ou ¢'. Le résultat est présenté figure 5.7.
Ensuite on examine 'automate réalisant apy,, sur le complémentaire de £,. Il est obtenu
comme indiqué sur la figure 5.8. Comme cet automate n’a qu’un circuit, il réalise une série
séquentielle et, de plus, aucun état ne peut prendre de retard important; on peut donc
procéder a une déterminisation «classique» présentée figure 5.9. L’union des automates
des figures 5.7 et 5.9 est un automate non ambigu qui réalise ay, .

Calculons la taille minimale d’'un automate non ambigu qui réalise oy, . Cette série vérifie :
Vk >0, (a,2k) = max(3k — 7,2k + 2) (o, 2k + 1) = 2k + 3.

Considérons un automate non ambigu qui réalise cette série. Examinons le calcul réussi de
longueur 16. Sa valeur est 18. S’il existe un circuit de longueur [ auquel appartient un des
dix-sept états de ce calcul, (on peut supposer [ pair, quitte & emprunter plusieurs fois le
circuit), il existe un calcul de longueur 16 4+ dont la valeur est 18 plus la valeur M; de ce
circuit. En empruntant deux fois le circuit, on obtient un calcul de longueur 16 + 2/ dont
la valeur est 18 + 2M;, et comme la différence entre les coefficients de deux entiers pairs



5 Non-ambiguité des séries rationnelles sur un alphabet a une lettre 143

—0) 2@, - 4))1—1»@q',0>,<r,1>,<t, )
[@0).Gs, —3)—— 1 @000, —2)—
70>,<r,1>,<t, ) e
,0>,<r,1>,<t, ) e
‘/1/<q',o>,<r,1>,<t,1> :

1

1 1

(4,0),(s,1) (¢',0),(r,1),(t,2)

1 1

(4,0),(s,2)

. (¢',0),(r,1),(t,3)

@0),5.3) 1 CIOC D)=
5
-2 0

(S?O) (T70>’(t74)
\/
)

F1G. 5.7 — Un automate déterministe qui réalise am, sur L.
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F1G. 5.8 — Un automate qui réalise aom, sur L.

1
0.2 —~@D)— @) (@0 )+
1

F1G. 5.9 — Un automate déterministe qui réalise om, sur L.
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|
O
O

-0 O
0O 0O O
0O 0O O

F1G. 5.10 — Un automate non ambigu pour om, .

supérieurs a 18 qui different de [ dans « est 31/2, on a M; = 31/2 et la valeur du calcul de
longueur 16 + [ est 18 4 31/2, alors que (am,, 16 +1) = 17+ 31/2. Donc aucun des dix-sept
états du calcul réussi de longueur 16 n’appartient a un circuit.

D’autre part, les valeurs des chemins de longueur paire et impaire ne croissent pas de
la méme facon, il existe donc au moins deux circuits disjoints de longueur au moins 2,
soit quatre états de plus. Le plus petit automate non ambigu qui réalise am, a donc au
moins vingt-et-un états. Cette borne est atteinte. Le plus petit automate non ambigu qui
réalise oy, est représenté figure 5.10. 1l est assez facile de voir qu’en changeant seulement
les coefficients de A, , on peut réaliser des séries pour lesquelles la taille du plus petit
automate non ambigu est arbitrairement grande.

6 Automates univoques

Si l'alphabet a plusieurs lettres, le probleme de la séquentialité et de la déterminisation
reste ouvert. Toutefois, si 'opérateur max n’est pas utilisé, c’est-a-dire si chaque chemin
réussi de 'automate considéré, étiqueté par un mot donné, a la méme valeur on peut
apporter une réponse. Ce cas correspond a celui des transducteurs fonctionnels, et nous
allons voir qu’on peut étendre les techniques développées pour ceux-ci.

DEFINITION 5.11 Soit A un automate a multiplicité sur K. On dit que A est univoque
si, pour tout mot u, tous les chemins réussis de A étiquetés par u a la méme valeur.
Autrement dit, tout calcul est victorieux.

REMARQUE 5.4 Les automates non ambigus sont évidemment univoques. D’ailleurs, on
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peut construire un automate non ambigu équivalent & un automate univoque donné®. De
plus, la série réalisée par un tel automate est rationnelle non seulement sur K,,, mais aussi
sur K,,.

Nous reprenons ici les algorithmes présentés en [5] pour les transducteurs, adaptés dans
le cadre des automates (max, +).

PROPOSITION 5.15 On peut décider si un automate (max,+) est univoque.

Démonstration. Soit A= (Q, A, K, E,I,T) un automate et G le sous-groupe additif de R
a partir duquel est construit K. On construit 'automate

B = <Q X Q,A, (P(G)7U7+)7F7J7U>
dont 'automate sous-jacent est le carré de 'automate sous-jacent de A et tel que :

J(p,q) =I, — I,
U(p#z) =1, -1
Fp.a),0.0',0)) =Ep.ap) = Elgaq)

Les valeurs de cet automate représentent ’avance (ou le retard) que 'on prend en suivant
I'un ou l'autre des deux chemins de 4 qui correspondent & un chemin de B. Soit (A, p, V)
la représentation linéaire de B. S’il existe un mot u tel que A @ up @ v est différent de {0},
alors il existe un chemin réussi dans B étiqueté par u dont la valeur est non nulle. Les
deux chemins réussis de A qui correspondent a ce chemin ont donc une valeur différente
et A n’est pas univoque. Réciproquement, si A ® up ® v = {0} pour tout mot u, tous les
chemins étiquetés par un méme mot ont la méme valeur et 'automate A est univoque.

Comment vérifier que cette condition est satisfaite 7 Soit (p, ¢) un état de B et u et v deux
mots du passé de (p,q). Si (A @ upt)pq) 7# (A @ Vi) (.4, alors, pour tout mot w dans le
futur de (p, ¢), A® (v.w) @ pr ou A® (v.w)u @ v est différent de {0}. Si A est univoque, on

peut donc associer a tout état (p,q) la valeur (p,q)x = (A ® up)(,. ), pour u dans le passé

(p,9)
de (p,q). La premiere partie de 'algorithme consiste donc en un parcours de automate
a partir des états initiaux (pour lesquels (p, ¢)x = Jpq)) afin d’attribuer a chaque état sa

valeur. S’il existe une contradiction, 'automate A n’est pas univoque.

La seconde partie de I’algorithme consiste a vérifier que pour tout état final (p, q), (p, q)x+
Tip,q) = 0. L’automate A est alors univoque si et seulement si cette condition est satisfaite.
0

On retrouve dans ce cadre les caractérisations habituelles :

PROPOSITION 5.16 Soit o une série réalisée par un automate univoque. Alors o est
séquentielle si et seulement si elle est a variations bornées.

SCette construction est similaire & celle qu’on peut effectuer sur les transducteurs fonctionnels, mais
nous allons voir qu’elle n’est pas nécessaire pour décider de la séquentialité.
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LEMME 5.17 Soit A un automate avec n états. Soit C1 et Co deux chemins étiquetés par
le méme mot u de longueur supérieure a n?. Alors il existe une factorisation de u en x.v.y
telle que la portion de chemin étiquetée par v est une boucle dans Cy et Cs.

Démonstration. 11 suffit de considérer I'automate B, carré de A. Il existe un chemin qui
est le produit de C; et de Cy. Comme B a seulement n? états, ce chemin comporte une

boucle qui correspond a une boucle dans C; et une boucle dans Cs. O

Démonstration de la proposition. Soit A un automate univoque et émondé et (A, p, v/)
la représentation correspondante. On pose n le nombre d’états de 'automate. On suppose

que la série réalisé par A est uniformément bornée. Il existe donc k tel que :
Vu,v € A%, dpref(u,v) < 2n = (o, u) — (o, v)| < k

On veut montrer que « est séquentielle, ce qui revient a montrer qu’elle a un nombre fini
de translatées. Remarquons que si, pour deux mots u et v,

AQup = \® v,

alors les translatées de « selon u et v sont égales. On va donc montrer que si la série est
uniformément divergente et réalisée de facon univoque, I'ensemble {\ @ uu | u € A*} est
fini.

Pour tout couple (p,q) de Q2 on considére I’ensemble Cp 4 des mots u tels que (m)p
et (A ® up)q sont différents de —oo. Pour tout u appartenant a Cp, ; de longueur supérieure
a n?, on considére un chemin C, (resp. C;) d’un état initial i1 a P'état p (resp. de iz initial
a q) étiqueté par u. Il existe une factorisation de u en x.v.y telle que v étiquette une boucle

dans chacun des chemins C,, et C,. Si ces deux boucles ont une valeur qui differe de r # 0, en

prenant h suffisament grand, on obtient que (A ® (z.v".y)u), et (A @ (z.v".y)u), different
de plus de k + (2n 4+ 2)M, ce qui est en contradiction avec ’hypotheése de divergence uni-

forme. Donc les deux boucles ont méme valeur et (A ® up)p, — (A @ up)g = (A ® (z.y)p)p —

(A® (z.y)p)q- Donc pour tout u de Cp 4, il existe v dans C,, , de longueur inférieure & n?

telle que la différence entre les coordonnées p et ¢ est la méme dans A @ up et A @ vpu. 11
y a donc un nombre fini de différences possibles entre ces deux coordonnées. Ceci est vrai
pour tout couple ; et comme, de plus, une des coordonnée de A ® up est nulle pour tout wu,
'ensemble {\ ® up | u € A*} est fini. O

L’argument employé dans cette preuve n’est ni plus ni moins que la «twinning property»
(cf. [14]). Cest elle que 'on va tester pour décider la séquentialité.

PROPOSITION 5.18 Soit A un automate univoque. On peut décider si A est détermini-
sable.

Démonstration. Pour décider si un automate émondé A est déterminisable, on considere a
nouveau 'automate B défini dans la preuve de la proposition 5.15. Cette fois, en revanche,
on ne considere plus la partie émondée, mais la partie accessible de B. On teste que la valeur
de chaque circuit élémentaire de B est nulle. La fonction réalisée par A est séquentielle si et
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seulement si cette condition est satisfaite. Noter que sur la partie émondée de 'automate B,
cette condition est une conséquence du caractere univoque de A.

Supposons qu’un circuit de B a une valeur non nulle. Soit (p,q) un état de ce circuit, u
un mot du passé de (p,q) et v un mot qui étiquette le circuit (de valeur non nulle) autour
de p. Alors, si (A, p,v) est la représentation linéaire de A, pour k suffisament grand, la
différence entre (A® (u.v*)u), et (A® (u.v*)u), peut étre arbitrairement grande, ce qui, on
I’a vu, contredit la divergence uniforme et donc la séquentialité de la série réalisée par A.

Réciproquement, si tous les circuits de B ont une valeur nulle, quel que soit le mot wu, si la
longueur de u est supérieure a n? et que les coordonnés p et ¢ de A ® uyu sont non nulles, il
existe un chemin d’un état initial de B a (p,q). Ce chemin comprend une boucle étiquetée
par v (on pose x et y tels que u = z.v.y). Alors la distance entre les coordonnées p et g
de A ® up est la méme qu’entre les coordonnées p et ¢ de A ® (z.y)u. La distance entre les
coordonnées des vecteurs A\®@uu, pour u dans A* est donc bornées par celle des coordonnées
des vecteurs correspondant aux mots de longueur inférieure a n?; la série réalisée est donc

uniformément divergente et donc séquentielle. O

La déterminisation se fait alors tout simplement en calculant les vecteurs {\A ® up |
u € A*}, de méme que la construction pour les automates sans multiplicité.

PROPOSITION 5.19 Soit A un automate univoque déterminisable et (\, p,v) sa représen-
tation linéaire. Soit D I'automate, dont les états sont {\ @ up | u € A*}, et qui est défini

par sa représentation linéaire ((,n,9) :

Cp:{)\ sip=A\,

—00  sinon,
19}) :p ® Va
Va € A, (an)p,q:{p@)au s1lq:p®a,u,
—00 sinon.

Alors, automate D est un automate fini déterministe équivalent a A. Il s’agit du déterminisé

de A.

Cet automate est clairement déterministe. Il est fini (on a montré que I'ensemble {\ ® upu |
u € A*} est fini). Il réalise la méme série que A ; on peut le montrer en suivant exactement
la méme preuve que celle de la proposition 5.13.

7 Le cas général

Le cas général parait beaucoup plus difficile & traiter. S. Gaubert a montré” que décider
la séquentialité permet de répondre au probleme de la limitation. Nous présentons ici ce
probleme ainsi que le résultat de S. Gaubert sans donner de preuve.

"Communication personnelle basée sur des résultats de [25].



8 Probléme de la généralisation a d’autres semi-anneaux 149

Soit a une série rationnelle de K, Rat A* donnée par un automate ou une représentation
linéaire. On veut savoir si la série a est limitée, c’est-a-dire si 'ensemble {(o, u) | u € A*}
est fini®.

Ce probleme difficile (qui intervient dans 'approche de K. Hashiguchi du probleme de
la hauteur d’étoile) a été résolu sur N,,, par K. Hashiguchi [32, 34] et étudié par I. Simon [58,
60] et H. Leung [41]. 11 a été étendu a Ry, par S. Gaubert [25].

PROPOSITION 5.20 Soit o une série rationnelle de K,Rat A*. Soit b une lettre n’apparte-
nant pas a A on définit la série  de KyRat (AU {b})* par :

Vu € A%, (B, u) =(o, u)

(B,u.b) =0
Vu g A*(1+b),(B,u) = — o0

« est limitée si et seulement si § est séquentielle.

Ceci montre que décider la séquentialité est «plus difficile» que décider la limitation.

8 Probleme de la généralisation a d’autres semi-anneaux

Tout ce que nous avons fait dans ce chapitre s’appuie sur la notion de translatée.
Celle-ci n’est fondée que si le semi-anneau considéré est principal. Par exemple, on ne
peut pas étendre cette notion a (P(B*),U,.). Le probleme de la séquentialisation des
transducteurs (méme sur un alphabet unaire en entrée) reste posé pour les transducteurs

non fonctionnels.

80n peut montrer (cf. [25]) que cette condition est équivalente & dire que les coefficients de o sont
bornés.
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Chapitre 6

Dérivation d’expressions
rationnelles avec multiplicité

«C’est a la fois tres simple et tres compliqué. . . »

Hergé, Tintin au pays de l'or noir

Dans le quatrieme chapitre, au détour de la preuve du théoreme d’Eggan, nous avons
donné un algorithme qui permet de transformer une expression rationnelle en automate.
Cet algorithme n’est pas des plus efficaces : le nombre d’états de 'automate engendré
double chaque fois que 'on rencontre une étoile.

Pour une expression donnée, on peut construire des automates beaucoup plus petits.
Si n est le nombre de lettres qui apparaissent dans ’expression, on peut construire un
automate avec n + 1 états qui reconnait le langage. (Cette borne est optimale, il suffit de
considérer une expression qui représente un mot de longueur n). On peut noter que ce n’est
pas une borne optimale sur la taille de I'automate, puisque celui-ci peut alors avoir un
nombre quadratique de transitions. J. Hromkovi¢, S. Seibert et T. Wilke [37] ont montré
qu’on peut construire un automate avec seulement nlog?(n) transitions (voir aussi [28]).

Une premiere méthode pour construire un automate a n 4+ 1 états consiste a utiliser
un algorithme dit «de position» dans lequel chaque état correspond & une occurence de
lettre dans l'expression. En comptant un état initial qui ne correspond a aucune lettre,
on obtient ainsi un automate qui a exactement n + 1 états. Cette méthode a été initiée
par Glushkov [27]; un algorithme efficace a été donné par Berry et Sethi [6]. Une preuve
formelle de cet algorithme ainsi que ses relations avec les langages locauzx ont été présentés
par Berstel et Pin [7].

Une autre méthode est issue d’une approche algébrique. On a vu dans le chapitre
introductif que ’ensemble des quotients & gauche d’un ensemble rationnel de A* est fini :
ce sont les états de 'automate minimal. Peut-on définir formellement une opération de
dérivation sur les expressions rationnelles telle que la dérivation d’une expression E par
une lettre soit une expression qui dénote le quotient du langage que représente E par la
lettre 7 Ceci a été fait par Brzozowski [9]. Il montre, de plus, que ’ensemble des dérivées
d’une expression par tous les mots de A* est fini, sous certaines conditions d’équivalences
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entre expressions (associativité, commutativité, idempotence). On peut donc construire un
automate déterministe fini sur le modele de I'automate minimal, qui reconnait le langage.
Ce ne sont plus les quotients qui étiquettent les états de 'automate, mais les dérivées de
I’expression. Evidemment, on peut obtenir deux expressions différentes qui représentent
le méme langage, cet automate n’est donc pas nécessairement minimal. D’autre part,
comme il s’agit d’'un automate déterministe, il n’est pas étonnant que le nombre de ses
états soit exponentiel par rapport a la taille de I’expression rationnelle qui, elle, peut étre
non-déterministe.

Antimirov [3] a repris I'idée de Brzozowski. Si A est un automate et D le déterminisé
de A, pour tout état X de D, le futur de X est égal a 'union des futurs des éléments
de X dans A. Or, les futurs des états de D sont les quotients du langage. Les quotients
du langages appartiennent donc a ’ensemble obtenu par cloture selon 'union, a partir de
I’ensemble des futurs états de A. Si on a 'esprit retors, et qu’on identifie I'union avec une
somme booléenne, on peut dire que les quotients appartiennent au B-semi-module engendré
par les futurs de A. L’algorithme d’Antimirov consiste, non plus & trouver des expressions
qui représentent les quotients, mais des expressions qui représentent des générateurs de ce
B-semi-module. Il obtient ainsi un automate (non déterministe) qui a au plus n + 1 états.

Les relations entre 'automate des positions donné par la premiere méthode et I'auto-
mate des dérivées d’Antimirov ont été étudiées par Champarnaud et Ziadi [13].

Les séries rationnelles sur un semi-anneau K peuvent elles aussi étre dénotées par des
expressions rationnelles avec des coefficients pris dans K. Il parait alors naturel d’adapter
les algorithmes connus pour obtenir une méthode permettant de construire un automate
avec multiplicité a partir d’une expression avec multiplicité. Caron et Flouret [11] ont ainsi
donné un algorithme de position qui permet de construire un automate a n + 1 états pour

une expression comptant n lettres.

Généraliser le résultat de Brzozowski semble difficile. En effet, on sait que les quotients
d’une série rationnelle peuvent étre en nombre infini (considérer par exemple la série a* +
(2a)* sur N, dont les quotients sont {a* 4+ 2"(2a)* | n € N} qui est un ensemble infini
de séries). En revanche, les quotients d’une série K-rationnelle appartiennent a un K-
semi-module finiment engendré. Nous allons donc adapter la méthode d’Antimirov, de
fagon a calculer, a partir d’'une expression rationnelle avec multiplicité, des expressions
qui représentent des générateurs du K-semi-module auquel appartiennent les quotients de
la série. Nous verrons, que, de méme que dans le cas booléen (c’est-a-dire dans le cas des
langages), ceci permet de donner un automate a multiplicité avec au plus n + 1 états.

1 Expressions rationnelles

La définition des expressions rationnelles sur A & multiplicité dans un semi-
anneau K se fait par récurrence.

DEFINITION 6.1 Soit {0,1,+,-,%x} un ensemble de symboles et A un alphabet.
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i) 0,1, et a, pour tout a appartenant a A, sont des expressions rationnelles (atomiques).

ii) Si E est une expression rationnelle, et k un élément de K, alors (kE) et (Ek) sont

des expressions rationnelles.

iii) Si E et F sont des expressions rationnelles, alors (E+F), (E-F) et (E*) aussi.

Les symboles 0 et 1 sont donc des constantes, + et - sont des opérateurs binaires; %

est un opérateur unaire.

On note KRExpA I’ensemble des expressions rationnelles sur A a multiplicité dans K.

EXEMPLE 24.1 Les semi-anneaux de coefficients qu’on manipule le plus souvent dans
le cadre des séries formelles sont commutatifs : entiers, corps commutatifs, semi-anneaux
«max, +»,etc. Toutefois, méme si ce n’est pas la fagon habituelle de considérer ces objets,
les transductions rationnelles sur A* x B* ne sont rien d’autre que des séries rationnelles
de P(B*)Rat A*. Dans cet exemple, A = {a,b} et B = {x,y}. On définit 'expression E, :

Eq = (y((((x(((a-((v0)")))y))+(((y (b-((xa)")))-b)x))x)"))

On le voit, l'utilisation systématique de parentheses, si elle permet d’éviter tout risque
d’ambiguité, rend, en revanche, I'expression difficilement lisible. C’est pourquoi on s’auto-
rise a supprimer les parenthéses qui n’otent aucune ambiguité. Pour cela, on fixe comme
convention que tout produit ou somme de plusieurs facteurs est parenthésé par défaut a
gauche et on utilise implicitement un certain nombre de régles qui seront détaillées plus
tard. On obtient :

Es= y(X(a-(y b)*-a) y+((y (b-(aX)*))'b> X>*

La complexité d'une expression rationnelle peut étre évaluée de différentes facons. La
longueur (littérale) de lexpression est le parametre qui permet d’exprimer la taille de
I’automate que nous construirons a la section 4. Toutefois, la plupart des preuves que
nous allons effectuer sont par récurrence sur la profondeur des expressions rationnelles.

DEFINITION 6.2 La longueur d’une expression E, notée {(E) est le nombre de lettres

qui apparaissent dans ’expression :

00) = (1)
Va € A l(a)
)
)

0,
1

¢(E),
¢(E) + £(F).

La profondeur d’une expression E, notée d(E) est définie récursivement par :

(((KE)) = L((EF)) = £((E")
((E-F)) =L(E+F)

d(0) =d(1) =0,
Va € A d(a) =0,
d((kE)) = d((Ek)) = d((E")) =1 +d(E),
d((E-F)) =d((E+ F)) =1 4+ max(d(E),d(F)).
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DEFINITION 6.3 Le terme constant d’une expression rationnelle' est défini par
récurrence sur la profondeur de ’expression :

c(0) =0g, c(1) =1k,
Va € A c(a) = O,
c((kE)) =k®c(E), c((Ek)) =c(E)®k,
c((E+F))=c(E)®c(F), c((E-F))=c(E)®c(F)

et c((E*)) =c(E)" sile second membre est défini dans K.

Une expression rationnelle E est une formule. Une telle formule peut étre une expres-
sion rationnelle valide et dénoter une série.

DEFINITION 6.4 Une expression rationnelle est valide si son terme constant est défini. La
série dénotée par une expression valide E, qu’on désigne par |E|, est elle aussi définie
par récurrence sur la profondeur de I’expression E :

[0l =0k, |1]=14+, |a|=a, pour touta dans A,
|(kE)|=k®|El, [(Ek)|=I|El®k,
I(E+F)=I[E[®|F], |(E-F)|=I[E[®]F[,
et |(E")] = [E|".

Deux expressions valides sont des expressions équivalentes si elles dénotent la méme

série.

Remarquons que la définition du terme constant est bien cohérente. En effet, c(E) et |E|
sont définis par la méme induction et on a :

c(|0]) = c(0x) =0x = <(0),
C(Ill) = C(lA*) :1K = C(].)7
Va € A* c(|al) = c(a) =0 = c(a).

On obtient immédiatement que c(E) est égal & c(|E|).

L’équation qui permet d’interpréter 1’étoile est rendue consistante par la proposi-
tion 1.1 : |(E*)| est défini si et seulement si c(E)* est défini, donc si et seulement si (E*)
est valide.

REMARQUE 6.1 Il faut noter que la proposition 1.1 permet de définir I’étoile d’une série
avec terme constant dénotée par une expression E. Toutefois, cette proposition ne donne
aucune information sur la forme de I'expression dénotant la série propre. La proposition
peut donc étre appliquée aux séries mais ne devra pas étre utilisée pour effectuer des
récurrences sur les expressions.

LCette définition est distincte de celle de «terme constant d’une série» donnée en 1.28 page 29.



1 Expressions rationnelles 155

EXEMPLE 25.1 On définit Pexpression E; de QRExp{a, b} :
) = (Lar) + (15))").

Soit I'expression Fy = ((3a*) + (3b*)) . On a c(F;) = 3, et donc c(F1)* = 2, et bien
que |F1| ne soit pas propre, la série dénotée par E; est bien définie.

EXEMPLE 26.1 On définit Pexpression Eo de ZRExp{a,b} :
Ex = (aba+ (a(a—ba))).

Afin d’alléger I'écriture des expressions, on se permet certaines licences et on note ab
pour (a-b), aba pour ((a-b)-a) ou encore (a —ba) pour (a + (—1k (b-a))).

EXEMPLE 27.1 On définit ’expression E3 de NRExp{a, b} :
Es =5((2ab) +((3b) - (4(ab)")))"

Cet exemple apparait dans article [11]. Les étoiles s’appliquent dans cette expression a
des sous-expressions propres. Avec la topologie usuelle, c¢’est la seule configuration pour
laquelle I’étoile d’une série a coefficients entiers peut étre définie.

Identités triviales. Bien qu’on désire travailler formellement sur les expressions ration-
nelles, et que, pour cette raison, on refuse de recourir a des axiomes tels que ’associativité
ou la commutativité, nous aurons besoin de définir une forme «normale» pour les expres-
sions. C’est pourquoi nous définissons les regles de réécriture suivantes qui peuvent étre
appliquées localement aux expressions rationnelles.

(1k)=(k1), (ak)=(ka), (1)
(k0)=(0k)=0, (0xkE)=(EOx)=0, (0-E)=(E-0)=0, (2)
0O+E=E+0=E, (IxkE)=(Elkx)=E, (3)
((k1)-E)=(kE), (E- (k1)) = (Ek), (4)

(k(KE) = (ke k]E), ((ERK)=(ER®F]), (KE)K)=(K(EL)). (5

L’identité (1) représente la commutativité des coefficients avec les expressions ato-
miques, les identités (2) refletent le caractére absorbant du zéro; les identités (3) et (4)
traduisent le fait que Og et 1x sont des éléments neutres; l'identité (5) indique I'associa-
tivité du produit externe.

On vérifie immédiatement que 'interprétation de chaque membre de n’importe laquelle

de ces identités est la méme.

Noter que la commutativité des variables et des coefficients n’entraine pas la commu-
tativité des coefficients avec les expressions. Si (Ek) est une expression, il est possible
qu’un coefficient £’ soit niché dans E et ne commute pas avec k. Dans ce cas (kE) et (Ek)
risquent fort de ne pas commuter.
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Les identités définies ci-dessus sont des propriétés locales et si chaque identité est
considérée comme une regle de réécriture (dont le résultat est le membre droit), chaque
expression rationnelle peut se réécrire en une expression réduite unique qui peut étre
calculée en temps proportionnel a la longueur de ’expression. Dans ce qui suit, on suppose

qu’on applique systématiquement cette réduction.
REMARQUE 6.2 Les identités triviales ne refletent en rien l’associativité ou la commuta-

tivité de l'addition et de la multiplication des séries. Ainsi, (a + (b + ¢)), ((a + b) + ¢)
et (a+ (c+ b)) sont trois expressions réduites différentes qui dénotent la méme série.

2 Motivation de la dérivation

L’égalité (5) permet de voir les expressions rationnelles comme des arbres.

i) @ , et sont des expressions.

ii) SiE et F sont des expressions, alors, pour tous k, k' dans K,

, et
® & 6 6 ®

On voit que dans cette définition, chaque opérateurs est doté systématiquement de

sont des expressions.

coefficients. L’identité (3) permet, en absence de tels coefficients, de supposer qu'il s’agit
de 1k.

EXEMPLE 24.2 L’arbre correspondant a I’expression E4 est donné figure 6.1.

Chaque nceud peut ensuite étre «interprété». La lecture d’'un mot dans I’expression se
fait de la fagon suivante :
— Sile neeud est étiqueté par +, on explore soit le fils gauche, soit le fils droit, puis on
remonte ;
— si le nceud est étiqueté par -, on explore le fils gauche, puis le fils droit, puis on
remonte ;
— sile nceud est étiqueté par x, on explore le fils un nombre arbitraire de fois (éventuellement
nul), puis on remonte ;
— si le noeud est une feuille, on lit la constante qu’il contient puis on remonte ;
— lorsqu’on descend, on prend en compte la multiplicité «d’entrée» du noeud.
— lorsqu’on remonte, on prend en compte la multiplicité «de sortie» du nceud.
La lecture se termine lorsqu’on essaie de remonter a partir de la racine.

Le comportement de chaque noeud peut étre localement vu comme un automate :
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(Y7 *, 1B* )

1B*7'7lB* (13*70’)

(B-,a) (p-,*1-) (p-,b)

Fi1c. 6.1 — L’arbre de 'expression Ey4.

(k,+, k') (k,- k) (k,*, k") (kya) | (k,1ax) 0
k) \ r k( ¥

y O 1010
N ka i Ox

F1a. 6.2- L’interprétation des différents opérateurs rationnels.

Le remplacement de chaque noeud de 'arbre de I'expression par la configuration in-
diquée ci-dessus donne un automate qui réalise la série dénotée par I'expression. Cet auto-
mate est généralisé ; en effet, chaque transition est étiquetée par un mot, éventuellement
vide.

La dérivation consiste a parcourir 'automate de I'expression. Le terme constant de
I’expression est le poids total des chemins qui permettent de faire une boucle autour de
la racine sans lire de lettre. La dérivée par rapport a une lettre est 'expression qui décrit
I’endroit ou 'on se trouve apres avoir lu la lettre et le nombre de fagons (comptées dans K)
de le faire. L’automate n’étant pas nécessairement déterministe, le résultat de la dérivation
peut donner plusieurs expressions.

Ce procédé peut étre systématisé et les dérivées calculées sur les expressions. C’est le
propos du paragraphe suivant.

EXEMPLE 24.3 En appliquant mécaniquement le remplacement des nocuds de l’arbre
représentant 'expression E4, on obtient 'automate présenté figure 6.3 a) qui se réécrit
immédiatement en 'automate de la figure 6.3 b). Comme il s’agit d’un transducteur, on
utilise la notations a|x, plutét que xa.
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(b) Seconde version

(a) Premiere version

Fi1a. 6.3 — L’automate issu de 'arbre de E4.
3 Dérivation et termes dérivés

On présente tout d’abord les «polynémes» d’expressions rationnelles. L’ensemble K(KRExpA)
des combinaisons linéaires d’expressions rationnelles, ou polynémes d’expressions, est
un K-semi-module (& gauche); 'addition y est commutative et la multiplication par un

élément de K distributive :

kE®KF=KFaokE KkE® K E=[kdKE

Nous définissons de plus une loi de multiplication sur les monomes qui s’étend sur les

polynomes par linéarité :

(kE][K'F] = k (E- (K F)), (6)
([EeE]-F)=E-F)aE F), (E-[FaeF])=E F)eE F) (7)
([E@E]k)=(Ek) @ E k), (k[ESE]) =kE)a kE). (8)

Afin de différencier le plus possible les expressions des polyndmes, nous essaierons de
nous abstenir d’utiliser les parentheéses pour ces derniers. Ainsi, dans tout ce qui suit, [k E]
ou k E désigne un mondéme, alors que (k E) représente une expression.

La série dénoté par un polynome d’expressions rationnelles est obtenue par linéarité

a partir de l'interprétation définie sur les expressions rationnelles (qui forment une base
de K(KRExpA)).

REMARQUE 6.3 On pourrait étre tenté de définir la multiplication des mondmes par
[KE][K'F] = [k®K'| (E-F); si K n’est pas commutatif, 'interprétation des membres gauche
et droit peut alors étre différente. C’est la raison pour laquelle on pose l'identité (6).
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L’ensemble des polynomes d’expressions rationnelles n’est pas une semi-algebre. En
effet, la multiplication que nous avons définie n’est pas associative :

[EJFI} [G] = ((E-F)-G) # (E- (F-G)) = [E] [[F][G]

Ceci ne cause heureusement aucun probleme pour traiter les dérivations.

Derivation

DEFINITION 6.5 Soit E une expression de KRExpA et a une lettre de A. La dérivée de
I’expression E par rapport a a, notée % E, est un polynome d’expressions rationnelles
a coefficient dans K, défini par récurence selon les formules suivantes :

%0:6%1:0
wer o=y
%(kE) —k %E (10)
%(Ek):([% E] k) (11)
%(H—F) - %E@ %F (12)
%(E-F) - ([% E} -F) @ c(E) %F (13)

%(E*) = c(E)" ([% E] -(E*)) (14)

La dérivation d’un polyndéme d’expressions est évidemment définie en étendant linéai-

% [@ k; E@'] = GB k; % E; (15)

el el

rement la dérivation :

Les équations (10) a (14) sont sensiblement différentes de celles posées par Brzo-
zowski [9]. En effet, opérateur (symbolique) «+» est remplacé, dans les équations (12)
et (13), par Popération «@®». Ceci est la généralisation de 'idée d’Antimirov ; les langages
rationnels sont en effet des séries rationnelles a multiplicité dans le semi-anneau de Boole
et I’addition est alors I'union.

Les équations (10), (14) et (15) introduisent la prise en compte des multiplicités.
On peut relever que ’équation (14) n’est définie que si 'expression E est valide.

Le résultat de la dérivation d’une expression est donc un polynome d’expressions a
coefficients dans K.
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Contrairement au cas booléen, les polynomes obtenus en itérant la dérivation peuvent
ne pas étre en nombre fini. Le théoreme 6.1 établira cependant que tous ces polynomes
sont engendrés par un nombre fini d’expressions.

DEFINITION 6.6 La dérivée d’une expression par rapport 4 un mot u est définie
par récurrence sur la longueur de u. Par convention, la dérivation par rapport au mot vide
est l'identité.

X 0 o (0

A présent que la dérivation est définie, il faut établir le sens qu’a cette opération syntaxique.
Le lien entre les dérivées d’une expression et les quotients d’'une série est exposé dans la
proposition suivante :

PropPOSITION 6.1 L’interprétation de la dérivée d’une expression rationnelle par rapport
a un mot est le quotient par rapport a ce mot de I'interprétation de I'expression :

. 9 -
Vu e A |%(E)|:u HE|

Ce résultat peut étre montré directement, mais il apparaitra comme un corollaire
naturel de propriétés plus fines établies sur les dérivées.

REMARQUE 6.4 1l faut souligner des a présent la différence de statut entre dérivée et quo-
tient. Le quotient d’une série par un mot est un objet mathématique, la dérivée d’une
expression est une représentation de cet objet. Ainsi, on peut obtenir plusieurs dérivées
qui représentent le méme quotient. Le fait que les quotients d’une série rationnelle ap-
partiennent a un K-semi-module finiment engendré n’implique pas qu’il en est de méme
pour les dérivées d’une expression qui la représente. Nous verrons d’ailleurs qu’il est pos-
sible qu’il existe des systemes générateurs d’un K-semi-module de quotients d’une série de
cardinal strictement inférieur aux plus petits systéemes générateurs du K-semi-module des
dérivées d'une expression correspondant a la série.

La dérivée d’une expression par rapport a un mot est donnée explicitement par les
formules suivantes :

PROPOSITION 6.2 Pour tout u dans A*, pour tout couple (E,F) d’expressions,

i)
0 0 0 9
B =k LB LER = (| €| b,

ii)
0 0 0
auETP =5 B0 5. b
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iii)

d d o _. 0
5. (E F)_[%E] Fo u@z c(5-B) 5-F|,
vEA* wEAT

iv)

e = D e (g B) c(E)"++clE)" e, E) c(®)" ([5-El- (E)).

V1,V2,.- Un €At

Démonstration. La preuve est par récurrence sur la longueur de u. Si u est de longueur 1,
on vérifie que les formules données rejoignent celles de la définition 6.5. On suppose que u
vérifie la proposition. Soit E et F deux expressions rationnelles et a une lettre de A. Posons

—E_@kE et —F_@k Fj.

On obtient les égalités suivantes :

—E| =k —E.

6 0 0 6 0 o [o0 0
Oa Oau

i)
0 0.0 0 0.0 0.0 0 0
=509a "% 3a 7= 509a 12 30150 7 = 3au E @ Fan

iii)

0,0 0,0 0
-(mlmF)e | O caln® af|e® 5
vEA*, wEAT
0 0
_<[% ]F)EB au@w <(5-E) 5-F

VEA* wEAT
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dau Oav
UEZU7£éUA+
@ (50 E]-(E*)) ®
D B B el B ) B cE) (5 EL(ED)

au=vg w W=V1...Un,
voEA* , wEAT  w,eAT

= B cEr c(a%E)...c( 0 E) c(E)* <[a‘zn El- (E*)>

avn— 1

EXEMPLE 25.2

a a a * * a * * * *
5o E1 =5 (F ):28—(661) Fy @2%@5) Fi* =1 (a" - Fy¥)
8 a * * * *
5 E =2 5 (507) P =3 07 R
B T A e R
L=k (@ B = () R e ) g (R
=L@ FYed @ ) =46 R
8 1a * *\ 1 a * * 1 *a *x\ _ 2 * *
ab —3%(Q'Fl)—§<%a> Fi" @3 c(a)” 5 (F17) =5 (0" -F17)
a a * * a * * * a * * *
s =3 g 0 RN =3 (500 e 5 =3 @)
9 2 9 * *\ __ 2 Q* * 2 *2 *
=20 - F)et 0 -F) =20 F)
EXEMPLE 26.2
0 0
%Eg—ba@(a—ba) %EQ—O
0 0 0
%EQZ%ba@%(a—ba)zl
g 0

Eg——ba@

g 2 " e ple—ba) =a®(-la=0

- 0 —
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Termes dérivés. Nous énoncons maintenant le théoreme principal qui est une généra-
lisation du résultat d’Antimirov.

THEOREME 6.1 Soit E une expression de KRExpA. Il existe un entier m inférieur a ¢(E),

et m expressions rationnelles Ky, Ko, ..., K,, telles que, pour tout mot u dans AT, il
existe m coefficients kiu), k:é“), o kY de K tels que

9 i=m (

-~ u)

o E= @ kK

En fait, le théoreme 6.1 est un corollaire de la proposition suivante. Celle-ci permet,
en outre, de décrire un procédé plus proche de I'algorithme effectif présenté par la suite.

PROPOSITION 6.3 Soit E une expression de KRExpA. II existe un entier n inférieur a ¢(E),

et n expressions rationnelles Ki, Ko, ..., K, telles que, pour toute lettre a de A, il existe n
coefficients ki, ké“), o kS et n? coefficients {Zéz)}i,je[n] in K tels que
i) — E =P EK;;
i€[n]
ii) Vi€ [n] EKZ_ P =K,
da
Jj€ln]

Les expressions K;, dont I'existence est assurée par la proposition, sont appelés les
termes dérivés de E.

Si K est le semi-anneau de Boole, ce sont exactement ce qu’Antimirov [3] appelle les
«dérivées partielles » de E, avec la justification que ce sont des «parts » des dérivées
de E. Comme le terme dérivée partielle évoque en mathématiques le fait de dériver selon
seulement un parametre (ici, une lettre), et que les dérivées telles que les définit Brzozowski
sont, a cet égard, déja partielles, nous préférons nous abstenir d’employer ce terme.

EXEMPLE 25.3 Les termes dérivés de E; sont (a* - F1*) et (b* - F1*).

Il nous faut maintenant prouver la proposition.

Démonstration. La preuve est par récurrence sur la profondeur de ’expression E. L’énoncé
est trivialement vrai pour les expressions atomiques 0, 1 et a (pour a dans A).

On prouve successivement que si le résultat est vrai pour deux expressions ration-
nelles E et F, il 'est pour :

a) (kE) (pour k dans K). En effet, d’apres 1'équation (10), les termes dérivés de (kE)
sont les mémes que ceux de E

b) (Ek). Le nombre de termes dérivés est le méme que celui de E, puisque d’apres
I’équation (11), il s’agit des (K; k), ou les K; sont les termes dérivés de E.
c) (E+F). En effet, avec des notations évidentes,

0 0 0
E+F)=—E® —F= kK, 1L
g B =g Ee 5 F= P K'Ke D 1)
1€[1;n] JE[1;m]
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L’ensemble des termes dérivés de (E+F) est donc I'union de ceux de E et de ceux de F, ce
qui répond a la proposition.

d) (E-F). De la méme fagon,

- (2 1)es0 2o @ e @ )

1€[1;n] JE[1;m]

L’ensemble des termes dérivés de (E-F) est donc I'union des (K;-F);cf1,n, et des termes
dérivés de F; on vérifie que cet ensemble est bien clos :

pe[l;n] Je[lmﬂ

e) (E*). On calcule les termes dérivés :

5alE) =<l ([5 E] - <E*>) — P [cE) 2k (K -E)

1€[1;n]

Le nombre des termes dérivés ne change pas, puisqu’il s’agit des (Ki'E*)ie[l;n]- Cet ensemble
est bien clos pour la dérivation :

0
(K E) = @ = (K- EY @ @ [elk; @ k"] (K;-EY)

JE€n] JE[n]

O

La preuve du théoreme 6.1 découle naturellement de la proposition et évite I'utilisation
des formules lourdes introduites dans la propositions 6.2.

Démonstration du théoréme 6.1. La preuve est par récurrence sur la longueur de wu.
Si u est réduit & une lettre, le théoréme est équivalent a ’égalité i) de la proposition 6.3.

Pour tout u dans AT, et tout a dans A,

0 0 w O
= aa< > D

1€[1;n]

- D | P K| = P [k K (17)

i€[1;m] j€(Lim] J€llin] |i€[Lin]

Comme nous l'indique la preuve du théoreme 6.1, les expressions qui apparaissent
dans la dérivée d’une expression E par rapport a un mot sont toutes des termes dérivés
de l'expression. Cependant, il se peut que tous n’apparaissent pas; les termes dérivés qui
n’apparaissent dans aucun polynéme de ’ensemble a% E|ue A*} sont appelés termes

dérivés fantomes. Ils seront étudiés plus avant dans le paragraphe suivant.

EXEMPLE 26.3 Les termes dérivés de Eg sont ba, (a — ba), a et 1, parmi lesquels a =
%(a —ba) est un terme dérivé fantome de E, (il n’apparait pas dans ’exemple 26.2).



3 Dérivation et termes dérivés 165

REMARQUE 6.5 La proposition 6.3 n’est pas seulement un lemme permettant de prouver
le théoreme 6.1; c’est aussi la description de l'algorithme le plus naturel pour calculer
les termes dérivés de E. Ceux-ci sont calculés par dérivations successives jusqu’a ce que
I’ensemble obtenu soit clos.

Le théoréme suivant permet d’établir le lien entre le coefficient du mot « dans la série
dénotée par une expression E et la dérivée de E par wu.

THEOREME 6.2 Soit E une expression de KRExpA, et K1, Ko, ..., K,, ses termes dérivés.
Soit, pour tout mot u de A™, k:i“), k:é“), ., kW les coefficients définis dans le théoréme 6.1.
On a alors les égalités suivantes :

i=m

(L) = (- B) = DK @ (k) (18)

i=1

Démonstration. La preuve est par récurrence sur la profondeur de 'expression et utilise
la proposition 6.2.

L’égalité est vraie pour les expressions 0 et 1; la dérivée par rapport a n’importe quel
mot u de AT est nulle et le coefficient de u dans ces séries est effectivement nul.

De méme, si 'expression est une lettre a de A, sauf si u = a, auquel cas la dérivée est
égale a 1 et ’égalité est vraie.
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Pour toute paire d’expressions (E, F) pour lesquelles ’égalité est vraie, pour tout k dans K
et tout u dans AT, on a les égalités suivantes :

(KE),u) = k@ ([ELu) = k& (2 E) = c(2

u

(ER ) = (ELw) © k= e E) & k = c([ - E[k) = c(2-(EF)
(E + F)l,w) = (IELw) & (IFl, )
= c((% E)® c((% F)
0
= c((E+F)

(I(E-F)l,u) = ([(E)],u) @ {|(F)], Lax)
e D B (F)w

U=vw

vEA* weAT
B B B
=c(z-E)@c(F) @ b (5 B) @ c(o—F)
UEX;,ZJEA‘*

Toutes ces équations, ainsi que la seconde égalité du théoreme, proviennent directement
de la linéarité de c(E). Avant d’utiliser les mémes arguments dans le but de prouver le
résultat pour E*, on utilise la proposition 1.1. Ceci permet d’éviter d’avoir a traiter une
somme infinie; toutefois, on prend soin de revenir ensuite & la série non propre, puisque
c’est la seule dont on connait ’expression.

(B[, w)

((c(B) @ [El)" @ c(E)", u) = ((c(E)” @ |E|p)", u) @ c(E)"
= D (B @)@ @ (c(E) @Bl vn) @ c(E)"

U=VLVVn
v1,U27---,vn6A+

= B (B @(Elpv)®@...®c(E)* @ (|Elp,vn) @ c(E)*
U=V1V2 " Un
V1,02,...,un EAT
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Comme les v; sont tous différents du mot vide, (|E|,,v;) = (|E|, vi).

((E)], u) = &y c(E) ® c(a%1 E)®...0cE)*® C(a_vn E) ® c(E)*

U=V1V2-Un
V1,V2,...,un EAT

U=V1V2Vp,
v17v27---7Un€A+

9 .
=5, F)

La proposition 6.1 apparait alors comme un corollaire :

Démonstration de la proposition 6.1. Une preuve par récurrence immédiate montre
que, pour tout couple de mots u et v de A* et pour toute expression E,

0 o [0
%E:%[aﬂ’

D’on, pour toute paire de mots u et v de A*,

(el o) = (el ) = el B =< (57 |5 €] ) = 1 Elo)

REMARQUE 6.6 La dérivation et le quotient sont deux actions a droite de A* sur l'en-
semble des polynomes d’expressions rationnelles et I’ensemble des séries respectivement.
Le théoreme 6.1 nous dit que 'orbite d’une expression rationnelle sous 'action de A* ap-
partient a un K-semi-module finiment engendré. La fonction qui associe a chaque polynéme
d’expressions P, la série rationnelle | P| est un morphisme d’actions. Le théoréme 6.1 im-
plique donc que l'orbite d’une série rationnelle sous l'action de A* appartient elle aussi
a un K-semi-module finiment engendré, ce qui donne une nouvelle preuve d’'un résultat
classique [8]. Soulignons que ce résultat n’est pas le but que nous poursuivons. Il s’agit
avant tout de trouver un moyen effectif, en manipulant des expressions, de construire un
automate.

4 L’automate des termes dérivés

A toute expression avec multiplicité E de KRExpA, on associe un K-automate de la
fagon suivante :
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DEFINITION 6.7 Soit P = {Ky,Ks,...,K,} 'ensemble des termes dérivés de E. Soit Ky =
E et Pg I'union de P et de {Ky}. L’automate des termes dérivés de E est le K-
automate Ag = ( Pg, A, Z,I,T ) défini par :

1K si Kz = KO «
IKz’ = . s ZKZ-,KJ- = Zzg,j) a, TK. = C(Kj),
Ok sinon acA

ot les zz(‘lj) sont définis dans I’énoncé de la proposition 6.3.

THEOREME 6.3 Soit E une expression de KRExpA. La série réalisée par I'automate des
termes dérivés de E est égale a la série dénotée par E.

| Ae| = €]

Démonstration. La définition du K-automate Ag est en effet équivalente a celle d’une
d’une K-représentation linéaire (I,(,T'). I et T sont vus respectivement comme des vec-
teurs ligne et colonne indicés par Pg, alors que ¢ est un morphisme de A* dans la semi-
algebre des matrices indicées par Pe défini par (a)Ck, k; = (zéj})), pour tout a dans A.

La série réalisée par la représentation et par 'automate est :

| Ael= P (T ()¢ T)f.

feA*
D’apres ’équation 17, on obtient par récurence sur la longueur de f que
vieAT, Vieh]  (I-(f)Q)i=k",
d’ot1, pour tout mot f de AT, d’aprés le théoréme 6.3,

(| Ael, f) = P k" c(Ki) = (|El, f).

i[n]
Il suffit enfin de vérifier qu’on a une égalité similaire pour le mot vide :
(| Ag|, 14+) = c(Ko) = c(E).
O

Le passé et le futur d’un état de 'automate des termes dérivés dépendent directement
du terme dérivé auquel cet état correspond.

PROPOSITION 6.4 Soit E une expression de KRExpA et K un terme dérivé de E. Le passé
et le futur de I'état K de I'automate Ag des termes dérivés de E vérifient les égalités
suivantes :

0
ou
Fut 4. (K) = |K].

Vu e A* (Past 4. (K),u) = (z— E, K)
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Démonstration. La preuve de la premiere égalité est par récurrence sur la longueur de u.
Le résultat est vrai pour le mot vide, puisque chacun de ses membres est nul, sauf si K = E,
auquel cas, chacun des membres vaut 1g. On suppose le résultat vrai pour u. Alors, pour
tout a dans A, pour tout terme dérivé K;, d’apres I'égalité (17),

(592 EK) = @ [K @ 2]
i€[lin]
0 a

i€[lin]

= (D (Pastuza(Ki).u) ® 27
i€[lin]

= @ <PaStAEd(Kl)ZK“KJ?ua’>
i€[1;n]

<PaSt.AE (Kj)7 ua>

L’autre égalité se démontre de la méme fagon que le théoreme 6.3. Il suffit de prendre
comme expression de départ non plus E mais K. On obtient un automate Ak qui réalise la
série |K| et qui est identique & automate Ag en aval de I’état K. Le comportement de Ay
est donc exactement le futur de K dans Ag. O

5 Les termes dérivés fantomes

La proposition 6.4 nous indique que le passé d'un état de 'automate des termes dérivés
est lié a 'apparition de ce terme dans les dérivées de 'expression de départ par rapport
aux mots de A*. Comme nous 'avons déja dit, il est possible que certains termes dérivés
n’apparaissent dans aucune dérivée de E. Ce sont les termes dérivés fantomes.

D’apres la proposition 6.4, le passé d'un état de I'automate des termes dérivés qui
correspond a un terme fantome est nul. On peut donc supprimer ces états sans modifier
le comportement de 'automate. Encore faut-il les identifier !

Semi-anneaux positifs

DEFINITION 6.8 Un semi-anneau est positif si aucun n’élément n’a d’opposé (pour ’ad-
dition) et s’il est intégre, c’est-a-dire que le produit de deux éléments non nuls est non

nul.

De nombreux semi-anneaux courants sont positifs. Citons, bien str, le semi-anneau des
entiers naturels, mais aussi tous les semi-anneaux (max, +) ou (min, 4) construits & partir
de sous-ensembles de R. Le semi-anneau P(A*) formé a partir du monoide libre est aussi
un semi-anneau positif.
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Fi1c. 6.4 — L’automate des termes dérivés de Es.

PROPOSITION 6.5 Aucun terme dérivé d’une série formelle s sur A*, a coefficient dans un

semi-anneau positif, n’est un terme dérivé fantéme.

Démonstration. A partir de 1'dgalité (17) page 164, on montre immédiatement par
récurrence sur la longueur des mots, que, si v est un mot de A™ longueur m, alors, pour
tout ¢ dans [1;n], on a :

Y= @ Ve ey e e (19)

11,12 12,13 Tm—1,1"
1,0esim—1€[1;n0]

Si un terme dérivé K existe, c’est qu’il existe une suite K;, = E,K;,,...,K;,, = K de termes
dérivés et un mot wujus ... u,, tels que, pour tout j de [1;m], (%j Ki;_1, Kiy) = zl(:i)lzj +
Ox. Il y a donc, dans ’égalité (19), un produit de facteurs non nuls ; comme le semi-anneau
est positif, ce produit n’est pas nul et la somme dont il fait partie non plus, donc le terme

dérivé K apparait dans la dérivée de E par rapport a wu. O

Comme le semi-anneau de Boole est un semi-anneau positif, il n’y a pas de termes
dérivés fantomes dans le cadre des dérivations d’expressions sans multiplicité.

Semi-anneaux plongeables dans un corps. Dans ce cas, on peut voir apparaitre des
termes dérivés fantomes. C’est d’ailleurs ce qu’illustre I'exemple 26.3. On peut toutefois
simplifier 'automate si des termes dérivés fantomes apparaissent. On utilise pour cela le
«théoréeme d’égalité» (cf. [23] page 143) pour tester si le passé d’un état est nul.

Autres semi-anneaux. Dans le cas général, la décision dépend non seulement de la

taille et de la structure de 'automate, mais aussi de la struture du semi-anneau.

ExEMPLE 28  Considérons l'expression rationnelle E5 = (ya)-(xb)*-(ya) sur l'alpha-
bet {a, b} a coefficients dans un semi-anneau contenant deux éléments z et y. La dérivation
de cette expression donne les termes dérivés (zb)*-(ya) et 1. L’automate qui en résulte est
dessiné figure 6.4. On peut se demander si 1 est un terme dérivé fantome. Sans autre
renseignement sur le semi-anneau, cette question est indécidable. En effet, pour tout k
dans N, la dérivée de E5 par rapport a ab®a est égale & y ® ¥ @ y1. Et pour tout N,
il existe un semi-anneau et des éléments x et y tels que le plus petit k& pour lequel cette
quantité n’est pas nulle est N. (On peut par exemple prendre le semi-anneau des relations
sur [1; N + 1], = égal a la rotation (1,2,...,N +1) et y & la fonction partielle qui envoie 1
sur 2.)
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6 Variations

On peut imaginer un certain nombres de variations dans la facon dont est définie la
dérivation. On peut par exemple regretter que l’expression 4(a*) soit représentée par le
premier de ces deux automates et non par le second :

B--8-

Nous allons voir que le comportement de I'algorithme, c’est-a-dire la portée de la dérivation,

est tres fortement conditionné par la dérivation par rapport au mot vide. Nous avons dit
dans la définition 6.6 que la dérivation d’une expression par rapport au mot vide était
I'identité. C’est cette convention que nous allons amender dans les paragraphes suivants.

Termes dérivés unitaires. Dans un premier temps, il apparait souhaitable d’extraire
le plus rapidement possible les coefficients de I'expression, par exemple lorsque ’expression
a un coefficient principal gauche non trivial (c’est-a-dire lorsqu’il y a un coefficient gauche
dans la racine de 'arbre de I'expression qui est différent de 1g).

DEFINITION 6.9 Une expression est unitaire (gauche) si son coefficient principal a gauche
est égal a 1. Toute expression E de KRExpA peut s’écrire (kF), ot k est un élément de K
et F est une expression unitaire gauche. Pour toute expression unitaire F, tout élément k
de K, on définit la dérivée unitaire de (kF) par rapport au mot vide par :

N
811 1A*

(kF)=kF.

Par suite, la dérivée unitaire d’une expression E par rapport a une lettre a est définie par :
0 0 0
Lot (29
8ua 8111,4* aa

et en remplacant chaque dérivation par une dérivation unitaire dans les formules de la
définition 6.5.

Les termes dérivés obtenus par une telle dérivation sont unitaires gauches.

On peut montrer que, de méme que pour la dérivation «simple», le nombre de termes
dérivés unitaires est inférieur a la longueur de I’expression. La borne sur la taille de 'auto-
mate obtenu est donc respectée. Mieux, il existe une fonction surjective des termes dérivés
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2a @
5 " ®
12

(a) L’automate des termes dérivés de Eg (b) L’automate des termes dérivés unitaires

Fi1G. 6.5 — Deux K-automates pour Ej

sur les termes dérivés unitaires, 'automate des termes dérivés unitaires est donc plus petit
que celui des termes dérivés.

EXEMPLE 27.2 Calculons les termes dérivés (colonne de gauche) et les termes dérivés

unitaires de E3 = (5((2ab) + ((3b) - (4(ab)*)))*) :

Ko =E3 K =F3 ko=5
EK =10(b-F3) = 10K ﬁK’ =2(b-F3) = 2K]
da 8/ = ! Og,a 0 S !
0 . Oy .

% Ko =15 ((4 (ab)*) - F3) = 15Ky B Ky =12 ((ab)* - F3) = 12K,

0 Oy

%Klegng %Klleg:K/o

0 Oy

% Ky =4 ((b- (ab)*) - F3) ©8(b-F3) a Ky =((b- (ab)*) - F3) ®2(b-F3)
=4Ky ® 8Ky =Kj ®2K]

a * au *

0

— K3 =2(b-F3) =2K

5a <3 (b-Fs3) 1

0

% K3 :3 K2

8 * au / * /

3% Ky =((ab)" - F3) = K5 70 Ks =((ab)* - F3) = K5

0 0

%K5—K4@2K1, %K5—3K2

C(KO) =5,C(K1) = C(K4) =0 C(KIO) :C(KIQ) =1

c(Kz) =4,c(K3) = c(Ks) = 1 c(K}) =c(Ks) =0

La figure 6.5 a) représente 'automate des termes derivés de Es (qui est isomorphe a
lautomate de Glushkov calculé dans [11]); b) représente 'automate des termes dérivés
unitaires de Egs.
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F1G. 6.6 — Automate des termes unitaires de E4

EXEMPLE 24.4 On calcule 'automate des termes unitaires de E4. Comme E4, n’est pas
une expression unitaire, ce choix semble s’imposer. On pose E4 = y Fy.

Ou
Bl 4TV Fa=vkKo
au * au *
W Ko =x((((yb)" -a)y) - Fa) = xKy W Ko =y ((((xa)"-b)x) - Fs) = y Ko
au au *
@Kl =yFs=yKp @Kz:x((((xa) b)x) - Fy) = xKo
Ou N Ou
@Kl =y ((((yb)*-a)y)-Fs4) = xKy @K2=XF4=XK0

Dérivation cassante. Par ailleurs, on peut considérer que le symbole + d’une expres-
sion rationnelle est interprété directement lorsqu’il apparait en dehors d’une expression
«étoilée» ou d’un produit.

DEFINITION 6.10 Pour toutes expressions E et F de KRExpA, on définit la dérivée cas-
sante de (E+F) par rapport au mot vide par :

e
ac 1A*

(E+F) =EaF.

Par suite, la dérivée cassante d’une expression E par rapport a une lettre a est définie par :

0 . 0 (0
aca E N 80]‘14* <aa E> ’

et en remplacant chaque dérivation par une dérivation unitaire dans les formules de la

définition 6.5. De plus, on peut poser :

e [ O e e
o (EF) = <8Ca E 5 F) G c(E) 5o F.
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Cette nouvelle fagon de faire permet d’obtenir sur 'exemple a*+b* déja cité un résultat
plus proche de l'intuition. Cependant, cette méthode ne permet pas de garantir que le
nombre d’états de 'automate obtenu sera linéaire en la longueur de ’expression.

7 Le cas commutatif

L’hypothese de commutativité du semi-anneau K simplifie quelque peu les choses. En
effet, dans ce cas, pour toute expression rationnelle E et tout élément k de K, les expres-
sions (kK E) et (Ek) sont équivalentes. On peut donc supposer que la multiplication d’une
expression par un coefficient s’effectue toujours a gauche. La définition des expressions est

alors la suivante :
i) 0,1, et a, pour tout a appartenant a A, sont des expressions rationnelles (atomiques).

ii) SiE est une expression rationnelle, et k un élément de K, alors (k E) est une expression

rationnelle.
iii) Si E et F sont des expressions rationnelles, alors (E+F), (E-F) et (E*) aussi.

Les identités triviales sur les expressions sont un tant soit peu plus simples :

(k0)=0, (0xE)=0, (0-E)=(E-0)=0,
0+E=E+0=E, (IxE)=E,
(k1)-E)y=(E- (k1)) = (k

(k(K'E)) = ([k @ k'] E).

La représentation en arbre d’une expression est elle aussi simplifiée, puisqu’a chaque noeud
n’est affecté qu’un coefficient. Les résultats, quant a eux, restent inchangés ; la dérivation
est définie de la méme maniere, si ce n’est qu’on ignore l'axiome %(E k) = ([% El k) qui
n’a plus lieu d’étre.

On peut définir la multiplication des monomes d’expressions de maniere légerement
différente :

[KE]-[K' F] = [k @ K] (E-F).
Ceci permet, dans le cas de la dérivation unitaire, de définir la dérivée du produit :

au o au au 811
@(E-F) = <6ua E. Piis F) @ c(E) 9.a F.

Cet aménagement n’aurait pas de sens dans le cas non commutatif car le coefficient qui peut

«sortir» du second facteur serait immédiatement réenchassé a cause de la multiplication

des monomes.



Annexe A

Le probleme de Dedekind, posé en 1897, est généralement exprimé en termes de
fonctions booléennes monotones, c’est-dire de fonctions réalisées uniquement avec les
opérateurs logiques Et et Ou.

Le nombre de Dedekind M (n) est le nombre de fonctions booléennes monotones a n
variables distinctes.

On ne connait pas de formule close pour exprimer M (n). Les valeurs connues a ce
jours [61] sont :

M(n

~—

S W N

20

168

7581

7828354

2414682040998
56130437228687557907788

0 O U W N = O3

Une fonction booléenne monotone est réalisée par une formule qu’on peut mettre sous
forme disjonctive. Les constantes (Vrai et Faux) étant absorbantes ou élément neutre pour
les opérateurs Et et Ou, les fonctions monotones qu’on peut réaliser par des formules non

vides sont les fonctions monotones non constantes.

Chaque clause de la formule en forme normale disjonctive est formée d’'un ensemble
de littéraux ; si les ensembles de littéraux de deux clauses sont inclus I'un dans 'autre, la
clause ayant le plus grand de ces ensembles est inutile (si la plus petite est vraie, la formule
aussi, si elle est fausse, la plus grande l'est aussi). Chaque formule est donc caractérisée
par une anti-chaine de sous-ensembles de I’ensemble des littéraux. On montre que deux
anti-chaines différentes correspondent a des fontions distinctes. Le nombre d’anti-chaines

(non vides) d’un ensemble & n éléments est donc M (n) — 2.
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Annexe B

Nous présentons ici 'algorithme d’Hashiguchi tel qu’on peut le trouver dans [33]. Afin
de simplifier les choses, certaines parties de l'algorithme, notamment la décision de la
hauteur d’étoile relative nulle sont présentées comme des boites noires.

Tout d’abord, une petite définition :

DEFINITION 6.11 Soit £ un langage rationnel sur A* et C une famille (finie) de langages
rationnels sur A*. L’ensemble RExpC des expressions rationnelles sur C est défini de fagon
similaire a RExpA. En revanche, I'interprétation d’une expression de RExpC est induite par
Pinterprétation d’un élément L; de C qui est le langage L; sur A*. La hauteur d’étoile
relative de L par rapport a C, noté h¢(L), est la hauteur d’étoile minimale des expressions
de RExpC qui représentent L. Si L n’appartient pas a Rat C*, alors he(L) = oo.

Par exemple, la hauteur d’étoile relative de £ par rapport & {L£} est nulle.
Présentons tout d’abord l'algorithme pour le calcul de la hauteur d’étoile relative :

Soit A un automate minimal reconnaissant un langage £ et () 'ensemble des états
de L. Soit M le monoide syntaxique de L. Soit C = {£; | ¢ € I} une famille finie de
langages. Chaque langage L; est reconnu par un automate B; dont les états forment un
ensemble Q;.

Si i est ’état initial de A, on définit A Pautomate déterministe sur I'alphabet C qui
représente l'orbite de {i} sous l'action des éléments de C. (Les éléments de C agissent

canoniquement sur les sous-ensembles d’états de A.)

On définit une cascade de constantes :

g1 =494 4 1) (enl(Ag) + 1)

2= <(en| Ac)+1 ) <Z Card(Q )

g3 =16%
g4 =(g3(Card(Q) + 1)@ Card(M))?
g5 =(g4 + Card(Q) +2)1 (@

L’algorithme pour le calcul de la hauteur d’étoile relative est le suivant :
1. Vérifier si he(L£) = oo.
2. Vérifier si he(L£) = 0.
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3. Calculer g5 et former
¢ =Ccu| | W+Wa. . +Wo)*| | n > 1},

ou chaque W; est un mot non vide de longueur inférieure a g5 sur l'alphabet C.
Alors hc(ﬁ) = hcl(ﬁ) + 1.
En fait, pour le calcul de la hauteur d’étoile (absolue), on verra que le point 1 est
inutile. L’algorithme de calcul de la hauteur d’étoile s’appuie sur le précédent. Il est initié
par :

1. Si £ est un langage fini, h(£) = 0.
2. Soit g = 16n(n + 2)(enl(A)n(n + 2) + 1), avec n = Card(M). On pose

C={{a}|ac AU J{|(witws... +wy)*|[n>1w; € AN}

Calculer h(£) = he(L£) + 1.

Pour illustrer la complexité de cet algorithme, considérons le langage L,,. Ce lan-
gage est un langage réversible. Nous avons calculé sa hauteur d’étoile (égale a 2) dans
I’exemple 12 page 119. Le monoide syntaxique de ce langage est aussi le monoide de tran-
sition de 'automate présenté page 72, il compte trente-et-un éléments (toutes les fonctions
injectives d’un ensemble de trois éléments dans lui-méme, sauf les trois transpositions) ;
I’enlacement de son automate minimal est égal a 2. On obtient les valeurs suivantes :

g = 33505296,  Card(ASY) > 23350529 Carg(C) > 22777
On peut maintenant appliquer I’algorithme de calcul de la hauteur d’étoile relative. L’au-
tomate A¢ a au moins un enlacement égal a 2, puisque A en est un sous-automate.

933505296

33505296
ga > 2 g5 > g1> g3 =16% > 2%

On obtient donc :

233505296

533505296
( 233505296 ) 2

22
Card(C<%) > (22335052%) . Card(C)) > 2

Remarquons que dans la manipulation de ce type de nombres, le seul ordre de grandeur
qui reste est la hauteur de la tour d’exponentielle et que les valeurs des nombres dans
cette tour ont une signification qui décroit exponentiellement a mesure qu’on s’éloigne du
haut. La derniére inégalité est par exemple une minoration brutale, (on minore 33505296
par 65536 et (2233505296
fausse. En revanche, on peut remplacer le 2 du bas par un milliard sans la contredire.

par 2), mais si on remplace le 2 du haut par 2,3, elle devient

Pour donner un ordre de grandeur, le nombre estimé de particules de I'univers (10%0)
ou le nombre de cycles qu’aurait effectué un processeur de fréquence 10 GHz depuis la
naissance supposée de I'univers (5 MA) est treés largement majoré par une tour de hauteur 5
(265936). Ces grandeurs sont négligeables devant une tour de hauteur 9, le rapport entre

les deux est quasiment lui-méme une tour de hauteur 9.

A ce stade de 'algorithme, on obtient alors (par une opération de complexité non
négligeable) que he/(£) = 0. La taille des ensembles manipulés est assez éloquente.
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réversible, 76

rationnel, 30

reconnaissable, 31

reconnu par un automate, 35
lettres, 23
longueur d’une expression, 153

monoide, 21
de transition, 37
libre, 23
syntaxique, 40
morphisme
conforme, 102
de graphes, 21
syntaxque, 40
mot idempotent pour un automate, 114
mots, 23

ordre
lexicographique, 24
radiciel, 24

partie propre d’une série, 29
passé/futur d’un état, 34

pelote, 21

poids d’un circuit, 130
polynome, 29

polynémes d’expressions, 158
préfixe, 24

produit de deux automates, 41
profondeur d’une expression, 153

quipu, 91
quotient a gauche
d’une série, 30
dans un monoide, 22

rationnel, 27
relation, 20
représentation linéaire, 37

semi-anneau, 25
idempotent, 25
positif, 169
principal, 26

semi-module, 28

séries, 28
rationnelles, 30
séquentielles, 42

sous-factorisation, 46

sous-graphe, 20

suffixe, 24

support, 20

support d’une série, 29

terme constant
d’une expression rationnelle, 154
d’une série, 29
termes dérivés
d’une expression, 163
fantomes, 164
transducteurs, 44
transitions, 32, 35
transitions spontanées, 36
translatée, 126
transposé d’un automate, 40
type fini, 28

uniformément divergente, 128

vecteur translaté, 136
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