N
N

N

HAL

open science

Modélisation de la variabilité spatiale et temporelle des
précipitations a la sub-mésoéchelle par une approche

multifractale

Sébastien Verrier

» To cite this version:

Sébastien Verrier. Modélisation de la variabilité spatiale et temporelle des précipitations a la sub-
mésoéchelle par une approche multifractale. Météorologie. Université de Versailles-Saint Quentin en

Yvelines, 2011. Francais. NNT: 2011VERS0039 . tel-00734327

HAL Id: tel-00734327
https://theses.hal.science/tel-00734327

Submitted on 21 Sep 2012

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00734327
https://hal.archives-ouvertes.fr

UNIVERSITE DE VERSAILLES SAINT-QUENTIN-EN-YVELINES

THESE DE DOCTORAT

Pour obtenir le grade de

DOCTEUR DE L'UNIVERSITE DE VERSAILLES SAINT-
QUENTIN-EN-YVELINES

Présentée et soutenue par

Sébastien VERRIER

le 13/12/11

Titre :

MODELISATION DE LA VAR[ABILITE SPATIALE ET
TEMPORELLE DES PRECIPITATIONS A LA
SUB-MESOECHELLE PAR UNE APPROCHE

MULTIFRACTALE

Membres du jury :

R. DUSSEAUX LATMOS/UVSQ

S. LOVEJOY McGill University

R. UIJLENHOET Wageningen University
Z. BARGAOUI ENIT

J.-D. CREUTIN LTHE

E. PERRIER GEODES/IRD

L. BARTHES LATMOS/UVSQ

C. MALLET LATMOS/UVSQ

Thése préparée au Laboratoire ATmospheres,
(LATMOS/IPSL)

Président

Rapporteur
Rapporteur

Examinateur

Examinateur
Examinateur

Co-directeur de these

Co-directeur de thése

Mili@bsgervations Spatiales












Remerciements

Je tiens tout d’abord a remercier tout particulitgat mes co-directeurs de thése Laurent
Barthes et Cécile Mallet pour I'encadrement etdetien accordé tout au long de cette these.
lls ont su faire preuve d’'une grande disponibiitén’ont apporté de précieux conseils tout en
me laissant une indépendance appréciable danst@mele mon travail de recherche. Leur
expérience m’'a été utile durant tout ce travaibifue dans la rédaction des articles de revue
qui y sont associés. Enfin, je les remercie poledture et la correction du présent manuscrit.

Je remercie également Louis de Montera, doctoraist4TER au LATMOS, pour son aide et
ses conseils avertis ainsi que pour ses travaagremanuscrit de these qui m’ont fourni une

base solide sur laquelle s’appuie mon travail.

Je suis tres reconnaissant a Shaun Lovejoy, Peafessl'Université de McGill, et a Remko
Uijlenhoet, Professeur a I'Université de Wageningds m’avoir fait ’'honneur d’accepter la
tache de rapporteur de ma these. J'adresse aussisim&res remerciements a Richard
Dusséaux, Zoubeida Bargaoui, Jean Dominique Creetiidith Perrier qui ont accepté de

faire partie du jury.

Je tiens a remercier toute I'équipe SPACE du LATM@P&manents et doctorants avec qui
jai travaillé ces derniéres années, notamment Aign€hazottes, Yvon Lemaitre, Nicolas
Viltard, Sahra Kacimi, Thomas Noel et Jean-Frangdysman. Un grand merci également
pour la bonne humeur régnant dans cette equip&’et. profite aussi pour remercier mes

anciens collegues de Vélizy appartenant désormaguipe ESTER du LATMOS.
J'exprime ma reconnaissance aux équipes de re@hayemt contribué au développement des
modeles utilisés dans le cadre de ce travail etmient aux équipes de Shaun Lovejoy et de

Daniel Schertzer.

Enfin, je remercie chaleureusement ma famille es jplarticuliérement mes parents pour leur

soutien constant.

A tous ceux qui ont contribué a I'aboutissementeléravail, merci.






Résumé

Les précipitations sont caractérisées par une hilitéa extréme sur une large gamme
d’échelles spatiales et temporelles. Elles résutterghénomenes non linéaires qui produisent
des extrémes violents et localisés difficiles a@&spnter dans les modeles météorologiques. Il
est alors souhaitable de pouvoir disposer de reptéions stochastiques susceptibles de
reproduire les propriétés statistiques des prétipits aux différentes échelles. Une famille
de candidats possibles est constituée par lesdmseaultifractales, initialement introduites
en mécanique statistique de la turbulence. Darnsagail, nous considérons le modele des
« multifractales universelles » (Schertzer & Lowejd987), qui permet de caractériser les
propriétés statistiques d'un champ d'un point de woelti-échelle au moyen de trois
parametres fondamentaux (« universels »).

Nous avons appliqué des outils d’analyse multifdech des jeux de données de précipitations
représentatifs de la variabilité a la sub-mésoéehebtamment a des cartes radar de pluie et a
des séries chronologiques a tres haute résoludimpdrelle. Cette étude a permis d’identifier
les gammes d’ «invariance d’échelle » dans lesepiedes symétries multifractales
prédominent, et d’estimer les trois parametresamnais.

Nous montrons aussi que I'application des algorghmianalyse a l'intérieur des événements
de pluie fournit des résultats sensiblement diffevele ceux généralement publiés. On a pu
démontrer, par des calculs théoriques et au moyemsirdalations, que les algorithmes
classiques d’analyse multifractale sont trés seesialla proportion de zéros dans les champs,
ce qui est évidemment problématique pour la pluee méthode d’analyse pondérée par le
support d’'occurrence de pluie des données a éfogée pour corriger les biais. Les valeurs
des parametres universels corrigés semblent indique la pluie et les scalaires passifs
présentent certaines symeétries d’échelles commammegchelles suffisamment grandes pour
gue I'advection turbulente domine les effets iredsti

Enfin, on montre que l'existence de propriétés ifmatttales présente un grand intérét au
niveau des applications. Notamment, un algorithmelolwnscaling multifractal universel a
ete défini. Cet algorithme exploite les symétriasactérisées par les parametres universels
pour générer une variabilité statistiquement réalés des échelles plus fines qu'une échelle
d’observation donnée. Potentiellement, cet algomthpourrait étre utilisé pour générer des
séries de précipitations de résolution horaire dirpde données journaliéres, ou pour



augmenter la résolution de cartes de précipitatioagjui peut donner lieu a des applications

en hydrologie.

Référence :

Schertzer, D., Lovejoy, S., 1987. Physical modglland analysis of rain and clouds by

anisotropic scaling multiplicative processes. Jo@w®/s. Res. 92 (D8), 9693-9714.



Abstract

Rainfall is characterized by an extreme variabiiteer a wide range of space- and timescales.
Underlying nonlinear phenomena produce strong amdlized extremes that are poorly
represented in current meteorological models. Tiee need of stochastic representations
that could reproduce rainfall statistics whatevee scale. Multifractal cascades, initially
introduced in statistical physics of turbulenceg @ossible candidates. In this work, the
“Universal Multifractal” model (Schertzer & Lovejpyl987) is considered. This model
enables multiscale statistical characterizatiora dield by the means of three fundamental
(“universal”) parameters.

Multifractal analysis tools have been applied tanfell datasets representative of
submesoscale variability, especially to weatheraradeasurements and to high-resolution
disrometer time series. “Scaling ranges”, i.e. rangé scales dominated by multifractal
symmetries are identified and associated with $igezstimated universal parameters.

It is shown that analysis algorithms applied cdaodnally in the interior of the rain events
provide results that differ significantly from treoseported in scientific literature. By the
means of theoretical calculations and of simulajoit is demonstrated that classical
multifractal analysis algorithms are very sensitiee the proportion of zeros, which is
obviously problematic in the case of rainfall. Awnenethodology of analysis has been
proposed, based on the computation of weightedstitat that overweight nonzero values.
Consistent parameters that are not affected by zme®stimated and the obtained values
suggest that rainfall and passive scalars sharee statistical scaling symmetries at scales
sufficiently large so that turbulent advection doates inertial effects.

Finally, it is shown how the existence of multiftalcproperties may impact applications. In
particular, a universal multifractal downscaling@ithm has been defined. This algorithm
exploits scaling symmetries associated with unalemarameters in order to simulate a
statistically consistent and realistic variabilinpt scales inaccessible to observation or
simulation. For instance, this algorithm could Isedito build hourly rainfall time series from
daily ones, or even to increase the resolution lifeoved precipitation maps, leading to

possible hydrological applications.



Reference:
Schertzer, D., Lovejoy, S., 1987. Physical modglland analysis of rain and clouds by
anisotropic scaling multiplicative processes. Jof@wg's. Res. 92 (D8), 9693-9714.
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1 Introduction

1.1 Contexte général : la variabilité des précipita  tions

L'étude des précipitations concerne a la fois lesnaloes de la climatologie et de la
météorologie. Elle s’avere primordiale en raisonun@@ part des forts impacts
environnementaux du phénomeéne, en particulier lesndations et crues éclair (et,
inversement, les sécheresses) dues aux précipgatiginémes, et d’autre part parce que
'évolution des précipitations constitue un indaat tres important du changement

climatique.

L’'importance des menaces dues au risque de cruesmesidérable. 2200 inondations ont tué
176000 personnes dans le monde entre 1980 et 280QEc¢ : em-dat.net). En particulier, les

inondations résultant de précipitations intensese& éclair) constituent le risque naturel le
plus destructeur en France, et notamment danstgsns du pourtour méditerranéen (mais
pas seulement comme le montrent les inondatiossttaphiques en Vendée et en Charente-
Maritime en 2010). Ainsi, plusieurs crues éclairt dné une ou plusieurs dizaines de

personnes chacune dans ces régions depuis quelgcesnies, notamment a Nimes (1988),
Vaison-la-Romaine (1992), et Puisseguier (1996hsdsude (1999), le Gard (2002) (Fig.

1.1). Des événements aussi meurtriers, dont le roadiériel est également considérable (1.2
milliard d’euros pour I'inondation de 2002), résult d’orages extrémement violents, tel que

celui de septembre 2002 observé par les radarsaté€oMrrance (Fig. 1.2).

Fig. 1.1 Vues du Gard — Septembre 2002
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Fig. 1.2 Carte de précipitations observée par ledars de Météo-France a proximité du
Gard le 9 septembre 2002 a 6h TU (rouge = préctptas > 360 mm/h, orange =

précipitations > 115 mm/h)

Les événements précipitants produisant ces crues dam systemes convectifs de sub-
meésoéchelle (< 10-20 km) voire de méso-échelleldges dizaines de km au moins). Il est
donc nécessaire de caractériser la variabilité pitésipitations a ces échelles pour mieux

comprendre les phénoménes météorologiques sudesplib causer un risque d’'inondation.

D’autre part, I'évolution des précipitations a h&tle de plusieurs décennies est étroitement
liée au changement climatique. De fagcon génératepodeles de prévision climatique sont
en accord pour prévoir I'’évolution du climat surtdes grandes échelles spatiales (continents,
océans a différentes latitudes). Outre le réchedfdé global, les modeéles prédisent une
augmentation de la fréquence de certains types alastcophes naturelles liées aux

précipitations (ouragans, crues) ainsi que de léaldes sécheresses dans certaines régions
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du globe. A I'échelle régionale, des désaccordsomapts subsistent entre les modeles de
climats, tout particulierement pour les précipdat. Ces désaccords proviennent de la
difficulté de représenter les nuages et la pluiesddes modeles numériques dont le pas de
grille (10 — 100 km) excede la taille typique d’nnage (2 km). L’étude des propriétés des
précipitations a la sub-mésoéchelle est une étagiimpmaire a la définition d'une

paramétrisation consistante des précipitations snsiodeles de climat.

Les précipitations constituent un phénoméne meélggique difficile a représenter et a
simuler a I'aide des modeles de prévision actuetsir formation résulte d'une physique
complexe faisant intervenir différents processusrb(ilence, évaporation, collision,
coalescence et break-up) Les précipitations peuvémé qualifiées de processus
« intermittent » car I'occurrence de pluie (ou d’'uaetre forme de précipitation, le cas
eéchéant) est moins fréquente que son absence. ifiabilig¢ spatiale et temporelle du
phénomeéne est considérable et couvre de nombréakeBes. Cette variabilité peut résulter
en des événements extrémes difficiles & modélisiee voéme a observer en I'absence de
radars météorologiques. Ces extrema peuvent éé&® ifitenses: un seul événement
meéteorologique peut déverser en une journée unetitpud’eau équivalente a celle déversée
durant plusieurs mois de conditions météorologiquasnales. Quelques exemples, relatifs

aux crues évoquées plus haut, suffisent a illusamepleur de ces valeurs extrémes :

- le 3 octobre 1988, une inondation catastrophiquavagé la région de Nimes. La
station de Nimes-Courbessac a enregistré une acatiomude pluie de 263 mm la
méme journée, dont 228 mm en 6 h (Fabre, 1989 oy ad al., 1993). Pourtant,
'accumulation journaliere moyenne du 1 au 28 septe 1988 était de 3.9 mm a la

méme station ...

- cette accumulation record peut étre interprétéeladdacon suivante: la pluie
accumulée le 3 octobre 1988 a Nimes-Courbessaespamd a plus du tiers de
'accumulation climatologique annuelle en ce pdifd7 mm sur la période de 1951 a
1980).

- les orages du 8 et 9 septembre 2002 (Huet, 200%) ldaGard ont été extrémement
violents avec des accumulations ponctuelles attaigonaqu’a 687 mm en 24 heures.

Néanmoins, ces accumulations présentaient une deparité spatiale, deux stations
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séparées de 40 km ayant par exemple enregistréatirg's de 635 mm et de 60 mm

respectivement.

En dehors méme de ces événements rares, la vidgialds précipitations impacte fortement
la météorologie opérationnelle. En effet, cetteiamlité résulte de processus couvrant
différentes échelles en interaction. Les modelesémnigmes de prévision du temps, a l'instar
des modeles de climat, ont une résolution limitéarmes raisons de temps de calcul. Par
conséquent, ils réalisent une troncature d’échelle élimine entre autres les processus
convectifs de sub-mésoéchelle. Les orages ne pewemc étre prédits et localisés

rigoureusement au moyen de ces modeles, et cessepeuvent méme impacter les échelles
résolues par le modele (bien que des « paramétrisat tentent de corriger ce défaut).
D’autre part, les performances des modéles métagigples sont trés fortement conditionnés
par la précision sur la connaissance de I'état’a@@nbsphére a un instant initial. Pour

améliorer cette précision, des techniques d'asafioili de données sont disponibles.
Néanmoins, l'assimilation des informations relasivaux précipitations reste délicate en
raison du manque d'observations disponibles et @'méations relatives aux erreurs (et
covariances d’erreurs) sur les observations. Ericpder, une difficulté réside dans

'assimilation de mesures « ponctuelles » (obtenag@smoyen de pluviométres) dans un
modéle dont le pas de grille peut atteindre voingadéer 100 km. Les précipitations ont une
grande variabilité gouvernée par une dynamiquelin@aire, ce qui induit des erreurs si I'on

assimile des observations a une échelle inadéquate.

Comme on le voit, la modélisation numérique fondée la résolution des équations de la
physique n’offre pas une représentation optimake mtécipitations a la méso-échelle et a la
sub-mésoéchelle. Par conséquent ces modeles nerpereprésenter explicitement les
structures précipitantes de sub-mésoéchelle etrmogat les orages les plus violents et les
structures de convection les plus intenses, qui aassi les plus localisées. Il est donc
nécessaire de pouvoir décrire les propriétés gula a la (sub-) méso-échelle dans un cadre
différent et complémentaire de la modélisation nigoué& du temps. Une solution possible
réside dans la description de la variabilité¢ (suimgso-échelle au moyen d’approches
statistigues. Néanmoins, une description adéquatessite de pouvoir caractériser les
propriétés statistigues des précipitations a plusieéchelles voire sur un continuum
d’échelles. Il est souhaitable de pouvoir adjoindrecette description des modeles

stochastiques capables de générer une forte M@éahulti-échelle ainsi que des événements
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extrémes avec une fréquence reéaliste, souventisupgrl celle des extrema produits par les

lois de probabilité usuelles.

1.2 Cadre de 'étude

Le présent travail se positionne sur la thématigiee la modélisation statistique des
précipitations a la méso-échelle. L’étude porta fois sur la variabilité spatiale et temporelle
de la pluie, et utilise des jeux de données originat haute résolution disponibles au
LATMOS (Laboratoire Océan Atmosphére Observationmtidles) et représentatifs de
plusieurs climats. Plus particulierement, nous nmiéresserons aux mesures d'un radar
meéteorologique, le RONSARD, ayant fonctionné en6280 Bénin durant la mousson ouest-
africaine. Nous étudierons aussi des mesures effestau sol a Palaiseau a l'aide d'un
instrument spécifique fournissant des donnéessahtate résolution temporelle (inférieure a

la minute).

On se propose dans cette étude de quantifier mestgiropriétés statistiques de la pluie et de
vérifier 'adéquation d’'une représentation stocigas particuliere aux propriétés empirique.

Le modele mathématique choisi releve des « casaadégplicatives », dont le principe est

basé sur la construction itérative d’'un champ pa& guite de modulations aléatoires de
résolution croissante. Cette suite de modulatiagtspar construction autosimilaire et fait

apparaitre des propriétés fractales. Plus précisenes symétries statistiques du modele
peuvent étre associées a une infinité d’'objetstdlaicaléatoires sous-jacents: on parle de
propriétés « multifractales ». Les modéles de ahescanultiplicatives apparaissent comme
des candidats rationnels pour la modélisation geuie pour plusieurs raisons. Tout d’abord,

ces modeles sont issus de la mécanique statistigua turbulence et des champs passifs
advectés ou ils jouent un role important. D’autagt pil a été prouvé empiriquement que ces
modeéles sont adaptés a la modélisation de la vhtéade nombreux champs géophysiques
(vent, nuages, polluants, topographie). Ces mogkesentent en outre I'avantage de prendre
en compte explicitement les relations statistigeese les échelles et sont susceptibles de

générer des extrema trés intenses.
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Dans le cadre de cette these effectuée au LATM@8s rétudions donc les propriétés
statistigues de la pluie en nous appuyant sur leésdiés au formalisme des cascades
multiplicatives et des champs « multifractals ».

1.3 But de la these

Les travaux présentés dans ce manuscrit visenté&icaer la connaissance des propriétés
statistigues des précipitations a la méso-échelie la sub-mésoéchelle et a faire ressortir
l'existence et la portée de symétries multifractatbes processus précipitants dans ces
gammes d’échelles. Ce travail a pour ambition dmmser et de caractériser les gammes

d’échelles spatiales et temporelles qui vérifiezs bbis statistiques remarquables.

Par rapport aux résultats existants, nous souhadoréiorer 'adéquation du modele des
cascades multifractales a la description des ptétigms en analysant les données haute
résolution disponibles au LATMOS, lesquelles offrene information précieuse relative a la
variabilité sub-mésoéchelle pour laquelle peu dmultéts relatifs au symétries d’échelle
(scaling) sont disponibles dans la littérature. 8loaus proposons aussi de prendre en compte
lintermittence du phénomeéne précipitant (pluieadisence de pluie) plus explicitement dans

le modele.

Enfin, nous montrerons que l'existence de ces s peut impacter des domaines plus
« appliqgués » : en particulier, la multifractaligeut faire émerger des comportements
inattendus quant a la distribution des valeurséexéis de la pluie. Nous expliquerons
également comment les outils de simulation de champsfractals peuvent étre appliqués a

la désagrégation de champs précipitants.

1.4 Plan de la thése

Le chapitre 2 consiste en un état de I'art nonriegle recensant I'évolution de I'application

des modeles fractals en modélisation statistiqua tebulence et de la pluie.
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Le chapitre 3 offre une présentation détailléeamalisme théorique des multifractals utilisé

dans le cadre de cette étude.

Dans le chapitre 4, nous exposons succinctementmgtbodologie d’analyse de champs

permettant de démontrer et de caractériser I'existele propriétés multifractales.

Le chapitre 5 présente le résultat de I'applicatitences technigues aux jeux de données
disponibles au LATMOS, ainsi qu’'une interprétatstatistique et physique. En particulier,
nous montrons que les techniques usuelles des teemiusuelles du chapitre 4 peuvent
conduire a des résultats erronés lorsque les chaukés contiennent une trés grande
proportion de valeurs nulles (ce qui est le cadadpluie). Nous proposons une nouvelle
paramétrisation multifractale en considérant des@wénts de pluie continus non assujettis a

ce phénomene.
Dans le chapitre 6, nous étudions la sensibiliggtdehniques du chapitre 4 aux valeurs nulles
au moyen de simulations et de calculs théoriquaesieEautres, nous proposons un modele

mathématique permettant d’estimer les erreurs denpitrisation.

Les applications de la multifractalité a la désggté®n de champs et a la représentation des

valeurs extrémes font I'objet du chapitre 7.

Le chapitre 8 présente les conclusions du travalil.
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2 Applicabilité des modéles fractals aux précipitat lons:

justification et état de I'art

2.1 Symetries d’échelles dans I'atmosphere

2.1.1 L'atmosphéere comme systéme complexe

L'évolution de I'état de I'atmosphére est carasdéripar le couplage d'un grand nombre de
processus complexes couvrant une tres large gaméwhetles. De facon générale,
'atmosphere présente un certain nombre de préprigtppelant la structure typique d'un
systeme complexe:
- son état évolue du fait de tres nombreux procestsestités en interaction.
- les équations d’évolution de ces processus contigres termes non linéaires
- I'hypothese isotrope n’est pas toujours valide gemit-ce qu’en raison de I'action de
la force de gravité et de la force de Corioligjet conditions aux limites)
- les processus impliqués se développent sur une gastme d'échelles, s'étendant des
échelles synoptiques aux échelles (sub-)milliméasqu
- le comportement de ces systemes est chaotique, @rlalgronnaissance d'équations
déterministes locales. Notamment, il est bien codepuis les travaux de Lorenz
(1963) que méme un systéeme d'équations différéagiedimples peut définir un
comportement chaotique, a cause de la forte sétésilme son évolution aux
perturbations sur les conditions initiales a péiitbelle.
- les processus impligués dans ces systemes préseatgenhiveaux d'organisation
hiérarchiques a différentes échelles (synoptiquesavéchelle, etc.). Il existe de plus
des interactions entre les différentes échelles.

Pour caractériser la complexité du systeme atmospt® il est souhaitable d'estimer I'ordre
de grandeur de son nombre de degrés de libertert3eh & Lovejoy, 1991). Considérons

donc une atmosphére académique de taille (en dedgeandeur) 10000 km x 10000 km x 10
km. Dans cette atmospheére, des processus d'écaukeamtrés haut nombre de Reynolds vont

définir des cascades turbulentes d'énergie qui serdissiper a des échelles inférieures au
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millimeétre. Nous pouvons donc considérer comme wyrél de liberté chaque boite
élémentaire de volume 1 nimontenue dans notre atmosphére. Le calcul du roxbces
boites donne 8 x 10" x 10 = 1¢*’. Soit évidemment un nombre gigantesque, supérieur
méme au nombre d'Avogadro qui représente pourtgatuh ordre de grandeur de I' « infini
en physique ». Le caractére chaotique de I'atmasphgparait a cause de ce nombre quasi-

infini de degrés de liberté.

2.1.2 Conséquences sur la modélisation numérique

L’approche numérique est évidemment d’'une impogdonadamentale pour la prédiction de

I'évolution de I'état de I'atmosphére. Cette apprmnécessite entre autres de discrétiser sur
une grille les équations différentielles régisdanlynamique atmosphérique. Pourtant, cette
approche, ne représente pas a elle seule une résathaustive du systeme atmosphérique,

et ce pour deux raisons principales :

1. Les conditions initiales du modéle sont toujanssiffisamment connues pour effectuer une
prédiction déterministe rigoureuse de I'évolutionsysteme (qui est chaotique). C’est dans le
but d’améliorer la connaissance de cette informadjoiont été développées des procédures
d’assimilation de données, qui ont pour but d'inelliinformation issue des observations
pour corriger I'évolution du modele numérique. Pome description des techniques et du
vocabulaire de I'assimilation, il est possible de&férer a (Talagrand, 1997).

2. Pour des raisons de temps de calcul, la maskegdilles des modeles numériques globaux,
qui est de l'ordre de quelques dizaines de km,besticoup plus grande que I'échelle de
dissipation des cascades turbulentes (moins d’ui. then résulte une inadéquation dans la
représentation de la diffusion qui peut faire dpesr le modeéle. Des techniques de
paramétrisation ont été proposées pour tentemdteti ce défaut - cf. (Sadourny & Maynard,
1995) pour une revue concernant la diffusion haotiale. De plus, la taille forcément
grossiere de la maille induit une « troncature lédle » qui implique un filtrage passe-bas
tres sélectif sur les résolutions. Ce filtrage dsublement génant car d'une part la
représentation des évenements meétéorologiques nedréet trés localisés devient
problématique, et d’autre part les effets des getiichelles sur les grandes échelles ne sont
pas pris en compte. Surtout, ce filtrage réduificigllement le nombre de degrés de liberté,
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qui peut étre approximé par le nombre de maillesxddele. Ce dernier peut étre estimé, pour
un modéle global possédant une résolution horifai@AXx (kilometres) elN, niveaux sur la

verticale, par la formule suivante :

20000\’
N=|=—"—""| xN Eq. 2.1
( A j z (Eq )

Pour les modéles de circulation générabeest de I'ordre de 10 a 100 km envirorNest de

'ordre de 25 & 100. Par conséquent, le nombreegdeéd de liberté que peut représenter le
modéle est trés fortement rédultl passe de £0a 10 - 1. Il en résulte nécessairement que
le modele ne peut reproduire toute la complexité sgatéme et notamment certaines

conséquences non triviales sur son évolution ed $apparition des événements extrémes.

Si nous prenons I'exemple du modele numeérique ¢loban des plus performants au monde
a I'heure actuelle - du centre météorologique eteopde Reading (ECMWF), ce modele a
une résolution de 16 km et 91 niveaux sur la vakicce qui donne un nombre de mailles
voisin de 16. Ce chiffre peut étre comparé avec la taille detewar d’état du modéle (1.5 x
10% qui est un peu plus grand du fait que plusieuasideurs physiques sont considérées en
chaque point. Il est a noter que si I'assimilatitndonnées aide a déterminer des conditions
initiales plus réalistes et plus précise, elle eatpésoudre ce probleme de filtrage de la
complexité. En effet, la plus grande partie des agions assimilées sont satellitaires et leur
nombre est d’environ 25 millions par jour en 20&6ufs O. Talagrand, LMD/ENS, 2011), ce
qui est déja considérable et pourtant tres réduregard des ordres de grandeur représentatifs

de la complexité atmosphérique.

Il est donc clair que la modélisation numériquesgrisolément ne permet pas la résolution
exhaustive de la dynamique et de la physique digsysatmosphérique. Actuellement, il est
possible d’effectuer une résolution numeérique filus a I'échelle régionale en faisant tourner
un modele régional conditionné aux limites de somaine par les sorties d’'un modéle global
basse résolution. C’est le principe du « downsgatignamique » qui permet d’augmenter
localement la résolution par emboitement de modetede prendre en compte certaines
contraintes particulieres (relief...). Néanmoins{te approche, couramment utilisée par les
modélisateurs, peut étre difficile a implémenteca&iteuse en temps de calcul. Surtout, elle

ne permet pas un gain de résolution importantr{ledeles régionaux ne descendent pas en
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dessous de ~ 10 km). D’autres procédés, souvelifisiade « downscaling statistique »,
visent a prévoir certaines propriétés statistigadine résolution a partir des sorties d’'un
modeéle global a basse résolution. Des approchssdirerses ont été considérées (e.g.,
Michelangeli, 2009) mais leur justification physgueste souvent floue. La difficulté
empirique réside dans le fait que les grandeutsttaies classiques sont tres dépendantes de
la résolution en géophysique (par exemple, la madgad’un champ change avec I'échelle a
laquelle on la calcule). Les liens entre échellkestatistiques pourraient alors apparaitre a
premiere vue comme extrémement difficiles a déc@ependant, I'étude de ces liens dans un
formalisme adapté pourrait bien receler la clé d'véduction de la complexité du systeme
atmosphériqgue. Comme nous allons maintenant le @idynamique atmosphérique fait
émerger (au moins dans certaines gammes d'échddesgymétries statistiques remarquables

reliant les échelles entre elles.

2.1.3 Lois d’echelle de la turbulence et des écoulem  ents atmosphériques

La dynamique des écoulements atmosphériques astai@dgsiquement par les équations de

Navier-Stokes :

(Eq. 2.2)

ou Vdeésigne le vecteur vitesse de I'écoulemgngst la pression du fluide, sa masse
volumique, v sa viscosité cinématique ét est un terme associé aux forces autres que celles

dues au gradient de pression et a la diffusion.

Dans le cas général, on ne sait pas résoudre eediagts analytiquement. Le cas des
écoulements atmosphériques est particulieremenplecim en raison de la gamme d’échelle
treés large de I'écoulement ainsi que du nombre eBlds associé trés élevé qui caractérise

un régime turbulent.
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Bien que le probleme des écoulements turbulentsoitepas résolu analytiguement, on sait
gue les solutions doivent vérifier certaines cantes et notamment des symétries d’échelle.
Ces symétries résultent notamment de l'invarianeg €guations de Navier-Stokes par un

opérateur de contraction (ou de dilatation) biepigih

Vo A"V X - AX
v o Ayt o A ™ (Eq. 2.3)
f o A2

ou A désigne un facteur de contraction/dilatation degace (vecteux).

Dans le cas particulier des écoulements turbulerds, symétries se traduisent par une
phénomeénologie de cascades: I'écoulement peutvétmme une suite de tourbillons de

taille décroissante assurant le transfert de Igiredes grandes échelles vers les petites
échelles jusqu’a I'échelle a laquelle se produidissipation. Cette phénoménologie a été
décrite pour la premiere fois dans I'ouvrage d€.LRichardson (1922) :

Big whorls have little whorls
Which feed on their velocity
And little whorls have lesser whorls
And so on to viscosity

(in the molecular sense).

Cette approche a ensuite été formalisée dans le ciedla mécanique statistique des fluides

turbulents (voir 'ouvrage de référence (Monin &gfam, 1972)).

En particulier, la loi de Kolmogorov (1941) est I'daes principaux résultats de cette théorie et
constitue la base physique des théories statistiqudti-échelles de la turbulence. Le résultat
original a été établi sous I'hypothese d'une tuebok isotrope. Ce résultat caractérise
l'existence de symétries d’échelle (ou de « pragsiéd’autosimilarité ») dans une gamme
d’échelle dite inertielle (« inertial range »), st&-dire les échelles suffisamment petites pour

n'étre pas influencées par la géométrie du sys@mmeande échelle et suffisamment grandes
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pour que les forces de viscosité jouent un réleigégple. Dans cette gamme d’échelle,
I'énergie cinétique n’est pas dissipée mais tragsf@ers les petites échelles par un processus
de cascade autosimilaire. En faisant I'hnypothése flux d’énergie homogéne, Kolmogorov

a montré que les incréments de vitesse suivaientaim’échelle :

d
Av, =" (Eq. 2.4)

d
ou Ay, :|v(x+l) —v(x)| est supposé statistiquement indépendant du goidh rappelle que

£ (supposé homogene) est un taux de dissipatioredjéncinétique, donc le flux (dérivée

temporelle) d’'un moment d’ordre 2 de la vitesse.

Cette loi exprime, a une constante multiplicativeéspnon prise en compte ici, la dépendance
des propriétés statistiques de la différence absdéuvitesse longitudinale entre deux points

de I'espace, séparés d’une distahce

La loi d’échelle (Eq. 2.4) implique entre autresspectre d’énergie en loi puissance -5/3.

E(k) O 23k ™>'3 (Eq. 2.5)

Cette équation traduit bien des propriétés d’antiaiité spectrale (et statistique) car le
rapport E(k,)/E(k,) ne dépend que du rapport d’écheke/k, (et non de chacun des

nombres d’onde individuellement).

La loi de Kolmogorov présentée ci-dessus est dangession la plus ancienne, fondée sur
I’hypothése d’homogénéité du flux d’énergieCette loi a été affinée pour prendre en compte

des flux d’énergie inhomogenes (Kolmogorov, 1962) :

d
Av, =g 313 (Eq. 2.6)
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ou le flux d’énergie est maintenant inhomogendyibise par une variable aléatoire dont la loi

dépend de I'échelle.

La modélisation deg, a nécessité le développement de nouveaux outithématiques,

fondés en particulier sur des modéles de « casaadémplicatives » (Novikov & Stewart,

1964 ; Yaglom, 1966 ; Mandelbrot, 1974 ; Frisclalet 1978 ; Benzi et al., 1984, Meneveau
& Sreenivasan, 1987). Une cascade multiplicative uee représentation stochastique de
champs construits par une suite de « raffinageshdlées » accompagnés de modulations
multiplicatives aléatoires (la notion est préserg@edétail au chapitre suivant). Comme ces
modulations aléatoires ou leur composition dépenhdemguement (en loi) du rapport

d’échelle, ces champs aléatoires présentent desigiés d’autosimilarité. Il en résulte des
corrections d’ « intermittence » par rapport adiade Kolmogorov. Ces corrections affectent
les exposants des lois d’échelles suivies par lestités statistiques d’ordre différent de 1.

Notamment, elles permettent d’expliquer pourqua k&xposants des lois d’échelle des
Iog<Av|q>
log(l)

empiriguement non-linéaires en fonction de I'ordgecontrairement aux prédictions de la

« fonctions de structure de Kolmogorov » de lasdte définies paf (q) ~ sont

théorie de Kolmogorov (1941) (sog(q) =q/3). Ce phénoméne est connu sous le nom

d’ « anomalous scaling » dans la littérature dedbulence.

Bien que I'écoulement atmosphérique soit loin éwident de se réduire au cas de la
turbulence isotrope homogéne « idéale », des signétiéchelles telles que celle exprimées
par les équations (Egs. 2.3-2.4) subsistent daraimes gammes d’échelles. De nombreux
modeles mathématiques, fondés sur des cascadesgi®&ou d’enstrophie (dirigées vers les

petites ou les grandes échelles) ont été propaaes uhe vaste littérature. La plupart de ces

approches prédisent des spectres en loi puiss&itd ou k™ suivant les intervalles
d’échelles. Pour des exemples de théories étadhdins cet esprit, on pourra par exemple se
référer aux articles, fondamentaux, de Kraichn@e ) et Charney (1971).

La validité de tels spectres en loi puissance desaate a pu étre vérifiée empiriquement par
un certain nombre de campagnes d’expérimentatipuiisiaine trentaine d’années. A titre
d’exemple, les spectres du vent et de la tempérgtoentielle des données collectées durant
la campagne GASP (Global Atmospheric Sampling RPmgrde la NASA suivent cette loi
(sauf a grande échelle ou I'hypothése d’isotropéstrplus valable) (Nastrom & Gage, 1983 ;
Gage & Nastrom, 1986).
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Figure 2.1 Spectres de puissance déduits de la agngpGASKreproduit de Gage &
Nastrom (1986))

Cette figure montre que les propriétés statistiglesschamps de vent (et de température) sont
directement conditionnées par les symétries dwesystturbulent considéré. Ces propriétés
offrent une caractérisation a la fois simple et ptate des écoulements atmosphériques : la
complexité de ceux-ci, qui est due a de nhombreinsesactions entre les échelles peut cacher
une simplicité statistigue sous-jacente si cegacte®ns sont similaires entre elles a rapport

d’échelle fixé.
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2.1.4 Lois d’échelle pour les scalaires passifs

Considérons maintenant un champ de vitesse turbuégifiant une loi de type Kolmogorov
(avec un flux d’énergie homogene). Supposons guey’ait distribué initialement un traceur
(scalaire) passif, c’est-a-dire un ensemble deiquées supposées infiniment légeéres et
n'agissant pas sur I'’écoulement. Comment ce traestdl advecté par I'écoulement ? I
apparait que les propriétés du traceur vont dépendn seulement de I'écoulement, mais
aussi des propriétés de sa concentration neté€orrsin (1951) et Obukhov (1949) ont
montré que cette concentration suit également oing’échelle, plus compliquée en ce sens

gu’elle fait intervenir un second flux transmis ¥égs petites échelles :

d
A,O| =X1/2£_1/6| 1/3 (Eq- 2.7)

ou y est un flux de variance de concentration du tracpposé homogene :

a 2
X = —% (Eq. 2.8)

En particulier, le spectre de puissance de la ctration doit vérifier une loi ek ",
Si les flux d’énergie et de variance de concertragont supposés inhomogénes, une loi

« scalante » reste valable (mais la pente spegtealechanger Iégerement) :

d
AIOI =X|1/2£| —1/6|l/3 (Eq- 2.9)

2.1.5 La pluie suit-elle des lois de type Kolmogoro  v-Obukhov-Corrsin
(KOC)?

En revanche, les gouttes de pluie ne peuvent pas@tsidérées comme des scalaires passifs.
En effet, les gouttes présentent une inertie hiep importante et sont fortement sujettes a
'influence de la force de gravitation. De pluss lgouttes interagissent entre elles par des
mécanismes de collision, de coalescence et de upe&léanmoins, on peut s’attendre a ce
gue ces effets s’exercent principalement aux etéthelles. Aux grandes échelles, le taux
précipitant dépend principalement de la concemtnadi’eau liquide et de la vitesse verticale
du vent. La concentration d’eau liquide suit-elhe uoi fractale a ces échelles ?
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Des travaux récents (Lovejoy & Schertzer, 2008pnéient par I'affirmative a cette question.
En utilisant des données 3D de positions et de endesgouttes collectées a trés petite échelle
(volume de 10rf) au cours de quelques orages (expérience HYDR@Baubniers-Soucy et
al., 2001), ces auteurs ont montré empiriquemest lgumasse volumique d’eau liquide
était caractérisé par un spectre de type KOGk & pour les échelles supérieures a une

échelle critiquel _de I'ordre de 50 cm. Aux échelles inférieures al@le critique, le spectre
est celui d'un bruit blanc (Fig. 2.2).
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Figure 2.2 Spectre de puissance pour la densitaulguide observée durant I'expérience
HYDROP (repris de Lovejoy & Schertzer, 2008)

D’aprés Lovejoy & Schertzer (2008) (qui ont proposecadre théorique non développé ici),

la transition observée a I'échelle résulterait d’'une transition séparant les échediéda

répartition des groupes de gouttes est dominé€gawection turbulente de celles ou l'inertie
des gouttes est dominante (I'influence relative deisx phénomeénes pouvant étre quantifiée

par le « nombre de Stokes ». Par conséquent, aud#el’échelle critique, il apparait trés
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vraisemblable que les statistiques de la masseniglie dans un événement de pluie suivent

des lois d’échelle.

2.1.6 Interprétation en termes de fractals et de mu ltifractals

Les lois d’autosimilarité évoquées ci-dessus ctrsti une variante « statistique » de la
théorie des objets fractals, décrits notamment(lgd@ndelbrot, 1983). Ces objets présentent
génériquement des propriétés d’invariance par zdelies qu’'une ou plusieurs portions de
I'objet ressemblent (a une contraction prés) aj€bbntier. Néanmoins, le cas des champs de
turbulence modélisés via des « cascades multiplesap differe de la géométrie fractale dans
la mesure ou ce sont ici de véritables champs,tetigité variable, et non de simples
ensembles géométriques, qui présentent ces syméaiearquables. La modélisation des
champs aléatoires produits par des cascades nudtipes peut alors se faire dans un cadre
« multifractal » pour lequel toute une hiérarchigbgets fractals intervient, chaque objet étant
associé a un niveau d'intensité du champ. Cessougilivent servir a modéliser des processus
et champs extrémement variables présentant notamoes) spectres d’énergie et des
fonctions d’autocorrélation en loi puissance maissades propriétés remarquables pour des
statistigues de tout ordre. Dés la fin des anndgs|é&s processus (mono)fractals et
multifractals sont ainsi apparus comme tres pemtsevoire incontournables pour une
représentation stochastique multi-échelle de laulence ainsi que le montre la revue de
(Sreenivasan, 1991), et semblent également foumautil trés performant de caractérisation
de la dynamique atmosphérique (Lovejoy et al., 2B@8d; Lovejoy & Schertzer, 2010).
D’aprés un vaste ensemble de résultats empirigaefactalité et la multifractalité sont
omniprésents en géophysique, notamment, les changuwvectés » semblent vérifier ces
propriétés : température (Schmitt et al., 1996agas (Tessier et al., 1993), polluants (Lilley

et al., 2004), ou, en océanographie, la conceatrate chlorophylle (Seuront et al., 1996) .
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2.2 Preuves empiriques des propriétés de « scaling » de la pluie

2.2.1 Des fractals aux multifractals

Les premiers résultats empiriques prouvant I'eristede propriétés d’invariance d’échelle
pour la pluie ont été établis dans un cadre moatataEn particulier, plusieurs études
(Lovejoy, 1981 ; 1982 ; Rhys & Waldvogel, 1986) ombntré que l'airéA et le périméetrd?

des régions précipitantes observées par radaegehahges) étaient reliés par une loi de type

fractale : PO AY®" .D; est une «dimension fractale » non entiere (qencttla relation

habituelle de la géométrie « classiquéP] AY? ) caractérisant la structure complexe et
irreguliere de ces structures d’'un point de vuetirdghelle. Des modéles monofractals
stochastiques de pluie ont alors été proposés [bpv& Mandelbrot, 1985, Lovejoy &
Schertzer, 1985) pour tenter de reproduire lescténiatiques multi-échelle de la pluie. Dans
le domaine temporel, le caractére fractal et anotitagire des processus de pluie a été suggéré
par la mise en évidence de spectres d’énergie rdudles lois puissances décroissantes dans
une ou plusieurs gammes d’échelles (Crane, 199@edFch & Lardner, 1993 ; Fabry;
1996). Par la suite, les scientifiques ont abanddihypothése restrictive de monofractalité
pour se tourner vers des modeéles multifractalsfé@hts modeles multifractals de pluie ont
été proposés dans la littérature (Schertzer & Laywel987 ; Gupta & Waymire, 1990 ; Over
& Gupta, 1996 ; Veneziano et al., 1996 ; Schmitalet 1998 ; Deidda et al., 1999 ; Deidda,
2000 ; Gunter & Olsson, 2001 ; Paulson & BaxteQ7Z20Rupp et al., 2009). Ces modeles
partagent un certain nombre de caractéristigues neomas et sont basés sur la
phénoménologie des cascades multiplicatives. Ndlossamaintenant décrire rapidement

guelques résultats empiriques démontrant la valukt ces approches pour la pluie.

2.2.2 Multifractalité de la pluie : résultats empir  iques

De nombreuses études de données de précipitatiansoafirmé la validité de I'approche
multifractale pour la représentation de la varigbikpatiale et temporelle de la pluie. Les
premiers résultats ont été obtenus (a méso-échede)l’analyse multifractale (dans le

domaine spatial) de cartes radar de réflectivit@euaux précipitant (Schertzer & Lovejoy,
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1987 ; Lovejoy & Schertzer, 1990 ; Gupta & Waymit890 ; 1993 ; Tessier et al., 1993) et
ont été confirmés par la suite (Macor et al., 20Gires et al., 2010). La caractérisation de la
variabilité spatiale a pu étre affinée et étenddessgammes d’échelles plus larges que celles
accessibles a un radar sol au moyen des radarsedpifation satellitaires (Lovejoy et al.,
2008 ; Sun & Barros, 2010). En patrticulier, Lovejey al. (2008) ont montré que les
statistiqgues des réflectivités du radar du satelliRMM obéissaient a des lois multifractales
valables entre les échelles planétaires (20000¢ekrtg sub-mésoéchelle (~ quelques dizaines
de km). Des résultats complémentaires, a des éshashtiales plus réduites, ont été obtenus a
I'aide d'autres types de mesures : lidars (Mandaplhal., 2009) ou stéréophotographie dans

un volume réduit (Lilley et al., 2006).

D’autre part, I'analyse multifractale de sériesartologiques de précipitations mesurées au
moyen de pluviométres a donné lieu a une largerditiire, entre autres (Ladoy et al., 1993 ;
Tessier et al., 1993 ; Svensson et al., 1996 ;00I$s Niemczynowicz, 1996, Harris et al.,

1996 ; Schmitt et al., 1998 ; de Lima & Grasmar§99Pathirana et al., 2004 ; de Montera et
al., 2009) (voir aussi le tableau au début du ¢had). Dans le domaine temporel, la ou les
gammes d’échelles ou existent des propriétés madtdles se situent généralement a petite
échelle (au plus quelques jours ou quelques ses)aiBa effet, au-dela d’'une échelle allant
de deux semaines a un mois, le spectre de la efti¢presque) plat : on est alors dans un
régime de « bruit météorologique » (Fraedrich &nridar, 1993). Une telle décorrélation

apparait comme assez logique car ces échelles tel@gampliquées correspondraient a des
échelles spatiales plus grandes que la demi-ciécente du globe. Au contraire, a petite
échelle, le spectre de la pluie semble présenteowplusieurs régimes en loi puissance
(Fraedrich & Lardner, 1993 ; Fabry, 1996) qui s@airfaitement compatibles avec les

prédictions des modeles fractals ou multifractals.
Enfin, d’autres études complétent les précédemeherchant & caractériser la multifractalité

de la pluie a la fois en espace et en temps notatanpartir de données radar (Pavlopoulos
et al., 1998 ; Deidda et al., 1999 ; Deidda, 2000).
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2.2.3 La multifractalité « universelle »

Parmi les différents modeles multifractals consddguour la pluie, certaines représentations
stochastiqgues bénéficient d’'une justification mathique fondée sur la continuité des
échelles (Schertzer & Lovejoy, 1997). Entre autlesnodele log-Poisson et le modéle log-
beta qui vérifient ces contraintes ont été appkgpéur I'étude des précipitations (Deidda,
2000 ; Paulson & Baxter, 2007). Toutefois, c’estssdoute le modéle dit des « multifractales
universelles » (Schertzer & Lovejoy, 1987 ; 1994f) eelui qui a été confirmé empiriquement
de la facon la plus convaincante. (cf. notammentdééérences Lovejoy et al. ; Tessier et al.
ci-dessus). Ce modele est dit universel car leergéeurs stochastiques qui lui sont sous-
jacents constituent une classe d’attracteurs phesndifférents générateurs possibles. Nous
reviendrons sur ce point dans le chapitre suivBigutre part, il est paramétré par un jeu
réduit d’exposants fondamentaux (au plus 3). Enfin, certain nombre d’évolutions
intéressantes s’inscrivent assez aisément dans oolen En particulier, il est possible
d’inclure des effets de stratification et de raiat(Schertzer & Lovejoy, 1985) ainsi qu'une
dynamique temporelle causale (Marsan et al., 1996famment, cette derniere conduit & des
propriétés scalantes espace-temps intéressantesgiode de la prédictibilité de la pluie, en
définissant sans ambiguité la durée de vie deststas de pluie imbriquées en fonction de
leur extension spatiale. Potentiellement, I'exiseeespace-temps pourrait méme fournir un
cadre permettant de définir une approche de podvisiochastique a trés court terme (Macor,
2007 ; Macor et al., 2007).

2.3 Multifractalité et pluie : problématiques arés  oudre

Malgré son succes, I'application de I'approche ifralitale pour la pluie reste encore un sujet
tres ouvert tant du point de vue de la modélisatibathématiqgue que de celui des
applications. Durant mon travail bibliographiqueoifv notamment I'état de lart, plus

technique, au début du chapitre 5), jai pu remarqyue la littérature existante, bien que
constituée d’'un corpus déja assez vaste, présesmaire des zones d’'ombre. J'ai donc
cherché a orienter mon travail de these de fagoouaoir apporter des réponses ou du moins

des pistes vis-a-vis des points suivants :
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Le lien entre la physique et les propriétés multifractlesde la pluie est un point tres
délicat qui reste encore a clarifier. Bien gu’ilrmiase tres vraisemblable que les
propriétés multi-échelle de la pluie soient unesémuence de celles de la turbulence
qgui sont caractérisées par la loi de Kolmogorovn'dxiste pas pour linstant de
formalisation mathématique rigoureuse des cham@sptants du point de vue de la
physique statistique. Les travaux de Lovejoy et(2008) établissant I'existence de
lois d’échelle pour le nombre de gouttes et la masslumique constituent une
avancée importante sur cette question, mais lexés de lois d’échelle pour le taux
précipitant (qui dépend également de la vitessiced des gouttes) reste a démontrer

d’un point de vue théorique.

Les paramétres multifractals de la pluie sont téferents de ceux estimés pour la
turbulence. En particulier, 'un de ces paraméet(@miversels), notéH, est
fondamentalement lié a la physique car les loiKalenogorov et de Corrsin-Obukhov

imposent la valeur de ce paramétv:[J1" etH = 1/3. Or dans le cas de la pluie, et
contrairement a celui du vent ou des polluants ¢qui des traceurs passifs), la plupart
des études concluentt= 0 (Lovejoy & Schertzer, 2010). Il semblerait queesoit un
résultat contradictoire car le choix d’'une approcheltifractale pour la pluie était
fondé sur le conditionnement de ses propriétés i+acitelle par I'advection

turbulente.

Les résultats obtenus dans les études existaniegé&oeralement si difféerents dans le
domaine temporel et dans le domaine spatial (Lgv&j&chertzer, 1995qu’il parait
difficile de pouvoir proposer une approche unifieede cascades multifractales
spatio-temporelles on pourra cependant se référer a (Biaou, 2004) po exemple

d’étude couvrant simultanément les domaines speatti@mporel.

La majorité des études effectuées dans le domainentporel n’explorent pas les

fines échellesi.e. de l'ordre de la minute ou de quelques digaide minutes, en
raison d’une résolution instrumentale insuffisaivi@r le Tableau 5.1 dans le chapitre
5 de cette thése pour une revue détaillée). Cettigation pourrait en outre étre

accentuée par le fait que les pluviométres a abgstulant peuvent donner des
résultats biaisés aux fines échelles (< 15 minyason méme du principe de la
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bascule (Habib et al., 2001). Ces limitations pogeableme : ces fines échelles sont
en effet intéressantes car ce sont elles qui quorekent a la variabilité interne aux
événements de pluie dont la durée typique, bienvauable suivant le climat, est de

I'ordre d’'une heure.

La grande majorité des études existantes ne cheraitepas a distinguer les
contributions respectives de chacun des deux aspgctle la variabilité des
précipitations, a savoir leur processus d’occurrence (présenabsence de pluie) et
la variabilité des intensités a lintérieur des rments. Cette problématique
commence a focaliser I'attention des chercheurslififlet al., 2009 ; de Montera et
al., 2009) car elle est liée au fait que les mad@hiltiplicatifs qui produisent des
champs multifractals sont, a moins de modificatiappropriées (Over & Gupta,
1996), assez mal adaptés a la construction de chagrésentant une écrasante

majorité de zéros, ce qui est le cas de la pluie.

Sous certaines hypothéses, les modeles de caspag#plicatives prédisent des
queues de distribution hyperbolique de probab#itéx * ou g, est un exposant

critique lié aux parametres du modeéle (plus deildétaéoriques sont données dans le
paragraphe 3.6es queues de distribution « multifractales » sordssociées a un
temps de retour nettement plus réduit pour les évéments précipitants extrémes
comparativement au temps de retour prédits par lesnodeles hydrologiques
opérationnels (qui présupposent des queues de dibmtion de type exponentielle
décroissante ou équivalent)Si, actuellement, de telles distributions hypeichas
semblent correspondre assez bien aux observatituse(t, 2001 ; Lovejoy et al.,
2011), la valeur de l'exposant critique estimée igiaqgrement semble assez peu
cohérente avec les parametres multifractals datémature. En outre, les conditions
d’observabilité du phénoméene en terme de longuenmmale de série ne sont pas

encore clairement établies. Nous y reviendronshapitre 7 du présent travail.
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2.4 Conclusion

Une solution possible pour réduire la formidablenptexité des processus atmosphériques
consisterait a exploiter les propriétés dinvarand’échelle résultant entre autres des
symétries sous-jacentes aux équations dynamiques/adt I'évolution de ces processus. |l
est possible de construire des modéles de casstm#®stiques respectant ces symétries, ce
sont les cascades multiplicatives multifractaless @odéles ont initialement été développés
dans le cadre de la modélisation statistique darlzulence mais ont prouvé empiriquement
leur validité pour la modélisation statistique depluie. Néanmoins, la littérature existante
repose principalement sur des jeux de donnéesed'dsasse résolution dans le domaine
temporel (> 1 h voire 1 jour) ne couvrant pas lanaigique interne des orages et des
événements de pluie. D’autre part, la gestion de®ges et des zones ou il ne pleut pas (qui
sont les plus fréguentes) peut sembler délicates danformalisme multiplicatif. Enfin, la
représentation des extrema dans le modeéle estugsion intéressante du point de vue des
applications et qui mérite d’étre approfondie. s dbjectifs de ce travail est d’apporter des
réponses a ces questions en analysant des jeiondéeats de haute résolution en incluant les
périodes et régions seches puis en se focalisamtesuévénements de pluie continus et des
orages. La suite du travail sera organisée dedanfguivante : apres des chapitres d’ordre
théorique et méthodologique (chapitres 3 et 4),snoéaliserons l'analyse des données
(chapitre 5), puis nous considérerons les probldéssau support d’'occurrence de pluie via
des simulations et des calculs théoriques (chapitrecComme évoqué en introduction, le
chapitre 7 portera sur les applications et notanirfeermodélisation des extrema. Nous y
proposerons également un algorithme de downscaliatistique multifractal fondé sur la

paramétrisation empirique obtenue au chapitre 5.
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3 Fractals et multifractals : fondements théoriques

3.1 Introduction

Ce chapitre a pour objectif de présenter les netitiéoriques fondamentales relatives aux
objets fractals et aux champs multifractals abomass le cadre de notre étude. De facon
générale, il existe plusieurs formalismes pour tdiam de fractalité. Une introduction
détaillée aux objets fractals dépasse largememiatlre de ce travail, nous proposons au
lecteur de se référer a des ouvrages tels que @elBalconer (2003). Dans ce qui suit, nous
donnons seulement une définition classique dealadlité géométrique et quelques exemples
simples. Concernant la notion de multifractalit@i@lement introduite par Parisi & Frisch
(1985), la aussi plusieurs définitions semblablessmon équivalentes co-existent. Nous
développons dans ce chapitre une définition sigtistde la multifractalité en lien avec le
formalisme des cascades multiplicatives stochassiq(Bchertzer & Lovejoy, 1987). Ce
formalisme est une variante probabiliste d’'un fdismae multifractal trés répandu fondé sur
des considérations plus « géométriqgues » (Halsewl.et1986). Il existe aussi d'autres
formalismes concurrents fondés sur les propriégédularité locale des processus, par
exemple des exposants de Holder (Muzy et al., 19943 derniers formalismes ne sont pas

présentés ci-dessous car ils restent en dehoradita du présent travail.

3.2 Les objets fractals

3.2.1 Introduction et premiers exemples

Les mathématiciens ont été amenés a définir desndaies géométriques dont les propriétés
dépassent celles des ensembles habituels de laégé@muclidienne. Les premiers « objets
fractals » construits par les mathématiciens avadh initialement congus dans le but de
servir de contre-exemple au sujet de propriétéh@madtiques vraies uniguement dans le cas

d’ensembles géométriques « réguliers ».
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Par exemple, I'ensemble de Cantor (1872) est dé&mmime la limite de la construction
itérative et déterministe suivante schématiséeessdus (Fig. 3.1). Cet ensemble peut étre
obtenu en prenant un segment, en le découpanbismptarties identiques, et en retirant celle

du milieu, puis en répétant I'opération a I'infgur les nouveaux segments :

Figure 3.1 : Construction de I'ensemble de Cantor

Cet ensemble est remarquable notamment parce egtila la fois non dénombrable et
négligeable au sens de la mesure de Lebesgue.s@nvelaussi que 'ensemble est semblable

a une contraction prés a chacune de ses partiafit(qu'il est « autosimilaire »).

Un second exemple, datant de 1904, est la courb&ddloch. Ce « flocon » est également
défini par une construction itérative, déterministeautosimilaire. Cet exemple est 'une des
premiéres courbes rigoureusement construites de soétre continues en tout point et a
n'‘admettre de tangente en aucun point. La figurglessous représente une étape de

construction de cet objet fractal :

Fig. 3.2 La courbe de Von Koch
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Un autre exemple d’objet fractal est la courbe éan®, courbe unidimensionnelle passant par

tous les points contenus dans un carré :

e

o

Figure 3.3 Construction de la courbe de Peano

De facon générale, on peut définir les fractalegasii plusieurs approches. La plus courante
est sans doute de considérer les fractales commerdembles de points vérifiant tout ou

partie des propriétés recensées par Falconer (200@mment :

- L’ensemble a des détails présents a des echeligsaaement grandes ou petites.
- Il est autosimilaire exactement ou statistiquement

- Il est défini via une procédure itérative infiniee@tuellement stochastique

- Il est trop irrégulier pour étre décrit simplemantmoyen de la géométrie usuelle

- Sadimension fractale (voir ci-dessous) est supggia sa dimension topologique

On peut ainsi définir des fractales déterministeson suivant leur procédé de construction.

Les mathématiciens se sont par la suite rendus teoquye les propriétés des objets fractals
n'étaient pas une exception mais plutbét une gém&rdes hypotheses de la géométrie
classique (différentiabilité des trajectoires, yetétant en fait trés restrictives. Puis les
physiciens ont montré que l'autosimilarité étaiteurgalité physique omniprésente, en
particulier en géophysique. L'exemple de I'étude ldetopographie lillustre bien : tout

d’abord les géophysiciens ont observé que la reptason spectrale de la topographie
terrestre vérifiait des propriétés multi-échellmegquables (Vening-Meinesz, 1951). Puis, ils

se sont apercus que le périmétre des cotes denesrta&gions dépendait de la résolution a
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laquelle on le calculait (Richardson, 1961) et mérprété cette dépendance en termes de
fractalité (Mandelbrot, 1967).

Ces définitions peuvent s’étendre a des procegeubkastiques. L'autosimilarité s’interprete
alors au sens statistique. Ainsi, les trajectoatesy mouvement brownien présentent des
propriétés fractales, qui ont pour conséquence nmoent leur continuité et leur non-

dérivabilité (au sens de I'analyse fonctionnelle).

Random walk

. I I ! ! !
0 100 200 300 400 500 500 700 800 900 1000

Figure 3.4 Exemple de trajectoire d’'un mouvementmien unidimensionnel

Ce dernier exemple illustre I'intérét physique gescessus aléatoires fractals, puisque les
mouvements browniens sont assez ubiquitaires esigu. C’est d'ailleurs a partir d’'un
formalisme plus complexe dérivé de la théorie desivaments browniens (mouvements
browniens fractionnaires) qu’ont été développésplesniers modéles stochastiques fractals
de topographie (voir par exemple les simulation@ii@ndelbrot, 1975)).

3.2.2 Notion de dimension fractale

La dimension fractale est une grandeur destinderalée la notion habituelle de dimension a
des ensembles plus difficiles a caractériser «ltgpguement ». Ainsi, on peut concevoir
intuitivement que I'ensemble de Cantor décrit cigiles aura une dimension strictement

positive, mais inférieure a 1.
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Il existe plusieurs facons de définir mathématigeletrune dimension fractale. Un ensemble
fractal sera caractérisé par sa dimension fractate derniére pouvant dépendre de la
définition choisie.

Les deux définitions les plus courantes sont leégastes (on pourra se référer a (Falconer,

2003 ; Azizieh, 2002) pour un développement plusité).

3.2.2.1 Dimension de Haussdorf

Soit un ensemble E dans", notons |E| son diameétre (|E| = sup ||x-¥|yJE, en
considérant la norme euclidienne @¢').

Soité > 0 fixé, et soit un recouvrement de E par uneesiénombrable d’ensembles iS= |,

tels que |$< & pour tout i (I'ensemble de ces recouvrements étarit R(EQ)).

Considérons la mesure :

d
d — .
M (J,E) = <s>m'.9£<aa> §|a| (Eg. 3.1)

On définit alors la mesure de Haussdorf d-dimensitia de E de la sorte :

MS(E) = {Ijim MS(J,E) (Eg.3.2)

Cette mesure peut étre définie pour tout sous-einigete " .
Une propriété fondamentale de cette mesure espguetout E, il existe un réel positd,,

O0d<D.,,MS(E)=+
telque‘ oMy (B) = +e

Eqg. 3.3
Od>D,,M3(E)=0 (Ea.3.3)

dim, (E) = D,, est alors appelée la dimension de Haussdorf @é#ldeest définie pour tout E

sous-ensemble dg" .

3.2.2.2 Dimension de boite (box-counting)
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Soit un ensemble E dans". Recouvrons E par un maillage de cubes N-dimensisn

d’'aréte de longueur, et on notéN(¢) le nombre minimum de cubes nécessaires pour vecou
E. La «dimension de boite » (désignée aussi seuwoin de dimension de comptage de

boites, ou de capacité) de E sera alors définia teegon suivante :

dimg (E) = lim In(N(£)) (Eq. 3.4)
e-0" —In(&)

Cette définition est moins générale (car la limite converge pas pour certains sous-

ensembles dd1") que la précédente, mais est trés utilisée erigpeatdu fait de sa plus

grande simplicité de calcul.

3.2.3 Vocabulaire : échelles et résolutions

L'objet fractal étant généralement défini par urogédé itératif infini qui considere des
échelles de plus en plus réduites, nous I'étudeetelle qu’il se présente a diverses échelles.
Si I'hyperespace contenant la fractale est de d&wen (géométrique) D, alors nous
découperons celui-ci eA® cases, soit edintervalles le long d’'une dimension d’espace. On
dit alors que I'on considere la fractale aéasolution . La résolution maximale est notde

c’est celle qui définit le coté d'un pixel. On d&éfi I'échelle, qui est inversement

. . . . ] A L .. . . .
proportionnelle a la résolution : la résolution'éclhelle |, est A =|—. Ainsi, la résolution la

n
plus grossiére, ou tout I'espace est considéré ammmseul bloc (soifl =1), correspond a
I'échelle la plus large (de valeue L pixels), tandis que la résolution la plus fineit(sb=L),

correspond a I'échelle la plus réduite - soit uwepil = 1).

On peut alors définir la dimension fractdle d'un ensemble A, en accord avec la définition

box-counting, via I'égalité suivante :

04, Card{A}OA™. (Eq.3.5)
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Cette dimension caractérise bien une invariancehde puisque I'équation ci-dessus

caractérise I'objet toutesles résolutions.

Dans certains cas, et notamment pour un ensemidaitdde données expérimentales
représentatives d’'un processus physique quelconkgmhelle maximale disponible par
'observation,L, n’est pas égale a I'’échelle maximale du procedsuoss parlerons dans ce
cas d’ « échelle externe », et nous utiliseronsof@tionley:. Il en résulte une multiplication
par une constante dans la loi (Eq. 3.5), qui nexghien entendu ni la loi d’échelle ni la

dimension fractale.

3.2.4 Notion de co-dimension fractale

Les considérations précédentes s’étendent facilemenobjets fractals aléatoires. La notion

de dimension fractal®, se définit en effet de fagon statistique :
04, (Card{A}) =A™ (Eq. 3.6)

Ici et dans la suite, le symbote désigne une égalité a des facteurs a variationiederes.

Ci-dessus et dans toute la suite les croc{rétsorrespondent a une moyenne statistique.

La définition ci-dessus présente un inconvéniemisdie cas d’objets ou de processus
aléatoires : certains objets fractals aléatoirésgmtent en effet une intermittence si extréme
gue l'objet intersecte en moyenne moins de un pjyelque soit la résolution. Dans ce cas la
dimension fractale sera négative (dimension lajer@&st pourquoi dans le contexte des

fractals aléatoires, on préfére utiliser la notilenco-dimension.

Comme le nombre de cases total a la résoluliest del®, on peut en déduire la probabilité
gu’une case aléatoire a cette résolution soit tarsprésentation géométrique de la fractale a
la résolutiom :

Card{A} 2™ _
CardiL,”] A°

0
|
N
fe

Pr(casg O A,) = (Eq. 3.7)
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ou C, =D -D, désigne la co-dimension fractale de I'ensen#ol®ar construction, la co-

dimension est toujours positive et elle est la attplu temps inférieure @, sauf dans le cas

préecédemment évoqué des « dimensions latentes sa€eeut tout a fait avoir un sens
physique dans un formalisme probabiliste : parngde les événements extrémes d'un
processus géophysique pourront étre localisésrsansemble fractal qui n’est « visible » que

sur un nombre tres restreint de réalisations e @eessus.

3.2.5 Exemple : dimension fractale de I'ensemble de  Cantor

I -0 =1 casesoccupées:l
_ _ n=1 A=3 cases occupees:?2
H B H Bl
il 1l il il
i I i il

I
o

2 A=9 casesoccuné:4

n=3 A =27 cases occupné:8

Figure 3.5 : Ensemble de Cantor et estimation daiaension

On considére de nouveau I'ensemble triadique deoCah I'étapen, le segment de base est

divisé enA = 3" intervalles parmi lesquel®” intersectent 'ensemble de Cantor.

- In(2)

L'égalité (3.5) s'écrit2”" = (3")°" = D, = .
In(3)

Ce résultat est évidemment cohérent avec I'équdBof), ou 'on doit prendres, = (g)n

etN(g,) =2".
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3.3 Processus et cascades multifractals

3.3.1 Introduction

Tandis que la théorie des objets fractals porte t@rte rigueur sur des ensembles
géomeétriques, les mesures faites en physique, ephgsique, ou en météorologie seront
guant a elles des séries ou champs valués. Ssbahaite analyser une série temporelle (ou
un champ bi- ou multi-dimensionnel) de pluie emfalisme fractal, il va forcément falloir les

« transformer » en ensemble géométrique. En d'sawtiémnes, il faut remplacer un ensemble
de valeurs numériques par un ensemble de valenagds, a savoir 'appartenance ou la non-
appartenance a un ensemble. Pour cela, on peutufixseuil et considérer comme ensemble
géométrique soit les lignes de niveau associéasvaléur du seuil soit I'ensemble des points
en lesquels la valeur est supérieure a ce seuihrémiére solution est en usage notamment
pour la caractérisation de processus monofracells que les mouvements browniens
fractionnaires (Lavallée et al., 1993). Dans lssprdée étude, nous considérons la fractalité au
sens de la seconde solution, c’est-a-dire I'invaréad’échelle des « ensembles d’excédence »
qui seront caractérisés par au moins une dimerigaatale. Or, pour la plupart des champs
géophysiques, on obtiendra une dimension fractaledgpendra du seuil (Lovejoy et al.,
2007). La série ou le champ est donc caractériséupaspectre de dimensions fractales
associés aux différents niveaux du processus. i@ conduit par conséquent a considérer
la théorie des multifractales qui permet de prerarecompte de tels champs moyennant la

vérification de certaines propriétés.

Un champ multifractal est un champ aléatoire tébigle comparant (a la résolutidn a une
valeurT, = A", on obtient un ensemble monofractal (au sensttate) dont la codimension
dépend dey seul. y est nommeé singularité : cet exposant définit [domode niveau du

processus (de « seuil ») de facon indépendantg&dkeelle. On peut ainsi définir la fonction

de codimensionc ) )qui caractérise la multifractale. Pour une inttthn mathématique

plus détaillée sur les processus multifractalegtcascades multiplicatives qui permettent de

les construire, on se référera a l'article de Sekeret al. (2002).
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Figure 3.6 Seuillage de champs multifractals

3.3.2 Les multifractals comme limites de cascades al éatoires

Nous notonsp _ un « processus » (1D ou multidimensionnel) aléatwiultifractal. Cet objet
mathématique est construit par une suite d’appratians de résolutioh croissante (sur des
grilles de A° pixels) et notég®, ), ,. Les @, sont chacun des processus aléatoires positifs
ou nuls dont les trajectoires sont des fonctiogstaires de I'espace D-dimensionnel. On
impose en outre que la distribution statistiquendpixel X de haute résolution soit
conditionnée par les valeurs de tous les pixelglue basse résolution contena2niOn dit que
(®,),., est une cascade. Lek prennent soit toutes les valeurs comprises damervalle

1 |, soit une suite discréte, de limite infinie, ddeuas de cet intervalle, soit. = A," ol
n 1

A, >0. Dans le premier cas, on dit q®,),, est une cascade a échelles continues, le

second cas étant celui des cascades a échellestelssc Pour obtenir une limite
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multifractaled , il faut que certaines propriétés soient vérifidess solution générale consiste

a considérer des cascades multiplicatives statimmgSchertzer et al., 2002).

Explicitons tout d’abord ces cascades dans le eagdhelles discretes. Pour ces cascades, le
passage d’une résolution a la résolution immédiateéraupérieure se fait par une modulation
multiplicative aléatoire indépendante du point @space et de I'échelle. Considérons donc

un pixel (ou intervalle en 1DB, de résolutiorik, noté et un pixeB,,, de résolutior.i. tels
que B.,, OB,. La cascade est multiplicative sila propriétévaote est veérifiee (nous
utilisons une notation conditionnelle pour spécifiee la valeur erB, est supposée fixée et

connue):

d

®, (B, (B) = upx®, (B) (39

n+l

ou u¢ est une variable aléatoire a valeurs positives nolles (hommée incrément

multiplicatif). L’autosimilarité de la cascade mplicative résulte directement du fait que

toutes les variables aléatoirggzs considérées en tous pixels et pour toute étape

construction sont indépendantes et identiquemeitloliées.
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Figure 3.7 Schéma de principe des cascades muhiples discretes

La construction peut se généraliser a celles deadas multiplicatives continues en échelle.
Formellement, ces cascades sont construites endéomst tout d’abord que les propriétés
statistiques dd®, ), . & deux résolutions arbitraires fixéas et A, ( A1 < Az ) sont reliées
par une suite d& modulations multiplicatives semblables a cellesritigs par I'équation (Eq.

3.8), puis en faisant tendh¢ vers l'infini et le rapportd,,, /A, vers 1 (tandis qué; et A;
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restent constants !). Il s’agit donc d’'une « deoatfon d’échelles » telle que schématisée sur

la Fig. 3.8 ci-dessous :

Figure 3.8 Passage des cascades a échelles disaatecascades a échelles continues, selon
(Schertzer & Lovejoy, 1997).

Il est nécessaire par souci de réalisme physigugdser une condition de non-divergence et
méme de conservation de la moyenne lorsque lautimolaugmente. Une solution envisagée
dans la littérature consiste a imposer une coasiervexacte de la moyenne sur toutes les
réalisations (conservation « microcanonique »).i @egsente I'inconvénient d’'imposer une
dépendance entre les incréments multiplicatifs ggEngour passer d'une étape de la cascade a
une autre. Une condition moins restrictive (« covesion canonique », (Mandelbrot, 1974))
est d’assurer uniguement la conservation de la mmeyalans un sens statistique, tout en
assurant rigoureusement l'indépendance entre ¢edrirents multiplicatifs.:

04:(®,)=M (Eq. 3.9)

Il suffit alors de s’assurer que la moyenne (digti®) des incréments multiplicatifs soit égale

al:

(ug)y =1 (Eq. 3.10)
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Il est & noter que si toutes les étapes de la raniem de la cascad@b, ), , donnent un

résultat défini au sens des processus et chamawiads, il n'en est pas de méme pour la
limite ®_ obtenue lorsqué tend vers linfini (d'ou le guillemets mis a « @&EsSUS » en

début de paragraphe). On concoit en effet quergsialution devient extrémement grande, le
processus multiplicatif aura tendance a générerzdaess de valeurs trés faibles (dus a des
« incréments multiplicatifs » faibles) et des puss plus en plus intenses. A la résolution

infinie, les réalisations d&_ ne seront pas définies au sens des fonctionsstmbleront a
des sommes de fonctions de Dirac. Mathématiquendgnte pourra étre caractérisé que par
ses propriétés intégrées sur des voisinages diamenulle.®  peut étre donc vu comme une

densité de mesure aléatoire :

U(A) = jcbw(x) d®x (Eq. 3.11)

Il est aussi possible de définir mathématiquem@pt comme un opérateur qui transforme

une mesure déterministe (la mesure de Lebq%gi?e( — ou de Hausdorff si le support est
A
fractal! - D-dimensionnelle d’'un ensemb# en une mesure aléatop€A définie comme ci-

dessus.

Considérons maintenant un pixB} de résolutiork, on peut estimer la valeur de la cascade

sur ce pixel en y moyennant la mesure aléatdige:

IdDX (Eq. 3.12)

Une caractéristique assez surprenante des casoauléplicatives est que les variables
aléatoires®, et ®, n'ont pas les mémes distributions de probabiftéis précisément, les

deux variables ont les mémes moments statistiquszguja un certain ordre ou ceux de la
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seconde divergent (Schertzer & Lovejoy, 1992)nlkrésulte que la seconde variable aléatoire
produit plus de valeurs extrémes que la premieette(ropriété statistique est d’autant plus
intéressante qu’elle est susceptible de correspoadme réalité physique car une grandeur
physique intensive a une résolution d’observatiom’est pas le produit d’une cascade

abstraite indépendante des échelles plus finesréiselltant d’un filtrage idéal passe-bas sur
les résolutions) mais au contraire une version moge d’'un champ de trés haute résolution
(non infinie en pratique mais correspondant a Bflehde « dissipation » de la cascade. On

emploie dans la littérature anglophone I'expressidrare cascades » podr, et « dressed

cascades » pouP, qui correspondent en fait aux « observations P Siest estimé a partir

d’'une cascade a (trés haute) résolution finie, atepaussi de « partially dressed cascades »
(Veneziano & Furcolo, 1999). Dans la suite, on neaté&essera qu’'a la distinction

« bare/dressed » (voir le paragraphe 3.5).

3.3.3 Propriétés mathématiques générales des cascade s multifractales

Définissons une famille de seufs, )., = (1"),., de singularité. Pour tout., seuillons®,

Azl

au niveauT, . Nous pouvons ainsi définir une famille d’ensersHl, ),., qui constituent des

Az1

approximations a diverses limites d’'un méme objeité E_(y). La cascade(tbﬁ) est

A21
multifractale si et seulement si il existe un imtdle ouvert de valeurs de singularités, tel que
pour n’importe laquelle de ces singularitds, (y) est un objet fractal de co-dimensiony ( )

dépendante de uniquement. La propriété fondamentale du formadismultifractal, qui

généralise I'équation (Eq. 3.7), s’écrit donc déalgon suivante :
Pr(®, >A)= A" (Eqg. 3.13)

c(y) définit une fonction, baptisée fonction de co-disien, qui caractérise entierement les

propriétés statistiques de tous ordres de la castaitifractale a toutes les résolutions.

Cette fonction est croissante et convexe (Fig. 88andy augmente, on seuille a des valeurs

tres élevées et les ensembles fractals associebgmuement de dimension plus faible. Il est
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possible de montrer que les cascades multifractd@® la moyenne est conservée
statistiquement (équation (Eqg. 3.9)) sont caras#&rpar un unique point fixe= y,. Dans ce
cas, la fonction de co-dimension est alors entiergnsituée au-dessus de la premiere

bissectrice :

c(y)
frareé des
EVENSMERES,)

e

v

o) Y
{rmayenrie du chemp) {intensité des
EVERNSIENES)

Figure 3.9 Allure typique d’une fonction de co-dimsien

Pour une variable aléatoikea valeurs positives, la densité de probabg(t¢ et les moments

statistiques<xq>:jxq p(x)dxsont reliés par une transformation de Mellin. Ceélation
0

suggere que des propriétés multi-échelle duales aparaitre pour les moments (Parisi &
Frisch, 1985).

En utilisant I'équation (Eq. 3.13), il est possiblestimer la densité de probabilité dg, ce

qui permet d’écrire pour les moments statistiq@ehértzer & Lovejoy, 2002)

<¢Aq> = Tlog(A)Aqu‘“”dc(y) (Eg. 3.14)
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L'intégrale ci-dessus peut étre évaluée lorsquédalution est assez large : il existe en effet
des techniques d'évaluation asymptotiques des rialgxy d’exponentielles de fonctions. En

pariculier, on peut considérer la méthode de Laplé®ender & Orszag, 1978) dont le

principe (simplifié) est d’approximer asymptotiquemh de l'intégrale deexp(f (x ))par le

produit deexp(maxf ¥t d’'un terme constant.

Nous pouvons alors fournir I'approximation suivarpeur les moments (Schertzer &
Lovejoy, 2002):

(0,%) = exi{log(h).maxtay-c())]  (Eq. 315)

Les moments statistiques d’ordre q fixé suiventcdone dépendance en loi puissance de la

résolution, i.e. une loi d’échelle :
(®,%) =4 (Eq. 3.16)

ou K(qg) est la «fonction d’échelle des moments ». Céitection caractérise, comme la
fonction de co-dimension, les propriétés statigide la cascade multifractale a toutes les

résolutions.

Sachant que la transformation de Mellin est biyecpour les variables aléatoires positives,

on peut relier mutuellemei(q) et c(y) par une transformée de Legendre :
c(y) =max{ay-K(a)} et K(q) = maxay -c()} (Eg. 3.17)

On deéduit alors aisément de I'équation (Eq. 3.1¥)l gxiste une correspondance bijective

entre les ordres de singularité et les ordres dements :

q,=c(y) ety,=K'Q) (Eg. 3.18)
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De méme que la courbe de la fonction de co-dimensielle de la fonction d’échelle des
moments est convexe. De plus oK(8) = O (trivial) etK(1) = 0 (du fait de la conservation de
la moyenne statistique).

Les cascades monofractales sont un cas particdigrcascades présentées ici: elles sont
caractérisées par une fonction de co-dimensiontaotes ou, par transformation de Legendre,
par une fonctiorK(q) affine.

3.3.4 Exemples de cascades multiplicatives discretes

3.3.4.1 Le modelg

Ce modeéle a été introduit dans la littérature deidbulence par Frisch et al. (1978). Il s’agit
d’'une cascade monofractale stochastique pour leglesl incréments multiplicatifs sont des
variables aléatoires a deux valeurs : 0 et unauvaleictement supérieure a 1 Pour obtenir les
valeurs des cases a I'échellg en fonction de la valeur de la case de dptél, ., = A, x1.),

n+l
on multiplie donc pour chacune des sous-cases ealéeir par un incrément multiplicatif,

noté kg , défini par la loi suivante :

Priug =0)=1-1,"°
Priug =A°) = A"

(3.19)

ouc désigne la codimension de la fractale construite.

3.3.4.2 Le modele

Ce modele est décrit par Schertzer & Lovejoy (20023’agit d'une cascade multifractale
pour laquelle les incréments multiplicatifs peuveméndre deux valeurs non nulles, une

supérieure a 1, l'autre inférieure a 1, qui impéiquique les petites structures (les pixels) ont
respectivement des valeurs plus fortes et pluseiaitpue la grande structure qui les contient.
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Priug =2, )=1-A"

. (3.20)
Priug =A" )= A"

oud >1 etl” <1 sont les deux valeurs possibles de I' « incrénmenltiplicatif » (on

remargue que le cas limigg" =cety” = —o correspond au models).

Nous imposons que la moyenne du champ soit coreséiuée échelle a l'autre ig) = )1

ce que I'on peut écrire aussi :

AN+ @-A) =1 (3.21)

Ce type de cascade constitue I'une des constrisckaplus simples de champs multifractals
(dans la suite nous parlerons de « champs muliiiisae en sous-entendant « champs dont la
structure multi-échelle est définie par une casaadéifractale »). Pour s’en convaincre, il
suffit de remarquer qu'a la résolution 2, le chapgut prendre deux valeurs différentes

associées aux singularit¢s ety . Puis, par multiplications successives, d’autieguarités

intermédiaires vont apparaitre. Comme le champ pearidre, a la résolutioh, les valeurs

(/]1V+)”1(/11V7)”2, oun+n,=n= Ilog((j)), il en résulte toute une hiérarchie de singularité
og\,

ny" +

R e n,y~ R : . L
discretes en nombre fini & fini: y=—2y. De méme si on fait tenddevers I'infini,
n

on obtiendra une hiérarchie infinie de singularités
Le modéle a est un exemple simple montrant comment les cascaaddtiplicatives

présentent (au moins asymptotiguement) des preépriatltifractales.

3.4 Cascades continues en échelle — universalité

3.4.1 Nécessité d’'une approche universelle

Dans le cas général, la fonction d’échelle des nmisni€(g) n’est contrainte que par sa

convexité et ses valeurs particulieres en 0 et et fieut prendre n'importe quelle forme
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respectant ces conditions. Ceci semble constitureringonvénient pour ['utilisation et
linterprétation de ces modéles, qui ne devraieme &aractérisés par une infinité de
parametres (par exemple les statistiques pourtalng réel positif). Ceci traduit la généralité
de l'approche des cascades qui impose a priori geucontraintes (essentiellement la
conservativité) sur les lois des incréments mudtgiifs. Au contraire, nous souhaiterions
disposer de modeles « universels » paramétrésnpaombre réduit de paramétres ayant une
signification physique précise. En fait, il est gpibte de faire apparaitre ces propriétés pour
les cascades a échelles continues. La raison equeska continuité des échelles contraint

fortement le choix des générateurs aléatoires, mons allons le voir maintenant.

3.4.2 Cascades log - infiniment divisibles

Soit (®,),,, une cascade multiplicative multifractale supposéet d’abord a échelles

discrétes. On peut exprimer une réalisation deakcade sur un pixel de résolutibh a

partir de la valeur du pixel de résolution plussgiérel 'qui I'englobe en multipliant cette

derniére paN tirages de la variable aléatojg (ou A = A,") :

CD/M‘(BM'):(U :u¢ijx¢/l‘(B/l') (Eq. 3.22)

Si maintenant nous supposons ddg, ),., est en fait continue en échelle, il y aura ergee |

deux échelles’ et A\’ fixées une différence non plus demais une infinité d’'incréments
multiplicatifs élémentaires, chacun associé a ypaoet d’échelle élémentaire tendant vers 1

(cf. Fig. 3.8 ci-dessus).
(DM'(BM'):(ljﬂ¢iJX¢A'(BA') (Eg. 3.23)

Nous pouvons alors définir un « incrément multigiitcontinu » ¢ , dépendant du rapport

d’échelle:
(DM'(BM'):,Uw(/])xq)w(BA') (Eq. 3.24)
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Or, si uy (A) peut étre écrit comme le produit d’'une infinité \driables aléatoires, cela
signifie quelog(u (1)) admet la méme distribution que la somme d'unaitéfide variables

aléatoires.
d 3]

0A0(X,)s ta loglug(N]=> X,  (Eq.3.25)
i=1

L’équation (Eq. 3.25) exprime en fait quI@g(,uw(/l)) est une variable aléatoire de
distribution infiniment divisible..¢y 4 )suit donc une loi log - infiniment divisible Iheest

de méme pourd, qui admet les mémes moments que ceuxged . ( )

L’infinie divisibilité est une propriété caractéist une classe plus restreinte de variables
aléatoires et de lois de probabilité. Parmi cetie®on trouve la loi normale, les lois stables
(qui sont généralisent le cas des lois normalegjoet les propriétés sont décrites dans
'Annexe A), la loi de Poisson, la loi de Poissoomposée, la loi exponentielle et la loi
Gamma. Dans la littérature géophysique, les loistydées le plus fréquemment pour

Iog(,uz,a(/])) sont la loi de Poisson et les lois stables (indid@ cas gaussien), ce qui conduit

aux cascades log-Poisson, et log- stables décaritdessous. Potentiellement, n'importe
laquelle de ces lois pourrait étre utilisée maischs log-stable est peut-étre le plus
vraisemblable vu qu’il correspond au résultat d’'wswmte de «théoreme limite centrale
multiplicatif ». Pour une discussion sur les degiémiversalité respectifs présentés par de

tels modéles, on pourra se référer a (Schertzeo\ejoy, 1997 ; Gupta & Waymire, 1997).

3.4.3 lllustration : le modele log-Poisson

Ce modele a été proposé par She & Levéque (199)letulle (1994) (voir aussi (She &
Waymire, 1995)), toujours dans le contexte de ladélieation de la turbulence. Les
statistiques de la cascade multifractale sont mmtient déterminées par la connaissance de

deux parameétres :
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+

K(g) =y*q+C{(1—y?j —1} (Eq. 3.26)

y* est la singularité maximale de la cascade logs®aigtc est la co-dimension associée.
Comme la fonction de co-dimension d'une multifrect@onservative admet un point fixe et

reste au-dessus de la premiére bissectrice corya

Ce modéle a été appliqué avec succes a la moddtisde séries de cartes radar de

+

précipitations par Deidda (2000), qui a estimél@ameétres moyerts= 1.19 et-Y =034
C

soit y* = 078 dans la gamme d’échelles 4 - 256 km et 15 min h.16ependant, il subsiste

des incertitudes liées a la robustesse du parameédua parait dépendre fortement de la

séquence (de 16 h) de cartes choisie et de I'adatiom totale sur 16 h.

Le modele log-Poisson présente cependant I'incaenén’étre inadapté a la modélisation de
processus a singularités non bornées. Dans cd’'estgnation empirique du parameétme

risque de fournir une valeur arbitraire liée auwndibons météorologiques particulieres a
'événement analysé. La dispersion observée paddae(2000) dans l'estimation de ce
parametre pourrait s’expliquer de cette facon spllde est effectivement un processus a
singularités non bornées. Pour lever l'incertituelative a ce dernier point, d'autres modeles

seront néanmoins nécessaires.

3.5 Multifractales Universelles (log-stables)

3.5.1 Cascades non intégrées

Contrairement aux cascades log-Poisson, les castaglstables ne sont pas nécessairement
a singularités bornées et peuvent donc représanteigamme de variabilité plus large. De
plus, ce modeéle nécessite également deux paranggiiresit une interprétation physique plus
immédiate que ceux du modele log-Poisson. Dansésepte étude, nous chercherons donc a

caractériser les propriétés multifractales desipitétions avec ce modéle log-stable. C’est
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d’ailleurs avec ce modeéle qu’ont été menées lagstuges études existantes des propriétés de
la pluie (voir la revue de Lilley et al. (2006))u€lques études fondées sur I'hypothése log-

Poisson existent néanmoins (cf. paragraphe préeden

Les cascades log-stables, aussi dénommeées « Mciéfes Universelles », ont été introduites
par Schertzer & Lovejoy (1987 ; 1991). Les pro@s$estatistiques de ces cascades sont

résumées par deux parameétres fondamentaux (dassitéa « paramétres universels » ou

« exposants universels ») noigset C, :

T

K()—i(”—) azl (3.27)
a)=_—;@ g . :

K(a) =C,a.In(q) a=1 —

T
) =C,(Y—+Lya a#1l (3.28)

Ca «a
—

c(y)=C1exp(CL—1) a=1 .

1

ou a 'est défini par I’équation1—+il =1.
a a

C, est un indicateur de I'hétérogénéité spatialéatesemble aléatoire associé aux valeurs du
champ proche de la moyenne. Mathématiqueméntest la singularité associée a I'ordre de
moment 1 (la moyenne) et aussi la co-dimensionespondant a cette singularit€, est

donc le point fixe de la fonction de co-dimensiétaur que le champ aléatoire n’ait pas

presque sirement une moyenne nulle, il est nécestavoir0<C, <D.
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a est un indicateur de multifractalité qui traduat dapidité avec laquelle I'hétérogénéité
spatiale qui était décrite p&, au voisinage de la moyenne change lorsque I'doigiée des
valeurs du champ moyena est aussi lindice de stabilité des (log des) énwents
multiplicatifs stables sous-jacents au modéle Acfnexe A pour des rappels concernant les
lois stables)a est donc compris entre O (cas binaire qui donmecascade monofractale) et

2 (cascade log-normale qui présente le plus hagredde multifractalité).

La construction mathématique de ces cascades, |déso@d la résolution., repose sur

'exponentiation d’'un « générateur b, construit par convolutiorD-dimensionnelle d'un

bruit blanc stableg, d’'indice de stabilitéx et d’un filtre scalant (en loi puissance négatiee

la distance) tronqué:

®, _ exidr,) (Eq. 3.29)

(exdr,))

n®=o | YeX) qog (Eq.3.30)

D
1<x]< | — )*('|;

ouc est un coefficient de proportionnalité lié au paetre C, évoqué ci-dessus.

Pour une justification de la construction ci-desstisine démonstration de ses propriétés
statistiques, on pourra se référer a 'annexe BpQurra également consulter 'annexe A au

sujet des variables stables.

On distingue en fonction des valeurs de cing classes de multifractales universelles,

correspondant a une nature précise du générateur :

e a=2: le générateur est un mouvement brownien fragtor, presque partout

continu.

« 1l<a<2: le générateur est un mouvement de Lévy fractioan obtenu a partir

d'une variable de Lévy d'indiae. Les singularités ne sont pas bornées, comme le
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montre le calcul dey =K ¢ .) Ces singularités vont entrainer la divergence des

moments d’ordre élévés du flux.

 a =1:le générateur est obtenu a partir d'incrémeattyde variable de Cauchy.

* 0O<a<l:le générateur est un mouvement de Lévy fracimanasymétriques et a

. o ; Clal . g .
singularités bornées pas, :M. Si cette valeur est inférieurel3 alors tous les
a

moments deb , convergent.

e a=0": Tous les moments du générateur divergent. Ceseasaméne en fait au

modéle S étudié plus haut.

3.5.2 Cascades intégrées

Schertzer & Lovejoy (1987) ont proposé une extensiu modele universel a deux
parameétres décrits ci-dessous afin de pouvoir septér des champs « non conservatifs »
pour lesquels la moyenne des incréments absoldsusei loi d’échelle vis-a-vis de la
puissance et la moyenne du champ n’est pas stecteoconservée d’échelle en échelle. Ces
champs sont obtenus par filtrage scalant d’'un chalgfractal universel. Ce filtre doit avoir
une représentation de Fourier en loi puissance fs(dxi} 0 (ik)" olk est un vecteur d’onde, il
s’agit donc d'une intégration fractionnaire d'ordtd. Ceci définit le modéle FIF

(Fractionnally Integrated Flux) a trois paraméugS, etH. Dans ce modéle, le champ FIF a

résolution), noté R, est défini par :

®,(X)

R, (X) =JdD7"'|X_)~(.|D—H

(Eqg. 3.31)

et les incréments suivent une loi:
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AR, (AX)| 2 ®,a4" (Eq. 3.32)

Il est a noter que I' équation (Eq. 3.32) est fdlement assez semblable a la loi de

Kolmogorov des incréments de vitesses, pour lagueh 1/3 etd, = £3°.

3.6 Limitations d’échantillon et divergence des mom ents

Dans le cas d’'un champ multifractal quelconque (nénessairement « universel »), deux
limitations mathématiques vont impliquer que les Id’échelle décrites précédemment ne
sont pas valables pour des ordres de moments @leggs (Schertzer & Lovejoy, 1987 ;
1992 ; 1993 ; 1994). Chacune de ces limitationsltggn I'existence d’'un ordre critique au-
dela duquel I'estimation des moments ne peut éteetaée correctement. La premiére de ces
limitations concerne les observables construitmegennant une cascade multifractale a une
résolution d’observation, c’est-a-dire les cascatie/pe « dressed » évoquées au paragraphe
3.3.2. En effet, les moments statistiques de cesacks divergent au-dela d’'un ordre noté
classiguementq,. La seconde limitation est liée a I'estimation de®ments sur un
échantillon contenant un nombre fini de réalisatide la cascade aléatoires. En effet, étudier
un nombre fini de réalisations revient a ne parcaprun sous-espace fini de I'espace des
réalisations possibles, et les moments ne poupasitétre estimés correctement au-dela d’'un

certain ordre (noté classiqguement) car les moments d’ordres supérieurs sont assadiés

singularités trop rares pour étre « visibles » d@ahantillon.

3.6.1 Divergence de certains moments des quantités intégrées

Comme mentionné au paragraphe 3.3.2, les cascadiesssed » ®, construits par
intégration de®_ sur des pixels de résolutian sont des variables aléatoires de lois
difféerentes de celles de la cascadg, construite uniguement a partir des résolutions

comprises dans l'intervalle [1]. Suivant la démonstration de I'annexe de (Lawaké al.,
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1991), il est possible d’exprime®, comme le produit dab, et d’'une variable aléatoire

indépendante de la résolution :

_d
®,=d, xMN,, (Eq. 3.33)

ou I, est le flux total (d'une réplique) de la cascalatmire sur son domaine de définition

d
A (qui est aussi le « pixel » de résolution 1) : 1, =jq>mde = lim jq:Ade.
A A

D’aprés I'équation (Eq. 3.33), il apparait qdg et ®, ont les mémes propriétés de scaling a
I'exception des ordres pour lesquels le mon‘<€mgq> diverge. Schertzer & Lovejoy (1987)

ont montré que les moments He, et donc ceux deb, étaient divergents a partir d’un ordre

critique q, , solution (si elle existe !) de I'équation :

K(g,) =D(a9, -1 (Eq.3.34)
(et vérifiant la conditiorg, >1)

En termes de singularités, cette équation s’inéteppar I'existence de singularités critiques
Y=y, qui sont suffisamment fortes aux trés fines éelefpour ne pas étre lissées par
l'intégration D-dimensionnelle des échelles inférieures a I'éehellobservation (qui est

associée au termél ). La fonction de co-dimension est linéaire daristdrvalle des

singularitey/ = y, .

L’existence d'un tel ordre critigue est susceptil&avoir une importance pour les
applications du modéle. En effet, la distributiom probabilité des valeurs du champ est
modifiée car I'existence de moments divergentssgsibnyme de queues de distributions

épaisses, c’est-a-dire a décroissance hyperbalagyenptotique) :
O0APH{®, 2s)0s® (Eq. 3.35)

(pours>>1)
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De telles distributions de probabilité générent beatoup plus de valeurs extrémesjue
des distributions plus classiques (normales, lagrades, GEV de type 1, etc.), dont la queue
de distribution, plus « mince », fait typiquementtervenir des lois exponentielles
décroissantesLa mise en évidence (ou le rejet) d'un tel comporteent est donc
d’'importance primordiale pour un grand nombre d’applications, par exemple en
hydrologie. Ainsi, les temps de retour de certains événendmfduie extrémes pourrait étre
inférieur de presque un ordre de magnitude aux sedgpretour prédits par les approches

statistiques standard si ce phénomene intervietierdent pour les précipitations.

Dans le cas particulier de la pluie, un certain bemd’auteurs suggerent sur une base
empirique que la relation (Eq. 3.35) serait véefaéecq, ~3 : voir par exemple la revue de

Hubert (2005) et I'article de Macor et al. (2007).

3.6.2 Contraintes liées a la taille d’échantillon

Sur une réalisation de la cascade a la résolutipries valeurs observables seront
nécessairement limitées par la taille réduite dehlantillon. Rappelons ici que les singularités
représentent une mesure de lintensité des évérisne¢rque les co-dimensions associées
mesurent leur rareté. Si il existe une singulatééo-dimension supérieureDa cela signifie
gue en moyenne les événements de cette intensitéosEsents sur moins d’'un pixel quelle
gue soit la résolution : ces événements ne semmt généralement pas observables sur une

réalisation :
Pr@, 2A)=A1" <1 (Eq.3.36)

Par dualité de Legendre, il existe aussi un orditegee au-dela duquel les moments ne
peuvent étre estimés sans biais. En appliquantdton (Eq. 3.18), on montre que cet ordre
est égal a :

q. = (c‘l(D)) (Eq. 3.37)
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En particulier, I'équation ci-dessus se simplifand le cas des multifractals universels sous la

forme :

g = (—] (Eg. 3.38)

Les formules s’étendent aisément au cas ou plissi@ly réalisations indépendantes sont
prises en compte dans I'estimation des momentsufiit de remplacer le tern@ par D+Ds
ou Ds est une dimension additionnelle mesurant la pordi@space probabiliste couverte par

les réalisations. Le choix adéquat de cette « démoend’échantillon » (Schertzer & Lovejoy,

1993) est tel qud, =log(N,)/log(A .)

3.6.3 Conséquences pour I'observation des valeurs e  xtrémes

En pratique, les deux limitations évoquées ci-dessunt susceptibles d’intervenir. Deux cas

peuvent alors se présenter (Schertzer & Lovejo@2pGuivant la valeur dmin (qD : qs).

* Siqg, <0, I'échantillon est de taille insuffisante (contigrop peu de réalisations)

pour permettre I'observation des singularités quigis conduisant a la divergence des
moments. Seules les limitations d’échantillons ririemnent : la fonction de co-

dimension empirique n’est pas définie pour> y et la fonction d’échelle des
moments empiriqueK (q)  est linéaire pour les ordreg>q,. K(qg)et sa dérivée

restent continues au poigt= g .

* Si g, >q,, des singularités plus grandes gye sont observees. Le phénomeéene de

divergence décrit au paragraphe 3.6.1 est effentwt observable.
En résumé, c’est le plus petit des deux ordregquas qui va déterminer les propriétés du

modeéle vis-a-vis des valeurs extrémes. Physiquencetd veut dire que pour observer le

phénomene critigue de divergence des moments,tilnésessaire de travailler sur un
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échantillon contenant un grand nombre de réalisatimdépendantes de la cascade

multifractale.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons défini les formalisitaesals et multifractals qui seront utilisés

dans le cadre de ce travail. De facon généralenutifractalité peut résulter de cascades
multiplicatives stochastiques et se manifeste & roments statistiques en loi puissance.
Les exposants de « scaling » de ces lois défitidadpnction d’échelle des moments notée
K(q). Cette fonction est fondamentale car elle réstoutes les propriétés statistiques du
champ multifractal a toutes les résolutions. Emtige cette fonction est assez peu contrainte
(convexité), mais en pratique elle ne peut pasdreen’importe quelle forme. En effet, des

considérations de réalisme physique et notammembdénuité des échelles entrainent des
contraintes mathématiques précises sur le choixvdeables aléatoires intervenant dans la
cascade multiplicative. Un attracteur possiblecesistitué par la famille des lois log-stables

qui résultent en une forme analytique paramétréé(dea deux parametres. En outre, il est
possible de filtrer les cascades multifractalesyver fonction « scalante ». Cette « intégration
fractionnaire » permet d’augmenter I'autocorrélatau champ et peut étre d’ordre variable.
Ces considérations définissent le modeéle FIF (Fnawcally Integrated Flux) caractérisé par

trois parametres fondamentaux : un exposant de ifraatalité noté a, un exposant

d’'inhomogénéité du champ moyen n@get un exposant d’intégration nd#e

Afin d’analyser les données de pluie a haute réisoludisponibles au laboratoire, nous
devons prélablement disposer d’'une méthodologiemggant de démontrer (ou de rejeter)
I'existence de propriétés multifractales sur degeséu champs quelconques, et de calculer la
fonction K(q) et les paramétres universels associés. Plusauils et techniques existent
concurremment dans la littérature mais le princlpebase reste globalement le méme. Dans
le chapitre suivant, nous présentons les outientet ainsi que des techniques de simulations

de champs multifractals, connaissant les paramfnementaux.
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4 Procédures de simulation et d’analyse de multifra  ctals
universels

4.1 Introduction

Une des premiéres tadches de mon travail a corgidt&/elopper en langage MATLAB des
codes d’analyse multifractale, c’est-a-dire deggmmmes prenant en entrée des données et
calculant un certain nombre de propriétés statisgde sorte a pouvoir déterminer la ou les
gammes d’échelles pour lesquelles des propriététifractales peuvent étre mises en
evidence, et, le cas échéant, pouvoir estimerdesnpetres « universels ». En outre, j'ai aussi
développé des codes de simulation de champs ragtéds afin de pouvoir valider les
méthodes d’'analyse mises en oeuvre. J'ai déveldggécodes adaptés aux différents cas
susceptibles d’intervenir au cours de mes travausedherche (temps, 2D, 2D + temps), mais
aussi a les « automatiser » tout en permettanvaesntes basées sur la prise en compte de
différents types d’anisotropie ou de la causall&ns la suite du manuscrit, nous ne
considérerons toutefois pas les phénomeénes liéGseaéuentuelle anisotropie spatiale. Les
procédures d’analyse et de simulation décritesessdus sont relativement classiques et font
l'objet d’'une assez large littérature. Par consaguée lecteur pourra se référer aux
publications citées dans les paragraphes suivanisgus de détails quant a I'application de

ces techniques.

4.2 Simulation des multifractals universels

4.2.1 Principe général

La simulation de processus et de champs multifiactaiversels repose sur la formalisation
mathématique exposée dans le chapitre précédgnstdiée en annexe B. Le but est de
pouvoir simuler des réalisations de séries ou @angls aléatoires multifractals, connaissant

les trois parametres fondamentayxC, etH du modele Fractionnally Integrated Flux (FIF),

ainsi que la taille du domaine de simulation, goirespond a la résolution maximale. Le
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simulateur doit implémenter les trois étapes exgespar les équations (Eq. 3.28) a (Eq.

3.30) et représentées sur le schéma ci-dessous :

1 Cotrvrolution
| Moyau de convolution g,0x) | »

ES —'| Générateur Iy,
Loi uniforme '—P Algotithme

Chambers Bruit blanc o-stable

| Amplitude o |

Convolution 4—| Cascade conservative & |4— exp *
Champ multifractal (FIF) Ry "7 £
1—| Hoyau de convolution gz£x) |

Figure 4.1 : Schéma de principe d’'un simulateuchdamps multifractals

Techniquement, la simulation repose sur deux caivamis et sur la génération préliminaire
d’un bruit blanc stable, unitaire (I'indice de stabilité correspond au paramettelu modele

FIF). Ce bruit doit étre multiplié par un factedamplitude noté. Pour obtenir le parametre
C, désiré, il est nécessaire de fixer la valeurcdpar la relation (cf. (Pecknold, 1993 ;

Lovejoy & Schertzer, 2010b ; 2010c)) :

a:( <, ja (Eq. 4.1)

D’autres constantes de normalisation peuvent @treduites dans le code numérique (cf.

annexe B).

Conformément aux équations mentionnées ci-desstistrhe des noyaux de convolution (en

D dimensions) est imposée dans le cas isotrope :

= (x=4)
9, (%) =[x« (Eq. 4.2)

0 (x> 1)
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- 1
gy (X) =|X|ﬂ (Eq. 4.3)

Ci-dessus,*|désigne la norme euclidienne usuelle, par exemplé[k:|(x, y)| = x> +y>.

En pratique, les convolutions sont effectuées ®sr gtilles a pas discret, on suppose donc

pour simplifier que le coté d’un pixel est 1 ausde la distance induite par cette norme.

L’extension a des champs anisotropes (Schertzer @&ejoy, 1985) nécessite une

modification adéquate des noyaux de convolutiorcKReld et al., 1993) : elle nécessite de

définir une « fonction d'échelle » (scale functiomtéex - |X| anisotrope et de remplacer la

dimension de l'espaceD, par une valeur non entiere représentative deisbémopie

différentielle de la topologie concernd® - D, ). Dans tous les cas, la modification

principale intervient sur la notion de distancdisée pour décrire la topologie de I'espace.
Les aspects purement stochastiques de la cascaliplinative sous-jacente ne sont pas
affectés : ce sont les mémes incréments multidfscqtii sont utilisés, mais ils sont convolués

sur un espace topologiquement différent.

Un cas particulier trées simple est le cas « auiaeab qui consiste en une stratification
différentielle suivant les deux axes (orthogonailxoordonnées. Dans ce cas, un zoom d’un

facteur A sur un axe (par exemple, 'axe des abscissespastatent a un zoom d’un facteur

A" sur un autre (ici, 'axe des ordonnées). Il exiatesi des modéles auto-affines « 2D + T »
ou I'anisotropie intervient entre I'axe temporelle$ axes (équivalents) du domaine spatial
(Marsan et al., 1996 ; Biaou, 2004 ; Macor, 2007).

Dans les paragraphes qui suivent, nous étudioressigement la génération du bruit blanc
a-stable sous-jacent qui est la composante « stiighas> de la cascade multiplicative log-

stable continue en échelle, puis l'implémentationmarique des convolutions. Nous

présenterons aussi quelques exemples de sériecattds simulées.

4.2.2 Génération des variables stables
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La construction du bruit blana-stable suppose de pouvoir générer un grand nomére
réalisations aléatoires et indépendantes d’'unablaristable asymétrique négative extrémale
(soit B = -1 dans les notations du chapitre précédeneepour différentes valeurs du
parameétre d’échelle (on rappelle que les propriétés mathématiquesalégbles stables sont
décrites dans I'annexe A). On pourrait imaginertidaer les propriétés d'attracteurs des
variablesu-stables qui sont limites de sommes de variablesadance infinie (cf. annexe A),
ce qui est a la base de la procédure de simulatioposée par Wilson et al. (1991). Cette
procédure a été par la suite rejetée (cf., par pleenMacor, 2007) du fait de sa convergence
tres lente. Il existe en revanche un algorithmeédept efficace de simulation de variables
stables extrémales, qui ne nécessite comme ingitédile base que de pouvoir simuler les
distributions uniformes et exponentielles. Cet athme (Chambers et al. 1976), dont
'application a la simulation de multifractals @& giroposée notamment par Pecknold et al.
(1993) est basé sur les transformations (point iatpcuivantes, convergeant vers une

variable aléatoire-stable « unitaire » :

_Sna(@-2,) {COS(CD - C\;\E(D - q,o))}(l;") et
(cos())
(Eq. 4.4)
Vo = %{(’g - @ tan@®) + ln(’*ﬁ’Tf—";@)ﬂ sia=1

ou ®suit une loi uniformeu({—g,gD et W est une variable aléatoire exponentielle
standard, et :
1-1l-a
®, :’_T(Mj (Eq. 4.5)
2 a
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4.2.3 Implémentation des convolutions

Le calcul direct des convolutions (utilisant pareewle les fonctionsonv et conv2 de
MATLAB) ne parait pas étre la solution optimale tenmes de complexité et de temps de
calcul, ce qui peut s’avérer génant pour des calcpbrtant sur des grilles
multidimensionnelles de grande taille. Dans le eatl ce travail, on a choisi de calculer les
convolutions en passant par le domaine de Fouwli@n@en du « théoreme de convolution ».
Classiquement, ce dernier stipule que la transferdeé Fourier d’un produit de convolution
f*g est le produit (au sens des fonctions) des tram&fes de Fourier deet deg. Pour
calculer un produit de convolution, il suffit dode prendre la transformée inverse du produit
(point-a-point) des transformées. Cette stratégk ietéressante car on sait calculer la
transformée de Fourier (discréte) numeériquement avee grande efficacité au moyen des
algorithmes de Transformées de Fourier Rapides @f-&nglais), dont la complexité est en
O(n log(n)) (Cooley & Tukey, 1965). En fonction du nombredimensions requises dans les
simulations, nous utilisons donc les fonctidifis fft2, fftn de MATLAB ainsi que leurs

inverses dans les programmes.

4.2.4 Exemple de simulation

La carte ci-dessous représente la simulation daame multifractale universelle isotrope de
taille 512 x 512 produite au moyen de I'algorithaeérit ci-dessus, avec les parametres
1.7,C, =01 etH = 0. La carte est ici normalisée de sorte quedgenne soit unitaire. On
constate la présence de structures imbriquéesetiisixin et d’intensité variable. Il existe des
extrémes tres forts (plus de 50 fois la valeur mogg et trés localisés qui ne sont pas
directement visibles sur la figure car on a chdesrestreindre la gamme de couleurs utilisées

afin de faire mieux ressortir les structures d’atode modérées.

77



Carte 512 x 512 a = 1.7 c, =0.1H=0(mean=1 max:6x101)

Figure 4.2 Exemple de simulation d’une cascadeifradtale universelle continue en échelle

4.3 Analyse multifractale de données

4.3.1 Apercu d’ensemble

On rappelle que 'analyse multifractale consistgppliquer une palette d’outils & des données
dans le but de démontrer I'existence de propriétésalantes » et multifractales dans une ou
plusieurs gammes d’échelles, ainsi que les parasétet notamment les parametres
universels) correspondants. Plusieurs techniquesati/se co-existent, dans la suite du travalil

nous nous intéressons principalement aux technisyrbétisées dans l'article de Montera et
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al. (2009). on pourra aussi se réeféerer a des traphus anciens (Lavallée et al., 1992 ; 1993 ;
Tessier et al., 1993) présentant en détail lescip@s et les modalités d’'une méthodologie
assez semblable a celle utilisée dans le cadreedé&rawail. Au sens strict, I'analyse
multifractale nécessite I'estimation de propriétéaistiques a plusieurs ordres, via le calcul
des moments empiriques exposé a la section 4.3vaawne technique duale nommée PDMS
non présentée iciPfobablility Distribution Multiple Scaling Lovejoy & Schertzer, 1990 ;
Lavallée et al., 1991 ). Néanmoins, I'applicatienads techniques doit impérativement porter
sur un champ résultant d'une cascade multifractafeservative (ou le parametrevaut 0),

ce qui n'est pas forcément le cas en pratiqueecahéamp peut étre une cascade intégrée et
non conservativeH > 0). Cette difficulté apparait en particulier pées champs de type FIF
décrits antérieurement au paragraphe 3.4.2. Augmghe suivant, nous décrivons

succinctement les techniques utilisées pour inf@realeur deH.

4.3.2 Analyse spectrale et fonction de structure du premier ordre

4.3.2.1 Principe
L’invariance d’échelle d’'un champ implique que spectre d’énergi& (intégrésur tous les

angles dans un cas multi-dimensionnel) suit unaléopuissance sur une plage étendue des

nombres d’'ondek :

E(k) =k (4.6)

ouk est le nombre d’onde.

Il s’ensuit que si il y a invariance d’échelle, @lde tracé en coordonnées log-log (base 2 par

exemple) du spectre est une droite de penffe<O. D’aprés le théoreme de Wiener-
Khintchine, si le champ est une cascade conseejatilorss=1-K(2). On peut étendre

facilement ce résultat au cas général :

LB =1-K(2)+2H 4.7)
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On remarque que si on connKiR) - qui peut étre calculé a posteriori aprestibeation des

parametres fondamentaux C,, H - on peut en déduire une estimatiorHie

D’autre part, la fonction de structure d'ordreldg(<|AR(A>?)|>) du champ peut étre exprimée

en prenant la moyenne et le logarithme des deuxbreswle I'équation (3.31) :
log, ((jAR@R)))) =1og, (@ ,))+ H.log, (Ax) (4.8)

Comme le flux est conservatif, le premier termesdoond membre de (4.8) est une constante
In(M). Il s’ensuit que le tracé de la fonction de stmoe en coordonnées log-log est une droite
de penteH. C’est cette technique d’estimation Heque nous retiendrons ultérieurement. Il
faut retenir qu’elle ne fonctionne pas en pratiguéi < O (on obtient alors une fonction
constante et donc une pente nulle). Cette diffcypeut toutefois étre contournée en
choisissant une définition différente des « flutituas », prise cette fois-ci au sens de la

théorie des ondelettes (Lovejoy et al., 2011).

4.3.2.2 Remarques sur l'utilisation de ces techesqu

Les relations utilisées ci-dessus sont par défimities propriétés valables statistiqguement, en
moyenne, et non sur chaque réalisation. L'analysétifractale doit inférer ces propriétés
statistiques a partir des données et requiert darestimateur pour la moyenne statistique. En
pratiqgue, nous devons donc moyenner les granddigerngées sur toutes les réalisations du
disponibles. Par exemple, dans le cas d’'un échamtile cartes, nous estimons le spectre en
calculant la densité spectrale de puissance (2D)hdgue carte puis nous moyennons sur
toutes les cartes. Pour que les estimateurs smesistants (i.e., 'estimateur converge vers la
valeur « statistique » quand le nombre d’échamslldend vers l'infini), il suffit que les
réalisations soient indépendantes. Plus génératertesn régressions linéaires permettant
d’obtenirp ouH a partir des formules (4.6) et (4.8) portent s grandeurs moyennées sur
toutes les realisations disponibles. Cette méthesde non équivalente a celle (moins
performante) qui consisterait a estinfeou H sur chaque réalisation (carte) puis a prendre la

moyenne de ces estimations (Tessier et al., 1996).
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En outre, il convient de garder a l'esprit que lscaling » des fonctions de structure
(notamment, d’ordre 1) et du spectre n’est pascanelition suffisante de multifractalité. Les
processus monofractals, tels que les mouvementsvni@ns fractionnaires, vérifient

également des propriétés similaires.

4.3.3 Estimation des moments empiriques

4.3.3.1 Principe (cas conservatif)

Supposons que les données a analyser constituenéalesations d’'une cascade multifractale

conservativeb (i.e. H = 0). Afin d’étudier la validité de I'équation fdamentale (Eq. 3.16) :

(@) =A@ | est nécessaire d'estimer les moments empisiquedivers ordres| et a

diverses résolutions (en pratiqued =2"). La procédure classique (Tessier et al., 1993 ; d

Montera et al., 2009) est la suivante :

1. Pour chaque réalisation

- Partir de 1ai®™ réalisation ® (carte ou série) a la résolution maximale : ilgit'a

d’une grille de tailleA® (oU, usuellementp = 2").
- Dégrader sa résolution a la valéu= 2" en moyennant la carte sur des carrés de

(2" ™MP pixels sur une grille de taillel® (cf. Fig. 4.3). On noted{’ cette version

basse résolution de la cascade. Il faut noter ‘qgeclgation de pixels est ici effectuée

sur des carrés (hypothese isotrope)

- Elever ®{ ala puissanca.
- Moyenner (spatialement ou temporellement) toutesddeurs debﬂ)q.

- On obtient le moment empirique deii8°réalisation® *

2. L'estimateur de(®?) est obtenu en moyennant i@5”" sur tous les
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On normalise en divisant pa(FDl)q(normalisation « canonique »). Une variante de

cette méthodologie consiste a normaliser entrap@tl et I'étape 2 pour attribuer le

méme poids a toutes les réalisations (normalisationicrocanonique »).
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Figure 4.3 Dégradation de la résolution d’'une casdeamultiplicative au moyen d’'une

succession d’agrégations (adapté de (Biaou, 2004))
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On peut alors appliquer la procédure ci-dessudférelntes résolutions et différents ordres,
puis vérifier que le graphe log-log des momentgoerction de la résolution donne bien une

droite pour chaque ordmg (d'aprés I'équation®$) = A*?@). Si c'est le cas, alors la pente

donneK(q) pour chaque valeur dgconsidérée, ce qui permet d’estimer la foncticgchelle

des moments.

Moments statistiques (log)

Ordre ¢4 = 1

Ordre g5 > 1

Ordre ¢, < 1

Résolution (log) — e—

Figure 4.4 Graphe des moments produit par I'analyseltifractale. La pente de chaque

droite correspond a une valeur de K(q). Les drog@stersectent en une échelle « externe »

Lext

Avec cette technique, nous sommes en mesure demilé¢e la fonction qui résume les
propriétés statistigues de tous ordres (i.e. pdfférdnts niveau de champ), c’est-a-dire la
fonction d’échelle des momentk(qg) de la cascade sous-jacente (cf. chapitre 3stlakors

possible de chercher quelle fonction « universell€(q) :ai_ll(q” —q) (cf. Eq. 3.27), et

donc quels parametras et C, ajustent au mieux cette fonction empirique. Notiksans

deux techniques qui fournissent des valeurs vasine
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- minimisation de I'écart au sens des moindreggsaavec une méthode de minimisation par
gradient (telle que la fonctidminsearchde MATLAB).

- estimation numérique de K’(1) et K”(1) qui somiés simplement & et C, dans le cadre

du modeéle universel :

K'()=C, etK"(@) =C,a (EqQ. 4.9)

L’équation (2.4) n’étant valable que pour des chamgonservatifs, on doit donc
préalablement estimer la cascade multiplicativeseorative sous-jacente lorsque le champ
admet un parameétre H non nul. Rigoureusementudrkit faire une dérivation fractionnaire
d'ordre H, mais en pratique on peut, surtout pourvéisin de 0.5, employer des
approximations (voir section 4.2.2), qui présent&mvantage de pouvoir étre utilisées méme

guand H est inconnu.

4.3.3.2 Cas des champs « intégrés »

La méthode exposée ci-dessus ne peut pas étreappldirectement a la plupart des champs
géophysiques car elle n'est valable que si le changlysé est représentatif d’'une cascade
multiplicative conservativeH = 0). En revanche, elle ne peut pas étre applidiréetement a
une version « fractionnairement intégrée » de kcade. Dans ce cas, il est indispensable
d’estimer la cascade multiplicative sous-jacentetéa ®, a partir des observatiorR.
Mathématiquement, le probleme consiste a inver§etégration fractionnaire et cette
inversion peut étre réalisée au moyen d'une déonafractionnaire de méme ordre. En

pratique, cette inversion se révele plus problématipour plusieurs raisons :

- l'ordre H a inverser ne peut étre connu qu’approximativerdans le cas de données

« réelles » ce qui induit des erreurs dans I'ineers

- la dérivation fractionnaire est délicate a impléteemumériquement, car il s’'agit

d’'une opération de déconvolution

85



- le champ obtenu aprés inversion de l'intégraticactionnaire doit étre a valeurs
positives car il est censé représenter une réalisaie cascade multiplicative

multifractale.

En pratigue, l'inversion est réalisée par une dp@raplus simple qui fournit une
approximation de la cascade tout en conservanipsasipales propriétés statistiques. La
solution la plus courante, développée par Lavadital. (1993) consiste a approximer la
cascade a la résolution maximalepar la valeur absolue d’'une dérivée d’ordre entier

champ. De plus® doit étre normalisé et se calcule donc de la fagovante:

_ |derR,|

m (Eq. 4.10)

A

ouder désigne un opérateur de différences finies.

En pratiqueder correspond au gradient numeérique dans le casmaeidiionnel, tandis que le

laplacien numérique peut étre utilisé dans le adigiensionnel :
derR(, j) =R, ) -%(RG,J' +D)+R@, j-D+R({-1j)-R(i+1j)) (Eq.4.11)

On peut ensuite estimeba d’autres résolutiongl < /A par moyennages successifs g

comme dans le cas d’'une cascade conservative.

4.3.3.3 Le choix des ordres de moments

Au paragraphe 3.6, nous avons expliqué que I'estimales moments d’ordre élevé était
délicate en raison d’'une part du caractére fifimité des observations et d’autre part des
singularités extrémes masquées par les pixels gella sur laquelle est projetée le champ. Il
s’ensuit qu’il est nécessaire de choisir un intlbevdimité d'ordre de moments avant
d’analyser le champ. Compte tenu des valeurs eguasi auxquelles interviennent
habituellement ces limitations (cf., par exemplesdier et al., 1996), nous choisissons donc
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d’appliquer la démarche d’analyse précédemmenitdgmur des ordres compris entre O et 3.
En pratique, il suffit de prendre des ordres ré&galnent espacés 0; 0.1; ... ; 2.9 ; 3.0 ainsi
que deux valeurs trés proches de 1 pour le caksubdrivee&’(1) et K”(1) qui peuvent étre

utilisés dans I'estimation des parameétres universet C, (cf. Eq. 4.9).

4.3.3.4 Exemple

Pour illustrer la procédure d’analyse multifracteérite ci-dessus, on a simulé 50 cartes de
tailles 512 x 512 avec les parameétres universelsl.7,C, = 0.1 etH = 0. Nous avons alors
pris ces cartes en entrée du programme d’analysbtetu la figure ci-dessous, pour des

ordres de moments compris entre O et 2 :

Flux moments

14r-

l0g,(M ()

0.4 1 !
0

Figure 4.5 : Graphe des moments empiriques degsaitnulées

Les droites obtenues par régression linéaire admtgtour pentes les valeurs de la fonction
d’échelle des moments en divers ordres. La résolutiaximale n’est pas prise en compte
dans la régression car cette résolution est subteptétre influencée par le bruit numérique

lié au caractére discret des grilles sur lesquedtas effectuées les simulations. Cependant

dans le cas présent elle influerait assez pewadonttion d’échelle des moments
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L’ajustement de la fonctioK(q) par une forme universelle est optimal pour lesapetres

universelsr = 172et C, = 011, qui sont fournis a 10 prés par les deux méthodes

d’ajustement décrites au paragraphe 4.3.3. La ifamé&l(q) est représentée ci-dessous, elle a

bien I'allure convexe attendue :

0.3

0.25

0.2

Moment scaling function

0.15
G
X
0.1
0.05
0
-0.05 | 1 | 1 | 1 1 | 1 |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 16 1.8 2
q
Figure 4.6 Fonction d’échelle des moments empirides cartes simulées

4.3.4 La technique du « Double Trace Moment » (DTM)

Cette méthode (Lavallée et al.,, 1992 ; Veneziand-&colo, 1999) est une variante des

techniques décrites dans le paragraphe 4.3.3.cBleiste a appliquer ces techniques non

seulement sur la cascadg,, mais aussi sur les cascade¥’ reconstruites a partir d@,” .

On a alors la propriété de « scaling » suivante :
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(o3} = (®7)

~ (K@) = yr°K(@) (Eg. 4.12)
q
o)

Pour g préalablement fixé, le tracé deg(K(n,q)) en fonction delog(7 dlonne donc une

droite de pentar . En raison des limitations liées aux moments a®rélevé, cette courbe

peut s’aplatir vers leg forts : ces derniers ne doivent donc pas étregorisompte.

Dans la suite du travail, nous présenterons I'apibbn des techniques des paragraphes 4.3.2
et 4.3.3 principalement, mais il faut retenir qiétude avec la DTM a été faite dans la plupart
des cas a titre de contrbéle et qu’elle fournit deBmations trés cohérentes avec les autres
techniques. Nous avons toutefois privilégié I'egtiion directe des moments qui fournit une

estimation plus directe et plus préciseCde

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons exposé les principaebniques d’analyse mono- et
multifractale et montré des exemples d’'applicaton des cartes simulées. Ces techniques,
pour la plupart assez classiques et bien docunwrdass la littérature, ont fait I'objet
d'implémentations en langage MATLAB, recouvrant tkérents cas susceptibles de nous
intéresser (simulations de séries temporellesades; voire de champs anisotropes et définis
en espace et en temps). Comme nous allons le wahapitre suivant, I'application de ces
programmes a des données de pluie haute résolufiourni des résultats ayant donné lieu a
plusieurs publications (Verrier et al., 2010 ; 200k Montera et al., 2010). Ces codes ont été
réutilisés avec succes pour I'étude de la varighilu phytoplancton océanigue (de Montera et
al., 2011).
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5 Analyse multifractale de données de précipitation sa

haute résolution spatiale et temporelle

5.1 Introduction

Au cours de mon travail de these, jai eu I'oppoit& d’appliquer les codes d'analyse
multifractale que j'ai développé a divers jeux denwées de précipitations : cartes radar
Météo France, échantillon de cartes radar fourpes|'entreprise Novimet, cartes radar
issues de la campagne d’Analyse Multidisciplingieea Mousson Africaine (AMMA), séries
provenant d’'un disdrometre. Dans cette thése, gsgmte mes travaux relatifs aux deux
derniers jeux de données qui ont fourni les résules plus significatifs. Les autres jeux de
données se sont révélés partiellement inadaptés-wis des objectifs de I'étude : les cartes
Météo France disponibles présentaient des valascsatisées sur un nombre de niveaux trop
réduit, ce qui s’est révélé problématique au caled’analyse (notamment en raison de la
différentiation nécessaire pour les données de ftygemultifractal intégré). D’autre part, les
cartes fournies par Novimet couvraient une extensioatiale insuffisante pour mener une
étude multi-échelle. Je présente donc dans cetohapie synthése des travaux fondés sur les
deux jeux de données retenus. Ces travaux sondptaglés dans les trois articles suivants,
joints en annexe :

- larticle (Verrier et al., 2010) publié dans Jeurnal of Hydrology porte sur I'étude
des cartes radar collectées en 2006 a I'occasiten clempagne AMMA.

- larticle (Verrier et al., 2011) publié dans Jeurnal of Geophysical Researghorte
sur I'étude des séries chronologiques de pluie erant d’'un disdrometre du
LATMOS.

- larticle (de Montera et al., 2010), publié daAitnospheric Researcpropose une
interprétation physique et phénoménologique deslteds de I'article (Verrier et al.,
2010).

Ces articles proposent une investigation relativeedaines des questions identifiées au
chapitre 2 quant aux points non résolus actuellémpanla littérature « multifractale » de la
pluie. En particulier, les deux jeux de donnéed sosceptibles de fournir des informations
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sur la variabilité des précipitations a petite dehésub-mésoéchelle voire a des échelles
encore inférieures). En effet, les cartes radatiéés couvrent une gamme d’échelle allant de
100 km a 400 m. De méme, la série chronologiqudi€tudans I'article a une résolution
inégalée (15 s) dans la littérature « multifractal®ans les deux premiers articles mentionnés
ci-dessus, nous consacrons une part importanteadailta montrer que la prise en compte ou
le rejet des périodes non pluvieuses est susceptiaffecter tres fortement les résultats
produits par les procédures d’'analyse multifracthleus étudions quantitativement cette
sensibilité au moyen de simulations et de calcéoriques, et proposons des parametres
multifractals « corrigés » par rapport a ceux détérature.

Nous avons signalé au chapitre 2 que le lien daesrenodéles multifractals et la physique de
la pluie restait a clarifier. Nous avons étudiéeejuestion dans l'article (de Montera et al.,
2010), notamment en évoquant les analogies ergredmportements observeés aux échelles
étudiées et la théorie statistique des scalairssifsaadvectés par un champ turbulent. Nous
proposons un modéle phénoménologique potentiellermgplicable a d’autres champs. J'ai
d’ailleurs eu l'occasion de participer a une vdiola d'un modeéle assez similaire sur des
observations de chlorophylle représentatives deal@abilité du phytoplancton marin. Ce
travail fait 'objet d'un autre article (de Montes al., 2011), non développé dans la suite

mais joint en annexe.

Avant de présenter les données (paragraphe 518% eésultats (paragraphes 5.4-5.5), il est
tout d’abord nécessaire de faire une revue desngdres universels estimés pour la pluie par
la littérature existante, cette revue appelantipli's commentaires pouvant nous guider dans

notre étude.

5.2 Parameétres universels pour la pluie dans la lit  térature : état de

I'art

Depuis presque une vingtaine d’années, un certaimbre d’études ont mis en évidence des
propriétés multifractales universelles pour la @ldans les domaines spatial et temporel. Ces

propriétés sont résumeées dans les Tableaux 5.2 ei-8essous.
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Référence dBesqut|o_n Echelles « scalantes » a C H B
observation

Tessier et al., 1993 1 jour 64 jours - 1 jour 0,5p 0,6 - -
Ladoy et al., 1993 1 jour 64 jours - 1 jour 0,4% 60, 0.03* 0.37
Olsson, 1995 8 min 3jours - 8 min 0,63 0,44 0.10% 0.66
Tessier et al., 1996 1 jour 15 jours - 1 jour 0,7 0,4 -0,1 0.4
, . 128 jours - 8 jours 0,66 0,30 -0.23r 0.17
de |_|malgggrasman, 1 Jour 8 jours - 1 jour 048 | 051| -0.11{ 0417

15 min 10,7 jours - 15 min 0,49 0,51 -0.02 -
Pathirana et al., 2003 1h ljour-1h 1,35 0,34 .050| 1.02

. >1h 0,24 0,63 0 -

de Montera etal., 2009 ~1 min Th-1min(ullran) | 1,69 | 043| 053] -
, 1h(proj. > 3 mois - - -0.42 | 0.08
Lovejoy etal, 20111 5 5oy o) (2-10) jours— 1 h : 037| 017] 0.76

Tableau 5.1 - Paramétres multifractals universeineés sur des séries temporelles

pluviométriques

* Note : dans ces publications, les auteurs n’ca pstimé explicitement H (par exemple au
moyen d’une fonction de structure), mais cetteregtion peut se déduire a partir de la pente
spectrales qu'ils fournissent et des paramétres multifract@s rappelle en effet que
BL=1-K(2)+2H.
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ez . Echelles
Référence Données scalantes a C: H
Tessier et al., Réflectivité
1993 radar 19km-75m 1.4 0.12 0.32
. Accumulations
Tessier etal., journaliéres 150 km - 1.35 0.16 0.2
1993 RN global
(pluviomeétres)
Olsson & Accumulations
Niemczynowicz, ) s 5-50 km 1.1-1.6 <0.1 ~0
1996 journaliéres
Taux
Macor, 2007 précipitants 1-256 km 0.84 0.44 0.63
(radar)
. Réflectivités
Lovezj%g tal, radar spatial 2k())bI;rln i 1.5 0.63 0
TRMM 9

Tableau 5.2. Parametres multifractals pour la vailaé spatiale des précipitations

Nous reviendrons en détail ultérieurement sur &sultats de ces tableaux, dans le cadre
d’'une comparaison avec les parameétres estiméstaé @gas données considérées dans la
présente étude. Nous pouvons néanmoins noter piasiaracteristiques des résultats de la
littérature :

e dans le domaine temporel, la plupart des auteuns &mpeu prés d’accord sur les
parameétres multifractals.~ 0.5, G ~ 0.5, H ~ 0) bien qu’une incertitude subsiste sur
les limites de validité du régime multifractal. [3ag peu pres tous les cas, le processus

précipitant parait étre conservatif en raison notamt d’'une pente spectrale faible.

* la quasi-totalité des études ne peuvent fournimfdfimation sur la variabilité interne

aux événements de pluie du fait d’'une résolutiabsérvation trop limitée

e |'étude de de Montera et al. (2009) est en faipfiacipale exception : elle indique
l'existence d'un régime multifractal aux fines élbbe (sub-horaires) avec des
parametres différents. Cette étude a été menédiadgemmesures d’un disdromeétre du
laboratoire, le DBS, qui fournit des mesures a lraéste résolution temporelle (15 s).

garsieurs

Ces mesures ont été obtenues entre 2000 et 2006 lieux
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d’expérimentation représentatifs de climats tengétéropicaux.. Nous y reviendrons
dans le paragraphe suivant car des données pleatescobtenues avec le méme
instrument servent de base a la présente étudain@pal apport de la nouvelle série
par rapport a celles de cet article antérieur &stouverture temporelle de la série :
nous analyserons deux années de données quasHiompues, tandis que de
Montera et al. ont travaillé sur des séries begugbus courtes (couvrant une période

de deux mois chacune).

* dans le domaine spatial, les résultats semblergraipre vue cohérents entre eux pour
'estimation dea et dans une moindre mesure pour celle de N@anmoins, ces
parametres sont tres différents de ceux obtenus l@acas temporel, sans qu’aucune

explication satisfaisante n’ait été proposée aue j

5.3 Données

Les codes d’analyse multifractale décrits danshipitre 4 ont été appliqués a des données
représentatives de la variabilité des précipitatidres données considérées ont été obtenues
avec des instruments de mesure développés au LATMOEETP), et permettent d’étudier

les propriétés de la pluie dans les domaines $gatiamporel.

Le premier jeu de données est un ensemble de aieteéflectivité déduites des mesures
faites a Djougou (Bénin) par un radar du CETP, @NSARD (Fig. 5.1), a I'occasion de la
campagne d’Analyse Multidisciplinaire de la Mousgdricaine (AMMA) en 2006 (voir, par
exemple, Scialom et al., 2009). Ce radar météoiglagtravaille en bande C et présente entre
autres caracteristiques une puissance créte reget(250 kW) et une résolution assez fine et
un seuil de détection relativement bas pour unrrddaviron 12 dBZ a 12 km). Les
caractéristiques du radar sont rappelées danbleatal de I'article (Verrier et al., 2010) joint
en annexe. Les données de réflectivité m'ont étiyedomment fournies par N. Viltard du
LATMOS. Ces données ont déja fait I'objet de prié&traents, notamment une correction des
valeurs aberrantes et des échos fixes, ainsi quliattinuation. Les cartes du jeu de données
sont des grilles 256 x 256 en coordonnées cart@ssedéduites des mesures en coordonnées

sphériques par un algorithme d’analyse objectiv&mur la méthode de Cressman (1959).
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Les pixels des grilles sont des carrés de c6tém0Qe radar a été placé dans une région
concernée par le passage de violents orages desamodarant I'été. La plupart de ces orages
et les cellules de convection associée se déplaeabituellement dans une direction
dominante fixe. Durant la période d’étude qui Siétede juin a septembre 2006, il a été
possible d’observer plusieurs événements oragewétail, comme le montre la figure 5.2.
Dans notre étude, nous ne retenons pas les pasatplus lointains du radar qui sont
susceptibles de présenter des erreurs. D’autrelparbuverture des zones les plus lointaines
du radar est inégale comme le montre la présenaadiales sur la carte. Par conséquent,

nous restreignons la zone d’étude a un carré tie i x 64 pixels centré sur le radar.

Figure 5.1 Le radar RONSARD
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Figure 5.2 Exemple carte radar de réflectivité @BZ) fournie par le RONSARD (carré de

102.4 km de coté, largeur d’un pixel : 400 m)

Il est important de souligner que la mesure efi&etpar le radar varie de facon non linéaire
en fonction de l'intensité des précipitations. k#son en est que la réflectivité peut étre vue
comme la densité du carré des volumes des gouttescpie I'intensité des précipitations est
un moment du volume d’ordre 7/6 seulement. Mathi&maiment, la réflectivité sur un

volume est définie par :
Z0 j N(D)D°dD (Eq. 5.1)

ou N(D)dD est le nombre de gouttes dont le diamétre esfpdsnentreD et D+dD (par

unité de volume).
Au contraire, le taux précipitant (ou intensité) &@gal a la hauteur d’eau accumulée par unité

de temps en un point au sol. Il s’agit donc dedasité du produit du volume des gouttes par

leur vitesse verticalg(D):
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RO jN(D)V(D)DSdD. (Eq. 5.2)

On doit noter qu'a cause du ternND), la réflectivité et le taux précipitant sont des
grandeurs physigues intensives, au contraire dasradations de pluie qui sont extensives.
Autrement dit, réflectivité et intensités sont mogées, et non sommees, lorsque I'on passe a

un volume plus grand.

La relation entreR et Z n'est donc pas évidente a priori et nécessitecpaséquent des
hypothéses sur les distributions de tailles detgeutt sur leurs vitesses verticales. Pour ces

dernieres, on peut considérer la loi d’Atlas (Atketsal., 1973) selon laquelle la vitesse

verticale d’une goutte est proportionnell®d°’ .

Pour le termeN(D), plusieurs formes existent dans la littérature.plus courante (et la plus
simple) est la loi de Marshall-Palmer (Marshall &lifaer, 1948), qui consiste en une
exponentielle décroissante :

N(D) = N, exp- AD) (Eq. 5.3)

ou N, etA sont des paramétres.

Sous ces hypothéses, on peut considérer qu’ileexiseé relation en loi puissance eriRet
Z:

Z=aR (Eq. 5.4)
ou les constantea et b valent respectivement 1.8 et 200. De fagon pluségde, la
distribution deN(D) est susceptible de dépendre du type de pluiecf(sties convectives ou

stratiformes), voire méme de I'événement, ce quange les valeurs des coefficients.

Ci-dessusZ s’exprime en mfhm? etR en mm.H.
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Apres discussion avec des membres de I'équipe RONBAes valeurs usuelles= 200 et
b= 1.6 ont été retenues. Il convient de noter ge’'welation en loi puissance telle que
ci-dessus conserve l'existence de cascades maltfes mais ne conserve pas la fonction
d’échelle des moments puisque la loi puissanceitimtiuchangement multiplicatd — bq sur
les ordres de moments. Par conséquenR sist le produit d’une cascade multifractale
universelle,Z I'est aussi et les deux grandeurs ont le mémeénde multifractalitér. En

revanche, ils n’ont pas le mér@e (Lovejoy et al., 2008):

C, =b“Cy, . (Eq. 5.5)

Dans la section suivante, nous présenterons leftatssde I'analyse multifractale des cartes
de taux précipitant obtenues en convertissantdagéks d& cartésiennes 256 x 256 Brau

moyen de la relation ci-dessus.

Le radar RONSARD nous fournit des informations dar variabilité spatiale des

précipitations. Nous ne l'utilisons pas pour cagdser la variabilité temporelle car les
données disponibles ne concernaient que les périoglain événement de pluie significatif
avait été détecté dans la zone couverte par le.raearitére de significativité retenu étant un
seuil assez haut, les données disponibles coulagériode d’étude, c’est-a-dire I'été 2006,

de facon trop intermittente pour permettre une étilella variabilité temporelle.

Les propriétés de la pluie dans le domaine temmorepar conséquent été étudiées au moyen
d’'un autre instrument du LATMOS, plus adapté a ecdin. Cet instrument est un
spectropluviometre bi-faisceaux (Figs. 5.3 et 5d€xrit en détail par Delahaye et al. (2006).
Dans la suite, nous utiliserons pour le désignecrényme anglais DBS, pour Dual Beam
Spectropluviometer. Cet instrument a fonctionnéreen008 et 2010 sur le Site
d’'Instrumentation et de Recherche sur la Télédéreatmosphérique (SIRTA) situé sur le

campus de I'Ecole Polytechnique a Palaiseau.

99



Figure 5.3 L’instrument DBS (spectropluviométrddisceaux)

Le principe de mesure, dérivé d’'un instrument aetér(Optical spectropluviometer - OSP,

cf. Hauser et al., 1984) est le suivant : une phiotle émet un faisceau infrarouge qui est
transformé en un faisceau parallélépipédique &mi2 mm sur la verticale au moyen d’une
optique appropriée (voir Figure 5.4). Ce faisceapmpage dans la direction horizontale en
fonction d’'un capteur et couvre une large sectionzontale. Lorsque une goutte traverse le
faisceau, le signal recu par le capteur est plilslefaet la variation de signal dépend

directement du diametre de la goutte. Le DBS ptésknparticularité remarquable d’avoir

non pas un mais deux faisceaux paralleles, espc@& mm. Cette solution présente deux
avantages : tout d’abord il est plus simple de irédle taux de fausses détections en
s’assurant que la goutte intersecte les deux faisckun apres I'autre (et dans le bon ordre !),
et surtout en mesurant le temps écoulé entre lag détections il est possible d’estimer
directement la vitesse verticale de la goutte. rifidoit étre mentionné que les faisceaux du
DBS couvrent chacun une surface horizontale dediéorde 100 cm?, soit le double des

surfaces couvertes par les instruments similaxesasnts.

100



o Fresnel's
Rain;drop biprism
¢ l Receiver

Light source } photodiodes
Upper beam

I
Dual slot \\/waer;beam

Upper beam signal e N

Lower beam signal u —u

Figure 5.4 Schéma de fonctionnement du DBS

L’instrument DBS enregistre le temps d’arrivée desittes ainsi que leur diametre et leur
vitesse verticale. Ces informations permettent tittess le taux précipitant par un calcul
similaire a la formule (Eg. 5.2). Néanmoins, I'mshent ne peut fournir des taux précipitants
fiables si la fenétre de moyennage temporel egt téaluite. Ainsi, I'analyse spectrale de
séries DBS a 1 s met en évidence I'existence dplatissement du spectre aux tres fines
résolutions (< 10 s), ce qui signifie qu'a ces hétsons le bruit devient dominant. Cet
aplatissement est en net contraste avec le compente« scalant » observé aux échelles
immédiatement supérieures. On pourra par exempisiadérer les spectres, estimés sur des

données de résolution 1s, fournis dans I'étude det&ta et al. (2009).

La série considérée dans notre étude est une isdmierrompue de deux ans de taux
précipitant s’étendant de Juillet 2008 a JuilletCEn prenant une période de deux ans, nous
Nnous assurons que nos résultats statistiqgues ddhsene sont pas biaisés par I'occurrence
plus fréquente d’'une saison donnée. Les donnéesmiuit été fournies incluaient une
correction des épisodes neigeux qui sont aisémistinglables par le DBS puisque les
flocons ont un diametre large et une vitesse leDtdre des corrections manuelles pour les
valeurs aberrantes et la saturation suivie du g@cbrupt de linstrument dans quelques
situations de pluie intense, j'ai appliqué un seuih série pour éviter de prendre en compte

les erreurs (plus importantes) sur les intensiédisids. La valeur du seuil a été fixée a 0.1
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mm.h* & une résolution de 15 s. La résolution a étésth@n s'assurant que le spectre ne
présente pas de plateau de bruit aux plus hawehiti®ns temporelles. Cette résolution est
plus fine que celle de la quasi-totalité des plmétres ou spectropluviomeétres existants. De
plus, les outils d’analyse multifractale n’ont jamaté appliqués jusqu’a ces résolutions (en
revanche, Fabry (1996) a appliqué des outils dimealmonofractale a des données de
résolution encore plus fine). La seule exceptidn’étide de de Montera et al. (2009) qui a
analysé des séries plus courtes mesurées par lgDB§ues années antérieurement.

Il est nécessaire de noter que les deux jeux deédsnconsidérés contiennent des zéros. Les
cartes radar étant enregistrées en fonction détéction d’orages, les zéros sont soit situés en
dehors de ces événements soit dus au seuil deendégtanmoins, le radar RONSARD émet
une puissance importante et a un seuil modéré au ge vue de la télédetection radar. I
permet d’enregistrer de larges zones de pluiedessévénements les plus forts. D’autre part,
l'instrument DBS a fonctionné de fagon ininterrorappendant deux ans et observe en fait
bien davantage de périodes séches que de situgtiorisuses. Plus de 95% des points de la
série (seuillée) sont en fait des zéros (cf. tab2ale I'article (Verrier et al., 2011)), ce qui
laisse concevoir 'importance d’'une prise en contmeureuse de I'effet de ces derniers sur
les résultats d’'analyse statistique. Dans la sedigvante, I'étude comparée des propriétés
multi-échelle des données avec et sans zéros mbtésigée a partir des résultats développés

plus en détails dans les articles (Verrier et2411,0, 2011).

5.4 Analyse multifractale des données de précipitat  ions

5.4.1 Les regimes d’invariance d’échelle

La premiére étape de l'analyse consiste a identiée différentes gammes d’invariance
d’échelle des processus de pluie. En raison demoregpd’échelle couverts par les données, il
est bien évident que ce sont les données DBS, lesguelles le rapport d’échelle est
supérieur & 19 qui vont fournir le plus d’informations. La Figub.5 représente le spectre de
puissance de la série DBS, en coordonnées logagties. Pour plus de clarté, le spectre a été
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moyenné sur des intervalles de fréquences de m@&mgeeur en échelle logarithmique. Nous
pouvons observer que le spectre est plat aux gsaéckeelles, supérieures a 1 semaine. Au
contraire, on observe un régime de scaling auxgsefichelles (de 30 minutes a 15 secondes)
pour lesquels le spectre suit une loi puissamfes) 0 w”, avec B =155+ 003 Aux
échelles intermédiaires, deux régimes peuventidemtifiés, s’étendant respectivement de 3
jours a 3 heures, et de 3 heures a 30 minutes. peeses spectrales associées sont
respectivemengs = 041+ 00@t =109+ 007.
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Fig. 5.5 Spectre de puissance de la série DBS endoanées logarithmiques. Les parties

linéaires correspondent a des régimes de scaling.
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Fig. 5.6 Spectre classique des précipitations ématl tempéré selon la littérature existante.

Figure reprise de (Fraedrich & Larnder, 1993)
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Comme nous allons maintenant le détailler, cesltatsusont cohérents avec ceux de la
littérature dans des gammes d’échelles compardffeseralement, > 1h). Le spectre de la
Fig. 5.5 semble cohérent avec les régimes de gcatprésentés sur la Fig. 5.6, qui ont été
mis en évidence par I'étude de Fraedrich & Larn(d®@3), et confirmés par d’autres études
(Fabry, 1996 ; Molini et al., 2009).

Comparons ces résultats a I'état de l'art existantcommencant par les grandes échelles.
L’existence d'un « plateau » spectral a des échallgérieures a une ou plusieurs semaines
correspond a un résultat bien connu de la littéeatdémontré notamment par Fraedrich &
Larnder (1993) et Fabry (1996). Ceci peut s'intér@r par la nécessité d’'une rupture des
propriétés de scaling des cascades turbulentergiénsous-jacentes au-dela de I'échelle
temporelle, notée icTsynop @ssociée aux structures d’extension synoptigaevaleur exacte
de cette échelle est comprise entre une semaineetmois. Sur une base empirique,
Fraedrich & Larnder (1993) ont proposé une valByo, = 1 mois, tandis que Tessier et al.
(1996) ont estimé une valeur de 16 jours. Enfirnydjoy & Schertzer (2010) ont montré par
un calcul théorique que l'ordre de grandeur desa&thelle synoptique devait étre de 10 jours.
Ces auteurs ont cependant estimé, sur la base mieée® pluviométriques, une valeur
empirique supérieure (42 jours). Vers les grandeseltes, le « plateau spectral » est
susceptible de s’étendre jusqu'a des échelles dsigplrs années au-dela desquelles les
facteurs climatiques peuvent faire apparaitre @nré « scalant ». Ce dernier régime n’est
pas visible sur la Figure 5.5 car les données d8 D& couvrent pas une extension temporelle
suffisante. Ceci est confirmé par les résultatéFdaedrich & Larnder, 1993) qui ont montré,
en utilisant des séries centenaires d’accumulatjonmaliéres, que le plateau spectral se

terminait a des échelles de 'ordre de 3 années.

L’existence d’'un régime de scaling a des écheltesprises entre quelques jours et quelques
heures, associé a une pente specfralemprise entre 0.5 et 1 a été prouvée par (Fictedri
Larnder, 1993) et interprétée par ces derniers aghansignature des fronts météorologiques
en climat tempéré européen. Un tel régime a étéreégar d’autres auteurs, en particulier
Olsson (1995) et Molini et al. (2009) qui ont étudplusieurs séries pluviométriques
collectées respectivement en Suede et en Italiel Que soient le nombre et la position
exacte des transitions, il apparait dans tousdegja’a des échelles de plus de 2-3 heures, la
pente spectrale soit toujours inférieure a 1. Commentionné dans le Tableau 5.1, la

littérature conclut a des valeutd < @ des échelles plus grandes supérieures a une a 2
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heures. Ce résultat est cohérent avec les pergesgaps de la Figure 5.5 (en effet, une pente

spectralg < 1 n’est possible que pour des multifractals imbégrés fractionnairement).

Le régime de petite échelle (< 30 min) est en revelme un résultat original par rapport a

la plupart de ceux déja publiés(résumés dans le Tableau 5.1). Il est caractéaséup
exposant spectrgh nettement supérieur & 1 et par conséquedicateur d’'un régime

« fractionnairement intégré » a petite échellece qui n'a évidemment pas été observé dans
la littérature basse résolution existante. En relvance comportement non conservatif a bien
été observeé, avec le méme instrument, par de Moeteal. (2009) aux échelles sub-horaires.
La fonction de structure d’ordre 1 de la série DBS figure 4 de I'article (Verrier et al.,
2011) joint en annexe) est en accord avec lestedsudle de Montera et al. puisqu’elle fait

apparaitre une penke= 0.38 a tres petite échelle.

Dans le domaine spatial également, les spectfes&ions de structures ont également été
calculés pour les cartes du RONSARD (Fig. 5.7)ndsnettent pas en évidence de cassure
nette dans la gamme d’échelles considérée, qdiegstute facon réduite (rapport d’échelle de

64). On trouve un comportement non conservatif aveexposant spectrpl= 1.47.

Field power spectrum
26 T T T T

l0g, (E(k)

'1 8 1 1 1 1

log,,(k)

Figure 5.7 Spectre de puissance des 1372 cartemaures (25 km x 25 km, résolution :
400 m) effectuées par le RONSARD

106



Il est assez logique de trouver un comportementcooservatif a ces échelles spatiales (entre
25 km et 400 m) qui correspondent plus ou moins @chelles temporelles sub-horaires
considérées plus haut. Pour avoir un ordre de grandn peut considérer que I'hypothéese de
Taylor (1938) s’applique et considérer une vitedselvection de 20 km/h. L'échelle de 25
km correspond alors a une heure et quart, soitguiesla valeur de 30 min observée dans le
cas de la série DBS. Néanmoins, on ne s’atten@ jpasivoir faire de conversion simple entre
échelles spatiales et temporelles de facon a potaiceé une comparaison directe car les jeux
de données spatial et temporel ne sont pas caeésdlils correspondent méme a des climats

différents !).

5.4.2 Sélection de sous-ensembles excluant les zéro s de la pluie

Pour mettre en évidence les effets des zéros suétriltats de I'analyse multifractale, jai
appligué les codes d’analyse non seulement syelesde données définis au paragraphe 5.3,
mais aussi a des sous-ensembles de ceux-ci. Laseagambles sont choisis de facon a
éliminer le plus possible de zéros tout en gardermlus large rapport d’échelle possible.
Dans le cas des cartes RONSARD, il n'y a aucurficdifé car un grand nombre de cartes
étaient déja centrées sur les orages tropicauxcétaequent, il a suffi de retenir les 100
cartes présentant le plus important pourcentagealdeirs au-dessus du seuil de mesure pour
obtenir un ensemble de cartes présentant 97% dargahon nulles. Dans le cas temporel, un
algorithme de sélection a en revanche du étre id€fet algorithme parcourt séquentiellement
la série compléte DBS et détermine des événemenislude mutuellement exclusifs. Ces
événements doivent avoir pour durée minimileici fixée a un quart d’heure et contenir au
moins 97.5% de taux précipitants non nuls (ensigiterieurs au seuil de mesure qui est de 0.1
mm/h). L’algorithme considére un instant de dépast la portion de série commencarttet

de duré€l, ne contient pas le pourcentage requis de valemrslles on incrémentesinon

on étend la portion considérée a une durée pluguren prenant les valeurs suivantes tant
gue la condition sur la proportion de zéros esifigér Lorsqu’elle ne I'est plus, on passe a

unt ultérieur apres avoir enregistré I'événement déeghentifié dans un fichier (Fig. 5.8).
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DBS rain event, Palaiseau
50 . . . .

45

40
35

30 .

25
20

Fain rate (mm/h)

15
10 1

DD 10 20 30 40 a0

Time (min)

Figure 5.8 Exemple d’événement de pluie observéeplBS

Pour faciliter I'analyse multifractale de ces samsembles, il est nécessaire d’avoir des
échantillons de la méme taille, ce qui n’est pasakepour les événements de pluie extraits des
données du spectropluviométre par la procédureessus. Une sélection manuelle
d’évenements ou de portions d’évenements parmi abentifiés précedemment a donc été
effectuée de sorte a retenir quelques dizainesed&wents de durée constante. Cette durée
est fixée a priori et doit vérifier les conditioagivantes pour faciliter 'analyse multifractale

et l'interprétation des résultats :

- le nombre de points des sous-séries doit étpuEsance de 2
- la durée des séries doit étre cohérente par raax gammes d’échelles identifiées

précédemment par analyse spectrale.

Nous avons ainsi retenu 52 événements de pluidyde 32 minutes (so’ x 15 s).
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5.4.3 Que vaut I'exposant H dans les zones de pluie ?

L’exposantH, s'il est non nul, rend compte d'une loi d’échellar les incréments du
processus précipitant. Cette loi aurait alors uoetute en partie semblable a celles de
Kolmogorov ou Corrsin-Obukhov et ferait intervenin ou plusieurs flux multifractals sous-
jacents. Les lois classiques de type KOC suppasemispace (isotrope et) homogéne ce qui
n'‘est pas le cas pour la pluie qui semble distébgéir un support fractal (Hubert et
Carbonnel, 1993, Lavergnat & Golé, 1998) (cf. égalet le paragraphe 6.1 et les références
incluses). L'estimation dil a I'intérieur des zones et événements de pluietifiies ci-dessus
doit donc fournir une estimation plus correcte @inpde vue de la physique. Le tracé des
fonctions de structures des événements DBS et RGIEgelectionnés est donné ci-dessous
(Figs. 5.9- 5.12).
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First arder structure function of the field
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Figure 5.9 Fonction de structure d’ordre 1 des 13F&tes RONSARD. La ligne rouge
correspond a H = 0.2.
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Figure 5.10 Fonction de structure d’ordre 1 des Habtes RONSARD sélectionnées (97% de
pluie). La ligne rouge correspond a H = 0.4
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First order structure function
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Figure 5.11 Fonction de structure d’ordre 1 de &is DBS compléte
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Figure 5.12 Fonction de structure des événementspldee extraits de la série DBS

(événements de 30 min environ, 97.5% de pluie)

111



Les résultats sont résumés dans le tableau (Talejusuivant, qui rappelle aussi les

résultats obtenus a partir du jeu de données cormpe les zéros :

Données % z€ros H estimé
Série DBS (échelles > 6h) 0% <0
Série DBS (échelles < 8 min) B.I%alss 0.38
Evénements DBS (échelles < 16 minutes) 2.5% 0.44
Cartes RONSARD (échelles < 25 km) 60% 0.2
Cartes RONSARD sélectionnées (échelles < 25 km) %2.5 0.4

Tableau 5.3 Parametres H estimés par le calculfdestions de structure d’ordre 1 pour

divers jeux de données

On observe que I'estimation d sur des échantillons ne contenant pas de zérasedame
valeur plus élevée, proche de 0.4 aussi bien damomaine spatial que dans le domaine
temporel. Il apparait que la valeur trouvée eniapastt assez proche de la valeur attendue,
soit 1/3, dans le cadre de la théorie classique KOflux homogénes, c'est-a-dire sans
prendre en compte d’éventuelles corrections d’'mikence multifractale. Nous reviendrons
sur I'interprétation physique du paraméttérouvé dans les zones de pluie au paragraphe 5.5,
ou nous montrerons que les valeurs trouvées sdrrentes avec un modele théorique basé

sur des équations semblables a celles de Corraiki@b avec deux flux multifractals.

L’influence des zéros sur les résultats de 'esfiomades fonctions de structure d’ordre 1 est
évidente au vu du Tableau 5.3. Plus il y a de zdnlas leH estimé est faible, é1 peut méme
paraitre égal (voire inférieur) a zéro aux grantidwelles. Cette dépendance a notamment été
vérifiée par simulation dans mon article (Verrieéragé, 2010) (voir aussi le chapitre &)a
conclusion de la littérature selon laquelle les prassus de pluie seraient caractérisés par

H = 0 (ou faiblement négatif) dans le domaine tempel apparait alors sujette a caution.

Il semble s’agir d’'un simple artefact d0 a la pesecompte des périodes sans pluie dans les
statistiques. Au contrairég variabilité de la pluie a I'intérieur de son sugport semble bien
suivre une loi localement non conservative, avet ~0.4, donc assez analogue aux lois de
Kolmogorov et Corrsin-Obukhov. Si les zéros de la pluie peuvent ainsi conduirdes
erreurs sur I'estimation d’'une statistique d’ordrenous pouvons penser que les statistiques
des autres ordres seront aussi affectées. La dépemndes parametreset C; aux zéros de la

pluie fait I'objet des paragraphes suivants.
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5.4.4 Résultats de I'analyse multifractale avec et  sans zéros (cas spatial)

Sachant que le champ de pluie mesuré par le RONS#gRDon conservatif, nous appliguons
les outils d’analyse multifractale non au champnhdme mais a une « dérivée » du champ.
Comme explicité au chapitre 4, il suffit d’estimmermériquement le laplacien absolu (au sens
des différences finies) du champ a la résolutioplls fine pour obtenir une quant@éque
'on peut supposer conservative et moyenner denfagjassique dans la procédure de
dégradation de la résolution. Les détails de I\m®mimultifractale des deux jeux de données
RONSARD (1300 et 100 cartes) sont décrits dansdlarjoint (Verrier et al., 2010). Dans les
deux cas on observe un comportement multifractal dements qui suivent bien une loi
d’échelle entre les ordres 0 et 2 (Figs. 5.13-5.14)

g Flux maments

log, (M_{A))

Figure 5.13 Moments empiriques des 1372 cartes REMNGSordres 0 < q < 2)
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Figure 5.14 Moments empiriques des 100 cartes R@®USgelectionnées (97% de pluie)
ordres0<q<2

Dans les deux cas, des propriétés multifractades abservées pour les échelles comprises

entre 25.6 km et 800 m et la fonction d’échelle nmhesnents peut étre décrite sous la forme

universelle. L’ajustement a la fornte(q) = %(q” - q) est fait en considérant les dérivées
a —

en 1, soitK’'(1)=C; et K”’(1)= a.C;. En revanche, les parameétres estimés ne sontepas |
mémes dans les deux cas. Ce résultat apparaited@ableau 5.4 ci-dessous :

Données % zéros o C Echelles
1372 cartes RONSARD 60% 1.2 0.51 25.6 km — 800 m
100 cartes RONSARD 2.5% 1.8 0.12 25.6 km —800 m

Tableau 5.4 Résultats de I'analyse multifractale peix de données RONSARD

Les paramétres et C; estimés sont donc eux aussi tres dépendantsptepartion de zéros
dans les donnéesC; parait augmenter en présence de davantage de @@ciss’explique

aisémentC; étant un parametre d'inhomogénéité qui, lorsgest plus élevé, concentre la

114



variabilité contribuant a la moyenne et aux momeditsrdre supérieur dans quelques
« montagnes » séparées par de vastes « plairevalalirs faibles. Inversementne peut
gue diminuer puisque de larges zones de valeurpPraahent le champ du cas limite

(monofractal) dg-modele décrit au chapitre 2.

Il est intéressant de noter que les paramétresésosont plus ou moins comparables a ceux
estimés par Tessier et al. (1993) qui avait étddie carteprésélectionnéeprovenant des
mesures du radar de I'université de McGill. La pléstion effectuée par Tessier et al. a sans
doute contribué a exclure un grand nombre de zé&dfnissant un jeu de données situé
vraisemblablement dans une situation assez vaiirdeuxieme cas présenté dans le Tableau
5.4.

5.4.5 Résultats de I'analyse multifractale avec et  sans zéros (cas

temporel)

Ce paragraphe développe les résultats de I'anatysifractale de la série DBS ainsi que des
52 événements de pluie extraits de la série. Nowmsa vu précédemment que le
comportement aux petites échelles était non coasgril est donc nécessaire d’estimer le
flux conservatif sous-jacedt a partir d’'une dérivation des données. Comme desiées sont
distribuées dans un espace de dimension (topolepiga, il suffit de prendre non le
laplacien, mais le gradient absolu a la résolutgoplus élevée (Lavallée et al., 1993 ; Tessier
et al., 1993). Les moments sont calculés a divaetees compris entre 0 et 3 pour toutes les
échelles produits d’'une puissance de 2 et de llkcH®bservation. Les moments du gradient
absolu de la série compléte sont présentés suglaes.15, en coordonnées logarithmiques.
Deux régimes d’invariance d’échelle multifractas&parés par une cassure marquée, sont
clairement visibles. Le régime de grande écheli#esd de trois jours a trente minutes
environ et les parametres universels sonat0.31 et @ = 0.59. Ces paramétres sont voisins de
ceux généralement trouves dans la littérature amtista ces échelles ¢ 0.4 - 0.6 et €~ 0.4

- 0.6, cf. Tableau 5.1). Un régime de petite éehalpparait pour les résolutions comprises
entre 16 minutes et la résolution de la série. Danségime, les exposankgq) estimés

semblent plus difficiles a ajuster au moyen de demk universelle & deux parametres,

néanmoins les parametres optimaux prés de la meygm 1) sonta = 11letC, = 017.
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Flux moments

log (M (%))

Figure 5.15 Moments statistiques d’ordres 0 a 3adgerie DBS compléete obtenus pour

diverses résolutions. Les parties linéaires corogfent aux régimes multifractals.

La Figure 5.16 présente les moments (moyennésaoss les événements) des gradients

absolus des événements (on rappelle que pour ¢dedpourcentage moyen d’occurrence de
pluie est de 97.5%). Les ordres considérés solumicompris entre 0 et 3 et les échelles
vont de 15 s a 32 min. A tous les ordres, les masnegrifient la loi puissance avec une trés

bonne précision et les exposamig)) peuvent étre représentés par une forme universell

K(q) =aL_11(q” —q), oua = 184etC, = 010 (cf. Figure 5.17).
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Figure 5.16 Moments empiriques des 52 événememiideDBS pour les ordres 0 a 3, a

diverses résolution. Un seul régime d’invariancédttielle multifractale est observé.
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Figure 5.17 Fonction d’échelle des moments pour é&®nements DBS. La courbe

expérimentale est en rouge et I'ajustement en bleu.
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Ces valeurs sont tres €éloignées de celles estida®sla quasi-totalité des travaux antérieurs,
qui n'ont pas tenu compte des zéros de la pluiesemsibilité des résultats de I'analyse
multifractale aux zéros est donc trés importantesda cas temporel également, comme le

prouve le Tableau 5.5 qui résume les résultatadalyses multifractales des données DBS.

Données % z€éros Echelles a C
Série compléte o A 3 jours — 32 min 0.31 0.59
Série compléte 95.9% a 15s 16mn—15s 1.10 0.17
Evenements de plui¢ 2.5% 32min—-15¢g 1.84 0.1G
Serie complete' . Corrlqes Par-| 1 semaine — 32 mi 1.22 0.16
(analyse pondéree) pondération

Tableau 5.5 Parameétres estimés par analyse madtéite des séries DBS

Les parametres obtenus par analyse d’évenemerghiigedoivent étre comparés avec ceux
obtenus par de Montera et al. (2009) qui a andlgsde événements de pluie a des échelles
sub-horaires, mesurés antérieurement par le méstranment. Les paramétreset C1 estimés
par de Montera et al. semblaient peu dépendantkedu pour des valeurs de l'ordre de

a =17 et C, = 013qui sont assez cohérentes avec celles obtenueslalgnésente étude.

Nous sommes donc en mesure de confirmer les résaltéenus par de Montera et al. quant &
l'existence d’'un régime multifractal spécifique 'atErieur des événements de pluie sub-
horaires, ce qui avait échappé aux autres étudstametes a ce jour. L’étude des propriétés
statistigues conditionnées par l'appartenance aapat de pluie permet d'estimer des
parameéetres multifractals représentatifs de la bdii@ propre de la pluie et non de son
processus d’occurrence. En ce sens, les estimdtdnes en excluant les zéros peuvent étre
vues comme des parametres corrigés. Nous y rewesddans le chapitre 6 ou nous
montrerons théoriquement et par simulation comriajout des zéros, et plus précisément la
construction d’'un support fractal peut biaiser 1ésultats d’analyse multifractale de fagon

guantitativement similaire aux résultats préseanié@®ssus.

5.4.6 Correction empirique de I'effet des zéros par  analyse pondéerée

Il subsiste néanmoins une difficulté que nous alloraintenant aborder. En effet, I'étude de

sections exclusivement pluvieuses est limitée pagasnme d’échelle qui est intrinsequement
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réduite par l'extension maximale des structures éprélogiques précipitantes. Aux
résolutions trés grossiéres, le processus de phnéendra nécessairement des zéros et les
propriétés multifractales intrinseques de la valitgbrisquent de rester masquées. On peut
supposer (et nous le vérifierons au chapitre 6 q@&s échelles le support de la pluie est
fractal, par conséquent les cascades multiplicatbais-jacentes a la pluie se développeront
dans un espace de dimension non entiére et leofwigieés ne seront pas correctement
reconstruites par une analyse multifractale classigui présuppose un espace de dimension
entiére). Pour avoir une caractérisation plus cberedes propriétés multifractales de la
variabilité de la pluie aux échelles plus grandeg @0 minutes, nous pouvons choisir
d’appliquer un algorithme modifié d’analyse mubiftale en suivant un schéma initialement
proposé par Gires et al. (2009). L’algorithme eststruit de facon a surpondérer les valeurs

non nulles de la pluie. Deux modifications prindégsainterviennent dans cet algorithme :

(a) le processus de reconstruction du flux multietb® a toutes les échelles est basé sur une
procédure de moyennage qui ne prend en compteegugixels non nuls a la résolution la

plus élevée disponible,

(b) les moments a une résolutiansont estimés par une moyenne pondérée des pigels d
résolution A reconstruits suivant (a) (cette moyenne est dassnent faite sur chaque
échantillon puis moyennée sur tous les échantilldmes poids d’un pixel de résolutidnest

d’autant plus important que ce pixel contient maleszéros a tres haute résolution.

Bien évidemment, les conditions (a) et (b) sont loimes de facon a s’assurer de la

conservation de la moyenne du flux reconsttuit

Nous avons alors appliqué cet algorithme au gradiesolu des séries de pluie préalablement
moyennées sur un pas de temps de 32 minutes (cenmaye est nécessaire car le support est
imparfaitement fractal aux échelles plus petitesm@ nous le verrons au paragraphe 6.1).
Les moments, estimés pour des ordres allant d8,&ant présentés sur la Figure 5.18. Nous
observons un régime multifractal dans la gammeh#les une semaine — 32 minutes avec

pour parametresr = 122t C, = 016. L'algorithme compense en partie I'effet des zéros

puisqueo et C1 augmentent et diminuent respectivement gggpart aux valeurs trouvées a
grande échelle en analyse directe (Figure 5.1En Bue cet algorithme ne soit pas supposé

fournir un résultat exact, il semble indiquer gleufois les zéros exclus, la transition a
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'échelle de la demi-heure entre les comportemegnaside et petite échelle, visible sur la
Figure 5.6, doit étre fortement atténuée voire aligfire. La possibilité d’'un unique régime
multifractal sous-jacent pour des échelles allanfadsemaine a moins d’'une minute ne saurait
étre exclue. Enfin, nous pouvons noter que leselge régression linéaire sur la figure 5.18
semblent s’intersecter aux alentourslog,(A) =4 soit une échelle temporelle d’un mois et
demi. Cette estimation de I' « échelle externe »pthcessus est cohérente avec I'estimation
empirique de 42 jours déduite par Lovejoy & Schent2010) de I'étude de données

pluviométriques.

Flux moments

fwes] [z

log ,(M(A))
.
I
N
A

Figure 5.18 Moments empiriques de la série DBS t&t@pondérés par les zéros

5.5 Bilan sur I'effet des zéros de la pluie et inte  rprétation des

parametres a et C1 « corrigés »

Comme nous avons pu le voir, les résultats de lygeamultifractale sont tres sensibles a la
proportion de zéros retenus dans les données. ¢tuaex les z€ros, nous avons pu estimer a

la sub-mésoéchelle des parametres « corrigés esamatifs de la seule variabilité des taux
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précipitants, par opposition a l'alternance erdrellie et 'absence de pluie. Ces parametres,
en accord avec ceux obtenus suivant une approcthiisé dans une étude par de Montera et
al. (2009), sont remarquablement les mémes danBedrset climats différents, et dans les

domaines spatial et temporel. Les valeurs a retamit donca = 1.8et C, = 0.1 environ. Si

I'on considére en revanche des données avec deraormbéros, I'estimation des parameétres
multifractals sera biaisée car d'une part le preggesde reconstruction de la cascade
moyennera incorrectement des zéros et des valeunsluile et d’autre part les moments
empiriques vont inclure des zéros de grande échallae sont absolument pas représentatifs
de la variabilité des précipitations a petite élehdle schéma multiplicatif sous-jacent au
modéle multifractal ne pouvant produire ces zéfasalyse multifractale va alors chercher
les « moins mauvais » parametres pour les repegsdbéci conduit nécessairement a une

sous-estimation de et a une surestimation d&. Nous le vérifierons par des simulations et

des calculs théoriques au chapitre 6.

Au contraire, les parameétres estimés a l'intérides événements de pluie présentent des
propriétés qui attestent de leur consistance. @@ltord, ils sont déduits dans le cadre d’'une
cascade non conservative avec un expddan.4 ce qui suggere un lien avec la théorie des
scalaires passifs. Comme la théorie KOC et seamas constituent la base physique de
I'utilisation d’'un modéle multifractal pour la pkii il est rassurant de trouver un exposant
conforme aux prédictions de cette théorie (cf. ial@sparagraphe suivant). Ceci n’est pas le
cas dans la littérature existante ou, dans le dmmemporel en particuliell a presque
toujours été considéré égal a 0. D’autre partalgse « hors zéros » fournit des parametres
a et C, cohérents en espace et en temps ce qui est emigrenouveau par rapport aux
résultats antérieurs qui donnaieat= 04— (8 C, = 04-06 en temps eta = 14det
C,=01-02 en espace (voir aussi Tableaux 5.1 et 5.2). Ceitehérence entre la
multifractalité spatiale et temporelle n'avait pag expliquée jusqu’a présent et eétait
ennuyeuse a plus d’un titre. En effet, aucun modelpassage entre I'espace et le temps, de
I'hypothése de Taylor (1938) a une anisotropieisgaimporelle « scalante » (Tessier et al.,
1993) ne peut expliguer un tel changement danpdesmeétres. Une incohérence forte entre
les a spatial et temporel interdit a priori I'utilisatiaiun modele multifractal spatio-temporel
anisotrope (par exemple, le parameétreoit étre conserve sur des sections orthogonales po
une anisotropie de type auto-affine). D’autre piarest non physique d’avou > 1 dans un

cas eto < 1 dans l'autre car le signe @e— définit si le processus est a singularités bornées
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supérieurement ou non. Il parait difficilement ceveible que les valeurs extrémes que peut
produire le processus (en dehors des limitatigreslintrinsequement aux ordres de moments
élévés : divergence, limitations liées a la tailks échantillons...) soient définies par deux
réalités physiques différentes en espace et enstefupcontraire, les parametres « corrigés »
semblent ouvrir la voie a une modélisation multfede spatio-temporelle cohérente des
précipitations. On peut enfin noter que I'estimatio = 1.8 est indicatrice de champs et
processus a singularités non bornées, ce que lelenadiversel reproduit sans difficulté a
linverse de certains de ses principaux concurreNtstamment, le modeéle log-Poisson
classique (She & Levéque, 1994 ; Dubrulle, 1994) eesingularités bornées et ne peut

reproduire les caractéristiques ici décrites.

Les résultats de littérature pourraient égalementuaire a cette question : s'il y a biais a
cause des zéros, pourquoi ce biais agit-t-il prrssde domaine spatial que dans le domaine
temporel ? En fait, le biais est trés importantsdiencas temporel car les auteurs considerent
de longues séries de données avec de nombreux(sérogent plus de 95% des points). Au
contraire, dans le cas des analyses spatialegutesirs ont tendance a présélectionner des
cartes associées a des orages, comme le détdidissier et al. (1993) qui se sont intéressés a
une configuration orageuse précise. Comme ces rautaavaillent nécessairement dans la
zone couverte par le radar, leur démarche estsingidaire a la démarche suivie dans notre
étude. La principale exception vient de I'étude dedars spatiaux de la mission TRMM
(Lovejoy et al., 2008) qui fournissent des sériesidnnées spatiales couvrant des résolutions
allant jusgu’aux échelles synoptiques. Pour cemnéles, les zéros représentent I'écrasante
majorité des mesures, et ce d’autant plus queulié de détection du radar spatial est tres haut
(20 dBZ environ soit deux fois la moyenne des desr§ Et les auteurs ont effectivement
trouvé un exposant ;C= 0.63 sans rapport avec les résultats de Tessiat., ce qui est
parfaitement logique puisque la proportion de zérfest pas du tout la méme. En revanche, il
est intéressant de constater que les auteurs satw@bque I'estimation depar les méthodes
classiques était soumise a un biais trés importanteffet, leur estimation K”(1) = 0.26 les
aurait conduits a = 0.4. Lovejoy et al. ont montré par simulation® da valeur correcte était
plus vraisemblablement proche de 1.5. Ainsi, pa approche différente, ces auteurs ont

obtenus des résultats assez cohérents avec les.notr
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5.6 Interprétation en lien avec les scalaires passi  fs

5.6.1 Introduction

Suivant les travaux de Lovejoy & Schertzer (20@8) paragraphe 2.1.5 de ce travail), il est

possible d’écrire que la concentration (dengitd)eau liquide suit la loi de Corrsin-Obukhov

pour les échelled >1_, en fonction des flux de variance de scalairéériatgie :

d
Ap = x, "% 1Y (Eq. 5.6)

L’étude proposée par Lovejoy & Schertzer (2008)teresontrainte par une limitation
importante: les auteurs n’ont pu vérifier expéritagament leurs résultats théoriques que dans
une gamme d’échelle réduite limitée par le volumesidéré, soit 10 fn Nous pouvons
néanmoins conjecturer qu’une loi d’échelle tellee di&q. 5.6) reste valable a des échelles
beaucoup plus larges sous réserve que les procdesgénération de pluie sont eux aussi

« scalants » :

d
Ap =, 1M (Eq. 5.7)

D’autre part, une hypothése implicite dans lesauavde Lovejoy & Schertzer (2008) est
gu’il pleuve dans tout le domaine d’étude (en eliéstlois des scalaires passifs présupposent
gue le scalaire advecté soit présent dans toubmeathe). Autrement dit, les équations ci-
dessus sont valabléd’intérieur des zones de pluie. Dans ce cas, des propriétéifractales
vont contraindre la variabilité de la densité d'déiguide a 'intérieur des nuages. Nous allons
maintenant étudier a quelles conditions des lgislaires peuvent apparaitre pour le taux

précipitant.
5.6.2 Proposition d'une approche basée sur KOC pour la variabilité

spatiale des précipitations

Durant ma thése, j'ai eu l'opportunité de réaliser travail en collaboration avec L. de
Montera, qui a abouti a la publication d’un artide Montera et al., 2010) joint en annexe de

cette thése. Ce travail visait a I'interprétatidrépoménologique des parameétres multifractals
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obtenus au cours des études détaillées précédenaaestce chapitre. L’idée directrice du
travail était de proposer et de tester une loistiqtie semblable a celle de I'équation (Eq.
5.7), mais cette fois pour le taux précipitant.t€&di statistique caractérise le taux précipitant
a l'intérieur des zones de pluie et est valable enognt plusieurs hypotheses qui assurent le
passage des concentrations d’eau liquide aux teéoipgitant. Sa démonstration repose sur

I'estimation de la contribution d’'une classe dettgaide diametr® au taux précipitant :
R(D) OV(D)p(D) (Eg. 5.8)
ou V(D) est la vitesse de chute des gouttes de diarbetre

Cette vitesse peut s’exprimer asymptotiqguement celasomme d’une vitesse de relaxation
(vitesse limite, notéd/g, d’'une goutte de diameti®, mise en mouvement par l'attraction
gravitationnelle terrestre et en I'absence de ventle la composante verticale du vent , notée
w (Lovejoy et al., 2008) :

V(D) =V, (D) +w (Eg. 5.9)

Dans l'article (de Montera et al., 2010), nous syms de négliger I'influence de la vitesse
verticale du vent. Cette hypothése reste en grpades a vérifier car les statistiques de cette
vitesse sont a I'heure actuelle mal connues (il Berait néanmoins que la propriété de
conservativité de la moyenne des incréments sdfiée H,, ~ 0). Nous montrons néanmoins
gu’elle devrait étre valide si les trois conditiassvantes sont vérifiées, les barres indiquant
les valeurs moyennes des grandeurs V{pP>w , (i) Vy >>Aw, (iii) Apl p>>Aw/ V.
Ces conditions et leur validité sont commentées pludétail dans l'article de Montera et al.
(2010).

Nous obtenons ainsi une loi d’échelle :

AR (D) ivR(D)cb, (D)2 ™1 (Eq. 5.10)
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gu'’il est possible de sommer sur tous les diame@espeut en outre supposer que le flux de
variance de concentratiah est (statistiquement) indépendant des diamétregdettes. Par
conséquent, on peut sortir le flux de l'intégrale Ies diamétres :

ij(D)qn, (D)Y2dD = cb,”zij(D)dD (Eq. 5.15)
ou le facteuerR(D)dD est indépendant de I'échelle.

Sous ces hypothéses, les incréments du taux pegdiguivent une loi de type Corrsin-
Obukhov dans les zones de pluie :

d
AR =constx g, °1'?  (Eq. 5.11)

Le modele de pluie ci-dessus contient deux flux tifinattals sous-jacents. Le modele
phénoménologique FIF validé sur les données caestine version simplifiee, a un flux
multifractal, de ce modéle. Néanmoins nous alloméntenant voir gu'’ils peuvent avoir des

propriétés statistiques similaires.

Comme dans le cas des scalaires passifs, il n&ssppssible de déduire immédiatement les

statistiques des incréments de la loi d’échelle,gx@mple les fonctions de structL<rARq>,

car les deux flux multifractals sous-jacents aolad ete, ne sont pas indépendants. Schmitt
et al. (1996) ont proposé une hypothese plus téaiisi consiste a supposer I'indépendance

entre les incréments de vitesse et de concentra@diombtient alors la relation :

<ARq> O1¢@ =3 K@oKe@d  (Eq 5 1)

La fonction { @) obtenue par cette hypothése est différente de qakt I'on aurait trouvé en

supposant I'indépendance des flux, qui auraitdpgaraitre un terme (indéfini) €, (- 1/3)

La propriété (Eq. 5.12) est vérifiée par un chantp #fe paramétresr, C,, et H, et de

fonction d’échelle&K(q) : on a alors{ (q) = qH — K(Qq)
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En identifiant les deux expressions degj ,(npus obtenons :

qH - K(q) =q(L/3+K, (/6) — K, 1/2)) +(1/6)“ K, (a) - (1/2)*K4(@)  (Eq.5.13)
ou I'on a utilisé la propriété des fonctions d’éé®universelles :

Ky(ag) =a™K, (q) +aK,(a)  (Eq.5.14)

Ces deux expressions comportent chacune un ternmofraotal (linéaire) et un terme
multifractal (non linéaire et s’annulant en 1). iBantifiant tout d’abord le terme monofractal,
nous pouvons donc prédire la valeur ldeque devrait donner I'analyse multifractale a
l'intérieur des zones de pluie pour peu que l'onr@isse les exposants multifractals de la
cascade conservativ@ (rappelons que ceux desont déja connus par la littérature - cf.
paragraphe 5.4.1). Ces exposants ne sont pas ddangda littérature et nous proposons de
les déduire des propriétés de la cascade conseyvatus-jacente aux mesures du
RONSARD. Puis, en identifiant le terme multifractalous constatons que Il'analyse
multifractale de la pluie doit donner une fonctiiachelle des moments qui est la somme des

termes(1/6)"f K.(q) et- (1/ 2)"“’ K (Q) . Faisons I'hypothése que ce soit le second teume q

soit dominant.

Nous obtenons I'équation :
K(@) = (1/2) Ko (a) (Eq. 5.15)
qui donne une approximation des parametres destaada ©) :

a,=a=18
(Eq. 5.16)

C, =2°C, = 04

Nous pouvons maintenant prédire les valeurs depdisant d’échelle de la fonction de

structure du premier ordre:
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H =1/3+K, (1/6) - K, (1/2) (Eq. 5.17)

soit H = 039 ce qui est en tres bon accord avec la valeurdleiimée au paragraphe 5.3.3.

En outre, la pente spectrale attendue est :

B =1+ (2) =16 (Eq. 5.18)

qgui est en assez bon accord avec la pente speestirée sur le 100 cartes RONSARD

(1.66, cf. I'article de Montera et al.).

Au final, il semblerait qu’'un modele a deux flux Htifiactals puisse décrire statistiguement
les incréments spatiaux de pluie a l'intérieur diegyes. Ce modéle est basé physiquement sur
la théorie de Corrsin-Obukhov, moyennant certaingmthéses qui restent en partie a vérifier
a cause entre autres du manque d’information sadlBheure actuelle sur les statistiques de
la composante verticale de la vitesse du ventrflesures disponibles étant généralement
fournies par des dropsondes). Il présente en datrantage, comme nous 'avons vu, d'étre
largement compatible statistiguement avec un maaedmoménologique plus simple de type
FIF.

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons synthétisé les résujtee nous avons obtenu a partir de
'analyse des séries DBS et des cartes RONSARDtr@esux ont fait 'objet d’articles joints

en annexe. Parmi les principaux résultats, noussamas en évidence les points suivants :

e A la sub-mésoéchelle et aux échelles immédiateméitieures (< 1 h, < 25 km), |l
existe un régime multifractal qui parait distinet domportement statistique a plus
grande échelle

» En particulier dans le domaine temporel, il existe cassure a I'échelle de la demi-

heure séparant des régimes statistiques distincts.
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* Les parameétres fournis en sortie des algorithmesallyse multifractale sont trés
dépendants de la proportion de taux précipitanis. hiapparition d’'une cassure dans
le « scaling » semble procéder de la méme dépeadaair aussi le chapitre suivant).

« En analysant des zones sans zeéros, par exemptériur des orages ou des
événements de pluie continus, on obtient les mémaeameétres aussi bien dans le

domaine spatial que dans le domaine tempowel: ,~C8~01, H ~04. La

variabilité de la pluie interne aux événements iooist apparait suivre un régime
multifractal spécifique, tandis que le support déite modélisé séparément (cf.
chapitre 6 pour une approche plus théorique)

» Les paramétres ci-dessus fournissent un résuliginakr et résolvent une difficulté
mentionnée au chapitre 2 relative a la modélisasipatio-temporelle, qui apparait
plus aisée a partir du moment ou les restrictianprdcessus aux domaines spatial et
temporel présentent un certain nombre de propri€é@amunes (le méme,
notamment).

» Cette derniére valeur d&, qui remet en cause I'hypothese usuelle de coateite
des champs précipitants, est assez cohérente age@rédictions de la théorie
statistique des scalaires passifs. Ce résultaitpararir la voie a une clarification du
lien entre la multifractalité empirique de la pl@kla physique. Moyennant certaines
hypothéses, il est en effet possible de supposarpgutir d'une échelle assez grande
les statistiques du taux précipitant sont sembsableelles des scalaires passifs. La
confirmation expérimentale de cette hypothése rsiteesit des statistiques précises
sur la composante verticale de la vitesse du \&atistiques dont on ne dispose pas
actuellement en raison de I'absence de donnédsdiab quantité suffisante.

* La valeur dex est supérieure a 1 donc la cascade multifractals-gmcente a la pluie
est a singularités non bornée supérieurement. Baséquent, des singularités
extrémes sont susceptibles d’apparaitre, favoridagparition de queues de
distribution hyperboliques a extrémes fréquents ¢biapitre 2 et paragraphe 3.6).
Mathématiquementy > 1 est une condition suffisante d’apparition depbénomene,

crucial pour la modélisation des temps de retoaratages extrémes
Nous avons mis en évidence empiriquement I'effetidelusion des zéros de la pluie sur les

parameétres multifractals estimés. Le chapitre suivast consacré a une étude plus

approfondie de ce phénoméne, basée sur des siomsl&ti des calculs théoriques.
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6 Modélisation et correction des effets d'un suppor t fractal

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous proposons d’affinénd& de I'influence des zéros de la pluie
sur I'analyse multifractale. Tout d’abord, nousifiéns par simulation que I'ajout de zéros
peut étre responsable de biais dans I'estimatienpdeametres multifractals et possiblement
de transitions critiques séparant des régimes alengalifférents. Nous montrons ensuite que
le support de la série de données issue de I'msini DBS est monofractal dans au moins
une gamme d’échelle. Enfin, nous proposons unepirdtion mathématique des biais
observés ainsi que des formules simples permetang certaines hypothéses, de prédire les

parametres biaisés en fonction des parametresiamédet de la co-dimension du support.

6.2 Inclusion des zéros dans des simulations multif ractales

La premiere possibilité revient a multiplier un oimultifractal par un support monofractal
indépendant. L'approche la plus simple consisteé&rgitendre pour support le résultat d’'une
cascade de type « mod@e> (Frisch et al., 1978). Néanmoins, d’autres qoiebns restent
possibles, I'essentiel étant d’assurer un compatemmonofractal sur une gamme d’échelle
considérée. Des approches alternatives ne fontegpkcitement appel a un schéma de
cascade. Par exemple, dans un contexte 1D temg&chhitt et al. (1998) ont proposé
d’utiliser des processus de renouvellement alteandsux états. Ces processus sont contraints
par le choix des distributions de probabilité agsesaux durées de maintien dans chaque état
(précipitant ou sec). Si ces distributions sontadantes », alors les processus alternés seront
fractals avec un spectre en loi puissance. Uneselds processus fondés sur ces propriétés a
notamment été introduite par Lowen & Teich (1993avantage d'une telle approche est
gu’elle permet de prendre en compte les proprigy@amiques du support et de I'alternance
pluie - non pluie plus explicitement que ne le @it modelef. De plus, Schmitt et al. ont
montré que les cascadpsne parvenaient pas a reproduire des distributdengrobabilité
réalistes pour la durée des événements précipittntecs. Bernardara et al. (2007) ont

également bati un modéle de pluie composite cahstamme le produit d’'un support
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semblable a celui proposé par Schmitt et al. ehal’'variabilité estimée par filtrage d’'un
mouvement brownien fractionnaire. Néanmoins, ceéfeode support indépendant s’integre
plus difficilement que le modéle dans la phénoménologie des cascades multiplicaéit/ea

justification physique parait plus incertaine.

Les modéles a support indépendant présentent tagand'avoir des propriétés aisément
représentables d’'un point de vue mathématiqueffén) k2 produit de deux cascades fractales
présente lui aussi des propriétés fractales sonélme gamme d’échelle. Si la variabilité dans
les zones de pluie est caractérisée par une fonckiéchelle des moments(q) et si le

support monofractal admet une fonction d’éch&le), alors les propriétés statistiques du

champ, incluant les zéros, sont caractéeriséesrmafanction d’échell&(q) + ).

En revanche, cette hypothése d’indépendance datlildifa justifier dans le cas de la pluie,
notamment a petite échelle. En outre, I'existeriaa deuil instrumental ajoute des zéros qui
ne sont évidemment pas indépendants de la vat@abitinfin, les modéles a support
indépendant paraissent difficilement applicablekes champs multifractals non conservatifs,

pour lesquels l'intégration fractionnaire peut éaiimtervenir des constantes d’intégration.

L'option alternative aux modéles a support indépemdconsiste a seuiller un champ
multifractal & un niveau choisi. C’est cette salntgui est retenue dans le paragraphe suivant,
en raison de sa simplicité, de son caractere «qunys, et de son adaptation aisée aux

champs fractionnairement intégrés.

6.3 Simulation de I'effet des zéros produits par un modele a seull

Une facon simple et physiqguement réaliste d’ajoutes zéros a un champ multifractal
consiste en effet a le comparer a un seuil et &ren&tzéro toutes les valeurs inférieures a ce
seuil. Dans le cas d’'un champ multifractal « inééfgactionnairement» (FIF), le réalisme
physique d’une telle simulation peut néanmoins demiouteux a cause de la modification
de la composante continue réalisée par lintégnafi@ctionnaire. Pour résoudre cette
difficulté, de Montera et al. (2009) recommandeat#@ns ce cas précis de retrancher la valeur
du seuil aux valeurs du champ qui excédent cetteiéte. Ce procédé est applicable car le

décalage des valeurs d’'un FIF par une constanteauifie en rien les propriétés de scaling
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du flux conservatif® sous-jacent car ce dernier est déduit du FIF pamopeérateur de

dérivation.

De Montera et al. (2009) ont ainsi défini le mod&l-IF (« Thresholded-FIF) et en ont
proposé une implémentation monodimensionnelle eengmt pour paramétres non
biaisésa = 1.7 C, = 013, H = 053. Les auteurs ont défini un seuil de sorte a coeseme

proportion de zéros réaliste (5%) a I'échelle d’'unmute (quoique cette proportion peut
néanmoins dépendre des conditions géographiquesligiatiques. Néanmoins, ces
simulations T-FIF ont montré l'existence de ruptute scaling comme le montrent les

spectres et fonctions de structure du premier atdreurs simulations (Fig. 6.1).

20 20

Log, spectre de puissance

13 -9 5 - as -9 -5
Log, fréquence Leg, freguence

Log(<}AR{AL)=)
[£3] "2
b b .

Figure 6.1 Spectre (en haut) et fonction de stectlu premier ordre des séries simulées par
de Montera et al. (2009). La colonne de gaucheésente les propriétés des simulations non
seuillées et la colonne de droite représente calles simulations T-FIF contenant 95% de

Zéros.
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Durant mon travail de thése, jai été amené a éeeoés résultats a des simulations de cartes
2D (cf. partie 6 de l'article (Verrier et al., 20)0Les parameétres multifractals de référence
sont ceux obtenus par I'analyse des cartes rad&SARD (paragraphe 5.3.4 de ce travalil),
soit a = 1.8, C, = 012,H = 04. Le travail développé dans cet article a consistémparer

les statistiques obtenues, et principalement lesnemtés (Figs. 6.2 a-c), pour différentes
valeurs de seuil en choisissant le seuil de sonie garder respectivement ae=100% (non
seuille), 60% et 10% de valeurs non nulles, tolgssautres valeurs étant annulées. Les
simulations utilisées consistaient en 10 cartemitle 256 x 256 pixels. Les moments estimeés

et représentés sont ceux du laplacien abbales cartes simulées pour lesquees0.

Flux moments
251

(a) P=100%

iogz(h)

Figure 6.2a Moments du fluk sous-jacent aux simulations, en I'absence de seuil
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Flux moments

Figure 6.2b Moments du fluk sous-jacent aux simulations T-FIF (seuil haut, FO%bo)

Flux moments

(c) P=60%

2.5

0,

e

x

log, (%)

Figure 6.2c Moments du fluk sous-jacent aux simulations T-FIF (seuil P = 60%)
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La figure 6.2a confirme que le flux sous-jacent aaxktes simulées et non seuillées présente
bien des propriétés multifractales sur toute la mamd'échelle considérée. L’'analyse
multifractale fournit en outre des parameétres pesate ceux choisis en entrée du programme
de simulation (cf. Tableau 6.1). Au contraire, deneas d’'un T-FIF a seuil élevé (Fig. 6.2b),
on observe une cassure des propriétés d'invaridiéchelle, conformément aux observations
de de Montera et al. (2009). En outre, les parasétultifractals déduits de I'ajustement de

la fonctionK(q) aux échelles plus grandes que la cassure sornifiésod: est largement sous-

estiméa,, = 067Tandis queC, est nettement surestim&;,, = 066

% valeurs non nulles a (fit) C, (fit) Scaling ?
100% (FIF) 1.73 0.14 Oui
60% (T-FIF) 1.05 0.21 Oui
10% (T-FIF) 0.67 0.66 Cassure

Tableau 6.1 Parameétres obtenus par analyse muttifita des simulations FIF/T-FIF

La figure 6.2c correspond a un cas intermédiaing peuel le nombre de zéros et de valeurs
non nulles sont a peu prés égaux a fine échelles Pa cas particulier, aucune rupture n’est
visible dans les propriétés d’invariance d’échadtepourtant les parametres obtenus par

ajustement ne sont pas égaux aux parametres deaddason : a, = 105 C, = 021 Il

existe donc dans ce cas aussi un biais sur lesnptnes estimés, biais qui reste toutefois
moindre que celui observé dans le cas précéddetsruil était plus élevé.

Ce dernier cas, qui n'avait pas été mis en évidelares I'article (de Montera et al., 2009),
montre que méme lorsque les zéros ne sont qu’epopion modérée, I'estimation des
parametres multifractals au moyen des techniqudstuedies n’est pas nécessairement
robuste. Ceci pourrait expliquer pourquoi les patnes trouvés par Tessier et al. (1993) a
partir de cartes radar choisies dans une situatiageuse sont légerement différents de ceux
obtenus dans notre étude des cartes RONSARD f(efgzphe 5.3.4).

En résumé, nous avons étendu I'étude du « probtiameéros » réalisée par de Montera et al.

(2009) dans un cas bidimensionnel. Nous avons rtoéfles observations de ces auteurs et
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montré que I'ampleur des biais observés ainsi doecurrence d’'une cassure dans les
échelles dépendaient du seuil choisi et donc gedjportion de zéros. Nous allons maintenant
caractériser cette derniére d’'un point de vue rédltielle sur le jeu de données DBS.

6.4 Propriétés empiriques du support de la pluie

Si les parametres empiriques semblent dépendre gitoportion de zéros, il reste néanmoins
a définir cette derniére de facon plus rigoureusawgc un seuil ou un pourcentage. Dans un
contexte muli-échelle, c’est en fait la notion dimehsion fractale du processus d’occurrence
de pluie qui parait appropriée. Pour calculer cditeension, il est souhaitable d’avoir des

données couvrant une gamme d’échelle suffisantas @a paragraphe, nous considérerons
donc a nouveau la série de pluie DBS analysée mgghe 5.3, mais pas les cartes du
RONSARD de résolution trop réduite.

Au sens statistique, et par analogie avec la dimorrde comptage de boites, le support de la

pluie est fractal s’il existe une valeur positie telle que :

Pr(R,(t)>0)=A"" (Eq. 6.1)
Néanmoins, cette définition est inapplicable tejielle car la série contient non seulement

des zéros « absolus », mais aussi des zéros desiihde mesure (0.1 mm/h). En raison de ce

dernier (notdR.), il n'est possible de caractériser que la seuleedsion du support

(ensemble des points ou la série prend une vatgunulle) de la série, so@, télle que :

PrR,(t) >R, ) = A" (Eq. 6.2)

Comme la fonction de codimension est croissantdoention de la singularité, on a la

relation :

C,'>C, (Eq.6.3)
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Sur la Figure 6.3 ci-dessous, nous repréeseni(R, (t) > R, en fpnction de la résolution

en coordonnées logarithmiques.

Box-counting estimation of (:1f
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Figure 6.3 Mise en évidence du caractere fractakdpport de la série DBS par une version

probabiliste de I'algorithme « box-counting »

La partie linéaire du graphe correspond a un régitnk propriété monofractale (Eq. 6.2) est
vérifiée. Dans cette gamme d’échelle allant deoaum ¢t demi & 30 minutes, la co-dimension

vaut C,'= 045 ce qui signifie que le support de la série adpeir dimension 0.55. La

gamme d’échelle associée a ces propriétés est gaatdement voisine de la gamme de
« grande échelle » pour laquelle des propriétésiinactales avaient été mises en évidence a
la section 5.3.5. Aux échelles plus grandes, ldbgdité d’appartenance au support tend
rapidement vers 1 et garde cette valeur au-del@udtgues semaines. Ceci s'interpréte
aisément : si I'on considére une période assezulmnglle contiendra nécessairement un
événement de pluie donc l'intervalle associé sechus dans le support a trés grande échelle.

Par conséquent, le support a pour dimension lrasxgrandes échelles. Aux petites échelles
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(< 30 min), le support ne parait pas fractal, etmaé&s’il I'était dans une partie de cette

gamme, la dimension serait en tous cas supérieluieba

L’existence de trois intervalles d’échelle ou lemgmrtement du support est différent a déja
été mise en évidence par Olsson et al. (1993)aguis en évidence, a partir de données
pluviométriques collectées a Lund (Suede), dessitians aux échelles de une semaine et de
45 minutes. Dans le régime intermédiaire compriseeoes des échelles, Olsson et al. ont
obtenu par un algorithme de « comptage de boitese>dimension fractale de 0.37. De fagon
similaire, Schmitt et al. (1998) ont prouvé quesilgport de la série d’'Uccle (Belgique) était

« scalant » pour les résolutions 3 jours — 10 mec une dimension fractale de 0.55.

Néanmoins, la comparaison des propriétés de scdlingupport avec les résultats obtenus a
partir de jeux de données différents reste probiiéuea puisque ces propriétés sont fortement
conditionnées par le seuil de mesure. D’autreseStuht d’ailleurs trouvé des dimensions
fractales plus proches de 0.8 (Hubert & Carbort893 ; Lavergnat & Golé 1998).

6.5 Modélisation mathématique de l'effet des zéros

L’'analyse multifractale des données et les simaatiproposées dans la partie 5 nous ont
permis de vérifier I'existence d’'une sensibilitésd@sultats de I'analyse multifractale a la
proportion de zéros. Dans le paragraphe précédens avons montré que le support de la
pluie était fractal dans au moins une gamme d'éehéh co-dimension du support est la
guantité mathématique la plus adaptée pour quantdi notion de « proportion de zéros »
dans un contexte multi-échelle. Ainsi, nous pouvoass attendre a ce que les résultats de
'analyse multifractale soient d’autant plus bigiggie la co-dimension du support est élevée.
De plus, dans le cas des modéles a seuil, unereugtu« scaling » peut apparaitre pour un
seuil assez élevé. Comment ces phénomeénes sartslditionnés par les propriétés du

support au point de vue mathématique ?
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6.5.1 Rupture de scaling pour les multifractals seu illés

Pour établir une condition d’apparition, suppostmsg d’abord que la variabilité d’'un champ
donné soit représentable dans une certaine gaméohalle par une cascade multifractale
(supposée) conservativ® associée a une fonction d’échelle des mom&(tg et a une
fonction de codimensiom(y). Supposons maintenant que nous seuillons ce cleart®

résolution :

®, =0, sio,>T

Aux résolutions plus grossiéres, la cascadle est obtenue par une succession de
moyennages a partir de sa représentation hauteitiéa, , .

La singularité associée au niveha la résolutior. a pour expression :
|og L
L)
" log(4)

Dans le cas ou I'échelle d’entrég; de la cascade n’'est pas formellement associée a la
résolution unité (échelld,), I'équation précédente reste la méme a un chaegerde

. R Al
variables présA - IEXt .
1

Cette singularité nous permet de définir une famile seuils cohérente a toutes les
résolutions jusqu’a.. L'effet du seuillage peut alors se comprendreladéacon suivante :
toutes les singularités strictement inférieuregr &ont éliminées et les autres restent telles
quelles. Cela revient a dire que la fonction deiroedsion est inchangée sauf pour les
singularitésy < vyt ou elle est constante et admet pour valeur lanteasion du support.
Sachant que la fonction de codimension et la fona’échelle des moments sont duales par
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transformation de Legendre, il est possible d’edudté que la fonction d’échelle du champ
seuillé,K+(q) est egale &(qg) pour g= g, mais est linéaire poug< g, . Le champ seuillé

reste donc « scalant » sur toute la gamme d’échetiasidérée, mais ses exposants d’échelles

sont biaisés pour les ordres de moments faibles.

Ceci étant, ces propriétés ne sont valables glgesgiuil n’est pas trop élevé. Si, au contraire,
le seuil est assez élévé pour gge>1, alors la normalisation du champ va étre affectée.

Comme la reconstruction de la cascdgea partir de sa représentation haute résolution est
faite sur une hypothése de conservativité, on pbitgeun résultat tres différent de la cascade
initiale ® et ce phénoméne sera d’autant plus marqué qudpss de reconstruction seront
nombreuses. Dés lors, une rupture risque d’apparalans le scaling, sa condition

d’'apparition étany, >1, ou, de facon dualgs, >C, etc();) >C,.

6.5.2 Estimation théorique des biais liés aux zéros sur les parametres

multifractals

Nous avons précédemment mis en évidence tant gtadé de simulations (paragraphe 6.3)
gue celle des données (chapitre 5) que les zérogammt conduire a un biais dans les
estimations des paramétres fournies par les tegbsifjabituelles d’analyse multifractale. La
guestion est désormais de savoir comment quantidéidsiais en fonction de la proportion de
zéros, ou plus mathématiquement en fonction deoddirmension fractale du support. Pour
pouvoir résoudre le probleme mathématiguement, raigons maintenant I'’hypothese
simplificatrice que le support et la variabiliténsandépendants. Cette hypothéese n’est en fait
pas vérifiée sur les données (ne serait-ce quisorralu seuil de mesure) et n'est pas valable
sur les processus multifractals seuillés (recalésan). Néanmoins, pour ces processus, le
seuil est appliqué aux trés fines échelles ettir@sonnable de supposer qu’a des échelles
suffisamment grandes la variabilité et le supporerst moins corrélés. Si, comme sur les
données DBS, il existe une transition abrupte edénex régimes multifractals apparents et
gue le régime de grande échelle est en fait digérgdur un support fractal, alors les formules
proposées ci-dessous doivent fournir une indicatimsonnable quant aux biais sur les

parametres multifractals apparents.
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Pour faciliter la résolution du probleme, nous saggms aussi que la variabilité est modélisée
par une cascade conservative, ce qui semble vaaihds échelles de plus d’'une ou quelques

heures dans le cas de la pluie.

Notons alors®, la cascade représentative de la variabilité,algithent distribuée dans tout

'espace, de dimension topologique. Supposons que le support soit une cascade

monofractale noté& ,, de codimensiorC, , et que le processus de pluie puisse étre décrit

par la cascade composé®,x=, adeéquatement renormalisée. La moyenDe —

dimensionnelle de la cascade de pluie doit en effster constante en changeant de

résolution.

Nous devons donc avoir :

—? (Eq. 6.4)

NotonsK(q) la fonction d’échelle des moments de la casc@genormalisée et conservative.

En prenant le moment statistiqgue d’ordr@aux deux membres de I'équation (Eq. 6.4) et en

utilisant 'nypothese d’indépendance des cascale®t =, , on obtient :

<Rﬁ> =M (Eq. 6.5)

Ainsi, R, suit une loi d’échelle avec une nouvelle fonctidéchelle des moments q(:)
<Rﬁ> 0 %@ (Eq. 6.6),

cette fonction admettant pour expression :

K(@) =K(@+C,(q-) (Eg.6.7)
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Cette fonction est la somme de deux termes : Imigreterme est non linéaire est associé a la
cascade multifractal&®,, auquel on ajoute (par hypothese d’'indépendancdgnume affine
associé a la cascade monofractale. Ce terme affine est la somme d'un terme constant

apparaissant par définition @& et d’'un terme linéaire représentatif de la norszdion de la

cascade=, .De fagon similaire aux considérations de la sacfi@.2, ce sont les conditions

de normalisation d'un champ multifractal auquelagoute des zéros qui vont créer le biais le

plus important sur les fonctions d’échelle des maimet sur les parametres estimés. On peut

remarquer les valeurs particuliére@(l) = ¢0i traduit comme attendu la conservativité et
K (0) =—C; qui montre que les propriétés du support ont btémprises en compte, l'ordre de

moment O étant associé a la singularité limite).

L’équation (Eqg. 6.7) fait apparaitre que la fonctidéchelle des moments empirique d’un
champ tel que défini ci-dessus ne pourra rigouraese étre ajustée par la forme classique a
deux paramétres. Néanmoins, si I'ajustement estti®, on obtiendra des parametres biaisés.
Supposons donc que I'ajustement soit effectué @inage de la moyenne, c’est-a-dire la ou
les moments sont estimés avec le moins d’inceritigér les moments d'ordre faible sont
affectés par les seuils de mesure et les momeaotdrd’ €élevé par des limitations dues aux
échantillons ou a la divergence). L'ajustementroptiau voisinage de la moyenne est celui
pour lequel les dérivées premiére et seconde denletions d’échelle des moments sont
parfaitement déterminées par les parametres ajuda¥sconséquent, ces derniers doivent

vérifier le systeme d’équations suivant :

{K'(l) =G (Eq. 6.8)

K"@Q)=C.d
En combinant ce systeme d’équations avec I'équdtan 6.7) on peut donc exprimer les

parametres biaisé& et C,, en fonction des parametres non biaigéset C, et de la

codimension du suppof, . On obtient :

C,=C,+C, (Eq.6.9)
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C,
C, +C,

a=

a (Eq. 6.10)

Ces formules confirment le fait observé (et dédais le présent chapitre) que plus un champ

contient de zéros, plus le paramé@g empirique va augmenter et plas va diminuer. De

méme, la pente spectrale, sbit K @ diminuer :

B=B-C, (Eq.6.11)

(avec I'hypothesél = 0).

6.5.3 Validation des formules exprimant le biais sur les parametres

multifractals

Nous nous proposons maintenant de vérifier la ialides formules dans le cas du régime
multifractal de « grande échelle » (3 jours a 3M)mmis en évidence au paragraphe 5.3.
Rappelons que nous avons montré au paragraphe @uk.lle support de la série était
monofractal dans cette gamme d’échelle, avec undimension C,'= 045 Comme le
support inclut a la fois les longues périodes seatteles zéros dus au seuil, c’est cette
derniere codimension qui est a prendre en comptes dies calculs. Faisons désormais
'hypothése que la variabilité de la pluie dans sapport soit multifractale avec des
exposants universels uniques dans tout 'intervddie échelles compris entre une semaine et
15 s. Les exposants a choisir seraient alors ceagégemment estimés par I'étude des

événements de pluie, sait= 16 C, = 01. L'application des formules (Eq. 6.9) et (Eq.
6.10) donne pour estimation des parameétres bipmsékes zéros & = 0.2t él = 055. Ces

valeurs sont en trés bon accord avec les valeupirigoes @ = 031let él = 059 obtenues

par I'étude des propriétés multi-échelle de lacssBXBS a des échelles supérieures a la demi-
heure (cf. Figure 5.9 et Tableau 5.5). De plusxpgasant spectral donné par la formule

(Eq.6.11), soith l1lest aussi en bon accord avec la valeur empiriﬁuvel.09i 006 O

observée dans une partie de cette gamme de fréepienc
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L’application directe des formules aux résultatslaldittérature existante est difficile car la
plupart des auteurs n’indiquent pas la dimensiaatfle du support de leurs données de pluie.
Nous allons cependant considérer un exemple ré@cenette valeur est fournie : il s’agit de
I'étude faite par Lovejoy et al. (2008) a partisddonnées de réflectivité satellitaires TRMM.
Ces auteurs ont estimé les moments statistiquds déflectivité (et non ddr) pour des
échelles (spatiales!) comprises entre 20000 km.&tkm, c’est-a-dire allant des échelles
synoptiques a celles de fines structures orage&semterprétant une figure de leur article,
reprise ci-dessous (Fig. 6.4), les auteurs monieet des propriétés multifractales existent
pour les ordres de moments compris entre 0 et eetles échelles planétaires jusqu’a
guelques dizaines de km. On peut remarquer su figtire que les échelles les plus fines
semblent avoir un comportement différent, vraiserbl@ment di a une cassure induite par les
zéros de la pluie semblable a celle que nous avos®n évidence sur les données DBS. Si
c’est le cas, les parametres estimés par les autaunt biaisés par les zéros de la pluie.

Lovejoy et al. ont retenu pout, une valeur de 0.63 et pauune valeur de 1.5. Mais cette

derniere estimation inclut déja une correction ioif@ de I'effet des zéros (cf. paragraphe 4.4
de larticle mentionné). Au contraire, les auteursus indiquent la valeur empirique
K”(1)=0.26. En divisant cette valeur par la valeempirique K'(1)=0.63 utilisée dans la

détermination deC,, les auteurs auraient trouv& = 0OAinsi, les parameétres biaisés
directement déductibles de la figure 4b de I'agtide Lovejoy et al. (2008) sontr.= Ot

C, = 063. En outre, les auteurs déduisentki®) la valeur de la codimension du support

dans cette gamme d'échelle, s@t'= 042application des formules (Eq. 6.9 — 6.10)

donne a = 12t C, =02 soit des parametres plus proches des parametresiges »

estimés a la section 5.4 de ce manuscrit et rappilés le bilan au paragraphe 5.5. Ici encore,
on trouve un paramétrer > 1, indicateur de champs a singularités non lasné

supérieurement.
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Figure 6.4 Moments du gradient absolu des réfleaésvTRMM, repris de (Lovejoy et al.,
2008)

Plus généralement, il apparait que les parame&rda littérature, notamment pour les études
existantes de séries temporelles de précipitatemd®, tres fortement biaisés par les zéros et
gue les formules du paragraphe précédent seraiemiesure d’expliquer tout ou parti de ces
biais. Il serait intéressant que les études futnrestionnent systématiquement la valeur de la
codimension du support de la pluie et si possikke estimations de parametres incluant une
correction empirique de I'effet des zéros, par gxenen utilisant des algorithmes d’analyse
pondérée si la résolution des mesure est insuféispaur se restreindre a des zones sans

zéros.

Néanmoins, il convient de garder a I'esprit queplcabilité des formules (Eqg. 6.9 — 6.11)

est limitée par I'hypothese sous-jacente d’'indépend du support et de la variabilité propre
de la pluie. De plus, I'estimation des parametigsntaux pres de la moyenne ne donne pas
un résultat optimal pour les autres ordres de mesnée biais d’estimation des parametres
universels serait en toute rigueur dépendant deefvalle d’ordres de moments considéré et

méme de la technique d’ajustement (dérivées enrfinimisation directe).
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6.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons appliqgué plusieursoapes pour mettre en évidence et
guantifier le « probleme des zéros ». Nous avonbsaitdes simulations de champs
multifractals seuillés (modele T-FIF) afin de faapparaitre comment I'analyse multifractale
est affectée par la proportion de zéros. Nous asonkgné que cette derniére nécessite d'étre
définie en termes de (co-)dimension fractale dypettpdu processus précipitant. Nous avons
ensuite proposé une modélisation théorique singgplicable rigoureusement dans le cas ou
le support est indépendant de la cascade mulafeaatiéfinissant la variabilité. Cette
modélisation nous offre des formules originalesigtples permettant d’estimer a priori les
biais sur les paramétres multifractals en fonctiena co-dimension du support. De maniére

générale, lorsque celle-ci augmente, I'expos@ntempirigue augmente tandis gquoeva

diminuer. Ce comportement est qualitativement cafitéavec les observations du chapitre 5.
D’un point de vue quantitatif, les formules semblprédire assez correctement les biais sur
guelques cas pratiqgues mais restent difficilesead¥e de maniére systématique a toute la
littérature car celle-ci fournit rarement a la flas parametres multifractals et la co-dimension
du support. D’autre part, les formules proposéed salables sous certaines hypothéses a
priori assez restrictives, principalement I'indégance entre le support et la variabilité, dont

limpact nécessiterait une étude plus approfondie.
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7 Applications : downscaling et modélisation des ex trémes

7.1 Introduction

Ce chapitre présente quelques études complémentagrées au cours du travail de these et
susceptibles de présenter un intérét du point dedes applications. Ces applications peuvent
concerner un auditoire scientifique potentielleny@os large que celui de la communauté des
« fractales ». Le paragraphe 7.2 ci-dessous coackxnfonction de répartition des taux
précipitants et plus particulierement les propséaté la queue de distribution tandis que le
paragraphe 7.3 propose une étude de faisabilité algorithme de downscaling multifractal
universel. Les résultats de ce chapitre relévertral@aux de recherche toujours en cours et
n'ont pas pour ambition de présenter une résolutiompléte des probléemes abordés.
Néanmoins, ils permettent de dégager des axesctierohe susceptibles de rapprocher les
modeles statistiques étudiés dans les chapitreggeats d’applications dans les domaines de

I'hydrologie ou de la météorologie.

7.2 Multifractals et distribution des taux précipit ants extrémes

7.2.1 Principe

La fonction de répartition des valeurs d’'un chamytifnactal est connue a un facteur prés a
toute résolution par I'équation de base définisdast« co-dimensions » fractales (pour la

théorie, cf. paragraphe 3.2.3) :
Pr@, = (®)) =A™V (Eqg. 7.1)

En outre, I'observation d’'un champ multifractal uiidnécessairement une forme d’agrégation
spatiale ou temporelle depuis une échelle trés flmnme nous I'avons vu au paragraphe
3.5, cette agrégation peut porter sur des pics-jpaants extrémement violents, lesquels sont
responsables d’'une modification de la distributien probabilité au niveau des extrémes a
I'échelle d’agrégation. Les moments statistiguasrdetous divergents a partir d’'un certain

ordre plus grand que 1, now,. Il en résulte une queue de distribution algéligau

hyperbolique) :
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Prd,>2s)=s® (Eq.7.2)

(dans ce paragraphe d’application, et par sousirdglification, nous utilisons la notatio#
pour désigner le champ multifractal « observé >»traimrement aux convention du chapitre 3,
plus théorique).

Les distributions algébriques présentent la pdeité de générer plus de valeurs extrémes
gue les autres types de distributions de probahilitisées en hydrologie (lois normales, log-

normales, de Gumbel...) qui sont asymptotiquemégligeables devant elles.

7.2.2 Ladistribution de probabilité de la série D  BS

Pour que la propriété traduite par I'équation (EQ) puisse étre observée, il est nécessaire de
se placer a une résolution assez grande devahtlléade dissipation du processus car cette
éguation dérive d’'une hypothese d’agrégation ser ggamme d’échelle assez large. D’autre
part, il est indispensable que la distribution debpbilité soit estimée sur un échantillon assez
large pour obtenir une estimation consistante deD&. Nous allons donc chercher a vérifier
cette propriété sur la série temporelle de préipims considérée au chapitre 5 de ce travall
qui couvre en effet une période de deux années lebtespa haute résolution (15 secondes).
Au chapitre 5, nous avons mis en évidence l'exc#enle deux gammes d’échelles
remarquables, soit 32 minutes - 15 secondes air8 {032 minutes pour lesquelles existaient
des propriétés multifractales universelles résunagemoyen d’un jeu réduit de parametres.
Nous avons également montré que les paramétressgednde gamme mentionnée étaient en
fait biaisés par les zéros de la pluie. Il paraiha approprié de choisir comme échelle
d’agrégation 32 minutes avant de calculer la distron de probabilité, les échelles sous-
jacentes ayant des propriétés multifractales béarthinées. Le graphe (du complémentaire)

de la distribution de probabilit@r(RA > s):l— Fs, (S)est représente sur la figure 7.1 ci-

dessous :
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Figure 7.1 Graphe log-log de 1-CDF de la série DB& Palaiseau (2008 - 2010) a la
résolution de 32 min.

Sur le graphe de 1-CDF en coordonnées logarithmajgaerelation (Eq. 7.2) doit se traduire
par une asymptote linéaire ce qui parait en eféetespondre a la courbe ci-dessus. La
régression linéaire sur la gamme 5 mm/h - 20 mnebsnfournit I'estimation empirique

qs = 223.

Cet exposant est-il réellement une estimatiomgeu s’agit-il, en raison des limitations liees
a la taille de I'échantillon, d'une estimation derdire associé aux limitations dues a la taille

limitée de I'’échantillon, noté, (cf. paragraphe 3.6)? Cette derniére quantité @eetestimee

. : D+D, . -
a partir de la formuleg, = c , en remplacanté et C, par les parameétres corrigés
1

estimés au chapitre 5 (respectivement 1.8 et Q.Eneprenant en compte les zéros via la

dimension fractale du suppof® & 0.55, cf. paragraphe 6.4). Pour le calcullie= ll?)?;]((y)) ,

il faut calculer le nombre d’événements indéperslngét la gamme d’échelle couverte par

chaque événement. Si I'on suppose que les événgrdeniennent indépendants au bout de
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15 jours, on aN = 2%365

et est le rapport entre 15 jours et 32 min (soit envi’20). On

obtient la valeurD, = 05%e qui donneg, = 387qui est supérieure a la perdg estimée

ci-dessus. Cette derniére pourrait donc bien @trsignature du phénomeéne de divergence

critique des moments d’ordre élevé.

Dans la littérature, un certain nombre d’auteursd#ja conclu a I'existence de queues de

distribution en loi puissance décroissante a pasdirséries pluviométriques. La plupart des
auteurs estiment une valeur empiriqueqgfe= voBe 4 (Ladoy et al., 1993 ; Fraedrich &

Larnder, 1993 ; Tessier et al., 1996 ; Kiely & lean, 1999 ; Hubert, 2001 ; Schertzer et al.,
2010 ; Lovejoy et al., 2011). Au contraire, Olsgthf95) obtient une estimation de I'exposant

critique plus proche de la notg, = & partir de séries temporelles collectées a Lund e
Suéde. Sous réserve que tgsobservés ne sont pas conditionnés par les limitstiées a la

taille de I'’échantillon, la dispersion sur les wake empiriques de I'exposant critique reste a

expliquer.

7.2.3 Comparaison des valeurs théoriques et empiriq  ues de qg

Le débat autour de la valeur dg ne semble néanmoins pas clos. En effet, si I'ocdtgue

de divergence des moments admet une expressiogtignal dépendant uniquement des
parameétres multifractats et C, et de la dimension de I'espace, cette expresstguarait pas
en mesure de fournir une estimation en accord Egevaleurs observées. En effgt, doit

étre strictement supérieur a 1 et vérifier 'éguatuivante (cf. paragraphe 3.6) :

: (qS —qD)= D(a, -2) (Eq. 7.3)

Des considérations géométriques simples montremt'grdre q, est décroissant en fonction
dea et deC,, et croissant en fonction d& L'équation (Eq. 7.3) admet quelques solutions

analytiques dans des cas particuliers= 1/2 ; 1/3; 2/3; 3/2; 2 (la résolution numeéieq

reste évidemment possible dans les autres cagmvotnt, on a les expressions suivantes :
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* poura=2:0q, _D (Eq. 7.4)
Cl

D
— 2C, .C 1.
e« poura=1/2:9p = — p | si—>7 ;infinisinon (Eg.7.5)
1- = D 2
2C,
2
D D) . , D
¥+ i +4—
2C, \/[2C1] L

e poura=3/2:0p = (Eq. 7.6)

Compte tenu du sens de variation de I'ordre critign fonction des paramétres multifractals,

gp est minoré par la solution remarquable de I'équefEq. 7.3) dans le cas au= 2, soit :
D
G 2~ (Eq.7.7)

En pratique, les calculs montrent qgg (et méme le minorard /C,) peuvent prendre une
valeur élevée. Tessier et al. (1993) avaient déj&,ren reportant les parametres estimés par
'analyse multifractale de cartes radar, que laltggon mathématique de I'équation (Eq. 7.3)
fournissait des valeurs de l'ordre de plusieuraidizs. En fait, méme dans le cas de séries
temporelles, cette expression donne des valeudg, de8-10, aussi bien pour les parametres
« temporels » classiques de la littératue~ ,05= 06 ) que pour les parametres
« corrigés » obtenus a l'intérieur des événemeatpldie ininterrompusg = 18, = 0.1).
Pour s’en convaincre, il suffit de se référer aaphe ci-dessous qui montre la valeurgie
obtenue par résolution de I'équation (Eq. 7.3)egpaur divers jeux de parametres. Il n’est pas
forcément surprenant que la correction sur lesmpati@s n’influe pas sur la valeur théorique
de qg,, qui ne dépend que de la distribution des plukt€mes et non pas des valeurs nulles

ou sous le seuil de détection. En outre, I'équafeq. 7.3) correspond a I'annulation de la
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fonction de scaling des moments-trace qui est iamtg par multiplication par un support

fractal indépendant, du fait de la décompositionetme D(q-1) =C, (q-D+ D, (q- 1)

20 T

alpha=0.5
alpha=2/3

16 alpha=1.5 -
alpha=2

14

12

£ 10f

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Figure 7.2 Ordre théorique de divergence des mosaent

Néanmoins, il reste impossible actuellement deiooef ou non la valeur empiriqug = 3

qui rend compte non seulement des propriétés madtiles de la pluie, mais aussi de ses
propriétés « particulaires » a fine échelle. Desd@es de type « cascades de Poisson
composeées » prenant en compte ces caractérispgéeisent d’ailleurs exactement la valeur

Jp =3 (Lovejoy & Schertzer, 2006).
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7.3 Multifractals et algorithmes de downscaling

7.3.1 Introduction

Comme mentionné précédemment au chapitre 2, urtatiom importante de la modélisation
numeérique de l'évolution de I'état de I'atmosphééside dans la résolution limitée des
modeles globaux (quelques dizaines voire centadwesm). Cette résolution se révéle
insuffisante pour la représentation d’événementtonélogiques intenses et en particulier
des structures précipitantes convectives tellesles®rages. Pour obtenir des informations
sur ce qui se passe a l'intérieur des mailles ddeteg il faut pouvoir appliquer des méthodes
de downscaling, dynamique ou statistique. On rd@pgie le downscaling statistique consiste
a déduire certaines propriétés statistigues a ha&stution a partir de la connaissance du
champ a basse résolution. De nombreuses méthodeistiggies existent, reposant par
exemple sur la transformation d’'une CDF basse uésol en CDF haute résolution, voir par
exemple (Flaounas et al., 2011). De telles méthbdesistiques sont néanmoins limitées par
un certain manque de justification physique de randformation choisie. Une telle
justification ne peut résulter que d’'une étude afiprdie des interactions entre les échelles.
Pour cette raison, un certain nombre de géophysicent proposé des algorithmes de
downscaling statistique respectant les contraideesymétries d’échelle mises en évidence
sur les processus et les champs étudiés. Dans Ipacticulier de la pluie, ces algorithmes
peuvent étre de plusieurs types (Ferraris et @03

» ajout de structures précipitantes individuellesaréps de facon « scalante »

e désagrégation monofractale fondée sur I'ajout depmsantes spectrales aux nombres
d’'onde élevés et respectant les symétries d’échéllespectre (Rebora et al., 2006)

e désagrégation multifractale au moyen des cascadéifplicatives (cf. références au

paragraphe suivant)

Ces différentes techniques présentent en outr&2déh de pouvoir construire aisément un
grand nombre de réalisations aléatoires du proseashaute résolution a partir de les
simulations ou d’observations a une résolutionriatére. Dans la suite, nous nous intéressons

au proceédés de downscaling basés sur des cascatigdicatives multifractales.
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7.3.2 Cascades multifractales et downscaling

Une fois que des propriétés d’invariance d’échelidtifractales ont été démontrées pour un
champ donné dans une certaine gamme d’échellesaibgque la structure de ce champ peut
étre représentée par une cascade multiplicativea@pelle qu’une cascade multiplicative est
une suite de modulations aléatoires i.i.d. effez$ug chaque étape d’'une série de raffinements
de résolution (cf. le chapitre 3, et notamment deagraphe 3.3.2 de ce travail pour une

présentation détaillée de ces cascades). Dans ldesacascades « discrétes en échelle », on

considere par exemple les résolutiols=2", associées a des subdivisions de I'espace en
pixels de coté, =2™"L, ouL est I'extension spatiale maximale du domaine c#éi La

valeur du champ® ,,a la résolutionA,,, se déduit de celled§,) a la résolutionA, par

multiplication par une variable aléatoirgb appelée « incréement multiplicatif » :

(Dn+1 = /’ADXCDn (Eq 78)

Il est donc possible de définir génériguement uit¢hode de désagrégation multifractale en
partant du champ basse résolution en effectuardudedes modulations multiplicatives
aléatoires similaires (la seule hypothése a vérdiant que les lois statistiques choisies pour

les modulations soient bien valides aux résolutreesnstituées).

Aux chapitres précédents, nous avons montré tariefeavail de bibliographie que par celui
effectué sur les données disponibles au LATMOS Rgueluie vérifiait des propriétés
multifractales dans une ou plusieurs gammes dissnootamment a des échelles inférieures a
quelques jours. Il apparait donc que ces proprigéésettent I'application d’algorithmes de
désagrégation multifractale au downscaling de clsample séries chronologiques de pluie.

Dans la littérature existante, plusieurs auteutsppoposé des algorithmes de downscaling
multifractal pour la pluie (Olsson et al., 1998ei@da, 2000 ; Gunter et al., 2001 ; Pathirana
et al., 2003 ; Biaou, 2004 ; Llort et al., 2006ha8na et al. 2007 ; Onof & Arnbjerg-Nielsen,

2009 ; Rupp et al., 2009) et ont prouvé que cesridifignes présentaient des performances
intéressantes comparativement a d’autres techni@esaris et al., 2003). Ces algorithmes

reposent sur l'utilisation de cascades multiplieagidiscrétes en échelle et ont été appliqués a
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la désagrégation temporelle, spatiale, et spatipteelle de séries et de champs précipitants.

Le tableau ci-dessous offre un apercu des casd#gitoposés par les auteurs cités.

en . Basse/Haute - L0|'de Prise en compte du
Référence Données . . l'incrément
résolution Lo support
multiplicatif
- R Compositions : .
Olsson et al. (1998 Séries tgmpprelles de 17h/1h de lois Poids spécifique dans
pluviométres . la PDF
uniforme/exp
; - (256 km + 16h) / (4 A ]
Deidda (2000) Série de cartes radar km + 15 min) Loi log-Poisson
Glnter et al. (2001 Series temporelles dp 32h/1h PDF empirique Poids spécifique
pluviométres
Pathirana et al., | Séries tgmpprelles de 1jour/1h Loi log-stable Seuil
2003 pluviométres
. Sorties de GCM 2.5° (243 km + 32 jours) . i
Biaou (2004) 1 mois (1 km + 1 jour) Loi log-stable
. . Support fractal
Sharma et al. (2007 Sorties de GCM (300 300 km /2 km Loi log indépendantfi-
km) normale N
modeéle)
Rupp et al. (2009) Series tgmpprelles de ljour/1h Loi beta Poids spécifique
pluviométres
Onof & Arnbjerg- Sorties de modéles . : . Seuil + report des
) . 1h /5 min Loi log-Poisson accumulations sous
Nielsen (2009) régionaux (RCM) le seuil

Table 7.1 Synthése de la littérature des applicetid’algorithmes de downscaling
multifractal & des données de précipitations

7.3.3 Limitations des algorithmes existants

On constate dans le tableau 7.1 que diversesstaistiques ont été utilisées pour décrire
lincrément multiplicatif reliant deux résolutiongoisines. Le choix de la loi statistique
utilisée dans les cascades multiplicatives estatéét peut étre guidé par des considérations
de réalisme physique. Au chapitre 3, nous avonbgs@uque le caractéere discret des échelles
est irréaliste et nous avons montré comment canstdes cascades continues en échelle.
Pour ces dernieres, la distribution des incrémenikiplicatifs est log- infiniment divisible,

ce qui est le cas entre autre des lois log-staddenormale et log-Poisson. Néanmoins, de
telles cascades devraient étre construites sucatgguums d’échelle, c’est-a-dire en prenant
un produit continu et non discret de tels incrérmebe tels continuums sont obtenus aisément
avec la construction des Multifractals « Universelprésentés au paragraphe 3.5. Il est
évident que le caractére continu de la constructionne un degré de réalisme physique
supplémentaire (Fig. 7.3).
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150 200 230

Figure 7.3 Exemple de simulations de cascadestiigjess de mémes parametres< 1.8 ;

C =01 ; H = 0) a échelles discrétes (a gauche) et cards) c'est-a-dire multifractales

universelles (a droite)

D’autre part, nous avons montré au chapitre 5 cares de cas des processus précipitants
plusieurs gammes d’échelles devaient étre distegu€es gammes peuvent étre séparées par
des transitions plus ou moins abruptes et les petras1 sont susceptibles de varier d’'une
gamme a l'autre. Comme nous l'avons vu aux chapifreet 6, ces transitions peuvent en
outre résulter de l'influence des zéros de la phie les statistiques. Un algorithme de
downscaling performant pour la pluie nécessite dome modélisation suffisamment

rigoureuse du support de la pluie et des seuilne&ure.

Comme le confirme les gammes d’échelles réper®rims le Tableau 7.1, les algorithmes
de downscaling multifractal ont été principalemappliqués dans le cas de la pluie pour
permettre le passage de I'échelle journaliere ehé8e horaire (et des échelles spatiales
équivalentes). Ceci étant, nous avons montré apitchadb que les processus précipitants

admettaient des propriétés multifractales remarggatux e€chelles sub-horaires. Il est donc
potentiellement possible d’aller plus loin que lagart des algorithmes existants en générant
des réalisations a des échelles de l'ordre de maut@i De telles réalisations peuvent présenter
un grand intérét en hydrologie urbaine et jouemle de variable d’entrée dans les modeles
de prévision des crues (Onof & Arnbjerg-NielsenQ20 Cependant, les probléemes, non

triviaux, liés a la modélisation du support interient de fagon cruciale a ces échelles. Nous
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ne sommes pas encore en mesure de pouvoir implémant algorithme « continu en
échelle » capable de résoudre rigoureusement chffieulté. Néanmoins, il est déja
intéressant d’étudier comment il serait possibbpgdliquer un tel algorithme en I'absence de
zéros. Dans le paragraphe suivant, nous nous sstame a la faisabilité d’un algorithme de
downscaling multifractal universel dans un cas $&nglans des zones sans zéros, et sans tenir

compte du parametre d’intégration fractionnaire. @n supposk = 0 pour simplifier).

7.3.4 Algorithme de « downscaling multifractal univ ersel »

L'idée sous-jacente a cet algorithme consiste &qrapar le domaine de Fourier et a
« raccorder » les composantes haute et bassetiésolualgorithme, applicable dans le cas

de champs a valeurs strictement positifs, se prés@amme suit :

1. Projeter le champ a dégrader (résolutipsur une grille de haute résolution (notée On
peut proceder ici par interpolation au plus proctoésin mais d’'autres techniques sont
possibles. Dans un contexte différent (downscatlagiextures), Chainais et al. (2010) ont
proposé d’utiliser une interpolation B-spline, ltemt au maximum la dégradation des
propriétés spectrales.

2. Effectuer une simulation d’un champ multifrdataiversel suivant les principes décrits
dans le chapitre 4 de ce travail. Les parametrasdbétre ceux du champ a dégrader dans la

gamme ou I'on doit ajouter de la variabilite.

3. Prendre le logarithme des deux champs. S’il$ suiitifractals universels, le logarithme
(appelé générateuy doit étre un mouvement de Lévy fractionnaire (séction 3.5)
monofractal et donc avoir un spectre en loi puissatécroissante.

4. Appliguer un filtre passe-bas au champ de I'€tapet un filtre passe-haut au champ de
l'étape 2. La fréquence de coupure est fixée arémuience de Nyquist associée a
I'échantillonage basse résolution.

5. Additionner les deux champs obtenus a I'étape 4.

6. Prendre I'exponentielle du champ obtenu
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Cet algorithme réalise en fait le downscaling daégateur plutét que celui du champ lui-
méme. L'intérét de cette implémentation est de pougénérer simplement un champ
dégradé a valeurs positives (apres exponentiatibe).générateur étant additif et non
multiplicatif, il suffit d’additionner a I'étape 4L’implémentation d'un algorithme de
downscaling multiplicatif portant directement sarchamp lui-méme est difficile précisément
en raison des valeurs négatives qui risquent diafippa aprés des manipulations dans le
domaine de Fourier. Certains auteurs préconisamd da cas de remplacer ces valeurs par O
(Chainais et al., 2010).

A titre d’exemple, nous avons simulé une carteailet1024 x 1024 a partir d’un générateur
multifractal universel de paramétres € 1.8; C, =01 ; H = 0). Cette carte est ensuite

moyennée a la résolution 64 par agrégation de fixBlous avons simulé plusieurs
réalisations de cartes reconstituées a la résolatiminelle. La figure 7.4 présente la carte
originelle, la carte moyennée et une réalisatiossjibe. Comme le montre la figure 7.5, on ne
distingue pas de discontinuités a petites échellegui est une spécificité de I'algorithme
présenté dans ce paragraphe. Au contraire, lesithipes a échelles discretes génerent des

« carrés » semblables a ceux illustrés sur la dergauche de la figure 7.3.

smoothin :
g downscaling

A=1024 A=1024

‘ENEENEER:

o

Figure 7.4 Exemple de downscaling multifractal @nsel (continu en échelle) sur une carte

simulées
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A=1024

Zooming

o0 0 B0 50 a0 a5

Figure 7.5 Détail d’'une carte reconstituée par desaling multifractal universel

L’algorithme présenté dans cette section préseetsx défauts principaux : il désagrege le
générateur et non le champ lui-méme et il n'asparela conservation exacte des valeurs du
champ par moyennage a la résolution « bagsd.e premier défaut ne parait pas rhédibitoire
car des algorithmes basés sur une idée similaiésaftéger le logarithme d’'un champ
extrémement variable plutét que le champ lui-méam)déja été appliqués avec succes dans
un formalisme monofractal (Rebora et al., 2006)a¢&onant le second défaut, il est possible
de le corriger par une renormalisation systématapgecarrés associés aux pixels de la grille
basse résolution (Chainais et al.,, 2010). Cettaitisol, non implémentée ici, présente
cependant I'inconvénient de faire réapparaitre dissontinuités dans le champ reconstitué

par downscaling.

Malgré ces défauts, la distribution de probabities valeurs du champ a la haute résolution
apparait correctement reconstituée par l'algorithcoenme le montrent les figures 7.6 et 7.7
représentant respectivement les quantiles et lesents de cette distribution. La figure 7.6

montre que la distribution de probabilité est agserectement reconstituée a I'échelle la plus
fine, tandis que la figure 7.7 montre que les pé&igs de « scaling » de divers ordres sont,
comme attendu, préservées par l'algorithme. Il ereséanmoins a démontrer que les

performances soient aussi satisfaisantes en désamtedes données réelles, lesquelles sont
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susceptibles de présenter un niveau de bruit ngiige@ble a I'échelle d’observation pouvant
conduire & une restitution inexacte a fine échélle.outre, il est nécessaire de connaitre les
parameétres multifractals aux échelles plus petjtesi’échelle d’observation, qui ne sont pas
forcément les mémes que ceux aux échelles plusdggadans un cas d'étude d’ordre

pratique.
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Figure 7.6 Comparaison des quantiles de la carteudée initiale 1024 x 1024 (abscisse) et
des cartes reconstituées (ordonnées) (a la résiutiaximale).

Hux moments

Figure 7.7 Moments empiriques d’ordres 0 < g < Bupla carte simulée (en bleu) et pour

les cartes reconstituées (en vert)

161



7.4 Conclusion

Ce chapitre visait a présenter deux applicatiorssiptes dont le cadre dérive directement des
propriétés multifractales mises en évidence aupittes 5 et 6. La premiere application porte
sur I'étude de la nature des queues de distributies taux précipitants. Le formalisme
multifractal prédit en effet la possibilité d’appgamn de queues de distribution hyperboliques
pour des séries chronologiques couvrant une extemsmporelle suffisamment grande. Bien
gue de telles queues de distributions semblent Biea présentes dans diverses CDF
empiriques proposeées dans la littérature, il stdbsise incertitude quant a la valeur exacte de
'exposant de la queue hyperbolique car la théetrikexpérience paraissent en désaccord sur
cette valeur.

La seconde application est relative au « downsgaljin c'est-a-dire a I'obtention
d’'informations sur un champ a haute résolution dirpd’observations ou de simulations a
une résolution plus grossiére. Les propriétés diimnce d’échelle multifractale mises en
évidence pour la pluie comme pour d’autres changaplgysiques paraissent trouver une
application assez directe au downscaling statistiqRe tels algorithmes pourraient étre en
mesure de générer autant de réalisations que $éw@hhaute résolution connaissant le champ
a une résolution plus basse. Le principe des cascaulltiplicatives permet de générer la
variabilité aux résolutions plus fines que celles ddservations ou des sorties de modéle
numérique. Typiqguement, de telles cascades semblennesure de pouvoir réaliser des
changements d’échelle pertinents du point de vue aplications météorologiques et
hydrologiques, par exemple passer de un jour ahewge voire d'une heure a quelques
minutes. Dans le cas de la pluie, il subsiste néamnun certain nombre de problémes a
résoudre, liés notamment a la modélisation du stgpaccurrence du processus ainsi qu’'a la

non conservativité du phénomene précipitant.
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8 Conclusion et perspectives

Le but de ce travail de thése était d’étudier lesppétés statistiques des processus et des
champs précipitants d’'un point de vue multi-échedleec un accent mis sur les gammes

d’échelles les plus intéressantes du point de euka dnétéorologie, a savoir la méso-échelle

et la sub-mésoéchelle. Le cadre théorique chdii €éelui des modéles de cascades

multiplicatives multifractales. Ces modeles ontiétgalement développés par les physiciens

pour décrire les statistiques de la turbulences pmit ensuite été appliqués a de nombreux
autres champs, en particulier en géophysique (cdraton d’eau liquide dans les nuages,

dispersion de polluants, topographie ...). Nousnavuérifié que ces modeéles pouvaient

reproduire adéquatement les symétries statistiqasgrécipitations en appliquant des outils

d’analyse multifractale a des données de prédipitata haute résolution collectées au moyen
d'un radar et d'un spectropluviométre. Ces jeuxddenées présentent la particularité de

couvrir la mésoéchelle et la sub-mésoéchelle epsaromme en espace.

Au moyen des codes d’analyse implémentés a I'oonade cette étude, nous avons tout
d’abord identifié les gammes de « scaling » dellé&epNous avons montré I'existence d’'un

régime multifractal a la sub-mésoéchelle s’étend@n20 km & 1 km environ en espace et de
30 min a moins d'une minute en temps. L'étude deésies chronologiques du

spectropluviometre, couvrant une durée totale dex geinées, a permis de caractériser le
comportement statistique a des échelles plus gsaatl@ permis de démontrer I'existence
d’'un second régime multifractal de méso-écheller pims échelles s’étendant de 30 minutes a
guelques jours. Chacune de ces gammes d’échellé£ye caractérisée au moyen de trois
parameétres universels résumant les propriétéstagatts des champs dans un sens multi-

échelle.

Nous avons montré, tout d’abord en analysant sgpareles données complétes puis des
sous-ensembles « exclusivement pluvieux » de eeillggiis par simulation et via des calculs
théoriques, que les algorithmes (préexistants &rasail) d’analyse multifractale pouvaient
fournir des parameétres universels fortement biamgsprésence de nombreux zéros. Ce
phénoméne, lié au caractére multiplicatif des adssamultifractales, peut s’avérer
problématique dans le cas de la pluie (en climéanitjue-continental, il pleut environ 5% du

temps a I'échelle de la minute ...). Il pourrait me receler I'explication du fait que les
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publications de la littérature existante ne pamet pas a unifier les statistiques obtenues a
partir de I'étude de données pluviométriques (auemté beaucoup de zéros) et de

d’observations radar d’orages. Au contraire, ertregmant I'analyse a des événements de
pluie ou a des régions sans zéros, on trouve lesesm@arametres universels en temps et en

espace .o = 1.8 (indice de multifractalité fort)C, = 0.1(co-dimension fractale des taux

précipitants moyensa l'intérieur du processus d’occurrencelf = 0.4 (parameétre de

« filtrage » passe-bas).

Ces derniers parameétres sont trés voisins de ceujadittérature relative a l'analyse
multifractale de champs de « scalaires passifts>gtee les champs de polluants. D’autre part,
la principale loi (démontrée mathématiquement eh mnpirique) de la modélisation
statistique des scalaires passifs est la loi des®eObukhov qui prédit exactement une valeur
de H = 1/3. Nous pensons qu'il y a plus qu’une coincae dans la similarité entre les
propriétés de la pluie et celles des scalairesifpagien que les gouttes de pluie soient bien
trop lourdes pour étre advectées « passivement baparbulence, il parait vraisemblable au
vu d’avanceées théoriques récentes que les deuxpshpoissent suivre les mémes symétries
statistigues au-dela d’'une certaine échelle cetigdous avons pu recenser les hypotheses
physiques nécessaires pour exprimer les statistiquetaux précipitant dans un formalisme
analogue a celui de Corrsin-Obukhov. Ce nouveauéteathéorique prédit une valeur He

voisine de 0.4, ce qui est en accord avec lesstates des observations.

L'existence de propriétés multifractales a la (3ulmésoéchelle traduit le fait que les
précipitations ont une variabilité extréme et citpst gouvernée par des interactions non
linéaires (multiplicatives) entre les échelles.eit résulte I'apparition de pics d’intensité
considérable a trés petite échelle susceptiblegirdsar les échelles plus grandes et de faire
émerger des comportements non triviaux aux échellebservation du phénomeéne. En
particulier, des queues de distribution épaissesgéaroissance hyperbolique doivent
apparaitre dans les distributions de probabilit® acumulations horaires ou journalieres de
pluie. Ces queues de distribution algébriques tsadt une plus grande fréquence (et donc un
temps de retour plus réduit) des événements exsr§rae rapport a celle prédite par les
distributions usuelles en hydrologie (telles quelikribution de Gumbel, la distribution log-
Pearson, etc.). De plus, ces queues de distribuéenltent de la méme dynamique non

linéaire que celle qui produit les événements meyen constituent donc une approche
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physiquement justifiée au contraire d’approchesdéms sur un ajustement statistique

standard de quelques accumulations extrémes aunsidgedistributions a priori.

Enfin, le formalisme multifractal parait tres adagour des applications de downscaling
statistique. L'utilisation d’'une cascade multiptive permet de générer aisément une
variabilité multifractale au moyen de modulationsltiplicatives & des échelles inférieures a
une échelle d'observation ou de simulation donridl@sieurs auteurs ont proposé des
algorithmes de downscaling fondés sur une divisies échelles en une suite discrete. Nous
avons souligné le caractére physiquement irréaldste ces algorithmes qui générent
artificiellement des « carrés ». Pour remédier timeonvénient, nous avons proposé un
algorithme de downscaling continu en échelle fasida théorie des multifractals universels.
Néanmoins, I'application de ce dernier a la plueste délicate car elle nécessite une
modélisation adéquate du support de la pluie, paupar exemple au moyen d’'un effet de
seuil ou d’'une cascade monofractale indépendamtepdursuite de ces travaux devra donc
porter sur l'intégration et la validation d’'un mdel@éle support adapté aux applications liées

au downscaling.

Ce travail a souligné la nécessité de distingueml®priétés du processus d’occurrence de
pluie de la variabilité des taux précipitants namsn Nous avons pu alors définir une
caractérisation des propriétés multifractales ayenale parametres cohérents en temps et en
espace. Cette paramétrisation, nouvelle par rappola littérature existante, se révele
intéressante car elle ouvre la voie a la simulatierthamps précipitants évoluant a la fois en
espace et en temps via par exemple un formalisimvadiance d’échelle espace-temps
isotrope (ou éventuellement anisotrope). Il estsapmssible d'implémenter un simulateur de

champs précipitants dynamiques a méso-échelle.

Les propriétés multifractales mises en évidence@us de ce travail ont également des
conséquences quant a la distribution de probaldit® événements de pluie extrémes. En
effet, la multifractalité jointe a I'agrégation dtéelle inhérente a toute observation peut faire
apparaitre des événements extrémes avec une foeEgqédevée comparativement a celles
estimées par la plupart des lois statistiquességl en hydrologie. Pour les applications, il
serait intéressant de pouvoir quantifier ce phémameén termes de temps de retour des
événements extrémes de facon plus systématique pgé&ent ainsi que de I'exprimer en

termes de courbes Intensité — Durée — Fréquencgq@as travaux ont déja étudié le passage
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du formalisme multifractal aux courbes IDF maisexiabasés sur des hypothéses simplistes
(gamme d’échelle unigue, champs conservatifs) gardede la phénoménologie de la pluie.
Une étude plus systématique des extrema appamat aécessaire, tant du point de vue

théorique que de I'étude des données.

Enfin, les conclusions du travail demanderaiertré @nfirmées et étendues par I'application
d’'une démarche similaire a celle suivie dans cétiede a d’autres jeux de données
(pluviometres, radar, satellite...). Il serait netgsant de vérifier si les propriétés multifractale

identifiees a lintérieur des zones de pluie sotatiennaires en espace ou au contraire
dépendantes du climat. De fagcon complémentaire tdagail, on pourrait aussi s’intéresser

aux propriétés de la pluie a des échelles temmargllus grandes que I'échelle synoptique
afin de caractériser la variabilité interannuelteckmatique, certains travaux récents ayant
montré I'existence de propriétés de scaling d’'uatume trés différente (avdd <0 !) a ces

échelles.

Le travail décrit dans ce manuscrit a présentérandjintérét dans sa réalisation en raison de
son caractére pluridisciplinaire : il reposait sume importante composante de modélisation,
mais a aussi nécessité un travail sur les doniédis,, il a aussi été nécessaire d'implémenter
et de valider des codes d’analyse et de simulat®mprocessus multifractals. Nous avons
€galement souhaité rapprocher la statistique gdyaique par I'analogie avec la théorie des

scalaires passifs.
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Annexes

A - Rappels sur les lois stables

Le succes de la loi de probabilité gaussienne ttarssles domaines de la science tient au fait
gue cette loi apparait comme la limite de toute menfadéquatement recalée et normalisée)
de variables aléatoires i.i.d. de variance finies€ce qu'exprime le célébre théoréme central

limite :

Si (X,) est une suite de variables aléatoires i.i.d. dgemne u de variance finieo?, alors

Zn:Xi—n/J

la suite de variables aléatoir€% ) définie parY, == 7 converge en loi vers la loi
ovn

normale centrée réduité(0,1).

Que se passe-t-il si les variables aléatoXese sont pas de variance finie ? En fait, il existe

aussi une classe d’attracteurs plus large qui stenen la une famille de variables aléatoires
stables, dont le cas gaussien est un cas particlllen résulte un « théoreme central limite
généralisé » du a Gnedenko et Kolmogorov, dontodiané est |égéerement différente,
notamment parce que (et éventuellement) n'est (ne sont) pas défini(s). Les variables
stables définies et décrites ci-dessous constituest généralisation des variables de loi
normales, mais elles ne sont pas nécessairemegtraynes et peuvent avoir des queues de

distribution lourdes.

Ci-dessous, nous rappelons la définition et leacuales propriétés des variables stables.
Pour plus de détails mathématiques ainsi qu’'ungfipaion des propriétés rappelées ci-

dessous, on pourra se référer utilement a 'ouvtigeéférence de Samorodnitsky & Taqqu
(1994). Une synthése théorique incluant quelquesodétrations peut étre trouvée dans le

mémoire rédigé par Azizieh (2006).
A.1 Définition
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Définition:
Une variable aléatoir¥ est stable si elle vérifie:
d . d d .
Oa,b Ocd aX, +bX,=cX+d ouX,=X,=X,iid. (Eq. A1)

a,bc>0edIR.

d
Une condition équivalente faisant intervemirepliques deX ( X; = X ) est la suivante ::

n d
On=2 [B,0ORb, >0 > X =bX+a, (Eq. A.2)

i=1

Les variables strictement stables correspondentasuoud=0, a, = Odans les équations

précédentes.

Indice de stabilité :

Pour toute variable stable, il existe1]02] tel que:
c” =a” +b”.

1
Avec les notations de la seconde définition (EQ)Aon a de mémb, =n<.

a est appelé indice de stabilité € 2 correspond au cas classique des lois gaussignm

variable est aussi ditex<stable ».

A.2 Fonctions caractéristiques des variables stable S

La définition (Eq. A.1-A.2) ne donne a priori guéténformation sur la forme de la densité

de probabilité d'une variable stable. En outre,teldes densités n’ont généralement pas
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d’expressions analytiques, a I'exception de quedqoas particuliersd =2"ou n est un
entier positif ou nul). Néanmoins, il résulte diernent de la définition que les fonctions

caractéristiques ¥, soit ¢, (q) = <exr(iqx)> doivent vérifier des équations fonctionnelles de

la forme :

Dab [cd 4, (adxg, (b)) =¢,(cxd  (Eq. A3)

La solution générale de ces équations :

a a . . JT .
igx \ — ¢ q (1—',3-SIQ(CI)-tg(§a))+wq
a#l: <e > =€

(Eq. A.4)

<eiqx > - e—a|q|(1+i,8727sig(q)-log(|q|))+iuq
a=1 -

dépend de trois paramétres (outre l'indice de K@) :

- uORest un paramétre de localisation qui dépend dedamalisation. C'est la moyenne du
processus lorsque celle-ci est définiex(1).

- oOR" est un paramétre d'échelle, proportionnel a Itéyge lorsque celui-ci est défini
(a=2).

- ,BD[— ll], parameétre d'asymétrie.

On noteX ~ §,(8,u,0).

Les loisS(0,u,0) et Si»(1,1,0) correspondent respectivement aux lois de Cautllg éévy.

Lorsquea = 2 (cas gaussien), le parametre d’asymétrie @eatéliminé et la distribution de

probabilité est toujours symétrique.

A.3 Moments et fonction génératrice des moments
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Poura < 2, les moments statistiques absolus diverggartér de I'ordren:
(IX[") = DaD[a,oo[.

La variance d’une variable stable n’est donc jand&ifinie en dehors du cas gaussien et la
moyenne peut ne pas étre définie (@as 1). Cette divergence rend compte de I'existence de
gueues de distributions hyperboliques (i.e., en fdoissance décroissante). Notamment,

lorsque|| # 1, la densité de probabilité admet un comportemsymatotique erjxl_a'_1 pour

|x| >>1, a un facteur pres qui n'est pas forcément le m@mnex>0 etx<0, suivant le valeur

du parametre d'asymétrie. En revanche, lorsue (redp. -1), la distribution de probabilité

n'est asymptotiquement hyperbolique que poes 0 (respx << 0).

Il résulte de ces considérations que la fonctiaméggtrice des moments d’une variable stable,

i —_ —_ S qk k ) 2 Y ) . .

ie. Yy (q)—(exp(qX)>—ZF<X > n'est pas définie a I'exception du cas uniquerpou
k=0 "

lequel la distribution de probabilité den’admet qu'une queue hyperbolique et du c6té des

valeurs négatives, soff =— .1
Dans ce cas, il est possible d’exprimer la foncti@nératrice des moments au moyen de la

relation ¢, (q) = ¢, (-iq). Moyennant un changement de variable sur le parant&échelle,

on obtient :
Wy (q) = (explaX)) = exd6?q® + ) (Eq. A5)
ou @ est un parametre positif.

Les variablesu-stables asymétriques extrémales négatives se sddduilonc d’'une méme

variable « unitaire >y, par la relation affine:

X =6.X+u (Eq. A.6)
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et sont donc caractérisées par un parametre dléattalin parametre de position (on rappelle

gue le paramétre d’asymétrie est fixé égal a -1).

A.4 Autres propriétés des variables stables

- Addition : SoientX;~S,(f1,11,01) €t Xo~S,(B2,12,02), alorsXy+Xo~S,(f,u,0) ou:

H=h+ [ U:(Ula'l'aza)%

ﬁ = :6,10-1[7 + ﬁ20-2a

a a
g +to,

- Ajout d’un scalaire : SoX~S,(5.u,0) et all R, alorsX+a~S,(8,ut+a,o)

- Multiplication par un scalaire : So¥~S,(8,u,0) et alR-{0}, alorsa.X ~S,( sig(a).4, au,

lalo)
- Stricte stabilité : SoiX~S,(8,u,0), ou a # 1L X est strictement stable, si et seulement si,

u=0

B - Construction mathématique de champs multifracta Is
« universels »

B.1 Principe

Nous considérons dans cet annexe une constructathématique explicite de cascades
multiplicatives log-stables continues en échelle.dénérateur de cette cascade (c'est-a-dire
son logarithme) doit donc étre une cascade addieverariables stables. La continuité en
échelle empéche toutefois la cascade d’avoir unietsre itérative dyadique de subdivisions.
La distance entre deux pixels n'est pas spécif@esde cas continu par une telle structure
dyadique, mais au contraire par une véritable fonctontinue et positive. On peut donc
conjecturer que le générateur du modeéle univeraeprendre en compte des sommes de
variables aléatoires stables i.i.d., pondérées anctibn de la distance. Il s’agit donc
d’effectuer une convolution entre un bruit blanab& et une fonction de pondératian
décroissante avec la distance :

r,(x) :j'a.ya(x').w(x—x')dx (Eq. B.1)
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Ci-dessus, nous supposons que la taille d'un mgeunitaire. Le paramétrereprésente ici
I'amplitude du bruit stable. La convolution doit entre étre faite sur un support tronqué aux

échelles comprises entre celle du pixel et celldamaine de simulation.
Il faut maintenant déterminer deux choses :

- La forme de la fonction de pondération

- La valeur du parametreafin d’assurer une valeur correcte p@&ir

B.2 Fonction de pondération

Dans la suite, on note la seconde fonction caratitgre d'une variable aléatoire, au sens de

Laplace:

K, (q) = K{x}@q) = Iog<eqx>, qui vérifie les propriétés:

Ky, (@) = Ky (a) + Ky, () et K (a) = Ky (aq)
On rappelle les propriétés du bruit stable unitgiretel que défini au paragraphe 10.1:
(e”)=e", =0, etw,q<0, @ <2.
et (Eq. B.2)
<e“("”> =e”

L'amplitude, dans le cas d'une somme de v.a. estnight stables, est contrainte par une

équation du typeo? =g,” +a,”.
Si nest un bruit de strictement stable, on peut dorniceéc
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d a
Zajn(j){Zaj”J n, ce qui peut s'étendre au cas continu d'une famate pondération
i J

(Schertzer & Lovejoy, 1991):

1
a

d
jn(x‘)ya(x')dDx{jn(x‘)”df’x} 2
B B
La seconde fonction caractéristique dej'n(x')ya(x')de' est donc

B

1 a

K{jrz(x‘)ya(x')de}(q)=Ky(q)x U”(X')adDXT =q" [n(x)"d°x

Enfin, dans le cas d'une convolution limitée unpaup Q, :{1s|x|s/1}, induit par la

limitation des échelles dans la simulation:

r, = jw(x—x').a.y(x')de'= J‘W(X—X').O'.f/‘ (x=x).p(x)d°x', ou f, fdésigne la
1<‘x“</] —o0

fonction indicatrice de@, ={L<[x < A}.

r, = .[W(x—x').a.y(x')de'z ].;W(x—x').a.fﬂ (x=x).p(x)d°x

1<|x|<A

a

Km (@)= ,[W(X_ Xl)a fA (x= XI)dDX}a Koy(q)

Ke, (@) =| [wix=x)" 1, x- x')"de} 7K, (0) :{ J w(x')"de'] g

14x]<A

(en effet, I'intégrale a support infini ne dépead pex)

donc:
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a-o W(X')adDX'

1< x'|<A

<eqrﬁ> == Olog(A)

De facon a assureK (g) = K(g)log(4 (équivalente a I'equation fondamentale (Eq. 3.16)

du formalisme multifractal), il suffit que l'intégle de w” sur le domaine donne Iag( Il

D
suffit donc de prendrev(x) 0|} « si 1<k|<i et 0 sinon.

b
Comme lintégrale de la fonctiob<| a est en fait égale aN, log(4) ou Np= J'de est
[x=1

fonction de la dimension de I'espace (soit72;4& dans les cas mono-, bi- et tridimensionnels

isotropes), on obtient une solution « normalisé&a prenant :.

1

D
W(X) =Ny o | a (Eq. B.3)

B.3 Détermination de I'amplitude du bruit stable

Le champ construit ci-dessus n'est pas normad'@g’;:) =A%". Si on le normalise a toutes les

résolutions en le divisant par sa moyenne a lduisn correspondante, on obtient un champ

@, dont le générateur admet pour fonction caractéust

K, (0) = K¢, (9) —q07 log(d) = K(g)log() (le champ normalisé est donc multifractal) ol
K(q) =0 (q” —q) est la fonction d'échelle des moments du chammalisé @, .

La relationK'(@) =C, nous donne alors la valeur de 'amplitude dutbrui

a:( G j (Eq. B.4)

a-1
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1 Multiscaling properties of rain in the time domain, taking into

2
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account rain support biases
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5 [1] A number of studies have shown that rainfall processes may be described by stochastic
6 scaling models in the time domain. However, most of the data sets have a resolution
7 that is too limited to perceive the internal structure and variability of rain events. In this
8 study, we analyze high-resolution (15 s) disdrometer time series, of total duration 2 years,
9 obtained in Palaiseau, France. Monofractal and multifractal analysis tools are applied
10 to the data set in order to investigate the scaling properties of the process, especially within
11 the framework of universal multifractals (UMs). From spectral analysis and first-order
12 structure function, it is shown that rainfall should be modeled by nonconservative
13 (integrated) processes at small scales (hourly or finer) but not at larger scales. Multifractal
14 analysis shows that two multiscaling regimes should be distinguished, i.e., ~3 days
15 to 30 min and 15 min to 15 s, with different UM parameters. The formenis likelysto
16 represent the interevent variability, and the latter is likely to represent the event internal
17 variability. Moreover, most data points contain zero values, which are susceptible to bias
18 multifractal analysis results. In order to assess the effect of the zeros on multifractal
19 analysis results, the UM parameters are also estimated from two variants? from
20 uninterrupted rain events (with almost no zeros) and from a modified (weighted) version
21 of analysis procedure that overweights nonzero values. The parameters are shown to
22 depend noticeably on the proportion of zeros. We propose an approach based on a scaling
23 support of the time series and derive semitheoretical/formulas- for the bias in the
24 parameters, which are applied in our case study. Finally, we discuss the advantages
25 and drawbacks of some models for numerical simulation ‘of multifractal fields containing

26

a lot of zeros.

27 Citation: Verrier, S., C. Mallet, and L. Barthes (2014), Multiscaling properties of rain in the time domain, taking into account
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1. Introduction

[2] Rainfall displays a veny heterogeneous behavior, in a
twofold way. First, wet and dry periods alternate and may
have variable duration. On theé other hand, there is also an
extreme variability, in“the_interior of rain events. Since
rainfall dynamics involve a wide range of time scales and
space scales, scaling models have been considered for a long
time by researchers. These models display features such as
power law spectra, induced by the absence of characteristic
scale in a given range of scales (usually coined as scaling
range). Such power laws are accurately displayed by rainfall
data sets, at least for some scaling ranges. Scaling behaviors
seem even to occur in most geophysical fields. However,
it has appeared to geophysicists that usual simple scaling
(monofractal) models, characterized by a single fractal
dimension, may represent an artificially narrow class of

"LATMOS, CNRS/INSU, Université de Versailles Saint-Quentin-en-
Yvelines, Guyancourt, France.
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processes, with a too-limited variability. In other words,
power spectra are useful when determining the existence of
one or several scaling regime(s), but since it is a second-order
statistic, some information about low-order or high-order
statistics is missed. The latter point is especially crucial when
considering the most rare and extreme events, the most
important ones for operational hydrology, civil engineering,
and safety policies. Then, more elaborated models have been
designed, in order to account for a wide set of (decreasing)
fractal dimensions, associated with increasingly high inten-
sities. These are multifractal models, characterized by an
infinite spectrum of fractal dimensions. A popular route to
multifractality is that of stochastic multiplicative cascades,
first developed in the context of statistical modeling of tur-
bulence [Kolmogorov, 1962; Obukhov, 1962; Yaglom, 1966;
Mandelbrot, 1974]. In a general manner, cascade models rely
on three phenomenological assumptions: (1) there exists a
quantity (energy flux in the context of turbulence) which is
conserved in average from large to smaller scales; (2) this
quantity is heterogeneously transmitted to smaller scales in a
scale-invariant way; and (3) most of the interactions occur
between neighboring scales. Moreover, the cascade is said
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67 multiplicative when its heterogeneity is built by an iterative
68 multiplicative modulation process. This results in a multi-
69 fractality that would need, in principle, an infinite number of
70 parameters (i.e., an infinite set of fractal dimensions). Yet, it
71 has been shown that under plausible assumptions, (continu-
72 ous in scale) cascades converge toward laws that are often
73 characterized by a small number of degrees of freedom
74 (universality). For instance, the universal multifractal (UM)
75 model [Schertzer and Lovejoy, 1987] (that includes the well-
76 known special case of lognormal cascades, with « = 2) and
77 the log-Poisson model [She and Levéque, 1994] need only
78 two fundamental parameters. For 25 years, scientists have
79 performed multifractal analysis over a number of geophysical
80 fields, leading to the conclusion that multifractality should be
81 somewhat ubiquitous in nonlinear geophysics (for reviews,
82 see Lovejoy and Schertzer [2007, 2010]). In particular, the
83 multifractality of rain, first proposed by Schertzer and
84 Lovejoy [1987], has been confirmed by a number of studies
85 in the time and space domains (for reviews, see Lovejoy and
86 Schertzer [1995], Lilley et al. [2006], and even in a spatio-
87 temporal framework Marsan et al. [1996], Over and Gupta
88 [1996], and Deidda [2000]). The multifractal structure of
89 rainfall time series has been investigated by a number of
90 papers, e.g., in the UM framework [Ladoy et al., 1991;
91 Tessier et al., 1993; Hubert et al., 1993; Ladoy et al., 1993;
92 Olsson, 1995; Harris et al., 1996; Schmitt et al., 1998; de
93 Lima and Grasman, 1999; Pathirana et al., 2003; de Lima
94 and de Lima, 2009; Sun and Barros, 2010; Lovejoy et al.,
95 2011]. The main results (scaling regimes, UM parameters)
96 of these papers are recalled in Table 1. As shown, most of
97 the studies suffer from the limited resolution of the data
98 (typically one day). Obviously, rain has much variability at
99 subdaily scales, hence some singular behavior should be
100 expected at these small time scales. Recently, de Montera
101 et al. [2009] have performed multifractal analysis of high-
102 resolution (<1 min) time series obtainéd by thé means of
103 a dual-beam spectropluviometer. They found the existence of
104 a break in the scaling at 1 hr time scale, and of"a scaling
105 regime, in the interior of rain events, with UM parameters far
106 from the usual large-scale ones (see Table 1) They advocated
107 that the break at 1 hr time scale could be due to the presence
108 of numerous zeros in the series, which ‘would lead to biases
109 in multifractal analysis at larger scales. It is perhaps not well
110 known enough thatithe presence,of these zeros may consid-
111 erably affect the estimatiomyof-multifractal parameters, even
112 though this has beennoticed for a long time [Harris et al.,
113 1996; Schmitt et al., 1998]; see also Fraedrich and Larnder
114 [1993] in a monoscaling framework. Such a phenomenon
115 may be easily retrieved by analyzing thresholded synthetic
116 multifractal fields [Verrier et al., 2010]. Other comments on
117 the effects of thresholds on rain spatial statistics may be found
118 in the work of Lovejoy et al. [2008]. In the time domain, the
119 transition at ~1 h may be viewed as a transition from a mul-
120 tiscaling regime to another with different parameters (includ-
121 ing a transition from nonconservativity to conservativity).
122 However, the physical interpretation of the transition remains
123 unclear but could involve a kind of threshold in the rain
124 generation process.
125 [3] The present paper aims to extend the results obtained
126 by de Montera et al. [2009], using another high-resolution
127 time series covering a wide range of scales (2 years of rain
128 intensity data at 15 resolution). The present study will dis-
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tinguish the main scaling regimes of rainfall in the time
domain in the range of scales available from the measure-
ments. Different analysis procedures will be performed in
order to highlight the role of the zero rain rates. Further-
more, a semitheoretical explanation and formulas for the
biases observed in UM parameters estimates on data sets
that contain a lot of zeros will be proposed and tested.

[4] The study is structured as follows. In section 2, the
main properties of the multifractal formalism are recalled,
including UM parametrization. Section 3 provides infor-
mation on the data set and the experiment. As a first step,
some monoscaling analysis techniques were applied to the
series in order to determine the scaling regimes; the results
are presented in section 4. Thenssection 5 exposes the
application of classical multifractal analysis tools to the
series and to rain events extracted froi the series. The latter
procedure aims to distinguish between, rain variability in
rain events and the alternation/between rain and absence of
rain and to characterize the scaling properties of the former.
UM parameters are showntto, berstrongly different at large
scale, compared to those estimated from (small-scale) rain
events. It is suggested thabat least part of the difference may
be due to the'zero Tain rates. In section 6, some suggestions
for modeling multifractal’ fields that have many zeros are
proposed. From a model of scaling support, semitheoretical
formulas are derived to quantify the bias of multifractal
analysis results depending on the codimension of the support.
We also review and discuss the advantages and drawbacks
of existing models of support generation. It is argued that a
thresholded multifractal model could be able to reproduce
some,of the observed features of the DBS series. Finally,
we. conclude in section 7.

2. Some Theories of Multifractals

2.1.

[s] Multiplicative cascades are defined by an iterative
multiplicative construction as follows. First, distribute uni-
formly a quantity at the largest scale 7 of the process (called
external scale), i.e., over a full interval [0, 7]. Then, divide
the initial interval in \; (usually, two) subintervals of equal
length (or, in D dimensions, in X subpixels or sub-
hypercubes). Attribute a value on each subinterval by mul-
tiplying the initial value by a random variable. Then, repeat
the construction by subdividing each of the previous sub-
intervals in \; new subintervals and attribute a value to each
of the new intervals. By iterating the process, you can build
a series @, (¢) of resolution A = A (in the following, the
resolution varies as the inverse of the interval length, which
is the time scale, A = 7/Af). If we impose all random vari-
ables to be independent and identically distributed and dis-
tributed independently of the scale, one can obtain a series
(or a field) that has scale-invariant properties. Usually, the
mean of the process is assumed to be statistically conserved
when the resolution changes: V., (®,) = M.

[6] The latter equation expresses canonical conservation,
which will be considered in the scope of this paper. Note
that conservation can also be defined in a microcanonical
way (see Mandelbrot [1974] about this distinction), i.e.,
exact conservation at each step.

[7] Generically, scale-invariant multiplicative cascades
converge toward multifractal fields [see, e.g., Schertzer

Multiplicative Cascades and Multifractals
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Table 1. Comparison of Universal Parameters «, C;, H, and Empirical Spectral Slope 3, Estimated Over Various Ranges of Time Scales®

t1.2 Reference Measurement Range of Scales a C, H ¥
tl.3 Tessier et al. [1993] Gauges, daily accumulations 1-64 days 0.55 0.6 - -
tl.4 Ladoy et al. [1993] One gauge, daily accumulations 1-64 days 0.45 0.60 0.03*  0.37
tl.5 Fraedrich and Larnder [1993] Rain gauges (daily and 5 min resolutions) 3 daysto2,4h - - - 0.5
tl.6 <2,4h - - - 1
tl.7 Olsson [1995] Gauges, 2 years of 8 min data (3—11) days to 8 min 0.63 0.44 0.10*  0.66
t1.8 Tessier et al. [1996] Gauges, daily accumulations 15 days to 1 day 0.7 0.4 -0.1 04
t1.9 de Lima and Grasman [1999] Nonrecording gauge (daily resolution) 8-128 days 0.66 0.30 -0.23* 0.17
t1.10 1-8 days 0.48 0.51 -0.11* 0.17
tl.11 Recording gauge (15 min resolution) 15 min to 10.7 days 0.49 0.51 —0.02 -
tl.12  Pathirana et al. [2003] Gauges, hourly accumulations ldaytolh 1.35 0.34 -0.05 1.02
tl.13  Molini et al. [2009] Rain gauges, accumulations (up to 60 min) 3daysto2h - - - 0.7
tl.14  de Lima and de Lima [2009]  Gauges, daily records 1-16 days 0.5-0.7 0.35-0.5 —0.13 -
tl.15  de Montera et al. [2009] Dual-beam spectropluviometer >1h 0.24 0.63 0 -
tl.16 Dual-beam spectropluviometer, uninterrupted rain events 1 h to 1 min (full rain) 1469 0.13 0.53 -
tl.17  Lovejoy et al. [2011] Gauges (hourly data gridded on 2.5° x 2° pixels) >3 months = - -0.42  0.08
t1.18 (2-10) days to 1 h - 0.37 0.17 0.76
t1.19 “The values of H that are marked with an asterisk were not explicitly estimated by the cited authors yet may be deducedsfrom the'exponents a, C;, and 3
t1.20  they found and from the relationship 3§ = 1 — K(2) + 2H.

189 et al., 2002]. The fundamental equation of the (codimen-
190 sion) multifractal formalism expresses the fact that for a mul-
191 tifractal field, the probability of exceedence of a threshold that
192 is power law of the resolution is also power law with exponent
193 depending on the amplitude of the family of thresholds:
Pr(®) > A7) & A0 (1)
194 where @, is the (normalized, M = 1) series/field seen at reso-
195 lution A and = indicates an equality within the limits of slowly
196 varying functions. Above, the (real) exponent vy is a scale-
197 invariant indicator of the amplitude of the resolution-depend-
198 ing family of thresholds:
Th=X (2)
199

200
201

Here, ~ is called singularity and characterizes the amplitude
of the process independently of the scale. Tt is associated to
a unique fractal codimension denoted, c(7y), which is the
202 exponent of the power law definédiin (1):"By varying the
203 singularity, we can describe/the fractal codimensions of
204 families of thresholds of ,various, amplitudes. Physically,
205 the higher the threshold, thexmore intense the events: it is
206 expected that higher,singularities are associated with the
207 most rare events, ‘with smaller fractal dimensions: c(7y)
208 increases with 7. c(7)defines a function, called codimension
209 function, which entirely characterizes the multifractal series/
210 field ®,. Note that the trivial case c(y) = const corresponds
211 to monofractality. In a general manner, c¢(7) is convex, pos-
212 itive, with a fixed point C; imposed by the condition of
213 canonical conservation. Since the probability distributions
214 are closely related with the statistical moments, (1) is
215 equivalent [Schertzer and Lovejoy, 1987] to:

(@) ~ \K@ 3)
216 where (*) denotes the averaging operator, ¢ is the (non-
217 necessarily integer) order of the moment, and K(gq) is the
218 moment scaling function. Equation (3) expresses that the
219 moments of the series, at fixed order, depend in a power law
220 way of the resolution. The high orders obviously correspond
221 to the highest values of the series and also to the highest

singularities. In fact, the analogy is closer since there is a one-
to-one corresponderice between singularities and moment
orders, since“the, moment scaling function is the Legendre
transform‘of the codimension function [Parisi and Frisch,
1985]. In the'same way, it may be demonstrated that K(g)
should be convex. Because of the imposed scale-by-scale
conservation of the mean, we have K(1) = 0. For a space-
filling field, we also have K(0) = 0 (more generally, -K(0) is
the codimension of the support; see section 6.

[8] The characterization of a multifractal field needs the
knewledge of the moment scaling function, or equivalently
of the codimension function, which describe the statistics
at all scales.

2.2. Universality

[9] Because of the small number of constraints that apply
a priori on K(g), i.e., convexity and trivial values, a great
variety of possible functions could be involved. The char-
acterization of the multifractal properties would therefore
need an infinite number of parameters, which is unman-
ageable. Various attempts to reduce the number of para-
meters to a limited number of physically relevant ones have
been proposed. In addition, such models should have some
attractor properties in order to be physically realistic. Such
properties may appear, under certain conditions, with con-
tinuous in-scale cascades. Obviously, the classical discrete
cascades (where A is necessarily an entire power of an
elementary step A;) are not physically realistic since (1) the
step A\; has no physical justification and (2) they induce an
artificial clustering of the data in square-like shapes. On the
contrary, physically relevant cascades should be continuous
in scale, i.e., with A\; — 1, which is equivalent to add more
and more (up to infinity) steps between the initially discrete
steps. Since continuous in-scale multiplicative cascades
converge by construction to log-infinitely divisible dis-
tributions, the possible choice of random generators has
been restricted, and at least some of them need few degrees
of freedom. Some authors have proposed log-Poisson sta-
tistics [She and Levéque, 1994; Dubrulle, 1994; She and
Waymire, 1995]. On the contrary, by assuming stability of
the generator and suitable renormalization, Schertzer and
Lovejoy [1987, 1991] have proposed log-Levy statistics,
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263 defining the UM model. Mathematical and physical argu-
264 ments supporting this kind of (strong) universality, may be
265 found in the work of Schertzer and Lovejoy [1997]; see,
266 however, Gupta and Waymire [1997] for discussion about
267 the generality of this model. Yet, this model has been
268 applied successfully to a number of geophysical fields
269 [Lovejoy and Schertzer, 2010]. UM fields have the follow-
270 ing parametrized moment scaling function:

C
a—1

K(g) =

(¢" =) 4)

271 [10] There are two relevant parameters: «, the index of
272 multifractality, which is between 0 (monofractality) and 2
273 (lognormality); and C;, which is the codimension giving the
274 dominant contribution to the mean value of the field. The
275 higher the Cy, the more intermittent the field: then, peaks
276 become more sparse but higher. C; is bounded below by 0
277 (homogeneity) and above by the dimension of the embed-
278 ding space, denoted D. Because of Legendre transform, C, =
279 ¢(Cy) = K'(1) is the fixed point of the codimension function
280 as well as the singularity associated with the mean (moment
281 of order 1).

282 2.3. The FIF Model

283 [11] Since most geophysical fields are nonconservative,
284 an extension of the UM model to nonconservative fields has
285 been proposed [Schertzer and Lovejoy, 1991]. This is the
286 fractionally integrated flux (FIF) model, based on the frac-
287 tional integration of a conservative UM. The order of inte-
288 gration, denoted H, defines a nonconservativity parameter:
289 it strongly constrains the smoothness of the field. The FIF
290 model has therefore three parameters. A FIF series has
291 stationary increments, following:
d H

[R\(t + At) — R\(1)] = §\|AY] (5)
292 where |A?l = §
293 [12] The FIF model is especially useful toymodel scaling
294 processes with spectral exponent/ greater-than 1. Indeed,
295 the power spectrum of a multifractal FIF follows a power
296 law E(k) o k © where k is the wavémumber and =1 — KQ2)+
297 2H is the spectral exponent., Of course, the formula holds
298 in the case of comservative cascades, with H = 0. Note
299 that the power spectrumpis a_second-order statistic, hence
300 the term K(2). The determination of the parameter H may be
301 done with the help of first-order structure function, namely,
302 (IRx(t + A1) — R\()I) EAAL oc 1AH7,

303 3. The Data Set

304 [13] A dual-beam spectropluviometer (DBS) has per-
305 formed more than 2 years of measurements in Palaiseau,
306 near Paris, France. This instrument uses two flat parallel
307 infrared beams of 2 mm in height, 40 mm in width and
308 250 mm in length, hence has a 100 cm? catchment surface.
309 The two beams help detection of small drops to be per-
310 formed, down to 0.3 mm in diameter. Various means of
311 reducing instrumental and physical disturbances and false
312 detections have been used, that are presented by Delahaye
313 et al. [2006]. The device provided diameters, fall veloci-
314 ties and times of arrival of raindrops. From the latter, the
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rain rates are estimated at 1 s resolution. Since rain typically
decouples from turbulence at scales smaller than 1 m
[Lovejoy and Schertzer, 2008], it should be expected that a
scaling behavior could hold up to 1 s time scale. However,
measurement limitations seem to be dominant at such small
scales with this instrument, and that a larger integration
time should be necessary. In this study, the rain rates were
estimated over an integration time of 15 s. The validity of
the latter will be justified a posteriori in section 4. In order
to facilitate multifractal analysis, a 2" section has been
extracted from the raw data set, covering approximately
96% of the latter. Therefore, the data set consists of a 15 s
rain rate time series of length 2** points and spans almost a
2 year period. After correction ofssome unreliable small
portions of the series, a threshold of 0.1 mm h has been
applied in order to wash out doubtfully low values. The
main properties of the data set are summarized in Table 2.
An example of rain event, measurediby the DBS on 12 May
2009, is shown in Figure 1. However, similar rain events
represent only a small partiof theitotal series. From Table 2,
it may be noticed that most points of the series contain a
(true or instrumental) zero, rain rate value. The latter may
impact rainfall stochastic modeling, which will be discussed
in some sections below.

4. Some Evidence of Scaling

[14] This section investigates the scaling properties of the
series and of its support, independently of a particular (multi)
fractal hmodel. The purpose is to determine the scaling
regimes of the series from classical tools such as power
spectrum and (slightly modified) box-counting algorithm.

4.1.

[15] Consistently with the remarks of section 2.3, a scal-
ing regime is generically associated with a power law por-
tion of spectrum. The power spectrum of the DBS series,
averaged over logarithmically spaced bins, is provided in
Figure 2 (in log-log coordinates). At time scales greater than
a few days, the spectrum is almost flat. This is coherent with
the findings of most papers [see, e.g., Ladoy et al., 1993;
Fraedrich and Larnder, 1993; Tessier et al., 1996; Lovejoy
et al., 2011. However, the very low value of the spectral
slope (the so-called “spectral plateau™) at scales greater than
a few days/weeks should not be misinterpreted or over-
interpreted since this single information is not sufficient to
reject the hypothesis of long-range dependencies [Lovejoy
et al., 2011].

[16] At the higher frequencies, a scaling regime appears
clearly at time scales between 30 s and 30 min time scales.
In this range of scales, the spectral slope is 3 = 1.55 £ 0.03
(the error bar corresponds to the 95% confidence interval).
The latter value is greater than 1, which means that, in case
of multifractality, a nonconservative model (such as the FIF
model) should be more appropriate (see also section 4.3).
There is almost no flattening at the far highest wave
numbers, meaning that measurement would be affected by a
very moderate level of measurement noise at the series
resolution, which remains coherent with the findings of
de Montera et al. [2009], based on the same instrument, but
from measurements obtained in different periods and places.
This justifies a posteriori the choice of the resolution of the
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Table 2. Properties of the Preprocessed DBS Time Series Used in

This Study

Property Value
Date and Time (Beginning) 16 July 2008 15:00:00
Date and time (end) 14 July 2010 16:15:45
Resolution ISs
Series length 222
Mean 0.052 mm h
Percentage of zeros 95.9%
Threshold 0.1 mm h

374 series explained in section 3. The time scales between
375 3 days and 30 min correspond to a slow transition from the
376 large-scale flat spectrum to the small-scale scaling regime.
377 Two indicative fits within this range of scales are shown in
378 Figure 2, illustrating that the spectral slope is smaller at
379 smaller frequencies (with slopes 6 =0.41 £ 0.06 and 1.09 +
380 0.07 for 3 days to 3 h and 3 h to 30 min ranges, respec-
381 tively). The properties deduced from Figure 2 seem rather
382 coherent with some results of literature that are based on
383 high-resolution data. As reported in Table 1, a scaling break
384 at 1-5 days has been found by Fraedrich and Larnder
385 [1993], Olsson [1995], Pathirana et al. [2003], Molini et al.
386 [2009], and Lovejoy et al. [2011]. The spectral slopes they
387 estimated, for subdaily scales, were between 0.5 and 1. They
388 did not, however, notice any higher spectral slope at subhourly
389 scales, probably because their work was based on data at
390 coarser resolutions than ours. Opposite, de Montera et al.
391 [2009] have found a specific scaling regime at subhourly
392 scales, with a spectral slope greater than 1, and with a non-
393 conservativity exponent H ~ 0.5. These results suggest the
394 existence of a nonconservative scaling regime at the subhourly
395 scales, coherently with our findings, i.e., with the 30 min to
396 30 s scaling regime highlighted above. ;Similafly with the
397 results of de Montera et al. [2009], this scaling behaviorholds
398 well up to subminute scales and would be probably mainly
399 limited by the measurement noise, at scales of several seconds.
400 [17] The small-scale estimate of G\(= 1.55 %+ 0.03) in
401 Figure 2 needs some comments, since it istemindful (with a
402 slight but significant difference) of the classical value 5/3
403 of the Corrsin-Obukhov law of passive scalars [Obukhov,
404 1949; Corrsin, 1951]. Evenythough rain is not a passive
405 scalar, it is stronglyneoupled with turbulence. In particular,
406 turbulence strongly:accelerates the growth of small cloud
407 droplets and thereforé rain initiation, by increasing the
408 mean collision rate [Falkovich et al., 2002; Xue et al., 2008;
409 Wang and Grabowski, 2009]. Furthermore, rainfall may
410 share some properties with passive scalars. Of course, indi-
411 vidual raindrops are far too heavy to behave like pas-
412 sive scalars, especially they are characterized by too large
413 Stokes numbers. However, it has been recently demonstrated
414 [Lovejoy and Schertzer, 2008] that patches of raindrops are
415 likely to display such a behavior above a spatial critical scale
416 I.. In the latter paper, the authors used three-dimensional
417 raindrop stereophotography data in a 10 m® volume and
418 showed that the liguid water density power spectrum accu-
419 rately follows a &> law above a critical scale /, of the order
420 of 50 cm. A passive scalarlike model for rain has recently
421 been proposed by de Montera et al. [2010] under some
422 plausible physical assumptions. The authors checked the
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predictions of their model up to storm scale, based on radar
and disdrometer data.

[18] In our present case study, several reasons may
therefore contribute to the difference between the small-
scale value of 3 in Figure 2 and the “expectable” 5/3 value.
Multifractal “intermittency” corrections to the spectral slope
could be involved. These corrections are closely related
with multifractal parameters, as expressed by the equation
0=1-K(2)+ 2H (see section 2.3). In sections 4.3 and 5.2,
UM and nonconservativity exponents will be estimated
in a similar scaling regime. The parameters will be such that
K(2) = 0.24 and H = 0.38, hence § = 1.52. Still, a more
realistic (passive scalarlike) model of rainfall should involve
at least two fluxes, as proposed by desMontera et al. [2010].
Moreover, as discussed in the following sections, the zeros
of rainfall may strongly affect scaling properties. Even
though this effect will be shown to act'mainly at large scales
(coherently with Figure 2), it remains possible that the
spectral slope could be slightly. shifted at smaller scales.

4.2. The Fractality of the Data Set Support

[19] In this section, we focus on the properties of the rain
support. The“alternation of rain and absence of rain is
expected ndeed to have,some scaling properties, following
the results of warious studies in the time domain [Hubert
et al., 1989; Olsson et al., 1993; Lavergnat and Golé,
1998; Schmitt etial., 1998]. In Figure 3, the probability of
occurrence of nonzero values is presented as a function of
the resolution ), in logarithmic coordinates. It is shown that,
from 1.5.day time scale to 30 min time scale, the probability
thatya. point belongs to the series support follows a power
law’of the resolution:

Pr(R\(f) > 0) cx A9 (6)
where cris a fractal codimension, clearly that of the data set
support. In a classical multifractal framework, it would be
the codimension associated with the —oo singularity.

DBS rain event, Palaiseau
a0 T :

451 4
401 .
351 E
30+ .
25¢ .
20t 1

Rain rate (mm/h)

Tar 4
10 g

0 10 20 30 40 50
Time {min)

Figure 1. Rain event observed by the DBS on
2009, beginning at 04 h 05, in Palaiseau.

12 May
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Figure 2. Power spectrum of the DBS rain rate time'series and corresponding scaling regimes. Coordi-
nates are logarithmic and wave numbers are normalized, such'that the Nyquist wave number is associated

with the value 7.

457  [20] It should be pointed out that c,is representative of the
458 data set support scaling and not of the ‘“true” fain support
459 possible scaling. Indeed, any measurementyinvolyes a kind
460 of measurement threshold thus true zero raim,rates cannot
461 easily be distinguished from instrumentally defined ones.
462 This may directly impact the observed valug of the fractal
463 dimension. Nevertheless, the scaling regimes are expected to
464 hold approximately for comparable thresholds and the esti-
465 mated data set codimension ¢, should be an upper bound of
466 the “true” rain support codimension. In order to eliminate
467 possibly unreliable low rain rates estimation, a threshold of
468 0.1 mm h has been appliediin the DBS series preprocessing.
469 The latter threshold\could/seem a bit high, however, its
470 choice was motivated by the necessity to remove instru-
471 mental noise and false detections. From the fit in Figure 3,
472 the data set codimension is estimated at 0.45, meaning that
473 in the corresponding scaling range, the data set is embedded
474 in a fractal support of dimension dy= 0.55. To illustrate the
475 dependence of the fractal dimensions on the threshold, it
476 should be emphasized that a threshold of 0.01 mm h in DBS
477 preprocessing would have shifted the codimension value to
478 0.40. This dependence is rather strong since support codi-
479 mensions are equivalent to 0-order statistics. However, the
480 reference DBS data set, thresholded at 0.1 mm h, will be
481 considered in the next sections, where higher-order statistics
482 are of interest.

483 [21] As stated previously, the codimension of the data set
484 support is estimated at 0.45, meaning that in the corre-
485 sponding scaling range (1.5 days to 30 min), the data set is

embedded in a fractal support of dimension 0.55. Because
of the dependence of fractal dimensions on thresholds,
direct comparison with other literature results is nontrivial.
However, Schmitt et al. [1998] found a scaling regime
for their data set support that extends from 3 day to 10 min
time scales. They also found a support dimension of 0.55,
which is difficult to compare with our estimate because
of a different measurement resolution and threshold. We
should also mention the study by Olsson et al. [1993] who
distinguish three scaling regimes separated by transitions at
1 week and 45 min time scales. In the 1 week to 45 min
regime, these authors estimated a fractal dimension of 0.37.
Moreover, they found a pseudoscaling regime of dimension
1 in the range 2 years to 1 week, which is rather coherent
with Figure 3 where the probability of nonzero rain values
becomes almost constant after a few days, i.e., ¢,= 0. Such
a behavior is in fact not surprising: at large scales, large
time intervals (>>1 day) almost surely contain a rain event.
From Figure 3, the support does not seem scaling at scales
smaller than 30 min, except perhaps at the far smallest
scales. The probability of occurrence of rain is greater
than predicted by prolonging the power law that holds
between 1.5 days and 30 min. This may be due to the fact
that this range of scales is dominated by continuous rain
events that do not contain zeros. However, if a scaling
behavior still holds (which is not obvious in Figure 3), the
support is expected to have a greater dimension. Olsson
et al. [1993] have tried to estimate fractal dimensions in
the range 1-45 min, and found 0.82.
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Figure 3. Probabilities of nonzero series values as a function.of the resolution. The fractal codimension
of series support is deduced. This algorithm couldibe viewed as a probabilistic variant of the classical

box-counting algorithm.

515 4.3. Structure Function Analysis

516
517
518
519
520
521

[22] As stated in section 2.3, the/inonconservativity
exponent A may be estimated directly from, the\first=order
structure function of the series. From spectral slopes, it may
be conjectured that the rain gprocess will, have a non-
conservativity exponent 4 < 0 at large scales, but H > 0 at
scales smaller than 3 h (where’ 32> 1). The first-order
522 structure function of the series, A" = (IAR(AD)) is
523 represented in logarithmic) coordinates in Figure 4, as a
524 function of time increment. The structure function is com-
525 pletely flat at scales greater than”6 h, meaning that at these
526 scales conservative, (or fractionally differentiated) multi-
527 fractal fluxes should(be involved, without any additional
528 integration. In the range of scales 3 days to 3 h, this result
529 has to be compared with the values that can be deduced
530 from the relation 8 = 1 — K(2) + 2H with § = 0.41 and
531 (anticipating on section 5.2, see also Table 3) K(2) = 0.65,
532 hence H = 0.03: within this range of scales, strict conser-
533 vation seems tenable, coherently with values reported in
534 Table 1. Nevertheless, strict conservation is unlikely to hold
535 at larger scales (i.e., >1 week) since 3 and K(2) diminish at
536 very large scales (see also Figure 6) so that H < 0. The study
537 of processes that have a strictly negative H exponent is a bit
538 more involved since in this case “incremental” structure
539 functions such as defined above cannot provide a reliable
540 estimation of A and more sophisticated tools would be
541 needed. Recent works [e.g., Lovejoy et al., 2011] investi-
542 gated in detail the low-frequency scaling of rainfall based on

gauge data spanning a few decades and the authors find a
large-scale estimate of H close to —0.4.

[23] Considering now the smaller scales, it may be seen
that at time scales between 8 min and 6 h, the curve in
Figure 4 is nonlinear with a low instantaneous slope.
However, at very small time scales (<8 min), the structure
function is a power law with exponent A = 0.38. This value
is not easily comparable with literature results which gen-
erally do not investigate such scales. As reported in Table 1,
the main exception would be the study of de Montera et al.
[2009] based on short rain events. One should note that the
estimation of H on a data set that contains many zeros may
be unreliable. In the space domain, Verrier et al. [2010]
found that H could be underestimated from such data sets.

[24] The transition from H > 0 to H ~ 0 at scales of a few
hours seems physically relevant in terms of correlation.
Indeed, at the smaller scales, the structure of almost unin-
terrupted rain events presents a high degree of correlation,
possibly modeled by an integrated process. Opposite, the
properties of coarse scale (i.e., greater than the mean event
duration) rain are in fact conditioned by rain events total
accumulations, that are less intercorrelated, thus there is no
need of an integrated model.

5. The Multiscaling Properties of the DBS Series

5.1.

[25] In section 5.1, a classical procedure for investigating
multifractality on data is recalled. For more details about a

Multifractal Analysis: The Principle
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S time series. Linear regression is used to estimate the

small-scale nonconservativity exponent, i.e., H =/0.38.

570 similar methodology, see, e.g., Tessier et al. [1993]. The
571 purpose of multifractal analysis (MA) is to test whether the
572 fundamental equation (3) of multifractality i§ accurately
573 followed. The process may be decomposed in"three steps:
574 (1) estimation of the relevant conservative quantity @, from
575 the data, at the observation resolutiony/denoted 4A; (2) deg-
576 radation of the latter at coarser resolutions, ®,, for A < A,
577 and (3) empirical estimation of the/mements‘for all available
578 resolutions and for various orders g. Step.1 aims to wash out
579 any possible nonconservativity mithe data, since the latter
580 may be related to a conservative cascade by a fractional
581 integration. If necessary, a fraetional derivative of order
582 H should be necessary torinvert the latter. However, it has
583 been shown by Lavallée et al. [1993] that, in practice,
584 it suffices to take the normalized absolute gradient at the
585 highest resolution, which is much simpler (and almost
586 as efficient) than a rigorous fractional derivation. In all
587 cases, ® is normalized by its mean. In step 2, the scale is

3.1

roughened by iterative steps of factor 2: the values of coarse
pixels are deduced from those at double scale by a simple
average of neighboring pixels. This procedure therefore
approximates the inversion of the multiplicative cascade,
even though the latter is supposed to be only statistically
conservative. From the estimation of ® at various resolu-
tions, it is easy to compute the empirical moments for a
given interval of orders. Since most literature results report
that the statistical moments should diverge at orders greater
than a critical order gp = 3 [e.g., Hubert et al., 2007], and
because of sample size limitations, we restrict the study to
an interval of reliable orders which is set to [0, 3]. The
moments are then shown on a log-log graph, as a function of
the resolution. The presence of straight lines for all orders is
therefore the signature of step 3 and thus of multifractality.
A linear fit of the line associated with gth order moment
provides the value of K(g): the moment scaling function
may therefore be estimated and possibly fitted with its

Table 3. Comparison of Universal Parameters «, C;, H, and Empirical Spectral Slope 3 Estimated From DBS Data and Different MA

3.2  Procedures

3.3 Data Set + MA Technique Range of Scales o C H 15
3.4 DBS whole time series, standard MA 3 days to 32 min 0.31 0.59 0.03%° 0.41%
3.5 16 min to 15 s 1.10 0.17 0.38° 1.55
3.6 DBS 32 min rain events, standard MA 32 minto 15 s 1.84 0.10 0.44 -
t3.7 DBS whole time series, weighted MA 1 week to 32 min 1.22 0.16 - -
3.8 “Spectral and nonconservativity exponents accurate from 32 min to 3—6 h only.

3.9 Reporting the large-scale UM parameters and the spectral slope in the formula 3 = 1 — K(2) + 2H leads to H = 0.03.

t3.10 “Nonconservativity exponent accurate up to 8 min time scale.
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Figure 5. Empirical moments of the DBS time series,as funetions of the resolution, in log-log coordi-
nates. Each curve corresponds to one specific order of mement, between 0 and 3.

606 universal forms. In the latter case, the universal exponents
607 may be estimated.

608 5.2. Multifractal Analysis of the DBS Series

609 [26] First, the possible small-scale nonconservativity is
610 not taken into account, i.e., the rain /ates are eonsidered
611 directly, without any kind of ‘(finite) differentiation. The
612 graph of the moments of the DBS\rainrate series is pre-
613 sented in Figure 5. The logarithin basisiis, fixed at 2 in order
614 to visualize the successive averagings: A multifractal regime
615 may be found between 3 /day and 4 h time scales. On the
616 contrary, a quick view of Figure-5 could lead to think that
617 the process is not multiscaling.at scales smaller than half an
618 hour. This would be'surprising since the spectrum seems to
619 have good scaling in, this domain. However, such a con-
620 clusion must not be drawn too quickly, since both spectrum
621 and first-order structure function (see section 4) suggest that
622 the process is not conservative at such scales, with 4 > 0.
623 Then, the results of direct MA at these small scales remain
624 questionable. Indeed, a strictly positive H parameter would
625 impact the statistics of the process: the latter is expected to
626 be smoothed, leading to attenuated moments when the res-
627 olution increases. This could explain the flattening of the
628 empirical moments curve at the largest scales. Figure 5 may
629 be usefully compared with Figure 6 which is the graph of
630 the moments deduced from the absolute gradient of the
631 series, taken at 15 s resolution. Obviously, this new defi-
632 nition of ® impacts the small-scale statistics which obey to
633 multiscaling statistics between 16 min and 15 s time scales,
634 whereas the large-scale statistics remain scaling down to a

32 min time scale. These results enforce the distinction,
advocated in section 4, between a small-scale “integrated”
regime and a large-scale “nonintegrated” regime. Both of
them seem to have multifractal statistics and are separated
by a transition at a 32 min time scale. In the range 3 days to
32 min, the K(g) function, represented in Figure 7, may be
fitted with UM exponents o = 0.31 and C; = 0.59, which is
more or less coherent with the most common values in the
literature (see Table 1 for classical results and Table 3 for all
the UM parameters estimated in this study). On the contrary,
the statistics in the range 16 min to 15 s do not seem uni-
versal, since low, average, and high singularities cannot be
simultaneously represented within this model. The “best fit”
of K(g) (not shown) near the average singularities (g = 1)
would involve spurious exponents (o = 1.10 and C; = 0.17),
which cannot describe other (lower or higher) singularities.
Still, such small-scale statistics combine continuous rain
events with periods with a lot of zeros, which are qualita-
tively different and remain therefore dubious. In the fol-
lowing, we apply two procedures to investigate the scaling
behavior of rain while washing out the effect of the zeros. At
smaller scales, uninterrupted rain events may be analyzed
with the help of MA tools. At larger scales, a weighted MA
procedure, that overweights nonzero values, is applied on
the data.

5.3. Event Analysis

[27] In this paragraph, the analysis of (almost) uninter-
rupted rain events is presented. This analysis procedure aims
to characterize the variability of rain rates in the interior the
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Figure 6. Empirical moments of the absolute ‘gradients of the-DBS time series. Scaling regimes are dis-
tinguished and fitted with the straight lines, each/one for.a specific order of moment.

664 rain events. Rain events were automatically extracted from
665 the full DBS series by taking the greatest consecutive sec-
666 tions that begin with a nonzero rain rate/and contdin at least
667 97.5% of nonzero precipitation values. The lattericondition
668 enables automatic selection of rainy sequences)but implies
669 that the computed moments arefconditional statistics in the
670 sense that the presence of high enough. singularities is a
671 prerequisite. Among these events, a selection was performed
672 by taking those which have a duration slightly greater than
673 30 min. Then, all the 52 selected events were truncated in
674 order to have a size of 27 points, i.e., a 32 min duration,
675 which is close to the typical size of rain events, as shown by
676 previous spectral analysis. This provides a new data set of
677 rain events of the same size (i.e., a power of two in order to
678 facilitate MA). Then, the procedure described in section 5.1,
679 i.e., inversion of the fractional integration, upscale estima-
680 tion of the cascade, and estimation of the moments, has been
681 performed on each event. The obtained statistics have then
682 been averaged on all events. It is needed to inverse the
683 fractional integration since, confirming results of Figure 4, a
684 nonconservative behavior (with H > 0) appears, as shown on
685 the graph structure function (Figure 8). The moments are
686 represented as a function of the resolution on Figure 9,
687 which shows a good multifractal behavior in the range 32
688 min to 15 s. The obtained parameters (Figure 10 and Table
689 3), a = 1.84, C; = 0.10, are notably different from those
690 recalled in Table 1, and from the large-scale parameters
691 estimated in section 5.2, which are obtained by classical
692 analyses that include the zeros. However, such a result is

coherent with those obtained by a similar ful/-rain meth- 693
odology. In the time domain, de Montera et al. [2009] 694
estimated o = 1.7 and C; = 0.13 on an event-by-event 695
(small-scale) basis. Moreover, these authors also estimated 696
the nonconservation parameter H ~ 0.5 on their rain events, 697

Moment scaling function

K(9)

Figure 7. Estimation of empirical moment scaling func-
tions and fit with UM moment scaling functions for the scal-
ing regime 3 days to 32 min.
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Figure 8. First-order structure function of 52 full-rain
events extracted from the DBS series and small-scale fit
by linear regression, giving the estimation of H.

698 which is consistent with the value reported above. There-
699 fore, a nonconservative multifractal behavior should hold in
700 the interior of rain events.

701 [28] These remarks are likely to hold in the spatial domain
702 since Verrier et al. [2010] estimated o = 1.8 and C; = 0.12
703 from radar data restricted to full-rain areas (tropical storms),
704 at resolutions between 25 km and 400 m. This should be
705 compared with usual literature parameters in the space
706 domain (see Lovejoy and Schertzer [1995] for a review) that
707 provide a smaller o (typically, 1.2-1.4) and_a_slightly
708 greater C; (0.1-0.2). It has been advocated by/de Maontera
709 et al. [2009] and Verrier et al. [2010] ‘that, most usual lit-
710 erature parameters might suffer from a bias in,MA because
711 of the zeros. The more zeros in _the series/fields, the greater

Flux moments

.

32 min 16s
35¢ -
P
3 » //
? // .’/
25 S
—_ o et
EE'cr 2tk g ///
=z -
£ G i
o o ey
2 ‘_.///.
Tk ; sl
o _—
051 f‘_‘:*____,
0 et SEN
- f“-‘“*-:.:,_—‘-g
045 : :
o B 7

Figure 9. Empirical moments of 52 full-rain events of dura-
tion 32 min, extracted from the DBS series, in logarithmic
coordinates.

Moment scaling function
06

B5E
0.4+

B3

K{a)

(B8

| K(@)
| Ky @

_D1 1 1 1 1 1
o 0s 1 15 2 25 3

Figure 10. UM fit of empirical moment scaling function of
full-rain events, dedueed, from the fit in Figure 9.

the bias,For instance, it-may be checked that thresholded
multifractal fields will have a break and a large-scale biased
scaling regime (with H = 0) (see Verrier et al. [2010] for
simulations and the qualitative discussion in section 6.2). A
general remark on these full-rain parameters is to notice
their similarity in the space and time domains, which is not
tetrieved-in usual literature parameters. This may give some
kind of generality to the so-called universal parameters. Yet,
the fact that the difference between full-rain and large-scale
parameters seems smaller in space does not mean that rain is
more space filling in the space domain than in the time
domain, but should be rather interpreted as a consequence of
preprocessing strategies. Indeed, authors that work in the
time domain consider full series with a lot of zeros whereas
those who work in the space domain usually preselect maps
in order to focus on storms, thus their data contain less zeros.

[29] As suggested by recent results [de Montera et al.,
2009], the full-rain parameters could be somewhat inde-
pendent of the place, except perhaps the nonconservativity
parameter. On the contrary, rainfall statistics at larger time
scales are or seem dependent on local conditions [Molini
et al., 2009]. Since large-scale statistics are sensitive to
the zeros, there is a need to distinguish between support
and microclimatic effects. Another remark on the full-rain
parameters is their similarity with those generally used for
other atmospheric fields. In a general manner o ~ 1.8 and
Cy ~ 0.1 define a very current set of multifractal exponents
and are likely to model, at least in the space domain, the
variability of cloud radiances, cloud liquid water concen-
tration, and perhaps horizontal wind [e.g., Lovejoy and
Schertzer, 2010].

5.4. Weighted MA of the Data Set

[30] We now investigate the scaling properties of nonzero
rain at larger scales. Since, as shown in section 4.2, the data
set support has a monoscaling regime between 1.5 day and
32 min time scales, rain values could be seen at these scales
as distributed over a fractal support. Because of the latter,
the scaling properties of rain are modified (some theoretical
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750 considerations are proposed in section 6.1). In section 5.4,
751 the MA procedure is slightly modified in order to focus
752 on the rain variability only, by removing the effect of the
753 fractal support. We apply a weighted MA (WMA) proce-
754 dure, originally defined by Gires et al. [2009, 2010], in
755 order to compute the coarse scale averages and the empirical
756 moments in a way that privilegiates the nonzero rain values.
757 The obtained statistics should therefore be representative
758 of rain properties in the interior of its (fractal) support. The
759 procedure is based on the estimation of the statistics of the
760 density with respect to the support and differs from that of
761 section 5.1 by two main changes:

762  [31] 1. The coarse scale series are computed by averaging
763 neighboring nonzero points (if any), and

764 [32] 2. The empirical moments are computed using a
765 weighting between the points of the series. When calculat-
766 ing the moments at resolution A, each interval (or pixel) at
767 this resolution is associated with a weight. The weights are
768 computed by estimating the ratio of the area of the support
769 that intersects the interval by the total area of rain support.
770 Since areas of rain are not well defined in the case of a fractal
771 support, they are approximated by counting the number of
772 rainy subintervals, at the highest available resolution.

773 [33] Since the fractal scaling of the support is likely to
774 break at 32 min scale (Figure 3), we average the series at
775 32 min resolution (without any specific weighting) before
776 applying WMA. From the coarse-grained series, WMA
777 provides the moments on the graph represented in Figure 11.
778 A wide scaling regime is observed from 1 week to 32 min
779 time scales. The fit lines intersect at about log,(\) =4, i.e., a
780 1.5 month time scale. This outer scale of the multifractal
781 cascade is comparable to the value of 42 days estimated by
782 Lovejoy and Schertzer [2010] from rain gauge data and
783 could be interpreted as the typical lifetime of. synoptic
784 structures. The multifractal parameters are estimated at o =
785 1.22 and C; = 0.16 (Figure 12). Figure 11 leads to.think that,
786 when excluding the zeros, rainfall should be multifractal
787 from 32 min (average event duration)/to 1 week-(which is
788 not so far from synoptic-scale weather structures) time
789 scales, with corrected parameters,, different from those
790 estimated in section 5.2 for similar seales. Moreover, the
791 comparison of the (small-scale) event ‘analysis of previous
792 section 5.4 and of WMA reveals a rather limited change
793 in multifractal parameters: in both cases, C; is moderate and
794 « > 1 is the indicator of processes with unbounded singu-
795 larities (on the aboveside).

796 6. Rain Over a Support: Consequences on
797 Multifractal Analysis and Simulation Procedures

798 6.1.

799 [34] Section 6.1 aims to propose a way to quantify the
800 biases that occur in MA because of the zeros. Rain data sets
801 often have the property that the nonzero values are distrib-
802 uted over a fractal support, at least in some scaling range.
803 When performing direct MA, as defined in section 5.1, on a
804 rain series with a support dimension dy< 1, some biases may
805 appear. Multifractal fields over a fractal support may exhibit
806 a biased empirical scaling regime when the empirical
807 moments are estimated without taking care of the zeros. The
808 presence of zeros in the series is responsible for inadequate
809 (and unphysical) averagings between zero and nonzero

Rain Over a Support: Which Interpretation?
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values. Therefore, classical analysis tools will provide a
biased estimation, denoted K(g), of the moment scaling
function K(g). To quantify this, let us first recall the notion
of trace moments (for simplicity, we restrict the theoretical
developments of section 6.1 to the case H = 0).

[35] At resolution A, the series may be decomposed in
A intervals ¢, 6[...] £y, ty+1[. At each of these intervals,
a total accumulation X,(i) = | ®A(f)dt may be defined

Jtitia |
(the maximal resolution is A). Classically, the average
trace moments [Schertzer and Lovejoy, 1987, 2002] may
be defined:

(v(a]) = <§Xx(i)q>- )

[36] For a one-dimensional proeess, these moments are
scaling:

(T [5] o XM (8)

where:

©)

[37] In the same way, we have for d-dimensional processes:

Ma(q) = K(q) —d(g —1). (10)
[38]-Following Schmitt et al. [1998], it may be noticed
that” the empirical trace moments involve sums and accu-
mulations only. Therefore, contrary to classical moments,
which are sensitive to inadequate averagings between rain
values and rain zeros, the moment trace scaling function
remains invariant whatever the dimension involved in MA.
By inadequately assuming that the process is one dimen-
sional, instead of d; dimensional, a biased moment scaling
function K(g) is obtained but the trace moment scaling
function is correctly estimated. Hence, we may equal the
two expressions:
My (q) = K(q) —dp(g —1) = K(q) —d(qg—1) (1)
which provides the expression of the (biased) empirical
moment scaling function:

K(q) =K(q) +cr(g—1) (12)

where ¢, is the fractal codimension of the rain support.
It may be noted that the condition of conservativity K(1) =0
is accurately followed. However, the fractal support has
been taken into account since 1i151Jr K(q) = —c Note that

equation (12) quantifies the multiscaling properties of a
UM field multiplied by an independent 3-model mono-
fractal cascade.

[39] From equation (12), an approximation of the usual
biased parameters may be proposed. Indeed, suppose that
the universal parameters are estimated by fitting the
empirical moment scaling function with the universal two-
parameter form for moderate orders. The fit is strongly
conditioned by the behavior of the process not too far from
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Figure 11. Weighted empirical moments of the DBS timeiseries, as a function of the resolution, in log-
log coordinates. Both the resolution degradation processiand the weighting procedure are adapted in order

to overweight the nonzero rain values.

849 the mean of the process (¢ = 1). Let us now consider the
850 optimal estimation of the parameters o and Cy,mear g = 1.
851 When K(g) has a universal form, the parameters may be
852 estimated by considering the derivatives in gi= [*K'(1) = C,
853 and K"(1) = C,a. However, the optimalgfit, near the mean
854 of the process, of K(g), whichedoes not have the classical
855 form, will provide biased parameters that should follow,
856 with trivial notations:

{’?ﬁ(” = G (13)

857 [40] From (12) andA(13), the values of biased parameters
858 may be expressed as:

61=C1+Cf (14)
« aC

= . 15
e (15)

859  [41] This could explain why MA of rain fields that contain
860 a lot of zeros provides a high value of C; and a rather small
861 value of «, compared to full-rain parameters and to para-
862 meters that describe other atmospheric processes. In the
863 same way, the spectrum of conservative cascades should be
864 flatter in this pseudoscaling regime:

B=1-K2)=B-¢ (16)

[42] Let us now consider the small-scale and full-rain
parameters obtained in section 5.3, i.e., « = 1.8, C; = 0.1.
If we assume that these parameters in fact hold at larger
scales (where the process becomes nearly conservative,
H ~ 0), but are distributed at these scales over a fractal
support which would bias direct MA, we could try to test the

Moment scaling function

07r

K{a)

Figure 12. Best UM fit of the moment scaling function of
the weighted statistics shown in Figure 11.
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871 above formulas. This is equivalent to wonder which biased
872 UM parameters would be expectable in the range of scales
873 where the data set support has codimension 0.45, i.e., 1.5
874 days to 30 min. By applying the above formulas, we find
875 C; = 0.55 and & = 0.3, which is very consistent with the
876 large-scale parameters estimated from Figure 6 in the range
877 3 days to 32 min. In addition, the spectral slope 5 = 1.1 is
878 very close to that estimated from Figure 2 in the range 3 hr
879 to 32 min. The break observed on the power spectrum at 3 h
880 would in fact be independent of the multifractality of the
881 series and only result from a (progressive) transition from
882 nonstationarity (H # 0) to stationarity (4 = 0), coherently
883 with the first-order structure function presented in Figure 4.
884 [43] The model of rain over a support seems therefore
885 pertinent to quantify some biases because of the zero rain
886 rate effect on multifractal statistics, and to explain part
887 (most?) of the differences between parameters of the liter-
888 ature (Table 1) and those reported in Table 3. An apparent
889 multifractal transition between scaling regimes such as those
890 shown in this study could in fact hide some kind of
891 dimensional transition. However, the applicability of the
892 previous formulas should be nuanced since they are based a
893 limited range of order of moments and hence of classes of
894 variability. Moreover, realistic rain supports are coupled
895 with the position of rain peaks which should not be dis-
896 tributed independently of the support borders, which is not
897 adequately represented by the model described this section.
898 [44] Even though some properties of multifractal pro-
899 cesses over a support may be demonstrated, the issue of the
900 simulation of such processes is important for applications. In
901 the section 6.2, some strategies of simulation are reviewed
902 and their main characteristics are discussed.

903 6.2. How to Simulate Both Rain Variability
904 and Support?

905 [45] Whereas simple and efficient algorithms’ for simu-
906 lating UM/FIF fields are available [Wilsonyet al., 1991;
907 Pecknold et al., 1993], they are not designed for,simulating
908 fields with many zeros. To take the latter into account, we
909 need a procedure that forces the pixels/timesintervals that are
910 outside the rain support to zero. Twomain solutions have
911 been considered in the literature: (1) multiplying the mul-
912 tifractal field by an independent monofractal support, and,
913 (2) applying a thréshold to the synthetic UM/FIF field.

914 [46] Solution 1 may admit_some variants in the way of
915 generating the fractal support. The most classical one [Over
916 and Gupta, 1996] is to consider a $-model cascade, which
917 could possibly be adapted to continuity in scale. This model
918 is coherent with the cascade phenomenology and has the
919 advantage that the support dimension can be easily and
920 precisely set to a given value. However, some authors
921 questioned the ability of the a $-model to reproduce ade-
922 quately the probability distributions of wet and dry
923 sequences durations [Schmitt et al., 1998] and proposed to
924 use alternative solutions such as scaling renewal processes
925 [Bernardara et al., 2007], which are not considered in the
926 following paragraphs.

927 [47] The basic alternative between solutions 1 and 2 can
928 be commented by comparing their properties. The indepen-
929 dent fractal support approach suffers from a lack of corre-
930 lation between heavy rain structures and support shapes. This
931 approach may be not easily extendable to nonconservative
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multifractal FIFs. Moreover, a purely monofractal support
would have a zero area, which is problematic, unless build-
ing a monofractal cascade up to a maximal (finite) resolu-
tion. Opposite, solution 2 could appear more appealing since
there is a strong coupling between rainfall variability and
rainfall support. Since a threshold in rain processes could
be given some physical or instrumental justification, this
model could seem more physically based. However, such a
model could involve subtle effects in the multiscale behavior
of the processes, which have been considered in detail by
the means of numerical simulations in previous papers
[de Montera et al., 2009; Verrier et al., 2010]. These simu-
lations demonstrated that thresholded UM/FIF have biased
scaling properties and can exhibitabreaks in the scaling.
To see how such effects can arise, suppose for instance a
conservative UM field and apply a low threshold. Then, a
minimal singularity 7 will be imposed, resulting (after
Legendre tranformation) in a Jinean K(g) function for low
q values (¢ < q7). However, if the threshold is high enough
so that v > C; (or equivalently g7>-1), the normalization of
the field will be affected and a break will appear in the
scaling. In this case, thresholding a multifractal field pro-
duces a break in'the sealing with a large-scale pseudoscaling
regime [Verrier et al., 2010]. The large-scale (pseudo) scal-
ing regime 1s in fact associated with a fractal support.

[48] As showmnin section 5.2, there is strong evidence of
a transition separating two multifractal regimes in the DBS
data, and the results in sections 5.3, 5.4 and 6.1 have shown
that more or less the same underlying multifractal para-
meters could hold in both regimes, while appearing differ-
ent because of support effects. It is therefore tempting to
interpret this behavior as a consequence of the (unavoidable)
instrumental threshold in the data. Because of this threshold,
different empirical scaling regimes would appear while pos-
sibly hiding a unique underlying multifractal scaling. How-
ever, even in this view, the distinction between true zeros
and instrumental ones remains rather an open issue. Moreover,
we should not forget that the support model has also its own
interest, especially because of its mathematical convenience
(e.g., applicability of the equations in section 6.1). In fact, the
choice of the appropriate model for rainfall simulation might
be dependent on the domain of application and of the purposes
of the simulation. An alternative possibility would be to
combine some of these models. In fact, Figure 3 shows that the
rain support is fractal from a few days to half an hour time
scale and that at smaller scales, the fractality does not hold
because of the lack of rain zeros in rain events. This would
suggest to model separately large-scale zeros from small-
scale zeros. Hence, a product of a UM/FIF and of a §-model
may be sufficient to simulate rain for resolutions greater
than half an hour, but simulating finer resolution series would
need additional multifractal multiplicative increments with
a low threshold.

7. Conclusion

[49] Even though the scaling properties of rain have been
investigated in the time domain for a long time, a number of
studies were based on data sets with a coarse resolution,
typically daily, and did not explore (subdaily and) subhourly
scales. This is a drawback since the structure and the internal
variability of rain events is missed. In this study, we used a
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992 disdrometer time series of higher resolution (15 s) to show
993 that rainfall processes exhibit remarkable features at sub-
994 daily scales. In particular, rain variability presents multi-
995 fractal properties in separate 3 day to 32 min and 16 min to
996 15 s scaling regimes. Since the numerous zeros present in
997 the rainfall series were suspected to bias multifractal anal-
998 ysis results and universal multifractal parameters estimates,
999 we proposed to modify analysis procedures in order to
1000 estimate more reliable parameters. First, multifractal anal-
1001 ysis has been applied to about 50 uninterrupted rain events
1002 of duration ~30 min, extracted from the data set. This leads
1003 to corrected universal parameters, namely, « = 1.8, C; =0.1.
1004 Then, a weighted multifractal analysis procedure has been
1005 applied to the full-rain time series and highlighted the sen-
1006 sitivity of large-scale parameters to the zeros. In order to
1007 model and quantify the bias due to the zeros, a model of
1008 multifractals distributed over a fractal support was designed,
1009 and formulas for the biased universal multifractal parameters
1010 were derived, depending on the “true” ones and the codi-
1011 mension of the support. Since the data set support was
1012 shown to be scaling in the same large-scale (i.e., from a few
1013 days to half an hour) regime as above, these formulas were
1014 applicable to our case study. The large-scale biased para-
1015 meters were retrieved satisfactorily. Therefore, an important
1016 correction to usual parameters reported in the literature
1017 should be appropriate (from the biased parameters, o ~ 0.5,
1018 C; ~ 0.5, to corrected ones, a ~ 1.8, C; ~ 0.1). One chal-
1019 lenge remaining for applications involving the simulation of
1020 realistic rainfall series would be to define a simulation
1021 procedure that will take into account both rain variability
1022 and rain support scaling properties, while conserving the
1023 correct scaling regimes. The key difficulty may reside in the
1024 characterization and interpretation of the rain zeros: how to
1025 separate rain and absence of rain, on both physical and
1026 instrumental approaches? which is the part of instrumental
1027 limitations? The adaptation of existing multiplicative/mod-
1028 els to a realistic modeling of both rain valuesiand zero rain
1029 rates remains an outstanding challenge!
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Nonlinear rain dynamics, due to strong coupling with turbulence, can be described by stochastic scale
invariant (such as multifractal) models. In this study, attention is focused on the three-parameter frac-
tionally integrated flux (FIF), based on the universal multifractal (UM) model developed by Schertzer
and Lovejoy (1987). Multifractal analysis techniques were applied to experimental radar data measured
during the African monsoon multidisciplinary analysis (AMMA) campaign, during the summer of 2006.
The non-conservation parameter H, which has often been estimated at 0, was found to be more likely
close to 0.4, meaning that rain is not a conserved cascade. Moreover, it is shown that the presence of
numerous zero values in the data has an influence, which has until now been underestimated, but should
in fact be accounted for. UM parameters are therefore estimated from the full dataset, and then only from
maps in which almost all pixels have a non-zero value. Significant differences were found, attributed to
on-off intermittency, and their role was checked by means of simulations. Finally, these results are com-
pared with those previously based on time series, and collected by a co-localized disdrometer. The sets of
parameters obtained in the spatial and time domains are found to be quite close to each other, contrary to
most results published in the literature. This generally reported incoherency is believed to result mainly
from the influence of on-off intermittency, whose effects are stronger for time series than for selected

AMMA campaign radar maps.

© 2010 Elsevier B.V. All rights reserved.

1. Introduction

When modeling the atmosphere, one needs to take into account
various significant fields, such as wind, temperature, humidity or
rain rate, as well as their coupling interactions. Due to its highly
nonlinear and intermittent behavior, the rain rate field remains
one of the most difficult to model. Phenomenological models and
statistical tools are generally required. Rain is strongly coupled
with atmospheric turbulence, which in the inertial range can be
statistically described by scale invariant processes, due to the fun-
damental symmetries of the Navier-Stokes equations. These scale
invariant processes do not have any characteristic scale over the
scaling range. Moreover, interactions occur preferentially between
neighbouring scales (localness in Fourier space), and energy fluxes
may be conserved from large to small-scales. The latter three prop-
erties lead to a cascade phenomenology. To illustrate this, we recall
the classical Kolmogorov and Corrsin-Obukhov scaling laws
(Kolmogorov, 1941; Obukhov, 1949; Corrsin, 1951), which respec-
tively describe longitudinal velocity (7) and passive-scalar (p) field
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increments (denoted Az and Ap). These statistical laws are based
mainly on the assumption of energy flux density (&) and scalar var-
iance flux density () conservation, as well as on dimensional con-
siderations. Their expressions, in the case of homogeneity of the
fluxes, are respectively:

Av =~ e B3

Ap ~ X]/28—1/611/3

where [ is the scale at which increments are considered.

The case of inhomogeneous fluxes was investigated later (Kol-
mogorov, 1962; Obukhov, 1962): although they have a constant
average, scale-by-scale transfers may be intermittent. Scaling cas-
cade models were then proposed in order to represent such inter-
mittency (Novikov and Stewart, 1964; Yaglom, 1966; Mandelbrot,
1974). Turbulence (and rain) models were therefore adapted to
reproduce scale invariance properties through the use of fractal
geometry.

However, it was found that a single fractal dimension was insuf-
ficient to describe the whole phenomenon, such that more sophis-
ticated models were developed in the 1980s, based on multifractal
formalism. In these models, rain is described by an infinite set of
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fractal dimensions, each of these being associated with a singular-
ity level.

Then, it was shown by Schertzer and Lovejoy (1987) that mul-
tifractal rain properties could be reproduced by a multiplicative
cascade process. In the same paper, the authors mention the stabil-
ity properties of cascade generators, and argue the existence of a
class of attractors (called universal multifractals (UM)). Moreover,
since geophysical processes are generally non-stationary, an addi-
tional fractional integration is needed. Such integrated cascades
are referred to as fractionally integrated flux (FIF). This model is
described by only three fundamental parameters (Schertzer and
Lovejoy, 1991): a multifractality exponent o, an average sparsity
degree C;, and a non-conservation parameter H.

Various studies, based on this or similar formalisms, have
shown the pertinence of multifractal rain models: (Lovejoy et al.,
1987; Lovejoy and Schertzer, 1990; Gupta and Waymire, 1991; La-
doy et al., 1991; Tessier et al., 1993; Hubert et al., 1993; Olsson,
1995; Olsson and Niemczynowicz, 1996; Tessier et al., 1996; Mar-
san et al., 1996; de Lima, 1998; Hogan and Kew, 2005; Lovejoy and
Schertzer, 2006; Lovejoy et al., 2008). Typically, the parameters are
estimated as (o = 0.6, C; = 0.5, H=0) in time, and (o = 1.4, C; = 0.15,
H=0-0.3) in space. For a review of this topic, see Lovejoy and
Schertzer (1995) and Lilley et al. (2006). However, a recent study
(de Montera et al., 2009), which extends the findings of previous
papers (Harris et al., 1996; Schmitt et al., 1998), has shown that
the estimation method is biased due to the high number of zero
values present in the data (in the following, the fluctuation of the
cascade level is classically referred to as ‘intermittency’, whereas
the alternation between rain and no-rain periods is called on-off
intermittency). Indeed, the analysis of uninterrupted rain rate time
series has led to significantly different parameter estimations
(x=1.7, C;=0.13, H=0.53).

Following a similar approach, the purpose of the present study
is to estimate biases provoked by on-off intermittency in the spa-
tial domain, and to perform a new estimation of multifractal
parameters based on radar rain maps. In particular, in order to esti-
mate more reliable spatial parameters, we focus on rain map sub-
sections in which almost all pixels have a non-zero value (called
full-rain maps in the following). Firstly, the essential equations of
the multifractal framework and the multifractal analysis are re-
called (Sections 2 and 3). The experimental datasets are presented
in Section 4. Then, Section 5 presents the results of the multifractal
analysis performed both on classical rain maps, and on full-rain
sub-sections. The influence of the presence of zero values is veri-
fied by numerical simulations, and the differences between the
parameters are thus interpreted (Section 6). Finally, the new set
of unbiased universal parameters is compared with those proposed
by de Montera et al. (2009), and in other scientific publications
(Section 7).

2. Properties of multifractals

In this section, the fundamental properties of fractals and mul-
tifractals are recalled. In particular, we introduce the FIF model
used in the following sections.

2.1. Fractal sets and multifractal fields

The concept of fractal dimension is useful to characterize scale
invariance in the context of geometric sets (for a detailed introduc-
tion, see Falconer (2003). We define a fractal set A embedded in a
space of dimension D, and of characteristic size L. By considering A
on a scale defined by [, equivalent to a resolution of A=L/l, the
embedding space is divided into /P boxes B; of size I°. Each box

may, or may not belong to the fractal set A, seen at a resolution 4
(denoted A;). The associated probability is:

Pr(B, € A) ~ 279 1)

where (=D — Dris the fractal co-dimension of A, and Dy s its (box-
counting) fractal dimension (here and in the following, ~ indicates
an equality, within the limits of slowly varying functions).

In the case of rain, the situation is more complex than in a bin-
ary set because we are interested in modeling not only its presence
or absence, but also its intensity. Therefore, multifractal models
must be used instead of monofractal models with a single co-
dimension. In order to define a threshold independently of the
resolution, the scale invariant notion of singularity y is used. The
singularity is related to the threshold T by the relation:

T=p (2)

For any singularity, a family of exceedance sets may be ob-
tained, each set being associated with a specific resolution. The
fundamental equation of the multifractal formalism is then:

Pr(¢, > ) ~ 27D (3)

where ¢, is the field seen at resolution 4, and c(y) is the specific co-
dimension corresponding to the set defined by the singularity 7.
Due to the equivalence relation between probability distributions
and statistical moments, (3) may also be written (Schertzer and
Lovejoy, 1987) as:

(@f) = 259 (4)

where (e) is the averaging operator, q is the order of the moment,
and K(q) is the so-called moment scaling function which character-
izes the multifractal field. In the general case, K(q) is a convex func-
tion with the trivial special values K(0)=0 and K(1)=0. Eq. (4)
means that for any given order ¢, the moment depends on the res-
olution through a simple power-law. It can be shown that there is a
one-to-one correspondence between singularities and moment or-
ders, since the moment scaling function is the Legendre transform
of the co-dimension function (Parisi and Frisch, 1985). Two multi-
fractal fields with the same moment function are equivalent, in
the sense of equivalence classes, although they can be physically
very different (for more details concerning the properties of the
multifractal fields, see Schertzer et al. (2002)).

2.2. Multiplicative cascades

Multiplicative cascades, first developed in the framework of tur-
bulence theory, may be used to build multifractal fields. The main
idea is to start the cascade at larger scales and to derive the process
at smaller scales, by successively dividing pixels into sub-pixels,
and determining the value of each smaller pixel from that of the
larger ones, through multiplication by i.i.d. random variables, inde-
pendently of the scale. The simplest multifractal case is the «-mod-
el (Schertzer and Lovejoy, 1985) in which the random variable has
two possible values, defining multiplicative weights that respec-
tively correspond to an increasing or a decreasing pixel value. Usu-
ally, as for turbulence in which the energy flux is conserved by the
nonlinear terms of the Navier-Stokes equations, the mean of the
process is assumed to be conserved when the resolution changes:

Vi, (¢;) =M ()

In the following, we assume that ¢, is a normalized conserva-
tive process, such that M = 1.
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2.3. Universal multiscaling

Since the function K could, a priori, be any convex function with
K(1)=K(0) =0, an infinite number of parameters (i.e. the values of
the function for each positive real order q) would be needed to
characterize a multifractal field. Hence, an infinite number of
parameters (the values of the function for each positive real order
q) is needed to characterize the multifractal field. Since this is not
practical, various attempts to reduce the number of parameters
have been proposed. In this paper, we focus on the UM model
developed by Schertzer and Lovejoy (1987, 1991), which assumes
the existence of a class of stable and attractive cascade processes,
which are obtained by generalizing the conservative discrete cas-
cade construction to suitably renormalized continuous ones, i.e. by
adding an infinite number of construction steps between any pair
of resolutions. The resulting fields, referred to as universal, have a
rather high degree of generality in geophysics, especially in the
phenomenology of turbulence. For a mathematical and physical
discussion of the construction and generality of UM fields, see
Schertzer and Lovejoy (1997) - note however the generality of
the UM model has been questioned and discussed (Gupta and
Waymire, 1997). An UM field has an analytic moment scaling func-
tion defined by the knowledge of only two parameters (Schertzer
and Lovejoy, 1987):

C
o—1

K(q) = (@*—q) (6)

where o is the degree of multifractality, varying from 0 (monofrac-
tal case) to 2 (log-normal case). It indicates how rapidly the co-
dimension varies as a function of the singularity. The parameter
C, provides a physical characterization of the field inhomogeneity.
In particular, C; = 0 corresponds to the case of a homogeneous field,
and increasing values of this parameter indicate the concentration
of increasingly high field values into progressively sparse peaks.
Mathematically, C; = K’'(1) may be also interpreted as the singular-
ity providing the main contribution to the mean value of the pro-
cess, as well as the co-dimension of the corresponding family of
exceedance sets, since C; = ¢'(Cy).

2.4. The FIF model

In previous chapters, we considered only conservative fields.
However, most geophysical data correspond to non-conservative
fields, such that the UM model must be extended to this more gen-
eral case. The Hth order fractional integration of a conservative UM
is a FIF (Schertzer and Lovejoy, 1991). When H is different from O,
the resulting field, noted R;, is neither stationary nor conserved,
and H is thus called the non-conservative or non-stationarity
parameter. This parameter is a type of Hurst exponent and repre-
sents the degree of smoothness of the process, increasing with
the value of H. Field increments obey the following statistics:

|AR;| ~ ¢,|AX|" (7)

where AR;(X) = R;(X + AX) — R;(X) and |AX| = L//. By raising both
members of (7) to the qth power, and then taking the mean, the fol-
lowing expression is obtained for the gth order structure function of
R:

<‘AR,;‘q> ~ @ (8)
where ¢(q) = qH — K(q), called the structure function exponent, ex-

tends the notion of the moment scaling exponent to non-conserva-
tive fields.

3. Multifractal analysis techniques

In this section, classical multifractal analysis techniques are
presented. These techniques have been developed mainly in order
to answer the following questions: (i) Does the field exhibit scale-
invariant properties, and is it an integrated process? (ii) Does the
field result from an underlying multiplicative cascade? (iii) What
are the parameters describing the field in the UM or FIF
framework?

3.1. Power spectrum and structure function

The power spectrum is useful to address question (i). In this pa-
per, we consider the classical isotropic angle-integrated spectrum
only, noted E(k). In the case of a scaling process, the spectrum
should follow a power-law, where g is the negative slope of E(k)
on a log-log graph:

E(ky~k™" 9)

As a consequence of the Wiener-Khintchine theorem, the theo-
retical B of a FIF process is related to the multifractal parameters
through the following relation:

p=1-K@2)+2H (10)

H may be estimated from (10) as soon as K(2) is known (see Sec-
tion 3.2). Another convenient way to estimate the parameter H is
to use the first order structure function. Indeed, since K(1) =0, for
q =1, Eq. (8) simplifies and take the form:

(|AR;) ~ 2 (11)

Therefore, when the first order structure function is plotted as a
function of the resolution, using log-log coordinates, it should be a
straight line of slope H.

3.2. Reconstitution of the underlying conservative flux

The next step of the analysis is to answer (ii). This is generally
performed by verifying that the statistical moments of the process
vary as a power-law of the resolution, according to Eq. (4). How-
ever, this analysis is not straightforward since most geophysical
processes are not conservative, and the underlying cascade is not
known a priori. Theoretically, it would be necessary to estimate H
and differentiate the field at this order. Nevertheless, differentiat-
ing a FIF at a higher order than H, at the highest resolution Anax,
provides an approximation of the underlying conservative cascade
at the resolution An.y, thus enabling the UM parameters o and C; to
be reliably estimated (Schertzer and Lovejoy, 1991; Lavallée, 1991;
Tessier et al., 1993). In particular, it has been pointed out by Love-
joy and Schertzer (1995) that a finite difference Laplacian may be
used in 2-D. The estimation of the conservative and normalized
field ¢, at the resolution /n.x is therefore given by the following
formula:

W]
Jmax <|V2 (R),mgx ) D

where V7 is the finite-difference Laplace operator. Then, ¢, can be
reconstructed at lower resolutions by successively averaging con-
tiguous values. Finally, the moments of the underlying cascade
can be estimated at any resolution by averaging the qth powers of
¢,. If, for any given value of g, the moment follows a straight line
as a function of the resolution in a log-log graph, then question
(ii) can be answered affirmatively and the field can be considered
to have multifractal properties. According to Eq. (4), the slope of this
line is equal to K(q), thus allowing the moment scaling function K to
be estimated.

(12)



114 S. Verrier et al./Journal of Hydrology 389 (2010) 111-120

3.3. Moment scaling and estimation of universal parameters

The final step of the analysis is to estimate the multifractal
parameters, assuming that the revealed multiplicative process con-
verges towards a UM field, which can be described by the universal
parameters («, Cy, H). At this point, the parameters can be esti-
mated on an event-by-event basis and then averaged, or, alterna-
tively, it is possible to firstly compute the averaged power
spectrum and moment scaling function using all available rain
maps, and then estimate the parameters. Since the latter technique
provides a better approximation to the statistically correct Eq. (4),
it was chosen for the analysis described in the following.

Concerning the estimation of the parameters, we used the fol-
lowing simple properties of the moment scaling function, which al-
low the exponents o and C; to be estimated directly:

K'(1)=¢ (13)

K'(1)=C; -« (14)

where K’ and K" are respectively the first and second derivatives of
K(q). More sophisticated techniques are available, such as the dou-
ble trace moment technique (Lavallée et al., 1993) and its modified
version (Veneziano and Furcolo, 1999). However, we have run sim-
ulations to check that direct use of Eqs. (13) and (14) correctly re-
trieves the multifractal parameters, even in the non-stationary
case, i.e. for H> 0. This method was therefore maintained, for rea-
sons of simplicity.

4. Data sets

The data analyzed in this paper was recorded during the African
monsoon multidisciplinary analysis campaign (AMMA) near Djou-
gou, Benin, during the summer of 2006. Rain rate maps were esti-
mated with the Doppler RONSARD radar, whose characteristics are
described in Table 1 (for more information, see Scialom et al.
(2009)). The latter highlights the high values of the emission power
and antenna gain, which contribute to the decrease, to a rather low
threshold, of the minimum detectable signal. The ground-based
RONDARD radar is thus adapted to the requirements of the remote
sensing of rain. Moreover, a significant advantage in using this
dataset results from the presence of a disdrometer near to the ra-
dar: the former instrument recorded high-resolution rain series
during the same period of time (see Section 5.2). The multifractal
properties of these time series have already been investigated
(de Montera et al., 2009) and allow a comparison to be made with
the statistical properties of the radar data (see below). Reflectivity
maps were covered by 256 x 256 pixel grids, with each pixel cor-
responding to a surface area of 400 x 400 m. Such reflectivity maps
were converted into rain rates using a classical relation Z = aR?,
with a =200 and b = 1.6. The period sparsely covered by this data
extends from June-September 2006, with one map recorded every
7 min. The full dataset includes 1372 maps and focuses mainly on
stormy events. As shown in Fig. 1, the pixels far removed from the

Table 1
Characteristics of the RONSARD radar. The detection threshold is given at a distance of
12.8 km, equivalent to 32 radar pixels on the grids used in this study.

Emission frequency 5.6 GHz
Wavelength 5.36 cm (band C)
Peak power 250 KW

Mean power 250 W
Polarization modes Hand V
Antenna diameter 400 cm

Antenna surface area 12.56 m?

Antenna gain
Half-power lobe width (-3 dB)
Detection threshold (at d = 12.8 km)

44 dB (H), 43 dB (V)
0.9° in the H and V planes
12.1dBZ

250

200

100

50 100 150 200 250

Fig. 1. Example of a raw RONSARD map (in dBZ). The square indicates the central
section, selected in order to avoid noisy and/or missing data.

centre of the map often contain unreliable values. Hence, in the
following, the analyses are performed on 64 x 64 pixel central
sections, corresponding to an area of 25 x 25 km (Section 5.1).
Although such a reduction in scaling range is unavoidable, it is
not a serious drawback since we are mainly interested in the local
properties of full-rain regions.

Since problems may arise due to the presence of zero rain rates
(which represent 60% of the pixel values), multifractal analysis was
also performed on a quasi full-rain dataset, obtained by selection of
the rainiest maps of the dataset (see Section 5.2). It is important to
note that such a significant full-rain dataset would not have been
obtained by considering larger maps (e.g. covered by
128 x 128 pixel grids). This also justifies the previous limitation
in the scaling range.

5. Rain map analysis
5.1. Full dataset analysis

Fig. 2 shows, in log-log coordinates, the power spectrum of the
1372 64 x 64 central rain map sub-sections extracted from the
RONSARD dataset. The power spectrum is found to be scaling, with
a negative slope estimated at = 1.47. Since > 1 and K(2) is a po-
sitive quantity, according to Eq. (10), the field is not conservative
and H is greater than 0. This result is coherent with the form of
the first order structure function (Fig. 3), which should also be a
straight line in a log-log graph as described in Section 3.1. H was
estimated from Fig. 3 using Eq. (11), and was found to be equal
to 0.21. As for the UM parameters, the moments of the normalized
finite difference Laplacian were estimated at all accessible resolu-
tions, for various orders q = (0, 0.1, 0.2, ..., 2) (Fig. 4). For each order,
the corresponding moment varies linearly with the resolution, in a
log-log graph (Fig. 4). It can be seen that the experimental mo-
ments closely verify Eq. (4), indicating that a multifractal model
is well adapted. These curves were fitted by linear regression
(red! lines on Fig. 4) and K(q) was estimated. Then, the UM param-
eters were estimated using Egs. (13) and (14), and found to be equal
to (¢ =1.25, C; =0.51) (cf. Table 2).

The value determined for « is close to the estimates proposed in
the scientific literature: Tessier et al. (1993) found « = 1.4 using ra-
dar data, and o = 1.35 with a rain gauge network, and Lovejoy et al.

1 For interpretation of color in Figs. 4, the reader is referred to the web version of
this article.
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Fig. 2. Angle-integrated power spectrum of 1372 experimental rain maps, and
corresponding linear regression fit. In order to make use of simple coordinate ticks,
the frequencies have been normalized by dividing them by (1/64) pixel~'. The
spectral slope is f=1.47.

First order structure function of the field
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Fig. 3. First order structure function of the 1372 experimental rain maps, and linear
regression used to compute the parameter: H =0.21. In this figure, éx is expressed
as a number of pixels.

(2008) found o = 1.5 based on satellite TRMM reflectivities. On the
other hand, the value found for C; is surprisingly high, especially
when compared with those (0.12 and 0.16) proposed by Tessier
et al. (1993). Nevertheless, it should be noted that there is no clear
consensus concerning the value of C; (for example, Lovejoy et al.
(2008) found 0.63 with TRMM reflectivities, Hubert et al. (2002)
found 0.35 with a rain gauge network). A possible explanation
for this variability is provided in Section 6. Concerning H, its value
is found to be significantly different from that proposed in previous
studies, since this parameter was generally assumed, or found, to
be equal to O, our result is however consistent with Tessier et al.
(1993), who found H=0.32 and H = 0.2, using radar reflectivities
and a rain gauge network respectively.

5.2. Full-rain map analysis

During the AMMA campaign, a dual-beam spectropluviometer
(DBS) (Delahaye et al., 2006) was positioned near to the RONSARD
radar. This instrument provided a rain rate time series with a high

5 Flux moments
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Fig. 4. Moments of the stationary fluxes computed from the 1372 experimental
rain maps. Each straight line corresponds to a linear regression of the moments of
fixed order g. The orders taken into consideration are g =0, 0.1,0.2, ..., 2.0.

temporal resolution (30 s). It was therefore possible to perform
multifractal analysis not only on the entire time series, but also
on uninterrupted rain periods (i.e. short time series corresponding
to the duration of rain events). These results have been presented
by de Montera et al. (2009), and are recalled in Table 2. Although
the first case led to the parameter values generally reported in
the scientific literature (o = 0.6, C; = 0.5, H=0), a break in the scal-
ing was observed at the scale of approximately one hour. The
event-by-event multifractal analysis yielded very different param-
eters (o« =1.69, C; = 0.13, H = 0.62), and did not exhibit any break in
the scaling. The authors concluded that the presence of numerous
zero values in the data had a significant effect on the estimation of
the parameters.

In order to avoid such biases, due to the presence of zero values
(the proportion of rainy pixels in the full dataset being only 40%),
spatial multifractal analysis was also performed on full-rain maps,
selected from the full set of 1372 previously analyzed maps. The
resulting subset includes the 100 rainiest maps extracted from
the full dataset, and has a 97.5% proportion of rainy pixels. It was
decided not to select fewer maps, in order to avoid focusing on
the strongest rain rates only, which could bias the lower moment
orders. The first order structure function of these 100 maps is
shown in Fig. 5. H is estimated at 0.4, which is close to the pas-
sive-scalar Corrsin-Obukhov 1/3 exponent (see below for discus-
sion). The moments of the finite difference Laplacian show good
log-log linearity (Fig. 6), with no scale break, except at higher res-
olutions. The latter effect is apparently due to measurement noise.
The power-law described by Eq. (4) is well verified, and the process
may therefore be considered to be multifractal. The estimated mo-
ment scaling function is shown in Fig. 7. The UM parameters were
found to be (o = 1.78, C; = 0.12) (cf. Table 2). As expected, these re-
sults are significantly different from those based on the full data-
set, as shown in Section 5.1. Similarly to the results previously
obtained in the time domain, « increases and C; decreases when
full-rain data is considered.

6. Simulation of on-off intermittent maps

The purpose of this section is to determine, using numerical
simulations, whether on-off intermittency can bias multifractal
analysis in the case of 2-D fields. Firstly, 10 realizations of a FIF pro-
cess were simulated over 256 x 256 pixel maps (the simulation
technique is presented in Pecknold et al. (1993) and the code is
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Table 2

Multifractal parameters estimated with rain data collected in Djougou, Benin. The time domain results obtained with the DBS were reported by de Montera et al. (2009).

o Cq H B % rain Map size/series duration
1372 Radar maps 1.25 0.51 0.21 1.47 40% 25 km x 25 km
100 Radar maps 1.78 0.12 0.40 - 97.4% 25 km x 25 km
DBS: full dataset 0.24 0.63 0.55 1.76 ~5% 2 months
DBS: 10 rain events 1.69 0.13 0.62 - 100% ~1h

First order structure function of the field
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Fig. 5. First order structure function for the 100 selected full-rain maps, together
with corresponding linear fit. H is estimated to be 0.40. The units are the same as in
Fig. 3.
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Fig. 6. Moments of the stationary fluxes computed from the 100 selected full-rain
maps, together with corresponding linear fits.

provided in Schertzer et al. (2002). The parameters (o =1.78,
C;=0.12, H=0.4) were chosen according to the results presented
in Section 5.2. Then, the scaling and multifractal properties of these
synthetic maps were verified by multifractal analysis (Fig. 8a). The
fields logically exhibit the expected FIF properties and the correct
parameters are found (Table 3). Secondly, in order to assess the
influence of zero values, on-off intermittent fields are simulated
by simply thresholding the synthetic fields. Values lower than
the threshold are set to 0, whereas values above the threshold
are shifted downwards by subtracting the threshold value. Note
that this operation conserves multifractal properties in continuous

03 Moment scaling function
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Fig. 7. Moment scaling function estimated from the 100 selected full-rain maps.

rain areas, since the shifting does not modify the finite difference
Laplacian at the highest resolution, from which the cascade may
be estimated at lower resolutions, by coarse-graining the field.
The threshold is chosen in order to conserve P% rainy pixels in
the set of synthetic maps. Two different values of P were consid-
ered, 10% and 60%. In the case where P = 10%, numerous zero val-
ues are present in the dataset. The scaling of the moments is
broken at higher resolutions (Fig. 8b), and the retrieved parameters
estimated at lower resolutions are strongly biased (Table 3). If the
proportion of rainy pixels increases (P = 60%), the break in the scal-
ing of the moments is not observed (Fig. 8c), but the UM parame-
ters o and C; are still significantly biased, although less than when
P=10%.

The break in the scaling corresponds to the resolution at which
the number of averaging processes with zero values becomes pre-
dominant in the cascade reconstruction algorithm (de Montera
et al., 2009). In other words, at a sufficiently low resolution the
spectrum is characteristic of the on-off intermittency, rather than
of the process itself. Therefore, special emphasis should be given
to the interpretation of such breaks, since this may indicate that
the process is not scaling, even though it actually has multifractal
properties. Theoretical developments concerning such breaks may
be found in (de Montera et al., 2009) in which, in the context of
thresholded FIF analysis, the authors focus on the critical number
n of successive averagings in the cascade reconstruction algorithm,
at which the effect of the zeros becomes predominant. They show
that n may be roughly estimated by the following formula: n ~ 1/cs,
where ¢ is the co-dimension of the support of the rain process.
Hence, a simple condition for the existence of a break in the scaling
may be derived: it suffices for the theoretical break resolution
Jmax/2" to belong to the range of scales considered in the study.
Such considerations appear to be in agreement with the previous
simulations: using the box-counting method, cf was estimated at
0.1 and 0.4 on the synthetic maps with rain percentages of respec-
tively P=60% and P =10%. In the former case, in which n~2.5, a
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Fig. 8. Synthetic map moments and linear fits, for three rain percentages: (a)
P=100%, (b) P=10% and (c) P = 60%.

break in Fig. 8b can be quite well predicted at the resolution
Jmax/22°, or equivalently, in terms of the logarithmic coordinates
of Fig. 8b, can be found at the abscissa given by
log,(2) =108, (/max) —n =8 —n 5.5, which is not so far from
the observed break position at 10g, (Apreax) =~ 4 — 4.5. In the latter
case, n = 1/cyyields n ~ 10, meaning that if a break exists, it should
be located at the resolution zmax/zm, hence at the abscissa given by

Table 3
Multifractal parameters estimated from synthetic FIF/TFIF 256 x 256 maps generated
with o=1.78, C; =0.12, and H=0.4.

o Gy Scaling break Biased parameters
P=100% 1.73 0.14 No No
P=60% 1.05 0.21 No Yes
P=10% 0.67 0.66 Yes Yes

log, (/) = 108, (Amax) — N = 8 —n ~ —2 in Fig. 8c. Such a resolution
clearly lies outside the observed scaling range, which is consistent
with Fig. 8c where no obvious break was found. Such consider-
ations were not easy to apply to the experimental data sets, which
focused mainly on the rain support, due to the selection of rain
events. Hence, ¢y should perhaps be replaced by an apparent local
co-dimension (e.g. 0 in the case of full-rain maps), which would de-
pend on the proportion of zeros in the analyzed section.

As for the UM parameters, Table 3 shows that the bias due to
the presence of zero values depends on their number - even in
the absence of any visible break. The higher this number, the smal-
ler the value of  and the greater the value of C; when compared to
the expected values. Consequently, the multifractal analysis tools
presented in Section 3 should be used carefully, and in particular
only with data that does not present any significant on-off inter-
mittency. In fact, it would be interesting to develop new analysis
methods that remain insensitive to this effect.

Concerning the analysis of the AMMA data, the results obtained
with the scaling of the moments computed with the full dataset
(Section 5.1) appear to correspond to the intermediate case, in
which the proportions of zero and non-zero values are similar.
No scale break is observed, but the retrieved parameters seem to
be biased by the on-off intermittency. However, it should be noted
that the properties of the synthetic dataset analyzed in this section
are not exactly the same as the full dataset analyzed in Section 5.1.
More precisely, the full RONSARD dataset included maps with a
highly variable percentage of zero pixels, whereas the proportion
of zeros in the simulations remains close to the mean proportion.
This variability could be responsible for the surprisingly high value
of C; obtained in Section 5.1, compared to that retrieved by the
analysis of synthetic maps with P=60%. Nevertheless, the main
conclusions of this short qualitative study remain unchanged.

7. Towards a new rain model?
7.1. Re-interpretation of previous results

As pointed out in the introduction, the following parameters are
generally found in the scientific literature for rain: (x=1.4,
C; =0.15) in the spatial domain and (« = 0.6, C; =0.5) in the time
domain. The latter values are significantly different from those pro-
posed here, i.e. («=1.78, C; =0.12 for the spatial domain) in the
present paper and in de Montera et al. (2009), and (o =1.65,
C; =0.13 in the time domain), these being based on full-rain radar
maps and rain rate time series respectively. As shown in Section 6,
on-off intermittency considerably biases the estimations and may
be responsible for these differences. The results presented in previ-
ous studies were obtained with datasets containing a significant
proportion of zeros, and therefore seem to be questionable. More-
over, the significant difference generally found between the spatial
and temporal parameters, in particular the value of o which should
not be affected by space-time anisotropy, remained unexplained.
The problem is even more crucial, because the difference found
for this particular parameter has unrealistic physical implications.
Indeed, « > 1 means that attainable singularities have a negative
lower bound equal to y, = 1%‘1 and no upper bound. On the other
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hand, « < 1 means that singularities have no lower bound and a po-
G

sitive upper bound, also equal to y, = %. In the first case, the
peaks are unlimited in height, whereas in the second case there
are large holes with very low values, and the peaks have a maxi-
mum attainable height. Therefore, the two cases describe com-
pletely different processes, and it appears contradictory to have
o> 1 in the spatial domain and « <1 in the time domain, for the
same phenomenon. On the other hand, when on-off intermittency
is taken into account, multifractal analysis retrieves more consis-
tent parameters. In particular, with the instruments localized in
the same area during the AMMA campaign, « was found to be
equal to 1.78 in the spatial domain (Section 5.2), which is close
to the value found in the time domain, i.e. o =1.65 (de Montera
et al.,, 2009). It is worth pointing out that in the case of self-affine
anisotropic space-time multifractality, « should be the same in
space and in time.

Although it is clear that on-off intermittency biases multifractal
parameters, it remains to be explained why the biases are stronger
in time than in space. A realistic explanation is that the parameters
typically found in scientific literature for the time domain (« = 0.6,
C; =0.5, H=0) have been obtained with data affected by stronger
on-off intermittency than the spatial data. The reason for this is
that studies in the spatial domain have in general been carried
out with pre-selected rain maps, whereas temporal analyses are
made using rain rate time series covering a long period of time,
and therefore include significant drought periods. When taken at
a 1 min time scale, such a time series typically includes only 5%
of non-zero rain rates! In the spatial domain, the same situation
would lead to the same consequences. This can be verified by con-
sidering, for example, the analysis of TRMM orbits presented by
Lovejoy et al. (2008). Since the data is remotely sensed from space,
it covers large areas and includes very few non-zero pixels (3.51%).
Although the authors concluded through a bootstrap approach that
o should be close to 1.5, they remarked that a naive analysis, di-
rectly setting K”(1) = 0.26, would have led to an unrealistic value
of o. Indeed, since K'(1)=0.63, they would have found o« = 0.4,
which is close to the value typically found for rain rate time series,
but very far from that found in the spatial domain.

We have already noted the striking similarity between the
previously estimated value of H and the KOC exponent 1/3. This
is in fact not very surprising, since there is a strong link between
rain and turbulence. Noticeably, from a microphysics point of
view, turbulence plays a key role in the initiation of rain in
clouds (see Falkovich et al. (2002)). The acceleration of particles
by a turbulent flow can be statistically analyzed and physically
interpreted (e.g. Bec et al., 2006) when the particles (such as
cloud droplets) have small Stokes numbers. The case of rain-
drops is more complex, since the particles have much larger
Stokes numbers. This case has been investigated by Lovejoy
and Schertzer (2008) using three-dimensional raindrop data
(drop positions and masses in a 10 m? area). These authors have
shown that the liquid water density of rain accurately exhibits
a ‘-5/3" power spectrum slope over the scaling range
I ~50cm < I < Iy ~ 2.3 m. Above the critical scale I, patches of
raindrops were thus found to follow the Corrsin—-Obukhov law.
The estimation of H in the present study (using AMMA maps)
suggests that this passive scalar-like behavior could hold over
a far larger scaling range. In a different paper (de Montera, L.,
Verrier, S., Mallet, C., Barthés, L.: A passive scalar-like model
for rain applicable to the storm scale. Submitted to Atmos. Res.),
a passive-scalar-like model of rain is discussed, based on
physically plausible assumptions. In particular, it is demon-
strated that if intermittency corrections are taken into account,
the model predicts a first order structure function exponent
equal to H=0.4 instead of 1/3, confirming the result obtained
in Section 5.2.

7.2. A relevant, thresholded FIF model?

It has been shown in Section 5.2 that full-rain areas could be
modeled by a FIF. However, the FIF model is limited because it can-
not rigorously produce fields with large areas of zero values. We
are therefore interested in modifying the FIF framework, in order
to develop a model that could also take on-off intermittency into
account. The most straightforward possibility, already presented
in Section 6, is to use a simple threshold. This model is referred
to as the thresholded FIF (TFIF), and is based on the idea that rain
is only part of a large turbulent cascade that emerges above a crit-
ical threshold. The TFIF has the advantage that it jointly models the
rain rate process and its on-off intermittency, meaning that no-rain
areas are not independent from rain areas, contrary to other mod-
els which first generate the rain ‘support’ and then the rain cells.
The lack of correlation between the rain rate variability and its
‘support’ is an important drawback of such alternative models,
e.g. based on the product of a multifractal field and an independent
fractal rain support. Moreover, it has been shown in Section 6 and
by de Montera et al. (2009) that the TFIF model is able to reproduce
not only the results obtained with full-rain data, but also the biased
results when the data includes on-off intermittency.

It may be also noted that there are significant differences be-
tween models based on thresholding a non-stationary FIF (i.e. a
TFIF) or a stationary UM. In the latter case, on-off intermittency
is generated by suppressing the lowest singularities, thus leading
to a spuriously linear K(q) function for low orders. On the contrary,
applying a threshold on a non-stationary FIF does not necessarily
remove a complete interval of singularities since singularities can-
not be associated to field levels by a one-to-one correspondence
(due to the additional fractional integration). However, since there
may be some correlation between the highest singularities and the
highest levels of the process, a very high thresholding could possi-
bly also lead to the removal of a set of small singularities.

The physical meaning of the thresholding performed in the TFIF
model could be the critical clouds droplets concentration above
which precipitation is occurring. In this case, the original full FIF
process, i.e. the process that is hidden over some intervals by the
thresholding, could correspond in some way to the multifractal
variability of clouds droplets concentration (concerning the multi-
fractal properties of clouds, see, e.g., Lovejoy and Schertzer, 2006),
the notion of thresholded multifractals should be relevant for rain
modeling. However, the definitions- central for the use of the TFIF
model of the relevant physical threshold and of the scale at which
the latter is considered remain an open subject of investigations.

Noticeably, let us mention a complementary model proposed by
Lovejoy and Schertzer (2008), who consider the rain rate as the
product of a Corrsin-Obukhov like scaling liquid water density
and a scaling vertical velocity field (see Section 3.4 of their paper).
These authors proposed a simple model based on thresholding the
liquid water density, and view the threshold as a simplified repre-
sentation of the coupling between the (scaling) raindrop number
density n and the rain rate. In other words, the zero rain rate re-
gions should correspond to those where the probability of finding
a drop is very low, and this coupling could be represented with
more complex compound Poisson-multifractal processes (Lovejoy
and Schertzer, 2008, Section 4.3). However, the issue of the physi-
cal nature of the zero rain rates (i.e. are they due to physical
thresholds or to instrumentally defined ones?) remains an open
question.

8. Conclusions

Classical multifractal analysis yields biased results, when per-
formed on fields containing a significant proportion of zero values.
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In the case of rain, more reliable parameters have been obtained by
analyzing full-rain radar rain maps only. In the framework of uni-
versal multifractal analysis, the newly found parameter estimates
are (o=1.78, C; =0.12). These values are close to those obtained
with uninterrupted rain rate time series measured by means of a
disdrometer, at the same place and during the same period. Thus,
the generally reported incoherency between parameters deter-
mined in the spatial and time domains is not observed when the
analysis focuses on the interior of storms, indicating that this prob-
lem is due to an artifact provoked by a lack of robustness in previ-
ously used techniques, when used in the presence of on-off
intermittency. An additional argument has been provided by
numerical simulations, used to assess the dependence of the biases
on the proportion of zero values. The results show that the differ-
ences reported in previous studies, between spatial and time do-
main analyses, were mainly due to the data pre-processing
procedures: rain rate time series often include long periods with
no rain, whereas in general (in the spatial domain) only rain maps
corresponding to periods of rain are considered, leading to a reduc-
tion in the proportion of zeros.

Concerning the non-conservation parameter H, which has often
been estimated at 0, analysis of the first order structure function
shows that this parameter is more likely to be equal to 0.4. These
results thus confirm that rain is a non-conservative process. This
means that the conservative cascade is obtained by fractionally dif-
ferentiating the process, an approach which is more coherent with
turbulence theory in which only differences can be statistically
described.

Full-rain data analysis provides a rectification of the usual mul-
tifractal exponents of rain, at least inside full-rain structures.
Although these corrected exponents describe the field over a rela-
tively limited range of scales, such a limitation appears necessary,
at least initially, in order to avoid the biases mentioned above. In
order to simulate realistic fields, some means of representing the
zero rain rates will also be required, in particular when one is
interested in investigating larger scaling ranges. In the present
study, a model based on simple thresholding of a fractionally inte-
grated cascade has been proposed to generate on-off intermit-
tency. This model correctly simulates the multifractal properties
of rain, as well as the biases which arise in the presence of zero val-
ues, and is found to be more realistic than alternative propositions.
Nevertheless, this model could probably benefit from further
improvements, in order to define a physically and quantitatively
relevant thresholding process at small-scale, and to optimise its
reproduction of long-term rain statistics as well. Noticeably, an
accurate characterization of the zero rain rates is needed and var-
ious approaches may be considered to define the physical (or
instrumental?) thresholds.
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Analysis of the data collected during the AMMA (African Monsoon Multidisciplinary Analyses)
campaign shows that rain storms typical of the African monsoon have multifractal properties,
and can be modelled by fractionally integrated multiplicative cascades. The originality of the
present study lies in the application of a constraint, which results in the interior only of storms
being investigated, such that the multifractal analysis is not affected by the presence of
numerous zero values. The model is validated in the time domain by means of disdrometer
measurements, and in the spatial domain with co-localized meteorological radar rain maps.
The non-conservation parameter obtained in the spatial domain is found to be consistent with
the assumption that the rain rate follows a passive scalar-like scaling law up to the scale of

storms, including corrections due to fluxes intermittencies. Comparison of the value of this
parameter with that obtained in the temporal domain indicates the presence of a space-time
anisotropy, which could be explained by turbulent advection.

© 2010 Elsevier B.V. All rights reserved.

1. Introduction

Raindrops are heavy particles evolving in a turbulent
velocity field. The rigorous treatment of this problem is still an
open question, essentially because, due to their high Stokes
number, it is not generally possible to simplify the equations
relating the raindrop and flow velocities (see, e.g. Lovejoy and
Schertzer, 2008). As a consequence, rain is generally modelled
with less rigorous phenomenological models. These models
are often based on the scaling properties of turbulence, and in
particular on the concept of multiplicative cascades, which is
well adapted to dealing with the highly intermittent behav-
iour of the rain rate process. Thus, numerous studies have
been dedicated to the investigation of the fractal and multi-
fractal properties of rain (e.g., Veneziano et al., 1996; Over and
Gupta, 1996; Gupta and Waymire, 1991; Mazzarella, 1999;
Olsson, 1995; de Lima, 1998; Lovejoy and Schertzer, 2006). It
is generally agreed that rain can be described in a multifractal
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framework. However, some outstanding issues need further
investigation. Problem I: although many experiments and
analyses have been performed in the past, there is still no clear
consensus concerning the values of the multifractal para-
meters (see de Montera et al., 2009 and the review in Lilley
et al,, 2006). Problem II: the multifractal parameters obtained
in the spatial and temporal domains are very different, which
seems to be inconsistent with the existing space-time models
(see, e.g., Sect. 5.b of Tessier et al., 1993). Problem III: no
significant space-time anisotropy has been found (Marsan
et al., 1996; Deidda, 2000), although its presence could be
expected as a result of turbulent atmospheric advection
(Tessier et al., 1993) or vertical wind effects (Lovejoy et al.,
2008). Problem IV: although the raindrop mass density
follows a passive scalar-like law at small scales (Lovejoy and
Schertzer, 2008), is this also the case at larger scales? Does the
rain-generation process provoke a break in the scaling?
Problems I and II have led some authors to suspect that
classical multifractal analysis techniques could be affected by
the presence of numerous zero values in the data. In the
following discussions, this is referred to as ‘on-off intermit-
tency’, in order to avoid confusion with the classical use of
‘intermittency’ in the context of turbulence. This possibility
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was first investigated by Schmitt et al. (1998), and was later
confirmed by de Montera et al. (2009) using high resolution
rain rate time series and numerical simulations. In de
Montera et al. (2009), multifractal analysis was performed
on uninterrupted time series (without zero values), and the
multifractal parameters were found to be significantly
different from those derived from long time series (including
numerous zero values), as previously proposed in the
scientific literature. This result indicates that on-off inter-
mittency could indeed be responsible for the lack of
consensus concerning the multifractal parameters, since the
number of zero values may vary strongly from one dataset to
another. This approach was generalized to the case of 2D
horizontal situations, using rain radar maps, by Verrier et al.
(2010). These authors found a multifractality parameter in
space, close to the new parameter obtained in time with
uninterrupted rain rate time series, apparently resolving
problem II. They also partly solved problem III since they
observed a significant space-time anisotropy (the non-
conservation parameter H was found to be different in
space and time). The aim of the present paper is to further
investigate the effect of on-off intermittency and to provide
further insight into problems III and IV. Sections 2 and 3
briefly present the theoretical framework and the analysis
techniques. Section 4 presents the experimental results and
the effect of on-off intermittency on the estimation of the
power spectrum slope. In Section 5, we propose a phenom-
enological passive scalar-like model for rain, and test it with
the experimental data. Section 6 is dedicated to the
interpretation of the observed space-time anisotropy.

2. Theoretical framework

The phenomenological model of turbulence is based on
the symmetry of scale of the Navier-Stokes equations, and on
the conservation of the energy density flux, denoted &. Based
on these properties of the fundamental equations, and on a
dimensional argument, Kolmogorov (1941) derived his
renowned statistical scale law for an isotropic and homoge-
neous turbulent flow:

Av =gl 3 (1)

where Av stands for the mean of the absolute values of the
(longitudinal) velocity difference between two points sepa-
rated by a distance [ (here and in the following, =~ denotes
equality within slowly varying or constant factors).
However, one must also consider the fact that conserva-
tive fluxes have no reason to be homogeneous. Although the
fluxes are conserved on average, their transfer to smaller
scales is intermittent. Formally, this intermittency can be
modelled by a stochastic multiplicative cascade (Novikov and
Stewart, 1964; Yaglom, 1966), denoted here by ¢ in the
general case. The iterative construction of a multiplicative
cascade is straightforward: (i) distribute a quantity uniformly
over an interval, (ii) divide it into sub-intervals, (iii) multiply
these by a random variable, to obtain the new quantity for
each sub-interval, (iv) repeat steps (ii) and (iii) as many
times as necessary. The important point of this process is that
the distribution of the random variables (also called the
multiplicative increments) does not depend on the scale, such

that it generates multifractal properties. These properties can
be described by the scaling of the statistical moments of
fractional order g (for more details, see Schertzer et al., 2002):

wh = (%)K“” @)

where ¢, is the flux density at scale [, L is the largest scale of
the cascade and K(q) is the so-called moment scaling
function. Moreover, it can be shown that continuous
multiplicative cascades tend towards log-infinitely divisible
laws. If one makes the additional assumption that the
generator verifies a self-similar renormalization property,
which seems to be supported in the atmosphere (Lovejoy and
Schertzer, 1995), then the generator converges more accu-
rately towards a Lévy a-stable distribution (Schertzer and
Lovejoy, 1987, 1997). In this type of case, the moment scaling
function takes the simple form:

G
a—1

K(q) = (a*—q) (3)
where « is the multifractality parameter which varies
between 0 and 2, and C; is the intermittency parameter
which varies between 0 and 1.

This outcome led Schertzer and Lovejoy (1987) to propose
a phenomenological model for rain, called Fractionally
Integrated Flux (FIF), which has the same form as the
Kolmogorov law, with a multifractal intermittent flux verify-
ing Egs. (2) and (3):

AR = ¢I" (4)

where R is the rain rate and H the so-called non-conservation
parameter. The form of this relation is assumed to be
equivalent in the time domain, by simply replacing the
distance [ by a time delay 7. Note that the correct analogy
with turbulence would lead to the introduction of a flux raised
to the pth power:

AR = I (5)

However, Egs. (4) and (5) are equivalent models because
the raising the flux to the pth power is equivalent to a shift of
H by K(p), and to a multiplication of C; by a factor p“ (Lavallée
et al, 1993). This statement is proven by means of a few
straightforward calculations in which the expressions of the
exponents of the structure function are derived for both
models, based on the following identity:

K(gp) = aK(p) + p*K(q). (6)
3. Technical analysis

The classical method for estimating the model parameters
consists in reconstructing the underlying multiplicative
cascade. This cascade is obtained at the finest available scale
by taking the normalized absolute rain rate differences (in
1D), or the normalized absolute finite differences Laplacian
(in 2D). The cascade is then reconstructed at coarser
resolutions by performing successive averages of contiguous
values. The next step is to calculate the moments for various
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orders and resolutions, and to plot these on a log-log graph. If
the process is a conservative cascade, one should obtain
straight lines whose slopes are equal to K(q). A fit of function
K by Eq. (3) allows a and C; to be derived (for more
sophisticated estimation techniques, see Verrier et al., 2010).
The non-conservation parameter can be obtained a posteriori
by estimating the power spectrum slope (3 which, as a
consequence of the Wiener-Khintchine theorem, is equal to:

B =1+ 2H-K(2). (7)

It is also possible to estimate H directly, by analyzing the
structure functions whose scaling is obtained by combining
Egs. (2) and (4):

(ARD) =K@ 8)

In the case where q=1, since the flux is supposed to be
conservative, K(1) =0, and a simple relation is thus obtained:

(AR)=I". 9)

It is important to emphasize the fact that the methods
presented above are only valid if the process corresponds to a
pure FIF, i.e., a fractionally integrated continuous a-cascade. If
fractal on-off intermittency is present, as in rain rate time
series (the fractal dimension of the rain ‘support’ is close to
0.8 over a wide range of scales; Lavergnat and Golé, 1998),
then the process is more likely to corresponds to a mix
between o~ and 3-cascades (in the two-state 3-cascade, the
cells can only be ‘active’ or ‘inactive’, whereas in the a-
cascade the cells can be ‘more active’ or ‘less active’, but never
‘inactive’, cf. Schertzer and Lovejoy, 1987 or Sect. 3.1 and 3.2
of Schertzer et al., 2002 for more details). In this case, the
moments and the structure functions may still be scaling and
multifractal parameters can be obtained with the above
analysis technique (although a break in the scaling may
appear if the number of zero values is very significant).
However, one must be cautious and should not interpret
these multifractal parameters as belonging to a pure FIF. The
reason is that, since the scaling has been affected by the zero
values, if one performs a simulation of a pure FIF with these
parameters, the resulting process will have a texture which is
significantly different to that of the original data (de Montera
et al., 2009). Moreover, since the number of zero values may
vary according to the dataset, one could find that the
multifractal parameters do not remain constant, which
could thus lead to the erroneous conclusion that cascade
models are poorly adapted to such phenomena. Since mixed
models of continuous o~ and 3-cascades are not yet available,
this is the reason for which we chose to analyze only the
interior of storms, where no on-off intermittency occurs, thus
enabling the results to be interpreted as a pure FIF processes.
Moreover, by performing numerical simulations, it was found
that the slope of the power spectrum was also influenced by
the number of zero values: it decreases consistently, as the
percentage of zero values in the data increases. Thus, in this
study, the power spectrum slope should also be estimated
using uninterrupted data. Since this problem was not taken
into account in our previous papers, which focused on the

scaling of moments and structure functions, new estimates of
the power spectrum slopes are provided in the next section.

4. Experimental results

The measurements were carried out during the African
summer monsoon of 2006, at Djougou, Benin, in the
framework of the AMMA campaign. The first dataset is a
rain rate time series, recorded by means of a dual-beam
spectropluviometer (Delahaye et al., 2006), over a two-
month period, generally averaged over 1 minute time inter-
vals. Ten significant rain events were extracted and analyzed
in de Montera et al. (2009). Their characteristics are recalled
in Table 1. The second dataset includes rain rate maps
estimated using the RONSARD radar coverage of the same
area, over a period of 3 months (1 scan every 7 min). 100
maps, with as much as 98% rainy pixels, were selected and
analyzed (the map size is 64x64 pixels, each pixel
corresponding to a 400x400 m surface area, as shown in
the example of Fig. 1). It was found that the moments of the
underlying cascades have scaling properties over the whole
available scale range (of the order of 1 min to 1h for time
series and equal to 400 m to 25 km for radar maps). Figs. 2
and 3 show respectively the first-order structure function and
the scaling of the statistical moments of the rain maps from
which H and K(q) are estimated in the spatial domain.

The values of the FIF parameters ¢, C; and H, were reported
by de Montera et al. (2009) and Verrier et al. (2010),
respectively for rain rate time series and rain maps. As
explained in the previous section, in these studies the power
spectrum slope was estimated using data which included on-
off intermittency. New estimates were thus computed, using
uninterrupted data, leading to slopes significantly different
from those previously determined. In the case of rain rate time
series, the slope of the power spectrum was computed on an
event-by-event basis and its mean value was found to be 2.07
(instead of 1.76 in de Montera et al., 2009). As for the rain
maps, since they were all of the same size, the averaged power
spectrum was computed directly (see Fig. 4), and its slope was
found to be 1.67 (instead of 1.41 in Verrier et al., 2010). Table 2
summarizes the multifractal parameters derived from the
AMMA experimental data. At this point, it must be stressed
that parameter estimation depends on the scale ranges that
are used to perform the fits, and is somewhat subjective. Scale

Table 1
Characteristics of the rain events extracted from the spectropluviometer data
collected during the AMMA campaign.

Date Local Duration Resolution Mean rain Maximum
time ins ins rate in rain rate
mm/h in mm/h
21 July 2006 21:30 4128 16 12.50 95.77
22 July 2006 10:28 2080 32 4.24 15.27
22 July 2006 12:00 4128 32 6.73 23.72
05 August 2006 14:36 2080 16 3.86 14.89
07 August 2006 13:36 4160 32 34.74 114.47
10 August 2008 15:48 4160 32 17.40 61.69
14 August 2006 15:36 2112 16 5.82 31.45
17 August 2006 15:33 16,448 64 1.05 6.57
26 August 2006 14:58 8256 16 4.63 58.81
31 August 2006 12:05 8224 16 4.68 27.01
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Fig. 1. Example of a rain rate map, estimated by the RONSARD radar.

ranges generally have to be limited at their lower bound
because the finest scales are affected by measurement noise
(or by the projection on a Cartesian grid), and at their higher
bound because insufficient data is available at the largest scale
to be representative. As a result, it is difficult to estimate
objectively the quality of the fits. It was therefore decided
not to provide the uncertainties of the multifractal parameters
in Table 2 and to only show the graphs of the fits. This also
means that the numerical values presented in Table 2 should
be understood as first-order estimates and not as highly
accurate results (in particular as regards the multifractality
parameter o).

-1 T T T T

-3

log,(/)

Fig. 2. First-order structure function of the 100 selected rain maps, based on
values 98% of which are non-zero, compared with a linear curve of slope
equal to 0.4 (from Verrier et al., 2010). The departure from the fit observed at
the finest scales is attributed to the measurement noise and corresponds to
the flattening of the power spectra at high frequencies (see Fig. 4).

5. A passive-scalar-like model

The equivalent of the Kolmogorov velocity law for passive
scalars is the Corrsin-Obukhov law of particle concentration
(Obukhov, 1949; Corrsin, 1951), denoted by C, where
= — aa%z is the conservative flux of scalar variance:

AC =y /2e 1013, (10)

At micro scales, because of inertia and gravity, it is obvious
that the passive scalar assumption is untenable for raindrops.

log,(6 )

-04}

=]
-
no
w
R
b

Iogg(L/J)

Fig. 3. Scaling of the statistical moments of the normalized absolute finite
differences Laplacian of the 100 selected rain maps for the orders =0, 0.1,
0.2,... 2 (from Verrier et al., 2010).
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Fig. 4. Averaged angle-averaged power spectrum of the 100 selected rain
maps with corresponding fit. The slope of the fit is 2.67 and is equal to 3, + 1.

However, above a critical scale, roughly equal to 1 m, Lovejoy
and Schertzer (2008) have shown that it was acceptable to
neglect these effects (except fall velocity). Indeed, they
experimentally observed Corrsin-Obukhov scaling for the
mass density of raindrops, from the critical scale to a few
meters. At larger scales, the scaling is unlikely to hold any
further, because the rain-generation process must also be
taken into account. Let us however assume that this
generating process also scales in such a way that it does not
affect the Corrsin-Obukhov scaling. In this case, the mass
density of the raindrops could be described by a passive
scalar-like model up to storm scale, i.e., Corrsin-Obukhov
scaling involving a conservative flux, coupled with a turbulent
energy flux:

Ap = /216113, (11)

We do not intend to provide a rigorous demonstration
here, but only to test this hypothesis up to storm scale.

If one considers a class of raindrops defined by a diameter
between D, assumed to evolve in steady air with the same fall
velocity V{D), given for example by the Atlas law, then the
contribution dR(D) of this class of raindrops to the total rain
rate is:

R(D) = V¢(D)p(D) (12)

where p(D) is the mass density of the raindrops with
diameter D. Since Eq. (11) holds for a given class of raindrops,
we obtain the statistical law:

AR(D) = V;(D)b(D)" 2~ 1/01' 2. (13)

Table 2
Multifractal parameters, non-conservation parameters and spectral slopes
obtained by analyzing uninterrupted rain rate data only.

a (o H B
Time series 1.65 0.13 0.62 2.07
2D maps 1.78 0.12 0.40 1.67

Now, in order to obtain an equivalent relation for the total
rain rate R, it is necessary to sum Eq. (13) over all possible
diameters. This step is not trivial because the calculation of
the total AR must be performed taking into account the sign
of AR(D) which actually does not appear in Eq. (13): this
equation is only true for the mean of the absolute value of AR
(D). However, it is possible to assume that the sign taken by
AR(D) always corresponds to the sign taken by AR, whatever
the value of D. The reason is that R(D) is proportional to DSD
(R,D) (where DSD denotes the drop size distribution), which
is generally a monotonically decreasing function of R, for any
D. This is for example true with a classical Marshall-Palmer
DSD. This finally leads to:

AR = [ [V(D)&(D)!dDle "1, "

At this stage, one simple possibility is to assume that the
functions ¢(D) are identical, to within a proportionality
constant, since the raindrops are assumed to differ solely in
terms of their diameter. One limitation of this assumption is
that the critical scale depends on the diameter of the rain-
drops. However, in the present case the scale of observation is
much larger than the critical scale. Thus, by factorizing ¢ and
suppressing the remaining integral, which is now scale
independent, one obtains a passive scalar-like law for the
rain rate:

AR = ¢'/2g /813 (15)

In order to obtain an analytic expression for the structure
functions, Benzi et al. (1992) proposed assuming the fluxes to
be independent. Nevertheless, Schmitt et al. (1996) showed
this assumption to be unrealistic, and demonstrated that it
was more appropriate to assume the velocity and concentra-
tion gradients to be independent. Based on this approach,
they derived the following expression for the structure
functions (although this expression was derived for temper-
ature, it can be applied here to the rain rate as a consequence
of Eq. (15)):

(ARY) = [4/3 T K:(a/6)=Ky(@/2) (16)

Note that, although Eq. (16) appears to correspond to the
assumption of independent fluxes, this not confirmed,
because K.(—q/6)# —K:(q/6). In the special case where
q=1, by identification with Eq. (9), the following theoretical
expression is obtained for H:

H=1/3+K(1/6)—K,(1/2). (17)

The term K.(1/6) depends only on turbulence and is well
known. With the parameters o, = 1.5 and C; . = 0.25 proposed
in the study of Schmitt et al. (1996), its value is found to be
—0.05. However, the estimation of the term K,(1/2)is more
delicate, since the multifractal parameters are not known a
priori and have to be estimated. In the general case, i.e. if the
value of q is not fixed, identification of Eq. (16) with Eq. (8)
leads to the following structure function exponent:

qgH—K(q) = q/3 + K:(q/6)—=Ky(q/2). (18)
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By using the identity given in Eq. (6), it is possible to
separate the conservative and non-conservative parts of the
right-hand side of this equation:

gH—K(q) = q(1/3 + K, (1/6)—K,y(1 /2))

N N (19)
+ (1/6)7K:(q)—(1/2)"Ky(q).
Thus, the function K retrieved by reconstruction of the
cascade with experimental data corresponds to:

K(q) = (1/2)*Ky(q)—(1/6)“K.(q)- (20)

If the multifractal parameters of € and ¢ are close, which
may be verified a posteriori, then K.~ Ky and (1/2)%>>(1/6)*.
Therefore, to a first-order approximation:

K(q) = (1/2)*Ky(q) (21)

By replacing K(q) and K, (q) by their general form, as given
by the universal multifractal framework (Eq. (4)), the
relationships between the parameters of K, and those of K
are easily derived:

oy, = ota . (22)
i = 2°Cy

which yields a,~1.78 and C;4,~0.41, according to the
parameters given in Table 2 for rain maps. Finally, K4(1/2) can
be estimated, and is found to be equal to —0.11. The (semi-)-
theoretical value of H is therefore 1/3 —0.05+0.11~0.39,
which is consistent with its experimental value for rain maps
(cf. Table 2). Concerning the spectral slope, its theoretical value
is obtained by combining Egs. (7) and (20):

B =1+ 2H—(1/2)*K,(2) + (1/6)%K,(2). (23)

This relation yields 3~1.6, which is in acceptable
agreement with the experimental value of 1.67 given in
Table 2.

Now let us briefly consider a more realistic turbulent
atmosphere with a non-zero vertical wind w. In this case, the
velocity fall corresponds to:

V(D) = V(D) + w. (24)

where Vi(D) is the relaxation speed of raindrops with
diameter D. This case is difficult to investigate, because the
statistics of the vertical wind are not well known (Lovejoy
et al., 2008). According to these authors, the main features of
the mean vertical wind are: it tends toward zero as the
averaging scale increases; the slope of its spectrum is smaller
than 1, which corresponds to H= 0 according to Eq. (7). These
observations give us plausible (but unproven) reasons to
neglect its effect at the averaging scale considered here
(400 mx 400 m). More precisely, by combining Egs. (12) and
(24), we obtain (omitting the dependence on raindrop
diameter for simplicity):

R=Vep + [[fwpdv. (25)

If we assume that w and p are not correlated, Eq. (25)
simplifies to:

R=Vgp + wp (26)

where w is the mean vertical wind. The rain rate difference is
therefore:

AR = VpAp + WAp 4+ A WAp + pA W. (27)

Thus, by comparing the first term of the right-hand side
with the others terms, three conditions must be satisfied in
order to neglect the mean vertical wind effect: (i) Vx> w,
(ii) Vk> A w, (iii) Ap/p> A w/ Vi. Since V¢ does not depend
on scale and since w and A w decrease with the averaging
scale, conditions (i) and (ii) might be correct at the radar
pixel scale, and up to storm scale. Moreover, condition
(iii) could also be verified because Ap/p increases with
scale whereas A w/ Viis constant with scale (because H=0
for the vertical wind whereas H~ 0.4 for the mass density).
These arguments are of course not rigorous and the mean
vertical wind effect should be investigated more precisely,
once well-established statistics become available.

6. Evidence of space-time anisotropy

The simplest link between spatial and temporal averages
is obtained by assuming frozen turbulence (Taylor, 1938) and
a relation of the form:

=Vt (28)

Generally, V is assumed to be constant. This approach is
based on the hypothesis of the existence of an energy gap in
the atmosphere at the mesoscale. This gap would separate 2D
turbulence, generating coherent eddies on a large scale, from
3D incoherent turbulence at a small scale (cf. Van der Hoven,
1957). In this case, there would be no space-time anisotropy
and H would have the same value in space and time.
However, there is still no consensus as to this ‘standard’ 2D/
3D model (see, e.g., Lovejoy and Schertzer, 2010) and such an
outcome is in contradiction with the experimental results
presented in Table 2 (H is found to be equal to 0.4 in space,
and 0.62 in time).

An alternative approach was proposed by Tessier et
al. (1993) to address the problem of space-time anisotro-
py: if there is no energy gap, there is no large-scale
velocity forcing and the advection velocity would be scale
dependent:

vt (29)
In this case, the space-time transformation becomes:
! /) (30)

By substituting Eq. (30) into Eq. (4), a consequence of this
space-time anisotropy is that:

31
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where H; is the non-conservation parameter obtained in time,
and H, is that obtained in space. This equation allows Hy to be
estimated:

H, = (H,—H,)/H, ~ 0.35. (32)

This value is close to 1/3, which corresponds to the
Kolmogorov-like scaling proposed by Tessier et al. (1993).
This result can be confirmed by comparing the spectral
slopes. Marsan et al. (1996) have shown that the space-time
anisotropy parameter verifies:

H, = %—_ﬁx (33)

where 3y and 3; are the power spectrum slopes, respectively
in space and time. With the values given in Table 2, one
obtains Hy~0.37, which is also close to 1/3. This result is in
contradiction with previous studies (Marsan et al., 1996;
Deidda, 2000), who found Hy~ —0.1. Our interpretation is
that the results presented in these studies were based on data
including on-off intermittency, and therefore suffered from
an important bias. In particular, a comparison of the power
spectra slopes would lack in physical meaning, since temporal
data generally includes far more zero values than spatial data.
Recently, Lovejoy et al. (2008) and Radkevich et al. (2008)
proposed another interpretation that could be in agreement
with the observed space-time anisotropy. Going back to
Tennekes (1975), the aforementioned authors assumed the
advection to be due to a large-scale eddy. For time scales
smaller than this large eddy turnover time, Eq. (28) is
assumed to be valid with V constant; in this case, although no
space-time anisotropy should be observed, they showed that
the vertical wind could be responsible for the appearance of
such an anisotropy. However, as explained in the previous
section, the current limited knowledge of vertical wind
statistics prevents us from testing this hypothesis correctly.

7. Conclusions

Rainstorms occurring during the African monsoon can be
described statistically by fractionally integrated multiplica-
tive cascades. The scale laws specific to this model have been
validated experimentally, using high resolution rain rate time
series and radar rain maps collected during the AMMA
campaign.

The experimental value of the non-conservation param-
eter H (equal to 0.4 for rain maps) is in agreement with that
predicted by assuming a phenomenological Corrsin-Obukhov
law for the mass density of the raindrops. It shows that a
passive scalar-like behaviour of raindrops may be valid, up to
storm scale. If this result is confirmed it would indicate that,
maybe due to a coupling with turbulence, the rain generating
process does not affect the Corrsin-Obukhov scaling.

A comparison of the results obtained in space with those
obtained in time provides evidence of the presence of space-
time anisotropy. This anisotropy has been quantified and
found to be consistent with the assumption of turbulent
atmospheric advection, with a dependence on scale, as
suggested by Tessier et al. (1993). Nevertheless, another
explanation could be found in the effect of vertical winds.
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Abstract. Phytoplankton patchiness has been investigated
with multifractal analysis techniques. We analyzed oceanic
chlorophyll maps, measured by the SeaWiFS orbiting sen-
sor, which are considered to be good proxies for phytoplank-
ton. The study area is the Senegalo-Mauritanian upwelling
region, because it has a low cloud cover and high chloro-
phyll concentrations. Multifractal properties are observed,
from the sub-mesoscale up to the mesoscale, and are found
to be consistent with the Corssin-Obukhov scale law of pas-
sive scalars. This result indicates that, in this specific region
and within this scale range, turbulent mixing would be the
dominant effect leading to the observed variability of phyto-
plankton fields. Finally, it is shown that multifractal patchi-
ness can be responsible for significant biases in the nonlinear
source and sink terms involved in biogeochemical numerical
models.

1 Introduction

It is sometimes argued that turbulent mixing leads to ho-
mogeneous fields. However, Kolmogorov (1941), Obukhov
(1949) and Corssin (1951) have shown that, on the contrary,
turbulent mixing generates highly irregular structures that are
heterogeneous at all scales. Their work was based on the hy-
pothesis of scale invariance, which means, in simple words,
that eddies can be expected to occur in a similar manner at all
scales. In the case where the physical quantity is the concen-
tration of a passive tracer, these authors demonstrated that its
variability exhibits fractal properties which can be described

Correspondence to: S. Thiria
BY (sylvie.thiria@locean-ipsl.upmec.fr)

statistically using scale laws. This result is often referred to
as the theory of passive scalars.

Since the phytoplankton’s ability to swim is very limited,
its displacements are mainly due to the velocity of the fluid in
which it evolves. Phytoplankton patchiness is thus strongly
related to turbulence. This consequence has led numerous
authors to study the scale invariance properties of phyto-
plankton patches, and to confront experimental data with
phenomenological models derived from, or inspired by, the
theory of passive scalars. Early studies remained confined to
second-order moments, such as the slope of the power spec-
trum (see, e.g., Platt, 1972), whereas more recent research
takes into account the intermittent transfer of conservative
quantities in scale space, such as energy and scalar variance,
which give rise to multifractal statistics through cascade pro-
cesses (Seuront et al., 1996a, b, 1999; Seuront and Schmitt,
2004, 2005a, b; Lovejoy et al., 2001a, b; Pottier et al., 2008).

At smaller scales, most of these studies found empirical
proof for a passive scalar regime of phytoplankton patchi-
ness, corresponding to the well-known “—5/3” power spec-
trum slope of homogenous and isotropic turbulence. This
purely turbulent regime appears to be limited to spatial scales
smaller than a particular scale of the order of 100 m, called
the “planktoscale” by Lovejoy et al. (2001b). In fact, al-
though phytoplankton can reasonably be described as pas-
sively advected, in the sense that its retroaction on the turbu-
lent flow is negligible, it cannot be considered to be totally
passive, since it is biologically active. One important biolog-
ical process is zooplankton grazing, and the “planktoscale” is
currently interpreted as corresponding to the scale at which
changes take place in the grazing regime. This modifica-
tion of the grazing regime appears to be related to the zoo-
plankton’s ability to swim. Contrary to phytoplankton, zoo-
plankton is able to swim, although its speed remains limited.
Therefore, there exists a scale above which its displacements
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are dominated by turbulent mixing. This hypothesis is sup-
ported by the fact that the zooplankton’s concentration power
spectrum whitens at scales smaller than the “planktoscale”
(Currie and Roff, 2006).

At scales larger than the “planktoscale”, the phytoplankton
patchiness description is more confused. Some authors found
a power spectrum slope steeper than —5/3 (around —2, Cur-
rie and Roff, 2006; Seuront et al., 1999), interpreting this re-
sult as a transition from Eulerian to Lagrangian statistics, due
to the inertia of the boat carrying the instruments (cf. Seuront
et al., 1996b). On the other hand, the analysis of remotely
sensed phytoplankton fields from aircraft led to a smoother
slope (around —1.2, Lovejoy et al., 2001b). From a theoreti-
cal point of view, the situation is even less clear: some studies
reached the conclusion that growth and trophic interactions
should decrease the slope of the power spectrum (Denman
and Platt, 1976; Fasham, 1978), whereas some others predict
that it should increase (Steele and Henderson, 1979) or that
the power spectrum has no specific regime (Horwood, 1978).

In this context, to the best of our knowledge, the large
volumes of data collected by remote sensing from space,
over a period of more than two decades, have almost not
been exploited in order to improve scientific understanding
of the multi-scaling properties of phytoplankton fields (with
the noticeable exception of Nieves et al., 2007). The aim of
the present study is to analyze oceanic chlorophyll maps ob-
tained through the use of this type of sensor. The first part of
the paper briefly recalls the passive scalar theory and the no-
tion of multifractal intermittency. The second and third parts
describe both the cascade model and the analysis technique.
The fourth part presents the dataset and the pre-treatments.
The fifth and sixth parts are dedicated to the results and their
interpretation. Finally, the last part of the paper provides
an example of the importance of multifractal patchiness in
oceanic tracers, by assessing the biases it produces in bio-
geochemical numerical models.

2 Theoretical background: turbulence and
multifractals

Richarsdon (1922) described turbulence as a cascade process
that transfers kinetic energy from large scales to small scales
by a hierarchy of imbricated eddies. The hypothesis of scale
invariance relies on phenomenology and the invariance of the
Navier-Stokes equations under dilatation or contraction of
the reference system (see Appendix A of Schertzer and Love-
joy, 1987). On the basis of this hypothesis, and the conserva-
tion of energy in the inertial range, Kolmogorov (1941) used
dimensionality and some general assumptions, such as ho-
mogeneity and isotropy, to derive his famous statistical scale
law:

Ay ~e!313 (1)
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In this equation, Av; = (Jv(x+[)—v(x)|) represents the
mean shear of (longitudinal) velocity between two points
separated by a distance /, and ¢ represents the mean density
of the energy flux, which is equal to the rate of energy dis-
sipation per unit mass. A similar scale law has been derived
for the concentration C of a passive tracer (Obukhov, 1949;
Corrsin, 1951):

AC; ~ o' 3113 )

3/2g=1/2 represents the non-linear coupling be-

where ¢ = x

. . . _AAC)?
tween velocity and concentration, with x = —=5= the
mean density of the concentration variance flux (for a review
concerning these early turbulent models, see, e.g., Panchev,
1971).

Landau and Lifshitz (1944) pointed out that these fluxes
have no reason to be homogeneous: although they are on av-
erage conserved during the cascade process, their transfer is a
priori intermittent. This remark has led the transfer process to
be described by stochastic multiplicative cascades (Novikov
and Stewart, 1964; Yaglom, 1966). A multiplicative cas-
cade can be constructed by iterating the following simple
procedure: (i) distribute a quantity uniformly over an inter-
val, (ii) divide this interval into sub-intervals, (iii) multiply
these by a random variable in order to obtain the new quan-
tity for each sub-interval, (iv) repeat steps (ii) and (iii) until
the smallest scale of the cascade is reached. The important
point here is that the distribution of the random variables, re-
ferred to as the multiplicative weights in the following, does
not depend on the level of iteration of the construction al-
gorithm. Thus, because the latter is not dependent on scale,
the resulting mathematical object has fractal and even mul-
tifractal properties. It turns out that these properties can be
described by the scaling of its statistical moments, of frac-
tional order ¢ (for more details, see Schertzer et al., 2002):

Ke(q)
ef)=(7) ®

L Kx(q)
t)=(7) @

where ¢; and yx; are the fluxes averaged at scale [, L is the
largest scale of the cascade, and K¢(q) and K, (q) are the
so-called moment scaling functions.

In order to obtain realistic fields, the discrete cascade
model described above has been generalized to continu-
ous cascades, obtained by scale densification (Schertzer and
Lovejoy, 1987). This generalization was necessary because
two points separated by a given length in physical space
do not always have the same distance to their closest com-
mon ancestor in the cascade (cf. Pecknold et al., 1993).
An interesting property of continuous cascades is that their
generators (i.e., the logarithm of the random multiplicative
weights) converge towards infinitely divisible laws. How-
ever, there is still no consensus concerning the degree of con-
vergence. Some authors proposed Poisson generators (She
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and Lévéque, 1994; Dubrulle, 1994) whereas some others
add an assumption of self-similar renormalization, so that the
generator converges more accurately towards stable distribu-
tions (Schertzer and Lovejoy, 1987, 1997). Until this ques-
tion finds a definitive answer, since the notion of scale invari-
ance is at the root of the theory, the latter assumption seems
plausible, and the decision was made to use stable laws to
describe the generator of the process which correspond to
Gaussian distributions if the variance is finite or Levy distri-
butions if the variance is infinite. In this type of case, the
moment scaling functions take the simple form (Schertzer
and Lovejoy, 1987):

Cls

Ke(q)=— (4" ) Q)
C

Ky(@)= —*= (¢ ~q) ©)
X

where o and o, are multifractality parameters varying be-
tween 0 and 2, and Cy¢ and C, are intermittency parame-
ters varying between 0 and the dimension of the embedding
space, which here is equal to 2.

3 The FIF model

Concerning the chlorophyll concentration, these laws can-
not be directly applied, the main reason being that biologi-
cal activities may produce deviations from a purely passive
scalar behaviour. Nevertheless, we expect that the variability
of chlorophyll maps still presents some multifractal proper-
ties, and that it would be possible to use a cascade model
similar to that presented above. We thus looked for a phe-
nomenological model having the same form as Eq. (1), but
in which the parameters are not known, i.e.:

AChl; >~ (¢)1H @

where Chl is the chlorophyll concentration and AChl; =
(IChl(x +1) —Chl(x)[). ¢ is a conserved flux and a and H
are adjustable parameters. As described above, the conserved
flux has to verify the basic multifractal relation:

K (q)
(&)=~ (%) ®)

and it is assumed that it converges towards a log-stable law:
Cy
Ke(@)=—=(4" —q). ©
Ol{ -1

This model is described by four parameters: a, H, a; and
Ci;. However, it is possible to reduce the number of pa-
rameters to three, since taking the a-th power of ¢ in Eq. (7)
is equivalent to a simple shift of H by K;(a), and to the
multiplication of Cy, by a factor a®¢ (Lavallée et al., 1993).
The proof uses the g-th-order structure functions of chloro-
phyll maps defined by the average of the g-th power of
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chlorophyll concentration variations, denoted by AChl;I =
(|Chl(x +7) —Chl(x)|?). According to Eq. (7), the g-th-order
structure function is equal to:

AChI] ~(ge)1", (10)
By introducing Eq. (8), this equation simplifies to:
AChI ~ 4 =K (aq), (11)

Then, the term K (ag) can be decomposed into conserva-
tive and non-conservative parts using the following identity,
which can be straightforwardly derived from Eq. (9):

K(ap)=qK(a)+a"K(q). (12)
This operation yields:

AChIY ~ (1=K @)=a" K; (@), (13)
As expected, by defining:

K(q) = a* K¢ (q)
H  =H-K(a),

one obtains the usual form of the structure function corre-
sponding to the case where a = 1:

AChI! ~ (71 =K@, (15)

(14)

In the following, we thus use a simplified form of Eq. (7)
requiring only three parameters, namely, H, oy and Cy;:

AChl; ~ ¢ (16)

This model is called the fractionally integrated flux (FIF) and
was first presented by Schertzer and Lovejoy (1987) in the
framework of their study of rain fields. In this regard, it is
interesting to note the similarities between marine biogeo-
chemistry and the cycle of water in the atmosphere. Firstly,
both are strongly dependent on ascending currents: these cur-
rents bring nutrients to the surface layers of the ocean and
water vapour to the upper layers of the atmosphere. Then,
the first phase transition to heavier particles generally occurs
in thin layers in which physical conditions are appropriate:
phytoplankton is produced near to the ocean’s surface be-
cause it needs light to grow, whereas clouds are formed in
the atmospheric layer in which water vapour condenses. The
next phase transition to heavier particles occurs when phyto-
plankton feeds zooplankton, and when cloud droplets are in-
corporated into raindrops. Finally, zooplankton may die and
sink (or return to a nutrient form by mineralization), whereas
raindrops may fall (or return to water vapour by evapora-
tion). Although these atmospheric and oceanic processes
have very different space and time scales, with one involv-
ing biology and the other physics, the comparison is striking.
The interesting point here is that, in both cases, the evolution
cycle is an alternating composition of turbulent mixing and
phase transition processes. This analogy leads phytoplankton
patchiness to be thought of as “clouds in the sea”. Besides,
as will be shown below, the multifractal parameters obtained
from chlorophyll maps are close to those obtained in the case
of cloud or rain fields.

Ocean Sci., 7, 219-229, 2011
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4 Analysis technique

The first step of the analysis consists in verifying the scale
law given by Eq. (9), and in estimating its exponent H.
This is generally performed by using the first-order struc-
ture function. Since the flux ¢ is assumed to be conserved in
scale space, whatever the scale /, (¢;) is constant. Therefore,
Eq. (9) reduces to:

AChl; o<1 (17)

This equation allows H to be estimated using the simple ex-
pression:

H =log, (AChl,). (18)

The second step consists in quantifying the multifractal prop-
erties of the flux, and in estimating a; and Ci;. In order to
do so, it is necessary to reconstruct the cascade and therefore
to retrieve the flux at the finest available scale. According to
Eq. (9), this requires a fractional derivative of order H. How-
ever, a simple derivation of integer order provides a good nu-
merical approximation (Lavallée et al., 1993), such as taking
the norm of the gradient of the field:

_[facn\* = /dChl\? o
Cimax & (dx)—i—(dy)' (19)
Note that, since the rest of the analysis is based on the gra-
dient of the field, it is crucial to work with data affected by
a low level of noise. Indeed, if the noise is strong, taking
the gradient of the field will result in useless, noisy fields.
Therefore the finest available scale does not necessarily cor-
respond to the measurement scale: it is usually necessary to
perform initial averaging of the data at a larger scale, before
computing the gradient, in order to suppress the noisiest of
the finest scales. The cut-off scale at which the fields have
to be averaged is called the “effective measurement scale”
in the following. This scale is determined by computing the
power spectrum, and then estimating the wave number above
which it flattens out.

Once the flux has been obtained at the “effective measure-
ment scale”, the stochastic multiplicative cascade can be re-
constructed by averaging (or “degrading”) the flux at larger
scales. The statistical moments are then computed for vari-
ous orders and scales in order to test Eq. (8). If the scaling of
the statistical moments is verified, K;(g) can be estimated.
Finally, the parameters a; and Cy, are obtained by determin-
ing the least squares fit to this function.

5 Dataset

Particular attention was paid to the selection of chlorophyll
maps, because multifractal analysis is very sensitive to the
quality of the data. As explained above, the analysis tech-
nique is based on the gradient of the field. Therefore, if the
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signal is too noisy, the fluctuations due to turbulence or other
processes will be hidden. Moreover, the estimation of higher-
order statistical moments can easily be biased by the pres-
ence of a few unrealistic values in the data, such as isolated
pixels having abnormally high chlorophyll concentrations.

Another difficulty is that areas below clouds or high
aerosol concentrations cannot be observed, because the sen-
sor cannot see the sea surface. As a consequence, chloro-
phyll maps remotely sensed from space present many “holes”
of different sizes (the set defined by the locations of these
missing data may be fractal itself, because cloud and aerosol
distributions are also fractal, see respectively Lovejoy and
Schertzer, 2006 and Lilley et al., 2004). We also noticed that
the values around the periphery of these “holes” were not
reliable, presumably because of uncertainties in the correc-
tion of the atmospheric effect. Therefore, it was chosen to
study only maps which had no missing values. This type of
data is of course difficult to find, because of the abundance of
clouds and aerosols in the atmosphere, such that a compro-
mise needed to be found between the size of the maps and
the sample size.

In order to optimize this compromise, the study area was
carefully chosen. The most appropriate area was found to be
the Senegalo-Mauritanian upwelling region, because it nor-
mally has a very low cloud cover (although this does not re-
main true during the summer months, when the InterTropical
Convergence Zone (ITCZ) moves north). Another reason is
the presence of upwelling, which provides high chlorophyll
concentrations far from the coast, due to peculiar oceanic
conditions (Aristegui et al., 2004; Lathuiliere et al., 2008).
Therefore, the choice of this area reduced the measurement
noise with respect to the coherent signal. Finally, the chosen
location lies between 10° N-26° N and 14° E-26° E, which
corresponds to the area between the Cape Verde islands and
the coast of West Africa, between Mauritania and Guinea-
Bissau (see Fig. 1).

The choice of product level also has to be carefully con-
sidered. Classical 8-day composite maps could not be used,
because they include a non-uniform time averaging in the
data, depending on the amount of missing data for each pixel.
Level L3 products (daily global maps mapped to a uniform
scale grid) could not be used either, firstly because of pro-
jection effects, and secondly because this product is actually
derived from sub-sampling of the original data: only one
pixel is kept for each square of 4 x 4 pixels. This reduc-
tion in the amount of data is unavoidable, because SeaWiFS
is positioned in Low Earth Orbit (LEO), meaning that the
time it remains within the field of view of receiver stations
it too short for full datasets to be transmitted to the ground.
However, full resolution chlorophyll data was transmitted for
some restricted areas, including the Senegalo-Mauritanian
upwelling region. This dataset is called the local unmapped
level L2 product, and is suitable for use in this study. In
this product, the pixel resolution is around 1 km?. However,
the spot size over which the data are measured varies with
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Fig. 1. Geographic map of the Senegalo-Mauritanian upwelling re-
gion.

elevation angle. Therefore, only the inner part of the scans
was considered, in order to limit this effect. Note also that
some authors (Lovejoy et al., 2001b) recommend using di-
rect analysis of marine reflectivities (level L1 product) be-
cause the fields’ heterogeneity may bias chlorophyll concen-
tration retrieval algorithms. Indeed, since these algorithms
are generally non-linear, it is not correct to extrapolate them
directly to the measurement scale which is much larger than
the scale of homogeneity. However, this problem should not
affect our analysis because the retrieval of chlorophyll con-
centration was performed without any extrapolation in scale
space (the retrieval algorithm is based on an empirical rela-
tion derived from the comparison between remotely sensed
marine reflectivities and in-situ chlorophyll concentrations).
Moreover, working directly with marine reflectivities is dif-
ficult because of its lack of physical interpretation. Actually,
the only physical quantity that can be related to a theoretical
scale law is the chlorophyll concentration Chl. For example,
consider a non-linear relationship of the form Chl= f(R),
where R denotes a marine reflectivity. If f is non-linear,
then f~! is also non-linear. There is consequently no reason
for the marine reflectivity R = f~!(Chl) to verify a scaling
of the form of Eq. (9) because non-linear transformations do
not generally conserve first-order structure functions.
Finally, 100 maps of 128 x 128 pixels of 1km?, with a
minimum of 99.5% of available data, were extracted from
SeaWiFS data over a period of one year running from July
2003 to June 2004 (a sample chlorophyll map is shown in
Fig. 2). The few missing data were interpolated automati-
cally by computing the mean of the surroundings pixels. All
selected maps were checked manually. Some maps had to
be rejected because of an offset affecting some parts of the
field. The origin of this offset is not known. The gradient of
the maps was also checked manually, in order to detect any
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Fig. 2. Example of a 128 km? horizontal chlorophyll map (resolu-
tion 1km?) extracted from the SeaWiFS local L2 product.
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Fig. 3. First-order structure function of SeaWiFS chlorophyll maps
compared with a linear curve of slope equal to 0.4. The depar-
ture from the theorical fit observed at the finest scales is attributed
to measurement noise, and corresponds to flattening of the power
spectra at high wave numbers (see Fig. 4).

isolated, unrealistically high values. Each of these unrealistic
pixels was corrected using the mean value of the surrounding
pixels.

6 Results

Figure 3 shows the first-order structure function for the 100
SeaWiFS chlorophyll maps. The smaller scales (1-4 km)
were not taken into account when determining the fit, be-
cause they present a deviation from the scaling observed
throughout the remainder of the scale range (4—128 km).
The cause of this deviation does not appear to be physical,
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Fig. 4. Angle-integrated power spectrum of SeaWiFS chlorophyll
maps compared with a linear curve of slope equal to —1.67. The
power spectrum flattens out at the fifth octave, corresponding to
wavelengths smaller than 4 km.

because such a break in the scaling has never been observed
in other studies (cf. Lovejoy et al., 2001b). This break was
therefore associated with the scale below which the measure-
ment noise becomes dominant, when compared with the co-
herent signal (here, the definition of the noise is very large:
it includes not only the sensor’s sensitivity, but also atmo-
spheric corrections and retrieval algorithms errors). This hy-
pothesis is confirmed by the power spectrum (Fig. 4), which
flattens out beyond a wave number corresponding to 4 km in
the physical space. Finally, over the scale range 4—128 km,
the empirical first-order structure function is consistent with
Eq. (17), and H is estimated to be around 0.4 (the numeri-
cal fit yields 0.402 with a standard deviation of the estimator
equal to 0.005).

Since the noise has to be removed before continuing the
analysis, the data were averaged over 4 x 4km? areas. Then,
for each map, the norm of the gradient was computed and
normalized in order to reconstruct the cascade. Figure 5 (left)
shows the scaling of the statistical moments for various or-
ders. This set of scale laws is found to be consistent with
the basic multifractal relation given by Eq. (8). For each
order ¢, the slope of the scale law provides an estimation
of K;(g). The moment scaling function retrieved by this
method is shown in Fig. 6. The fit of this function accord-
ing to Eq. (9) yields Ci; ~0.12 and a; ~ 1.92 (here, we re-
nounced to provide the standard deviations of the estimators
because they would indicate an artificially high precision; the
estimation error of the whole analysis technique has been
tested with simulations and is found to be around 10% for
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both parameters). Note that the values of these parameters,
as well as that of H, are close to those obtained for rain and
clouds, which are respectively H ~ 0.4, C; ~0.12, « ~ 1.8
(Verrier et al., 2010) and H ~ 0.4, C1 ~0.08, « ~ 1.9 (Love-
joy and Schertzer, 2006). Another possibility is to normalize
the norm of the gradient in the same manner for all maps
by using the “climatological” mean computed over all maps.
This technique has the advantage to provide an estimation of
the outer scale of the cascade by extrapolating the scale laws
of the moments (see, e.g., Lovejoy and Schertzer, 2006). Al-
though the sample used in this study is limited and may not
be representative, the results are presented in Fig. 5 (right)
and yield an outer scale equal to 2000 km, which could be
related to the size of oceanic gyres in terms of order of mag-
nitude.

We also tried to perform the same type of analysis using
SST (Sea Surface Temperature), which is another useful, re-
motely sensed oceanic tracer. However, this attempt failed
because the spectrum of the SST maps was found to flatten
out at larger scales (around 32 km) than that of chlorophyll
maps, and the available range of scales was thus insufficient.
This whitening effect, which hides the small scale fluctua-
tions, may be due to air-sea exchanges, which tend to spa-
tially homogenize the SST. However, Nieves et al. (2007)
performed a multi-scale analysis of SST data with a larger
scale range (level L3 product) and found that the observed
multifractal spectra was very similar to the one obtained with
chlorophyll concentration data. This result provides an addi-
tional argument in favour of a link between phytoplankton
patchiness and turbulent mixing at large scales, which will
be developed in the next section.

The use of statistical moments is a very convenient way
of estimating multifractal parameters. However, as it is not
very intuitive, we propose here to demonstrate the existence
of a cascade process, through the use of the more classical
concept of probability density. The algorithm used in this
method is the following: (i) compute the flux at the finest
available scale, (ii) perform averages over 2 x 2 squares,
(ii1) compute the multiplicative weights that relate the values
of the coarse-grained flux to the previous ones, (iv) plot the
Probability Density Function (PDF) of the logarithm of these
multiplicative weights, (v) iterate steps (ii), (iii) and (iv) un-
til the largest scale of the cascade is reached. This method
is straightforward to implement and does not require any
prior assumption concerning the data. The results obtained
with our selection of chlorophyll maps are given in Fig. 7.
The PDF of the logarithm of the multiplicative weights does
not depend on the scale at which they are derived, thus con-
firming the use of a scale invariant cascade model. Figure 8
shows the left tail of the total PDF, compared with a Gaussian
distribution having the same mean and variance. The empir-
ical PDF decays as a power law (producing a straight line on
a log-log graphic), which is much slower than the Gaussian
behaviour. This result supports the fact that the generator
follows a Lévy law with infinite variance, and allows « to
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outer scale of the cascade by extrapolation to larger scales.
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Fig. 6. Moment scaling function K (¢) of the flux ¢, with theoreti-
cal fit.

be estimated using a different approach, since the theoretical
slope of the asymptote this distribution is equal to —(1+a).
The resulting value of « is found to be 1.95, which is consis-
tent with the value previously obtained using statistical mo-
ments.
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7 Interpretation

Since the parameter H was found to be close to 1/3, it is
tempting to relate it to the theory of passive scalars. This
theory is based on the hypothesis of a 3-D isotropic tur-
bulence that does not hold for our selection of chlorophyll
maps, because, in the considered scale range (1-128 km),
the ocean is a stratified fluid with a horizontal dimension
much larger than the vertical one. However, some recent
studies (e.g., Lovejoy and Schertzer, 2010) suggest that the
Corrsin-Obukhov scale law may still be valid in the horizon-
tal. Therefore, if turbulent mixing is the dominant effect, we
may expect that the horizontal variability of phytoplankton
fields would verify the scale law given in Eq. (2). If this is
correct, then, assuming the velocity and passive scalar fluc-
tuations to be independent, Schmitt et al. (1996) have shown
that the parameter H of the FIF model (Eq. 9) should be
equal to:

H=1/34+K.(1/6)—K,(1/2). (20)

The deviation of H with respect to the value 1/3 is due to the
intermittency of the energy and scalar variance fluxes, since
a conserved flux raised to a power exponent, not equal to 1,
is no longer a conserved quantity. The term K.(1/6) depends
only on the turbulence, and is well known; by assuming the
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Fig. 7. PDFs of the logarithm of the multiplicative weights for each
level of the cascade (corresponding to contractions of the averaging
area by a factor 22, from 128 km? until 4 kmz). The PDFs are very
similar, with the exception of the function corresponding to the last
scale contraction (from 8 km? to 4 kmz), which is flatter. This may
be due to the presence of noise.

parameters o, = 1.5 and C. = 0.25 proposed by Schmitt et
al. (1996), its value is expected to be around —0.05. How-
ever, the estimation of the term K, (1/2) is more delicate,
since the multifractal parameters of x are not known a priori,
and have to be estimated. One possible solution consists in
using the empirical multifractal parameters obtained for ¢ in
the previous section, because they have a simple approximate
relationship to those of x (de Montera et al., 2010):

oy o
{ClX%2a5 Cic. @n
This yields a, ~ 1.92 and Ci, ~ 0.45, thus allowing
K, (1/2) to be estimated at a value equal to —0.11. The
(semi-)theoretical value of H is therefore 1/3—0.05+0.11 ~
0.39, which is consistent with its experimental value of 0.4
obtained with the SeaWiFS chlorophyll maps.

This coherency led us to the conclusion that phytoplankton
behaves like a passive scalar within the studied scale range,
which includes the mesoscale and the sub-mesoscale. This
does not mean that phytoplankton is a purely passive scalar,
however it implies that biological activity does not affect the
scale law generated by turbulent mixing. This is consistent
with the previous finding of Seuront et al. (1999) and Cur-
rie and Roff (2006), who showed that biological activity af-
fected the scaling over a limited range only, between 30 m
and 500 m, which is smaller than the resolution of remotely
sensed satellite data.

However, as explained in the introduction, other studies
(e.g., Lovejoy et al., 2001b) found a parameter H equal
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Fig. 8. Log-log graph of the left tail of the total PDF of the log-
arithm of multiplicative weights (blue), compared with a Gaussian
having the same mean and variance (red). The PDF decays as a
power law, with a slope —2.95 (green fit), corresponding to a Lévy
law of index & = 1.95. The Gaussian function decays much faster,
and would therefore be inappropriate for cascade generation.

to 0.12 and concluded to a combined turbulent/growth-
dominated process. Therefore, the question is still open and
future studies should try to understand precisely in which
particular seasons or locations this departure from the tur-
bulent scaling is likely to occur. According to the model pro-
posed in Lovejoy et al. (2001a), this departure should be ob-
served in area which have a weak turbulent activity combined
with a high growth rate.

8 Bias in biogeochemical numerical models

The forecasting of coupled turbulent/biogeochemical sys-
tems is currently performed by means of 3-D numerical sim-
ulations. The main shortcoming of this technique is that
it necessarily implies the use of high-pass filtering in scale
space (or “scale truncation”), which strongly affects the esti-
mation of non-linear advection terms in the fluid mechanics
equations. This truncation of scale space is unavoidable be-
cause of the limited power of computers. It means, for exam-
ple, that a small length interval, considered as a differential
element dx in the equations, has a value much larger than the
scale of homogeneity in the numerical simulation (generally
10-100 km for global models, whereas dissipation occurs at
scales of the order of a millimeter). The impact of this dras-
tic simplification remains unknown. Although it is generally
believed that it can be compensated for, for example by in-
creasing the viscosity (Boussinesq hypothesis), this remains
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Fig. 9. Assessment of the distribution of the relative error percent-
age resulting from the hypothesis of homogeneity over 128 km?
areas, for a quadratic source term in a biogeochemical numerical
model.

to be demonstrated (for a test of the Boussinesq hypothesis,
see Schmitt, 2007).

If biogeochemical processes are involved, the situation is
even worse, because the estimation of these interactions is
also affected by the truncation error. Moreover, the parame-
ters of biogeochemical models are often obtained by means
of laboratory experiments performed at a typical scale of one
meter. Therefore, since the relations in which these param-
eters are involved are generally non-linear, it is not correct
to use them at larger scales if the real fields are heteroge-
neous. It can thus be useful to assess the bias generated
by the assumption of homogeneity over larger scales. For
this, we consider a global numerical model operating with
a 1° grid scale (roughly corresponding to the 128 km? maps
analyzed in the present paper), which includes a quadratic
source term of the form AC2, where C is the concentration
of a tracer and S is a parameter assumed to be derived under
stable conditions, at the scale of one meter in a laboratory.
If it is assumed that the 100 SeaWiFS chlorophyll maps are
realizations of the sub-grid heterogeneity of the tracer, then
for each map we compute the source term at the finest avail-
able scale (which is 1 km in this case, whereas a 1 m scale
would be needed!), and average these values over the whole
128 km? map. Finally, we estimate the value of this source
term that would result from the hypothesis of homogeneity,
by averaging the concentration over the whole 128 km? map
and then computing the source term. The source term is then
estimated with a relative error E equal to:

b (Ch1?)— (Ch1)? -
-~ (en?) @)
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The PDF of the percentage of this relative error is shown in
Fig. 9. Its mean value is approximately 22%, which is far
from being negligible. One possible approach for reducing
this error would be to derive an analytic expression for the
scale dependency of the biological parameters (such as g in
the example above), using the multifractal parameters of the
tracer patchiness, if available.

9 Conclusions

Multifractal properties of oceanic chlorophyll maps have
been investigated with remotely sensed data recorded from
space. The FIF model has been validated, showing that
chlorophyll maps can be modelled statistically, through the
use of a fractionally integrated multiplicative cascade. In
the study area, the Senegalo-Mauritanian upwelling region,
the parameters of this model were found to be H ~ 0.4,
C1~0.12 and o & 1.92. The estimates of the scale law expo-
nent H is consistent with passive scalar behaviour, indicating
that phytoplankton variability is dominated by turbulent mix-
ing over the studied scale range (4—128 km), and that biolog-
ical activity do not modify this scaling. This result confirms
previous studies that reached this conclusion based on in-situ
data. However, it cannot be generalized to other locations
because it may not be correct in areas having a high growth
rate combined with a weak turbulent activity.

Finally, it has been shown that, as a consequence of this
multifractal patchiness, the non-linear source and sink of bio-
geochemical numerical models could be strongly biased. Fu-
ture studies should therefore be dedicated to the use multi-
fractal techniques to improve the accuracy of numerical sim-
ulations. This could be performed, for example, by predict-
ing the scale dependence of the model parameters or by re-
fining the assimilation of data measured at different scales.
Although the effect of grazing was not observed in this study
because of the low resolution of satellite data, the develop-
ment of such techniques implies to take it into account since
the scaling is modified at lower scales, in particular at scales
of the order of the so-called “planktoscale”.
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