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CHAPITRE 1

Introduction

Ce manuscrit présente une synthese des activités de recherche que j’ai pu mener durant ma theése au
laboratoire Interdisciplinaire Carnot de Bourgogne a Dijon. Ce travail est centré sur le développement
de nouvelles techniques de controle optimal et leurs applications & la dynamique quantique de systéme

s’étendant de la physique moléculaire a la résonance magnétique nucléaire.

L’application de la théorie du contrdle optimal [I, 2] regroupe un nombre de sujets et de do-
maines extrémement vastes. L’économie, la mécanique spatiale et aérospatiale ainsi que la mécanique

quantique, pour n’en citer que quelques-uns, constituent déja un éventail tres large du sujet.

Le controle en mécanique spatiale [3] a pour but le controle des trajectoires des objets artificiels
en mouvement dans I'espace, par exemple le controle optimal du transfert orbital d’'un satellite. L’ap-
plication de la théorie du contréle optimal dans ce domaine a donné lieu a de nombreux résultats
de controle [4, 5] et a la création d’outils extrémement précis et performants [(]. De nombreux outils
utilisés dans ce domaine font partie du controle géométrique. Ici, géométrique signifie qu'une ana-
lyse géométrique du probleme est réalisée pour analyser la structure de ’ensemble des extrémales du
probleme. Cette analyse donne, en général, beaucoup d’informations lorsque le nombre de degrés de
liberté du systéme est petit. Si ce dernier est trop grand, il faut alors envisager une méthode purement
numérique. Le développement de tels outils de controle optimal est crucial car le cotut financier de
Penvoi de charge utile dans l'espace est de l'ordre voir supérieur a 10000€ /kg, tout en sachant que
le poids d’un satellite dépasse souvent une tonne. Il est alors facile de comprendre que le changement
d’orbite d’un satellite cotite tres cher. De plus, il est en général impossible ou trop cher de realimenter
un satellite en combustible. Sa durée de vie est alors limitée par son usure mais aussi par la quan-
tité de carburant qu’il embarque. Il est alors nécessaire d’utiliser la théorie du contréle optimal pour
minimiser le cotit de ’envoi du satellite dans ’espace, ainsi que sa consommation de carburant dans

I’espace, pour prolonger sa durée de vie.

En parallele, le contréle quantique dans les systemes atomiques et moléculaires est apparu durant

les années 80 [7, 8]. C’est vers la fin de cette période qu’est apparu pour la premiere fois le controle
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optimal dans cette communauté [9]. Il faut distinguer deux grandes catégories de problémes suivant le
temps caractéristique de controle. Pour des systemes atomiques et moléculaires en phase gazeuse dont
on cherche a contrdler la dynamique électronique, vibrationnelle ou rotationnelle, le temps typique
d’un laser de contréle sera de l'ordre de la nanoseconde a la femtoseconde. Dans les systemes de
résonance magnétique nucléaire dans lesquels le spin nucléaire est controlé, le temps caractéristique du
controle sera de 'ordre de la microseconde & la seconde. Ces deux temps caractéristiques entrainent

des contraintes différentes dans ces deux domaines.

Dans le premier cas, cette courte durée nécessite un controle par champ laser rapide voire ultra-
rapide et une modulation directe, c’est-a-dire temporelle, du controle n’est alors pas envisageable.
Les dispositifs électroniques ne peuvent généralement pas répondre plus vite que la nanoseconde. 11
faut alors recourir soit a des stratégies de controle simples constituées de une ou plusieurs impulsions
de courte durée dites "kick”, soit a des techniques dites de pulse-shaping dans lesquelles le spectre
de I'impulsion est mis en forme a ’aide de réseaux et de masques a cristaux liquides pour controler
sa forme temporelle. Dans ce cas, des méthodes heuristiques comme les algorithmes génétiques sont
utilisées afin de trouver un controle adéquat [10]. La solution est calculée itérativement. Ces méthodes
ont "avantage de pouvoir étre utilisées directement expérimentalement, c’est-a-dire que la dynamique
n’est pas simulée numériquement mais la mesure expérimentale sert de cout a optimiser. C’est ce que
I'on appelle des expériences en boucle fermée, le systeme apprend par lui-méme quelle solution est la
meilleure. Cela constitue une différence majeure avec le domaine de la mécanique spatiale dans lequel
il faut nécessairement connaitre une solution & I'avance. On appelle ce type de controle des controles
en boucle ouverte. En général, il est tout de méme nécessaire d’utiliser des méthodes de feedback pour
stabiliser le systeme. Cela permet également d’éviter, par exemple, qu’'une erreur de trajectoire due
a des perturbations devienne dominante. C’est sans doute une des raisons pour laquelle des outils
précis et efficaces ont surtout été développés dans le cadre de la dynamique spatiale ou l'erreur doit
étre minimisée pour éviter un cotit financier important, contrairement a la dynamique quantique pour
laquelle des outils plus simples ont été utilisés jusqu’a présent. Une autre raison est liée aussi, bien
évidemment, a la taille du systeme. En mécanique spatiale, le nombre de degrés de liberté est en général
assez limité tandis que pour un systeme quantique le nombre de niveaux peut étre gigantesque, et dans
ce cas, les méthodes de controle utilisées en mécanique spatiale telles que le controle géométrique ne

sont pas applicables.

Dans le second cas, une mise en forme directe est possible et permet alors de générer des variations
instantanées du controle (comparées au temps caractéristique du systeéme). De la méme facon qu’en

mécanique spatiale ou la direction de poussée pourra commuter en éteignant un moteur et en allumant



11

un second, le temps de cette commutation est instantané comparé au temps caractéristique d’évolution
du systeme. Dans un systéme de résonance magnétique nucléaire (RMN), le temps caractéristique de
controle sera de 'ordre de la seconde et dans ce cas, les dispositifs électroniques peuvent étre utilisés
pour effectuer la mise en forme du contréle car ils peuvent réagir suffisamment rapidement. Il faut
remarquer que des commutations rapides, dites bang-bang, qui seront rencontrées dans le cadre du

controle optimal avec une borne sur le champ, sont utilisables dans un appareil de RMN commercial.

Le controle quantique recouvre un tres grand nombre de sujets. Cela passe du contréle atomique
et moléculaire, par exemple la rotation moléculaire [11, 12], en passant par le controle de systémes su-
praconducteurs [13] jusqu’aux systémes de spins en résonance magnétique nucléaire [11] et en Imagerie
par Résonance Magnétique (IRM). Un large champ d’applications potentielles est donc envisageable
en passant de la métrologie pour les supraconducteurs jusqu’a la médecine pour les systemes de spins

en IRM.

Il ne faut pas perdre de vue que I'objectif du controle optimal est de trouver une forme de controle
qui sera solution d’un probléme réel et implémentable expérimentalement. Il faut donc que le résultat
obtenu soit réaliste pour pouvoir envisager de le tester expérimentalement. Pour cela, il faut respecter
plusieurs contraintes. La premiere est la précision du modele théorique. En effet, lors de la dérivation
du modele de nombreuses approximations peuvent étre effectuées. Il est également nécessaire que les
parametres utilisés dans le modele pour décrire l'interaction entre le systeme et le controle soient
connus théoriquement ou expérimentalement. Finalement vient la question du temps caractéristique
du contréle et donc de la possibilité de le générer expérimentalement. Si ces différents critéres sont

réunis il est alors envisageable de pouvoir utiliser les résultats de controle optimal expérimentalement.

Dans le but de pouvoir envisager des expériences, les trois exemples suivants ont été retenus dans
ce manuscrit. Le premier correspond & la dynamique des spins en phase liquide dans une expérience de
RMN. Ce modele est pratique car la fréquence propre des noyaux de spins 1/2 ainsi que les parametres
dissipatifs sont généralement bien connus. De plus, I’équation de Bloch permet de prédire avec beau-
coup de précision les résultats expérimentaux. Le second modele correspond & la rotation moléculaire
en phase gazeuse. Les parameétres sont bien connus expérimentalement, et/ou théoriquement, indui-
sant un bon accord théorie/expérience. Les deux sujets ont déja été tres étudiés du point de vue du
controle mais pas nécessairement du point de vue du controle optimal, et notamment des méthodes
géométriques. Le dernier modele que 'on considerera correspond a un condensat de Bose-Einstein

dans un double puits de potentiel. Dans ce cas, le but sera d’utiliser le contréle optimal pour générer
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une superposition d’états plus rapidement que les solutions existantes dans la littérature [15].

De plus, I'application du controle optimal en dynamique quantique nécessite de pouvoir calcu-
ler I’évolution dynamique du systéeme en un temps raisonnable. En effet, les algorithmes numériques
de controle optimal nécessitent un grand nombre de propagations pour construire la solution finale,
ce qui rend ce dernier critere particulierement crucial. Il faut également se poser la question de la
controlabilité du systeme. Basiquement ce concept permet, en utilisant la forme de la dynamique libre
et de la partie d’interaction, de savoir si partant d’un point, il est possible de générer un controle dans
toutes les directions de I'espace du systeme. On peut également savoir si I’état initial et 1’état final
requis évolues dans le méme espace, autrement dit si I’état cible est accessible depuis ’état initial.
L’étude de la controlabilité permet de savoir si une solution au probléme de controle existe, mais elle
ne nous dira rien sur la forme de cette solution. Il s’agit donc seulement d’une étude préliminaire avant

I’application des outils de controle optimal.

Cette these aura pour but d’appliquer des méthodes de controle novatrices issues en partie de
la mécanique spatiale a des systemes quantiques mais également de proposer des solutions originales
a des problemes de contréle quantique dans lesquels seules des réponses intuitives ou qualitatives
existent. Un second objectif sera de développer de nouvelles méthodes et de nouveaux concepts dans
le contexte du controle optimal. Ce manuscrit sera organisé de la maniere suivante : le premier chapitre
de cette theése introduira les outils de controle optimal qui seront utilisés par la suite. On détaillera
notamment le principe du maximum de Pontryagin ainsi que le cadre mathématique qui permet de
faire une analyse géométrique des problémes de controle optimal. Les différents outils nécessaires seront
présentés sommairement, c’est-a-dire que les notations seront allégées autant que possible et aucune
démonstration ne sera effectuée. Des algorithmes numériques seront également présentés et un parallele
entre les points de vue géométrique et numérique sera fait afin de bien comprendre la différence entre
ces deux approches. Les chapitres suivants seront consacrés a ’application des outils de controle & des

systemes quantiques.

Le second chapitre exposera les résultats obtenus dans le cadre du controle de la dynamique des
spins en RMN et IRM. Il débutera par une présentation détaillée du modele physique puis présentera
les résultats obtenus pour saturer I’aimantation d’un spin dans une expérience de RMN. Saturer
signifie que l'on cherche & annuler une partie du signal expérimental pour en améliorer la qualité.
Une extension de ces résultats a une dynamique incluant des termes non-linéaires dus au processus de

mesure sera exposée. Pour terminer ce chapitre, nous passerons de la RMN a I'IRM en présentant les
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résultats obtenus dans le cadre de la maximisation du contraste entre deux milieux différents. L’idée
est de maximiser le contraste entre deux espéces présentes, par exemple dans le cerveau, en préparant
I’échantillon avant la mesure. Ceci améliora la lisibilité de I'image d’TRM obtenue.

Le troisieme chapitre traite du contréle de la rotation moléculaire. Il débutera par une introduction
au modele physique décrivant la rotation des molécules et 'interaction avec le laser. Ensuite, une nou-
velle forme d’algorithme numérique sera présentée, elle permet de prendre en compte des contraintes
spectrales. Ce probleme, et ce chapitre en général, permettent de mettre en avant la difficulté de la
mise en forme du champ de controle lorsque les durées caractéristiques du systeme deviennent trop
courtes. Un nouvel état ou la molécule est confinée dans un plan de maniere permanente est construit
ainsi qu’une méthode pour construire un champ de contréle I'atteignant est également développée.
L’expérience implémentant la solution de contrdle obtenue est présentée.

Le quatrieme chapitre, quant-a-lui, est consacré a ’étude de la création de superposition d’états ma-
croscopiques dans les condensats de Bose-Einstein a deux composantes en temps minimum. Cette étude
est tres utile, car elle permet de trouver une nouvelle forme de controle implémentable expérimental-
ement, forme qui est optimisée par rapport aux solutions existantes dans la littérature. Cette étude
permet également de faire une connexion entre les méthodes géométriques et numériques. En effet, un
modele semi-classique est considéré pour dériver une premiere forme de champ de controle & partir de
I’approche géométrique. Ensuite la solution obtenue est utilisée pour initialiser I’algorithme numérique
qui traitera le modele quantique.

Le dernier chapitre permet de comparer la méthode de controle géométrique a d’autres méthodes
de controle. La premiere comparaison sera effectuée entre la méthode géométrique et la méthode
numérique GRAPE (GRadient Ascent Pulse Engeenering). La comparaison sera ensuite faite avec une
méthode de controle local. Cela permettra de mettre en avant les avantages et les inconvénients de
chacune des méthodes et également de discuter la fagon d’envisager des combinaisons de celles-ci. Ce
chapitre s’appuiera sur des systemes de RMN. Nous arriverons finalement a la conclusion qui permettra
de donner une perspective a ce travail pour tracer les futurs axes de recherches.

Ces trois années de recherche ont permis d’aboutir a ’ensemble des publications suivantes. Elles

sont classées en fonction de leurs affiliations aux chapitres.

Second chapitre :

— M. Lapert, Y. Zhang, M. Braun, S. J. Glaser and D. Sugny, Singular extremals for the time
optimal control of dissipative spin-1/2 particles, PHYSICAL REVIEW LETTERS 104,
083001 (2010)
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Résumé : La solution saturant en temps minimum un spin 1/2 résonant avec le champ et en
présence de dissipation est présentée. Cet article introduit dans la communauté du controle
quantique la notion de champ singulier appliqué a un cas physique concret simple. La solution

théorique est implémentée expérimentalement.

M. Lapert, Y. Zhang, S. J. Glaser and D. Sugny, Towards the time-optimal control of dis-
sipative spin 1/2 particules in Nuclear Magnetic Resonance, JOURNAL OF PHYSICS
B (to be published)

Résumé : Cet article présente les détails de la solution de saturation en temps minimum d’un spin
1/2 résonant avec le champ et en présence de dissipation. L’application du controle géométrique

a ce type de systeme est présentée.

Y. Zhang, M. Lapert, M. Braun, S. J. Glaser and D. Sugny, Time-optimal control of spin-
1/2 particles in the presence of radiation damping and relaxation, THE JOURNAL
OF CHEMICAL PHYSICS 134, 054103 (2011)

Résumé : Cet article généralise les résultats de la saturation mais cette fois en ajoutant des
termes non-linéaires dans la dynamique du spin qui sont liés a la mesure de 'aimantation. Les

solutions théoriques sont implémentées expérimentalement.

B. Bonnard, O. Cots, S. J. Glaser, M. Lapert, D. Sugny and Y. Zhang, Geometric optimal
control of the contrast imaging problem in Nuclear Magnetic Resonance, submitted
to IEEE TRANSACTIONS ON AUTOMATIC CONTROL

Résumé : Les résultats mathématiques du probleme de contraste sont présentés ainsi que les
premieres solutions obtenues. Le concept de pont est également introduit. Cette trajectoire

utilise un controle bang pour relier deux trajectoires singulieres.

Troisieme chapitre :

M. Lapert, R. Tehini, G. Turinici, and D. Sugny, Monotonically convergent optimal control
theory of quantum systems under a nonlinear interaction with the control field, PHY-
SICAL REVIEW A 78, 023408 (2008)

Résumé : Nous développons une extension des algorithmes monotones pour traiter des problemes
quantiques dont l'interaction n’est pas linéaire vis-a-vis du champ. La construction de ’al-

gorithme est générale et permet de retrouver le cas linéaire généralisé. Le cas de la rotation
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moléculaire est traité en exemple.

M. Lapert, R. Tehini, G. Turinici, and D. Sugny, Monotonically convergent optimal control
theory of quantum systems with spectral contraints on the control fields, PHYSICAL
REVIEW A 79, 063411 (2009)

Résumé : Un algorithme monotone permettant de prendre en compte les contraintes spectrales
du champ de controle est construit. Cet algorithme est appliqué au cas de la rotation d’une

molécule.

M. Lapert, E. Hertz, S. Guérin, and D. Sugny, Field-Free permanent molecular planar
alignment, PHYSICAL REVIEW A 80, 051403 (2009)

Résumé : Nous construisons le premier état rotationnel moléculaire avec une délocalisation pla-
naire en I'absence de champ. Des stratégies de controle optimal et des stratégies multi-impulsions

simples sont proposées.

M. Lapert, S. Guérin and D. Sugny, Field-free quantum cogwheel by shaping of rotatio-
nal wave packets, PHYSICAL REVIEW A 83, 013403 (2011)

Résumé : Un protocole pour construire des états de rotation moléculaire en forme de roue dentée
est construit. Le qualificatif de roue dentée signifie que la densité de probabilité angulaire est

alignée simultanément selon n axes dans un méme plan.

Md. Z. Hoque, M. Lapert, E. Hertz, F. Billard, D. Sugny, B. Lavorel, and O. Faucher, Obser-
vation of laser-induced field-free permanent planar alignment, PHYSICAL REVIEW
A 13, 073001 (2011)

Résumé : Les résultats de Field-Free permanent molecular planar alignment sont impl-
émentés expérimentalement au cas de la molécule CO4. Une tres bonne délocalisation planaire

est obtenue pour une température de 100K.

Quatrieme chapitre :

M. Lapert, G. Ferrini and D. Sugny, Optimal control of quantum superpositions in a
bosonic Josephson junction, submitted to PHYSICAL REVIEW A
Résumé : La construction d’une superposition macroscopique d’états dans un condensat de Bose-

Einstein a deux modes est réalisée. Le controle géométrique est utilisé pour construire une
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solution en temps minimum pour un modele semi-classique. Cette solution est ensuite utilisée
pour initialiser un algorithme monotone et déterminer une solution optimale pour la dynamique

quantique. Ces résultats généralisent les méthodes de controle connues dans la littérature.

Cinquieme chapitre :

M. Lapert, Y. Zhang, M. Braun, S. J. Glaser and D. Sugny, Geometric versus numerical
optimal control of dissipative spin-1/2 particle, PHYSICAL REVIEW A 82, 063418 (2010)
Résumé : Une comparaison entre la méthode d’optimisation numérique GRAPE et les outils de
controle géométrique est effectuée. L’exemple de la saturation d’un spin 1/2 est utilisé. Nous
concluons cet article par différentes perspectives sur la complémentarité des deux méthodes et
sur les possibilités de couplage pour bénéficier de leurs avantages respectifs. Une implémentation
expérimentale efficace est effectuée pour minimiser I’énergie du champ dans le cas de la satura-

tion d’un spin 1/2.

F. Mintert, M. Lapert, Y. Zhang, S. J. Glaser, D. Sugny, Saturation of a spin 1/2 particle
by generalized Local control, NEW JOURNAL OF PHYSICS 13, 073001 (2011)
Résumé : Une comparaison entre une méthode de controle local généralisée et les outils du

controle géométrique est effectuée. L’exemple de la saturation d’un spin 1/2 est utilisé.



CHAPITRE 2

Outils de controle optimal

2.1 Introduction

Ce chapitre présente les différentes techniques de controle optimal utilisées dans ce travail de these.
Toutes ces méthodes sont basées sur le principe du maximum de Pontryagin (PMP) qui est la version
mathématique la plus aboutie pour déterminer les trajectoires optimales d’un systeme controlé décrit
par des équations aux dérivées ordinaires. Elles peuvent se décomposer en deux grandes classes : les
approches géométriques et les approches numériques. Dans le premier cas, le but est de résoudre ana-
lytiquement (ou bien avec une tres grande précision numérique) les équations optimales. L utilisation
d’outils mathématiques issus de la géométrie différentielle ou de la mécanique hamiltonienne permet
d’obtenir des résultats d’optimalité locale ou globale, de déterminer la structure des trajectoires opti-
males (en terme d’arcs réguliers et singuliers) et d’obtenir les limites physiques d’un processus donné
(temps minimum pour réaliser un controle donné, efficacité maximale qui peut étre obtenue en un
temps précis). Du fait de leur caractere géométrique intrinseque, ces méthodes puissantes sont limitées
a des systemes ayant un petit nombre de degrés de liberté. Pour des systemes plus complexes, cette
approche est remplacée par des algorithmes itératifs purement numériques. Ces méthodes ont ’avan-
tage de donner des solutions & des problemes extrémement compliqués. Le prix a payer est alors une
perte d’information d’un point de vue physique et mathématique sur cette solution. Dans la littérature
du controle quantique, on distingue deux grands types d’algorithmes : les algorithmes monotones et
les algorithmes de type GRAPE (GRadient Ascent Pulse Engineering) qui se différencient par leurs

caracteres séquentiel ou simultané.

Toutes ces méthodes et concepts, décrit seulement brievement dans cette introduction, seront
détaillés dans ce chapitre. Nous prévenons le lecteur que nous ne présenterons pas dans ce chapitre
les différentes démonstrations établissant les propriétés du controle optimal. Le but est seulement
d’introduire de maniere aussi claire et simple que possible les différents outils nécessaires pour aborder
un probleme de contréle optimal. Pour cette raison, seuls les résultats de la théorie du controle optimal

seront présentés. La rédaction de ce chapitre est plutot destinée a un public de physiciens, la littérature
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mathématique sur le sujet étant déja extrémement bien fournie.

La théorie du controle optimal traite en général de systemes dont la dynamique est décrite par une
équation différentielle ordinaire. Dans le cadre du contrdle quantique, ceci correspond aux systemes de
dimension finie, i.e. gouvernés par un Hamiltonien avec un spectre discret et possédant un nombre fini
de niveaux. Le traitement d’un probléme de controle dont la dynamique est décrite par une équation
aux dérivées partielles est tres différent d’un point de vue mathématique. Il ne sera pas abordé dans
cette these. Nous utiliserons une approximation a dimension finie pour étudier les systémes dont
I’espace de Hilbert naturel est de dimension infinie. Ce point sera détaillé dans le cadre du controle

par champ laser de la rotation d’une molécule dans le chapitre 4.

2.2 Controlabilité des systemes quantiques

Avant de s’intéresser a la résolution proprement dite d’un probleme de controle optimal, une
premiere étape consiste a étudier la controlabilité du systeme considéré, i.e. déterminer jusqu’a quel
point il est possible de manipuler la dynamique du systéme.

Nous restreignons ce bref exposé aux systemes quantiques dont I’espace de Hilbert est de dimension
finie. La question de la controlabilité en dimension infinie est beaucoup plus complexe et généralement,
seuls des résultats de contrdlabilité approchée peuvent étre établis [16]. Dans ce cas, la cible ne peut
pas étre atteinte exactement mais la distance entre I’état final et la cible peut étre approchée avec
une précision arbitrairement petite. Des résultats de controlabilité exacte peuvent étre obtenus en
dimension finie.

Nous considérons pour cela un systeme quantique décrit par un opérateur densité p, ’espace des
états étant un espace de Hilbert de dimensions N. Cet opérateur satisfait une équation de type

Liouville-von Neumann de la forme :

i2p() = [A(8), 5(0)] +i £ [5(0) (2.1)

>

ou le premier terme du second membre détermine ’évolution unitaire du systeme et le second corres-
pond & la partie dissipative. £ est un opérateur agissant sur l'espace des matrices densité. H(t) est

I’Hamiltonien du systéme que 'on supposera de la forme :
H(t) = Hy + u(t)Hy, (2.2)

ott Hy est PHamiltonien libre du systeme et H, l'opérateur décrivant l'interaction du systeme avec
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le champ. En I'absence d’effets dissipatifs, I’évolution du systeme est unitaire et 'opérateur densité
vérifie :

ﬁ(t) = U(t7t0)ﬁ0[j(t7t0)T7 (23)

ou po représente 1’état initial du systeme et U (t,tg) est l'opérateur d’évolution qui appartient au
groupe unitaire U(N). La contrainte sur I’évolution unitaire implique des restrictions importantes sur
les opérateurs densités qui peuvent étre atteints a partir de pg et cela indépendamment de Hy et Hj.

En particulier, il faudra que les états initiaux et finaux aient les mémes valeurs propres.

Considérons un systéeme fermé sans dissipation. On dira que le systeme quantique est complétement
controlable si pour tout opérateur d’évolution U , il existe un controle u(t) permettant d’atteindre

exactement U en partant de 'opérateur identité 1. Rappelons que les opérateurs d’évolution satisfont :

i%U(t,to) = H)U(t,tg). (2.4)

Cette notion de controlabilité peut étre reliée au groupe et a l’algebre de Lie du systeme. L’algébre de
Lie L est générée par les opérateurs anti-hermitiens i Hy et i Hy et le groupe de Lie se déduit de 'algebre
par exponentiation. On peut alors montrer que le systeme quantique est complétement controlable si et
seulement si L = u(N), ce qui peut se vérifier en général assez directement en calculant la dimension de
L. Les systemes quantique considérés sont généralement complétement controlables. Les systemes non

controlables auront des symétries particulieres comme cela peut étre le cas de I'oscillateur harmonique

[17].

La situation est assez différente pour les systéemes dissipatifs. Peu de résultats sont connus dans ce
cas. Nous considérerons uniquement le cas ou dans I’équation (2.1), £ est un opérateur de Lindblad
[18]. Dans cette situation, on peut montrer que les systémes quantiques ne sont génériquement pas
controlables a cause d’une absence de controlabilité locale. L’évolution unitaire liée au controle ne
pouvant pas annuler 'effet de la dissipation qui est par essence non unitaire, I'opérateur densité ne
peut pas se déplacer dans toutes les directions de son espace des états. Cependant la dissipation peut
également avoir des effets positifs. Elle permet ainsi d’atteindre des états qui n’auraient pas pu I’étre en

absence de dissipation comme par exemple des matrices densités ayant des valeurs propres différentes.

Pour les systémes dissipatifs, la notion la plus importante n’est donc peut-étre pas celle de controla-
bilité mais celle d’ensemble accessible qui représente ’ensemble des états atteignables a partir d’un

état initial py sous l'effet de controle u(t). Ce point sera détaillé dans le chapitre 3.
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2.3 Définition d’un probleme de contréle optimal

Nous rappelons dans cette section comment définir un probléeme de controle optimal pour un
systeme dynamique controlé. Pour ce type de systeéme, se donnant un état initial et un état final, un
probleme de controle consiste & modifier I'état du systeme a ’aide d’un parameétre externe dépendant
du temps, par exemple un champ laser, pour que le systeme atteigne 1’état final. Dans la suite, on
utilisera le terme controle pour définir ce parameétre et son évolution temporelle. Un probleme de
contrdle optimal est principalement défini par deux objets. Le premier est la dynamique du systéme '
qui dicte son évolution temporelle. Le second est la fonctionnelle de cout. Elle s’exprime de maniére
générale en une somme de deux termes, le premier étant un terme qui détermine la qualité de la
solution obtenue & l'instant final tandis que le second détermine la qualité de la solution le long de
la trajectoire suivie. L’objectif du controle optimal sera de déterminer un controle qui permet de
manipuler le systeme selon sa dynamique tout en minimisant la fonctionnelle de coit, c’est-a-dire
déterminer une solution ayant une qualité optimales. Mathématiquement, le probleme se formule de
la facon suivante : .

Cla) =glalty)+ [ dtf (). u(t)
i = fla(t),ut)) ; (2.5)
z(0) = x

avec ty la durée du controle qui peut étre fixée ou non, z € R" I'état du systeme, f(z(t),u(t)) la
dynamique du systéeme qui dépend de I’état du systeme et d’un parametre u(t) qui dépend du temps,
u(t) € U le controle avec U désignant I’ensemble des valeurs admissibles pour le controle. Comme son
nom l'indique, c¢’est le parametre u(t), qui est externe au systéme, qui permet de piloter la dynamique
du systeme et 1’évolution de I’état x(t). Dans le cadre des applications en contrdle quantique, on
pourra se limiter pour le controle & I’ensemble des fonctions continues par morceaux. Ce sont ce type
de fonctions qui sont implémentables expérimentalement comme nous le verrons dans le chapitre 4.
Ces controles sont & valeur dans un ensemble U C R¥ on k désigne le nombre de composantes du
controle. Cet ensemble peut étre soit ouvert tel que R soit un domaine fermé dans le cas ou une borne
sur la valeur du controle est imposée. C’est le cas, par exemple, lorsque u(t) € [-m,m]. Si le controle
appartient & ce dernier alors il est dit admissible. La fonction f(z(t),u(t)) gouverne la dynamique du

systéme ? et g(z(t;)) est un cotit terminal qui décrit la qualité finale de la solution, par exemple la

1. La théorie du controle optimal traite en général des systémes dont la dynamique est décrite par une équation
différentielle ordinaire. Le traitement d’un probleme de contréle pour une dynamique décrite par une équations aux
dérivées partielles est tres différent d’un point de vue mathématique. Il ne sera pas abordé dans cette these.

2. On suppose ici que le systéme est piloté par un unique contréle réel u(t) mais il est possible de considérer le cas a
k controles réels.
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distance entre I’état du systéme au temps final et une cible ;. Enfin la fonction f°(z(t), u(t)) est un
cotit dépendant du chemin qui peut par exemple décrire ’énergie utilisée pour controler le systeme.

tr
Dans ce cas, fO(x(t),u(t)) = u® et /dtfo(x(t),u(t)) correspond a ’énergie utilisée par le controle.
0

ty
La fonction f° peut également décrire la durée du contrdle si fO(x(t),u(t)) = 1 et /dtf0 =ty. Le
0

probleme d’optimisation lui méme s’exprime simplement de la fagon suivante :
u = arg min(C(z,v)), (2.6)

u étant dans ce cas la solution minimisant le cotit C'(x,v) parmi les solutions réalisant v le controle

souhaité.

On constate que cette définition d’un probleme de controle optimal est tres générale et ne dépend
ni de la forme du cotut considéré ni de la dynamique du systéme. En effet, des problemes s’étendant
de ’économie jusqu’a l'aérospatiale en passant par le contrdle quantique peuvent étre formulés de
cette maniere. La théorie du controle optimal est une discipline transverse applicable a de nombreux

domaines.

Du point de vue de la terminologie, il est important également de définir les trois grands types de
problémes que I’on peut rencontrer. Le premier est celui défini par le systéme (2.5) qui est un probleme
de type Mayer-Lagrange. Un second probléme que l'on traitera est le probleme de type Lagrange. Dans
celui-ci, 'objectif final n’est pas de minimiser un colt mais d’aller exactement sur une cible donnée

tout en minimisant un cout dépendant du chemin emprunté. Le probleme est alors le suivant :

Cla) = [ ats (o). u)
T = f(a:(t),u(t)) ) (2.7)
z(0) =g
z(ty) =uwy

(&%

La derniere classe est formée par les problemes de type Mayer. Ces problemes ne cherchent pas
minimiser un coit dépendant du chemin mais seulement & minimiser un colt terminal, la cible a

I'instant final n’est alors pas définie.

i o= flelt)u(t) - (2.8)
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2.4 Controdle géométrique
2.4.1 Introduction au Principe du maximum de Pontryagin

Le principe du maximum de Pontryagin (PMP) est une reformulation du probleme de controle
optimal sous forme hamiltonienne [I, 2, 3]. Pour introduire le PMP, on choisit de traiter le probleme
de controle optimal le plus général possible, c¢’est-a-dire sous la forme d’un probléme de type Mayer-
Lagrange : .

C = glalty) + [ (e (0).u(t)
Bo= f(tat),u(t) : (2:9)
z(0) ==z

ou ty la durée du controle, peut étre fixée ou non. Le PMP stipule que le pseudo-Hamiltonien peut
étre défini comme suit :

H=pf+p"f° (2.10)

avec (p(t), p°) I'état adjoint du systeme ®, différent du vecteur nul, f la dynamique de 'état du systéme
et fY le cotit sur le chemin. Si z € R”, alors p € R” tandis que p° est un scalaire négatif ou nul car
on considere un principe du maximum et non du minimum. On doit alors minimiser l'effet du cotit
f2.Sip® £ 0, on dit que P'on est dans le cas normal (anormal si P’ = 0). On peut alors normaliser p°
par —% (en général pour le cas des problémes en énergie minimum) ou par —1 (généralement pour les
problémes en temps minimum). Ce point sera expliqué ci-dessous.

Précisons que dans la suite de ce manuscrit la dépendance de toutes les fonctions introduites
en fonction de I’état du systeme, de I’état adjoint et du champ de controle sera considérée comme
implicite et ne sera précisée que lorsque que cela sera nécessaire. Le coeur du PMP est la condition de
maximisation de 'Hamiltonien :

u = argmax [H(v)]. (2.11)

Cette relation signifie que le controle solution du probleme doit maximiser la valeur de I’'Hamiltonien
et ce, parmi toutes les fonctions a valeurs dans le domaine U. De plus, le PMP étant une reformulation
hamiltonienne du probleme, la dynamique du systéme dans ’espace des phases (z,p) doit vérifier les

équations de Hamilton. Elles s’écrivent a partir de I’Hamiltonien de maniere standard :

G=—, p=——. (2.12)

3. Il faut remarquer que si le probléme est autonome c’est-a-dire qu’il ne dépend pas explicitement du temps alors H
est constant.
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Les trajectoires hamiltoniennes solution de ce systéme sont appelées extrémales et constituent des
candidates pour étre la trajectoire optimale du probléme considéré. Notons que le couple (p, po) n’est
défini qu’a une constante multiplicative pres. Ceci signifie que si ce couple représente une extrémale
alors le couple (ap, apo), avec a > 0, correspond a la méme trajectoire. On peut le vérifier simplement

a partir des équations de Hamilton puisque :

i_@aH_@H

~ dap  Op

(-)__p___%aﬂ___ oH (2.13)
ap) =P = or a@aj

avec la méme solution x(¢) pour n’importe quelle valeur de a. Le probleme défini en 1’état doit vérifier
la condition initiale z(0) = x( mais le PMP nous indique également que si la condition finale n’est
pas fixée, i.e. si le probleme est de type Mayer ou Mayer-Lagrange, la solution doit alors maximiser
g(z(ts)), ce qui induit la condition de transversalité p(ty) = po g—i o Dans un probleme de type
Lagrange, si le point final n’est pas fixé, on obtient p(ty) = 0. Autrefment dit, si le point final est
libre alors le vecteur adjoint au temps final doit étre nul. Le probléme est alors un probleme avec des
conditions aux deux bords. Nous verrons plus loin dans la définition des méthodes de tir ce que cela
implique. Une autre remarque importante est que si le temps final est libre, il existe une condition
supplémentaire qui est H(ty) = 0.

Lorsque ’ensemble des valeurs possibles de u est un ouvert, la condition de maximisation (2.11)

peut se mettre sous une forme de dérivée :

OH
— =0, 2.14
5u (2.14)
cette expression est évidemment une condition au premier ordre. Nous n’introduirons pas dans ce
manuscrit le concept de points conjugués qui permet de caractériser les solutions au second ordre. Ces
points permettent de déterminer I'optimalité locale des trajectoires extrémales considérées. Un détail
complet du calcul de la position de ces points peut étre trouvé dans [0].

Dans tous les cas que nous traiterons a ’aide du controle géométrique dans cette these, la dyna-

mique sera linéaire * et sans perdre de généralité pourra s’écrire :
i = F +uG, (2.15)

avec F' et G deux champs de vecteurs dépendant des coordonnées = et des parametres caractéristiques

4. Lorsque 'amplitude du controle est suffisamment faible, la dépendance de la dynamique vis-a-vis du controle peut
étre supposée linéaire dans 1’équation de Schrodinger.
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du systeme. Ce type de dynamique est dite affine en théorie du contréle. Le probleme de type énergie

minimum est un probleme ou u € R, c’est un probleme de Lagrange avec fo(t7 T,u) = u?. L’Hamilto-

1 1
nien s’écrit p(F + uG) — §u2 avec p’ = —= et la condition de maximisation devient :
OH

Le champ s’écrit u = pG et comme on ne s’intéresse qu’au cas normal, il est alors possible de définir

1
ce que l'on appelle 'Hamiltonien réduit H, = pF + g(pG)2 en remplagant u par son expression dans

H. L’équation Tu permet de déterminer v comme une fonction de (z,p) de manieére unique, on peut
U

alors considérer les équations de Hamilton de H, a la place de H. On trouve alors un vrai systéeme

hamiltonien indépendant de u. On a alors :

OH,(z,p) _ OH(z,p,u(z,p)) | OH(z,p,u(x,p)) Oulz,p) _ OH(z,p u(z,p))

19) ox ou x ox
OH,(@.p) _ 9H(x,p.u(a,p) , OH(a,p,u(x.p)) oultp) _oH@puwp) -+ 217
Op Op ou Op Op

Ensuite, supposant la condition initiale 2(0) = g et la condition finale z(ty) = ¢ ou p(ts) = py, il
suffit d’utiliser une méthode de tir (voir section (2.4.3)) pour déterminer p(0) tel que la trajectoire

extrémale (x(t),p(t)) vérifie les conditions aux deux bords.

Le second cas important que nous retrouverons dans plusieurs chapitres et plusieurs situations
physiques différentes est le cas ou la dynamique est pilotée par un unique contréle borné : u € [—m, m].
Le domaine des valeurs possibles de u est alors un domaine fermé. La condition de maximisation (2.14)
ne peut pas étre utilisée. Cependant, il suffit de remarquer que puisque I’Hamiltonien est linéaire en u
et que le domaine du champ est borné, on peut introduire la fonction ® = pG et choisir u = m sign ®

pour maximiser ’Hamiltonien. En effet, ’Hamiltonien réduit devient :

H, = pF + msign(pG)pG

= pF + m|pG]|. (2.18)

Cette fonction ® est appelée couramment la fonction de commutation ou fonction de switch. L’origine
de ce nom provient du fait qu’elle détermine le signe du controle et notamment détermine le moment
ou la valeur du champ commute de ££m a Fm. Si la valeur de cette fonction s’annule & 'instant noté
ts, le controle change de signe, on dit qu’il commute (ou parfois, par abus de langage, qu’il ”switch”).
Dans le langage du contréle optimal, on nomme une solution constituée d’un champ constant un bang

et une solution constituée d’une commutation une solution bang-bang.
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Il existe une derniere possibilité ou cette fois la fonction de switch ne s’annule plus en un point
isolé ts; mais sur un intervalle de temps [t1,t2]. Dans ce cas, le contrdle u ne peut pas étre déterminé
directement & partir de la fonction ®. En revanche, on peut utiliser le fait que ®(t) = ®(t) = ... = 0
sur cet intervalle. Le lieu de 'espace des phases (z,p) ou ces conditions sont vérifiées est appelé le
lieu singulier. Le controle qui permet de se déplacer sur ce lieu s’appelle le contrdle singulier [1] et
doit vérifier 'annulation de ® et de ses dérivées. Il est noté us. Pour trouver sa forme, il suffit en
général de calculer la dérivée seconde de ®. De maniere générale, il faut calculer la dérivée 2n-ieme
jusqu’a trouver une fonction qui dépende de u. Dans le cas le plus simple, les calculs des dérivées nous

conduisent & :

P
b :p[F, G] ’ (2.19)
) :p[Fy[FyGH‘FUsp[Gv[F’GH

avec [A, B] correspondant aux crochets de Lie des champs de vecteurs A et B. Ces crochets sont définis
04;

comme [A,B] = V,B.A - V,;AB et (V,B),; = 8—2 Les calculs de dérivées utilisent aussi le fait

Ty

que : A =V, Az ol A est un vecteur. Ceci est vrai si A est autonome. Le controle singulier est alors

donné par l'expression :

p[F [F,G]]
Ug = ———=———=. 2.20
ST (220
Pour résumer, suivant la valeur de la fonction de commutation le contréle prend la forme :
u = msign ®
S P=0P£0:u=+tm—Fm (2.21)

<I>:<i>:...:0:u:uS

Dans la suite du manuscrit, nous traiterons plusieurs problémes qui seront des cas particuliers de
ce probleme a deux dimensions. On définit différents objets géométriques utiles au traitement de ces

problémes dans la section suivante.

2.4.2 Contréle en temps optimal d’un systéme sur R?

Dans cette section, on considere que le modele est linéaire par rapport au controle suivant la
dynamique (2.15). Les outils géométriques de cette partie sont également valables si l'interaction avec
le controle n’est pas linéaire. La dimension du systéme est supposée égale a deux. On note alors
F = (F1, Fy) et G = (G1,G2) les composantes des champs de vecteurs. En considérant une borne sur

le controle, ’analyse du probleme se simplifie. Il est possible de la faire pour partie dans ’espace des
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coordonnées (x) au lieu de I'espace des phases complet (z,p). En réalité, il apparaitra dans la section
(3.3) que pour pouvoir mener une étude compleéte, il est nécessaire de continuer de travailler dans
lespace des phases. Cela vient de la restriction de I’étude & l'espace (z) dans lequel une projection

(z,p) — (x) est effectuée, ce qui engendre une perte d’informations utiles & I’analyse.

Dans cette situation, on définit deux lieux importants. Le premier est nommé lieu de colinéarité,
il correspond simplement au lieu de 'espace physique (z) ou les champs de vecteurs F' et G sont

colinéaires. Ce lieu se calcule a 'aide du déterminant suivant :
det (F(z),G(x)) = 0. (2.22)

La dynamique du systeme étant de la forme & = F' + uG, les points fixes de la dynamique sont définis
par £=0. Cela revient a chercher le lieu ou F' £ mG = 0, c’est-a-dire 'ensemble ou F' et G sont
colinéaires. Le lieu de colinéarité correspond donc a ’ensemble des points fixes de la dynamique tel

que m € R.

Le deuxieéme lieu d’intérét est le lieu dit singulier. Il est défini par ®(z,p) = ®(x,p) = 0. Cela veut
dire que l'on doit vérifier simultanément pG = p [F, G] = 0. Le probléme étant & deux dimensions, si
p est orthogonal au champ de vecteur F', alors il est également orthogonal au champ de vecteur [F, G]

et comme p° # 0, p est non nul. Le lieu singulier est alors défini par :
det (G(x), [F,G] (z)) = 0. (2.23)

Il faut remarquer bien évidemment que le fait que le systeme soit situé sur ce lieu singulier ne constitue
pas en soit un critere suffisant pour dire que le systeéme est sur le lieu singulier de ’espace des phases
complet vérifiant ®(x,p) = (iJ(x, p). En effet le lieu singulier défini par (2.23) correspond & la projection
du lieu singulier de I’espace des phases (z,p) sur 'espace physique (z). Ce point sera explicité dans la

section (3.3).

L’équation (2.23) permet de définir le lieu singulier dans l’espace (). Cette contrainte permet de
dire qu’il est de dimension 1. Dans ce cas particulier, le controle singulier a également 'avantage de
se simplifier et ne dépend plus que des variables physiques (z). Le contrdle singulier n’existe que sur
le lieu singulier. Il parait naturel alors qu’il ne dépende plus de la variable adjointe car le fait de se
déplacer physiquement sur une ligne spécifique de 1’espace (x) signifie que le déplacement le long de
cette ligne ne peut pas dépendre de p. Le champ singulier est alors fonction de la position et est noté

us(x). On dit alors que le controle est feedback. On peut le vérifier en calculant ug directement a partir
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de la dérivée temporelle de (2.23). De cette fagon, on obtient :

Ox1 ? Oxo

(adet(c,[F,G}) 3 det(G,[F,G]) > F

(2.24)

Ug = —

<6det(G,[F,G]) adet(a[ﬂc})) o

Oz ) Oxa

Le probleme a deux dimensions traité en temps minimum présente également ’avantage d’autori-
ser 'acces a la synthese optimale. Elle correspond a la carte représentant ’ensemble des trajectoires
permettant de minimiser le temps pour se déplacer a 'intérieur de I’ensemble accessible. La construc-
tion de la synthese se fait a l'aide des objets géométriques définis précedement et des arguments de
continuité, lesquels permettent d’accéder a I'optimalité globale des solutions. On pourra se référer au
livre [5] pour plus détails. Des exemples en RMN seront traités dans le chapitre 3 ainsi que dans le

chapitre 5.

Optimalité des trajectoires régulieres et singuliéres
A deux dimensions, 'optimalité locale et éventuellement I'optimalité globale des trajectoires régul-
ieres et singulieres peuvent étre déterminées a l’aide de la forme horloge [19]. Cette fonction permet
de mesurer le temps pour parcourir une trajectoire entre deux points zg et x1 indépendamment de la
forme du champ de controle. Cette objet est une 1-forme qui vérifie pour un champ vectoriel X sur
0

R? de la f X = —
e la 1orme zl:xaxl

w(X) = Zwidxi(X) = Zwixi, (2.25)

5

car dz;(X) = duz; <a:,ai> = x;. Par définition, en géométrie différentielle, on a dx; (%) = 0
( J

avec d; j le delta de Kronecker. La forme horloge est définie par w(F') =1 et w(G) = 0. En développant

ces deux conditions, on trouve :

w(F) = Flw + Fhws =1

, (2.26)
w(G) = Giwi + Gowa =0
et en cherchant wy et wy solutions de ce systeme d’équations, on obtient :
w G
1 =~~~
detgF, G) (2.27)
“2 T Qet(F, G)

5. Ceci constitue 'analogue du produit standard usuel en respectant le produit ligne par colonne.
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La forme horloge n’est donc pas définie sur le lieu de colinéarité défini par det(F,G). A présent,
regardons comment utiliser cette fonction pour mesurer le temps d’une trajectoire . + est définie par

la donnée z(t) avec t € [0,¢]. On suppose que cette solution ne traverse pas le lieu de colinéarité. On

/y w— /0 0t ()] = /0 At [w(F)] + /0 At [uw(@)] = T (2.98)

Le nom de la forme horloge est donc justifié puisqu’elle mesure le temps de parcours le long de ~.

a

L’objectif de cette section est de déterminer 'optimalité des trajectoires singuliéres. On calcule pour

cela la dérivée extérieure de la 1-forme. Le résultat est une 2-forme qui s’écrit :

dw = g—;’fdxl A das + %d@ A dzy. (2.29)

En développant cette équation on obtient :

F
dw = wdm A dxs. (2.30)
det (F, Q)

Pour vérifier si un chemin +; est plus rapide qu'un chemin ~», on définit I'intégrale sur le contour

jéw:/%w—/wszl—Tg. (2.31)

Ensuite & ’aide du théoreme de Stokes, on trouve :

B Y
}{w—/dw—/ 7det e dz1dzo

det (G ])
———————~dxidxy =11 — Ts, 2.32
/ / det FG e (2.52)

fermé constitué de v et —ys :

ou X est la surface délimitée par les chemins 7y; et y2. On remarque que le signe du numérateur change
en traversant les lignes singulieres définies par I’équation (2.23). Suivant le signe de cette fonction
définissant le lieu singulier, on peut déterminer si la trajectoire singuliére est optimale ou non® comme
sur le schéma (2.1). Sur cette figure, deux parcours différents sont comparés. Le premier est constitué
d’une trajectoire réguliere bang-bang suivie d’une singuliére et le second d’une trajectoire singuliere

suivie d’une réguliere bang-bang. Il faut noter que ces deux chemins sont orientés par rapport au sens

6. On peut aussi connaitre l'optimalité de trajectoires régulieres & condition qu’elles ne traversent pas le lieu de
colinéarité.
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X0

Fig. 2.1: Schéma d’optimalité de la singuliere. En noir la ligne singuliere, en rouge et en bleu deux trajectoires
bang-bang de signe opposé. Les points o et x1 sont les points initial et final des trajectoires 7o et 3
tandis que les points x2 et 3 sont les points de commutations. On note a = det (G, [F, G]).

trigonométrique. Sur cette figure, on peut calculer les quantités suivantes :

j{w:/ w—/ w=T1—-T, <0 (2.33)

7 72

j{w:/ w—/ w=Ty—-T3>0 (2.34)
72 73

On voit que pour cet exemple la singuliere n’est pas optimale car To > T et Th > Tj3.

La forme horloge permet donc de comparer deux chemins différents et permet également de prédire
localement l'optimalité des singulieres. Il faut cependant faire attention car une singuliere peut étre
localement optimale sans étre globalement optimale. Nous reviendrons sur ce point dans le chapitre

(3) traitant des probléemes en RMN et également dans le chapitre (5).

2.4.3 Méthode de tir

Le nom de méthode de tir provient du fait que la fonction de tir, dont on cherche les zéros, effectue
une propagation de I’état initial du systeme. Il s’agit de ’analogue d’une fleche en mouvement. Puis
en analysant la dérivée de la fonction de tir, la méthode de résolution va effectuer un nouvel essai pour
se rapprocher de la cible comme si I'on tirait une seconde fleche au tir a I'arc pour ajuster la précision
du tir précedent et se rapprocher du centre de la cible.

L’idée du tir [20] est de trouver une condition initiale telle que I'extrémale vérifie une condition

finale. Pour simplifier, imaginons que la dynamique du systeme soit connue et ait pour point initial
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(2(0),p(0)). Partant du point x(0) = x¢ on cherche a arriver a 'instant t; (fixé ou non, s’il est libre,
il constitue une des variables de tir) sur la cible 2. On définit alors ce que 'on appelle la fonction de

tir telle que :

S(p(0)) = x(ty) — xy. (2.35)

Une méthode de tir est une méthode qui combine un intégrateur numérique pour propager une
condition initiale (qui peut étre inconnue ou non) a ’aide de la dynamique du systéme et une méthode
de type Newton (ou autre) afin de rechercher le zéro d’une fonction. Il suffit de donner un point initial
suffisamment proche de la solution pour initialiser ’algorithme et alors en analysant numériquement
la dérivée de la fonction de tir par rapport a ces variables, celle-ci va déterminer les valeurs de p(0)
telles que S soit nul dans notre exemple. Dans toute la suite du manuscrit, des que 'on parlera de tir,
cela supposera que le code COTCOT [(] a été utilisé afin d’en déduire les solutions.

Brievement, COTCOT est une interface Fortran-Matlab développé par J.B. Caillau de I'université
de Bourgogne. A I'aide du logiciel de différentiation automatique TAPENADE et ayant écrit ’'Hamil-
tonien de Pontryagin du systéeme dans un fichier Fortran, un script dans COTCOT va alors générer
différents fichiers dérivés a 1’aide de TAPENADE et du fichier contenant ’'Hamiltonien. Parmi ces fi-
chiers, certains permettent de retrouver les équations de Hamilton et d’autres les équations d’évolution
des champs de Jacobi (des champs de vecteurs nécessaires au calcul des points conjugués). Ensuite, le
script va générer les fichiers mexfiles qui constituent les interfaces Fortran-Matlab. COTCOT contient
un intégrateur numérique qui est une méthode de type Runge-Kutta-Fehlberg d’ordre 4(5) et également
une méthode de résolution de systeme d’équations de type hybride Powel. Pour finir, il suffit d’écrire
dans Matlab la fonction de tir (qui contient un appel a lintégrateur) et d’appeler la méthode de
résolution de systéme d’équations pour trouver une solution annulant la fonction de tir. Ce code a
donc 'avantage de combiner la rapidité d’exécution de fortran avec la modularité de Matlab qui ne
requiert pas de compilation, un gain de temps étant ainsi obtenu dans le traitement du probleme. Ce
type de méthode permet d’atteindre des précisions de l'ordre de 1 x 1072, Elles sont donc trés précises
mais en revanche la difficulté a initialiser le tir augmente a mesure que la taille du systeme augmente.
C’est le désavantage majeur que 1’on peut reprocher a ces méthodes. Pour des dimensions petites, en
revanche, elles permettent d’obtenir d’excellents résultats.

Le principe de la méthode de tir est totalement différent du principe de base des méthodes
numériques itératives de construction du controle optimal tel que GRAPE ou des algorithmes mo-
notones qui seront présentés dans les sections (2.5.2) et (2.5.1). Les systémes quantiques décrivant les
molécules ou les atomes sont souvent de dimension infinie (ici on ne fait pas référence & un continuum

mais un ensemble infini d’états liés) et dans la pratique la taille de ’espace de Hilbert est tronquée
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a une valeur limite de dimension finie. Le nombre de niveaux et la dimension correspondante res-
tent en général tout de méme trop grands pour envisager 1'utilisation d’'une méthode de tir décrite
précédemment. Dans ce cas, la résolution du probléme se résume a rechercher la condition initiale sur
I’état adjoint. Lorsque la dimension du probleme est trop grande, il faut privilégier une méthode ou

la fonction wu(t) solution du probléme est recherchée directement.

2.4.4 Méthode d’homotopie

L’homotopie correspond a la notion de déformation continue d’un objet & un autre. Dans notre cas,
cela signifie que si le probléeme dépend d’un parametre «, on pourra trouver un ensemble de solutions
dépendant contintiment de ce parameétre. L’idée est alors d’utiliser une méthode de tir pour trouver
une solution pour une valeur initiale & = «. Puis, en modifiant continiment la valeur de «, on pourra
trouver la solution du probléme pour une valeur de « différente. Pour illustrer ces propos, commengons
par décrire le cas de la méthode d’homotopie discréte. La résolution se fait en variant o de maniere
progressive, de sorte qu’il est alors aisé d’effectuer un tir pour le nouveau parametre « avec la solution
correspondant a la valeur précédente du parametre. Le code Hampath, également développé par J.B.
Caillau, permet de réaliser a la fois des continuations discréetes mais également continues, tout en
reprenant l’ensemble des fonctionnalités de COTCOT. L’homotopie continue utilise les dérivées par
rapport au parametre pour modifier sa valeur. Une méthode de prédiction correction peut étre utilisée

pour se déplacer le long du chemin défini par I'intervalle de variation du parametre d’homotopie.

L’autre possibilité est d’utiliser une méthode de suivi de chemin. Pour cela, il faut définir le chemin
c(s) = (2(s),a(s)) avec z = (x,p) et s un parametre permettant de décrire le chemin a suivre. On peut
alors écrire ’équation d’évolution de ¢(s) : ¢(s) = V.S(c(s)) avec S(c) la fonction de tir utilisée. Elle
doit donc vérifier S(c(s)) = 0 le long du chemin s. La condition initiale z(0) est déterminée par une
méthode de tir et par définition «(0) = 0. On a alors la condition initiale : ¢(0) = (2(0), «(0) = 0). A
l'aide d’un intégrateur numérique performant, il suffit d’intégrer cette équation différentielle jusqu’a
ce que a = 1. Cette méthode est efficace mais le calcul de V.(S(c(s)) devient tres vite difficile et
c’est la que le code Hampath intervient. Il suffit de lui fournir ’'Hamiltonien de Pontryagin ainsi que
la fonction de tir utilisée et a 'aide de TAPENADE, il génére tous les fichiers nécessaires pour faire
Iintégration depuis MATLAB. Notons que dans la communauté du controle quantique, une autre
méthode continue d’homotopie a été développée, il s’agit de I’algorithme D-morph [21, 22] développé

par Rabitz et ses collaborateurs.
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2.5 Méthodes numériques

Nous allons présenter deux méthodes numériques itératives permettant de déterminer une solution
d’un probleme de contrdle optimal : les algorithmes monotones et une méthode de type gradient,
GRAPE (GRadient Ascent Pulse Engineering). Ces deux approches résolvent des problemes de type
Lagrange ou Mayer-Lagrange mais dans tous les cas, le probleme est formulé sous la forme d’un
probleme de type Mayer ou Mayer-Lagrange. Ceci signifie que si par exemple la cible finale est définie,
alors le probleme est de type Lagrange mais on cherchera plutét a minimiser la distance entre le point

a l'instant final et cette cible. Le probleme devient alors un probleme de Mayer

2.5.1 Algorithme monotone

Dans cette section, nous décrivons la méthode numérique nommée algorithme monotone. Ce type
d’algorithme désigne tous les types d’algorithmes itératifs auto-convergents. Nous reviendrons plus loin
sur cette notion lorsque nous comparerons les méthodes de type gradient et de type monotone. Elle
est fortement utilisée dans le domaine du controle quantique. Pour cette raison, nous l'introduirons en
utilisant le formalisme et les notations propres & la mécanique quantique. Une présentation recouvrant
en partie 'ensemble de ces différents algorithmes peut étre trouvée dans [23], ainsi qu’une introduction
didactique dans [24]. Avant de décrire la méthode, il est important de rappeler la définition d’un
probleme de contréle optimal dans le cas quantique. Supposons que la température du systeme soit
nulle. Dans ce cas, I’état du systeme est décrit par un état pur et la dynamique du systéme est

gouvernée par ’équation de Schrodinger :

L= [9(t)) = H(#)[¥(1)), (2.36)

avec H(t) = Ho+u(t)Hy, u(t) étant le parametre de controle et Hy et H; deux opérateurs hermitiens
agissant dans I’espace de Hilbert supposé de dimension finie. Notons que le systeme d’unité atomique
est utilisé de sorte que la constante i = lu.a. (unité atomique) et donc n’apparait plus dans I’équation
de Schrodinger. L’état initial du systéme est noté |¢(0)) = [¢p). L’objectif est d’atteindre un état cible

|the). On cherche alors & maximiser le colt terminal suivant :

g(ts) = | (W(tslve) (2.37)

Cette quantité correspond au carré du module du produit scalaire hermitien de [¢.) et |¢(tf)). Dans

cette approche, on peut aussi chercher a maximiser la valeur moyenne d’une observable a l'instant
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final, on note alors (A) = (Y(tf)| Alb(ts)). On retrouve le cas précedent en choisissant A comme étant

un projecteur sur I’état cible : A = |1).)(1.|. La contrainte suivante doit étre prise en compte | :

ty
C(u) = [ dtu(t)?. (2.38)
0

Cela définit un probleme de contréle optimal de type Mayer-Lagrange, qui se résume sous la forme :

max]g(t7) — AC(u)]
() = Hl() - (2.39)
[$(0)) = o)

Le parameétre A est un parametre réel positif arbitraire qui sert a ajuster le poids relatif entre la
contrainte terminale et la contrainte dépendant du chemin. En pratique ,en modifiant sa valeur, la
vitesse de convergence de l'algorithme et la précision avec laquelle la cible sera approchée seront mo-
difiées. Lorsque le parametre A est petit, la précision de I’algorithme est privilégiée et des intensités
importantes de champ de controle peuvent étre obtenues car 1’énergie est peu pénalisée. Dans la situa-
tion inverse ou A est grand, on cherchera une solution avec une énergie moindre mais dont I'efficacité
finale sera également plus faible. Il faut remarquer que I'on peut choisir ce parameétre constant mais

également dépendant du temps. Par exemple, en choisissant A\(t) = , on imposera au champ

0
sin? (7t /t¢)
d’étre nul aux temps ¢t = 0 et ¢t = t;. Ceci peut aider a obtenir des champs de controle plus réalistes

expérimentalement dans le cadre d’un controle par champ laser.

Dans le PMP, on définit un Hamiltonien incluant la dynamique et la contrainte. De maniere
équivalente, on peut définir une action £ basée sur un lagrangien. Pour définir ce lagrangien, on
introduit le multiplicateur de Lagrange |x(¢)) qui joue un role analogue & 1’état adjoint introduit par

le PMP ®. On note alors :

ty 8
L=g(ty)+ /0 dt [2 Im((x(t)\ H(t) — ia \w(t)>> — )\u(t)ﬂ . (2.40)
La partie intégrale contenant la dynamique est précédée de 2Im(), i.e. la partie imaginaire d'un
nombre complexe, afin d’imposer que 'état [1)(t)) et son état adjoint (¥ (t)| respectent 1'équation de

Schrodinger. La premiere étape de la résolution de ce probleme consiste a chercher les trajectoires

7. Ces algorithmes ne fonctionnent pas pour n’importe quelle forme de cotit. L’énergie ou une généralisation avec un
intégrant de la forme u*" avec n > 1 entier [25] doit étre utilisée pour assurer la monotonie.

8. On adopte ici une formulation lagrangienne. La raison est simplement de suivre les notations et le point de vue
utilisé dans la littérature. Cependant il faut remarquer que l’on aurait pu faire le méme travail en partant du principe
du maximum, c’est le point de qui sera adopté lorsque nous détaillerons I'algorithme GRAPE dans la section 2.5.2
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extrémales de cette action. Pour cela, on calcule les variations de £ par rapport a u(t), [¢(t)) et |x(t)).

On cherche alors des trajectoires qui vérifient :

oL oL

e = — = 0
0] o]
v .
S1x) d(x|
oL
= -0
ou

u(t) =~ Tm({x(5)] Fi [9(0)
i%rw» = H() (1) (2.42)
2 X0) = HO()

et on trouve aussi les conditions aux bords :

[¥(0)) = l¢o)
IX(T)) = lve)

(2.43)

La premiere équation correspond a la condition de maximisation du PMP dans le cadre de 'opti-
misation de ’énergie du contrdle : ({;—Z Les deux équations suivantes signifient que l'état [1)(t)) et
|x(t)) satisfont 1’équation de Schrodinger. Grossierement ces équations sont ’analogue des équations
de Hamilton obtenues par le PMP. Les conditions aux bords obtenues correspondent aux conditions
de transversalité données par le PMP. Un type d’algorithme tres utilisé pour déterminer une solution
aux équations variationnelles précédentes est du type monotone et introduit initialement par Krotov.
I1 a ensuite été adapté a la mécanique quantique par Tannor [9] mais également par Rabitz et ses colla-

borateurs dans le méme temps [26]. La version couramment utilisé correspond a ’algorithme introduit

dans la fin des années 90 par Rabitz [27, 28].

Un algorithme monotone est une méthode itérative pour déterminer la forme du champ vérifiant
les conditions du probleme. La propriété principale qui permet de construire un algorithme est la
monotonie de I’évolution du cotit au cours des itérations. On introduit 'indice k& pour étiqueter celle-ci

et le colit & chaque itération. La différence de cotlt se note alors :

AJpyr = Jpg1 — Ji

= | (@ (tp)lwe) I —

t
(Wt le) [2 + / T (udy — ).
0
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La quantité | (v (t7)|1bc) |* peut étre décomposée de la fagon suivante & 1’aide de &’ I'indice de litération

associé a I’état adjoint :

| Wt} 12 = | (r(0)]xa (0 / At (i (1) (8)) 2
= /0 ét [2Im ((r(t) |xrr (1)) (xrr (8)] H (ug) — H () |9x(2)))]

ty
dt [Ak,k/(uk — uk/)] ,
0
avec Ay = 2Im((r (t)|xw (1)) (xa (¢)| H1 |¥x(t))) et G le champ de controle utilisé pour piloter I'état
adjoint. En développant la différence de cott on trouve alors :
b 2 2
Adgi = dt ((uk+1 — ﬂk)Ak—i—l,k — (u — ’LNLk)Ak,k — /\(ukﬂ —uj, + Uy — ’ka))
0
ty

dt ([ups1 — [ Argrk — Mupsr + @x)] + [ur — @)[Argk — Mug + @)
0

ty

dt(Pl + P2)
0

Afin que la propriété de monotonie soit respectée, une condition suffisante consiste a vérifier que les
quantités P; et P, soient positives & chaque instant’. Pour ce faire, il suffit d’introduire les deux

constantes 1y et 1y positives comme suit :

Upr1 — U = M [App1r — Mugpr + )]

up — U = M2 Ap gk — Mug + )]
Il est alors possible de factoriser ces expressions afin de déterminer les controles :

1= ui
= U, +

1+)\7]1 1+)\7]1
_ 1— A 72

Uy = up + A
k 1+ Ao k 1+ Ao kok

Uk41 Ags1k

Ces équations sont équivalentes & celles de 'algorithme présenté dans [30] qui réunit les formules de
Rabitz et de Tannor en une unique formule. Il faut remarquer que si ’on choisis la valeur A = 0, on se
retrouve avec un probléme non contraint. De plus cela signifie que ’algorithme converge vers Su = 0=
m((x|H1) 1), ce qui est équivalent & dire que la fonction de switch est nulle au cours du temps et donc
que l'algorithme converge vers une solution appartenant au lieu singulier. Numériquement, I’algorithme

doit étre initialisé par un champ d’essai ug. L’algorithme a proprement parler est le suivant :

9. Il faut remarquer que cela revient a faire du contréle local dans I'espace des phases a chaque itération. Un paralléle
plus détaillé est étudié dans l'article [29]
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1. k=0

initialisation de wug
2. Propagation(|1o), uo, to, t )
3. Propagation(|xo), o, tf,to) et calcul simultané de @y = g(|10),[x0))
4. mise a jourde k : k+ k+1
5. Propagation(|yy), ug, to, t) et calcul simultané de uy = f(|¢), |xk—1))
6. Propagation(|xx), Uk, tf,to) et calcul simultané de uy, = g(|vx), |xk))

7. st Jp — Jip_1 < € alors arrét de l'algorithme

sinon étape 4

On note Propagation(|1), u,t1,ts) 'action de propager 'état |¢) & 'aide du champ u du temps ¢; a
to. L’algorithme débute par la propagation de |1)g) & l'aide du champ d’essai uy. Ensuite, connaissant
[Yo(t)), Ixo(tf)) = |¥) est propagé en arriere en calculant simultanément le champ . Ensuite, on
procede de la méme maniére pour |t (t)) mais avec une propagation en avant. Ce processus itératif
est répété jusqu’a ce qu’un critere de convergence soit satisfait.

Dans ce domaine, il faut noter qu’un nombre impressionnant d’algorithmes a été publié. Ces al-
gorithmes permettent de déterminer un champ générant une transformation unitaire donnée [31], de
prendre en compte des contraintes spectrales [32, 33], ou de traiter la non-linéarité entre le systeme
et le contrdle [25, 34]. Une version adaptée au controle de systéeme dont la dynamique est non-linéaire
par rapport a I'état existe également [35]. Certains de ces développements seront présentés dans le

chapitre 4.

2.5.2 Algorithme GRAPE

Dans cette section, I'algorithme GRAPE est détaillé brievement. Cet acronyme signifie GRadient
Ascent Pulse Engineering. Il convient de préciser qu’en réalité sous