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Introduction

Les groupes de tresses sont a l'intersection de deux familles de groupes : d’une part celle des
groupes modulaires de surfaces et d’autre part celle des groupes de Garside.

Le groupe modulaire d’une surface orientable S (noté Mod(S)) est le groupe des classes d’isotopie
d’homéomorphismes de S qui préservent l'orientation. Lorsque S =D, est le disque fermé percé
de n trous (n € N), le groupe modulaire correspondant est un quotient du groupe de tresses
usuel. Plus précisément, le groupe de tresses B,, est isomorphe au groupe des classes d’isotopie
d’homéomorphismes de D,, préservant I'orientation et induisant I'identité sur 9D, voir [5]. Dans ce
contexte, le groupe modulaire de ID,, est isomorphe au quotient de B,, par le sous-groupe engendré
par I’élément qui correspond a la rotation d’angle 27 de 'intérieur du disque.

Les groupes de Garside possedent une structure de treillis ainsi qu'un élément spécial A qui
jouissent de certaines propriétés initialement découvertes par Garside dans le cadre des groupes
de tresses. Tout élément admet une unique forme normale, c’est a dire une unique décomposition
de la forme APz ...x, ol les facteurs appartiennent a I’ensemble des éléments dits simples. Sont
des groupes de Garside les groupes d’Artin de type sphérique (dont le groupe des tresses est un
spécimen), les groupes de noeud torique < z,y|aP? = y? > (p et ¢ premiers entre eux), les groupes
abéliens libres, et d’autres exemples de groupes (voir [22], [20], [46]).

Les problemes du mot et de la conjugaison sont deux célebres problemes décisionnels posés par
Max Dehn au début du vingtieme siecle. On considere un groupe avec une présentation finie
G = (S | R) fixée. Le probléme du mot requiert un algorithme pour décider si un mot sur SUS~!
représente I’élément neutre de G ou non. Le probléme de conjugaison demande un algorithme pour
décider si deux tels mots représentent ou non la méme classe de conjugaison.

Tant dans les groupes modulaires de surfaces que dans les groupes de Garside, ces deux problemes
sont résolubles. Dans les deux classes, les groupes sont automatiques (et méme biautomatiques
pour les groupes de Garside), voir [45] pour Mod(S) et [20] pour les groupes de Garside. Cela
implique une solution en temps quadratique par rapport a la longueur des entrées pour le probléeme
du mot (voir par exemple [49]).

Le probléme de conjugaison est résoluble pour les groupes modulaires, en combinant I’automaticité
et la propriété de borne linéaire sur la longueur des éléments conjugants établie par Masur-Minsky
et Jing Tao [44,48]; notons que 'algorithme obtenu est de complexité exponentielle.

Pour les groupes de Garside, la premiére solution au probleme de conjugaison fut donnée par Gar-
side en 1969 dans le cadre des groupes de tresses [30] en se basant sur les propriétés combinatoires
sus-mentionnées. Nonobstant de nombreuses améliorations techniques, I'esprit de la démonstra-
tion de Garside persiste dans les algorithmes connus a ce jour. Malgré la rapidité en pratique des
algorithmes développés récemment, la complexité connue actuellement est exponentielle ici aussi.

Un des résultats de cette these est 'obtention d’un algorithme de complexité polynomiale dans le
cas du groupe des tresses a 4 brins (voir chapitre 8) :

THEOREME. [14](Voir théoréme 8.1.1). Il existe un algorithme qui décide si deuz éléments x et y
de By sont conjugués dans By et qui fournit le cas échéant un élément conjugant. Sa complexité
est cubique par rapport a la longueur des entrées.

13



14 INTRODUCTION

L’argument s’appuie sur le programme de Birman, Gebhardt et Gonzalez-Meneses en vue d’une
solution polynomiale au probléme de conjugaison dans les groupes de tresses [6]. L’idée est d’utiliser
le théoreme de classification de Nielsen-Thurston des éléments du groupe modulaire d’une surface
[16,27]. Tout homéomorphisme f d’une surface S satisfait & isotopie prés exactement l'une des
propriétés suivantes :
— [ est périodique si f est d’ordre fini,
— [ est réductible s’ existe une famille non vide F (appelée systéme de réduction) de classes
d’isotopie de courbes fermées simples disjointes dans S telle que
— l'action de f laisse F invariant.
— F n’intersecte aucune autre classe d’isotopie de courbes fermées simples de S préservée
par une puissance de f,

— f est pseudo-Anosov (pA) sinon.

Cette classification subsiste pour les tresses : une tresse est périodique, réductible ou pseudo-
Anosov si telle est sa projection dans le groupe modulaire de D,,. L’idée dans [6] est de résoudre
le probleme de conjugaison séparément pour chacun des types de la classification ci-dessus. Afin
de pouvoir procéder a cette résolution spécifique, il faut d’abord résoudre le nouveau probléeme
algorithmique suivant : décider le type de Nielsen-Thurston d’un élément donné de Mod(S), pour
une surface S, et en particulier déterminer le type de Nielsen-Thurston d’une tresse. Une premiere
réponse est donnée via la théorie des réseaux ferroviaires [3], mais algorithme subséquent est de
complexité inconnue.

Une autre approche, dans le cas spécifique des groupes de tresses, est 1'utilisation des techniques
de Garside. Le résultat principal reliant le probleme de décision du type de Nielsen-Thurston d’une
tresse et la structure de groupe de Garside est le théoreme suivant, di & Benardete, Gutierrez et
Nitecki :

THEOREME. [13](Voir théorémes 3.3.1 et 5.1.3). Soit C une courbe standard. Soit x = APxq ... x,
une tresse en forme normale, classique ou duale. Si C* est standard, alors pour tout m=1,....,r,
CA"*1Tm et standard.

Nous présentons au chapitre 4 une nouvelle preuve de ce résultat, plus élémentaire que 1'originale,
et dont le mérite supplémentaire est de s’étendre (voir chapitre 5) au cadre de la structure de
Garside duale [4]. Le théoréme précédent implique que si x € B,, est une tresse réductible, il existe
un élément du Super Summit Set de x qui admet un systéme de réduction constitué de classes
d’isotopies de cercles (des courbes rondes ou standard); de plus, cette derniere propriété peut étre
décidée aisément [2].

Le Super Summit Set de x € B, (SSS(x)) est un sous-ensemble fini invariant de la classe de
conjugaison de z calculable & l'aide des techniques de Garside [24]. L’algorithme résultant du
paragraphe précédent pour détecter la réductibilité de x € B, exige de calculer 'intégralité de
SSS(x) et cela est tres lent, puisque en général la taille du Super Summit Set croit exponentielle-
ment avec la longueur. En revanche il existe un algorithme quadratique pour calculer, & partir de
x € By, un élément de SSS(z) [9].

Dans le cas particulier du groupe des tresses a 4 brins, nous démontrons que tout élément du
Super Summit Set d’une tresse réductible admet une courbe de réduction (presque)-standard.
Cela fournit un algorithme quadratique pour décider le type de Nielsen-Thurston d’une tresse a 4
brins donnée. Ce résultat est une étape clé dans la justification de notre algorithme pour résoudre
le probleme de conjugaison dans le groupe des tresses a 4 brins. Nous démontrons au chapitre 6
le :

THEOREME. [15](Voir théoréme 6.1.1). Il existe un algorithme qui décide le type de Nielsen-

Thurston d’une tresse x a 4 brins avec une complexité quadratique par rapport a la longueur de x.

Dans le cas général d’'un nombre arbitraire de brins, Gonzalez-Meneses et Wiest ont produit un
algorithme qui décide le type de Nielsen-Thurston d'une tresse donnée, de complexité polyndémiale
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par rapport au nombre de brins et a la longueur, modulo une conjecture sur la rapidité de conver-
gence d’une opération de théorie de Garside appelée cyclic sliding [33], voir Conjecture 2.3.9. Nous
donnons une preuve partielle de cette conjecture, basée sur la propriété sus-mentionnée de borne
linéaire sur les éléments conjugants (voir chapitre 7). Cela permet une modification de 'algorithme
de Gonzalez-Meneses et Wiest, qui conduit a un algorithme de complexité polynémiale par rapport
a la longueur, pour tout nombre de brins fixé :

THEOREME. [12](Voir théoréme 7.2.1). Soit n un entier naturel. Il existe un algorithme qui
décide le type de Nielsen-Thurston d’une tresse x a n brins et dont la complexité est quadratique
par rapport a la longueur de x.

Malheureusement la constante dans la borne linéaire n’est a présent pas explicitement connue, de
sorte que 'algorithme en question ne peut étre explicitement programmé. L'importance de ladite
constante se manifeste & nouveau au chapitre 8, ou est utilisée une deuxieme fois la borne linéaire
sur les éléments conjugants. Cela intervient dans la preuve du résultat suivant, une des clés pour
notre solution au probleme de conjugaison dans By :

THEOREME. [14] (Voir théoréme 8.1.2). Pour tout x € By pseudo-Anosov rigide par rapport a la
structure duale, le cardinal de SC(z) pour la structure duale est borné supérieurement par O({(z)?).

Les notions de rigidité, d’ensembles de circuits glissants (SC') ainsi que tous les prérequis né-
cessaires de la théorie de Garside sont regroupés au chapitre 2. La encore, on remarque que la
méconnaissance d’une valeur explicite pour la constante intervenant dans la borne linéaire (méme
dans le cas du groupe des tresses & 4 brins) ne permet d’obtenir qu’un ordre de grandeur et pas
une borne explicite sur la valeur du cardinal de ’ensemble des circuits glissants.






Introduccion en espanol

Los grupos de trenzas pertenecen a dos familias importantes de grupos: la de los grupos de difeo-
topia de superficies (6 Mapping Class Groups) y la de los grupos de Garside.

El grupo de difeotopfa de una superficie orientable S (que denotamos por MCG(S)) es el grupo
de clases de isotopia de homeomorfismos de S que preservan la orientacién. Cuando S =D,, es
el disco cerrado menos n puntos interiores, este grupo es un cociente del grupo de trenzas usual.
Mas precisamente, el grupo de trenzas B,, es isomorfo al grupo de las clases de isotopia de homeo-
morfismos de D,, que preservan la orientacién e inducen la identidad al restringirlos al borde 9D,
ver [5]. En ese contexto, el grupo de difeotopia de D, es isomorfo al cociente de B,, por el subgrupo
generado por el elemento que corresponde a la rotacion del interior del disco por un angulo de 27.

Los grupos de Garside poseen una estructura de reticulo y un elemento especial A que satisfacen
ciertas propiedades inicialmente descubiertas por Garside en el contexto de los grupos de trenzas.
Todo elemento admite una dnica forma normal, es decir una tnica descomposicién de la forma
APxq ...z, donde los factores pertenecen al conjunto de los elementos llamados simples. Los grupos
de Artin de tipo esférico (por ejemplo el grupo de trenzas), los grupos de nudos téricos < x, y|zP =
y? > (p y g primos entre si), los grupos abelianos libres, y muchos otros son ejemplos de grupos
de Garside (ver [22], [20], [46]).

Los problemas de la palabra y de la conjugacién son dos problemas famosos planteados por Max
Dehn a principios del siglo XX. Se considera un grupo dado por una presentacion finita G =
(S| R). El problema de la palabra requiere un algoritmo para decidir si una palabra sobre SUS~?
representa el elemento trivial del grupo G o no. El problema de la conjugacion requiere un algoritmo
para decidir si dos tales palabras representan o no la misma clase de conjugacion.

Tanto en los grupos de difeotopia de superficies como en los grupos de Garside, estos dos problemas
son resolubles. En ambas clases, los grupos son autométicos (e incluso los grupos de Garside son
biautématicos), ver [45] en el caso de Mod(S) y [20] para los grupos de Garside. Esto implica una
solucién de complejidad cuadréatica con respecto a la longitud de las entradas para el problema de
la palabra (ver por ejemplo [49]).

El problema de la conjugacion es resoluble para los grupos de difeotopia de superficies, al combinar
la automaticidad y la propiedad de cota lineal sobre la longitud de los elementos conjugadores
establecida por Masur-Minsky y Jing Tao [44, 48]; notamos que el algoritmo resultante es de
complejidad exponencial.

Para los grupos de Garside, la primera solucién al problema de la conjugacién fue encontrada
por Garside en 1969 en el contexto de los grupos de trenzas [30], basdndose en las propiedades
combinatorias mencionadas anteriormente. A pesar de numerosas mejoras técnicas, el espiritu de
la demostracién de Garside persiste en los algoritmos conocidos hoy en dia. Los maés recientes de
estos algoritmos son en préactica muy rapidos. Sin embargo, su mejor complejidad tedrica sigue
siendo de orden exponencial.

Un resultado de esta tesis es la obtencién de un algoritmo de complejidad ctbica en el caso del
grupo de trenzas con cuatro cuerdas (Capitulo 8):

17



18 INTRODUCCION EN ESPANOL

TEOREMA. [14](Ver Teorema 8.1.1). Exziste un algoritmo que decide si dos elementos x e y de
By son conjugados o no y que produce si se da el caso un conjugador entre x e y. Su complejidad
es cubica con respecto a la longitud de las entradas.

El argumento se apoya en el proyecto de Birman, Gebhardt y Gonzdlez-Meneses para obtener una
solucién polinomial al problema de la conjugacién en los grupos de trenzas [6]. La idea es utilizar
el teorema de clasificaciéon de Nielsen-Thurston de los elementos del grupo de difeotopia de una
superficie [16,27]. Todo homeomorfismo de una superficie S satisface modulo isotopia exactamente
una de las siguientes propiedades:
— [ es periddico si f tiene orden finito,
— f es reducible si existe una familia non vacia F (llamada sistema de reduccién) de clases de
isotopia de curvas simples cerradas disjuntas en S tal que
— la accién de f deja F invariante,
— F no intersecta ninguna otra clase de isotopia de curvas simples cerradas de S preservada
por una potencia de f,

— [ es pseudo-Anosov (pA) en otro caso.

Esta clasificacion persiste para las trenzas: una trenza es periédica, reducible o pseudo-Anosov si
lo es su proyeccién en el grupo de difeotopia de D,,. La idea en [6] es resolver el problema de la
conjugacién separadamente en cada uno de los tipos de esta clasificacion. Para poder hacerlo, es
necesario resolver primero el nuevo problema algoritmico que aparece: decidir el tipo de Nielsen-
Thurston de un elemento de Mod(S), para una superficie S, y en particular, determinar el tipo de
Nielsen-Thurston de una trenza. Una primera respuesta fue dada via la teorfa de los train-tracks [3],
pero el algoritmo resultante tiene complejidad desconocida.

Otra posibilidad, en el caso especifico de los grupos de trenzas, es usar las técnicas de Garside. El
resultado principal vinculando el problema de decisién del tipo de Nielsen-Thurston de una trenza
con la estructura de grupo de Garside es el teorema siguiente, debido a Benardete, Gutiérrez y
Nitecki:

TEOREMA. [13](Ver Teoremas 3.3.1 et 5.1.8). Sea C una curva estindar. Sea © = APxq ...z,
la forma normal de una trenza x € B, (cldsica o dual). Si C* es estdndar, entonces para todo
m=1,...,r, CA""%m e estindar.

Presentamos en el Capitulo 4 una nueva prueba de este resultado, més sencilla que la prueba
original y que ademds se extiende (ver Capitulo 5) al caso de la estructura de Garside dual [4]. El
teorema precedente implica que si x € B,, es una trenza reducible, entonces existe un elemento de
su Super Summit Set que admite un sistema de reduccién hecho de clases de isotopia de circulos
(curvas redondas o estdndar); ademds esta iltima propiedad puede detectarse facilmente [2].

El Super Summit Set de x € By, (SSS(x)) es un subconjunto finito de la clase de conjugacién de z
que se puede computar con la ayuda de las técnicas de Garside [24]. El algoritmo que resulta del
parrafo anterior para detectar la reducibilidad de z € B,, exige calcular la totalidad del conjunto
SSS(x) y esto cuesta mucho tiempo porque en general el tamario del Super Summit Set crece de
manera exponencial con respecto a la longitud. En cambio, existe un algoritmo cuadratico para
calcular, a partir de = € By, un elemento de SSS(x) [9].

En el caso particular del grupo de trenzas con cuatro cuerdas, demostramos que todo elemento del
Super Summit Set de una trenza reducible admite una curva de reduccién (casi-)estandar. Esto
proporciona un algoritmo cuadratico para decidir el tipo de Nielsen-Thurston de una trenza con
cuatro cuerdas. Este resultado es un paso importante hacia nuestra solucién al problema de la
conjugacién en By. Demostramos en el Capitulo 6 el:

TEOREMA. [15](Ver Teorema 6.1.1). Existe un algoritmo que decide el tipo de Nielsen-Thurston
de una trenza x con 4 cuerdas y cuya complejidad es cuadrdtica con respecto a la longitud de x.
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En el caso general de un nimero de cuerdas arbitrario, Gonzalez-Meneses y Wiest han producido
un algoritmo que decide el tipo de Nielsen-Thurston de una trenza cualquiera, de complejidad
polinomial con respecto al nimero de cuerdas y a la longitud, médulo una conjectura sobre la
velocidad de convergencia de una operacién de teoria de Garside llamada cyclic sliding [33],
ver Conjectura 2.3.9. Daremos una prueba parcial de esta conjectura, basada en la propiedad
mencionada anteriormente de la cota lineal sobre los elementos conjugadores (ver Capitulo 7).
Esto permite una modificacién del algoritmo de Gonzélez-Meneses y Wiest, conduciendo a un
algoritmo de complejidad polinomial con respecto a la longitud, para todo nimero de cuerdas
fijado:

TEOREMA. [12](Ver Teorema 7.2.1). Sea n un entero positivo. Existe un algoritmo que decide
el tipo de Nielsen-Thurston de una trenza x con n cuerdas y cuya complejidad es cuadrdtica con
respecto a la longitud de x.

Desgraciadamente la constante en la cota lineal atiin no es conocida explicitamente, asi que el
algoritmo mencionado no puede ser explicitamente programado. La importancia de esta constante
se manifiesta otra vez en el Capitulo 8, donde se usa una segunda vez la cota lineal sobre los
elementos conjugadores. Esto interviene en la prueba del siguiente resultado, uno de los pasos
clave en nuestra solucién al problema de la conjugacién en By:

TEOREMA. [14] (Ver Teorema 8.1.2). Para toda trenza x € By, pseudo-Anosov rigida con respecto

a la estructura dual, el cardinal de SC(x) para la estructura dual estd acotado superiormente
por O(4(x)?).

Las nociones de rigidez, de conjuntos de circuitos deslizantes (SC') as{ como todos los requisitos
previos necesarios de la teoria de Garside se pueden encontrar en el Capitulo 2. Hacemos notar
de nuevo que el desconocimiento de un valor explicito para la constante interviniendo en la cota
lineal (incluso en el caso del grupo de trenzas con cuatro cuerdas) sélo permite obtener un orden de
estimacién y no un valor explicito sobre el valor del cardinal del conjunto de circuitos deslizantes.






CHAPITRE 1

Groupes modulaires et la classification de Nielsen-Thurston

Dans ce chapitre, nous rappelons la définition et quelques propriétés du groupe modulaire d’une
surface S. Nous donnons une interprétation du groupe des tresses comme groupe modulaire d’un
disque finiment perforé. Enfin, nous énongons deux résultats cruciaux pour la suite, a savoir le
théoreme de classification de Nielsen-Thurston et la borne linéaire sur la longueur des éléments
conjugants (di & Masur-Minsky et Jing Tao [44], [48]). Une référence pour ce chapitre est le livre
de Farb et Margalit [26].

1.1. Le groupe modulaire

Soit ¥ une surface connexe, compacte, orientable, de genre g > 0, avec b > 0 composantes de
bord. Soit n un entier naturel et P un sous-ensemble fini de I'intérieur de ¥ de cardinal n. Nous
considérons la surface perforée 3, = X\ P (X,, n’est plus compacte dés lors que n > 0). Nous aurons
parfois besoin d’utiliser simultanément ¥ et ¥, ; toutefois le plus souvent nous considérerons le
cas général d’une surface ¥,, comme ci-dessus (n > 0) : nous appellerons S. Les éléments de P
seront appelés trous.

L’ensemble des homéomorphismes de S qui préservent I'orientation forme un groupe Homeo™(S)
par rapport a la composition des homéomorphismes. Muni de la topologie compacte-ouverte,
Homeo™(8) est un groupe topologique. On dit que deux homéomorphismes f et g dans Homeo™ (.S)
sont isotopes et on note f ~ g s’il existe une famille continue (f;)¢c(o,1] d’éléments de Homeo™ (S)
telle que fo = f et f1 = g. L’isotopie est une relation d’équivalence compatible avec la composition,
de sorte que le quotient de Homeo™(S) par cette relation est un groupe :

DEFINITION 1.1.1. On appelle groupe modulaire de S et on note Mod(S) le groupe quotient :

Mod(S) = Homeot (S)/ ~ .

Nous adoptons la convention suivante pour le produit dans Mod(S) : si f et g sont des éléments
de Mod(S) le produit fg est I’élément de Mod(S) obtenu en appliquant d’abord f puis g. Cette
convention n’est pas standard dans le contexte général du groupe modulaire mais le deviendra des
la section 1.2, deés lors qu'’il s’agira de tresses. Nous étudions le groupe Mod(S) & travers Paction
de ses éléments sur la surface S'; dans cette étude, les notions de courbe fermée simple et d’arc
dans S jouent un role central :

DEFINITION 1.1.2. Une courbe fermée dans S est limage d’une application continue v du cercle S
dans S. Une courbe fermée C est dite simple s’il existe une application continue injective S' — S
dont l'image est C. Enfin, on dit que C est non dégénérée si C n’est homotope ni a un point, ni a
un trou, ni a une composante de bord de S.

On dit que deux courbes fermées simples sont isotopes si elles sont homotopes via des courbes
fermées simples. De plus, deux courbes fermées simples non dégénérées sont isotopes si et seulement
si elles sont homotopes (voir [26], proposition 1.10). Si C est une courbe fermée simple, on note [C]
sa classe d’isotopie. Enfin, on dit que deux classes d’isotopie de courbes fermées simples sont
disjointes si on peut en trouver des représentants respectifs qui ne s’intersectent pas.

1
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DEFINITION 1.1.3. Supposons que P a au moins deuzx éléments. Un arc dans S est l'intersection
de S avec l'image d’une application continue injective o de Uintervalle [0, 1] dans SUP satisfaisant

a Y (P)={0,1} et a=1(8S) = 0.

Si A est un arc dans S défini par une application a comme ci-dessus, on appelle extrémités de A
les trous a(0) et a(l). Nous devons, comme pour les courbes fermées simples, considérer des
homotopies d’arcs. Les seules homotopies permises ici se font a l'intérieur de la classe des arcs
précédemment définis (ainsi les extrémités restent fixées au cours du temps). Nous appellerons
désormais arc la classe d’homotopie d'un arc.

Outre leur role de témoin de I'action des éléments du groupe modulaire sur la surface (voir para-
graphe 1.3.1), les courbes fermées simples permettent de définir une famille importante d’éléments
de Mod(S).

Soit C une courbe fermée simple dans S. Il existe alors un homéomorphisme ¢ préservant 1’orien-
tation entre un sous-ensemble V de S et 'anneau A = {re?’ € C | 1 < r < 2} tel que la courbe
fermée simple ¢! (2e™), 6 € [0, 27] est isotope a C. Soit 7 'homéomorphisme de A donné par

7_(7,61'0) _ Tei(6727rr).

Notons que 7 induit 'identité sur le bord de I'anneau. Voir figure 1 (a).

ORCIORS:

FIGURE 1. (a) L’action de 'homéomorphisme 7 de I'anneau A sur un arc dans
A. (b)Y act1on de I’homéomorphisme ¢ sur un arc dans le disque privé de deux
points.

DEFINITION 1.1.4. On appelle twist de Dehn autour de C et on note 7c la classe d’isotopie dans
Mod(S) de ’homéomorphisme de S défini par

x six€eS\V,
T —
¢ lrp(x) sixeV

Remarquons que la classe d’isotopie de 7¢ ne dépend que de la classe d’isotopie de la courbe C;
on note parfois 7c).

On peut définir de maniere analogue, en relation avec les arcs, la notion de demi-twist de Dehn.
Supposons que P a au moins deux éléments et considérons un arc A dans S. Soient py,py € P
les extrémités de A. Il existe un homéomorphisme ¢ préservant I'orientation entre un voisinage
fermé V de I’arc A dans S et le disque {re? € C | r <1} \ {—3,1} de sorte que 'image de A est
le segment | — 3, 1[. Soit & I'homéomorphisme du disque (voir figure 1 (b)) donné par

i(0—m) :
i re sir
o(re?) = {rei(e%’”) :

DEFINITION 1.1.5. On appelle demi-twist de Dehn le long de I'arc A et on note o4 la classe
d’isotopie dans Mod(S) de I’lhoméomorphisme de S défini par

x sixzeS\V,
X =
¢ lop(x) sizeV

wi= A

1
2
<r<1.
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Remarquons que si A est un arc, et )V est un voisinage de A homéomorphe & un disque fermé

moins deux points, le bord de V est une courbe fermée simple non dégénérée dans S, disons C.
_ 2

Alors on a ¢ = 0.

La notion de demi-twist de Dehn joue un rdle trés important dans ce texte. Notons que Mod(S)
est engendré par un nombre fini de twists de Dehn et de demi-twists de Dehn (voir [26], para-
graphe 4.4.4).

Enfin, Mod(S) agit sur les classes d’isotopie de courbes fermées simples (respectivement sur les
arcs) ; nous notons cette action a droite : action de f € Mod(S) sur la classe [C] (respectivement
I'arc A) est notée [C]/ (respectivement Af). Il est intéressant de noter la relation de conjugaison
suivante. Si C (respectivement A) est une courbe fermée simple (respectivement un arc) dans S,
et f € Mod(S), on a 1cyry = f~'1ef et oarny = floaf.

1.2. Le groupe des tresses comme groupe modulaire

Nous commencons par une définition des groupes de tresses. Cette définition a été formalisée pour
la premiére fois par Emil Artin [1]. Soit n un entier naturel strictement positif. Soient p1,...,p, n
points distingués du plan complexe C. Il est commode (mais pas nécessaire) de supposer ces
points alignés (comme dans la figure 2). On appelle tresse géométrique a n brins la donnée de n
applications continues b;, @ = 1,...,n de Uintervalle [0,1] dans C x [0, 1], dont les images sont
appelées brins, satisfaisant :

les brins b;([0, 1]) sont disjoints,

= 0i(0) = (pi, 0),

bi(1) € {pr,-. . pu} ¥ {1},

— bi(t) € C x {t}, pour tout ¢ € [0, 1].

Notons que puisque les chemins b; sont disjoints, une tresse géométrique induit une permutation 7 :
pour tout i = 1,...,n, 7(i) est I'unique élément de {1,...,n} tel que b;(1) = (pr(;),1). On dit
qu’une tresse géométrique est pure si la permutation qui lui est associée de cette maniére est
triviale.

On appelle tresse ¢ n brins la classe d’homotopie d’une tresse géométrique a n brins (les homo-
topies permises ont lieu relativement aux points p; et via des tresses géométriques). A une tresse
a n brins on peut associer un diagramme planaire, dit diagramme de tresse, obtenu par projec-
tion parallelement a 'axe y, comme sur la figure 2. Modulo homotopie, on peut supposer que la
projection n’a que des points doubles transverses, que nous appelons croisements. Le dessin de la
partie droite de la figure 2 retient alors toutes les propriétés de la tresse de la partie gauche si 'on
indique quel brin passe “devant” ou “derriere” pour chaque croisement. L’ensemble des tresses a n

<]

a

FIGURE 2. A gauche, une tresse géométrique, a droite le diagramme de tresse
correspondant a sa classe d’isotopie, obtenu par projection dans la direction y.




4 1. GROUPES MODULAIRES ET LA CLASSIFICATION DE NIELSEN-THURSTON

brins est muni d’une multiplication donnée par concaténation et rééchelonnement ; cette opération
induit une structure de groupe : le groupe des tresses a n brins est noté B,.

Nous pouvons maintenant décrire comment les groupes de tresses s’inscrivent dans le contexte des
groupes modulaires. Nous reprenons, pour une surface S avec un bord non vide, la définition du
groupe modulaire donnée a la section 1.1, avec une modification des conditions au bord. Nous re-
streignons la classe des homéomorphismes permis, en demandant que ces derniers induisent 1’iden-
tité en restriction au bord de S. Le groupe des tels homéomorphismes de .S préservant 1’orientation
est noté Homeo™ (S, dS). De maniere similaire a la section 1.1, nous considérons ces homéomor-
phismes modulo isotopie, les isotopies devant se faire a l'intérieur de (Homeo™(S), dS); le groupe
quotient obtenu est le groupe modulaire de S relativement au bord : Mod(S,0S).

Soit D le disque fermé dans C orienté dans le sens horaire; conformément aux notations de la
section 1.1, nous notons D, le méme disque de l'intérieur duquel ont été retirés n points (n > 0).
Il s’avere que le groupe des tresses B,, et le groupe modulaire de D,, relativement au bord sont
isomorphes. La définition du groupe des tresses a n brins comme groupe modulaire d’un disque
privé de n points relativement au bord est contemporaine de celle d’Artin [43]. Nous donnons ici
une breve description de cet isomorphisme; voir [5] pour les détails.

Notons p1,...,pn les n points 6tés de Uintérieur de D. Soit f € Mod(D,,,dD,). On peut voir f
comme un élément de Mod(ID, D) ; ainsi, par 'astuce d’Alexander (voir [26], lemme 2.1), il existe
une isotopie (ft):eo0,1] entre Idp et un représentant de f via des homéomorphismes de I induisant
I'identité sur dD. La tresse associée a f est alors donnée, et bien définie, comme la classe d’ho-
motopie des chemins dans D x [0,1] : (fe(p1),t), ..., (ft(pn),t). Réciproquement, soit b une tresse
donnée par le n-uplet de brins ((b1(t),t),..., (bn(t),t)). Ces brins définissent un mouvement des
points p1,...,p, qui peut étre étendu en une famille continue d’homéomorphismes de (D, 9(D))
(par exemple comme composition de demi-twists de Dehn), joignant Idp & un homéomorphisme
de D relativement & . Ce dernier est aussi un élément de Homeo™ (D,,, 9D),,) ; sa classe d’isotopie
est 'image de la tresse b.

Remarquons que dans D,, (n > 2), la notion de non dégénérescence d’une courbe fermée simple
peut se traduire de la facon suivante : une courbe fermée simple dans ,, est non dégénérée si et
seulement si elle entoure au moins 2 trous et au plus (n — 1) trous.

Nous décrivons maintenant deux familles importantes de demi-twists de Dehn dans Mod(DD,,).
Supposons que n > 2. Supposons pour fixer les idées que les trous pq,...,p, sont alignés le long
du diametre horizontal de D, de la gauche vers la droite (figure 3(a)). Pour 1 < i < j < n,
considérons 'arc A; ; décrit par le demi-cercle dans le demi-plan inférieur d’extrémités p; et p;
(figure 3(a)). Notons a; ; la tresse correspondant au demi-twist de Dehn o4, ;. Pour 1 <i <n—1,
on note aussi 0; := a;,41. La tresse o; est représentée sur la figure 3(b).

FIGURE 3. (a) Les arcs A, j, (b) La tresse o;.

L’ensemble {071, ...,0,_1} est un systéme générateur de B,,, ses éléments sont appelés générateurs
d’Artin (voir théoreme 2.2.1).
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On remarque que pour tous 1 <i < j < n,
R Oi41---05—1
Aij = ‘Ai,i-i—l

(avec 041 ...0j—1 = 1 si j =i+ 1); ainsi en vertu de la remarque & la fin de la section 1.1, on
obtient la relation suivante dans le groupe B,, (illustrée par la figure 4(b)) :

(1) ;. = (U;jl...U;rll)di(o’i+1...0’j_1),

avec 041 ...05-1 = 1 si j =i+ 1. La famille {a; j,1 <1 < j < n} admet certaines symétries plus
aisément remarquables si I'on représente les trous p; le long d'un cercle I' concentrique au bord
de D,,, voir figure 4(a). La famille des tresses a; ; (1 <7 < j < n) est aussi un systéme générateur
de B, (elle contient {o1,...,0,-1}); on appelle ses éléments les générateurs de Birman-Ko-Lee.
Nous reviendrons sur ces deux familles génératrices a la section 2.2.
; .
/

FIGURE 4. (a) Un diagramme de la tresse a; j, (b) la représentation circulaire,
avec le cercle I' en pointillés.

Enfin, considérons le twist de Dehn autour d’une courbe fermée simple parallele a 9D,,. Cet élément
est trivial dans Mod(D,,), mais pas dans Mod(D,,,0D,,); de méme dans B,, la tresse correspon-
dante est 1'élément usuellement dénoté A2 (ou simplement A? §’il n’y a pas d’ambiguité sur le
nombre de brins) : voir figure 5. C’est la raison qui nous oblige & considérer des homéomorphismes
du disque fixant point par point plutot que globalement le bord de D,,.

FIGURE 5. La tresse correspondant au twist de Dehn autour d’une courbe paral-
léle au bord de D, (ici, n = 5).

En fait, en quotientant I,, par son bord, la surface obtenue est une sphere avec (n + 1) trous S, 41.
Le groupe Mod(ID,,) est un sous-groupe d’indice n + 1 de Mod(S,,+1), précisément le sous-groupe
des éléments de Mod(S,+1) fixant ce (n + 1)-ieme trou. On a un morphisme Mod(D,,,0D,) —
Mod(S,+1), qui consiste & étendre un homéomorphisme de D,, en un homéomorphisme de la sphere
fixant le n+1-ieme trou. Son noyau est exactement le sous-groupe de B,, engendré par 1’élément A2
( [26], proposition 3.19). Ainsi, Mod(D,,) ~ B,/ (A?%).
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1.3. La classification de Nielsen-Thurston et la borne linéaire

Nous revenons au cas général d'une surface S pour énoncer deux théoremes d’une grande impor-
tance.

1.3.1. La classification de Nielsen-Thurston. Le premier résultat fournit une classifica-
tion des éléments de Mod(S) via leur action sur les classes d’isotopie de courbes fermées simples
non dégénérées de S. Pour une étude détaillée des travaux de Thurston (classification des ho-
méomorphismes, théorie pseudo-Anosov, théorie de Teichmiiller) on peut consulter les deux trai-
tés [27], [16].

DEFINITION 1.3.1. Un élément f de Mod(S) est dit périodique s’il ewiste un entier strictement
positif k tel que f* = 1. Cela signifie qu’il existe un représentant de f dont une puissance est
1sotope a l'identité.

Définissons maintenant la notion d’élément réductible de Mod(S). Soit f € Mod(S). Un systéme
de réduction de f est une famille de classes d’isotopie de courbes fermées simples non dégénérées
disjointes dans S préservée par 'action de f. Les éléments d’un systeme de réduction de f sont
appelés courbes de réduction de f. Notons qu’un systeme de réduction est nécessairement fini.
Ainsi, une classe d’isotopie de courbes fermées simples non dégénérées [C] dans S est une courbe
de réduction de f §’il existe une puissance non nulle m de f qui fixe [C] et si les classes d’isotopie
des courbes [C]/", i = 0,...,m — 1 sont disjointes. Dans la littérature, un élément f de Mod(S) est
dit réductible s’il existe un systeme de réduction de f qui est non vide, autrement dit si f admet
au moins une courbe de réduction.

On observe que selon cette définition, des éléments périodiques peuvent étre réductibles. La figure 6
montre un élément g de Mod(D,) avec un systéme de réduction formé de deux classes d’isotopie
de courbes fermées simples non dégénérées disjointes [C1] et [Ca] (et donc g est réductible, selon la
définition ci-dessus). Néanmoins le carré de g est l'identité dans Mod(ID4) : ¢’est le twist de Dehn
autour de 0Dy ; donc g est périodique.

C c Co

FIGURE 6. Un élément de Mod(Dy) réductible au sens précédent mais qui n’est
pas réductible selon la définition 1.3.2.

En vue d’une classification et pour éviter le recouvrement des subdivisions de cette classification,
nous définissons une notion plus restrictive de réductibilité. Soit f un élément de Mod(S). Un
systéme de réduction essentiel de f est un systéeme de réduction de f dont tous les éléments sont
disjoints de toute courbe de réduction de f. Un élément d'un systeme de réduction essentiel de f
s’appelle une courbe de réduction essentielle de f. Nous pouvons maintenant définir la notion de
réductibilité souhaitée :

DEFINITION 1.3.2. Un élément f de Mod(S) est dit réductible (non périodique) s’il admet un
systeme de réduction essentiel non vide.
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Cette définition exclut I'exemple de la figure 6, & cause de la courbe C’ en pointillés. D’apres
Birman, Lubotzky et McCarthy [10], le systéme de réduction canonique de f € Mod(S), noté
CRS(f), est ’ensemble des courbes de réduction essentielles de f. Ainsi, un élément f de Mod(S)
est réductible si et seulement si CRS(f) est non vide. De plus, pour un élément réductible, le
systeme de réduction canonique découpe la surface S en sous-surfaces sur lesquelles la restriction
de f (ou plus précisément d’une puissance convenable de f) est irréductible, c’est & dire soit
périodique, soit pseudo-Anosov (voir définition 1.3.3) [10]. Observons encore que par définition,
CRS(f)=CRS(f™) pour tout f € Mod(S) et tout entier m non nul.

DEFINITION 1.3.3. Un élément f de Mod(S) est dit pseudo-Anosov, noté pA, s’il existe un repré-
sentant fo de f et une paire de feuilletages mesurés transverses (Fu, fiy) €t (Fs, fs) sur S, appelés
respectivement feuilletages instable et stable, ainsi qu’un nombre réel A > 1, appelé coefficient de
dilatation, tels que

1
(]:ua,uu)fo = (]:ua)‘,u/u) et (]:sa,us)fo = (]:sa X,U/s)

Le tres célebre théoreme de classification des homéomorphismes de surface dit de Nielsen-Thurston
affirme alors :

THEOREME 1.3.4. [49] Soit f € Mod(S). On a la trichotomie suivante :
— [ est périodique,

— [ est réductible,

— [ est pseudo-Anosov.

Le type de Nielsen-Thurston de f € Mod(s) est la subdivision de la classification ci-dessus &
laquelle f appartient. Nous formulons d’ores et déja la remarque, simple mais importante, que le
type de Nielsen-Thurston est invariant par conjugaison.

Dans le cas des groupes de tresses, la classification donnée par le théoreme 1.3.4 persiste, en défi-
nissant une tresse comme réductible, périodique ou pseudo-Anosov si sa projection dans Mod(D,,)
est réductible, périodique ou pseudo-Anosov. Notons qu'une tresse est périodique si et seulement
si c’est une racine d’un élément du sous-groupe cyclique de B,, engendré par A2,

Le théoreme 1.3.4 souléve un probleme important, qui est une des principales motivations du
présent texte : étant donné un systeéme de générateurs de Mod(S), peut-on trouver un algorithme
qui décide si un élément de Mod(S) exprimé comme un mot de longueur ! en terme de ces
générateurs est périodique, réductible ou pseudo-Anosov? Est-il possible de surcroit de trouver les
éléments invariants, i.e. un systéeme de courbes de réduction pour un élément réductible ou une
paire de feuilletages transverses mesurés et un coefficient de dilatation pour un élément pseudo-
Anosov ? Enfin, peut-on trouver un tel algorithme de sorte que sa complexité soit polyndémiale par
rapport a [ ?

Une réponse positive aux deux premiéres questions (ainsi qu'une nouvelle preuve du Théore-
me 1.3.4), est apportée par Bestvina et Handel dans [3] via les techniques des réseaux ferroviaires.
L’algorithme qui y est proposé est implémenté et disponible librement [41]. Cet algorithme donne
en pratique d’excellents résultats; toutefois, sa complexité théorique n’est pas connue. Un des
principaux buts de ce texte est de présenter des algorithmes pour résoudre le probleme ci-dessus
dans les groupes de tresses. Comme ci-dessus, nous souhaitons une complexité polynémiale en
fonction de la longueur; de plus nous considérons le nombre de brins n comme un parameétre
et nous désirons que la complexité des algorithmes dépende de n de maniére polynomiale. Nous
suivons une approche radicalement différente de celle de Bestvina et Handel, basée sur les propriétés
algébriques du groupe de tresses exposées dans le chapitre 2 (voir chapitre 3).

1.3.2. La borne linéaire sur la longueur des éléments conjugants. Avant de clore ce
chapitre, nous abordons un résultat d’une grande importance 1ié au probleme de conjugaison dans
les groupes modulaires. Historiquement, la preuve repose sur le théoreme 1.3.4 puisque le résultat
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en question a été démontré d’abord pour des éléments pseudo-Anosov [44] puis pour des éléments
réductibles et périodiques [48].

THEOREME 1.3.5. Soit G un systéme de générateurs de Mod(S). Pour f € Mod(S), soit |f]
la longueur de f relativement a G, c’est a dire la longueur du mot le plus court sur G U G~1
représentant f. Alors il existe une constante Cg telle que pour tous gi,ga € Mod(S) conjugués
dans Mod(S), il existe u € Mod(S) tel que g1" = g2 et |u| < Cg(|g1] + |g2])-

Nous reviendrons sur la spécialisation de ce résultat au groupe des tresses dans les chapitres 7 et 8
ou il jouera un réle majeur ; mais avant de pouvoir en faire un usage intéressant, nous devons nous
pencher en détail sur la structure algébrique du groupe des tresses.



CHAPITRE 2

Groupes de Garside, le probleme de conjugaison

Les groupes de Garside sont, sommairement, les groupes satisfaisant les propriétés initialement
découvertes par Garside [30] dans le cadre des groupes de tresses. Nous adoptons un point de
vue a posteriori en donnant d’abord la définition et quelques propriétés élémentaires des groupes
de Garside (pour une exposition plus compléte on peut consulter [22], [20]). Les structures de
Garside classique et duale des groupes de tresses sont exposées dans un deuxieme temps. Enfin,
dans une troisieme partie, nous mettons ’accent sur les techniques de résolution du probleme de
conjugaison dans les groupes de Garside. Mentionnons aussi que la théorie dite de Garside est
I'objet de développements récents, avec notamment l'introduction des catégories de Garside qui
généralisent les groupes de Garside [21].

2.1. Groupes de Garside

DEFINITION 2.1.1. [33]

Soit G un groupe. On appelle structure de Garside sur G la donnée d’une paire (P,A), ot P est
un sous-monoide de G et A est un élément distingué de P, satisfaisant les propriétés suivantes :
(G1) La relation < définie sur G par v < y < v~ 'y € P induit une structure de treillis sur G,
c’est a dire, pour tous x,y € G, il existe un unique d € G et un unique m € G tels que
—d=<z,d=<y et pourtoutd € G tel qued xx etd <y, onad <d,
—x<m,y=<m et pour tout m' € G tel quex <xm’ ety<xm’, onam=<m'.
(G2) La conjugaison par A préserve le monoide P.
(G3) L’ensemble S = {z € G|1 g x < A} est fini et engendre G comme groupe.
(G4) Pour tout x € P\ {1},

llz|| =sup{k | 3 a1,...,ap € P\{1} |z =a1...a5} < o0,

en particulier le monoide P est noethérien.
On dit que G est un groupe de Garside si G admet au moins une structure de Garside.

La relation < est naturellement appelée relation d’ordre des préfizes : si x < y, on dit que = est
un préfize de y. Il découle de la définition que la relation < est invariante par multiplication a
gauche : pour tous z,y,z € G, x S y < zx X 2.

De maniere équivalente, une structure de Garside peut étre définie par la donnée d’une relation
d’ordre < invariante par multiplication a gauche et satisfaisant les propriétés de treillis. On de-
mande alors que le cone positif de cette relation, i.e. P := {z € G|1 < 2} (qui est un monoide)
satisfasse (G4) et contienne un élément spécial A avec les propriétés (G2) et (G3).

On appelle positifs les éléments de P. L’élément A s’appelle élément de Garside. La longueur
maximale [|A[| d'un mot a; ...ax représentant A avec aq,...,ar € P\ {1} est une importante
caractéristique numérique attachée & la structure de Garside (P,A). Pour tous z,y € G, les
éléments d et m de G dont lexistence est garantie par la condition (G1) sont respectivement les
plus grand diviseur et plus petit multiple communs de x et y; on note d = x Ay et m =z Vy. Une
conséquence immédiate de la définition 2.1.1 est 'absence de torsion dans un groupe de Garside.
Supposons en effet que € G est d’ordre fini m, alors I'élément d = 1 Az A ... A 2™ ! vérifie
zd=xz N2> A...2™ =d, ce qui implique = = 1.

9
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Notons qu’a une structure de Garside (P, A) est aussi associée une relation d’ordre 3= invariante
par multiplication & droite et satisfaisant (G1), définie par la formule x = y si et seulement si
xy~t € P;six =y, on dit que y est un suffize de x. En vertu de (G2), la conjugaison par A
préserve les deux relations < et =, autrement dit si on note 7 'automorphisme intérieur de G
associé & A, on a pour tous z,y € G, x Xy < 7(x) X 7(y) et =y < 7(x) = 7(y).

La condition (G2) implique aussi que S = {z € G | A = x = 1}. On appelle éléments simples les
éléments de S. A tout s € S, on associe son complément & droite (s) = s~LA et son complément
a gauche 971(s) = As™!. Les deux fonctions 9 et 9!, de S dans lui-méme, sont des bijections
inverses I'une de ’autre. On remarque aussi que 02 est la restriction de 7 4 S. Puisque S est fini et
engendre G, le centre de G doit contenir une puissance de A. La condition (G3) implique que A
n’est pas I’élément neutre (deés lors que G n’est pas trivial); or G est sans torsion : le centre d’un
groupe de Garside non trivial est non trivial.

La condition (G4) implique lexistence d’éléments spéciaux de P, appelés atomes. Supposons que z
est un élément de P et écrivons x = aq ...ak, avec k = ||z|| et a; € P\ {1}. Alors pour tout
t=1,...,k, sl a; = uwv avec u,v € P on doit avoir u = 1 ou v = 1 sans quoi la définition de ||z||
serait contredite. Un élément a € P\ {1} est un atome si pour tout produit a = wv, avec u,v € P,
onawu = 1ouwv = 1. Remarquons que tout systeme générateur de P doit contenir tous les atomes;;
en particulier, les atomes sont en nombre fini. On note A le nombre d’atomes. Ce nombre est une
caractéristique de la structure de Garside (P, A).

Nous rappelons maintenant une propriété fondamentale des groupes de Garside. Sommairement
il s’agit d’associer, & tout élément x de G, un unique mot sur I’alphabet S U S™!, représentant
distingué de x : sa forme normale.

DEFINITION 2.1.2. Soient s1 et so deux éléments simples de G. On dit que la paire (s1,s2) est
pondérée (d gauche) si O(s1) Asa = 1, autrement dit si sy est le plus grand diviseur simple de s182.
Si (s1,82) n'est pas pondérée a gauche, soit t = O(s1) A s2 ; on appelle glissement local de la paire
(s1,82) la transformation de s1 en s} = sit et de sy en sy = t~1so, qui fournit une paire (s}, sb)
pondérée a gauche.

PROPOSITION 2.1.3. Soit x € G. Il existe une unique décomposition x = APxy ...z, ot r est un
entier naturel, p est le plus grand entier relatif satisfaisant AP < x, les x; sont des éléments simples
avec x, # 1 et (pour r = 2) la paire (x;,2,41) est pondérée a gauche pour touti=1,...,r — 1.

Dans la proposition précédente, ’écriture 2 = APxy...x, s’appelle forme normale (& gauche)
de x; les entiers p et r sont appelés respectivement infimum et longueur canonique de x, on les
note respectivement inf(z) et £(x). On appelle supremum de x et on note sup(z) la quantité p+r.
Pour tout z € G, sup(x) = min{k € Z,x < A*}. Notons que les éléments de longueur canonique 0
sont les puissances de A. Enfin, pour « € G avec {(x) > 1 et forme normale x = APzxq ...z, on
attache & 2 deux éléments simples importants, a savoir le facteur initial de x noté «(x) défini par
v(x) =77P(xq1) et le facteur final de x noté p(x) et défini par p(x) = .

De maniere symétrique on peut définir aussi les notion de pondération a droite et de forme nor-
male a droite. Cela conduit a des notions de supremum, infimum et longueur canonique associés
aux formes normales a droite : ces quantités coincident avec les supremum, infimum et longueur
canonique 