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Introduction

Les microphones capacitifs sont des transducteurs réciproques dont les qualités en termes de

sensibilité, de bande passante et de tenue dans le temps en font des instruments de mesure perfor-

mants et par conséquent largement utilisés, tant pour leur propriété de récepteur que d’émetteur

acoustique. Initialement prévus pour effectuer des mesures dans l’air à pression atmosphérique, à

température ambiante et dans la gamme des fréquences audibles, conditions usuelles d’utilisation

dans lesquelles ils sont correctement caractérisés depuis 30 ans, il sont aujourd’hui utilisés dans des

conditions particulières. En raison de leur miniaturisation (par procédé MEMS) et de leur usage

nouveau en métrologie fine (en récepteurs comme en émetteurs), qui exigent une connaissance

précise de leur comportement dans des domaines de fréquences élevées (jusqu’à 100 kHz), dans

des mélanges gazeux aux propriétés différentes de celles de l’air et dans des conditions de pression

et de température beaucoup plus élevées ou beaucoup plus basses que les conditions standards,

une caractérisation bien plus approfondie de ce type de transducteur reste actuellement nécessaire,

aussi bien en terme de modélisation qu’en terme de résultats expérimentaux.

Les effets liés à la conduction thermique à l’intérieur des couches limites, rarement pris en

compte dans les modèles de microphones car généralement peu importants dans la gamme de

fréquences audibles, sont introduits dans le modèle ; ils font ici l’objet d’une étude analytique à

part entière (qui sort du cadre strict du transducteur) à laquelle le premier chapitre est consacré.

La raison de cette étude résulte des dimensions extrêmement réduites des microsystèmes électro-

mécaniques (MEMS) acoustiques. En effet, en conséquence de cette miniaturisation, la réduction

des volumes de fluide et des épaisseurs de parois mis en jeu dans ce type de système impliquent que

les effets thermiques prennent une telle importance que la condition aux limites thermique « iso-

therme » peut être remise en cause, notamment dans les cas d’une membrane de faible épaisseur

et plus encore dans le cas d’une fibre de faible rayon (étudiée ici au passage pour d’autres appli-

cations). Afin d’analyser les effets liés à la diffusion thermique en parois minces, une formulation

analytique adaptée, qui associe les équations de conduction de la chaleur (dans le fluide et dans

le solide) aux conditions aux frontières réalistes (continuité de l’écart instantané de température,

continuité du flux de chaleur), est mise en œuvre et appliquée à la fois à une géométrie plane (une

membrane) et à une géométrie cylindrique (une fibre). Les solutions permettent d’exprimer le

coefficient polytropique local, paramètre représentatif de l’état thermodynamique local du fluide,

et l’admittance spécifique de la paroi, représentative ici des seuls effets des couches limites ther-

miques. À noter que les équations fondamentales de la propagation en fluide thermovisqueux, dans
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Introduction

des espaces clos, sont données au début de ce chapitre, bien que les seuls effets thermiques y soient

traités, car elles sont nécessaires à l’exposé des chapitres suivants, qui ont trait à la modélisation

et à la caractérisation de microphones capacitifs en hautes fréquences.

L’objet du second chapitre est de poser le problème fondamental de la modélisation de micro-

phones, en établissant successivement les équations (en fluide thermovisqueux) pour les différents

domaines qu’il comporte (membrane, couche de fluide inter-électrodes, cavité arrière, orifices dans

l’électrode arrière et sa fente périphérique), et, parallèlement, de mettre en évidence son apport

en regard des modèles existants. La complexité (bien connue) d’une telle modélisation résulte, du

fait de l’architecture même du microphone, de divers couplages (forts) entre les domaines qui le

composent, et des conditions aux frontières inhomogènes en raison de la présence de perforations

dans l’électrode arrière. L’intérêt de ce modèle repose donc sur les choix retenus pour la descrip-

tion du double effet des orifices dans l’électrode arrière et de la fente périphérique sur la déformée

de la membrane, effets liés aux débits normaux et tangentiels aux entrées des perforations dont

dépendent les déplacements particulaires dans la lame de fluide inter-électrodes et dans la cavité

arrière de la capsule microphonique.

Le troisième chapitre présente dans un premier temps la résolution successive (faisant usage

de théories modales appropriées) des systèmes d’équations couplées établis au chapitre précédent

pour chacun des domaines considérés. Par ailleurs l’écriture des conditions aux interfaces mène à

des solutions analytiques nouvelles, dépendant à la fois des coordonnées radiale et azimutale, qui

permettent de prendre en compte l’effet local des perforations de l’électrode arrière sur le champ

de déplacement de la membrane.

Dans le quatrième et dernier chapitre, des résultats expérimentaux du champ de déplacement

de la membrane obtenus par vélocimétrie laser à balayage sur un microphone demi pouce (de

caractéristiques géométriques et mécaniques connues) jusqu’à des fréquences élevées (70 kHz) sont

présentés. Ces résultats mettent pour la première fois en évidence l’influence importante qu’exerce

la présence des orifices dans l’électrode arrière sur la déformée de la membrane, ce que les résultats

théoriques présentés au chapitre précédent permettent d’expliquer. Un circuit électrique équivalent

du microphone est déterminé à partir de l’expression de son impédance d’entrée (qui dépend

du champ de déplacement moyen de la membrane), expression calculée en ne conservant qu’un

seul mode ; les approximations basses fréquences des différents paramètres dont dépendent cette

impédance sont présentées en annexe. Le bruit thermo-mécanique et la sensibilité du microphone

sont finalement calculés, à partir des expressions issues du circuit électrique équivalent (à différents

degrés d’approximation), voire à partir des expressions « exactes » des résultats analytiques en

tenant compte d’un nombre plus important de modes, résultats confirmés par ceux disponibles

dans la littérature.

Les résultats analytiques obtenus, qui tiennent compte des phénomènes de dissipation non

seulement visqueuse mais aussi thermique, et qui dépendent à la fois des coordonnées radiale et

azimutale, doivent permettre de caractériser le comportement du microphone en fluides divers
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à des pressions et des températures statiques variées, et pour une large gamme de fréquences

(de quelques Hertz jusqu’à 100 kHz). La modélisation présentée permet en outre de considérer

un champ de pression non uniforme sur la surface de la membrane ; elle peut de surcroît être

améliorée en retenant un nombre de modes plus élevé et surtout en modélisant les orifices et la

fente périphérique de manière plus réaliste (en ne les considérant plus comme ponctuels et linéïque

respectivement) ce qui élargirait corrélativement l’éventail des modes à retenir.
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Chapitre 1

Étude de la diffusion thermique en parois

minces : cas d’une membrane et d’une fibre

Les progrès réalisés ces dernières décennies dans le domaine des microtechnologies permettent

aujourd’hui de fabriquer des microsystèmes électro-mécaniques (MEMS) de dimensions extrême-

ment réduites. En conséquence, le volume de fluide mis en œuvre dans les MEMS acoustiques

se trouve si réduit que les phénomènes dissipatifs et réactifs développés à l’intérieur des couches

limites thermiques prennent autant d’importance que ceux développés dans les couches limites

visqueuses, à des fréquences d’autant plus basses que ce volume est réduit. La réduction des di-

mensions des MEMS implique également la réduction de l’épaisseur des membranes, de sorte que

les flux thermiques à l’interface membrane-fluide nécessitent d’être modélisés sans retenir certaines

approximations d’usage : la condition à la limite thermique « isotherme » habituellement retenue

à l’interface solide-fluide peut ainsi se trouver remise en cause dans le cas de telles parois très

minces.

C’est l’objet de ce chapitre que d’étudier les effets thermiques qui se développent dans les

couches limites entourant des parois minces, d’une part planes (comme par exemple une mem-

brane de microphone MEMS) et d’autre part cylindrique (comme par exemple une fibre, utilisée

notamment dans le haut-parleur photo-thermo-acoustique), afin de déterminer le domaine de va-

lidité de la condition limite thermique « isotherme » voire d’étudier les phénomènes en dehors de

ce domaine.

Du fait que les phénomènes thermiques étudiés dans ce chapitre, associés aux autres effets (dont

ceux liés à la viscosité), doivent être modélisés en toute généralité dans les chapitres suivants (ap-

pliqués à l’étude de microphones), l’ensemble des équations fondamentales (sur lesquelles reposent

les modèles présentés dans ce mémoire) est donné au début de ce chapitre, certaines étant données

à titre de présentation générale de problème considéré.
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1. Étude de la diffusion thermique en parois minces : cas d’une membrane et d’une fibre

1.1 Équations fondamentales

Dans ce paragraphe sont présentées successivement et sous leurs formes générales (i) les équa-

tions fondamentales de l’acoustique linéaire en fluide thermovisqueux, (ii) les équations de la

dynamique des structures et de diffusion thermique dans le solide, et (iii) les conditions aux

interfaces fluide-solide.

i Équations fondamentales de l’acoustique linéaire en fluide thermovisqueux au

repos

Le mouvement acoustique des particules de fluide est décrit par les variables de vitesse par-

ticulaire ~V , de pression P , de masse volumique ρ, de température T et d’entropie massique S

exprimées par

~V (~r, t) = ~V0 + ~v(~r, t), (1.1a)

P (~r, t) = P0 + p(~r, t), (1.1b)

ρ(~r, t) = ρ0 + ρ′(~r, t), (1.1c)

T (~r, t) = T0 + τ(~r, t), (1.1d)

S(~r, t) = S0 + s(~r, t), (1.1e)

où les premiers termes de chaque somme (les grandeurs indicées « 0 »), représentent leurs valeurs

quasi statiques (« valeurs moyennes » associées à des phénomènes lents), et les seconds termes,

représentant les écarts instantanés (phénomènes rapides) autour des grandeurs quasi statiques,

sont exprimés à un instant t et pour des coordonnées spatiales ~r [~r représente indifféremment les

coordonnées (x, y, z) en système de coordonnées cartésiennes ou les coordonnées (r, θ, z) en système

de coordonnées cylindriques]. Le fluide étant ici considéré au repos, la vitesse d’entrainement ~V0

qui apparaît dans l’équation (1.1a) est nulle.

Compte tenu des expressions (1.1a-1.1e), le mouvement des particules de fluide est régi par

l’ensemble d’équations linéaires composé de :

− l’équation de Navier-Stokes

ρ0 ∂t~v +
→

grad p− ρ0c0ℓv
→

grad div~v + ρ0c0ℓ
′
v

→

rot
→

rot~v = ρ0
~F, (1.2)

− l’équation de conservation de la masse

∂tρ
′ + ρ0 div~v = ρ0q, (1.3)

− l’équation de conservation de l’énergie

T0 ∂ts− c0Cpℓh div
→

grad τ = h, (1.4)

où ℓv = (η + 4
3µ)/ρ0c0 et ℓ′v = µ/ρ0c0 sont les longueurs caractéristiques visqueuses, ℓh =

λh/(ρ0 c0Cp) = ξf/ρ0 la longueur caractéristique thermique, η et µ sont respectivement la vis-

cosité de volume et de cisaillement du fluide, ρ0 sa masse volumique, c0 =
√

γ/ρ0χT
la célérité
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1.1 Équations fondamentales

adiabatique du son, γ = Cp/Cv le rapport des capacités calorifiques à pression constante (Cp) et à

volume constant (Cv), χ
T

le coefficient compressibilité isotherme du fluide, ξf = λh/(ρ0Cp) étant

sa diffusivité thermique et λh sa conductivité thermique. Dans chacun des seconds membres de

ces trois équations apparaît un terme lié à un type de source extérieure : dans l’équation (1.2)

le terme ρ0
~F correspond aux sources de forces, représentées par les forces par unité de volume

imposées par des sources extérieures (caractérisées par une force par unité de masse ~F) ; dans

l’équation (1.3) le terme ρ0q correspond aux sources de débit, représentées par la masse de fluide

introduite (dans le domaine de fluide considéré) exprimée par unité de volume et par unité de

temps, caractérisée par le débit q d’une source locale (exprimé en unité de volume par unité de

volume de fluide par unité de temps) ; et dans l’équation (1.4) le terme h correspond aux sources

de chaleur représentées par la quantité de chaleur h introduite par unité de masse de fluide et par

unité de temps.

À ces trois équations fondamentales viennent s’ajouter deux équations d’état qui caractérisent la

bivariance du milieu thermodynamique. Choisissant de conserver les écarts instantanés de pression

et de température, l’écart instantané de masse volumique est donné par

ρ′ =
γ

c2
0

(p− β̂τ), (1.5)

et l’écart instantané d’entropie massique est donné par

s =
Cp

T0
(τ − γ − 1

β̂γ
p), (1.6)

où β̂ représente le taux d’augmentation de pression isochore.

En procédant de façon très similaire à ce qui est usuel en mécanique des fluides, il est naturel

de rechercher (en particulier au moyen de codes numériques) la solution du système d’équations

couplées (1.2-1.4), où les écarts instantanés de masse volumique ρ′ et d’entropie massique s sont

remplacés respectivement par leurs expressions (1.5) et (1.6), pour les variables (p,τ ,~v) [1] (cette

formulation permet d’avoir cinq degrés de liberté par nœud en trois dimensions). Une autre

formulation possible consiste à utiliser l’équation de conservation de la masse (1.3) exprimée en

fonction des variables (p,τ ,~v) pour éliminer la variable de pression, ce qui permet de ne conserver

que les variables (τ ,~v) nécessaires à l’écriture des conditions aux limites (cette formulation permet

d’éliminer la variable de pression et présente l’avantage d’avoir au maximum quatre degrés de

liberté par nœud en trois dimensions). Ainsi, compte tenu des équations (1.2-1.6) hors sources, le

système d’équations couplées régissant le mouvement des particules de fluide utilisé dans la suite

de ce chapitre prend la forme [2–4]

−∂2
tt~v +

(

c2
0

γ
+ c0ℓv∂t

)

→

grad div~v − c0ℓ
′
v ∂t

→

rot
→

rot~v − β̂

ρ0
∂t

→

grad τ = 0, (1.7a)

∂tτ − γℓhc0 div
→

grad τ +
γ − 1

γβ̂
ρ0c

2
0 div~v = 0. (1.7b)
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1. Étude de la diffusion thermique en parois minces : cas d’une membrane et d’une fibre

Les solutions de ces équations fondamentales (1.2-1.4) (ou 1.7a-1.7b) [5,6] font apparaître trois

formes de champ :

− le champ acoustique (irrotationel), traduisant les phénomènes de propagation acoustique, est

principalement déterminé par les propriétés de masse volumique et de compressibilité du fluide,

mais aussi par sa conduction thermique et sa viscosité (de cisaillement et de volume) ; il est

caractérisé par un nombre d’onde ka dont la partie imaginaire traduit la dissipation d’origine

thermique et visqueuse,

− le champ entropique, traduisant les phénomènes de diffusion thermique liés à la diffusivité

du fluide, est caractérisé par un nombre d’onde kh,

− le champ tourbillonnaire, traduisant les phénomènes de diffusion liés à la viscosité de cisaille-

ment du fluide, est caractérisé par un nombre d’onde kv.

Au premier ordre des écarts instantanés (1.1), il est donc possible, compte tenu du découplage

des mouvements divergents et rotationnels, de présenter chaque écart instantané (~v,p,ρ,τ ,s) du

champ à partir de cette décomposition de la manière suivante :

~v = ~va + ~vh + ~vv,

p = pa + ph,

ρ′ = ρ′
a + ρ′

h,

τ = τa + τh,

s = sa + sh.

Les champs entropiques (termes indicés « h ») et tourbillonnaires (terme indicé « v ») sont

d’amplitudes négligeables par rapport à celle du champ acoustique dans le volume fluide « loin »

des parois mais atteignent cependant le même ordre de grandeur que les champs acoustiques

(termes indicés « a ») au voisinage des frontières fluide-solide en raison de l’interaction avec la

paroi [5]. Cette décomposition s’avère donc très pertinente pour décrire les champs acoustiques

en fluide thermovisqueux, car elle permet de ne conserver que la composante de la propagation

acoustique loin des parois et de décrire avec attention, en conservant les trois composantes, le

champ au voisinage des parois. Les couches limites thermique et visqueuse qui s’y développent

sont caractérisées respectivement par leurs épaisseurs δh et δν , qui sont définies par

δh =

√
2

|kh|
∼=
√

2λh

ωρ0Cp
, (1.9a)

δν =

√
2

|kv|
∼=
√

2µ

ωρ0
, (1.9b)

dont les dimensions sont très inférieures à la longueur d’onde Re (2π/ka).

Il convient ainsi de tenir compte de l’échelle du domaine étudié pour caractériser les phéno-

mènes de dissipation liés à la conduction thermique et à la viscosité du fluide. Schématiquement,

en espace infini, les effets thermique et visqueux du fluide s’expriment avec une bonne approxima-

tion et conjointement avec les phénomènes de relaxation moléculaire, par une expression complexe
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1.1 Équations fondamentales

du nombre des ondes propagatives [6]. Ce seul effet de volume n’est plus suffisant dans des espaces

de dimensions finies (typiquement lorsqu’au moins une longueur caractéristique se rapproche de

l’épaisseur des couches limites acoustiques), et peut même être négligeable devant les effets de

couches limites dans des espaces de très petites dimensions (le modèle analytique construit dans

les chapitres suivants pour l’étude de microphones fait partie de cette dernière catégorie). Pour ca-

ractériser précisément les phénomènes de dissipation liés aux effets thermovisqueux, des solutions

analytiques aux équations (1.2-1.4) associées aux conditions aux limites (présentées par la suite au

paragraphe iii) dans le cas de problèmes à géométrie simple (comme un tube de section circulaire,

rectangulaire ou encore triangulaire) ont été proposées (dont par exemple [5,7–9]). Pour ces mêmes

géométries simples et/ou lorsque le problème implique une géométrie plus compliquée, l’obtention

de solutions analytiques n’est parfois plus possible et l’utilisation de modèles numériques se ré-

vèle alors être particulièrement adaptée. Ainsi, la résolution directe (sur le volume fluide) par la

méthode des Éléments Finis [2–4, 10–16] du système d’équations (1.2-1.4) associé aux conditions

aux limites adaptées est une approche qui fournit de bons résultats. Cependant elle nécessite une

attention particulière en raison des échelles spatiales très différentes que présente le champ acous-

tique (c’est-à-dire en raison des forts gradients à l’intérieur des couches limites). Pour limiter le

nombre de degrés de liberté dans un tel modèle numérique, un maillage anisotrope à l’intérieur

des couches limites est rendu nécessaire. Une procédure de maillage adaptatif anisotrope peut

être avantageusement mise à profit pour obtenir un maillage adéquat [4], mais le coût de calcul

reste important, limitant l’utilisation de cette technique à l’étude de sous-systèmes relativement

simples, le plus souvent au moyen de calculs réalisés sur des maillages bi-dimensionnels [17].

Lorsque la géométrie de la frontière est suffisamment régulière et que le champ de pression

reste suffisamment proche de la configuration d’une onde plane au voisinage de la paroi, une autre

approche consiste à traduire les phénomènes dissipatifs thermiques et visqueux par une admit-

tance spécifique équivalente aux effets de couches limites [18]. Une expression analytique de cette

admittance spécifique est présentée dans la référence [6, chapitre 3] en fonction d’une informa-

tion traduisant l’angle d’incidence locale de l’onde plane, pour exprimer les effets de viscosité de

cisaillement. Cette approche peut être mise en œuvre pour la modélisation analytique, éventuelle-

ment associée à des développements modaux pour le champ, et peut également être utilisée pour

traduire les effets de couches limites dans des calculs numériques par la méthode des Éléments

de Frontière [19–22] et/ou par Éléments Finis, éventuellement par une procédure itérative pour

rendre compte précisément de l’incidence locale [2]. Dans le cas d’une géométrie plus compliquée,

ou d’une forme plus complexe du champ, cette approche peut être adaptée éventuellement au

moyen d’un calcul numérique spécifique au voisinage des parois [1].

ii Équations du mouvement et de la conduction thermique pour un solide défor-

mable

Dans le cadre de l’élasticité linéaire et considérant un solide isotrope et homogène (les grandeurs
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1. Étude de la diffusion thermique en parois minces : cas d’une membrane et d’une fibre

liées au solide sont indicées « w »), le champ de déplacement ~uw (~r, t) est régi par l’équation de

Navier :

ρ0∂
2
tt ~uw (~r, t) − E

2 (1 + ν) (1 − 2ν)

→

grad div ~uw (~r, t) − E

2 (1 + ν)
div

→

grad ~uw (~r, t) = fe, (1.10)

où E représente le module d’Young, ν le coefficient de poisson et fe une force extérieure par unité

de volume appliquée sur le solide.

L’écart instantané de température τw à l’intérieur du solide est régi par l’équation de conduction

de la chaleur (équation de Fourier)
(

∂

∂t
− ξw∆

)

τw = 0, (1.11)

où ξw = λw/ (ρwCw) représente la diffusivité thermique, λw, ρw et Cw étant respectivement le

coefficient de conductivité thermique, la masse volumique et la capacité thermique massique du

solide considéré.

La densité de flux de chaleur ~φw associée à l’écart instantané de température est donnée par

~φw = −λw

→

grad τw. (1.12)

À noter que le propos de ce chapitre se limite à l’étude des phénomènes thermiques. Par suite, le

champ de déplacement dans le solide n’est pas pris en considération (il est supposé nul) ; l’équation

1.10 n’est pas (directement) exploitée par la suite.

iii Conditions aux limites aux interfaces fluide-solide

Les conditions aux limites sont au nombre de quatre et correspondent chacune à une condition de

raccordement aux interfaces fluide-solide. Les deux premières conditions présentées ici raccordent

à l’interface les grandeurs mécaniques et correspondent respectivement à la continuité des vitesses

et à la continuité du vecteur contrainte à l’interface.

Lorsqu’une paroi est animée d’une vitesse ~vw = ∂t ~uw et que les particules de fluide ont une

vitesse ~v, leurs composantes normales et tangentielles respectives doivent s’égaler à l’interface

fluide-solide. Ainsi, la continuité des vitesses est appliquée à l’interface, soit

~v = ~vw. (1.13)

La seconde condition aux limites mécanique, la continuité de la contrainte normale (de direction

~n) à l’interface, est exprimée par

(−p+ (η − 2µ/3) div~v) ~n+ 2µ ν ~n = σw ~n, (1.14)

où [(η − 2µ/3) div~v) + 2µ ν] représente le tenseur des contraintes visqueuses dans le fluide,

ν le tenseur de taux de déformations dans le fluide exprimé par νij = 1/2[ ∂νi

∂xj
+

∂νj

∂xi
], p

l’écart instantané de pression, σw le tenseur des contraintes dans le solide exprimé par σwij
=

- 10 -



1.2 Champs thermiques aux interfaces fluide-solide

E
(1+ν)

(

εwij
+ ν

(1−2ν)εwkk
δij

)

, et εw le tenseur des déformations dans le solide exprimé par εwij
=

1/2[ ∂νi

∂xj
+

∂νj

∂xi
].

Les deux dernières conditions aux limites concernent les aspects thermiques à l’interface. Celles-

ci expriment d’une part la continuité des écarts instantanés de températures dans le fluide (τ) et

dans le solide (τw)

τ = τw, (1.15)

et d’autre part la continuité des flux de chaleur φ dans le fluide et φw dans le solide suivant la

normale à la paroi

~φ.~n = ~φw.~n. (1.16)

1.2 Champs thermiques aux interfaces fluide-solide

1.2.1 Description du problème

La description des phénomènes de l’acoustique en fluide thermovisqueux, sur la base des équa-

tions fondamentales (1.2-1.4), est ici reprise en se focalisant sur l’interaction thermique du fluide

avec une paroi. Lorsqu’une onde plane acoustique d’angle d’incidence θ interagit avec un mi-

lieu solide semi-infini (figure 1.1), en raison des processus de diffusion qui prennent naissance à

l’interface fluide-solide et qui participent à l’irréversibilité des phénomènes thermomécaniques,

l’onde réfléchie présente une amplitude inférieure à celle de l’onde incidente, du fait de la création

d’ondes de diffusion dans le fluide (dans les couches limites thermique et visqueuse, d’épaisseurs

respectives δh et δν) et dans le solide (onde de diffusion thermique).

y

xO

Fluide Thermovisqueux
(ρ0, λh, cp)

Mur rigide semi-infini
conducteur de la chaleur

(ρw, λw, cw)

Onde

acoustique

plane incidente

Onde de

diffusion

thermique

δv, δh

θ θ

Onde

acoustique

plane réfléchie

Figure 1.1 – Ondes planes incidente et réfléchie sur un mur semi-infini conducteur de la chaleur

Tout écart instantané de température d’une particule fluide, de faible capacité thermique (Cp)

et de faible conductivité thermique (λh), provoque par interaction avec une paroi solide de grande

diffusivité thermique ξw un flux thermique, tel que l’interface reste dans une condition « quasi

isotherme ».
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1. Étude de la diffusion thermique en parois minces : cas d’une membrane et d’une fibre

y

xOδh, δν

θ θ

Fluide Thermovisqueux,
domaine 1
(ρ0, λh, cp)

Mur rigide
conducteur de la chaleur

(ρw, λw, cw)

Onde

acoustique

plane incidente

Ondes de diffusion

thermique

Onde

acoustique

plane réfléchie

Fluide Thermovisqueux,
domaine 2
(ρ0, λh, cp)

Onde

acoustique

plane transmise

θ

Figure 1.2 – Ondes acoustique plane incidente, réfléchie et transmise sur un mur d’épaisseur finie

(une membrane)

Par contre, cette condition « quasi isotherme » à la frontière fluide-solide se trouve remise en

question dans le cas d’une paroi très mince, que ce soit une membrane ou encore une fibre, en

raison de sa capacité calorifique limitée. En outre, dans le cas de la configuration présentée sur

la figure 1.2 (cas d’une membrane), les transferts thermiques (ondes de diffusion aller et retour)

à l’intérieur de la paroi impliquent l’existence d’une composante acoustique transmise dans le

domaine fluide 2. Il convient de préciser que cette notion d’onde transmise concerne uniquement

la transparence de la paroi du fait de sa diffusivité thermique, c’est-à-dire que le comportement

mécanique de la paroi est écarté du problème, ignorant ainsi l’onde transmise du fait de son

mouvement de flexion (dont l’amplitude est considérablement plus importante que celle de l’onde

transmise par diffusion thermique).

L’objectif de ce chapitre étant d’étudier l’effet des transferts thermiques en fines parois (rigides

et au repos) et de mettre à l’épreuve la condition « quasi isotherme » d’une paroi solide au contact

d’un gaz comme l’air, deux configurations particulièrement simples sont considérées, permettant

ainsi d’obtenir des solutions analytiques au système d’équations composé des équations couplées

(1.7a-1.7b), de la conduction de la chaleur dans le solide (1.11), du flux de chaleur associé (1.12)

et des conditions aux limites (1.13) et (1.15-1.16). Afin de se focaliser sur les effets purement

thermiques, le mouvement particulaire est ici choisi normal à l’interface solide-fluide, c’est-à-

dire que le champ n’a qu’une composante divergente, le mouvement de cisaillement associé à

la viscosité (indépendant des effets thermiques), généralement du même ordre de grandeur que

les effets thermiques, n’est pas pris en compte ci-dessous dans les paragraphes 1.2.2 et 1.2.3.

La première configuration considérée implique une surface plane, une membrane, et la seconde

implique une surface cylindrique, une fibre (paragraphe 1.2.3).
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1.2 Champs thermiques aux interfaces fluide-solide

1.2.2 Cas d’une paroi à géométrie plane : une membrane

La première configuration considérée est une membrane d’épaisseur e (représentée sur la fi-

gure 1.3 par un mur conducteur de la chaleur) supposée parfaitement rigide et au repos. Le

système de coordonnées cartésiennes (x,y,z) utilisé prend son origine sur l’interface supérieure

de la membrane et l’axe Oy est dirigé entrant dans le domaine fluide 1 comme indiqué sur la

figure 1.3. L’interaction de cette onde incidente avec la paroi rigide se traduit d’une part dans le

domaine fluide 1 (y > 0) par la création d’une onde plane de diffusion entropique (qui est confinée

au voisinage de la paroi) et d’une onde plane acoustique réfléchie, et d’autre part dans le solide

(0 > y > −e) par la création d’une onde de diffusion qui se propage vers l’interface de la membrane

située en y = −e, où les processus entropiques donnent naissance à une onde plane transmise qui

se propage dans le domaine fluide 2 (y < −e) le long de l’axe Oy dans le sens négatif.

y

Mur rigide
conducteur de la chaleur

(ρw, λw, cw)

Ondes de

diffusion

thermique

δh

δh

O

e

x

Onde

acoustique

plane transmise

Onde

acoustique

plane réfléchie

Onde

acoustique

plane incidente

Fluide Thermovisqueux,
domaine 1
(ρ0, λh, cp)

Fluide Thermovisqueux,
domaine 2
(ρ0, λ, cp)

Figure 1.3 – Ondes acoustique plane incidente, réfléchie et transmise sur un mur d’épaisseur finie

(une membrane)

Le mouvement particulaire des ondes planes dans les deux domaines fluide étant normal à la

paroi et considéré indépendant des coordonnées x et z (l’axe z étant perpendiculaire au plan xOy),

les champs sont fonction de la seule coordonnée y ; ainsi, compte tenu de la convention eiωt, les

variables de vitesse particulaire (1.1a) et de température (1.1d) prennent respectivement la forme

suivante

V (y, t) = Vy(y) eiωt, (1.17a)

T (y, t) = T0 + τy(y) eiωt, (1.17b)
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1. Étude de la diffusion thermique en parois minces : cas d’une membrane et d’une fibre

et le système d’équations (1.7a-1.7b) peut s’écrire

ω2Vy(y) +

(

c2
0

γ
+ iωc0ℓv

)

∂2
yyVy(y) − iω

β̂

ρ0
∂yτy(y) = 0, (1.18a)

iωτy(y) − γℓhc0 ∂
2
yyτy(y) +

γ − 1

γβ̂
ρ0c

2
0 ∂yVy(y) = 0. (1.18b)

Les formes de solutions de ce système d’équations couplées (1.18a-1.18b) sont, quel que soit le

domaine fluide considéré (les exposants « 1 » et « 2 » font respectivement référence aux domaines

fluide 1 et 2), données par

V 1,2
y (y) = ika

(

C1,2
a+e

ikay − C1,2
a−e

−ikay
)

+ikh

(

C1,2
h+e

ikhy − C1,2
h−e

−ikhy
)

, (1.19a)

τ1,2
y (y) = C1

(

C1,2
h+e

ikhy + C1,2
h−e

−ikhy
)

+C2

(

C1,2
a+e

ikay + C1,2
a−e

−ikay
)

, (1.19b)

où C1,2
a+ , C1,2

a− , C1,2
h+ et C1,2

h− sont des constantes d’intégration représentant l’amplitude des ondes

acoustique (termes indicés « a ») et entropique (termes indicés « h ») qui se propagent suivant

l’axe Oy dans le sens croissant (termes indicés « − ») et décroissant (termes indicés « + »), les

termes C1 et C2 étant donnés par

C1 =

H+G
2Q

+ ω2

D
, C2 =

H−G
2Q

+ ω2

D
, (1.20a)

avec

B =
c2

0

γ
+ iωc0lv, D = iω

β̂

ρ0
, (1.21a)

Q = −γlhc0, R = −γ − 1

γβ̂
ρ0c

2
0, (1.21b)

H = DR− ω2Q− iωB, G =
√

H2 − 4iω3BQ, (1.21c)

et où les nombres d’onde associés aux mouvements acoustique (ka) et entropique (kh) sont donnés

par

ika =

√

H −G

2BQ
, (1.22a)

ikh =

√

H +G

2BQ
. (1.22b)

Dans le domaine fluide 1, l’amplitude C1
a+ de l’onde acoustique plane incidente est choisie égale

à l’unité et l’amplitude C1
h+ de l’onde entropique incidente est supposée nulle (car négligeable en

regard de celle de l’onde acoustique). L’onde plane réfléchie est composée d’une onde acoustique et

d’une onde entropique, respectivement d’amplitudes C1
a− (correspondant au coefficient de réflexion

en amplitude de l’onde acoustique) et C1
h−. Dans le domaine fluide 2, dans la mesure où aucune
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1.2 Champs thermiques aux interfaces fluide-solide

onde incidente n’est considérée, les amplitudes C2
a− et C2

h− des ondes respectivement acoustique

et entropique sont nulles. L’onde transmise est composée d’une onde acoustique d’amplitude C2
a+

(correspondant au coefficient de transmission en amplitude de l’onde acoustique) et d’une onde

entropique d’amplitude C2
h+.

Dans le solide, l’écart instantané de température, solution de l’équation de la chaleur (1.11),

est donné par

τw (y) = τw1
cos (kwy) + τw2

sin (kwy)) , (1.23)

où τw1
et τw2

sont des constantes d’intégration, kw =
√

−iω/ξw le nombre d’onde de diffusion

thermique et ξw = λw/ (ρwCw) la diffusivité thermique du solide.

Les conditions aux limites (1.13) et (1.15-1.16) appliquées aux interfaces fluide-solide situées en

(y = 0) et en (y = −e), impliquant (i) que la vitesse particulaire s’annule aux interfaces [V 1
y (0) = 0

et V 2
y (−e) = 0], (ii) la continuité de température interfaces [τ1

y (0) = τw (0) et τw (−e) = τ2
y (−e)]

et (iii) la continuité du flux de chaleur [λh∂yΦ1 (0) = λw∂yΦw (0) et λw∂yΦw (−e) = λh∂yΦ2 (0)],

mènent aux expressions :

C1
a− =

C1NaL cos (kwe) +
[

L2 −M2
(

1 + NhC2

M

)]

sin (kwe)

2LM cos (kwe) + (L2 −M2) sin (kwe)
, (1.24a)

C1
h− =

−C2Na (L cos (kwe) −M sin (kwe))

2LM cos (kwe) + (L2 −M2) sin (kwe)
, (1.24b)

respectivement pour les amplitudes des ondes acoustique et entropique réfléchies dans le domaine

fluide 1, et aux expressions suivantes pour les amplitudes des ondes acoustique et entropique

transmises dans le domaine fluide 2

C2
a+ =

−C2NhLe
ikae

2LM cos (kwe) + (L2 −M2) sin (kwe)
, (1.25a)

C2
h+ =

C2NaLe
ikhe

2LM cos (kwe) + (L2 −M2) sin (kwe)
, (1.25b)

avec

Na = 2Λkwika, (1.26a)

Nh = 2Λkwikh, (1.26b)

L = −khka (C1 − C2) , (1.26c)

M = 1/2 (NaC1 −NhC2) , (1.26d)

où Λ = λw/λh.

La figure 1.4, qui représente le module du coefficient de transmission en amplitude de l’onde

acoustique transmise dans le domaine fluide 2 (de l’air) en fonction de l’épaisseur de la membrane

(en verre) et en fonction de la fréquence, illustre la transparence de la paroi du fait de sa diffusivité

thermique. Il apparaît que l’amplitude de l’onde transmise est tout à fait négligeable : le maximum

d’amplitude de l’onde transmise, de l’ordre de 10−5, est obtenu pour les épaisseurs les plus minces

et pour les plus hautes fréquences.
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1. Étude de la diffusion thermique en parois minces : cas d’une membrane et d’une fibre
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Figure 1.4 – Module du coefficient de transmission acoustique en fonction de la fréquence et de

l’épaisseur de la membrane (le fluide étant de l’air et la membrane étant en verre)

1.2.3 Cas d’une paroi à géométrie cylindrique : une fibre

La seconde configuration considérée est une fibre de rayonR1 conductrice de la chaleur, supposée

parfaitement rigide et au repos, entourée d’un fluide thermovisqueux. Le système de coordonnées

cylindrique (r,θ,z) prend son origine au centre de la fibre (noté O) comme indiqué sur la figure 1.5.

r

R1

O θ

δh

Fluide Thermovisqueux
(ρ0, λh, cp)

Onde acoustique

cylindrique incidente

Onde acoustique

cylindrique

réfléchie

Fibre rigide conductrice
de la chaleur
(ρw, λw, cw)

Onde de diffusion

thermique

Figure 1.5 – Ondes cylindriques incidente et réfléchie sur une fibre de rayon R1

Le modèle développé ci-dessous est construit dans l’hypothèse d’un champ parfaitement cylin-

drique. Dans cette configuration, qui est en pratique assez atypique, les conclusions tirées sur les

effets thermiques liés à l’acoustique peuvent être étendues aux configurations pour lesquelles la

longueur d’onde acoustique est grande devant le diamètre de la fibre, autour de laquelle les champs
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1.2 Champs thermiques aux interfaces fluide-solide

de pression, de masse volumique et de température sont sensiblement uniformes. † Ainsi, le champ

cylindrique est ici supposé uniforme suivant la variable θ, et peut être traduit par la somme d’une

onde incidente et réfléchie dans la direction radiale. L’interaction des ondes cylindriques incidentes

et la paroi (située en r = R1) se traduit à la fois par la création d’une onde cylindrique réfléchie,

composée d’une onde acoustique et d’une onde entropique, et par une onde de diffusion thermique

à l’intérieur de la fibre.

Dans le fluide, compte tenu de la symétrie du problème, le champ étant considéré indépendant

des variables z et θ, les variables de vitesse particulaire (1.1a) et de température (1.1d) s’écrivent,

V (r, t) = Vr(r) eiωt, (1.27a)

T (r, t) = T0 + τr(r) eiωt, (1.27b)

et le système d’équations (1.7a-1.7b) devient

ω2Vr(r) +

(

c2
0

γ
+ iωc0ℓv

)

(

∂2
rr +

1

r
∂r − 1

r2

)

Vr(r) − iω
β̂

ρ0
∂rτr(r) = 0, (1.28a)

iωτr(r) − γℓhc0

(

∂2
rr +

1

r
∂r

)

τr(r) +
γ − 1

γβ̂
ρ0c

2
0

(

∂r +
1

r

)

Vr(r) = 0. (1.28b)

Les solutions de ce système d’équations couplées prennent la forme

Vr (r) = K1

(

Ca+H
(1)
1 (kar) + Ca−H

(2)
1 (kar)

)

+ K2

(

Ch+H
(1)
1 (khr) + Ch−H

(2)
1 (khr)

)

, (1.29)

et

τr (r) = Ca+H
(1)
0 (kar) + Ca−H

(2)
0 (kar)

+ Ch+H
(1)
0 (khr) + Ch−H

(2)
0 (khr) , (1.30)

où H(1)
0 et H(2)

0 sont les fonctions de Hankel d’ordre zéro, respectivement du premier et du second

type, et où Ca+, Ca−, Ch+ et Ch− sont des constantes d’intégration représentant les amplitudes

des ondes acoustique (termes indicés « a ») et entropique (termes indicés « h ») qui se propagent

dans la direction radiale r dans le sens croissant (termes indicés « − ») et décroissant (termes

indicés « + »). Les termes K1 et K2 sont donnés par

K1 =
H−G

2B
+ iω

kaR
, (1.31a)

K2 =
H+G

2B
+ iω

khR
, (1.31b)

en utilisant les notations (1.21a-1.21c) pour les termes B, G, H, et R, les nombres d’onde associés

aux mouvements acoustique (ka) et entropique (kh) étant donnés respectivement par les équations

(1.22a) et (1.22b).

†. Il est clair que pour une excitation du fluide différente de celle considérée ici, les effets de diffraction affecte-

raient la propagation acoustique dès lors que le diamètre de la fibre cesse d’être très inférieur à la longueur d’onde

λ = c0/f .
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1. Étude de la diffusion thermique en parois minces : cas d’une membrane et d’une fibre

Dans le fluide (R1 < r), l’amplitude Ca+ de l’onde acoustique cylindrique incidente est choisie

égale à l’unité et l’amplitude Ch+ de l’onde entropique incidente est supposée nulle. L’onde cylin-

drique réfléchie est composée d’une acoustique d’amplitude Ca− (correspondant au coefficient de

réflexion en amplitude de l’onde acoustique) et d’une onde entropique d’amplitude Ch−.

Dans le solide (0 < r < R1), considérant la géométrie du système et le fait que la température

au centre de la fibre est d’amplitude finie (condition de Neumann ∂rτr(0) = 0), l’amplitude τw(r)

de l’écart instantané de température, solution de (1.11) est donnée par

τw (r) = AwJ0 (kwr) , (1.32)

où Aw est une constante d’intégration et kw =
√

iω/ξw le nombre d’onde de diffusion dans le

solide.

L’écriture des conditions aux frontières (1.13) et (1.15-1.16) à l’interface fluide-solide située en

(r = R1), conditions qui impliquent (i) que la vitesse particulaire est nulle sur la paroi [Vr(R1) = 0],

(ii) la continuité de l’écart instantané de température [τr(R1) = τw(R1)] et (iii) la continuité du

flux de chaleur [λh∂rτr (R1) = λw∂rτw (R1)], mène aux expressions suivantes des amplitudes des

ondes acoustique et entropique réfléchies :

Ca− =
P

(1)
a1 H

(2)
0 (khR1) − P

(2)
h1 H

(1)
0 (kaR1) + PhaH

(1)
1 (kaR1)

P
(2)
h1 H

(2)
0 (kaR1) − P

(2)
a1 H

(2)
0 (khR1) + PhaH

(2)
1 (kaR1)

, (1.33)

Ch− =
P

(2)
a1 H

(1)
0 (kaR1) − P

(2)
a0 H

(1)
1 (kaR1)

P
(2)
h1 H

(2)
0 (kaR1) − P

(2)
a1 H

(2)
0 (khR1) + PhaH

(2)
1 (kaR1)

, (1.34)

avec

P (α)
aν = ΛkwJ1(kwR1)H(α)

ν (kaR1)K2, (1.35)

P
(α)
hν = ΛkwJ1(kwR1)H(α)

ν (khR1)K1, (1.36)

Pha = J0(kwR1)H
(2)
1 (khR1) (K2kh −K1ka) , (1.37)

où α désigne le type de la fonction de Hankel (α = 1 ou 2) et ν son ordre (ν = 0 à 2).

Dans le paragraphe suivant, le champ représenté par cette solution analytique et les phénomènes

physiques qui y sont associés sont analysés et comparés aux résultats obtenus pour la géométrie

plane.

1.3 Effets thermiques aux interfaces fluide-solide : résultats pour

une membrane et une fibre

Les effets thermiques au voisinage de l’interface sont analysés pour les deux configurations

considérées aux paragraphes précédents au moyen de deux paramètres sans dimension : le premier,

le coefficient polytropique, permet de décrire l’état thermodynamique local du fluide en fonction de

la distance à la paroi, rendant ainsi compte à la fois de l’effet local des couches limites thermiques et
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1.3 Effets thermiques aux interfaces fluide-solide : résultats pour une membrane et une fibre

de la condition thermique sur la frontière ; le second paramètre, l’admittance spécifique équivalente

de la paroi (dont il a été fait mention au paragraphe 1.1), permet de traduire d’une manière

« globale » l’effet des couches limites thermiques sur le champ acoustique en dehors des couches

limites.

Propriétés Verre Air (à 21 ◦C) Unités

ρ0 2500 1.2 kg.m−3

λh 1 0.024 W.m−1.K−1

Cw 720 / J.kg−1.K−1

Cp / 1.01 103 J.kg−1.K−1

γ = Cp/Cv / 1.405 /

β̂ / 347 Pa.K−1

µ / 1.69 10−5 Pa.s

c0 / 344 m.s−1

Tableau 1.1 – Propriétés physiques utilisées pour le solide et le fluide

Les résultats présentés ici sont obtenus, pour chaque configuration, en considérant de l’air et des

parois en verre (choix arbitraire) de différentes longueurs caractéristiques (épaisseurs ou rayons

suivant le type de géométrie considérée) dont les propriétés sont données dans le tableau 1.1.

1.3.1 Coefficient polytropique

La transformation thermodynamique réelle d’un fluide est intermédiaire entre une transfor-

mation quasi adiabatique (en dehors des couches limites thermiques) et quasi isotherme (sur

les parois). Entre ces deux cas limites la transformation thermodynamique est polytropique. Le

coefficient de compressibilité du fluide, ici fonction de la coordonnée spatiale (~r), rend compte

de la nature de l’état thermodynamique du fluide. Dans le cadre de l’approximation linéaire, ce

coefficient de compressibilité prend la forme suivante

χ
l
(~r) =

1

ρ0

ρ′(~r)

p(~r)
. (1.38)

Le comportement du fluide est dans la suite exprimé à partir de la fonction

n(~r) =
χ

T

χ
l(~r)

= ρ0χT

p(~r)

ρ′(~r)
, (1.39)

appelée coefficient polytropique local, par référence à la transformation polytropique en thermo-

dynamique

P = Cρn,

qui prend la forme, dans le cadre de l’approximation acoustique linéaire,

P0 + p =
1

ρ0χT

(

ρ0 + nρ′
)

, soit p =
n

ρ0χT

ρ′,

P0 + p = C
(

ρ0 + nρ′
)

, soit p = nCρ′ avec C = 1/ρ0χT
.
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1. Étude de la diffusion thermique en parois minces : cas d’une membrane et d’une fibre

La figure 1.6 représente les parties réelle (en haut) et imaginaire (en bas) du coefficient poly-

tropique en fonction de la distance à la paroi (exprimée en épaisseur de couche limite thermique

δh). Le coefficient est ici calculé dans l’air à une fréquence de 10 kHz pour les deux types de paroi

considérés (membrane et fibre) en considérant des épaisseurs (membrane) et des rayons (fibre) de

mêmes longueurs caractéristiques.
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Figure 1.6 – Partie réelle (en haut) et partie imaginaire (en bas) du coefficient polytropique n

dans l’air en fonction de la distance à la paroi (exprimée en épaisseur de couche limite δh) pour

(a) une membrane et (b) une fibre de différentes longueurs caractéristiques à la fréquence de 10

000 Hz

Dans le cas d’une membrane en verre (à gauche), il apparaît que l’épaisseur n’a (pratiquement)

aucune incidence sur la valeur du coefficient polytropique et que la condition thermique à l’inter-

face reste isotherme, indiquant que la membrane est suffisamment épaisse et qu’elle présente une

capacité thermique suffisante pour emmagasiner le flux thermique près de l’interface. L’allure des

courbes représentant la partie réelle du coefficient n traduit la transition entre les conditions iso-

therme et adiabatique avec un dépassement de la valeur (γ = 1.4) situé à environ deux épaisseurs

de couches limites thermiques. Un tel comportement est fréquent pour les effets diffusifs, comme

par exemple le maximum de vitesse de cisaillement observé en couche limite visqueuse. La valeur

de la partie imaginaire du coefficient polytropique traduit le déphasage entre les écarts instanta-

nés de pression et de masse volumique : ce déphasage entre une excitation (ici l’écart instantané

de pression) et la réponse d’un système (ici l’écart instantané de masse volumique) localise les

phénomènes dissipatifs à une distance d’environ une épaisseur de couche limite thermique. Dans

le cas d’une fibre de verre (à droite), le comportement est globalement similaire à celui observé

dans le cas de la membrane, à ceci prêt que l’extrémum de la partie réelle du coefficient n est
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1.3 Effets thermiques aux interfaces fluide-solide : résultats pour une membrane et une fibre

atténué avec une diminution des rayons de la fibre et que l’importance des phénomènes dissipatifs

s’en trouve réduite.

0 2 4 6 8
1

1.2

1.4

R
e

(n
)

Membrane

e=1 mm

e=10 µm

e=3 µm

e=0.5 µm

0 2 4 6 8
−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

(a)

Im
(n

)

e=1 mm

e=10 µm

e=3 µm

e=0.5 µm

δ
h

δ
h

δ
h

δ
h

δ
h

δ
h

δ
h

δ
h

0 2 4 6 8
1

1.2

1.4

R
e

(n
)

Fibre

R
1
=1 mm

R
1
=10 µm

R
1
=3 µm

R
1
=0.5 µm

0 2 4 6 8
−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

(b)

Im
(n

)

R
1
=1 mm

R
1
=10 µm

R
1
=3 µm

R
1
=0.5 µm

δ
h

δ
h

δ
h

δ
h

δ
h

δ
h

δ
h

δ
h

Figure 1.7 – Partie réelle (en haut) et partie imaginaire (en bas) du coefficient polytropique n dans

l’air en fonction de la distance à la paroi (exprimée en épaisseur de couche limite thermique δh)

pour (a) une membrane et (b) une fibre de différentes longueurs caractéristiques à une fréquence

de 10 Hz

Sur la figure 1.7 sont représentées les parties réelle (en haut) et imaginaire (en bas) du coeffi-

cient polytropique en fonction de la distance à la paroi (exprimée en épaisseur de couche limite

thermique δh). Le coefficient est ici calculé dans l’air pour plusieurs épaisseurs de membranes et

plusieurs rayons de fibres à la fréquence de 10 Hz.

Dans le cas de la membrane (à gauche), la valeur du coefficient polytropique ne varie que

très faiblement en fonction de l’épaisseur. Ainsi, en pratique, et quelle que soit l’épaisseur de la

membrane considérée, la condition isotherme à l’interface fluide-solide peut être appliquée. En

revanche, dans le cas de la fibre, la valeur du coefficient n varie de manière très significative

en fonction de son rayon : la condition isotherme est valide sur la paroi pour de larges rayons

de fibre, tandis que dans le cas de faibles rayons (de l’ordre de quelques micromètres) la fibre

suit la température du fluide et la propagation acoustique s’effectue dans des conditions quasi

adiabatiques. Il apparaît également que la condition thermique sur la fibre s’écarte de la condition

« isotherme » lorsque son rayon atteint approximativement l’épaisseur de couche limite thermique

dans l’air.
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1. Étude de la diffusion thermique en parois minces : cas d’une membrane et d’une fibre

1.3.2 Admittance spécifique équivalente de paroi

L’admittance spécifique équivalente β de la paroi, lorsque celle-ci est immobile, est définie par

la relation (à l’interface fluide-solide)

β = ρ0c0
~va.~n
p

∣

∣

∣

∣

Interface

, (1.40)

où ~va est la vitesse particulaire acoustique, ~n la normale à l’interface (orientée sortant du domaine

fluide 1), et où le produit ρ0c0 représente l’impédance caractéristique du milieu de propagation.

Cette admittance permet de traduire les phénomènes de dissipation et de retard à la réflexion liés

à la viscosité et à la conduction thermique qui ont lieu au voisinage de la paroi par une condition

aux frontières mixte pour le champ de pression

∂np+ ik0βp = 0, (1.41)

où k0 = ω/c0 et ∂np étant la dérivé de l’écart instantané de pression par rapport à la normale à

la paroi.

Dans les deux configurations présentées aux paragraphes 1.2.2 et 1.2.3, l’onde incidente étant

localement normale à l’interface et la paroi étant au repos et parfaitement rigide (~v = ~va + ~vh = 0

à l’interface fluide-solide), l’expression (1.40) peut s’écrire, compte tenu des formes de solutions

1.8,

β = ρ0c0
(−vh)

p

∣

∣

∣

∣

Interface

, (1.42)

où vh représente le champ entropique de la vitesse particulaire. L’admittance spécifique de la paroi

s’exprime également en fonction du coefficient de réflexion en amplitude des ondes acoustiques Ra,

soit ici :

β =
1 −Ra

1 +Ra
. (1.43)

La figure 1.8 représente le module (en haut) et la phase (en bas) de l’admittance spécifique

équivalente β en fonction de la fréquence.

Pour chaque configuration, le module de l’admittance spécifique montre que l’importance des

phénomènes dissipatifs à l’intérieur des couches limites thermiques augmente avec la fréquence.

Dans le cas de la membrane (à gauche), quelle que soit l’épaisseur considérée, le module de β est

très faible, ne varie que très peu en fonction de l’épaisseur e, et la phase reste très proche de π/4

(déphasage entre l’écart instantané de pression et la vitesse particulaire) ce qui est typique des

processus de diffusion. Dans le cas de la fibre (à droite), le module comme la phase de l’admittance

spécifique présentent de fortes variations, montrant (par contraste avec la membrane) que l’im-

portance des phénomènes dissipatifs à l’intérieur des couches limites thermiques est fortement liée

à la dimension caractéristique de la fibre : aux basses fréquences, le faible module de β montre que

les couches limites thermiques ont un effet négligeable quel que soit le rayon R1 ; pour un rayon

de l’ordre du micromètre, la phase est proche de π/2, déphasage pour lequel l’écart instantané de

pression et la vitesse particulaire sont en quadrature de phase, ce qui correspond à la propagation
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Figure 1.8 – Module (en haut) et phase (en bas) de l’admittance spécifique équivalente β en

fonction de la fréquence pour (a) une membrane et (b) une fibre pour le couple fluide-solide

’air-verre’

d’ondes acoustiques dans des conditions quasi adiabatiques (voir figure 1.7 pour les petits rayons

de fibres). La fibre est alors « thermiquement » transparente au passage d’une onde acoustique ; en

revanche, en hautes fréquences et pour un large rayon, le module de l’admittance devient impor-

tant. Ce phénomène peut être interprété par le fait que le volume occupé par les couches limites

thermiques augmente en proportion du carré du rayon de la fibre, ce qui par conséquent donne

de l’importance aux phénomènes dissipatifs à l’intérieur des couches limites thermiques.

Conclusion

Après le rappel des équations fondamentales de l’acoustique en fluide thermovisqueux, dont

les solutions font apparaître les champs acoustique, entropique et tourbillonnaire usuels, les in-

teractions thermiques entre le fluide en contact avec une paroi solide plane (une membrane) ou

cylindrique (une fibre) sont analysées en détails. De manière à se focaliser sur les seuls effets

thermiques, un champ acoustique normal à l’interface est considéré pour éviter tout effet lié à la

viscosité de cisaillement (indépendant des effets thermiques) et la paroi est considérée au repos.

Ainsi, le modèle analytique [composé du système d’équations couplées (1.7a-1.7b) régissant l’écart

instantané de température et la vitesse particulaire dans le fluide, de l’équation de conduction de

la chaleur dans le solide (1.11) ainsi que des conditions aux frontières (1.13) et (1.15-1.16) à l’in-

terface fluide-solide], est appliqué successivement aux deux types de paroi (paragraphes 1.2.2 et

1.2.3). La condition thermodynamique locale du fluide et l’effet « global » des couches limites
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1. Étude de la diffusion thermique en parois minces : cas d’une membrane et d’une fibre

thermiques sont analysés au moyen du coefficient polytropique local (exprimé en fonction de la

distance à la paroi) et de l’admittance spécifique équivalente de la paroi (exprimée en fonction de

la fréquence).

Il vient au terme de cette étude que (i) la transition entre la condition quasi isotherme en

surface et quasi adiabatique au sein du volume fluide s’opère suivant la normale à la paroi sur

une distance de l’ordre de deux épaisseurs de couche limite thermique, (ii) la condition usuelle

« isotherme » à l’interface entre un fluide (comme l’air) et une paroi solide (comme du verre)

constitue une excellente approximation pour la condition à la limite thermique d’une membrane

(y compris pour des épaisseurs de l’ordre du micromètre et quelle que soit la fréquence considérée),

(iii) dans le cas de fibres la condition isotherme n’est plus valide pour des rayons inférieurs aux

épaisseurs de couches limites thermiques et, pour des rayons de l’ordre de quelques micromètres,

la condition thermique en surface peut s’écarter sensiblement de cette condition (en particulier

aux fréquences les plus basses) en raison de sa faible inertie thermique.

La traduction des effets de couche limite thermique en termes d’admittance spécifique équiva-

lente manifeste également une différence sensible de comportement entre une membrane (structure

bidimensionnelle) et une fibre (structure monodimensionnelle). Les résultats obtenus pour diffé-

rentes longueurs caractéristiques (épaisseurs ou rayons) montrent que l’admittance équivalente de

couches limites thermiques reste très faible dans le cas d’une membrane, alors que les variations

du module et de phase de l’admittance dans le cas d’une fibre sont nettement plus importantes.

Ainsi, dans le chapitre suivant, dont l’objet consiste à poser le problème fondamental de la

modélisation analytique d’un microphone capacitif, la condition « isotherme » peut être appliquée

sur la membrane à l’interface fluide-solide.
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Chapitre 2

Modélisation analytique d’un microphone

capacitif : problème fondamental

Le microphone électrostatique † est un transducteur réciproque (utilisé aussi bien en émetteur

qu’en récepteur) qui, de par sa bonne sensibilité, sa fiabilité, sa large bande passante et sa tenue

dans le temps, est un microphone de mesure (voire un émetteur) performant, et par conséquent

très usité dans les laboratoires. Initialement prévu par les constructeurs pour effectuer des me-

sures dans l’air à pression atmosphérique, à température ambiante et dans la gamme de fréquences

audibles, il est aujourd’hui utilisé dans d’autres conditions, et doit répondre à des exigences nou-

velles, notamment dans le domaine de la métrologie [23–31].C’est ainsi que la miniaturisation de

ces transducteurs, la demande toujours accrue de précision, ainsi que les exigences en terme de

fréquences d’utilisation (du continu jusqu’à 100 kHz), en termes de pressions et de températures

statiques variées, comme en terme de comportement en fluides divers [32–34], nécessitent de carac-

tériser finement ces microphones, et en conséquence de mettre en œuvre une modélisation adaptée

à ces (nouveaux) besoins. La modélisation analytique présentée dans la suite de ce manuscrit a

fait l’objet d’une publication dans le Journal of the Acoustical Society of America [35]).

2.1 Description du problème

La figure 2.1 représente une vue en trois dimensions (à gauche) et un schéma (à droite) de

l’intérieur d’une capsule microphonique sur lesquels sont indiqués les différents « domaines » que

composent un transducteur électrostatique : la membrane, la lame de fluide inter-électrodes (ou

l’entrefer), l’électrode arrière, les orifices et la fente périphérique de l’électrode arrière, et la cavité

arrière. La complexité du problème analytique à poser et à résoudre réside dans l’architecture

même du microphone et dans les divers couplages régnant entre ces domaines : le déplacement ξ

de la membrane (cf. figure 2.2) est couplé à la fois au champ de pression pav à l’avant du diaphragme

†. L’annexe A donne quelques généralités sur ce type de transducteur.
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2. Modélisation analytique d’un microphone capacitif : problème fondamental

et au champ de pression p dans l’entrefer, qui est lui-même couplé au champ de pression p
C

dans

la cavité arrière par l’intermédiaire des débits U1,ν0
de chaque orifice de l’électrode arrière (l’indice

ν0 désigne l’un des n0 orifices) et du débit U (θ) de la fente périphérique.

Membrane

Espace inter-électrode

Orifice

Fente annulaire

Cavité arrière

Électrode arrière

Figure 2.1 – Représentation 3D (à gauche) (d’après [36]) et schématique (à droite) de l’intérieur

d’un microphone électrostatique

r

z

θ

2π
n0

r1

0

−ε

ξ(r, θ)

U(θ)
U1,ν0

Vc

pav p(r, θ)

pC

a

r2
∼= a

U(θ)

U1,ν0

Figure 2.2 – Schéma d’un microphone électrostatique : notations utilisées

Le premier transducteur électrostatique a été réalisé en 1917 par Edward C. Wente [37–39]. Des

modèles analytiques de microphones capacitifs ont dès lors été publiés. Dans les références [40–47]

les auteurs décrivent le couplage du mouvement de la membrane avec le fluide situé dans l’en-

trefer sous diverses hypothèses sur le comportement thermodynamique. Dans la référence [48]

Allan J. Zuckerwar propose une modélisation analytique, qui tient compte à la fois du couplage

« membrane-couche de fluide », des effets visqueux dans la couche de fluide et dans les ouver-
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2.1 Description du problème

tures de l’électrode arrière, et également du couplage avec la cavité arrière par les orifices et la

fente périphérique. Cette modélisation, qui a fait référence à l’époque, mène à l’expression de la

valeur moyenne du champ de déplacement de la membrane, permettant d’une part de calculer la

sensibilité en fonction de la fréquence dans le domaine de l’audible, et d’autre part d’exprimer

l’impédance d’entrée du microphone et de la représenter sous la forme d’un schéma électrique

équivalent, schéma qui a pour intérêt de faciliter la modélisation et l’optimisation du comporte-

ment de ce type de microphone. Des travaux analytiques plus récents ont essentiellement trait à

(i) la modélisation des phénomènes thermovisqueux en fluide réel [5,49,50], (ii) la caractérisation

de l’impédance d’entrée du microphone obtenue par des modèles à constantes localisées [51–56],

(iii) l’usage d’une théorie modale dans la modélisation analytique d’un microphone capacitif mais

où la viscosité du fluide n’est pas prise en compte [57, 58], (iv) l’analyse de l’amortissement vis-

queux et/ou de la forme, du nombre et de l’emplacement des orifices de l’électrode arrière sur

les performances du microphone [59–64], (v) la forme de l’électrode arrière [65–67], ou encore

(vi) l’analyse du bruit mécano-thermique du microphone [68–76].

Des résultats de mesure de champ de déplacement de la membrane de plusieurs microphones par

vibrométrie laser à balayage [77,78] font apparaître à des fréquences particulières (situées au-delà

de la bande passante fournie par le constructeur, c’est-à-dire au-delà de 20 kHz) des déformées

de la membrane portant la marque très nette de la présence des orifices de l’électrode arrière

(figure 2.3). Malgré l’intérêt porté de longue date à la modélisation de ces transducteurs, un tel

comportement n’a jamais fait l’objet d’une interprétation analytique, du fait vraisemblablement

de sa complexité en regard des besoins du moment.

Figure 2.3 – Champ de déplacement de la membrane d’un microphone électrostatique ½ pouce

mesuré à 57 kHz par vibrométrie laser à balayage
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2. Modélisation analytique d’un microphone capacitif : problème fondamental

La modélisation analytique présentée ici s’attache en particulier à l’interprétation de ces dé-

formées. Elle repose sur les choix retenus pour la description de l’effet des orifices de l’électrode

arrière et de sa fente périphérique sur le champ de déplacement de la membrane, tant en terme

d’amortissement thermovisqueux qu’en terme de couplage du champ de déplacement de la mem-

brane et du champ de pression dans l’entrefer avec le champ de pression dans la cavité arrière.

L’objet de ce chapitre 2 est de poser le problème fondamental, en établissant les équations pour

les différents domaines qu’il comporte, et, parallèlement, de mettre en évidence son apport en

regard des modèles existants [48,54].

2.2 Mouvement de la membrane

Le système de coordonnées cylindriques (r, θ, z) utilisé prend son origine au centre O de la

membrane comme indiqué sur la figure 2.4. La membrane de rayon a, de tension mécanique T et

de masse surfacique Ms, est appuyée sur sa périphérie en r = a, et son champ de déplacement

ξ (r, θ), porté par l’axe Oz, dépend des coordonnées radiale r et azimutale θ.

r

z

0 ξ(r, θ)
p(r, θ)pav

a

Figure 2.4 – Schéma d’un microphone capacitif : la membrane

La membrane est chargée à l’avant (z > 0) par une pression harmonique † incidente pav qui est

ici supposée uniforme sur toute la surface
(

πa2
)

. Toutefois, le champ de pression incident peut

être considéré non uniforme, ce qui permet au besoin de prendre en compte l’influence de la forme

du champ incident sur la déformée de la membrane du microphone. Prendre en compte la non-

uniformité de champ de pression peut s’avérer pertinent (voire nécessaire) dans le cas de mesures

précises réalisées à des fréquences pouvant atteindre 100 kHz lorsqu’une cavité (parallélépipédique,

cylindrique ou sphérique) est couplée à la membrane du microphone : cela permet de tenir compte

des modes propres de la cavité qui peuvent favoriser (ou défavoriser) certains modes propres de la

membrane du microphone (et réciproquement), comme par exemple dans le cas de l’étalonnage de

microphone en coupleur par la méthode de réciprocité [23–26], ou de mesures de précision réalisées

en cavités quasi sphériques [27–31].

Dans la lame d’air située à l’arrière du diaphragme, le champ de pression p (r, θ), qui dépend

des coordonnées radiale et azimutale, vient charger l’arrière de la membrane. À noter que nombre

†. Nota bene : la convention eiωt est utilisée et n’est plus indiquée par la suite.
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2.3 Pression dans l’espace inter-électrodes

d’auteurs, et en particulier A. J. Zuckerwar [48], tiennent compte, dans la formulation de départ

de leurs modèles, de la dépendance azimutale de cette pression, mais ils recherchent des solutions

indépendantes de l’angle azimutal (par moyenne angulaire dans l’intervalle [0, 2π]).

Le système d’équations régissant le champ de déplacement ξ (r, θ) de la membrane est finalement

écrit comme suit :

T

(

∂2
rr +

1

r
∂r +

1

r2
∂2

θθ +K2
)

ξ (r, θ) = pav − p (r, θ) , ∀ (r, θ) , (2.1a)

ξ (r = a, θ) = 0, ∀ θ, (2.1b)

où K = ω
√

MS/T est le nombre d’onde associé au mouvement de la membrane, et ω = 2πf la

pulsation.

2.3 Pression dans l’espace inter-électrodes

La couche de fluide inter-électrodes est délimitée sur sa périphérie (en r = a) par les parois de

la capsule microphonique (figure 2.5), puis d’un côté par la membrane (en z = 0) et de l’autre

par l’électrode arrière (en z = −ε). Ce domaine est non seulement couplé avec la membrane, mais

également avec la cavité arrière par l’intermédiaire des orifices de l’électrode arrière et de sa fente

périphérique.

r

z

r1

0

−ε

ξ(r, θ)

U(θ)
U1,ν0

p(r, θ)

a

r2
∼= a

Figure 2.5 – Schéma d’un microphone capacitif : la lame de fluide

La difficulté rencontrée pour poser le problème de telle sorte que ses solutions, exprimées de

façon analytique, puissent traduire de manière appropriée non seulement la présence mais aussi la

localisation des ouvertures, tient à ce que la frontière z = −ε du domaine n’est pas uniforme. De

telles conditions aux frontière empêchent l’obtention de solutions analytique, c’est pourquoi des

auteurs ont été amenés dans la littérature à effectuer des moyennes sur les coordonnées (r, θ) des

conditions à imposer sur cette frontière et/ou des moyennes des champs de pression et de vitesse

dans le domaine. De la sorte, l’effet de couplage localisé du champ de déplacement de la membrane

avec le champ acoustique fonction de (r, θ) disparaît dans le formalisme, qui dès lors ne permet

plus de traduire les déformées de membrane observées (cf. figure 2.3 § 2.1). Pour contourner cette

difficulté, le formalisme proposé ici (i) retient une moyenne sur la surface de l’électrode arrière,
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2. Modélisation analytique d’un microphone capacitif : problème fondamental

pondérée par un facteur dépendant de sa porosité, et qui porte non seulement sur la composante

radiale vr de la vitesse particulaire mais aussi sur l’écart instantané de température τ (cette

dernière condition prend de l’importance dans le domaine [20 kHz, 100 kHz] considéré ici), l’effet

de ces conditions aux frontières étant finalement traduit dans le nombre d’onde complexe de

l’équation du mouvement du fluide dans l’espace inter-électrodes par un facteur faisant intervenir

la porosité de l’électrode arrière, (ii) introduit l’effet de la composante axiale vz de la vitesse

particulaire figure 2.6b, non négligeable au droit des ouvertures de l’électrode arrière, sous forme

de sources de débit extérieures agissant dans le domaine considéré (la couche de fluide inter-

électrodes), sources dont l’action est traduite dans le second membre de l’équation de propagation.

Ces deux points sont repris en détail ci-dessous.

vr vr(r1, θν0) vz

iωξ(r, θ)

(a) (b)

z

0

−ε

Figure 2.6 – Allure de la vitesse particulaire dans la lame de fluide : effets inhérents des orifices

sur (a) la composante radiale vr et (b) la composante axiale vz

i Champ de vitesse radial et champ de température dans la couche de fluide inter-

électrodes

Les effets visqueux dans la lame de fluide sont à l’origine d’un gradient élevé suivant l’axe Oz

de la composante radiale de la vitesse particulaire du fait de la condition de non glissement sur

les parois du domaine (membrane et électrode arrière). La condition de non glissement sur la

membrane est exprimée par

vr (r, θ, 0) = 0, ∀ r ∈ [0, a], ∀ θ. (2.2)

Sur l’électrode arrière (en z = −ε), la condition de non-glissement est imposée sur les parties

rigides mais n’est pas vérifiée aux emplacements des orifices (comme représenté sur la figure 2.6a),

où la composante radiale de la vitesse particulaire (non nulle) peut être approchée par l’équation

d’Euler

vr (r1, θν0
,−ε) ∼= −1

iωρ0
∂rp,

ρ0 désignant la masse volumique du fluide. De manière à rendre homogène la condition sur la

frontière z = −ε, la vitesse radiale vr est supposée uniforme et est exprimée sous la forme d’une

équation d’Euler dans laquelle le gradient de pression est pondéré par la porosité φr de l’électrode
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2.3 Pression dans l’espace inter-électrodes

arrière [61] :

vr (r, θ,−ε) ∼= −φr

iωρ0
∂rp, ∀ r ∈ [0, a], ∀ θ, (2.3)

la porosité φr = S1/Sbp étant le rapport de la surface totale des orifices S1 sur la surface de

l’électrode arrière Sbp. Cette approximation admet en particulier que l’influence locale de la vitesse

radiale reste faible sur la déformée de la membrane.

Du fait que l’épaisseur (ε) de la couche de fluide est très inférieure à son rayon (a) (ε << a) et

aux longueurs d’ondes (λ) considérées (ε << λ), plusieurs hypothèses simplificatrices peuvent être

retenues dans les équations du mouvement du fluide dans l’espace inter-électrodes [6, chap. 3] :

(i) l’écart instantané de pression étant (quasi) uniforme sur l’épaisseur ε de la lame de fluide, la

composante axiale du gradient de pression ∂zp est négligeable à la fois devant sa composante radiale

∂rp et sa composante azimutale 1
r
∂θp, (ii) le mouvement du fluide étant essentiellement tangent

aux électrodes, la composante azimutale vθ et la composante axiale vz de la vitesse particulaire

sont négligeables devant la composante radiale vr (la composante axiale vz doit néanmoins être

prise en compte dans l’équation de conservation de la masse), (iii) en raison des effets liés à la

viscosité de cisaillement, la variation spatiale dans la direction z de la composante radiale de la

vitesse particulaire est très supérieure à ses variations spatiales dans les directions r et θ.

Compte tenu de ces hypothèses, la composante radiale de l’équation de Navier-Stokes peut se

ramener à l’équation de Poiseuille, à savoir, en régime harmonique [6, chap. 3]

(

∂2
zz + k2

v

)

vr (r, θ, z) = − k2
v

iωρ0
∂rp (r, θ) , ∀ (r, θ, z) , (2.4)

kv étant le nombre d’onde de diffusion associé aux effets visqueux donné par

kv =
1 − i√

2

√

ρ0ω/µ, (2.5)

où µ est le coefficient de viscosité de cisaillement du fluide.

La composante radiale de la vitesse particulaire, solution de (2.4), est la somme de la solution

particulière (indépendante de la variable z)

−∂rp (r, θ)

iωρ0
, (2.6)

et de la solution générale de l’équation sans second membre

Av cos kv

(

z +
ε

2

)

+Bv sin kv

(

z +
ε

2

)

, (2.7)

où Av et Bv sont des constantes arbitraires. La somme de ces deux solutions [(2.6) et (2.7)] associée

aux conditions aux frontières (2.2) et (2.3), mène à l’expression de la vitesse radiale vr suivante :

vr (r, θ, z) = −∂rp (r, θ)

iωρ0

[

1 − 2 − φr

2

cos kv (z + ε/2)

cos kvε/2

− φr

2

sin kv (z + ε/2)

sin kvε/2

]

, ∀ r ∈ [0, a], ∀ θ, ∀ z ∈ [−ε, 0], (2.8)
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2. Modélisation analytique d’un microphone capacitif : problème fondamental

dont la valeur moyenne sur l’épaisseur ε de la lame de fluide prend alors la forme [24,61] †

v̄r (r, θ) = − Fv

iωρ0
∂rp (r, θ) , ∀ r ∈ [0, a], ∀ θ, (2.9)

avec

Fv = 1 − 2 − φr

2

tan (kvε/2)

kvε/2
. (2.10)

Les effets thermiques ‡ se prêtent à une modélisation équivalente à celle des effets visqueux,

car l’écart instantané de température obéit à la même loi de diffusion et aux mêmes types de

conditions aux frontières. L’équation de diffusion de la chaleur peut être exprimée en fonction de

l’écart instantané de température τ de la façon suivante :
(

∂2
zz + k2

h

)

τ (r, θ, z) = k2
h

γ − 1

β̂ γ
p (r, θ) , ∀ r ∈ [0, a], ∀ θ ∈ [0, 2π], ∀ z ∈ [−ε, 0], (2.11)

où l’écart instantané d’entropie est exprimé en fonction des écarts instantanés de pression et de

température. Sur la membrane la condition isotherme

τ (r, θ, 0) = 0, ∀ r ∈ [0, a], ∀ θ, (2.12)

est imposée ; par contre au niveau de l’électrode arrière elle n’est imposée que sur la partie so-

lide de la frontière, l’écart instantané de température τ étant soumis à des phénomènes (quasi)

adiabatiques au droit des orifices :

τ (r1, θν0
,−ε) =

(γ − 1)

β̂γ
p (r1, θν0

) , (2.13)

où γ = Cp/Cv est le rapport des capacités calorifiques à pression constante (Cp) et à volume

constant (Cv), et β̂ = (∂
T
p)V le taux d’accroissement de pression par unité d’accroissement de

température à volume constant. De manière à rendre homogène la condition sur la frontière z = −ε
tout en prenant en compte la présence des orifices, l’écart instantané de température sur l’électrode

arrière est exprimé en introduisant à nouveau le facteur de porosité φr ici dans l’équation (2.13) :

τ (r, θ,−ε) ∼= φr
(γ − 1)

β̂γ
p (r, θ) , ∀ r ∈ [0, a], ∀ θ. (2.14)

Ainsi, la valeur moyenne de l’écart instantané de température sur l’épaisseur ε de la lame de

fluide prend alors la forme (les calculs sont les mêmes que ceux présentés ci-dessus pour la variable

v̄r)

τ̄ (r, θ) = Fh
γ − 1

β̂γ
p (r, θ) , ∀ r ∈ [0, a], ∀ θ, (2.15)

avec

Fh = 1 − 2 − φr

2

tan (khε/2)

khε/2
, (2.16)

†. Le même résultat est obtenu pour la composante azimutale vθ de la vitesse particulaire en remplaçant (vr)

par (vθ) et (∂r) par ( 1

r
∂θ) dans les équations 2.2, 2.3, 2.4, 2.6, 2.8 et 2.9

‡. Dans la référence [61] ils ne sont pas pris en compte, et dans la référence [24] la condition isotherme est

imposée sur toute la surface de l’électrode arrière.

- 32 -



2.3 Pression dans l’espace inter-électrodes

et où kh est le nombre d’onde de diffusion associé aux effets thermiques, exprimé par

kh =
[

(1 − i)
/√

2
]
√

ρ0ωCP /λh, (2.17)

λh désignant le coefficient de conduction thermique du fluide.

ii Débit-source des ouvertures de l’électrode arrière

Reste à exprimer le champ de vitesse vz normal aux électrodes, plus exactement reste à in-

troduire les facteurs qui traduisent le débit des ouvertures de l’électrode arrière dans le domaine

considéré. La figure 2.6b illustre d’une part qu’en z = 0 il y a continuité de la composante axiale

vz de la vitesse particulaire avec la vitesse iωξ (r, θ) de la membrane, et d’autre part qu’en z = −ε
la composante axiale vz de la vitesse particulaire est nulle, excepté aux emplacements des orifices.

Dans la suite les ouvertures sont décrites par la composante axiale de leurs débits, U1,ν0
pour

chacun des n0 orifices (où ν0 = 1, 2, . . . , n0), et U2 pour la fente périphérique, qui sont considé-

rées comme des sources volumiques extérieures et qui, de ce fait, interviennent dans l’équation de

conservation de la masse. Compte tenu des hypothèses énoncées précédemment, et en supposant

que les sources de débit sont quasi ponctuelles (orifices) et quasi linéique (fente périphérique),

cette équation prend alors la forme suivante :

iωγ

c2
0

(

p (r, θ) − β̂τ̄ (r, θ)
)

+ ρ0

[(

∂r +
1

r

)

v̄r (r, θ) +
1

r
∂θv̄θ (r, θ)

]

= −iωρ0
ξ (r, θ)

ε
+ ρ0

n0
∑

ν0

[

U1,ν0
(r, θ)

ε

δ (r − r1)

r
δ (θ − θν0

)

]

+ ρ0
U (θ)

ε

δ (r − r2)

r
, (2.18)

où l’écart instantané de masse volumique est exprimé en fonction des écarts instantanés de pression

et de température, et où δ (r − ri) et δ (θ − θν0
) sont des fonctions de Dirac, et r1 et r2 les distances

qui séparent le centre de la membrane, respectivement, du centre des orifices et du centre de la

fente périphérique.

Dans le membre de droite de cette équation de conservation de la masse, le premier terme

représente le débit volumique du champ de déplacement de la membrane ξ (r, θ), et les second et

troisième termes les débits volumiques des ouvertures de l’électrode arrière. À noter que le second

terme est lié au débit total U1, somme des débits des n0 orifices de l’électrode arrière, par

U1 =
n0
∑

ν0=1

∫ a

0
rdr

∫ 2π

0
dθ

∫ 0

−ε
dz

U1,ν0
(r, θ)

ε

δ (r − r1)

r
δ (θ − θν0

) , (2.19)

ce qui justifie leur expression, et que le troisième terme fait intervenir le débit U2 de la fente

annulaire entourant l’électrode arrière avec

U2 =

∫ 2π

0
U (θ) dθ =

∫ a

0
rdr

∫ 2π

0
dθ

∫ 0

−ε
dz
U (θ)

ε

δ (r − r2)

r
, (2.20)

où U (θ) est le débit par unité d’angle.
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2. Modélisation analytique d’un microphone capacitif : problème fondamental

iii Champ de pression dans la lame de fluide inter-électrodes

Le système d’équations composé de l’équation d’Euler (2.9), de l’équation de la chaleur (2.15),

et de l’équation de conservation de la masse (2.18), mène finalement à l’équation de propagation

du champ de pression p (r, θ) dans la lame de fluide :

(

∂2
rr +

1

r
∂r +

1

r2
∂2

θθ + χ2
)

p (r, θ) = −ρ0ω
2

Fv

ξ (r, θ)

ε

− iωρ0

Fv





n0
∑

ν0=1

U1,ν0
(r, θ)

ε

δ (r − r1)

r
δ (θ − θν0

) +
U (θ)

ε

δ (r − r2)

r



 , ∀ (r, θ) , (2.21a)

équation à laquelle est associée la condition de Neumann sur la périphérie en r = a

∂rp (r = a, θ) = 0, ∀ θ, (2.21b)

où χ est le nombre d’onde complexe défini par

χ2 =
ω2

c2
0

1 + (γ − 1) (1 − Fh)

Fv
, (2.22)

où c0 =
√

γ/ (ρ0χT
) est la célérité adiabatique du son, et χ

T
la compressibilité isotherme du fluide

(reliée à la compressibilité adiabatique χ
S

par la formule de Reech χ
T
/χ

S
= γ).

Il convient de noter que le fait de considérer ici les débits U1,ν0
et U2 comme étant respectivement

ponctuels et linéique, permet de simplifier les expressions de la solution, mais ne permet pas de

prendre en compte la réelle géométrie des ouvertures.

2.4 Pression dans la cavité arrière

La cavité arrière, de volume V
C

, est délimitée par l’électrode arrière, et par les parois de la

capsule microphonique (figure 2.7). Ce domaine est couplé avec la couche de fluide inter-électrodes

par l’intermédiaire des orifices de l’électrode arrière et de sa fente périphérique.

r

z

r1

0

U(θ)
U1,ν0

Vc

pC

a

r2
∼= a

Figure 2.7 – Schéma d’un microphone capacitif : la cavité arrière

Pour décrire le champ de pression dans la cavité arrière jusqu’à des fréquences élevées (100 kHz),

l’approximation « petite cavité » ne peut pas être retenue. Ce champ de pression p
C

dans la cavité,
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2.5 Comportement des orifices de l’électrode arrière et de sa fente périphérique

représenté dans la suite par une théorie modale, est ici traité de manière analogue au champ

de pression dans la couche de fluide inter-électrodes. Le champ de pression p
C

, qui dépend des

coordonnées radiale et azimutale, soumis à la condition de Neumann sur la périphérie en r = a,

est donc régi par le système d’équations suivant :
(

∂2
rr +

1

r
∂r +

1

r2
∂2

θθ + χ2
C

)

p
C

(r, θ) =

i ωρ0

FvC





n0
∑

ν0=1

U1,ν0
(r, θ)

εC

δ (r − r1)

r
δ (θ − θν0

) +
U (θ)

εC

δ (r − r2)

r



 , ∀ (r, θ) , (2.23a)

∂rp (r = a, θ) = 0, ∀ θ, (2.23b)

où ε
C

= V
C
/
(

πa2
)

est la hauteur moyenne de la cavité, et χ
C

le nombre d’onde complexe donné

par l’expression (2.22) où les termes FvC
et FhC

, qui remplacent les termes Fv et Fh, sont calculés

à partir des expressions (2.10-2.5) et (2.16-2.17) en remplaçant ε par la hauteur moyenne de la

cavité ε
C

.

2.5 Comportement des orifices de l’électrode arrière et de sa

fente périphérique

Ces ouvertures, par lesquelles s’opère le couplage entre le champ de pression dans la cavité ar-

rière et le champ de pression dans la couche de fluide inter-électrodes, ont aussi un rôle d’amortis-

sement qui permet d’ajuster l’amplitude de la première résonance de la membrane (cf. annexe A) ;

cet amortissement provenant principalement des effets visqueux, les effets de couches limites ther-

miques sont de ce fait ici négligés. Par ailleurs, étant donnée la gamme de fréquence considérée ici

(jusqu’à 100 kHz), le rayon des orifices de l’électrode arrière et la largeur de sa fente périphérique

ne peuvent pas être considérés petits en regard des épaisseurs de couches limites visqueuses et par

conséquent les ouvertures de l’électrode arrière ne peuvent pas être considérées comme étant des

tubes et fente capillaires.

r

z

r1

0

−ε

U(θ)

U1,ν0

p(r, θ)

pC

a

r2
∼= a

h2

h1

Figure 2.8 – Schéma d’un microphone capacitif : les orifices de l’électrode arrière et sa fente

périphérique
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i Comportement des orifices de l’électrode arrière

Dans un orifice cylindrique de profondeur h1 (figure 2.8) et de rayon R supérieur à l’épaisseur

de la couche limite visqueuse δv, en supposant que le champ de pression pν0
est indépendant de la

variable r, et intégrant la composante axiale vz de la vitesse particulaire sur la section S1,ν0
d’un

orifice, le débit U1,ν0
de chaque orifice est donné par [6,24] (à noter que cette équation est en tous

points analogue à l’équation (2.9) pour φr = 0 et en permutant le rôle des coordonnées radiale r

et axiale z)

U1,ν0
= −S1,ν0

(1 −Kv)

iωρ0
∂zpν0

, (2.24)

avec

Kv =
2

kvR

J1 (kvR)

J0 (kvR)
(2.25)

où J0 et J1 sont les fonction de Bessel de première espèce respectivement d’orde zéro et d’orde un.

Considérant que la profondeur h1 des orifices est très inférieure à la longueur d’onde, la dérivée

de la pression par rapport à la variable z peut être approchée par

∂zpν0
=
p (r1, θν0

) − p
C

(r1, θν0
)

h1
,

et considérant que tous les orifices jouent le même rôle dans la modélisation (c’est-à-dire que

p (r1, θν0
) = p (r1, 0) et p

C
(r1, θν0

) = p
C

(r1, 0)), le débit U1,ν0
s’écrit

U1,ν0
= y1,ν0

(p
C

(r1, 0) − p (r1, 0)) , (2.26)

où y1,ν0
, admittance de transfert d’un orifice, est définie par

y1,ν0
= S1,ν0

(1 −Kv)

iωρ0h1
. (2.27)

En admettant que les orifices se comportent tous de la même manière, le débit total U1 du fluide

traversant les n0 orifices est donné par

U1 =
n0
∑

ν0=1

U1,ν0
= n0U1,ν0

,

ou encore

U1 = Y1 (p
C

(r1, 0) − p1) , (2.28)

Y1 représentant l’admittance totale des n0 orifices

Y1 = 1/Z1 = n0y1,ν0
, (2.29)

Z1 étant l’impédance totale des orifices.
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Conclusion

ii Comportement de la fente périphérique entourant l’électrode arrière

L’admittance de transfert y2 de la fente périphérique est obtenue en l’assimilant à une fente

plate de longueur 2πa, de largeur e et de profondeur h2 (figure 2.8). Le débit par unité d’angle

U (θ) du fluide traversant la fente est donné par la relation

U (θ) = y2 (p
C

(r2, θ) − p (r2, θ)) , ∀ θ, (2.30)

où l’admittance y2 prend la forme

y2 = s2
(1 − Γv)

iωρ0h2
, (2.31)

où

Γv =
1

kve/2
tan (kve/2) , (2.32)

avec

s2 = S2/(2π) = a e. (2.33)

Dans la mesure où la profondeur h2 est très petite devant l’épaisseur e de la fente (y2 → ∞),

l’équation (2.30) traduit alors la continuité entre le champ de pression dans la cavité arrière et le

champ de pression dans la lame de fluide

p (r2, θ) = p
C

(r2, θ) , ∀ θ. (2.34)

Conclusion

Finalement, le système d’équations couplées à résoudre porte sur le champ de déplacement de la

membrane (2.1a-2.1b), le champ de pression dans la couche de fluide inter-électrodes (2.21a-2.21b),

le champ de pression dans la cavité arrière (2.23a-2.23b) et sur le comportement des ouvertures

de l’électrode arrière (2.26 et 2.30).

Au-delà des paramètres considérés et des approximations habituellement retenues dans la litté-

rature dans ce type de problème, ces équations prennent aussi en compte : (i) les effets de couches

limites thermiques, (ii) les conditions aux frontières rendues uniformes pour l’écart instantané

de température sur l’électrode arrière et pour la composante radiale de la vitesse particulaire, la

présence des orifices étant traduite dans le nombre d’onde complexe de l’équation de propagation

par un facteur dépendant de la porosité, (iii) les débits des orifices de l’électrode arrière et de

sa fente annulaire sous la forme de termes sources extérieures exprimés dans le second membre

de l’équation de propagation des champs de pression à l’intérieur de la couche de fluide inter-

électrodes et dans la cavité arrière, (iv) la nature non uniforme du champ de pression dans la

cavité arrière en hautes fréquences (jusqu’à 100 kHz), (v) les expressions « exactes » (et non les

limites basses fréquences) pour les admittances de transfert des ouvertures. La solution proposée

ici pour ce problème à couplage multiple est présentée dans le chapitre 3 qui suit.
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Chapitre 3

Équations couplées du problème

fondamental : solution

La résolution du système d’équations couplées établi au chapitre précédent fait usage de théories

modales appropriées. Elle passe successivement par la résolution des équations qui régissent le

mouvement de la membrane, puis par celle des couples d’équations qui régissent respectivement

les écarts instantanés de pression dans la couche de fluide inter-électrodes et dans la cavité arrière,

et enfin par leurs couplages dû à la présence des ouvertures dans et autour de l’électrode arrière.

Par ailleurs, l’écriture des conditions d’interfaces entre les différents domaines considérés mène à

exprimer l’ensemble des paramètres de la modélisation en fonction du champ de pression incident,

des propriétés physiques du fluide considéré et des caractéristiques mécaniques et géométriques

du microphone.

3.1 Champ de déplacement de la membrane

Le champ de déplacement ξ (r, θ) de la membrane, solution de l’équation du mouvement de la

membrane (2.1a) satisfaisant la condition de Dirichlet (2.1b), est exprimé de la forme suivante :

ξ (r, θ) = ξh (r, θ) + ξpav (r, θ) + ξp (r, θ) , ∀ (r, θ) , (3.1)

où ξh est la solution générale de l’équation du mouvement sans second membre, ξpav la solution

particulière de l’équation (2.1a) avec pour unique second membre la pression pav qui charge l’avant

de la membrane, et ξp la solution particulière de l’équation du mouvement avec pour unique second

membre le champ de pression −p (r, θ) qui charge l’arrière du diaphragme dans la couche de fluide

inter-électrodes.

Étant donné que le champ de déplacement de la membrane est d’amplitude finie en son centre

(c’est-à-dire en r = 0) la solution générale de l’équation sans second membre est exprimée par

ξh (r, θ) =
∑

m

[

C(1)
m cos (mθ) + C(2)

m sin (mθ)
]

Jm (Kr) , ∀ r, (3.2)
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3. Équations couplées du problème fondamental : solution

avec m ∈ N, et où C(σ)
m sont des constantes d’intégration (σ = 1 ou 2) et Jm la fonction de Bessel

de première espèce d’ordre m.

Étant donné que la pression pav est ici considérée uniforme sur toute la surface de la membrane,

la solution particulière ξpav est une fonction indépendante des coordonnées radiale et azimutale :

ξpav =
pav

TK2
. (3.3)

La seconde solution particulière, ξp (r, θ), est recherchée sous la forme d’un développement sur la

base des fonctions propres orthonormées ψ(σ)
mn (r, θ) (avec σ = 1 ou 2) de la membrane simplement

appuyée sur sa périphérie en r = a (condition de Dirichlet) :

ξp (r, θ) =
∑

mnσ

Ξ(σ)
mnψ

(σ)
mn (r, θ) , ∀ (r, θ) , (3.4a)

où m et n ∈ N et où les coefficients du développement sont donnés par

Ξ(σ)
mn =

〈p (r, θ)
∣

∣

∣ψ
(σ)
mn (r, θ)〉

T (K2
mn −K2)

, (3.4b)

le produit 〈f1 |f2 〉 =
∫∫

Sm
f1f2 dSm représentant le couplage entre le mouvement de la membrane

et le champ de pression dans la couche de fluide inter-électrodes.

Les fonctions propres ψ(σ)
mn (r, θ), associées aux valeurs propres Kmn, sont données par

ψ(1)
mn (r, θ) = NmnJm (Kmnr) cos (mθ) , ∀ (r, θ) , (3.4c)

ψ(2)
mn (r, θ) = NmnJm (Kmnr) sin (mθ) , ∀ (r, θ) , (3.4d)

dont les coefficients de normalisation sont exprimés par

N−1
0n =

√
π a J1 (K0na) , pour m = 0, (3.4e)

N−1
mn =

√

π/2 a Jm−1 (Kmna) , pour m 6= 0, (3.4f)

où Kmna = jmn sont les zéros de la fonction de Bessel Jm.

Contrairement à la solution ξp (r, θ), aucune des solutions (3.2) ou (3.3) ne satisfait seule la

condition (2.1b). En revanche la somme de ces deux solutions [ξh (r, θ) + ξpav ] peut satisfaire

à la condition de Dirichlet à la périphérie en r = a, ∀ θ, dans la mesure où m = 0 et où la

constante restante C(1)
0 soit choisie égale à −pav/

[

TK2J0 (Ka)
]

. Ce faisant, cette somme peut

être développée sur la base de fonctions propres ψ(σ)
mn (r, θ) de la membrane, telle que

∑

mnσ

ζ(σ)
mnψ

(σ)
mn (r, θ), ∀ (r, θ) , (3.5a)

où les coefficients du développement sont donnés par

ζ(σ)
mn =

pav

TK2

〈(

1 − J0 (Kr)

J0 (Ka)

) ∣

∣

∣

∣

ψ(σ)
mn

〉

. (3.5b)
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3.2 Champ de pression dans la couche de fluide inter-électrodes

Finalement, le champ de déplacement ξ (r, θ) de la membrane prend la forme suivante

ξ (r, θ) =
∑

mnσ

ξ(σ)
mnψ

(σ)
mn (r, θ) , ∀ (r, θ) , (3.6a)

avec

ξ(σ)
mn = ζ(σ)

mn + Ξ(σ)
mn

=
pav

TK2

〈(

1 − J0 (Kr)

J0 (Ka)

) ∣

∣

∣

∣

ψ(σ)
mn (r, θ)

〉

+
〈p (r, θ)

∣

∣

∣ψ
(σ)
mn (r, θ)〉

T (K2
mn −K2)

, (3.6b)

qui peut encore s’écrire

ξ(σ)
mn = 2π

pav

TK2
N0n

(

a

K0n
J1 (K0na) − aK0nJ

′
0 (K0na)

K2 −K2
0n

)

δµ0δσ1

+
〈p (r, θ)

∣

∣

∣ψ
(σ)
mn (r, θ)〉

T (K2
mn −K2)

, ∀ (r, θ) , (3.6c)

étant donné que

〈1 | NµνJµ (Kµνr) cos (µθ)〉 = 2π 〈1 | NµνJµ (Kµνr)〉 δµ0, (3.7a)

〈1 | NµνJµ (Kµνr) sin (µθ)〉 = 0. (3.7b)

Nota bene : les coefficients du développement peuvent directement être donnés par

ξ(σ)
mn =

〈p (r, θ) − pav

∣

∣

∣ψ
(σ)
mn (r, θ)〉

T (K2
mn −K2)

. (3.8)

3.2 Champ de pression dans la couche de fluide inter-électrodes

Le champ de pression p (r, θ) dans l’entrefer, solution du système d’équations (2.21a-2.21b),

s’exprime sous la forme de trois termes

p (r, θ) = ph (r, θ) + pξ (r, θ) + pu (r, θ) , ∀ (r, θ) , (3.9)

où
(

∂2
rr +

1

r
∂r +

1

r2
∂2

θθ + χ2
)

ph (r, θ) = 0, ∀ (r, θ) , (3.10a)

(

∂2
rr +

1

r
∂r +

1

r2
∂2

θθ + χ2
)

pξ (r, θ) = −ρ0ω
2 ξ (r, θ)

εFv
, ∀ (r, θ) , (3.10b)

(

∂2
rr +

1

r
∂r +

1

r2
∂2

θθ + χ2
)

pu (r, θ) =

− iωρ0

Fv





n0
∑

ν0=1

U1,ν0
(r, θ)

ε

δ (r − r1)

r
δ (θ − θν0

) +
U (θ)

ε

δ (r − r2)

r



 , ∀ (r, θ) . (3.10c)
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Le premier terme de l’expression (3.9), solution générale de l’équation de propagation sans

second membre (3.10a), est donné par :

ph (r, θ) =
∑

m

[

A(1)
m cos (mθ) +A(2)

m sin (mθ)
]

Jm (χr) , ∀ (r, θ) , (3.11)

où les coefficients A(σ)
m sont des constantes arbitraires et m ∈ N.

Le second terme de (3.9) représente le champ de pression créé par le débit de la membrane ;

étant donné que le champ de déplacement de la membrane ξ (r, θ) est déjà exprimé sur la base

modale des fonctions propres de Dirichlet ψ(σ)
mn (r, θ), le champ de pression pξ (r, θ) solution de

l’équation (3.10b) doit également être exprimé sur cette même base modale tel que

pξ (r, θ) =
∑

mnσ

p
(σ)
ξmnψ

(σ)
mn (r, θ) , ∀ (r, θ) , (3.12a)

où les coefficients du développement sont donnés par

p
(σ)
ξmn =

ρ0ω
2

εFv

ξ
(σ)
mn

K2
mn − χ2

. (3.12b)

Il convient de souligner qu’aucune des solutions ph (r, θ) ou pξ (r, θ) ne satisfait à elle seule la

condition de Neumann en r = a. Néanmoins leur somme respecte la condition de Neumann

(2.21b) pourvu que les constantes A(σ)
m soient données par

A(σ)
m = −

∑

n

p
(σ)
ξmnNmn∂rJm (Kmna)

∂rJm (χa)
,

= − 1

χJ ′
m (χa)

∑

n

ρ0ω
2

εFv

ξ
(σ)
mnNmn

K2
mn − χ2

KmnJ
′
m (Kmna). (3.13)

Le troisième et dernier terme de l’équation (3.9) traduit le débit des ouvertures de l’électrode

arrière, lié au couplage avec la cavité arrière qui s’opère par le biais du débit total des orifices

et du débit de la fente annulaire, lesquels sont exprimés au paragraphe 3.3 à partir du système

d’équations (2.28) et (2.30). Le champ de pression solution de l’équation (3.10c) est obtenu en

faisant usage de la formulation intégrale qui mène directement à l’expression suivante :

pu (r, θ) =
iωρ0

Fv

∫∫

S0

G (r, θ; r0, θ0)

×




n0
∑

ν0=1

U1,ν0
(r0, θ0)

ε

δ (r0 − r1)

r0
δ (θ0 − θν0

) +
U (θ0)

ε

δ (r0 − r2)

r0



 r0 dr0 dθ0, ∀ (r, θ) , (3.14a)

où les fonctions de Green G (r, θ; r0, θ0), satisfaisant la condition de Neumann (2.21b), sont expri-

mées sous la forme d’un développement sur la base des fonctions propres orthonormées ϕ(σ)
mn (r, θ)

telles que

G (r, θ; r0, θ0) =
∑

mnσ

ϕ
(σ)
mn (r0, θ0)

κ2
mn − χ2

ϕ(σ)
mn (r, θ) , ∀ (r, θ) , (3.14b)
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et où les fonctions propres associées aux valeurs propres κmn sont données par

ϕ(1)
mn (r, θ) = νmnJm (κmnr) cos (mθ) , ∀ (r, θ) , (3.14c)

ϕ(2)
mn (r, θ) = νmnJm (κmnr) sin (mθ) , ∀ (r, θ) , (3.14d)

γmn = κmna étant les zéros de la dérivée première de la fonction de Bessel Jm imposés par la

condition de Neumann à la frontière r = a, les coefficients de normalisation étant donnés par

ν−1
mn =

a√
2

√

(1 + δm0)π, si γmn = 0, (3.14e)

ν−1
mn =

a√
2

√

(1 + δm0)π
√

1 − (m/γmn)2Jm (γmn) , si γmn 6= 0, (3.14f)

où δm0 est le symbole de Kronecker (δm0 = 1 si m = 0, δm0 = 0 sinon).

Après intégration sur la variable r0 l’équation (3.14) devient

pu (r, θ) =
i ωρ0

Fv

∑

mn

ν 2
mn Jm (κmnr)

κ2
mn − χ2

×











n0
∑

ν0=1

U1,ν0
(r1, θν0)

ε
Jm (κmnr1) cos (mθν0

)

+
1

ε
Jm (κmnr2) 〈U (θ0) | cos (mθ0)〉



 cos (mθ)

+





n0
∑

ν0=1

U1,ν0
(r1, θν0)

ε
Jm (κmnr1) sin (mθν0

)

+
1

ε
Jm (κmnr2) 〈U (θ0) | sin (mθ0)〉



 sin (mθ)







, ∀ (r, θ) , (3.15)

où 〈f1 (θ0) | f2 (θ0)〉 =
∫ 2π

0 f1 (θ0)f2 (θ0) dθ0.

Par la suite, les quantités inconnues se référant au débit des orifices et de la fente annulaire

sont respectivement notées

V (1)
m =

n0
∑

ν0=1

U1,ν0
(r1, θν0

) cos (mθν0
) , (3.16a)

V (2)
m =

n0
∑

ν0=1

U1,ν0
(r1, θν0

) sin (mθν0
) , (3.16b)

et

U (1)
m = 〈U (θ0) | cos (mθ0)〉 , (3.17a)

U (2)
m = 〈U (θ0) | sin (mθ0)〉 . (3.17b)
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L’équation (3.15) s’écrit ainsi

pu (r, θ) =
iωρ0

εFv

∑

mn

ν2
mnJm (κmnr)

κ2
mn − χ2

×
{

[

V (1)
m Jm (κmnr1) + U (1)

m Jm (κmnr2)
]

cos (mθ)

+
[

V (2)
m Jm (κmnr1) + U (2)

m Jm (κmnr2)
]

sin (mθ)

}

, ∀ (r, θ) . (3.18)

La symétrie du problème et le fait que l’origine de l’angle θ passe par le centre d’un orifice,

font émettre l’hypothèse selon laquelle, pour chaque coordonnée azimutale θν0
d’un orifice, les

fonctions trigonométriques prennent les valeurs suivante : cos (mθν0
) = 1 et sin (mθν0

) = 0, ce

qui signifie en d’autres termes, que l’indice m prend les valeurs (0 , n0, 2n0, 3n0, . . . ), où n0 est

le nombre total d’orifices de l’électrode arrière. Par conséquent, et compte tenu de l’expression

(2.28) du débit total du fluide traversant les orifices, les équations (3.16a) et (3.16b) deviennent

V (1)
m = U1, (3.19a)

V (2)
m = 0, (3.19b)

et l’équation (3.18) devient finalement

pu (r, θ) =
iωρ0

εFv

∑

mn

ν2
mnJm (κmnr)

κ2
mn − χ2

{

[

U1Jm (κmnr1) + U (1)
m Jm (κmnr2)

]

cos (mθ)

+U (2)
m Jm (κmnr2) sin (mθ)

}

, ∀ (r, θ) . (3.20)

Nota bene : L’hypothèse selon laquelle l’indice m est un multiple entier du nombre d’orifices n0

est par la suite restreinte aux deux seules valeurs m = 0 et m = n0 dans les expressions finales

des paramètres données au paragraphe 3.4 et des matrices de couplage traitées au paragraphe

suivant.

3.3 Couplage entre la couche de fluide inter-électrodes et la ca-

vité arrière

Le champ de pression dans la cavité arrière est obtenu de la même manière que le champ de

pression pu (r, θ) (c’est-à-dire par formulation intégrale). Ainsi, la solution p
C

(r, θ) du système

d’équation (2.23a-2.23b), compte tenu des expressions (3.19a) et (3.19b), est directement donné

par

p
C

(r, θ) = − iωρ0

ε
C
FvC

∑

mn

ν2
mnJm (κmnr)

κ2
mn − χ2

C

{

[

U1Jm (κmnr1) + U (1)
m Jm (κmnr2)

]

cos (mθ)

+U (2)
m Jm (κmnr2) sin (mθ)

}

, ∀ (r, θ) . (3.21)
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D’après les équations (2.28) et (2.30), l’écart instantané de pression au droit des orifices et

le champ de pression à la périphérie de l’électrode arrière face à la fente annulaire sont donnés

respectivement par

p (r1, 0) = p
C

(r1, 0) − U1

Y1
, (3.22a)

et

p (r2, θ) = p
C

(r2, θ) − U (θ)

y2
, ∀ θ, (3.22b)

qui, d’après l’expression (3.21), peuvent encore prendre les formes suivantes

p (r1, 0) = −
[(

iωρ0

ε
C
FvC

∑

mn

ν2
mnJm (κmnr1)

κ2
mn − χ2

C

Jm (κmnr1) +
1

Y1

)

U1

+
iωρ0

ε
C
FvC

∑

mn

ν2
mnJm (κmnr1)

κ2
mn − χ2

C

Jm (κmnr2)U (1)
m

]

, (3.23a)

p (r2, θ) = − iωρ0

ε
C
FvC

∑

mn

ν2
mnJm (κmnr2)

κ2
mn − χ2

C

×
{

[

Jm (κmnr1)U1 + Jm (κmnr2)U (1)
m

]

cos (mθ)

+Jm (κmnr2)U (2)
m sin (mθ)

}

− U (θ)

y2
, ∀ θ, (3.23b)

cette dernière expression (3.23b) prenant la forme

p (r2, θ) = − iωρ0

ε
C
FvC

∑

mn

ν2
mnJm (κmnr2)

κ2
mn − χ2

C

Jm (κmnr1)U1 cos (mθ)

−
[

iωρ0

ε
C
FvC

∑

mn

ν2
mnJm (κmnr2)

κ2
mn − χ2

C

Jm (κmnr2) +
1

π (1 + δm0) y2

]

×
[

U (1)
m cos (mθ) + U (2)

m sin (mθ)
]

, ∀ θ, (3.24)

car d’après les équations (3.17a) et (3.17b)

U (θ) =
∑

m

U
(1)
m cos (mθ) + U

(2)
m sin (mθ)

π (1 + δm0)
. (3.25)

En écrivant le champ de pression dans la couche de fluide inter-électrodes, au droit de la fente

périphérique,

p (r2, θ) =
∑

m

p(1)
m (r2) cos (mθ) + p(2)

m (r2) sin (mθ) , ∀ θ, (3.26a)

où

p(1)
m (r2) =

〈p (r2, θ) |cos (mθ)〉
π (1 + δm0)

, (3.26b)

p(2)
m (r2) =

〈p (r2, θ) |sin (mθ)〉
π (1 + δm0)

, (3.26c)
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et en posant

zm (ri, rj) = − iωρ0

ε
C
FvC

∑

n

ν2
mnJm (κmnri) Jm (κmnrj)

κ2
mn − χ2

C

, (3.27a)

zhm = zm (r1, r2) , (3.27b)

zhh = − 1

Y1
+
∑

m

zm (r1, r1) (3.27c)

et

zsm = − 1

π (1 + δm0) y2
+ zm (r2, r2) , (3.27d)

le système d’équations (3.23a) et (3.24) peut être écrit sous forme matricielle

















p (r1, 0)

p
(1)
0 (r2)

...

p
(1)
m (r2)

















=

















zhh zh0 · · · zhm

zh0 zs0 0 0
... 0

. . . 0

zhm 0 0 zsm

































U1

U
(1)
0
...

U
(1)
m

















, (3.28a)











p
(2)
0 (r2) = 0

...

p
(2)
m (r2)











=











zs0 0 0

0
. . . 0

0 0 zsm





















U
(2)
0 = 0

...

U
(2)
m











, (3.28b)

ce qui mène aux expressions suivantes des débits volumiques U1 et U (σ)
m , solutions du système

linéaire d’équations algébriques

















U1

U
(1)
0
...

U
(1)
m

















=

















yhh yh0 · · · yhm

yh0 y00 · · · y0m

...
...

. . .
...

yhm y0m · · · ymm

































p (r1, 0)

p
(1)
0 (r2)

...

p
(1)
m (r2)

















, (3.29a)











U
(2)
0 = 0

...

U
(2)
m











=











ys0 0 0

0
. . . 0

0 0 ysm





















p
(2)
0 (r2) = 0

...

p
(2)
m (r2)











, (3.29b)

où les admittances yij de la matrice symétrique sont connues et exprimées en fonction des impé-

dances (3.27a-3.27d), et où les éléments de la matrice diagonale sont donnés par ysm = 1/zsm.

Lorsque les seuls modes azimutaux m = 0 et m = 6 sont pris en compte, l’équation (3.29a)
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prend la forme suivante










U1

U
(1)
0

U
(1)
6











=
1

zs0zs6zhh − z2
h0zs6 + z2

h6zs0

×











zs0zs6 −zh0zs6 −zs0zh6

−zh0zs6 zs6zhh − z2
h6 zh0zh6

−zs0zh6 zh0zh6 zs0zhh − z2
h0





















p (r1, 0)

p
(1)
0 (r2)

p
(1)
6 (r2)











. (3.30)

Il convient de noter que dans la gamme de fréquences audibles, le champ de pression à l’intérieur

de la cavité arrière peut être considéré indépendant de l’angle azimutal θ, et qu’en basses fréquences

(f < 1 kHz) ce champ de pression peut être considéré uniforme dans tout le volume V
C

de la

cavité. Ces approximations font l’objet de l’annexe B.

3.4 Champ de déplacement de la membrane en fonction du

champ de pression incident

Les solutions exprimées au paragraphe 3.1 pour le champ de déplacement de la membrane

(équations 3.6a et 3.6c), au paragraphe 3.2 pour le champ de pression dans la couche de fluide

inter-électrodes (équations 3.9, 3.11-3.13 et 3.20), et au paragraphe 3.3 pour les matrices de

couplage entre les champs de pression dans l’entrefer et dans la cavité arrière (équations 3.29a-

3.29b), permettent d’exprimer l’ensemble des paramètres du mouvement en fonction du champ de

pression incident, des propriétés du fluide considéré et des paramètres mécaniques et géométriques

du microphone. Afin d’y aboutir, il convient (i) de déterminer les expressions des constantes A(σ)
µ

(équation 3.13) et des coefficients ξ(σ)
mn (équation 3.6c) en fonction de la pression incidente pav et

des écarts instantanés de pression dans la couche de fluide inter-électrodes au droit des orifices

p (r1, 0) † (équation 3.23a) et au droit de la fente périphérique p (r2, θ) (équations 3.24 et 3.26a-

3.26c) , et (ii) d’exprimer ces écarts instantanés de pression en fonction de la pression incidente

pav en écrivant successivement le champ de pression dans la couche de fluide inter-électrodes

p (r, θ) aux coordonnées des orifices et de la fente annulaire de l’électrode arrière. Pour ce faire,

les notations suivantes sont utilisées dans la suite de ce paragraphe ‡ :

Rµν = T
(

K2
µν −K2

)

− ρ0ω
2/ (εFv)

K2
µν − χ2

, (3.31a)

αµn =
−
[

ρ0ω
2
/

(εFv)
]

Nµn
(

K2
µn − χ2

)

KµnJ
′
µ (Kµna)

χJ ′
µ (χa)

, (3.31b)

†. Rappel : tous les orifices jouent le même rôle dans la modélisation, ce qui implique que p (r1, θν0
) = p (r1, 0)

(cf. § 2.5).

‡. Nota bene : tous ces paramètres dépendent uniquement des propriétés du fluide considéré ainsi que des

paramètres mécaniques et géométriques du microphone.
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D(σ)
µnq =

iωρ0

εFv

π [1 − (−)σ δµ0]

Rµn

ν2
µq

κ2
µq − χ2

〈Jµ (κµqr)NµnJµ (Kµnr)〉 ,

=
iωρ0

εFv

π [1 − (−)σ δµ0]

Rµn

ν2
µqNµn

κ2
µq − χ2

aKµnJ
′
µ (Kµna) Jµ (κµqa)

κ2
µq −K2

µn

, (3.31c)

E0n =
2π

R0n

K2
0n −K2

K2

〈

1 − J0 (Kr)

J0 (Ka)
N0nJ0 (K0nr)

〉

δµ0

=
2π

R0n

K2
0n −K2

K2
N0n

[

a

K0n
J1 (K0na) − aK0nJ

′
0 (K0na)

K2 −K2
0n

]

δµ0, (3.31d)

L(σ)
µn =

π [1 − (−)σ δµ0]

Rµn
〈Jµ (χr)NµnJµ (Kµnr)〉

=
π [1 − (−)σ δµ0]Nµn

Rµn

aKµnJ
′
µ (Kµna) Jµ (χa)

χ2 −K2
µn

, (3.31e)

H(I)
µn = yhhJµ (κµnr1) + yhµJµ (κµnr2) , (3.31f)

H
(II)
µnℓ = yhℓJµ (κµnr1) + yℓµJµ (κµnr2) , (3.31g)

H(S)
µn = ysµJµ (κµnr2) . (3.31h)

i Expressions des constantes A(σ)
µ et des coefficients ξ(σ)

mn

Les constantes A(σ)
µ (équation 3.13) sont exprimées en fonction des coefficients ξ(σ)

mn, dont l’ex-

pression (3.6c) fait apparaître les produits scalaires du champ de pression p (r, θ) (équations 3.9,

3.11-3.13, 3.20, et 3.29a-3.29b) avec les fonctions propres ψ(σ)
mn (r, θ) (équations 3.4c-3.4f). Compte

tenu des notations énoncées précédemment, le produit scalaire du champ de pression dans l’en-

trefer avec les fonctions propres ψ(1)
mn (r, θ) est directement donné par

〈p (r, θ) |NµνJµ (Kµνr) cos (µθ)〉 = RµνL
(σ)
µν A

(1)
µ +

ρ0ω
2(εFv)

K2
µν − χ2

ξ(1)
µν

+Rµν

∑

n

D(σ)
µνn



H(I)
µn p (r1, 0) +

∑

ℓ=0,n0,...

H
(II)
µnℓ p

(1)
ℓ (r2)



 , (3.32a)

et le produit scalaire du champ de pression dans l’entrefer avec les fonctions propres ψ(2)
mn (r, θ)

directement par

〈p (r, θ) |NµνJµ (Kµνr) sin (µθ)〉 = RµνL
(σ)
µν A

(2)
µ +

ρ0ω
2(εFv)

K2
µν − χ2

ξ(2)
µν

+Rµν

∑

n

D(σ)
µνnH

(S)
µn p

(2)
µ (r2). (3.32b)
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3.4 Champ de déplacement de la membrane en fonction du champ de pression incident

Tenant compte de l’équation (3.26a) exprimant le champ de pression p (r, θ) en fonction des

paramètres p(σ)
µ (équations 3.26b et 3.26c), les membres de gauche des équations (3.32a) et (3.32b)

peuvent respectivement s’écrire

〈p (r, θ) | NµνJµ (Kµνr) cos (µθ)〉 = π (1 + δµ0)
〈

p(1)
µ (r)

∣

∣

∣ NµνJµ (Kµνr)
〉

, (3.33a)

et

〈p (r, θ) | NµνJµ (Kµνr) sin (µθ)〉 = π (1 − δµ0)
〈

p(2)
µ (r)

∣

∣

∣ NµνJµ (Kµνr)
〉

; (3.33b)

ainsi, d’après l’expression des constantes A(σ)
µ (3.13), les coefficients ξ(σ)

mn (3.6c) sont donnés par

ξ(1)
µν = E0νpav + L(1)

µνA
(1)
µ +

∑

n

D(1)
µνn



H(I)
µn p (r1, 0) +

∑

ℓ=0,n0,...

H
(II)
µnℓ p

(1)
ℓ (r2)



 , (3.34a)

pour σ = 1, et

ξ(2)
µν = L(2)

µνA
(2)
µ +

∑

n

D(2)
µνnH

(S)
µn p

(2)
µ (r2), (3.34b)

pour σ = 2.

Finalement, les constantes A(σ)
µ prennent la forme suivante (respectivement pour σ = 1 et

σ = 2),

A(1)
µ =

1

1 −∑

q
αµqL

(1)
µq

×
∑

ν

αµν



pavE0ν +
∑

n

D(1)
µνn



H(I)
µn p (r1, 0) +

∑

ℓ=0,n0,...

H
(II)
µnℓ p

(1)
ℓ (r2)







 , (3.35a)

et

A(2)
µ =

1

1 −∑

q
αµqL

(2)
µq

∑

ν

αµν

∑

n

D(2)
µνnH

(S)
µn p

(2)
µ (r2), (3.35b)

et les coefficients ξ(σ)
mn (équations 3.34a-3.34b), compte tenu des équations (3.35a) et (3.35b), sont

directement donnés par

ξ(1)
µν = Ω(av)

µν pav + Ω(h)
µν p (r1, 0) +

∑

ℓ=0,n0,...

Ω
(s1)
µνℓ p

(1)
ℓ (r2), (3.36a)

et

ξ(2)
µν = Ω(s2)

µν p(2)
µ (r2) , (3.36b)
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avec

Ω(av)
µν = E0ν + L(1)

µν

1

1 −∑

q
αµqL

(1)
µq

∑

r

αµrE0r, (3.37a)

Ω(h)
µν = L(1)

µν

1

1 −∑

q
αµqL

(1)
µq

∑

r

αµr

∑

n

D(1)
µrnH

(I)
µn +

∑

n

D(1)
µνnH

(I)
µn , (3.37b)

Ω
(s1)
µνℓ = L(1)

µν

1

1 −∑

q
αµqL

(1)
µq

∑

r

αµr

∑

n

D(1)
µrnH

(II)
µnℓ +

∑

n

D(1)
µνnH

(II)
µnℓ , (3.37c)

Ω(s2)
µν = L(2)

µν

1

1 −∑

q
αµqL

(2)
µq

∑

r

αµr

∑

n

D(2)
µrnH

(S)
µn +

∑

n

D(2)
µνnH

(S)
µn . (3.37d)

ii Expression des écarts instantanés de pression dans la couche de fluide inter-

électrodes au droit des ouvertures de l’électrode arrière

Compte tenu des expressions des constantes A(σ)
µ (équations 3.35a et 3.35b), des expressions des

coefficients ξ(σ)
mn (3.34a et 3.34b), et des matrices (3.29a) et (3.29b) exprimant les débits volumiques

U1 et U (σ)
m , le champ de pression dans la couche de fluide inter-électrodes (équations 3.9, 3.11,

3.12a et 3.20) est exprimé en fonction de la pression incidente pav et des écarts instantanés de

pression dans la couche de fluide inter-électrodes au droit des orifices p (r1, 0) (équation 3.23a) et

au droit de la fente périphérique p(σ)
ℓ (r2) (équations 3.24 et 3.26a-3.26c) par

p (r, θ) = Oav (r, θ) pav +O1 (r, θ) p (r1, 0) +
∑

σ=1,2

∑

ℓ=0,n0,...

O
(σ)
2 ℓ (r, θ) p

(σ)
ℓ (r2) (3.38)

où

Oav (r, θ) =
∑

m

oav m (r) cos (mθ) , (3.39a)

O1 (r, θ) =
∑

m

o1 m (r) cos (mθ) , (3.39b)

O
(1)
2ℓ (r, θ) =

∑

m

o2 mℓ (r) cos (mθ) , (3.39c)

et

O
(2)
2 m (r, θ) = o2 m (r) sin (mθ) , (3.39d)

et où les expressions des paramètres oav m (r), o1 m (r), o2 mℓ (r) et O2 m (r) (paramètres fonctions

de la variable r) sont données dans l’annexe D.1.

Ce champ de pression p (r, θ) écrit en (r = r1) et en (r = r2), et compte tenu des expressions

de pσ
µ (équations 3.26b et 3.26c), mène au système linéaire d’équations algébriques suivant

p (r1, 0) = Oav (r1, 0) pav +O1 (r1, 0) p (r1, 0) +
∑

ℓ=0,n0,...

O
(1)
2 ℓ (r1, 0) p

(1)
ℓ (r2)

+
∑

m=0,n0,...

O
(2)
2 m (r1, 0) p(2)

m (r2), (3.40a)
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3.4 Champ de déplacement de la membrane en fonction du champ de pression incident

p(1)
µ (r2) =

1

π (1 + δµ0)

[

〈Oav (r2, θ) pav | cos (µθ)〉 + 〈O1 (r2, θ) p (r1, 0) | cos (µθ)〉

+
∑

ℓ=0,n0,...

〈

O
(1)
2ℓ (r2, θ) p

(1)
ℓ (r2)

∣

∣

∣ cos (µθ)
〉

+
∑

m=0,n0,...

〈

O
(2)
2 m (r2, θ) p

(2)
m (r2)

∣

∣

∣ cos (µθ)
〉

]

, (3.40b)

p(2)
µ (r2) =

1

π (1 + δµ0)

[

〈Oav (r2, θ) pav | sin (µθ)〉 + 〈O1 (r2, θ) p (r1, 0) | sin (µθ)〉

+
∑

ℓ=0,n0,...

〈

O
(1)
2 ℓ (r2, θ) p

(1)
ℓ (r2)

∣

∣

∣ sin (µθ)
〉

+
∑

m=0,n0,...

〈

O
(2)
2 m (r2, θ) p

(2)
m (r2)

∣

∣

∣ sin (µθ)
〉

]

. (3.40c)

D’après l’hypothèse émise au paragraphe 3.2 (stipulant que les fonctions trigonométriques

cos (mθν0
) et sin (mθν0

) prennent respectivement les valeurs 1 et 0 au droit des orifices), et du

fait que la pression incidente est ici choisie uniforme, il apparaît que les paramètres p(2)
µ sont nuls,

ceci impliquant que le champ de pression dans l’entrefer ne dépend pas des modes faisant interve-

nir la fonction sin (θ). Ainsi, tenant compte des expressions (3.39a-3.39d), le système d’équations

(3.40a-3.40c), écrit sous forme matricielle et après intégration sur la variable θ, devient






















Oav (r1, 0) pav

oav 0 (r2) pav

oav 6 (r2) pav

...

oav m (r2) pav























=























1 −O1 (r1, 0) −O(1)
2 0 (r1, 0) −O(1)

2 6 (r1, 0) · · · −O(1)
2 m (r1, 0)

−o1 0 (r2) 1 − o2 00 (r2) −o2 06 (r2) · · · −o2 0m (r2)

−o1 6 (r2) −o2 60 (r2) 1 − o2 66 (r2) · · · −o2 6m (r2)
...

...
...

. . .
...

−o1 m (r2) −o2 m0 (r2) −o2 m6 (r2) · · · 1 − o2 mm (r2)













































p (r1, 0)

p
(1)
0 (r2)

p
(1)
6 (r2)

...

p
(1)
m (r2)























.(3.41)

Finalement, en ne considérant que les modes m = 0 et m = 6, les écarts instantanés de pression

p (r1, 0), p(1)
0 (r2) et p(1)

6 (r2), exprimés en fonction de la pression incidente pav, sont donnés par

p (r1, 0) = ϕ(h) pav, (3.42a)

p
(1)
0 (r2) = ϕ

(s1)
0 pav, (3.42b)

p
(1)
6 (r2) = ϕ

(s1)
6 pav, (3.42c)

où les expressions de ϕ(h), ϕ(s1)
0 et ϕ(s1)

6 sont données dans l’annexe D.1.
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3. Équations couplées du problème fondamental : solution

iii Expression du champ de déplacement de la membrane en fonction du champ de

pression incident

En définitive, d’après les expressions des coefficients ξ(1)
mn (équations 3.36a-3.37d) et des écarts

instantanés de pression dans l’entrefer au droit des orifices (3.42a) et au droit de la fente périphé-

rique (3.42b) et (3.42c), le champ de déplacement de la membrane ξ (r, θ) (équations 3.4c-3.6a),

exprimé pour les seuls modes m = 0 et m = 6, est donné par

ξ (r, θ) = pav

∑

m=0,6

∑

n

[

Ω
(av)
mn + ϕ(h)Ω

(h)
mn +

∑

ℓ=0,6
ϕ

(s1)
ℓ Ω

(s1)
mnℓ + ϕ

(s1)
ℓ Ω

(s1)
mnℓ

]

ψ
(1)
mn (r, θ) .

(3.43)

Il convient de noter que tous les paramètres de la modélisation étant déterminés, il est également

possible d’exprimer les champs de pression dans la couche de fluide inter-électrodes et dans la

cavité arrière en fonction du champ de pression incident. Ces résultats sont donnés (pour les seuls

modes m = 0 et m = 6) dans l’annexe D au paragraphe D.2 pour le champ de pression dans la

couche de fluide inter-électrodes et au paragraphe D.3 pour le champ de pression dans la cavité

arrière.

Conclusion

La solution du problème fondamental repose sur les solutions successives des systèmes d’équa-

tions régissant le champ de déplacement de la membrane puis les écarts instantanés de pression

dans la couche de fluide inter-électrodes et dans la cavité arrière, pressions couplées entre elles

par les ouvertures dans et autour de l’électrode arrière. Ainsi, le champ de déplacement de la

membrane (3.6a-3.6c), solution de (2.1a-2.1b), est exprimé sous la forme d’un développement mo-

dal sur la base des fonctions propres de Dirichlet (3.4c-3.4f), développement dont les coefficients

(3.6b) sont exprimés en fonction des solutions de l’équation du mouvement de la membrane [i.e.

la solution sans second membre, la solution avec pour unique second membre le champ de pression

incident (la somme de ces deux solutions satisfaisant à la condition de Dirichlet), et la solution

avec pour unique second membre le champ de pression dans la couche de fluide inter-électrodes].

Par ailleurs, l’écart instantané de pression dans l’entrefer est donné par la somme de la solution

générale (3.11) de l’équation de propagation (2.21a) sans second membre, de la solution parti-

culière (3.12a-3.12b) de l’équation de propagation avec pour unique second membre le débit du

diaphragme (solution exprimée sous la forme d’un développement modal sur les fonctions propres

de la membrane), et de la solution particulière (3.20) de l’équation de propagation avec pour

unique second membre les débits volumiques des ouvertures de l’électrode arrière [solution obte-

nue par usage de la formulation intégrale, où les fonctions de Green (3.14b) sont exprimées sous la

forme d’un développement modal sur la base des fonctions propres de Neumann (3.14c-3.14f)]. Les

deux premières solutions [(3.11) et (3.12a-3.12b)] ne satisfaisant pas séparément à la condition de

Neumann (2.21b), les constantes d’intégration (3.13) de la solution générale (3.11) sont choisies

- 52 -



Conclusion

de telle sorte que leur somme satisfasse cette condition (2.21b). Enfin, le champ de pression dans

la cavité arrière (3.21), solution du système d’équations (2.23a-2.23b), est obtenu par usage de la

formulation intégrale [de la même manière que la solution particulière (3.20)].

Par ailleurs, la solution analytique du problème est obtenue en écrivant les conditions d’inter-

faces entre les différents domaines considérés, par couplage des solutions obtenues précédemment

avec les équations (2.26) et (2.30), qui portent respectivement sur le comportement des orifices

de l’électrode arrière et de sa fente périphérique. Ainsi, compte tenu de l’expression du champ de

pression dans la cavité arrière (3.21) et des équations du comportement des ouvertures de l’élec-

trode arrière, les débits des orifices et de la fente annulaire (3.29a-3.29b) sont exprimés en fonction

des écarts instantanés de pression dans l’entrefer au droit des ouvertures de l’électrode arrière.

Ces écarts instantanés de pression sont déterminés en écrivant le champ de pression dans l’entrefer

(3.38) successivement aux coordonnées des orifices et de la fente annulaire et finalement expri-

més (3.42a-3.42b) en fonction des propriétés physiques du fluide considéré, des caractéristiques

mécaniques et géométriques du microphone et du champ de pression incident.

À noter que l’approche proposée mène à des résultats analytiques, dépendant à la fois des

coordonnées radiale et azimutale, qui permettent de caractériser le comportement du microphone

en fluides divers à des pressions et des températures statiques variées, et pour une large gamme

de fréquences (de quelques Hertz jusqu’à 100 kHz). La modélisation présentée permet en outre

de considérer un champ de pression non uniforme sur la surface de la membrane ; elle peut être

de surcroît améliorée sans difficulté en modélisant les ouvertures de l’électrode arrière de manière

plus réaliste (et non comme étant des sources de débit ponctuelles et linéique, respectivement pour

les orifices et pour la fente périphérique), élargissant de la sorte l’éventail des modes à retenir.
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Chapitre 4

Champ de déplacement de la membrane,

sensibilité et bruit thermique du

microphone : résultats théoriques et

expérimentaux

Les résultats théoriques pour le champ de déplacement de la membrane, obtenus à partir des

expressions des solutions présentées au chapitre précédent, sont ici comparés aux résultats expéri-

mentaux obtenus par vibrométrie laser à balayage sur un microphone demi-pouce B&K type 4134

à des fréquences pour lesquelles les orifices de l’électrode arrière exercent une forte influence sur la

déformée de membrane. Un circuit électrique équivalent du microphone, qui ne prend en compte

que le mode fondamental de vibration de la membrane, est ensuite proposé, faisant apparaître

tous les domaines qui constituent le transducteur (la membrane, la lame de fluide, les ouvertures

de l’électrode arrière et la cavité arrière). Les valeurs « exactes », puis approchées (pour différents

degrés d’approximations) de chacun des paramètres de circuit équivalent sont reportées en annexe

C. Enfin, la sensibilité et le bruit thermo-mécanique du microphone, représentés en fonction de

la fréquence, sont calculés en considérant les valeurs approchées, voire « exactes », de chacun des

composants du circuit électrique équivalent et comparés.

4.1 Champ de déplacement de la membrane en hautes fré-

quences : résultats théoriques et expérimentaux

Les résultats présentés dans ce paragraphe sont obtenus à des fréquences pour lesquelles le

champ de déplacement de la membrane est non uniforme, voire très fortement non uniforme, en

raison de la présence des orifices de l’électrode arrière qui exercent une influence importante sur

la déformée. L’expérience réalisée pour quantifier le mouvement de la membrane à ces fréquences
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4. Champ de déplacement de la membrane, sensibilité et bruit thermique du microphone :
résultats théoriques et expérimentaux

Paramètre Symbole Valeur Unité

Taille du microphone - 1/2 pouce

N° de série - 390329 -

Capacité électrique sans tension de polarisation C 17.4 pF

Rayon de la membrane a 4.445 mm

Masse surfacique de la membrane Ms 0.04445 kg.m-2

Masse volumique de l’air ρ0 1.2 kg.m-3

Viscosité de cisaillement du fluide µ 1.9 × 10−5 kg.m-1.s-3

Rapport des capacités calorifiques γ 1.4 -

Hauteur de la couche de fluide inter-électrodes ǫ 20.77 µm

Rayon de l’électrode arrière abp 3.607 mm

Nombre d’orifices dans l’électrode arrière n0 6 -

Coordonnée radiale du centre de chaque orifice de l’élec-

trode arrière

r1 2.032 mm

Rayon des orifices de l’électrode arrière R 0.508 mm

Profondeur des orifices de l’électrode arrière h1 0.843 mm

Coordonnée radiale du centre de la fente périphérique r2 4.026 mm

Largeur de la fente périphérique e 0.838 mm

Profondeur de la fente périphérique h2 0.3048 mm

Volume de la cavité arrière V
C

1.264 × 10−7 m3

Tableau 4.1 – Paramètres mécaniques, géométriques et électrique du microphone B&K type 4134

est décrite sur la figure 4.1, où sont représentés les six éléments de la chaîne de mesure.

Le microphone 1/2 pouce B&K type 4134, microphone réciproque dont l’électrode arrière est

perforée de six orifices (figure 4.2) et dont la grille de protection a été ôtée, est ici utilisé en

émetteur. Le pré-amplificateur utilisé permet de superposer la tension de polarisation, tension

continue U0 de 200 Volts, et le signal d’excitation électrique u(t) (tension alternative harmonique)

délivré par le générateur intégré au système d’acquisition PSV-300. Le signal d’excitation est

visualisé sur un oscilloscope après amplification, afin d’appliquer une tension d’amplitude crête de

50 Volts. Le déplacement de la membrane du microphone, obtenu par mesure optique au moyen

d’un vibromètre laser à balayage, est la moyenne de quinze mesures effectuées pour chacun des

30×30 points du maillage. Les mesures ont été réalisées dans les conditions standard d’utilisation,

c’est-à-dire dans l’air, à température ambiante et à pression atmosphérique.

Les figures 4.3, 4.4 et 4.5 représentent respectivement le champ de déplacement de la membrane

- 56 -



4.1 Champ de déplacement de la membrane en hautes fréquences : résultats théoriques et expérimentaux

U0

Out Source In

(1)

(2)

(4)

(5)

(6)
(3)

In

In

u(t)

Figure 4.1 – Schéma du dispositif expérimental représentant les éléments de la chaîne de mesure :

(1) Vibromètre laser à balayage (OFV 056) avec son optique de précision, (2) microphone 1/2

pouce B&K type 4134 monté sur un support, (3)Tension de polarisation du microphone (amplifi-

cateur de mesure B&K type 2609), (4) Oscilloscope (HP 54603B), (5) Amplificateur de puissance

(B&K type 2713), (6) Système de pilotage du vibromètre laser et de traitement des données (PSV

300-H)

Électrode arrière

Orifice

Fente périphérique

Figure 4.2 – Vue de dessous de la capsule microphonique B&K type 4134 utilisée pour les mesures

à 40 kHz , 57 kHz et 72 kHz, fréquences auxquelles le déplacement est maximal au droit des orifices.

Les résultats théoriques sont ici obtenus en tenant compte d’un seul mode azimutal (c’est-à-dire

m = 0 et 6) et de onze modes radiaux (c’est-à-dire n = 0 à 10) et en simulant la pression acoustique

incidente pav (3.43) par la pression électrostatique pe calculée avec l’expression suivante :

pe =
CU0

πa2ε
u(t), (4.1)

où C représente la capacité électrique du microphone sous une tension de polarisation U0 (leurs

valeurs sont données dans le tableau 4.1).

Le résultat expérimental obtenu à 40 kHz (figure 4.3 à gauche) montre que les orifices de

l’électrode arrière agissent sur le champ de déplacement de la membrane en faisant apparaître une

couronne sur le rayon qui correspond à leur emplacement. Le résultat théorique (à droite) montre

un champ de déplacement de forme similaire avec des amplitudes en accord avec celles obtenues

expérimentalement au centre de la membrane et au droit des orifices (ces amplitudes sont données

dans le tableau 4.2). Il convient toutefois de noter que le champ de déplacement calculé diffère de

celui mesuré sur la périphérie de la membrane, cette différence étant vraisemblablement due au
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4. Champ de déplacement de la membrane, sensibilité et bruit thermique du microphone :
résultats théoriques et expérimentaux

Figure 4.3 – Champ de déplacement de la membrane à 40 kHz : résultat expérimental (à gauche)

et théorique (à droite)

fait que les orifices et la fente périphérique sont modélisés par des sources de débits respectivement

ponctuelles et linéïque.

Fréquence Emplacement Déplacement mesuré Déplacement calculé (m = 0 et 6)

40 kHz Au droit d’un orifice 55, 2 nm 41, 2 nm

Au centre de la membrane 7, 1 nm 8, 7 nm

57 kHz Au droit d’un orifice 37, 9 nm 29, 1 nm

Au centre de la membrane −24, 2 nm 10, 8 nm

72 kHz Au droit d’un orifice 35 nm 30 nm

Au centre de la membrane −11 −8, 3

Tableau 4.2 – Amplitudes calculées et mesurées du déplacement au centre de la membrane et au

droit des orifices pour les fréquences de 40 kHz, 57 kHz et 72 kHz

À 57 kHz le champ de déplacement de la membrane est fortement non uniforme comme le montre

le résultat expérimental présenté sur la figure 4.4 (à gauche) : les orifices de l’électrode arrière ont

ici un effet (très) localisé et agissent sur la déformée de telle manière que six « bosses » apparaissent,

dont l’emplacement correspond à celui des six orifices de l’électrode arrière. Le résultat théorique

(à droite) montre également l’influence qu’ont les orifices sur la déformée de membrane avec une

bonne estimation de l’amplitude du déplacement à leurs emplacements. Toutefois, l’amplitude du

déplacement calculée au centre de la membrane ne correspond pas exactement à celle mesurée,
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Figure 4.4 – Champ de déplacement de la membrane à 57 kHz : résultat expérimental (à gauche)

et théorique (à droite)

laquelle est du même ordre de grandeur et de signe opposé à l’amplitude du déplacement au droit

des orifices (ces amplitudes sont données dans le tableau 4.2).

La figure 4.5 représente le champ de déplacement mesuré (à gauche) et calculé (à droite) à

72 kHz. Ces deux résultats montrent une fois encore que les orifices de l’électrode arrière ont une

influence importante sur le comportement dynamique de la membrane, influence caractérisée par

six bosses sur la déformée. Les amplitudes du déplacement au centre de la membrane et au droit

des orifices (données dans le tableau 4.2) montrent ici un très bon accord entre les valeurs calculée

Figure 4.5 – Champ de déplacement de la membrane à 72 kHz : résultat expérimental (à gauche)

et théorique (à droite)
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et mesurée.

Il convient de noter que la différence observée entre le champ de déplacement calculé et celui

mesuré (figure 4.5) montre une fois de plus que le modèle surestime le déplacement sur la périphérie

de la membrane.

4.2 Approximations basses fréquences : circuit électrique équi-

valent

Compte tenu de l’expression 3.6a, l’impédance d’entrée Zav du microphone, définie (au signe

près) par le rapport du champ de pression incident pav sur la vitesse moyenne de la membrane

iω 〈ξ (r, θ)〉 (orientée sortante du microphone), prend la forme suivante :

Zav =
−pav

i ω
∑

mn
ξ

(σ)
mn

〈

ψ
(σ)
mn (r, θ)

〉 . (4.2)

Lorsqu’un seul mode est conservé (c’est-à-dire pour m = 0 et n = 0), le développement ana-

lytique de (4.2) permet de modéliser l’impédance d’entrée sous la forme du circuit électrique

équivalent représenté sur la figure 4.6 où les quatre domaines couplés qui constituent le micro-

phone apparaissent (les expressions des différents composants électriques équivalents énoncés ici

sont présentées en annexe C de façon « exacte », puis pour différents degrés d’approximations) :

(i) la membrane, représentée par l’inductance Lm (liée à son inertie) et par la capacitance Cm

(liée à sa tension mécanique), est couplée à (ii) la couche de fluide inter-électrodes, représentée

par l’inductance Lµ (liée à son inertie), par les capacitances Ch et CH (liées à sa compressibilité),

par la résistance Rµ (liée à l’amortissement visqueux) et par les résistances Rh et RH (liées à

l’amortissement thermique), cette couche de fluide inter-électrodes étant par ailleurs couplée avec

(iii) la cavité arrière, représentée par la capacitance Cc (liée à la compressibilité du fluide), par le

biais (iv) des orifices et de la fente périphérique, représentés respectivement par les impédances

acoustiques de transfert Z1 et Z2 (composées d’une inertance et d’une résistance liée à l’amor-

tissement visqueux). Il convient de noter que le facteur ZH (C.9c) traduit la compressibilité et

l’amortissement thermique de la lame de fluide ; le facteur Zh (C.8), voisin de ZH (facteur mul-

tiplicatif d’environ 0, 7 ; voir équations C.8, C.9c et C.18), traduit l’effet de compressibilité et

d’amortissement thermique sur le champ acoustique dans la cavité arrière de façon inattendue a

priori.
Les impédances de transfert acoustique des orifices (Z1) et de la fente périphérique (Z2), re-

présentées sur la figure 4.7, font apparaître les résistances liées à l’amortissement visqueux et les

inductances liées à l’inertie du fluide à l’intérieur des ouvertures de l’électrode arrière. L’expres-

sion de l’impédance de transfert Z1 est donnée ci-dessous à titre d’exemple, afin de montrer les
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pav

−iω 〈ξ〉 Lm Cm

Lµ

Rµ

Ch

Rh

Z1 Z2

Cc

CH

RH

Zh

ZH

Figure 4.6 – Circuit électrique équivalent de l’impédance acoustique d’entrée du microphone

différents degrés d’approximations décrits dans l’annexe C :

Z1 =
1

n0y1,v0

=
1

n0

iωρ0h1

S1,v0

(

1 − 2

kvR

J1 (kvR)

J0 (kvR)

)−1

, (4.3a)

∼= 1

n0

(

8µh1

π R4
+ i ω

(4ρ0/3) h1

π R2

)

, (4.3b)

∼= 1

n0

8µh1

π R4
, (4.3c)

où l’expression (4.3a) correspond à la valeur « exacte » (donnée par les équations 2.25 et 2.27),

l’expression (4.3b) correspond au degré d’approximation à l’ordre 1 (mettant respectivement en

Z1

Z2

=

=

∼
=

∼
=

Figure 4.7 – Composants électriques équivalents de l’impédance (acoustique) de transfert des

orifices de l’électrode arrière (Z1) et de la fente périphérique (Z2)
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évidence l’effet de la viscosité et de l’inertie) et l’expression (4.3c) correspond au degré d’approxi-

mation à l’ordre 0 (valide aux basses fréquences uniquement).

4.3 Sensibilité du microphone

La sensibilité σ du microphone, définie par le rapport de la tension de sortie du circuit ouvert

sur la pression incidente telle que

σ = − U0

π a2εpav

∑

m n σ

ξ(σ)
m n

〈

ψ(σ)
m n (r, θ)

〉

, (4.4)

est ici calculée en considérant le champ de déplacement de la membrane et les champs de pression à

l’intérieur de la capsule microphone indépendants de l’angle θ, c’est-à-dire pour m = 0, négligeant

de la sorte les modes plus élevés. Sur la figure 4.8, la sensibilité calculée en tenant compte de

onze modes radiaux pour deux valeurs de capacité électrique C de 17, 4 pF et 16 pF (l’écart
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Figure 4.8 – Module (en haut) de la sensibilité exprimée en dB (référencé à 1 V/Pa) en fonction

de la fréquence donnée dans la charte de calibration du microphone type 4134 (ligne continue

noire avec des points) ; Module (en haut) exprimée en dB (référencé à 1 V/Pa) et phase (en bas)

de la sensibilité en fonction de la fréquence calculée avec onze modes radiaux pour différentes

valeurs de la capacité électrique (au repos) du microphone : C = 17, 4 pF (ligne continue rouge)

et C = 16 pF (ligne pointillée bleue)
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relatif entre ces valeurs étant choisi égal à 8%) est comparée à la sensibilité mesurée par le

constructeur donnée sur la charte de calibration du microphone ; ceci permet de montrer l’influence

de l’incertitude de l’épaisseur de la lame d’air (ε = ǫ0Sbp/C, où la permittivité diélectrique du vide

ǫ0 = 1/(36π109) ∼= 8, 8410−12 A.s.V−1.m−1) à la fois sur la position de la première du maximum

de l’amplitude de la sensibilité, mais aussi sur la valeur de la sensibilité basses fréquences. Le

résultat théorique obtenu avec une capacité de 16 pF localise bien du maximum de l’amplitude

de la sensibilité à 10 kHz comme indiqué sur la charte de calibration. Toutefois, la sensibilité

aux basses fréquences de −43, 6 dB (correspondant à 6, 6 mV/Pa) s’écarte de 4, 6 dB de la valeur

donnée par constructeur qui est de −39 dB (correspondant à 11, 2 mV/Pa). Le résultat théorique
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Figure 4.9 – Module (en haut) et phase (en bas) de la sensibilité en fonction de la fréquence

calculée en tenant compte de onze modes radiaux (ligne continue rouge), d’un seul mode (m =

n = 0) avec les valeurs « exactes » des paramètres du circuit équivalent (ligne discontinue orange)

et d’un seul mode avec les valeurs à l’ordre 0 des paramètres du circuit équivalent (ligne pointillée

bleue)

obtenu avec la capacité électrique de C = 17, 4 pF localise du maximum de l’amplitude de la

sensibilité à 7 kHz et donne une sensibilité aux basses fréquences de −42, 9 dB, ce qui correspond

à une sensibilité d’environ 7.2 mV/Pa. Ainsi, il apparaît que ces différences observées entre les

valeurs expérimentale et analytiques ne peuvent être interprétées par l’incertitude de la capacité

électrique. Néanmoins, en considérant la surface réelle de l’électrode arrière (Sbp − S1) (c’est-à-dire

la surface de l’électrode arrière dont est soustraite la surface totale des orifices), inférieure à la
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surface de la membrane (S = πa2), la sensibilité calculée aux basses fréquences est de 9 mV/Pa,

ce qui est proche de la valeur de la sensibilité de 11, 2 mV/Pa donnée par le constructeur.

La sensibilité calculée, tenant compte de onze modes radiaux (m = 0 et n = 0 à 10) pour

une capacité électrique C = 17, 4 pF représentée sur la figure 4.8 (courbe discontinue rouge), est

comparée sur la figure 4.9 (courbe discontinue rouge) aux sensibilités calculées en tenant compte

d’un seul mode (m = n = 0) avec les valeurs « exactes » (ligne discontinue orange) et à l’ordre

0 (ligne pointillée bleue) des paramètres du circuit équivalent. Ces résultats, qui donnent tous

des valeurs similaires de la sensibilité aux basses fréquences, traduisent le domaine de validité en

fréquence du modèle qui couvre respectivement l’intervalle de fréquences (0−30 kHz), (0−10 kHz)

ou (0 − 1 kHz) selon que cette sensibilité est calculée en tenant compte (i) de onze modes radiaux

et ainsi d’une déformée relativement précise de la membrane (modes m = 0 et n = 0 à 10), (ii)

d’un seul mode avec les expressions « exactes » des paramètres du circuit équivalent, ou (iii) d’un

seul mode avec les expressions approchées à l’ordre 0 des paramètres du circuit équivalent.

4.4 Bruit thermo-mécanique du microphone

Le bruit thermique, qui est la première cause de bruit propre du microphone, est dû au mou-

vement irrégulier des électrons (similaire au mouvement brownien) et se traduit par l’apparition

d’une tension de bruit aux bornes de toute résistance [79, chap. 4]. Cette résistance peut être

celle d’un composant électronique, où celle qui modélise un effet dissipatif d’origine acoustique,

mécanique ou électrique.

Le bruit thermique analysé dans ce paragraphe est un bruit d’origine mécanique, qui est dû à

la dissipation d’énergie liée aux phénomènes thermiques et visqueux à l’intérieur de la couche de

fluide inter-électrodes, dans les orifices de l’électrode arrière et dans la fente périphérique. Ainsi,

le bruit thermo-mécanique peut être calculé à partir du circuit équivalent, la résistance mécanique

Rth étant définie par la partie réelle de l’impédance équivalente totale du fluide, soit compte tenu

des expressions des impédances Zg (C.41) et ZR (C.38) (annexe C)

Rth = ℜe (Zg + ZR) . (4.5a)

Cette résistance équivalente Rth, calculée en ne conservant qu’un seul mode (m = n = 0),

est représentée sur la figure 4.10 en fonction de la fréquence pour deux degrés d’approximations

différents : les approximations à l’ordre 0 (ligne pointillée bleue) et à l’ordre 1 (ligne disconti-

nue rouge) des paramètres du circuit équivalent. Aux basses fréquences, la résistance Rth vaut

2, 06 × 108 Ns/m5 (correspondant à un bruit thermo-mécanique de 20, 2 dB[A]) en utilisant les

approximation à l’ordre le plus bas et vaut 1, 69 × 108 Ns/m5 en utilisant les approximations à

l’ordre 1. Ces résultats sont en bon accord avec ceux disponibles dans la littérature (par exemple

ceux donnés dans les références [71] ou [68]) et notamment avec la valeur Rth = 1, 89 × 108 Ns/m5

(qui correspond à un bruit thermo-mécanique de 19, 7 dB[A]) obtenue en utilisant la modélisa-

tion analytique [48]. Il convient de noter que, comme attendu, le résultat obtenu en utilisant les
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Figure 4.10 – Résistance thermique Rth en fonction de la fréquence calculée en tenant compte

d’un seul mode (m = n = 0) avec les valeurs à l’ordre 0 (ligne pointillée bleue) et à l’ordre 1 (ligne

discontinue rouge) des paramètres du circuit équivalent

approximations à l’ordre 1 sont plus précis ; la valeur de la résistance obtenue avec l’approche

Škvor/Starr [71] reste la plus proche de la spécification (1.25 × 108 Ns/m5, correspondant à un

bruit thermo-mécanique de 18 dB[A]) avec une estimation du bruit thermique de 18, 3 dB[A].

Conclusion

Les mesures réalisées au vibromètre laser à balayage présentées dans le paragraphe 4.1 per-

mettent pour la première fois (à notre connaissance) de mettre en évidence la nature non uniforme

(voire fortement non uniforme) du champ de déplacement de la membrane d’un microphone capa-

citif en haute fréquence et de quantifier ce déplacement sur la surface totale de la membrane. À 40

kHz, l’amplitude maximale du champ de déplacement de la membrane se trouve distribuée sur un

rayon qui correspond à la coordonnée radiale du centre des orifices. À 57 kHz et 72 kHz, les orifices

de l’électrode arrière exercent une influence importante sur la déformée du diaphragme, influence

qui est localisée au droit des emplacements des orifices dans l’électrode arrière, de telle manière

que six « bosses » apparaissent sur le champ de déplacement. Les résultats théoriques, obtenus

pour un nombre limité de modes, sont en bon accord avec les résultats expérimentaux, tant en

terme d’allure de déformée qu’en terme d’amplitude du déplacement au centre de la membrane et

au droit des orifices. Toutefois, des différences entre les champs de déplacement calculé et mesuré

apparaissent sur la périphérie de la membrane, ce qui montre que le modèle tend à surestimer ce

déplacement sur cette partie du diaphragme. Ce problème pourrait éventuellement être résolu en

tenant compte d’un plus grand nombre de modes et plus encore en modélisant les sources de débit

des orifices et de la fente périphérique de manière plus réaliste (et non par des sources ponctuelles

et linéïque).

Le circuit équivalent figurant au paragraphe 4.2, dont les expressions des différents composants

sont données en annexe C permet d’une part de mettre en évidence les différents couplages entre
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les différents domaines qui constituent le microphone, et d’autre part de calculer aisément la

sensibilité et le bruit thermo-mécanique du transducteur.

Lorsque le champ de déplacement de la membrane et les champs de pression à l’intérieur de la

capsule microphonique sont considérés indépendants de l’angle θ, quel que soit le degré d’approxi-

mation retenu dans l’expression des paramètres, les résultats obtenus aux basses fréquences pour

le module de la sensibilité (exprimé en dB référencé à 1 V/Pa et non en valeur adimensionnée

comme c’est le cas dans la littérature pour les résultats analytiques) sont proches de la sensibilité

donnée par le constructeur sur la charte de calibration. Il est à noter que les tracés de la sensibilité

en fonction de la fréquence calculée pour différentes valeurs de la capacité électrique (hors ten-

sion de polarisation du microphone) montrent l’influence de ce paramètre à la fois sur la position

du maximum de l’amplitude de la sensibilité et aussi sur la valeur de la sensibilité aux basses

fréquences. Le domaine de validité du modèle couvre respectivement les intervalles de fréquences

(0 − 30 kHz), (0 − 10 kHz) ou (0 − 1 kHz) selon que cette sensibilité est calculée en tenant compte

(i) de la déformée relativement précise de la membrane (modes m = 0 et n = 0 à 10), (ii) d’un

seul mode avec les expressions « exactes » des paramètres du circuit équivalent, ou (iii) d’un seul

mode avec les expressions approchées à l’ordre 0 des paramètres du circuit équivalent.

Les valeurs obtenues pour le bruit thermique (exprimé en fonction de la fréquence) sont finale-

ment obtenues en utilisant les expressions approchées à l’ordre 1 et à l’ordre 0 des paramètres du

circuit équivalent, montrant un bon accord avec les résultats disponibles dans la littérature.

En définitive, les résultats présentés dans ce chapitre montrent une bonne cohérence des résul-

tats théoriques (obtenus avec la modélisation analytique présentée aux chapitres 2 et 3) à la fois

avec les résultats expérimentaux du champ de déplacement de la membrane et avec l’ensemble

des résultats disponibles dans la littérature.
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La miniaturisation (par procédé MEMS) des microphones capacitifs, leur usage nouveau en mé-

trologie fine (comme émetteurs et récepteurs) et aux fréquences élevées (20-100 kHz), fréquences

auxquelles la déformée du diaphragme peut être fortement non uniforme, rendent aujourd’hui né-

cessaire une caractérisation plus approfondie de leur comportement, tant en terme de modélisation

qu’en terme de résultats expérimentaux. C’est ainsi qu’une modélisation adaptée est proposée dans

ce mémoire et comparée à des résultats expérimentaux nouveaux ; elle tient compte en particulier

de l’influence locale exercée par les orifices de l’électrode arrière sur le champ de déplacement de

la membrane et des effets de couches limites thermiques (plus largement étudiés au préalable) qui

ne sont plus négligeables aux fréquences et dimensions considérées ici.

Dans le premier chapitre, l’étude analytique présentée (qui sort du cadre strict de l’étude

d’un transducteur) permet d’analyser en détails les transferts thermiques entre un fluide et une

paroi mince dans le cas d’une membrane de faible épaisseur et d’une fibre de faible rayon. La

modélisation, qui est appliquée successivement aux deux types de paroi, repose sur le système

d’équations couplées régissant les variables de vitesse particulaire et de température dans le fluide,

sur l’équation de conduction de la chaleur dans le solide et sur les conditions aux limites aux

interfaces fluide-solide. Les résultats analytiques obtenus permettent, pour différentes épaisseurs

de membrane et différents rayons de fibre, d’une part d’analyser la condition thermodynamique

locale du fluide au moyen du coefficient polytropique (exprimé en fonction de la distance à la

paroi) et d’autre part d’examiner l’effet « global » des couches limites thermiques, traduit en

termes d’admittance spécifique équivalente. Cette étude montre que (i) la transition entre la

condition quasi isotherme à l’interface solide-fluide et quasi adiabatique dans le domaine fluide

apparaît, comme attendu, à une distance de la paroi de l’ordre de deux épaisseurs de couche

limite thermique, (ii) la condition usuelle « isotherme » à l’interface entre un fluide léger et une

membrane reste valide, y compris pour des épaisseurs de la membrane de l’ordre du micromètre

et quelle que soit la fréquence considérée (dans le domaine retenu), (iii) la condition thermique

« isotherme » à la surface d’une fibre n’est plus valide pour des rayons inférieurs à une épaisseur de

couche limite thermique et peut devenir « adiabatique » pour des rayons de quelques micromètres

aux fréquences les plus basses, (iv) l’admittance spécifique équivalente, associée aux phénomènes

de couches limites thermiques, présente, en fonction de l’épaisseur, des variations très faibles (voire

négligeables) dans le cas d’une membrane, et (v) par contre les variations du module et de phase

de l’admittance dans le cas d’une fibre sont très importantes.
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Le second chapitre, dont le propos est de poser le problème de la modélisation analytique

de microphones capacitifs, présente successivement les équations pour chaque domaine qui le

constitue, menant ainsi au système d’équations couplées régissant le champ de déplacement de la

membrane, le champ de pression dans la couche de fluide inter-électrodes, le champ de pression

dans la cavité arrière et le comportement des ouvertures de l’électrode arrière (les orifices et la

fente périphérique). Par-delà les éléments contenus dans les modèles en usage jusqu’à présent,

ces équations prennent en outre en compte : (i) les effets de couches limites thermiques, (ii) les

conditions aux frontières sur l’électrode arrière rendues uniformes (par un facteur dépendant de

sa porosité qui permet de traduire la présence des orifices) pour l’écart instantané de température

et pour la composante radiale de la vitesse particulaire, (iii) les débits des orifices de l’électrode

arrière et de sa fente périphérique, considérés respectivement ponctuels et linéïque, sous la forme

de termes sources extérieures pris en compte dans le second membre de l’équation de propagation

des champs de pression à l’intérieur la couche de fluide inter-électrodes et dans la cavité arrière,

(iv) la nature non uniforme du champ de pression dans la cavité arrière en hautes fréquences

(jusqu’à 100 kHz), (v) les expressions " exactes " (et non les limites basses fréquences) pour les

admittances de transfert des ouvertures de l’électrode arrière.

Dans le troisième chapitre, la solution du problème fondamental, problème à couplage multiple,

est obtenue dans un premier temps en faisant usage de théories modales appropriées pour les ré-

solutions successives des systèmes d’équations régissant le champ de déplacement de la membrane

et les écarts instantanés de pression dans la couche de fluide inter-électrodes et dans la cavité

arrière, pressions couplées entre elles par les orifices de l’électrode arrière et la fente périphérique.

Dans un second temps, la solution analytique du problème est obtenue en écrivant les condi-

tions d’interfaces entre les différents domaines considérés, par couplage des solutions obtenues

précédemment avec les équations qui portent sur le comportement des ouvertures de l’électrode

arrière. Finalement, l’approche proposée ici mène à l’expression du champ de déplacement de la

membrane qui dépend à la fois des coordonnées radiale et azimutale, résultat analytique nouveau,

et qui est exprimé en fonction des propriétés physiques du fluide considéré, des caractéristiques

mécaniques et géométriques du microphone, et du champ de pression incident. À noter que les

résultats peuvent toutefois être améliorés en tenant compte de la géométrie réelle des ouvertures

de l’électrode arrière (sources de débits) en ne les considérant plus comme des sources de débit

ponctuelles et linéique, respectivement pour les orifices et pour la fente périphérique, élargissant

de la sorte l’éventail des modes à retenir.

La caractérisation expérimentale du champ de déplacement de la membrane d’un microphone

capacitif permet pour la première fois de mettre en évidence sa nature non uniforme (voire forte-

ment non uniforme) en hautes fréquences et de quantifier son amplitude sur toute la surface de

sa membrane. Les mesures réalisées avec un vibromètre laser à balayage montrent bien l’influence

qu’exercent les orifices de l’électrode arrière sur la déformée, notamment à 57 kHz et à 72 kHz

où six « bosses » apparaissent sur le champ de déplacement, localisées aux emplacements des
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six orifices de l’électrode arrière du microphone utilisé. Les résultats théoriques, obtenus avec la

modélisation présentée dans ce mémoire et pour un nombre limité de modes, sont en bon accord

avec les résultats expérimentaux, tant en terme d’allure de déformée qu’en terme d’amplitude du

déplacement au centre de la membrane et au droit des orifices. Toutefois, des différences entre

les champs de déplacement calculé et mesuré apparaissent sur la périphérie de la membrane, ce

qui montre que le modèle tend à surestimer le déplacement sur cette partie du diaphragme (ceci

provenant vraisemblablement de la troncature des modes et de la nature supposée ponctuelle ou

linéïque des ouvertures de l’électrode arrière). Par ailleurs, le circuit équivalent, obtenu à partir

du modèle en ne conservant qu’un seul mode et dont les expressions des différents composants

sont données en annexe C, permet d’une part de mettre en évidence les différents couplages qui

existent entre les domaines qui constituent le microphone et d’autre par de calculer aisément la

sensibilité et le bruit thermo-mécanique du transducteur. Les résultats théoriques obtenus pour

le module de la sensibilité, qui sont ici exprimés en valeurs absolues (dB référencé à 1 V/Pa) et

non en valeurs relatives adimensionnées comme c’est le cas dans la littérature pour les modèles

analytiques, sont, aux basses fréquences, proches de la sensibilité donnée par le constructeur sur la

charte de calibration, quels que soient les degrés d’approximations retenus. À noter que les tracés

de la sensibilité en fonction de la fréquence issus de calculs effectués pour différentes valeurs de

la capacité électrique (hors tension de polarisation du microphone), montrent l’influence de ce

paramètre à la fois sur la position du maximum de l’amplitude de la sensibilité et également sur la

valeur de la sensibilité aux basses fréquences. Les résultats mettent également en évidence le do-

maine de validité du modèle qui couvre respectivement les intervalles de fréquences (0 − 30 kHz),

(0 − 10 kHz) et (0 − 1 kHz) selon que cette sensibilité est calculée en tenant compte (i) de la

déformée relativement précise de la membrane (modes m = 0 et n = 0 à 10), (ii) d’un seul mode

avec les expressions « exactes » des paramètres du circuit équivalent, ou des expressions appro-

chées à l’ordre 0 des paramètres du circuit équivalent. Finalement, les valeurs obtenues pour le

bruit thermique (exprimées en fonction de la fréquence) sont calculées en utilisant les expressions

approchées à l’ordre 1 et à l’ordre 0 des paramètres du circuit équivalent, montrant un bon accord

avec les résultats disponibles dans la littérature.

En définitive, la modélisation analytique de microphones capacitifs proposée ici tient compte

à la fois des effets de couches limites thermiques, dont l’étude préliminaire a notamment permis

de justifier la condition « isotherme » sur une membrane mince, mais également de l’influence

locale des orifices de l’électrode arrière. Les solutions analytiques obtenues, qui dépendent à la

fois des coordonnées radiale et azimutale, doivent permettre de caractériser le comportement du

microphone en fluides divers, à des pressions et des températures statiques variées, et pour une

large gamme de fréquences (de quelques Hertz jusqu’à 100 kHz). Les résultats théoriques présen-

tés montrent une bonne cohérence avec les résultats expérimentaux du champ de déplacement

de la membrane d’une part et avec les résultats disponibles dans la littérature d’autre part. Il

convient toutefois de noter de légers écarts d’une part entre les résultats théoriques et les résultats
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expérimentaux du champ de déplacement sur la périphérie de la membrane, et d’autre part entre

les valeurs calculées et celles données par le constructeur pour la sensibilité aux basses fréquences.

Ces résultats théoriques peuvent être améliorés en tenant compte d’un nombre plus important de

modes et en modélisant les ouvertures de l’électrode arrière de manière plus réaliste (c’est-à-dire

en ne les modélisant pas par des sources de débits ponctuelles et linéique).

Ce modèle de microphone peut être utilisé dans des systèmes plus complexes, par exemple

ceux impliquant le couplage avec une cavité, comme celle cylindrique utilisée pour l’étalonnage de

microphones par la méthode de réciprocité en coupleur ou celle sphérique utilisée pour la mesure

précise de la célérité du son, méthodes qui requièrent toutes deux de connaître avec précision le

champ de déplacement de la membrane du microphone, aussi bien lorsque celui-ci est utilisé en

émetteur qu’en récepteur. Comme mentionné précédemment, ce modèle doit également permettre

d’obtenir des résultats précis dans des conditions de pressions basses ou élevées, de températures

basses ou élevées et dans des gaz de différentes natures, ce qui reste à vérifier et à préciser.
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Annexe A

Généralités sur le microphone capacitif

Le terme « microphone » est pour la première fois apparu, en 1827, dans la description d’un

appareil acoustique faite par Sir Charles Wheatstone [80]. Ce terme est la combinaison de deux

mots d’origine grecque, mikros (petit) et phônê (son, voix), qui initialement décrivait un « instru-

ment qui augmente l’intensité des sons de manière à les rendre perceptibles » [81] (cette définition

est à prendre dans le sens où le microphone permet d’augmenter la sensation auditive au même

titre que le microscope permet d’augmenter la perception visuelle). À la fin du XIXème siècle, la

définition de ce mot évolue et détermine dès lors un appareil transformant les vibrations sonores

en oscillations électriques (ou optiques).

La transduction acousto-électrique s’opère en deux temps : (i) l’énergie acoustique est convertie

en énergie mécanique par la mise en vibration d’un élément mécanique mince, puis (ii) l’éner-

gie mécanique est convertie en énergie électrique. Lorsque, dans un milieu fluide (comme par

exemple de l’air), des ondes acoustiques (écart instantané de pression autour de la pression sta-

tique du milieu de propagation) arrivent sur un élément mécanique de fine épaisseur (comme une

membrane), elles ont pour effet de faire vibrer l’élément mécanique assurant ainsi la conversion

acousto-mécanique. La conversion mécano-électrique peut être assurée par divers types de trans-

duction, qui ont donné lieu à différents types de microphones : le microphone électrodynamique (à

bobine mobile ou à ruban), le microphone électrostatique (à polarisation externe ou à électret), ou

encore les microphones piézorésistif, piézoéléctrique et à polymère piézoélectrique (Polyfluorure

de vinylidène ou plus simplement le PVDF).

Dans le domaine de la métrologie, le microphone électrostatique à polarisation externe est

préféré aux autres types de microphones et s’impose notamment de par sa sensibilité (rapport

de la tension électrique délivrée aux bornes du transducteur pour une pression acoustique de

1 Pascal ; elle est exprimée en V/Pa ou encore en dB référencé à 1 V/Pa), sa large bande passante

(intervalle continu de fréquences, dont les valeurs limites sont calculées et correspondent à un

niveau de −3 dB par rapport à l’amplitude de la sensibilité à 1 kHz) et présente l’avantage d’être

un transducteur réciproque (c’est-à-dire qu’il peut être utilisé comme émetteur ou récepteur).
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A.1 Architecture, performances et analogies électro-mécaniques

z

0

d(t)

Membrane

Électrode arrière

Tube capillaire

Cavité arrière

Fente annulaire

Isolant

Orifice

Figure A.1 – Schéma d’un microphone électrostatique

Le diaphragme du microphone (l’électrode avant) est une fine membrane (cf. figure A.1) qui

est tendue et simplement appuyée sur sa périphérie. En analogie électro-mécanique, cet élément

mécanique est caractérisé par la capacitance Cm (inversement proportionnelle à la tension méca-

nique T de la membrane) qui traduit la souplesse du diaphragme, et l’inductance Lm (liée à la

masse surfacique Ms de la membrane) qui traduit l’inertie du diaphragme ; l’impédance mécanique

Zm de la membrane et les expressions de Cm et Lm sont données en annexe C (C.39-C.40). La

première fréquence de résonance de la membrane in vacuo est donnée par f1 = 1/
√
LmCm ; à des

pressions statiques P0 > 0, l’amplitude du déplacement de la membrane à cette résonance dépend

de l’amortissement visqueux dans la couche de fluide située entre les électrodes comme illustré sur

la figure A.2.

Figure A.2 – Influence de l’amortissement par effet visqueux sur l’amplitude de la sensibilité

en haute fréquence d’un microphone capacitif [36] : (a) faible amortissement, (b) amortissement

optimal, (c) fort amortissement
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Pour réduire l’amplitude du pic à la fréquence de résonance de la membrane sur la sensibilité

du microphone, et ainsi obtenir une sensibilité la plus uniforme possible sur une bande passante

élargie, il est possible d’agir sur l’amortissement visqueux du fluide dans l’entrefer. L’électrode

arrière étant confinée dans la capsule microphonique, la vibration de la membrane entraîne le

mouvement du fluide situé dans l’entrefer vers la cavité arrière par le biais de la fente périphérique

et des orifices de l’électrode arrière, qui, de par leurs géométries, amortissent le mouvement du

fluide par effet visqueux. Cet amortissement peut être contrôlé en changeant le nombre et la taille

des orifices de l’électrode arrière et la distance inter-électrodes. La figure A.2 illustre l’influence

de l’amortissement sur la sensibilité du microphone pour trois cas distincts, la courbe (b) étant

l’amortissement optimal recherché lors de la conception du microphone.

La cavité arrière joue un rôle important dans le fonctionnement du microphone dont l’objet

est de rendre constante la sensibilité du microphone aux basses fréquences. Le mouvement de la

membrane entraîne le mouvement fluide dans cette cavité (via les orifices de l’électrode arrière et

sa fente périphérique) où il subit un cycle de compression/détente. Par analogie électro-mécanique,

une « petite cavité » est aux basses fréquences représentée par une capacitance C
C

(traduisant la

compressibilité du fluide dans la cavité), qui, dans l’hypothèse de transformation adiabatique, est

exprimée par

C
C

= V
C
χ

T
/γ, (A.1)

où V
C

est le volume de la cavité et χ
S

= χ
T
/γ la compressibilité adiabatique du fluide ; l’impédance

mécanique Z
C

= 1/(iωC
C

) de la cavité (C.34), en raison du facteur 1/(iω), fait passé la pente de

la sensibilité aux basses fréquences de 6 dB/octave à 0 dB/octave (figure A.3).

0

Sensibilté (dB)

Fréquence (Hz)20

−6 dB/octave

Figure A.3 – Représentation schématique de l’influence de la présence de la cavité arrière sur la

sensibilité d’un microphone capacitif en fonction de la fréquence : ( ) sans et ( ) avec cavité

arrière

La cavité arrière n’est pas un volume parfaitement hermétique car elle est reliée au milieu exté-

rieur par un tube « capillaire ». Ce tube a pour rôle d’équilibrer la pression statique (typiquement

la pression atmosphérique) entre le fluide à l’intérieur et à l’extérieur du microphone, sans quoi

la déflexion statique de la membrane serait soumise au variation de pression statique du milieu

extérieur. D’un point de vue acoustique, ce tube « capillaire », également appelé tube d’égalisation

de pression, n’a pas d’influence sur le fonctionnement du microphone au-delà de quelques hertz.
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A.2 Principe de la transduction électro-mécanique

U0
Rp CL

Zs

u(t)

0

d(t)

z

Électrode mobile

Électrode fixe
d0

ξ, Fi

Figure A.4 – Représentation schématique d’un microphone électrostatique avec sa résistance de

polarisation Rp et sa capacité de liaison CL

Un transducteur capacitif est un condensateur électrique, de surface S et de permittivité di-

électrique ǫ, constitué de deux électrodes, l’une fixe (l’électrode arrière) et l’autre mobile (la

membrane qui est l’électrode avant). Sa capacité électrique au repos C0, qui dépend de la distance

inter-électrodes d0 (cf. figure A.4), est définie par

C0 =
ǫS

d0
.

Lorsque la membrane vibre, la distance inter-électrodes d (t) oscille autour de la distance au

repos d0 d’une distance notée ξ (t). La capacité électrique instantanée du condensateur

C (t) =
ǫS

d (t)
=

ǫS

d0 + ξ (t)
=

C0

1 + ξ(t)
d0

, (A.2)

est reliée à la charge électrique Q (t) du condensateur et à la différence de potentiel U (t) entre les

deux électrodes

U (t) =
Q (t)

C (t)
=
Q (t)

C0

(

1 +
ξ (t)

d0

)

, (A.3)

où le second terme indique un couplage électro-mécanique.

Le fait d’appliquer une tension (électrique) de polarisation U0 aux bornes du condensateur

permet de linéariser cette dernière équation et implique U (t) = U0 + u (t) et Q (t) = Q0 + q (t),

où Q0 = C0U0 est la charge au repos du condensateur et q (t) la variation de charge. Compte tenu

de ces expressions, l’équation (A.3) s’écrit

U (t) = U0 + u (t) = U0 +
1

C0
q (t) +

U0

d0
ξ (t) +

q (t) ξ (t)

d0C0
, (A.4)

ou encore en première approximation

u (t) =
1

C0
q (t) +

U0

d0
ξ (t) , (A.5)
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où u (t) est la variation de tension aux bornes des électrodes, qui représente soit une des deux

quantités de sortie ou d’entrée suivant que le microphone est utilisé en récepteur ou en émetteur.

Dans le cas de signaux harmoniques de pulsation ω, et compte tenu du fait que l’intensité électrique

s’exprime i (t) = ∂tq (t), et que la vitesse du diaphragme s’exprime v (t) = ∂tξ (t), l’équation (A.5)

donne directement la première des deux équations de couplage

u (t) =
1

iωC0
i (t) +

U0

iωd0
v (t) . (A.6)

La seconde équation de couplage traduit l’équilibre des forces appliquées sur la membrane.

La force Fi (t) appliquée sur la membrane (représentant la seconde quantité d’entrée ou de sortie

suivant que le microphone est utilisé en récepteur ou en émetteur) équilibre la force électrostatique,

soit, compte tenu de l’orientation choisie (figure A.4) :

Fi (t) =
1

2C0d0
[Q0 + q (t)]2 , (A.7a)

=
Q2

0

2C0d0
+

Q0

C0d0
q (t) +

1

2C0d0
q2 (t) , (A.7b)

soit au premier ordre des perturbations,

Fi0
+ fi (t) ∼= Q2

0

2C0d0
+
U0

d0
q (t) , (A.8a)

d’où la seconde équation de couplage, en régime sinusoïdal,

fi (t) ∼= U0

iωd0
i (t) . (A.9a)

Le système d’équations couplées (A.6) et (A.9) peut être représenté par le circuit équivalent

(figure A.5) où le terme U0C0/ (−d0) est le facteur de conversion électro-mécanique.

u(t)

i(t)

C0

−C0
−d0

U0C0

: 1 v(t)

−fi(t)

Figure A.5 – Circuit électrique équivalent de la transduction électro-mécanique
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Annexe B

Champ de pression dans la cavité arrière :

approximations basses fréquences

Dans le domaine de fréquences considéré ici, lorsque le microphone est utilisé pour des applica-

tions classiques (typiquement jusqu’à 20 kHz), le champ de pression p
C

dans la cavité et le débit

U2 de la fente périphérique peuvent être considérés indépendant de la coordonnée azimutale θ

(c’est-à-dire pour m = 0). Le champ de pression p
C

peut ainsi prendre la forme suivante :

p
C

(r) = − iωρ0

FvεC

[U1GC
(r, r1) + U2GC

(r, r2)] , (B.1)

où la fonction de Green G
C

(r, r0), satisfaisant la condition de Neumann (en r = a), est donnée

par

G
C

(r, r0) =
∑

n

ϕ0n (r0)

κ2
0n − χ2

C

ϕ0n (r) , (B.2)

et les fonctions propres ϕ0n (r) par

ϕ0n (r) = ν0n J0 (κ0nr) . (B.3)

Le champ de pression (B.1), exprimé successivement aux coordonnées d’un orifice de l’électrode

arrière (r = r1) et de la fente périphérique (r = r2), mène au système d’équations qui relient

les écarts instantanés de pression p
C

(r1) et p
C

(r2) aux débit U1 des orifices et U2 de la fente

périphérique. Ce système d’équations, écrit sous forme matricielle, est donné par




p
C

(r1)

p
C

(r2)



 = − iωρ0

FvεC





G
C

(r1, r1) G
C

(r1, r2)

G
C

(r2, r1) G
C

(r2, r2)









U1

U2



 . (B.4)

Ainsi, le système d’équations composé des expressions (B.4), (2.28) et (2.30) mène à la relation

suivante




U1

U2



 =





y11 y12

y21 y22









p1

p2



 , (B.5)

où
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y11 y12

y21 y22



 =





ε
C
Y1Y2GC

(r2, r2) +
ε2

C
FvY1

iωρ0
−ε

C
Y1Y2GC

(r1, r2)

−ε
C
Y1Y2GC

(r1, r2) ε
C
Y1Y2GC

(r1, r1) +
ε2

C
FvY2

iωρ0





iωρ0

Fv

[

Y1Y2GC
(r1, r1)G

C
(r2, r2) − Y1Y2G2

C
(r1, r2)

]

+ ε
C

[

Y1GC
(r1, r1) + Y2GC

(r2, r2) +
ε

C
Fv

iωρ0

] .

(B.6)

Il convient de noter que ces résultats à l’ordre le plus bas (n = 0), donnés par

κ00 = 0 , ϕ00 = 1
/(√

π a
)

, G
C

= −c2
0

/(

πa2ω2
)

, (B.7)

mènent à l’expression suivante du champ de pression dans la cavité arrière (champ uniforme)

p
C

= − ρ0c
2
0

iωV
C

(U1 + U2) = − γP0

iωV
C

(U1 + U2) , (B.8)

où V
C

∼= πa2εC est le volume de la cavité arrière et P0 la pression statique. Ainsi, l’admittance

d’entrée d’une « petite cavité » de volume V
C

est obtenue par le rapport du débit total (−U1 − U2)

sur le champ de pression p
C

Y
C

= 1/Z
C

= (iωV
C

)/(γP0) = i ωV
C
χT /γ, (B.9)

ce qui s’avère être une bonne approximation aux basses fréquences.

L’équation (B.6) peut donc s’écrire aux basses fréquences




y11 y12

y21 y22



 = 1
Y1+Y2+Y

C





−Y1 (Y2 + Y
C

) Y1Y2

Y1Y2 −Y2 (Y1 + Y
C

)



 (B.10)

avec Y2 = 2πy2.

Dans la mesure où la hauteur h2 de la fente périphérique est inférieure à la hauteur h1 des

orifices et à la largeur e de la fente, l’équation (B.10) peut prendre la forme suivante




y11 y12

y21 y22



 =





−Y1 Y1

Y1 − (Y1 + Y
C

)



 . (B.11)
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Circuit électrique équivalent :

approximations basses fréquences

L’impédance d’entrée du microphone est ici calculée en ne conservant que le mode (m = n = 0).

Les expressions de chaque paramètre sont données sous leur forme « exacte » et sous leurs formes

approchées pour plusieurs degrés d’approximations. Dans un premier paragraphe sont introduites

des notations utiles employées par la suite pour le calcul de l’impédance d’entrée du microphone

présenté dans le second paragraphe.

i Notations utilisées pour le calcul de l’impédance d’entrée du microphone

L’impédance Zg est définie ici comme étant l’impédance équivalente de deux impédances en

parallèle (Zv et Zh) telle que

1

Zg
=

1

Zv
+

1

Zh
, (C.1)

où

Zv =
i ω ρ0

4π εFv
, (C.2)

Zh =
−i ω ρ0K

2
00

4π εFv χ2
. (C.3)

Le facteur Fv (dans C.2), donné par l’équation (2.10) faisant intervenir la porosité φr de l’élec-

trode arrière, et le produit Fv χ
2 (dans C.3) peuvent respectivement s’écrire, considérant que

(2 − φr)/2 = 0.94 ∼= 1 et d’après les équations (2.22) et (2.16) donnant les expressions de χ2 et de
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Fh,

Fv = 1 − 2 − φr

2

tg (kvε/2)

kvε/2
∼= −1

3

(

kv
ε

2

)2
[

1 +
2

5

(

kv
ε

2

)2
]

=

[

12µ

iωρ0ε2
+

6

5

]−1

(C.4)

et

Fv χ
2 =

ω2

c2
0

[1 + (γ − 1) (1 − Fh)] =
ω2

c2
0

[

1 + (γ − 1)
2 − φr

2

tg (khε/2)

khε/2

]

(C.5)

∼= ρ0 χT ω
2

1 + i ω γ−1
γ

ρ0CP ε2

12 λh

= − i ω
ρ0K

2
00

4π εZh

∼= γ
ω2

c2
0

= ρ0 χT ω
2, (C.6)

ce qui mène aux expressions suivantes :

Zv
∼= Rµ + i ω Lµ =

12µ

4πε3
+ i ω

1

4πε

6ρ0

5
∼= 12µ

4πε3
, (C.7)

Zh
∼= Rh +

1

i ω Ch
=
K2

00 [(γ − 1)/γ] ρ0CP ε

4πχT 12λh
+

1

i ω 4πεχT /K2
00

∼= 1

i ω 4πεχT /K2
00

(C.8)

et (sachant que j00 = K00a),

ZG = (2/j00)2 Zg, (C.9a)

ZV = (2/j00)2 Zv, (C.9b)

ZH = (2/j00)2 Zh
∼= 1/

(

i ω π a2ε χT

)

, (C.9c)

cette dernière expression représentant la compressibilité isotherme de la couche de fluide inter-

électrode. Dans les équations (C.4), (C.6-C.8) et (C.9c), le dernier terme dans le membre de droite

correspond aux approximations basses fréquences à l’ordre le plus bas.

ii Calcul de l’impédance d’entré du microphone

Compte tenu des expressions (3.8), (3.11) et (3.12a-3.12b), le produit scalaire de l’équation

(2.1a) avec la fonction propre ψ00 mène directement à

[

T
(

K2
00 −K2

)

+Q00 2π 〈ψ00 (r) | J0 (χr)〉 − ρ0ω
2/εFv

K2
00 − χ2

− 2π 〈ψ00 (r) | Π00〉
]

ξ00

= −pav2π 〈ψ00 (r)〉 , (C.10)

où, dans le membre de gauche, le second terme, le troisième terme et le quatrième terme sont res-

pectivement associés aux solutions du champ de pression dans la couche de fluide inter-électrodes

ph (3.11), pξ (3.12a) et pu (3.18) et où, d’après les équations (3.13) et (3.18), et sachant que
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J0 (κ00r) = 1 (κ00 = 0),

Q00 =
ρ0ω

2

εFv

N00

K2
00 − χ2

K00J
′
0 (K00a)

χJ ′
0 (χa)

=
ρ0ω

2

K2
00

K2
00/(εFv)

K2
00 − χ2

1/(
√
π a )

J1 (K00a)

K00J
′
0 (K00a)

χJ ′
0 (χa)

(C.11)

∼= i ω
2
√
π

K00

Zh

Zv
ZG

1

1 − (1/2) (χa/2)2 = i ω
2
√
π

K00

Zh

Zv
ZG

1

1 + (1/2) Zv/ZH
, (C.12)

ψ00 (r) =
J0 (K00r)√
π a J1 (K00a)

∼= 1 − (K00 r/2)2

π a2K00/(2
√
π)
[

1 − (1/2) (K00a/2)2
] , (C.13)

2π 〈ψ00 (r)〉 = 2
√
π/K00, (C.14)

2π 〈ψ00 | J0 (χr)〉 =
2
√
π

a J1 (K00a)

K00a J1 (K00a) J0 (χa)

2
(

K2
00 − χ2

) =
2
√
πK00

(

K2
00 − χ2

) J0 (χa) (C.15)

∼= 2
√
π

K00

K2
00

(

K2
00 − χ2

)

[

1 −
(

χa

2

)2
]

=
2
√
π

K00

Zg

Zv

[

1 +
Zv

ZH

]

(C.16)

et

Π00 = Π00 J0 (κ00r) = pu (r)/ξ00. (C.17)

Il convient de noter que la surface « effective » de la membrane est donnée par

(

2
√
π/K00

)2
= π a2/(K00a/2)2 ∼= π a2/(j00/2)2 ∼= 0.7π a2. (C.18)

D’après les notations (3.31f) et (3.31g), considérant que r2
∼= a, le paramètre Π00 = pu (r)/ξ00

peut prendre la forme suivante :

Π00 = (σ00/ξ00)
{

H
(I)
00 p (r1) +H

(II)
00 p

(1)
0 (a)

}

, (C.19)

avec, compte tenu de (B.10),

σ00 =
i ωρ0

εFv

ν 2
00

κ2
00 − χ2

=
i ω ρ0/(εFv)

π a2
(

κ2
00 − χ2

) =
−i ω ρ0

π a2 εFv χ2
=

(

2

K00a

)2

Zh = ZH , (C.20)

H
(I)
00 = yhhJ0 (κ00r1) + yh0J0 (κ00a) = yhh + yh0 = −YCY1/(YC + Y1 + Y2) (C.21)

et

H
(II)
00 = H

(II)
000 = yh0J0 (κ00r1) + y00J0 (κ00a) = yh0 + y00 = −YCY2/(YC + Y1 + Y2). (C.22)

Compte tenu de l’expression de p(r) [paragraphe 3.2, équations 3.9, 3.11, (3.12a-3.13) et 3.18],

p (r)

ξ00
= −Q00 J0 (χr) +

ρ0ω
2/εFv

K2
00 − χ2

ψ00 (r) + Π00, (C.23)
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C. Circuit électrique équivalent : approximations basses fréquences

l’équation C.19 prend la forme

Π00 = σ00

{

H
(I)
00

[

F
(1)
00 (r1) + Π00

]

+H
(II)
00

[

F
(2)
00 (r2) + Π00

] }

(C.24)

où

F
(i)
00 (ri) = −Q00 J0 (χri) +

ρ0ω
2/(εFv)

K2
00 − χ2

ψ00 (ri) (C.25)

∼= −i ω 2
√
π

K00

[

Zh

Zv
ZG

J0 (χri)

1 + (1/2) Zv/ZH
+

2
√
π

K00
Zg

J0 (K00ri)√
π a J1 (K00a)

]

(C.26)

∼= − i ω
2
√
π

K00
ZG

[

Zh

Zv

1 + (K00ri/2)2 (Zv/Zh)

1 + (1/2) Zv/ZH
+

1 − (K00ri/2)2

1 − (1/2) (K00a/2)2

]

(C.27)

∼= − i ω
2
√
π

K00
ZG

[

Zh

Zv
+ 1 − 1

2

(

K00ri

2

)2 Zv

ZH

]

(C.28)

∼= − i ω
2
√
π

K00
ZG

ZH

ZG
= − i ω

2
√
π

K00
ZH , (C.29)

ce qui mène à l’expression suivante

Π00 =
H

(I)
00 F

(1)
00 +H

(II)
00 F

(2)
00

(1/σ00) −
(

H
(1)
00 +H

(2)
00

) =
H

(I)
00 F

(1)
00 +H

(II)
00 F

(2)
00

1/ZH + 1/ZB
, (C.30)

avec

ZB = ZC + Z1Z2/(Z1 + Z2), (C.31)

Z1, Z2 = 1/y2 et Z
C

étant respectivement les impédances de transfert des perforations de l’élec-

trode arrière (2.29), de la fente périphérique (2.31) et de la cavité arrière (B.9), leurs expressions

approchées étant données par

Z1 =
1

n0y1

∼= 1

n0

(

8µh1

π R4
+ i ω

(4ρ0/3) h1

π R2

)

∼= 1

n0

8µh1

π R4
, (C.32)

Z2
∼= 12µh2

2π a e3
+ i ω

(6ρ0/5) h2

2π a e
∼= 12µh2

2π a e3
(C.33)

et

ZC
∼= 1/(i ω CC) ∼= γ/(i ω VC χT ). (C.34)

L’impédance d’entrée du microphone

Zav =
−pav

i ω ξ00 〈ψ00 (r)〉 =
1

i ω

(

K00

2
√
π

)2 (−pav2π 〈ψ00 (r)〉
ξ00

)

(C.35)

=
1

i ω

(

K00

2
√
π

)2
[

T
(

K2
00 −K2

)

− ρ0ω
2/εFv

K2
00 − χ2

+Q00 2π 〈ψ00 (r) | J0 (χr)〉 − 2π 〈ψ00 (r) | Π00〉
]

, (C.36)
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peut prendre la forme suivante :

Zav = Zm + Zg + ZR, (C.37)

avec

ZR = ZQ + ZP , (C.38)

où

Zm =
1

i ω

(

K00

2
√
π

)2

T
(

K2
00 −K2

) ∼= i ωLm +
1

iωCm
, (C.39)

avec

Lm =
K2

00

4π
MS , Cm =

4π

K4
00

1

T
, (C.40)

Zg =
1

i ω

(

K00

2
√
π

)2
[

−ρ0ω
2/(εFv)

K2
00 − χ2

]

∼= 1
1

Rµ+i ω Lµ
+ 1

Rh+1/(i ω Ch)

, (C.41)

avec

Rµ =
12µ

4πε3
, Lµ =

1

4πε

6ρ0

5
, Rh =

K2
00 [(γ − 1)/γ] ρ0CP ε

4πχT 12λh
, Ch =

4πε

K2
00

χT , (C.42)

ZQ =
1

i ω

(

K00

2
√
π

)2

Q00 2π 〈ψ00 (r) | J0 (χr)〉 =

(

Zg

Zv

)2

ZH

[

1 +
1

2

Zv

ZH

]

∼= ZH ,(C.43)

ZP =
−1

i ω

(

K00

2
√
π

)2

2π 〈ψ00 (r) | Π00〉 =
1

i ω

K00

2
√
π

(−Π00) ∼= −ZH

1 + ZB/ZH
, (C.44)

ZR prenant la forme suivant à l’ordre le plus bas des approximations :

ZR
∼= ZH − ZH

1 + ZB/ZH
=

ZB

1 + ZB/ZH
=

ZBZH

ZB + ZH
(C.45)

Il convient de noter que :

– quand ZB → 0, ZR → 0, représentant la couche de fluide par un espace infini,

– quand ZB → ∞, ZR → ZH , représentant la couche de fluide par un espace clos.

La relative complexité de l’impédance d’entrée Zav met en évidence le comportement complexe

du champ acoustique à l’intérieur de la capsule microphonique. Le circuit électrique équivalent,

représenté sur la figure 4.6 [équations C.31 à C.38], permet de discerner la structure du trans-

ducteur en faisant apparaître les quatre domaines couplés qui constituent le microphone, mettant

ainsi en évidence le rôle joué par chacun d’entre eux.
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C. Circuit électrique équivalent : approximations basses fréquences

Lm

Cm

Zm Zg

Lµ

Rµ

Ch

Rh

Z1 Z2

Cc

CH

RH

ZR

(a) (b) (c)

Zh ZB ZH
; ;

Figure C.1 – Représentation sous la forme de circuit électrique équivalent des impédances :

(a) Zm [équations (C.39-C.40)], (b) Zg [équations (C.41-C.42)] et (c) ZR [équations (C.31-C.34),

(C.38) et (C.43-C.45)]
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Annexe D

Champs de pression dans la couche de fluide

inter-électrodes et dans la cavité arrière en

fonction du champ de pression incident

Dans cette annexe sont donnés les détails des calculs des écarts instantanés de pression p (r1, θ)

et p(σ)
ℓ (r2) et les expressions des champs de pression dans la couche de fluide inter-électrodes et

dans la cavité arrière en ne tenant compte que des modes azimutaux m = 0 et m = 6.

D.1 Écarts instantanés de pression dans l’espace inter-électrodes

au droit des ouvertures de l’électrode arrière

Le champ de pression dans l’espace inter-électrodes, exprimé en fonction du champ de pression

incident pav et des écarts instantanés de pression au droit des orifices p (r1, θ) et de la fente

périphérique p(σ)
ℓ (r2), est donné par l’équation (3.38) rappelée ci-dessous :

p (r, θ) = Oav (r, θ) pav +O1 (r, θ) p (r1, 0) +
∑

σ=1,2

∑

ℓ=0,n0,...

O
(σ)
2ℓ (r, θ) p

(σ)
ℓ (r2), (D.1)

où

Oav (r, θ) =
∑

m

oav m (r) cos (mθ) , (D.2a)

avec

oav m (r) =
∑

n









αmnE0n

1 −∑

q
αmqL

(1)
mq

Jm (χr) +
ρ0ω

2

εFv

Ω
(av)
mn Nmn

K2
mn − χ2

Jm (Kmnr)









, (D.2b)
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D. Champs de pression dans la couche de fluide inter-électrodes et dans la cavité
arrière en fonction du champ de pression incident

O1 (r, θ) =
∑

m

o1 m (r) cos (mθ) , (D.3a)

avec

o1 m (r) =
∑

n









αmn

∑

t
D

(1)
mntH

(I)
mt

1 −∑

q
αmqL

(1)
mq

Jm (χr)

+
ρ0ω

2

εFv

Ω
(h)
mnNmn

K2
mn − χ2

Jm (Kmnr) +
iωρ0

εFv

H
(I)
mnν2

mn

κ2
mn − χ2

Jm (κmnr)









, (D.3b)

O
(1)
2ℓ (r, θ) =

∑

m

o2 mℓ (r) cos (mθ) , (D.4a)

avec

o2 mℓ (r) =
∑

n









αmn

∑

t
D

(1)
mntH

(II)
mtℓ

1 −∑

q
αmqL

(1)
mq

Jm (χr)

+
ρ0ω

2

εFv

Ω
(S1)
mnℓNmn

K2
mn − χ2

Jm (Kmnr) +
iωρ0

εFv

H
(II)
mnℓν

2
mn

κ2
mn − χ2

Jm (κmnr)









, (D.4b)

et

O
(2)
2 m (r, θ) = o2 m (r) sin (mθ) (D.5a)

avec

o2 m (r) =
∑

n









αmn

∑

t
D

(2)
mntH

(S)
mt

1 −∑

q
αmqL

(2)
mq

Jm (χr)

+
ρ0ω

2

εFv

Ω
(S2)
mn Nmn

K2
mn − χ2

Jm (Kmnr) +
iωρ0

εFv

H
(S)
mnν2

mn

κ2
mn − χ2

Jm (κmnr)









. (D.5b)

Le champ de pression p (r, θ) (équation 3.38 ou D.1), écrit en (r = r1, θ = 0) et en (r = r2),

mène au système linéaire d’équations algébriques (3.40a, 3.40b et 3.40c). Après intégration sur

la variable θ, il vient que les paramètres p(2)
µ sont nuls et de ce fait que le champ de pression

dans l’entrefer ne dépend pas des modes faisant intervenir la fonction sin (θ). Ainsi, le système
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D.1 Écarts instantanés de pression dans l’espace inter-électrodes au droit des ouvertures de l’électrode
arrière

d’équations (3.40a, 3.40b et 3.40c) s’écrit

p (r1, 0) = Oav (r1, 0) pav +O1 (r1, 0) p (r1, 0) +
∑

ℓ=0,n0,...,µ

O
(1)
2 ℓ (r1, 0) p

(1)
ℓ (r2) (D.6a)

p
(1)
0 (r2) = oav 0 (r2) pav + o1 0 (r2) p (r1, 0) +

∑

ℓ=0,n0,...,µ

o2 0ℓ (r2) p
(1)
ℓ (r2), (D.6b)

p
(1)
6 (r2) = oav 6 (r2) pav + o1 6 (r2) p (r1, 0) +

∑

ℓ=0,n0,...,µ

o2 6ℓ (r2) p
(1)
ℓ (r2), (D.6c)

...
...

...
...

p(1)
µ (r2) = oav µ (r2) pav + o1 µ (r2) p (r1, 0) +

∑

ℓ=0,n0,...,µ

o2 µℓ (r2) p
(1)
ℓ (r2). (D.6d)

Ce système d’équations (D.6a-D.6d) écrit sous forme matricielle 3.41, permet de déterminer les

écarts instantanés de pression au droit des orifices p (r1, 0) et au droit de la fente périphérique

p
(1)
µ (r2) exprimés en fonction du champ de pression incident pav. Lorsque les seuls modes m = 0

et m = 6 sont pris en compte, les écarts instantanés p (r1, 0), p(1)
6 (r2) et p(1)

6 (r2) sont donnés par

p (r1, 0) = ϕ(h) pav, (D.7a)

avec

ϕ(h) =
1

Υ

{[

(

1 − o2 00 (r2)

)(

1 − o2 66 (r2)

)

− o2 60 (r2) o2 06 (r2)

]

∑

m

oav m (r1)

+

[

o2 06 (r2) oav 6 (r2) + oav 0 (r2)

(

1 − o2 66 (r2)

)

]

∑

m

o2 m0 (r1)

+

[

oav 6 (r2)

(

1 − o2 00 (r2)

)

+ o2 60 (r2) oav 0 (r2)

]

∑

m

o2 m6 (r1)

}

, (D.7b)

p
(1)
0 (r2) = ϕ

(s1)
0 pav, (D.8a)

avec

ϕ
(s1)
0 =

1

Υ

{

oav 0 (r2)

(

1 − o2 66 (r2)

)

+ oav 6 (r2) o2 06 (r2)

+

[

o2 06 (r2) o1 6 (r2) + o1 0 (r2)

(

1 − o2 66 (r2)

)

]

∑

m

oav m (r1)

−
[

oav 6 (r2) o2 06 (r2) + oav 0 (r2)

(

1 − o2 66 (r2)

)

]

∑

m

o1 m (r1)

+

[

oav 6 (r2) o1 0 (r2) − oav 0 (r2) o1 6 (r2)

]

∑

m

o2 m6 (r1)

}

, (D.8b)
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D. Champs de pression dans la couche de fluide inter-électrodes et dans la cavité
arrière en fonction du champ de pression incident

et

p
(1)
6 (r2) = ϕ

(s1)
6 pav, (D.9a)

avec

ϕ
(s1)
6 =

1

Υ

{

oav 0 (r2) o2 60 (r2) + oav 6 (r2)

(

1 − o2 00 (r2)

)

+

[

o1 0 (r2) o2 60 (r2) + o1 6 (r2)

(

1 − o2 00 (r2)

)

]

∑

m

oav m (r1)

−
[

oav 0 (r2) o2 60 (r2) + oav 6 (r2)

(

1 − o2 00 (r2)

)

]

∑

m

o1 m (r1)

+

[

oav 0 (r2) o1 6 (r2) − oav 6 (r2) o1 0 (r2)

]

∑

m

o2 m6 (r1)

}

, (D.9b)

avec

Υ =

[

(

1 − o2 00 (r2)

)(

1 − o2 66 (r2)

)

− o2 60 (r2) o2 06 (r2)

]

+

[

o2 60 (r2) o2 06 (r2) −
(

1 − o2 00 (r2)

)(

1 − o2 66 (r2)

)

]

∑

m

o1 m (r1)

−
[

o1 6 (r2) o2 06 (r2) + o1 0 (r2)

(

1 − o2 66 (r2)

)

]

∑

m

o2 m0(r1)

−
[

o1 0 (r2) o2 60 (r2) + o1 6 (r2)

(

1 − o2 00 (r2)

)

]

∑

m

o2 m6 (r1). (D.10)

D.2 Expression du champs de pression dans la couche de fluide

inter-électrodes

Le champ de pression dans la couche de fluide inter-électrode, compte tenu de l’expression

(3.38) et des expressions (3.42a-3.42c) des écarts instantanés de pression au droit des orifices et

de la fente périphérique, est donné par

p (r, θ) = pav



Oav (r, θ) +O1 (r, θ) ϕ(h) +
∑

ℓ=0,6

O
(1)
2 ℓ (r, θ) ϕ

(s1)
ℓ



 , (D.11)

pour les modes m = 0 et m = 6.

D.3 Expression du champs de pression dans la cavité arrière

Compte tenu l’expression (3.21), des expression des débits (3.29a) et des expressions des para-

mètres H(I)
µn (3.31f) et H(II)

µnℓ (3.31g), le champ de pression dans la cavité arrière prend la forme
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D.3 Expression du champs de pression dans la cavité arrière

suivante

p
C

(r, θ) = − iωρ0

ε
C
FvC

∑

mn

ν2
mn

κ2
mn − χ2

C

Jm (κmnr)

×
{[

H(I)
µn p (r1, 0) +

∑

ℓ=0,n0,...

H
(II)
µnℓ p

(1)
ℓ (r2, 0)

]

cos (mθ)

+
∑

ℓ=0,n0,...

H
(S)
µℓ p

(2)
ℓ (r2, 0) sin (mθ)

}

, (D.12)

et en ne conservant que les modes m = 0 et m = 6,

p
C

(r, θ) = Oh
C
p (r1, 0) +

∑

ℓ=0,6

Os1

C ℓ p
(1)
ℓ (r2) , (D.13)

avec

O(h)
C

=
∑

m=0,n0,...

∑

n

− iωρ0

ε
C
FvC

∑

mn

ν2
mn

κ2
mn − χ2

C

H(I)
µn Jm (κmnr) cos (mθ) , (D.14)

et

O
(s1)

C ℓ =
∑

m=0,n0,...

∑

n

− iωρ0

ε
C
FvC

∑

mn

ν2
mn

κ2
mn − χ2

C

H(I)
µn Jm (κmnr) sin (mθ) . (D.15)

Finalement, compte tenu des expressions (3.42a-3.42c) des écarts instantanés de pression au

droit des orifices et de la fente périphérique, le champ de pression dans la cavité arrière est

exprimé en fonction du champ de pression incident pav par

p
C

(r, θ) = pav



O(h)
C

ϕ(h) +
∑

ℓ=0,6

O
(s1)

C ℓ ϕ
(s1)
ℓ



 . (D.16)
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Modélisation analytique et caractérisation expérimentale de microphones capacitifs
en hautes fréquences : étude des couches limites thermiques,

effets des perforations de l’électrode arrière sur la déformée de membrane

Les microphones capacitifs sont des transducteurs réciproques dont les qualités (sensibilité, bande passante et
tenue dans le temps) en font des instruments de mesure performants. Couramment utilisés jusqu’à présent en
récepteurs dans l’air à pression atmosphérique et à température ambiante, dans la gamme de fréquences audibles,
ils sont correctement caractérisés dans ce cadre depuis près de trente ans.

Mais aujourd’hui, leur miniaturisation (par procédé MEMS) et leur usage nouveau en métrologie fine (en
récepteurs comme en émetteurs) - qui exigent une connaissance précise de leur comportement dans des domaines
de fréquences élevées (jusqu’à 100 kHz), dans des mélanges gazeux aux propriétés différentes de celles de l’air et
dans des conditions de pression et de température beaucoup plus élevées ou beaucoup plus basses que les conditions
standards - nécessitent une caractérisation beaucoup plus approfondie, aussi bien en terme de modélisation qu’en
terme de résultats expérimentaux.

C’est ainsi que ici -i/ les effets des couches limites thermiques (seules les couches limites visqueuses sont
habituellement retenues) sont introduits dans le modèle, ce qui amène dans le chapitre premier à une étude
analytique de la diffusion thermique en parois minces (dont la portée dépasse le cadre strict du transducteur),
-ii/ l’influence des orifices de l’électrode arrière sur la déformée de la membrane est traitée au départ par une
méthode analytique originale, qui permet de traduire les conditions en frontière non uniformes sur la surface
de l’électrode sous forme de sources locales virtuelles, associées à des conditions de frontière rendues uniformes
(chapitre second), -iii/ des solutions analytiques nouvelles, dépendant à la fois des coordonnées radiales et
azimutales, sont obtenues pour le champ de déplacement de la membrane et pour les champs de pression dans
les cavités du microphone par usage de théories modales compatibles avec les couplages multiples qui y prennent
place (troisième chapitre), -iv/ un modèle de « circuit à constantes localisées » (reporté pour l’essentiel en annexe)
est proposé, à des degrés divers de précision, qui permet en particulier d’accéder de façon simple à la sensibilité
et au bruit thermique du microphone (fin du quatrième chapitre), -v/ une étude au vibromètre laser à balayage
a été réalisée (début du quatrième chapitre), qui permet non seulement de mettre en évidence pour la première
fois les déformées de membrane complexes qui apparaissent en hautes fréquences, mais encore de les quantifier et
par-delà de valider les résultats théoriques obtenus et donc les modèles proposés (même s’ils restent perfectibles
comme indiqué dans la conclusion).

Mots clefs : modélisation analytique, microphone capacitif réciproque, transducteur électrostatique, fluide thermovisqueux,
couches limites thermique et visqueuse, admittance spécifique équivalente, conditions aux frontières inhomogènes, dévelop-
pement modal, sensibilité, bruit thermo-mécanique, circuit électrique équivalent, vibromètre laser à balayage

Analytical modeling and experimental characterisation of condenser microphones
at high frequencies : Analysis of the thermal boundary layers,

effects of holes in the backing electrode on the displacement field of the membrane

Condenser microphones are reciprocal transducers whose properties (sensitivity, bandwidth and reliability) make
them powerful measurement tools. So far, they have been commonly used as receivers in the audible frequency
range, in air at atmospheric pressure and ambient temperature, they have been appropriately characterised in this
context for nearly thirty years.
But nowadays, their miniaturisation (using MEMS processes) and their new use for metrological purposes (as
receivers as well as transmitters) require much deeper theoretical and experimental characterisations because they
require an accurate knowledge of their behaviour in high frequency ranges (up to 100 kHz), in gas mixtures, whose
properties differ from those of air, and under pressure and temperature conditions much higher or much lower than
standard conditions.
Thus, here, -i/ the effects of the thermal boundary layers are introduced in the model (only viscous boundary
layers are usually accounted for), leading, in the first chapter, to an analysis of the thermal diffusion of thin bodies
(whose scope is beyond the strict frame of capacitive transducers), ii/ the influence of the holes in the backing
electrode on the dynamic behaviour of the membrane is initially handled with an original analytical method which
allows expressing the non-uniform boundary conditions at the surface of the backing electrode as fictitious localised
sources associated to uniform boundary conditions (second chapter), -iii/ new analytical solutions, depending both
on the radial and azimuthal coordinates, for the pressure field and for the displacement field inside the cavities
behind the membrane are expressed using modal theories in agreement with the strong couplings which occur
between the different parts of the transducer (chapter three), -iv/ "lumped element circuits", which are more or less
approximated (presented in the Appendix), more particularly result in expressing and assessing the sensitivity and
the thermal noise (end of chapter three), -v/ experimental results, obtained from measurements of the displacement
field of the membrane using a laser scanning vibrometer, both highlight and quantify for the first time the complex
behaviour of the membrane in the highest frequency range, and finally lead to the validation of the theoretical results
and therefore, the models presented here (even if the latter may still be improved as outlined in the conclusion).

Keywords : Analytical modeling, reciprocal condenser microphone, electrostatic transducer, thermoviscous fluid, thermal
and viscous boundary layers, specific acoustic admittance, inhomogenous boundary conditions, modal expansion, sensitivity,
mechanical-thermal moise, mechanical equivalent circuit, laser scanning vibrometer


