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Introduction générale

Contexte

Le développement des pays émergents et le mode de vie des pays riches impliquent une
forte augmentation des besoins en énergie. Le gaz, le charbon et le pétrole représentent
77% des ressources énergétiques mondiales. Les réserves en charbon sont considérables et
demeurent les mieux distribuées. Cependant, ’exploitation de ce combustible est fortement
nuisible a I’environnement et contribue, entre autre, a I’émission des gaz a effet de serre lors
de sa combustion. Quant au gaz et au pétrole, ils présentent un avantage majeur puisqu’ils
sont aisément exploitables. Néanmoins la disparition de leurs réserves serait estimée a la
fin du siecle. D’autres modes de production d’énergie sont envisagés mais restent encore
trés peu développés et présentent des inconvénients telles que les contraintes hydrologiques
et topographiques pour I’hydro-électricité, ou les lacunes du stockage pour les énergies re-
nouvelables. L’énergie nucléaire de fission représente 17 % de la consommation électrique
mondiale. Sa production n’émet aucun gaz a effet de serre, elle n’est donc pas mise en
cause dans le réchauffement climatique. Cependant, deux inconvénients freinent son déve-
loppement : la défiance de I'opinion publique quant aux questions de sécurité, de stireté et
de la gestion des déchets. L’exploitation actuelle de 'uranium 235, aux cofits économiques
acceptables, présent & 0,7 % dans le minerai de I'uranium, impliquerait son épuisement
dans 70 ans. Il est donc nécessaire de palier les problémes d’épuisement des ressources
naturelles et du réchauffement climatique. C’est pourquoi les efforts sont concentrés sur
la production d’énergie nucléaire par fusion. Ce mode de production d’énergie exploite un

combustible théoriquement inépuisable, aucun gaz a effet de serre n’est émis lors de sa



production et finalement le probleme de la gestion des déchets radioactifs a vie longue ne

se pose pas.

La fusion thermonucléaire

L’énergie de I'univers et des étoiles est le produit de la fusion thermonucléaire. La fusion
des deux isotopes de I'hydrogéne deutérium 2D (ou 2H) et du tritium 37" (ou >H) dégage
huit fois plus d’énergie que la fission et entre 10% & 107 fois plus que les combustibles fossiles.
La figure 1 illustre cette réaction. Les efforts de recherche ont pour ambition de reproduire
sur Terre des conditions favorables & cette réaction de fusion pour répondre a la demande
croissante en énergie tout en résolvant les problémes énergétiques et environnementaux.
En effet, le deutérium se retrouve en grande quantité dans la mer (un litre d’eau de mer
fournirait une énergie équivalente a 300 litres de pétrole) et le tritium (obtenue & partir
du lithium par la réaction °Li +n — T + «) disposerait d’'une ressource suffisante pour

10 000 ans compte tenue de la consommation actuelle.

“H *H “He + 3.5 MeV n+ 14.1 MeV
8- & —§ o

Figure 1 — Réaction de fusion deutérium-tritium.

Une température de Pordre des 10°K est maintenue par les noyaux d’hélium; les
neutrons créés ralentissent dans un liquide caloporteur pour une installation a génération
de vapeur (centrales thermiques actuelles) et transportent ainsi 1’énergie exploitable. Le
milieu matériel dans lequel évoluent ces réactions thermonucléaires est extrémement chaud
et tres ionisé, on parle alors de plasma. Afin que I’énergie libérée lors des réactions de
fusion soit au moins égale & 1’énergie fournie au systéme, cette réaction doit obéir au
critéere de Lawson (Lindl (1998)) : le produit de la densité du mélange du combustible et
du temps que met ce mélange a perdre son énergie (temps de confinement) doit dépasser
un seuil. Pour pouvoir exploiter la fusion comme source d’énergie, le critere du triple
produit, dérivé de celui de Lawson (température, densité et temps de confinement) doit
étre respecté. Ainsi la puissance transférée au milieu par les particules issues des réactions
suffit & les entretenir sans apport d’énergie extérieur (I’ignition) et la combustion est alors
auto-entretenue. Deux types de fusion sont alors envisageables.

— La fusion par confinement magnétique (FCM) :



une petite quantité de combustible & trés basse densité (n ~ 10%2/m3) est piégée dans
une boite immatérielle formée par des champs magnétiques et est maintenue a tres haute
température pendant un temps de confinement assez long (7 ~ 1s). Le projet ITER (Inter-
national Thermonuclear Experimental Reactor) exploite ce principe : les lignes de champ
magnétique se renferment sur elles mémes sans sortir de l’enceinte, ces derniéres sont
générées par des bobines extérieures ainsi que par le courant circulant dans le plasma.
Cependant, cette technique n’est pas satisfaisante, dans la mesure ou le confinement du
plasma n’est pas aussi facilement assuré pour une durée aussi longue et les matériaux se
doivent de résister aux neutrons fortement énergétiques.
— La fusion par confinement inertiel (FCI) :

un petit volume de combustible est porté & trés haute densité (n ~ 10%3/m3) et & haute
température pendant un temps de confinement tres court (7 ~ 107113), des faisceaux de
lumiére laser (ou de particules chargées) extrémement puissants sont focalisés sur une
microbille contenant le combustible. Le confinement du combustible est ainsi le résultat
de sa propre inertie. Actuellement, deux grandes installations utilisent cette méthode ; le
projet (National Ignition Facility) est construit et en cours de fonctionnement au Law-
rence Livermore Laboratory aux Etats-Unis et le LMJ (Laser mégajoule) est le projet
francais développé au CEA. Ces projets permettront d’avancer dans la compréhension de
la physique de la fusion inertielle, mais également de développer ’astrophysique de labo-
ratoire. Cependant, de nombreux phénomenes physiques se doivent d’étre maitrisés pour
le bon fonctionnement de la fusion. En effet, la propagation des faisceaux de lumiere laser
dans le plasma entourant la cible (interaction laser-plasma) et les instabilités hydrodyna-
miques nuisent au bon déroulement de la FCI. Ces travaux de thése se situent dans cette

problématique, & savoir les instabilités de Rayleigh-Taylor que ’on détaillera par la suite.

La fusion par confinement inertiel

La FCI se fonde sur les lasers de fortes puissances, dont les rendements actuels sont
de 0.2% (les projets NIF et LMJ ont pour ambition d’atteindre les 1%), qui permettent
d’irradier une cible. Cette cible est un microballon sphérique, ayant une fine enveloppe
de plastique et renfermant une premiere couche de mélange D-T (Deutérium-Tritium)
cryogénique et au centre le D-T gazeux (figure 2). Dans un des schémas d’allumage, le
rayon du microballon est de 2 mm; le plastique de densité 1 g/cm3 a une épaisseur de
0.04 mm; le DT solide a une densité de 0.22 g/ em? et a une épaisseur de 0.2 mm; le

grand volume de la cible de rayon 1.76 mm est rempli de D-T gazeux a une densité tres



faible 5.107* g¢ / em?. Le tout est maintenu & une température de 18 K.

Deutérium-Tritium eryogénique
Ablateur

D-T gazeu

Figure 2 — Microballon contenant le mélange de Deutérium-Tritium.

Il existe différents modeles d’implosion ablative. Nuckolls proposa en 1972 une attaque
directe, en focalisant les faisceaux de lumiere laser sur la cible de combustible. L’attaque
indirecte fut proposée en 1976 ; la cible est placée dans une cavité cylindrique en or (hohl-
raum) percée de deux trous ot passent les faisceaux qui sont focalisés sur la paroi intérieure.
L’énergie déposée sur cette paroi est absorbée en donnant un plasma rayonnant fortement
dans le domaine X. La cible est ainsi irradiée par le rayonnement de corps noir créé dans
la cavité en Or (figure 3). La compression du microballon doit conserver autant que pos-
sible la symétrie sphérique, a tout instant de I'implosion. Lors de I'attaque indirecte, le

rayonnement X attaque la cible de fagon plus uniforme que 'attaque directe.

miclunge DT

cible

Figure 3 — Schéma de principe de 'attaque indirecte (http ://www.centauri-dreams.org/).

Le processus de fusion par confinement inertiel consiste en cing phases qui se succedent
(irradiation). En premier lieu, la cible constituée d’une capsule en plastique, cryogénique
et de gaz de deutérium et de tritium est irradiée avec des faisceaux de lumiére laser (voir
figure 2). Puis, lors de lirradiation le plasma se forme et est éjecté vers lextérieur, ce

qui engendre une onde de compression qui se propage vers l'intérieur du fait du principe



d’action-réaction (implosion). Une fois les conditions d’allumage atteintes, les particules
« produites par les réactions thermonucléaires déposent leur énergie dans le D-T froid
(ignition) et une onde de combustion thermonucléaire auto-entretenue se crée et se propage
dans le combustible périphérique (combustion). Un schéma plus récent a été proposé en
1994 au LLNL, appelé allumage rapide. Le principe est de séparer les phases de compression
et celle de chauffage-allumage. La compression est tout d’abord assurée par 'interaction
de faisceaux longs, puis un canal de basse densité est creusé par une premiére impulsion
laser courte. Une seconde impulsion encore plus courte au niveau de ce canal permet de
générer et de transporter des électrons rapides dans le but de céder leur énergie dans la
région du coeur. Finalement, la cible est allumée. Néanmoins, ce nouveau schéma n’en est

encore qu’au stade de la recherche fondamentale.

. »
3 ® Wlé¢ o _
)" ) - @® 0
[ b ¥ # * % e
o L4
irradiation implosion fgrition combustion

Figure 4 — Etapes de la fusion par confinement inertiel.

Les instabilités hydrodynamiques

Lorsque deux fluides sont en contact, on observe des instabilités hydrodynamiques
au niveau de l'interface, lorsque cette derniere est perturbée. De nombreuses études ont
permis de mettre en évidence différents types d’instabilités :

— lorsqu’un fluide lourd surplombe un fluide léger en présence d’un champ d’accéléra-
tion, une instabilité de Rayleigh-Taylor (IRT) se développe (Rayleigh (1883), Taylor
(1950)),

— Dans une configuration ou les deux fluides présentent des vitesses tangentielles, I'in-
stabilité de Kelvin-Helmholtz apparait (Lord Kelvin (1871), von Helmholtz (1868)),

— l'instabilité de Richtmyer-Meshkov se développe lors du passage d’un choc a travers
une interface perturbée (Richtmyer (1960), Meshkov (1970)),

— l'instabilité de Couette-Taylor : lorsqu’un fluide s’écoule entre deux cylindres concen-
triques ne tournant pas a la méme vitesse angulaire, des tourbillons apparaissent

dans I’écoulement,



— l’instabilité de Rayleigh-Bénard : lorsqu’une couche de fluide est chauffée par le bas,
des qu’un certain écart de température est atteint, la convection s’établit dans le
fluide. La viscosité et la diffusion thermique sont des facteurs stabilisants, etc ....

Les travaux de Chandrasekhar [1961] ont contribué & mettre en évidence quelques unes

des nombreuses instabilités hydrodynamiques connues a ce jour.

Objectifs

Lors de la phase d’implosion, la coquille (milieu lourd) pousse le D-T. La surface de
la coquille étant rugueuse et les rayonnements incidents non uniformes, conduisent a des
non-uniformités d’accélération susceptibles de s’amplifier exponentiellement. L’instabilité
en jeu est celle de Rayleigh-Taylor et se développe dans deux régions différentes : au dé-
but de la phase d’accélération, le plasma de faible densité accélere le plasma dense vers
I'intérieur de la cible, a I'extérieur de la coquille; en fin d’implosion, la pression du point
chaud augmente et décélere le combustible dense qui est en cours de mouvement centri-
pete; on voit un mélange combustible dense et froid et du combustible chaud se former.
Les performances de la FCI sont amoindries par l'apparition de ces instabilités hydro-
dynamiques. Il est donc indispensable d’étudier l'instabilité de Rayleigh-Taylor afin de
mieux comprendre ses mécanismes et de maitriser son développement. Pour cela, le code
AMENOPHIS (Adaptative Multidomain psEudo-spectral Numerical methOd for the Pa-
rallelization of Hydrodynamic Instabilities Simulation) (Le Creurer (2005)) a été développé
depuis les années 80. Ce code de simulation numérique directe permet d’étudier les instabi-
lités de Rayleigh-Taylor pour des fluides compressibles et est parallélisé sur deux niveaux,
I'un intra-domaine (méthode de décomposition de domaine), I'autre inter-domaine (paral-
lélisation MPT). De plus, les profils des gradients de densité étant tres raides, le maillage
est auto-adaptatif. AMENOPHIS est un code pseudo-spectral de type collocation ou les
variables sont développées en séries de Fourier selon les directions transverses (z, y) et
sur des polynémes de Tchebycheff dans la direction inhomogene z. Le schéma en temps
retenu est de type Runge-Kutta a 3 étapes (les termes advectifs sont traités explicitement
tandis que les termes de diffusion sont traités de maniére semi-implicite). Le domaine en-
tier est décomposé en sous-domaines (selon la direction z) et la position des bords de ces
sous-domaines est définie en minimisant une norme de I'erreur de projection de la solution
calculée (dans chaque sous-domaine une transformation de coordonnées auto-adaptative
est utilisée, (cf. Renaud (1996)). Les versions précédentes du code AMENOPHIS reposent



sur la simulation numérique des équations completes de Navier-Stokes. Mais, les petits pas
en temps imposés par la contrainte CFL impliquent des temps de calcul tres importants.
En outre, on distingue deux effets de compressibilité : la stratification liée a I’équilibre hy-
drostatique (ST mesure la dépendance exponentielle du champ de masse volumique selon
laxe z.) et la compressibilité dynamique liée a 1’équation d’état. Des études ont montré
que leffet dominant demeure la stratification, c¢’est pourquoi filtrer les ondes acoustiques
(principales responsables de la contrainte CFL) permet de réduire ce cotit. L’objectif de
ce travail de these consiste donc a développer un algorithme permettant la résolution des
équations de Navier-Stokes dans le cadre de I'approximation dite « anélastique », ou les
ondes acoustiques sont filtrées grace a un développement asymptotique.

Le premier chapitre de ce mémoire est consacré a la présentation du modele de mélange
considéré dans le cadre de notre étude (apres avoir détaillé les trois étapes de développe-
ment de 'IRT). Dans le second chapitre, nous établissons les équations de Navier-Stokes
privées de la contribution des ondes sonores, a ’aide de 'approximation anélastique. Nous
exposons une étude de la stabilité linéaire de I'instabilité de Rayleigh-Taylor en approxi-
mation anélastique dans la limite de fluides parfaits. Puis nous détaillons les différentes
méthodes numériques utilisées par le code AMENOPHIS dans le troisieme chapitre. En-
suite, les méthodes numériques utilisées pour la nouvelle option de AMENOPHIS ainsi
que I’étude du probléme de Stokes (issu des équations de Navier-Stokes privées des termes
non linéaires) font ’objet du chapitre 4. Les chapitres 5 et 6 sont consacrés a ’analyse des

résultats des simulations.






Chapitre 1

Modele physique

Le développement de 'IRT présente trois étapes que nous détaillons dans un premier
temps, dans ce chapitre. Apres un bref rappel sur la thermodynamique d’un corps pur, nous
présentons le modele de mélange considéré dans le cadre de notre étude. Nous développons
ensuite les équations thermo-mécaniques d’évolution du mélange et les conditions aux

limites et initiales. Finalement, nous exposons 1’état d’équilibre hydrostatique.

1 Instabilité de Rayleigh-Taylor

Comme mentionné en introduction, lors de 'implosion de la coquille par laser dans
le cadre de la FCI, une instabilité hydrodynamique, dite de Rayleigh-Taylor (IRT), se
développe. Lord Rayleigh [1883] fut le premier a étudier la stabilité de la surface de sépa-
ration de deux fluides dont les densités different, sous 'effet de la pesanteur terrestre. Ses
travaux furent repris par Taylor en 1950, de maniére plus générale en étudiant I'effet d’un
champ d’accélération quelconque. Cette IRT est observée dans de nombreux phénomenes
physiques :

— en astrophysique, 'IRT est primordiale dans la compréhension de I’évolution des
restes de supernovae (Hester et al. (1996), Fryxell et al. (1991) et Kifonidis et al.
(2003)),

— en météorologie avec la formation des nuages (Rayleigh (1883)),

— dans le domaine de la sonoluminescence, lors de 'implosion, par ondes sonores, d’une

bulle de gaz plongée dans un fluide (Brenner et al. (1995)), etc...
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Figure I.1 — Développement de I'instabilité de Rayleigh-Taylor lors d’une expérience réalisée
par Waddell et al. [2001].

L’expérience menée par Waddell et al. [2001] permet d’illustrer le développement de
I'IRT. Le principe consiste en l'accélération de deux liquides de densités différentes conte-
nus dans un réservoir qui se déplace verticalement sur un rail. Le fluide 1éger est posé sur le
fluide lourd et ce systéme est initialement au repos et stable dans le champ de pesanteur.
Les deux fluides sont accélérés et une perturbation sinusoidale de la surface de séparation

des deux fluides est créée dans la direction horizontale, & l'instant initial (figure I.1.a).
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Pour cela, le réservoir est attaché a une plaque de montage qui maintient 1’orientation du
réservoir qui permet les mouvements dans la direction horizontale. Un moteur pas a pas
a déplacement linéaire génere 1'oscillation du réservoir, 'amplitude et la longueur d’onde
de loscillation sont controlées par ordinateur. Ce dispositif permet ainsi de générer une
perturbation initiale mono-mode a l'instant initial. Un systéme formé d’une poulie et d’un
poids permet d’accélérer les fluides vers le bas engendrant ainsi une force de gravité ar-
tificielle orientée vers le haut. La surface de séparation des deux fluides (qu’on appellera
« interface » dans la suite) est alors observée au cours du temps, a I'aide d’une caméra
CCD (figure I.1). On peut constater comment le fluide lourd (en bas) s’étale vers le haut
dans le fluide léger. On distingue trois étapes lors du développement de I'IRT au cours du
temps : la phase linéaire (figure I.1.a-c), la phase non-linéaire (figure I.1.c-h), et finalement

la phase turbulente.

Lors de la phase linéaire, la perturbation sinusoidale croit. Cette phase dure tant
que la longueur d’onde A des perturbations reste tres grande par rapport a ’amplitude :
Aty < A= 2% ou k est le nombre d’onde de la perturbation. L’étude de la stabilité
linéaire est incontournable. En effet, cette analyse permet une premiére approche du pro-
bleme physique et permet d’utiliser le principe de superposition ; les modes propres sont
linéairement indépendants et une somme de ces solutions permet de reconstruire les per-
turbations. D’un point de vue théorique, la phase linéaire de I'IRT est relativement bien
étudiée pour des fluides incompressibles et compressibles, et sera rappelée dans le chapitre
II. L’étude de la stabilité linéaire d’un écoulement stratifié, pour des fluides non visqueux
est menée dans le cadre de I'approximation anélastique dans ce méme chapitre et présente

un résultat nouveau.

Ensuite, l'interface se développe en forme de champignon, et I'instabilité ne croit
plus exponentiellement. On observe que des bulles de fluide léger envahissent le fluide
lourd, et des pics de fluide lourd remontent dans le fluide léger. Ce comportement est
caractéristique de I'IRT en phase non-linéaire. La perturbation devient asymétrique par
rapport a l'interface initiale non-perturbée. De maniere plus générale, lors de la phase
non-linéaire, le comportement de ce type d’écoulement dépend des spécificités de la confi-
guration de l'interface a 'instant initial. Plus précisément, le saut des masses volumiques
a l'interface, mesuré par un nombre sans dimension appelé nombre d’Atwood (tel que
At = (prourd — Pleger)/ (Plourd + Pleger) €t 0 < At < 1), joue un réle primordial. Si les den-

sités des deux fluides sont treés proches (At tend vers 0); alors l'instabilité de Kelvin-
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Helmholtz domine ’écoulement ; si les densités sont tres différentes (At tend vers 1), cette
instabilité secondaire disparait. Lorsque la déformation de 'interface s’est significative-
ment accentuée, on ne peut plus déterminer une expression analytique de I'interface. C’est
pourquoi, cette derniére est estimée numériquement ou expérimentalement. Les modes de
perturbation présents sont couplés et le taux de croissance diminue lors de cette phase.

Lorsque A(t) > A, on constate des interactions entre les modes (Youngs (1984)).

Finalement, la phase turbulente s’installe; 'IRT commence a se développer sur un
spectre d’échelles beaucoup plus large. Ce régime est caractérisé par la cascade de Kol-
mogorov. Une fois la turbulence compléetement développée, on constate qu’une zone de
mélange apparait et différencier le fluide lourd et le fluide léger de la configuration initiale
devient difficile. Toutefois, lorsque le nombre de Reynolds n’est pas assez élevé, ce régime

n’est pas forcément atteint.

2 Etat de l'art sur les instabilité de Rayleigh-
Taylor

2.1 Etudes numériques

Deux types d’approches sont généralement utilisées pour les simulations d’instabilités
de Rayleigh-Taylor :

— L’approche lagrangienne qui utilise la méthode des éléments finis ou de volume finis
(Magnaudet et al. (1995)), mais cette approche est trop cotiteuse;

— L’approche eulérienne qui prend en compte 1’évolution de la distribution de la phase
tel que les méthode de marqueur (Daly (1967), Daly (1969), Rider & Kothe (1995)),
la méthode des surfaces de niveau (Hirt & Nichols (1981), Youngs (1982)). Cette
méthode est moins précise mais permet de développer des algorithmes plus aisément

lorsque l'interface est fortement déformée.

Une méthode originale multigrille permet de résoudre les écoulements incompressibles de
deux fluides avec tension de surface et est appliquée aux instabilités de Rayleigh-Taylor.
Cette méthode a ainsi permis de réduire le coiit en taille mémoire de 50% (Vincent &
Caltagirone (2000)). Une revue des simulations d’instabilitA©s de Rayleigh-Taylor est
donnée dans Le Creurer & Gauthier (2008)
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2.2 Etudes expérimentales

Les premieres expériences d’IRT ont été menées par Lewis (Lewis (1950)) et avaient
pour but de valider la théorie linéaire de Taylor. Dans ces expériences, la photographie
a grande vitesse fut utilisée pour observer 'IRT générée en accélérant vers le bas des
liquides dans un tube en utilisant la pression de 'air. Emmons (1960) améliora le dispositif
de Lewis en accélérant un petit réservoir contenant du liquide et de ’air. Schneider et al.
(1998) utiliserent un moteur électrique linéaire pour accélérer les systeémes liquide. Puis des
méthodes alternatives ont été développées pour pallier aux faibles durées d’expériences en
utilisant la gravité pour engendrer 'IRT (Linden & Redondo (1991),Dalziel et al. (1999)).
Cependant, ce dispositif présente un inconvénient majeur. En effet, les perturbations a
I’état initial ne sont pas maitrisées. Finalement, le dispositif décrit plus haut pour des

perturbations mono-modes (Waddell et al. (2001)) fut proposé.

3 Equations du mélange

3.1 Thermodynamique d’un corps pur

Soit U I’énergie interne d’un systéme thermodynamique caractérisé, par ’entropie S,
H son enthalpie H = U + P V, sa température T, sa pression P et son volume V', on peut
définir deux fonctions d’état :

— Dénergie libre notée : F¥ = U — T 5;

— D’enthalpie libre notée : G = H — T S
D’apres le premier principe de la thermodynamique d’un corps pur (cf. Landau & Lifchitz

(1967)) : les variations des fonctions d’état s’écrivent :

dF = —P dV — S dT;
dG = V dP - S dT;
dU = —P dV + T dS;
dH = V dP+T dS.

(I 3. 1)

On remarque que, selon le couple de variables choisi pour décrire le systéme thermody-
namique, une fonction d’état est plus appropriée qu'une autre. Le tableau 1.1 résume les
différentes fonctions & considérer pour un couple de variables donné. Si on souhaite déter-
miner toutes les grandeurs thermodynamiques d’un corps pur & partir des variables T et

V', le choix de I’énergie libre comme potentiel thermodynamique est donc plus judicieux.
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Variables (T,V) (P, T) (V,S) (S, P)

Potentiel themodynamique F G U H

Tableau I.1 — Potentiel thermodynamique & considérer selon le couple de variables donné.

La premiere des relations I. 3. 1 nous permet d’obtenir une relation pour la pression :

PZ_(?XP;)T' (1. 3.2)

Lorsqu’un gaz parfait vérifie la statistique de Boltzmann, I’expression de cette énergie libre

est donnée par la relation suivante (c¢f. Landau & Lifchitz (1967)) :

F(T,V):NeO—Nkaln(ej\‘r/> ~NC,Tln(kgT)—N T, (I. 3. 3)

ou :
N est le nombre de molécules de gaz parfait,
€0 est le niveau d’énergie 0 d’une molécule de gaz,
kp est la constante de Boltzmann,
e est la constante de Neper,
Cy est la capacité calorifique a volume constant,

et ¢ est la constante chimique de gaz.

D’apres I. 3. 2 et 1. 3. 3, la pression peut se réécrire :

N N
_NEks o nNaks o nRpp Ro, (I 3. 4)

Vv %4 m M

P

ou
n est le nombre de moles de gaz,
N4 est le nombre d’Avogadro,
R est la constante des gaz parfaits,

et M est sa masse molaire.

3.2 Meélange de gaz parfaits

On considére un mélange de deux gaz parfaits (indicés H et L), l'interaction des par-

ticules de chaque gaz est négligeable. On suppose donc que les grandeurs extensives expri-
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mées par unité de volume sont additives et que le mélange est isotherme T'= Ty = TT.
Nous déterminons dans la suite les expressions de toutes les grandeurs thermodynamiques
d’un tel mélange.
Soit p; = m;/V, la masse volumique partielle du composant i. La masse volumique totale
du mélange s’écrit donc :

p=pH + pL- (I. 3. 5)

De plus, on définit la concentration de chaque constituant en fonction des densités partielles

telle que :

p p

Pour déterminer la pression totale du mélange, il faut repartir des énergies libres de chaque

CH =¢C

constituant. Leur somme représente celle du mélange des deux gaz parfaits :

P=—= = — ([ == — [ == = = P, Pr. 1. 3.
(aV>T (zﬂf>T (aV>T My T oap Crmt b (@30

Cette derniere relation est appelée loi de Dalton et stipule que la pression totale du mélange
est la somme des pressions de chaque constituant. A présent, déterminons les capacités
calorifiques du mélange (C, et Cp). L'énergie interne du mélange est la somme des

énergies internes de chaque gaz (U = Uy + Uy).

(o), - (5r'), + ()
oT)y  \oT )y or )y’
pVC,=pgVCyug+pLVCr,

(1. 3. 8)

c,=2c,u+c,,,
P p
Co=cCog+(1—10¢ Cy .

Pour déterminer la capacité calorifique massique a pression constante C), on part de
ladditivité de 'enthalpie (H = Hy + Hp):

(57),= (o), (5r)
oT )p \ 0T )p oT )p’
pVCo=paVCoua+prVCr,

’ : (I. 3. 9)

o, =2 4+l 0,
p P

Cp:CCpH+(1— C) CpL.
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Il est possible de déterminer une relation entre les capacités calorifiques massiques a pres-

sion et volume constant (H; = U; + P; V), appelée loi de Meyer :

dH; dU; d(PV)

ar — dr  dT '’
piVCi=pVCyi+n R,

R (I. 3. 10)
Cpi:Cvi"i‘M-

Ce qui permet d’obtenir I’expression de I'indice adiabatique de chaque constituant ~; :

G R
%_Cm (v —1)M;

C
L’indice adiabatique du mélange (7 = C‘”) s’écrit (cf. annexe A) :
v

(c) = cQ-D)1=ry)yw+0—=c)14+T)Q+7rym)L
T T D A - )+ (L= (L D) (L )

(I 3. 11)

Avec :
(yu—1)— (v —1) My — My,

F: et T = — .
(b —1)— (v — 1) M= My + My,

3.3 Equations thermo-mécaniques d’évolution du mélange

On considere un fluide lourd, qui surplomble un fluide 1éger, a ’équilibre hydrostatique
a ’état initial et soumis a une accélération constante § = —ge,. La séparation des deux
fluides est représentée par une interface imaginaire de tres faible épaisseur (d sur la figure
1.2), de cote z = 0. Etant donné que les fluides considérés sont miscibles, il n’existe pas
d’interface réelle entre les deux fluides mais on définit une « pseudo-interface » présentant
une discontinuité caractérisée par un tres fort gradient de densité. Les fluides sont consi-
dérés visqueux, compressibles et thermiquement conducteurs.
L’écoulement étudié est compris dans un domaine tridimensionnel, limité par deux plans
horizontaux Q = {(:1:, y,2) € R®/z € [0,L,], /y € [0,L,], /2 € [2ins, zsup]}. On modélise ce
mélange de fluides miscibles par les équations de Navier-Stokes mono-fluide complétées par
une équation d’advection-diffusion pour la concentration du constituant le plus dense et

la loi d’état des gaz parfaits. Dans la suite, on note les grandeurs sans dimensions : ¢'.
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Densite

1.18
l'l.14

Figure 1.2 — Configuration initiale de 'instabilité de Rayleigh-Taylor : équilibre hydrosta-
tique des deux fluides pour pour Sr = 0.2.

Conservation de la masse :

op  Op'u}
— 4+ —>=0. I.3.12
at’ al‘j/ 0 ( 3 )

Conservation de la quantité de mouvement :

op' w0 ui'u _ o N do;j!

o' oz, x| Dz, —p'gdis . (I 3. 13)

La relation de Stokes entre les coefficients de Lamé (A et u) est supposée vérifiée :

2 . . -
A+ zp = 0. Le tenseur des contraintes visqueuses o;; s’écrit donc :

3
- 8ui'+%_25“% (I. 3. 14)
i = ox;  Ox; 37 0x )" T
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ou u est le coefficient de viscosité dynamique.

Evolution de 1’énergie interne :

op' C,/ T’ N ap' Cy' T'uj! 0y , Ouy’ 0 ( 8T’>

815’ an/ =77 81‘]'/ + Uij 895]-’ + axj/ ﬁaﬂfj/
(I. 3. 15)
0 oc
D — T .
+axj/ ( (CP,H ¢ 7L) 8$j’>
Ocg,

Remarque : Le flur thermique est donné par : q; = haJoj — K avec Joj = —pDq

De plus, Ueffet Dufour qui caractérise la contribution du gradient de concentration au flux

de chaleur est négligé dans ce modéle de mélange.

Conservation des espéces

op'c  Op cuy 0 , .~ Oc
= D . I.3.1
o ox; oz, \7 oy (1. 3. 16)

Remarque : Ici, Ueffet Soret qui caractérise la contribution du gradient de température sur

la diffusion des espéces, est également négligé.

Les variables sont les composantes du champ de vitesse (u;'), la densité (p'), la tem-
pérature (T"), la concentration (¢’ = pg/p) et la pression (p’). x représente le coefficient
de conductivité thermique du mélange et D la diffusion massique entre constituants.

Loi d’état du milieu :
Le systéeme formé des équations I. 3. 12 - I. 3. 16 est fermé par ’équation d’état d’un

mélange de gaz parfaits. L’additivité des grandeurs extensives permet de réécrire cette loi

d’état : . .
'— RT' (pH '0L> ]
P Mpy * My,

Cette relation peut se réécrire :

Y =RT (p/H Mr + 'y, MH) ,
My My,
ce qui devient :

2p/L MH + 2p,H ML
(W'g+pr) (M + M

My + My,
2 MMy, ~

Y =RT 1D
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En manipulant le second membre, on obtient :

My — My, Mg —Mp Py / ;\ My + My,
- - — ) W a+0L) s
Mg + My, Mg+ My, pg+01 2 MygMj,

p =RT’ (1 +
! Mg —M 2MyM

piH, Ty = AL o M, = ﬁ, I’équation d’état du mé-

O'u+rL Mg + My,

En notant ¢ = =
My + My,
lange s’écrit finalement :

R
p/ = p/ T i (1 +ry —2ry C,) . (I. 3. 17)

T

Etant donné que nous considérons deux gaz parfaits vérifiant 1’équilibre hydrostatique, s

se rééerit de la maniére suivante :

PuRT _pp RT  py _ pp

= P P _ Py Pp
MT W BT o RT ~ oy o
Py Py Py P

De plus la continuité des contraintes & I'interface initiale implique p’; = p’, soit :

r
ry = 7P,H p,L = At.

P+ PL
Un peu plus haut, il a été montré que si les quantités C,; étaient supposées constantes
alors C, = cCyg + (1 — ¢)Cy1, et 'énergie interne des deux fluides ne dépendaient que de
la température (premiere loi de Joule). Finalement, nous supposons dans la suite que

ng = pp = pet kg =Ky = K.

3.4 Conditions aux limites et conditions initiales

On muni le systeme d’équations formé de 1. 3. 12 - 1. 3. 16 de conditions aux limites

périodiques suivant les directions x et y et du type Neumann ou Dirichlet dans la direction

Z .

ou’ o'

ou| _9v| _ I.3.1

ol ~ ol = (I 3. 18a)
w' L= 0, (I. 3. 18b)
oT'

—0 I.3.18

oc
| =0 I. 3. 18d
onlr ’ ( )
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oul'={(z,y,2) € Q /2 = ziny ou 2 = 24} est la frontiere du domaine € et
dp/0f = V.it est la dérivée normale des grandeurs (¢ =u v w T C)7.

Le systeme est également muni des conditions initiales suivantes :

u (z,y,2,t =0)=u'o(2,9,2), (I. 3. 19a)
v (z,y,2,t=0) =g (2,9,2), (I. 3. 19b)
w' (x,y,2,t =0) =w'y (2,9, 2), (I. 3. 19¢)
p(@,y, 2t =0) = py(2,y,2), (I 3. 19d)
T (v,y,2,t =0) =T (2,9,2), (I. 3. 19e)
d(z,y,2,t =0) = (z,y,2), (I. 3. 19f)

Ces conditions initiales peuvent étre arbitraires et celles retenues pour notre étude seront

détaillées dans la suite.

3.5 Adimensionnement des équations completes de Navier-
Stokes

Dans le but de supprimer les unités des équations d’évolution, les grandeurs physiques
sont adimensionnées en normalisant ces quantités par des grandeurs de référence (pa-
rametres géométriques et physiques). Cette théorie permet de simplifier la représentation
paramétrique de problémes physiques. Les échelles de référence retenues sont les suivantes :

— pour les longueurs, L, = L, ,

— pour le temps, t, (ce qui induit une échelle pour la vitesse U, = L,t,) ,

— pour la masse volumique : on choisit la moyenne des masses volumiques des deux
pr(z =0) +pr(z =0)

fluides au niveau de leur zone de contact, a I’équilibre hydrostatique, p, = 5

)
— pour la température, on décide de considérer la température de base supposée uni-

forme et constante T, = T';

— pour la pression, elle découle de 1’équation d’état p, = prﬁTr.
Les quantités de référence pour le mélange considérées sont : '
— la masse molaire de référence, M, ,
— rapport des chaleurs spécifiques de référence, v, ,
— rapport des chaleurs spécifiques a volume constant de référence, C ;.
Finalement, nous supposons que la viscosité dynamique p, la conductivité thermique x et

pD sont constants. Les différentes grandeurs des équations thermo-mécaniques d’évolution
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du mélange (données plus haut 3.3) sont adimensionnées, en considérant le changement

de variables suivant ¢' = ¢, ¢, o0 p = (X; t p u; T )T.

Conservation de la masse :

of oo
ot 81‘]'/ ’
Urpr 9p | Urpr Opu;

=0
L, Ot L, Ox;j ’

Op  Opu;
ot al'j

=0.
Conservation de la quantité de mouvement :

apl Ui/ 8/), UZ‘/’U/;‘ ap/ 80.1/]/

/
= — — 5.
ot! + 8:1:/ axi/+ 8.C6j’ P 903,
prUr2 Opu; PTUE 8Puj Uj _ _erTT Op wU, aaij B 5
LT ot Lr 3%‘ Lr 8(Ez L% al,j Prp g 0i3,
Opu;  Opuju;  RT, Op p o Ooij gLy 5
B - pO;3 -

Ot ox; U290z UspL oz U?

On considere les nombres sans dimension suivants :

(I 3. 20)

— Le nombre de Reynolds repésentant le rapport entre I'advection et la diffusion vis-

UL
queuse de la quantité de mouvement, Re = Prir -

i
Uz
¥ RT ’

— le nombre de Mach, : Ma? =

— Le nombre de Froude caractérisant dans un fluide 'importance relative des forces

U2

lides & la vitesse et & la force de pesanteur, Fr? = 7
gLy

L’équation de conservation de la quantité de mouvement devient donc :

= — —_— 4+ — ——pdi3.
ot Oz wMa? 0x;  Re Ox; 2P0

0p u; n Opuju; 1 Op 1 Ooyj 1

Loi d’état du milieu :

*

R
p’:plT/ﬁ(l—i—TM _QTMC) B

r

(I. 3. 21)



22 Chapitre 1. Modéle physique

R* *
—Tp=pT
p'f‘ MT Tp p Mr

I’équation d’état devient donc :

(IL+7ry —2rp0) pe Ty

p=pT (1+ry —2ryc) . (I. 3. 22)

Conservation des espéces :

op'c  Opcu’ 0 , ., Oc
ot al’jl N 83;/ pD ’

por Uy 8pc+pTUr opcu; pr Dp 0 (D 60) .

L. ot ' L, 0x; L2 oz, \"" ox;

Or :

D, _ pr Dy 1% _ 1

U, L pw  U.Lp. ScRe’
En posant :

m
Sc = )
pr Dy

Le nombre de Schmidt (Sc) représente le rapport entre la diffusivité de quantité de mou-

vement et la diffusivité massique. L’équation de conservation des especes adimensionnée

Opc 0 (pcuy) 1 0 oc
—_— = — | pD — | . 1.3.2
ot + Ox;j Sc Re 0x; p Ox; (1. 3. 23)

devient :

Si on considere pD = cste = B, 'adimensionnement de cette equation devient :

or Uy 8pc+prUr dpcu; B 0 (D 80) 7

L. ot ' L, 0w,  LZox; \"7 oz,
soit : 5 8( ) 92
pc pCu; c
el = B, , 1. 3.24
875 + a$j 6:cj8xj ( 3 )
B
B. =
avec Se Re

Equation de I’énergie totale :

/

L’énergie totale p'E’ est définie comme la somme de 'énergie cinétique FE.;,, I’énergie
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interne Ej,; et 1’énergie potentielle E,,, avec :
/
pl Elcz‘n = % pl u? )
p/ Elint =p C{; T/7
P Epot=pg7.
En adimensionnant, les variables physiques de I’équation de conservation de I’énergie totale

comme précédemment :

1
pr U pE=Sp, Ul pu”+ Coppr T, pT+Lprpygz,

2
1 5 Oy Lg
pEzipu —|—U—3TrpT+UT?pz.
Or,
Cy C, v R*T, 1
2 I = * 2 2
Ur T R U; Y (= 1) Ma
et
L.g 1
Uz  Fr2’

On obtient ainsi, ’expression de 1’énergie totale adimensionnée :

1 1 1
E=_pu’ T+ ——5pz. . 3.
p 2pu—|—%(%_1)Ma2p +Fr2pz (I. 3. 25)

Dans la suite, nous tentons d’exprimer p dE /dt. Pour cela, il suffit de travailler sur les

équations de conservation de la quantité de mouvement et de I’énergie données précédem-

ment. Tout d’abord, nous savons que :

d(luu.)_ o i
Pai\g Wi ti) =P W~

d<1u‘u.>_ w (O, Oui
Pag\a ™) = P o T B )

Or le premier membre de ’équation de conservation de la quantité de mouvement adimen-

soit :

sionnée s’écrit :

9( )+i( ) = 8ui+ .@4_ i( )+ Oui
p T gy, WPt = Prgp T gy T iy W) T P g
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soit :

L U €S 7% SN BV
g (1) + gy (puivy) = (6t * Jax]> T BT
—_———

=0 d’apres (1.3.20)

On obtient donc :
Q( u)+i( wig) = Ou Ty Ou;
ot T g P ot Yoz

Donc d’apres ’équation de conservation de la quantité de mouvement, on a :

d (1 ) 1 dp + 1 aaz] 1 5
g uu) = w4 2w o wibia .
Pt v v Ma? " Oz oz; Fp2 P10

De méme que précédemment, le premier membre de ’équation d’évolution de 1’énergie

s’écrit :
opT n OpTu; oT . oT dr
bl — o ==
ot 0w ot " ox; ) T Pat
Donc d’apres ’équation de conservation de ’énergie adimensionnée, on obtient la relation
suivante :
1 dT 1 oT . oT
bl hul TPl
w (e — 1) Ma2 P dt " 5 (1) Ma2 P ot T B
1 1 ; 1 1

5, Ma? 31:] Redz; " (4 —1) Ma? PrRe

1 0 dc
" 5¢ Re o, (“’pﬂ ~Gn) T am) ’

o, le nombre de Prandtl représente le rapport entre la viscosité cinématique et la diffu-

sivité thermique. Il compare les phénomeénes thermiques et des phénomenes hydrodyna-

C, d
miques dans un fluide, Pr = Sl B présent, développons le terme p — ( z) :
K dt \ Fr?

d(l)_ a<1 >+ .8(1)
Pac\Fr2*) = Ploi\Fr2 ° ujaxj 2 )
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soit,
d/ 1 p
p dt(F2 ) R

On a donc :

dE 1 8]9 1 aUZ'j 1

o - R

Pt vr-Ma? ’axz + Re" " Ox; Fr2Pti0s
1 Ouj 1 8u1 1 1

_ i, - Y AT
v Ma? 89:] * Re Oz 7ij + (v — 1) Ma? PrRe

1 1 0 Oc
F 2,Ouz<513 + S Re a ((CP,H - C 7L) T 81’]) .

Cette équation peut se réécrire :

Prat ~ 8x] 0 i (v —1) Ma? PrRe

1 Op Ou; 1 0 Oc
_'y,nMa2 (ulé)xi * p8 ) + Sc Re Ox; <(CP’H Cp) T 856]> '

On obtient finalement I’expression suivante :

OpE 0 1 1 1 1 or
L+7 [puj (E + p>0'ij U; — —_—

ot Ox; vrMa? p Re (v — 1) Ma? PrRedx;
(L 3. 26)
1 Jc
T pu—
Sc R <(C”*H Co) d; )] 0
avec : . c .

E = pu? d T+ ——=pz.

P 2pu+%(%_1)Ma20 T Eef?

L’adimensionnement des équations completes de Navier-Stokes fait apparaitre cinq nombres

sans dimension, reportés dans le tableau I.2.
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26
nom Reynolds  Froude Mach Schmidt Prandtl  Inidce adiabatique
notation Re Fr Ma Sc Pr Y
. prUr L, U, U, p p Cp
expression cf 1. 3. 11
Iz Vg L. v RL  pD K

Tableau 1.2 — Nombres sans dimension des équations de Navier-Stokes.

4 Equilibre hydrostatique

L’état de base du fluide lourd et léger est a I’équilibre hydrostatique dans un champ

d’accélération § et la température est supposée constante dans tout le domaine (noté T).

En ’absence de vitesse, I’état hydrostatique s’écrit :

—— +p,9=0
2 (L 4. 27)

L’expression de la masse volumique pour chaque fluide, a ’état d’équilibre devient donc :

—gM;

pi(z) = p; (O)GXP< T z) : (I 4. 28)

Z € [Zinf, 0] pour i = L,
avec :
z € [0, zgyp) pour i = H.

L’additivité des grandeurs thermodynamiques permet d’obtenir I’expression de I’état d’équi-
libre de la masse volumique du mélange dans I'intervalle [zip ¢, Zsup) :

_ _ —gM _ —gM
p(2) = o (O exp (52 2 )+ 71 (0)exb (2% =l -
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Si on adimensionne les différentes grandeurs, cette derniere expression devient :

— oy (0 —gM * pr, (0 —g My, *
P, (Z ) _ pH( )exp( :RTHLZ/ z )ﬂ[zmﬁo} =+ prf‘)exp< R T Ly z )]l[o,zsup} .

Pr
(I. 4. 29)

De plus, nous pouvons réécrire (g My ) / (fR T) et (g M)/ (fR T) :

gMug g 2Myg My Mg+ My
RT RT Mg+ My, 2Mp

RT 2M,
g M, 1
T RT 1—ry’
_Sr 1
Ly, 1—ry’

g My, g 2MygMp Mg+ Mg

RT RT Mg+ Mp  2Mgyg

oit le nombre sans dimension Sr vaut gM, /(R T) (équivalent de v,Ma? donné dans le
tableau 1.2 avec U, = \/g Ly ).

La relation I. 4. 29 se réécrit, en abandonnant les * :

Sr Sr

7(2) = (1— At)exp (—1 2

Z>]1[sz,0] + (1+ At)exp (— 1 ” Z)]I[O,zsup]'

(I. 4. 30)

La densité décrite par la relation I. 4. 30, étant discontinue, cette derniére est régularisée

(1 + erf <§>> : (L 4. 31)

™™

a l'aide de la fonction Hy(z) définie par :

H+(z)=

DN |
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ou erf(z exp dt est la fonction d’erreur et ¢ représente 1’épaisseur de la

=)y

pseudo-interface. La figure 13 représente l'allure de ces fonctions de lissage Hy(z) pour

différentes valeurs de ¢. En faisant tendre ¢ et D vers 0, on retrouve le modele de fluides

H+ (2)
H- (2)

02

0.0

s s ‘ e ‘
—04 ~02 00 02 04 -04 -02 00 02 04
z

Figure 1.3 — Profil de H,(2) (& gauche) et H_(z) (4 droite) pour différentes épaisseurs de
la pseudo-interface § en fonction de la coordonnée z € [—0.5,0.5].

non miscibles et la relation I. 4. 30 peut se réécrire :

Sr
+ M

Sr

z) H_(z)+ (1+ At)exp (— z) Hy(z).
(L 4. 32)

On se rend compte de I'importance du parametre de stratification Sr qui mesure la dé-

p(e) = (1- Atjexp (- &
v

pendance exponentielle du champ de masse volumique selon ’axe z. Une fois I'expression

de la densité de 1’état de base connue, on obtient ’expression de la concentration :

Sr

o(2) = —— (14 At) exp ( z) Ho(2) . (I. 4. 33)

( )

La deuxieme équation du systeme I. 4. 27 nous permet de déterminer la pression de 1’état
de base, connaissant la masse volumique de I’état de base :

p(2) = P
Sr

(1= At (14 ra0) - Ho(2)+ Lexp (=" 0N (2, S8
MOEP T  F ) T P T T 2 ) TS T T 2

S 1 Sro6\? Sro 8
+(14+ At) (1 —rm) lexp (—1_:M z) H+(z)+§exp (—1_:M 2> erf <§+ 1_::3\42)]

(I 4. 34)

Il est important de noter que le parametre At doit étre égal a ry pour que la pression

soit continue. Et finalement, la troisiéme équation du systeme, permet d’obtenir la
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température de I’état de base :

_ P(z)

() = T2 50 (L 4. 35)

Py est une constante d’intégration qui permet de vérifier T (z;,¢) = 1. La figure 1.4

représente I’état de base obtenu par les relations précédentes pour p, p, ¢ et 7.

(a) densité (b) pression
(a) concentration (b) température

Figure 1.4 — Profils caractéristiques de I’état de base pour Sr =1, At = ry = 0.25 et
0 =0.001 pour z € [—2,2].

Ce chapitre a permis de présenter le modele physique considéré pour la simulation
numérique du développement de 'IRT a I'aide du code de calcul AMENOPHIS. Les
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équations du modele sont les suivantes :

dp

8,0 Uj

1

orT

(7» —1) Ma? PrReOx;

“F -0
ot "oz,
ot dx;  ~v.Ma20x; Re Ox; el
OpE 0 1 p 1
v B Pl 0wy —
ot * 0z, [puj ( * ~v-Ma? p) Re4
1 dc
Cou—Cop)T — || =0
+Sc Re <( vt = Cpr) 8@)] ’
1
E=—-pu? u T+ —
avee pE= et S Ty e P T et ®
dpc O (pcu;) D%c
ot 8.73]' n C&xjamj ’
p=pT (L4+ry —2ryc).

L’état hydrostatique est représenté par les relations suivantes :

p(z) = (1 — At)exp (— l fiMz> H_(2)+ (1+ At)exp (—1
_ 1 Sr
c(z) = %(1 + At) exp (—1 — z) Hi(2),
p(2) = Ry ]
+ (1 —At) (1 + ry) |exp (—1 f:M ) _(2) + ;exp (
F (14 A (1— ) |exp (-1 im z> Ho(2) + ;exp <
N P(z)
&) = A= 2 o) 7(5)°

Sr

(I. 4. 36)

Z) H,(z),

(I. 4. 37)

Il est nécessaire a présent de discuter de 'approximation envisagée pour le dé-

veloppement de la nouvelle option du code AMENOPHIS.
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Approximation anélastique

Les versions précédentes du code AMENOPHIS résolvent les équations completes
de Navier-Stokes. Bien que les ondes acoustiques aient en général une influence
négligeable sur la physique du mélange, elles sont responsables en grande partie
de la forte contrainte CFL sur le pas de temps. Apres un rappel sur la contrainte
CFL, nous établissons les équations de Navier-Stokes privées de la contribution des
ondes sonores. Puis, nous exposons une étude de la stabilité de linéaire de I'IRT
en approximation anélastique sans viscosité ni tension superficielle, jusqu’a présent

absente dans la litérature.

1 Contrainte CFL et ondes acoustiques

La possibilité de fluctuations de pression permet au systeme de fluides de décrire
des propagations d’ondes de pression rapides, de type acoustiques. Ceci pose de sé-
rieuses contraintes de calcul sur le pas de temps, appelées contraintes CFL (Courant
Friedrichs et Lewy). Il s’agit de la condition de stabilité pour résoudre les équa-
tions aux dérivées partielles hyperboliques. En pratique, elle sert a donner le seuil
au-dessus duquel on observe une instabilité des calculs numériques. Si la dimension
de la maille est inférieure a la distance parcourue dans l'intervalle de pas de temps

de l'onde la plus rapide que permet 1’équation, l'erreur grandit et le systeme est
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instable. Cette contrainte s’écrit :

Az

At < o
Ul + e

ou Ax représente la taille d'une maille (dans les trois directions), et At, le pas de
temps. La vitesse de propagation des ondes sonores c est trop importante par rapport
a la vitesse matérielle du fluide U. Il est donc nécessaire d’envisager des approxima-
tions permettant de réduire cette contrainte CFL en filtrant les ondes acoustiques,
puisque ces dernieres sont négligeables lorsque les vitesses dans 1’écoulement sont

faibles. Ainsi la contrainte se réduit a :

Ax

At < —-.

U]
Ces approximations sont dites a bas nombre de Mach car elles sont obtenues
par un développement asymptotique des équations completes de Navier-Stokes en

fonction du nombre de Mach. Il existe plusieurs approximations et nous retenons ici

I'approximation anélastique (AN).

2 Approximation anélastique appliquée au mélange

de deux fluides

L’AN est obtenue par un développement des équations completes de Navier-
Stokes a l'aide d’un petit parametre, fonction du nombre de Mach. Dans notre cas,

on considére le petit parameétre : € = yMa?.

Ordre ¢!

Lorsque I'on considere le cas particulier de I’équation de conservation de la quan-

1

tité de mouvement, a l'ordre €=, on retrouve 1’équation vérifiant 1’équilibre hydro-

statique :

= —STp(O)(Sig, (II 2. 1)
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si on suppose que :

yMa?> gL
S’]“ = 3 = — )
E, RT

0(1).

La stratification du fluide est donnée par le parametre de stratification Sr. Lorsque
¢ (la vitesse du son) est tres élevée, la stratification est faible et le temps acoustique,
par exemple, t = L, /c est faible, les transmissions sont quasi-instantanées, 1’acous-
tique est négligeable; c’est le domaine de I'incompressible. Au contraire, lorsque ¢
est trés petit, la stratification est forte et le temps acoustique plus long. L’acous-
tique n’est pas négligeable ; ¢’est le domaine du compressible. Entre ces deux limites,
on peut concevoir qu’il existe un domaine de l'espace des parametres dans lequel
la stratification n’est pas négligeable, mais le temps acoustique suffisamment faible
pour que les transmissions soient considérées comme instantanées. C’est le domaine

de I'anélastique, avec une borne supérieure pour la stratification.

Ordre €°

Les équations différentielles de la dynamique sont toutes obtenues en retenant
I'ordre €® des équations complétes de Navier-Stokes. On consideére donc que les quan-

tités q§(0) sont confondues avec celles de I'état de base, a I’équilibre hydrostatique (soit

I

0). Dans la suite, nous nous consacrons au développement des équations de

Navier-Stokes, selon I'ordre €?, I’équation de conservation de la masse devient donc :

0

a.ﬁlﬁi

L’équation de conservation de la quantité de mouvement, a I’ordre 0 en € s’écrit :

(pu”) = 0. (1. 2. 2)

(1) 0,1, 1) 1 (1)
Jodul 2LOwTT) o 100
ot ox; Jr;  Re Ox; b

si on impose :
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En considérant I’équation II. 2. 2, cette relation devient :

ol _ o 1 a0

=— — Sr pWs; IL. 2.3
P Ox; + Re Oz RS ( )
0 0
ou 7 représente la dérivée matérielle e + u§1)8$j.
La loi d’état des gaz parfaits se réécrit :
PO = pOTO (14 7y —2ry ). (1. 2. 4)

Compte tenu du fait que la concentration ¢ n’est pas développée en fonction du

parametre €, I'équation de conservation des espeéces se réécrit, en considérant la

relation II. 2. 2 : p 5 5
(0) 4¢ — 1 — [ p,O9p oc II. 2
Pdt = Sc Re Oz, (,0 ozx; )~ (IL. 2. 5)

Si on considere pD = cste = B, on obtient :

(0 dc d*c
P — = D¢ )
dt 856]' 8:1:j

(IL. 2. 6)

B

avec B, =

c Re
Finalement, ’équation de conservation de 1’énergie totale adimensionnée devient a

I'ordre € :
8815 @ FUMOMUNN %CE (IO 4 TO0) Srp“’Z)
+£j lu]u) (; FUMOMUNN = (T O 4 7O 1) 4 gy p<1)z)]
+aij <Uj(1)p(1)) (- SrRe Pr Y- }%eﬁij (0”(0 i 1))
SclRe (98] <(CpH o) ™ 822) -0
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Développons cette relation de la maniere suivante :

A+B+C+D=0.

avec :
4.9 (O1VC,) + 9 (ulpOTOC,)
315 v 81‘]' J v
g2 (OTOC,) + 9 (67O C,)
ot RN, J v
0
_ 12 (,m COINGY
= vl {5 605) 2 (47005
0 /1 0 1
(= 1)L (2 0, m) ( w1 0, <l>)
D= (v 1){at(20 u; g +axj U P }
0 ~ 1 0
_ (1),(1) r o _ Lo o
O 1){3 j (uj b )+ (v — 1)Re Pr Re Oz (U” h )}
(yp—1) 0 AN
Sc Re Ox; (Copr = Cpr) T or;) 0

Développons chaque terme :

0t aiﬂj 815 J 817]'
oTw oTW
(0) (1
+p Cvlﬁt +u] 8:1:]]

D’apres I’équation de continuité a 'ordre 0 en € (II. 2. 2), le premier terme s’annule.

On obtient ainsi :

(0 4Cv

1
© dT .
dt

Cy
T dt

A= T(l)p

De méme :

o 9 aC, aC.
B=TO¢c, |ZE— 4+ = (Y 70 (1) [T (1)
C’u[ ot + oz, (u] p ) + p 5 + u; oz,

or© oT®)
O |22 (1)
e [ ot " oz, |
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devient :

0
B:me@ﬂ%+¢m%@WZ”’
z

dt
puisque T ne dépend que de la variable spatiale z. Traitons le terme C' :

e
¢ =Sr (7r - 1) [ap + i (Ugl)ﬂ(l))] + Sr ('Yr - 1) P(l) [az + u(l)(%] .

ot 6’xj ot J 8$Cj
dz , . . R
Or, i u;0;3 et 'équation de conservation de la masse a 'ordre 1 (II. 2. 8), nous
donne :
C = Sr(y — 1) pWPu;dis.
De plus,

o (1 o 1) O T (1l © m2 o(UWm
g (o P ) g [ (5 )| = 0 S

L’équation de quantité de mouvement a l'ordre 0 (II. 2. 3) peut s’écrire :

du! 0 1 0
O,0% " _ 9 omy 9 nmooy gm0
plu xj(u]p )—i—ﬁeaxj(uZ O'Z]) ru;po;

(1) (1)
+p(1)a“j 1 (0) Ou;

dr;  Re i oz

On obtient donc :

outt v — 1 outt o
C+D=—(y—1)pH—_~ ’ 0 L ATM
+ (v Jp 0z; + Re 7ij z; + Re Pr ’

On a également :
dC, dC,dc

dt — de dt’

ce qui implique la relation suivante :

dC, de
dt - (CU,H - Cv,L) %

En considérant ces dernieres relations, I’équation de conservation de la concentration

a lordre €° (IL. 2. 6), et en notant d.C, = C, g — C, 1, 'équation de I’énergie a pour
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expression :

ar® d.C P*c
__(,0p0 4 o) %l
dt (p Tp ) p(©) Cf)xjﬁxj

1) dT(O) Yr 02T(1)

p(O) c,

RPN
prtotls dz + Re Pr O0z;0x;
" . (IL 2. 7)
(v = 1) (1)0u, (1) Ou;
\ — (v —1
* Re 9 0z; (o p 0z,

(’}/T - 1) 0 (1) dc
-~ — T —|.
+ Sc Re Ox; (Corr = Cpr) Ox;

Dans la suite, nous développons également 1’équation d’état a ’ordre €, puisque que
I'ordre €® ne nous permet d’obtenir uniquement la relation qui relie les différentes
grandeurs physiques de 1’état hydrostatique. De plus, I’'équation de conservation
de la masse a l'ordre € n’est pas résolue mais est utile dans le développement de

I’équation de conservation d’énergie, donnée plus haut.

Ordre ¢!
L’équation de conservation de la masse a l’ordre € devient :

9o §pMy M)
b+ 'Oax‘f 0. (IL 2. 8)
J

Tandis que la loi d’état des gaz parfaits devient :

En divisant par p(¥), cette relation se réécrit :

PO _ e T 2w (e— o) (IL. 2. 9)
PO~ pO T TO 1y — 2y -2

Nous avons ainsi établi les équations de Navier-Stokes dans le cadre de ’approxima-
tion anélastique. Toutes les équations différentielles sont obtenues a I'ordre € et la

relation issue de la loi d’état du milieu est obtenue & 'ordre €!. De plus 1’équilibre
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hydrostatique est donné & I'ordre e 1.

3 Approximation anélastique

Une des particularités de cette approximation réside dans le fait que 1’équation
de conservation de la masse se réduit a V (pV) = 0. Différentes interprétations de
cette contrainte ont été envisagées. A T'origine p(z) représente la densité d'un état
de base hydrostatique. Batchelor [1953] fut le premier & proposer cette AN, puis
Ogura & Phillips [1962] reprirent ses travaux en 1962 et approchérent les équa-
tions de moment et thermodynamique a l’aide d’une analyse dimensionnelle. Gough
étudia 'approximation anélastique pour la convection thermique également [1969].
Wilhelmson & Ogura [1972] considérent une densité p(z) modifiée et Lipps & Hem-
ler [1982] proposent un nouveau systeme pour l'appliquer a la géophysique. De nos
jours, de nombreux ouvrages présentent les différentes formulations de I’AN, tels
que ceux de Zeytounian [1990], Emanuel [1994] et Durran [1999, 2007] dans le cadre

de la science de I’atmosphere.

4 Systeme d’équations du mélange

Le dévelopement asymptotique entrepris ci-dessus permet d’obtenir les équations
de Navier-Stokes, privées de la contribution de ’acoustique, régissant 'IRT dans le

cadre de ’AN. Ainsi I’état hydrostatique est donné par le systéme :

op©)

= —Sr p© g,
axi rp 39

P = pOTO (14 1y — 2y V),

AT = 0,

(I1. 4. 10)
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tandis que les équations de la dynamique s’écrivent :

O (o) =,

&I;i

1 (1)

dt dx;  Re Ox; 3

dT® d.C, B 5%
00, - :_(p(O)T(l)Jr p(l)T(0)>

p0  Sc Re Ox;0x;

dr®  (y,—1) 0 de
1) r _ T ==
dz + Sc Re O <(Cp’H C.r) (?xj>

e OTD =) 0 (v = Dp
Re Pr 0x;0x; Re " O " dxj '

Uy T 2 (¢ — )

— oW, us

0O pO  TO T 14y — 2r O

0 de Be 9%
pO— = :
dt  Sc Re 0x;0x;

(I1. 4. 11)
L’adimensionnement retenu lors du développement du code AMENOPHIS étant
différent de celui utilisé pour déterminer les équations dans le cadre de I’AN, il faut
désormais redimensionner ces mémes équations puis considérer ’adimensionnement

souhaité. Les équations régissant 1’état hydrostatique deviennent :

op0)
p© = O 7 (1 Ty — 2ry C(O)) (II. 4. 12)
ATO = 0
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et les équations de la dynamique s’écrivent :

0
Y (0,0 _
1 1

- — iy
dt Sr dx;  Re Oz p(o)p "

T 9 )
_p(O)l ry (c— %) ]@3’

T(O) B 1+TM —27“M C(O)

dr® d.C, B 9%
Oc = — _ (,Op@) (D)p(0)) Zezv
P (p e ) p0  Sc Re Ox;0x;

dT® (v, —1) 0 dc
— oW 4 " C. —C )Th ==
prtetts dz + Sc Re O <( A nr) Ox;

¥ T (= 1) 00w
RePr 0x;0x; Re " O,

1
o 1)p<1)%'()

oz’
odec  Bec  9c
Pdt = Se Re Oz ;0x;’
s T e (e — O
20 = 0 T T Ty — 2y (O
(IL. 4. 13)

Le développement détaillé de ces équations est donné en annexe B et les nombres
sans dimension sont récapitulés dans le tableau II.1.

nombre Re Sr Sc Pr M Yrr

1 3
: rg2Lz gL Cp -
expression P p RT, pr a - %g +AA§§ cf. 1. 3. 11

Tableau II.1 — Nombres sans dimension des équations de Navier-Stokes.

Remarque : La fluctuation de densité est remplacée par son expression en fonction
de la pression, la température et la concentration (état hydrostatique et fluctuation),

dans I’équation de conservation de la quantité de mouvement donnée par I’équation
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d’état du mélange. Cette manipulation nous permet ainsi de traiter la densité de
fagon semi-implicite (d'un point de vue numérique). En effet, la partie fonction de
la pression sera traitée de maniere implicite tandis que celle fonction de la concen-

tration et de la température (beaucoup moins importante) sera traitée explicitement.

Notons que par souci de simplification, on remplace les grandeurs ~M a2¢(1) par
& sauf pour les vitesses.

A ce systéme d’équations s’ajoutent les conditions aux limites. On impose des condi-
tions de type Dirichlet pour la composante verticale w et de type Neumann pour les

composantes horizontales u et v :

W(z = Zeup) = W(2 = 2ing) =0,

ou ou
(= ) = 5 (2 = 2ng) =0,
ov ov

a(z = Zoup) = 5 (2 = 2ing) = 0.

Le tableau I1.2 permet de faire le bilan des équations différentielles et des inconnues

du probléeme :

Equation de conservation € ‘

Masse \Y% (p(o)u§-1)> =0

Quantité de mouvement ugl) = f(pW, pM, TW pO) ¢)

Energie totale T = f(c, ugl),p(o), pM)

Espece c= f(u(;) p)

7

Tableau I1.2 — Bilan des équations différentielles du systéme d’équations de Navier-Stokes
en AN.

Au total, le systeme est défini par 6 équations différentielles (dont 3 sont les

projections sur les axes du repere de I'équation de conservation de la quantité de
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mouvement), une contrainte sur le champ de vitesse et une équation algébrique
(équation d’état) qui permet d’obtenir la fluctuation de densité.

En conclusion, ’AN permet d’éliminer les ondes acoustiques du systéme en utilisant
un profil de densité constant, mais non-uniforme dans I’équation de continuité et
de quantité de mouvement, sauf dans le terme de poussée d’Archimede. Le fluide
devient ainsi quasiment incompressible. L’équation de continuité ne garantit plus la
conservation de la masse. En effet, dans les équations de Navier Stokes completes,
il y a une contribution parabolique (la diffusion) et une contribution hyperbolique
(’acoustique), tandis que ’AN permet de ne garder que la contribution parabolique
et implique ellipticité (cf. chapitre IV). Ainsi la pression change de nature puisque
dans les équations completes, elle reflétait a la fois la thermodynamique et ’acous-
tique et dans I’AN, elle agit comme un multiplicateur de Lagrange sur le champ de

vitesse et est prise en compte dans la thermodynamique.
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5 Stabilité linéaire de I'IRT

L’étude de stabilité linéaire permet, entre autres, de mettre en évidence les dif-
férents facteurs influant sur la stabilité de 1’écoulement. Ces calculs de stabilité
linéaire sont fondamentaux car ils prédisent les longueurs d’onde des modes les plus
instables ainsi que leurs taux d’amplification. Cela permet, lors de simulations di-
rectes, d’introduire les perturbations qui seront les plus amplifiées. Dans la suite,
la méthode d’analyse en modes normaux est retenue. Cette méthode permet de ra-
mener un probleme aux valeurs initiales a un probleme aux valeurs propres, dont
la plus grande détermine le taux de croissance ainsi que le mode propre associé qui
donne la structure spatiale de 1’écoulement. L’évolution des modes de perturbation

dépend donc de leur taux de croissance.

5.1 Etat de D’art sur la stabilité linéaire

Taylor [1950] et Chandrasekhar [1961] ont étudié la phase linéaire de I'IRT. Le

taux de croissance pour les fluides parfaits incompressibles est donné par la relation

Il est fonction du nombre d’onde k, du nombre d’Atwood At et de la constante de gra-

de dispersion suivante :

vité g. Cependant cette relation conduit a une constatation aberrante physiquement.
En effet, lorsque k tend vers l'infini ce taux de croissance tend vers l'infini. C’est
pourquoi, de nombreuses études ont été menées, dans le but de décrire I'influence
de différents parametres sur le développement de 'IRT pour des fluides incompres-
sibles, tels que la viscosité ou la tension superficielle (Chandrasekhar (1961)). 11 a
été montré que pour des nombres d’onde k inférieurs a k., le taux de croissance
se comporte, comme dans le cas non-visqueux, selon y/ At g k, tandis que, lorsque
k est supérieur a un nombre d’onde critique, le taux de croissance décroit en 1/k.
La présence de viscosité stabilise les grands nombres d’onde et il existe donc un
nombre d’onde d’instabilité maximum. D’autres études ont été menées pour le cas
de fluides compressibles. L’expression analytique du taux de croissance pour des
fluides parfaits en écoulement isotherme est donnée dans ’article Mathews & Blu-

menthal (1977) et pour un écoulement isentropique dans Lezzi & Prosperetti (1989).
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Cependant les études actuelles se concentrent sur les effets de compressibilité sur le
taux de croissance de 'IRT et ont suscité de nombreux désacords (Livescu (2003);
Ribeyre et al. (2004); Livescu (2005); Ribeyre et al. (2005)). En effet, certains tra-
vaux assurent que la compressibilité a un effet déstabilisant et augmente le taux
de croissance (Vandervoort (1961); Bernstein & Book (1983)),tandis que d’autres
affirment le contraire (Sharp (1984); Plesset & Hsieh (1964)). Cette controverse est
essentiellement due & une mauvaise définition de la compressibilité. C’est pourquoi
S. Gauthier et B. Le Creurer insistent sur la définition de la notion de compressibi-
lité dans leur article (Gauthier & Le Creurer (2010)). La « compressibilité statique »
est liée a I’équilibre hydrostatique, car le fluide est initialement a densité variable,
et est représentée par la stratification; I’échelle de gradient de densité de chaque
fluide en découle. La compressibilité dynamique est, quant a elle, liée a 1’équation
d’état du fait d’une vitesse du son finie ; I'indice adiabatique v de chaque fluide régit
cet effet de compressibilité, pour ’équation d’état des gaz parfaits. Ces deux effets
sont souvent appellés a tort « compressibilité », ce qui a fait 'objet de nombreuses
mauvaises interprétations. Dans la publication de Lafay et al. (2007), le tracé des
courbes de dispersion a permis de mettre en évidence que la « compressibilité dyna-
mique », pour des gaz parfaits, élargissait le domaine de I'instabilité de ’écoulement
de Rayleigh-Taylor tout en augmentant le taux de croissance linéaire. Alors que c’est

I'inverse pour la « compressibilité statique ».

5.2 Méthode des modes normaux

L’analyse en modes normaux consiste a perturber (de maniére infinitésimale) une
solution des équations de Navier-Stokes. En négligeant dans les équations les termes
au-dela du premier ordre, on obtient un probléme aux valeurs initiales, linéaire.
Cette méthode permet ainsi de décrire comment les petites perturbations évoluent
avec le temps, dans le systeme d’équations II. 4. 13. Pour cela, chaque quantité ¢
est décomposée en une composante de base correspondant & I’état hydrostatique ¢

et une composante qui décrit les perturbations qz :

d(z,y,2,t) = (2) + ¢(2,y, 2, 1).
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Ici ¢ = (p u; Te)" et vérifie les équations de conservation de la masse, de la quantité
de mouvement et de 1’énergie. qg dépend des 3 coordonnées spatiales et du temps.
On néglige les termes supérieurs a 'ordre 1. Le systeme linéaire est a coefficients
constants et la solution est une superposition de fonctions exponentielles, car 1’écou-
lement moyen est indépendant du temps. Le probleme étant périodique dans le plan
(x,y) et I’évolution temporelle des perturbations étant exponentielles; les compo-

santes fluctuantes peuvent s’écrire sous la forme :
O(w,y, 2,t) = §(2) 7 e Frthy),

0 = 0, +i0; est un complexe appelé taux de croissance et est homogene a l'inverse
d’un temps. En soustrayant les équations du systeme II. 4. 13 décrivant I’écoulement
de base a celles de I’écoulement complet, on obtient les équations gouvernant les
quantités fluctuantes. On obtient ainsi un probléeme aux valeurs propres. Le signe

de o, reflete le comportement de 'IRT :

— 0, <0 : la perturbation s’atténue avec le temps. On dit que I’état de base est
linéairement stable par rapport au mode (k, h). Le milieu est alors stable par
rapport aux petites perturbations. Pour les perturbations plus importantes,
I’étude de la stabilité est approfondie par une analyse non-linéaire ;

— 0, = 0 : Pamplitude de la perturbation n’évolue pas et ce mode (k, k) de stabi-
lité est marginale ou neutre. L’allure de I'instabilité est alors caractérisée par
o;

— 0; =0 : le mode (k, h) et les perturbations sont dites « stationnaires ».

— 0; # 0:lemode (k, h) est oscillant et se propage comme une onde progressive
o; .
VEZ+h2’

— 0, > 0 : la perturbation croit exponentiellement avec le temps. On dit que

de vitesse de phase v,, =

’état de base est linéairement instable par rapport au mode (k, h). Dans cette
configuration, le devenir des perturbations infinitésimales est prédit en exa-
minant les termes non linéaires. En effet, cette étude est primordiale car les
termes non linéaires croissent beaucoup plus rapidement que ceux linéaires jus-
qu’a devenir dominants. Ces termes non linéaires régissent ainsi l'instabilité

assez rapidement.
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5.3 Analyse en modes normaux en approximation anélas-

tique

Dans la suite, nous considérons des fluides parfaits. Partons de 1’équation de

conservation de la masse :

9 1
B (pu”) = 0. (II. 5. 15)
Faisons 'hypothese que rot(u) = 0, il est donc possible d’introduire une fonction de
courant ¢ telle que 4 = ﬁgzﬁ. L’équation II. 5. 15 devient ainsi :
o¢
0

o or;

85L‘i

avec po ne dépendant que de z, on peut rechercher une solution sous la forme :

=0, (L. 5. 16)

d(x, 2, t) = d(z)ete. (IL. 5. 17)
L’équation II. 5. 16 devient, apres simplification :

?o 1 dpydd -
— 4+ - ———Fk0¢=0. IT. 5. 1
dz? * po dz dz ¢=0 (IL. 5. 18)

Dans la suite, nous déterminons ¢ pour chaque milieu.

Milieu lourd

Les caractéristiques propres a ce fluide sont données par : poy; = (1 + At)eﬂf(s rAt)z

(masse volumique du milieu lourd a I’état hydrostatique), avec :

A (Sr,At) = —Sr/ (1 — At). Ainsi le terme dpgy/dz = A (Sr, At) poy et I'équa-

tion II. 5. 18 devient donc :
Péu

d ~
72 T A (Sr, At) —= — k*¢y = 0, (I1. 5. 19)
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dont la solution est :

— T1HZ T2HZ
¢H - )\He + IuHe 9

A VAT
2

A —VA 2+ 4k?

et 1oy (Sr, At k) = — 5
(IL. 5. 20)

rig (Sr, At k) =

Milieu léger

Le fluide léger differe du second milieu par sa densité a 1’état hydrostatique,
notée : po; = (1 — At)e+nAD= ou A, (Sr, At) = —Sr/ (1 + At). En notant que
dpoy/dz = Ay (Sr, At, k) poy, I'équation 1. 5. 18 devient pour ce milieu :

2y, dér. .
A — k¢, = II. 5. 21
dz? o dz o1 =0, (1L 5. 21)

et la solution est :

— T1LZ T2LZ
¢L - >\L€ + MLe 9

— Ay 4 AL + 4k? —AL —\JAL + 4k?
rig (Sr, At k) = * * et rop (Sr, At k) = i 5 il .

2
(1. 5. 22)

Expressions des pressions et vitesses dans chaque milieu

En reprenant la relation entre les vitesses et la fonction courant, il est possible
de déduire 'expression des composantes des vitesses de chaque milieu a I’aide des
termes introduits en II. 5. 20 et II. 5. 22 :

w, (1, 2,t) = ik (A, e"H7 4 e21?) el et

w, (z,2,t) =ik (X, e"E* 4y e™t?) e7tetke,
! | . " ) (I1. 5. 23)

TiHZ rogz\ ot _tkx
wy(x,2,t) = (A,rig € + p,ron €77) e e,

w, (7, 2,t) = (A, 11 €M7 4 pu,rop €7) ete
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Les constantes A\, u,,, A,, i, peuvent étre déterminées a l’aide des conditions aux
limites suivantes :
w,(z=0)=w,(z=0) = v,

) (o) 0 (I 5. 24)

Or : w,(z=hyg)= ()\HHH elahm + oy, rom e”HhH) e”te™  Les conditions aux li-

mites permettent de déduire 'expression des A, en fonction de p,, :

A, = — 2 charan—ri), (I. 5. 25)
TiH
De méme’ comme : w, (Z = _hL) = (/\LTIL erlL(—hL) + p, rar, 6T2L(—hL)) eoteik::p7 )\L a

pour expression :

A = 2Ly emhi(aiomin), (IL. 5. 26)

L L
1L

Les conditions aux limites en z = 0 permettent de déterminer les constantes py et

1z, en fonction de vy, la composante verticale de la vitesse au niveau de l'interface
9)
des deux fluides a l'instant initial : w, (2 =0) =w,(z =0) = vy = aﬁ(()) =0 £(0).

Ces coefficients ont donc pour expression :

Vo Vo

ToH (1 _ ehH(T‘ZH—?“lH))7 'uL - 9, (]_ _ ehL(TlL_TQL)>.

(I1. 5. 27)
La composante selon x de ’équation de quantité de mouvement permet d’exprimer

la pression dans chaque fluide :

9

B (009
ox

_p E'

- :>’\:
p ot p

Ainsi, la pression de chaque milieu s’exprime de la maniére suivante :

A

ﬁL — _(1 _At)efu(Sr,At)z o éL; et ﬁH _ _(1 +At)€A_(Sr,At)z o ¢H
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Les fonctions courant ¢z, les composantes des vitesses wp 1, w1, et les pressions
pm,r. ont donc pour expression :

t ik
by (x,2,t; S, Atk hpg, h) = 0 Qe ™ eraml ( eram(z=hm) _ T2H e”H(z_hH)) ’
oI (17 ehH(T2H—T1H)) -
t ik
¢y (x,2,t; Sr,At,k,hg, hr) = 7 £(0) e?Te™ e~ T2LhL ( eran(z+hy) _ 2L emL(z-‘th)) ,
ror (17 ehL(TlL*TZL)) L
t ik
wy (2,2, Sr, Atk hg, hr) = % er2HMH ( er2H (2—hg) _ e""lH(Z_hH)) ,
— eha(r2H—T1H
t ik
wy (x,2z,t; Sr,At,k,hg,hy) = % e~ T2LhL ( er2L(z+hr) _ 6T1L(Z+hL)) ,
— ehrL(rip—r2L

o g(o) 6o't€ikz

rom (1 — ehH(TQH*T1H>)

erem(z—hp) _ T2H rig(z—hpy)
)

Uy (x,2,t; Sr,At,k,hg,hr) =ik
T1H

ot ikx
g £(0) e”’e oron(z+hp) _ 2L em(z+hL>) ,

ror (1_ ehL(TlL*T2L>) ( L

uy (x,z,t; Sr,At,k,hg,hr) =ik

0.2 5(0) eo'teikz

ror (1 — ehH(T2H*T1H>)

erzm(z—hp) _ T2H rig(z—hpy)
’

Py (x7 z,t; STv At: k: hH7 hL) =
T1H

0.2 E(O) eateikz 67T2LhL

ror (1 — ehL("‘lL*"?L))

eran(z+hy) _ 2L erlL(Z+hL)) .

P (l’, z,t; ST’, At7 k7 hH: hL) =
TiL

(II. 5. 28)

5.4 Relation de dispersion

La relation de dispersion est obtenue par la manipulation de la condition de
raccord de l'interface des deux milieux. Cette relation est donnée par le théoréme

de Bernoulli, qui s’écrit apres adimensionnement :

pou (2280 1 €0)) = o (212 4 (0)). (1. 5. 29)

Si on pose :

T2H e(?”zHT‘1H)hH>
)

T"H
rar 6(7"1L_7’2L)hL )
L

1
Fy (k, Sr, At, hy) = 1 — ehu(rza—r1m) ( b=
1
FL(k,ST,At,hL): ) (1_

1 — ehe(rip—rzp

9
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la condition de raccord II. 5. 29 devient :

2 2
T Fy (k, Sr, At, hy) + 1] = poy [UFL (k, Sr, At, hr) + 11 .

pom l 2L

ToH

On obtient ainsi la relation de dispersion :

1 — ko
o2 = pOL .
22 Fy (k, Sr, At, hyy) — -2 Fy, (k, Sr, At hy)]
Or, At = Porr — Por. L’expression de la relation de dispersion devient donc :
Pon + Por
—2At

= . 1. 5. 30

7 T TR, (k, Sr, AL, hy) — T2 (, Sr, AL, hy) (IL 5. 30)

Les nombres sans dimension intervenant dans cette relation de dispersion sont : At,
Sr, hy et hp. Nous remarquons l'indépendence par rapport a I'indice adiabatique,
ce qui est naturel puisque l'intérét de 'approximation anélastique est de ne pas
prendre en compte la contribution de la compressibilité dynamique, liée a ’équation
d’état (quantifiée par 'indice adiabatique). Dans la suite, nous comparons le taux

de croissance en approximation anélastique au taux de croissance incompressible.
Oanel

On représente d’ailleurs, sur une courbe de dispersion, ce rapport en fonction

in
du nombre d’onde, dont I'allure varie suivant les effets physiques pris en compte.

5.5 Influence des parametres sur le taux de croissance
5.5.1 Influence de la stratification

Mathews & Blumenthal ont étudié les effets de la stratification pour des fluides
parfaits compressibles [1977] et ont ainsi montré I'effet stabilisant de la stratification.
La figure I1.1 rejoint ces conclusions, en effet plus la stratification augmente, plus
I'IRT met du temps a se développer, cela rejoint les conclusions de Mathews &

Blumenthal (1977) concernant 'effet stabilisant de la stratification.
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Figure II.1 — Taux de croissance anélastique en fonction de k pour différentes valeurs de
Sr avec At =0.25 , hg = 2. et hy = 2.25.

La figure II.1 présente le rapport du taux de croissance dans le cadre de ’AN sur
celui obtenu lorsque les fluides considérés sont incompressibles en fonction du nombre
d’onde k pour différentes valeur de la stratification Sr. On observe que plus Sr tend
vers 0, plus le taux de croissance tend vers celui lié aux fluides incompressibles. A
I'opposé, plus Sr augmente et plus ce rapport de taux de croissance se réduit au

grands nombres d’onde. Les grandes échelles sont ainsi affectées.

can/oin

Figure I1.2 — Rapport du taux de croissance anélastique sur le taux de croissance incom-
pressible en fonction de k pour différentes valeurs de Sr avec At = 0.25 , hy = 2. et hy, = 2.25.
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5.5.2 Influence du nombre d’Atwood

Comme nous I’avons mentionné plus haut, le saut des masses volumiques a 'in-
terface initiale est caractérisé par le nombre d’Atwood. Compte tenu du fait que le
taux de croissance est proportionnel a \/A_t, il est utile de quantifier 'influence de
ce parametre dans le cadre de ’AN. La figure I1.3 permet de conclure que plus le
saut des masses volumiques entre les deux fluides augmente, plus I'IRT se développe

rapidement.

—  At=01
—  A=025
8r -~ At=05

—  At=075

P S S H 4
0 5 10 15 20 25 30

Figure I1.3 — Taux de croissance anélastique en fonction de k pour différentes valeurs de
At avec Sr =0.1 , hg = 2. et h = 2.25.

La figure I1.4 présente le rapport du taux de croissance dans le cadre de 'AN
sur celui obtenu par la relation II. 5. 14, vérifiée lorsque les fluides considérés sont
incompressibles en fonction du nombre d’onde k pour différentes valeurs du nombre
d’Atwood. Il apparait que plus la valeur du parametre At est faible plus le taux de

croissance tend vers celui lié aux fluides incompressibles.
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oan/oin — A=01

10

—  At=025
08 — At=05

— At=075
0.6

04

02}

5 10 15 20 25 30

Figure I1.4 — Rapport du taux de croissance anélastique sur le taux de croissance incom-
pressible en fonction de & pour différentes valeurs de At avec St = 0.1, hy = 2. et hy, = 2.25.

5.5.3 Influence des hauteurs de chaque fluide

La relation de dispersion II. 5. 30 montre que le taux de croissance dépend éga-
lement des hauteurs des deux fluides hy et hy. Il est donc intéressant d’étudier
I'influence de ces deux parametres. La figure I1.5 montre que plus les hauteurs des
fluides sont importantes, plus le taux de croissance augmente rapidement. Nous re-
marquons également que le taux de croissance en approximation anélastique se rap-
proche de celui des fluides incompressibles d’autant plus que les hauteurs des fluides
sont importantes. La figure I1.6 confirme cette remarque, en effet plus les hauteurs
augmentent plus le rapport des taux de croissance en AN et en incompressible tend

vers 1 rapidement.
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Figure I1.5 — Taux de croissance anélastique
hg = hy, avec At = 0.25 et ST =0.1.
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Figure I1.6 — Rapport du taux de croissance anélastique sur le taux de croissance incom-
pressible en fonction de k pour différentes valeurs de hy = hy, avec At = 0.25 et Sr =0.1.
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Les cas représentés sur les figures précédentes ne nous indiquent pas 'influence
de la hauteur de chaque fluide. La figure I1.7 montre que plus la boite contient de
fluide lourd plus le taux de croissance augmente rapidement et le rapport des taux

de croissance tend vers 1 rapidement (cf. figure 11.8).
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Figure II.7 — Taux de croissance anélastique en fonction de k pour différentes valeurs de
hg et hy avec At = 0.25 et Sr = 0.1.
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Figure I1.8 — Rapport du taux de croissance anélastique sur le taux de croissance incom-
pressible en fonction de k pour différentes valeurs de hy et hy avec At = 0.25 et Sr = 0.1.
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Nous étudions désormais I'influence de la hauteur d’un fluide en fixant celle du
second. Nous observons que le taux de croissance augmente plus rapidement avec

la hauteur du fluide léger (cf. figure 11.9) et se rapproche du taux de croissance

incompressible comme le montre la figure I1.10.
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Figure I1.9 — Taux de croissance anélastique en fonction de k pour différentes valeurs de
hr, avec At =0.25, Sr =0.1 et hg = 2.
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Figure I1.10 — Rapport du taux de croissance anélastique sur le taux de croissance in-
compressible en fonction de k pour différentes valeurs de h; avec At = 0.25, Sr = 0.1 et
hyg = 2.

Finalement, nous constatons les mémes observations lorsque la hauteur du fluide
lourd augmente (cf. figure I1.11 et 11.12).
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Figure I1.11 — Taux de croissance anélastique en fonction de k pour différentes valeurs de
hyg avec At=0.25, Sr=0.1 et hy = 2.

gan/ogin
10

0.8
0.6
04

0.2

0.0
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 12

Figure I1.12 — Rapport du taux de croissance anélastique sur le taux de croissance incom-
pressible en fonction de k pour différentes valeurs de hy avec At=0.25, Sr=0.1 et hy, = 2.
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5.6 Fonctions propres

Cette étude de la stabilité linéaire permet de quantifier I'influence des différents
parametres sur le taux de croissance mais également d’introduire les perturbations
qui seront les plus amplifiées dans le code de simulation AMENOPHIS. Les figures
I1.13 présentent ainsi les profils du potentiel (¢), des vitesses orthogonale (u) et

verticale (w) et la pression (p) propres données par les relations II. 5. 28.

¢ w
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o oz )
00001 0.0000 ¢ 7 7
~0.0002 i —0.0005¢ \ E
_0_0003i\\HH\HH\HH\HH\Hﬁ _0-0010:7\\\\H\HH\HH\HH\H*
~1.0-05 0.0 05 1.0 ~1.0-05 0.0 05 1.0
u p
ocoor0,  fJ 4 oo002- =\
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. ; Z r
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o000 . f 4 ~oLooifE N -
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Figure I1.13 — fonctions propres de la fonction courant (¢), des composantes orthogonales
de la vitesse (u) et verticale (w) et la pression (p) pour un nombre d’onde k = 2 7, pour le
fluide lourd (en bleu) et le fluide léger (en rouge), pour Sr = 0.1, At = 0.25 , hy = 2 et
hy, = 2.25.

Dans ce chapitre nous avons établi les équations de ’AN et effectué une étude
sur la stabilité linéaire de I'IRT dans le cadre de cette méme approximation. En
déterminant ’expression analytique du taux de croissance, nous avons pu mettre en

évidence 'influence du parametre de stratification, du nombre d’Atwood ou de la
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hauteur des fluides constituant le mélange. Ainsi, nous observons que :

- la stratification a un effet stabilisant sur I'IRT;

- 'IRT se développe plus rapidement avec le nombre d’Atwood ;

- 'IRT se développe plus rapidement lorsque les hauteurs des fluides
augmentent. Cette rapidité est d’autant plus importante que le fluide lourd
est majoritaire.

Cette étude nous a permis également de déterminer analytiquement I’expression des
perturbations dominantes afin de les implanter dans le code de simulation directe
AMENOPHIS. Une fois le modele physique du mélange et AN explicités, nous
consacrons la suite au descriptif du code AMENOPHIS.
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Chapitre 111

Rappels sur les méthodes

numeériques

L’étude de I'IRT en régime non-linéaire est menée a l'aide de simulations ef-
fectuées par le code AMENOPHIS parallélisé avec MPI (Le Creurer (2005)). Ce
chapitre est consacré au descriptif des différentes méthodes numériques, considérées
dans AMENOPHIS. Dans un premier temps, nous effectuons des rappels sur les
méthodes spectrales, le schéma en temps Runge-Kutta d’ordre 2 et a 3 étapes et les
méthodes de résolution des problemes de Stokes incompressibles. Puis, nous dévelop-
pons les algorithmes liés a la résolution en multidomaine et I’adaptation dynamique
multidomaine. Ensuite nous nous concentrons sur 'application de ces différentes

méthodes numériques au code AMENOPHIS.

1 Rappels sur les méthodes spectrales

Il existe différentes méthodes de résolution numérique des équations aux dérivées
partielles d'un probléeme. Parmi ces dernieres, les méthodes spectrales demeurent
d’excellents outils de par leur remarquable précision. Elles consistent en un dévelop-
pement des variables dépendantes sur un ensemble de fonctions orthogonales occu-
pant tout le domaine de résolution et ne s’annulant qu’en un nombre fini de points
inhérents a ce méme domaine. Cette méthode numérique utilisée pour la premiere
fois par Galerkin, fut ensuite appliquée au calcul de niveaux d’énergie électronique
a l'aide d’'une méthode de collocation (Slater (1934)). Lanczos traita par la suite
I'importance du choix des fonctions de développement et des points de collocation

(1938 et 1973). Elles furent ensuite utilisées pour la résolution des équations de la



62 Chapitre 11I. Rappels sur les méthodes numériques

mécanique des fluides avec une méthode de type Fourier. Ce travail entrepris par
Orszag permit de rendre ces méthodes trés intéressantes [1972]. 11 répertoria dans
un ouvrage avec Gottlieb (1977) l'essentiel des résultats concernant les méthodes
spectrales de Fourier ou polynomiales. Canuto, Hussein, Quarteroni et Zang déve-
loppérent ce travail dans le domaine de la mécanique des fluides dans Hussaini et al.
(1987). Peyret s’attarde sur ces méthodes de résolution pour des fluides visqueux
incompressibles (2002). Labrosse, quant a lui insiste sur la structure des opérateurs

qui interviennent dans les résolutions des équations de transport (2011).

Les méthodes spectrales appartiennent a la classe générale de la méthode des
résidus pondérés caractérisées par leurs fonctions de développement et leurs fonctions

poids.

1.1 Meéthodes des résidus pondérés

On considere 'équation différentielle a résoudre, de la forme :
L(u(x,t) =f. (ITI. 1. 1)

L est un opérateur différentiel, avec comme conditions aux limites B (u (z,t)) =0
pour x € €.
Soit Py un opérateur de projection défini sur un ensemble de dimension finie par

la relation :

uy (z,t) = Py u(x,t) = Z_: ag (t) o (). (ITIL. 1. 2)

ok (x) représentent les fonctions de développement et ay (¢), les coefficients de déve-
loppement. Ces derniers sont déterminés de maniere a ce que le résidu
Ry = Luy — f s’annule en moyenne (ie. le résidu est orthogonal & chaque fonction
bj) :

<Rn,¢;>,=0 j=1,..,N. (IIL. 1. 3)

Les 1; représentent les fonctions test. Le produit scalaire est défini par la relation :

<u,v >, = /Qu(m)v(:p)p(a:) dx. (ITI. 1. 4)
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p(x) est la fonction poids. Il existe plusieurs méthodes permettant de choisir les
fonctions test. Trois méthodes sont essentiellement appliquées :

— La méthode de Galerkin : les fonctions test 9; et les fonctions de développe-
ment @y sont identiques et satisfont aux conditions aux limites du probleme ;

— La méthode Tau : les fonctions test et les fonctions de développement sont
identiques mais contrairement a la méthode précédente, elles ne satisfont pas
les conditions aux limites homogenes du probleme ;

— La méthode de collocation : les fonctions test sont des fonctions de Dirac cen-
trées sur des points dits de collocation. Le résidu s’annule exactement aux
points de collocation (résultat de I’équation III. 1. 3). Les fonctions de déve-
loppement quant a elles sont des polynomes orthogonaux de type Tchebycheff
ou Legendre et ne vérifient pas nécessairement les conditions aux limites. La
fonction poids a pour expression :

— ﬁ pour les polynomes de Tchebycheftf;
- 1 pour les polynomes de Legendre.
Quant aux conditions aux limites, elles sont imposées aux points de collocation

de la frontiére du domaine.

1.1.1 Polynémes de Tchebycheff

Considérons le probleme de Sturm-Liouville, caractérisé par ’équation différen-

tielle suivante :

d dr,
<\/1—g2 ”) + T, =0,
ds 1—¢2 (I1. 1. 5)

avec ¢ € [—1,1]. Les polyndémes de Tchebycheff sont les fonctions propres de ce

probleme et sont définis par la relation :
T, (s) = cos (narccos (¢)) n €N, (III. 1. 6)

avec T, () € [—1,1]. Enposant ¢ = cos 6, avec§ € [0, ], on obtient : T}, (¢) = cos (nf)
et par conséquent : Ty (¢) =1, T1 () =5, T (c) = 2% — 1.

La relation de trigonométrie cos(n+ 1)+ cos (n — 1) 0 = 2cos cos (nf) permet



64 Chapitre 11I. Rappels sur les méthodes numériques

d’établir la relation de récurence entre trois polynémes consécutifs :
Toi1($) =26T, (s) = Tr1(s) mn> 1 (III. 1. 7)

De plus, la relation d’orthogonalité entre deux polynoémes de Tchebycheff dans ’es-
pace L?, ([-1,1]) s’écrit :

1

(T, Tyn) = / T (<) T () p (<) ds = / " cosnf cosmé dé. (IIL 1. 8)
-1 0
La fonction poids p est défini par la relation : p (c) L On obtient ainsi
a Ionction poidas (&) cllnl par la relation : = . n optient ainsi :

(T, Tn) = gandnm m,n €N, (IIL. 1. 9)

Les polynémes de Tchebycheff présentent des propriétés utiles & mentionner :

T, (1) = (£1)"
T, (£1) = (£1)""'n?,
T, ()| <n® pour ¢ €[-1,1].

Notons également que Clenshaw observa que la formule de I'intégrale d'un polynoéme

de Tchebycheff n’impliquait que 2 polynomes :

/_11 Ty(v) dx = ; lT’fH(fE) _ Tia() k> 2

kE+1 k—1 -7
et :
1 1 1
| Bo@) do =Ta(@), [ Ti(@) dr = £ [To(@) + Ta(@)),
1 0 pour k pair,
/ Ty(x) de = 9
-1 — pour k impair.
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1.2 Méthode de collocation de Tchebycheff

La méthode de collocation explicitée précédemment se distingue par :

— ses fonctions de développement : des polyndémes orthogonaux de type Tcheby-
cheff;

— ses fonctions test : fonctions de Dirac centrés sur ses points dits de collocation.

On considére une fonction u (s) € L2, ([—1,1]). uy () représente I'approxima-

tion de u (), par une série de Tchebycheff tronquée a I'ordre N-1 :

N-1
un ()= >ty T (c) < €[-1,1],
k=0
avec
2 +1 1 - )
T J-1 \/1_—g2u (¢) Ti (s

Les points de collocation sont définis comme I’ensemble des points de Gauss-Lobatto,

§j:cos(N7T_jl> 7=0,...,N—1.

Cependant, bon nombre de problemes sont a résoudre dans un intervalle autre que

ds.

Uy, =

par :

[—1, 1]. Il est donc nécessaire d’utiliser une transformation de coordonnées, ramenant
le domaine physique a lintervalle € [—1,1] (Peyret (2002)). Dans notre cas, repré-
senter un gradient, situé au milieu d'un domaine est rendu possible par une souplesse
dans le positionnement des points de collocation et une méthode de décomposition

de domaine qui sera détaillé dans la suite.

1.2.1 Transformation de coordonnées

Les fonctions de transformation de coordonnées retenues sont bijectives et dé-
pendent des bornes de l'intervalle de calcul (z;,5 et x4,,). Différentes fonctions ont
été étudiées dans Renaud (1996) et Renaud & Gauthier (1997), parmi celles-ci une

transformation a été retenue, dépendant d’un seul parametre :

Linf + L sup agq

2 V1I+ L2 —¢?

() = (IIL 1. 10)
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2a
avec ¢ € [—1,1], a > 0 et L = ——— . Ainsi, les points sont resserrés autour du

milieu de l'intervalle lorsque axtsgld \f:ezgsf 0 et tend vers une distribution de Gauss-
Lobatto lorsque a tend vers 'infini. Dans Renaud (1996), la valeur de a, permettant
une répartition quasi-uniforme des points du maillage est calculée. Cette valeur est
obtenue en minimisant la distance entre la distribution des points définis par la
relation III. 1. 10 et une distribution des points uniforme. Cette distance ne dépend

que du parametre L. Pour L = 0, 3277 (Z5up — Tins), @ est optimum (Renaud (1996)).

1.2.2 Dérivation spectrale

La dérivation d'une fonction u connue sur les points de collocation x; est définie
comme la dérivation de uy, projection de la fonction uy sur 'espace des polynomes
de Tchebycheft de degré inférieur ou égal a N — 1, représentant la fonction u sur les
points de collocation en tenant compte de la transformation de coordonnées.

du duy dg
—(x5) = ——(s5) — (s).
d:B ( J) d§ ( ]) d ( J)

X

du
Rl (j) correspond & la dérivée de la transformation de coordonnées. Il existe dif-

férentes méthodes de calcul de dérivée spectrale, le calcul sous forme matricielle est

retenue dans notre étude :

N

Dy u(s) = - (Dn);ju(s5)

j=0

J
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ou Dy est la matrice de dérivation premiere, dans I’espace physique associée aux

points de collocation, et dont les éléments ont pour expression (Peyret (2002)) :

2AN —1)*+1
Q pour =35 =1,
6
s our 2<i1<N—-21=19
2(1_§i2) p — — I _]7
(DN)” = » (I11. 1. 11)
c; (—1)7 ) )
& ™ pour i # j,
¢ (Si —<5)
AN —1)* +1
—( 6)+ pour ¢ =j=N —1,
avec :
_0267\7227
c;=1 pour 1<t< N -—1.

Remarque : La dérivée pieme est calculée par la relation : D](\I;) =Dy Dg@_l), (Roth-

man (1991)) .

1.2.3 Intégration spectrale

Il existe différentes méthodes d’intégration spectrale, ou « quadrature », basées
sur un développement des intégrales en polynomes de Tchebycheff. L’'intégration par
la formule de Clenshaw-Curtis (1960) est une approximation convergeant rapidement

(comparable aux lois de la quadrature gaussienne) et est retenue dans notre étude.

La formule de Clenshaw-Curtis s’écrit :

I

-1

/1 u(z) dx i w;i u(x;), (I11. 1. 12)



68 Chapitre 11I. Rappels sur les méthodes numériques

ot les fonctions poids s’écrivent, pour N pair :

1
N1 pour 1 =0eti= N,
w; = N/2 ,
i 4 1 cos(2mik/N) ,
— — =1,..N—-1
N%Ek 1 — 482 pour 4= Hen TS

(IIL. 1. 13)
avec Co = Cyjpg =2et ¢ =1pour 1 <k <N/2 —1

Pour N impair, les fonctions poids ont pour expression :

1
e pour t =0et 7= N,

wi=3y4 W2 1 cos(27mik/N)
N

(—1) 2 cos(m i/N)
G 1_ k2 N2(2 — N)

pour i=1,....N — 1,
k=0

(I11. 1. 14)
avec Cp = C(n-1y2 =2et Gy =1pour 1 <k < (N —-1)/2 — 1.
Notons que la formule II1. 1. 12 est exacte si u(z) est un polynéme de degré au plus
N.

2 Rappels sur les méthodes de résolution des pro-

bléemes de Stokes incompressibles

Avant de détailler la méthode de résolution retenue dans le cadre de I’AN, nous
rappelons ici les méthodes les plus répandues pour des fluides incompressibles. Le
probleme de Stokes est régi par les équations différentielles adimensionnées :

0

<—62>U+ﬁp:fj dans Q ®t > 0,
(IIL. 2. 15)

e X

V.7 =0, dans Q = QU 99.
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Seules des conditions aux limites en vitesse sont imposées puisqu’il a été montré qu’il
était inutile d’ajouter des conditions aux frontieres en pression. En effet, la pression
a pour simple contrainte de vérifier V.7 =0 sur tout le domaine et & chaque pas
de temps. Il est impératif de découpler les champs de vitesse et de pression. Dans
la suite nous utiliserons une formulation dite en variables primitives dans le but
d’exposer les différentes méthodes de résolution de ce type de probléeme de Stokes.

Cette formulation est obtenue en appliquant la divergence au systeme II1. 2. 15 :

Vi =V.f,
2\ = 1. 2. 16
(a - v2> V2 = 0. ( )
ot

La particularité de la résolution des équations des problemes de Stokes réside dans le
découplage des vitesses et pressions. Les solveurs de Stokes sont trop nombreux dans
la littérature pour tous les citer, cependant, ils peuvent étre regroupés dans 4 prin-
cipales familles de méthodes, présentant chacune des caractéristiques différentes : la
méthode de projection diffusion, la méthode de « splitting »temporel, la méthode de
Green et la méthode d’Uzawa que I'on retient dans notre étude. La méthode d"Uzawa
(Arrow et al. (1964)) se base sur la version discréete de la premiere équation du sys-
teme III. 2. 15 sur tout le domaine privé de ses points aux frontieres (puisque ces
valeurs sont imposées). En associant la seconde relation sur le domaine entier cette
fois, cela conduit a une équation sur la pression p. La pression est ainsi calculée en
tous ses points. En revenant a la premiere équation, on peut déterminer les champs
de vitesse. La méthode de Green (Kleiser & Schumann (1980)) utilise la formulation
en variables primitives I11I. 2. 16 et fait appel a des impulsions de pression distribuées
sur la frontiere pour compenser a tout instant ¢ les effets de compressibilité dans le
domaine entier. Le « splitting temporel » (Temam (1969)) prend en considération la
version semi-discrete temporelle du systeme II1. 2. 15. L’incompressibilité est impo-
sée sur une vitesse intermédiaire et non sur la vitesse réelle en un instant donné, ce
qui permet de détermier la pression découplée de cette méme vitesse. La pression
est ainsi calculée par 'intermédiaire d’étape de projection. Finalement, la méthode

de projection diffusion (Batoul et al. (1994)) consiste & se dire que si (V.7) doit étre

a —
nul, alors @ = ( — V? | ¥ est & divergence nulle. Le découplage vitesse/pression

ot
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se fait alors indépendamment de tout schéma temporel. Dans son ouvrage consacré
aux méthodes spectrales, Labrosse détaille ces différentes méthodes de découplage
vitesse/pression et en fait un bilan sur leur consistance, leur cofit et le caractere

solénoidal du champ de vitesse (2011 cf. chapitre 17, section 17.2).

3 Algorithme de résolution en multidomaine

Dans la suite nous verrons que la résolution des équations de Navier-Stokes en

multidomaine se ramene a la résolution de plusieurs sous-problemes élémentaires (le

=i =i (0) Mzl i (s)

nombre m dépend du type d’équations traitées), tels que : ¢, = ¢ ), + > Ne@rp -
s=1

Les caractéristiques de ces sous-solutions seront détaillées dans le chapitre suivant

(cf. chapitre IV section 3). Le schéma de résolution, pour chaque étape du schéma
Runge-Kutta, en multidomaine, est le suivant : ' 4
i. Calcul des sous-solutions g;;h et des seconds membres §ZU(Z)}L et §;(Z)h
(Remarque : les sous solutions des sous problémes non homogénes en équation
ne sont réactualisées que si la discrétisation des points de collocation est

modifiée d’un cycle a l'autre ou si le pas de temps change).
ii. Calcul des A’ en inversant la matrice d’influence.

iii. Calcul des solutions reconstruites a ’aide des relations I1V. 3. 44, IV. 3. 41

et IV. 3. 42 pour chaque sous domaine.

iv. Calcul des solutions dans I’espace physique a ’aide de la tranformation de
Fourier inverse et du changement de variable inverse (c¢f. chapitre IV section
2).
Cette méthode de décomposition est appliquée aux solutions de chaque sous pro-

bleme homogene en équation ou en conditions aux limites.

4 Adaptation dynamique multidomaine

Bien que les méthodes spectrales soient adaptées pour représenter des solutions
régulieres, de maniere tres précise, la simulation du développement d’une IRT de-

mande un nombre important de polyndémes de Tchebycheff (tres coliteux en mémoire
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et en temps de calcul), du fait de I'existence d’une zone a tres fort gradient de densité.
Pour palier cet inconvénient, il est intéressant de décomposer le domaine de calcul
en sous-domaines et utiliser une transformation de coordonnées. Une procédure de
génération dynamique permet d’adapter automatiquement, tout au long d’une si-
mulation, la position des interfaces numériques et le parametre de transformation
de coordonnées de chaque sous-domaine.

Soit un domaine de calcul Q = [z, 7, Zsup|, découpé en Ny, sous-domaines, sans re-

Q1 Qi an

. zl zi- zi z
zinf i wsup

Figure III.1 — Tllustration de la méthode de décomposition de domaine.

Naom
couvrement, et tel que Q = CJ Qi ou € = [zim1,2i], 0 =1, ..., Naom, avec 2o = Zins
et 2y = Zsyp, cOmme l’illustlrze1 la figure III.1. Nous considérons a; le parameétre de
transformation des coordonnées du sous-domaine €; et J3, la valeur de la fonction-
nelle évaluée sur le sous-domaine €2;. Pour adapter la valeur du parametre a; et la
position des frontieres, ’algorithme suivant est respecté :
— sélection de linterface z; pour i € [1, Ngom — 1];
— recherche de la meilleure position de I'interface sur un ensemble de N, valeurs
discretes, sur un intervalle I;, prédéfini autour de la frontiere ;
— Pour chaque valeur N, :
— minimisation de chaque valeur de la norme J¢ afin d’obtenir la valeur opti-
male de a; ;
— calcul de la norme J; totale et obtention d'un ensemble de N, valeurs de la
norme totale Ji ;
— obtention de la meilleure position de l'interface z; par le minimum, parmi les
N, valeurs, de la fonctionnelle J; ;
— sélection de l'interface z;,1 ;
— répétition des étapes précédentes jusqu'a ce que ¢ = Ny — 1
Un ensemble de points de collocation est ainsi redéfini pour chaque sous-domaine.
On itere cet algorithme jusqu’a ce que la position des frontieres des sous-domaines
converge. La solution est alors interpolée sur ce nouvel ensemble de points de collo-

cation.
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5 Application au code AMENOPHIS

Dans le code AMENOPHIS, I'équation d’énergie est formulée en température
et la concentration est obtenue en résolvant une équation d’advection-diffusion. Le
systeme est fermé avec I’équation d’état des gaz parfaits. Le schéma en temps Runge-
Kutta a 3 étapes est développé. Ce code de simulation directe est pseudo-spectral
de type collocation dans la direction inhomogene z et en séries de Fourier dans les
directions transverses x et y. Le domaine de calcul est décomposé en sous-domaines
disjoints, selon la direction inhomogene z. Le code étant parallélisé avec MPI, il y
a donc deux niveaux de parallélisation. Dans chaque sous-domaine, 1’évolution des
gradients, tout au long d’une simulation, est décrite précisément grace a une trans-
formation de coordonnées auto-adaptative, dans chaque sous-domaine. De méme, la

position des interfaces est auto-adaptative.

5.1 Discrétisation spatiale

Toutes les grandeurs physiques ¢ sont décomposées en deux quantités ¢© qui

représente 1'état hydrostatique et ¢! qui modélise les perturbations telles que :

Les parties fluctuantes sont développées en polynémes de Tchebycheff dans la direc-

tion z et en série de Fourier suivant les deux directions x et y :

u(z,y,z,t) Nej2-1 Nyj2—1 w. [ Uk (1) N N
w(z,y,2,t) | = > S D Hwrna @) | Te(s(2)) e " (L”” "L y),
p(z,y, 1) k=—Nz/2 h=—N,/2 (=0 e ()
(IT1. 5. 18)
ol x,y et zsont les coordonnées dans ’espace physique et ¢ celle de I’espace spectral.
L’état hydrostatique étant connu, les perturbations des grandeurs physiques &M sont
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résolues a l'aide du systeme II. 4. 13 :

9 (rOu) =0

3$i
du® apH) oD (0) (1) 2y (c— c®)
M2 _ _» B NS A (O SRS TN () _ M ,
P U oz + by oz, + u3p(0)p i3 ws P ) T ] S rar — 2ray @ | 0
dT™ d.C d%c dr©)
OFs; - _ ( ) (1) <1>T<0)> c“v ERCOFOTNED
P v dt P + P p(o) c (r“)xj 8$j P v U3 dz

Jdc
By ATW : - A Be — - T 2%
+br + CT 0—1] 8.%'7 TP ax] + axj (vaH CP»L) 8I] )
dc 0?c
0= _ -
p dt BC 8%01]"

O 10 o=
p(o) p(o) T(0) 1+7ry —2rym c(0)°

(I11. 5. 19)

On introduit les coeflicients suivants :

nombre At Br Cr B, Ay By Cy

Tr Yr B 1 1
Re Pr ReSr ScRe Sr Re

expression Y, — 1

Tableau III.1 — Coefficients sans dimension des équations de Navier-Stokes en approxima-
tion anélastique.

Ce systeme d’équations est complété avec les conditions aux limites :

du
o

0

r on

o T
r o

_ Oc

r on

r

= 0. (I11. 5. 20)

T
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On ajoute également les conditions initiales suivantes :

u(x7yaz7t:()) = U T, Y,

)

U(:L‘7yazvt:()) =V \T, Y,

)

/

pl<$,y,2,t20) :Po xa!/)
T(xvyazat:(D :TO z,y,

Y

Y

(z,y,2)
(2,9, 2)
w(z,y,2,t=0) =wo (2,9, 2)
(2,9, 2)
(z,y,2)
(2,9, 2)

C(Iuy727t:0) =C \T,Y,

La somme de I’état de base et des perturbations forme ces conditions initiales. Les
perturbations implantées dans le code lors de 'initialisation sont obtenues par 1’étude

de la stabilité linéaire exposée précédemment dans le chapitre II.

Finalement, la décomposition en sous-domaines implique une linéarisation des termes

de diffusion en 1/(p¥'C,) qui sont réécrits

p(O)C’U - (p(O)C’U N p(O)CvS) + p(o)Civsa (IH 5. 22)

ot Cys (2,t) = moy [Cys (x,y, 2, t)]. Ainsi les termes associés aux variations
(1 /(p9¢C,) -1/ (p(O)CTS)) seront calculés explicitement, tandis que les termes en

1/(p9C;) seront traités implicitement.

5.2 Schéma numérique temporel

Les équations différentielles a résoudre sont de type :

?‘;f = H(¢), avec ¢ = (uw p)’.

H (¢) est un opérateur de dérivée spatiale d’ordre 2. Cet opérateur est la somme

d’un terme non linéaire F'(¢), et d’'un terme linéaire d’ordre 2, G (¢).

0¢ _

£ =G (6)+ F(9).
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La discrétisation temporelle retenue dans notre étude est basée sur un schéma aux
différences finies. Plus pécisément, nous décidons d’adopter un schéma numérique
semi-implicite de Runge-Kutta a 3 étapes dans une formulation a faible encombre-
ment mémoire. La particularité de ce schéma est ’ajout d'un traitement de type

Crank-Nicolson des termes linéaires visqueux. Le schéma est le suivant :
Cbo = ¢n7
Hy = At, F(¢o),

61 = o 3H1+ SAL (G (60) + G (6),

3
)
HQ — Atn F(¢1) - §Hla
- - (IIL. 5. 23)
P2 = 1+ 1612 + ﬂAtn (G (91) + G (d2)),
153
Hs = Aty F (¢) = 750 Ha

b5 = 6o+ 2 Hy + 00 (G (92) + G (69)),

¢" T = ¢s.
Ce schéma est d’ordre 3 concernant les termes traités explicitement et 2 pour les
termes traités implicitement (Boudesocque-Dubois et al. (2003)). Cependant, les
splittings III. 5. 22 réduisent l'ordre de ce schéma a 1 (Sabbah (2002)).

Pour les équations completes, le pas de temps At,, est calculé a ’aide de ’expression
suivante (Boudesocque-Dubois et al. (2003), Guillard et al. (1992)) :
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.| N | 5.1 N, |35 k| N, W j k|
At, < C'min | = L1 IRy Febyshon
ik |2 Ly Kfﬁﬁ!ﬁiﬁn 2 Ly Kﬁf!éf;’;n (&) | Kgdiez:ioilv/dirichlet
o @ N2
mazx 3 hebush
|f, (gk) | K(fdie)egtsioi:}/dirichlet

2
ijk o7 7 fourier o1 1-fourier hebysh
QLI Kac(l)ggclt?;n 2Ly Kac(l):gclgnon f/ (5’6) Kgd;jez:ioitv/dirichlet

N,? N, N, B
+Dmam oum'ea:' + oum’e?i + chebyshev . )
Kz{iffusion Lﬂc2 Kf Ly2 th et f,2 (€k>

advection if fusion/dirichlet

(I11. 5. 24)

advection — )

—-1/3 1/3 . 3
ott, Crycsr = 1 — (4+V17) Py (4+V17) P~ 251275, KIgmier ‘2:

Kfourier v CRK3E chebyshev — 739 Kchebyshev — 53.4 t
9 dif fusion/dirichlet — &, €

dif fusion — 472 ) advection/dirichlet
5 ( 4 1 ) 1 1] 1 1
mer = Max [max | ———, ——— | max |— — —|, max — 1.
3 Re’ Sc Re) ik |p ps| Pr Re ijk |pCy, p Cy

C est la constante CFL et f représente la transformation de coordonnées de 1'es-

pace physique a l'espace spectral. De plus les constantes K dépendent du schéma
Runge-Kutta, de I’équation différentielle considérée, de la discrétisation spatiale et
des conditions aux limites. Le critére sur le pas de temps retenu couple a la fois ’ad-
vection et la diffusion. On remarque également la présence d'un terme dépendant
de la vitesse du son représentative des ondes acoustiques. Dans le cas de I’AN, ce
terme est donc négligé puisque les ondes sonores sont filtrées. La formule III. 5. 24

se réécrit pour 'AN :
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| Ne o gl Ny, ikl N, |wi j k|
Atn < len z ).])' Y 7‘77' _'_ " h’]7
ik |2 Ly Kfﬁﬁ!ﬁiﬁn 2 Ly Kﬁf!éf;’;n (&) | Kgdiez:ioilv/dirichlet
TGO TR
maz | g3 hebush
|f, (gk) | K(fdie)egtsioi:}/dirichlet

N,? N,? N, -
‘I‘Dmax ( fourieg:“ 2 + foum'el?,” 2 + chebyshev - ”2 ) ] )
Kdiffusion Lz K, Ly Kdiffusion/dirichletf <5k>

advection

(ILL. 5. 25)

ol,
Tr 1 1
PrRe PO C,  pO Tyl

Dmaz =

Les autres constantes restent inchangées.

5.3 Critere d’adaptation dynamique multidomaine

Le code AMENOPHIS présente une adaptation automatique de la position des
interfaces numériques et du parametre de transformation de coordonnées de chaque
sous-domaine, permettant ainsi de suivre la structure du développement de I'IRT
au cours d’une simulation, de maniere précise. Le but est donc de minimiser 'erreur

d’interpolation. Pour cela, nous considérons une fonction test f(z,t) telle que :

{p) (T) {0)
maz{p) + maz(T) i maz{c)’ (III. 5. 26)

fzt) =

ol (p) = (¢(z,t)) est la valeur moyenne de ¢ suivant les directions z et y, et maz(p)
son maximum. La fonctionnelle globale sur tout le domaine de calcul 2 est donnée

par la somme de chacun de ses N, sous-domaines, tel que :

Naom

To(f) = 2 L(fa). (I1L. 5. 27)
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De plus, a chaque cycle de calcul, cette fonction varie, la meilleure position des
interfaces et les meilleurs parametres de transformation de coordonnées ne sont
donc recalculés que lorsque la variation de J& dépasse un certain seuil. Pour cela,
nous introduisons un critére e (pratiquement > 1) et la valeur de référence JI* au
dernier remaillage. La recherche d'une nouvelle décomposition de domaine ne sera

effectuée que si 'inégalité suivante est vérifiée :

Ja(f3)
J3!

—1>e (II1. 5. 28)

max
ISiSNdom

5.4 Initialisation des perturbations

L’étude la stabilité linéaire nous a permis de déterminer les fonctions propres
de chaque fluide (c¢f. chapitre II section 5.6). Ces fonctions propres présentant une
discontinuité au niveau de la pseudo-interface, il a fallu lisser ces profils a I'aide des
fonctions de lissage représentées sur les figures 1.3. La fonction courant ¢ du milieu

a donc pour expression :

¢(y’ Z7t) = H+(Z) ¢H(y7 Z’t) + H_(Z) ¢L(y’ Z7t)7

ou ¢, et ¢, sont données par les relations II. 5. 28. Les profils des vitesses et pression
sont ainsi obtenues. La figure I11.2 présentent les profils de la fonction courant, des
vitesses verticale et horizontale et la pression retenue pour l'initialisation des per-
turbations dans le code AMENOPHIS. Il est important de noter qu’il est impératif
que les conditions initales en pression et en vitesse soient compatibles (Montigny-
Rannou (1983), Deville et al. (1984)) et que la contrainte div(p® @ = 0) soit vérifiée.
En toute rigueur, la fluctuation de pression devrait étre donnée par la résolution
d’une équation de Poisson. Cependant par manque de temps, nous avons estimé que
la fonction propre de la pression, donnée par I’étude de la stabilité linéaire serait une
bonne approximation. Ceci dit, initialiser la fluctuation de pression par la solution
d’une équation de Poisson fait partie des perspectives d’amélioration de la version
anélastique du code AMENOPHIS.
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Figure II1.2 — fonctions propres lissées de la fonction courant (¢), des composantes ortho-

gonales de la vitesse (u) et verticale (w) et la pression (p), pour Sr = 0.1, At =0.25 , hy =2
et hy = 2.25.

De plus, les fonctions propres des vitesses vérifient la contrainte provenant de
I’équation de conservation de la masse (div(p®@ = 0)), comme lillustre la figure
suivante.

div (pv)
T
I

1.x10°5 1

I
\

-1.x107% -

-2.x1075 1

I I 1 I I
-10 -05 0.0 05 10

Figure IT1.3 — div(p®@) , pour Sr=0.1, At =0.25 , hyy =2 et hy =2.25at=0.
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Ce chapitre a permis de détailler les méthodes spectrales et les algorithmes du
code de calcul AMENOPHIS. La difficulté majeure du développement de la nouvelle
version de AMENOPHIS, demeure le nouvel algorithme de résolution basé sur la

méthode d’Uzawa.



Chapitre IV

Méthode d’Uzawa pour les
équations de Navier-Sokes en

approximation anélastique

La résolution effective des équations de Navier-Stokes en AN s’effectue par le
probleme de Stokes pour la partie implicite. Nous nous penchons donc sur 'étude
du probleme de Stokes issu des équations de Navier-Stokes privées de ses termes
non linéaires. Ainsi le probleme de Stokes généralisé a été résolu dans le cadre de
I’approximation anélastique, pour une configuration a un seul fluide. Cette étude fait
I'objet d’un article a paraitre au « Journal of Scientific Computing » (cf. annexe E).
L’implantation de 'option « anélastique » dans le code AMENOPHIS a demandé
de nombreuses modifications. En effet, nous montrerons que la résolution en 3D
des équations de Navier-Sokes en approximation anélastique rendait possible un dé-
couplage des vitesses en 3D. De plus, la méthode de décomposition de domaines
présente une matrice d’influence différente de celle obtenue dans le cas de la réso-
lution des équations completes de Navier-Stokes (pour des fluides compressibles).
Finalement, nous exposons la méthode d’Uzawa, souvent utilisée pour des fluides
incompressibles, appliquée aux équations de Navier-Sokes en approximation anélas-
tique. Il est important de noter que la méthode d’Uzawa est utilisable dans notre
cas car la discrétisation spatiale est de type Tchebycheff dans une seule direction

sinon elle serait trop cotliteuse.
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1 Modes propres du probleme de Stokes en AN

dans un canal plan infini

Cette partie est consacrée a la détermination de l’espace propre du probleme
de Stokes dans le cadre de I’AN. Le systeme d’équations régissant le probleme de
Stokes est formé des équations de Navier-Stokes, privé de son terme d’inertie (Uﬁ)ﬁ
L’objectif est de démontrer 'ellipticité de ’AN et de calculer le spectre de I'opé-
rateur associé. Cette étude est menée pour deux raisons. La premiere est qu’en
montrant que les valeurs propres de cet opérateur sont toutes réelles et négatives,
on s’assure que la solution s’éteint au fur et a mesure du temps s’il n’y a pas de
source entretenue. Ce résultat est essentiel car il est lié aux propriétés de stabilité
de 'approximation numérique. La deuxieme raison, et c¢’est l'intérét principal, est
que cette analyse permet d’avoir un apercu des solutions attendues dans le cadre
de notre étude des équations completes de Navier-Stokes privées de I'acoustique. En
effet, les problemes de Navier-Stokes peuvent se scinder en deux parties : une partie
inhomogene et une partie homogene. La solution du probléeme inhomogene corres-
pond a la solution particuliere du systeme formé par les équations différentielles
inhomogenes qui satisfait les conditions aux limites non homogenes. La solution du
probleme homogene peut étre développée en modes propres de Stokes. En effet, une
fois le gradient de densité lissé par la turbulence, il subsiste une turbulence qui

décroit et peut étre reconstituée a 1’aide de quelques modes propres de Stokes.

1.1 Modele physique

Nous considérons la configuration de Rayleigh-Taylor pour un seul fluide. Ce
fluide qui présente une diffusivité thermique infinie, est par conséquent a température

constante (T = T©) et suit la loi d’état des gaz parfaits :
P=pRTO. (IV. 1. 1)

Le fluide est confiné, en présence d’une accélération constante § = —g €., entre deux
plans horizantaux infinis, distants de 2H (cf. figure IV.1). L’état de base du fluide est
a I’équilibre hydrostatique. La pression et la densité de Pétat de base (p et p(@) sont

reliés par la relation Vp© = p9(2) . En considérant H, ’échelle de longueur, on
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D>

W

Figure IV.1 — Le canal plan infini dans la direction horizontale.

obtient la relation adimensionnée dp® Jdz = —Sr pVe., ou Sr=g H RTY. Les
états de base de la densité et de la pression présentent une dépendance exponentielle

verticale de la stratification :
pV(2) = p9(2) = exp(=Sr 2). (IV. 1. 2)

Si Sr = 0, nous retrouvons la configuration d’un écoulement incompressible dans un
canal plan infini (Orszag et al. (1986), Leriche & Labrosse (2007)). La relation I. 3.
21 issue de I'équation de conservation de la quantité de mouvement adimensionnée
ne permet pas d’envisager cette limite a stratification nulle. C’est pourquoi nous

décidons de considérer un nouvel adimensionnement.

1.2 Equations du modele

Les équations de départ sont issues du systeme III. 5. 19 appliquée a la configu-
ration de Rayleigh-Taylor pour un seul fluide. De ce fait, I’équation de concentration
et de température sont abandonnées. Ce systeme d’équations de la dynamique di-

mensionnées devient :

B

— 50 =0

81‘1p U )

odu’ _ o Odoiy (IV. 1. 3)

- - - 5@ 3
P dt’ (9xi’+ Oz’ P g0
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avec :

(o w2 ow
7 = H ox; 0wy 37 0m)

Les échelles de référence retenues sont p, pour la masse volumique, H pour les
longueurs, t, = p, H?/p pour le temps, (ce qui induit une échelle pour la vitesse
U, = H/t,), et p, = p, U? pour la pression. La deuxiéme relation du systeme IV. 1.

3 se réécrit avec les grandeurs adimensionnées de la maniere suivante :

prUr (0) duz o _pTUTQ ap H’UT aaij

- - Pr 51')
tr p dt H (’9% H? 8x]~ prp g%
soit : p 5 9
o _ 9P L 9% _ g5
dt 8:172 + 8:1:]- TP Ois-
Le systeme IV. 1. 3 devient apres adimensionnement :
0
©) 4. =0
a%p Uj )
duy; dp  0Joj;
() Dbl Y Srods IV.1.4
p dt amz + 81‘] rp 139 ( )
p=p

Les modes propres de Stokes ont ainsi été calculés dans ’article donné en annexe
B. Deux configurations ont été étudiées. Elles annulent toutes deux l’écoulement
sur les plans limites horizontaux. En revanche, elles different par les conditions aux
limites : 'une impose des conditions de non adhérence du fluide sur les bords du canal
(cas (D), pour Dirichlet), et 'autre considére une tension de surface nulle (cas (N),
pour Neumann). Ces études sont effectuées pour des nombres d’onde horizontaux
k=0, et k=2 m. Cette analyse a permis de mettre en évidence certains aspects du
probléme de Stokes en AN.

1.3 Conclusion de I’étude

Dans un premier temps, 'ellipticité du probleme a été démontrée. En effet, toutes
les valeurs propres sont réelles et négatives, hormis une valeur propre nulle pour le

cas (N). Cette derniere remarque, permet ainsi de développer un algorithme stable
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pour la résolution des équations gouvernant I'IRT en AN. Nous remarquons que
cette démonstration utilise une partie de la poussée d’Archimede, pour construire le
probleme de Stokes, contrairement a l’'incompressible.

Les spectres numériques des opérateurs présentent tous les mémes comporte-
ments. Les valeurs propres dont la valeur absolue est de faible amplitude convergent
vers une enveloppe limite correspondant aux résultats analytiques. En revanche, les
autres valeurs propres (celles dont la valeur absolue est importante) s’éloignent signi-
ficativement des résultats analytiques. Le désaccord numérique-analytique croit avec
le nombre d’onde (cf. figure IV.2, le spectre analytique correspond a n =1, ..., 25 et

le spectre numérique au fréquences de coupure N = 15,20 et 25).

of G5 e NS
: N=13 " N=20 .
5t LJ [ ]
k . . .
4t . . ° ]
; . o. o’

3__ » L] .. ]
i ® ¢ . 6000 9
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Figure IV.2 — Les spectres logio(—A(n)) analytiques et numériques, pour Sr =5 pour le
cas (D) et k =0.

Les modes propres sont formés d’une pile de cellules (ou de couches horizon-
tales de vitesse opposée quand k = 0) localisée dans la partie basse du canal, laissant
une zone morte dans la partie supérieure du canal (cf. figure IV.3). L’extension de
cette zone morte se réduit avec la fréquence spatiale du mode propre. Par cette lo-
calisation au fond du canal, les modes propres ont acces aux plus grands gradients
verticaux de la pression hydrostatique et de la densité du fluide, cela réduit alors au
minimum la diffusivité du mouvement effectif de ce dernier et, par conséquent, le
taux d’amortissement temporel des modes propres. En résumé, plus le parametre de

stratification est important, plus la durée de vie des modes propres anélastiques est
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grande. Les modes propres des cas (D) et (N) ont des profils de vitesse similaires.
En revanche, les pressions dynamiques se comportent différemment. La connaissance
des modes propres de Stokes anélastiques nous donne un apercu de la dynamique
de la derniere étape du développement de I'IRT. Durant cette phase, le moteur s’est

pratiquement éteint et I’écoulement se meurt.

Figure IV.3 — Lignes de contour de la fonction de courant pour le cas D et Sr = 5 tracées
pour le mode propre n = 5.

1.4 Invariance du probleme de Stokes

Le probleme de Stokes, défini dans I’article par les équations (11) et (12), s’ecrit :

Apo(z) =~ (V+8Sré.)p+ Vii+ ;6 (V.9),

- IV. 1.
V.0 = Srw, avec: py(z) = po(z) = exp (=Sr 2). (V- 1.5)

Nous montrons, dans la suite, 'invariance du probleme de Stokes a ’addition de la

pression apg(z). Pour cela, considérons la transformation : p = p + a po(z). L'état
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hydrostatique vérifie :
dpo(2)
dz

= —S5r po(2).

Cela implique que :
(6 +Sr éz>]5 = (ﬁ + Sr éz> P+ (ﬁ + Sr éZ> ape(z) = (6 +Sr éz)p (IV. 1. 6)

Si p est solution de IV. 1. 5, alors p I'est aussi, il y donc invariance de la pression a
I'addition de « po(z) du probleme de Stokes. Il est intéressant de noter la différence
avec une configuration de fluides incompressibles, ou I'invariance est a une constante

pres, ce qui fait la particularité du probeme de Stokes en AN.

2 Deécouplage des vitesses en 3D

Nous montrons dans la suite, que déterminer une solution dans le cas 3D des
équations issues de la conservation de la masse et de la quantité de mouvement (qui
couplent les trois composantes de vitesse et la pression) se réduit a une résolution
de deux systemes d’équations bien découplés. En effet la manipulation de différentes
combinaisons linéaires des composantes horizontales des vitesses permet de dérouler
un systeme composé de la contrainte issue de la conservation de la masse et deux
équations couplant la composante verticale de la vitesse, une combinaison des deux
composantes horizontales et la pression. La méthode d’Uzawa est celle retenue pour
résoudre ce systeme. En outre une équation d’Helmholtz, dont I'inconnue est une se-
conde combinaison linéaire des composantes horizontales de la vitesse, est a résoudre
(découplée des autres grandeurs physiques). Dans la suite, nous nous consacrons au
développement de ces deux systémes modifiés. L’équation de la quantité de mouve-

ment donnée par la deuxieme équation du systeme II. 4. 13 et la contrainte dérivant
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de la conservation de la masse s’écrivent, dans le plan (z,y, 2) :

ou op 001, ou
0¥® A, —_ B Ly __ (0, Y%
ot~ Mar v on, P Yag,
0)Ov dp 009 ov
AL B, 00 T
e+ Aigy ~ By = uig
Ow 0 P Do3;
0w (4 0 o P\ p Oy
1 —
_ _p<o>u.‘lw — Cyy p© T o 2u (=)
7O, “ TO 1+ ry —2ryc® |’
ou Ov Ow
— 4+ — L =0,
o7 + oy + = py + w =
(IV.2.7)
1 dp©
avec : L, = =0 4 Ce systeme est muni des conditions aux limites suivantes :
p z

w(x,y, 2 = 2ing, t) =0, w(z,y, 2 = Zeup, t) =0,

0 0
£($7y72 = Zlnfvt) = 07 £($a972’ = Zsupat) = 07

0 0
%(x7y7z - Zznfvt) = 07 87/;](1'7?%2 = Zsupyt) =0.

(IV. 2. 8)
Nous nous intéressons dans un premier temps aux contraintes visqueuses, pour cela

00y
développons les termes —=2, pour 7 = 1,2,3 . On sait que :

8xj

8aij_ 0 8uz+8uj_25@
Oz, N Ox; |0x; Ox; 3 Y 0z,

Pour i = 1, ce terme s’écrit :

doy; Oo oo Jo
1y _ don  douz | 0oz

ox; Oz dy 0z
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En développant cette derniere expression en fonction des dérivées partielles des com-

posantes des vitesses, on obtient la relation suivante :

doy; 0 [26’11 2<3u ov 8w>] 0 [(911 8@] 0 [811 8w]

gz; x| 0z 3\0z oy 9z)| oz |0y ox| T oz|0: o

qui devient, apres simplification :

doy;  40*u 1 %0 1 0*w 0?  0?
== = = — | u. IV. 2.9
or; 3022 * 3 0z0y * 3020z * Jy? * 9:2) " ( )
En utilisant le méme le procédé pour ¢ = 2, on trouve :
doyj  40%°v 1 0%u 1 0%*w 0? 0?
== = - — | v. IV. 2. 10
Or;  30y? * 3 0xdy * 3 0y0z * 0x? * 922 )" ( )

De méme, pour ¢ = 3, on obtient la relation suivante :

Josy_ 0 [yow 2 (ou ov ow] 0o o] 0 [ow o
Or; 0z | 0z 3\dxr 0Oy 0z Or |0x 0z| Oy|0dy 0z|

Apres simplification, ce terme devient :

, 2 2 2 2 2
dog;  40°w 1 0w 1 0w (8 (9>w' (V. 2. 11)

or; 3 022 * 3020z * 3 0y * ox? + Oy?
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Le systeme IV. 2. 7 devient ainsi :

a1 i A 3002 o2 022) " 3020y ' 30702
_ 9
N UJal'j’
v A0 BifLOu (0 40 2N 10
ot p© oy A, |30z0y 0x? 30y 022 3 0y0z
—
N ]8l’j7

ow A [0 Cusp(o) Bu[1u 18 (& & 48
at 0 \\8z " A, p© )P T A, |30202 " 30y0- ' \oa2 " 92 3022) "

_ -0
aiw — Clys p(o) (T(l) _ 2rm (C ¢ ) )

T TO) 1+ 14 — 2rpc©

ou Ov Ow

T L w=0.
8x+8y+82+ v

(IV. 2. 12)
Les conditions aux limites sont toujours données par IV. 2. 8. Comme explicité
dans la section 5.2, les trois premieres équations différentielles du premier ordre sont
approchées par une méthode de Runge-Kutta semi-implicite a 3 étapes dans une
formulation a faible encombrement mémoire. Développons la premiere équation du

systéme précédent (en u) pour chaque étape de ce schéma :

w T = 4D B HT AL, [9( )+9( () )},
(IV. 2. 13)

Jeatl — —ag 1 H+ AL TF (u(q)) _

Les différents coeflicients o , x et (3 sont donnés par le systeme III. 5. 23, et :
2 2 2 2 2
9(U(Q)):ﬂ ap _i_& %8 87_’_87 (q)+18v(q)+18 w(Q) ,
0O | dr A, [\30x2 8y 022 30xdy 3 0x0z

F (u(q)) = —ug-q a;ij.




IV.2 Découplage des vitesses en 3D 91

La relation IV. 2. 13 peut s’écrire :

wt) — oy ALS (u(q+1)) = u® 4 B HT 4 X1 At,S (u(q)) 7

(0)
——— et en multipliant 1’équation précédente par '0—, I’équa-
Xq+14Qt, A,
tion en u a résoudre pour chaque étape de la méthode devient :

En posant C,y1 =

(0) oplatl)
P P
2 2 2 2, (g+1 2 1
_& %i_i_ai_i_i (Q+1)+lav(q+)+la w(q+) =S4
A, |\3022  0Oy? 022 3 Oxdy 3 0x0z v
(IV. 2. 14)
avec :
P (@) +1 (a)
Su= "7 Cenr {U P+ e HT + Xg1 AL, (U ! )} : (IV. 2. 15)
De méme, I’équation en v devient :
(0) oplat1)
P P
B, [10%*uletD ? 409> P 1 92wlath
_Zv |z + = 4+ - U(Q+1) e [ q,
A, |3 0x0y ox?  30y*> 022 3 Jyoz v
(IV. 2. 16)
ou :
" (a) +1 (a)
S,g - Af eq+1 |:/U a + ﬁqulg_CC] + Xq+1Atn9 (U 1 >:| ’

@y Au [ 9 B, [18%9 (9 40> N, 18w
S(U )_p(U){_ oy +A7u [3893834 +<8x2+38y2+822>v +BOyGZ]}’

)
F (v@) = —4\? )
( ) J 8$j

(IV. 2. 17)
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Et finalement, ’équation en w devient :

(0) 9  C.pO
[ (a+1) 9 _bw P (D)
Au eq-l—lw + <6Z Au p(0)> p

Bu 1 32u(q+1) 1 82U(q+1) @2 82 4 82 (g+1) Sq
l?) 0x0z + 3 Oyoz + (81:2 * Oy? * 3(9z2> v S

Ay
(IV. 2. 18)
ou :
P (@) +1 (@)
Siqv = Af qurl [w g -+ ﬁqulj{q + XqulAtng (U} e )} 9
A 0 Cup?
@) = _“Zu )9 _ZuwpP ) (g
S (w?) = PO {(82 A, p<0)>p
B, [19%9@ 10%9 (9> 9 49\
A, [381’62 +§8y02 + (69&2 +8y2 +3822>w ]}’
1 — 0
St(w(q)) _ _u(q) ow@ O p(o) 71 B 2r (C c ) .
T Oz TO) 147y — 2rpyc®
(IV. 2. 19)
Le systeme IV. 2. 12 devient donc, pour chaque étape Runge-Kutta :
ﬁ@ U—F@—& éﬁ_kﬁ_‘_iz u+1827} +182w =9
A, or A, |\30x2 0y 022 30x0y  30x0z| Y
ﬁ@ U+@_&182U+ 824_%82_'_872 U+}82w =9
A, T T gy Ay 3020y \ 922 T 30y2 T 922 30y0z| 7V
(0) o O, pl
P u3 P
Tueq+1 w + (82 A p(0)>
_&18216_'_1821}_'_ az_i_az_i_%i?w_s
A, |3020z  30y0z ox?  Oy? 3022 -
ou Ov Ow
— 4+ —+—+ L 'w=0.
8x+8y+82+ , w=0
(IV. 2. 20)

Remarque : pour alléger la notation on note ¢ pour ¢V (z,y,2), ¢ = (uvwp)”

et Su,v,w pour Su,v,w(q) (ZE, Y, Z)
Ce systeme est toujours doté des conditions aux limites données par les relations
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IV. 2. 8. La résolution du probleme complet s’effectuant dans ’espace de Fourier, il

nous faut développer ce systeme d’équations dans ce méme espace, soit :

p(r,y,2,1) Nz/2—=1  Ny/2—-1 Prn(2) ‘
wi(z,y,2,t) | = 2 > Ui gn(z) |

k=—Ng;/2 h=—Ny/2 a
Su,v,w(mv Yy, z, t ‘ Y Su,v,w k,h(z)

IV. 2. 19 a pour expression dans ’espace de Fourier :

© B, [/ 4 ~ 1 ik .
%€q+1uk,h + tkprn — 1 l(-BkQ —h?+ D2> Upp — gkhvk,h + SDwk,h] = Su kh»
p© o B,[ 1,  _ e ih A
A—Gﬁlvk,h + thpgn — 1 _gkhuk,h + (—/{Z — gh +D > Vg,h + ngk,h = Sy ki
(0) C. o p©
14 ~ u3 P ~
A—ueqﬂwk,h + (D — Aup(o)> Dk
B, |ik . h 4 _ &
-1 lZ?)DUk,h + %ka,h + (—k2 —h?+ 3D2> wk,h] = Sw kb
ikﬁk,h + ’ihﬁkﬁ + D@k,h + L;l’@k,h = 0.
(IV. 2. 21)

d
Remarque : On note la dérivée spatiale — : D.

2
Ce systeme est muni des conditions aux limites dans 1’espace de Fourier :

Wi (2 = Zing) = Wep(2 = Zsup) = 0,

aﬁ]ﬁh Oﬁm
az (Z = ZZ”f) - az (Z = ZSUP) - O’
8@]{7}1 817k,h

5 (2 = Zing) = P (2 = Zsup) = 0.

(IV. 2. 22)
La présence de termes croisés dans les opérateurs implique que ces opérateurs de-
viennent complexes. On se retrouve ainsi avec un couplage entre parties réelle et
imaginaire du spectre du champ de vitesse. Cette derniere remarque nous incite a
effectuer un changement de variables permettant de manipuler un opérateur discret
réel et de ne pas alourdir le probleme avec un couplage des parties réelles et imagi-
naires. Pour cela, considérons le changement de variables suivant (inspiré de Sabbah
(2002)) :
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W, = W, Prkh = Di.n> Up,p = 1Upp et Vg = W0k
Le systeme IV. 2. 21 devient donc :

0
,0( )

A Cor1lpn — kpk;,h

(7

Sy,
s

1, ~ k__~ =
——/{:2 h* + DQ) gkh@k,h - SDZDk,h} = Su k>

& \

4 ~ h ~ =
hukh —|— —k? — ghz + DQ) ﬁk,h — 3D@k,h‘| =35, k,hs

Sy

PONE
T6q+lvk,h h'pkh

(7

(
1y

D>

u

1.
3
3& =
. p® ) Pt

o
Ay

9

eq+1@k,h + (

N

_ Bu |k
3

4 ~ =
a1 Dukh + 3ka h Tt ( k? — h? + 3D2> wk,h] =S, k,hs

k?ikﬁ + h%kﬁ + D@k,h + L;lékyh =0,
(IV. 2. 23)

On note :

)

~

S, =1iS,, S, =iS, et

N
g

I
g

Les conditions aux limites se réécrivent :

@k,h(z - me) - @k,h</Z = Zsup) - 07

O, Dty
W(Z = Zinf) = 9, (2 = Zouwp) = 0,

oo
—(2 = zinf) = %(z = Zsup) = 0.

(IV. 2. 24)
Il est utile de séparer les cas ou k = h = 0 des autres, puisque dans ce dernier, les
équations se simplifient significativement.
Sik#0ouh # 0 on peut insérer la contrainte du caractere solénoidal de la quantité
de mouvement p®# (derniere du systeéme IV. 2. 23), tout en gardant les mémes

conditions aux limites IV. 2. 24 :
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p(o) = =
Eeﬁlukﬁ = kDen = 5

© ~ B
1Y = = u
T€q+lvk,h - hpk,h -

o
Ay

eq+1177k,h + (D —

ki + hogg, + Dgp + L, g = 0.

(IV. 2. 25)
Désormais, nous nous consacrons a la réécriture de ce systéme en effectuant des
combinaisons linéaires. En multipliant la premiere équation du systeme IV. 2. 25
par k et en y ajoutant la seconde multipliée par h, on obtient une premiere équation
en U kb OUr le méme principe, si on multiplie la premiere équation par i et qu’on en
soustrait la seconde multipliée par k£, on obtient une seconde équation en ‘7“. La
troisieme équation reste la méme. La quatrieme est réécrite avec U k.h- Le nouveau
systeme se réécerit en deux systemes distincts, ou les équations en U kh et Vk,h sont

découplées, pour |K| #0 :

(0) = ~ B = B |K| ~ =
1Y = u u 1=
Tueq+1Uk’h — K| Dy — A (D2 — |K]| 2) Ukp — 13 Lplwlc,h = SU &k,

o O
14 = u3 P =
TMGQ+1wk,h + (D vy p(0)> D

B, 1 _ _ = =
— Af <D2 — ’K’ 2 _ g <DL91 + Lp 1D>> Wg,n = Sw k,hs
K| Uy, + Digy + L g =0,
(IV. 2. 26)
(0) = B, = =
'OA—GQHVM ~ 1 (D2 — | K| 2) Vinh =5V kh-

(IV. 2. 27)
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On note :
= kL = h = = h = kE =
St kh = 77 Su kph T 75750 ko avec SV kh = o Su kh — TS0 bk
| K| | K| | K| | K|

De plus,
|K| ﬁk,h = kﬁkyh + hﬂﬁvk’h, ‘K| Vkﬁ = h’l:j]ﬁh — kﬁkyh et ’K’ 2 = /iIQ + h2.

On complete ces équations avec les conditions aux limites suivantes :

(IV. 2. 28)
Ici, on remarque que I'équation en 1~Dk7h, n’est pas modifiée. Pour résoudre ce systeme,
on détermine U kb {T/)k’h et j;\k’h par la méthode d’Uzawa (détaillée dans la section
{lv), puis ?k,h est déterminée par la résolution d’'un probléme d’Helmholtz. Une fois

Uk n et Vi, obtenus on peut déterminer uy p, et Uy p. par le systeme suivant :

k h

fin = Uy + eV
Uk, K| kh T+ K| k.hs
~ h = kE =
Vi,h = WUk,h - va,h-

(IV. 2. 29)
Concernant la configuration 2D, le systeme IV. 2. 26 ne change pas. Cependant, le
systeme V. 2. 27 n’a plus lieu d’étre puisque %k,h = 0.
Si h =k =0, les conditions aux limites V. 2. 28 restent inchangées mais le systeme
IV. 2. 25 se simplifie puisque la contrainte dérivant de 1’équation de conservation de

la masse revient a Wy = 0, ce qui permet de découpler la vitesse Wy et pyo. Ce
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systeme devient donc :

©) B, = 5
[i)‘le%l - DQ] Uo,0 = Su 0,05

u

7 Gt T

Ou3 P(O) = =
(D‘Azw>%n=&wm

A,
(0) B - =
P u =~
[ DQ] Vo,0 = Sy 0,05

’lﬂioyo =0.
(IV. 2. 30)
Ici les 4 équations sont bien découplées et de type Helmholtz pour celles en 50,0

et 50,0 . Dans cette configuration, il faut résoudre ]5070 en multipliant I'inverse de

C - p0
P par le terme source de la troisieme relation du systeme

I'opérateur (D A 0

précédent, et les vitesses 50,0 et 1:)0,0 sont obtenues en faisant le produit de 'in-
verse de l'opérateur d’Helmholtz et la source pour chaque composante, et 75070 = 0.

Concernant la configuration 2D, le systéme d’équations a résoudre se simplifie en :

u Au
Cu3 P(O) = =
(D - TW Po,o = Sw 0,05

@070 = 0.

(0) Bu = =
[Zeq+1 — D2‘| Up,0 = Su 0,0

(IV. 2. 31)

Le principe de résolution est le méme.

3 Meéthode de décomposition de domaine

Comme il a été mentionné précédemment, la présence de zones de forts gradients
rencontrées lors d’une instabilité de Rayleigh-Taylor, diminue fortement 'efficacité
des méthodes spectrales qui sont tres précises pour des solutions régulieres. Le cou-
plage d’une technique de décomposition de domaine et d’une transformation de

coordonnées dans chaque sous-domaine permet ainsi d’adapter le maillage a la rai-
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deur de l’écoulement. La solution est bien représentée dans l'espace physique en
utilisant une approximation polynomiale modérée car la transformation de coordon-
nées permet une distribution plus souple des points de collocation. Néanmoins la
technique de décomposition de domaine est la principale responsable de la préci-
sion du code AMENOPHIS. Selon la nature de I’équation différentielle, le raccord
des solutions aux interfaces de chaque domaine differe. En effet si ’équation diffé-
rentiellle est d’ordre 1, la solution se doit d’étre continue, alors que si elle est de
deuxieéme ordre, la dérivée normale de la solution est imposée continue également

(cf. Chandrasekhar (1961), chapitre 13).

3.1 Conditions de raccord

Il est donc nécessaire de déterminer des conditions de transmission au niveau de
I'interface de deux sous-domaines adjacents notés €2; et ;1 (cf. I111.1). Les vitesses
doivent é&tre continues dans l'espace de Fourier : @'(z;) = @"'(2;). Cette condition
s’écrit dans l'espace de Fourier pour chaque étape du schéma RK3SE2 de temps

(apres différentes combinaisons linéaires (cf. section 4) et changements de variable) :

o (IV. 3. 32)

9z, 0z,  30m

7 le vecteur normal unitaire a l'interface orienté de €); vers £2;11, le tenseur des

ou; Oy, 28ul>
et

Soit @ le tenseur des contraintes tel que : 0;; = —pd;; + p

contraintes projeté sur ce méme vecteur unitaire s’écrit :
dfy = ogz dS 7 (k=1,2,3). (IV. 3. 33)

Cette contrainte s’écrit donc dans I'espace de Fourier pour chaque étape du schéma

RK3SE2 de temps (apres le changement de variable cf. section 4) :
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P 2 @Z,h —
dflzﬂ kuk7h+W dSTL,

~

=t 0 &}Z,h -
dfy = p | h Opp+—57= | dS 7, (IV. 3. 34)

=i 2p ai;@h =i
dfs = [_pk,h + 3 (2 8z7 —k Wy,

ds mn.

dfy, dfy et dfs doivent étre continues, cette contrainte se traduit par les relations

suivantes :
~1 ~i+1
Ug.n (zi) = Uk,h (2i),
~i ~i+1
Wk n (zi) = W n (),
~1 ~i+1
oUy (2) = oUy () (IV. 3. 35)
9. VT o VU
~i =i+l
i : i ':17"'7N0m_17
Do (o) = TR (2) o — 1)
et : , ,
~1 ~i+1
Vk,h (zi) = Vk,h (2),
~1 ~i+1
T ot (IV. 3. 36)
02 Zi) = 92 Zi = 1,..., 2Vdom .
De plus, la contrainte div(p® (u)) = 0 qui se réécrit dans l’espace de Fourier
= (q+1) ~ ~ ~
K| Uy + D@Ej,fl) + L;I@,(g;l) = 0, implique que D@,(j:l) est continue. Ce qui

revient a imposer la condition de raccord suivante :

=i =it+1 .
Prn (z) = Proh (zi), (i=1,..., Ngom — 1). (IV. 3. 37)
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3.2 Meéthode de la matrice d’influence appliquée au systeme

couplé en vitesse/pression

On considere le systeme d’équations, composé de la quantité de mouvement et

de la contrainte sur le champ de vitesse, a résoudre de la forme :

(0) ~(q+1) B ~ |K|
p =(g+1) u 2 = q+1)
el =k A+ B (o= 8+
=4q
+SU k,h5037
(0) - C <O\ - B -
1Y ~ (g+1) u3 P =(q+1) u 2\ =(g¢+1)
TGQ-&-lwk,h = <_D+ 2 p(0)> Pen T <D2 — K] )wk,h
B, 1 (
=y (DL, +L,'D) W, +kah508,
KO+ palh s o o,
= (¢+1) = (¢+1)
Uk,h (z = Zinf) =Y Uk,h (z = Zsup) =0,
= (g+1) ~(q+1)
wljh (2 = ziny) = 0, wljh (2 = Zoup) =0

(IV. 3. 38)
On peut appliquer la méthode de décomposition de domaine au systeme IV. 3. 38.

Le domaine de calcul Q = [2;, I3 Zsup) €st découpé en Ny, sous-domaines, sans recou-
Ndom

vrement, et tel que Q = U Qi, o Q= [zi_1, 2], i =1, ..., Niom, avec 2y = Zins
i=1

et 2§ = Zgup, comme l'illustre la figure II1.1.

Etant donné que le probleme est linéaire, ses solutions peuvent s’écrire comme la su-

perposition des solutions de 5 problemes élémentaires (Pulicani (1988a)). On pose :

~i (0) 4 =i (s)

3 T
¢kh—¢kh +Z)\ ¢kh7 avec ¢kh_ (Ukh wkzh pkh) ) (2':1,---, Ndom)
(IV 3. 39)

Pour alléger I’écriture, 'exposant (¢ + 1), n’apparait plus, mais chaque solution (bk h

représente la solution dans l'espace de Fourier, pour |K| = k*+ h® #0, au pas
=i (0)
de temps (¢ + 1). @i, est solution du probleme non homogene en équation mais

=i (s)
homogene en conditions aux limites, tandis que les ¢, (s =1,2,3, 4) sont solutions
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des problemes homogenes en équation mais non homogenes en conditions aux limites
du probleme IV. 3. 38 :

(0) ~i (s) N. B =i () |K]| s
1% ~i (s) n 2 1=t (s)
TGQ+1Uk,h = |K| Py, + 1 [(DQ — |K]| ) Upn + TLplwk,h ]

=i (s)
+Sy kn Ooss

(0) . C o)\ _. B .
P =i (s) u3 P =i (s) u 2\ =i (s)
T€q+1wk,h = <_D + Ap(o)> pk,h + Af (D2 - |K| ) wk,h

Bu ~1 (s =i (s)
—- (DL + L,'D) By + Sy Oos,

=i (s) =i (s) _1xi ()
’Kl Uk,h + Dwk,h + Lp wk,h = 07

i (s) i (s)

U (z = 2i—1) = s, U (z = 2i) = das,

(2 = 2i1) = O30, g (2= 2) =010 (i =1,.; Naom), (s =0,1,2,3,4).
(IV. 3. 40)

Ce systeme d’équations est résolu sur tous les sous-domaines. L’idée directrice est

de construire une matrice d’influence traduisant les conditions de continuité de la
solution aux interfaces numériques et des conditions aux limites physiques. Les coef-
ficients A\’ sont ainsi déterminés a I’aide des conditions de raccord & chaque interface
z; et des conditions aux limites physiques du domaine entier. L’inversion du sys-
teme linéaire associé a cette matrice d’influence permet de déterminer les valeurs a

imposer a l'interface pour assurer la régularité de la solution.

3.3 Matrice d’influence

La décomposition en sous domaines conduit a la résolution de 5 sous-problémes
(IV. 3. 40) dans chaque sous-domaine §2;. Les conditions de raccord données par
IV. 3. 35 et IV. 3. 37, complétées par les conditions au limites du domaine entier
permettent de dérouler un systeme linéaire dont les inconnues sont les coefficients

. =i (s)
AL. Dans la suite, on note ¢, : ¢. , la continuité des fonctions donne les relations
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suivantes, avec (i = 1,..., Ngom — 1) :

)\2i — >\1i+1,
)\41' — /\3i+17
>\1i pli (Zz) + /\li—i—l {in (Zz) _pli—l-l (Zz)} N )\li+2p2i+1 (Zz)

+As' Py’ (21) + X" [pat (20) = ps™ ()] = AT (20) = po' T (20) — o (24)
(IV. 3. 41)
La continuité de la dérivée de la vitesse horizontale donne la relation suivante :

; oUy’ i1 oU," oU, 1 HQ@UJH
)\1 82 ( ) + A a (ZZ) 82 (Zl) - )\1 az (Zl)
oUy' Uy 20U
+ A5 5, + A3’ ; B (zi)| — A3 0. ()
_ o™ aUO
(2i) —
0z 0z
(IV. 3. 42)
Finalement, les conditions aux limites donnent les relations suivantes :
w' (2iny) = 0,
deom (Zsup) — 0’
ou!
s (2ing) = 0,
aUNdom
5 (Zsup) = 0.
(IV. 3. 43)
ce qui se traduit par le systeme :
>\31 = 07
)\4Nd0m =0,
Uy U, LO0Us* ou,* U,
A ! in A 2 in >\ . \Kin A 2 inf) = T T 45_ \Fin
1=, (Fing) + A7 (zing) + As" =5 (2ing) + As" 5 = (2ing) 5, (Zinf)
Ngom Ngom a Naom
1 2 , 3
)\1Ndo7n az (Zsup) _|_ )\2Ndom 82 (Zsup) + )\3Ndorn az (Zsup>
8U4Ndom aUONdom
+)‘4Ndom7 (Zoup) = — G (2sup) -

(IV. 3. 44)
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On a 2 (Ngom + 1) équations pour 2 ( Ny, + 1) inconnues. Soit le systeme MA = FE|
ou :

M est appelée matrice d’influence, et est obtenue par le systéme formé de IV. 3. 41,
IV. 3. 42 et IV. 3. 44.

A est le vecteur dont les composantes sont les 2N, + 2 inconnues )\i, :

A= (A . Alem e 3L ANaem pNaem)"

E est le second membre, tel que :

oU}
_8720 (me)
oULtt oU;
0z (z1) = 0z (2:)
8Uévdom
] e e O
ET = i=1,...; Ngom — 1
ow}
_87; (me)
p6+1 (Zz> - p6 (Zz)
adeom
- 802 (Zsup)

La matrice d’influence détaillée ici ne concerne que le systeme IV. 2. 26 pour des
nombres d’onde non nuls. Lorsque les nombres d’onde sont nuls, la matrice d’in-
fluence est completement différente car le systeme est alors considérablement sim-

plifié. C’est pourquoi, nous nous attardons sur cette particularité.
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3.4 cas particulier |[K| =0

Si |[K| =0, comme explicité dans la section 2, le probleme se réduit au systéme
suivant :
(0) Bu - =
[i@qﬂ - ADQ] Uo,0 = Su 0,05
(0) B - =
p u 2| =
[A(‘,’qﬂ - ADQ] V0,0 = Sv 0,0,
Ou?) P(O) = =
- THW 0,0 — Pw 0,05
@070 =0.

(IV. 3. 45)
Nous avons ainsi 2 problemes d’Helmholtz a résoudre en 5070 et {7070 puisque @070 = 0.
L’équation de quantité de mouvement implique une équation différentielle d’ordre
1 sur la pression. Cependant, la pression sert de multiplicateur de Lagrange dans
les équations anélastiques permettant a div(p(o)ﬁ) = 0 de rester vérifiée. Il faut donc
calculer 50,0 et {7070 séparément par la méthode multi-domaine pour les équations
paraboliques, donnée dans le mémoire de theése de B. Le Creurer [2005]. 5070 est
ensuite obtenue en multipliant I'inverse de l'opérateur (membre de gauche) avec
le terme source de la troisiéme relation du systeme précédent, puis raccordée aux
interfaces de chaque sous-domaine par la méthode détaillée ci-dessous. La pression
de base notée p (par souci de lisibilité) est solution de la troisieme équation du

systeme précédent. En effet, I’état hydrostatique de la pression vérifie :

gfi - i“j 5 bis, (IV. 3. 46)
ol p représente la masse volumique a I’état hydrostatique, soit la projection sur I’axe
des z :
Dp = Cug P (IV. 3. 47)
Ay
Or, pour |K| = 0, une solution particuliere doit vérifier :

Cu f_) =
<D - A:’ ﬁ) Poo = 0. (IV. 3. 48)
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Montrons que, 50’0 = a p (a, réel) vérifie la relation IV. 3. 49 :

C’u3/3 - Cu3 — Cu?)ﬁ_ o
(D— ﬁ)ap—a[Au ,O—Au_p = 0. (IV. 3. 49)

=

La pression, pour ce cas particulier, est invariante a ’addition de ap ce qui est
différent des fluides incompressibles ou la pression est invariante a une constante
additive pres (cette observation a également été faite pour le probléme de Stokes cf.
section 1.4). Elle peut donc s’écrire, dans chaque sous-domaine, sous la forme (cf.
section 3.1) :

~i =i (0) i

Po,o = Poo + a'p,

=i (0 . . N . N .

ou paé) est la solution en pression du sous-probleme inhomogene. La pression se

devant d’étre continue, on obtient la relation suivante :
=i =i+1 .
p0,0 (ZZ) :p(],O (Z’L) (Z: 17"'7Nd0m_ ]-))

soit :
~i (0) i ~i+1 (0) il —
Poo (z:) +a'P(z) =Dy (2)+ P (z)

On obtient ainsi un systeme linéaire sur les o' :

~i+1 (0) =i (0)

of — ot — Poo (%) —Dop (%)

P (2)

Cette relation nous permet d’obtenir (Ny,, — 1) relations, il nous en faut désormais
une derniere afin de fermer le systeme. C’est pourquoi, nous prenons en compte la

conservation de la masse :

/Qp(”(fc,y,z,t) dQ = 0.

Soit :
Na/2=1Ny/2-1 Qimks  2imky

p(l)(x7yazvt) = Z Z ﬁk,h(zvt> etz ety
k=0 h=0
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la conservation de la masse devient :

NI/2 1N, /2-1

(1) Lx Ly Sirke  2imky
/p (,y,2,t) dQ = / / / > brn(zt) e ta el | drdydz
2i—1

kO h=0

Lz Ly 2itkx 2”"’“9
/ / e Lo d:pdy/ Pren(z,t) dz

Lz Ly 2imkx Zi .
/ / e Lo dr dy/ Pro(z,t) dz
zic1
Ny/2 1

Lx Ly 2imky 2
+ Z / / e v dx dy Pon(z,t) dz
0

Zi—1

Lx pLy
+ / Poo(z,t) dz / / dx dy = 0,
Zi—1 0 0

Ncc_l Ny/2 1

k 1
Nz/z 1

soit,

Nz/2—1 N, /2—1

. Lx L1 :
/P(l)(x yoz,t) d= > { L ezﬁr] [ Ly emg;y] a Prp(2,1) dz
o R 2imk o L2imh T

k=1  h=1 0 J#i-1
Ne/2-1 L 2ink Lz Zi
€T Lk L ~
—e La y/ z,t) dz
+ X e B e [ Aol

Ny/271 L 2imhy Ly

o gt / " onlzt) d
" hz::l Iy {Ziwhe ]0 . pon(z,t) dz
L, L. [ B
el [ poolzt) dz =0,

i—1

(IV. 3. 50)
Il est important ici de traiter séparément les cas ou k = h = 0, des autres. En effet,

en remarquant que :

LI LITRT
{22‘7?]{:62%5 ]0 227rk: (cos2mk +isin 2wk — cos0+isin0) =0,  (IV. 3. 51)

la relation IV. 3. 50 se simplifie :

| ozt a2 = Lo L, [ Poo(zt) dz =0, (IV. 3. 52)
Zi—1
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Pour L, = L, = 1, la conservation de la masse se réécrit :

/ ﬁop (Z) dz = 0.

inf

Poo (z) représente la fluctuation de densité dans l'espace de Fourier pour |K| = 0.

En prenant la décomposition de domaine, cette relation devient :

Naom

Z/ 2=0.

Cette relation peut se réécrire, en prenant en compte I’équation d’état :

Naom n n .
p =1 2 ™ P ~i
[ 2R ) - B 2] o
soit :
Ndom Ndom n :
P P 21y p =i
Zo‘z/ dZ—Z/ [poo T00+1+rM—2rMCOO]<Z)dZ’
I1 nous faut résoudre le systeme M,A, = Ep, ou M, est la matrice d’influence, définie
par :
Zj .
Mplj:/ p(z) dz J= 17"'7Nd0m_17
Zj—1
by = Let My, = —1 et i=2,..., Ngom, (IV. 3. 53)
pij = 0 sinon.
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A, est le vecteur dont les composantes sont les Ny, @' @ A, = (al ‘ aNdom).
E est le second membre, tel que : :

dom . — B '

Z; ,0:1 p =1 2 TM p i

; /Zi—l lppo’o T %0 "1 + ry — 21y CCO,O] (Z> Z

ET — ~i+1 (0) : ~i (0) i=1,..., Ngom — 1
00 (2i) —DPoo (2)
P (zi)

3.5 Résolution des équations paraboliques

La méthode de décomposition de domaine est ainsi détaillée pour le premier

systeme issu de la contrainte issue de I’équation de conservation de la masse et de la

quantité de mouvement, il reste a donc a mentionner la méthode de décomposition

de domaine pour des équations paraboliques pour le systeme :

(IV. 3. 54)

(0) B, = ~
[’jqeqﬂ - (D* - |K| 2)] Vi = Sv kne
ov ov

az’h (2 = Zing) = &:ﬁ (2 = 2gup) = 0.

Ce processus est détaillé dans Pulicani (1988b6), Renaud (1996) et Le Creurer (2005).

Cette méme méthode est également utilisée pour le cas particulier |K| = 0.

4 Résolution selon la méthode d’Uzawa

La résolution du probleme complet consiste en la résolution de 5 problemes de

Stokes élémentaires, 4 homogenes et 1 inhomogene. Pour ce dernier, les termes non

linéaires (U.V) sont traités de maniére explicite. Dans la suite, nous détaillerons

la méthode d’Uzawa, appliquée a notre étude. Comme il a été précisé plus haut,

pour résoudre un probleme dans une configuration 3D, on peut se restreindre a la

résolution de deux systemes découplés en vitesses U et V', combinaisons linéaires des

composantes de vitesses u et v dans 'espace de Fourier.

On résout dans la suite chaque sous probleme de Stokes lié a la méthode de la matrice



1V.4 Résolution selon la méthode d’Uzawa 109

d’influence (détaillée dans la section I11.3), pour une étape de Runge-Kutta et pour
chaque sous-domaine i (I’exposant est abandonné car cela alourdi les notations).
Chaque quantité est un vecteur a N + 1 composantes. Les systemes a résoudre sont
IV. 3. 40, accompagnés de I'équation qui découle de la méthode de décomposition
de domaine, de 1’équation parabolique de type Helmholtz (voir section 3), IV. 3. 54
(découplée du systeme) si | K| # 0 et IV. 2. 31 sinon. Le systéme IV. 3. 40 est résolu
par la méthode d’Uzawa, tandis que 1’équation IV. 3. 54 est résolue séparément.
Remarquons que si X’ est la dérivée d'un vecteur X a N + 1 composantes et X" sa
dérivée seconde, on obtient les relations suivantes :

N N
ZDUXJ =X et ZD%X]- =X/,

§=0

j=0

donc, pour ¢ =0,...,N :

N-1 N-1
7j=1 7=1
(IV. 4. 55)

Le systeme a N + 1 équations devient ainsi un systeme a N — 1 équations, puisque
A ()
les valeurs de U, ;, et W, ; sont connues aux bords de chaque sous domaine et s’écrit :

:s Bu K — (s (s = =
Hy 00, — 2B (10 G0 < K] B, + S 1+ S v ka1

' 3 A, P o
(s Cu3 1% 7\(5) P 3
H, ; w,&}u = — ( — Tlu p(o)ﬂ> Dip T Swikh 1+ St wkh I,

(IV. 4. 56)
Les vecteurs indicés I sont les vecteurs privés de leur premiere et derniere compo-
santes. D (respectivement I ) représente la matrice de dérivation (respectivement

identité) privée de sa premiere et derniere ligne.



Chapitre 1V. Méthode d’Uzawa pour les équations de Navier-Sokes en
110 approximation anélastique

Soit pour £ =0,...,N —2:

= B, 5 =(s) 9 =(s)
Set U kb IL =1 Dy oUsp o+ Digr nUih v )
= Bu ’;\(S) ’7\(5)
[Sce w kb IL =1 [(D?H oWy, 0+ DFy Ny N)}
B, | L' (s (s
S ]
(IV. 4. 57)
et les opérateurs d’Helmholtz :
(0) B,
Hy = %eq+1ﬂl T4 (D? — |K]| 21[1) ;
(0) B 1
1Y u _ _
Hy, = /Tueqntl]ll - /Tu {D? — | K| 2]11 3 (Dprll +LPII DI)} ’
(IV. 4. 58)

Les matrices I;, respectivement Dy, sont les matrices unité, respectivement déri-
= (s) ~ () = (s)
vation a 'ordre N —1. On note U, ,, respectivement w, ; o, la valeur de U, ,,

respectivement {AZJ,(:L, au bord gauche du sous domaine (en z;_; sur la figure I11.1),

=(s) ~ =(s) ~
et Uy, v, respectivement @,(:L ~» 1a valeurs de U, ,, respectivement 13,(:21, au bord

droit du sous domaine (en z; sur la figure II1.1).

gcg U kh [} est la contribution des
¢

= (s)
oy . . . 2 u .
conditions aux limites imposées sur le terme — D?U, , (les deux premiers termes

Ay

~

donnés dans la seconde relation IV. 4. 55) et {ch w kh 1] des mémes contributions
¢

Bu 1 ~ (s = (s)
sur le terme 1 (D2 — 3LplD) w,({ib dans le systeme IV. 2. 26. Les inconnues Uy j,
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=(s) , . . =(8) (45 . N )
et W, , peuvent donc s’exprimer en fonction de p, 1, a 'aide du systeme suivant :

=(s — Cuz p¥ =(s) 1( 3 3
wl(c}q = —H, 11 (D— 3Ll Dip Tt H, 11 (Sw kh 1+ Sect w kb 1)

A,
0% — Hy L3 — Hy LS

khp — U 1L Dpp — Hu 91

Cus p
L=|K L— Hu;l I)+1
"ls He- S+

g, — _BulKl 1 H—1<§ 5 )—§ _3

I 3 A p ;Mo \Pwkh 1+ Octwhkhi U kh I A U kh I

(IV. 4. 59)

Il nous faut désormais, trouver une relation nous permettant d’obtenir la pression.

Pour cela, ’équation provenant de la contrainte sur (p(o)ﬂ’), du systeme IV. 3. 40,

pour chaque sous probleme de Stokes, est exploitée :

= (5) = (s) 1 =(s)
|K’ Ukvh + thh + Lp wk7h = 0

Cette relation peut s’écrire sous la forme :

K|

N-1 ~(5)
DOﬂDk,h j
J=1
0 0 N-1
=(s) —1\ =(s) Dnjiwy ),
Ukn1 (Lp ) Wn 1 j=1 S
+ + =
= (s) -1 = (s) N-1 (s
U N-1 (LP )N—lwk’h N-1 Z DN—U@E;,Z i
0 J=1
N-1 <(6)
Z DNka,h j
=1
~ (s) = (s) =(s) 1\ =)
Doow;(g;; ot DONw;(gSL N —|K| Uy o— (Lpl)owk,h 0
Dlowksh ot DlN@kSh N 0
. + .
=(s) =(s) 0
Dy—1 oWy p, o+ Dn-1 Ny, n
D = (s) D =(s) =(s) 1\ =(s)
NoWy, p, o + DNnWy g, i —|K|Upp n— (Lp )ka,hzv
Ew EU'Lu

Yuw provient de la décomposition de Dfﬁfji, détaillée en IV. 4. 55 et X, découle des
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=(s) ~
composantes extrémes de |K| Uy, + L;lw,(jil. Le principe est de faire passer tous les
termes fonction des conditions aux frontieres, connus, dans le membre de droite de
la relation IV. 3. 40. Le systeme précédant peut donc s’écrire en fonction des N — 1

composantes des vecteurs vitesses privés de leurs valeurs aux bords :
K| T0¢) )+ Do), + L' TEY) = S + Sy (IV. 4. 60)

Ici, nous avons bien un systéme & N + 1 équations et I (respectivement D) repré-
sente la matrice unitée (respectivement dérivée) privée de ses premiére et derniere

=(s) . . . .
colonnes. Remplacons 0t kpy €6 Wiy, par leur expression, on obtient le systeme a

N + 1 équations :

_ - Cs s
[|K| MHyL— (D +L,']) H,7} <D AP(HN bn

Hp

Yy + Suw + |K| MHy 7' S; — (54— L,jlﬂ) Hy, (gw ki 1+ Set w ik 1
(IV. 4. 61)
La manipulation des matrices rectangulaires D, I, I et D permet ainsi de déterminer
la pression en tout point méme aux extrémités du domaine, sans conditions aux

limites. Une fois la pression connue, on peut déterminer les vitesses a ’aide des
relations IV. 4. 59.

5 Modes de pression parasite

Ainsi, pour chaque nombre d’onde |K| , il existe un opérateur d’Uzawa H,, qu'il
faut inverser et nous retenons la méthode de diagonalisation pour cela (cf. annexe
C). Les sections précédentes ont montré que pour |K| = 0, la résolution était par-
ticuliere et a fortiori 'opérateur H,. Aucune condition aux limites n’étant imposée
sur la pression, cela implique que les matrices représentant 'opérateur d’Uzawa H),
(opérateur de pression) présentent deux valeurs propres nulles. L’existence de ces 2
valeurs propres nulles implique la non inversibilité de H,, pour ce cas particulier.

Pour palier cette contrainte, nous considérons une inversion partielle, détaillée en
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annexe C. De plus, sur les deux valeurs propres, une correspond au mode de pression
dit parasite, ’autre vient de I'invariance par rapport a I’ajout de la pression de base,

fixée par la conservation de la masse ( / p dV =0, cf. section 1.4). En effet, une
oV

partie du terme en pression dans le systeme IV. 3. 40 est exprimée a travers sa

dérivée. L’approximation en Tchebycheff de la pression s’écrit :

pr(s) = Y DTi(s), (IV. 5. 62)

avec Ty = 1. La pression résultante de la méthode d’Uzawa reste contaminée par le
mode parasite et le mode lié a l'invariance par rapport a ’ajout de la pression de
base, et présente des oscillations. C’est pourquoi, il est nécessaire de filtrer ces deux
modes. Pour cela, nous respectons trois étapes :
- Nous calculons les coefficients de Tchebycheff p (K =0,..., N) a l'aide
de la pression py(<);
- Nous annulons les deux coefficients p;, correspondant aux valeurs propres
nulles ;
- Avec ce spectre filtré, nous calculons le champ de pression filtré py (<)
défini a I'ajout de la pression de base pres, figé avec la conservation de la

masse.

Ce chapitre nous a permis de présenter les modes propres de Stokes d’une confi-
guration stratifiée (& stratification constante). Les modes propres de I'IRT classique
mériteraient certainement d’étre analysés. La résolution des équations de Navier-
Sokes en approximation anélastique nécessite le développement de méthodes spéci-
fiques que nous détaillons par la suite. Nous avons également développé la méthode
de décomposition de domaine en exprimant la méthode de matrice d’influence appli-
quée & un systéme couplé en vitesse/pression, mais également au cas particulier d’un
nombre d’onde nul. De plus, la méthode d’Uzawa a été appliquée a la résolution des

équations de Navier-Stokes en AN. A présent, il est impératif de valider I'écriture
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des opérateurs et intéressant de discuter les résultats obtenus par les simulations de
cette nouvelle option du code AMENOPHIS.



Chapitre V

Validation du code numérique

pour ’approximation anélastique

Dans le but de valider le code AMENOPHIS, dans sa version anélastique nous
avons effectués différents tests. La premiere étape a été de valider le codage des
opérateurs sous FORTRAN en les comparant a sa réécriture sous MATHEMA-
TICA. Puis, nous procédons a différentes comparaisons de résultats exprérimentaux
et de simulations numériques. Dans un premier temps nous tentons de retrouver les
conclusions des travaux expérimentaux menés par Waddell et al. [2001]. Pour cela,
nous rappelons le dispositif expérimental utilisé ainsi que les différentes caractéris-
tiques de mélange, puis nous détaillerons les différentes estimations envisagées dans
nos simulations pour se rapprocher de la configuration expérimentale. Par la suite,
nous comparerons les résultats obtenus par la version anélastique du code a celle

compressible, qui a jusqu’a présent fait ses preuves.

1 Comparaison des opérateurs codés sous MA-
THEMATICA et FORTRAN

L’opérateur d'Uzawa, noté H, (donné par la relation IV. 4. 61) a été codé a 'aide
du logiciel MATHEMATICA pour un nombre d’onde K multiple de 27, (matrice
de dimension 64 x 64). Les figures suivantes présentent le module de la différence
des valeurs propres obtenues par MATHEMATICA et FORTRAN pour 2 valeurs de
stratification Sr = 0.2 et St = 10 pour K = 2x. Nous constatons, que les résultats
obtenus en FORTRAN et MATHEMATICA convergent, avec une erreur maximale
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de l'ordre de 107! pour Sr = 0.2 et de 10~ pour Sr = 10.

(a) Sr=0.2 (b) Sr=10

Figure V.1 — Différence des valeurs propres de Hp calculées par MATHEMA-
TICA/FORTRAN pour k = 27.

De plus, l'inverse de l'opérateur d’Uzawa a été également vérifié. En effet, le
maximum de la différence des valeurs de cet opérateur inversé, obtenues par MA-
THEMATICA et FORTRAN est égale a : 5.8 x 107! (Alors que le maximum de
cette méme différence sur H, est de 1.8 x 107! ) pour Sr = 0.2, et 3.05 x 107!
(6.2 x 107 pour H,) pour Sr = 10. Le cas particulier du nombre d’onde nul de-
mande également une discussion. La encore, nous avons codé 'opérateur d’Uzawa, a
la fois sous MATHEMATICA et FORTRAN. La figure suivante présente la différence
des valeurs propres obtenues par MATHEMATICA et FORTRAN pour 2 valeurs
du parametre de stratification Sr = 0.2 et Sr = 10. Nous constatons une différence
beaucoup plus prononcée pour Sr = 10 qui s’explique par le calcul de la quantité
p;iz. En effet, dans le code FORTRAN, ce parametre se détermine numériquement,
tandis que sous MATHEMATICA ce dernier est considéré constant est égale a Sr.
De plus, la pseudo-inversion (due & l’apparition de 2 valeurs propres nulles pour
k =0) a été également vérifiée. En effet, le maximum de la différence des valeurs de
cet opérateur (64 x 64), obtenues par MATHEMATICA et FORTRAN est égale a :

1.57 x 1071 pour Sr = 0.2, et 3.23 x 10~ pour Sr = 10.
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Figure V.2 — Différence des résultats MATHEMATICA /FORTRAN pour k£ = 0.

2 Etude d’expérience d’IRT : systémes liquides
a faible nombre d’Atwood avec perturbations

initiales mono-mode

2.1 Descriptif de I’expérience

Il existe différentes méthodes permettant d’étudier le développement de I'IRT
en laboratoire. La méthode la plus répandue consiste en ’accélération d’un systeéme
de deux fluides de masses volumiques différentes, vers le bas, d'une amplitude su-
périeure a la pesanteur. Ainsi, une force de gravité « artificielle », orientée vers le
haut est générée, et est ajustable. Le dispositif expérimental est formé d’un réservoir
en plexiglas qui se déplace sur un rail, d'un accélérateur et d'un systeme de levage.
Les dimensions du réservoir contenant les fluides considérés sont données par la fi-
gure V.3. La combinaison des deux fluides considérés dans l'expérience étudiée est
composée d’une solution d’eau salée (du nitrate de calcium dissout dans de l'eau
distillée) qui représente le fluide lourd et de I'heptane pour le le fluide léger. Ici, les
fluides sont non miscibles ; un tensioactif est ajouté de maniere a diminuer la tension

superficielle entre les surfaces des deux fluides. La combinaison des fluides présente
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Figure V.3 — Dimension de la boite réalisée par Waddell et al. [2001].

un nombre d’Atwood (py — pr/pu + pr) de 0.336. La valeur du champ d’accélé-
ration est estimée a g = 0.32 Gyepre = 3.14 m/ s?. Une perturbation sinusoidale de
la surface de séparation des deux fluides est crée dans la direction horizontale, a

I'instant initial, dont la longueur d’onde s’éleve a A = 35 mm.

2.2 Reésultats expérimentaux

Les profils du développement de I'IRT sont analogues a ceux obtenus pour des
fluides miscibles, mis a part qu’on observe moins d’enroulements de l'interface des
deux fluides que lorsque les liquides considérés sont miscibles. Ce faible enroulement
peut étre dii au nombre d’Atwood plus élevé. Mais la faible tension de surface (inhé-
rente a cette combinaison de fluides non miscibles) peut également expliquer cette
observation. On se rend compte également qu’a partir d'un temps assez avancé les
profils des champignons deviennent moins symétriques, les chapeaux des champi-
gnons sont plus allongés. Etant donné que I'échelle de longueur liée & la tension de
surface (défini par \/2v/Ap G, o v représente la tension de surface et G 'accé-
lération) est du méme ordre de grandeur que les plus petites échelles de longueur
observées, 'arrondissement des bords abruptes dans les enroulements (figure 1.1 f-g)
devraient étre des effets de tension de surface (cf. Waddell et al. (2001)). De plus, le
début du développement des structures en champignon ne devrait pas étre affecté
par cette faible tension de surface. Dans la suite, on décide de ne comparer que la

deuxiéme expérience présentée dans Waddell et al. (2001), aux simulations de la
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version anélastique du code AMENOPHIS.

2.3 Simulation anélastique

Certaines hypotheses ont été faites pour ’élaboration des simulations numé-
riques a I'aide du code AMENOPHIS, avec sa nouvelle option anélastique. Il est
donc nécessaire de les mettre en évidence afin d’expliquer les différentes estimations
effectuées pour la comparaison des résultats expérimentaux et numériques. Tous les
fluides considérés sont incompressibles or la version du code est anélastique ce qui
impose une stratification de I’écoulement des fluides. Etant données les dimensions
du réservoir, une stratification de Sr = 0.1 est considérée comme assez faible pour
que le fluide soit non stratifié. De plus, la concentration en nitrate de calcium de la
solution salée n’étant pas donnée, nous estimons qu’il s’agit d’une solution saturée
(38% de nitrate de calcium). En outre, bien que le tensioactif ajouté diminue la ten-
sion superficielle entre les surfaces des deux fluides, les fluides restent non miscibles,
alors que pour le code AMENOPHIS, ils sont considérés miscibles. Les caracté-
ristiques sont estimées a 1'aide du manuel de chimie et physique [CRC Handbook
(2007)]. La constante de diffusion est fixée & D = 107> em?s~!. La masse volumique
de référence a pour valeur (pg + pr)/2 = 1030 kg/m® et la masse molaire du mé-
lange vaut 2(My M)/ (My + M) = 84.99 g/mol. La capacité calorifique a pression
constante est estimée a 418.8 J/(kg K) et la conductivité thermique a 0.6 W/(m.K)
(considérée comme constante et identique pour les deux fluides dans le code). Ne
connaissant pas réellement la viscosité dynamique des deux fluides, nous avons dé-
finit un intervalle : 1.107°N.s/m?* < pu, < 7.107*N.s/m?. La question est un peu
plus complexe pour l'indice adiabatique, puisque le code AMENOPHIS consideére
I’équation d’état des gaz parfaits, alors que les fluides pris en compte dans I'expé-
rience ne la vérifient pas. Deux solutions sont envisagées pour donner une valeur
approximative de ,. Lorsque 'on considere de ’eau sous tres haute pression 1’équa-
tion d’état du « stiffened gas » est souvent utilisé et le v de référence est estimé a
6.1 (cf. hitp : //en.wikipedia.org/wiki/ Equation_of _state). La deuxiéme solution
consiste a le déterminer a ’aide de la vitesse du son. En effet on sait que la vitesse du
son est égale a 1430 m /s pour I’eau pure, 1500 m/s pour ’eau de mer (0.4 % de sel) et
1162 m/s pour 'heptane (c¢f. [CRC Handbook (2007)] et WIKIPEDIA). La célérité
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du son dans un liquide est une fonction de la masse volumique p et du coefficient de
compressibilité adiabatique x; et se calcule ainsi: ¢, = 1/(y/pXs) ot xs = (v p) " Le
manuel de chimie estime que la pression de I'eau & 20 ° C et de densité 998.2 kg/m3
est de 1M Pa. On obtient ainsi Yeau saice v 2.04 x 10% et Vheptane > 0.92 X 103 (on a
gardé une pression de 1M Pa ). Dans la suite on considére un indice adiabatique de

référence pour le mélange tel que 4, «~ 1 x 103,

2.4 Comparaisons des résultats expérimentaux et numériques

Le tableau V.1 résume les simulations réalisées pour cette comparaison expé-

rience /numérique qui prennent en compte les estimations explicitées ci-dessus.

unité RTTS RTTW RTTX RTTY RTTZ

M, g/mol 84.997 84.997 84.997 84.997 84.997
Pr g/ml 1.03 1.03 1.03 1.03 1.03
i N.s/m? 0.007 0.007 0.001 0.001 0.001
Ky W/(m.K) 0.6 0.6 0.6 0.6 0.6
Vr 6.1 6.1 6.1 1000 1000
Cy J/(kg K) 418.8 418.8 418.8 418.8 418.8
g m?/s? 3.14 3.14 3.14 3.14 3.14
Re 13660 13660 95607 95607 95607
Sr 0.1 0.1 0.1 0.1 0.05
Sc 5 6800 971 971 971
Pr 4.88 4.88 0.698 0.698 0.698
résolution (nx*nz) 128%(4%64)  128%(4%64) 128%(4*64) 128%(4*64) 128%(4%64)
J 0.031 0.031 0.031 0.031 0.031
Tinit -0.01 -0.01 -0.01 -0.01 -0.01

Tableau V.1 — Paramétres numériques et physiques de chaque simulation numérique.
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Remarque : Etant données les estimations effectuées sur les grandeurs physiques
des fluides considérés pour les simulations numériques, les nombres sans dimension
différent également.

La figure V.4 présente les amplitudes du défaut initial mesurées a différents temps
pour toutes les simulations décrites par le tableau V.1 et celle de Waddell et al..
Les amplitudes de I'IRT obtenues par nos simulations numériques se rapprochent
des résultats expérimentaux. Nous constatons également que la simulation RTTY
semble étre la plus proche de la configuration expérimentale. En effet la différence
maximale s’éleve a 16%. Nous retenons donc cette simulation pour discuter des

différences des résultats expérimentaux / numériques.
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Figure V.4 — Evolution de Pamplitude de 'IRT pour les résultats expérimentaux et les
simulations.
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Les figures V.5 a V.13 montrent les iso-valeurs de la concentration a différents
instants du développement de I'IRT, obtenus par Waddell et al. dans [2001] et ceux
donnés par la simulation RTTY.
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Figure V.5 — perturbation a tegp = 0.255 €t tgimq = 0.85.
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Figure V.6 — perturbation a teyp = 0.51 et tsim, = 1.153.
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Figure V.7 — perturbation a tegp = 0.765 et tgim, = 1.31.
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|

Figure V.11 — perturbation a tey, = 1.78 et tgim, = 2.38.
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Figure V.13 — perturbation a tey, = 2.296 et tgimq, = 2.89.

Les structures du développement de 'IRT présentées par la simulation RTTY
montrent les mémes caractéristiques que celles visualisées lors de ’expérience me-
née par Waddell et al. En effet, nous constatons que les enroulements débutent sur
la figure V.8 et produisent les structures en champignons bien connues. De plus,
nous observons également qu’au fur et a mesure que la simulation avance dans le
temps, le haut des champignons s’allonge considérablement. Cependant, la largeur
du pied du champignon est beaucoup plus faible que celui illustré par I'expérience.
Cette différence peut étre expliquée par les estimations envisagées pour atteindre une
configuration analogue au dispositif mis en place par Waddell et al. Tout d’abord, le
code de calcul AMENOPHIS considere un coefficient de viscosité dynamique de réfé-
rence constant et identique pour les deux fluides. L’expérience envisage un mélange
de deux fluides de viscosité différente, or ce coefficient peut influer sur la largeur
de cette base. Les fluides considérés dans l'expérience sont incompressibles, or la
version du code développée en approximation anélastique est quasi-incompressible,

la compressibilité dite statique n’est pas filtrée, et est maitrisée par le parametre de
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stratification. Cet aspect peut également expliquer le fait que dans les simulations,

I'IRT se développe moins vite.

3 Comparaison des simulations des versions com-

pressible et anélastique

Dans cette partie nous effectuons des comparaisons entre les résultats obtenus a
I'aide du code AMENOPHIS dans sa version compressible (déja validé) et sa ver-
sion anélastique (filtre les ondes acoustiques mais maintient de la stratification) pour
différentes valeurs de la contrainte CFL, C présent dans la relation III. 5. 25. La
configuration envisagée est standard et les caractéristiques numériques et physiques

sont données dans le tableau V.4.

parametres numériques parametres physiques

Ny Nz ) Tinig ST At Re Pr  Sc Yu =70 Zinf Zsup

128 4x64 0.031 1.107* 0.2 0.2 5000 0.71 0.71 5/3 -1.3 1.2

Tableau V.2 — Paramétres numériques et physiques de la simulation standard.

Nous comparons 1’évolution de différentes quantités physiques des résultats de
ces simulations. Le tableau V.3 détaille les différentes moyennes prises en compte.

La notation (@) correspond & la moyenne en z, ¢ la moyenne en y et {(¢) ne dépend

que du temps.



Chapitre V. Validation du code numérique pour I’approximation

126 anélastique
Figure Ezpression
Longueur de mélange 4(c(1—¢))
Fraction de mélange (c(1=1¢))/(c(1—-2c))
Energie cinétique moyennée en y z <u§ + uf/ + u§>

Anisotropie de ’énergie cinétique, moyennée en y z <u2) / (u2 +u2 + u2>

Rotationnel moyenné en y 2z (]rotﬂ' D
g 12

Divergence moyennée en y z <(divu) )

—1/2,,_
Variance de densité moyennée en y z (p")""/{p)

5o1/2

Variance de concentration moyennée en y z <c’ >
Variance relative de la pression moyennée en y z ((]ﬁ> - <]?>> / (}7>2
Variance de la pression moyenné en y z <]?> / <ﬁ>2

Divergence de I’écoulement moyen moyennée en y z <(divu)2>

Divergence des fluctuations moyennée en y =z <(divu”)2)
A
Dissipation moyennée en y 2 (p 0ij 87]>
L

Tableau V.3 — Liste des quantités moyennes calculées.

La constante C est déterminée de maniere empirique. C’est pourquoi, nous étu-
dions les différents résultats obtenus par la simulation du cas standard en faisant
varier cette constante. Ici nous tentons de comparer les résultats obtenus pour
C'=0.4,1.3,2.2 avec la version anélastique (AN) et C' = 0.4 en version compressible
(COMP). Dans le but de comparer les versions anélastique et compressible, nous

étudions les évolutions temporelles des différentes grandeurs physiques répertoriées
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dans le tableau V.3. L’évolution de la longueur de mélange en fonction du temps (cf.
V.14), montre que la valeur du parametre C a peu d’influence. Nous constatons éga-
lement une bonne concordance avec les résultats obtenus par la version COMP. Ces
conclusions sont confirmées par la figure V.15, qui nous donne 'allure de I’évolution
de la fraction de mélange (cf. tableau V.3). Jusqu’a un temps ¢ = 7, 'instabilité ne
s’est pas encore développée. Puis, 'amplitude augmente considérablement et reflete
le développement de la structure en champignon. La bulle de fluide léger envahit
le fluide lourd et un pic de fluide lourd remonte dans le fluide léger. Finalement, a

t ~ 17, I'amplitude sature car le champignon a atteint le fond de la boite.
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Figure V.14 — Evolution de la longueur de mélange pour différentes valeurs de C pour les
versions anélastique et compressible.
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Figure V.15 — Evolution de la fraction de mélange pour différentes valeurs de C pour les
versions anélastique et compressible.

Nous constatons que les courbes représentant 1’évolution de 1’énergie cinétique
moyennée, au cours du temps (figure V.16) montrent que la contrainte CFL ne
semble pas influer pour les trois valeurs considérées. Les profils de I'énergie cinétique
moyennée présentent un comportement similaire selon les versions compressible et
anélastique. Une fois que I'IRT se développe, les vitesses augmentent brusquement
lors de 'apparition de la structure en champignon. Finalement, lorsque le champi-

gnon atteint le fond de la boite I’énergie cinétique diminue fortement.
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Figure V.16 — Evolution de I’énergie cinétique moyennée en y z pour différentes valeurs
de C pour les versions anélastique et compressible.
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Concernant la vorticité, sa moyenne présente la méme allure dans les deux ver-
sions (cf. figure V.17). La vorticité permet d’apprécier ’enroulement des extrémités
du champignon. Dans un premier temps, I'IRT peine a se développer puisque la
perturbation initiale des vitesses est trés faible (1 x 107*). Puis le champignon com-
mence a se développer et tres rapidement la vorticité augmente considérablement
pour arriver a un maximum. L’IRT entame sa phase non-linéaire lorsque I’enrou-
lement de l'interface artificielle des deux fluides est de plus en plus prononcé. Une
fois que la vorticité a une valeur maximale, elle chute car le champignon a atteint le
fond de la boite.
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anelastique C=2.2
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0.5

Figure V.17 — Evolution du rotationnel moyenné en y z pour différentes valeurs de C
pour les versions anélastique et compressible.

La variance de la densité (cf. figure V.18) permet de caractériser la dispersion
de la distribution de cette derniere. On constate que les profils sont similaires d’une
version a l'autre, cela quelque soit la valeur de C. De méme la figure V.19 pré-
sente la variance de concentration moyennée. Une fois de plus on observe une bonne

corrélation entre la version anélastique et compressible.
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Figure V.18 — Evolution de la variance de densité moyennée en y z pour différentes valeurs
de C pour les versions anélastique et compressible.
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Figure V.19 — Evolution de la variance de concentration moyennée en y z pour différentes
valeurs de C pour les versions anélastique et compressible.

Les figures suivantes prennent en compte les fluctuations de pression et les pres-
sions totales. Nous observons que ces termes sont nettement supérieurs en version
anélastique. Cette constatation s’explique par la différence de I'expression de 1’équa-
tion d’état dans les deux versions. En effet, pour des fluides compressibles elle a pour
expression : P = (14+1ry —2 7y ¢) p T alors qu’en approximation anélastique elle
est représentée par la relation donnée dans le systeme 1. 4. 13 (version linéarisée de

la relation précédente).
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Figure V.20 — Evolution de la variance relative de la pression moyennée en y 2z pour

différentes valeurs de C pour les versions anélastique et compressible.
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Figure V.21 — Evolution de la variance de la pression moyenné en y z pour différentes
valeurs de C pour les versions anélastique et compressible.

L’écart de la dissipation (cf. figure V.22) dans les deux versions semblent plus

prononcé que les autres grandeurs physiques moyennées du développement de I'IRT.



Chapitre V. Validation du code numérique pour I’approximation
132 anélastique

30

25

20

15

Dissipation

10

anelastique C=0.4 ——
anelastique C=1.3
anelastique C=2.2

compregsible

0 5 10 15 20 25
Temps

Figure V.22 — Evolution de la dissipation moyennée en y z pour différentes valeurs de C
pour les versions anélastique et compressible.

La figure V.23 confirme bien qu’a partir de ¢ ~ 6, 'instabilité commence a se

développer pour atteindre le fond de la boite a t &~ 17.
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Figure V.23 — Evolution du champ de concentration pour la configuration standard.

Dans I’ensemble, nous constatons que les comportements du développement de
I'IRT sont identiques selon la valeur de la contrainte CFL considérée en option ané-
lastique. Cependant, nous remarquons une différence entre les versions anélastique
et compressible. Les effets des ondes acoustiques, présentes dans les fluides compres-
sibles, semblent atténuer le développement de I'IRT.

Le tableau V.4 résume les différentes caractéristiques des simulations, en particulier

celles des décompositions dynamiques (DD).
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Simulation RTTI RTTN RTTP RTTICF
C 0.4 1.3 2.2 0.4
Version AN AN AN COMP
Nombre de processeurs 16 16 16 16
Durée de simulation 3HO03 1H18  1H30 24H50
Nombre de cycles en temps 106399 35003 20420 1121428
Nombre de décompositions 209 221 371 1451
Durée totale de DD 0H30 0H26  0H30 0H49
Temps de DD/temps CPU total ~ 0.16 0.33 0.48 0.01
At moyen (10779) 2.4 7.1 12 0.22

Tableau V.4 — Parameétres numériques de la simulation standard.

Nous constatons un gain de temps spectaculaire entre les versions du code ané-
lastique et compressible, le temps de calcul passe de 24H50 en version compressible,
a 1H18 en version anélastique (C' = 1.3) . Le pas de temps beaucoup plus faible pour
des fluides compressibles explique ce gain (cf. figure V.24), en effet, le tableaux V.4
montre que le pas de temps moyen passe de 0.22 x 10~ (en version compressible) a
0.71 x 1072 (en version anélastique), soit un facteur ~ 30. Le filtre des ondes sonores
a ainsi permis d’augmenter le pas de temps moyen des simulations a l'aide de la
version anélastique du code AMENOPHIS. De plus, nous pouvons conclure sur la
valeur optimum de C. En effet, cette valeur se situe entre 1.3 et 2.2 car méme si le pas
de temps est plus élevé pour C' = 2.2, la simulation correspondant a cette contrainte
CFL présente beaucoup plus de remaillages (le maillage est audo-adaptatif) et donc
demande plus de temps. En effet, le processus d’adaptation comporte une phase

d’interpolation, qui induit des erreurs. Il faut donc limiter le nombre d’adaptations.
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Figure V.24 — Evolution du pas de temps pour différentes valeurs de C pour les versions
anélastique et compressible.

Ce chapitre nous a permis de valider les résultats de la version anélastique du
code AMENOPHIS. En comparant les résultats numériques a ceux obtenus expé-
rimentalement dans ’étude menée par Waddell et al., nous avons constaté un dé-
veloppement similaire de I'IRT. Cependant, les différences permettent d’envisager
un point d’amélioration qui consiste a prendre en compte une viscosité qui dépend
de la concentration dans le code AMENOPHIS. La version anélastique permettrait
aussi de prendre en compte des fluides incompressibles qui correspondrait a la li-
mite de stratification nulle de la version anélastique. De plus, nous avons mis en
évidence une légere différence dans les caractéristiques du développement de I'IRT
d’une version a l'autre qui s’interprete par ’absence d’ondes acoustiques. Il serait
donc intéressant de vérifier ce comportement en phase linéaire, en comparant des

études sur la stabilité linéaire en AN et pour des fluides compressibles.



Chapitre VI

Influence de la stratification

initiale des deux fluides

La particularité de cette version anélastique du code AMENOPHIS est qu’elle
permet de prendre en compte les effets de compressibilité statique dans le développe-
ment en négligeant les effets de la compressibilité dynamique. Il est donc intéressant
d’étudier les effets de la compressibilité statique en faisant varier le parametre de
stratification qui le représente. Ce chapitre est consacré a l'influence de la stratifi-

cation initiale des deux fluides.

1 Champ de densité a I’instant initial

Pour notre étude, nous considérons la configuration standard dont les caracté-
ristiques physiques et numériques sont données dans le tableau V.4. Nous faisons
varier la valeur parametre Sr (0.2, 1 et 2). Les figures VI.1 montrent la distribution
des masses volumiques a 1’équilibre hydrostatique. Nous remarquons que lorsque le
parametre de stratification est suffisamment important, le fluide léger devient plus

dense au fond de la boite que le fluide lourd situé au dessus.
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Figure VI.1 — Masse volumique de I’état hydrostatique pour differentes valeurs du para-
metre de stratification.

Méme si cette constatation parait surprenante, 'IRT peut se développer puisque
la condition nécessaire a l'apparition de 'IRT est la présence d’un saut de densité
au niveau de l'interface des deux fluides. La figure VI.2 présente la densité moyenne
en fonction de la hauteur z pour différentes valeurs du parametre de stratification,
a 'instant initial. Nous constatons bien le saut des masses volumiques au niveau de
'interface (qui reste identique quelque soit S, puisque le nombre d’Atwood reste

inchangé).

Densite

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Figure V1.2 — Densité moyenne & ¢t = 0 pour différentes valeurs de Sr.
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2 Etude du développement de 'IRT selon le pa-

rametre de stratification

Les figures VI.3-VI.8 permettent de présenter les évolutions de la concentration
et de la vorticité, au cours du temps, pour les trois stratifications initiales des deux
fluides. Le développement de I'IRT semble différent d’une stratification a ’autre.
En effet, lorsque Sr augmente la taille du champignon diminue. Cette constatation
est confirmée par la figure VI.10 pour les cas Sr = 0.2 et Sr = 1; la structure
se développe plus lentement lorsque la stratification augmente. Dans le chapitre 11,
I’analyse en modes normaux de la stabilité linéaire va dans ce sens car elle met en
évidence Deffet stabilisant de la stratification (cf. figure I1.1). La configuration Sr =
2 a un comportement particulier. En effet, nous constatons une zone de vorticité
intense, vers le fond de la boite (cf. figure VI.8) car le maximum est multiplié par 2.
Nous observons que 'IRT se développe de maniére analogue aux configurations de
faible stratification jusqu'un temps avoisinant ¢ = 11, cependant au dela de ce temps,
le champignon se réduit a une aiguille qui descend plus vite. Cette aiguille ne descend
plus par saut de masse volumique mais par inertie. De plus, cette configuration est
particuliere car le fluide lourd est descendu par I'IRT dans une région ou il y a
du fluide lourd (c¢f. figure VI.5) et présente ainsi un frein au développement de
I'IRT. Concernant le champ de vorticité, nous constatons qu’il s’étale beaucoup plus
sur la hauteur de la boite mais sa largeur est beaucoup plus faible que pour des

stratifications moins élevées.
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A Concenfraion

ﬂ

075
05
0%
I

0

() (b) (c) (d) (e) () ()
t=0 t=6 t=8 t=10  t=11  t=12 =13

Figure VI.3 — Evolution du champ de concentration pour Sr = 0.2.
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Figure VI.4 — Evolution du champ de concentration pour Sr = 1.
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Figure VI.5 — Evolution du champ de concentration pour Sr = 2.
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Figure VI.6 — Evolution du champ de vorticité pour Sr = 0.2.
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Figure V1.7 — Evolution du champ de vorticité pour Sr = 1.
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Figure VI.8 — Evolution du champ de vorticité pour Sr = 2.
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Figure VI.9 — Concentration et vorticité moyennes & 3 instants pour différentes valeurs de
Sr.

Les figures VI.9 présentent les profils des concentration et vorticité moyennées
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en y a différents temps de la simulation. Bien que les temps soient différents d’une
simulation a ’autre on constate néanmoins la tendance de 'instabilité a se déplacer

vers le fond de la boite, aussi bien en concentration qu’en vorticité.

Amplitude du defaut
e o L

,-"f Sr=02 —
02 s i Sr=1.
e Sr=2. e
0 .
0 2 4 6 8 10 12

Figure VI.10 — Evolution de amplitude du défaut initial pour différentes valeurs de Sr.

Bien que les structures des champignons soient différentes d’une stratification
a 'autre, les profils des grandeurs moyennées en y et z ne refletent pas vraiment
ce comportement. En effet, la figure VI.10 montre une évolution de l'amplitude du
défaut initial équivalente pour les trois valeurs de stratification considérées. Concer-
nant la longueur de mélange (cf. figure VI.11) et la fraction de mélange (cf. figure
VI.12), pour les valeurs de stratification Sr = 0.2 et Sr = 1, nous ne voyons pas de
différence en terme d’intégrale. De plus, pour Sr = 2, en fin de simulation elle semble
diminuer, ce qui ne représente pas le comportement observé, puisque le champignon
s’étale sur la hauteur de la boite. Cette constatation n’est pas contradictoire car ici

nous parlons de grandeurs moyennes.
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Figure VI.11 — Evolution de la longueur de mélange pour différentes valeurs de Sr.
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Figure VI.12 — Evolution de la fraction de mélange pour différentes valeurs de Sr.

La figure VI.13 permet d’apprécier I’évolution de 1’énergie cinétique moyennée
en y et z et nous constatons qu’elle est plus faible en fin de simulation lorsque la

stratification vaut 2.
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Figure VI.13 — Evolution de I’énergie cinétique moyennée en y et z pour différentes valeurs
de Sr.

En ce qui concerne ’évolution de I'anisotropie de I'énergie cinétique, moyennée
en y et z (¢f. figure VI.14), celle-ci est différente des 'initialisation et est plus élevée
pour Sr = 2. Cette observation est certainement due au choix d’initialisation des
champs de perturbations mentionnée plus haut dans le chapitre III (¢f. section 5.4).
Ceci nous conforte dans 1'idée d’initialiser les simulations en résolvant une équation
de Poisson, plutot que de considérer les fonctions propres obtenues par ’analyse de

la stabilité linéaire.
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Figure VI.14 — Evolution de Danisotropie de 1’énergie cinétique, moyennée en y z pour
différentes valeurs de Sr.
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La figure suivante montre qu’en terme d’intégrale, les champs de vorticité semble
identiques pour différentes valeurs de stratification bien que leurs structures soient

tres différentes lorsque Sr augmente.
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Figure VI.15 — Evolution du rotationnel moyenné en y z pour différentes valeurs de Sr.

L’évolution de la variance de la concentration (figure VI.16) semble similaire a

celui de I’énergie cinétique.
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Figure VI.16 — Evolution de la variance de concentration moyennée en y z pour différentes
valeurs de Sr.
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Figure VI.17 — Evolution de la divergence moyennée en y z pour différentes valeurs de
Sr.

La variance relative de la pression moyennée (VI.18) évolue tres différemment
d’'une configuration a 'autre particulierement en début de simulation. La encore
I'initialisation des simulations semble étre responsable de ces importantes différences

de profils.
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Figure VI.18 — Evolution de la variance de la pression moyenné en y z pour différentes
valeurs de Sr.

La figure VI.19 montre que la dissipation moyennée est plus faible lorsque la

stratification augmente.
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Figure VI.19 — Evolution de la dissipation moyennée en y z pour différentes valeurs de
Sr.

Le pas de temps moyen diminue lorsque la stratification augmente, comme le
montre la figure VI.20. Des simulations effectuées pour des fluides compressibles,
a l'aide de la version initiale du code AMENOPHIS, ont montré que le pas de
temps moyen augmentait avec la stratification car le pas de temps d’advection,
proportionnel & v/Sr pilote la simulation (Lafay (2007)). Etant donné que les ondes
acoustiques sont filtrées le pas de temps d’advection n’intervient plus dans la version
anélastique de AMENOPHIS.
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Figure VI.20 — Evolution du pas de temps pour différentes valeurs de Sr.
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Ce début d’étude de I'influence de la stratification initiale des deux fluides nous
a permis de mettre en évidence certains aspects du développement de I'IRT. Nous
constatons que les simulations mono-modes semblent donner des résultats différents
lorsque la stratification initiale des deux fluides devient de plus en plus importante.
Cette constatation mérite de lancer plus de simulations afin de se conforter sur les

comportements particuliers de ce type de configurations.
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Conclusion générale et

perspectives

L’objectif de ce travail de these est le développement d’une méthode numérique
pour les équations de Navier-Stokes en approximation anélastique, appliquée aux
instabilités de Rayleigh-Taylor. Des simulations numériques directes étaient effec-
tuées jusqu’au début de ce projet a 'aide du code AMENOPHIS, développé pour
des fluides miscibles, visqueux, compressibles et thermiquement conducteurs. Une
nouvelle option a été développée dans le but d’augmenter le pas de temps contraint
par la contrainte CFL, considérablement réduit par la présence d’ondes acoustiques.
Ces ondes acoustiques étant les principales responsables du cotiit élevé de la ré-
solution des équations completes de Navier-Stokes, il a donc fallu développer un
algorithme permettant la résolution des équations de Navier-Stokes dans le cadre de
I’approximation dite « anélastique », qui permet de filtrer ces ondes grace a un déve-
loppement asymptotique. Une fois ces équations de Navier-Stokes obtenues dans une
configuration Rayleigh-Taylor, en approximation anélastique, nous avons pu étudier
la stabilité numérique de l'instabilité de Rayleigh-Taylor dans le cadre de fluides
parfaits. En établissant la relation de dispersion, nous avons ainsi mis en évidence
leffet stabilisant de la stratification et déstabilisant du rapport des densités des
deux fluides. Finalement, I'étude la stabilité linéaire nous a permis de déterminer
les fonctions propres des vitesses verticale et horizontale et la pression retenue pour
I'initialisation des perturbations dans le code AMENOPHIS. Cette méthode d’initia-
lisation permet de rendre compatible les conditions initales en pression et en vitesse

assurant ainsi la contrainte imposée par la conservation de la masse (div(p®i) = 0).
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Cependant, il serait encore plus judicieux de résoudre un probéme de Poisson pour

I'initialisation des perturbations de pression.

L’implantation de l'option anélastique du code AMENOPHIS a demandé de
nombreuses modifications dans 'algorithme de résolution. En effet, la méthode de
résolution retenue pour cette approximation est la méthode d’Uzawa généralement
utilisée dans le cadre de fluides incompressibles. De plus la méthode de décom-
position de domaine appliquée a des équations a caractere elliptique, demande un
algorithme différent de celui utilisé pour des équations paraboliques (telles qu’elles
étaient considérées dans les versions précédentes). En outre, l'existence de modes
de pression parasite a nécessité une résolution particuliere pour le mode de Fourier
|K| =0.

L’étude du probleme de Stokes dans le cadre d'une configuration stratifiée (a
stratification constante) a permis de montrer que le probleme était elliptique et que
les spectres de l'opérateur de Stokes présentent des similitudes avec les résultats
analytiques. Nous avons également présenté les modes propres de Stokes de cette
méme configuration. Les modes propres de I'instabilité de Rayleigh-Taylor classique

mériteraient certainement d’étre analysés.

Une fois le développement du code terminé, la validation reste une étape im-
portante avant une étude paramétrique des résultats numériques. Les algorithmes
et 'implantation dans le code AMENOPHIS sont validés par les comparaisons de
I'opérateur d’Uzawa développé en Fortran et a I'aide de Mathematica. De plus des
résultats numériques ont été comparés a une expérience avec des fluides incompres-
sibles. Finalement, une étude des solutions numériques obtenues avec les options
anélastique et compressible a été menée. La comparaison des résultats numériques
obtenus par la version anélastique de AMENOPHIS & ceux obtenus expérimentale-
ment dans 1’étude menée par Waddell et al. a révélé un développement similaire de
I'instabilité de Rayleigh-Taylor. Nous avons également mis en évidence une légere
différence dans les caractéristiques du développement de l'instabilité de Rayleigh-
Taylor en comparant les simulations effectuées avec la version anélastique et com-
pressible, qui serait due au filtrage des ondes acoustiques dans la version anélastique.
Cette constatation nous incite a vérifier ces différents comportements en phase li-
néaire. De plus, le pas de temps moyen passe de 0.22x 10~* (en version compressible)

40.71 x 1073 (en version anélastique), pour un exemple de solution mono-mode, soit
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un facteur ~ 32; ce qui satisfait aux attentes de ces travaux de these.

Finalement, I’abandon de la compressibilité dynamique (liée a I’équation d’état),
nous incite a étudier le comportement de I'instabilité de Rayleigh-Taylor en faisant
varier le parametre de stratification (Sr) représentatif de la compressibilité statique.
Le développement de I'instabilité de Rayleigh-Taylor semble différent d’une strati-
fication a l'autre. Cette constatation mérite d’étudier plus de simulations afin de se
conforter sur les comportements particuliers de ce type de configurations.

Ces différents résultats numériques présentés ne sont considérés qu’en 2D. Ce-
pendant, la version anélastique a été développée en 3D. A l'issu de ce travail, il est
envisageable de simuler des couches de mélange turbulentes issues des instabilités
de Rayleigh-Taylor dans I'approximation anélastique, avec des délais de traitements
considérablement réduits et acceptables, par rapport a ceux obtenus avec les équa-
tions de Navier-Stokes completes.

L’étape de validation permet également d’élargir des perspectives d’évolution du
code AMENOPHIS. Les différences des résultats numériques et expérimentaux nous
encouragent a envisager un point d’amélioration qui consiste a prendre en compte
une viscosité qui dépend de la concentration. La version anélastique permettrait éga-
lement de prendre en compte des configurations non-stratifiées qui correspondraient

a la limite de stratification nulle de la version anélastique.
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Annexe A : Indice adiabatique du

mélange

L’indice adiabatique du mélange s’écrit :

’y: C«v'

En exprimant les capacités calorifiques du mélange a 'aide des capacités calorifiques

de chaque gaz, cette relation devient :

_CCpH+(1—C)CpL
fy_CCUH—I—(l—C)CvL'

La capacité calorifique a pression constante de chaque constituant peut s’écrire en

fonction de la capacité calorifique a volume constant du méme constituant :

_c {CUH“F%]-FG—C) [CUL"F%}
T CCUH+(1—C)CUL ’

En utilisant la relation : C, ; = , cette derniere relation se réécrit :

c {¢—|—i} +(1—¢) {L—i—i
N = (yu—1)Myg RMH (’YLR*DML M,
¢ (vu—1)Mpy + (1 o C) (yvo—-1)Mp,
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soit, en simplifiant :

_ e = DMpys + (1= o) (yu — YMp
c(vp = OM,+ (1 —c)(yy — )My

(v —1) = (v —1) My — Mg
(va—1)+ (v —1)

Si on pose I' = , alors, v peut s’écrire :

’}/(C): C(l—F)(l—TM)’VH‘i—(l—c)(1+r)(1+rM),yL
c(I-T)(1—ra) +(1—c) (1 +T) (1 +ry)

Nous pouvons définir un ~ de référence. Pour cela, nous définissons une concentration

de référence ¢, = (1 — A;)/2, et ryy = A; U'indice adiabatique s’écrit :

(1-D)1—A) v+ (1 +D)(1+4)
(1-T)(1+A)P+0Q+D)(1+4)°

r
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Annexe B : Adimensionnement

des équations de Navier-Stokes
dans le cadre de AN

A Redimensionnement des équations de Navier
Stokes dans le cadre de ’AN

A.1 Etat hydrostatique

La premiere équation du systeme II. 4. 10, provenant de I’équation de conserva-

tion de la quantité de mouvement peut se réécrire :

L dpo _ _gLr PO
prRT,. dz} RT, p,

i3

Ce systeme devient apres simplification :

dp” _ gpw)*
dx} Pr

De méme la relation algébrique provenant de la loi d’état se redimensionne comme :

(0)* ) p(0)*
p _ P . (0)
,OTRTT = o TT (1 + rp QTM C ) y
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cadre de PAN

S0it :
PO = —R p O TO" (1 +ry —2ry c(o)>.

Et finalement la derniere équation de I’état hydrostatique se réécrit :

A.2 Etat dynamique

La contrainte déduite de I’équation de continuité du systeme II. 4. 11 redimen-
sionnée s’écrit : .

0 (p(o)*ugl) )

ox;

7

=0.

L’équation dérivée de la conservation de la quantité de mouvement devient :

1) ) (1)”
LT’ p(o)* dul _ Lr ap + ,U/LT 802] _ gLT p(l)*(SZS
pr U? dt* pr RT, Ox; — pU? Ox} RT,p, ’
soit,
* « 1)*
(0)*@ _ Uy op T ,uao-z(j) _ gU? D75
dit* RT, Ox} ort  RT, "

On obtient ainsi :

cdufY” 0 o 00 .
i _ Va2 pD) 9% _ V2o 5.
P o (v Ma? pV7) + 4 oa; Y (v Map™") b

Penchons nous sur I’équation différentielle obtenue par la conservation de I’éner-

gie, en la réadimensionnant, elle devient :

* 1)* * *
L p0 d(T) g, S0 ke 0ut)
or T Up (v — 1) dt* prRT,.U, o p U3 Oz}
kL . L . dT©"
n r AT 2o, ()
(v — p, Gy U, T, o U T, U g
e O p()* 4 ) Lebv g _
T P e ) o “ 030
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En multipliant par ~,Ma?, cette relation devient :

2r(1)* . .
p(o)*d <%Ma T ) _ _i (7 Man(l)*) auj(l) i (e — 1)0(1)*5ui(1)
dt c, \r o R 77 on
()"
LN oy _ Y ¥rMa” gy ) dT
oo (- Ma?T™)") G Oy =

Yy YrMa? . . . « d.CY 9%c*
L (PO T 4 pr 7O B

Finalement, I’équation d’état se réécrit :

P pr 0 2ry (e = dO)
207 O 7O T T g — 20y €O

Désormais, il nous faut réécrire ces équations a I’aide d’un nouvel adimensionnement.

B Nouvel adimensionnement des équations de Navier-

Stokes

On utilise les mémes grandeurs caractéristiques que précédemment, a I’exception
de la relation U, = \/97[/ L’équation de conservation de la quantité de mouvement
et d’évolution de I’énergie requierent notre attention. Concernant 1’état dynamique,
la contrainte provenant de I’équation de continuité et 1’équation d’état restent in-
changées. Seules les équations de quantité de mouvement et d’énergie sont a adi-

mensionner de nouveau : ’équation de quantité de mouvement se réécrit :

du! RT, 0 VoL 9oV
dU — _ _ pritdy 2.(1) , MVJY ij 2 )6,
prop — = T i Ay T e (L (v Ma? pV) b,
soit :
dulV 1 0 1 9oV
o _ Moo B (o M o) G
ST 5o, (rMaP) + o oz, (M p0) 8z
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Finalement, la conservation de I’énergie devient :

RT, ou; M (7, — Vg qyout”
Ma2TW) = _Pr Ma? j r (1) 9Y;
T 7" dt (OrMa™T) = == L Or M’ R i T

KT, L AT
A(v, M 2p(1) r M 2 (1) C, (1)
o1z (v Ma"T") — o fgLTr(v a”p?)Cou ™ —
L d.C, 0%c
b O 2T M2y TO) %t p
JaIT, (0 (1 Ma*TD) + (7. Map")TO) FONEAr
L, 0

(o= Gy tr21a7) 32

+pT\/gLTT 87%

soit :

1
Yo (Y — 1) Ma? (1) aug- )

p(O)cCilt (%MaQT(l)) = (3 —1) (fy,,Man(l)) Ou; M N

Ox; Re i 0x;
S A( Ma2T(1)> — (v, Ma*pM)Cyu dT(O)
d.C 0?c

B N()) 2rp(1) 2 () p(0)) Zev

(p (v Ma"TY) + (v, Ma*p)T ) 0 Bcﬁxjaxj

(v—1) 0 2p(1) dc

— — Ma*T
Sc Re Oz, (Cor = Chr) (3 Ma ) 81‘]

Par souci de simplification on remplace les grandeurs . Ma?¢") par ¢ sauf
pour les vitesses. Les équations de Navier-Stokes en AN deviennent avec ce nouvel

adimensionnement :
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2 )

1

— = _ 5,
P Sr Ox; + Re Oz p(o)p 3

_ Lo [T 2 (e—c?) T
TO 147y —2ry O

dT®
O Y (O L )
pIC,—— = (P01 4 pOTO)

d.C, B &
p  Sc Re Ox;0x;

dr®  (y,—1) 0 de
_ D 1) r _ (1 ¢
P Cous dz + Sc Re Ox; <(CP’H Cpr) T 8xj>

o . (y, — 1) (l)au.(l) . u.M
O AT MUy m 9
+R6PT’ i Re Y 0z; (o P oz’
(0)dc B d*c
P = )
dt Sc Re O0x;0x;
PO M TO o (e — )

PO = 50 T TO T Ty = 2ra dO
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Annexe C : Inversion partielle

L’inversion des matrices se fait par diagonalisation . Soit, {);} l'ensemble des
valeurs propres d’une matrice M et P! celle qui la diagonalise, M et P sont reliés
par la relation :

D=P'MP

Ou D représente la matrice diagonale. Les lignes de P™! sont les vecteurs propres a
gauche de la matrice M et les colonnes de P sont ses vecteurs propres a droite. M

peut se réécrire sous la forme :
M=PDP"
Ainsi, 'inverse de la matrice M a pour expression :
M*t'=pPD' P

Une matrice M ™! est Iinverse partiel d'une matrice M si elle vérifie les relations

d’identité partielle :
Mﬁl.M — ]-]\4—1.]\/[,]\4-.]\4'71 — IA/\/[_]\J—l7

ol les matrices Ip;-1 s et Iy -1 ont leurs valeurs propres égales a 0 ou 1. Concrete-
ment, pour un opérateur présentant des dérivées secondes, cela revient a perdre une
partie constante, et une partie linéaire de la fonction de départ. Ces matrices pré-
sentent ainsi une infinité d’inverses partielles. Dans notre étude, nous considérons

I'inverse partielle canonique qui est relativement simple d’un point de vue numé-

161



Annexe C : Inversion partielle

rique. En effet, la matrice diagonale définie plus haut D! est constituée des valeurs
propres inverses lorsqu’elles sont non nulles, est de 0 lorsqu’elles sont nulles (cf.

Labrosse (2011)).
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Annexe D : Expressions des

opérateurs d’Uzawa et
d’Helmbholtz

Equation pour la pression :

=Frr — - 17 - )
‘K‘ M Hy IlL_ (D—FLpl]I) H, Il (D_ A, W Pr.n

prod3u

Cu3 P(O) H) =(s

prod2w

operateur__pression__uzawa

_Zw + EUw - (E_{' Lglﬂ) Hw_jl (Sw k.h 1 + gcﬁ w k,h I>

sp3

sourcep3

~

B, |K| 2 1o _ &
—¢M Hy Lpll H, (Sw kh 1+ Set w kb 1)

3 A,

spl

sourcepl

— | K| MHU_Il (gU Eh I+ gcz U kh 1)

sp2

sourcep?2
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Annexe D : Expressions des opérateurs d’Uzawa et d’Helmholtz

* Equation pour la vitesse w :

= (s . Cuz P 1\ () 1 (F %
w]({?,;LI =—H, 11 (D— A, Wl Pep+ Hu 11 (Sw kh I+ St w kb 1)

operateur__w__uzawa

sourcew

* Equation pour la vitesse u :

7(s — Bu — — Cu3 /)(0) =(s)
Ul(g}zl = Hy 11|K‘ l—g 1 Lﬂll H, 11 (D— Pl Wﬂ +1 Dk,

L

operateur__u__ uzawa

By |K]| s

+ S A Hy 7} L;1[ H, 7 (Sw kh I+ Set w kb 1) +Hy 7 (§U kh 1T Ser v kb I)

spl2 sourceu2

sourceul

sourceu
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Annexe E : Modes propres de
Stokes en approximation
anélastique dans un canal plan
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Abstract The anelastic Stokes eigenmodes are computed for a fluid confined, in presence
of gravity, between two horizontally infinite plates. These eigenmodes are described by one
horizontal wave number k. The eigenvalues A(k?) are proved to be all negative. They depend
monotonically upon k, behaving like k? for very large k.

Two particular values of k are considered, i.e., k =27 and k = 0, and the stratification
parameter of the equilibrium state is taken between O (incompressible approximation) and
10 (upper limit of the anelastic configuration). The k = 27 eigenvalue problem is solved
numerically while the k = 0 is solved both numerically and analytically. Two physical con-
figurations are analyzed, one with no-slip boundary conditions imposed on both horizontal
walls, and one with no-stress, while imposing no flow through these boundaries in both
cases. The main results are: (1) the smaller the stratification, the larger the decay rate, (i1) the
eigenmodes are localized in the lower part of the channel, their vertical extension increasing
with the eigenmode spatial frequency, (iii) the Neumann eigenmode decay rates are smaller
than their Dirichlet counterparts, except for k = 0, where it is just the reverse, (iv) a general
trend seems to emerge from the present study, regarding the way the numerical eigenvalues
of an elliptic operator compare with the analytical ones, viz., the numerical spectrum over-
estimates (in absolute value) the analytical spectrum, slightly in the low frequency part of
the spectrum and more and more strongly in the upper part.
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1 Introduction

This paper is devoted to the determination of the eigenspace of the Stokes problem formu-
lated within the anelastic-approximation framework.
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It is well-known that the complete Navier-Stokes equations describe the evolution of the
three basic Kovdsznay modes, i.e., the vorticity, entropic and acoustic modes, [6]. However,
in many flows, the acoustics carries very little energy and no particular information and
thus, it may be neglected. This leads to the so-called “low Mach number” family of approx-
imations. Among them, the “anelastic” approximation has been first establish by Gough,
[8], and since then, widely used by astrophysicists, for the simulation of thermal convec-
tion. This approximation filters out the acoustic mode but keeps the vorticity and entropic
modes. In particular, it allows us to retain the stratification of the initial equilibrium rest
state. It generalizes the Boussinesq approximation by considering now that it is the momen-
tum field, i.e., the product of a constant nonuniform density by the velocity, and not the
velocity itself, which is solenoidal.

This work is developed in the context of the Rayleigh-Taylor (RT) instability, the RT
flow being the potentially unstable superposition of a heavy fluid above a lighter one in a
constant acceleration field. Each layer, the heavy and lighter ones, is stably stratified. Such
an instability is present and plays a prominent role, for example, in inertial-confinement
fusion and in supernovae explosion in astrophysics. Most of the RT numerical simulations
have been carried out either within the framework of the Boussinesq approximation, i.e.,
with an incompressible flow settled in an unstratified layer, or with the complete Navier-
Stokes equations, [1, 2]. These approaches suffer from major drawbacks. First, the physics
involved in the Boussinesq model may be limited and, second, the presence of acoustic
waves strongly reduces the time step and slows down the numerical simulations. Between
these two limits, the anelastic approximation offers a good trade-off. In this study, the fluid
temperature is constant and uniform, which will bring illustrations of the differences one
can have between the incompressible and the anelastic physics of the Stokes modes.

This paper is totally dedicated to the Stokes part of the anelastic Navier-Stokes problem,
i.e., the problem one obtains by dropping the inertia term (v - %)V. The object is to settle and
to verify the ellipticity of the anelastic approximation and to compute the spectrum of the
associated Stokes operator.

Why to pay such an attention to this linear problem? The answer is two-fold. There is
first a practical issue. The eigenvalues of this operator are shown to be all real and negative
(apart from one zero eigenvalue in the no-stress case), meaning that the solution dies out as
time goes on if there is no sustained source. This result is essential, since it is related to the
stability properties of the numerical approximation. But more important is the fundamental
insight one can get from this analysis. Any solution to the full unsteady Navier-Stokes prob-
lem can be decomposed into an “inhomogeneous” part, viz., the particular solution of the
inhomogeneous differential system which satisfies the inhomogeneous boundary conditions,
plus a remaining “homogeneous” part which can be expanded into the Stokes eigenmodes.
In particular, the time fluctuating part of a turbulent Navier-Stokes solution constitutes a part
of this latter component of the solution, and the Stokes eigenmodes supply the natural basis
for analyzing it. The Stokes eigenmodes open thus the access to the Navier-Stokes dynam-
ics. It turns out that the anelastic Stokes eigenmodes which are computed in this paper are
related to the latest phase of the RT dynamics. To understand this comment, let us observe
Fig. 1 which gives the density profile horizontal averages at selected times in the evolution of
the instability. One recognizes at the first times the superposition of the two stably stratified
layers with a jump in density which smooths down as times goes on. At large enough times,
for ¢ larger than 8 according to this figure, the whole density profile tends to get monotonic,
leading, little by little, to an exponentially stable stratified layer. This is precisely the model
adopted for the anelastic Stokes eigenmodes.
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Fig. 1 Density profile horizontal >
averages, as function of the

vertical position z, at five 1.8
different dimensionless times,
from a RT numerical simulation 1.6
carried out with the complete
Navier-Stokes equations [11]. 14

The initial density profile is an
unstable stack of two stable
exponential profiles of the type
given by Eq. (2), with S, = 8 and
4.8 for the heavy and light fluids, 08
respectively. The initial density

1.2

1

jump around z = 0 is smoothed 0.6
down within the turbulent mixing

layer that develops as time goes 0.4
on

02 1 1 1
-02 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2

The incompressible Stokes eigenmodes have been computed in the square and in the
cube, [13, 14]. They have their own, and interesting, dynamics. In particular it was estab-
lished that the velocity vector potential ¥ is proportional to the vorticity @ in the bulk region
of each eigenmode on account of the harmonic nature of the dynamical pressure. We will see
that the dynamical pressure is no longer harmonic in the anelastic model, which implies that
this (¥, @) relationship is not satisfied by the anelastic Stokes eigenmodes. This is the first
difference between the incompressible and anelastic physics. It will be documented later in
this paper.

2 Physical Configuration

The one-fluid model of the RT instability is considered. The fluid is of infinite thermal
diffusivity, and therefore isothermal at temperature 7y, its density p being related to the
pressure P by the perfect-gas law, i.e.,

P=pRT, (D

where R is the perfect-gas constant evaluated per molar mass. The fluid is confined, in
presence of the gravity g = —g €., between two infinite horizontal plates separated by the
distance 2H as sketched in Fig. 2. An hydrostatic state is allowed to exist in this configu-
ration. Its pressure and density fields, po(z) and py(z), are related through V py = po(z2) 8.
Adopting H as length scale one gets a dimensionless relation, i.e., %0 = —S, po €., wherein
S, is the (positive) stratification parameter defined by

gH
"~ RT,’

The rest-state dimensionless density and pressure fields are therefore endowed with an
exponential vertical stratification, according to

po(z) = po(z) =e =, 2)

The limit where S, = 0 corresponds to an incompressible flow in infinite channel (see
[14, 17] for example), while the value S, = 10 is considered as an upper bound for the

S,
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Fig. 2 (x, z) cross-section of the Lo
horizontally infinite channel N

oy

anelastic approximation of a configuration where acoustic waves start being of significant
importance. In Fig. 1 the approximately exponential density profile at t = 8 corresponds to
S, >~ 3.5 in the turbulent mixing layer. The incompressible (S, = 0) Stokes eigenmodes in
infinite channel are revisited in Appendix C. They are used in this study as reference data
for validating the eigenvalue solvers designed for the case where S, # 0.

The physical problem under consideration is (x, y, z)-three-dimensional. However there
is no preferred direction in the (x, y)-horizontal plane, which allows us to treat this config-
uration as being two-dimensional in the (x, z) vertical plane as shown in Fig. 2. As a con-

sequence, only one horizontal wave number is considered, i.e., k = /k2 + k%, and the fluid

velocity has only two components defined by V= u(x, z, 1) &, + w(x, z, 1) €., €, and €, being
the unit vectors in the x and z directions.

3 Governing Equations
3.1 The Inhomogeneous Problem

The Stokes flow is considered in the framework of the anelastic approximation. The starting
version of the dimensional momentum balance equation reads

a N - >~ 1—) - N ~ -
E(pv):—VP-i—,u(Vzv—i— §V(V~V)) —pge,+pf, VxandVze]|—-1,1[, (3)

where u is the dynamical viscosity, P and p are the total pressure and density, and fisa pos-
sible external source of acceleration. This term may contain the inertial contribution (v- V)V
leading thus to the Navier-Stokes formulation of the momentum balance equation (3). This
equation is completed by the equation of state (1) together with the mass balance equation
written down in the anelastic approximation, i.e.,

V.-(pv)=0, VxandVze[-1,1]. ()

The following scales are introduced: p for density, H and v = 5%2 for length and time,

V= % for the velocity and IT = p V? for the pressure. This leads to the dimensionless
version of the state equation (1),

RT,

P:,Ow,

)
and of the momentum balance,

. > . I 5
EwW=—W+&%W+V%+§WVNHmﬂ VxandVze]l—1,1[, (6)
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wherein the term S, e, P comes from the buoyancy part, p g, expressed in terms of the
pressure by using (5). Equation (4) is just considered now in its dimensionless meaning.

Equation (6) contains the hydrostatic equation which leads to (2). We can therefore sub-
tract from this Eq. (6) the hydrostatic part of the pressure and density fields and retain only
the dynamical pressure field, p. The dynamical part of the density, p — pg, only contributes
in p v. It thus feeds an higher order of approximation. The anelastic dimensionless formula-
tion of the momentum and mass balance equations then reads

0 . - - s, 1o o0 -
(00 @F) =~(V+8,&)p + VT4 V(-9 +pf. VxandVzel-LIL (7)

and
V- (po(z)¥) =0, VxandVzel[-1,1]. (8)
The anelastic continuity constraint (8) leads to introduce a vector potential i]} such that
po(D)V=V X ¥. ©)

In a plane-flow configuration this vector potential reduces to a one-component vector, nor-
mal to the plane of the flow, i.e., ¥ = ¥ (x, z,1) éy, ¥ (x, z,t) being the anelastic stream
function. The relation (9) then supplies

po(Z)u=—% and ,Oo(Z)w=%- (10)
0z ax

3.2 The Eigenproblem

The present study deals with the determination of the associated eigenmodes, the anelastic
Stokes eigenmodes, of velocity V and pressure p, such that % = AV, therefore corresponding

tof=0in (7) and verifying thus
- d A =9 > 1 > = -
Apo()V=—(V+S,&)p+V*V+ §V(V V), VxandVze]—1,1], (11)
together with (8) now expressed in a way which will turn out to be very useful, namely,
V.-y=S,w, VxandVze[-1,1]. (12)

Two cases of dimensionless boundary conditions are imposed at z = £ 1. Both are of no flow
through the top and bottom boundaries of the channel, viz.,

w(z==x1)=0, Vx, (13)

with either no-slip condition in Case (D), viz.,

u(z==+1)=0, Vx, (14)
or no-stress in Case (N), i.e.,
ou
Ml o, v (15)
02 | =

These (v, p) eigenmodes are to be determined, together with the eigenvalues A. In
the adopted physical configuration they are periodic, of real horizontal wave-number k.
We can therefore introduce a normal-mode factorization which reads
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u(x,z,t) u(z)
w(x,z,1) {D(Z) ik x+At
— N ik x , 16
p(x,z,1) p(2) (16)
Yx.z.1) ¥ (2)
where the amplitudes o(z), @ = u, w, p, ¥, may be complex. By (10) one then has
~ dyr N s
po(z)u(z)=—d—Z and  po(z) w(z) =ik (2). (17)
The factorization (16) also allows us to give the relation (12) the following writing,
. dw ~
iku+—=S,w, Vzel[-1,1], (18)
dz
and the boundary conditions (13) through (15) read now, for Case (D) first,
Hz=+1)=0=w(z==%1), (19)
and, second, for Case (N),
du ~
diul 0 B=+1). (20)
dz |, i

The Sect. 4 shows that the eigenvalues A are negative: the anelastic Stokes problem is ellip-
tic.

3.3 The k =0 Case

The case where k = 0 requires a bit of attention. It corresponds to a flow which only depends
upon the vertical coordinate, z. By (8) which leads to ;—Z(,oo (z) w) = 0, and owing to the
boundary condition (13), one sees that the velocity is purely horizontal, with

Vv=u(z,t)é, =1(z)e" é,. 21)

This flow is of Poiseuille type, and, as in the incompressible Poiseuille case, the constraint
(8) does not lead to any information on the pressure since this equation is automatically satis-
fied. This means that, in the present configuration, the departure to the hydrostatic pressure,
p, cancels, i.e., p = 0 is the physically realistic solution of the momentum balance equation
(11) vertical component wherein w cancels. This leads to the Poiseuille-type problem,
- d*u
dz

completed with the left parts of the boundary conditions (19) or (20). In fact it is a Sturm-
Liouville-type problem whose eigenvalues are negative, [18], except the zero eigenvalue
for the Case (N) problem. Ordering them such that 0 > A; > A, > --- > A, they verify the
asymptotic limit

n? 1 S?

Iim — =

- 23
n—00 A, 2 16 sinh(S, /2) 23)

This limit does not depend upon the boundary conditions. The eigenvalue problem
(22) may be brought into a Bessel-type equation with the change of variable y =
2V exp (—S; z/2)/S,. Equation (22) then writes in terms of #(y) according to

via"+yi' —y*ia=0, (24)
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where the prime denotes the differentiation with respect to y. The solution to (24) is
u(y) = cy Bessell(0, y) + 2 ¢; BesselK (0, y), (25)

where Bessell and BesselK are the modified Bessel functions and c; ; are two integration
constants. Application of the boundary conditions, (19) or (20), leads to an homogeneous
system of two algebraic equations, where the eigenvalue A is a parameter. The zeroes of the
main determinant of this system are the sought eigenvalues. The solution of the eigenvalue
problem (22), i, may then be written down. The results are commented in Sect. 6.3.

4 Ellipticity of the Anelastic Stokes Problem

It can be shown that the problem (11)—(15) is elliptic, with A < O: the associated flow ex-
ponentially damps in time in absence of any sustaining source. Let us introduce the energy
integral f( @) Po(2) v2d$2 computed over any open domain 2 wherein the momentum (11)
and mass (12) balance equations are imposed, the closure d£2 being made of the physical
boundaries where conditions are imposed. This refers to a more general configuration than
the infinite channel considered hereafter for computing the A’s. In particular the forthcoming
analytic treatment holds for a 3D flow, withv=u €, +v éy + w €,, occurring in the stratified
density field py(z). By (11) one has

k(/ po(zﬁzdﬂ) =—/ (V-Vp +Swp)dR
@) ()

+/ V-%ZVdQJrl/ V-V(V-V)dS2. (26)
@ 3J
The terms of the right-hand side can be transformed into boundary integrals. Using (12)
together with the Green-Ostrogradski theorem gives the first term in the right-hand side the
following writing,

/V-%pd[)z pV-ﬁdS—S,/ wpdS2,
(£2) (0£2) (£2)

where ndS is the infinitesimal surface element vector of 32, normal to 92 and pointing
outwards from the domain 2. For each of both other terms one also gets

/ V-VNIQ = Z (/ .(%.)-ﬁdS—/ (%.)zdfz)
2) (082) (£2)

o=u,v,w

and

/ V-V(V-WdR=| (V-$)V-hdS— | (V-¥)?de.

(£2) (082) (£2)

The boundary contributions vanish if v - fi = 0 together with either v -t =0 or % V-9 =0
where t is the unit vector tangent to d£2. When these boundary conditions are satisfied,

which is the case of the boundary conditions adopted for the infinite channel, then (26)
leads to

1 > -
A / 0 (z)32d52> =— | (V-V)?d2 — (Vo) ds2.
(m) ’ 3Jw Z

o=u,v,w £2)

Negative real eigenvalues A are therefore expected and the problem (11) through (15) is
elliptic.

It is worth noticing that this ellipticity property is directly associated with the presence
of the pressure term coming from the buoyancy.
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5 Velocity-Pressure Uncoupling

This section considers only the case where the wave number k and the pressure p are there-
fore not zero.

5.1 Equations for the Velocity

Uncoupling the velocity components and the pressure from (11) and (8) is made easy by the
relation (12). Using indeed (12) and writing down the vertical component of (11) allow us
to get a first equation in p and w, viz.,

Apo(z) w=— 8——|—Sr p+V w+?a—, VxandVze]—1,1]. 27)
Z Z

Applying the operator V- on the relation (11) and using (8) together with again (12) lead to
a second relation in p and w,

= a 4 -
<V2+Sra—>p:§SrV2w, VxandVze]—1,1[. (28)
Z

It is then straightforward to eliminate the pressure from both relations (27) and (28) for
obtaining an equation in w. Its first expression reads

R 3 R d\/=, S, 0 48, ¢ 3
AM VS, — = (VP+S,— |[V?+=— S,
( + az>p0(Z)w [( + 8z>( 3 az) 3 < + az)]

After some manipulations, it simplifies according to

- d - 482, SE @2
k(VZ-I-Sra—)po(z)w:[(Vz)z—Trvz—i- 3 3.2 :|w, VxandVze]—1,1[.
< <

Taking now the normal-mode factorization (16) into account yields an ordinary differential
problem in z,

A d2+S d — k%) po(z) W
w
dz? dz ol

d d? 4
= [d—4 — (2k2+82)d 5 +k2<k2+ 382)]10, Vzel-11[

One more step is needed to reach the last version of the eigenvalue problem to be solved for
A and for the associated eigenmodes w(z). Using the expression (2) for po(z) leads to

d? d
)»PO(Z)< - S,— —k2>
"dz

d4
- C-ee s +k2<k2+ ] R SRS

This relation (29) gives the differential part of the eigenproblem to be solved. Notice that
this relation indicates that the eigenvalues behave like k> as k goes to infinity.

Associating the boundary conditions (19) and (20) while using (18) supplies the four
boundary conditions on w which are requested for solving (29). They read, in Case (D),

dw
dz

=0=w(z ==l), (30)

z==1
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and, in Case (N),

d? S d\ - -
Observe that the presence of the density exponential stratification (S, # 0 in (2)) in the rest
state prevents the flow from enjoying any z-symmetry property, whereas, in both Cases, (D)
and (N), when S, vanishes, S, = 0, the Stokes eigenmodes become of incompressible nature,
and are either z-symmetric or z-anti-symmetric. With S, = 0 the differential equation (29)
reduces to the well known relation, viz.,

z=%1

2 N\~ [(d L\

Only the Case (N) boundary conditions (31) are modified when S, cancels. They read here
d*w -
i =0=1w(z==l). (33)
d22 z==%1

The S, = 0 Case (D) Stokes problem, i.e., (32) and (30), is treated in [14, 17]. The Cases
(D) and (N) Stokes eigenvalues are given in Appendix C.

Knowing the velocity vertical component w(z) leads straightforwardly to the horizontal
component #(z) by making use of (18).

From Sect. 4, and consulting the eigenvalue problem (29) posed in w together with the
pressure equation (28), one can infer that the eigenmode vertical velocity component and the
pressure amplitudes, (w, p), are real functions of z. As a consequence, by (17) and (18), the
fields u(z) and fﬂ(z) are purely imaginary. We therefore introduce the real stream function
¥ (z) such that

V(@ =—i¥@ and py(2) W) =k¥ (). (34)
5.2 Equations for Determining the Pressure

Having determined the velocity component w(z) of the eigenmodes provides a right-hand
side to the pressure equation (28). But we cannot solve it for the pressure because this field is
deprived of any boundary condition. We will then proceed as with the Projection-Diffusion
method, [3]. It leads to introduce a quasi-Poisson operator, here a quasi-% operator in this

x-periodic configuration, which is invertible without boundary condition. The steps are here
described in the continuous realm, the numerical implementation being exposed later on, in
Appendix A.

We start from (11) recasted as follows in order to introduce an acceleration field a,

- = - 1_) d - - = A
Apo(z)V— Vv — ng-v) =a=—(V+S&)p, VxandVze]—1,1[. (39)

The right part of (35) is an (a, p) Darcy-type problem which can be solved if V - ais known
and with normal boundary conditions imposed on a. Let us give the details regarding both
these points.

One has, first, V.3 by taking the left-hand side of (35) as a definition of a. Using (12) it
simply reads

-

. 4. -
V-a:—gS,VZw, Vx and Vz € [—1, 1],
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that is, in terms of the amplitudes introduced in (16),

.. da, 4o (4> S\~
lkax + d_z :—gSr(d_Z2 —k )w, Vz e [_1’ 1] (36)

Second, for the normal boundary conditions to impose on a, in the present x-periodic
configuration the only condition we have to fix is @, at z = £1. This is given by the left-
hand side of (35), knowing that w vanishes at both z extremities (see (30) and (31)), and

using (12). One gets
~ d> S, d)\\ -
azli=t1=— d_zz_l—?d_z w

z==1

Taking (30) and (31) into account leads to the following boundary conditions, in Case (D),

~ d*w
Azli=t1=— dz2 ) (37)
z==+1
and, in Case (N),
~ 4 dw
Azl—t1 = gSrd—Z (38)
z==%1

We thus have all the elements that we need to get a discrete invertible operator acting on
the pressure. The constraint (36) is discretized taking into account the appropriate condition
(37) or (38) every time the boundary values of @, are needed, and using otherwise, i.e., for
the z-internal nodal values of ﬁ, the right-hand side of (35).

6 Numerical Determination of the Anelastic Stokes Eigenmodes and Eigenvalues

The anelastic Stokes eigenvalues A depend both upon the horizontal wavenumber k and upon
the stratification parameter S, . They are defined, in the case where k = 0, by the eigenprob-
lem (22) and the left sides of the boundary conditions (19) or (20). When k # 0, one has to
consider the eigenproblem (29) (or (32) when S, = 0) and the boundary conditions (30) or
(31) (or (33) when S, = 0). We first treat the case where the wavenumber £ is fixed to a non-
zero value, k = 2, S, being considered as a parameter going from 0 to 10. For S, <1 the
anelastic eigenmodes are close to the incompressible channel modes, known in the Case (D),
[14, 17] and determined in Appendix C for the Case (N). We thus fix S, to 2.5, 5, 7.5 and
10 for identifying the influence of this parameter. Then we analyze the situation with k =0
fixing S, = 5. The eigenmode structure will be briefly commented. We have chosen to nor-
malize the stream-function of the eigenmodes to 1. All the computations were made using
the Mathematica software, [21], with 60 significant digits. This supplies very small residuals
to the transcendental equations (like (49) or (53)) one has to solve for evaluating the wave
numbers of the various eigenfunctions. The residual order of magnitude ranges from 10~>’
to 1074!,

6.1 Comments About the Numerical Evaluation of Eigenvalues

Two comments deserve to be made at this stage.

1. The differential problem (29) is made of two operators, a stiffness and a mass operator.
Some caution must therefore be taken for its discretization to be consistent with the math-
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ematical problem: the ellipticity should be preserved. This has been commented in [10]
when dealing with weak formulations of %. Adopting for example the usual Chebyshev
collocation approach for constructing the matrices representing both the stiffness and
mass parts of the differential problem (29), and, then, modifying them with the boundary
conditions, lead to sets of eigenvalues which are polluted by either complex or, even,
by real positive eigenvalues, whereas all should be real negative. This difficulty has been
met very early when collocation Cheyshev methods were used to solve boundary value
or initial value problems, [4, 7, 15, 16, 22, 23]. It was recognized in [23] that the Galerkin
method does not suffer from such a drawback because the boundary conditions are satis-
fied by the expansion functions. The discretization approach used in the present paper is
therefore of Galerkin type.

2. Once the ellipticity of an operator is preserved by its discrete formulation, what can we
hope about the agreement between the numerical and the unknown theoretical eigen-
values? To this respect, the eigenvalues one gets from the discrete Chebyshev second-
derivative % can be considered as a model to answer this question. It is well known,
[20], that the leading numerical eigenvalues are fairly good approximations of the theo-
retical ones, whereas a systematic important discrepancy comes into play with the non-
leading eigenvalues. The whole numerical spectrum overestimates, in absolute value, the
theoretical spectrum. The leading eigenvalues are associated with low-frequency eigen-
vectors which can be well described with the chosen cut-off. The remaining eigenvalues

are mainly of numerical origin, associated with choppier and choppier numerical eigen-
d2

P s
approximating fairly well the theoretical one. For the present eigenvalue problem we are
in unknown domain, except for the k = 0 configuration, commented in Sect. 6.3, where

an analytical treatment is available.

vectors. In the case of about % of the numerical spectrum can be considered as

6.2 Configuration k =27

Let us expand the unknown Stokes eigenmode w(z) in functional bases which satisfy the
boundary conditions of Cases (D) and (N). These bases are spanned by the eigenfunctions
@©®(a; z), with e =D, N, of the differential problem

d*o®

=a*®®, Vze]l—1,1[, e=D,N, (39)
dz*

completed with the appropriate set of boundary conditions, viz., in Case (D),

do®
dz

=0=0P(z==1), (40)

z==1

2
d_ _ Sri oM™
dz? dz

The eigenfunctions @™ («; z) are the well known Reid-Harris (RH) functions, [9, 19].

They enjoy the mirror-symmetry property in z, being either z-even functions, denoted by
@D (a,; 7), or z-odd functions, denoted by ®® (a,; 7). They read

and, in Case (N),

=0=0MN(z==1). (41)

z==+1
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B cosh(a, z)  cos(a, z) B sinh(a, z)  sin(a, 2)

&P (ay; 2)

®® (a; , .
(@ 2) cosh(w,) cos(a,) sinh(w,) sin(a,)

(42)

The Case (N) eigenfunctions, @™ («; ), are determined in Appendix B. Having no z-
symmetry property they are constructed as a linear combination of the even and odd RH
eigenfunctions. They read

_cosh(a z) B cos(a z) N (sinh(a Z) B sin(« z))

MN) (.
DV (a; 2) cosh(a) cos(a) sinh(a) sin(a)

We call them Extended Reid-Harris (ERH) eigenfunctions. As it can be seen from Ap-
pendix B, one cannot go to the limit where S, vanishes and go back to symmetrical and
anti-symmetrical basis functions. Because of this singularity in S, the ERH functions are
only defined for non-zero S,’s. When S, vanishes, the Case (N) Stokes eigenmodes w(z)
become incompressible and turn out to be periodic in z as it is well-known, being either
z-even or z-odd. This is the reason why we cannot get them starting from the @™ («; 7)
eigenfunctions.
The determination of the S, = 0 Stokes eigenmodes is made in Appendix C.

6.2.1 Case (D): No-slip Conditions on Top and Bottom of the Channel

The matrix system whose eigenvalues and eigenmodes are to be computed is first presented.
We then report the results with comments made on the spectrum, i.e., eigenvalues and eigen-
modes.

The Matrix System The unknown field w(z) is decomposed according to

N
w(Z) = Z(@e,né(D) (ae,n; Z) + @o,n¢(D) (ao,n; Z))y (43)

n=1

where the set of coefficients w, , and w, , constitutes the spectrum of w(z) in the RH ba-
sis (42), and N is the cut-off which leads to N'= 2N eigenvalues and eigenmodes. These
coefficients are determined, together with the eigenvalues A, by plugging (43) into (29) and
projecting the resulting equation onto the RH basis via the scalar product

1 1
(f,e)= Eflf(z)g(z)dz.

The RH eigenfunctions are orthogonal and of L, norm equal to 1. We thus get a set of
matrices of size N, whose entries are, successively, for[,n=1,..., N,

4 2O (q,,:
(S“’)l” = (ain + k2 <k2 + g S;%))Sln - (2k2 + Sz) <¢(D) (ae,l; Z)’ (a - Z) ) s

dz?
4 2™ (q, .
(Soo)in = (‘)‘iﬂ + k2 (kz +3 Sf))% — (2k* +SY) (¢(D) (0,13 2), @, Z)>,

dz?
and
D) d2 d 2 (D)
(Mee)ln =P (ae,l; Z), /OO(Z) d_22 - Sr E -k |® (ae,n; Z) ,
2 d
(Meo)ln = <¢(D) (ae,l; Z)’ pO(Z) (d—Zz - Sr E - k2)¢(D) (ao,n; Z)),
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Fig. 3 Case (D). The departure between the S, = 0 analytical spectrum, Mg;(n), and the corre-

Aan (M) —A(n) ) for

sponding numerical (RH) spectrum, A(n). In (a) log;g(Aan(n) — A(n)), in (b) logiq( ()

n=1,...,N =200

2

(Moe)ln == <(D(D) (ao,l; Z)v PO(Z) (d— - S d - k2>(p(D) (ae,n; Z)),

22 dz
(D) d2 d 2 (D)
(Moo)ln =2 (O[o,l; Z), ,OO(Z) d_Zz - rd_Z —k* )P (ao,n; Z) s

where §;, is the Kronecker identity-matrix /n entry. This leads to the following block-matrix
system of size N,

MEE MEO We _ SEE 0 We
MM Mo||W, =10 Sl W, “44)

where VT’e and Wo are the column vectors of the coefficients w,, and w, ,. This system
supplies the Case (D) numerical anelastic Stokes eigenmodes. For non-zero S, they have no
z-symmetry property. This is associated with the presence of the off-diagonal mass block-
matrices, M,, and M,,, which couple the z-even and z-odd RH components of w(z). These
matrices vanish for S, = 0, which leads to Stokes eigenmodes w(z) of given z-symmetry,
those of the Case (D) infinite channel, [14, 17].

Assessment of the RH Numerical System The incompressible Stokes eigenmodes w(z) of
the Case (D) infinite channel are analytically known (see [14, 17] and Appendix C). This
offers the possibility of validating the Galerkin approach (43), together with its numerical
implementation (44), and also to measure from the eigenvalues the quality of the approxi-
mation (43). Figure 3 shows the departure between the S, = 0 analytical spectrum, A, (n),
and the corresponding numerical (RH) spectrum, A(n), with, in (a), log,,(As,(n) — A(n))
and, in (b), loglo(%f(g")), forn=1,..., N =200. This figure is instructive and telling.
First, one sees that A s —Aan, 1.€., the Galerkin method overestimates the absolute value
of the eigenvalues. Second, this systematic discrepancy drifts with the spatial frequency n,
leading to the typical curve in (a). In the present S, = 0 case, one observes that the resulting
relative errors remain relatively small even at high frequency. We should not be surprised to
see this relative error increasing with S, while leading to error curves similar to the curve

in (a).

The Eigenvalues The numerical eigenvalues one obtains for any S, are negative, as ex-
pected from Sect. 4. They are now presented.
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Fig. 4 Case (D). The numerical spectra, log;o(—A(n)) forn =1,..., N =2N, plotted in (a) for S, = 2.5
and several cut-offs NV, and in (b) for several S, values

Table 1 Case (D), S; =5. The

10 leading eigenvalues n —A(n)

2.736584487152108

5.402333751956518

9.033207762946186
13.41649825160977
18.67749317054990
24.73671318495961
31.65066728587325
39.37807770354647
47.95107548708649
57.34467464776111

O 0 3 O U B~ W N =

—_
=)

For S, fixed to S, = 2.5, the spectrum, viz., the log,,(—A(n))’s for n = 1,..., N, is
computed from different cut-offs N, in order to see the emergence of a region where the
numerical eigenvalues are good approximations of the theoretical A’s. This is shown in
Fig. 4(a). One does observe a common envelop (of negative curvature) whose extension
is about %/ = N. It provides the numerical evaluation of the theoretical spectrum. The re-
maining part of the curves in Fig. 4(a) looks pretty much, qualitatively, like the error curve
in Fig. 3(a). Table 1 lists the ten leading eigenvalues, —A(n), forn =1, ..., 10, obtained for
S, =5 and with N = 80. The data are given with 16 significant digits.

Four different values of S, are now considered, i.e., S, = 2.5, 5, 7.5, 10. The corre-
sponding numerical spectra, respectively computed with N = 40, 80, 120, 200, are gath-
ered in Fig. 4(b) in order to see the influence the stratification parameter has on the damping
rate of the anelastic Stokes eigenmodes. It is seen that increasing S, reduces their damping
rate. As a way to illustrate the sensitivity with S, of this damping rate Fig. 5(a) shows the
evolution of the leading eigenvalue A(1), via log,,(—A(1)). A fairly good fit to the data plot-
ted in Fig. 5(a), provided by the subroutine Fit of the Mathematica software, gives us the
law

log,o(—A(1)) = 1.64941 — 0.133731S, — 0.0268018S? + 0.00110532S}.
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Fig. 5 Cases (D) and (N) in (a) and (b). Evolution with S, of the leading eigenvalue A (1), via logjo(—A(1))

This fit leads to an evaluation of the S, = 0 (incompressible flow in channel) eigenvalue,
ie., A(1) = —42.9319, to within 3.9% of accuracy. How to understand the physical reason
which makes the damping rate of the eigenmodes to decrease with S,, the stratification
parameter? We will see that the eigenmodes are localized in the lower part of the channel,
i.e., in the region where the density is the largest, and therefore the momentum diffusivity
(which scales as 1/p¢(z)) is the smallest.

The Eigenmodes  They can be completely described by the stream function, i.e., ¥ (x, z) =
—lI/(z)Re(ze”‘") = sin(kx) lI/(z) (see (34)) and the dynamical pressure, i.e., p(x,z) =
P(z)Re(e’™) = cos(kx) p(z). The pressure is thus in phase quadrature, in x, with respect
to the stream function. Using (34) together with (43) leads to the z-amplitude of the stream
function, i/(z). It reads

T ) = ,00 (2)

N

D . o~ D .
> (W ®® (dens 2) + Won @™ (.05 2)),
n=0

the coefficients w, , and w,, coming from the column vectors, VT/e and VT/O, eigenmodes
of the matrix system (44). The pressure field p(z) has been computed following the way
described in Appendix A, expanding on N = 40 Chebyshev polynomials the eigenmode
velocity vertical component given by (43). Both these fields, stream function and pressure,
are computed for the n = 1, 5 and 10 eigenmodes of Table 1, i.e., for S, =5.

The stream function and pressure contour lines are drawn in Figs. 6 and 7, in (a) for
the eigenmode n = 1, and in (b) for the eigenmode n = 5 of Table 1. Figures 8(a) and (b)
respectively show the amplitudes, viz., fl;(z) and p(z). The effect of the stratification shows
up clearly. Each eigenmode is made of cells stacked in the low part of the stratified zone.
A dead zone then settles on top of the flow. Comparing the n = 1, 5 and 10 flows, in partic-
ular consulting Figs. 8(a) and 9(a), indicates that the dead-zone extension tends to diminish
with the eigenmode spatial frequency, i.e., with increasing n. This is correlated with a signif-
icant increase with n of the order of magnitude of the dynamical-pressure vertical gradient,
as it can be observed in Fig. 8(b).

6.2.2 Case (N): No-stress Conditions on Top and Bottom of the Channel, S, # 0

The results are presented here following the same procedures and organization as those
adopted for the Case (D) in the preceding section. We had however to expand on N = 95
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Fig. 6 Case (D), S, = 5. Stream function v (x, z) contour lines plotted for the eigenmodes n = 1 (in (a))
and n =5 (in (b)) of Table 1

Fig. 7 Case (D), S; = 5. Pressure p(x, z) contour lines plotted for the eigenmodes n =1 (in (a)) and n =5
(in (b)) of Table 1

Chebyshev polynomials the eigenmode velocity vertical component given by (45) in order
to compute the pressure.

The ERH Matrix System  The unknown field w(z) is here decomposed according to

N
) =) 0, @™ (@ 2), (45)
n=0

where the coefficients w, constitute the spectrum of w(z) in the ERH basis, i.e., the
®N(q,; 7)’s, and N is the cut-off. These coefficients, together with the eigenvalues A, are
determined by proceeding as in the previous section. The matrix entries of the numerical
system read

@ Springer



J Sci Comput

1
o n=
0.8
n-/5
0.6
-20
0.4
0.2 -40
0 n=10
-60
-0.2
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
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Fig. 8 Case (D), S, = 5. The stream-function amplitude lJN/(z) in (a) and the dynamical-pressure amplitude
P(z2) in (b), of the eigenmodes n = 1, 5 and 10 of Table 1

1 1
=1
0.8 n=1 0.75
0.6 0.5
0.4 0.25 Q
0.2 0
0 -0.25
n=10
-0.2 -0.5
-0.4 -0.75
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
z 2z
() (b)

Fig. 9 Case (D) in (a), Case (N) in (b), S, = 5. The stream-function amplitude @T/(z) of the eigenmodes
n =1, 10 of Table 1 in (a) and Table 2 in (b)

4
Sip = <a;‘ + k2 <k2 4 - S&))L(an)am — (2k* +5?) <<1><N) (13 2),

d*@™ (a3 z))
3 b

dz?

and

d? d
My, =2 (;2), 0@ == =S, — =k |oN(a,; 2) ),
dz? dz

where +/L(a,) is the L, norm of ®™ («,; z) (see Appendix B). Whence the matrix system,
AMW=SW,
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Fig. 10 Case (N). The departure, log;g [Agn(n) —A(n)|,forn =1, ..., N =40, between the S, = 0 analyti-
cal spectrum, A4y (1), and the ERH numerical spectrum, A(n), obtained with S, =.001 in (a) and S, = .0001
in (b)
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Fig. 11 Case (N). The numerical spectra, log;o(—A(n)) forn =1, ..., N, plotted in (a) for S, = 2.5 and
several cut-offs V, and in (b) for several S, values

where W is the column vector made of the coefficients @,. The numerically determined
eigenvalues and eigenvectors are those of the matrix M~'S. Notice that the present cut-off,
N, has to be considered as equivalent to the cut-off denoted by N in the previous Dirichlet
case.

Assessment of the ERH Numerical System The ERH decomposition (45) cannot be ex-
tended to S, = 0 to compare its results with the theoretical S, = 0 eigenvalues, A,,, given in
Appendix C. We can however proceed to a qualitative validation of the ERH system by com-
paring to A, its results obtained with very small S, values, checking that the A’s converge,
with S, going to zero, to the A,,’s. We have chosen S, to be S, = .001 and S, = .0001. Fig-
ures 10(a) and (b) show log,, [A,,(n) — A(n)| for both these values of S,. The convergence
clearly shows up and indicates that log,, |A., — A| behaves as S2, for small S, .

The Eigenvalues Again, the numerical spectra obtained with different cut-offs N and
shown in Fig. 11(a) exhibit a common envelop of negative curvature. It contains about %
eigenvalues which correctly approximate the theoretical ones. The tails of these numerical
spectra, i.e., beyond the % leading eigenvalues, are made, for each N case, of eigenvalues of
mainly numerical origin. Table 2 lists the ten leading eigenvalues, —A(n), forn =1, ..., 10,
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Table 2 Case (N), S; = 5. The

10 leading eigenvalues n —A(n)

1.879857461560770

4.228833885434780

7.395557694345232
11.39210931247646
16.22251002424690
21.88990237028420
28.39694036383768
35.74584726466826
43.93842602845011
52.97608083538158

O 0 N O Lt A W N~

—_
=)

obtained for S, = 5 and with N = 160. Comparing the lists of eigenvalues in Tables 1 and 2
indicates that the Neumann eigenmode decay rates are smaller than their Dirichlet counter-
parts, which is physically not surprising.

Figure 11(b) shows the numerical spectra obtained for S, = 2.5, 5, 7.5 and 10 with the
respective cut-offs N = 80, 160, 240 and 400. As with the Dirichlet case, Case (D), the
decay rates of the eigenmodes decrease with increasing values of the stratification parame-
ter S,. This is illustrated by Fig. 5(b) which shows the evolution of the leading eigenvalue
A(1), via log,,(—A(1)). Fitting these data gives us the law

logo(—A(1)) = 1.63809 — 0.171884 S, — 0.0251322'S? + 0.00112006 S;..
This fit leads to an evaluation of the S, = 0 (incompressible flow in channel) eigenvalue,

ie, M) =— 17‘:’2, to within 3.6% of accuracy.

The Eigenmodes The stream function, 17 (z), reads here

~ __Po (2) l ~ £ (N) .
V@ == ;wnfp (o 2).
Figures 12(a) and 9(b) show the stream-function amplitude l;(z) and Fig. 12(b) the
dynamical-pressure amplitude p(z), for S, =5, of the eigenmodes n = 1,5 and 10 of Ta-
ble 2. They confirm what was observed with Case (D): the flow of each eigenmode is lo-
calized in the lower part of the channel, while reducing the dead-zone extension when n
increases. The most striking difference between the Dirichlet and Neumann cases appears in
the dynamical-pressure amplitude plots. Comparing indeed the curves drawn in Figs. 8(b)
and 12(b), one notices a dynamical-pressure dip in the Neumann case, deeper and deeper
and moving toward the top part of the channel (at z = —0.4 and z = —0.15 for n =5 and
n = 10 respectively) as n increases. And moreover, in the Neumann case, the dynamical
pressure tends to a constant non-zero value in the dead zone.

6.3 Fixing k = 0 in Cases (D) and (N)
The results obtained from the Sturm-Liouville formulation of the problem are now briefly

presented. Table 3 lists the 10 leading eigenvalues for both Cases (D) and (N). It appears
that the eigenmodes corresponding to the Neumann case have a larger decay rate than their
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Fig. 12 Case (N), S; = 5. The stream-function amplitude 117(z) in (a) and the dynamical-pressure amplitude
D(2) in (b) of the eigenmodes n = 1, 5 and 10 of Table 2

Table 3 Cases (D) and (N),
k=0and S, =5. The 10 leading "
eigenvalues obtained from the

—X\(n), Case (D) —X\(n), Case (N)

analytical solution of the 1 0.321964479845249 0.618462468194388
%lue“;e;lz?gvelgjaﬁl’iz'ffga(i%) 2 1.495475411038872 2.073736784996063
has been discarded 3 3.525106520395690 4.361736618071577
4 6.406659790836835 7.482818006529817

5 10.13789256310127 11.43746569241741

6 14.71739823511305 16.22616767198741

7 20.14420557695586 21.84939701130551

8 26.41760116817370 28.30760720418906

9 33.53703793797945 35.60123061703558

10 41.50208290746385 43.73067800960133

Dirichlet counterparts, the difference decreasing with the frequency of the eigenmode, as
announced by the asymptotic limit (23). In Fig. 13 are plotted the velocities of two eigen-
modes, i.e., the n =1 and n = 5 of Table 3. The dynamics of this k = 0 configuration can
be seen as a superposition (when n > 1) of left- and right- moving layers, each one being
of Poiseuille type, i.e., with an almost parabolic dependence in z. Like with the non-zero k
configurations, there is an accumulation of moving layers in the low part of the channel, but
no dead zone in its upper part.

This k = 0 case deserves to be taken for illustrating comments made previously in
Sect. 6.1 regarding the difference between the analytical and numerical spectra of any given
elliptic operator. Since we know here the analytical eigenvalues, let us confront them to
those one determines numerically. Solving the eigenvalue problem defined by (22) poses
no problem. The system is discretized in the usual framework of a Chebyshev collocation
method, briefly presented in the beginning of the Appendix A. We denote by N the Cheby-
shev polynomial expansion cut-off, with (N + 1) the number of grid points chosen at the
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Fig. 13 The k = 0 velocity horizontal component, #(z), of the Sturm-Liouville eigenmodes n =1 and n =5
of Table 3, plotted for S, =5, in (a) for Case (D), no-slip, and in (b) for Case (N), no-stress
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Fig. 14 The k = 0 analytical (0) and numerical (o) spectra, log;o(—A(n)), for S, =5, in (a) for Case (D) and
in (b) for Case (N). The analytical spectra correspond to n =1, ..., 25. The numerical spectra are computed

with the cut-offs N = 15, 20 and 25

Gauss-Lobatto locations, [5]. On account of both boundary conditions, one gets (N — 1)
eigenvalues. One of them is zero in the Case (N), i.e., with Neumann conditions at both
extremities. Considering only the value S, = 5 for the stratification parameter it has been
checked that N should not exceed 25 for the polynomial approximation of p, : (2) (see (22))
not to be polluted by saturation effects in its pseudo-spectrum. The numerical A’s are pre-
sented in Fig. 14 together with their analytical companion. As commented in Sect. 6.1, the
lower part (40% approximately) of the numerical spectrum is a good approximation of the
analytical spectrum and an important departure is observed for the higher frequency mode
eigenvalues. We have here one more example where the numerical spectrum overestimates
(in absolute value), significantly at high frequencies, the analytical spectrum of an elliptic
operator. Such an overestimation goes with a steep increase of the spatial frequency of the
numerical eigenmode compared with what it should be in the analytical one.
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7 Conclusion

The anelastic Stokes eigenmodes are computed for a fluid confined, in presence of gravity,
between two horizontally infinite plates. The rest-state density and pressure fields are expo-
nentially stratified in the vertical direction, S, denoting the stratification parameter and the
stratification being stabilizing. The limit case where the stratification disappears (S, = 0)
corresponds to an incompressible flow in infinite channel, while S, = 10 is the upper limit
of the anelastic configuration. Considering the horizontal wave number k with two values,
k =2 and k = 0, two physical configurations are analyzed, one with no-slip conditions im-
posed on both horizontal walls, Case (D), and one with no-stress, Case (N), while imposing
no flow through these boundaries in both cases.

The differential problem is shown to be elliptic: all its eigenvalues are negative, discard-
ing one zero eigenvalue in the Case (N). This opens the way to design a stable algorithm for
solving the anelastic equations.

The eigenvalues behave monotonically with k and tend to be linear with k? as k becomes
very large.

The eigenvalue problem formulation involves a stiffness operator and a mass operator.
Its correct discretization must be carried out by using a Galerkin approach, the only way to
maintain the ellipticity of the problem. For k = 2 7, the Case (D) is treated by expanding the
velocity vertical component in series of Reid-Harris eigenfunctions while Extended Reid-
Harris eigenfunctions are introduced for the Case (N). For kK = 0, an analytical solution can
be worked out, allowing us to compare the numerical eigenvalues to the analytical ones.

All the numerical spectra present a similar behavior. On one hand, their lower part con-
verges, with the numerical cut-offs, toward a limit envelope which can be considered as
corresponding to the analytical eigenvalues. On the other hand, the upper part significantly
departs from the mentioned envelope and corresponds to numerical eigenmodes which are
choppier and choppier. All that is well known from the second derivative Chebyshev oper-
ator and it is here confirmed with the k = 0 case where the analytical solution is known.
From a purely numerical view point this means that the Stokes solvers are overstabilized if
implicitly treated with time.

The eigenmodes are made of a stack of cells (or of horizontal layers of opposite velocity
when k = 0) localized in the low part of the channel, leaving a dead zone in the upper
part of the channel, the extension of this dead zone being smaller and smaller with the
spatial frequency of the eigenmode. By this localization the eigenmodes have access to the
largest vertical gradient of the hydrostatic pressure and also to the largest density, which then
minimizes the effective momentum diffusivity and consequently the temporal damping rate
of the eigenmode. As a consequence, the larger the stratification parameter the longer the
lifetime of the anelastic eigenmodes. The Case (D) and (N) eigenmodes have comparable
velocity profiles. Conversely their dynamical-pressure behaves in a specific way.

The knowledge of the anelastic Stokes eigenmodes provides some insight into the dy-
namics of the last gasp of the Rayleigh-Taylor behavior, the stage where the motor is practi-
cally turned off and the flow dies out by itself. The eigenmodes of the full Rayleigh-Taylor
configuration would certainly deserve to be analyzed.

Appendix A: The Pressure Discrete System

In most of the closed flows the pressure is not known on the boundaries and the V2 p equation
(see (28) for example) it must verify cannot be used for determining it. This is one aspect of
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the (V, p) uncoupling in the incompressible and anelastic formulations of the Navier-Stokes
problem. The present case is fairly easy to treat: the x-periodicity of the configuration leads
to separate equations on the velocity and pressure fields. Once the velocity is known the
pressure remains to be determined without introducing any boundary condition. To this end
we use the Projection-Diffusion approach, [3, 12], which turns out to be the only spectrally
accurate numerical tool capable of computing the Stokes eigenmodes in the cube, [14].
It will lead to a discrete system which is very close to (28) but does not require to be com-
pleted by boundary conditions for being inverted. Let us see the way we proceed.

The right-hand side of (28) is considered as being analytically known, which is practi-
cally the case from (43) and (45). We can therefore compute its nodal values at any given
set of points. These points are chosen to be located at the Chebyshev Gauss-Lobatto (CGL)
coordinates, [5],

Zp=—cos(p%), p=0,...,N,

where N is the Chel)yshev cut-off of the decomposition of the field p(z). Let us introduce
the column vector P made of the (N + 1) CGL nodal values of p(z), i.e.,

P=Po,.... n)" with p, = P(zn).

Let D be the first-derivation CGL matrix, of size (N + 1), whose entries are given by

_ 2N%41 _ =DV
6 o 2
& (=D
Cj Xi—X;
Xj
- 2
D= Dl] = 2(1_xj) s (46)
& (=™
Cj Xj—xj
(GO AN 41
2 6

where
EO = EN = 2’ 5O<n<N =1.

We can now discretize Eq. (36) and, then, take into account both the right part of (35) and
the boundary conditions (37) or (38). This leads to a three-step handling.

1. One has directly, from (36),

N
ik@ )y + Y Dyw @)y =—S, forn=0,....N, (47)

n’=0

where (a,), and (a.), are the nodal values of @, and @, at z = z,, and

Zn

supplies the nodal value at z = z,, of the right-hand side of Eq. (36).
2. The boundary values, (a,)o and (d,)n, of @, are imposed by (37) or (38). Lets denote
them by

(d@,)e = A, withe=0,N.
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They can thus be introduced in (47) which leads to
N-1
ik(@)n+ ) Dun(@)y = =Sy — (Dao Ao+ Dy Ar)  forn=0,....N.

v=1

3. The remaining nodal values of @, and a, are replaced in this latter equation by the right
part of (35). This introduces the pressure nodal values, according to

N-1 N
Dn — ZDnv (Z Dvn’ﬁn’ +Sr ﬁv)

v=1 l’l/=0
:_Sn_(DnOZO+DnNZN) forn=0,...,N.

This is the pressure equation which can be given a matrix form, by introducing rectangular
matrices, i.e., D of (N + 1) rows and (N — 1) columns and D of (N — 1) rows and (N + 1)
columns, their entries being thus such that

D,,=D,, forn=0,....N,v=1,...,.N—1,
and
D, =D, forv=1...,N=-1,n=0,...,N.
Whence the pressure discrete system,
(D-D-K1+S,D-1)P=5, (48)

where [ is the unit matrix of size (N+1), [ its restrlctlon to (N — 1) rows, and S is the vector
column made of the (N + 1) quantities (S, + (D, Ao + D, AN)) ie.,forn=0,...,N. It
is instructive to compare (28) with (48). The latter equation is the closest discrete Version

of the former which does not require any boundary condition to be inverted. In particular,
. = 2 . .

the matrix D - D, called the quas1—d—2 operator, has real eigenvalues, all negative except

two of them which are zero. It is the elementary brick of the quasi-Poisson operator which

determines the pressure in the incompressible context, [12].

Appendix B: Extended Reid-Harris Functions ® ™ (a; )

These eigenfunctions are defined by Eqgs. (39) and (41). Their boundary conditions do not
allow them to enjoy any z-symmetry property. We can therefore express them as a linear
combination of the z-even and -odd RH eigenfunctions, i.e.,

cosh(az) cos(az) <sinh(o¢ z)  sin(az) )

N (e oy _ -
OV (a;2) = cosh(a) cos(a) sinh(@) sin(a)

where the coefficient 8 has to be related to the eigenvalue «. Each z-even and -odd part
of @™ (z) satisfies the differential equation (39) and the Dirichlet part of the boundary
condition (41). One thus has only to impose the mixed boundary condition, viz., the left-
hand side of (41). It supplies

8= (tanh(ot) + tan(a)),

the eigenvalues « being the roots of the following transcendental equation,

5 ) 1 1 B
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Table 4 The 10 leading eigenvalues «,, the associated 8’s and LL(«,)’s, obtained for S, = 5. The data are
given with 16 significant digits

n o B L(ay)
1 2.610489907748982 0.3848460532724232 0.8163279666377166
2 4.428597151424086 2.499841199643798 8.766625927695120
3 6.122238749649591 0.3420478980896408 2.654263088026187
4 7.751424445479414 3.456283194732373 52.35837277510633
5 9.353824662869002 0.2482747464031552 6.535451597375111
6 10.94357566121672 4.617764311287492 193.9314173085745
7 12.52662439920060 0.1916383877914133 12.05393329535633
8 14.10579694980948 5.825112472684525 522.9099831217119
9 15.68257273222750 0.1553641776864424 19.16315782838179
10 17.25778686269828 7.051015489204248 1158.952600525995

Like the RH functions, the @™ (a; 7) are orthogonal, but not normalized, by the following
scalar product,

1 1
(@™ (s 2), @M (s 2)) = 3 / DM (a;2) @M (o'; 2) dz = L(ety) 1
-1
where +/IL(«,) is the L, norm of @™ (a,,; 7). In Table 4 are given the 10 leading eigenvalues
« together with the associated 8’s and L(«,,)’s, obtained for S, = 5. The data are given with
16 significant digits.

Appendix C: The Incompressible Stokes Eigenmodes in Infinite Channel
This appendix is devoted to the case where S, = 0, i.e., when the rest state is of constant

density and the flow is therefore taken as incompressible. The pressure equation obtains
from (28) and (16). It reads

(j—;—kz)ﬁzo, Vzel—1,1[. (50)
For the velocity vertical component w, one had (32), recalled here
x(d—z—/&){b: (d—z—k2>2w (51)
dz? dz? ’
completed by the boundary conditions, in Case (D),
dw ~
— =0=w(z==%1),
dz |,
and, in Case (N),
5~
% Z=i1=O=@(z=:|:1). (52)

In both cases, the Stokes eigenmodes w(z) enjoy a z-symmetry property: they are ei-
ther symmetrical or anti-symmetrical under the mirror operation z — —z. The associated
eigenmodes are denoted by w,(z) and w,(z).
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The Case (D), no-slip on the top and bottom walls, is well known, [14, 17]. We just give
here its analytical description. The velocity components w,(z) and w,(z) read

- cosh(kz) cos(i.z) ~ sinh(kz) sin(u, 2)
e = - ) Wo = . - . s
cosh(k) cos(fLe) ¢ sinh(k) sin(/t,)

where the p,’s and w,’s are the roots of the following transcendental relations

W tan(u,) = —k tanh(k), w, cot(u,) =k coth(k). (53)

The corresponding Stokes eigenvalues are given by A, = —(k* + u?) with e = e, 0. The first
eigenvalues are listed in [17] for k =1, 10.

The Case (N), no-stress on the top and bottom walls, defined by (51) and (52), becomes
periodic in z, with

we(z) = COS(Me Z)’ wo(z) = Sin(,un Z),
where

Me=(2n—|—1)%, n=0,...,00;, Mu,=nmn, n=1,...,00.

The Stokes eigenvalues are then simply A(n) = —(k* + (n %)2) forn=1,...,00. The as-
sociated dynamical pressure field is harmonic by (50). It has also to be periodic in all space
directions. It must then be zero, p(z) = 0.
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Résumé

L’approximation dite « anélastique » permet de filtrer les ondes acoustiques grace a un développement asymptotique des
équations de Navier-Stokes, augmentant ainsi le pas en temps moyen, lors de la simulation numérique du développement
d’instabilités hydrodynamiques. Ainsi, les équations anélastiques sont établies pour un mélange de deux fluides pour l’in-
stabilité de Rayleigh-Taylor.

La stabilité linéaire de ’écoulement est étudiée pour la premiére fois pour des fluides parfaits, par la méthode des modes
normaux, dans le cadre de ’approximation anélastique.

Le probléme de Stokes issu des équations de Navier-Stokes sans les termes non linéaires (une partie de la poussée d’Archi-
méde est prise en compte) est défini; Iéllipticité est démontrée, ’étude des modes propres et I'invariance liée & la pression
sont détaillées.

La méthode d’Uzawa est étendue a ’anélastique en mettant en évidence le découplage des vitesses en 3D, le cas particulier
k = 0 et les modes parasites de pression. Le passage au multidomaine a permis d’établir les conditions de raccord (raccord
C? de la pression sans condition aux limites physiques).

Les algorithmes et I'implantation dans le code AMENOPHIS sont validés par les comparaisons de l'opérateur d’Uzawa
développé en Fortran et a I’aide de Mathematica. De plus des résultats numériques ont été comparés a une expérience avec
des fluides incompressibles. Finalement, une étude des solutions numériques obtenues avec les options anélastique et com-
pressible a été menée. L’étude de 'influence de la stratification initiale des deux fluides sur le développement de I'instabilité

de Rayleigh-Taylor est amorcée.

Mots clés : Approximation anélastique - Méthode d’Uzawa - Probléme de Stokes - Méthode pseudo-spectrale multidomaine -
Maillage auto-adaptatif - Parallélisation MPI - Equations de Navier-Stokes - Ecoulements stratifiés - Stratification - Fluides

miscibles - Instabilité de Rayleigh-Taylor - Analyse de stabilité linéaire - Couche de mélange.

Abstract

The « anelastic » approximation allows us to filter the acoustic waves thanks to an asymptotic development of the Navier-
Stokes equations, so increasing the averaged time step, during the numerical simulation of hydrodynamic instabilities
development. So, the anelastic equations for a two fluid mixture in case of Rayleigh-Taylor instability are established.

The linear stability of Rayleigh-Taylor flow is studied, for the first time, for perfect fluids in the anelastic approximation.
We define the Stokes problem resulting from Navier-Stokes equations without the non linear terms (a part of the buoyancy
is considered) ; the ellipticity is demonstrated, the eigenmodes and the invariance related to the pressure are detailed.

The Uzawa’s method is extended to the anelastic approximation and shows the decoupling speeds in 3D, the particular case
k = 0 and the spurius modes of pressure. Passing to multidomain allowed to establish the transmission conditions.

The algorithms and the implementation in the existing program are validated by comparing the Uzawa’s operator in
Fortran and Mathematica langages, to an experiment with incompressible fluids and results from anelastic and compressible
numerical simulations.

The study of the influence of the initial stratification of both fluids on the development of the Rayleigh-Taylor instability
is initiated.

Keywords : Anelastic approximation- Uzawa’s method - Stokes problem - Multidomain pseudo-spectral method - Auto-
adaptive meshing - MPI parallelism - Navier-Stokes equations- Stratified flows - Stratification - Miscible fluids - Rayleigh-
Taylor instability - Linear stability analysis - Mixing layer.
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