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Introduction générale  

  
 
 
 
 
La conception d’une machine, pour accomplir une certaine tâche dans un 

procédé industriel, se fait selon plusieurs étapes.  Parmi ces étapes, on peut noter 
l’identification du besoin (tâche), l’avancement d’une idée d’un mécanisme et par 
la suite l’analyse de la solution proposée.  Par conséquent, les deux grands volets 
de la conception des systèmes mécaniques sont la synthèse et l’analyse. 

Durant la phase de synthèse, l’ingénieur décrit une méthode pour exécuter 
une tâche.  La phase d’analyse permet au concepteur d’examiner un mécanisme 
déjà existant pour juger ses performances par rapport à la tâche voulue. 

Dans ce travail, de nouvelles méthodes de synthèse de mécanismes seront 
présentées.  

L’intérêt du concepteur se porte en général sur trois types de tâches : 
génération de trajectoire, génération de fonction et génération de mouvement. 

La Figure i montre l’exemple de génération de trajectoire dans lequel 
l’objectif est de mener un point, d’un élément mobile du mécanisme, le long d’une 
trajectoire donnée.  La Figure i présente, aussi, le cas de la génération de fonction 
dans lequel on vise à avoir une loi d’entrée-sortie donnée par le mécanisme. 
Finalement, le cas de génération de mouvement d’un solide est décrit par la 
position d’un point ainsi que son orientation, et ceci en fonction du temps. 

1C  2C
3C  4C

P  

b a  
ψ ϕ  

Le point C est guidé le long 
de la courbe P  

Corrélation entre les angles 
des deux manivelles 

 
Figure i : Les tâches exécutées par un mécanisme. 

 
Une fois la tâche précisée, le concepteur essaye d’avancer une proposition de 

mécanisme dans laquelle l’architecture est présentée et critiquée.  Cette phase 
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s’appelle la synthèse topologique.  Elle repose sur le savoir-faire et l’expérience 
du concepteur, plus que sur des formalismes mathématiques.  Une fois 
l’architecture choisie, le concepteur cherche à déterminer la géométrie 
fonctionnelle du mécanisme. Ce travail s’insère dans ce cadre. Pour une 
architecture donnée et une tâche donnée à exécuter, on essayera de présenter des 
nouvelles méthodes permettant de déterminer les paramètres géométriques du 
mécanisme.  Cette phase s’appelle la synthèse dimensionnelle. 

Les méthodes de synthèse, présentées dans ce travail, reposent sur les 
méthodes intelligentes qui sont de plus en plus utilisées dans la résolution des 
problèmes d’ingénierie.   

La méthode fondée sur l’algorithme génétique est parmi les plus populaires 
des méthodes intelligentes. Cette méthode est introduite et son utilisation s’avère 
très utile dans la résolution des problèmes de synthèse dimensionnelle. 

Parmi les architectures des mécanismes, on peut noter les mécanismes 
plans qui sont très répandus dans les applications industrielles. Ces mécanismes 
ont l’avantage d’être simples à analyser vu la simplicité de leurs modèles 
mathématiques qui sont basés sur la géométrie plane. Dans ce travail, on 
présentera des exemples de ces mécanismes, ainsi que leurs méthodes de 
synthèse. 

Les mécanismes spatiaux quant à eux sont très utiles vu la diversité des 
tâches qu’ils peuvent exécuter.  Cependant, les modèles de ce type de mécanismes 
sont relativement complexes et leurs manipulations peuvent s’avérer difficiles. 

Dans ce travail, on présente une méthode, basée sur le paramétrage de 
Denavit-Hartenberg, pour décrire la géométrie de ces mécanismes. Ce 
paramétrage est courant pour les chaînes cinématiques ouvertes et dans ce 
rapport on présente son application dans le cas des chaînes cinématiques 
fermées.  L’avantage de ce paramétrage est la simplicité du modèle obtenu. 

Nous nous intéresserons à la synthèse des mécanismes articulés spatiaux à 
une chaîne cinématique fermée à une seule mobilité. Dans une deuxième partie 
de ce travail, on s’intéresse à la synthèse des robots parallèles pour un espace de 
travail prescrit. 

Le chapitre 1 de ce mémoire présente les définitions de base et les notions 
de synthèse, ainsi qu’une revue de la littérature sur la synthèse de mécanismes, 
et plus spécifiquement sur la synthèse dimensionnelle des mécanismes spatiaux. 

Le chapitre 2 présente les modèles géométriques des mécanismes spatiaux 
qui seront formulés en un problème d’optimisation, pour le cas de génération de 
trajectoire et le cas de génération de fonction. La nouvelle modélisation proposée 
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utilise le paramétrage de Denavit-Hartenberg (DH). Ce paramétrage permet 
facilement d'étudier, les quatre familles de mécanismes que nous avons 
identifiées.  

Le chapitre 3 étudie les problèmes d’optimisation énoncés dans la section 
précédente. Ils sont résolus par une technique d’optimisation basée sur un 
couplage entre un algorithme génétique et un contrôleur de logique floue. Ce 
chapitre développe également une application d’un mécanisme spatial, que nous 
avons proposé, comme dispositif anti-escarres pour équiper un siège pour 
personnes handicapées. 

Le chapitre 4 est dédié à l’analyse et à la synthèse dimensionnelle du robot 
DELTA pour un espace de travail prescrit. Ce chapitre introduit la notion de 
puissance d’un point par rapport à une surface, utilisée dans la formulation du 
problème de synthèse. En fait, cette approche repose sur un processus 
d’optimisation génétique s’adaptant aux différents critères de synthèse.  

Finalement, une conclusion ainsi qu'une discussion des perspectives des 
travaux futurs viennent clore cette présentation. 
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I. INTRODUCTION  
Une grande partie des tâches cinématiques spatiales est réalisée par des 

robots manipulateurs ou des machines à mécanismes plans multiples. Les robots 
manipulateurs, dont les liaisons sont toutes asservies, offrent une bonne 
flexibilité et bien souvent un degré de liberté supérieur à celui nécessaire à 
l’exécution de la tâche. Dans ce cas, il est plus raisonnable de remplacer le 
manipulateur par un mécanisme spatial avec un nombre de degrés de liberté 
limités. 

La dynamique et la cinématique des systèmes polyarticulés ont fait l’intérêt 
des logiciels de CAO (Conception Assistée par Ordinateur). Le nom polyarticulé 
reste un terme général groupant l’ensemble des systèmes mécaniques tels que la 
direction d’automobile et le système de suspension, les robots, les machines 
industrielles, les satellites et  les antennes paraboliques…etc. 

Ils sont en général des systèmes composés par des corps rigides et flexibles 
liés entre eux par des liaisons cinématiques permettant de nombreux degrés de 
liberté nécessaires pour la réalisation de la tâche visée. 

Le mécanisme spatial a plusieurs avantages par rapport aux robots 
manipulateurs et les mécanismes plans combinés dans les situations 
d’automatisation. Le meilleur exemple, d’après Doyle [Doyle 97], est celui de la 
tâche « de prise et de  dépose » d’objets. Les avantages des mécanismes spatiaux 
sont la simplicité, le faible coût, la bonne fiabilité et la consommation modérée 
d’énergie et un coût économique raisonnable. Pour ces raisons, les mécanismes à 
un seul degré de liberté dépassent les manipulateurs à plusieurs degrés de liberté 
dans les tâches répétitives par la réduction de la maintenance et du prix de 
l’opération et par l’augmentation de la productivité au détriment néanmoins de la 
flexibilité. 

On propose dans ce qui suit de présenter l’état de l’art relatif à la synthèse 
des mécanismes spatiaux. Un nombre représentatif de méthodes de synthèse, 
extrait de la littérature, est également présenté. Chaque méthode est adaptée à 
un type de mécanisme particulier. Elles utilisent des approches différentes 
basées sur une formulation cartésienne ou une formulation cinématique ou une 
formulation qui repose sur la géométrie. Les contraintes se répètent mais c’est la 
façon de les écrire qui change. Ce qui fait qu’on ne trouve pas de modélisation 
générale pour tous les mécanismes spatiaux.  

Le point commun entre ces méthodes est qu’elles aboutissent toutes à un 
problème d’optimisation d’une fonction objective sujette à des contraintes.  
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II. SYNTHESE DES MECANISMES  

II-1. Définitions  
Avant de parler de synthèse de mécanismes, nous allons préciser la notion 

de mécanisme. Un mécanisme est un ensemble de pièces, déformables ou non, 
assemblées entre elles par des liaisons mécaniques. Dans la suite de ce 
manuscrit, nous considérons que chacune des pièces constituant un mécanisme 
est indéformable. La synthèse de mécanismes consiste à trouver un mécanisme, 
le meilleur au sens d’un ou de plusieurs critères prédéfinis, pour accomplir une 
tâche donnée. 

Les problèmes considérés par la synthèse des mécanismes sont classés en 
deux catégories. La première catégorie inclut toutes les considérations 
concernant la sélection du type du mécanisme qui convient le plus à la tâche 
demandée. On parle alors de la synthèse topologique et c’est la première étape à 
réaliser par le concepteur. La deuxième catégorie, dite synthèse dimensionnelle, 
a pour but de choisir les valeurs de tous les paramètres géométriques et 
dimensionnels du mécanisme pour satisfaire le besoin exigé par la tâche. 

Sandor et Erdman [Sandor 84] définissent trois types de synthèse 
dimensionnelle. La synthèse pour la génération de mouvement, la synthèse pour 
la génération de fonction et la synthèse pour la génération de trajectoire. Dans ce 
travail, on considère les deux derniers types de synthèses de mécanismes, à 
savoir la génération de fonction et la génération de trajectoire, bien que, la 
méthode puisse être appliquée à chacune des trois. 

En ce qui concerne les tâches, il s’agit de génération de trajectoire quand 
seule, la trajectoire d’un point du solide, non lié au bâti, présente de l’intérêt 
[Sardain 93]. Le solide considéré est dit traceur. Si un mouvement est exigé au 
solide, on parle dans ce cas de génération de mouvement. Dans le cas où le solide 
serait lié au bâti, on parle de générateur de fonction. Le paramètre de «sortie»  
est une fonction du paramètre d’ «entrée». 

La synthèse topologique est un problème qui dépend de l’expérience du 
concepteur et il est difficile de la décrire d’une manière algorithmique. Par contre, 
la synthèse dimensionnelle est plus facile à résoudre par des approches 
graphiques ou algébriques ([Ullah 97], [Alba 00], [Chocron00],  [Dalio 00], [Balli 
01], [Kalnas 01],[Laribi 04], …). 

La nature du mécanisme traité, qu’il soit plan ou spatial, évoque la difficulté 
de résolution du problème de synthèse. Une grande partie des travaux de 
recherche se sont intéressés aux mécanismes plans, plus simples à traiter. Mais 
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on trouve aussi, des auteurs qui ont traité des mécanismes spatiaux 
([Permkumar 88], [Jimènz 97], [Ananthasuresh 94], [Russell 01], …). 

Les difficultés rencontrées lors de la résolution des problèmes de synthèse 
des mécanismes spatiaux sont essentiellement :  

• Le choix du paramétrage (stricte, redondant, …). 
• La définition du problème d’optimisation (la fonction objective, les 

contraintes, …). 
• Le choix de la méthode d’optimisation (gradient généralisé réduit, 

Newton-Raphson, …). 
En ce qui concerne les méthodes d’optimisation, une nouvelle famille de 

méthodes d’ordre zéro, dites heuristiques a fait son apparition dans le traitement 
des problèmes de synthèse des mécanismes plans. Ces méthodes sont basées sur  
les algorithmes génétiques. Parmi ces travaux, on peut citer les travaux de 
Kunjur et al.[Kunjur 95], Cabrera et al.[Cabrera 02]. 

Il est important de noter que, jusqu’à présent, il n’existe pas de formulation 
traitant un ensemble ou une famille de mécanismes spatiaux. 

II-2. Différents types de problèmes de synthèse dimensionnelle  
En général, les problèmes traités par la synthèse dimensionnelle sont 

groupés dans trois familles différentes : génération de trajectoire, génération de 
fonction et génération de mouvement. Quand le mouvement du solide n’est pas lié 
au bâti, on parle soit de générateur de mouvement lorsque tout le solide participe 
à la tâche, soit de génération de trajectoire lorsque seule la trajectoire d’un point 
du solide a de l’intérêt. Dans les deux cas, le solide considéré est dit traceur. 
Quand on considère le mouvement d’un solide lié au bâti, on parle de génération 
de fonction. Le mécanisme à quatre barres suivant illustre (figure 1, 2, 3) chaque 
type de problème. 

 
Figure I. 1 : Génération de fonction. 

 
Figure I. 2 : Génération de trajectoire. 



_______________________________________________________ Analyse Bibliographique : état de l’art 

5 

 
Figure I. 3 : Génération de mouvement. 

II-3. Exemples d’applications de mécanismes 
Les mécanismes plans ont connus une vaste application dans plusieurs 

domaines. Parmi les mécanismes qui ont trouvé un succès, on peut citer le 
mécanisme à quatre barres, le mécanisme bielle-manivelle, …. Le mécanisme à 
quatre barres est construit par quatre corps rigides : le bâti, ou l’élément fixe, 
auquel est lié la manivelle et le suiveur ; entre ces deux derniers, on trouve la 
bielle. Ces éléments sont connectés par quatre liaisons rotoïdes, permettant des 
rotations relatives entre les membres adjacents. Les axes des différentes liaisons 
sont parallèles.  

Le point sur la bielle du mécanisme à quatre barres est appelé traceur ; et il 
génère une trajectoire au moment de la rotation de la manivelle. Un exemple de 
trajectoire est présenté sur la Figure I. 4.  

 

Manivelle 

Bielle 

Trajectoire 
du traceur C 

Foret  
Suiveur 

Bâti  

A B 
  

Figure I. 4  : A-Un foreur portatif [DH 64] et B- Mécanisme d’avance de film d'un 
appareil-photo[Sandor 84]. 

La cinématique des mécanismes spatiaux contrairement aux mécanismes 
plans présente plus de complexité. Par contre, les mécanismes spatiaux trouvent 
une large application quand le mouvement des mécanismes plans est limité. Avec 
le progrès technologique et la puissance de calcul, le problème de synthèse est 
surmonté.  
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Les quelques modifications pratiques de ce mécanisme à quatre barres 
spatial se sont avérées très utiles. Le mécanisme agitateur ([Chironis 66], [Fisher 
03]) et certaines machines agricoles ([Chen 73], [Yu 88]) sont seulement quelques 
unes des nombreuses applications des mécanismes spatiaux documentés dans la 
littérature.  

 
Figure I. 5: Mécanisme agitateur 

III. LA SYNTHESE DES MECANISMES PLANS  
Dans ce paragraphe, nous allons présenter la synthèse des mécanismes 

plans ([Laribi 02], [Laribi 04-1], [Laribi 04-2]), le mécanisme à quatre barres et le 
mécanisme à six barres. Les deux mécanismes sont traités en un problème 
d’optimisation pour le cas de génération de trajectoire. Une formulation est 
présentée pour chaque type de mécanisme. La résolution que nous proposons 
pour ces deux problèmes est basée sur l’utilisation des Algorithmes génétiques. 
Cette approche consiste à faire évoluer, par des opérateurs génétiques, une 
population d’individus jusqu’à l’obtention d’une solution. Un individu est un 
mécanisme caractérisé par ces paramètres de conception présenté dans X. Pour 
mesurer, au sein d’une population, l’aptitude d’un individu, on utilise la fonction 
objective, appelée dans la terminologie des algorithmes génétiques fonction 
fitness. Dans ce cas, cette fonction mesure l’aptitude d’un mécanisme à décrire 
une trajectoire visée, c’est l’erreur structurale qu’on détaille par la suite.  

III-1. Mécanisme à quatre barres 

III.1.1. L’erreur structurale orientée de l’élément fixe  Es  
Quand la manivelle AB fait un tour complet (Figure I. 6 ) le point M de la 

bielle décrit une courbe fermée K. Pour que le point M de la dyade ABM génère 
cette courbe K, les longueurs des éléments doivent satisfaire les conditions 
suivantes : 
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1 2 max

1 2 min

L L R
L L R
+ =

− =
 (I.1) 

Où , Rmax et Rmin sont respectivement la plus courte et la plus longue 
distance de A jusqu'à la courbe. 

Les longueurs L2, L3 et L4 ainsi que l’angle de la bielle β sont des paramètres 
indépendants du mécanisme. En tout, on compte six paramètres, en ajoutant les 
coordonnées du point A (xA et yA). 

L3

A
L1

L4

M

L2

B

L5

Rmin

Rmax

C

D

μ 
β 

 θ5 

θ1 
φ 

Courbe K 

 
Figure I. 6 : Mécanisme à quatre barres. 

Dans une phase de vérification d’une configuration donnée, le point D est 
supposé en mouvement. Normalement, ce point ne doit pas décrire un arc de 
cercle (Figure I. 7) sinon cet arc représente l’erreur structurale de la 
configuration évaluée. Dans ce cas, cette erreur est définie par : 

minmax ϕϕ −=sE   (I.2) 
Avec, 
 φmax et φmin les orientations maximale et minimale de l’élément AD. 

 

ϕ1

ϕi

Trajectoire 
du point D 

 
Figure I. 7 : Trajectoire du point D en arc de cercle entre la position 1 (φ1) et une 

position quelconque i (φi). 
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Les valeurs des angles θ1 et θ5 (Figure I. 6) peuvent être déterminées en 
fonction des coordonnées du point M : 

( ) ( )

( ) ( ) ⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+−

−−+−+
±⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

= −−
22

1

2
5

222
111

1
2

costan

AMAM

AMAM

AM

AM

yyxxL

LyyxxL
xx
yy

θ     (I.3) 

Le (± ) correspond aux deux sens de rotation de la manivelle AB. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

= −

11

111
5 cos

sin
tan

θ
θ

θ
Lxx
Lyy

AM

AM  (I.4) 

Les coordonnées du point C sont : 

2211 coscos θθ LLxx AC ++=  (I.5) 

2211 sinsin θθ LLyy AC ++=   (I.6) 
Avec, 

βθθ −= 52  (I.7) 
Donc, l’angle d’orientation de l’élément AD est obtenu par : 

( ) ( )

( ) ( ) ⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+−

−−+−+
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

= −−
22

4

2
3

222
411

2
costan

ACAC

ACAC

AC

AC

yyxxL

LyyxxL
xx
yy

ϕ  (I.8) 

III.1.2. Le modèle mathématique du problème  
La population initiale est générée en fonction de la taille de la population et 

de l’intervalle d’existence des éléments d’un individu X. Cet intervalle est décrit 
comme suit : 

,inf ,sup 1,..6
,i i i

I x x
=

⎡ ⎤= ⎣ ⎦  (I.9) 

Les six paramètres du problème constituent les éléments d’un individu X 
d’une population. L’individu est représenté par un vecteur de dimension 
six : [ ]β,,,,, 432 LLLyxX AA= . 

La fonction objective à minimiser est l’erreur structurale orientée Es de 
l’élément AD. D’autre part, trois contraintes géométriques sont à satisfaire par la 
configuration définie par l’individu X. Ces contraintes sont prises en compte pour 
limiter l’espace de recherche des solutions.  

La première contrainte est la rotation continue de la manivelle AB. L’angle 
θ1 doit varier dans le même sens de rotation. Ce qui peut être défini par : 

( ) 01,1,11 ≤−= +iiig θθ   i=1,…,(q-1), le cas du sens trigonométrique.  (I.10) 

( ) 0,11,12 ≤−= + iiig θθ   i=1,…,(q-1), le cas du sens horaire.  (I.11) 

Avec, 
q  le nombre de points sur la trajectoire désirée. 
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Les deux autres contraintes traduisent le non-coincement du mécanisme 
lorsque la manivelle passe par les deux positions extrêmes où elle s’aligne avec 
l’élément AC. Ces deux contraintes sont définies par : 

( ) 0cos2 132
2

14
2
3

2
23 ≤−−−+= μLLLLLLg  (I.12) 

( ) 0cos2 232
2

14
2
3

2
24 ≤+++−−= μLLLLLLg  (I.13) 

Avec, 
 μ1 et μ2 sont des dépassements virtuels fixés de part et d’autre des deux 

valeurs extrêmes μmin et μmax de l’angle de transmission μ (Figure I. 6 ). 

III-2. Mécanisme à six barres : 
Le mécanisme à six barres plan considéré (Figure I. 8) est constitué par 

deux mécanismes à quatre barres en série. Pour le cas de n points définis par les 
positions du point M et l’angle d’entrée correspondant de la manivelle, on écrit les 
équations analytiques de fermeture de cycles en respectant le paramétrage de la 
Figure I. 8.  

r6 

r4 

r11 r1 

r5 

r2 
r3 

r7 

r9 

r8 

r10 

OA 

OB 

OC A 

M 

B1 

B2 C 
w1 

w2 

(5) 

(3) 

K 

λ  
γ

α 

 
Figure I. 8 : Mécanisme à six barres (Stephenson-III) 

Cycle 1, OOAACMO :   jjjj i
j

iiii ederererae δθθθα =+++ 751
751  (I.14) 

Cycle 2, OOBB1CMO : jjjj i
j

iiii ederererbe δθθθλ =+++ 763
763  (I.15) 

Cycle 3, OOCB2MO :    jjj i
j

iii edereree δθθγ =++ 810
810  (I.16) 

Chaque cycle conduit à deux équations : 
Le Cycle 1 :  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 5 5 7 7

1 1 5 5 7 7

cos cos cos cos cos

sin sin sin sin sin

j j j j j

j j j j j

a r r r d

a r r r d

α θ θ θ δ

α θ θ θ δ

⎧ + + + =⎪
⎨

+ + + =⎪⎩
 (I.17)  

Le Cycle 2 :  
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

3 3 6 6 7 7

3 3 6 6 7 7

cos cos cos cos cos

sin sin sin sin sin

j j j j j

j j j j j

b r r r d

b r r r d

λ θ θ θ δ

λ θ θ θ δ

⎧ + + + =⎪
⎨

+ + + =⎪⎩
 (I.18) 

Le Cycle 3 : 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

10 10 8 8

10 10 8 8

cos cos cos cos

sin sin sin sin

j j j j

j j j j

e r r d

e r r d

γ θ θ δ

γ θ θ δ

⎧ + + =⎪
⎨

+ + =⎪⎩
 (I.19) 

Avec, 
)exp( jj idOM δ= , )exp( jA iaOO α= , )exp( jB ibOO λ=  et )exp( jC ieOO γ= . 

θi l’angle entre l’horizontale et l’élément i. 
On peut écrire deux autres équations qui lient les angles (θ5,θ6) et  (θ7,θ8) 

respectivement sur les éléments rigides 3 et 5 : 

178 w+=θθ    (I.20) 

256 w+=θθ  (I.21) 
Les dix-sept paramètres du problème constituent les éléments d’un individu 

X d’une population dans l’approche génétique. L’individu est représenté par le 
vecteur suivant :  

5 101 2 3 4 7 8 1 2 3 4, , , , , , , , , , , , , , , ,
A A

X a e r r r r r r r r w x y r r r β⎡ ⎤= ⎣ ⎦  (I.22) 

III.2.1. Algorithme global de recherche : 
Nous traitons le problème de synthèse dimensionnelle du mécanisme à six 

barres d’une manière analogue à celle de quatre barres. La démarche adoptée est 
constituée de deux phases (Figure I. 9). 

La 1ière phase consiste à optimiser l’erreur structurale orientée 

min1max11 ϕϕ −=sE , en fonction de la trajectoire K du point M (voir Figure I. 6). 

La trajectoire Phase 1 : 
Optimisation de Es1* 

Phase 2 : 
Optimisation de Es2* 

Trajectoire intermédiaire du point C   

Mécanisme à six barres 

*Es1 : L’erreur structurale orientée : 
min1max11s

E ϕ−ϕ=  

*Es2 : L’erreur structurale orientée : 
min2max22s

E ϕ−ϕ=  
 

Figure I. 9 : Démarche globale de synthèse dimensionnelle. 
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La connaissance des positions du point C, déjà déterminées dans l’étape 
précédente, permet de lancer la 2ième phase qui traitera l’optimisation de l’erreur 
structurale orientée min2max22 ϕϕ −=sE , pour aboutir enfin au mécanisme à six 

barres final. 

III.2.2. Phase 1 : OPTIMISATION de l’erreur Es1 : 
Pour que le point M décrive la courbe K, il faut  que l’élément OAA effectue 

un tour complet. Ce qui impose la condition de rotation continue de la manivelle 
OAA :  

01,1,1 <− +ii θθ   ;  sens de rotation trigonométrique. 

Dans la première phase, nous considérons uniquement le cycle 
(OAACB2OCOA) représenté sur la Figure I. 10. Dans ce cas, nous avons les huit 
paramètres indépendants pour la synthèse dimensionnelle du mécanisme à six 
barres dans sa première phase. Ces variables sont représentées par le vecteur : 

[ ]1 1 5 7 8 10 1       X a e r r r r r w=  (I.23) 

Pour un choix de ce groupe de variables, on détermine le mouvement de la 
dyade OAOCB2. On mène la boucle OAACB2OC avec OC non fixe et on fait 
parcourir M le long de la trajectoire désirée. La variation de l’angle d’orientation 
de l’élément OAOC est définie comme l’erreur structurale Es1 de l‘élément fixe 
quand M se déplace le long de la courbe K. Si le mécanisme génère exactement la 
trajectoire désirée alors l’erreur sera nulle. Elle reflète la différence entre la 
courbe désirée et celle obtenue. 

min1max11 ϕϕ −=sE    Avec, 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

−
= −

AC

AC

OO

OO

xx
yy1

1 tanϕ  

Avec,  
Es1 est l’erreur structurale orientée de l’élément fixe. 
φ1max et φ1min représentent respectivement la valeur maximale et minimale 

de l’angle d’orientation de l’élément OAOC.  
A partir des coordonnées du point M et la valeur de l’angle d’entrée de la 

manivelle, on peut en déduire  les positions des points A, C, B2, et OC. 
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φ1 

 

r1 

r7 

r9 

r8 

r10 

e 

OA 

OC A 

M 

 C 

a 

r5 

K 

w1 

 

 

 

B2 (5) 

 

 
Figure I. 10: Optimisation à la phase 1  

Pour minimiser l’erreur structurale orientée de l’élément fixe OAOC, les 
coordonnées du point C doivent permettre au point M de parcourir la courbe 
désirée quand la manivelle OAA tourne uniformément.  

On écrit alors le système d’équations suivant : 

⎩
⎨
⎧

=−+−
=−+−

2
7

22

2
5

22

)()(
)()(

ryyxx
ryyxx

MCMC

ACAC  (I.24) 

Avec, 

⎩
⎨
⎧

+=
+=

)sin(
)cos(

11

11

θ
θ

ryy
rxx

A

A

OA

OA  (I.25) 

Les conditions géométriques sur l’élément rigide 5 permettent de 
déterminer les positions correspondantes du point B2. On a le système 
d’équations suivant : 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+−
=−+−

2
9

22

2
8

22

)()(
)()(

22

22

ryyxx
ryyxx

BCBC

BMBM  (I.26)  

Enfin, l’équation de la dyade OAOCB2 permet de déduire la position de OC. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+−
=−+−

2
10

22

222

)()(
)()(

ryyxx
eyyxx

ACAC

ACAC

OOOO

OOOO  (I.27)  

A la fin de la première phase, on aura comme résultats les dimensions : a, c, 
r1, r5, r7, r8 et r10 et l’angle w1. Ainsi, on peut déduire la trajectoire intermédiaire 
parcourue par le point C lors du mouvement de M. Cette trajectoire correspond à 
la donnée du problème de synthèse du mécanisme à quatre barres du cycle 2 
(OAACB1OBOA) ou ce qu’on a appelé la phase 2 dans la partie qui suit (Figure I. 
11).  

III.2.3. Phase 2 : OPTIMISATION de l’erreur Es2 : 
Dans cette phase, nous cherchons à optimiser les paramètres indépendants 

du mécanisme qui minimise l’erreur structurale Es2 de l’élément fixe OAOB. La 
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fonction objective à minimiser dans cette partie est l’erreur structurale orientée 
de l’élément OAOB.  

min2max22 ϕϕ −=sE  (I.28) 
Les conditions géométriques sur l’élément 3 permettent de déterminer les 

positions correspondantes du point B1. Sachant que la courbe générée par C est 
un résultat de la phase 1. On a le système d’équations suivant : 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+−
=−+−

2
6

22

2
2

22

)()(
)()(

11

11

rxxyy
rxxyy

BCBC

BABA  (I.29) 

R2 

r6 

r1 

r5 

r3 

r4 

OA 

OB 

A 
B1 

C 

β  (3) 

 
Figure I. 11 : Optimisation à la phase 2. 

L’équation de la dyade OAOBB1 permet de déduire la position de OB : 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+−
=−+−

2
3

22

2
4

22

)()(
)()(

11
rxxyy
rxxyy

BB

ABAB

OBOB

OOOO  (I.30)  

A la fin de la deuxième phase, on aura comme résultats les dimensions r2, r3, 
et r4 et l’angle β. La phase 2 est traitée comme le cas du mécanisme à quatre 
barres présenté au premier exemple. 

IV. LA SYNTHESE DES MECANISMES SPATIAUX 
On présente dans ce paragraphe trois méthodes de synthèse de mécanismes 

spatiaux. Chaque méthode utilise une formulation différente des autres, 
cartésienne, géométrique et cinématique. Par contre, elles traduisent les mêmes 
contraintes, souvent le fait que les longueurs des barres soient constantes …etc.  

Les méthodes sont présentées à travers l’étude de mécanismes spatiaux, 
RSCR et RRSC. Le choix des mécanismes est effectué par les auteurs, Jiménez et 
al. [Jimènez 97], Premkumar [Premkumar 88] et Ananthasuresh et al. 
[Ananthasuresh 94]. On détaille dans la suite ces méthodes.     
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IV-1. Formulation cartésienne du problème de synthèse des mécanismes 
spatiaux (RSCR)  

IV.1.1. Introduction 
La formulation proposée par Jimènez et al. [Jimènez 97] pour la synthèse 

cinématique des mécanismes spatiaux utilise un système de coordonnées 
cartésiennes. Le mécanisme est modélisé par un système d’équations algébriques 
appelé « restrictions géométriques ». Tandis que, les conditions de mouvements 
imposées sont exprimées sous forme d’un système appelé « restrictions 
fonctionnelles ». La méthode appartient à la catégorie qui traite les problèmes de 
synthèse dimensionnelle. Elle optimise le comportement du mécanisme, exprimé 
sous forme de restrictions, en modifiant les paramètres géométriques comme les 
dimensions et les angles. Dans ce but, une fonction objectif à minimiser est 
définie en fonction de ces paramètres pour en synthétiser les valeurs.  

La donnée des restrictions fonctionnelles et géométriques constitue un 
système d’équations non linéaires représentant l’ensemble des contraintes 
imposées au mécanisme. 

Le type de coordonnées le plus utilisé dans l’analyse des mécanismes 
polyarticulés est les coordonnées relatives et les coordonnées cartésiennes. Les 
coordonnées relatives décrivent la position de chaque corps en relation avec celles 
de son précèdent dans la chaîne cinématique. D’autre part, les coordonnées 
cartésiennes définissent la position absolue de chaque corps dans un repère de 
référence.  

Le point clé de cette formulation, d’après Jimènez et al. [Jimènez 97], est 
l’utilisation des coordonnées cartésiennes. Les variables apparaissent 
explicitement dans les équations sans avoir recours à des transformations. 

On présente dans ce qui suit la formulation proposée par Jimènez et al. 
[Jimènez 97] pour le cas d’un mécanisme à quatre barres plan et pour le cas d’un 
mécanisme spatial à chaîne fermée RSCR (Rotoïde – Sphérique – Cylindrique - 
Rotoïde). 

IV.1.2. Méthode proposée 

IV.1.2.a Cas d’un mécanisme plan  
Le premier exemple est le mécanisme à quatre barres,  Figure I. 12,  avec 

trois liaisons pivots et une liaison prismatique. Il a trois corps mobiles localisés 
respectivement entre les points A et 1, 1 et 2, 3 et B. Les points A et B sont fixes. 
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Ce mécanisme a un seul degré de liberté et six paramètres 
dépendants : 1 12 3 34 4 4, , , , ,A Bd d d x yα .  

 
Figure I. 12 : Mécanisme à quatre barres. 

Où, 1 12 3, ,A Bd d d  : sont les longueurs entre les points A et 1, 1 et 2, 3 et B 

respectivement. 
Les cinq équations représentant les restrictions géométriques sont :  

( ) ( )2 2 2
2 2 1 0A A Ax x y y d− + − − =    (I.31) 

( ) ( )2 2 2
1 2 1 2 12 0x x y y d− + − − =    (I.32) 

( ) ( )2 2 2
3 3 3 0B B Bx x y y d− + − − =  (I.33) 

( )( ) ( )( )3 1 2 1 3 1 2 1 0x x y y y y x x− − − − − =  (I.34) 

( )( ) ( )( ) ( )2 1 3 2 1 3 12 3 34cos 0B B Bx x x x y y y y d d α− − + − − − =  (I.35)
  

Où, i ix yet  sont les coordonnées du point i et ijd  est la distance entre les 

points repérés par i et j.  
Les conditions (I.31), (I.32) et (I.33) représentent les contraintes sur les 

longueurs. La relation (I.34) traduit le fait que le point, repéré par 3, doit rester 
sur la droite passant par les points 1 et 2. La condition de l’angle constant entre 
les éléments 3 et 4 est traduite par (I.35). 

Les coordonnées du point 4, le traceur,  de la bielle sont données par :  
( ) ( )2 1 2 1

4 1 4 4
12 12

0
x x y y

x x x y
d d
− −

− − + =  (I.36) 

( ) ( )2 1 2 1
4 1 4 4

12 12

0
y y x x

y y x y
d d
− −

− − + =  (I.37) 

Dans le système d’équation formé par (I.31)-(I.37) on a : 

• Des équations quadratiques. 

• Des inconnues : { }1 1 2 2 3 3 4 4, , , , , , ,T x y x y x y x y=q  

• Des paramètres géométriques : { }1 12 3 34 4 4, , , , ,T
A Bd d d x yα=b  
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L’ensemble des ces équations sera utilisé par la suite pour la formulation du 
problème.  

IV.1.2.b Cas d’un mécanisme spatial  
L’utilisation des coordonnées cartésiennes pour la synthèse des mécanismes 

spatiaux est illustrée à travers l’exemple du mécanisme spatial représenté par la 
Figure I. 13. 

C’est le mécanisme RSCR  formé par trois corps mobiles reliés par deux 
liaisons rotoïde (R), une liaison sphérique (S) et une liaison cylindrique (C). 

α2

α4

α1

α3 S:sphérique. 
R:rotoîde. 
C:cylindrique. 

 
Figure I. 13 : mécanisme spatial RSCR. 

La position du corps ( ) est définie par les points A, 1 et le vecteur unitaire 

Au ; le corps ( ) est repéré par les points 1, 2 et le vecteur unitaire 1u ; le corps 

( ) est localisé par les points 3, B et les deux vecteurs 1u et Bu .  

Sachant que, les points A et B ( A Br ret ) et les vecteurs unitaires Au et Bu  sont 

fixes, un total de 12 variables à 11 équations contraintes est considéré. Elles sont 
définies comme suit : 

( ) ( ) 2 0T− − − =A 1 A 1 A1r r r r d  (I.38) 

( ) ( )1 1cos 0T α− − =A A A1u r r d  (I.39) 

( ) ( ) 2 0T− − − =1 2 1 2 12r r r r d  (I.40) 

( ) ( )2cos 0T α− − =1 1 2 12u r r d  (I.41) 

1 0T − =1 1u u  (I.42) 

( ) 0− =2 3 1r r u  (I.43) 

( ) ( ) 2 0T− − − =3 B 3 B 3Br r r r d  (I.44) 

( ) ( )3cos 0T α− − =1 3 B 3Bu r r d  (I.45) 

( ) ( )4cos 0T α− − =B 3 B 3Bu r r d  (I.46) 
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( )5cos 0T α− =1 Bu u  (I.47) 

Les conditions sur le corps rigide ( ) sont données par les équations (I.38) et 
(I.39). La condition (8) impose une longueur constante entre les points 1 et 2. 
Tandis que (9) impose la condition sur l’angle entre le vecteur ( )1 2r - r  et Au . Il en 

est de même pour les corps rigides ( ) [(I.40)-(I.42)] et  4 [(I.44)-(I.47)]. 
L’expression vectorielle (I.43) est déduite de la condition d’alignement entre les 
points 2, 3 et le vecteur unitaire 1u , imposé par la liaison cylindrique. 

Les équations obtenues pour le mécanisme spatial considéré montrent les 
mêmes caractéristiques que celles impliquées par le cas du mécanisme plan. Elles 
sont quadratiques en fonction des paramètres géométriques.  

IV.1.3. Les contraintes du problème de synthèse   
Les équations de restrictions géométriques décrivent le modèle cinématique 

du mécanisme. Ce système d’équations est exprimé sous la forme : 
( ), 0=Φ q b  (I.48) 

Avec, 
Φ  : La fonction vectorielle définissant les contraintes géométriques du 

mécanisme. 
b  : Le vecteur des variables géométriques. 
q  : Le vecteur des coordonnées dépendantes. 
La résolution du problème de synthèse cinématique nécessite l’ajout, au 

système (I.48), d’équations dites restrictions fonctionnelles afin de déterminer le 
vecteur des variables géométriques b .  

L’objectif de ces restrictions fonctionnelles est d’imposer des exigences de 
fonctionnement à respecter par le système polyarticulé. Une étude de synthèse en 
génération de fonction exige l’addition de deux variables au vecteur des 
coordonnées dépendantes, l’angle d’entrée ϕ  et l’angle de sortie ψ . Ainsi, la 
contrainte fonctionnelle reliant les deux angles est définie comme suit : 

( ) 0; 1,..,i if i Nψ ϕ− = =  (I.49) 

Le cas de génération de trajectoire et le cas de génération de mouvement 
sont étudiés de la même manière. La génération de trajectoire impose des 
restrictions fonctionnelles sur les positions décrites par le traceur (le point 
décrivant la trajectoire), tandis que la génération de mouvement fait appel à des 
restrictions appliquées simultanément sur les positions et les orientations du 
traceur. 
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Jimenéz et al. expriment les restrictions fonctionnelles comme un ensemble 
de relations impliquant les différentes coordonnées dépendantes q , comme c’est 
présenté dans le tableau suivant : 

Tableau I. 1: Les restrictions fonctionnelles 
Synthèse Restrictions fonctionnelles 

Génération de fonction 
Génération de trajectoire 
Guidage des corps rigides 

( ) 0; 1,..,iF q i N= =
 

N : nombre de configurations 
 

En conclusion, le système polyarticulé doit satisfaire l’ensemble des 
équations définies par (I.50), les restrictions géométriques et les restrictions 
fonctionnelles, à chaque configuration i. 

( )
( )
( )

,
, 0

i i

i i

iF

⎧ ⎫⎪ ⎪= =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

Φ q b
S q b

q
 (I.50) 

Où, 
iΦ  : Les restrictions géométriques. 

F  : Les restrictions fonctionnelles. 

IV-2. Formulation cinématique du problème de synthèse des mécanismes 
spatiaux (RRSC) 

IV.2.1. Introduction  
Le mécanisme à quatre barres spatial peut être construit comme un 

mécanisme de type RRSC, RSSP ou RSCP (R : rotoïde, S : sphérique, P : 
prismatique). Premkumar [Premkumar 88] présente une technique basée sur la 
description cinématique pour la synthèse du mécanisme RRSC. 

 

Bj
Aj 

UB

ϕ ψ

α 
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Figure I. 14: Mécanisme RRSC. 
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Cette chaîne cinématique admet un élément d’entrée à deux liaisons rotoïde 
et un élément de sortie à une liaison sphérique et une liaison cylindrique (Figure 
I. 14).  

L’entrée du mécanisme est la rotation (ϕ ) de la manivelle. La sortie admet 
deux mouvement indépendant, soit un seul degrés de liberté, le déplacement (s) 
du coulisseau et la rotation (ψ ) de la liaison cylindrique  (Figure I. 14). Ce 
mécanisme permet de faire deux types de génération de fonction : une génération 
de fonction de déplacement angulaire et  une génération de fonction de 
déplacement linéaire.  

IV.2.2. Méthode proposée  
La procédure d’optimisation proposée par Premkumar, pour la synthèse des 

mécanismes, fait appel à une routine d’analyse pour déterminer le déplacement 
(s) réel du coulisseau et la position du point R de la bielle. Cette étape est 
effectuée pour chaque point de recherche le long du processus de synthèse.  

L’utilisation des procédures itératives existantes pour l‘analyse cinématique 
des mécanismes augmente considérablement le temps de calcul et réduit les 
chances de trouver une solution. Il est important donc de développer une 
méthode d’analyse, dans laquelle les paramètres de sortie sont directement 
déterminés en fonction des paramètres d’entrée.  

Par exemple, pour le cas du mécanisme RRSC, la position du point traceur 
ou l’angle et la position de l’élément de sortie (S-C) sont déterminées en fonction 
des paramètres du mécanisme et de l’angle d’entrée. 

Les paramètres du mécanisme sont exprimés sous forme de vecteurs 
colonnes comprenant chacun trois éléments, les composantes respectives suivant 
x , y  et z  : 

1 2 3[ , , ]Tx x x=0A  : Le centre de la liaison rotoïde d’entrée (fixe).  

4 5 6[ , , ]Tx x x=1A  : La position du point Aj à la position initiale (Figure I. 14). 

7 8 9[ , , ]Tx x x=0B  : Le centre de la liaison cylindrique de sortie (fixe). 

[ ]10 11 12, , Tx x x=1B  : La position du point Bj à la position initiale (Figure I. 14). 

13 14 15[ , , ]Tx x x=0U  : L’axe unitaire de la liaison rotoïde d’entrée. 

16 17 18[ , , ]Tx x x=
1AU  : L’axe unitaire de la liaison rotoïde en Aj à la position 

initiale. 
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19 20 21[ , , ]Tx x x=BU  : L’axe unitaire de la liaison cylindrique de sortie à la 

position initiale. 
Les quantités scalaires de 1x  à 21x  sont les paramètres du mécanisme et 

constituent les 21 variables d’optimisation dans le problème. 
La contrainte de rigidité imposée à l’élément S-C dans son mouvement, 

traduisant sa longueur constante, est exprimée par : 

( ) ( ) ( ) ( )T T
− − = − −' '

j 0 j 0 1 0 1 0B B B B B B B B  (I.51) 

Avec : 
( )s= +'

0 0 BB B U  (I.52) 

On a : 

( ) ( ) 0T − ='
B j 0U B B  (I.53) 

Le point Bj est restreint à rester dans le plan de normale BU . La matrice de 

rotation, ( ),ϕ 0R U , est utilisée pour le localiser. 

( ) ( ) ( ),ϕ= − +⎡ ⎤⎣ ⎦
'

0 1 0 0B R U B A A  (I.54) 

Par la suite, l’élément d’entrée étant supposé fixe, c’est la rotation α de la 
bielle  au tour de l’axe UAj qui intervient. La position de Bj est obtenue comme 
suit: 

L’axe 
jAU  : 

( ),ϕ= ⎡ ⎤⎣ ⎦j 1A 0 AU R U U  (I.55) 

Par la suite : 

( ) ( ),ϕ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦j

'
j A j jB R U B A A  (I.56) 

D’où : 

( ) ( ),ϕ= − +⎡ ⎤⎣ ⎦j 0 1 0 0A R U A A A  (I.57) 

La substitution de (I.53) à (I.57) dans (I.52) conduit à une équation scalaire 
du type : 

4 3 2
0 1 2 3 4 0w t w t w t w t w+ + + + =  (I.58) 

Avec, 

tan
2

t α⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Cette équation bi-quadratique est résolue par une technique algébrique 
détaillée dans [Premkumar 88]. 

Une fois la valeur de l’angle α obtenue, la position du point traceur Rj est 
déterminée comme suit : 

( ) ( ),α⎡ ⎤= − +⎣ ⎦j

'
j A j jR R U R A A  (I.59) 
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Avec, 

( ) ( ),ϕ= − +⎡ ⎤⎣ ⎦
'

0 1 0 0R R U R A A  (I.60) 

IV.2.3. Les contraintes du problème de synthèse  
La synthèse est réalisée à l’aide de la méthode de "précision sélective" 

développée par P. Premkumar et al. [Premkumar 88]. Cette méthode permet 
d’identifier le «meilleur» mécanisme capable d’accomplir la tâche désirée. La 
meilleure solution est un mécanisme spatial qui génère au mieux la trajectoire ou 
la fonction. 

A cet effet, des contraintes sont définies sous forme d’égalité et d’inégalité 
traduisant les limites à respecter par le mécanisme. 

IV.2.3.a Les équations de mouvement dans le plan   
Le point Aj doit se déplacer, au cours de son mouvement, dans le plan de 

normale 0U . 

La première équation contrainte est : 

( ) 0 ; pour  1,...,T i n− = =0 j 0U A A  (I.61) 

Pour j=1, l’expression (I.61) en termes de variables devient : 
( ) ( ) ( )13 4 1 14 5 2 15 6 3 0x x x x x x x x x− + − + − =  (I.62) 

Une contrainte similaire, pour le mouvement du point Bj relatif à BU  :  

( ) 0     ;     pour    1, 2,...,T j n− = ='
B j 0U B B  (I.63) 

Avec, 
s= +'

0 0 BB B U  (I.64) 
Pour j=1, l’équation (I.64) devient : 

( ) ( ) ( )19 10 7 20 4 8 21 12 9 0x x x x x x x x x− + − + − =  (I.65) 

IV.2.3.b Contraintes sur les normes des vecteurs    
Les vecteurs de direction, 0U , 

1AU  et BU , sont unitaires. On a : 

1=T
i iU U  (I.66) 

En fonction des variables : 

( ) ( ) ( )2 2 2
13 14 15 1 0x x x+ + − =  (I.67) 

( ) ( ) ( )2 2 2
16 17 18 1 0x x x+ + − =  (I.68) 

( ) ( ) ( )2 2 2
19 20 21 1 0x x x+ + − =  (I.69) 
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IV.2.3.c Contraintes sur l’angle de torsion  
L’élément R-R tourne au tour de l’axe fixe 0U . Il doit maintenir un angle de 

torsion constant entre 
jAU et 0U défini par : 

   ;      pour    2,3,...T T j n= =
j 1A 0 A 0U U U U  (I.70) 

IV.2.3.d Les équations du moment constant   
Le moment constant du vecteur unitaire 

jAU par apport à 0U est assuré par 

les contraintes suivantes : 

( )( ) ( )( )
pour 2,3,...

T T

j n

− × = − ×

=
j 10 j 0 A 0 1 0 AU A A U U A A U

                                   (I.71) 

IV.2.3.e L’équation de rigidité de l’élément S-C  
Une longueur constante est assurée pour l’élément de sortie lors de son 

mouvement : 

( ) ( ) ( ) ( )
pour 2,3,...

T T

j n

− − = − −

=

' '
j 0 j 0 1 0 1 0B B B B B B B B

 (I.72) 

IV.2.3.f Les contraintes d’égalité de trajectoires  
La position réelle du premier point sur la trajectoire est restreinte à 

coïncider avec la position du point spécifié par le problème, ainsi on a : 
0− =1 1P R  (I.73) 

Ou, en termes de composantes : 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 0x x y y z zP R P R P R− = − = − =  (I.74) 

Avec, 1 1 1, ,
T

x y zP P P⎡ ⎤= ⎣ ⎦1P  et 1 1 1, ,
T

x y zR R R⎡ ⎤= ⎣ ⎦1R  

IV.2.3.g Les contraintes d’inégalité sur les trajectoires  
L’amplitude de l’erreur, en tout point de la trajectoire sauf le premier, entre 

le point généré et celui désiré est contraint à ne pas dépasser une déviation 
maximale jH . 

( ) ( ) 2 ;
T

jH− − ≤j j j jP R P R pour j = 2,3,..,n  (I.75) 

Où, 

( ) ( ) ( )
1

2 2 2 2 0

pour 2,3,...

j jx jx jy jy jz jzH P R P R P R

j n

⎡ ⎤− − + − + − ≥⎢ ⎥⎣ ⎦
=

 (I.76) 
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IV.2.3.h Les contraintes d’inégalité sur les fonctions  
Le déplacement réel jS  du point B0 et désiré d

jS  est contraint par une erreur 

maximale permise. Elle est nulle sauf pour la première position. 

   pour 2,3,...j n

− ≤

=

d
j j jS S H

 (I.77) 

IV.2.3.i La méthode d’optimisation   
La méthode d’optimisation du gradient généralisé réduit est utilisée pour 

résoudre le problème non linéaire avec contraintes, traduisant la synthèse.  
Le problème d’optimisation est énoncé comme suit : ([Premkumar 88])  

Minimiser  f(x)  : [ ], ,..., T= 1 2 nx x x x   

Sous les contraintes :  ( ) 0 pour 1, 2,...,j J≥ =jI x  

     ( ) 0 pour 1, 2,...,j K= =jE x  

min max pour 1,2,...,ix x x i N≤ ≤ =  
Avec, 

x  : Le vecteur colonne des variables de conception. 
N  : Le nombre des variables de conception. 
( )f x  : La fonction objective.  

( )jI x  : La fonction contrainte sous forme d’inégalité. 

( )kE x   : Les fonctions contraintes sous forme d’égalité. 

IV-3. Formulation géométrique du problème de synthèse des mécanismes 
spatiaux (RSCR)  

IV.3.1. Introduction  
Ce travail est basé sur la caractéristique géométrique du mécanisme RSCR 

(Rotoïde-Sphérique-Cylindrique-Rotoïde) introduit par G. K. Ananthasuresh et 
al. [Ananthasuresh 94]. Suivant la disposition géométrique des axes des liaisons 
du mécanisme, trois configurations sont distinguées et discutées : le cas conique, 
le cas cylindrique et le cas hyperbolique. Chaque cas est traité séparément. Il 
développe une technique d’analyse basée sur la géométrie. Chaque cas est étudié 
séparément pour la synthèse optimale du mécanisme en générateur de fonction, 
de trajectoire et de mouvement tout en respectant les conditions décrites. 

Le problème de synthèse est traduit en un problème d’optimisation. Il est 
résolu à l’aide de méthodes basée sur le calcul du gradient, telle que la méthode 
du gradient généralisé réduit utilisée par G. K. Ananthasuresh et al. 
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IV.3.2. Méthode proposée  
Au cours du mouvement du mécanisme RSCR (Figure I. 15), seules les 

positions des points B et C et du vecteur unitaire CU  varient. Les points A0 et F0 

sont fixes. La trajectoire du point B est un cercle dans le plan de normale 
0AU . 

D’autre part, la trajectoire du point C, vu à partir du suiveur, appartient à la 
surface décrite par l’axe de la liaison cylindrique 

1CU  et l’axe de la liaison rotoïde 

0FU  en F0. Trois cas peuvent être identifiés (Figure I. 16 a, b, c), ils sont 

commentés par le Tableau I. 2. 

X Y

Z

ϕ

ψ

α

Uc1

m

Uao

s C1

Uf o

Fo

B1

Ao

0FU  

0AU  

Manivelle 

Bielle 
Suiveur  

 
Figure I. 15 : Notation du mécanisme RSCR. 

La position du point B est déterminée par la donnée de la rotation ϕ de la 
manivelle. Le point C est situé sur une sphère de centre B est de rayon s. La 
détermination de sa position revient à rechercher  l’intersection de cette sphère 
avec l’une des trois surfaces : cylindrique, conique ou hyperbolique. La donnée du 
problème est l’angle d’entrée ϕ et les inconnues sont la position angulaire ψ et la 
longueur m. 

B

A0

F0

Uf0

Uc

Ua0

B

A0

F0

Uf0

Uc

Ua0Ua0

Uc

Uf0

F0

A0

B

 
Figure I. 16 : Les trois configurations du mécanismes RSCR. 
Tableau I. 2 : Les trois configurations du mécanisme RSCR. 

Les axes portés par 
0FU  et CU  sont : Position du point C : 

(a) Non Concourants Surface hyperbolique 

   (a)    (b)        (c) 
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(b) Sécants Surface conique 
(c) Paralléles Surface cylindrique 

IV.3.2.a Matrice de rotation spatiale  
La recherche des coordonnées du point B est la première étape commune, 

aux trois cas, dans cette approche de synthèse. Chaque position est calculée à 
l’aide de la matrice de rotation spatiale pour chaque valeur de l’angle d’entrée, ϕ. 
Elle est donnée par la relation suivante :  

( ) ( ),R ϕ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦0A 1 0 0B U B A Α  (I.78) 

( )
2

2

2

,
x x y z x z y

x y z y y z x

x y y y z x z

u c u u u s u u u s
R u u u s u c u u u s

u u u s u u u s u c

υϕ ϕ υϕ ϕ υϕ ϕ
ϕ υϕ ϕ υϕ ϕ υϕ ϕ

υϕ ϕ υϕ ϕ υϕ ϕ

⎡ ⎤+ − +
⎢ ⎥⎡ ⎤ = + + −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥− + +⎣ ⎦

0AU   (I.79) 

Avec,  

( ),R ϕ⎡ ⎤
⎣ ⎦0AU  : La matrice de rotation d’axe UA0 et d’angle ϕ. 

,  et x y zu u u  : Les composantes respectives de 
0AU suivant les axes x, y et z. 

sin , cos , 1 coss cϕ ϕ ϕ ϕ νϕ ϕ= = = −  

IV.3.3. Le calcul de la position du point C  
Une fois la position du point B obtenue, on distingue trois cas, suivant la 

disposition des vecteurs CU  et 
0FU . 

IV.3.3.a Cas cylindrique  
Le mécanisme RSCR doit satisfaire les contraintes de rigidité de la bielle de 

longueur s et repérée par l’angle α qu’elle fait avec la surface cylindrique (Figure 
I. 17). 
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Figure I. 17 : Cas cylindrique. 
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Les coordonnées du centre B de la liaison sphérique, ( ), ,B B BX Y Z , sont 

calculées en fonction de l’angle d’entrée ϕ . Le point C a les coordonnées 
cartésiennes  suivantes : 

( )
( )

cos
sin

C

C

C

X r
Y r
Z c

ψ
ψ

⎧ =
⎪ =⎨
⎪ =⎩

 (I.80) 

Avec, 
( )cosB Bc Z v Z s α= − = −  (I.81) 

Le cercle décrit par le point C appartient à un plan parallèle à ( )x, y , à une 

hauteur c suivant l’axe z (Figure I. 17). L’intersection entre la sphère de centre B 
et le cercle est exprimée par l’équation suivante : 

( ) ( ) ( )2 2 2 2cos sinB B BX r Y r Z c sψ ψ− + − + − =  (I.82) 
Cette équation peut être écrite dans la forme réduite suivante : 

cos sinB BX Y Kψ ψ+ =  (I.83) 
Avec, 

2 2 2 2 2

2
B Bv X Y r sK

r
+ + + −

=
 (I.84) 

Un changement de variable 
2

t tg ψ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 permet d’obtenir une équation 

quadratique en t de solutions: 
2 2 2

B B B

B

Y X Y K
t

K X
± + −

=
+  (I.85) 

Les deux solutions indiquent l’existence de deux modes d’assemblage pour le 
mécanisme RSCR pour ce cas.  

IV.3.3.b Cas conique  
Le cas conique fait intervenir deux nouveaux paramètres ; δ le demi angle 

au sommet du cône et 0r son rayon dans le plan ( )x, y .  

La première étape a pour objectif de déterminer le rayon r et la composante 
du centre du cercle, décrit par le point C, sur l’axe z . En utilisant le paramétrage 
de la Figure I. 18, la valeur du rayon r est : 
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Figure I. 18 : Cas conique. 

( )sinr m δ=  (I.86) 

Avec, 

1m O C=  

La solution positive de l’équation suivante :  

( )2 2 22 cos 0m ms s lα+ + − =  (I.87) 

Avec,  
1

2 2
2 2 0

tanB B B
rl X Y Z
δ

⎡ ⎤⎛ ⎞= + + +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦  (I.88) 

La valeur de la composante du point C suivant z  est : 
0cos

tan
rc m δ
δ

= −
 (I.89) 

La recherche de l’intersection de la sphère avec le cercle décrit par le point C 
est identique au cas cylindrique.  

IV.3.3.c Cas hyperbolique 
Si les axes respectifs de la liaison cylindrique et de la liaison rotoïde de 

sortie ne sont ni parallèles ni sécantes, alors le point C décrit un hyperboloïde 
(Figure I. 19).  
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0FU  

CU  

 
Figure I. 19 : Cas hyperbolique. 

La condition de rigidité du mécanisme impose que l’angle BĈT  garde une 
valeur constante dans toutes les positions, Figure I. 19. Ce qui implique un 
produit scalaire constant entre les vecteurs ( )CB −  et cU , exprimé par : 

( ) αcos. sCB C =− U  (I.90) 

Le vecteur ( )CB − est donné par : 
( ) ( ) ( ) ( ){

( ) ( ) ( ) ( )}T
BB

B

mZmrY

mrXCB

δψδψ

ψδψ

sin,coscossin

,sincoscos

0

0

−−−

+−=−
 (I.91) 

Et,  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }T

C δψδψδ sin,coscos,sincos−=U  (I.92) 
A l’aide de l’équation (I.91), m est exprimé par : 

( ) ( ) 321 sincos AAAm ++= ψψ  (I.93) 
Avec, 

( ) ( ) ( ) ( )αδδδ cossincos,cos 321 sZAetXAYA BBB −=−==  (I.94) 
Par la suite, la contrainte de rigidité de la longueur de la bielle est 

exprimée : 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) 22

2
0

2
0

sin

coscossinsincoscos

smZ

mrYmrX

B

BB

=−+

−−++−

δ

ψδψψδψ
(I.95) 

L’équation en ψ est obtenue en éliminant le paramètre m dans les équations 

(I.93) et (I.95). Un changement de variable, ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= 2tan ψt , conduit à une équation 

quadratique en t [Ananthasuresh 94].  

IV.3.3.d La position du traceur sur la bielle    
Après la détermination des coordonnées du centre C de la liaison 

cylindrique. On cherche les coordonnées du point P. Ce point appartient à la 
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bielle et décrit une trajectoire lors d’une rotation de la manivelle. On l‘appelle 
traceur (voir Figure I. 20). 

Un système de coordonnées local ( ), , ,C cx cy czE E E  est choisi en C. L’axe 

(C ; czE ) du repère local est confondu avec l’axe de la liaison cylindrique. La 

direction radiale est dans le plan normal à czE  et passant par C, elle est portée 

par la projection de CB sur ce plan (Figure I. 20 ). Le point traceur est déterminé 

par la donnée de ( ), ,x y zP P P  qui constituent les coordonnées du point P dans le 

repère local. 
Le repère local est construit comme suit : 

( )( )
( )

- .  
=  

- .  )
cz cz

cx
cz cz

CB CB E E
E

CB CB E E
 (I.96) 

= ∧cx cz cxE E E  (I.97) 

= 0
cz

0

C C
E

C C                                                                                                    
(I.98) 
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Figure I. 20  : La position du traceur. 

V. FONCTION OBJECTIF DU PROBLEME DE SYNTHESE  
L’étude de synthèse des mécanismes est traduite en un problème 

d’optimisation. Les méthodes de synthèse présentées dans cette partie font 
l’exemple. EIles aboutissent toutes à une résolution d’un système d’équations et à 
la recherche d’une solution optimale.  On cherche à déterminer les paramètres du 
mécanisme apte à générer la trajectoire désirée ou la fonction désirée. Une 
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fonction objective est définie à cet effet par la somme quadratique de l’erreur. 
Elle traduit l’écart entre le résultat cible et celui calculé. Une erreur nulle 
correspond à une solution optimale qui génère exactement la tâche ciblée. Elle est 
définie comme suit ;  

Pour la génération de trajectoire : 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

1

n

jx jx jy jy jz jz
i

f x P R P R P R
=

⎡ ⎤= − + − + −⎢ ⎥⎣ ⎦∑
 

(I.99) 

Pour la génération de fonction, on parle de génération de fonction de 
déplacement angulaire : 

( ) ( )2

1

n

j j
i

f x ψ
=

⎡ ⎤= − Ψ⎢ ⎥⎣ ⎦∑
 

(I.100) 

Et la génération de fonction de déplacement linéaire : 

( ) ( )2

1

n

j dj
i

f x S S
=

⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦∑  (I.101) 

Avec, 
etj jP R  : Les vecteurs respectifs de la position désirée et générée. 

etj jψΨ    : Les angles respectifs de la rotation désirée et générée. 

Sj et Sdj : Les déplacements respectifs désirés et obtenus. 

VI. CONCLUSION  
Nous avons, au cours de ce premier chapitre, défini la synthèse des 

mécanismes ainsi que les tâches qu’ils réalisent. Ces tâches sont la génération de 
trajectoire et  la génération de fonction. Nous avons détaillé aussi quelques 
approches de modélisation du problème de synthèse. D’une approche à l’autre on 
constate la présence des mêmes contraintes. C’est la façon de les écrire qui 
diffère. Le choix du paramétrage et la façon d’aborder le problème représentent 
les piliers de base de chaque méthode.  

Le problème de synthèse se résume en un problème d’optimisation d’une 
fonction objective. Dans l’absence d’une solution explicite, on est amené à 
résoudre un système non linéaire. Vu la complexité du problème, les méthodes 
déterministes souffrent des difficultés au niveau de la convergence (calcul du 
gradient, la discontinuité des fonctions, la solution initiale,…).  

On propose dans la suite de ce travail, d’adopter le paramétrage de Denavit-
Hartenberg et  d’utiliser les algorithmes génétiques.   
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I. INTRODUCTION  
Ce chapitre traite la synthèse optimale des mécanismes spatiaux à chaîne 

fermée pour le cas de génération de trajectoire et de fonction. Une nouvelle 
formulation utilisant le paramétrage de Denavit Hartenberg (DH) est présentée. 
La procédure de recherche utilise la technique d’optimisation, fondée sur un 
algorithme génétique exploitant la théorie de l’évolution associée à une fonction 
d’évaluation, dite fonction coût qui qualifie l’aptitude du mécanisme à réaliser la 
tâche. Dans l’analyse géométrique et analytique, on utilise les matrices de 
passage pour écrire l’équation d’entrée-sortie du mécanisme. Cette équation 
exprime les contraintes de mouvement et fait appel aux différents paramètres du 
mécanisme. Deux mécanismes particuliers sont choisis pour développer 
l’approche proposée. Ils ont fait l’objet de travaux antérieurs ([Ananthasuresh 
94], [Fischer 03]). 

Les principaux avantages de la méthode proposée sont la simplicité de mise 
en œuvre, la réduction du nombre de paramètres et la convergence vers une 
solution optimale sans le besoin d'une connaissance approfondie de l'espace de 
recherche. La possibilité d'étendre la méthode à l’ensemble des familles de 
mécanismes est aussi évoquée. 

II. MECANISMES SPATIAUX  
En raison de la complexité des mécanismes spatiaux, leur conception s’avère 

difficile pour les ingénieurs. De ce fait, beaucoup de tâches spatiales sont faites 
par les robots manipulateurs ou par des machines à actionneurs planaires 
multiples, ou elles sont tout simplement ignorées et accomplies par des 
opérateurs humains.  

Il convient de noter que les robots manipulateurs exigent des axes 
commandés et travaillent avec un grand nombre de degrés de liberté, qui a 
comme conséquence d’augmenter le coût de ces machines. Cette flexibilité n’est 
pas toujours nécessaire pour une tâche donnée ; dans ce cas, le manipulateur 
pourrait être remplacé par un mécanisme spatial à un seul degré de liberté. Si 
des mécanismes spatiaux pouvaient être synthétisés rapidement et facilement 
alors il pourrait y avoir de plus en plus d’applications utilisant ces mécanismes. 
Certains exemples incluent l'industrie aérospatiale, l'équipement d'exercice 
sportif, et la réadaptation dans le champ médical.  

Les ingénieurs de l’industrie spatiale essayent constamment de trouver des 
dispositifs, légers et capables d’exécuter des tâches spécifiques en 3D. Par 
exemple, les mécanismes spatiaux sont particulièrement utiles dans la 
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conception et le déploiement des satellites. L'industrie d’équipement d'exercices 
sportifs pourrait également employer ces mécanismes pour concevoir des 
équipements adaptés au corps humain. De ce fait, les mécanismes spatiaux ont 
trouvé une grande variété d'applications où leurs mouvements se sont avérés 
particulièrement utiles. La plupart des mécanismes spatiaux sont à manivelle.  

On peut distinguer plusieurs  topologies de mécanismes, telles que celles du: 
RRSC, RSSP, RSCP ou RRSC ... etc.  

Avec, R : liaison Rotoïde, P : Prismatique, S : Sphérique, C : Cylindrique.   
Le mécanisme RSPC est utilisé comme un exemple cinématique 

d’illustration par Sandor et Erdman (1984) [Sandor 84] dans leur livre, et par 
Premkumar [Premkumar 88]. Récemment, il a fait aussi surface dans le travail 
de Fischer [Fischer 03] lors d’une analyse dynamique. Le mécanisme agitateur 
présent dans certaines machines à laver, illustré par la Figure II- 1, est un 
exemple d’utilisation du mécanisme RSPC. Un moteur pilote le rotor relié au bâti 
par une liaison rotoîde permettant la rotation de l’arbre (voir le schéma 
cinématique Figure II- 2). La palette de l'agitateur a un bras relié à la rotule, de 
la bielle, par une liaison prismatique. C’est une application industrielle de 
mécanisme qui met en jeu les quatre liaisons : rotoïde, sphérique, prismatique et 
cylindrique. 

 

 
Figure II- 1: Mécanisme agitateur. 

 

C 

P 
S 

R 

 
Figure II- 2 : Schéma cinématique du mécanisme RSPC. 
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Le travail présenté ici ; est fondé sur les caractéristiques géométriques et 
cinématiques des mécanismes spatiaux tel que le mécanisme RSCR (Rotoïde - 
Sphérique - Cylindrique - Rotoïde) introduit par G. K. Ananthasuresh et al. 
[Ananthasuresh 94] et  le mécanisme RSPC (Rotoïde - Sphérique - Prismatique - 
Cylindrique). Ces mécanismes sont étudiés en synthèse optimale par une 
approche génétique pour le problème de génération de fonction et de génération 
de trajectoire. 

III. PARAMETRAGE DE DH  
Un système mécanique articulé est une chaîne cinématique constituée 

d’éléments rigides reliés les uns aux autres par des liaisons mécaniques. En 
associant, conformément au formalisme des transformations homogènes, un 
référentiel à chacun des membres d’un système polyarticulé, il est possible de 
décrire leurs postures relatives ou absolues dans l’espace 3D. 

Denavit et Hartenberg ont proposé en 1955 [Denavit 55] une notation 
systématique d’attribution de référentiels aux membres d’une chaîne 
cinématique (voir Figure II- 3), permettant d’établir les transformations de 
passage entre articulations adjacentes (ou successives) dans un mécanisme. Cette 
notation, communément appelée convention de Denavit et Hartenberg ou 
convention DH, concerne essentiellement les chaînes cinématiques ouvertes, dont 
chaque articulation possède un degré de liberté en rotation ou en translation. 

 

2iZ −  

1iZ −

1iX −

1i −

iJoint i Joint
1i +

Joint
1i −

 

iZ

iXiaid

iα

1iθ +iθ1iθ −  
 

Figure II- 3 : Référentiels et paramètres associés aux membres selon la convention 
de Denavit-Hartenberg. 

Notre environnement comportant des chaînes cinématiques fermées, nous 
adoptons, dans ce qui suit, cette convention en vue de la modélisation analytique. 

Une chaîne cinématique fermée est composée de n membres indexés de 0 à n 
et n+1 articulations. Le bâti constitue les membres d’indices 0 et n à la fois, 
tandis que l’effecteur se place en général au milieu de la chaîne. 

Un membre d’indice i (i=0,..,n) est rendu mobile, relativement au membre 
d’indice i-1, par une articulation d’indice i qui induit un mouvement de 
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translation (articulation prismatique) ou de rotation (articulation rotoïde). La 
notation DH est détaillée dans l’annexe A.  

IV. MODELISATION DES MECANISMES SPATIAUX  
Le but de ce paragraphe est d’établir la forme la plus générale du système 

d’équation reliant l’entrée à la sortie d’un mécanisme spatial à chaîne 
cinématique fermée (voir Figure II- 4). La description géométrique adoptée utilise 
le paramétrage de Denavit-Hartenberg. Cette description permet d’avoir une 
approche générale pour une étude de synthèse dimensionnelle ultérieure pour la 
génération de fonctions ou de trajectoires. 

Élément 0 

Élément 1 

Élément 2 

1L  

2L  Élément n-2 

Élément n-1 

Élément n 

1nL −  

nL  

 
Figure II- 4 : La représentation schématique de la chaîne cinématique fermé du 

mécanisme spatial. 
Concernant le mécanisme proprement dit, sa cinématique est totalement 

caractérisée par la donnée de sa topologie, ses dimensions et son emplacement 
par rapport à un référentiel. 

Pour une chaîne cinématique fermée à un seul degré de liberté et n liaisons, 
les relations entre les coordonnées de la ième et la (i-1)ème liaison peuvent être 
décrites par la matrice de transformation homogène de D-H donnée par : 

1

cos cos sin sin sin cos
sin cos cos sin cos sin

0 cos cos
0 0 0 1

i i i i i i i

i i i i i ii
i

i i i

a
a

T
d

θ α θ α θ θ
θ α θ α θ θ

α α
−

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

Avec, iα , iθ , ia  et id  : les paramètres de la ième liaison (voir Figure II- 3). 

L’équation de fermeture de la chaîne fermée peut être écrite comme suit : 

0 1 2 1 0
1 2 1

0
....

0 1
n n

n n n

I
T T T T T− −

−

⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
 ; 

1 0
1

0 1
I

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 
Pour n=4, on parle de mécanisme à quatre barres spatial (Figure II- 5). Ces 

familles de mécanismes spatiaux à chaîne fermée sont décrites topologiquement  
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par quatre liaisons ; à un seul degré de liberté (R : Roitoïde ou P : Prismatique), à 
deux degré de liberté (C : Cylindrique), à trois degré de liberté (S : Sphérique) ; et 
comportent quatre éléments y compris le bâti.  

0 

1L  

2L  
3L  

4L  

1 

2 

3 

4 
1O  

2O  
3O  

4O  

 
Figure II- 5 : Mécanisme à quatre barres spatial. 

Le graphe des liaisons sur la Figure II- 5 illustre un mécanisme à quatre 
barres spatial. La forme la plus générale de ce mécanisme est modélisée 
géométriquement par un maximum de 16 paramètres.  

Tableau II- 1: Les paramètres de DH. 
Élément  ia  iα  id  iθ  

0 0a  0α  0d  0θ  

1 1a  1α  1d  1θ  

2 2a  2α  2d  2θ  

3 3a  3α  3d  3θ  

Le paramètre angulaire d’entrée, dans le cas du mécanisme présenté sur la 
Figure II- 5, est l’angle 0θ . Le paramètre angulaire de sortie est l’angle 1θ . 

L’équation de fermeture de cycle est donnée par le système suivant : 

0 1 2 3 0
1 2 3 4 4

0
0 1
I

T T T T T ⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
 ⇔  2

3
3

4
2

1
1

0 TTTT =  

Or, 3
4

3
0 TT =     

0 1 0 3
1 2 3 2T T T T=  (II.1) 

Avec, 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−

−

=−

1000
coscoscossinsinsin
sinsincoscossincos

0sincos

1
iiiiiii

iiiiiii

iii

i
i

d
d

a

T
ααθααθ
ααθαθα

θθ

 

L’équation de fermeture de cycle (II.1) est obtenue par multiplication des 
matrices de transformation homogènes. A partir de cette équation, on déduit les 
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expressions, dans la forme la plus générale, des coordonnées du point 2O  origine 
de repère R2 lié à la liaison 2L  (voir Figure II- 5), comme suit :    

0 1 0 3
1 2 3 2

0 0
0 0
0 0
1 1

T T T T

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (II.2) 

Cette égalité conduit aux trois équations scalaires suivantes : 

2 1 2 2 1 1 2 2 1 1

1 1 3 0 3 0 3 0

cos cos - sin cos sin sin sin
cos cos sin sin 0

a a d
a a d a

θ θ θ α θ θ α
θ θ θ α

+
+ + + + =

 (II.3) 

2 1 2 2 1 1 2 2 1 1 1 1

3 0 0 3 0 0 3 3 0 3 0 0

sin cos cos cos sin - cos sin sin
- cos sin cos cos sin sin cos sin 0
a a d a
a d d d

θ θ θ α θ θ α θ
α θ θ α α α α α

+ +
+ + + =

 (II.4) 

2 1 2 2 1 1 3 0 0

3 0 0 3 3 0 3 0 0

sin sin cos sin sin
- sin cos sin cos cos cos 0
a d d a
d d d

α θ α α θ
α θ α α α α

+ + +
+ + =

 (II.5) 

A ce niveau de développement, on ignore encore l’ordre et le type de liaisons 
utilisées dans la construction du mécanisme spatial. Grâce à l’utilisation du 
paramétrage DH, on manipule toujours les mêmes équations. 

L’objectif est de déterminer la fonction d’entrée sortie ( )10 ,θθf  ou ( )10 ,df θ , 

suivant la nature de la liaison de sortie, pour la génération de fonction ou de 
trajectoire, sachant qu’on a toujours un mouvement de rotation en entrée 
paramétré par 0θ .  

Dans ce travail, on s’intéresse aux familles ayant une seule liaison 
sphérique et ayant une liaison rotoïde d’entrée (un mouvement de rotation 
d’entrée). Le fait d’avoir une seule liaison sphérique est imposé par le 
paramétrage DH. Sachant qu’une liaison sphérique présente trois rotations.  Le 
paramétrage de Denavit-Hartenberg ne permet, par construction, de modéliser 
que deux rotations, αi et θi, au maximum.  

On propose de faire une description exhaustive des familles des mécanismes 
spatiaux à chaîne fermée. Ces familles sont décrites topologiquement par quatre 
liaisons ; à un seul degré de liberté (R : Rotoïde et P : prismatique), à deux degrés 
de liberté (C : cylindrique) et à trois degrés de liberté (S : sphérique). On peut 
identifier quatre familles (Tableau II- 2). 

Les inconnues dans les équations ((II.3)-(II.4)-(II.5)) varient en fonction de 
la topologie du mécanisme traité. Sachant que, notre objectif est d’exprimer les 
paramètres de sortie en fonction des paramètres d’entrée, respectivement ( 1θ  ou 

1d ) et 0θ . Alors, on adopte la démarche suivante : 

On identifie les paramètres de Denavit-Hartenberg, 
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On écrit le système d’équations relatif à l’équation de fermeture de cycle, 
On identifie les variables de mouvement, 
On écrit l’équation résultante, de la sortie en fonction de l’entrée. 

Tableau II- 2 : Les quatre familles des mécanismes spatiaux.  
Notation Description 

RXXR  
La famille des mécanismes à une 
liaison de R d’entrée et une liaison R de 
sortie. 

RXXC  
La famille des mécanismes à une 
liaison de R d’entrée et une liaison C de 
sortie. 

RXXP  
La famille des mécanismes à une 
liaison de R d’entrée et une liaison P de 
sortie. 

RXXS  
La famille des mécanismes à une 
liaison de R d’entrée et une liaison S de 
sortie. 

 
Dans la suite, on étudie les familles du Tableau II- 2. Les inconnues du 

mouvement sont énumérées pour tous les mécanismes. On note que ces 
inconnues sont à éliminer du système final (II.2), afin d’écrire l’équation d’entrée-
sortie.  

Parmi l’ensemble de chaque famille, seuls les mécanismes qui ont une 
mobilité cinématique mc égale à 1 présente un intérêt. Dans la mesure où il y a 
une seule boucle cinématique on a : 

ccc EIm −=   

Avec,  Ec=6 : Les équations cinématiques.  

∑
=

=
4

1i
lc mI  : Les inconnues cinématiques. 

ml : La mobilité de la liaison. 

IV-1. La famille RXXR 
La première famille étudiée est construite par des mécanismes ayant en 

entrée et en sortie les liaisons de type R. Cette famille est notée RXXR , avec R  : 
Rotoide et { }X R,C,S,P∈  C : cylindrique, S : sphérique et P : prismatique.  
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Le graphe des liaisons sur la Figure II- 6 illustre une chaîne cinématique 
fermée de type RXXR. Cette chaîne est composée par quatre éléments réunis par 
quatre liaisons. 
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Figure II- 6 : Graphe des liaisons d’un mécanisme de type RXXR. 

Les différents mécanismes de la famille RXXR sont identifiés par le tableau 
suivant : 

Tableau II- 3 : Identification des mécanismes de type RXXR.  

X X 
R S P C R P C 
×    ×   
×     ×  
×      × 
 ×   ×   
 ×    ×  
 ×    × 
  ×   ×  
  ×    × 

R 

   ×   × 

R 

 
Un ensemble de neuf mécanismes à manivelle est identifié. Pour chaque 

mécanisme, on note les inconnues du mouvement dans le Tableau II- 4, seuls les 
éléments qui ont une mobilité cinématique, mc=1, présente un intérêt.  

Tableau II- 4 : Les différents mécanismes de la famille RXXR. 

Mécanisme Variables cm  Mécanisme Variables cm  
RSPR  2 3,d θ  0 RPCR  2 3 3, ,d d θ  -1 
RSCR  2 2 3, ,d θ θ  1 RCRR  322 ,, θθd  -1 
RSRR  2 3,θ θ  0 RCCR  2 2 3 3, , ,d dθ θ  0 
RRPR  2 3,d θ  -2 RRRR  2 3,θ θ  -2 
RPPR  2 3,d d  -2     
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Pour permettre la compréhension des différents mécanismes, on donne 
quelques exemples. Ainsi, on adopte la convention de représentation suivante : 

Tableau II- 5 : convention de représentation des liaisons cinématiques. 
Nom Schéma de l’articulation 

Rotoîde 

 

Motorisée R 
 

Non motorisée R 

Prismatique   
 Non motorisée P 

Sphérique  
 

Non motorisée S 

Cylindrique  Non motorisée C 
 
On représente deux mécanismes de la famille RXXR.  

Tableau II- 6 : Schématisation de mécanismes de la famille RXXR. 
Type Schématisation  

RRRR 
 

 

RSCR 

 

 
 

IV-2. La famille RXXC 
La deuxième famille du mécanisme étudiée dans ce document est la famille 

notée RXXC, comme l’indique le graphe de liaison à la Figure II- 7. 
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Figure II- 7: Graphe des liaisons d’un mécanisme de type RXXC. 

On procède de la même manière que la famille précédente pour analyser les 
différents mécanismes (voir Tableau II- 5). On remarque que pour ce type de 
mécanisme, la liaison de sortie C est cylindrique et possède 2 d.d.l, une 
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translation et une rotation. Ainsi, pour le cas de génération de fonction, on a à 
choisir entre deux fonctions d’entrée-sortie respectivement une rotation de sortie  
ou une translation de sortie.  

Tableau II- 7 : Identification des mécanismes de type RXXC. 
X X 

R S P C R P C S 
×    ×    
×     ×   
×      ×  
×       × 
 ×   ×    
 ×    ×   
 ×     ×  
  ×  ×    
  ×   ×   
  ×    ×  
  ×     × 
   × ×    
   ×  ×   
   ×   ×  

R 

   ×    × 

C 

 
Au sein de la famille RXXC, on énumère 15 mécanismes différents que nous 

présentons dans le Tableau II- 7. Pour décrire les inconnues du mouvement, on 
présente dans le Tableau II- 8, le cas où le paramètre de sortie est 1θ . Donc 

l’équation de mouvement sera de la forme f(θ0,θ1)=0. Ce qui conduit à considérer 
d1 comme un paramètre du mécanisme. Dans le cas, d’un mécanisme destiné à 
générer un déplacement, la fonction d’entrée sortie serait f(θ0,d1)=0 et le 
paramètre θ1 remplacera d1 dans le Tableau II- 8. 

Tableau II- 8 : les différentes classes de la famille RXXC. 

Mécanisme  Variables  cm  Mécanisme  Variables  cm  

RSPC  2 3 1, ,d dθ  1 RRCC  2 2 3 1, , ,d dθ θ  0 

RSRC  2 3 1, ,dθ θ  1 RRPC  2 3 1, ,d dθ  -1 

RSCC  2 2 3 1, , ,d dθ θ  2 RRSC  2 3 1, , dθ θ  1 

RPCC  2 2 3 1, , ,d d dθ  0 RCCC  2 2 3 3 1, , , ,d d dθ θ  1 

RPSC  2 3 1, ,d dθ  1 RCPC  2 3 3 1, , ,d d dθ  0 

RPRC  3 2 1, ,d dθ  -1 RCRC  2 3 3 1, , ,d dθ θ  0 

RPPC  2 3 1, ,d d d  -1 RCSC  2 3 3 1, , ,d dθ θ  2 

RRRC  2 3 1, ,dθ θ  -1    
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Parmi les mécanismes étudiés, seuls ceux ayant une mobilité cinématique 
égale à 1, mc=1, présente un intérêt. On représente dans ce qui suit deux 
mécanismes de la famille RXXC choisis à partir du Tableau II- 7.  

Tableau II- 9 : Schématisation de mécanismes de la famille RXXC. 
Type Schématisation 

RSPC 

 

 

RPSC 

 

  

IV-3. La famille RXXP 
La troisième famille de mécanisme étudié est le RXXP. La chaîne 

cinématique fermée correspondante est présentée dans la Figure II- 8. 
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Figure II- 8 : Graphe des liaisons d’un mécanisme de type RXXP. 

Pour ce type de mécanisme, la liaison de sortie P est une liaison prismatique 
possédant 1 ddl, une translation. Ainsi, pour la génération de fonction, l’équation 
d’entrée-sortie est ( )0 1, 0f dθ = . Les semblables de cette famille sont détaillés 

dans le tableau suivant : 
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Tableau II- 10 : Identification des mécanismes de type RXXP. 
X X 

R S P C R P C S 
×    ×    
×     ×   
×      ×  
×       × 
 ×   ×    
 ×    ×   
 ×     ×  
  ×  ×    
  ×   ×   
  ×    ×  
  ×     × 
   × ×    
   ×  ×   
   ×   ×  

R 

   ×    × 

P 

 
Un ensemble de 15 mécanismes est identifié. Pour chaque mécanisme de la 

famille RXXP, on écrit les variables articulaires, seuls les éléments qui ont une 
mobilité cinématique égale à 1 présente un intérêt. Ils sont donnés par le tableau 
suivant : 

Tableau II- 11 : Les différents classes de la famille RXXP. 

Mécanisme  Variables  cm  Mécanisme  Variables  cm  

RRRP  32 ,θθ  -2 RPPP  32 , dd  -2 

RRPP  32 ,dθ  -2 RPCP  332 ,, dd θ  -1 

RRCP  332 ,, dθθ  -1 RPSP  332 ,, dd θ  0 

RRSP  32 ,θθ  0 RCRP  322 ,, θθd  -1 

RSRP  32 ,θθ  0 RCPP  322 ,, dd θ  -1 

RSPP  32 ,dθ  0 RCCP  3322 ,,, θθ dd  0 

RSCP  332 ,, dθθ  1 RCSP  322 ,, θθd  1 

RPRP  32 ,θd  -2    
 

On présente dans ce qui suit deux mécanismes de la famille RXXP choisis 
aléatoirement du Tableau II- 10. 

Tableau II- 12 : schématisation de mécanismes de la famille RXXP 
Type Schématisation 

RCSP 
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RCCP 

 

 

IV-4. La famille RXXS 
La quatrième famille de cette étude est constituée par des mécanismes de 

type RXXS . Le graphe des liaisons est présenté par la Figure II- 9. 
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3 L0 

L1 
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L3 

0

3

1
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L =R
L =R
L =X
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0 1
1 2A A  

0 3
3 2A A

S

 
Figure II- 9 : Graphe des liaisons d’un mécanisme de type RXXS. 

La liaison de sortie, pour ce type de mécanisme, est une liaison sphérique S 
possédant trois rotations, soit 3 ddl. Ainsi, pour le cas de génération de fonction 
ou de trajectoire, on a besoin de la fonction d’entrée-sortie suivante ( )0 1, 0f θ θ = . 

Les différents mécanismes possibles de cette famille sont présentés dans le 
tableau suivant : 

Tableau II- 13 : Identification des mécanismes de type RXXS. 
X X 

R P C R P C 
×   ×   
×    ×  
×    × 
 ×  ×   
 ×   ×  
 ×    × 
  × ×   
  ×  ×  

R 

  ×   × 

S 

 
La famille RXXS étudiée est composée de 9 mécanismes spatiaux. Chaque 

mécanisme admet entre deux et quatre variables articulaires en fonction de sa 
topologie. Les mécanismes ayant une mobilité cinématique égale à 1 présente un 
intérêt. Les différentes variables sont énumérées dans le tableau suivant : 
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Tableau II- 14 : les différentes classes de la famille RXXS. 

Mécanisme Variables cm  

RRRS  32 ,θθ  0 

RRPS  32 , dθ  0 

RRCS  332 ,, dθθ  1 

RPPS  32 , dd  0 

RPCS  332 ,, dd θ  1 

RCRS  322 ,, θθd  1 

RCPS  322 ,, dd θ  1 

RCCS  3322 ,,, θθ dd  2 

RPRS  2 3,d θ  1 
 

On présente dans ce qui suit deux mécanismes de la famille RXXS choisis 
du Tableau II- 13. 

Tableau II- 15 : schématisation de mécanismes de la famille RXXS 
Type Schématisation  

RRCS 

 

 

RPRS 

 

 

V. FORMULATION DU PROBLEME DE SYNTHESE  
Dans ce qui suit, on présente la nouvelle approche proposée utilisant le 

paramétrage de Denavit-Hartenberg (DH). Deux mécanismes spatiaux sont 
choisis pour la formulation du problème de synthèse illustrant cette approche, le 
mécanisme RSCR et le mécanisme RSPC. Ces mécanismes portent l’intérêt des 
recherches précédentes dans la littérature. Une critique est menée par rapport 
aux méthodes de synthèse antérieures, présentées dans le chapitre précédent, 
afin de mettre en évidence l’apport de notre approche.   

V-1. Modèle cinématique du mécanisme spatial RSCR  
Ce mécanisme appartient à la famille RXXR. Il admet une liaison rotoïde de 

sortie et une liaison rotoïde d’entrée. Il est étudié en synthèse avec deux 
approches différentes par Ananthasuresh et al. [Ananthasuresh 94] et Jiménez et 
al. [Jimènez 97]. Il est modélisé respectivement par une formulation géométrique 
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et une formulation cartésienne. Dans les deux cas, une redondance est 
distinguée. On propose de le prendre comme exemple d’illustration de notre 
approche. 

La définition des paramètres de Denavitt-Hartenberg se fait de la même 
manière qu’une chaîne cinématique ouverte. La différence réside dans le fait que 
le premier et le dernier élément sont liés au bâti. L’orientation du dernier 
système de coordonnées, 0R , est défini par rapport à 1R , le premier système de 

cordonnées de la chaîne. Le paramétrage et les systèmes de coordonnées du 
mécanisme RSCR sont représentés dans la Figure II- 10. Comme indiqué dans 
l’étude de cette famille réalisée dans le dernier paragraphe, ce mécanisme fait 
appel à trois inconnues cinématiques. 

Les paramètres 0α , 0a  et 0d sont les paramètres fixes de la base. Le Tableau 

II- 16 indique les paramètres de Denavitt-Hartenberg pour le mécanisme RSCR, 
où les variables sont en gras. 

Tableau II- 16: Paramétrage de DH pour le mécanisme RSCR. 
I ia  id  iα  iθ  

0 0a  0d  0α  0θ  

1 1a  1d  1α  1θ  

2 2a  2d  0 2θ  

3 3a  0 3α  3θ  

L’équation de fermeture de cycle pour le mécanisme RSCR est définie 
comme suit : 

0 1 0 3
1 2 3 2T T T T=  (II.6) 

La dernière colonne de ce système d’équations représente les coordonnées 
homogènes de l’origine 2O  .  

 

B 
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Figure II- 10 : Le mécanisme RSCR et son paramétrage de DH correspondant. 
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Les matrices de passage utilisées sont données par : 

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 10
1

1 1 1

cos sin cos sin sin cos
sin cos cos cos sin sin

0 sin cos
0 0 0 1

a
a

T
d

θ θ α θ α θ
θ θ α θ α θ

α α

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (II.7) 

2 2 2 2

2 2 2 21
2

2

cos sin 0 cos
sin cos 0 sin

0 0 1
0 0 0 1

a
a

T
d

θ θ θ
θ θ θ

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (II.8) 

3 3 3

3 3 3 3 3 3 33
2

3 3 3 3 3 3 3

cos sin 0
sin cos cos cos sin sin

sin sin cos sin cos cos
0 0 0 1

a
d

T
d

θ θ
θ α θ α α α
θ α θ α α α

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟=
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (II.9) 

0 0 0

0 0 0 0 0 0 00
3

0 0 0 0 0 0 0

cos sin 0
sin cos cos cos sin sin

sin sin cos sin cos cos
0 0 0 1

a
d

T
d

θ θ
θ α θ α α α
θ α θ α α α

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟=
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (II.10) 

L’équation de fermeture de cycle est écrite en utilisant les matrices 
homogènes aux coordonnées du point B (ou 2O sur Figure II- 10).  

0 1 0 3
1 2 3 2

0 0
0 0
0 0
1 1

T T T T

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Ce qui conduit aux trois équations suivantes : 
1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 1 1

0 3 0

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 1 1

0 0 3 0 0

1 2 2 1 2 1 0 0 3 0 0

cos cos sin cos sin sin sin cos
cos

sin cos cos cos sin cos sin sin
sin cos sin

sin sin cos sin sin cos

a a d a
a a

a a d a
a d

a d d a d

θ θ θ α θ θ α θ
θ

θ θ θ α θ θ α θ
θ α α

α θ α θ α α

− + +
= − −

+ − +
= −

+ + = − − (II.11) 
Les inconnues dans ces équations sont 1θ , 2d et 2θ . Dans le cas général, il est 

difficile de déterminer explicitement 1θ  en fonction de 0θ .  

Selon la disposition des axes respectivement portés par 1Z  et 0Z , on 

distingue trois cas de configuration du mécanisme RSCR ; le cas cylindrique, le 
cas conique et le cas hyperbolique (voir chapitre I), ce qui se traduit par des 
valeurs particulières de certains paramètres de Denavit-Hartenberg. 

Le modèle géométrique simplifié donnant 1θ  en fonction de 0θ  pour le cas 

cylindrique, où 1 0α = , est donné par l’équation suivante : 
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( ) ( )1 4 1 3 0 1 1 4 4 1 3 4 0 1

2 2 2 2 2 2 2
4 4 3 4 4 0 4 1 4 4 3 0

2 2 2 2 2
3 4 3 4 0 3 0 4

2 2 cos cos 2 sin 2 cos sin sin

cos 2 cos sin sin cos

cos 2 cos cos cos 0

a a a a a d a a

d a d a a d a

a a a a

θ θ α α θ θ

α α θ α θ

α θ θ α

+ + +

+ − − − − − −

− + = (II.12) 
L’équation (II.12) est utilisée pour la résolution des problèmes de génération 

de fonction et de trajectoire du mécanismes RSCR quand les axes 1Z  et 0Z  sont 

parallèles. Le cas de génération de fonction est traité par G.K. Ananthasuresh et 
al. [Ananthasuresh 94]. 

Le cas conique, correspondant à a1=0 où les deux axes Z1 et Z0 se coupent,  
est étudié en génération de trajectoire par Ananthasuresh et al. [Ananthasuresh 
94]. Vu que, le problème de génération de trajectoire est formulé comme suit : un 
point donné sur l’élément 2 (le point traceur) doit générer une trajectoire qui se 
rapproche au plus d’une trajectoire cible. On a besoin de déterminer l’orientation 
de l’élément bielle (2) pour pouvoir définir les coordonnées du point traceur, P, 
par rapport à la base. En effet, pour les coordonnées locales données du point 
traceur, on peut retrouver les coordonnées globales en utilisant l’équation 
suivante:  

0
2

1 1

P p

P p

P p

X x
Y y

T
Z z

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (II.13) 

[ ], , ,1 T
P P PX Y Z : Le vecteur coordonnées homogènes du point P dans le 

référentiel fixe R0 ( )0 0 0 0, , ,O X Y Z . 

[ ], , ,1 T
P P Px y z : Le vecteur coordonnées homogènes du point P dans le 

référentiel R2 ( )2 2 2 2, , ,O X Y Z . 
0

2T  : La matrice de passage représentant la position et l’orientation de 

l’élément (2) par rapport au système de coordonnées fixe, R0.  
Dans ce chapitre, nous ne nous sommes pas restreints au cas spatial 

conique. Le cas général du mécanisme RSCR est, par ailleurs, étudié. Nous 
montrons la façon de le résoudre dans la suite. Le modèle géométrique complet 
donnant l’angle 1θ en fonction de l’angle 0θ  est donné par l’équation suivante : 
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2 2 2 2 2 2
3 0 3 1 0 0
2 2 2 2
0 1 0 1 3 0 0 0 0

2 2 2 2
0 3 0 0

2 2 2 2
3 1 0 3 0 1 0 0 0

2 2 2 2
3 0 0 0 3 0 2 3 0 1

2 2 2 2
0 1 0 3

cos cos cos cos

cos cos 2 sin cos sin

cos cos

cos cos 2 cos sin sin cos

2 cos cos 2 cos cos

cos cos cos

a a

a d a d

a a

a a d

a a d a a a

d a

α α θ α

α α θ α α

α θ

α α α θ α α

θ α θ α

α α

+ +

− −

− −

− +

− + − +

+ +

2
1

2 2 2 2
0 1 0 0

2 2
3 0 0 1 3 0 0 0

2
0 0 0 0 0 0 1

2 2
3 0 0 0 1 3 0 0 0

2
0 3 0 0 0 3 1 0 0

cos

cos cos

2 cos sin cos 2 cos sin

2 sin 2 sin cos

2 cos sin cos 2 cos cos sin

2 sin cos 2 cos sin cos

d

a a d

a d a d

a d a

a a a a

θ

θ α α

θ α α θ α

α α α

θ α α α θ θ

θ α α θ α

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎝ ⎠
⎛ ⎞− −
⎜
− +⎜+⎜+ +⎜
⎜+ −⎝ ⎠

1 1

2
3 1 0 1 0 0

3 0 1 0 1 0
1

3 1 1 0 1 0 1 1 1

0 3 1 1 0 0

2
3 1 0 1 0 3 0 1 1 0

cos sin

2 sin cos cos sin sin
2 sin cos cos cos

sin
2 sin cos cos 2 sin cos
2 sin cos sin sin

2 sin cos cos sin 2 sin cos sin

a
a d

a d a d
a a

a a d

θ θ

α θ α θ α
α θ α α

θ
α θ α α α
α α θ α

α α α α α α θ

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎛ ⎞+
⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎜ ⎟+ +
⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

−

+
+

2
3 0 1 0 0 1

1
3 1 1 0 0 1

2
0 1 0 1 0

2 2 2 2 2 2 2
0 1 3 2 0 1 3 1 0 0

2 2 2 2
1 1 0 1 0 3 0

2
3 0 1 0 0

4 sin sin cos cos
cos

2 sin sin cos cos

2 sin sin cos cos

cos 2 cos cos cos cos cos

2 cos cos cos

2 cos sin sin co

a d
a d

d

a a a a

d d d a

a d

α θ α α
θ

α θ α α

α α α α

α θ α α θ α

α α θ

α θ α

⎛ ⎞
⎜ ⎟

+⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

+ − +

− + + +
2 2 2

0 3 0 1

2 2 2 2 2 2
0 0 1 0 1 1

2 2 2
3 1 2 1 3 1 0 0

2 2 2 2
1 3 0 0 3 1 0 1 0 0 3

s 2 cos cos

cos cos cos

cos 2 cos sin sin

2 sin sin cos cos 2 cos 0

a

d d d

a a d a

d a a d d a

α θ α

α α α

α α θ α

θ α α α α

−

− + +

+ + +

− − − − =

 (II.14) 

 
Cette équation peut s’écrire de la forme : 

( )2
1 1 1 1 1cos cos sin cos sin 0A B C D Eθ θ θ θ θ+ + + + =  (II.15) 

Cette équation peut être présentée par un polynôme d’ordre quatre en 
faisant la transformation suivante :  

1
1 tan

2
t

θ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, on obtient : 

4 3 2
1 2 3 4 5 0A t A t A t A t A+ + + + =  

V-2. Modèle cinématique du mécanisme spatial RSPC  
Le second mécanisme que nous avons traité est le mécanisme RSPC dont 

une représentation 3D est donnée par la Figure II- 11. Ce mécanisme appartient 
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à la famille RXXP. Il comporte une liaison rotoïde d’entrée et une liaison 
prismatique de sortie.  
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Figure II- 11 : Le mécanisme RSPC et son paramétrage de DH correspondant. 

Le paramétrage correspondant de Denavit-Hartenberg du mécanisme est 
illustré par la Figure II- 11. Le mouvement de rotation d’entrée, repéré par θ0, est 
effectué autour de l’axe 3Z  de la liaison de révolution.  

Les paramètres de Denavitt-Hartenberg pour le mécanisme RSPC sont 
donnés par le Tableau II- 17, où les variables sont en caractère gras. 

Tableau II- 17 : Paramétrage de DH pour le mécanisme RSPC. 
i ia  id  iα  iθ  

0 0a  0d  0α  0θ  

1 1a  1d  1α  1θ  

2 2a  2d  0 2θ  

3 3a  0 3α  3θ  

L’équation de fermeture de cycle pour le mécanisme RSCR est définie 
comme suit : 

0 1 0 3
1 2 3 2T T T T=  (II.16) 

La dernière colonne de ce système d’équation représente les coordonnées 
homogènes de l’origine O2 du repère locale de l’élément 2.  

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 10
1

1 1 1

cos sin cos sin sin cos
sin cos cos cos sin sin

0 sin cos
0 0 0 1

a
a

T
d

θ θ α θ α θ
θ θ α θ α θ

α α

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (II.17) 
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2 2 2 2

2 2 2 21
2

2

cos sin 0 cos
sin cos 0 sin

0 0 1
0 0 0 1

a
a

T
d

θ θ θ
θ θ θ

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (II.18) 

3 3 3

3 3 3 3 3 3 33
2

3 3 3 3 3 3 3

cos sin 0
sin cos cos cos sin sin

sin sin cos sin cos cos
0 0 0 1

a
d

T
d

θ θ
θ α θ α α α
θ α θ α α α

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟=
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                    (II.19) 

0 0 0

0 0 0 0 0 0 00
3

0 0 0 0 0 0 0

cos sin 0
sin cos cos cos sin sin

sin sin cos sin cos cos
0 0 0 1

a
d

T
d

θ θ
θ α θ α α α
θ α θ α α α

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟=
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (II.20) 

L’équation de fermeture de cycle pour ce mécanisme est donnée par 
l’expression (II.16). On obtient les équations suivantes : 

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 1 1

0 3 0

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 1 1

0 0 3 0 0

1 2 2 1 2 1 0 0 3 0 0

cos cos sin cos sin sin sin cos
cos

sin cos cos cos sin cos sin sin
sin cos sin

sin sin cos sin sin cos

a a d a
a a

a a d a
a d

a d d a d

θ θ θ α θ θ α θ
θ

θ θ θ α θ θ α θ
θ α α

α θ α θ α α

− + +
= − −

+ − +
= −

+ + = − −  (II.21)

 

En éliminant 1d  et 2d , l’équation d’entrée sortie du mécanisme RSPC, 

( )0 1, 0g θ θ = , est donnée par : 

( )( )
( )

0 3 0 1 1 0 0 3 0 0

2 2 1

cos cos sin (sin cos sin )

cos 0

a a a d

a a

θ θ θ θ α α

θ

+ − +

+ + =
 (II.22) 

C’est une équation du type 1 1cos sinA B Cθ θ+ =  

Soit l’angleγ , défini comme suit : 

( )3 0 0 0 0 0 3 02 sin cos sin , cosATAN a d a aγ θ α α θ= − + +⎡ ⎤⎣ ⎦  
La solution de l’équation est alors :  

 

( )2 2 11
1

cos
cos

a a
H

θ
θ γ − +⎛ ⎞

= ± −⎜ ⎟
⎝ ⎠  

Avec, H est donné par : 

 ( )( )2 2
0 3 0 0 0 3 0 0cos (sin cos sin )H a a a dθ θ α α= + + +

 
On note ici que les paramètres du mécanisme solution doivent vérifier les 

conditions d’existence sur l’argument de l’arcos. Ces conditions sont utilisées 
dans l’algorithme de résolution. 

L’équation (II.22) est utilisée dans la formulation du problème de génération 
de fonction et de trajectoire.  



Chapitre 2________________________________________________________________________________ 

52 

Pour le cas de génération de trajectoire, les coordonnées du point traceur, 
sont définies de la même manière que le cas du mécanisme RSCR, à l’aide de 
l’équation (II.13) . 

La présente méthode a l’avantage d’être applicable à tout mécanisme à une 
seule chaîne cinématique fermée. Puisqu’elle est basée uniquement sur l’équation 
de fermeture de cycle et sur le paramétrage classique de Denavit-Hartenberg.  

V-3. Synthèse optimale  
Les variables de conception sont certains paramètres de Denavit-

Hartenberg du mécanisme qu’il s’agit de déterminer par optimisation pour la 
synthèse. Dans le cas de génération de fonction, les vecteurs de conception pour 
les deux mécanismes sont donnés par les vecteurs suivants : 

[ ]32111000 ,,,,,,, aaaddaX RSCR
f αα=                                                    (II.23) 

[ ]32211000 ,,,,,,, aaadaX RSPC
f θαα=                                                    (II.24) 

Pour le problème de génération de trajectoire, on ajoute les coordonnées 
locales du point traceur, P, et la position de l’origine du repère de base O dans un 
repère fixe. Il faut donc, rajouter aux vecteurs précédents ((II.23),(II.24)) les 
composantes suivantes pour le cas de génération de trajectoire : 

[ ]000 ,,,,, ZYXzyx PPP                                                                        (II.25) 
Il est important de mentionner que le nombre des variables de conception 

est fortement réduit par rapport aux autres descriptions géométriques existantes 
dans la littérature. En effet, pour le cas du mécanisme RSCR, on utilise 
seulement 8 paramètres pour la formulation du problème de génération de 
fonction, alors que dans [Ananthasuresh 94] 12 paramètres redondants sont 
utilisés pour modéliser le même problème. En plus, cette description nous permet 
de résoudre le cas général du mécanisme RSCR, tandis que des cas particuliers 
de configuration de ce  mécanisme sont traités dans la littérature.  

La fonction objective à optimiser, dans le cas de génération de fonction, est 
donnée par :  

( ) ( )[ ]2
111
jdjN

j
ptXfE θθ −== ∑ =                                                            (II.26) 

ptN  étant le nombre de points de synthèse, 1
jθ  et 1

jdθ  représentant 

respectivement la position angulaire générée et désirée. 
Dans le cas de génération de trajectoire, la fonction à minimiser est donnée 

par : 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

1

pt

d d dj j jj j j

N

P P PP P P
j

E f X X X Y Y Z Z
=

⎡ ⎤= = − + − + −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑                  (II.27) 
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ptN  étant le nombre de points de synthèse, jP  et d
jP  représentant 

respectivement la position générée et désirée du traceur.  
Par conséquent, l’erreur E est une quantité qui reflète la précision de la 

trajectoire obtenue. 

V-4. Résolution du problème  
Le problème de synthèse d’un mécanisme peut être résumé 

schématiquement comme suit : 
 

Données : 
Déterminer :

 Une fonction ou une trajectoire et le type du mécanisme 
 Les dimensions optimales du mécanisme pour exécuter la tâche 

 
Le problème de synthèse de mécanisme est traduit en un problème 

d’optimisation d’une fonction objective. Il fait appel à un ensemble d’équations 
non linéaires à satisfaire. On peut le définir comme suit : 

Minimiser : ( )
var1; ,...,

T

Nf x x⎡ ⎤= ⎣ ⎦X X  

Sujet à : ( ) 0; 1,..., .jI j J≥ =X  

    ( ) 0; 1,..., .kQ k K= =X  

   min max var; 1,...,i i ix x x i N≤ ≤ =  
Avec, 

X  = Le vecteur des variables indépendantes ou vecteur de conception. 

varN = La dimension du vecteur X . 

J= Le nombre  de contraintes d’inégalités. 
K= Le nombre de contraintes d’égalités. 
( )f X = La fonction objective. ( cf § IV-3) 

( )iI X = Les contraintes d’inégalité. 

( )kQ X = Les contraintes d’égalité. 

Les méthodes déterministes et stochastiques ont vu une large utilisation 
dans la résolution des problèmes d’optimisation, notamment les problèmes de 
synthèse de mécanismes. La complexité élevée du système a introduit des 
difficultés dans l’utilisation des méthodes déterministes ([Kunjur 95],[Cabrera 
02],[Laribi 04-2],…). C’est pour cela qu’on propose dans ce travail l’utilisation des 
méthodes stochastiques, particulièrement les algorithmes génétiques couplés 
avec un régulateur flou, s’adaptant mieux à genre ce type de problèmes. 
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VI.  CONCLUSION  
Dans ce chapitre, on a présenté une nouvelle formulation du problème de 

synthèse des mécanismes spatiaux utilisant le paramétrage de Denavit-
Hartenberg. On a pu écrire la forme la plus générale du système d’équations 
reliant l’entrée à la sortie de la chaîne cinématique fermée.  

On a identifié quatre familles de mécanismes spatiaux, (RXXR, RXXC, 
RXXP et RXXS). Chaque famille est étudiée et modélisée séparément. Ces études 
apportent, pour leur part, une connaissance approfondie de la nature du 
mécanisme traité et de la complexité du problème abordé.  

Les mécanismes spatiaux RSCR, (Rotoïde - Sphérique - Cylindrique - 
Rotoïde), et RSPC, (Rotoïde - Sphérique - Prismatique - Cylindrique), sont 
formulés dans un problème de synthèse. Ils sont étudiés pour le problème de 
génération de fonction et le problème de génération de trajectoire. Une critique 
est menée vis-à-vis d’autres travaux ultérieurs. 

Pour la résolution, on présente dans le chapitre suivant un algorithme 
d’optimisation basé sur l’algorithme génétique et un régulateur flou. 
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I. INTRODUCTION  
Dans la vie courante, nous sommes fréquemment confrontés à des 

problèmes de recherche de choix d’une solution parmi un ensemble possible. Ces 
solutions sont le résultat direct d'un problème d'optimisation d’une fonction 
objectif (fonction coût ou fonction profit), que l'on cherche à minimiser ou à 
maximiser. En pratique, le but n'est pas d'obtenir un optimum absolu, mais une 
solution au-delà d’un seuil prédéfini vu la complexité du problème. Pour 
atteindre cet objectif, il existe des méthodes appelées "heuristiques" bien 
adaptées. Un grand nombre d'heuristiques, qui produisent des solutions proches 
de l'optimum, ont été développées. La plupart d'entre elles sont conçues 
spécifiquement pour un type de problème donné. 

Maintenant que le problème de synthèse est posé, il s’agit de choisir la 
méthode de résolution pour obtenir sa solution, c’est ce qu’on présente dans ce 
chapitre.  Dans une première partie, on développe les techniques d’optimisation. 
Deux familles sont identifiées, l’une globale, l’autre locale, ensuite nous donnons 
l’approche de résolution. Un intérêt particulier est porté à la méthode heuristique 
et en particulier aux algorithmes génétiques. Nous abordons également le 
couplage entre l’algorithme génétique et un contrôleur de logique flou, que nous 
avons proposé pour améliorer les performances de l’approche. 

Enfin, pour notre approche, on présente les résultats obtenus pour la 
résolution des problèmes de synthèse de mécanismes spatiaux mentionnés dans 
le chapitre précédent.  

II. TECHNIQUE D’OPTIMISATION   

II-1. Fonction objective 
Soit X  un vecteur de dimension finie n dont les composantes ix  vérifient les 

conditions suivantes, qu’on appelle contraintes explicites : 
 ; avec  1,...,i i ia x b i n≤ ≤ = ,  

Où, ia  et ib , sont les composantes données de deux vecteurs et A B , de dimension 

n. 
Les vecteurs  et A B  décrivent l’espace d’évolution des variables ix . C’est un 

espace de recherche de la solution définie par : 
[ ]
[ ]
[ ]

1

1

1

,.., ,..,

,.., ,..,

,.., ,..,

i n

i n

i n

A a a a

B b b b

X x x x

=

=

=
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Soit la fonction f  à valeurs réelles définie comme suit : 

( )
: nf R R

x f x
∈ →

⎯⎯→

X
 

Dans la suite de notre travail, nous nous intéressons uniquement à la 
recherche des minima d'une fonction, puisqu'un problème de maximisation peut 
toujours se ramener à un problème de minimisation. 

Le problème considéré est celui de trouver le minimum global de f , et 
d'éviter d'être piégé dans un minimum local. 

( ) ( )* * * *est un minimum local 0 / : et x x x x f x f x xε ε⎡ ⎤⇔ ∃ > ∀ ∈ − < ⇒ ≥ ∈⎣ ⎦X X  

( ) ( )* * *est un minimum global : et x x f x f x x⇔∀ ∈ ≥ ∈X X  

Pour un minimum global xMG, 
( ) ( ){ }minMG MG x Xf x y f x∈= =

 
Cette fonction est appelée fonction objectif, fonction d’évaluation ou fitness.  

II-2. Recherche locale et recherche globale 
Dans tout ce manuscrit, le terme d’«optimisation globale» fait référence à la 

recherche des optima globaux de la fonction objectif, au sens défini dans le 
paragraphe §II-1. De ce point de vue, la méthode d'optimisation globale vise la 
détermination de l’optimum global du problème, en évitant la convergence vers  
l'un de ses optimums locaux.   

Néanmoins, nous pouvons classer les méthodes en deux catégories. Celles 
ayant un mécanisme de recherche n’exploitant pas tout le domaine de recherche, 
ces méthodes sont appelées méthodes locales, et celles qui disposent d’un 
mécanisme de recherche sur tout le domaine qui s'efforcent à obtenir un optimum 
global, ces méthodes sont appelées méthodes globales. 

Les deux méthodes ne sont pas antagonistes. Afin d'améliorer les 
performances de recherche, plusieurs auteurs [Glover 86] combinent les deux 
types d'algorithmes. Une recherche globale permet de bien explorer l'espace de 
recherche ; cette phase est appelée "diversification"; et une recherche locale 
permet de bien exploiter une "zone prometteuse" (susceptible de contenir un 
minimum global), localisée lors de l'exploration du domaine de recherche ; cette 
phase est appelée "intensification". 

Nous présentons dans ce qui suit quelques méthodes de résolution, locales et 
globales, du problème d’optimisation. Le choix est motivé par le fait que ces 
méthodes sont utilisées dans la littérature pour la résolution des problèmes de 
synthèse des mécanismes.  
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II-3. Méthodes de résolution  
Les différentes méthodes utilisées pour la résolution des problèmes 

d’optimisation peuvent être classées en deux grandes catégories : 
 Méthodes d’optimisation locales  (box complexe, gradient, quasi 

Newton) dont certaines nécessitent le calcul du gradient de la 
fonction objectif. 

 Méthodes d’optimisation globales (algorithmes génétiques,...) 
basées sur un mécanisme de perturbation, un critère d’évaluation 
et un critère d’arrêt. 

II.3.1 Méthodes d'optimisation locale  
Le principe d'une méthode d'optimisation locale [Fox 71] est le suivant : à 

partir d'une solution 0x , considérée temporairement comme étant la valeur 

minimale minx , on engendre par transformations élémentaires une suite finie de 

voisins jusqu’à obtention de la solution.  
La convergence locale est dictée par la capacité et la célérité de l’algorithme 

à achever la convergence lorsque les itérations ix se rapprochent arbitrairement 

près de la solution *x . 
Dans ce contexte, deux méthodes locales sont présentées : la méthode de la 

descente et la méthode du gradient (Annexe B).  

II.3.2 Méthodes d’optimisation globale 
Dans la littérature, les méthodes développées pour résoudre des problèmes 

d'optimisation globale sont réparties, selon les auteurs, en différentes classes. 
Pour Goldberg, elles sont classées selon les critères de robustesse [Goldberg 89]. 

La convergence globale concerne la capacité de l’algorithme à amorcer la 
convergence quand l’estimation de départ 0x  est située arbitrairement loin de la 

solution *x .  
Les méthodes d’optimisation globale peuvent être classées en trois 

catégories, comme suit :  

a. Les méthodes déterministes,  

Elles n'utilisent aucun concept stochastique et requièrent des hypothèses 
sur la fonction f à optimiser, telles que : f est continue et dérivable en tout point 
du domaine S des solutions. C'est-à-dire : 

( ) ( ) ( )2
1 2 1 2 1 2, ,x x X f x f x L x x∀ ∈ − ≤ −  (III.1) 

Les méthodes déterministes se divisent en deux classes principales : les 
méthodes d'exploration directe et les méthodes d'exploration indirecte. 
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Les méthodes indirectes cherchent à atteindre les optimums en résolvant les 
systèmes d'équations, souvent non linéaires, obtenus en annulant le vecteur 
gradient de la fonction étudiée.  

Les méthodes d'exploration directes recherchent les optimums en se 
déplaçant dans une direction qui dépend du gradient de la fonction. 

Ces méthodes présentent deux inconvénients majeurs : 
 En pratique, certaines de ces méthodes nécessitent le calcul du 

gradient, ce qui n'est pas toujours aisé. 
 Ces méthodes ne convergent vers l'optimum global que lorsque le 

point de départ de l'algorithme est proche de cet optimum. 
 La solution obtenue dépend de la solution initiale ; en plus la 

convergence même de l'algorithme est conditionnée par la solution 
initiale 

b. Les méthodes énumératives,  

Elles sont de principe simple ; dans un espace de recherche fini, un 
algorithme énumératif évalue la valeur de la fonction à optimiser en chaque point 
de l'espace solution. L'utilisation d'un tel algorithme est intéressante lorsque le 
nombre de points n'est pas très important. Mais en pratique, beaucoup d'espaces 
de recherche sont trop vastes pour que l'on puisse explorer toutes les solutions 
une par une et tirer une information utilisable. 

Ce type de méthodes présente deux inconvénients majeurs : 
 Elles sont inadaptées aux problèmes de grande dimension ; 
 Elles ne sont pas guidées par un raisonnement ou un processus 

intelligent, qui conduit la recherche vers des sous-espaces, 
susceptible de contenir une bonne solution, sans balayer tout 
l'espace des solutions. 

c. Les méthodes stochastiques,  

Elles sont des méthodes où l'approche de l'optimum est en partie ou 
entièrement guidée par un processus stochastique. Elles utilisent des procédures 
purement aléatoires, qui explorent et mémorisent les meilleurs éléments trouvés. 
Ces méthodes utilisent un choix aléatoire comme outil pour guider une 
exploration de l'espace des solutions. 

Ces méthodes présentent un inconvénient majeur : 
 On ne peut garantir leur convergence que d'une manière 

asymptotique (ou pas du tout...). 
Le principe d’un algorithme stochastique d’optimisation est détaillé dans 

l’annexe C. 
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II.3.3 Le principe d’un algorithme génétique 
Les algorithmes génétiques (AGs) font partie des méthodes d’optimisation 

globale. Ils sont adoptés pour la résolution du problème de synthèse des 
mécanismes dans ce travail.   

Les problèmes traités par les algorithmes génétiques sont ceux qui n’ont pas 
pu être résolus par les méthodes classiques, ou ceux dont la résolution nécessite 
un temps de calcul considérable. Ils trouvent leur application surtout lorsque 
plusieurs contraintes, parfois contradictoires, sont à satisfaire en même temps 
([Golberg 87], [Oates 99], [Powell 93], [Kane 97]…). Les principes fondamentaux 
de ces algorithmes ont été exposés par Holland [Holland 75]. Ces algorithmes 
s'inspirent du fonctionnement de l'évolution naturelle, notamment la sélection de 
Darwin, et la procréation selon les règles de Mendel. 

La sélection naturelle, que Darwin appelle l'élément "propulseur" de 
l'évolution, favorise les individus d'une population les mieux adaptés à un 
environnement. La sélection est suivie de la procréation, réalisée à l'aide de 
croisements et de mutations au niveau du patrimoine génétique des individus (ou 
"génotype"), constitué d'un ensemble de gènes. Ainsi deux individus "parents", 
qui se croisent, transmettent tout ou partie de leur patrimoine génétique à leurs 
descendants. Le génotype de l'enfant fait que celui-ci est plus au moins bien 
adapté à l'environnement. S'il est bien adapté, il a une plus grande chance de 
figurer et de procréer dans la génération future. Au fur et à mesure des 
générations, on sélectionne les individus les mieux adaptés, et l'augmentation du 
nombre d’individus bien adaptés fait évoluer la population entière.  

Le principe de base des algorithmes génétiques, les différents types de 
codages, ainsi qu’une description des opérateurs génétiques sont présentés dans 
l’annexe D.  

La qualité de la convergence est liée à l’espace de recherche de la solution. 
On présente dans ce qui suit, un algorithme d’optimisation que nous avons conçu 
sur une combinaison entre l’algorithme génétique et la logique floue. Cet 
algorithme surmonte ce genre de problème. 

III. METHODE COMBINEE AG-LF  
On utilise ici un algorithme génétique à codage réel. On présente dans cette 

section l’expression des opérateurs utilisés dans cet algorithme. Un régulateur 
flou est utilisé pour améliorer la qualité de la solution finale et éviter les 
problèmes de convergence prématurée.  
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III-1. Sélection  
La sélection prend des individus de la population en accord avec leurs 

aptitudes, pour former des nouvelles générations. Le prélèvement des 
échantillons est réalisé sur le principe de la roulette russe ([Golberg 94] et 
[Schmitt 01]).  

La probabilité de sélection est donnée par : 

( ) ( )

( )
1

ind

i
i N

i
i

F x
P x

F x
=

=

∑
 

Avec,  
( )iF x est l’aptitude de l’individu xi. 

Nind est la taille de la population. 

III-2. Croisement  
L’opérateur de croisement fonctionne en une recombinaison linéaire entre 

un couple d’individus de la population en cours. C’est une caractéristique de 
l’opérateur de croisement de l’algorithme génétique de Breeder ([Mûhlenbein 
94],[Golberg 94]). 

L’opérateur génère des descendants dans la direction définie par les parents. 
Les nouveaux descendants de la paire de parents sont calculés comme suit : 

( )
1 1 1

2 2 2

Re
Re

offspring parent cM range Opt Diff
offspring parent cM range Opt Diff

= + × × ×Δ×

= + × × ×Δ× −
 

Avec,  

1Opt  : Le taux de recombinaison, variant dans l’intervalle [0,1].  

2Opt  : Le taux de rétrécissement de croisement, variant dans l’intervalle 

[0,1]. 

1Re 1,  avec une probabilité de .cM Opt= ±   

0.5range I= × , avec I est l’intervalle d’existence des variables. 
1

1
m

0
2 , 1 avec une probabilité de ,  si non 0, et 20

m
i

i i
i

mα α
−

=

Δ = = =∑  

1 2

1 2

parent parent
Diff

parent parent
−

=
−

 

III-3. Mutation   
L’opérateur de mutation permet l’apparition de nouveaux blocs et la 

réapparition d’autres disparus. Cet opérateur va faire muter des valeurs aux 
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variables réelles, et ce par une adaptation à la probabilité de mutation et 
l’aptitude de l’individu. 

La mutation réelle s’adapte aussi à l’évolution par la modification de la 
déviation standard en accord avec l’aptitude de chaque individu. 

La mutation des variables est calculée comme suit : 

2mutated variable variable MutMx Range F= + × × ×Δ  
Avec,  

11 avec une probabilité de MutMx F= ±  

1F  : Le taux de mutation dans l’intervalle [0,1]. 

0.5Range I= × , avec I est l’intervalle d’existence des variables. 

2F  : Le taux de rétrécissement de mutation, il varie dans l’intervalle [0,1]. 
1

m2 , 1 avec une probabilité de ,  si non 0, 20.i
i i mα α−Δ = = =∑  

Avec m=20, l’opérateur de mutation est capable de localiser l’optimum avec 
une précision de 19

2 2Range Fε −= × × [Lot01]. 

III-4. Réinsertion  
Toute en maintenant la même taille initiale de la population, les meilleurs 

parents sont réinsérés dans la nouvelle population d’enfants. De la même façon, 
si on n’utilise pas tous les individus à chaque génération et si on produit plus de 
progénitures que demandées alors un arrangement de réinsertion doit être utilisé 
pour déterminer quels individus doivent exister dans la nouvelle population. 

Forgaty ([Schmitt 01],[Chipperfield 94]) a prouvé que le remplacement des 
meilleurs individus met en application une stratégie d’élitisme car les plus aptes 
survivront probablement sur des générations successives. Ainsi, pour qu'un 
individu survive pendant des générations successives, il doit être suffisamment 
apte pour assurer la propagation dans ces progénitures.  

Nous employons un espace de génération, gapG , et une réinsertion basées sur 

l’aptitude pour mettre en application la stratégie d'élitisme. Les individus les 
plus aptes survivent toujours à travers les générations successives. Ainsi, 
( ind gapN G× ) de nouveaux individus sont produits à chaque génération. Un 

arrangement de réinsertion doit être employé pour déterminer quels individus 
doivent exister dans la nouvelle population.  
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III-5. Méthode combinée algorithme génétique – logique floue (AG-LF)  

III.5.1 Introduction  
L’algorithme génétique, au cours de sa recherche, se base sur une 

population d’individus pour repérer la solution optimale. Si elle existe, alors elle 
sera présentée comme résultat. Ainsi, la population initiale générée au départ, en 
fonction du nombre d’individus et de l’espace de recherche, donné par les limites 
sur les composantes du vecteur de conception, a une grande influence sur la 
nature du résultat obtenu. Cependant, on ne peut pas prédire le domaine 
d’existence de la solution optimale. On fait appel à des tests successifs dans 
lesquels on modifie les bornes de chaque variable, donc l’espace de conception.  

Afin, d’automatiser ce processus nous proposons l’utilisation de la régulation 
par logique floue. Cette approche a montré son efficacité lors de son application 
dans la synthèse des mécanismes plans ([Laribi 02], [Laribi 04-2]). Les 
différentes caractéristiques de régulateur sont présentées dans l’annexe E. 

III.5.2 Apport du régulateur flou  
Au cours d’un essai d’algorithme génétique, nous notons une différence 

entre la population initiale et la dernière population. Au départ, les individus 
décrivent par leurs éléments tout l’espace de recherche défini ([ ]min max,I I ). A la fin 

de l’optimisation, on marque l’apparition de l’un des deux phénomènes suivants : 
 Une concentration autour du même individu : il s’agit d’une 

convergence. 
 Une dispersion qui persiste : on n’atteint pas la convergence. 

Dans le cas de la convergence, le taux de variation V, du meilleur individu 
entre une population et ses parents dans les dernières générations reste très 
faible, sinon nul. Par contre, si la convergence n’est pas atteinte, ce taux reste 
considérable.  

Le taux de variation V est ainsi un indicateur de l’état de convergence de 
l’algorithme génétique. Mais, nous pouvons enregistrer une convergence vers une 
mauvaise solution où l’erreur E n’est pas admissible. C’est pour cela que nous ne 
pouvons qualifier une solution de bonne que si E et V sont faibles. Dans ce cas, 
l’espace de conception défini par les intervalles d’existence [ ]min max,x xI I choisis au 

départ est bon. Dans le cas contraire, où V ou/et E sont importants, l’espace de 
conception est à modifier. 

Ce coefficient sera déterminé par le régulateur de la logique floue. Les 
entrées du régulateur seront l’erreur E et le taux de variation V obtenus après un 
premier essai de l’algorithme génétique. 



Chapitre 3________________________________________________________________________________ 

64 

A partir de ces données, le régulateur doit déterminer un coefficient 
multiplicateur, noté c (voir Annexe E), qui permettra de corriger l’intervalle min-
max initial.  

Soit * *
min max,x xI I⎡ ⎤⎣ ⎦  les bornes du nouvel intervalle, on aura : 

( )

( )

*
max max min

*
min max min

2

2

x x x

x x x

cI moy I I

cI moy I I

= + −

= − −
 (III.2) 

Avec, 
( )MaxGen

moy moyenne population=  : La moyenne de la population à la dernière 

génération. 
Le problème de synthèse des mécanismes spatiaux par algorithme génétique 

nécessite la donnée des paramètres suivants, avant de lancer la recherche de 
solution : 

 La Taille de la population ( indN ). 

 Le nombre de générations maximal ( MaxGen ). 
 L’intervalle d’existence min-max des variables ( xI I). 

 Les paramètres des opérateurs génétiques ( 1 2 1 2, , , , gapF F Opt Opt G ). 

Tous ces paramètres sont identifiés à l’aide de l’expérience de l’opérateur et 
sa richesse de raisonnement. C’est ce qu’on appelle le réglage génétique. 
L’organigramme, présenté dans cette partie, résume le fonctionnement de 
l’algorithme global d’optimisation qui introduit le régulateur par logique floue 
pour adapter l’intervalle d’existence des variables, en fonction de l’évolution de la 
recherche lors du premier passage de l’algorithme génétique. 

L’algorithme fonctionne en deux étapes : 
 Un premier passage de l’AG pour définir la solution et les variables 

nécessaires au régulateur flou, à savoir les valeurs d’entrée E 
(erreur) et V (variation). Ceci a pour conséquence de définir l’espace 
de recherche susceptible de contenir la solution du problème. 

 Un deuxième passage de l’AG avec le nouvel espace de recherche 
adapté, issu du régulateur flou. 

La Figure III- 1 illustre l’organigramme global d’optimisation. Les deux 
cycles respectifs, génétique et flou, sont appliqués séquentiellement.  

L’apport de cette nouvelle approche est sur deux niveaux. Elle permet 
d’automatiser le processus de synthèse puisque le programme décide seul de son 
évolution et réduit l’erreur et le temps de calcul en évitant la convergence 
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prématurée. Ceci est dû à la bonne adaptation de l’intervalle d’existence des 
variables. 
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Figure III- 1 : Organigramme d’algorithme global d’optimisation. 

IV. RESULTATS ET DISCUSSION  
L’approche proposée est implémentée sous MATLAB® et l’ensembles des 

résultats a été obtenu sur un PC équipé d’un processeur Athlon 1800 Mhz.  
Pour tester notre méthode, nous avons conduit la synthèse de deux 

mécanismes spatiaux ; le mécanisme RSCR et le mécanisme RSPC. Nous avons, 
pour ces deux mécanismes, traité les problèmes de génération de trajectoire et de 
fonction. Le temps de calcul nécessaire pour l’obtention d’une solution, avec les 
deux passages de l’algorithme génétique, varie en fonction de la complexité du 
problème entre 30s et 60s.  

Les angles sont exprimés en degrés. Les dimensions du mécanisme solution, 
générant une trajectoire, sont exprimées dans la même unité que celle utilisée 
pour définir la trajectoire. Pour la génération de fonction, il n’est nul besoin de 
spécifier les unités utilisées pour les longueurs.  

Pour chaque cas traité, nous avons résolu le problème en utilisant 
successivement, afin de comparer les résultats obtenus, l’algorithme génétique 
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seul, l’algorithme génétique couplé à la logique floue et aussi la méthode du 
gradient. La méthode du gradient n'est utilisée ici qu'à des fins de comparaison, 
car cette méthode est classiquement exploitée pour la résolution des problèmes de 
synthèse de mécanismes. Nous avons donc programmé l'algorithme du gradient. 

Rappelons que dans cette méthode, le choix de la solution initiale est très 
important, puisqu'il conditionne la qualité du résultat final. Ainsi dans notre 
travail, la solution initiale est choisie parmi les solutions intermédiaires de 
l’algorithme génétique. Ce problème est traité par les auteurs Ananthasuresh et 
Kramer dans [Ananthasuresh 94]. 

IV-1.   Résultats de simulation du mécanisme RSCR  
Comme nous l’avons présenté dans le premier chapitre, ce mécanisme 

présente quelques particularités selon la disposition des axes des liaisons 
cylindrique et rotoïde de sortie, portés respectivement par les vecteurs 

1CU et 
0FU  

(Figure III- 2). Ceci se traduit directement sur les paramètres de Denavit-
Hartenberg, pour le cas cylindrique : 1 0d = et 1 0α =  et pour le cas conique 1 0a = .  

X Y
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Figure III- 2 : Le mécanisme RSCR. 

IV.1.1 Génération de fonction:     
Ce problème est traité par l’auteur de [Ananthasuresh 94] en utilisant la 

méthode du gradient. Ces résultats sont repris ici et comparés aux résultats 
trouvés par AGs. 

L’espace de recherche de solution des différentes variables est donné par le 
tableau suivant : 
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Tableau III- 1: L’intervalle d’existence des variables. 

I  1d  1α  1a  2a  3a  0d  0a  0α  

minx  0 0 -4 -4 -4 0 -4 0 

maxx  0 0 8 10 8 7 10 360 
 

 
Pour étudier le premier cas spatial traité par [Ananthasuresh 94], les deux 

variables 1d et 1α  sont choisies égales à zéro. Ce cas est dit cylindrique parce que 

les axes des liaisons de révolution et cylindrique sont parallèles. 
Le Tableau III- 2 contient les données de la fonction désirée définie par 

l’utilisateur 1
dθ . La fonction générée par le mécanisme optimal, obtenu par la 

méthode du gradient, est représentée par θ1grad. La fonction générée par le 
mécanisme optimal trouvé par algorithme génétique est repérée par θ1GA. E est 
l’erreur quadratique entre la fonction obtenue et celle désirée. La méthode basée 
sur l’algorithme génétique permet de trouver une solution plus précise que la 
méthode du gradient. Le temps de calcul nécessaire pour l’obtention d’une 
solution par l’AG, à un seul passage, est estimé à 35 s.  

Tableau III- 2 : La fonction désirée et les fonctions obtenues par la methode du 
gradient et la methode de l’AG. 

0θ  0 10 20 40 60 85 110 125 140 150 E 

1
dθ  0 15 25 45 57 70 90 105 120 130  

1
gradθ [7] 0 13.96 24.25 38.42 50.39 68.42 91.48 106.43 120.5 128.69 2.13 

1
GAθ  0 14.22 25.37 42.98 57.42 73.82 90.69 102.37 117.28 131.9 1.95 

 
Le Tableau III- 3 présente les dimensions du mécanisme RSCR ainsi que 

l’erreur obtenues respectivement par algorithme génétique et la méthode du 
gradient. Dans la Figure III- 3 on trace la fonction d’entrée sortie. 

Tableau III- 3 : Les dimensions optimales du mécanisme RSCR par la méthode du 
gradient et la méthode de l’AG pour la génération de fonction. 

 
Gradient 
[Ana94] 

AG 

0a  2.62 0.5 

0d  4.89 6.97 

0α  42.18 137.40 

1d  0 0 

1a  5.02 5.01 
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1α  0 0 

2a  6.97 7.99 

3a  8.2 0.55 

E 2.13 1.95 
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Figure III- 3: La fonction désirée et les fonction obtenues par la methode du 

gradient et la methode de l’AG  

 
Figure III- 4: Le mécanisme optimal obtenu par la méthode de l’AG. 

 
La solution proposée par algorithme génétique est construite dans la Figure 

III- 4. Il est important de noter que la fonction d’entrée sortie est assez simple, 
dans ce cas, c’est pourquoi on utilise l’algorithme génétique seul sans couplage. 

IV.1.2 Génération de trajectoire : 
Cet exemple est aussi présenté par [Ananthasuresh 94]. Dû à la complexité 

du problème, le cas spatial où 1 0a =  est considéré dans la référence citée. Cette 

configuration est dite conique à cause de l’intersection entre les deux axes Z0 et 
Z1. Dans notre travail et grâce à la description présentée du mécanisme, basée 
sur le paramétrage de DH, on est capable de résoudre le cas général du problème. 
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Les variables de conception sont identiques au cas précèdent, seules les 
coordonnées dans le repère local du point traceur P et l’origine du repère sont 
ajoutées. Le problème est traité en premier par la méthode couplée AG-LF, dont 
la solution optimale est présentée par le Tableau III- 4. De même, on illustre 
l’intervalle d’existence des variables.  

Tableau III- 4 : Les intervalles d’existence et la solution optimale du mécanisme 
RSCR pour la génération de trajectoire. 

 I  GA *I  GA-FL 

 minx  maxx  X *
minx  *

maxx  X 

1d  0 10 4.10 -1.94 21.93 5.68 

1α  0 360 103.80 0 360 105.98 

1a  0 10 9.08 -5.44 17.92 6.68 

2a  1 10 8.81 -0.74 20.28 9.08 

3a  1 10 1.56 -9.72 11.76 1.21 

0d  0 10 7.05 -2.15 21.44 3.99 

0a  0 10 9.07 -3.21 20.27 9.96 

0α  0 360 264.68 0 360 229.17 

Px  0 10 2.18 -8.10 15.26 5.04 

Py  0 10 6.27 -7.19 16.17 2.74 

Pz  0 10 2.28 -1.55 21.47 3.47 

0X  0 10 5.20 -7.24 16.12 1.83 

0Y  0 10 7.54 -9.67 13.82 3.98 

0Z  0 10 3.22 -1.97 21.63 9.79 

E   1.01   0.24 

Au premier passage de l’algorithme génétique, en utilisant l’intervalle 
d’existence I, on obtient une première solution à une erreur de 1.01. À la suite de 
ce passage, l’algorithme se crée un historique définissant les paramètres V et E 
nécessaire pour la régulation floue. Une nouvelle recherche génétique s’entame 
après la régulation pour la détermination de la solution optimale. Une nette 
amélioration est remarquée sur l’erreur, de 1.01 à 0.24, comme c’est illustré dans 
le Tableau III- 4.   

Par la suite, le problème est résolu par la méthode du gradient qu’on a 
implémenté. Elle est lancée deux fois avec deux points de départ, X0, différents 
qu’on présente dans le Tableau III- 5. Ces points sont choisis, parmi les 
premières populations de l’algorithme génétique.  
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L’algorithme diverge avec le premier point de départ (la 2ème colonne du 
Tableau III- 5). Par contre, il aboutit à une solution ayant une erreur de E=0.82, 
avec le deuxième point de départ (la 3ème colonne).  On remarque ici, l’influence 
du point initial sur la nature de la solution finale pour le cas de la méthode du 
gradient. 

Les trajectoires générées par les solutions optimales, obtenues 
respectivement par la méthode couplée AG - LF et la méthode du gradient, sont 
représentées dans la Figure III- 5. 

Tableau III- 5: Le mécanisme optimal obtenu par la méthode du gradient et la 
méthode de l’AG-FL. 

 Gradient AG-LF 

 
X0 

 (divergence) 
X0 X X 

1d  0 9.51 -1.39 5.68 

1α  263.97 74.84 108.50 105.98 

1a  3.53 4.62 1.68 6.68 

2a  6.91 7.88 13.97 9.08 

3a  1.31 1 -1.58 1.21 

0d  7.30 7.62 12.74 3.99 

0a  7.33 7.43 7.40 9.96 

0α  109.22 132.01 79.84 229.17 

Px  5.51 7.04 4.15 5.04 

Py  6.56 6.40 -6.33 2.74 

Pz  7.30 9.83 21.47 3.47 

0X  9.94 6.64 6.64 1.83 

0Y  2.57 3.01 3.01 3.98 

0Z  0 3.21 3.21 9.79 

E 7.66 6.67 0.82 0.24 
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Figure III- 5 : La trajectoire cible et celles obtenues par la méthode du gradient et 

la méthode de l’AG-LF (RSCR).  
Ces deux exemples montrent clairement l’efficacité de la méthode de l’AG 

avec le couplage flou dans la résolution des problèmes de synthèse de mécanisme 
spatiaux dans le cas de génération de trajectoire et de génération de fonction. La 
méthode génétique-flou prouve sa précision devant la méthode du gradient. Il 
faut noter que la méthode du gradient présente un problème dans le choix de 
solution de départ qui conditionne l’évolution de la recherche incitant 
l’algorithme à diverger dans certains cas. 

Le paramétrage réduit utilisé pour la description géométrique du 
mécanisme offre un modèle simple aidant le processus d’optimisation. 

IV-2. Résultats de simulation du mécanisme RSPC  
Le deuxième exemple de mécanisme étudié est le mécanisme spatial RSPC. 

Ce mécanisme est synthétisé en génération de fonction et en génération de 
trajectoire. 

IV.2.1 Génération de fonction : 
La méthode combinée AG-FL est utilisée pour la résolution des problèmes 

d’optimisation. Les résultats obtenus sont comparés à ceux trouvés par la 
méthode du gradient. 

  Les huit variables de conception ainsi que leurs espaces de recherche sont 
présentés dans le Tableau III- 6 . 

Il présente les dimensions optimales, X, du mécanisme RSPC. L’erreur 
trouvée par AG est E=4.58, cette erreur est non acceptable. L’erreur obtenue pour 
ce mécanisme, par AG-LF est E=0.76, elle est améliorée par un facteur 6 par 
rapport à l’AG simple, par le changement de l’espace de recherche.  
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Tableau III- 6 : Les intervalles d’existence et la solution optimale du mécanisme 
RSPC pour la génération de fonction. 

  0a  0d  0α  1a  1α  2a  2θ  3a  E 

minx  0 0 0 -4 0 0 0 0  
I 

maxx  10 10 360 10 360 7 360 10  

GA X 7.89 0.3 265.11 -2.73 179.2 4.67 222.7 1.38 4.58 
*
minx  -4.78 -10.09 0 -19.89 0 -6.82 0 -10.20  

I* 
*
maxx  17.97 12.67 360 11.98 360 9.11 360 12.56  

AG-LF X* 8.66 0.55 283.85 10.60 288.50 -5.39 333.08 -1.92 0.76 
 

 
Le même problème est résolu par la méthode du gradient qu’on a 

implémentée. Le mécanisme obtenu, Tableau III- 6, génère une erreur plus 
importante que celui obtenu par la méthode combinée. De plus, la méthode du 
gradient souffre ici encore du choix du point de départ. 

En effet, le Tableau III- 7 montre deux choix de la valeur initiale, 
respectivement la colonne 2 illustre le premier choix et la colonne 3 illustre le 
deuxième choix. Le mécanisme optimal est présenté dans la colonne 4.  

Le mécanisme obtenu par AG-LF, modélisé sur la Figure III- 6, et celui 
obtenu par la méthode du gradient génère une erreur similaire, malgré la 
différence des paramètres (voir Tableau III- 7). Ce résultat vient valider 
l’existence d’une multitude de solutions.  

Tableau III- 7 : Le mécanisme RSPC optimal obtenu par la méthode du gradient 
et la méthode de l’AG-FL pour la génération de fonction. 

Gradient AG-LF 
 X0 

(divergence) 
X0 X X 

0a  7.40 6.27 13.12 8.66 

0d  4.34 0.66 -0.52 0.55 

0α  342.28 178.9 178.9 283.85 

1a  -1.02 0.48 6.21 10.60 

1α  346.28 85.65 85.65 288.50 

2a  0.37 0.58 4.11 -5.39 

2θ  340.76 51.81 51.48 333.08 

3a  1.13 0.5 -2.91 -1.92 

E 25.6 19.5 0.76 0.76 
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Figure III- 6 : Le mécanisme optimal pour la synthèse en génération de fonction. 

La Figure III- 7 présente la fonction désirée ainsi que celle générée par le 
mécanisme optimal obtenu.  
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Figure III- 7 : La fonction cible et les fonctions générées par les mécanismes 

obtenus par les différentes méthodes. 

IV.2.2 Génération de trajectoire: 
Les variables de conception sont identiques à l’exemple de génération de 

fonction précèdent. On ajoute les coordonnées locales du point traceur et les 
coordonnées du point d’origine du repère. Les solutions optimales et les 
intervalles d’existences, obtenus  par la méthode couplée AG-LF, sont présentés 
dans le Tableau III- 8.  

Un nouvel intervalle, I*, est produit par régulation. La qualité de la solution 
est améliorée. L’erreur sur la trajectoire passe de E=10.08 par AG simple à 
E=0.68 après la prise en compte de la régulation floue. 
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Tableau III- 8 : Le mécanisme RSPC optimal obtenu par la méthode de l’AG-LF 
pour la génération de trajectoire. 

I  AG *I  AG-LF 
 

minx  maxx  X *
minx  *

maxx  X* 

0a  0 10 10.00 -0.97 20.94 11.6 

0d  0 10 0.90 -8.87 13.04 0.60 

0α  0 360 122.35 0 360 121.55 

1a  -4 10 -1.44 -10.94 19.74 0.68 

1α  1 360 40.79 0 360 64.33 

2a  0 10 2.28 -4.70 10.63 0.52 

2θ  0 360 241.82 0 360 334.09 

3a  0 10 0 -10.94 10.97 -6.26 

Px  0 10 9.89 -5.04 16.88 4.79 

Py  0 10 3.04 -0.97 20.94 0.73 

Pz  0 10 9.99 -0.97 20.94 17.16 

0X  0 10 8.03 -9.33 12.58 10.06 

0Y  0 10 9.82 -9.75 12.16 4.81 

0Z  0 10 9.39 -5.43 16.48 -5.29 

E   10.08   0.68 

La trajectoire à générer est définie par la donnée de 16 points. La Figure III- 
8 montre la trajectoire désirée et celle obtenue par la méthode combinée AG-LF. 

 

 Cible 
AG_LF 

 
Figure III- 8: La trajectoire cible et celles obtenues par la méthode du gradient et 

la méthode de l’AG-LF (RSPC). 
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Identiquement au problème précèdent, le mécanisme optimisé est calculé, 
en premier, par la méthode du gradient (Tableau III- 9). Deux points de départ 
utilisés, le premier, figurant sur la 2ème colonne, ne conduit pas à une solution 
tandis que le deuxième donne une solution avec une erreur de E=3.43. La 
méthode AG-LF conduit à la solution présentée dans la 5ème colonne. Il apparaît 
clairement que, pour cet exemple, notre méthode conduit à de meilleurs résultats. 

Tableau III- 9 : Le mécanisme RSPC optimal obtenu par la méthode du gradient 
et la méthode de l’AG-FL pour la génération de trajectoire. 

Gradient AG-LF 
 X0 

(divergence) 
X0 X X 

0a  10 10 13.75 11.6 

0d  8.94 1.14 1.58 0.60 

0α  178.39 191.74 89.72 121.55 

1a  5.10 1.92 3 0.68 

1α  320.45 78.54 78.51 64.33 

2a  3.53 4.04 4.84 0.52 

2θ  232.46 356.93 339.28 334.09 

3a  0 0 -4.18 -6.26 

Px  10 9.95 6.55 4.79 

Py  10 8.95 11.96 0.73 

Pz  0.47 9.98 12.34 17.16 

0X  0.47 0 0 10.06 

0Y  9.24 0.34 0.34 4.81 

0Z  9.07 0.34 0.34 -5.29 

E 13.93 11.5 3.43 0.68 

V. APPLICATION : MECANISME D’ANTI-ESCARRE 
Le but de cette étude est d’appliquer cette méthode à la synthèse d’un 

mécanisme pour une application concrète. Il s’agit de proposer et de synthétiser 
un mécanisme d’anti-escarre destiné à équiper un siège pour personnes 
handicapées. Ce système consiste à installer sur le siège, un élément mobile afin 
de soulager les zones de forte pression au niveau de l'assise. A l’inverse de la 
solution proposée à l’origine à deux actionneurs, nous présentons un système 
mono-actionneur utilisant un mécanisme spatial de type RUCS. 
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V-1. Introduction  
On présente dans cette application une nouvelle conception pour un 

dispositif d’anti-escarre. Cette solution est proposée à la place d’une solution déjà 
étudiée au LMS. Le système de prévention de l’escarre nécessite deux degrés de 
liberté en rotation de la plaque mobile à une assise sur une articulation à rotule. 
Le mécanisme spatial apte à générer les mouvements souhaités est un 
mécanisme du type RUCS, il est synthétisé pour deux conditions principales. Une 
condition sur la vitesse et une autre sur l’amplitude de l’angle d’inclinaison. La 
modélisation du mécanisme est basée sur l’utilisation du paramétrage de 
Denavit-Hartenberg (DH). 

V-2. Présentation  
Les études expérimentales, de mesure de pressions et de déplacements 

réalisées par Thibault J. [Thibault 87] ont montré la diversité des 
caractéristiques morphologiques des sujets étudiés et l’importance des rythmes 
dynamiques chez les personnes valides. Ces conclusions montrent qu’une 
approche statique était sans doute insuffisante. Le développement d’un système 
de prévention, est opportun et doit répondre à deux principaux critères : 

 Création de micro mouvement dans une zone comprenant : 
• Le sacrum, les ischions, les trochanters. 

 Répartition des pressions en statique en créant une assise ayant 
une forme morphologique moyenne. 

Ces dernières conclusions montrent tout l’intérêt d’un élément mobile, au 
sein d’un siège. On cherche à obtenir le maximum de mobilité avec un mécanisme 
assez simple. Il faut créer dans un environnement réduit, un appareil capable de 
générer localement des mouvements. Nous devons pouvoir effectuer un 
basculement latéral, ou mettre le bassin de la personne en position d’antéversion 
ou de rétroversion et pouvoir faire tous les mouvements résultant de la 
combinaison des deux. La plaque mobile (Figure III- 9) est réalisée à partir de 
l’empreinte prise sur le siège afin d’assurer la continuité de la forme ([Peyrat 86], 
[Thibault 87]). Son contour est défini par deux cercles de rayon 65 cm centrés sur 
les pointes des ischions (entre axe moyen de 130 mm), qui correspondent aux 
points les plus bas du siège. Il faut noter aussi que cette plaque mobile est reliée 
à l’ensemble par une liaison sphérique placée en son centre (point médian des 
ischions). De cette façon, on laisse deux mobilités qui permettent d’obtenir des 
oscillations autour du centre. La rotation autour de l’axe vertical est supprimée 
par ailleurs.  
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La Figure III- 9 illustre le siège avec la plaque mobile. Une première 
rotation xΩ  autour de l’axe x et une deuxième rotation yΩ autour de l’axe y .  
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Le siège
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Figure III- 9 : Le siège et sa plaque mobile. 

La rotation du bassin est obtenue par le déplacement du centre de gravité 
de la personne assise. On espère avec cette solution soulager alternativement l’un 
ou l’autre des ischions comme le fait une personne valide de façon instinctive. En 
ce qui concerne l’amplitude du mouvement, les travaux de J. Thibault et  P. 
Peyrat ([Peyrat 86], [Thibault 87]) ont conduit à une amplitude de mouvement de 
l’ordre de 10 mm. 

Au niveau pratique, un déplacement maximum des ischions de plus ou 
moins de 10 mm autour de la position horizontale est traduit par une rotation du 
bassin d’environ de 8° (voir Figure III- 10). 

 

G  G

16°
 

 
Figure III- 10 : Mouvement de plaque mobile. 

V-3. Solution technologique d’actionnement de la plaque mobile  

V.3.1 Conditions à satisfaire et solution existante 
Une solution du problème doit respecter les limites d’encombrement. Il n’est 

pas possible de placer un mécanisme volumineux sous la plaque mobile. De plus, 
il faut éliminer la consommation électrique pendant les temps morts, on 
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n’applique pas de couple de maintien aux moteurs. Les actionneurs doivent être 
irréversibles. 

Une solution a été établie par J. Thibault et  P. Peyrat. Il s’agit d’un 
mécanisme à deux motorisations donnant deux degrés de liberté en rotation à 
une assise sur une articulation sphérique. Un schéma descriptif est représenté 
dans la Figure III- 11. 
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Figure III- 11 : Schéma de principe de la solution existante à deux motorisations 

(Thibault 1987). 
On considère l’axe central de la rotule (Figure III- 12), perpendiculaire à la 

plaque mobile. Il génère un mouvement proche de celui souhaité. Cet axe décrit 
un cône de révolution de sommet le centre de la liaison sphérique. L’objectif est 
d’obtenir deux mouvements de rotation respectivement autour de x et y  par une 
seule motorisation. 

 

Sphérique

Motorisation  
Figure III- 12 : Une seule motorisation. 

V.3.2 Principe de la solution proposée 
Le schéma de principe de la solution proposée est présenté sur la Figure III- 

13. Les mouvements de rotations notés xΩ  et yΩ  autour des axes x  et y  sont 

assurés par une seule motorisation. Nous nous proposons d’étudier un 
mécanisme spatial capable de générer ce type de mouvement. Le mécanisme 
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spatial RUCS (Rotoïde-Universel-Cylindrique-Sphérique) permet d'obtenir un 
mouvement similaire à celui proposé dans la solution existante. Ce mécanisme 
couple les deux mouvements de rotation de la plaque mobile.  

  

R : Rotoïde  
U : Universelle 
C : Cylindrique 
S   : Sphérique 

R 

U C 

S 

zr  yr  

yr

yr  

 
Figure III- 13 : Schéma de principe. 

Un tel mécanisme satisfait aux conditions énoncées : 
 L’axe yr  de rotation étant quelconque dans le plan de normale zr  et 

passant par le centre de la liaison rotule.  
 Le mécanisme étant animé par un mouvement  de rotation 

d’entrée.    

V.3.3 Modèle cinématique du mécanisme spatial RUCS  
On utilise les paramètres de Denavit Hartenberg [Denavit 55] pour écrire 

l’équation de fermeture du mécanisme spatial RUCS. Le mouvement de rotation 
d’entrée est assurée par la liaison de révolution de l’élément 3 autour de l’axe 0z . 
Cette rotation est donnée par l’angle 1θ . On indique sur la Figure III- 14 
l’orientation des différents axes ainsi que les différents paramètres de DH. 

 

5z

4z

3z
1z

2z

0z

1d0a

5x
3x

1x

0d

4a
1a

4d

0x

2x

4x

3

0

1
2

 
Figure III- 14 : Le mécanisme RUCS et son paramètrage de DH correspondant 

Le Tableau III- 10 illustre les paramètres de Denavit-Hartenberg pour le 
mécanisme de RUCS. 
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Tableau III- 10 : Paramètrage de Denavit-Hartenberg pour le mécanisme RUCS 
 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
L’équation de fermeture de cycle pour le mécanisme RUCS est définie 

comme suit : 
0 1 2 3 4 0

1 2 3 4 5 5T T T T T T=  (III.3) 
 

Or, 0
5 4 4T I ×=   

L’équation  précédente peut être écrite comme suit :  
0 1 0 5 4 3

1 2 5 4 3 2 T T T T T T=  (III.4) 
La dernière colonne de ce système d’équation représente les coordonnées de 

l’origine 2O  du repère lié au solide 2, centre de la liaison universelle. 

0 1 0 5 4 3
1 2 5 4 3 2

0 0
0 0

 
0 0
1 1

T T T T T T

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (III.5) 

L’écriture des matrices homogènes du système d’équation (III.5) permet 
d’identifier le système d’équation suivant: 

1 1 0 5 4 0 4 0

1 1 5 4 0

1 0 5 4 0 4

cos cos cos sin 0
sin sin 0

sin cos - cos 0

a a d a
a a d
d a d

θ θ θ θ
θ θ
θ θ θ

+ + + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + =⎩

 (III.6) 

En développant ce système, on exprime les relations entre l’angle d’entrée 1θ  
et les angles de sortie 5θ  et 0θ  comme suit : 

1 1 0
5

4

sinarcsin a d
a
θθ +⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (III.7) 

0 1 0 4 51 0 1 0 sin cos 0cos cos cosa d aa θ θ θ θ θ+ + =+  (III.8) 
L’équation (III.8) est de la forme : 

2 2
1 1 1 1 1 1cos sin cos sin cos cos 0A B C D E Fθ θ θ θ θ θ+ + + + + = .  

I ia  id  iα  iθ  

0 0a  0d  
2
π  0θ  

1 1a  1d  -
2
π  1θ  

2 0 0 
2
π  2θ  

3 0 0 
2
π  3θ  

4 4a  4d 0 4θ  

5 0 0 
2
π  5θ  
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Elle est transformée en polynôme après un changement de variable 
1tan

2
t θ
= .   

L’angle 5θ est construit par définition au tour de l’axe 4z . Cet axe varie au 
cours du mouvement du mécanisme (Figure III- 15). Ce qui ne permet pas une 
mesure absolue de rotation de la plaque. Il offre une mesure relative. Sachant 
que la première rotation est décrite par 0θ , la deuxième rotation sera décrite par 
l’angle 0α qu’on introduit dans ce qui suit. 

Cet angle peut être identifié par la donnée de la matrice de rotation 0
4A  

comme suit : 
0 0 5

4 5 4 A A A= ⇔
0 1 2 3 0 5

1 2 3 4 5 4 A A A A A A=  
( ) ( )

( )

( ) ( )

2
1 1 0 0 1 1 0

0 02
44

2
1 1 01 1 00

4 2
4 4

2
1 1 0 0 1 1 0

0 02
44

sin cos sin
cos 1 sin

sinsin 1 0

sin sin sin
sin 1 cos

a d a d
aa

a da dA
a a

a d a d
aa

θ θ θ
θ θ

θθ

θ θ θ
θ θ

⎡ ⎤+ +
− −⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥

++⎢ ⎥= − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ +⎢ ⎥− − −
⎢ ⎥⎣ ⎦  

D’autre part, 0A4 peut être exprimé par la relation suivante : 

( ) ( )0
4 0 1 0 0 , ,A Rot z Rot xθ α= ×  

1 1 1 1 1 0
0

4 1 1 0 1 0

0 0

cos cos sin cos sin sin
 cos sin cos sin sin

0 cos sin
A

θ θ θ θ θ α
θ θ α θ α

α α

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦  

Par identification, on a : 
( )0 1 1 0

0
4

sin sin
cos

a d
a

θ θ
α

+
= −

 
0 0sin cosα θ= −  

De cette façon, on identifie l’angle de sortie absolu 0α  

0z

0x

4z

5z

 
Figure III- 15 : Axes relatifs et absolus de rotation.  



Chapitre 3________________________________________________________________________________ 

82 

On considère dans la suite, que l’axe de rotation principale de la plaque 
passe par 4x . Donc, les conditions de synthèse suggérées seront réalisées sur 
l’angle de rotation 5θ . 

En termes de vitesse, un déplacement sans accélération brutale est exigé. 
La vitesse maximale des ischions (Figure III- 16) ne doit pas dépasser 2mm/s. 
cette vitesse est calculée au point de contact entre la plaque mobile et les 
ischions.  

V
r

2
d

l

 
Figure III- 16 : Les rotations de la plaque mobile 

Pour l’étude du comportement en vitesse du mécanisme spatial RUCS, on 
dérive, par rapport au temps, l’expression (III.7), afin d’obtenir la vitesse 
angulaire de la plaque mobile par : 

( )

( )
1 1

5 12
1 1 0

4 2
4

cos

sin1

a
w w

a da
a

θ

θ
= −

+
−

                                                             (III.9) 

Avec, 5 5 1 1 et w wθ θ= =& &  les vitesses angulaires. 
La vitesse linéaire V est exprimée, en fonction de la distance l (Figure III- 

16) et la vitesse angulaire 5w , comme suit : 

5V lw=  
Soit, 

( )
1 1

12
1 1 0

4 2
4

cos

sin
1

aV l w
a d

a
a

θ

θ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= −⎜ ⎟
+⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                        (III.10) 

L’évolution des angles de rotation de sortie est présentée sur la Figure III- 
17. On obtient une variation sinusoïdale. Pour tracer les courbes nous avons 
utilisé les valeurs suivantes 0 15.8a = , 1 2.0a = , 4 18.7a = , 0 10.3d = , 1 8.58d =  et 

1 19 /w rd s= . 
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( )1V f θ=               ( )5 1fθ θ=    ( )0 1fθ θ=

 
Figure III- 17 : L’évolution des angles de rotation de sortie 5θ et 0θ  et la vitesse 

linéaire.  

V.3.4 Résolution par AGs  
L’algorithme génétique est utilisé pour la résolution du problème de 

synthèse. Il admet la même architecture que celle utilisée dans la section 
précédente.   

Le problème de synthèse est énoncée comme suit : 
( )

( )

1 1 0

4

2
1 1 0

2
4

Sujet à

cos 1

cos
1 0

Min f X

a d
a

a d
a

θ

θ

+
<

+
− >

                                                                  (III.11) 

Avec, 
[ ]0 1 4 0 1 4 1, , , , , , ,X a a a d d d w l= : Le vecteur de conception. 

On rappelle qu’on cherche à déterminer les dimensions du mécanisme 
capable d’assurer un débattement de la plaque mobile de 8± °  à une vitesse de 
déplacement optimale de 2 mm

s . 
Dans notre cas, on tient compte de deux fonctions objectif, relatives au 

débattement et à la vitesse. On n’utilise pas la fonction de Pareto mais on 
construit une fonction objectif commune. Elle couple les deux critères, le critère 
sur le débattement et le critère sur la vitesse. 

La fonction objectif est : 
( ) 1 2a vf X f fλ λ= +   (III.12) 

Avec,  
( ) ( )( )0 016af Max Minθ θ= ° − −    

( ) ( )( )2vf Max V Min V= − −  
( )1 2 1 21 ,  , 0λ λ λ λ+ = >  
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En se référant aux travaux dans la littérature ([Goldberg 87], [Goldberg 89], 
[Goldberg 91], [Chipperfield 94]) et après un certain nombre d’essais, on aboutit 
aux paramètres de contrôle suivants de l’AG, indiqués dans le Tableau III-11.  

Ces valeurs permettent à l’algorithme génétique de converger vers la 
solution optimale. Au niveau de la fonction objectif, on choisit la valeur 1 0.6λ = , de 
cette façon, on privilégie le débattement, donc la minimisation de fa. C’est le 
caractère principal du mouvement. 

Tableau III- 11 : Les paramètres de contrôle de l’algorithme génétique 
 

Paramètres Valeurs  
indN  100 

MaxGen  150 
expP  0.9 

1MutOpt  0.642 
2MutOpt  0.315 
1CroisOpt  0.898 
2CroisOpt  0.225  

La solution génétique obtenue est présentée dans la suite (Tableau III- 12) 
pour illustrer le bon choix des valeurs des paramètres qui conduisent à une 
erreur réduite de l'ordre de 2.28E-2. Cette erreur exprime la qualité de la 
solution optimale trouvée vis-à-vis des contraintes exigées, de débattement et de 
vitesse, donnée par l’équation (III.12).  

Tableau III- 12. La solution optimale par AGs 
 

0a  1a  4a  0d  4d  ( )1 /w rd s  ( )mml  Erreur  
Individus 

26.69  4.41   15.49  7.81   3.91   0.22    17.8 2.28E-2 
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Figure III- 18 : Évolution de l’angle de sortie en fonction de l’angle d’entrée. 
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Figure III- 19 : Évolution de la vitesse linéaire V  en fonction de l’angle d’entrée 0θ  
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La solution optimale est donnée par le Tableau III- 12. Elle admet une 
erreur de 2.28E-2. L’évolution de l’angle de sortie et de la vitesse linéaire est 
tracée dans les Figure III- 18et Figure III- 19. La solution technologique du 
mécanisme d’anti-escarre est montrée sur la Figure III- 20. 

 
Figure III- 20 : Modèle solide du mécanisme d’anti-escarre 

VI. CONCLUSION  
Dans ce chapitre nous avons présenté les méthodes de résolution que nous 

proposons pour le problème de synthèse de mécanismes spatiaux. Deux méthodes 
sont proposées et testées. Une première basée sur les algorithmes génétiques, 
mais qui ne donne pas toujours des résultats satisfaisants particulièrement  pour 
certains problèmes complexes qui conduisent la méthode vers des minima locaux.  
Dans ce cas, nous proposons une seconde méthode qui permet d'explorer mieux 
l'espace de recherche pour obtenir de bonnes solutions.  Cette dernière est basée 
sur un régulateur flou qui adapte l’intervalle de recherche des variables.  

Pour tester nos approches, nous les avons appliquées à la synthèse de 
plusieurs mécanismes. Les résultats obtenus montrent l'efficacité de notre 
méthode de résolution par rapport à la méthode du gradient classiquement 
utilisée dans la synthèse des mécanismes. 

Une application concrète de la méthode est présentée. On a proposé et 
synthétisé un mécanisme d’anti-escarre destiné à équiper un siège pour les 
personnes handicapées. La solution à mono-actionneur, remplaçant la solution 
existante, anime en rotation un élément mobile qui permet de soulager les zones 
de forte pression au niveau de l'assise. 
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I. INTRODUCTION 
Il existe trois types de manipulateurs robotiques : sériel, parallèle et mixte 

(sériel et parallèle). Ces manipulateurs diffèrent par la complexité de leur chaîne 
cinématique, ensemble de corps rigides unis par des couples cinématiques 
inférieurs (hélicoïdal, prismatique, rotoïde, cylindrique, planaire, sphérique). La 
topologie d’un manipulateur est la description de la structure de sa chaîne 
cinématique à l’aide d’un graphe en faisant abstraction de la géométrie. Les 
paramètres géométriques d’un manipulateur décrivent ses dimensions, sa 
position et son orientation relative à différents couples cinématiques. Dans un 
corps rigide, Ils sont constants s’ils sont exprimés dans un référentiel lié à ce 
corps. Dans de multiples applications, la tâche de l’organe terminal d’un robot est 
décrite par un ensemble de pauses de l’effecteur (orientations et positions). Ainsi, 
le problème de synthèse, dans ce cas, revient à identifier le robot et l’endroit de 
placement de sa base, pour qu’il puisse mener son terminal le long de la tâche. 

De plus, vu la difficulté de modélisation des mécanismes parallèles, on 
cherche toujours à avoir un découplage, même partiel, entre les mouvements de 
translation et les mouvements de rotation. C’est pour cela que dans plusieurs 
applications, les mécanismes à 6 degrés de liberté (ddl) ne sont pas nécessaires et 
on peut utiliser des mécanismes plus simples (moins de ddl). Pour ces raisons, on 
trouve des études sur les manipulateurs parallèles à 3 degrés de liberté (ddl) de 
translation et l’apparition de nouvelles architectures ([Clavel 86], [Herve 91], 
[Herve 95], [Romdhane 99], [Tremblain 99], [Romdhane 02], [Affi 04]).  

Peu de chercheurs ont étudié le problème de synthèse des manipulateurs 
parallèles pour un espace de travail prescrit préalable. Merlet [Merlet 90] 
présente une méthode numérique pour déterminer toutes les géométries 
possibles de manipulateurs de type Gough-Stewart à six degrés de liberté (6 ddl) 
dont l’espace de travail contient un espace prescrit. Boudreau et Gosselin 
([Boudreau 99], [Boudreau 01]) présentent une approche utilisant un algorithme 
génétique pour la synthèse de manipulateur à 3 ddl et à 6 ddl. Ils déterminent les 
paramètres architecturaux qui produisent l’espace de travail le plus proche de 
celui prescrit. Kosinska et al., [Kosinska 03] ont étudié la synthèse du 
manipulateur DELTA-4 en utilisant un algorithme génétique, pour un espace de 
travail prescrit donné par un ensemble de points. Snyman et al., [Snyman 05] 
présentent une méthode d’optimisation numérique pour la synthèse des 
manipulateurs parallèles plans à 3 ddl pour un espace prescrit. 
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Dans ce chapitre, on se propose de développer une méthode de synthèse de 
robot parallèle de translation pour une espace de travail prescrit. L’algorithme 
génétique est utilisé pour la résolution du problème d’optimisation. C’est une 
méthode robuste présentant des bonnes propriétés de convergence et qui est 
employée avec succès dans plusieurs travaux de robotique ([Boudreau 99], 
[Boudreau 01], [Gallant 02], [Laine 02]). Nous allons rappeler et introduire, dans 
ce qui suit, quelques définitions permettant de se familiariser avec les 
manipulateurs parallèles et la synthèse pour un espace de travail prescrit. 

II. GENERALITES 

II-1. Espace de travail 
L'espace de travail (W) d'un manipulateur parallèle est l'ensemble des 

points atteints par l’effecteur placé sur l’organe terminal. Puisqu’on s’intéresse 
uniquement aux robots parallèles de translation (translateur), le problème de 
détermination de l’espace de travail consiste à déterminer les différentes 
positions accessibles par un point de la plate-forme dont l’orientation est 
conservée. 

Pour concevoir un robot parallèle, on doit passer obligatoirement par la 
phase de détermination de son espace de travail. C’est une étape très importante 
et relativement délicate. Elle dépend étroitement de l’architecture du 
manipulateur généralement complexe.  

L'espace de travail W des manipulateurs parallèles est limité 
essentiellement par les facteurs suivants : 

• La géométrie. 
• Les limites de débattements des articulations. 
• Les intersections des segments. 
• Les limites des courses des actionneurs. 

Les relations entre les paramètres géométriques du robot et son espace de 
travail sont utilisées pour déterminer ses dimensions optimales afin qu’il puisse 
décrire un espace de travail prédéfini. 

II-2. Synthèse pour un espace de travail prescrit 
Pour un espace de travail prescrit, la synthèse est le choix des valeurs des 

paramètres géométriques d’un manipulateur afin qu’il accède au dit espace. 
L’espace de travail du manipulateur recherché englobe un espace prescrit. C’est 
un problème de conception dans lequel il s’agit de déterminer les dimensions et 
les principales caractéristiques du robot. Les paramètres géométriques décrivent 
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un manipulateur à sa position initiale ainsi que la position et l’orientation de ses 
couples cinématiques. Malgré l’importance de ce problème, et vu sa complexité, 
on trouve peu de travaux de recherche qui le traitent pour le cas des robots 
parallèles ([Merlet 90], [Boudreau 99], [Boudreau 01]). 

Dans ce chapitre, on s’intéresse à la conception des translateurs parallèles. 
L’approche présentée utilise un algorithme de « conception optimale » dans lequel 
une procédure numérique est employée pour déterminer la géométrie du 
mécanisme qui optimise des critères donnés.  

III. ANALYSE CINEMATIQUE ET ESPACE DE TRAVAIL DU ROBOT 
DELTA 

Ces dernières années, on remarque un intérêt considérable accordé aux 
manipulateurs parallèles à 3 ddl de translation. Cependant, la majorité des 
mécanismes proposés sont dédiés à des applications spécifiques. En plus, la 
limitation de l’espace de travail des manipulateurs parallèles, reste généralement 
ce handicap majeur de ces mécanismes et méritent des études plus approfondies. 
En effet, une connaissance plus précise de cet espace est nécessaire pour 
l’industriel.  

A cet effet, on propose de développer une méthode de synthèse 
dimensionnelle pour un espace de travail prescrit. On prend l’exemple du robot 
parallèle de translation DELTA, qui possède un large champ d’applications.  

III-1. Analyse géométrique directe et inverse 
La structure DELTA conçue par Clavel [Clavel 89] a été une véritable 

innovation technologique. C’est un robot qui possède trois degrés de liberté (3 
d.d.l.) en translation. La structure est composée de trois chaînes cinématiques 
identiques reliant la base à la nacelle. Chaque chaîne est constituée d’un bras, 
relié à une extrémité à la base par une liaison pivot (motorisée) et à l’autre 
extrémité à deux biellettes parallèles par deux liaisons sphériques. Ces deux 
biellettes sont également reliées à la nacelle par deux liaisons sphériques. Le 
robot DELTA est illustré par la Figure IV- 1, sur cette même figure nous avons 
aussi le détail d’une chaine cinématique reliant la base à la nacelle. 
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Figure IV- 1 : Les paramètres du robot DELTA. 

Dans la modélisation du manipulateur, on utilise les paramètres suivants : 
( )1 2 1 2 3, , , , , , 1,..,3A B j j jL L r r jϕ ϕ ϕ =  définis dans la Figure IV- 1. Ainsi que, les 

décalages angulaires de configuration ( )1 2 3, ,θ θ θ . 

L1 :  : La longueur de la biellette, identique pour les trois chaînes. 
L2 :  La longueur du bras de commande, identique pour les trois chaînes. 
rA : Le rayon de la base fixe. 
rB : Le rayon de la plate-forme mobile en translation. 

,i jϕ  : Les angles de configuration du manipulateur, i=1,2,3 et j=1,2,3. 

,i jθ  : Les angles représentant les décalages angulaires entre les 

différentes chaînes cinématiques, i=1,2,3 et j=1,2,3. 
Soit P, un point sur la plate-forme mobile. Ses coordonnées décrivent le 

modèle géométrique. Elles sont données par les équations suivantes : 

( )( )2 1 1 3 1 2 1 3cos cos cos cos sin sinP A j j j j j A j jX X L L r Lθ ϕ ϕ ϕ ϕ θ ϕ= + + + − −  (IV.1)  

( )( )2 1 1 3 1 2 1 3sin cos cos cos cos sinP A j j j j j A j jY Y L L r Lθ ϕ ϕ ϕ ϕ θ ϕ= + + + − +  (IV.2)  

( )2 1 1 3 1 2sin cos sinP j j j jZ L Lϕ ϕ ϕ ϕ= + +  (IV.3) 

Avec,  j=1,..,3. 
Les coordonnées du point P (XP,YP,ZP) sont exprimées dans la base fixe 

( ), ,X Y Z
r r r

 

En développant les équations ((IV.1)-(IV.2)-(IV.3)), on élimine les variables 
passives des liaisons. On obtient l’équation suivante :  
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( ) ( )2 2

2 1 2 1

2 2
2 1

cos cos cos sin

cos 0

j j P j j P

j P

r L X r L Y

L Z L

ϕ θ ϕ θ

θ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − + + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤+ − − − =⎣ ⎦

 (IV.4) 

Avec, 1,..,3j =  et A Br r r= − .  
Modèle géométrique direct : 

Le modèle géométrique direct peut être obtenu à partir de l’équation (IV.4). 
On cherche à déterminer les coordonnées du point P (XP, YP, ZP)  pour des 
positions angulaires données de ϕ1j, ϕ2j et ϕ3j (j=1,..,3). 

Cette équation peut être écrite sous la forme suivante : 
2 2 2 2

1j P j P j PA X B Y C Z L⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − + − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (IV.5) 

Avec, 

( )2 1cos cosj j jA r L ϕ θ= +  

( )2 1cos sinj j jB r L ϕ θ= +  

2 cosj jC L θ= −  

C’est l’équation d’une sphère centrée au point ( ), ,j j j jS A B C  et de rayon 1L . 

La solution de ce système d’équations est l’ensemble des points définis par 
l’intersection des trois sphères. Dans le cas général, il existe deux solutions 
possibles [Pierrot 90]. 
Modèle géométrique inverse : 

Le modèle géométrique inverse peut être déduit à partir de l’équation (IV.4). 
On cherche à déterminer les positions angulaires respectivement des trois 
chaines, ϕ1j, ϕ2j et ϕ3j (j=1,..,3). Pour une position donnée de la plate-forme mobile 
définie par le point P (XP, YP, ZP). 

L’equation (IV.4) relative à la chaîne j peut être exprimée en fonction de 

1cos jϕ  et 2sin jϕ  comme suit :  

( )2 2 2 1

2 2 2 2 2
2 1 2 1

2 2 cos 2 sin cos 2 cos

2 sin 2 sin 0
P j P j j P j

P j P j P P P

rL L X L Y rX

L Z rY X r L Z Y L

θ θ ϕ θ

ϕ θ

− − −

+ − + + + + + − =
 (IV.6) 

L’équation (IV.6) est de la forme,  

1 1cos sin 0j j j j jl m nϕ ϕ+ − =  (IV.7) 

Avec,  

2 2 2

2
2 2 2 2 2

2 1

2 2 cos 2 sin
2
2 sin 2 cos

j P j P j

j P

j P j P P P P j

l rL L X L Y
m L Z
n rY X r L Z Y L rX

θ θ

θ θ

= − −⎧
⎪ =⎨
⎪ = − + + + + + − −⎩  (IV.8) 

 L’équation (IV.7) n’admet une solution que si les conditions suivantes sont 
satisfaites pour 1, 2,3j = : 
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2 2
1j

j j

n

l m
≤

+
 ⇔ ( )2 2 2 0j j jn l m− + ≤  (IV.9) 

Le problème de résolution du modèle géométrique inverse est étudié dans la 
littérature, ([Pierrot 90], [Goudali 95], [Lallemand 97]). 

III-2. Espace de travail du robot DELTA 
L’espace de travail du robot DELTA est désigné comme un espace cartésien 

à trois dimensions. C’est l’ensemble de points accessibles par la plate-forme 
mobile. Il est déterminé par l’ensemble des contraintes, mises en jeu par les 
chaines cinématiques, décrites par l’équation (IV.9).  

( ) ( ) ( )( )
( )( )

22 2 2 2 2
2 1

22 2
2

, , cos sin cos sin

4 cos sin 0

j P P P P j P j P j P j P

P j P j P

h X Y Z X Y r X Y Z L L

L X Y r Z

θ θ θ θ

θ θ

= + − + + + + −

− + − + ≤
 (IV.10) 

L’équation (IV.10) représente un volume dans l’espace. Les limites de ce 
volume sont données par hj=0. Cette équation est écrite dans le système de 

coordonnées ( ), ,R X Y Z
r r r

. Soit, ( ), ,j j j jR x y zr r r un système de coordonnées obtenu par 

rotation autour de l’axe des Z. on a : 

cos sin

sin cos
j j j

j j j

j

x X Y

y X Y

z Z

θ θ

θ θ

⎧ = +
⎪⎪ = − +⎨
⎪ =⎪⎩

r rr

r rr

rr
 

Avec, θj est l’angle de rotation. 
Les coordonnées locales du point P sont données par : 

cos sin
sin cos

j
P j P j P
j

P j P j P
j

P P

x X Y
y X Y
z Z

θ θ
θ θ

⎧ = +
⎪ = − +⎨
⎪ =⎩

 

L’équation hj=0 peut être exprimée  dans le système de coordonnées locales, 
comme suit : 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )22 2 2 2 22 2 24j j j j j
P P P P Px r y z a b a x r z− + + + + = − +  

Cette équation est une équation canonique d’un tore, ayant les 
caractéristiques suivantes : 

• Centre : ( ) ( ),0,0 cos , sin ,0
j

j j jR R
O r r rθ θ= . 

• L’axe de révolution : sin cosj j jy X Yθ θ= − +
r rr . 

• Rayon mineur : a=L2. 
• Rayon majeur : b=L1. 
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La Figure IV- 2 montre la partie supérieure des trois tores. Dans le reste du 
travail on s’intéresse uniquement à la partie supérieure de l’espace de travail.  

Par la suite, pour un point P donné on a : 
Si un point P est à l’intérieur de l’espace de travail alors hj(P)<0 pour 

j=1,2,3. 
Si un point P est sur les limites de l’espace de travail alors hj(P)≤0 pour 

j=1,2,3 et il ∃  j pour lequel hj(P)=0. 
Si un point P est à l’extérieur de l’espace de travail alors hj(P)>0 pour j=1 ou 

j=2 ou j=3. 

 

X=x1 

Y 

Z 

1 0θ = °  

2 120θ = °  
3 240θ = °  

y2 

x2 

 
Figure IV- 2 : La moitié supérieure des trois tores de l’espace de travail du robot 

DELTA. 

IV. SYNTHESE DIMENSIONNELLE POUR UN ESPACE DE TRAVAIL 
PRESCRIT DU ROBOT DELTA 

IV-1. Formulation du problème 
L’objectif de cette partie est de résoudre le problème de synthèse 

dimensionnelle du robot DELTA. Il s’agit de choisir les valeurs adéquates des 
variables de conception du manipulateur capable d’opérer dans l’espace de travail 
prescrit. La forme de l’espace considéré dans cette étude est présentée dans la 
Figure IV- 3. L’approche que nous proposons est basée sur un processus 
d’optimisation de fonction par algorithme génétique. 

Le problème de synthèse dimensionnelle du robot DELTA pour un espace de 
travail prescrit est défini comme suit : 

Déterminer : Les dimensions du robot DELTA apte à accéder à l’espace de 
travail prescrit.  

Le problème peut donc être énoncé par : 
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Minimiser ( )F I  (IV.11) 

Sous les contraintes,  
( )

min max

0j

i

i i i

h I

x I
x x x

≤

∈
≤ ≤

 (IV.12) 

Avec,  

jh  : Les contraintes appliquées au système. 

I  : Le vecteur de conception des variables indépendantes. 

ix : Les variables de l’individu dans la terminologie des algorithmes 

génétiques. 

minx  et maxx  :  Les bornes inf et sup des variables de l’individu. 

Un robot DELTA admet le vecteur des variables de conception 
indépendantes suivant : 

[ ]1 2, , ,I L L r H=  (IV.13) 

Avec, 
L1 : La longueur de la biellette (Figure IV- 1). 
L2 : La longueur de la manivelle (Figure IV- 1). 

A Br r r= − : La différence de rayon entre le rayon de la base et celui de la  

plateforme. 
H : La hauteur de la face inférieure du cube (Figure IV- 3).  
Les coordonnées du point Pk doivent appartenir à l’espace de travail du 

manipulateur parallèle de translation de vecteur de conception, I. Donc, le point 
Pk admet une puissance négative (voir Annexe F). Cette condition est satisfaite 
par la contrainte suivante : 

( ), 0, 1,..,3; 1,..,j kh I P j k Npt≤ = =  

Avec, Npt  est le nombre de sommets dont l’enveloppe convexe est sur 
l’espace de travail prescrit. 

L’objectif de cette approche, comme c’est mentionné au début de ce 
paragraphe, est d’identifier les paramètres de conception du robot DELTA pour 
un espace de travail prescrit. Cet espace prescrit est un volume convexe défini 
par un ensemble de Npt  points. Les coordonnées de ces points sont : 

( ), ,k k k kP X Y Z , avec 1,..,k Npt= . Dans le cas d’un cube, on a 8Npt =  (voir Figure IV- 

3). 
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H 

x 

y z 

(a,a,2a +H) (-a,a,2a +H) 

(-a,-a,2a +H) (a,a,2a +H) 

(a,a,H) 

(-a,-a,H) (a,a,H) 

Pk  

(k=1,..,8) 

 
Figure IV- 3 : La description de l’espace de travail prescrit. 

La minimisation de la fonction |hj(I,Pk)| est équivalente à la recherche des 
paramètres de la chaîne j du robot DELTA ayant l’espace de travail le plus 
proche de l’espace de travail prescrit. Sachant que, le translateur comporte trois 
chaînes cinématiques, la fonction à minimiser sera : 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3, , , ,f I P h I P h I P h I P= + +  (IV.14) 

La fonction puissance, f(I,P), est tracée dans la Figure IV- 4 à une hauteur 
H, Z0=1, et pour un robot DELTA de vecteur de conception I=[1.9,1.2,0.9,1].  

Plus la puissance est élevée, plus le point est loin de la surface en question. 
Les contours d’iso-valeurs sont tracés au niveau d’une section de l’espace de 
travail parallèlement au plan x-y. Ils montrent l’évolution de la puissance vis-à-
vis de l’espace de travail. Les minimums se localisent sur les intersections des 
trois tores. 

 
Puissance du point  (f) 

Tore 1 

Tore 3 

Tore 2 

f 

 
Figure IV- 4 : L’interprétation graphique de la fonction puissance du point. 

IV-2. Procédure d’optimisation 
On utilise une architecture de l’algorithme génétique similaire à celle 

utilisée dans le chapitre II de ce mémoire. On rappelle dans ce qui suit 
l’organigramme correspondant : 
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Conditions Initiales 
  

 
Data, N ind , M ax G en , Champ , Opt , λ , G gap

  

Sélection des individus 

G en = G en +1 

Croisement 

Réinsertion 
  

G en =1 
  

Evaluer  E 

Population Initiale pop(X) 
 

Début
 
 

Final Mechanism 
  

G en <M ax G en
   or E s < ε 

 

( ) ( )

( )
1

ind

i
i N

i
i

F x
P x

F x
=

=

∑  

Mutation  

( )
1 1 1

2 2 2

Re
Re

offspring parent cM range Opt Diff
offspring parent cM range Opt Diff

= + × × × Δ ×

= + × × × Δ × −  

Δ×××+=′ 2FRangeMutMxXX  

 
Figure IV- 5 : l’organigramme de l’algorithme génétique.  

Les valeurs des paramètres de l’algorithme génétique utilisés sont indiquées 
par le Tableau IV- 1. 

Tableau IV- 1 : Les paramètres de l’algorithme génétique. 
La taille de la population indN  100 

Le nombre de générations maximal MaxGen  100 

Le nombre de variable varN  4 

Paramètre d’exploration gapG  0.85 

Taux de mutation 1F  0.64 

Facteur de mutation 2F  0.615 

Taux de croissement 1Opt  0.623 

Facteur de croissement 2Opt  0.553 

L’algorithme génétique tel qu’il est défini ne peut pas s’appliquer 
directement au problème de synthèse du robot DELTA. Quelques modifications 
sont nécessaires pour prendre en charge les contraintes et assurer la 
convergence. La méthode de la fonction de pénalité est utilisée pour manipuler 
les contraintes et assurer que les solutions aptes et fiables se classent devant les 
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mauvaises. Elle pénalise la mauvaise conception par une note faible, ce qui 
minimise la probabilité de sélection de ces membres. 

La fonction d’aptitude est construite comme suit : 
( )1 2F F F= − +  (IV.15) 

Avec,  
La fonction de pénalité F1 est donné par reflète la contrainte ; 1,..,3jh j = . 

( )
3

1
1 1

,
Npt

j k
k j

F I P
= =

= ℘∑∑  (IV.16) 

Avec, 

( )
( )
( )

0 , 0
, ; 1,..,3

, 0
j k

j k
j k

if h I P
I P j

cf if h I P

≤⎧⎪℘ = =⎨
>⎪⎩

 (IV.17) 

Avec, cf  une constante élevée définie positive. 
Au moment où, F1=0, alors tous les sommets de l’espace prescrit sont inclus 

dans l’espace de travail du robot DELTA. Dans ce cas, on calcule l’aptitude F2 
donnée par :  

( ) ( )
3

2
1 1 1

, ,
Npt Npt

j k k
k j k

F h I P f I P
= = =

= =∑∑ ∑  (IV.18) 

Quand F1≠0, i.e un ou plusieurs sommets sont en dehors de l’espace de 
travail, F2 est considérée nulle. 

V. RESULTATS 
Les résultats présentés dans cette partie sont obtenus sur une machine 

équipée d’un processeur Pentium® M à une fréquence de 1.5 Mhz et les codes sont 
développés sous MATLAB®. Le temps de calcul, pour la résolution du problème, 
est compris entre 3,5 et 4.5s en fonction de la complexité du problème traité. 

V-1. Exemple 1 
Dans ce premier exemple, on se propose de déterminer les paramètres 

géométriques du robot DELTA dont l’espace de travail englobe un cube d’arête, 
1a =  (Figure IV- 3). L’intervalle d’existence des paramètres utilisés par 

l’algorithme génétique est donné par le tableau suivant : 
Tableau IV- 2 : Contraintes explicites. 

Int 1L  2L  r  H  

minx  0.5 0.5 0 1 

maxx  5 5 5 5 
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La Figure IV- 6 illustre la fonction puissance, f,  à une hauteur de 1.01 en 
fonction de x et y pour la solution optimale. 

 Puissance du point 

Tore 1 

Tore 3 

Tore 2 

x 

y 

f 

x 

y 

 
Figure IV- 6 : L’interprétation graphique de la fonction puissance du point 

(exemple 1). 
La solution optimale est obtenue par algorithme génétique (AG) après 100 

générations de recherche. Elle est présentée dans le tableau suivant : 
Tableau IV- 3 : Les dimensions de la solution optimale du robot DELTA 

(exemple1) 
 1L  2L  r  H  

X 2.66 1.73 1.74 1.01 
L’espace de travail du robot DELTA, dont les paramètres sont décrits dans 

le Tableau IV- 3, doit contenir un cube d’arête de longueur 2a. Une section 
suivant la face supérieure du cube est présentée sur la Figure IV- 7, ainsi qu’au 
niveau de la face inférieure. On remarque sur cette figure que les sommets du 
cube se placent sur les limites de l’espace de travail.  

 
z =1,01 z =3,01 

x 

y 

x 

y 

x  
Figure IV- 7 : Les coupes aux plans inférieur et supérieur du cube.  
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On peut observer que les sommets de l'espace prescrit sont sur la limite de 
l'espace de travail. De plus, le robot est dans des situations quasi-extrêmes 
(singularités). Ce fonctionnement est en général à éviter.  

Ce phénomène peut cependant être évité par l'utilisation d'une distance de 
sécurité au niveau de l'espace prescrit. On impose ainsi au robot d'accéder à un 
espace légèrement plus grand que l'espace prescrit. L'exemple 2 montre les 
résultats obtenus quand on impose au robot d'accéder à l'espace prescrit avec une 
distance de sécurité. 

V-2. Exemple 2 
Dans ce deuxième exemple, comme on a mentionné, une distance de sécurité 

est gardée entre l'espace de travail du robot DELTA et l'espace prescrit. 
Cette distance peut être traduite en termes de puissance du point, pendant 

l'optimisation, par une limite inférieure placée sur toutes les puissances des 
points (sommets). Cette limite inférieure assure qu’aucun point de la solution 
finale n’est pas sur la surface définissant la frontière de la zone de travail, c.-à-d., 
la puissance sera nulle sur une surface parallèle à la frontière de l’espace de 
travail.  

L’espace de travail restreint, avec lequel l’espace de travail prescrit sera 
tangent (Figure IV- 9), est défini par trois tores un rayon majeur, L1, et un rayon 
mineur, L2-e.  

Les nouveaux paramètres optimaux trouvés du robot DELTA sont donnés 
par le Tableau IV- 4. On remarque que les valeurs des longueurs L1 et r ont 
augmenté, par contre la valeur de L2 à diminuer vis-à-vis de la solution 
précédente.   
Tableau IV- 4 : les dimensions de la solution optimale du robot DELTA avec zone 

de sécurité (exemple 2) 
 1L  2L  r  H  
I 2.5 1.91 1.48 1.02 

Les sections selon les faces inférieure et supérieure du cube sont 
représentées la Figure IV- 8. Elles montrent les limites de l’espace de travail avec 
et sans zone de sécurité. Une marge est bien gardée sur l’ensemble du cube, qu’on 
perçoit mieux sur la coupe en trois dimensions de l’espace de travail (Figure IV- 
9).  

La courbe intérieure correspond à la zone de sécurité alors que la courbe 
extérieure représente les limites de l’espace de travail. On remarque alors que le 
cube est atteignable par le robot sans que ce dernier ne soit contraint à se mettre 
dans des configurations extrêmes. 
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z =3,02 z =1,02 

x 

x y 

x 

y 

 
Figure IV- 8 : Les coupes aux plans inférieur et supérieur du cube avec et sans 

sécurité. 

 

Espace de travail 
prescrit  

Au plan x =0 Coupe au plan supérieur du cube 

Espace de travail 
restreint   

 
Figure IV- 9 : Coupe de l’espace de travail en 3D avec zone de sécurité. 

La solution optimale obtenue est construite en modèle solide, ainsi que son 
espace de travail. Elle est représentée sur la Figure IV- 10.  

 
Espace de 
travail  

Espace de travail 
prescrit (Cube)  

Plate-forme   

Zone de sécurité 

 
Figure IV- 10 : Solution optimale du robot DELTA. 
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VI. CONCLUSION  
Dans ce travail, une méthode de synthèse dimensionnelle adaptée au robot 

DELTA pour qu’il puisse accéder à un espace de travail prescrit est développée. 
Elle est formulée en un problème d’optimisation. La notion de puissance d’un 
point est utilisée dans l’écriture de la fonction objectif. Cette notion permet 
d’indiquer la position des différents points de l’espace prescrit dans l’espace de 
travail. L’algorithme génétique est utilisé pour trouver tous les candidats 
éventuels, robot DELTA, dans l'espace des paramètres de dimension quatre. Il 
est facilement adapté aux critères du problème de conception, grâce à l'utilisation 
d'une fonction de pénalité. Pour le bon fonctionnement du robot DELTA, une 
distance de sécurité est imposée. Le translateur travaille ainsi dans un espace 
légèrement plus grand que l’espace prescrit. 

L'approche présentée peut être employée comme un outil de conception 
intégrant le critère de l’espace de travail. Elle peut être adaptée à d'autres types 
de manipulateurs parallèles à quatre degrés de liberté ou plus. 
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Conclusions générales  

  
 
 
 
 
Le travail présenté dans ce mémoire se situe dans le domaine de la 

synthèse des mécanismes spatiaux. Plus particulièrement, les mécanismes 
spatiaux à une chaîne cinématique fermée à un seul degré de liberté et les robots 
parallèles de translation, le robot DELTA.  

L’objectif de ce travail était de développer des outils de synthèse de 
mécanismes plans et spatiaux et de robots parallèles par les méthodes les plus 
récentes qui relèvent de l’intelligence artificielle.  

Dans un premier volet, une nouvelle formulation du problème de synthèse 
des mécanismes spatiaux utilisant le paramétrage de Denavit-Hartenberg est 
présentée. Habituellement utilisé pour l’étude les chaînes cinématiques ouvertes, 
ce paramétrage a montré son efficacité pour les chaines cinématiques fermées.  

Une étude topologique apporte, pour sa part, une connaissance approfondie 
de la nature des mécanismes spatiaux. Ce qui nous a permis d’identifier quatre 
familles différentes de mécanismes, (RXXR, RXXP, RXXC et RXXS). Chaque 
famille est caractérisée par la donnée de l’équation d’entrée sortie et des 
variables de mouvement de ses mécanismes.  

Afin de valider notre approche, deux mécanismes spatiaux sont choisis. A 
savoir, le mécanisme RSCR (Rotoïde - Sphérique - Cylindrique - Rotoïde) et le 
mécanismes RSPC (Rotoïde - Sphérique - Prismatique - Cylindrique). 
L’utilisation du paramétrage de Denavit-Hartenberg, pour la modélisation de ces 
deux mécanismes, est détaillée.  

Le nombre de variables de conception est réduit considérablement, vis-à-vis 
des descriptions géométriques existantes dans la littérature.  

Le problème de synthèse est formulé en un problème d’optimisation. Une 
fonction objectif est définie par l’erreur quadratique entre la position cible et la 
position calculée.  

Les algorithmes génétiques (AGs) sont adoptés pour la résolution du 
problème de synthèse. Deux méthodes sont proposées et testées. Une première 
qui est basée sur les algorithmes génétiques, mais qui présente des problèmes de 
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convergence pour certains problèmes complexes. Dans ce cas, nous proposons une 
seconde méthode qui permet d'explorer mieux l'espace de recherche pour obtenir 
de bonnes solutions. Cette dernière est basée sur un régulateur flou qui adapte 
l’intervalle de recherche des variables. 

Pour chaque cas traité, nous avons résolu le problème en utilisant 
successivement, afin de comparer les résultats obtenus, l’algorithme génétique 
seul, l’algorithme génétique couplé à la logique floue ainsi que la méthode du 
gradient. La méthode du gradient n'est utilisée ici qu'à des fins de comparaison, 
car cette méthode est classiquement exploitée pour la résolution des problèmes de 
synthèse de mécanismes. Les résultats obtenus montrent l’efficacité des 
méthodes proposées par rapport à la méthode déterministe basée sur le calcul du 
gradient. 

Une application concrète de l’approche proposée est présentée. Il s’agit de 
synthétiser un mécanisme anti-escarres destiné à équiper un siège pour 
personnes handicapées. Ce système consiste à installer sur le siège, un élément 
mobile afin de soulager les zones de fortes pressions au niveau de l'assise. A 
l’inverse de la solution proposée à l’origine à deux actionneurs, une nouvelle 
conception d’un mécanisme mono-actionneur est présentée. C’est le mécanisme 
spatial, RUCS (Rotoide - Universelle - Cylindrique - Sphérique).  

Comme perspectives, on se propose dans un travail futur de traiter de façon 
générale la résolution du problème de synthèse quel que soit le type de famille.  

Dans un deuxième volet de ce travail, on s’est intéressé à la synthèse des 
robots parallèles pour un espace de travail prescrit, plus particulièrement au 
robot de translation DELTA.  On a analysé l’espace de travail de ce translateur.  

L’approche proposée est formulée en un problème d’optimisation. La notion 
de puissance d’un point, qui s’est avérée très efficace, est utilisée dans l’écriture 
de la fonction objectif. Cette notion permet de donner l’information précise sur la 
position d’un point dans l’espace. Elle permet de le localiser par apport à l’espace 
de travail du robot parallèle, à l’intérieur ou à l’extérieur ou même sur la 
frontière. 

L’algorithme génétique est utilisé pour trouver tous les candidats éventuels 
dans l'espace des solutions. Il est facilement adapté aux critères du problème de 
conception, grâce à l'utilisation d'une fonction de pénalité. De plus, il gère la 
possibilité d’avoir des contraintes discontinues, comme c’est le cas dans notre 
étude. 

Afin d’éviter les situations de configurations extrêmes, dans lesquelles le 
robot peut se mettre, on a introduit la notion de « région de sécurité ».  
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La méthode proposée, intégrant le critère de l’espace de travail, peut être 
utilisée comme un outil de conception. Elle mérite d’être étendue aux 
mécanismes à quatre degrés ou plus, vu les résultats obtenus pour les 
translateurs. 
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Annexe A 
Le paramétrage de Denavit-Hartenberg 

      
 
A chaque membre d’indice i (i=1,..,n) est associé un référentiel Ri (Figure A-

1) vérifiant les contraintes suivantes : 

L’origine iO du référentiel Ri est située à l’intersection de la normale commune aux 

axes ( )i-1 i-1O Z  et ( )i iO Z . Dans le cas où les axes ( )i-1 i-1O Z  et ( )i iO Z  sont 

sécants, l’origine est le point d’intersection. 

L’axe ( )i-1 i-1O Z  matérialise le déplacement du membre i relativement au membre 

i-1. Dans le cas d’une articulation angulaire, ( )i-1 i-1O Z  définit l’axe de rotation 

du membre i. Dans le cas d’une articulation prismatique, ( )i-1 i-1O Z  définit l’axe 

de translation du membre i. 

L’axe ( )i iO X est aligné avec la normale commune aux axes ( )i-1 i-1O Z  et ( )i iO Z  
lorsqu’elle existe, et dirigé de l’articulation i vers l’articulation i+1.  

L’axe ( )ii YO , , non représenté sur la Figure A-1 pour des raisons de clarté, est 

choisi de façon à obtenir un trièdre ( )i i i iO ,X ,Y ,Z  direct. 

 

2iZ −  

1iZ −

1iX −

1i −

iJoint i Joint
1i +

Joint
1i −

 

iZ

iXiaid

iα

1iθ +iθ1iθ −  
 

Figure A-1 : Référentiels et paramètres associés aux membres selon la convention 
de Denavit-Hartenberg. 

La position et l’orientation d’un membre d’indice i, relativement au membre 
d’indice i-1 qui précède dans la chaîne articulée, sont assimilables à la posture du 
référentiel Ri référencée dans Ri-1. Elles sont définies par l’intermédiaire de 
quatre paramètres caractéristiques id , iθ , ia  et iα  (Figure A-1) où : 
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• iθ  est l’angle ( )i-1 i iX O X
)

que l’on obtient par vissage de l’axe ( )i-1 i-1O X vers 

l’axe ( )i-1 iO X autour de l’axe ( )i-1 i-1O Z . Pour une articulation rotoïde 

angulaire, iθ  représente une variable d’état tandis que pour une articulation 

prismatique, iθ  est une constante. 

• id  est la coordonnée à l’origine du référentiel Ri le long de l’axe ( )i-1 i-1O Z . 

Pour une articulation prismatique, id représente une variable d’état tandis 

que pour une articulation angulaire, id est un paramètre constant. 

• ia  est la distance entre les axes ( )i-1 i-1O Z et ( )i iO Z mesurée le long de l’axe 

( )i iO X  en direction de l’articulation i+1 (paramètre constant). 

• iα  est l’angle ( )i-1 i iZ O Z
)

 
que l’on obtient par vissage de l’axe ( )i i-1O Z  vers 

l'axe ( )i iO Z  autour de l’axe ( )i iO X  (paramètre constant). 

Les paramètres iθ , id , ia  et iα  relatifs à chaque membre d’indice i 

caractérisent le déplacement 1i
i

− T  permettant le passage de l’articulation i à 

l’articulation i-1. 
La matrice homogène 1 4 4i

i
− ×∈T R  s’obtient en appliquant des rotations et des 

translations successives au référentiel Ri. Cela nécessite les transformations 
suivantes : 

•  Une rotation d’axe ( )1 1i iO Z− −  et d’angle iθ . 

• Une translation le long de l’axe ( )1 1i iO Z− −  d’une distance id . 

• Une translation le long de ( )1i iO X −  transformé, soit ( )i iO X , d’une distance 

ia . 

• Une rotation d’axe ( )i iO X  et d’angle iα . 

La décomposition de ces quatre transformations conduit à l’expression de la 
matrice homogène 1i

i
− T  suivante : 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )1
1 1, ; . 0,0, . 0,0, . ;i

i i i i i i i i iO Z a d O Xθ α−
− −=T Rot Trans Trans Rot  (A-1) 

La relation (A-1) s’écrit analytiquement suivant ces considérations : 
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1

cos sin 0 0 1 0 0 1 0 0 0
sin cos 0 0 0 1 0 0 0 cos sin 0

. .
0 0 1 0 0 0 1 0 sin cos 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1

i i i

i i i ii
i

i i i

a

d

θ θ
θ θ α α

α α
−

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟=
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

T  

Soit 1

cos sin cos sin sin cos
sin cos cos cos sin sin

0 sin cos
0 0 0 1

i i i i i i i

i i i i i i ii
i

i i i

a
a

d

θ θ α θ α θ
θ θ α θ α θ

α α
−

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

T  (A-2) 

Dans le cas d’une articulation angulaire, la donnée des paramètres id , ia  et 

iα  caractérise complètement la posture 1i
i

− T  d’un membre d’indice i relativement 

au membre d’indice i-1 en fonction de la variable iθ . Dans le cas d’une 

articulation prismatique, la donnée des paramètres iθ , ia  et iα  détermine la 

posture du membre i relativement au membres i-1, en fonction de la variable id . 

La matrice homogène 1i
i

− T  exprimée par la relation (A-2) représente la 

matrice de passage d’un membre d’indice i au membre d’indice i-1 adjacent 
précédent. 
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Annexe B 
Principe d’algorithmes d’optimisations 

locales 
      
 

I. LA METHODE DE LA DESCENTE 
La méthode de la descente vise à déterminer une solution ( )s x  dans le 

voisinage de la solution courante x , telle que ( )( ) minf s x f<  ( minf désigne la valeur 

minimale courante de f). La méthode consiste à engendrer N échantillons, à 
chaque itération, suivant un procédé aléatoire, cyclique ou suivant une loi de 
distribution uniforme, dans le voisinage de la solution courante x .  

La fonction objectif f  est évaluée en chaque point de l'échantillon. La 

solution 'x  correspond à la plus petite valeur de f  obtenue.  

( ) ( )( ) ( )( )'

1
min ii N

f x f s x f s x
< <

⎡ ⎤= = ⎣ ⎦  (B-1) 

 
Cette nouvelle valeur ( )'f x  est comparée à la valeur minimale courante, 

minf . Si elle est meilleure alors cette valeur est enregistrée, ainsi que la solution 

correspondante, et le processus continue. Sinon l'algorithme prend fin ; on a 
atteint un minimum local. Cet algorithme est présenté dans la figure B-1. 

 x      := solution aléatoire 
minf  := ( )f x  

minx  := x  
 

REPETER 
Engendrer un N-échantillon ( )is x ∈ voisinage ( )s x  

et calculer ( )( ) ( )( )
1
min ii N

f s x f s x
< <

⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

SI ( )( ) minf s x f<  

( )( )min :f f s x=  

( )min :x s x=  
 SI NON 

Sortir et REPETER 
 FIN SI 

FIN REPETER 
 

 
Figure B-1 : Algorithme de la méthode de descente.  
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Après avoir atteint un minimum local, cette procédure peut repartir d'un 
autre point pris au hasard. 

II. LA METHODE DU GRADIENT 
Les méthodes du gradient utilisent la direction de descente de la plus 

grande pente c'est-à-dire la direction dans laquelle la fonction décroît le plus vite. 
La méthode de descente est construite avec ( )k kd f x= −∇ . 

Il existe plusieurs méthodes de gradient à pas fixe { }kt cste= , à pas variable 

{ }kt ajusté en cours de l’itération et à pas optimal { }kt tel que  

( ) ( )( )0   k k k k k kt f x t d k f x t d∀ > + − ≤ − . 

Pour la méthode de gradient à pas fixe, on obtient l’algorithme présenté par 
la figure suivante : 

 

0 ,x ε

( ) ( )1

1

k

k k

k k

x

f x f x
x x

ε+

+

∈

−
>

−

X
solutionx

 

Calculer ( )1k k kx x t f x+ = − ∇  

Oui  

Non  

 
Figure B-2 : Algorithme de la méthode du gradient. 
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Annexe C 
Principe d'un algorithme stochastique 

d'optimisation globale 
      

La plupart des algorithmes stochastiques sont itératifs et comportent trois 
éléments principaux : un mécanisme de perturbation, un critère d'évaluation et 
un critère d'arrêt. Ils sont appliqués à partir d'un ou plusieurs points de la 
fonction objectif, choisis aléatoirement. 

 La perturbation aléatoire  
 Toutes les coordonnées du vecteur solution courant, à la fois ou une 

par une, sont perturbées. 
 La transformation suit une loi de distribution particulière dans un 

voisinage du point courant, par exemple une loi de distribution 
uniforme, 

 Le ou les nouveaux points sont générés selon une loi qui dépend des 
points précédents et/ou des valeurs précédentes de la fonction 
objectif, ou ne dépend que du point courant,  

 etc. 
 Les critères d'évaluation  

 Le ou les nouveaux points sont acceptés selon une certaine loi de 
probabilité, 

 Le ou les nouveaux points sont acceptés selon certaines conditions, 
 Le ou les meilleurs points sont conservés pour l'étape suivante, 
 Une recherche locale est effectuée à partir du ou des nouveaux 

points, 
 etc. 

 Les critères d'arrêt  
Ils peuvent être liés à la qualité du minimum obtenu 

 La procédure est arrêtée lorsque il n’y a plus d’amélioration de la 
solution après un certain nombre d’itérations. 

 Elle s’arrête quand les perturbations ne dépassent plus un certain 
seuil. 

Ils peuvent être liées à des coûts calcul ; le calcul s’arrête alors après : 
 Un nombre maximal d’évaluations de fonction objectif. 
 Un nombre d’itérations fixé. 
 Un certain temps de calcul. 
 etc. 
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Annexe D 
L’algorithme génétique 

      
 

I. PRINCIPE DE BASE D’UN AG SIMPLE 
Dans les algorithmes génétiques, on essaie de simuler le processus 

d'évolution d'une population. On part d'une population de N solutions du 
problème représentées par des individus. Cette population choisie aléatoirement 
est appelée population parent. Le degré d'adaptation d'un individu à 
l'environnement est exprimé par la valeur de la fonction coût, ( )f X , où X est 

l'individu.  
On dit qu'un individu est d'autant mieux adapté à son environnement, que 

le coût de la solution qu'il représente est plus faible. Au sein de cette population, 
intervient alors la sélection au hasard d'un ou deux parents, qui produisent une 
nouvelle solution, à travers les opérateurs génétiques, tels que le croisement et la 
mutation. La nouvelle population, obtenue par le choix de N individus parmi les 
populations parent et enfant, est appelée génération suivante. En itérant ce 
processus, on produit une population plus riche en individus mieux adaptés. La 
Figure D-1 présente le principe d'un algorithme génétique de base. 

:  initialiser populationPOP =  
( )min :f f X=  

min :X X=  
REPETER 
 QUALITE (évaluer la population POP) 
 REPETER (phase de reproduction génétique) 
  Séléction 
  Croisement 
  Mutation 
 JUSQU'A POP’ remplie 
 ':  sélectionner nouvelle population ( , )POP POP POP=  
 ( ) ( )

1

: min i
i N

f X f X
≤ ≤

= ⎡ ⎤⎣ ⎦  

 SI ( ) minf X f<  

     
( )min

min

:
:

f f X
X X

=

=
 

 FIN SI 
JUSQU'A condition d’arrêt satisfaites 
 

 
Figure D-1 : Principe de fonctionnement d’un algorithme génétique simple.  
Cet algorithme comporte trois phases distinctes : 
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 La production de la population d'individus la mieux adaptée pour 
contribuer à la reproduction de la génération suivante (version 
artificielle de la sélection naturelle).  

 La phase de reproduction, qui exploite essentiellement les 
opérateurs de croisement et de mutation.  

 La stratégie de remplacement des populations parent et enfant par 
la génération suivante. Elle pourra être mise en œuvre sous 
plusieurs formes. 

II. CODAGE  
Plusieurs codes d'informations sont utilisés. Les plus fréquemment utilisés 

sont le code binaire naturel et le code binaire de Gray. Plus récemment le codage 
"réel" a fait son apparition. 

Codage binaire 
Ce codage consiste, pour un individu donné, à concaténer toutes ses 

variables codées en binaire. La chaîne binaire, Figure D-2 par exemple, 
correspond à un individu défini par 3 variables (8, 6, 13) en codage binaire 
naturel sur 4 bits chacune. Ce codage binaire présente plusieurs avantages : 
alphabet minimum, facilité de mise en place d'opérateurs génétiques [Goldberg 
89].  

1000 0110 1101
 

Figure D-2 : Exemple de chaîne binaire. 
Néanmoins, ce codage présente trois inconvénients majeurs : 

 Les performances de l'algorithme sont diminuées lorsque la 
longueur de la chaîne augmente.  

 Deux nombres décimaux voisins (exemple : 7 et 8) peuvent être très 
éloignés dans le codage binaire naturel (1000 et 0111) : falaise de 
Hamming. Ce problème peut être réglé en remplaçant le code 
binaire naturel par le code binaire de Gray (réfléchi).  

 La dissymétrie entre le 0 (plus fréquent) et le 1. 
Codage réel 
Ce codage consiste simplement à la concaténation des variables ix  d'un 

individu X. Exemple un individu X (25, 31, 8) est codé 25| 31| 8. Ce codage 
présente des avantages majeurs. Il est plus précis que le codage binaire et 
l'espace de recherche est le même que l'espace du problème. Il a le mérite d'être 
simple à utiliser, l'évaluation de la fonction coût est plus rapide. Le codage réel 
évite de faire le transcodage du binaire naturel ou de Gray vers les réels à chaque 
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évaluation. Néanmoins, il possède deux inconvénients, son alphabet est infini, et 
il a besoin d'opérateurs appropriés. 

Le choix d'un codage adéquat est un élément critique dans l'efficacité d'un 
algorithme génétique. Un codage doit pouvoir être adapté au problème de façon à 
limiter au mieux la taille de l'espace de recherche, et aussi de façon que les 
nouveaux individus engendrés par les opérateurs de recherche soient significatifs 
le plus souvent possible [Michalewicz 96][Holland 75][Goldberg 89]. 

Les algorithmes génétiques ont relativement peu de fondements théoriques. 
Il n'existe aucune garantie que la méthode trouve la solution optimale, bien que 
des travaux récents donnent des preuves de convergence [Goldberg 91]. Ces 
travaux tiennent peu compte de l'influence de l'opérateur de croisement, qui est 
réduit parfois à sa plus simple forme, afin de simplifier l'analyse de l'algorithme 
uniquement en fonction de la mutation et de la sélection. Il est difficile de faire 
l'analyse d'un algorithme génétique dans sa globalité, mais en revanche on peut 
s'intéresser à l'un de ses opérateurs séparément. 

III. OPERATEURS DE REPRODUCTION 
La phase de reproduction exploite principalement deux opérateurs : le 

croisement et la mutation. Elle comporte aussi l'opération de sélection et 
l'opération de production de la génération suivante, à partir des populations 
parent et enfant. 

Sélection : La sélection consiste à choisir les individus qui vont participer à 
la reproduction de la population future. La fonction de sélection calcule une 
probabilité de sélection pour chaque individu, en fonction de sa qualité et de la 
qualité de tous les autres individus dans la population. 

Croisement : Le principal opérateur agissant sur la population de parents 
est le croisement, qui est appliqué avec une certaine probabilité, appelée taux de 
croisement cP  (typiquement proche de l'unité). Le croisement consiste à choisir 

deux individus représentés par leurs chaînes de gènes, tirés au hasard dans la 
population courante, et à définir aléatoirement un ou plusieurs points de 
croisement (voir Figure D-3).  

  
Figure D-3 : exemples de croisement en codage binaire. 
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Cet opérateur permet de bien explorer le domaine de variation des 
individus, et de diriger la recherche vers des régions intéressantes de l'espace 
d'étude en utilisant la connaissance déjà présente dans la population courante. 

Mutation : L'opération de mutation protège les algorithmes génétiques des 
pertes prématurées d'informations pertinentes. Elle permet d'introduire une 
certaine information dans la population, qui a pu être perdue lors de l'opération 
de croisement. Ainsi, elle participe au maintien de la diversité, utile à une bonne 
exploration du domaine de recherche (voir Figure D-4). L'opérateur de mutation 
s'applique avec une certaine probabilité, appelée taux de mutation, mP , 

typiquement compris entre 0.05 et 0.10. Ce faible taux de mutation permet de 
dire que la mutation est considérée comme un mécanisme d'adaptation 
secondaire pour les algorithmes génétiques. 

 
Figure D-4: exemple de mutation en codage binaire. 

La sélection réduit la diversité de la population, tandis que les opérateurs 
génétiques, croisement et mutation, augmentent cette diversité. 
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Annexe E 
Le régulateur flou 

      

I. INTRODUCTION 
La logique floue a été formulée par L. Zadeh dans le milieu des années 60 

[Tong-Tong 95]. L’idée de la logique floue est de transmettre la richesse du 
raisonnement humain à un ordinateur. 

Au cours des dernières années, la logique floue a connu un très grand essor 
dans de multiples domaines mais demeure encore sous utilisée en génie 
mécanique.   

L’un de ses principaux  avantages est la possibilité d’étudier des problèmes 
incomplets et/ou imprécis,  par contre un des désavantages des systèmes d’aide à 
la décision utilisant la logique floue est le besoin d’un expert qui utilise son 
expertise du problème pour construire manuellement la base de connaissances.  

Une base de connaissances est composée d’entrées, de sorties et règles 
floues, la construire c’est définir la répartition des sous ensembles flous sur les 
entrées et les sorties ainsi que la détermination des règles floues  

Cette tâche est d’autant plus ardue que les données dont il dispose sont 
incomplètes ou pas assez nombreuses pour en déduire une base de connaissances 
représentative. Des travaux ont été faits pour automatiser la création de base de 
connaissances. 

Nous allons exploiter ce type de raisonnement pour améliorer les 
performances de l’algorithme génétique développé pour la synthèse des 
mécanismes spatiaux et mieux définir ses paramètres de fonctionnement. 

Nous n’avons pas besoin d’établir de modèle mathématique. Cela évite des 
années de travail sur des modèles, qui au bout du compte n’existent pas 
forcement ou sont d’une grande complexité. 

Ensuite, la logique floue permet de prendre en compte les typologies 
linguistiques et donc toutes les nuances que l’on a créées dans le but d’imiter au 
mieux le réel. Nous avons pu traiter des systèmes à comportement complexe en 
restant accessible à tout. Ce qui souligne des avantages de la logique floue.  

C’est la régulation, l’application la plus courante de la logique floue, que 
nous allons coupler à l’algorithme génétique. Le régulateur utilisé est détaillé 
dans [Laribi 02]. 
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Fuzzyfication Inférence Défuzzyfication 

Sortie floue Entrée floue 

Entrées 
  
Non  
Floues 
 

Sorties 
 

Non  
Floues 

 

II. GENERALITES SUR LES APPLICATIONS DE LA 
LOGIQUE FLOUE: 

L’utilisation de la logique floue dans le développement d’applications passe 
par un certain nombre d’étapes. Ces étapes sont le choix des fonctions 
d’appartenance, l’écriture des règles d’inférence, la fuzzyfication, l’inférence floue 
et la défuzzyfication (voir Figure E-1).  

Dans ce que suit nous présentons particulièrement la régulation qui 
constitue l’application la plus courante de la logique floue. C’est cette régulation 
que nous allons accoupler à l’algorithme génétique enfin d’améliorer les résultats. 

Figure E-1 : Illustration du traitement flou. 

III. APPORT DE LA LOGIQUE FLOUE : 
Un contrôle des variables ou réglage par logique floue présente les 

avantages suivants pour le traitement de notre problème : 
Il est simple à réaliser et fiable. 
La connaissance mathématique du fonctionnement du processus n’est pas 

nécessaire pour créer son modèle. Ce sont l’expérience et le savoir-faire de 
l’opérateur qui sont utilisés pour décrire le processus. La logique floue permet 
donc de s’affranchir de toute étude théorique. 

Le réglage flou peut être vu comme un système de décision simple 
fonctionnant à partir d’une représentation des connaissances basées sur la 
théorie des ensembles flous. Ce régulateur flou est représenté par la Figure E-2. 

 
Les différents modules qui composent ce réglage sont les suivants : 
 
La base de connaissances du processus : elle est composée de l’ensemble des 

renseignements que nous possédons sur le processus. Elle permet de définir les 
fonctions d’appartenance et les règles floues du régulateur. 

Fuzzyfication : ce module traduit les données numériques caractérisant 
l’état du système en données symboliques. Il fournit une caractérisation floue des 
variables du système sous forme symbolique. 
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Défuzzyfication : ce module traduit l’action floue en une action non floue 
directement applicable au processus à réguler.  

Processus : ce module présente  l’implantation de l’algorithme génétique. 

Base des connaissances du processus 

Fuzzyfication Défuzzyfication Prise de décision  
 

Processus  

Entrée  

Sortie   

Flou   Flou   
Non Flou   Non Flou   Etat du processus  

 
Figure E-2 : Configuration d’un régulateur flou. 

IV. LES ETAPES DE FONCTIONNEMENT DU REGULATEUR : 
Les étapes du calcul du coefficient multiplicateur c sont : 
 
1. Faire un pré-essai du processus. 
2. Actualiser la variation «V» et l’erreur «E». 
3. Fuzzyfication des règles d’appartenance de V et E aux différents  sous-

ensembles. 
4. Inférences floues. 
5. Défuzzyfication de la valeur du coefficient de centrage c.  

IV-1. Fuzzyfication : 
Cette étape consiste à définir les différentes fonctions d’appartenance 

nécessaires pour traiter le problème. Nous devons établir une partition du 
domaine de définition des variables V, E et C en sous-ensembles flous. Nous 
définissons cinq sous-ensembles flous, pour les entrées, et quatre sous-ensembles 
floues pour la sortie. 

Les fonctions d’appartenance que nous avons choisies sont représentées sur 
la figure E-3. 

1 
TF F M G TG 

E 

μE 

1 

TF F M G TG 

V 

μV 

C 

μC 

TP P M G 

1 

 

Figure E-3 : Fonctions d’appartenance. 
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Les fonctions d’appartenance pour chacune des variables d’entrées et de 
sorties sont des fonctions triangulaires et trapézoïdales. La somme de leur degré 
d’appartenance aux différents sous-ensembles flous est égale à l’unité. 

Les sous-ensembles flous inférés portent les étiquettes «TF», «TP», «F», «P»,  
«M»,  «G» et «TG», soient respectivement «très faible», «très petit», «faible», 
«petit», «moyen», «grand» et «très grand». 

Le nombre et la forme de ces différents sous-ensembles flous ne résultent 
pas d’une optimisation théorique pour résoudre ce genre de problème, mais d’une 
détermination heuristique. Après, plusieurs essais et modifications, ces 
configurations à cinq ensembles flous ont été retenues. 

IV-2. Inférence floue : 
Les règles floues utilisées, pour déterminer l’état de c en fonction de V et E, 

sont de la forme «SI V est TF ET E est TF ALORS C est TP». L’ensemble de ces 
règles est résumé dans le tableau E-1 suivant. 

Tableau E-1 : Tableau d’inférence floue de E et V. 
V c 

TF F M G TG 
TF TP P P M \ 
F TP P M G \ 
M P P G M G 
G M M M G G 

E 

TG G G M M M 

IV-3. Défuzzyfication : 
L’étape de défuzzyfication des règles floues inférées se font grâce à la 

méthode du centre de gravité. La figure E-4 présente la surface engendrée par la 
loi de contrôle de ce régulateur pour déterminer le coefficient de centrage c sur 
les variables de l’intervalle Min-Max. 

 
Figure E-4: Surface engendrée par la régulation floue. 
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Annexe F 
La puissance d’un point 

      
 
La puissance d’un point fixe A (voir Figure F-1) par rapport à un cercle de 

rayon r et de centre O est défini par le produit suivant : 
p AP AQ≡ ⋅  (F-1) 

 Q  

A  

P  

O  

 
Figure F-1 : la puissance d’un point A. 

Avec, P et Q sont les intersections entre la droite passant par la point A et le 
cercle.  

Le terme "puissance" est utilisé pour la première fois par Jacob Steiner 
([Steiner 26], [Coxeter 69]). Le produit p est indépendant du choix de la droite 
APQ. 

On considère un point A (voir Figure F-2) pas forcement sur la circonférence 
du cercle. Si d=OA est la distance entre le point A et le centre du cercle O 
d’équation ( ) 2 2 2, 0f x y x y r= + − = , alors la puissance du point A relative au cercle 

est : 

( ) 2 2 2 2 2,p p P Pp f x y x y r d r= = + − = −  (F-2) 

Si A est à l’extérieur du cercle, alors sa puissance est positive (p>0) et elle 
est égale au carré de la distance du segment AQ.  

2 2 2p AQ d r= = −  
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d

A

r

Q

A′
O

Q  

PO  
P′  

d  

r  

A′
 A

A à l’intérieur du 
cercle 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
A l’extérieur du 
cercle  

 
Figure F-2 : la position du point A. 

Si A est à l’intérieur du cercle, alors sa puissance est négative (p<0). 
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