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INTRODUCTION

Dans de nombreuses disciplines, (Océanographie cu Météorclogie par exempie), il
est nécessaire de disposer de techniques efficaces permetiant, & partir de tableaux de
données souvent volumineux, d'extraire de précieux renseignements sur la structure ou la
dynamique des phénomeénes étudiés et, si possible, de condenser cette information. Ce
dernier besoin est renforcé, depuis quelques années, par I'apparition, au cété de réseaux de
mesure "ponctuels” traditionnels (stations météorolologiques, pluviographes, bouées marines,
etc..), de moyens de télédétection (radars météorologiques, satellites..) qui fournissent, avec
des fréquences assez élevées, des images échantillonnées sur des grilles trés denses.

L'Analyse _en Composantes Principales (ACP) ou analyse en Fonctions
Orthogonales Empiriques (EOFs) pour les Anglo-saxons, appelée encore parfois
décomposition de Karhunen-Loeve (Loeve,1963) permet de répondre a ce type de
préoccupations en effectuant une transformation des variabies initiales, qui, tout en extrayant
le maximum de variance des données, permet d'obtenir de nouvelles variables
statistiquement orthogonales.

Depuis ses débuts, la technique a fait l'objet de nombreux développements
théoriques ( voir Preisendorfer (1988) pour un bref historique de la méthode), mais surtout de
nombreuses applications dans des domaines trés variés. En effet, a la suite de Lorentz
(1956), I'ACP a souvent été utilisée pour I'étude de la variabilité des champs géophysiques
tels que la température de surface de la mer mesurée par des navires marchands (Servain et
Legler, 1986) ou, plus récemment par satellite (Kelly, 1985; Lagerloeff et Bernstein, 1988); la
tension de vent sur les océans (Barnier,1986; Mac Veigh et al., 1987); ou encore la hauteur
du géopotentiel 500 mb (Rinne et Karhila,1975,1979; Dequé,1986; Moiteni, 1987; Molteni et
al., 1988). En Hydrométéorologie, Dyer (1975) puis Tabony (1981) ont utilisé 'analyse EOFs
pour la description de la pluviométrie sur I'Europe occidentale, Obled et Creutin (1986) pour
l'étude de champs de précipitation intense, Galle (1987), pour celle de la durée d'insolation
quotidienne en France mesurée par un réseau sol d'héliographes ou par satellite. Son intérét
a aussi été montré pour I'étude de Ia stabilité de structures métailiques soumises a des
sollicitations aléatoires (Kettani-Wagner, 1986). Nous avons fait ici le choix de citer des
travaux récents, afin de souligner toute l'actualité de la méthode; mais on pourra trouver chez
Obled (1979) des références de travaux plus anciens.

Grace a lanalyse EOFs, de nombreux auteurs ont par ailleurs pu mettre en
évidence l'existence de régions particuliéres du globe, jouant un réle spécifique dans la
climatologie mondiale et donnant lieu & ce qu'on appelle les oscillations Atlantique Nord ou
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Pacifique Nord par exemple (Wallace et Gutzler, 1981; Horel, 1981; Simmons et al., 1983).
L'ACP a aussi permis d'expliciter les liens existant entre plusieurs types de champs: Dequé et
Servain (1989) pour les téléconnexions entre la température de surface de la mer sur
I'Atlantique intertropical et la circulation atmosphérique aux latitudes tempérées de
I'hémisphére Nord; Morliére et Rebert (1986) pour la relation entre l'oscillation Sud du courant
El Nifio et les précipitations en Nouvelle-Calédonie par exemple.

L'analyse EOF s'est aussi averée utile pour I'étude et la description de la turbulence
En effet, dés 1967, Lumley l'a utilisée pour l'étude des fluctuations de vitesse d'un
ecoulement-turbulent inhomogeéne. Le tenseur des covariances associées au vecteur vitesse
est, en effet, décomposé en une somme de fonctions propres orthogonales pondérées baf
des coefficients aléatoires (Lumley, 1970). Les tourmillons les pius "énergétiques” sont alors
associés aux plus grandes valeurs propres. Ce type d'étude se poursuit toujours & I'heure
actuelle, puisque Moin et Moser (1989) utilisent des décompositions de Karhunen-Loeve a
deux ou trois dimensions pour décrire la turbulence dans un canal. lis obtiennent par exemple
que, prés des parois, les tourbillons semblent mieux organisés et qu'il faut moins d'EOFs
pour les caractériser que ceux du centre du canal.

Par ailleurs, certains auteurs ont souligné les analogies entre les EOFs, qui
s'attachent plutdt & traduire les propriétés statistiques des phénomeénes étudiés, et 'analyse
spectrale (Fortus, 1973; Obled, 1979) ou les modes normaux des systémes dynamiques
(Buell, 1975; North, 1984) qui décrivent quant a eux la physique de ces phénoménes.
Neanmoins, dans le cas de systemes plus complexes (en particulier non linéaires), la relation
entre EOFs et modes normaux n'est plus aussi simple (Smith, 1987); et inférer les processus

physiques régissant les phénoménes étudiés a partir des EOFs ne parait plus aussi simple.

Notons que toutes ces applications font intervenir des variables présentant une
continuité spatiale et/ou temporelle. Mais, I'approche classique décrite en détail par
Preisendorfer (1988), et largement développée en France dans les années 60 (Lebart et
Fénelon, 1973, par exemple) ne prend pas en compte cette continuité, puisqu'on se contente
de rechercher les valeurs propres et vecteurs propres d'une matrice de covariance de
variables qui peuvent méme étre de nature différente. C'est pourquoi Escouffier et al. (1968),
Lobert et Dauty (1969), Buell (1971), et plus récemment North et al. (1982) préconisent
lutilisation d'une formulation intégrale, qui a lintérét de tenir compte explicitement de la
continuité des phénoménes étudiés. On est en effet conduit a rechercher les fonctions
propres d'un noyau continu de covariance et la formulation fait aussi intervenir le domaine
d'étude, ce qui n'est pas le cas avec la formulation classique. C'est cette approche continue

qui a été a la base des travaux présentés dans ce mémoire.
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Dans le premier chapitre, nous essaierons de mettre en évidence sa spécificité par
rapport a 'ACP classique, puis de montrer les étapes permettant de passer d'une formulation
intégrale a un probléeme aisément soluble sur ordinateur, avec un rappel des techniques
numériques utilisées (Obled et Creutin, 1986). Nous présenterons ensuite une petite
synthése des travaux essayant de relier les EOFs aux modes normaux de systémes
dynamiques. Nous nous attacherons enfin, pour clore ce premier chapitre, & montrer
comment, dans sa version continue, (notée par la suite ACPP, comme ACP de Processus),
'ACP peut se rattacher aux techniques d'interpolation optimale ou & Il'approche
géostatistique (Obled et Braud, 1989).

Dans une premiére partie de notre travail, nous avons essayé de quantifier les
erreurs commises sur I'estimation des fonctions propres lors de la discrétisation numérique
du probléme. En effet, & notre connaissance, ce type d'étude n'avait pas été mené a deux
dimensions, dans le cadre de l'approche continue; Bouhaddou (1984) ayant quant & lui traité
le cas monodimensionnel. Buell (1975) avait aussi proposé une étude de linfluence du
domaine d'étude sur les fonctions propres ou en 1978 quelques regles sur le nombre de
fonctions propres significatives dans une ACPP, théme repris et approfondi par North et al.
(1982). Nous avons jugé qu'une étude plus systématique pouvait étre utile pour guider les
utilisateurs de 'ACPP lors de la discrétisation de leur probleme. C'est pourquoi, dans la lignée
des travaux de Fortus (1973,1975) ou de Bouhaddou et al. (1987) , nous avons recherché,
dans un cas simple, une solution analytique du probléme intégral. Les différentes étapes de
ce calcul sont résumées dans la premiére partie du chapitre 2. Dans la seconde, nous
présentons les résultats de la raison en lutions _anaiyti nyumeéri , qui
nous a permis de dégager certains criteres de choix des parameétres entrant en jeu dans la
discrétisation du probiéme (Braud et Obled, 1989).

Aprés cette étude métholologique, nous nous sommes intéressés a la possibilité
d'utiliser TACPP pour faire de la simulation de champs spatiaux. Ceci est un besoin souvent
rencontré en pratique et 'ACPP peut fournir une alternative intéressante pour y répondre,
comme nous le verrons au chapitre 3.

Enfin, dans le chapitre 4, nous essaierons d'illustrer toutes ces recherches sur un
exemple pratique d'application. Il s'agit de données de température mensuelle de surface de
la mer (SST) sur I'Atlantique intertropical qui avaient déja fait I'objet d'un traitement par une
ACP classique {Servain et Legler, 1986).



CHAPITRE 1: ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES DE
PROCESSUS. FORMULATION INTEGRALE
APPROXIMATION NUMERIQUE ET LIEN AVEC
D'AUTRES TECHNIQUES D'ANALYSE.

1-1 INTRODUCTION

Ce premier chapitre est destiné a introduire la technique d'Analyse en Composantes
Principales de Processus (ACPP), dont nous essaierons de monirer l'originalité par rapport a
'Analyse en Composantes Principales classique (ACP). Cette originalité réside
essentiellement dans la prise en compte de la continuité spatiale et/ou temporelle des
processus étudiés. Mais, comme en pratique ces derniers, méme continus, sont
échantillonnés, nous verrons comment, a l'aide d'algorithmes simples, on peut résoudre
numériquement le probleme. Ensuite, nous essaierons de voir comment I'ACPP peut étre
reliée & d'autres techniques d'analyse en évoquant tout d'abord les liens entre EOFs et
modes normaux de systemes dynamiques puis, dans la derniére partie de ce chapitre, en
replagant 'ACPP dans le cadre plus général des techniques d'interpolation optimale. Nous
verrons en effet que, formellement, la méthode peut éire considérée comme un cas
particulier de krigeage.

1-2 FORMULATION DE L'ACPP

1-2-1 I it Is sur FACP classique.

jp =1.N, j=1.P, de P variables X;
supposées centrées, dont on possede N observations x;. Les variables X; peuvent étre de

Considérons un tableau X de données x;

nature différente, par exemple plusieurs variables méteorologiques.
L'ACP de X consiste & rechercher de nouvelles variables Z,, decorrélées et se

déduisant des variables initiales par simple transformation linéaire:

P

=1

On montre alors que les vecteurs F (dont les f; forment les coefficients) sont

vecteurs propres de la matrice de variance-covariance empirique C = 1/N .XT. X ( XT étant la
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transposée de X) associée au tableau X. Ces vecteurs propres sont orthogonaux ( et on peut
les normer). Les valeurs propres associées A, sont alors les variances des nouvelles

variables Z,. Par ailleurs, si on classe les valeurs propres par ordre décroissant, la
conservation des K<P premiéres composantes principales Z, maximise la variance retenue.

Pour une description plus détaillée de cette méthode on pourra de référer a Lebart
et Fénelon (1973) ou a Preisendorfer (1988).

1-2-2 Formulation de 'ACPP.

Nous avons souligné que I'ACP classique pouvait s'appliquer a des variables de
nature différente. Mais, lorsqu'il s'agit de traiter des variables continues dans I'espace et/ ou
le temps, (par exemple une méme grandeur physique mesurée en plusieurs stations comme
en Météorologie ou en Océanographie), une approche de type processus aléatoire est mieux
adaptée a la prise en compte de cette continuité (Buell, 1971). On utilise alors une
formulation intégrale, que I'on rencontre déja chez Obukhov (1960) ou Holmstrém (1963). Elle
est le pendant, pour des champs continus, de I'ACP classique décrite au § précédent, méme
si pratiquement , on est oblige de discrétiser le probléme.

Cette approche présente I'avantage de prendre explicitement en compte:

i) la forme du domaine d'étude
i) la typologie des réseaux de mesure, par intermédiaire de pondérations
différentes si les stations sont irréguliérement réparties.

Considérons donc un processus aléatoire X(€,x), connu sur un domaine borné D de

R (x est alors par exemple le temps t) ou de R?2 (x=(x,y) est alors le vecteur des coordonnées

de l'espace).
& désigne ici un événement du processus aléatoire (¢a pourrait aussi &tre I'état a un

temps t pour un processus spatio-temporel).

Nous supposerons par la suite, sans perte de généralité, que X(€,x) est centré,
c'est-a-dire qu'en espérance, E [ X(§x) | = 0. Nous ferons aussi hypothése que les
différentes réalisations aléatoires & sont indépendantes.

Par ailleurs, nous n'envisagerons que des processus aléatoires possédant une
variance E [ X%(€,x) ] finie, de fagon & assurer I'existence de la fonction de covariance C(x, X))

= E[ X(€X) . X(&X) ]. Cette derniére hypothése est en général vérifiée par les processus

physiques traités a l'aide de la technique d'ACP.
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Plutét qu'une décomposition en séries de Fourier, usuelle dans le domaine temporel
(Davenport et Root, 1958; Papoulis, 1965 ou Brillinger, 1975), 'ACPP de X(£,x) consiste a

rechercher une décompositon de la forme:

oc

X(Ex) = T (&) - F(x) (1-1)
k=1 -

qui permet d'isoler des composantes spatiales F,(x) "déterministes” et des coefficients
aléatoires, les Z, (&), dépendant uniquement de la réalisation aléatoire § considérée.
Le critére d'optimisation retenu pour déterminer & [a fois les Z,(E) et les F|(x) est de

type moindres carrés classiques puisqu'on cherche & minimiser, en espérance, l'erreur
quadratique, moyennée sur I'ensemble du domaine D, entre X(§,x) et Xi(€.x) correspondant a

la série tronquée a K termes.

E[Jpi X&) - Xc(&x) 2.dx ] minimum (1-2)
K
avec Xc(&x)= I Z(8).Fylx)
k=1

L'optimisation est faite pas a pas pour K=1, puis K=2, jusqu'a K=, On ajoute par ailleurs,

pour assurer l'unicité de la solution, une condition de normalisation & 1 des fonctions Fi(x).

[ b Fr2x).dx = 1 (1-3)

Plusieurs auteurs ont proposé des développements des calculs d'optimisation,
mais le plus souvent sous une forme discréete (Davis, 1976; Von Storch et Hannoschdck,
1985). Dans I'Annexe A, nous proposons une démonstration, conservant jusqu'au bout les
notations intégrales, et s'appuyant sur une approche variationnelle proposée par Holmstrém
(1963, 1977).

On montre alors que:
i) les Fy(x) sont des fonctions orthonormales sur D:

[ o Frl®) . Frlx) . dx = 8,y (1-4)

ou 8y, est le symbole de Kronecker.
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Ce sont par ailleurs les fonctions propres (notées F.P. par la suite) du noyau de
covariance C(x, x) = E[ X(§,x) . X(€.x") ] associées aux valeurs propres A

[oCx) . Fx). de =4 . Fe®) (1-5)

iy les Zy(€) sont quant a elles des variables aléatoires, appelées

composantes principales, décorrélées, de variance A, décroissantes:
ELZk(€) . Zm(E) 1= Ay - 8ym (1-6)

obtenues par "projection de X(&,x) sur la kieme fonction propre:

Zi&) = JpXEx) . Fx) . dx (1-7)

1-3 APPROXIMATION NUMERIQUE.

Pour calculer explicitement les Zy (&) & I'aide de (1-7) ou estimer les fonctions

propres en résolvant (1-5), I'emploi d'une formulation intégrale nécessite la connaissance du
processus X en tout point du domaine D. Or, en pratique, X est spatialement discrétisé,
c'est-a-dire connu en un nombre fini P de points ou stations de mesure x;, i=1..P. On ne
pourra alors calculer que P fonctions propres et il sera nécessaire d'avoir recours &
l'interpolation, donc d'approximer.

1-3-1 Approche générale.

La méthode utilisée, proposée par Deville (1974) & une dimension, a été
generalisée a deux dimensions par Obled et Creutin (1986). En voici les caractéristiques
principales.

On choisit, & priori, une base de fonctions ( ex), i=1..P) ayant la structure

d'espace vectoriel sur D, sur laquelle le processus X(€,x) est interpolé. Si, de plus, les x;

i=1..P sont les P points de mesure, on peut choisir les g,(x) de fagon canonique, c'est-a-dire
telles que g(x)) = ;.
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X(&,x) s'écrit alors:

P
X'(Ex) = X(Ex) - &(x)

=1
ou les X(&,x;) sont les valeurs de X mesurées aux P stations.

Le processus X(£,x) étant supposé centré, la fonction de covariance C'(x,x') du
processus interpolé X'(€,x), est alors donnée par une double interpolation sur la base des
g(x):

PP
C'xx) =Z Z C(x.%)-6(x).¢(X)

i=1j=1

ou les C(xi,xj) sont les covariances "vraies" entre deux points quelconques du réseau. En

pratique, ces covariances sont estimées sur un échantillon fini de N réalisations, ce qun
introduit des erreurs suppiémentaires dues a I'échantillonnage statistique du processus. Dans
ce paragraphe, seul le probléme posé par |g discrétisation spatiale est traité.

Il est par ailleurs assez aisé de montrer que C'(x,x), fonction de covariance du

processus interpolé, est bien de type positif, ¢'est-a-dire un modele de covariance admissible
au sens de Matheron (1972-a) ou Christakos (1984). (Annexe B1).

Les F.P. Fy(x), solutions de (1-5), sont aussi approximées sur la base des &(x) par
lintermédiaire de coefficients f,, i=1..P, & déterminer. (f; représente la valeur de la fonction
F.(X) au point x;).

*

P
Fe ) = 2 fiy. glx) (1-8)

i=1

Ensuite, dans (1-5), on remplace la covariance vraie C(x,x) et les F.P. vraies par
leurs valeurs approchées C'(x.X) et F, (x), ce qui donne:
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soit encore:

P PP
2{ £ ZCMX)Jpel)en)dk fu M Tk} gx) =0

=1 j=1 m=1

Les g(x) forment une base du plan. Tous les termes entre accolades dont donc
nuls, et, si on pose Ej, = [ p g(X).en(X).dx', on en déduit:

P P
j=1 m=1

ou encore sous forme matricielle:

C.E.F=F.A (1-9)

avec C=] C(&,Qg’.) }i=1..p, j=1..P matrice carrée des covariances entre deux points

du réseau.
E=] E}-rn 1j=1..P, m=1..P matrice carrée des produits scalaires construits a
partir des g;(x).
F=[fx]m=1.P k=1.P matrice des valeurs des F.P. aux points de mesure.
A matrice diagonale des valeurs propres A, k=1..P.
Fy Fp Fx

~ i
1 . \_/I

x| o Bnem| || Ll | 7] ] | o
: : s ;M

On est donc ramené a la résolution d'un probléme matriciel de valeurs propres et de

¥
; ! : ! M 3*

vecteurs propres, la seule différence avec I'ACP classique résidant dans [introduction de la
matrice E des produits scalaires qui prend explicitement en compte le domaine d'étude et la

typologie du réseau des points de mesure.
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La seconde étape du calcul consiste a estimer les Zy(€). Comme précédemment,

en utilisant la base des g(x), (1-7) est transformée de la fagon suivante:

P P
Z®) = o Z XEx) e, I f.e0.dx

P P
Z &= = XEx) By fik (1-10)

Soit sous forme matricielle:

Z=X.E.F (1-11)

Zy Z Zn X X Xp F, Fo Fs

siX=]| X(&i,gi) ] i=1..N, j=1..P est la matrice des N réalisations (ou champs) du processus

XEx) et Z = [ Z(&) ] i=1.N, k=1..P, la matrice des composantes principales

correspondantes.
1-3-2 Quelgues glgorithmes numériques.

Nous ne détaillerons pas ici les algorithmes de calcul des valeurs propres et
vecteurs propres dont on pourra trouver des descriptions détaillées chez Faye (1982). Nous
nous bornerons a souligner que les algorithmes sont beaucoup plus performants lorsque la
matrice a diagonaliser est symétrique, ce qui n'est pas, en général, le cas pour la matrice C.E
de (1-9), méme si C et E, séparément, le sont. Nous allons donc voir comment on peut se
ramener simplement a la diagonalisation d'une matrice symétrique.
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E étant symétrique, elle peut se décomposer sous la forme E = Q . QT. Obled et
Creutin (1986) proposaient d'obtenir Q par diagonalisation de E. Pour des questions de gain
en temps de calcul, nous avons retenu une décomposition de Choleski ol Q est, cette fois,
une matrice triangulaire inférieure.

En prémultipliant, & gauche, les deux membres de (1-9) par QT, on obtient:

(QT.C.Q).V=V.A

enayantposé V=QT.F

(QT. C . Q) est, cette fois, symétrique. On calcule donc ses vecteurs propres V, a l'aide
d'algorithmes classiques, puis on en déduit F par F = (QT)! . V. Comme QT est triangulaire
supérieure, son inversion est rapide.

Enfin, on peut montrer simplement (Obled et Creutin ,1986) que la condition
d'orthogonalité (1-4) des F.P. se traduit matriciellement par:

FT.E.F=E.FT.F=F.FT.E=z|p (1-12)
ou Ip est la matrice identité de rang P.

1-3-3 Choix des fonctions de base e(x).

Nous avons souligné que la principale différence entre I'ACP classique et ACPP
résidait, au niveau de la solution numérique, dans l'introduction de la matrice E des produits
scalaires. Encore faut-il définir comment elle sera remplie. En pratique, & deux dimensions,
deux types de fonctions g;(x) ont été utilisés.

i) des fonctions constantes par morceau (CFPM)
ou g(x) vaut un sur le polygone contenant tous les points les plus proches de x; (polygone de
Thiessen) et zéro partout ailleurs (Fig. 1-1-a). Dans ce cas, E est diagonale et les termes
diagonaux sont égaux aux surfaces des polygones.

ii) des fonctions linéaires par facette (LPF)
ei(X) vaut un au point x; et zéro aux autres points, avec une décroissance linéaire sur les

facettes reliant les différents sommets (Fig. 1-1-b). Dans ce cas, il est nécessaire d'établir
une triangulation du réseau de mesure. Le calcul des Ej, décrit en détail dans Obled et
Creutin (1986) utilise alors les techniques des éléments finis (Norrie et De Vries, 1973). Ce
calcul est repris dans I'Annexe C1.

Signalons par ailleurs que la définition des frontieres du domaine d'étude peut poser
quelques problémes, notamment lorsque ce dernier n'est pas défini par une frontiere
physique ou géographique intrinséque au phénoméne (étude des champs de pression sur
I'Europe par exempie). De plus, la triangulation du réseau, dans le cas LPF, n'est pas
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nécessairement unique et, si une station est trés excentrée par rapport aux autres, on peut
hésiter a lui donner un poids trop important. Nous reviendrons plus en détail sur ces
problémes liés au domaine d'étude au chapitre 2.

(a)

Fig. 1-1: Fonctions de base e(x). (a) Fonctions constantes par morceau (CPM)

(b) Fonctions linéaires par facette (LPF).

Aprés avoir précisé la formulation de 'ACPP et vu comment, numériqguement, on
pouvait traiter le probléme, nous allons essayer de montrer que cette technique peut étre
aisément rattachée a d'autres techniques d'analyse, notamment la recherche de modes
normaux de systemes dynamiques ou les techniques géostatistiques d'interpolation optimale;
ce qui peut permettre des interprétations plus aisées des résultats.

1-4 LIENS ENTRE EOFs ET MODES NORMAUX DE SYSTEMES DYNAMIQUES

L'étude de séries temporelles se base souvent sur une analyse spectrale du signal,
et les travaux de Fortus (1973) sur les EOFs a une dimension, ont montré que, lorsque
lintervalle de temps étudié tend vers l'infini, EOFs et séries de Fourier sont confondues.
Obled (1979) propose aussi quelques développements sur ce sujet.

Si maintenant on s'intéresse a I'évolution de variables spatio-temporelles (telles que
la pression atmosphérique ou le champ de vent par exemple), obéissant & un systéme
d'équations aux dérivées partielles, il est souvent tres instructif de rechercher les modes
normaux de ces systemes dynamiques. Ceux-ci constituent en effet une base de réponses
élémentaires du systeme - ne dépendant en général que de la variable d'espace- lorsque ce
dernier n'est soumis & aucune excitation (ou forgage) extérieure. lis permettent une
simplification de I'étude de I'évolution temporelle du systéme.

Par exemple, considérons le cas simple ou X{t,x) vérifie:

(32/3t2-a2. A) X(t.x) = f(t.x)
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A étant le symbole du Laplacien, f(t,x) un forgage quelconque.

Si, en l'absence de forgage, c'est-a-dire en supposant f(t,x)=0, on cherche X(t,x)
sous la forme X(t,x) = €™ . ¥(x), ¥(x) sera un mode normal vérifiant:

a2 . A¥(x) +v2 . ¥(x) = 0

De la méme maniere, l'analyse EOF peut étre vue comme une technique qui
permet de séparer les composantes spatiales et temporelles des champs étudiés. La
recherche d'une analogie entre EOFs et modes normaux devient alors justifiée, d'autant pnlusA
qu'elle est confirmée par certaines observations expérimentales. Ainsi, Buell (1975) remarque
que les EOFs obtenues sur un domaine rectangulaire avec une fonction de covariance de
type exponentiel ou gaussien ressemblent fort aux modes normaux d'une plaque vibrante.
Preisendorfer (1979), est allé plus loin puisque, & partir de I'étude systématique d'un systéme
dynamique de masses et de ressorts, soumis ou pas & un amortissement, il a montré que,
lorsque le temps d'observation du systéme tendait vers l'infini, vecteurs propres de la matrice
de covariance construite a partir de 'enregistrement d'un grand nombre de trajectoires et
modes propres du systéme dynamique étaient confondus, alors que les valeurs propres
étaient reliées au carré des amplitudes de ces modes. Plus récemment (Preisendorfer, 1988)
cette étude a été généralisée a un systtme de masses et de ressorts soumis & une
excitation aléatoire (ou forgage) quelconque. La propriété précédente (que Preisendorfer
nomme "propriété asymptotique des composantes principales") reste vérifiée quelles que
soient les conditions initiales; avec ou sans frottement, pour un forgage particulier dont les
composantes temporelles, sur la base des modes normaux, sont décorrélées. Si le forgage
est quelconque mais stationnaire, modes normaux et EOFs peuvent se déduire les uns des
autres par simple rotation. Ces conclusions restent vraies si on étudie un champ aléatoire de
la variable d'espace a deux ou trois dimensions, régi par une équation aux dérivées partielles
d'ordre deux (comme celles des grandes oscillations du vent sur les océans ou de la pression
atmosphérique au niveau de la mer, apres linéarisation), (Preisendorfer, 1988).

Il semble méme que des 1965, les Russes Monin et Obukhov (cités par Fortus
(1980) et North (1984)) étaient arrivés a ces résultats avec une équation aux dérivées
partielies plus simple. North (1984) a permis de franchir un pas supplémentaire en montrant
que, pour un opérateur différentiel normal (*) et pour un forgage stationnaire dans le temps et
blanc dans I'espace, EOFs et modes normaux étaient confondus.

(")  Soit @ et ¥, deux fonctions quelconques et ( , ), le produit scalaire défini par
(@, ¥)=Jp Ox) . ¥(x).dx

Un opérateur différentiel A est normal s'il commute avec son adjoint A+,
définipar (@, A¥) = (A*®, ¥) pour toutes fonctions @ et .

Il est hermitien s'il est confondu avec son adjoint, c'est-a-dire si A =A*.
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En revanche, pour des opérateurs non normaux, notamment lorsqu'il y a des non
linéarités ou du frottement, cette propriété n'est plus vérifiée. Smith (1987) a essayé d'aller
plus loin en montrant que pour des opérateurs hermitiens (*) soumis & un forgage
quelconque, EOFs et modes normaux se déduisent les uns des autres par simple rotation. |I
a aussi abordé le cas d'opérateurs non hermitiens (les pius intéressants en pratique car tout
systéme physique est amorti), en montrant qu'on pouvait relier EOFs et modes normaux
assez facilement. En effet, le signal initial peut étre décomposé sur la base des modes
normaux. Les séries temporelles obtenues sont appelées amplitudes modales. On peut en
calculer les transformées de Fourier et construire la matrice spectrale associée. Cette matficé
est hermitienne et il est aisé d'en calculer les vecteurs propres. Les modes normaux formant
une base compléte, on peut aussi décomposer les EOFs sur cette base. On constate alors
que les coefficients qui interviennent dans cette décomposition sont les vecteurs propres de
la matrice spectrale introduite précédemment. On peut donc déduire les EOFs des modes
normaux et de la matrice spectrale et réciproquement.

Néanmoins, tous ces développements restent purement formels et & notre
connaissance n'ont pas donné lieu a des applications pratiques. Il semblerait pourtant
séduisant, comme certains auteurs l'ont déja formulé (ECMWEF, 1977; Preisendorfer, 1988)
d'utiliser les EQFs pour tenter d'inférer la structure des modeéles dynamiques ou prendre en
compte certains phénomeénes de maniére statistique tant qu'on ne sait pas les modéliser de
facon déterministe.

Ces espoirs ne font pourtant pas l'unanimité puisque Von Storch et Hannoschdck
(1985) pensent que rechercher des liens entre EOFs et modes normaux sera rarement
couronné de succés dans la mesure ou les EOFs sont un objet mathématique soumis a des
contraintes d'orthogonalité et de maximisation de la variance retenue, alors que les modes
normaux ne sont orthogonaux que dans des cas tres particuliers, en général éloignés des cas
réels. lls préconisent donc de limiter I'utilisation de 'ACPP a la condensation de ['information
sans vouloir chercher A les interpréter. Cette interprétation s'avere d'ailleurs d'autant plus
délicate que les EQFs dont on dispose sont estimées a partir d'un échantillon fini et donc
entachées de biais et d'erreurs, comme ils I'explicitent dans la suite de leur article, et comme
nous le verrons au chapitre 2.

On voit donc que l'interprétation des EOFs en terme de dynamique des systémes
étudiés, pour séduisante qu'elle soit, doit étre menée avec précaution et on ne doit pas
oublier que les EQFs ne décrivent que des statistiques sur les réponses de ces systemes.
Elles peuvent en revanche étre employées efficacement comme bases de projection des
processus et étre introduites directement dans les modeles (Rinne et Karhila, 1975; Schubert,
1985).
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Les liens entre analyse EOF et méthodes d'interpolation optimale que nous allons
étudier maintenant, vont aussi permettre de faire entrer 'ACPP dans la grande famille des
méthodes géostatistiques.

1-5 LIENS ENTRE ACPP ET METHODES D'INTERPOLATION OPTIMALE.

Comme nous l'avons souligné lors de la présentation de I'appoximation numérique
de l'analyse EOF, les processus étudiés sont, en général, spatialement discrétisés en un
nombre fini P de points. Or, en pratique, (Météorologie, Sciences de la terre, efc..) il est
souvent nécessaire de les connaitre en d'autres points, non mesurés (cartographie) ou sur
une surface ou un volume donné (estimation de lames d'eau moyennes sur un bassin, ou de
la puissance de gisements miniers). Il faut donc interpoler. De nombreuses techniques
existent: interpolation polynomiale (Appert et Louveau, 1973), fonctions splines de type
plaque mince (Duchon, 1976), krigeage (Matheron, 1965) auxquelles il convient d'ajouter
l'analyse EOF. En effet, Creutin (1979), Creutin et Obled (1982) ont testé et validé l'utilisation
de I'ACPP comme methode d'estimation de surfaces. Obled et Creutin (1986), aprés
application a des champs pluviométriques intenses des Cévennes, ont obtenu des résultats
comparables pour 'ACPP et le krigeage, et légérement supérieurs aux autres techniques
d'interpolation.

Dans ce paragraphe, nous ne reprendrons pas ces travaux mais, nous nous
bornerons, aprés un rappel des principes du krigeage, & montrer les analogies formelles qui
existent entre ACPP et krigeage simple de données entachées d'erreurs.

1-5-1 Rappels sur le krigeage.

On pourra trouver une présentation compléte de la méthode chez Matheron (1965)
qui, le premier, en a explicité les fondements mathématiques. Nous nous contenterons ici de
rappeler le formalisme du krigeage sifnple en covariance (Gandin, 1965) sous la forme
classique en pondérateur et sous sa forme duale, puis celui du krigeage de données

entachées d'erreurs de mesure.

1-5-1-1 Le krigeage simple.

Soit un processus X(&.x), centré ( E [ X(§,x) ] = 0), échantillonné en P points X,

j=1..P d'un domaine borné D de R2 (Fig. 1-2). Nous nous plagons par ailleurs dans un
contexte de multiréalisations notées &=i, i=1..N, de fagon a pouvoir estimer les espérances et

les covariances.
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Fig. 1-2: Echantillonnage spatial du processus X(£,x) sur un domaine borné D, dans un

contexte de multiréalisations.

Le probleme que 'on se pose est le suivant: connaissant X(&,x) aux P points X de

mesure, comment peut-on estimer la valeur en x,, qui n'a pas éte mesurée?

Le krigeage simple propose un estimateur linéaire X'(€,x,):

P
XEx)= Z  py.XEX) (1-13)
i=1 )
qui apparait comme une pondération des valeurs mesurées.

Les critéres qui permettent de calculer les p; sont doubles:

i) l'estimateur doit étre sans biais, i.e. E [ X(§x,) - X(€.x,) 1= 0. Cette

condition est automatiquement vérifiée si le processus est centré.
iy l'estimateur doit &tre optimal dans le sens ou il doit minimiser la variance
de I'erreur de reconstitution:

02(xo) = E [{ X(E.xo) - X (%) }2] minimale (1-14)

L'optimisation par rapport aux paramétres y; conduit a la résolution du systeme

linéaire suivant;

P
. Gl %) = Gl Xo) j=1.P (1-15)
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(voir par exemple Obled (1987) pour le détail des calculs).

Sous forme matricielle, on écrira:

C.pu=C, (1-16)

1
: Hyq ColXy, Xo)
1
f
] B

- Gl X) - - - - b | Colx %o
!
| . .
E Hp ColXp: Xo)

avec C=[C; )] i=1..P, j=1..P matrice des covariances entre deux points

quelconques du réseau

H=[Hy, Ko oitp] T vecteur des pondérations inconnues

Co = [ ColX1 Xo), wvvns CilXpy %) Tvecteur des covariances entre X, et un point
quelconque du réseau.

En pratique, puisqu'on se place dans un contexte de multiréalisations, on a accés
aux C(x; xi) que l'on peut estimer sur le jeu de données. En revanche, les C(xj, X,) sont

inconnues, puisqu'on n'a pas de mesure en x, Pour lever ce probléme, I'approche classique

consiste a supposer le processus stationnaire d'ordre deux (c'est-a-dire que ses moments

d'ordre un et deux sont invariants par translation dans l'espace), donc C(x, X') = C(x - x). On
ajuste alors un modeéle sur le nuage des C(x;, xj) qui sera utilisé pour remplir le vecteur C,.

Le krigeage nous donnera, outre une estimation de X(&,x,), la variance de l'erreur

commise:

0%(%,) = ClXo Xo) - i Gl %0) (1-17)
j=1

Notons par ailleurs que le krigeage est une méthode d'interpolation, donc la surface
estimée passe par les points de mesure, i.e.: X'(§,x;) = X(&.x)

Bemarque: Si la moyenne du processus est inconnue, la vérification de la condition de

non-biais introduit des inconnues supplémentaires sous la forme de
multiplicateurs de Lagrange qui viennent s'ajouter aux ;.
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1-5-1-2 Formulation duale du krigeage simple.

Le krigeage classique (formule (1-13)) propose un estimateur sous forme de

pondération des valeurs mesurées. Il existe une autre formulation équivalente & (1-13),
appelée formulation duale ol I'estimateur X'(€,x,) est obtenu par interpolation sur une base

de fonctions que nous expliciterons plus loin (Matheron, 1970; Dubrule, 1982; Royer et Viera,
1984; Obled, 1987).
En effet, si on écrit (1-13) sous forme matricielle:

X (Exo) = [XE)IT. p

avec [XE) 1T = [ X(E.xq), oo X(E2p) T

et, side (1-16), ontire y = C1. C,, on obtient:
X(Ex,)=[X(E)]1T.C1.C,=BT.C,
si on pose BT_[XE)IT.C'_[by, ..., bp]T (1-18)

L'interpolation de X(£,x,) se fait donc sur une base de fonctions formee des

covariances C(x; X,), i=1,...P, entre un point du réseau et le point x,, les coefficients
d'interpolation étant quant & eux les b;, qui se déduisent des y; par (1-18).

X(Ex)=2 by. Clx, X,) (1-19)

1-5-1-3 Krigeage simple de données entachées d'erreurs de mesure.

Dans la pratique, les données mesurées sont souvent entachées d'erreur. Soit
Y(&,x), la variable mesurée et X(€,x), la "vraie" valeur associée.

Supposons que Y(&,x) s'écrive:
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ou er(§,x) est un terme d'erreur que l'on supposera de moyenne nulle, de variance o?(x);

blanc dans I'espace et décorrelé de X, i.e.:

Eler€x)]=0
Eler€x).er&.x)]=258(xx) . o%x)
Eler€x). X(€x)]=0

On cherche toujours une estimation de X au point x,, mais, cette fois-ci, on ne
dispose que des valeurs mesurées Y(§,x;), i= 1, ..P, entachées d'erreurs. L'estimateur linéaire

proposé est toujours une combinaison linéaire de ces valeurs mesurées:

P

X(EX)=Z vi. Y(EX) (1-20)
=1
Les criteres permettant le calcul des v; sont les mémes qu'au § 1-5-1-1. La

condition de non-biais est automatiquement vérifiée puisqu'on suppose toujours les variables
de moyenne nulle. La condition d'optimalité (1-14) conduit a la résolution du nouveau
systeme linéaire:

I Vi Cyy(X, X)) = Cxx(x), Xo) j=1.p (1-21)
=1
ou, si on compare a (1-15), ce sont maintenant les covariances du processus Y, entaché

d'erreur, qui interviennent a gauche, et les covariances -inconnues- du processus vrai X &

droite.
On peut montrer facilement (Obled, 1987), que Cyy et Cy sont reliées par:

Cyy(X, X) = Cyx(X. X)) +8(x X) . 63(x) (1-22)

A partir des mesures Y(.x;), on peut donc inférer les covariances Cyy(X; X, et,

aprés modélisation, remplir le membre de gauche de (1-21) & l'aide de (1-22).
La remarque la plus intéressante dans ce cas de figure est qu'l n'y a plus

interpolation mais approximation de la surface puisque X'(§x) # Y(£.X). En effet, si on

suppose la mesure entachée derreur, il n'est plus nécessaire d'imposer que la surface
d'interpolation passe exactement par les points de mesure. C'est une propriété que l'on
retrouvera avec I'ACPP au paragraphe suivant.
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1-5-2 Liens entre I'analyse EOF et le krigeage,

Pour développer cette analogie, nous nous placerons dans le cas d'un nombre fini P
de points de mesure, c'est-a-dire dans le cadre de I'approximation numérique développée au
§ 1-3.

1-5-2-1 Estimateur proposé.

Au point x, dintérét, I'estimateur fourni par l'analyse EOF, noté X '(£.x.), est

décomposé sur une base de fonctions formée des fonctions propres du noyau de covariance:

K
Xg (€Xo) = ZZ(8) . F (Xo) (1-23)
k=1
avec rappelons-le:
P
Fi (%) = Z fi . o) les f, ayant été obtenus comme solution de
=1 C.E.F=F.A
Z, (&) élément de la kieme colonne de la matrice

Z =X .E.F correspondant a I'événement &.

Il est par ailleurs important de noter que la série des P fonctions propres disponibles
est tronquée 3 K<P éléments. Ceci implique que I'estimation n'est pas exacte, i.e., aux points
de mesure x; i= 1..P, Xc (£.X) # X(£.x;). La surface estimée passe par les points de mesure

uniquement si K=P, mais, dans ces conditions, on se raméne a une interpolation purement
déterministe sur la base des g(x). (voir § suivant). Cette propriété nous conduira donc a faire

une analogie avec le krigeage de données entachées d'erreurs (cf § 1-5-1-3), puis, compte-

tenu de la formulation proposée, avec sa forme duale.
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1-5-2-2 Analogie entre 'ACPP et le krigeage de données entachées
d'erreur.

Dans un premier temps, nous allons voir que I'on peut passer trés simplement de
I'expression (1-23) de ['estimateur sur la base des fonctions propres, a une expression sous
forme de pondération des valeurs mesurées donnée par:

P
X(EX) = T wK X(Ex) (1-24)

i=1

ou encore sous forme matricielle:

X< (E.xo) = [X(E)IT. pK

En effet, en utilisant les relations (1-8) et (1-10):

P

Fk'(l) = I fi . glx) (1-8)
i1
P P

Z(8) = I I XEX)-Ey. (1-10)

Xi'(&,%,) S'écrit: (voir aussi Obled et Braud 1989)

K P P P
XK &x) = Z{ T I XEx) Byt Itk enixo) }

k=1 =1 =t me=1

i~ T Tk - emiXo) b X(Ex)

i=1 k=1 j=1 m=1

P
=X < XEx)

K

)

<L><

=1 j=1 m=1



ou encore HK=E.Fg. . FcT. [e(x) 1T (1-25)
Fy Fy
H1 ' Fy 91(‘&0)
? ; : ;
Hj T ofee--- Eij S N I . : &(Xo)
| \ ‘ ;
! ; Fu :
Hp ; eplXo

si on pose [e(x) IT = e4(X,) .. ep(x,) I et si on convient d'appeler Fy, la matrice
(P,K) des K premiers vecteurs propres F,, lorsque les valeurs propres correspondantes A,

ont été classées par ordre décroissant.

Remargue: SiK=P,Fp=FetyP=E.F.FT.[e(x,)]T
Or, d'aprés (1-12), E. F . FT = Ip.
Donc, si K=P, c'est-a-dire si on conserve toutes les F.P., pP = [ e(x,) IT et
I'estimation devient purement déterministe. Par ailleurs, on passe alors

exactement par les points de mesure puisque les g,(x) vérifient:
el(xj) = Sij, |,] =1..P.

Pour avancer dans notre analogie, il nous faut maintenant montrer que le vecteur

pK des pondérations est solution d'un systéme analogue a (1-16)
En effet, la covariance entre x, et un point queiconque du réseau s'écrit, pour

I'estimateur proposé par 'ACPP:

K

= Z 7\«k Fk'(x-l) . Fk'(xo)
k=1
K P
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Dong, sous forme matricielle, on aura, en posant:

CoK=[CoKXq, Xo)r oo CoK(Xpr X0) 1T
Ag matrice carree de dimension K, des K premiéres valeurs propres Ay
CK=Fg.Ac.FcT.lex) 1T (1-26)

Par ailleurs, on peut écrire:
C.IJK=C.E.FK-FKT.[9()_(O)]T

avec C.E.Fg= Fg.A¢ d'apres (1-9) restreinte & Fy, et ou, rappelons-le, C
est la matrice des covariances, utilisée pour le calcul des f;

En utilisant (1-26), on obtient alors:

C.uK= Fg.A¢.F¢T . [e(x,)]T=CK (1-27)

Comment peut-on interpréter cette relation en terme de krigeage? L'analogie
formelle avec (1-16) est immédiate. Si on se rappelle maintenant que la surface estimée par

ACPP ne passe pas par les valeurs mesurées, on peut rapprocher, par analogie avec le
krigeage de données entachées d'erreurs, les Cyy(X; X)) de (1-21) et les C(;, X;) de C dans

(1-27) d'une part, et les Cyx(X;, X,) de (1-21) avec les C K(x;, x,) de (1-27) d'autre part.
En d'autres termes, les C(x; Xj) sont estimées a partir des données mesurées
entachées d'erreur ( i.e. les Y(€,x;,) du § 1-5-1-3), alors que les C X(x;, x,) nous fournissent un

modele particulier de covariance, permettant de remplir le membre de droite du krigeage. Par
ailleurs, nous associons C K(x, X') au processus vrai, puisque, ayant tronqué la série des F.P.

a K termes, on peut estimer avoir filtré les erreurs de mesure. L'ACPP, utilisée en
interpolation apparait donc comme un cas particulier de krigeage, fournissant un modéle
spécifique de covariance, s'appuyant sur les F.P. Ce modéle s'écrit:

K
Colix. X)= £ M. FJ(®).FX) (1-28)

Il est donc assez différent des modeles sphériques, exponentiels ou linéaires utilisés
classiquement. Par ailleurs, il est intéressant de noter que la résolution du probléme n'a pas
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nécessité d'hypothése de stationnarité d'ordre deux, ce qui apparait clairement si on observe
le modéle de covariance (1-28) proposé.

1-5-2-3 Analogie avec le krigeage dual

Nous avons vu au § 1-5-1-2, que l'on pouvait aisément passer de la formulation en
pondérateur du krigeage a sa forme duale. Nous allons voir maintenant que ce passage est
encore possible avec I'ACPP. Il s'agit en fait de calculer le vecteur B de (1-18), donc
d'expliciter I'expression de la matrice C1.

Nous savons que C vérifie (1-9), d'ou:

C.E.F=F.A - C1.C.E.F=C1.F.A
-> E.F=Cl1.F.A
~> E.F.A=C'1.F
-> E.F.AVLFT.E=C'.F.FT.E

Soit C1=E.F.AVLFT.E carF.FT.E=1p d'aprés (1-12)

Nous pouvons donc écrire fa forme duale de (1-24):

XK'(g:X-o) =BT. CoK

avec BT=[XE)IT.CT_[XEITE.F.ALFT.E_[by, ..., bp]T (1-29)

ou encore en développant:

P
XCEX)= = by Coix x,) (1-30)
i=1

Notons que dans cette demiere expression les coefficients b, ne dépendent pas de
la troncature de la série des F.P., c'est-a-dire de K, contrairement aux X du paragraphe

précédent. lls sont uniquement déterminés par la réalisation considérée et, cette derniére

approche, une fois le modele de covariance identifié, peut permettre une interpolation plus
rapide puisque le calcul des b, se fait simplement par un produit matriciel (cf (1-29)) ou il faut

introduire les valeurs mesurées pour cette réalisation.
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1-6 CONCLUSION

Dans ce premier chapitre, nous avons tenté de faire une présentation aussi
exhaustive que possible de l'analyse EOF, en en détaillant, bien sdr, les fondements
mathématiques et les étapes permettant de passer & une implémentation sur ordinateur.
Dans un deuxieme temps, nous nous sommes attachés a montrer que 'ACPP n'était pas une
technique "isolée", mais qu'on pouvait la rapprocher de disciplines aussi diverses que la
recherche de modes normaux de systémes dynamiques et les techniques géostatistiques
d'interpolation optimale.

Néanmoins, jusqu'a présent, la précision de I'approximation numérique présentée
au § 1-3, n'a pas été testée de fagon systématique, pour le moins & deux dimensions,
Bouhaddou (1984), ayant quant a lui traité le cas monodimensionnel. Or, si on veut utiliser
I'ACPP pour approximer des surfaces ou interpréter les EOFs en termes de physique, il
semble naturel de connaitre quelles sont les erreurs qui les affectent. Nous essaierons de
répondre a cette question au chapitre 2, en comparant des solutions analytiques du probiéme
intégral a leurs estimations numériques.



CHAPITRE 2: COMPARAISON ENTRE FONCTIONS PROPRES
D'UN NOYAU DE COVARIANCE ET LEURS
APPROXIMATIONS NUMERIQUES.

2-1 POURQUOI CETTE PREOCCUPATION?

Nous avons déja souligné que l'interprétation des EOFs en liaison avec la physique
sous-jacente a la variable étudiée était pratique courante. C'est ainsi que dans 'ACP de
champs climatologiques, on cherche a retrouver, dans la forme des EOFs, des circulations
météorologiques dominantes, voire des "types de temps”. Assez fréquemment, on arrive a
reconnaitre, dans le plan des premiéres EOFs, la carte géographique du domaine étudié,
mais affectée de distorsions que i'on cherche A interpréter. Certes, les avis sont partagés sur
I'opportunité d'une telle interprétation (Von Storch et Hannoschéck, 1985, par exemple). Cette
méfiance a I'égard des résultats bruts de I'analyse EOF est d'ailleurs confirmée par la somme
d'énergie dépensée pour mettre au point des techniques de rotations des composantes
principales, afin de les rendre.... interprétables en Climatologie. ( On trouvera chez Richman
(1986) une revue de toutes ces méthodes ).

Mais, quelle confiance accorder & tous ces résultats si on n'a aucune idée de la
précision des calculs, sachant que des approximations sont faites lors du passage de la
formulation intégrale a la solution numérique ( cf § 1-3)? La forme des EOFs n'est-elle pas
uniquement une conséquence des contraintes d'orthogonalité imposées?

Pour ce faire, deux outils privilégiés sont disponibles. Le premier est I'analyse
mathématique, rigoureuse mais complexe, surtout a plus d'une dimension, et dans laquelle il
est difficile de prendre en compte a la fois les aspects fonctionnels et les aspects statistiques,
en particulier 'échantillonnage. Le second est la simulation stochastique, qui consiste a
examiner expérimentalement le réle des diverses conditions (choix du domaine, du noyau de
covariance, de l'échantillonnage, etc..) au risque de ne pouvoir en donner une vue
synthétique. o

Une autre technique, assez ancienne et beaucoup plus simple & mettre en oeuvre,
consiste a séparer I'échantillon disponible en plusieurs sous-échantillons et a analyser la
stabilité des résultats obtenus. On peut ainsi mettre en évidence & partir de quand une EOF
estimée est trop entachée d'erreurs d'échantillonnage pour étre significative.

Plus récemment, Kueny (1977), partant de données sur grille réguliere (champs de
pression atmosphérique) a ajusté a la fonction de corrélation empirique des sommes de

cosinus, puis a cherché, analytiquement, les solutions matricielles exactes sur la grille
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utilisée. On peut considérer, qu'a notre connaissance, c'était la premiére tentative en France
d'aborder la recherche de solutions exactes. Malheureusement, le fait d'inclure & la fois
I'aspect analytique (choix d'un noyau de corrélation, qui n'était d'ailleurs pas simple) et
l'aspect numerique (recherche d'une solution discréte sur une grille choisie a priori) rend les
solutions extrémement complexes, bien que trés réalistes graphiquement. Cependant le réle
du pas de la grille n'est pas pergu directement. Une approche voisine & une dimension a été
proposeée par Brillinger (1975), mais a pas de temps discret, fixé la aussi, a priori.

Abordant le probléme par la simulation, Obled (1979) montre, & une dimension
d'abord, le r6le modeste du modéle de covariance choisi, mais le réle déterminant de la taille
du domaine par rapport & la longueur de corrélation, et aussi celui du pas de grille et de sa
régularité. Il esquisse aussi le lien avec I'analyse harmonique classique. Quelques essais a
deux dimensions confirment ces résultats, mais |'auteur se consacre ensuite aux analogies
de 'ACP avec linterpolation optimale. Parallélement, Buell (1975, 1978, 1979), aux Etats-
Unis, fait des essais similaires, & deux dimensions, surtout axés sur lapproximation
numérique.

Ce n'est que tardivement que I'on prend connaissance, sous la forme d' articles trés
condenses, des travaux menés en URSS par Fortus (1973, 1975). Il propose, mais sans
decrire entierement les moyens de l'obtenir, des solutions analytiques au probléme intégral
(1-4), respectivement sur un segment de R et un cercle de R2. Ces recherches, a une
dimension, sont reprises par Bouhaddou (1984), Bouhaddou et al. (1987). Elles mettent en
évidence le réle des frontiéres, puisque le probléeme intégral est transformé en systéme
d'équations différentielles avec conditions aux limites. La solution analytique & une dimension
a été exploitée par Bouhaddou (1984) pour évaluer la précision du calcul des F.P., mais
plutét dans l'optique d'une utilisation en interpolation.

Pour notre part, nous avons repris la méme démarche, mais a deux dimensions
cette fois, pour aboutir a une solution analytique qui puisse étre comparée avec la solution
numerique deduite du § 1-3. Le noyau de covariance utilisé est le méme que celui étudié par
Fortus (1975). Les résultats de cette comparaison sont décrits dans la seconde partie de ce
chapitre, en faisant bien la distinction entre les erreurs imputables a la discrétisation spatiale
décrite en 1-3 et a I'échantillonnage statistique qui influence l'estimation de la matrice de
covariance. La premiere partie est, quant a elle, consacrée a l'obtention de la solution
analytique proprement dite.

A ce niveau, soulignons que, de son cété, le probleme de I'échantillonnage
statistique a déja fait I'objet de plusieurs publications récentes. Par exemple, North et al.
(1982) proposent des intervalles de confiance sur les valeurs propres calculées & l'aide d'un
N-échantillon et montrent que la précision des fonctions propres est d'autant moins grande
que les valeurs propres sont proches. Von Storch et Hannoschdck (1985) utilisent la
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simulation de Monte-Carlo et les techniques de Jacknife pour déduire un estimateur non
biaisé des valeurs propres. Néanmoins, toutes ces études ont un point commun: elles
soulignent combien les incertitudes sur les EOFs sont grandes, ce que ne viendront pas
démentir les résuitats que nous présenterons par la suite.

2-2 OBTENTION DES FONCTIONS PROPRES ANALYTIQUES D'UN NOYAU DE
COVARIANCE A DEUX DIMENSIONS.

2-2-1 Cadre de la solution analviique.

Nous considérons donc un processus aléatoire X(€,x), x étant le vecteur des

coordonnées (x,y) de R2, défini sur un domaine borné D de R2. Nous nous donnons la
fonction de covariance C(x,x’) et nous voulons obtenir les fonctions F(x) solutions de (1-4) sur
D. Ces fonctions seront supposées nulles hors de D, d'oul le nouveau systéme:

[ b Clxx).Fx).dx: = A . F(x) x€D (2-1)

Fix)=0 x¢D (2-2)

Il est, bien sir, impossible de résoudre ce probléme dans le cas général. En
revanche (Fortus, 1975), si on considére une fonction de covariance:
i) stationnaire : C(x.x) = C(x - X) = C(h)
i)  isotrope,: C(h) = C(r) ot =]}
iii) ité rale S{w) rati le (i.e. S(w), transformeée de Fourier ‘
inverse de C(x,X'), peut s'écrire comme le rapport de deux polynémes)
iv)  le domaine D étant un cercle de R2

on peut en obtenir une solution analytique.

C'est dans ce cadre que nous nous placerons et, aprés avoir présenté la méthode
générale de calcul, nous 'appliquerons, sur un domaine circulaire, au modéle de covariance
traité par Fortus {1975).

C(r) = 1/Ln(aB). [Ko( Br) - Kol an)]  a>B (2-3)

ol K{ x ) est une fonction de Bessel modifiee d'ordre zéro.

La Fig 2-1 présente ce modele, utilisé par Fortus pour des champs de
géopotentiels, pour plusieurs valeurs du couple ( o, B) des paramétres.
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Covariance

8.98 §.48 9.8 1.28 1.68 2.68 Distance

Eig 2-1: Modéle de covariance proposeé par Fortus (1975):
C(r)=1Ln(aB). [ Ko( B.r) - Kol c.r) ]

a) a=2, f=1, b) a=4, p=1, c) a=4, B=2.

Avant d'entrer dans "le vif du sujet”, nous allons préciser la définition de la densité
spectrale d'une fonction de covariance, les notations utilisées pour les transformées de
Fourier directe et inverse, ainsi que deux propriétés qui nous seront utiles par la suite.

Si une fonction de covariance stationnaire C(h) est continue, absolument intégrable,
et a décroissance rapide, le théoréme de Wiener-Kichnine permet de l'exprimer comme la
transformée de Fourier d'une fonction S(w), appelée sa densité spectrale (Papoulis, 1962).

i)y Transformée de Fourier directe T
Cly=TSwit = e S explihw) . dw (2:4)
Si on pose, a deux dimensions, h=(hy,hy), w=(wy,w,), le produit scalaire des deux
vecteurs s'écrit i . w = hy.wy + hy .w, et C(h) s'écrit complétement:

Clh) = Clhyhy = [ | Swywy) . exp(i (hywy + hy wy)) . dw, . dw,

-0 =OC
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ii) Transformée de Fourier inverse T-1

Réciproquement, S(w) peut s'exprimer & l'aide de C(h) par lintermédiaire de la
transformée de Fourier inverse:

Sw) =T Ch) Jw) =  1/(2m2] g, Clh) . exp(-hw) .dh  (2:5)

Si, de plus G(h) est isotrope, les relations (2-4) et {2-5) peuvent se simplifier
(Mantoglou et Wilson, 1981):

o<

Cry=2Il. [ Jywr). S(w) . dw (2-6)
2]
Swy= 12 JJ(wr).C(r) . dr (2-7)
(]

ou r= (hy2 + hy2)12 et w= (w42 + w,?)""2 sont les modules des vecteurs h et w et J, une

fonction de Bessel de premiére espéce d'ordre 0.
iy Propriété 1

Soit f(x) une fonction; g(w) = T f(x) }(w), sa transformée de Fourier directe.
Si f(x) est de carré sommable (c'est-a-dire de carré intégrable), g(w) I'est aussi. Par
ailleurs, si x¥ . f(x) est sommable, g(w) sera k fois dérivable. (Matheron, 1965).

iv) Propriété 2 (Matheron, 1965, p. 275)

Si on pose x = (x4,X5), W = (wq,W,) et si m1, m2 , m sont trois entiers tels que
m1+m2 =m
T __omi  J)=im w™ . w2 T )l (w) (2-8)

8x1 mi ax2m2

En particulier, pour w2 = (w2 + w53k, nous aurons, compte-tenu de la linéarité
des transformées de Fourier directe et inverse:

k

A =(wi2 + w2 T ) = 2 Gk wy2P . wy2lkd) T {(x) (w)

p=0
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en utilisant la formule du bindme de Newton. Puis, gréce a (2-8), on peut écrire:

3
A=T[(-1)k G _ () It

p=0 ax1 2p axzz(k'P)

w)

Si nous introduisons maintenant 'opérateur Laplacien A, défini par:

Afx)= ?fx)+  9%1(x)

2 2
X, 0%,

lopérateur AX, qui est 'opérateur Laplacien appliqué k fois, peut s'écrire:

A= ( 2+ R )k (x)

3X12 8X22
k
= ICk 3% f(x)
p= ax12P axzz(k'P)

Nous en déduisons, pour (2-9):

w2 T (0] (w) = T (-A)0) £)](w)

ou encore en prenant la transformée de Fourier de (2-10):

T [ w2 T )W) 1) = (-4)K f(x)

2-2-2 Méthode générale de résolution.

(2-10)

(2-11)

i) On transforme tout d'abord le membre de gauche de (2-1) en utilisant

la stationnarité de C(x,x), i.e. C(x,x) = C(x - X) puis sa définition en fonction de S(w),i.e.

(2-4), ce qui donne:

| polx-x).Flx)de = 2m2 . T[Sw) . T Fx) 1w ] )

(2-12)



Demonstration:
¥(x) =/ p Clx - X)-F(x).dx' = [p[] ga S(w) . exp(i(x-x)w) . dw ]. F(x)) . dx’

(utilisation de la formule (2-4))

W(x) = | o SW) . explixw) . { [ pexp(-ixw) . Fx). dx}.dw

Nous admettons ici qu'on peut échanger les deux signes | p et [ ,. Par ailleurs,

puisque F(x) = 0 en dehors du domaine D (formule (2-2)), on peut étendre la seconde
intégrale & R2 . On reconnait alors, & (2I1)2 prés, compte-tenu de la définition (2-5), la

transformée de Fourier inverse de F(x) : T-1[ F(x) J(w). (Nous supposons ici que F(x) est de
carré intégrable pour que (1-4) soit définie et que T[ F(x) J(w) existe.) Donc:

P(x) = (202 [ Sw) - T F() lw) . explixw) . dw

Etant donnée la définition (2-4) de la transformée de Fourier, on reconnait, cette
fois,la transformée de Fourier directe du produit S(w) . T-1[ F(x) J(w). D'ou finalement:

Px) = (2M2. T[Sw) . T FX) lw) ]x)

ce qui est bien le résuitat (2-12) annoncé.

i) Pour progresser, nous allons maintenant utiliser [isotropie du
modeéle de covariance qui induit une densité spectrale S(w) ne dépendant que du module w
de w (formules (2-6) et (2-7))
Nous supposons de plus que S(w) est rationnelle, c'est-a-dire qu'elle peut s'écrire
comme le rapport de deux polynémes en w (Bouhaddou, 1984)

S(w) =Pw?)/Qw?) avecws|| wll
ol P et Q sont, respectivement, des polynémes de degrés 2p et 2q en w (avec p<q).

L'existence d'une telle décomposition nous permet alors un changement de fonction
inconnue. Nous poserons en effet:

o(x) = T [ T F(x) l(w) / Qw?) ](x) (2-13)
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L'intérét d'une telle transformation est le suivant: Q est un polynéme de degré 2q en
w, T-1[ F(x) J(w) est sommable (donc bornée) car F(x) est de carré sommable, donc

Vv k, k<2q, wk. T F(x) J(w)/ Q(w3) est aussi sommable.

(elle sera en 1/w3% au voisinage de linfini, ce qui assure la convergence des intégrales)

La propriété 1 du § 2-1, nous permet alors d'en déduire que ¢(x) est 2g-1 dérivable.

En prenant la transformée de Fourier directe de (2-13), on obtient:

T FR) Jw) / Qw?) = T [ o(x) J(w)

En utilisant cette expression, (2-12) s'écrit:

[ o Clx-x).Fx).dx = (2m2 . T [ Pw?) . T [ o(x) [w)](x) (2-14)

avec Qw?3) . T [ o(x) J(w) = T F(x) [(w) (2-15)

Nous allons maintenant transformer ce systéme grace & la propriété 2 rappelée plus
haut. Ecrivons le polynéme au numérateur de la densité spectrale sous la forme:

p
Pw?) = Xa,.w

k=0

En utilisant la linéarité de la transformée de Fourier et la propriété (2-11) pour
chaque monéme w2, le membre de droite de (2-14) peut s'écrire (2I1)2 . P( -A) ¢(x) ou la

notation P( -A) ¢(x) se traduit par:

p
P(-A) (X)) =Z  a. (-1)K. A%o(x)

k=0

Avec les mémes notations et la formule (2-10), le membre de gauche de (2-15) est
transformé en T-1 [ Q( -A) ¢(x) }(w). Donc le systéme (2-14), (2-15) devient:

J b Clx - x).Fx).dx = (2Mm)2 . P( -4) 8(x) (2-16)

THQ(-A) o(x) I(w) = T [ F(x) [(w) (2-17)
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En prenant ensuite la transformée de Fourier de (2-17), il s'écrira:

[ b Clx - x).Fx).dx = (2I1)2 . P( -) o(x) (2-18)
Q( -A) o(x) = F(x) (2-19)

Revenons maintenant & notre probléme initial constitué des équations (2-1) et (2-2).
Appelons ¢3(x) et $°(x) les solutions, respectivement & l'intérieur et a 'extérieur de D et ¢(x) la

fonction égale & ¢3(x) si x € D et & ¢P(x) si x 4: D. En utilisant (2-18) et (2-19), ce systéme

s'écrit;
(22 . P(-4) 63(x) =1 . Q(-A) $3(x) x€D (2-20)
Q( -A) ¢°(x) = 0 x¢D (2-21)
F(x) = Q(-4) ¢(x) (2-22)

jelles d" v nditi imites.
Ces derniéres sont en effet déduites des propriétés de dérivabilité de ¢(x) et, pour

tout point x de la frontiére 'y, on devra avoir, pour toutes les dérivees jusqu'a l'ordre 2g-1:

63 (xg) = ¢PINxE) Xp € Tp, k=0, ....., 2g-1 (2-23) -

La démarche suivie pour 'obtention de la solution complete sera alors la suivante:

i) Résolution de (2-21) a lextérieur de D. (On demandera a cette
solution ¢P(x) d'étre de carré intégrable et donc bornée a l'infini.)

ii) Recherche de la forme de la solution ¢3(x) a l'intérieur de D ((2-20)).

Comme g>p, nous aurons alors 2q constantes a déterminer.

iii) Obtention des constantes par application des conditions aux limites
(2-23)

iv) Calcul des fonctions propres F(x) par {2-22), puis normalisation de

facon a vérifier (1-4):
p FAx) . dx =1
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Voyons maintenant ce que cette démarche donne concrétement dans le cas du
modeéle de covariance (2-3) proposé par Fortus (1975), lorsque le domaine est un cercle de

rayon R.
2-2-3 Calcyl complet des fonctions propres analvtiques du modele de
govariance propose par Fortus (1975),
Si C(r)=A.[Ky(Br)-Kolan] asB,

avec A = 1/Ln{a/B) pour que C(0) =1, sa densité spectrale est donnée par : (Fortus, 1975)

Sw)= (a2-B).A 1

21 (02 +w3) . (B2+w?)

ce qui conduit a: { PW2) = ((o2 - B?) . A)/2II = cte

QW3) = (02 + wd) . (P2 +w?)
Les équations {2-20) et (2-21) s'écrivent alors:
2T A . (02-P2) ¢3(x) =A. (A-02). (A-PB?) $3(x) XeD (2-24)

(A-a?).(A-B2)e%x) =0 x4D (2-25)

A ce stade, le probléme reste encore trés complexe. Mais, en utilisant l'isotropie du

domaine d'étude D (qui rappelons-le est un cercle de rayon R), on peut passer en
coordonnées polaires X = (r, 8) et rechercher des solutions de la forme:

o'(x) = ol(r, 8) = o, (r) . exp(ime) l=ab,meN (2-26)

On peut alors montrer, en admettant la régularité de ¢2 en zéro et que ¢° est de

carré intégrable, que ia solution & lintérieur (resp. a l'extérieur) du cercle est de la forme:
(Annexes D1,D2,D3)

0(r, 8) =[ C43. J(xr) + CoP. I (xr) ] . exp(imo) (2-27)
02(r, 8) = [ C42 . K_(ar) +C,2 . K (Br) ] . exp(im6) (2-28)
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Jme Ime Ky sont des fonctions de Bessel ou de Bessel modifiées d'ordre m, m
appartenant a [0, +< [. et x sont deux paramétres, dépendants de m et de R qu'il faudra

déterminer, sachant qu'ils vérifient la relation :

(02+%3) . (B2+x2)=(0a?-%x?) . (B2-x?) (2-29)

qui s'écrit encore: (Annexe D)

S(x)=S(ix) | (2-30)

Cette relation, unique, n'est évidemment pas suffisante pour calculer les deux
inconnues. Nous verrons comment le calcul des constantes Cj, i=1,2, j=a,b, nous permet

d'en obtenir une seconde. Notons enfin (Annexe D) que (2-30) nous donne aussi les valeurs
propres puisque:

A= (2I)2. S(y ) =(2T)2.S(ix) (2-31)

BRemarque: Fortus (1975) a montré que X < (2IT)2. S( w,) ol w,, correspond au maximum

absolu de S({ w), de sorte que y et « existent toujours. (voir aussi 'Annexe D).

Ayant la forme de la solution, il nous faut maintenant calculer les constantes C/,
i=1,2, j=a,b. Pour cela, on pourrait, comme ¢ est trois fois dérivable (cf § 2-2-2), écrire les

relations (2-23) 4 la frontiére, ce qui nous donnerait un systéme linéaire de quatre équations 3
quatre inconnues C42, C,2, C°, C,P. Mais, en pratique, seule la solution ¢ & l'intérieur du

cercle nous intéresse (puisqu'on sait que F(x) = Q( -A)¢(x) est nulle en dehors du cercle) et

donc, seul le calcul de C42 et C,2 est nécessaire. Nous allons donc rechercher une solution
"moins lourde" en essayant de trouver deux opérateurs différentiels D, et D,, de degrés

inférieurs a 2g-1=3, tels que:

Dy¢°=D,0¢P =0 en dehors du cercle.
Compte tenu de la régularité de ¢, a la frontiére, c'est-a-dire pour r =R (voir (2-23)):

D, ¢*(R, 8) =D, ¢%(R, 6) =

Ceci nous fournira un systéme de deux équations 3 deux inconnues C,2 et C,2

beaucoup plus facile a résoudre que le systeme a quatre inconnues initial.
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On montre (cf Annexe D4) que les opérateurs différentiels suivants conviennent:

Dy ={B . Kn1(Br) + Kpn(Br) [drdr + mvr]} (B, - «?) (2-32)
Dy ={ o . Kpy(ar) + K(ar) [ d/dr + mir]} (B, - B2) (2-33)

ou B, est 'opérateur différentiel
B, = ddr2 + 1/r . d/dr - m2/r2

Le systeme lineaire en C,2 et C,2 est alors donné par (Annexe D4)

d1( o, 'X) . C1a + d2( o, K) . C2a =0 (2'34)
dy(B,%) . Ci2+ dol By ¥) . Co2 = 0 (2-35)
avec dy (7, %) = [7 Im(xR) - K (FR) + % - Imq (XR) - Kn(vR) 1/ (X2 + ?) (2-36)

Aol 7, ) = [7- Iep(KR) - K 1 (1R) + . I (6R) . K(1R) 1/ (12 - 12) (2:37)

Pour que le systéme formé par les équations (2-34) et (2-35) n'ait pas qu'une
solution identiquement nulle, il faut et il suffit que son déterminant soit nul, c'est-a-dire que:

di(a,x) - do( B, ) -dy(B,x) . do{, ) =0 (2-38)

Cette relation, ajoutée a (2-30): S(y) = S(i ), nous permet de calculer y et x

puisque nous avons deux relations et deux inconnues. En fait, pour une valeur de m donnée,
ce systeme admet une infinité de solutions. Chaque couple ( % , x) peut alors étre associé a

une valeur propre donnée par (2-31) et & une fonction ¢3(r, 8) donnée par (2-27). La fonction
propre correspondante F(r, 8) est calculée par (2-22). Mais, si on remarque que, dans notre

cas particulier, P(w?) est une constante, on voit que F(r, 8) se déduit de ¢3(r, 8) par simple
multiplication par une constante:
F(re)=2IL A. (a2-B2) /. 03(r, 0) = (a2 +42) . (B2 +%2) . 63(r, 0)

en utilisant (2-30)
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Il reste encore & calculer les constantes C,2 et C,2 de (2-27). La relation (2-34)
nous permet d'exprimer C,2 en fonction de C42:

Coa=dy(a,x)/dy(a,x).Cq8
ce qui donne pour F(r,6):

F(r,0) = Ci2.( 02 + %) (B2 + %2 ). [ J(xr) + dy( @, %) / do( &, ¥) . I 5(xr) ] . exp(ime)

(2-39)
C,@ est ensuite évaluée en utilisant la condition de normalisation:
an R
] J Fre).r.dr.do=1 (relation (1-4))
o o

Ce calcul est décrit complétement dans I'Annexe D5.

Revenons maintenant un peu sur les valeurs propres. Nous avons dit plus haut que,
pour chaque valeur de m, on obtenait une infinité de valeurs propres. Pour se rattacher aux
pratiques habituelles, on doit classer toutes les solutions obtenues par ordre décroissant des
valeurs propres. Or, sauf pour m=0, ou la valeur propre est simple, toutes les valeurs propres
sont doubles (elles correspondent respectivement a cos(m8) et sin(mo) dans (2-39) et les

fonctions propres correspondantes se déduiront l'une de l'autre par simple rotation d'angle
7/2). A cause du classement effectué, on verra donc s'intercaler quelques valeurs propres

simples, issues de m=0, entre des valeurs propres doubles. La Fig. 2-2 l'illustre pour la F.P.
15 et présente la projection, dans le plan (r,0), de quelques fonctions propres lorsque
R=2, a =2, B =1.

2-2-4 Extension & d'autres modéles de covariance.

Signalons aussi que, la méthode de résolution présentée dans ce chapitre (§ 2-2-2)
est suffisamment générale pour permettre de traiter d'autres modéles de covariance que celui
proposé par Fortus.

En particulier, nous avons pu calculer les solutions analytiques, toujours sur un
cercle de rayon R, correspondant au modéle:

C(r) =1 . Ky( ) (2-40)



FP.9 m=1 A=027

F.P.24 m=4 A=0.0044 F.P.42m=6 A=0.0019

Fig. 2-2: Quelques fonctions propres analytiques pour R=2, a=2, B=1.
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ou Ky(x) est une fonction de Bessel modifiée d'ordre 1, plus communément utilisé en

pratique. Il s'avére que les F.P. ont toujours la méme forme analytique & l'intérieur du cercle
(équation (2-27)), mais la solution a l'extérieur du cercle est modifiée (car les densités
spectrales sont différentes). Ceci change alors les conditions aux limites et donc les valeurs
de x et x intervenant dans (2-27). L'annexe E présente rapidement la démarche suivie avec

ce modéle de covariance.

Aprés ce paragraphe "mathématique”, nous allons passer & I'exploitation concréte
des résuitats obtenus, en comparant cette solution analytique aux fonctions propres
numériques calculées par la méthode décrite au § 1-3. Cette comparaison comporte deux
étapes distinctes visant & séparer les erreurs introduites par la discrétisation spatiale du
probléme d'une part (c'est-a-dire lorsqu'on travaille avec un nombre fini P de points et que
l'on fait 'approximation dans une base de fonctions ex), cf § 1-3) et ['échantillonnage
statistiqgue d'autre part (c'est-a-dire lorsqu'on ne dispose que d'un nombre fini N de
réalisations pour évaluer la fonction de covariance). Pour cela, dans le premier cas, la
matrice de covariance sera remplie en utilisant le modéle (2-3). Aucune erreur d'esﬁmation
des covariances ne sera donc introduite dans cette matrice, contrairement au second cas ou
les covariances seront estimées sur un échantillon simulé de taille finie. La méthode des
bandes tournantes (Matheron, 1973), décrite plus en détail au chapitre suivant (§ 3-2-3) nous
fournira un tel échantillon.

2-3 INFLUENCE DE LA DISCRETISATION SPATIALE DU PROBLEME SUR LA
PRECISON DES FONCTIONS PROPRES.

2-3-1 Méthode de comparaison enire solution analytique et solution

La comparaison peut paraitre, a priori, assez difficile dans la mesure ou la solution
analytique est connue en tout point du domaine D, qui, rappelons-le, est un cercle de rayon
R, alors que, par définition, la solution numérique ne I'est qu'en un nombre fini P de points.
Nous avons, dans ces conditions, retenu comme critére de qualité le coefficient de
détermination, c'est-a-dire le coefficient de corrélation au carré, entre les valeurs aux P points
de grille et les valeurs de la solution analytique en ces mémes P points. Néanmoins, ceci ne
suffit pas. En effet, la solution analytique sur le cercle a été déterminée avec un choix
arbitraire de l'origine de la coordonnée angulaire 6. Le calcul direct du coefficient de
détermination pourrait alors donner des résultats catastrophiques méme si, par exemple, les
deux solutions étaient identiques & une rotation prés. C'est pourquoi, pour chaque fonction



A 54
étudiée, nous avons recherché le "meilleur” coefficient de détermination p2 entre la solution

numérique et la solution analytique aprés rotation d'angle ®. (Fig. 2-3)

p? = Max po? (2-41)
@
ol pg? est le coefficient de détermination entre les P valeurs de la solution numérique et les
P valeurs de la solution analytique aux méme points aprés rotation d'angle .

En pratique, les pg? ont été calculés tous les 5°, & partir de @ = 0.

Soiution analytique Solution numérique

Fig. 2-3: Comparaison entre solution analytique et numérique.

Le coefficient de détermination p? constitue néanmoins un critére global qui pourrait

cacher certaines anomalies systématiques. C'est pourquoi une cartographie des solutions
numériques a été effectuée afin d'éventuellement les détecter.

Par ailleurs, nous avons calculé les coefficients de détermination entre F.P.
analytiques et numériques de méme rang, mais aussi entre F.P. numériques et analytiques
de rangs différents, afin de voir si des inversions dans l'ordre des F.P. pouvaient se produire,
ou si des F.P. numériques pouvaient se "mélanger”, notamment lorsque les valeurs propres
(notées V.P. par la suite) sont proches.

Dans le cadre de l'analyse des résultats, nous nous intéresserons d'abord &
I'estimation des V.P. puis & celle des F.P., en nous concentrant plus particuliérement sur ce
dernier point.
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2-3-2 Influence de la densité du réseau.

Cette étude a été réalisée en discrétisant le cercle de rayon R=2 & partir d'un
maillage carré, (Fig. 2-6-a), les fonctions de base étant LPF. Nous verrons plus loin que le
choix d'un maillage carré n'était pas le plus judicieux, mais le temps nous a manqué pour
refaire cette étude.

Les valeurs des pas Dx utilisés et le nhombre P de points correspondant sont

données dans le tableau 2-1.
Les coefficients de détermination p2 ont été calculés sur les P=113 points communs

a ces différents réseaux, donc correspondant & Dx=R/6 (sauf pour Dx=R/9 ou ils ne
coincidaient pas), ce, afin de pouvoir effectivement les comparer.

Dx R/6 R/9 R/12 R/18

P 113 269 444 1025

Tableau 2-1: Pas de discrétisation utilisés et nombres de points correspondants.
2-3-2-1 Précision du calcul des valeurs propres.

L'analyse suivante est basée sur les graphes de la Fig 2-4 qui donnent les V.P. en
fonction de leur rang K, selon le pas de discrétisation choisi. Attention néanmoins, aux
différences d'échelle entre les premiéres et les derniéres V.P.

La premiére chose qui frappe est que, lorsqu'on augmente la densité du réseau, on
n'améliore pas systématiquement la précision des premiéres V.P., contrairement & ce qui se
passe plus loin pour K>12. Par ailleurs, on a presque toujours sous-estimation des V.P. Mais
ceci peut s'expliquer puisque, a cause de la discrétisation (voir Fig 2-6-a), la surface du
domaine "numérique” est pratiquement toujours inférieure a la surface "théorique" IIR? du
cercle.

Or, si on définit la variance totale du processus centré par:

vang=E[ [ X2(&,x) . dx]

en utilisant (1-1), vary, s'écrit:

o oc

Varg = £ £ JpE[Zd&). Zn(8)]. Fe(X) . Fm(X) - X

k=1m=1
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Fig. 2-4: Valeurs propres en fonction de leur rang K (R=2, a=2, B=1) selon la densité P du
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réseau. (Attention : les échelles des diverses figures sont différentes).

—»— valeurs propres théoriques, o P=113,

A P=1025.

¥al

P=269, 0O P=441,

(@) V.P.1,(b) V.P. 2t 3, (c) V.P. 42410, (d) V.P. 11 223, (e) V.P. 24 3 50,

-3 N O B D
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oc

vany = I XK.ID Fi3(x) .dx

k=1
puisque les Z,( § ) sont décorrelées (formule (1-6)).

La normalisation & un des F.P. (formule (1-3)) nous permet de conclure que:

k=1

Or (Fortus, 1975), la somme des valeurs propres est égale & C(0).IIR2 = IIR2

puisque C(0) = 1. C'est donc |a_surface du domaine d'étude qui fixe la variance totale et on
peut voir (tableau 2-2) que la discrétisation est responsable, en partie, d'une perte de
variance.
P 113 269 441 1025 théorique
Surface réelle 11.55 12,34 11,78 12,37 12,57
Somme des V.P,
ou Variance totale 11.12 11.6 11.32 12.01 12.57

Tableay 2-2: Variance totale selon la densité du réseau.

Néanmoins, méme si, en valeur absolue, les premiéres V.P. semblent plus
éloignées des valeurs théoriques que les suivantes, le graphique des erreurs relatives (Fig. 2-
4-f) montre, qu'en fait, la dégradation de l'estimation des V.P. augmente avec K, rang de la

V.P.
Ces résultats ont été contirmés par un autre essai avec R=5, o=1.2, B=1.

Bemarque: En augmentant Iégérement la taille du rayon R (R=2.06 au lieu de R=2) pour
que la surface du domaine numérique coincide avec la surface théorique, on
augmente les premiéres valeurs propres, mais on diminue les derniéres par
rapport au cas précédent. Le probiéme de la perte de variance a cause de la
discrétisation n'est alors pas résolu de fagon satisfaisante.

Un autre point intéressant a regarder est l'aptitude de la méthode & séparer les
valeurs propres doubles. (Toutes sont doubles sauf A, Ag, Ays, Aag, Agg. Elles correspondent,
rappelons-le, au cas m=0 de la solution analytique) Manifestement, (Fig. 2-4), avec P=113
points, le maillage est trop lache pour y parvenir (ce que confirmera I'étude des F.P.), alors
que pour les autres maillages, c'est satisfaisant, (méme si on obtient toujours un spectre
continment décroissant), du moins si l'ordre des V.P. n'est pas trop élevé. Par ailleurs, plus
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n° FP | n° FP P=113 P=269 P=441 P=1025
numérique | analytique
1 1 .94 997 997 .997
2 2,3 .99 .999 .999 .999
4 4,5 .71 .998 .999 997
6 22
5 4,5 .98 .999 .998 .996
6
6 4,5 .38
6 .59 997 .997 .999
13 13,14 .53 .96 .99 .99
15 22
14 13,14 .86 .99 .91 .99
15
15 13,14 .46
15 47 .93 .89 .99
20 18,19 21
20,21 74 76 .95 .99
21 20,21 .12 .98 .67 .99
22,23 75
22 20,21 .54
22,23 .33 .99 .75 .999
23 20,21
22,23 .78 .96 .98 .999
34 33,34 .89 .98 .97
43 43,44 .40 .69 .95
50 50,51 72 .94
[ableau 2-3: Coefficients de détermination p2 entre les valeurs des F.P. numériques et

analytiques sur le réseau de P=113 points selon la densité du réseau de
calcul. ( Par convention, nous n'avons pas porté les valeurs de p2<.1).
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le maillage est fin, plus la bonne identification des V.P. doubles subsiste longtemps lorsque
lordre K des V.P. croit.

2-3-2-2 Précision du calcul des fonctions propres.

L'analyse est basée sur les coefficients de détermination p? consignés dans le

tableau 2-3. La lecture de ce tableau doit se faire de la fagon suivante. La premiére colonne
contient le numéro (ou rang K) de la F.P. numérique étudiée, la seconde celui de la F.P.
analytique avec laquelle a été faite la comparaison (et donc la régression). Plusieurs F.P.
analytiques ont été testées, afin de voir comment les F.P. numériques pouvaient se mélanger
(Une méme F.P. numérique est alors comparée avec plusieurs F.P. analytiques,
correspondant aux différentes lignes du tableau). Par ailleurs, lorsque une F.P. analytique
correspondait & une V.P. double, nous avons mis deux numeros dans la deuxiéme colonne
(par exemple 4,5). Rappelons qu'alors les deux F.P. correspondantes se déduisent l'une de
l'autre par rotation d'angle n/2 et, comme nous recherchons par rotation de la F.P. analytique

la meilleure corrélation avec la F.P. numérique (cf § 2-3-1), il est inutile de les distinguer. Les
colonnes suivantes contiennent les coefficients de détermination p2, issus de la régression,

selon la densité P du réseau. La Fig. 2-5 illustre les résultats pour les F.P.13 et 20.

Globalement, contrairement & ce qui se passait avec les V.P., 'augmentation de la

densité du réseau améliore l'estimation des F.P., jusqu'a un ordre d'autant plus grand que P
est grand (avec P=1025, p2 = .94 pour la cinquantiéme F.P.). On remarque encore qu'avec

P=113 points, la résolution n'est pas suffisante puisque dés la F.P.13, on ne peut plus isoler
chaque F.P.: des "mélanges" se produisent entre plusieurs F.P. dont les V.P. estimées sont
proches (F.P.4 et 6 ou 13 et 15 par exemple). Des permutations sont aussi possibles (F.P.21
et 22 par exemple).

Par ailleurs, pour une densité donnée, il n'y a pas systématiquement degradation de
I'estimation lorsque le rang des F.P. augmente (pour P=113, la F.P.20 est mieux estimee que
la F.P.13), méme si c'est la tendance générale. Dans ce cas, ¢a peut étre la plus ou moins
bonne estimation des V.P. et leur proximité qui peuvent jouer. Et n'oublions pas que nous
nous sommes placés d'emblée dans un cas "difficile" quoiqu'assez courant, puisque la
majorité des V.P. est double.



p?=.99 p? = .95

Fig. 2-5: Comparaison entre F.P. numeriques et analytiques selon la densité P du réseau.
A gauche: F.P. 13, a droite: la F.P. 20.
(a) Solution analytique, (b) P=113, (c) P=441.
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Les remarques précédentes restent valables pour le cas R=5, a=1.2, B=1 ( rapport

taille du domaine/ portée du modéle deux fois plus grand que pour R=2, a=2, B=1), ot les

densités utilisées pour le réseau ont été les mémes. Les formes des F.P. sont tout 3 fait

identiques au cas précédent, mais elles sont plus "aplaties”, car le domaine est plus grand, et
il faut respecter la condition de normalisation & un. Les coefficients de détermination p2 sont

aussi strictement analogues au cas R=2, a=2, B=1, quoique légerement inférieurs. (Par

strictement analogues, nous entendons que lorsque p? était trés mauvais, il le reste; lorsqu'il

était bon ou moyen, il le demeure encore).

Or, on aurait pu croire, comme le rapport taille du domaine/ portée du modéle est
plus grand; que les F.P., avec le méme nombre de points auraient été plus mal estimées. Ca
n'est manifestement pas vrai sur les premieres F.P. , et ¢a serait alors le rapport taille du
domaine/ pas de discrétisation qui gouvernerait la qualité de I'estimation des F.P., plutdt que
le rapport taille du domaine/ portée du modéle. Nous verrons au § 2-3-5 comment on peut
moduler cette affirmation.

2-3-3 Influence de la régularité du réseau.

Pour un nombre de points & peu prés constant, plusieurs types de maillages,
présentés sur la Fig. 2-6 ont été utilisés: carré (P=113), triangulaire (P=139), aléatoire stratifie
(P=119) (chaque point du maillage est tiré aléatoirement dans chaque carré défini a partir
dune grille réguliére), aléatoire pur (P=110). Les fonctions de base étant linéaires par
facettes (LPF), les réseaux ont ensuite éte triangulés.

Le domaine D d'étude est le domaine connexe s'appuyant sur le réseau, ce qui
implique des surfaces totales différentes et donc des variances totales différentes (cf § 2-3-2-
1), comme le montre le tableau 2-4. '

Maillage Carré Triangulaire|{ Aléatoire Aléatoire | Théorique

stratifié pur

Somme des V.P.

ou Variance totale 11,12 11,33 10,44 10,11 12,57

Tableau 2-4: Variance totale selon la régularité du réseau.

Ceci a des conséquences directes sur l'estimation des V.P., avec la méme sous-
estimation générale qu'au § 2-3-2-1, qui est ici d'autant plus importante que la variance totale
est faible. En revanche, méme si les V.P. elles-mémes sont différentes, les pourcentages de
variance expliqués par les K premiéres V.P. sont comparables.
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Fig. 2-6: Les différents types du maillages utilisés.
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Maillage
N° FP N° FP Carré Triangulaire| Aleatoire | Aléatoire
numérique | analytique stratifié pur
1 1 .95 .999 997 997
2 2,3 .99 .999 .999 .998
13 13,14 .50 .99 .81 .94
15 .19 .20
14 13,14 .94 .99 .89 .81
15 .16
15 13,14 .35 14
15 .60 .998 .79 .75
20 | 20,21 .60 .99 61 .60
22,23 11 .13 .33
21 20,21 .99 .44 .16
22,23 .63 A7 .61
29 26,27 21 .97 .69 .28
28,29 .54 .19
30 .19
30 26,27 d1
28,29 .39 49 17
30 42 .99 | .29 .18
39 41,42 .61 .98 .39 .15
40 39,40 .46 .29
41,42 .98 13
46 43,44 .35 .18 .23
45,46 .22 72 27 .19
47 .10
50 48,49 .16 .84 .11
50,51 57

Tablegu 2-5: Coefficients de détermination p? entre valeurs des F.P. numériques et

analytiques selon la régularité du réseau.



(d) Maillage aléatoire stratifié p? = .61 (e) Maillage aléatoire pur p? = .60

Fig. 2-7: Comparaison, pour la F.P. 20, entre F.P. numériques et analytiques selon le
maillage utilisé.
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L'analyse des F.P., basée sur le tableau 2-5 (la description des colonnes est la

méme qu'au § précédent) et la Fig. 2-7 qui illustre les résultats pour la F.P. 20, montre que le
maillage triangulaire est le plus performant ( p? de I'ordre de .99 jusqu'a la quarantiéme F.P.)

et surtout quiil réussit trés bien a séparer les différentes F.P. Par ailleurs, on pouvait
s'attendre & une précision moindre de la part de maillages irréguliers. Or, jusqu'a la F.P.20,
les maillages aléatoires stratifiés et aléatoires purs font mieux que le maillage carré. Ceci
tend & montrer que lorsque le domaine est circulaire, une grille carrée n'est pas du tout

adaptée, contrairement au cas du maillage triangulaire par exemple. En revanche, on assiste
ensuite & une dégradation rapide de p2 pour les maillages aléatoires, notamment aléatoire

pur. En effet, lorsque l'ordre des F.P. augmente, un tel maillage ne permet plus de bien
séparer les F.P. qui se mélangent (une F.P. numérique est significativement corrélée avec
plusieurs F.P. analytiques).

[l semble donc qu'un maillage régulier soit & privilégier, pour peu qu'il soit adapte &
la forme du domaine, surtout si 'on veut une bonne estimation des F.P. d'ordre plus élevé.
Pour les seules premiéres F.P., les maillages aléatoires donnent par contre des résultats
comparables aux maillages réguliers.

2-3-4 Choix des fonctions de base gifx).

Lorsque les F.P. sont calculées aux noeuds d'une grille, le choix des fonctions de
base e;(x) a, bien sdr, une influence directe sur les valeurs estimées a ces noeuds.

Mais on peut aussi avoir besoin d'estimer les F.P. en des points différents des
points de calcul. Il faudra alors y interpoler les F.P. & l'aide des fonctions g(x) en utilisant

i'équation (1-8):
P

i=1
ou rappelons-le, les f; sont les valeurs discrétes des F.P. estimées aux noeuds de la grille de
calcul.
Nous devrons donc juger, successivement, les performances des fonctions
constantes par morceaux (CPM) ou linéaires par facettes (LPF). o
i) sur le calcul direct des F.P. (On comparera alors directement les valeurs
calculées aux noeuds de la grille a leurs homologues analytiques).
i) lorsqu'elles sont utilisées en interpolation.
Pour cela les F.P ont été calculées aux noeuds d'une grille réguliére (carrée ou
triangulaire), li jours la matri a_l'ai modele (cas R=2, o =2, § =1).

Puis, nous les avons interpolées aux noeuds d'une grille aléatoire stratifiée de P=453 points
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ACPP Maillage carré de P=441 points | Maillage triangulaire
directe sur de P=139 points
N° FP N°FP | rés.aléa. |CPM LPF AT
numérigque | analytique [stra. P=453 CPM LPF spline CPM LPF
2 2,3 .997 .996 .999 .999 .99 .999
4 4,5 97 .994 .999 .999 .97 .999
5 4,5 .99 .99 .999 .999 .97 .999
6 6 .96 .99 .998 .998 .97 .999
13 13,14 A7 97 .99 .99 .91 .99
14 13,14 .96 .96 .90 .91 .90 .99
15 15 .80 .95 .90 .89 .90 997
20 20,21 .49 .89 .95 .95 .84 .99
21 20,21 .85 .89 .68 .69 .86 .99
22 22,23 .79 .96 .75 .73 .88 .99
23 22,23 .69 .95 .98 .98 .88 97
30 28,29 .21 .37 .39
30 .60 .87 .52 .52 .80 .98

40 39,40 .87 .83 .84 73

41,42 .85 10 .94
41 39,40 .36 .90 .63 .63 .76 .93

41,42 .50 .29 .29
47 45,46 .51

47 .21 .75 .63 .93

50 48,49 .35 .82

50,51 43 .86 .74 .74 .63

T 2-6: Coefficients de détermination p2 entre les F.P. numériques et analytiques

interpolée§ aux noeuds d'une grille aléatoire stratifiée apres calcul des F.P.
sur une grille réguliére en utilisant, soit des fonctions CPM, soit des fonctions
LPF. Le sens des notations CPM/CPM, LPF/spline, etc.. est donné dans le
texte.
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(voir Fig. 2-8) en utilisant des fonctions CPM ou LPF. A titre de comparaison, des fonctions
splines ont aussi été testées (pour la phase d'interpolation uniquement). Nous avons aussi
calculé directement les F.P. aux noeuds de la grille aléatoire stratifiée, sans nécessité
d'interpoler dans ce cas.

Fig 2-8: Schéma des grilles utilisées, respectivement pour le calcul en CPM (utilisation d'une
discrétisation par polygones de Thiessen, ici carrés) ou en LPF (triangulation du
réseau) des F.P. (les points de grille sont des cercles), puis leur interpolation sur
une grille aléatoire stratifiée (les points de grille sont alors des carrés).

Au niveau des résultats, nous ne nous appesantirons pas sur le point i), puisque,
pour un calcul direct des F.P. aux noeuds d'une grille, fonctions CPM et LPF possédent des
performances comparables {et en général trés bonnes). Seul le maillage & base carrée de
P=113 points donne, comme nous l'avons déja souligné, de trés mauvais résultats en LPF,
alors qu'ils sont bons en CPM. Il semblerait donc que lintroduction d'une complexite
supplémentaire en LPF ne se traduise pas par de meilleurs résultats.

En revanche, si nous nous intéressons aux résultats en interpolation, les fonctions

LPF se montrent les plus performantes. Ces conclusions s'appuient sur les coefficients de
détermination p? (tableau 2-6) entre les valeurs des F.P. interpolées aux points du réseau

aléatoire stratifié et les valeurs analytiques correspondantes (R=2, a =2, § =1). La premiere

colonne contient toujours le numéro de la F.P. numérique étudiée, le seconde, celui de la

F.P. analytique avec laquelle nous avons effectué la comparaison. La troisiéme colonne
donne quant a elle les p? lorsqu'on fait un calcul direct des F.P. aux points de la grille

aléatoire stratifiée. Pour les trois suivantes, la grille de calcul était carrée avec P=441 points
alors que pour les deux demiéres, elle était triangulaire (P=139). Pour ces cing colonnes,
LPF/LPF signifie par exemple que les F.P. ont été estimées sur la grille réguliére en utilisant
des fonctions LPF, puis interpolées a l'aide de ces mémes fonctions LPF aux points de la
grille aléatoire stratifiée.



63

Pour LPF/spline, l'interpolation a, cette fois, été menée a l'aide de fonctions splines
de type plaque mince (Duchon, 1976), les F.P. sur la grille de calcul étant toujours estimées a

l'aide de fonctions LPF.
L'analyse de ces coefficients de détermination p2 montre que les différentes

techniques sont tout a fait équivalentes pour les premiéres F.P. En revanche, pour les F.P.
d'ordre plus élevé ( & partir de la treizieme F.P.), le calcul sur une grille réguliere (carrée
assez dense de P=441 points ou triangulaire peu dense de P=139 points), puis l'interpolation
sur le réseau aléatoire stratifié donne de meilleurs résuitats que le calcul direct des F.P. sur
ce méme réseau. On retrouve d'ailleurs ce que nous avons vu au § précédent: sur un réseau
aléatoire, les premiéres F.P. sont bien estimées, mais il y a dégradation et difficulté a séparer
les F.P. qui suivent. Par ailleurs, au niveau des techniques d'interpolation, 'approche LPF est
plus performante sur un réseau trianguiaire. C'est plutét le contraire pour un réseau carré,
mais nous avons déja souligné la moins bonne adaptation de ce réseau a un domaine
circulaire. L'interpolation spline des F.P. calculées par la méthode CPM ou LPF est
légérement meilleure qu'une interpolation respectivement CPM ou LPF. Mais ce calcul n'a été
fait qu'a titre indicatif car, en toute logique, il faudrait utiliser une interpolation spline dés le
départ....

Ce qui ressort donc de ce paragraphe, c'est que, dans le cas d'un modele tel que
celui que nous avons imposé, le calcul des F.P. sur une grille réguliére, puis leur interpolation
sur une grille irréguliére semble préférable a un calcul direct sur ce dernier réseau. Par
ailleurs, une approche LPF donnera de meilleurs résultats qu'une approche CPM, qui pourra
en revanche suffire pour un calcul des F.P. sans interpolation ultérieure. (Notons néanmoins
que, pour un réseau irrégulier, 'approche LPF est plus facile & mettre en oeuvre que
l'approche CPM ou, il faut, pour chaque station, évaluer la surface du polygone de Thiessen
associé, calcul qui, le plus souvent, ne peut étre que manuel, surtout a la périphérie. Voir par
exemple Obled et Creutin (1986) pour un cas pratique d'application.)

2-3-5 Influence de 1a portée du modéle de covariance.
Pour un domaine fixé (c'est-a-dire une valeur du rayon R=2), une méme

( , 3 3 L. A0 | e ¢ch fonctions de base,
nous avons fait varier les parameétres o et B du modéle de covariance (2-3), de fagon a

diminuer progressivement la longueur de corrélation (voir Fig.2-1). Nous avons défini, a l'aide
du concept d'échelle intégrale rappelé par Mufioz-Pardo (1987), une portée équivalente a
celle d'un modéle sphérique (Annexe F) et les valeurs en sont données dans le tableau 2-7.
Rappelons que la portée d'un modéle sphérique est la distance au-dela de laquelle la
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covariance est nulle. La valeur équivalente au modele (2-3) est celle qui permet d'assurer
I'égalité des échelles intégrales des deux modéles.

Nous pensions obtenir une dégradation de la qualité des F.P. estimées, puisque
nous diminuions le rapport portée/ pas de discrétisation. Or, en fait, nous avons pu constater
qu'il n'en était rien et que les formes des F.P. (voire les valeurs des F.P.) étaient tout a fait
semblables, du moins pour les premieres. Ceci peut en fait se comprendre simplement a
l'aide du petit exemple qui va suivre.

N\
RN F1(0)
F1 —— <
0 R r

Eig. 2-9: Projection, dans un plan 6 = cste, de la fonction F4(r,6).

Schéma de 'approximation utilisée.

Considérons la premiére F.P. Sa forme est généralement, pour une densité

spectrale "classique”, assez plate (déme). En premiére approximation, nous supposerons
qu'elle a une valeur constante sur tout le domaine, i.e. que F,(r,6) = F,. (Fig. 2-9)

Comme nous imposons f D Fy3(r,8) . r . dr. d8 = 1 (condition de normalisation), il
vient: IT. R2. F,2 = 1, soit Fy = (IT. R2)"2,
Cette valeur approchée est donc totalement indépendante du modéle de covariance

et de ses paramétres o et B. C'est uniquement Ja_taille du domaine (et sa forme), qui

conditionne la valeur de Fy(r,8). Ce type de raisonnement pourrait étre étendu aux F.P.

d'ordre supérieur. C'est d'ailleurs un résultat déja obtenu empiriquement par Buell (1975),
Kueny (1977) ou Obled (1979) sur quelques simulations: la forme des F.P. est liée au
domaine d'étude et le modele de covariance n'a qu'un réle secondaire.

Néanmoins, une modification du modele, si elle affecte peu les F.P., modifie
considérablement les valeurs propres et surtout les pourcentages de variance expliqués par
les K premieres F.P. Rappelons en effet que les V.P. sont données par (2-31):

A= (2M)2. S(x )= (20)2. S(ix) avec
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Sw)= (02-§3) A | 1

211 (02 +w?2) . (B%+w?)

On observe alors que, si la longueur de covariance diminue, pour un méme rang, les V.P.
sont plus faibles. On peut linterpréter en disant que le processus "blanchit”, et donc qu'il
reprend de I'énergie dans les hautes fréquences, ce qui augmente les petites V.P. aux
dépens des grandes. Pour expliquer le méme pourcentage de variance, il faut alors plus de
F.P. (voir tableau 2-7 pour 90% de variance expliquée.)

Parameétres o =2 B =1 a=4 B=1 a=4 B=2
du modéle
Portée sphérique 3.85 2.61 1.65

asph équivalente

K90% 23 51 91

Iableau 2-7: Paramétres, portées sphériques équivalentes des divers modeles de
covariance utilisés. Nombre de F.P. nécessaires pour expliquer 90% de la
variance totale.

Pour pouvoir bien estimer ces F.P. d'ordre élevé, il faudra donc diminuer le pas de
discrétisation, i.e. augmenter la densité du réseau (cf § 2-3-2-2). On voit donc que;
finalement, comme l'intuition nous le suggérait, lorsque la longueur de corrélation du modéle
diminue, il faut diminuer le pas de discrétisation, mais uniquement parce qu' on a besoin de
plus de F.P. pour expliquer le méme pourcentage de variance. Si on n'avait besoin que des
premiéres F.P., ceci ne serait pas nécessaire.

Aprés I'étude des erreurs introduites par la discrétisation spatiale du probiéme,
étude menée en remplissant la matrice de covariance _3 l'aide du modéle théorique exact,
voyons les erreurs supplémentaires introduites par I'échantillonnage statistique, ¢'est-a-dire
lorsque la matrice de covariance est estimée sur un N-échantillon.

2-4 INFLUENCEDE L' ECHANTILLONNAGE  STATISTIQUE SUR LA
PRECISION DES VALEURS PROPRES ET FONCTIONS PROPRES.

Pour tester linfluence de I'échantillonnage statistique, il nous fallait tout d'abord
pouvoir disposer de champs respectant le modéle de covariance cible donné par (2-3). Nous
avons utilisé la méthode des bandes tournantes (décrite au chapitre suivant, § 3-2-3), pour

simuler des échantillons de N=100, 300, 1000 champs indépendants, les valeurs du modéle
de covariance (2-3) étant fixéesda =2t f = 1.
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Le réseau utilisé pour 'ACPP est de type aléatoire stratifié avec P=453 points.
L'approximation numérique utilise des fonctions linéaires par facettes (LPF).
La méthode des bandes tournantes a été retenue pour générer les réalisations car,
d'une part, elle est complétement indépendante de 'ACPP et, d'autre par, les nombreuses
applications auxquelles elle a donné lieu en ont montré la robustesse et la fiabilité.

2-4-1 Estimation des valeurs propres.

La Fig. 2-10 présente les V.P. estimées en fonction de leur rang selon la taille N de
I'échantillon utilisé ( Attention encore une fois aux différences d'échelles entre les premiéres
et les derniéres V.P.).

Elle montre que, comme précédemment, les V.P. sont sous-estimées, sauf ici la
premiére. On peut, encore une fois, incriminer une variance totale plus faible a cause de la
discrétisation du domaine. Mais, d'aprés les résultats obtenus par Von Storch et
Hannoschéck (1985) grace a des simulations de Monte-Carlo, lorsqu'une matrice de
covariance est estimée sur un N-échantillon, il y a biais systématique impliquant une
surestimation des premiéres valeurs propres et, par suite, une sous-estimation des autres,
puisque la trace de la matrice de covariance, et donc la somme des valeurs propres, est non
biaisée. Les auteurs proposent d'utiliser des techniques de type "Jacknife" ou des simulations
de Monte-Carlo pour déduire, a partir des valeurs propres estimées, des valeurs non
biaisées. Mais ceci est assez lourd a mettre en oeuvre.

Pour avoir une idée un peu plus grossiére de lincertitude entachant les V.P.
estimées, on peut utiliser une formule au premier ordre donnée par North et al. (1982): si A

est la V.P. théorique, l'incertitude sur son estimation est donnée par:

SA = A . (2N)12 (2-43)

La Fig. 2-11 présente ces intervalles pour quelques valeurs propres theoriques. Nous y avons
aussi porté leurs estimations empiriques pour N=100, 300, 1000. On note la diminution rapide
de la largeur de ces intervalles lorsque N augmente. On voit aussi que, sauf pour A4, Ay, Ag,
les intervalles de confiance entre plusieurs V.P. se chevauchent, ce qui implique qu'elles
seront mal séparées et que, par conséquent, les F.P. correspondantes auront tendance a se

mélanger. En effet (North et al., 1982), c'est la proximité de deux V.P. qui influe sur
I'estimation des F.P. puisque, si A, estla V.P. la plus proche de A: - C

SFX) = [8M /7 (M M) 1. Fylx) (2-44)

C'est d'ailleurs ce que nous allons voir maintenant en regardant les F.P.
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Fig. 2-10:Valeurs propres en fonction de leur rang K (R=2, a=2, B=1) selon la taille N de
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2-4-2 Estimation des fonctions propres.

Les coefficients de détermination p2? entre F.P. analytiques et numériques sont

donnés dans le tableau 2-8 pour N=100, 300, 1000. La derniére colonne {N=c<) fournit les

résultats lorsque la matrice C est remplie a I'aide du modeéle exact. La Fig. 2-12 les illustre
pour les F.P.4 et 20.

Ce qui frappe de prime abord, c'est la dégradation trés nette qui apparait dans

I'estimation des F.P., par rapport au § précédent ou C était remplie a I'aide du modéle et ou
p?= .99 n'était pas rare. Ici, avec N=100, pour la premiére F.P., on atteint seulement p?= .42,

et dés la quatrieme F.P., des mélanges entre F.P. se produisent (qu'on se rappelle les
incertitudes sur les V.P. présentées au § precédent). L'augmentation de N permet d'améliorer
les résultats, mais, méme avec N=1000, on est loin de faire aussi bien que pour N=c< (cas qui
inclut, rappelons-le, les erreurs de discrétisation présentées auparavant). Néanmoins, il ne
faudrait pas croire que I'on puisse affirmer que "N=100 cbservations est insuffisant alors que
N=1000 serait un bon chiffre". En effet, les conclusions doivent étre relativisées par rapport
au nombre de points traités. Obled (1979) a ainsi pu montrer qu'un rapport N/P de l'ordre de
dix permettait d'assurer une bonne estimation des V.P., et, dans notre cas, avec P=453 et
N=100, 300 ou 1000, nous en sommes assez loins...

Cependant, il apparait clairement que, dans l'estimation des F.P., c¢'est vraiment
Iéchantillonnage statistique qui est le plus pénalisant, beaucoup plus que les erreurs dues a
la discrétisation du domaine.

Au vu de ces résultats, il semble judicieux de se poser le probléme suivant:
lorsqu'on veut traiter un jeu de données, ne vaudrait-il pas mieux ajuster un modele sur le
nuage de corrélation, puis remplir la matrice C avec ce modéle? On s'affranchirait alors des
bruits introduits par I'estimation des covariances, en gagnant en stabilité sur les F.P. Par
ailleurs, nous avons vu qu'une erreur sur la portée du modeéle n'avait pas d'incidence notable
sur les F.P. estimées. Dans notre cas, si on regarde la Fig 2-13, qui montre les covariances
moyennes recalculées sur les échantillons de N=100, 300, 1000 réalisations simulées, on voit

que leur modélisation nous donnerait une fonction trés proche du modele théorique. Son
utilisation pour remplir la matrice C nous permettrait d'obtenir des p2 de I'ordre de ceux de la

colonne N=o<, ce qui n'est pas négligeable comme amélioration.

En contrepartie, il est aussi évident que, si les processus sont non homogénes,
modéliser le corrélogramme nous fera perdre cette information, qui serait, par contre,
implicitement contenue dans la matrice C empirique.

Avant d'aborder 'ACPP d'un ensemble de champs, il serait donc tres intéressant de
faire une analyse du nuage de covariance, de tester la signification des éventuelles
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N° FP N° FP N=100 N=300 N=1000 N=
numérique | analytique
1 1 .42 .65 91 .99
2 2,3 .87 .81 .89 .997
3 2,3 .66 .89 .84 .996
4 4,5 .83 .94 .80 .97
5 4,5 .58 .67 .86 .99
6 19
6 4,5 12
6 .55 .85 91 .96
13 13,14 .19 .40 .66 77
15 15 g2
14 13,14 .48 .96
15 .34 44
15 13,14 .34 .36 .14
15 .59 .80
20 20,21 .10 .49 .49
21 20,21 .11 .25 .41 .85
22 20,21 .10
22,23 .44 .52 .79
23 20,21 21
22,23 41 .62 .69
30 28,29 24 .19 21
30, .60

Coefficient de détermination p2 entre valeurs des F.P. numériques et

analytiques selon la taille N de I'échantillon. N=c< signifie que ia matrice C a

été remplie a I'aide du modeéle et donc qu'il n'y a pas d'erreurs introduites pa
I'échantillonnage statistique. C
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(a)

(b)

(¢)

Eig. 2-12:Comparaison entre F.P. numériques et analytiques selon la taille N de I'échantillon.
Gauche: F.P. 4 Droite: F.P. 20
(a) Solution analytique, (b) N=100, (c) N=1000



Covariance

6.68

l.?l

77

A
L 2 3 4 5
Bistance
%«L“ (b)
s
R
2
S =
L
v
v
-
1 2 3 H 5
bistance
3
2 3 H
bistance
Eig. 2-13:Covariances théoriques ------ et expérimentales ®  d'un jeu de N réalisations

simulées par Bandes tournantes.
(a) N=100, (b) N=300, (c) N=1000.




78
inhomogénéités détectées. Puis, si ces tests ne sont pas concluants, la modélisation de Ia
covariance et l'utilisation de ce modéle pour remplir la matrice C, pourraient améliorer la
stabilité et la précision des fonctions propres estimées.

2-5 CONCLUSIONS

Dans ce deuxiéme chapitre, nous avons donc proposé une méthode de calcul des
solutions analytiques de l'équation de Fredholm, pour des modéles de covariance
homogeénes, isotropes et & densité spectrale rationnelle, les calculs ayant été complétement
détaillés pour le modeéle proposé par Fortus (1975).

Nous nous sommes ensuite attachés a étudier les erreurs induites par la
discrétisation spatiale du probléme et I'échantillonnage statistique sur la précision des F.P. lI
est clair que, en toute rigueur, les conclusions que nous pouvons proposer sont limitées au
modéle et au domaine trés particuliers étudiés. Nous espérons néanmoins que les remarques
suivantes sont généralisables a toute une classe de modéles de comportement voisin:

i) L'échantillonnage statistique apparait comme le facteur le plus pénalisant
puisque {'estimation des covariances sur un nombre fini de réalisations perturbe fortement les
F.P. et notamment réduit considérablement les capacités de la méthode 3 isoler les
différentes valeurs propres. La modélisation préalable du corrélogramme pourrait permettre
une plus grande stabilité des résultats, mais probablement en perdant des informations sur
d'éventuelles inhomogénéités du processus. S

ii) Au niveau de la discrétisation spatiale, si on a le choix, un maillage
régulier, adapté a la forme du domaine d'étude semble préiérable, avec une densité du
réseau veérifiant a peu prés: taille du domaine/ pas de discrétisation =20. Dans le cas ou on
ne maitrise pas le réseau (stations météorologiques par exemple), et si ce dernier est plutdt
irrégulier, seules les premiéres F.P. pourront éventuellement étre interprétées.

Par ailleurs, nous avons vu que la densité du réseau devait aussi étre adaptée a la
portée du modeéle, avec une augmentation lorsque la portée diminue. Nous avons en effet
constaté qu'alors, nous avions besoin de plus de F.P. pour expliquer un pourcentage de
variance donne.

iii) Le choix des fonctions de base g(x) devient important s'il est nécessaire
dinterpoler les F.P. en d'autre points que les noeuds du réseau de calcul. L'utilisation de
fonctions linéaires par facettes (LPF) est alors préférable. Nous avons aussi noté que le
calcul sur un réseau régulier, puis l'interpolation sur un réseau irrégulier donnait de meiileurs
résultats qu'un calcul direct sur ce méme réseau irrégulier. On privilégiera alors l'approche
LPF.



79

Aprés ces quelques remarques, nous voulons souligner le point suivant. Si les
recommandations précédentes sont respectées, on peut s'attendre & une bonne estimation
des fonctions propres qui pourront alors étre interprétées plus facilement. (Gardons
cependant en mémoire les réserves émises, tout au long de ce chapitre, quant a une
interprétation physique trop poussée....).

Dailleurs, pour une utilisation ultérieure des EOFs (stockage de donnees,
simulations de champs (voir chapitre suivant), interpolation (cf chapitre 1)), la bonne
estimation de chacune des EQOFs n'est pas forcément nécessaire. kEn effet, nous avons vu
que certaines F.P. pouvaient se mélanger entre elles et donc étre mal corrélées
individuellement aux F.P. vraies. Mais, si on conserve toutes les F.P. correspondantes, on ne
perdra pas de variance et donc l'utilisation ultérieure de ces F.P. en reconstitution ou en
simulation pourra donner satisfaction.

On se retrouve a ce niveau confronté au probléme, jamais complétement résolu,
du choix du nombre de F.P. significatives. De nombreuses réegles, plus ou moins empiriques,
ont été proposées. Obled (1979), Preisendorder (1988) en décrivent un certain nombre, et les
travaux de North et al. (1982), donnent aussi de bonnes indications. Notre étude, quant a
elle, a, nous I'espérons, aidé a comprendre un peu la fagon dont se dégradaient les F.P. et
quelles étaient les principales sources d'erreur, méme si nos conclusions ne peuvent avoir
qu'une portée limitée par I'emploi d'un modeéle et d'un domaine d'étude bien spécifiques.



CHAPITRE3:  UTILISATION DE L'ACPP POUR LA SIMULATION DE
CHAMPS BIDIMENSIONNELS

3-1 INTRODUCTION

Dans de nombreuses disciplines, les scientifiques sont confrontés & la grande
variabilité spatiale et/ou temporelle des phénomeénes qu'ils étudient. C'est vrai notamment
pour les propriétés des aquiféres ou des gisements de pétrole ( perméabilité, transmissivité,
etc..) (Delhomme, 1979; Mantoglou et Gelhar, 1987), mais aussi en Météorologie ou la pluie
est un phénomeéne extrémement variable (Tourasse, 1981; Barancourt, 1990). Il en va-de
méme en Géologie ou les gisements miniers sont constitués de veines plus ou moins riches
(Journel et Huijbregts, 1978) . On peut encore citer I'Océanographie ou de nombreux auteurs
se penchent sur la variabilité des champs de vent ( Barnier, 1986) ou de la température de
surface de la mer (Servain et al., 1985) et cette liste est loin d'étre exhaustive.... ( Voir aussi
Mantoglou, 1987).

Pour appréhender cette variabilité, on ne dispose, en général, que de points de
mesure répartis plus ou moins régulierement. Or, les grandeurs en question constituent
souvent les entrées, ou des paramétres de modeles numériques, reproduisant les équations
aux dérivées partielles des écoulements atmosphériques ou océaniques ou encore les
cheminements de I'eau ou de polluants dans les sols. Il faut alors affecter une valeur a ces
variables partout, ou plus exactement aux noeuds d'une grille, voire une moyenne sur la
maille. D'oll la nécessité d'interpoler. Mais, les méthodes traditionnelles que nous avons
citées au chapitre 1: interpolation polynomiale ou spline, krigeage, etc.. (§1-5) fournissent en
général des champs trop lisses et les modeles sont alors incapables de reproduire des
phénomeénes de grande échelle produits par des variations locales des parametres
(Delhomme, 1979).

Par ailleurs, connaissant les statistiques des entrées de modéles, on peut
s'intéresser a linfluence de leur variabilité sur les sorties. On fait alors tourner le modéle un
grand nombre de fois avec, en entrée, des champs différents reproduisant cette variabilite :
c'est la simulation de Monte-Carlo. Une telle approche a souvent été utilisée dans les
différentes disciplines citées plus haut: Meija et Rodriguez-lturbe (1974) en Météorologie, De
Fouquet et al. (1989) dans le domaine minier ou encore Shinuzoka (1971), Kettani-Wagner
(1986) pour I'étude de la réponse de structures métalliques a des sollicitations aléatoires de
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vent. Mufioz-Pardo (1987) ou Krajewsky et Dufy (1988) se sont quant & eux attachés, grace &
la simulation, a quantifier les erreurs de modélisation des moyennes, des variances ou des
fonctions de structure de champs aléatoires.

Pour de telles études, nous avons vu que les champs interpolés ne suffisent pas,
mais qu'il faut pouvoir fournir des champs reproduisant bien les petites variations locales, ces
champs pouvant parfois étre anisotropes ou non homogenes. Pour d'autres applications, on
peut aussi avoir besoin de fournir en entrée au modele, une valeur moyenne du processus
sur un domaine donné, par exemple la lame d'eau moyenne sur un bassin, qui sert d'entrée a
un modele pluie-débit.

De nombreuses méthodes de simulation ont été proposées pour répondre a ces
besoins. Nous allons essayer d'en donner une vue d'ensemble dans la premiére partie de ce
chapitre avant de voir comment [analyse EOF peut apporter sa contribution 3 un .tel
probléme.

3-2 TECHNIQUES DE SIMULATION.

Les méthodes de simulation existantes sont assez nombreuses, mais peuvent étre

regroupées en quatre grandes familles:

i) les méthodes se basant sur l'analyse spectrale des processus (Shinuzoka,
1971; Shinuzoka et Jan, 1972; Meija et Rodriguez -lturbe, 1974)

ii) les méthodes " géométriques" (Alfaro, 1979)

i) la méthodes des bandes tournantes (Matheron, 1973) et ses variantes.

iv) les méthodes matricielles utilisant une décomposition particuliére de la
matrice de covariance (Alabert, 1987; Davis, 1987-a, 1987-b)

Toutes ces méthodes nécessitent une bonne connaissance, souvent analytique, de
la fonction de covariance du processus simulé et peuvent étre appliquées a des variables
quelconques, mais stationnaires et continues. Pour des types de données particuliers, des
modeles spécifiques qui en reproduisent les caractéristiques peuvent bien sir étre construits.
La modélisation des champs de précipitation proposée par Amorocho et Wu (1977) ou Bras
et Rodriguez-lturbe (1976) en est un bon exemple. On peut aussi citer les modéles booléens
qui sont adaptés & la simulation de champs de variables discontinues (la pluie & faible pas de
temps, un gisement minier,etc,...)

Dans ce paragraphe, nous omettrons lindice & des événements, étant entendu que

nous parlerons de la simulation d'un champ aléatoire bidimensionnel particulier. Nous nous
placerons par ailleurs dans le cas de champs stationnaires, ou la covariance peut s'écrire:
C{x.x) = C(x-x) = C(h)
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Nous envisagerons cependant, au § 3-6, les champs non-stationnaires.

On définit par ailleurs, comme au § 2-2-1, la densité spectrale S(w) d'une
covariance stationnaire, w étant le vecteur des fréquences, comme la transformée de Fourier
inverse dans R2, de la fonction de covariance. Cette fonction peut encore s'interpréter
comme la fonction de répartition de I'énergie totale du signal entre toutes les fréquences w.

S(w) = T C() Jw) =1/(2M2 . | mp C() . exp( -hw) . dh

ou h . w est le produit scalaire des vecteurs h et w dans R2. Réciproquement, on a aussi:

() =TI Sw) ) = [ rp S(w) . exp( ih.w) . dw

Dans toute la suite de ce chapitre, X (x) (ou Xs(€.x)) désignera le processus simule

ou une de ses réalisations.
3-2-1 Méthodes spectrales.

Par analogie avec les décompositions en séries de Fourier, le champ simulé s'écrit
de fagon générique:

M
X(x)= I a(wy).cos(wy.X+®) : (3-1)

k=1

Dans l'approche proposée par Shinuzoka (1971) ou Meija et Rodriguez-iturbe
(1974), les w, sont des fréquences aléatoires dont la densité de probabilité est donnée par
S(w) / o2 ou S(w) est la densité spectrale associée a la covariance cible C(h) (dont nous
avons rappelé la définition au-dessus) et o2 la variance du processus. @, est une phase

aléatoire tirée dans une loi uniforme sur [ 0, 2I1]. Enfin, les a(w,) sont ici constants et égaux a

o2 (YM)12, Notons que, bien que l'amplitude associée & chaque harmonique a(w,) soit

constante, le processus simulé respectera la densité spectrale cible S(w), puisqu'une méme
fréquence w, sera tirée proportionnellement & son poids dans la répartition de I'énergie totale,
c'est-a-dire avec une densité de probabilité S(w, )/ o2.

On peut alors montrer(Shinuzoka, 1971 ou Meija et Rodriguez-lturbe, 1974) que le
processus simulé posséde bien, en espérance, la covariance cible, mais, en revanche, il n'est
qu'asymptotiquement ergodique, c'est-a-dire lorsque M tend vers l'infini. Nous rappelons que,
pour un processus stationnaire et ergodique, moyenne spatiale dans la réalisation et
espérance sur un grand nombre de réalisations sont confondues.
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_ Shinuzoka (1971) montre néanmoins que la convergence est assez lente (en 1/Vl\7).

Aussi, il a proposé une amélioration de cette technique (Shinuzoka et Jan, 1972). Le
processus simulé est toujours une serie de cosinus, mais, cette fois, les fréquences w, sont

choisies a priori et réguliérement espacées. On suppose en effet que le spectre S(w) est
pratiquement nul en dehors d'une plage de fréquences w,> Q ( i.e. si w=(w{,wy), Q=(Q,,Q,)

pour w;>Q;, i=1,2). L'espace des fréquences est discrétisé avec un pas Aw=(Aw;,Aw,). La

densité spectrale est, elle aussi, discrétisée et supposée constante et égale & S(w,) sur le
pavé (Aw,,Aw,). Les amplitudes a(w,) sont alors données par la formule approchée:

a(w,) =[4.S(w) . Aw, . Aw,] 12 (3-2)

Finalement X (X) s'écrit:

y ‘
Xs(X) = Z[4.S(w).Aw;.Aw,] "2 cos((w, +dw).x+®) (3-3)

k=1

Les @, sont définies comme précédemment et dw. = (dwy,0w,), tel que dw<<Aw,,

est un increment aléatoire ajouté pour eviter une periodicite de X (x).
Encore une fois, X (x) posséde, en espérance, la covariance cible. Il est ergodique

pour tout M et converge beaucoup plus rapidement qu'avant: en 1/M=2,
Notons que, dans tous les cas, e processus simuié est gaussien (ce qui se déduit
du théoréme de !a limite centrale).

3-2-2 Méthodes géométriques.
Ces méthodes sont plus spécifiquement adaptées a la simulation de processus

stationnaires et isotropes dans R2.
Pour des modéles de covariance

exponentiels  C(r) = 62 . exp( -r/ay) avecr=|| hll
ou sphériques:{C(r) =62 .[ 1 + 1/2 (1/ag)® - 3/2 (Mag) ] sirgag
Cin=0 sir>ag

Alfaro (1979) propose la méthode des jetons aléatoires. On implante dans le plan des cercles
dont les diamétres sont des variables aléatoires indépendantes de densité de probabilité f(r),

reliée A la dérivée seconde de la fonction de covariance cible C(r). Les centres des cercles
sont répartis selon un processus de Poisson. On affecte un nombre aléatoire g, & chaque
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cercle, et, en un point x, le processus simulé est obtenu par sommation des a; associés 3
tous les cercles contenant le point x (voir Fig. 3-1).

Pour la simulation de la covariance exponentielle dans R2, on peut aussi utiliser la
méthode des polyédres poissoniens (Alfaro, 1979).

vt
ag - _ 3
(a)

Ayl -m mmm e s e m o —--—-—-————-1- - -

Eig. 3-1: llustration de la méthode des jetons aléatoires
(a) Implantation des cercles
(b) Calcul des valeurs de X (x) sur la ligne AB.

3-2-3 La méthode des bandes tournantes.

Cette méthode, initialement proposée par Matheron (1973) permet de simuler des
fonctions aléatoires stationnaires et isotropes ( Elle peut aussi étre adaptée pour des champs
anisotropes ou non homogénes (Mantoglou et Wilson, 1981; Tompson et al., 1989)).

La simulation dans R2 ou R3, est ramenée & une simulation dans R sur des lignes
issues d'une méme origine arbitraire et réguliérement réparties dans le plan ou l'espace ( voir
la Fig. 3-2 pour R2). Christakos (1987) a montré que la méthode des bandes tournantes était
en fait un cas particulier de projection de Radon, renforgant ainsi les bases théoriques de
cette méthode dont la robustesse avait par ailleurs été prouvée par les maintes utilisations
auxquelles elle avait donné lieu.

Pour obtenir la valeur simulée en un point x, on fait la somme de L processus
monodimensionnels X, '(n), L étant le nombre de lignes. 1, = x . Y, est obtenu par projection

orthogonale de x sur la liéme ligne dont w; est un vecteur directeur (voir Fig. 3-2).
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|
L :
X ()= /L. = X'(x.uw (3-4) - : i

=1

En pratique, la simulation monodimensionnelle est effectuée de fagon discréte, avec |
un pas Am, si on note n I'abscisse dans R.

_—region P

Fig. 3-2: Représentation schématique de la méthode des bandes tournantes.
(d'aprés Mantoglou et Wilson, 1982)

Pour pouvoir simuler dans R, il faut bien sdr préciser la fonction de covariance C'(r)
du processus monodimensionnel qui nous permettra de retrouver la covariance cible C(r)
dans R2 ou R3, On peut montrer que ces deux fonctions sont liées par: (Matheron, 1973;
Mantoglou et Wilson , 1982)

C(r) = d/dr (r . C(r)) dans R®

r
Cr) =211, | C'm)/(r2m?) . dn dans R2

On voit immédiatement que, si dans R3, la relation est simple, dans R?, on n'a
qu'une relation implicite. Mantoglou et Wilson (1981,1982) lévent cette difficulté en passant
dans le domaine des fréquences oli, méme dans R2, les densités spectrales des processus
mono et bidimensionnels, S(w) et S(w), sont liées par une relation simple. En particulier,

pour une fonction de covariance isotrope, nous avons vu au chapitre 2 (formule (2-7)), que
S(w) ne dépendait plus que de w= || w || = (w2 + w,?)2. Dans ce cas, (Mantoglou et

Wilson, 1981, 1982), nous avons Sy(w) = IT.w . S(w).

Connaissant la densité spectrale du processus monodimensionnel, on peut alors

facilement utiliser les méthodes spectrales décrites au § 3-2-1 pour le générer. Mufioz-Pardo
(1987) propose par ailleurs deux autres méthodes pour simuler X' n):




L

M
XS1(T|) =5 ak1 (Wk) . cos( Wi .M+ (Dk)

k=1

avec i) un calcul exact des a,'(wy):

Wy + Aw/2
alwy=[4]  S;w).dw]?z (3-5)
wy - Aw/2

qui donne des résultats comparables & ceux obtenus par Shinuzoka et Jan (1972) avec la

formule approchée (3-2).

ii) une approche "équiprobable” ol on donne aux a,'(wy) une valeur fixée &
priori et ol on calcule, par itérations successives, le Aw qui vérifiera (3-5). Cette derniére

méthode est plus précise (car on a un pas plus fin prés de l'origine des fréquences) et plus
rapide que les précédentes. (Mufioz-Pardo, 1987)

Lorsque la covariance monodimensionnelle peut se factoriser sous la forme:

= Jow . ou+h) . du i
]

(ce qui est le cas pour les modeles spheriques et exponentiels), on peut utiliser une
simulation par moyenne mobile (Moving Average) (Journel et Huijbregts, 1978; Christakos,
1987)

M
X'm) = £ g(kan).v(n+k)

k=-M
ou les v( 7 + k) sont des réalisations de variables aléatoires V( ), indépendantes, de méme
distribution, de moyenne nulle et de variance donnée. Cette méthode est assez rapide et peu

coliteuse.

On peut encore, pour les covariances tendant vers zéro & linfini, utiliser des
processus autorégressifs (AR) (Christakos, 1987; Boulanger, 1989)
M
XM = % %' -k) + o

k=1



88

ou ®n est un bruit blanc gaussien, de variance a déterminer et les v, des coefficients, devant,

eux-aussi, étre calculés en fonction du modéle de covariance du processus. Cette technique
peut étre directement utilisée pour une simulation dans R2 et, d'aprés Boulanger (1989), elle
permet d'éviter le passage de C(h) a C'(h), le non respect du comportement a l'origine des
méthodes spectrales ou la discrétisation sur les lignes de la méthode des bandes tournantes.
Néanmoins, elle devient vite trés lourde si le nombre de points a simuler est grand.

Enfin, Bouhaddou (1984) propose, pour les processus gaussiens X.'(n)

monodimensionnels, a densité spectrale rationnelle d'utiliser la représentation markovienne

suivante de ces processus:

Xg'(n) = H . Z(n)
dZ(n) = A.Z(m).dn + B .dWm)

ol H, A, B sont des matrices ligne, carrée et colonne respectivement et W={ W(n), n&R },
un processus a accroissements orthogonaux avec E[(W(n)-W(n"))2] = Iq -n'|. Comme X'(n)

est supposé gaussien, W est un mouvement brownien et Z un processus de Markov dont la
probabilité de transition est assez simple (Bouhaddou, 1984).

3-2-4 Les méthodes matricielles.

Ces méthodes utilisent directement le fait que la simulation ne soit réalisée qu'en un
nombre fini P de points, ce qui les autorise a travailler avec la matrice de covariance C plutét
qu'avec la fonction de covariance elie-méme et a chercher des décompositions particuliéres
de cette matrice, sachant qu'elle est symétrique, définie positive.

i) Davis (1987-a) ou Alabert (1987) utilisent la décomposition de Cholesky de
C sous forme du produit d'une matrice triangulaire inférieure (L=lower) et supérieure

(U=upper). On parle de méthode LU de simulation. On considére en effet un vecteur aléatoire
WT, formé de P variables indépendantes w; tirées dans une loi normaie N(0,1). Le vecteur

simulé est alors:
XsT =L.W

ou on note X T = [ X (Xq), coveene X(Xp) ]
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On montre, qu'en espérance, la matrice de covariance du processus X, est bien la

matrice € cible.

ii) Davis (1987-b) propose de calculer la "racine carrée" G de C, telle que
C=G2 etou G = H. V2, HT, H étant la matrice orthogonale des vecteurs propres de C et T,

la matrice diagonale des valeurs propres correspondantes. Diagonaliser C est trés lourd, c'est
pourquoi une approximation polynomiale de G est proposée. La méthode de simulation est
ensuite analogue & la précédente, en remplagant L par G.

XST=G.W

Ce paragraphe nous a permis de voir que de nombreuses méthodes de simulation
existent déja. Nous voudrions y ajouter ['utilisation de l'analyse EOF. Mais, on peut se
demander quel est lintérét d'une technique supplémentaire. Nous le justifierons par les
remarques suivantes. En Océanographie ou en Météorologie, une ACP est en genéral
effectuée pour condenser les tableaux de variables (pression, température de la mer, vent,..),
mais surtout comprendre les phénoménes sous-jacents (Barnier, 1986; Déqué, 1986; Servain
et Legler, 1986; Mac Veigh et al., 1987). Par ailleurs, pour I'étude de la sensibilité des
modeles de circulation générale ou d'évolution des climats aux conditions initiales, il est
nécessaire de disposer de champs cohérents, respectant la structure de ces mémes
variables. Il peut alors sembler séduisant d'utiliser directement les résultats de I'ACP,
effectuée de toute maniére, pour produire ces champs.

Dans la suite de ce chapitre, nous commencerons donc par voir comment la
technique d'ACPP peut étre adaptée a la génération de champs bidimensionnels. Puis, nous
présenterons les sources potentielles d'erreur, susceptibles d'introduire des biais entre
covariance cible et covariance simulée, et comment un choix judicieux des paramétres de la
simulation peut les réduire. Une comparaison avec la méthode des bandes tournantes et la
méthode LU sera ensuite effectuée, avant de terminer par la présentation d'un exemple
synthétique d'extension a des champs hétérogenes (voir aussi Braud et Obled, 1990).

3-3 UTILISATION DE L'ACPP POUR LA SIMULATION DE CHAMPS
BIDIMENSIONNELS.

Nous cherchons donc & simuler, sur un domaine D donné, un processus X(§.x),

supposé de moyenne nulle, dont on se donne la fonction de covariance C(x,x’) . Le processus
simulé, noté X (&.x), issu de I'analyse EQF aura la forme suivante:
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K
Xs(8:X) = T Z(8) - Fy(X) +(8.x) (3-6)

k=1

Explicitons maintenant les différents termes de cette décomposition.

i) Comme on se donne le modele de covariance et ie domaine d'étude, les
F.(x) peuvent étre calculées directement en résolvant (1-5):

[0 Cxx) . F). de =2 F) (1-5)

Notons que, contrairement a la plupart des méthodes présentées au § 3-2,

, puisque, en

théorie, (1-5) peut étre résolue pour tout modele C(x,x).

En pratique, bien sir, les F.P. seront calculées sur une grille, & l'aide de la
méthode décrite au § 1-3. Compte-tenu des remarques du chapitre précédent, on choisira
un maillage plutét régulier, de densité compatible avec la taille du domaine et la portée du
modéle de covariance.

i) Les Z,(&) constituent les éléments "aléatoires” de la simulation. Nous en
connaissons les moyennes (nulles, comme X(€,x) est centré), et les variances A,. Nous

savons par ailleurs que les Z,(€) sont décorrélées. Néanmoins, pour pouvoir générer ces

variables, il faudrait aussi connaitre les distributions marginales de chacune d'elle, voire

méme leurs distributions conjointes. En pratique, on peut avoir accés aux distributions des
Z,(E), ou du moins & une estimation, si on dispose d'un échantillon de realisations de

données réelles.

Pour les essais présentés par la suite, nous avons retenu des lois gaussiennes
pour les Z, (&), ce qui conduit a des distributions gaussiennes de X(&,x). Des lois uniformes

ont aussi été testées. Nous y reviendrons au paragraphe suivant.
i) Enfin, £(&,x) est un bruit blanc gaussien, de moyenne nulle, décorrélé des
Z, (&), dont nous allons maintenant préciser la variance.

La covariance du processus simulé s'écrit:

CsxX) =E[X(6.x) . Xs(6.x) ]

K K
= I ZE[ZQE) Zy6) ] FX) . FrlX) +EleEX) . e&x)]

k=1 m=1
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Les Z, (&) sont décorrélées (cf (1-6)) et ici, elles le seront par construction, donc:

K
T M- FrlX) - Fex) + E[e€x) . el€.x) ]

k=1

O
o
B2
P

L}

= Il FeX) . FeX) - 2. Fe(x) - FeX) + E[e(6.X) . e(§.x) ]

k=1 k=K+1

= CxX)- I Fex). Fex) + E[e€x) . el6.X) ]

k=K+1

En effet, la covariance vraie C(x,x)) peut étre écrite:

ClxxX)= E[XEX) . X(ExX)] = ZA. FlX). FlX) (3-7)

k=1

Pour qu'l y ait égalité stricte entre la covariance du processus simulé et la
covariance cible, il suffirait donc d'avoir:

Elex) . e€x)]= 2 Fr®) . FylX) (3-8)

k=K+1

Mais alors, £(€,X) ne serait plus, dans le cas général, un bruit blanc dans I'espace

et ¢a reviendrait a retenir toutes les F.P. dans la décomposition. Or, si on cherche -a -
tronquer a K termes la série, c'est par souci de simplification et d'économie, sachant que la
plus grande partie de la variance est concentrée sur les premieres F.P. Mais, cette

simplification se fera au prix d'une approximation. Nous supposerons en effet que (3-8) est

voisin de zéro pour x#x', la valeur pour x=x' nous fournissant quant a elle la variance de
¢(€,x). Finalement, nous écrirons:

Ele€x)  e€x)]=8xX). 2 . Fex)? (3-9)

k=K+1
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ce qui donnera pour la covariance de Xg:

K o
ColxX) = ZX . Flx). Flx) +8(xx) . Tl F(x)? (3-10)
k=1 k=K+1

On voit par ailleurs immédiatement que:

im Co(xX) = Clx.X)

On peut aussi montrer (Annexe B-2) que C4(x,x) est bien une fonction de type

positif au sens de Matheron (1972-a) ou Christakos (1984).

Nous nous intéresserons plus particulierement aux effets de la troncature sur
Cs(x.X) dans la suite de ce chapitre. Mais notons néanmoins que le choix retenu pour
var{e(&,x)] nous permet d'assurer que pour tout K et pour tout x, les variances simuiées et

théoriques coincident, du moins en espérance.

Pour une application pratique, les F,(x) intervenant dans les différents termes de

la fonction de covariance simulée seront calculées en utilisant 'approximation du § 1-3,
c'est-a-dire en introduisant les ¢,(X). Par ailleurs, si nous estimons les F.P. sur un réseau de

P points de grille, nous ne pourrons en calculer que P et la sommation jusqu'a l'infini dans
(8-9) (qui nous donne var{e(€,x)]) se limitera a P termes.

Compte-tenu de la formulation proposée en (3-8) pour X (§,x), on peut déja se

faire une idée des erreurs qui pourront introduire des biais entre le modeéle et la covariance
effectivement simuiée:

i) Tout d'abord, la troncature de la série des F.P. aux K premiers termes,
c'est-a-dire I'hypothése de bruit blanc sur g(&,x) pourra n'étre pas justifiée pour certaines
valeurs de K ou certaines gammes d'interdistances.

i) Une deuxiéme source d'erreur est, bien sir, liée & la discrétisation
spatiale du domaine et au fait que les F.P. seront calculées sur une grille de taille finie (cf
chapitre 2).

iii) Le choix des distributions marginales des Z, (&) pourra aussi jouer un réle

"perturbateur” sur fa covariance simulée.

C'est pourquoi nous allons maintenant étudier d'un peu plus prés les influences
respectives de la troncature et de la discrétisation spatiale, en ajoutant un certain nombre
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de remarques sur l'influence de la distribution des Z,(§). Nous ne traiterons pas ici les

erreurs statistiques susceptibles de s'introduire lors de I'étape, préliminaire a la simulation,
qui est la modélisation de la fonction de covariance C(x,x) qui sera ensuite utilisée comme
covariance cible.

3-4 SENSIBILITE DE LA SIMULATION AU CHOIX DES PARAMETRES.

Les essais ont été menés avec un modéle de covariance homogéne, isotrope. de
type exponentiel:
= C(| x-xI1) = C(r) = 52 . exp(-r/a,) (3-11)

Nous avons vu au paragraphe précédent que les hypothéses d'homogénéité et d'isotropie
de la covariance n'étaient pas nécessaires a la simulation par ACPP, mais elles permettent
une étude de sensibilité plus aisée, car la comparaison modéle / simulation est plus simple
et plus robuste dans ce cas. De plus, il n'existe pas de modéles analytiques non
stationnaires.

Nous avons par ailleurs cherché a générer des variables gaussiennes, de
moyenne nulle et de variance unité: 6 =1. Le domaine d'étude est un carré de cété Ls. Les

fonctions propres ont été calculées sur une grille carrée de pas Dx, formée de P points (Fig
3-3).

Xk 1 Dx

Ls

Fig 3-3: Type de grille utilisée pour le calcul des fonctions propres.
Carré de c6té Ls, de pas Dx, formée de P points.

3-4-1 Choix du nombre K de fonctions propres retenues dans !a
14 -

Pour cette étude, nous n'avons pas tenu compte du bruit blanc, dont llintroduction
aurait seulement ajouté un Dirac 3 l'origine, pour g fonction de covariance. Nous nous
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intéressions en effet plus particuliérement 3 I'évolution de la forme de ceite derniére en

fonction du nombre K de termes intervenant dans la décomposition (3-6). Pour I'évaluer,
nous avons calculé, pour tout couple de points (x;, xj), une covariance "empirique” en ne

conservant que les K premiéres F.P.

K
Cslxpxp)= T M. Fylxp) . Flx)
k=1
K
CS(&’ Kj) = Z Kk . flk . fjk puisque el(x]) =5ij (3'12)

(Nous rappelons que les f sont les éléments de la matrice F , c'est-a-dire les valeurs

discrétes des F.P. aux points de [a grille de calcul).
Puis, pour I'ensemble des couples (x; xj), distants de r (Fig 3-3), nous avons

évalué la covariance expérimentale:

Ne(r)
Cqlr) = 1/Ne(r) . Z Cgi(x; X) (3-13)

k=1

ol Nc(r) est le nombre de couples distants de r.

Ces courbes ont ensuite été comparées au modeéle, pour plusieurs valeurs de la
portée a, du modele.

Le tableau 3-1 donne les pourcentages de variance expliqués par
K=20,40,60,80,100 F.P. selon les valeurs de a, retenues (P=121). Les Fig. 3-4 et 3-5

illustrent ['évolution de Cq(r) avec K pour deux cas étudiés: a, = Dx/2 et a, = 3Dx/2

respectivement (Ls/Dx=10).

™ K 20 40 60 80 100 121
ae
Dx/2 29 49 65 81 92 100
3.Dx/2 60 74 83 90 96 100
3.Dx 78 86 . 91 95 98 100
5.Dx 86 92 25 97 99 100
Jableau 3-1: Pourcentages de variance expliqués par K F.P. pour différentes valeurs de

la portée a, du modele de type exponentiel, Ls/Dx=10.
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fonctions propres retenues. (Le bruit blanc n'a pas été ajouté).

— Modele de covariance C(r) = exp(-2r/Dx)

--e- Covariance expérimentale avec (a) K=20, (b) K=40, (c) K=60, (d) K=80,
(e) K=100
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Covariance expérimentale avec (a) K=20, (b) K=40, (c) K=60, (d) K=80,
(e) K=100
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Fig, 3-6: Evolution de la covariance empirique en fonction du nombre K de F.P. utilisées pour
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(b) - Valeur théorique C{Dx) = exp(-2/3),-I3- stations 5-6, —e— stations 5-16
(c) — Valeur théorique C(Dx) = exp(-2/3),4s- stations 61-62, -O-stations 61-72
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Le tableau 3-1 montre clairement que, pour expliquer un méme pourcentage de
variance, il faudra plus de F.P. lorsque le modéle aura une longueur de corrélation plus
courte. La convergence de C,(r) vers C(r) sera donc d'autant plus rapide que la portée sera
longue, ce qu'illustrent les Fig. 3-4 et 3-5. On y voit par ailleurs que la troncature de la série
a des effets essentiellement prés de l'origine avec des oscillations et des inversions de

courbure, lorsque K est petit. Ceci revient a dire que, si on tronque trop brutalement la série,
Ihypothése de bruit blanc sur e(E.x) n'est plus légitime, du moins pour les faibles

interdistances. Avec 90% de variance expliquée, on peut estimer que cette hypothése est
justifiée.

Les Fig. 3-4 et 3-5 présentent néanmoins des résultats moyens sur un grand
nombre de couples. Nous avons voulu voir, en choisissant arbitrairement quelques couples
de points, si les propriétés d’homogénéité et d'isotropie étaient conservées, malgré la
troncature. Les Fig. 3-6-b et ¢ montrent I'evolution de C,(x;, ¥j) en fonction de K (cf formule
(8-12)) pour quatre couples choisis au hasard et repérés sur la Fig. 3-6-a. Tous ces couples
sont distants de r=Dx. L.a covariance théorique est donc la méme pour tous. En revanche,
Ce(X; x]-) n'apparait plus homogéne et isotrope, notamment lorsque un ou les deux points
appartiennent a la frontiére. Pour les couples du centre (Fig. 3-6-¢), les deux courbes sont
superposables, l'isotropie est donc respectée.

Par ailleurs, la convergence est assez rapide (elle est atteinte pour K=90, sachant
qu'on a calculé P=121 F.P.). Mais, pour les couples (5,16) et surtout (5,6) (Fig 3-6-b), il faut
prendre quasiment toutes les F.P. pour atteindre la valeur théorique et de plus, pour K=P,
on est beaucoup plus éloigné de la valeur théorique que dans le cas précédent. La
troncature semble donc induire des effets de bord, les derniéres F.P. estimées semblant
étre plutdt associées aux points de la frontiére du domaine. Nous retrouverons ces effets au
§ 3-5, lors de la comparaison avec d'autres techniques de simulation.

3-4-2]

Nous ne développerons pas outre mesure ce paragraphe puisque nous y
retrouverons des résultats déja énoncés au chapitre 2. En effet, nous avons vu que la
discrétisation spatiale influait directement sur le calcul des F.P., qui interviennent elles-
mémes dans le processus simulé (cf formule (3-6)). Pour tous les essais présentés dans ce
paragraphe, le nombre K de F.P. retenues correspond a 90% de variance expliquée, afin de
minimiser les effets de la troncature.
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(a) Grille réguliére de calcul des F.P. et réseau aléatoire stratifié + ot a été
simulé le processus.

(b)  Utilisation de fonctions de base CPM. Modéle C(d) = .39 —

—(— stations 31-32, —e— stations 47-58 —&4—  stations 60-80.

(c)  Utilisation de fonctions de base LPF. Modéle C(d) = .39 —

—- stations 31-32, —®»— stations 47-58 —/A—  stations 60-80.
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Pour une taille Ls du domaine et une portée a, fixées (a,=3.Ls/20), la diminution

progressive du pas Dx, entraine une meilleure reconstitution de la covariance (Fig. 3-7), ce

qui est cohérent avec la meilleure estimation des F.P. observée au chapitre 2. On retrouve
aussi, pour avoir une bonne estimation de C(r) qu'un rapport Ls/Dx=20 semble suffisant.

De méme, la Fig. 3-8, qui, pour Ls et Dx fixés, présente les covariances simulées
pour diverses valeurs de la portée a,, confirme la moins grande importance de ce dernier
paramétre, déja notée au chapitre 2. C'est donc plus le rapport taille du domaine/ pas qui
est important que le rapport portée du modéle /pas. Mais, bien entendu, il reste néanmoins

nécessaire de choisir un pas de calcul des F.P. inférieur a la portée. Ceci n'est pas vérifié
pour le cas a,=Dx/2, et on voit que I'essai n'est pas trés significatif puisqu'on compare des

covariances presque toujours nulles!..

Enfin, pour illustrer I'influence du choix des fonctions de base e(x), I'essai suivant
a été réalisé. Les F.P. ont été calculées sur une grille carrée réguliere et la simulation a été
faite sur un réseau aléatoire stratifié (Fig. 3-9-a). il était donc nécessaire d'interpoler les F.P.

Les Fig. 3-9-b et ¢ permettent de comparer, pour trois couples distants de d, I'evolution de
la covariance empirique Cq(x;, X;) avec le nombre K de F.P. retenues en utilisant des

fonctions ej(x) constantes par morceau (CPM) ou linéaires par facette (LPF). La supériorité
de lutilisation de fonctions LPF est nette: la convergence est plus rapide, méme si un léger
biais semble apparaitre. Avec des fonctions CPM, on peut converger vers des valeurs
différentes de la valeur théorique, ce qui pénalise cette approche. Néanmoins, dans les
deux cas, des problémes se posent pour les points frontiéres (couple 60-80) car on ne
converge pas vers la vraie valeur de la covariance, méme en LPF, ce qui vient confirmer les
effets de bord évoqués au paragraphe précédent.

Comme au chapitre 2, nous pouvons donc recommander de choisir un pas de
discrétisation de la grille de calcul des F.P. cohérent avec Ia taille du domaine et la portée
du modele et de privilégier une approche LPF si la grille de simulation est différente de la
grille de calcul des F.P.

3-4-3 Quelques remarques sur la distribution des Z, (€),

Tous les résultats précédents ont été obtenus avec des Z,(&) tirées de lois
normales N ( O,Y')T;). Nous avons aussi testé la méthode de simulation en utilisant une
distribution uniforme sur | V.é_i; Vﬁ;]. (Les bornes de cet intervalle ont été choisies pour
conserver une moyenne nulle aux Z,(&), ainsi que la variance égale a X,). Ces tests ont

porté essentiellement sur la distribution de X4(&,x), tant station par station que champ par

champ, sur les valeurs et les distributions des moyennes et écarts-types station par station
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(on parlera alors de valeurs climatologiques) ou champ par champ (ce seront alors des
valeurs spatiales).

La distribution de X est approximativement gaussienne, que celle des Z,(E) soit

uniforme ou gaussienne. Ce résultat est vrai si on trace les histogrammes globaux pour
'ensemble des stations et des champs simulés, mais encore pour les distributions de
chaque champ ou de chaque station. Les Fig. 3-10 et 3-11 illustrent ces résultats pour,
respectivement, une station et un champ particulier. -
Ce résultat peut s'expliquer assez facilement. En effet, nous avons:
K
Xs(&x) = T Z(8) . Fy(x) +(8.x)

k=1
X, est donc obtenu en sommant un grand nombre de variables aléatoires, les Z,(&). (Ce

(3-6)

nombre est effectivement grand car, en un méme point, on ne trouvera que peu de valeurs
de k telles que Fy(x)=0 simultanément). Or la distribution de la somme de deux variables

aléatoires est donnée par la convolution des deux distributions (Bass,1962). Ici, la taille des
supports des distributions uniformes des Z,(€) va décroissant avec k. La convolution de deux

“rectangles" donnera un trapéze et en réalisant ces opérations pour toutes les valeurs de Kk,
on peut admettre aisément que la distribution finale de X (&,x) soit gaussienne.

Si on s'intéresse maintenant aux distributions des moyennes climatologiques
(calculées sur N réalisations) ou & leur écart-type, 1a encore, on retrouve des distributions qui
se rapprochent de lois normales (Fig. 3-12 et 3-13). Les tableaux 3-2 et 3-3 resument les
statistiques sur ces moyennes et écarts-types climatologiques.

Nous avons utilisé la notation E pour les moyennes climatologiques calculées sur

N=300 réalisations, et < >, pour les moyennes spatiales évaluées a l'aide de P=441 stations.
x{ désigne l'observation i de la station j, X;, l'observation i et X} la station j.

< Efxi) > var( E{xi) ) Intervalle de Confiance | Nombre d’cbs % d’obs Distribution
T_ .
E(xi) a80% Hors intervalle | Hors intervalle.

Théorique 0 5,77 33,33 [-7,39,;7,39 ] 145 32,90% Gaussienne
Empirique
(441 Obs.) -1,34 6,92 47,96 [-10,2;7,52] 96 21,80% Gaussienne
Théorique 0 5,77 33,33 [-7,39;7,39 ] 82 18,50% Gaussienne
Empirique
(441 Obs.) 0,63 5,87 34,48 [-6,89; 8,14] 80 18,10% Gaussienne

Tableauy 3-2:  Statistiques sur les moyennes climatologiques.
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Il est néanmoins curieux de noter, qu'avec des lois uniformes pour les Z,(€), la

distribution de la moyenne est plus proche d'une gaussienne que si les Z,(§) possedent aussi

cette distribution. C'est encore vrai pour I'écart-type, mais a un degré bien moindre.

< cr‘(xi) > G var(frxi) Intervalle de Confiance | Nombre d'obs % d'obs Distribution
Ti 480 % Hors intervalle | Hors intervalle
Théorique 100 4,08 16,66 [94,77; 105,22 ] 97 22,00% (Qaussienne
Empirique
{441 Obs.) 100,52 4,29 18,4 [ 495,03 ; 106,01 ] 84 19,00% Gaussienne
Théorique 100 4,08 16,66 [94,77; 105,22 ] 66 14,50% Gaussienne
Empirique
(441 Obs.) 99,57 3,62 13,12 [94,93; 104,21 ] 78 17,70% Gaussienne
Tableau 3-3:  Statistiques sur les écarts-types climatologiques.
Bemarque: Il faut signaler que les valeurs théoriques ou empiriques des intervalles de

confiance ou des écarts-types sont biaisées puisque, lorsqu'on calcule une

moyenne spatiale, les P stations ne sont pas indépendantes. On a donc
tendance a étre trop pessimiste sur les valeurs théoriques, ce qui est en
général vérifié, sauf pour 'écart-type climatologique lorsque les Z,(€) sont

tirées dans des lois uniformes.

Enfin, I'étude des moyennes spatiales < Xi > permet de mettre en évidence a quel
niveau le choix de la distribution des Z,(&) peut introduire des biais. En effet, la Fig. 3-14

montre que, pour des Z,(§) gaussiennes, < Xi > a une distribution plutét gaussienne, bien

qu'assez aplatie, mais qu'en revanche, si on tire les Z,(§) dans des lois uniformes, < X >

aura aussi un distribution plutét uniforme. Ce résultat n'est pas conservé pour les ecarts-

types spatiaux (Fig. 3-15).

E(<xj>) var(<xf>) Intervalle de Confiance | Nombre d'obs % d'obs Distribution
g <l_< Xj> ag80% Hors intervalle | Hors intervalle
[~
5 Théorique 0 4,76 22,65 [-6,09 ; 6,09] 247 82,00% Gaussienne
[7:3
é Empirique
N | (300 Obs.) -1,34 - 29,76 885,71 [-39,43; 36,75 ] 64 21,30% Gaussienne
o | Théorique 0 4,76 22,67 [-6,09 ; 6,09] 259 86,00% Gaussienne
)]
g Empirique [-48 ; 48 ] Loi uniforme 35 11,70% Uniforme
S (300 Obs.) 0,63 30,24 914,38 sur
Ny [ -34,08 ; 39,33 ] Gausienne 72 24,00% [-60; 60 ]
Tableau 3-4:  Statistiques sur les moyennes spatiales.
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E( ‘ij) G‘ var( Txj) Intervalle de Conflance | Nombre d'obs % d'obs Distribution
°—>'q' 480 % Hors intervalle | Hors intervalle
Théorique 100 3,37 11,35 [ 95,69 ; 104,311 202 67,00% Gaussienne
Empirique
{300 Obs.) 95,85 9,16 83,83 [ 84,14 ; 107,57 ] 52 17,30% Gaussienne
Théorique 100 3,37 11,33 [ 95,69 ; 104,31] 182 61,00% Gaussienne
Empirique
(300 Obs.) 94,82 6,67 44,49 [ 86,27 ; 103,35 ] 59 19,70% Gaussienne
Tableau 3-5: Statistiques sur les écarts-types spatiaux.

Les tableaux 3-4 et 3-5 compiétent ces figures en donnant les statistiques sur ces
moyennes et écarts-types champ par champ. Les notations sont identiques aux précédentes.
Dans ce cas, les valeurs théoriques estimées pour les intervalles de confiance et les écarts-
types sont largement sous-estimées et la majorité des valeurs sort de ces intervalles
théoriques. En revanche, avec les intervalles empiriques, les résultats sont nettement plus
satisfaisants.

Nous pouvons maintenant essayer d'avancer quelques remarques qui permettraient
d'expliquer pourquoi, avec des Z,(&) distribuées uniformément, les moyennes climatologiques

sont gaussiennes, alors que les moyennes spatiales sembleraient plutét uniformes.

Nous avons vu plus haut comment on pouvait justifier la distribution gaussienne de
X,(€.x), méme lorsque les Z (&) sont uniformes. Lorsqu'on calcule une moyenne

climatologique E [ X,(x) ], en un point x, on va sommer des variables aléatoires gaussiennes,

il semble donc logique que la moyenne climatologique appartienne aussi & une loi normale.
En revanche, lorsqu'on calcule une moyenne spatiale < X;(€) >, elle est donnée par:

K

<X (B)>= I Zf).<Fl)> +<eEx)>

k=1

Or, si on définit 'opérateur < > par

<FX)>=1D]p Fx) . dx
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compte-tenu des changements de signe et des symétrigs de F,(x) sur D (voir chapitre 2), on
peut s'attendre & ce que la majorité des < Fi(x) > soit nulle (ou proche de zéro) sauf < Fy(x) >

et éventuellement les valeurs correspondant a des valeurs propres simples au chapitre 2.
< X,(§,) > n'est donc plus la somme d'un grand nombre de variables aléatoires,

mais bien de seulement deux ou trois. La distribution de < X.(€,) > sera donc plutét

gouvernée par celle de Z,(€), ou la somme de deux ou trois distributions uniformes et sera

donc plus proche d'une loi uniforme que d'une gaussienne.
Compte-tenu de la complexité des calculs, ce type de raisonnement n'a pas été
mené pour I'écart-type spatial.

Pour conclure ce paragraphe, nous pouvons donc dire que, pour obtenir des
variables gaussiennes, il vaudrait mieux utiliser des distributions normales pour les Z,(€). Le
choix d'une autre distribution semble néanmoins n'induire que des biais sur la moyenne
spatiale. En revanche, faute de données disponibles, nous n'avons pas essayé de simuler
des variables aléatoires avec des distributions non gaussiennes. Néanmoins, compte-tenu
des remarques faites, il serait sGrement préférable de faire une anamorphose sur ces
données afin de se ramener & des variables de distributions normales qu'on simulerait avant
de les retransformer par l'opération inverse.

Notons que, dés 1977, Gousseballe s'était posé le probléme de la simulation par
ACP de variables non gaussiennes puisqu'll traitait des pourcentages d'insolation, donc une
variable bornée entre 0 et 100, dont la distribution est nettement bimodale. Bien que
disposant d'un grand échantillon lui permettant d'estimer avec précision les distributions des
Z,(€) et donc de les tirer au hasard dans ces lois, il s'est avéré qu'une fois la sommation (3-6)
effectuée avec K F.P., les variables simulées sortaient, parfois de fagon trés importante, de
lintervalle [0, 100]. Cette expérience assez décevante peut venir conforter la nécessité d'une
anamorphose préalable des données.

3-5 COMPARAISON DES PERFORMANCES DE LA SIMULATION PAR ACPP
AVEC CELLES DES METHODES LU ET DES BANDES TOURNANTES.

Les deux méthodes retenues pour cette comparaison ont été décrites aux

paragraphes 3-2-3 pour les bandes tournantes (BT) et 3-2-4 pour la méthode LU. Cette
comparaison a été faite en terme de variogrammes y(h) = 1/2 E [ (X4(x) - Xs(x+h)3]. Comme

le modeéle de covariance est stationnaire, y(h) est relié de fagon simple a la covariance:
¥(h) = C(0) - C(h) (Obled, 1987 par exemple)

Nous avons en fait calculé un variogramme moyenné sur 100 champs simulés, appelé par la
suite variogramme "climatologique”, puis nous I'avons modélisé. Le modéle de covariance
retenu est toujours de type exponentiel isotrope:
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C(h) = C(IH1) = C(r) = o2 . exp(-r/ay)

et les variables ont toujours une moyenne nulle et une variance égale & un.

La modélisation, par une méthode heuristique, du variogramme climatologique nous
fournit des valeurs "modélisées” a,* et 62 des paramétres portées et paliers, qui peuvent

étre comparées aux valeurs théoriques a, et 62. (Ici a;=60 et 62=1).

Pour la simulation par ACPP, nous nous sommes placés dans un cas ou la
restitution de la covariance était bonne, c'est-a-dire en respectant les régles proposées au §
3-4: Ls/Dx=10, a,=3.Dx, K=62 (30% de variance expliquée). Pour la simulation par BT, nous
avons choisi les paramétres en respectant les recommandations de Mantogiou et Wilson
(1981). ’

Les. valeurs des portiées et paliers modélisés pour les variogrammes
climatologiques, tant globaux (Fig. 3-16) que directionnels (Fig 3-17 pour la définition des
directions, Fig. 3-18 pour les variogrammes modélisés sur les données simulées par ACPP)
sont données dans le tableau 3-6.

ACPP BT LU
Direction ae * U.2"' ae* 0_2* ae* O-2*
Global 63.80 1.028 60.17 0.929 59.92 0.962
1 62.23 1.02 60.32 0.933 61.13 0.983
2 78.72 1.121 60.17 0.973 59,18 0.916
3 63.30 1.011 60.73 0.953 60.53 0.951
4 71.16 1.09 52.74 0.837 60.66 0.897

Tableau 3-6: Portées et paliers des variogrammes globaux et directionnels modeélisés pour
la simulation par ACPP, par BT ou par la méthode LU. Modéle : a,=60, o2=1.

L'analyse de ces valeurs montre que, en ACPP, la valeur a,* est plus éloignee de la

valeur théorique qu'avec les autres méthodes (surestimation générale) et que, de plus, des
anisotropies apparaissent avec une portée plus longue selon les diagonales du carré que
selon la direction perpendiculaire. On ne retrouve pas ce probleme pour les deux autres
techniques (méme si, dans la direction 4, les BT semblent avoir quelques problemes...).
Cette anisotropie, compte-tenu des remarques faites au § 3-4-1, peut problablement étre
imputée & la troncature de la série des F.P. a K termes. Néanmoins, comme nous avons déja
choisi K pour expliquer 90% de variance, ce résultat est assez décevant.
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Fig 3-16: Variogrammes climatologiques globaux bruts (+) et modélisés (-) avec une
simulation des données (a) par ACPP, (b) par bandes tournantes, (c) par la
méthode LU.

Modele théorique C(r) = exp(-r/6Dx).

-]
S : } ; :
-t
PEPLITE = 8.a08
- ALPHA = 63.296  NODELE EXPOMENTIEL
T  PALLER = 1.028 .
-
1 (a)
2
-]
97.-.. -t
=
[--]
‘.r:-_ -
=]
=
-—.(.... -,
= : z ; :
18 58 128 179 238 298
z 2 PEPITE = 9.898 1
E o ALPHA = 60.168  NODELE FXPOMENTIEL
o
- PALIER = 8.929
" 1
(b) 2 = P4
- Ny -
o S
=
-
o
H':.... "
-]
-]
-:-- ..
g [ 1 [ 1 ] L
18 8 118 158 218 268
- ; + + }
PEPIIE = g.900
Sl ALPHA = 59 924  MODELE EXPONENTIEL L
- PALIER = 0.962
" o
st 2 (c}
- .
oy - e
<
T3 -t
=
[~ //
-t Lo -
=L, ¥ : f + +
19 68 119 1569 218 260
PISTANCE



45°

» 90°

135°

Fig. 3-17:Les différentes directions retenues pour le calcul des variogrammes par azimut.

-
W e
-
bt
=
s =L 4
- =
=
172
o
1]
Lid
—ld
=
> @
b g -t
=
=
- —
=
o f : } { i :
18 58 98 130 178 218 258
DISTAMCES
Fig. 3-18:Variogrammes climatologiques globaux bruts et modélisés, les données étant
simulées par ACPP.

—o- Direction 1 —{J— Direction 2



Canuna

L4

.58

112

l.rl

l.?l

l.}l

l.?l

@ ¢ 108 138 58 199 228 250

Bistawes

L.48 1.718

1.18

R.Pl

X
/ﬁ/‘ T =

I.?l

-l;l‘

/\/\‘\Mr\[\‘

) “ ) e 120 158 198 28 250

Sistance

Fig. 3-19:Deux exemples de variogrammes bruts et modélisés pour deux champs particuliers

simulés par ACPP.
o
]
o
N
NINNINNNIN

S Sous-domaine D,

- Modele C(r) = exp(-r/a,")

R N\ .

Q

o

'-4 .

Sous-domaine D,
/ Modéle C(r) = exp(-/ag?)
/ N

[en)

[wcn ]

2

5 .000 160, 208. 300.

Fig. 3-20:Discrétisation du domaine 300.DX par 200.DX utilisé pour la simulaton de champs

non homogénes




113

En revanche, en ACPP, I'estimation du palier sembie meilleure qu'en BT ou qu'avec
la méthode LU, mais, il faut aussi se rappeler que nous ajoutons un bruit blanc pour
compenser le déficit en variance introduit par Ia troncature.

Les variogrammes de chaque champ ont aussi été calculés puis modélisés. Quelle
que soit la méthode de simulation utilisée, on observe une variabilité trés grande des formes

(variogrammes en cloche, semblant présenter une dérive, etc..) et des valeurs des
parametres a,” et o2* modélisés. La Fig. 3-19 en donne une illustration pour la simulation par

ACPP.

Donc, si globalement, les trois méthodes testees ont des performances
comparables, avec une restitution du modele de covariance acceptable, la simulation bar
ACPP semble présenter linconvénient d'introduire, a cause de la troncature, des anisotropies |
la ou il n'en existe pas, ce qui pénalise la méthode par rapport & ses concurrentes. En
revanche, nous allons voir maintenant que, contrairement aux BT, qui générent des
processus stationnaires, 'ACPP peut permettre facilement de simuler des champs non
homogeénes, comme nous 'avons déja signalé au début du § 3-4.

3-6 EXEMPLE SYNTHETIQUE DE SIMULATION DE CHAMPS NON
STATIONNAIRES PAR ACPP.

L'exemple qui va étre présenté est certes artificiel, mais il permet d'illustrer notre
propos de fagon assez nette. En effet, nous avons divisé un domaine rectangulaire de 31x21
points en deux sous-domaines décorrélés, dont la discrétisation est donnée par la Fig. 3-20.

Pour chacun des sous-domaines, le modéle retenu est homogéne, isotrope et de type
exponentiel, les portées a, étant différentes pour chacun des sous-domaines Dy et D,. Deux

cas ont été envisagés: a,'=3.Dx sur D, a,2=6.Dx sur Dy, puis, a,'=6.Dx sur Dy, a,2=3.Dx
sur D.,.

Dans le cas particulier considéré (deux sous-domaines décorrélés) , la matrice de
covariance globale C est formée de trois blocs indépendants:

¥
]

Ci1 | Cr2

C 2% S S

T

Ca | Cx
1

ol - C,4 (resp. Cy,) est la matrice de covariance des points de D, (resp. de D,)

- C45 =Cyq = 0 puisque les deux sous-domaines sont decorrélés.
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Eig, 3-21:Comparaison entre covariance théorique et covariance expérimentale pour les
sous-domaines D, et D,.
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Fig. 3-22:Comparaison entre covariance théorique et covariance expérimentale pour les
sous-domaines D, et D..
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experimentale sur D,.
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On pourrait donc diviser le probleme aux valeurs propres en deux problemes

distincts:
C-” . E11 . F«“ = A11 . F11 sur D«]

Les vecteurs propres sur 'ensemble du domaine d'étude seraient alors obtenus en ajoutant
simplement des zéros.

Mais, dans les analyses qui suivent, nous avons fait une ACPP globale sur tout le
domaine, en supposant que nous ne connaissions pas l'existence de la “faille".

Voyons maintenant les résultats obtenus pour les deux essais réalisés. Le tableau

3-7 présente le nombre K de F.P. retenues et comment elles se répartissent entre les deux
sous-domaines. '

K 90% K1 % Variance expliquée K2 % Variance expliquée
(D1 + D2) sur D1 par K1 sur D2 par K2

ae? = 3 Dx

100 67 88 33 92
ae® = 6 Dx
ae® = 6 Dx

88 43 92 45 87
ae" = 3 Dx

Tableau 3-7: Nombre K de F.P. retenues sur I'ensemble du domaine et répartition entre les
deux sous-domaines. K;(resp. K,) est le nombre de F.P. associé & D,(resp.

Dz) etona K1+K2=K

Dans le second cas ( ou le modéle a plus longue corrélation est associé au sous-
domaine le plus étendu), on constate - et c'est normal compte-tenu de ce que nous avons
déja dit aux chapitres 2 et 3- qu'on a besoin de moins de F.P. pour expliquer le méme

pourcentage de variance. Par ailleurs, si dans ce cas, l'ensemble des F.P. se répartit
équitablement entre les deux sous-domaines (K(=43, K,=45), ¢a n'est pas vrai dans le
premier cas (K;=67, K,=33), mais on peut le comprendre puisque le plus grand sous-
domaine (D,) posséde alors le modéle de covariance de portée la plus faible.

Si on regarde maintenant les courbes des Fig. 3-21 (premier cas: a,'=3.Dx

a,2=6.Dx ) et 3-22 (second cas: a,'=6.Dx , a,2=3.Dx ), on observe que les covariances

expérimentales (calculées pour chaque sous-domaine en utilisant (3-13)) coincident bien
avec les covariances théoriques. Un léger probléme semble néanmoins apparaitre dans le
second cas pour la portée 6.Dx, probléme d'autant moins explicable qu'on a plus de F.P. que
dans le premier cas pour reconstituer le modele (43 contre 33) ...Par ailleurs, nous avons pu
vérifier que sur les N=1000 champs simulés, les deux sous-domaines demeuraient bien
décorrélés.
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Globalement donc, I'ACPP a permis de répondre de fagon satisfaisante au
probléme posé: la simulation de champs non homogénes. Mais, elle peut nous apporter plus
encore en nous donnant, dans un contexte de muyltiréalisations, les moyens de détecter la
présence de la faille. En effet, si on regarde a I'oeil nu un champ simulé (Fig. 3-23), elle
n'apparait pas de fagon évidente. En revanche, si on cartographie les premiéres F.P.
obtenues par ACPP de la matrice de covariance empirique du jeu de données simuié, elle est
nettement visible (Fig. 3-24). On peut douter qu'une simple analyse variographique sur
'ensemble des données ait pu permettre une localisation aussi claire.

Par ailleurs, le tracé des F.P. recalculées sur le jeu de données simulées, aprés
comparaison avec des F.P. "théoriques" calculées (de fagon discréte) en remplissant C &
l'aide des modeles, nous a permis de mettre en évidence, encore une fois, les incertitudes
introduites par l'estimation des covariances sur un échantillon de taille finie. En effet, alors
que les F.P. "théoriques" sont uniquement associées d un seul sous-domaine, les F.P.
estimées correspondantes peuvent en étre des combinaisons linéaires. Une F.P. estimée
peut alors posséder des valeurs non nulles sur I'ensemble du domaine (Fig. 3-25). On voit
donc encore ici une confirmation que la taille finie de I'échantillon ne permet plus d'assurer
une bonne séparabilité des valeurs propres et des fonctions propres.

3-7 CONCLUSIONS

Dans le chapitre 1, nous avons souligné les liens étroits qui existaient entre FACPP
et le krigeage. Cette derniére technique a conduit au développement d'une méthode de
simulation que nous avons décrite au § 3-2-3: la méthode des bandes tournantes (Matheron,
1973). Nous voulions donc voir si I'analogie géostatistique/ ACPP ne pouvait pas étre
poussée plus loin, et si TACPP ne pouvait pas étre utilisée pour la simulation de champs
bidimensionnels.

Moyennant quelques hypothéses simplificatrices sur la structure du résidu e(&,x)
ajouté, ceci est effectivement possible. Les champs simulés sont alors gaussiens. Pour des
variables non normales, nous avons vu qu'une anamorphose prélable a la simulation était
souhaitable. Et, si on choisit judicieusement les parameétres: nombre K de fonctions propres
intervenant dans la décomposition (30% de variance expliquée au moins), une discrétisation
spatiale qui assure une bonne estimation des F.P. (voir chapitre 2), nous avons pu voir que
'ACPP donnait des résultats comparables a la méthode LU ou aux bandes tournantes, méme
si quelgues problémes (anisotropie, effets de bord) apparaissent, en liaison avec la
troncature de la série des F.P.



119

Par ailleurs, pour des champs non homogeénes, un exemple simple nous a permis
de voir que, sans "effort" supplémentaire, 'ACPP permettait de simuler de tels champs, avec
un restitution satisfaisante du modeéle de covariance. A la limite méme, 'ACPP permet de
mettre en évidence ces inhomogénéités par la cartographie des F.P. (Attention cependant
aux fluctuations d'échantillonnage qui peuvent faire apparaitre des non-stationnnarités
artificielles...)

Enfin, au niveau des temps de calcul, I'étape la plus longue de la simulation par
ACPP est le calcul des F.P. (avec la diagonalisation de C.E ). Mais, une fois ce calcul
effectué, le "codt marginal" d'une simulation supplémentaire est réduit. On voit donc l'intérét
que pourrait présenter son utilisation en Météorologie ou en Oceanographie, puisque les
EOFs sont en général calculées (pour d'autres objectifs, bien sir), et, qu'alors, on pourrait
simuler aisément un grand nombre de champs, afin de tester, par exemple, la sensibilité d'un
modele de ciréulation générale a la variabilité des entrées. L



CHAPITRE 4: APPLICATION DE L'ACPP A LA TEMPERATURE
MENSUELLE DE SURFACE DE LA MER (SST) SUR
L'ATLANTIQUE INTERTROPICAL DE 1964 A 1987.

4-1 INTRODUCTION

Aprés avoir présenté une recherche plutét méthodologique et surtout basée sur la
simulation, il nous a paru souhaitable d'illustrer notre démarche en traitant des donnees
"réelles”, c'est-a-dire décrivant une grandeur physique d'intérét en Océanographie, en
Climatologie ou en Météorologie.

Nous aurions pu reprendre des données qui nous sont familieres: champs .de
précipitation (Obled et Creutin, 1986), d'insolation (Goussebaile, 1977) ou les champs de
pression (Berlin et Cendrier, 1986) . Les techniques développées dans cette these leur ont
déja été partiellement appliquées. Par contre, dans ces exemples, le domaine d'étude n'est
pas naturellement borné, ou imparfaitement, et on a vu l'influence de ce domaine sur les
résultats de la méthode. C'est pourquoi nous avons recherché un exemple associe a un
domaine bien délimité, par exemple un bassin océanique, ce qui nous a conduit & nous
intéresser aux fichiers de températures mensuelles de surface de la mer (Sea Surface
Temperature ou SST en Anglais) établis par J. Servain sur I'Atlantique intertropical entre
1964 et 1987. On peut trouver chez Picaut et al. (1985) ou Servain et al. (1987) les détails
concernant la constitution de ces fichiers. Nous en redonnerons les principales étapes au § 4-
2-1.

Sur ces données, et ¢'est pour nous 'un de leur intérét principal, une étude par ACP
"classique” a déja été réalisée (Piedeliévre, 1985; Servain et Legler, 1986). Nous pensions
donc avoir tous les éléments pour évaluer les apports éventuels d'une approche de type
processus (ACPP) sur ces mémes données. |l est en effet clair que la SST sur 'Atlantique
intertropical posséde une structure spatiale forte. S'y ajoute par ailleurs une structure
temporelle, puisque les données mensuelles sont aussi autocorrélées. (Soulignons d'ores et
déja qu'a cause de cette autocorrélation temporelle, I'une des hypothéses faites lors des
études théoriques précédentes: lindépendance statistique des différentes réalisations, sera
donc violée et nous essaierons d'en mesurer les effets).

Dans ce chapitre, nous présenterons donc, dans un premier temps, le fichier de
données et son mode d'obtention ainsi que quelques statistiques de base (analyse des
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moyennes, des écarts-types et des distributions). Puis, nous ferons une analyse, désormais
classique, de la structure spatiale du phénoméne par lintermédiaire du calcul de
variogrammes. Ensuite, nous aborderons I'étude par ACP proprement dite. Tout d'abord,
nous présenterons comment on peut mettre en oeuvre sur la sphere, la méthode numérique
décrite au chapitre 1 dans le plan, car le domaine considéré est trop étendu pour étre
assimilé a un plan. _

Puis, nous effectuerons la comparaison entre I'approche classique et I'approche de
type processus continu. Cette démarche concernera tant le fichier total de 2° de longitude par
2° de latitude, qu'un ficher “dégradé" ou nous aurons retiré aléatoirement un certain nombre
de points de mesure (étude de la stabilité des résultats). Enfin, nous clbturerons ce chapitre
par un essai de validation de plusieurs techniques basées sur I'ACP, en reconstitution (ct
chapitre 1) sur les années 1986 et 1987.

4-2 PRESENTATION DES DONNEES
4-2-1 Obtention du fichier final.

Les données ayant servi de base & la constitution du fichier final, une grille réguliére
de 2° par 2° sur I'Atlantique intertropical entre 20° Sud et 30° Nord (voir Fig. 4-1 pour la
discrétisation du domaine), sont des mesures de la SST effectuées par des navires
marchands. L'ensemble des données recueillies sur chaque "boite” de 5° par 2° , a ensuite
servi a calculer les moyennes mensuelles correspondantes. Mais, comme le soulignaient deja
Servain et al. (1985), une grande inhomogénéité existe quant au nombre de mesures
disponibles pour évaluer chacune de ces moyennes (entre 0 et 150...). En particulier, sur
I'Atlantique Sud, on observe des zones pratiquement sans mesures, car c'est une zone trés
éloignée des routes maritimes ol; en revanche, les données sont abondantes (voir la Fig. 4-
2-a pour le nombre moyen d'observations mensuelles par boite). Par ailleurs, si on regarde
maintenant [I'évolution temporelle du nombre de données recueillies, on observe une
diminution assez sensible depuis le début des années 80, avec aussi quelques "trous" en
1971 et 1974 (Fig. 4-2-b).

Néanmoins, des précautions ont été prises et, notamment pour les boites contenant
moins de 8 observations pour un mois, des tests d'homogénéité temporelle et spatiale (tests
de Student) ont ét¢ menés avant le calcul des moyennes mensuelles. Les valeurs ne
satisfaisant pas ces tests ont été éliminées, de méme que celles ou on avait moins de deux
observations.

Ensuite, les valeurs de ce premier fichier sur une grille de 5° par 2°, ont été
complétées et interpolées par la méthode de Cressman (1959), afin d'obtenir la grille finale de
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2° par 2°. Cette méthode, encore connue sous le nom d'analyse objective, part d'un champ
initial (ici les moyennes mensueiles tirées d'atlas climatologiques). On effectue ensuite une
correction de ce champ de départ a l'aide d'un coefficient A, prenant en compte tous les
points a l'intérieur d'un cercle de rayon R, centré sur le point étudié. Si on appelle e, l'erreur
entre la moyenne estimée sur les observations et le champ initial, A est donné par (Servain et
al. , 1985):

N N
A= Z{ W/l e}/ ZW()/din) (4-1)
i=1 i=1
ou - W(r) est la fonction de Cressman:
W(r)=(R2-r2)/(R2+1r2)sirgR (4-2)
Wi =90 sir>R

- di(r) est la densité des donnees a l'intérieur d'un cercle de rayon 375 Km entourant

chaque point. L'introduction de ce facteur permet de prendre en compte la corrélation spatiale
entre points de mesure proches.

- N est le nombre de points intérieurs au cercle de rayon R. Si ce dernier ne
contient aucun point, la valeur du champ initial est conservée.

Afin de supprimer des éventuelles instabilités, un filtre spatial (Schuman, 1957) est
ensuite appliqué.

Le champ corrigé devient le nouveau champ initial et la procédure est itérée jusqu'a
la convergence avec des rayons d'auscultation décroissants. Dans notre cas, R=1400 Km,
1000 Km, puis 600 Km (trois fois) ont été utilisés. Notons que le choix du dernier rayon est
trés important : il ne doit pas étre trop grand pour ne pas déformer les champs prés des
c6tes, ni trop petit car, alors, il 'y a plus assez de points a l'intérieur du cercle.

Cette rapide présentation de la démarche suivie pour I'obtention du fichier final
montre clairement que plusieurs aspects se conjuguent pour aboutir & un lissage tres
important des données: intégration spatiale sur les boites de 5° par 2°, interpolation optimale,
filtrage de Schuman; alors que I'observation des images infra-rouges de la surface de la mer
met en évidence des zones ou la variabilité de la SST est grande: bordures cétiéres, courants
type Gulf Stream. Nous retrouverons d'ailleurs l'effet de ce lissage lors de [lanalyse
variographique des données au § 4-3. Signalons enfin que, plus un champ est lisse, plus il
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devient difficile de départager des méthodes, et les conclusions auxquelies nous aboutiront
iront dans ce sens. Mais, ce type de données, trés lissées, est cependant d'usage courant
dans toutes les initialisations ou forgages de modéles océanographiques et le cas étudié en
est un exemple assez représentatif.

4-2-2 Statistiques simples sur les donnges.

Avant d'aborder l'analyse des données par ACPP, nous aimerions présenter
quelques statistiques simples sur ce méme fichier, notamment les moyennes, les écarts-
types et les distributions. Ceci nous fournira une premiére idée de la stationnarité du
phénomeéne.

La Fig. 4-3-a donne les moyennes a long terme (sur I'ensemble des 12 mois et des
24 années) et la Fig. 4-3-b, les écarts-types correspondants. Une premiére constatation
s'impose: le phénoméne n'est pas du tout stationnaire. La moyenne présente un effet zonal
marqué, avec des valeurs plus élevées prés de I'équateur, mais, néanmoins, les isolignes ne
suivent pas completement les paralléles et se resserrent quand on s'éloigne de I'équateur.
Quant & la variabilité de la SST, elle est tres forte au large de I'Afrique de l'ouest (iles du Cap
Vert). On distingue aussi des zones ou ['écart-type est assez élevé au nord du domaine, ainsi
que sur ['Atlantique Sud, & I'est du domaine (au large des cbtes africaines).

Pour expliquer cette variabilité de la SST, il faut faire appel aux grands courants
maritimes de surface, dont Piedeligvre (1985) donne une bréve description. Nous en
redonnons ici les éléments importants. On distingue ainsi trois courants principaux:

i) le Courant Sud Equatorial (CSE)

Il coule vers l'ouest entre 20°S et 4°N et se divise en deux branches au contact de
I'Amérique : l'une qui remonte vers le nord le long des cétes brésiliennes, l'autre qui descénd
vers le Sud.

Ce courant provoque des remontées d'eau froide vers l'équateur entre Avril et
Septembre (on retrouve cet effet sur la moyenne & long terme avec une "bosse" (Fig. 4-3-a))
et ceci permet d'expliquer la variabilité plus forte sur I'Atlantique du Sud-Est (Fig 4-3-b).

iiy /e Courant Nord Equatorial (CNE)

Ce dernier coule aussi vers l'ouest entre 4°N et 25°N. Ses mouvements saisonniers

peuvent expliquer la plus forte variabilité notée sur le nord du domaine.
ii) /e Contre Courant Sud Equatorial (CCSE)

[ vient "s'intercaler" entre les précédents (entre 5°N et 10°N) mais coule vers ['est.
Son origine est thermodynamique (rétablissement de I'équilibre de la surface océanique
modifiée par les vents d'est) et il se manifeste essentiellement de Juin & Septembre.
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A ces grands courants marins viennent s'ajouter des courants plus locaux, liés aux
remontées d'eaux froides sub-superficielles: les upwellings.
i) le courant des Canaries
Ce courant descend avec la direction NE-SW, le long des cétes africaines et se
charge en eaux froides de Mai & Aout-Septembre. Les mouvements provoqués par ces
upwellings cétiers induisent la forte variabilité observée autour des Tles du Cap Vert (Fig. 4-3-
b)
i) /e goife de Guinée
C'est, comme la précédente, une zone d'upwellings cétiers avec des remontées
d'eaux froides de Juin & Septembre, 'eau étant plus chaude en hiver. Ceci explique, encore
une fois, la variabilité assez forte de la SST sur cette région.

Si on cherche 2 s'affranchir de la non-stationnarité du phénomene mise en évidence
par les cartes de la Fig 4-3, on peut chercher d'abord a "désaisonnaliser” les données. En
effet, une forte composante saisonniére qui "écrase" de son poids relatif elevé la variabilité
totale, peut alors occulter d'autres effets, tout aussi importants pour la compréhension des
mécanismes.

On retranchera alors & la variable SST brute que nous noterons X(t, &, x;) ol X;,

j=1..P est la variable d'espace (pratiquement, nous avons pris les centres des boites de 2°
par 2°), t;, i=1..12 désigne le mois et &, I=1..24 représente I'année considérée, une moyenne,

dite saisonniére (moyenne en un lieu x; pour le mois t;), notée X4(t;, xi), j=1..P,i=1..12 qui sera
estimée par:

24
Xty x) =124 T X &, ) (4-3)

[=1

La nouvelle variable "désaisonnalisée” sera alors:

Xd(ti’ E.:l’ XJ) = X(tir &]) ll) - Xs(tiv ')'(']) (4_4)

X4 possede une moyenne nulle, mais, si on regarde la carte de I'écart-type (Fig. 4-
4), on observe que Xy n'est pas stationnaire pour la variance et que des zones de forte
variabilité subsistent, notamment aux abords des iles du Cap Vert et de la céte Angolaise.
Néanmoins, les gradients sont moins forts que sur les données brutes.

Par ailleurs, ce centrage a un effet trés positif sur la distribution de la SST. En effet,
si X posséde une distribution trés dissymétrique, (Fig. 4-5-a), X4 peut étre considérée comme

une variable gaussienne (Fig. 4-5-b), souvent préférée dans les traitements statistiques.



Fréquence

128

- (@)
:- =
:.._ -
2 X
-
:" u + + $ + 1 + T
158 188 218 248 279 388 338
SST brute (en 1/10 de °C) @ , ; : ) ,
z .
-
-l g
.' -t
3 =]
5 < -=
=3
(o
D
e P
w o=t
-
sl
‘ -
P
s+ 1

*

= ' -L:l : T I " 58
SST désaisonnalisée (en 1/10 de °C)

Fig. 4-5: Histogrammes globaux (toutes stations, tous mois et toutes années confondus) des

SST (a) brutes
(b) désaisonnalisées.

Correlation
5

L4
~ 4 =
=
I
- m«%“x‘lr"‘xx
: t R :
is 28 38 48 50 1]

Retard en nois

Fig. 4-6: Corrélogramme de I'ensemble du fichier des SST désaisonnalisées.



129

Pour en terminer avec ces généralités sur les données, nous évoquerons le
probiéme de l'autocorrélation temporelle des séries. Sur l'ensemble des données (toutes
stations, tous mois et toutes années confondus), le coefficient de corrélation entre deux mois
successifs est de .55, ce qui est loin d'étre négligeable (La Fig. 4-6 donne le corrélogrammé
complet pour les données désaisonnalisées). En particulier, lincidence sur I'estimation de la
matrice de covariance sera important car le nombre d'observations réellement indépendantes
ne sera plus N=288, mais Ne= (TrC)2/ TrC? (Der Megreditchian , 1988, Tome 1, p. 169) ot C
est la matrice de variance-covariance et TrC sa trace. Ceci augmentera encore ['effet des
erreurs d'échantillonnage sur la qualité des F.P. calculées par ACP, qui est déja sGrement
trés grand car on posséde beaucoup plus de "stations” (en réalité le centre des boites) que
de réalisations (P=628 sur la grille de 2° par 2°, N=12"24 = 288)

4-3 ANALYSE DE LA STRUCTURE SPATIALE DE LA SST.

4-3-1 Méthodologie utilisée.
Nous nous intéresserons successivement aux données brutes X(t, &, x), puis aux
données désaisonnalisées X4(t, &, x) définies par (4-4). Nous ne donnerons les formules que

pour X, sachant qu'elles seront analogues pour Xj.

L'étude des moyennes et écarts-types climatologiques nous a montré, au § 4-2-2,
que la SST, notamment la SST brute, était loin d'étre stationnaire. Néanmoins, nous avons

quand méme calculé les variogrammes climatologiques:

yh) =172 E[{X(t & X) - X(t, & x +h) } 2] (4-5)

en espérant qu'ils présenteraient un palier ( y(h) devient alors indépendant du vecteur h).

D'aprés Matheron (1965), le processus étudié peut alors étre considéré comme stationnaire
d'ordre deux, ce qui suppose:
i) la stationnarité de la moyenne

i) la stationnarité des moments d'ordre 2. On peut alors admettre que X
posséde une variance finie 62 (donnée par la valeur du palier) et v(h) est reli¢ a la covariance

par:
1h) = o - C(h) (4-6)
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Si, en revanche, le variogramme ne se stabilise pas, on peut alors espérer que les
écarts soient stationnaires d'ordre 2. C'est I'hypothese intrinséque:

E[XtEX)-XtLEx+h]=0
E[{X(t & x)-X(t, & x+h)}2]=2 vh)

c'est-a-dire que le variogramme ne dépend que de I'écart entre deux points, mais pas du
point d'appui x lui-méme.

Physiquement, si le variogramme présentait un palier, la distance a partir de
laquelle il serait atteint (la portée) pourrait s'interpréter comme la taille des régions ou se
développe la variabilité, ce qui, dans notre cas, pourrait définir I'échelle des zones de
refroidissement ou de réchauffement de la SST, provoqués par les mouvements des grands
courants ou les upwellings. La valeur du palier nous donnerait quant a elle l'ordre de grandeur
de ces variations. Mais, comme on travaille sur des données intégrées par "boites", on réduit
la variabilité et on tend & augmenter un peu la portée réeile.

D'un point de vue pratique, les variogrammes ont été estimés a l'aide des N=288

réalisations disponibles, globalement (c'est-a-dire en prenant en compte toutes les directions
possibles pour h) ou par azimut (en privilégiant une direction o de h). L'estimateur retenu a

alors la forme suivante:
Ne(h,)12 24

yho)=1/2Neho)] . 2 = Z{X(t & x)- X4, & x+h) P2 (4-7)

ou Ncth,a) est le nombre de couples (x;, x; + h) distants de h, dans la direction a. En
pratique, o est définie par un céne de largeur 23, et on retient tous les couples dont I'angle

(en coordonnées Mercator, voir Fig. 4-7-b) appartient & [ o - §, o + & ]. La Fig. 4-8 présente

les quatre directions d'investigation retenues dans cette étude.

Par ailleurs, la distance h entre deux points x; et x;, définis par leur latitude et leur

longitude respectives (0,9) (Fig. 4-7-a), calculée sur Ia_sphére est (Thiébaux et Pedder,
1987):

h= Ry . Arcos [ cosg; . cosg; . cos(6; -;) + sing; . sing; ] (4-8)

ou Ry = 6370 Km est le rayon terrestre moyen.
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(d'aprés Thiébaux et Pedder, 1987)
iq. 4-7: (a) Définition de la longitude et de Ia latitude (8,¢) ainsi que de la distance sur la .

sphere
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Fig. 4-8: Les différentes directions retenues pour le calcul des variogrammes par azimut.

Aprés le calcul du variogramme brut y(h), vient la phase de modélisation de y(h) a

l'aide d'une fonction analytique choisie parmi les modéles:

sphérique: | y«(h)

02* . [1/2. (Wagyy™® - 3/2. (Nagy,") ] si heagpy”

0 sinon (4-9)

exponentiel: y«(h) = & .[1-exp(-h/az*)] (4-10)
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gaussien: yx(h) = o2*.[1-exp(-h?/ag"?)] (4-11)

Les paramétres o2* et asph* (resp. ag* et ag*) nous donnent alors les valeurs des

paliers et portées modélisés (Rappelons qu'on peut trouver en Annexe F la définition des
portées sphériques équivalentes a a,* et ag*). Ces modeéles peuvent ensuite étre utilisés
pour faire, par exemple, de la simuiation (chapitre 3) ou remplir une matrice de covariance
servant a faire ACPP du processus.... C'est ce que nous ferons au § 4-5.

4-3-2 Analyse de |3 structure spatiale de 1a SST brute.

Les variogrammes climatologiques bruts ont été calculés puis modelisés sur
I'ensemble du domaine (Fig. 4-9), puis sur chaque hémisphére Nord et Sud (Fig. 4-10 et 4-11

resp.), afin de voir si une symétrie des résultats se dégageait. Le tableau 4-1 regroupe quant
3 lui les valeurs des différents paramétres ¢2* et ay" modélisés (Par rapport aux Fig 4-9 3 4-

11, les valeurs de ¢2* ont été divisées par 100 pour se ramener & des °C, les calculs ayant

été faits en 1/10 de °C).
4-3-2-1Comportement au voisinage de lorigine.

Notons que, pour ces données brutes, seul le modele gaussien a été utilise. Cette
fonction est continue et dérivable au voisinage de l'origine, ce qui traduit la grande régularité
de la variable (Matheron, 1972-b), qui présente alors une bonne continuité spatiale.
Néanmoins, on est en droit de se demander si cette régularité est "naturelle” ou si elle ne
serait pas due au lissage introduit par la méthode d'interpolation (analyse objective) rappelée
au § 4-2-1. En effet, une analyse grossiére, restreinte aux faibles distances indique que le
choix de la fonction de Cressman (formule (4-2)) induirait, au voisinage de lorigine, un
variogramme puissance hP, avec B>2, ce qui correspond bien & l'allure expérimentale
observée.

Cette incertitude qui pése sur la source de ce comportement régulier aux faibles
distances limite donc l'utilisation des variogrammes dans cette gamme de distances.

4-3-2-2 Comportement pour les grandes distances.

i) Les variogrammes sur I'ensemble du domaine (Fig. 4-9) présentent, en général,
un palier stable entre 3000 et 7000 Km, la valeur de la portée sphérique équivalente variant
entre 2800 et 5200 Km (Tableau 4-1). On pourrait donc étre satisfait: le processus serait bien
stationnaire d'ordre deux. Mais, hélas, a partir de 7000 Km (dans les directions ou cette

interdistance est atteinte), le variogramme se met a croitre de fagon parabolique. En langage
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de géostatistique, on dit qu'on observe une dérive : les écarts ne sont plus stationnaires.
D'aprés Creutin (1979), un comportement parabolique a linfini peut étre di a une dérive

linéaire, i.e.:
X4LEx) - Xt x+h)=a.h+b

Comment pourrait-on interpréter cette dérive? Vu les interdistances concernées, les
couples mettent en jeu des points situés de part et d'autre de I'équateur. Donc, plus on
s'éloigne de I'équateur, plus le gradient sur la SST est important. On le retrouve sur la Fig. 4-
3-a de la moyenne climatologique ot on observe un resserrement des isolignes lorsqu'on
s'écarte de part et d'autre de {'équateur.

Si I'on s'attache maintenant a comparer les résultats par azimut, on observe que les
directions W-E et NW-SE sont trés proches du variogramme climatologique global, méme si
la portée est pius grande dans la direction W-E (4890 Km contre 3700 Km dans la direction
NW-SE) (3500 Km globalement). Les variabilités sont quant a elles comparabies: 2.7 4 2.9°C
d'écart-type. En revanche, la direction N-S posséde une portée plus faible (2800 Km) pour un
écart-type de 3.2°C. Mais, c'est la direction NE-SW qui présente 3 la fois la pius grande
portée (5300 Km) et la plus forte variabilité (4.2°C).

Global Direction Direction Direction Direction
N-S NE-SW W-E NW-SE
ag* 1550. 1254. 2356. 2187. 1669.
Ensemble (3466.) (2804.) {5268.) (4890.) (3732.)
du q2* 8.45 10.25 17.52 7.27 8.67
domaine g * 2.9 3.2 4.2 2.7 2.9
ag* 1614. 1661. 2872. 2017. 1937.
Hémisphére (3669.) (3715.) (6422.) {(4511.) (4330.)
Nord q2* 9.33 17.04 39.67 6.32 10.49
q* 3.0 4.1 6.3 2.5 3.2
ag* 1611. 841. 706. 2240. 1829,
Hémisphere (3603.) (1882.) (1579.) (5009.) (4091.)
Sud q2* 7.78 6.77 2.39 8.49 16.55
qT* 2.8 2.6 1.5 2.9 4.1
Tableay 4-1: Paramétres o* et a," des variogrammes climatologiques modélisés de la

SST brute. Pour a4", la valeur entre parenthéses est la portée sphérique
équivalente . Les valeurs de ¢2* ont été divisées par 100 par rapport aux

graphiques pour avoir des valeurs en °C.
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i)y Mais, afin de donner une interprétation possible de ces différences, il convient
d'examiner les résultats selon les deux hémispheres (Fig 4-10 et 4-11). lls sont cohérents sur
les variogrammes globaux avec une variabilité plus grande au Nord. Cependant, l'observation

des résuitats par azimut vient encore moduler toutes ces affirmations générales.

Dans la direction N-S, la variabilité est beaucoup plus forte au Nord qu'au Sud
(4.1°C contre 2.7°C) et est bien plus étendue spatialement (portée de 3700 Km contre 1800
Km). Peut-étre pourrait-on relier la forte variabilité au Nord aux mouvements du Courant Nord
Equatorial?....

C'est dans la direction NE-SW qu'on observe la plus grande variabilité (6.1°C) au
Nord, avec une zone d'extension trés grande: 6400 Km. Cette direction correspond aux
mouvements de 'upwelling des Canaries dont nous avons vu qu'il provoquait aussi les plus
forts gradients d'écart-type (Fig. 4-3-b). En revanche, dans cette direction la SST sur
hémisphére Sud est trés stable: variabilité et portée minimales: 1.5°C et 1500 Km. On
congoit, au vu de ces différences que le variogramme dans cette direction, sur 'ensemble-du
domaine, soit irrégulier et Apeu facile a modéliser {Fig. 4-9-c).

Dans les directions W-E et NW-SE, les variogrammes, entre 3000 et 7000 Km, ont
des comportements tout a fait opposés: au Nord, ils s'affaissent, alors qu'au Sud, ils ont
tendance a croitre indéfiniment. La combinaison des deux donne un magnifique palier pour
I'ensemble du domaine (Fig. 4-9-d et e)... La variabilité est, cette fois, plus forte au Sud qu'au
Nord (2.9°C contre 2.5°C dans la direction W-E et 4.1°C contre 3.2°C dans la direction NW-
SE). Les portées varient entre 4000 et 5000 Km et, on pourrait peut-étre relier les résultats
dans 'hémisphére Sud aux remontées du CSE vers I'équateur. Les phénoménes d'upwellings
cétiers dans le golfe de Guinée ou au large de 'Angola se passent & des échelles plus faibles
et sont peut-étre occultés.

4-3-2-3 Conclusions.

Pour conclure sur cette analyse, elle nous a montré, encore une fois, la non-
stationnarité de la SST et surtout, les grandes inhomogénéités et anisotropies entre les deux
hémispheéres et les différentes directions d'étude, qui peuvent étre renforcées par la
distribution non gaussienne des données, mais aussi par la distribution hétérogéne de leur
disponibilité¢ ( des moyennes sur 10 ou 100 valeurs peuvent induire des variabilites
différentes....). On peut néanmoins mettre en évidence des zones de variabilité dont la portee
varie de 3000 & 6000 Km, avec des valeurs moyennes de 3°C, pouvant parfois atteindre 4
voire 6°C.
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En ce qui concerne les variogrammes, nous avons aussi noté, au voisinage de
l'origine, la grande régularit¢ des données, probablement induite par I'analyse objective
préalable.

L'étude de la structure spatiale de la SST brute, ou les variations saisonniéres
dominent le processus, fait apparaitre un caractére local trés marqué de la variabilité. En
revanche, la méme analyse de la SST désaisonnalisée nous informera sur la structure

spatiale de la variabilité interannuelle  des anomalies de SST. C'est ce que nous allons voir
maintenant.
4-3-3 Analyse de la structure spatiale de 13 SST désaisonnalisée.

Comme pour la SST brute, les variogrammes bruts ont été calculés sur I'ensemble
du domaine (Fig. 4-12) puis sur les hémisphéres Nord et Sud (Fig 4-13 et 4-14 resp.). Sauf
dans la direction N-S o il est gaussien, le modéle utilisé est de type exponentiel. Le tableau

4-2 résume les valeurs des paramétres des différents variogrammes modélises.

4-3-3-1 Comportement au voisinage de l'origine.

Le modele exponentiel, s'il est toujours continu a l'origine, n'est plus dérivable,
contrairement au modele gaussien. La régularité de la SST désaisonnalisée est donc moins
grande que celle de la SST brute, ce qui parait logique puisqu'on travaille sur des anomalies.
Cette moins grande régularité de la donnée de base, qui peut impliquer une variabilit¢ se
développant sur une plus petite échelle, peut-étre du méme ordre de grandeur que celle du
lissage.., peut contribuer & atténuer, voire occulter l'effet de ce dernier. Une modélisation
respectant les régles classiques (c'est-a-dire cherchant & bien reproduire le variogramme aux
faibles distances) sera donc plus fiable.

4-3-3-2 Comportement au voisinage de l'infini.

i) Comme pour la SST brute, les variogrammes calculés sur I'ensemble du domaine
présentent un palier situé entre 3000 et 7000 Km, avant de voir, & nouveau apparaitre une
dérive, qui, cette fois, s'avere plus difficile a interpréter puisque la moyenne climatologique
des champs est nulle. Ce qu'on peut dire, c'est que, comme précédemment, ce sont des
couples situés de part et d'autre de I'équateur qui sont mis en jeu.

Dans toutes les directions, la variabilité est équivalente (entre 0.49 et 0.58°C). Les
portées, quant a elle, varient selon les directions et sont plus grandes dans les directions W-E
et NW-SE que N-S ou NE-SW. (Mais, compte tenu de la géometrie du domaine, ce sont
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aussi les directions ou les mouvements des courants peuvent prendre la plus graridé

extension.)
Global Direction Direction Direction Direction
N-S NE-SW W-E NW-SE
exponentiel | gaussien | exponentiel | exponentiel | exponentiel
ae* ou ag* |1586. 462. 950. 1263. 1504.
Ensemble (5015.) (1033.) (3004.) (3994.) (4756.)
du aq2* 0.34 0.24 0.28 0.28 0.33
domaine q* 0.58 0.49 0.53 0.53 0.57
ae* ou ag* [1086. 487. 1139. 1386. 968.
Hémisphére (3434.) (1091.) (3602.) (4383.) (3061.)
Nord a2* 0.27 0.24 0.27 0.26 0.29
T* 0.52 0.49 0.52 0.51 0.54
ae* ou ag* |(982. 447, 903. 995. 876.
Hémisphere (3105.) (999.) (2855.) (3146.) (2770.)
Sud T2* 0.32 0.26 0.34 0.30 0.28
a* 0.56 0.51 0.58 0.55 0.53
Tableau 4-2: Paramétres ¢°* et a,* ou ag* des variogrammes climatologiques modélisés

de la SST désaisonnalisée Pour a,* ou a,*, la valeur entre parenthéses est la
portée sphérique équivalente . Les valeurs de ¢2* ont été divisées par 100

par rapport aux graphiques pour avoir des valeurs en °C.

ii) Si on essaie maintenant de moduler ces premiers résultats en regardant ce qui
se passe hémisphére par hémispheére, les inhomogénéités sont beaucoup moins flagrantes
que sur la SST brute. Notons aussi une plus grande régularité des variogrammes qui ne
présentent pas de dérive, notamment sur 'hémisphere Nord (¢a n'est pas vrai au Sud ou elle
apparait entre 5000 et 7000 Km dans le direction W-E, peut-étre a cause des forts gradients
observés sur l'écart-type au large des cOtes angolaises (Fig. 4-4)). Pour expliquer ce
comportement plus "régulier" des variogrammes, on peut peut-étre aussi évoquer la normalité
des données désaisonnalisées, qui respectent donc mieux les hypothéses de la
géostatistique classique. Par ailleurs, les portées sont plus élevées au Nord qu'au Sud, ce qui
voudrait dire que la variabilité interannuelle se développe sur des zones moins étendues au
Sud, mais en revanche, elle y est en général plus forte (méme si cela se mesure en
1/100éme de °C, et que la qualité des données sur 'hémisphére Sud est bien inférieure a
celle de 'hémisphére Nord....)

Si nous cherchons maintenant a relier ces résultats a la physique de la donnée
étudiée: la SST & laquelle on a retiré le cycle saisonnier, nous pouvons, & travers l'analyse
variographique, décrire la variabilité interannuelle de la SST. Contrairement aux variations
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saisonniéres, il ne semble pas y avoir de région qui se démarque par une variabilité plus forte
et les zones dextension sont comparables. L'utilisation d'un méme variogramme sur
'ensemble de la zone ne serait donc pas aussi pénalisante qu'elle ne le serait pour la SST
brute ot nous avons souligné les grandes différences entre les deux hémisphéres. Nous
pensons, entre autres, & une utilisation de ces modeéles en simulation. Nous verrons aussi, au
§ 4-5 comment on peut s'en servir pour faire 'ACPP des données en essayant de s'affranchir
des erreurs d'estimation des covariances induites par un échantillonnage statistique réduit.

Mais, pour I'heure, aprés cette analyse structurale classique, nous allons passer a
l'application de ACPP aux données de SST.

4-4 APPLICATION DE L'ACPP AUX DONNEES DE SST ET COMPARAISON
AVEC L'ACP CLASSIQUE.

4-4-1 Résultats déja obtenus par ACP classique des données.

Le premier fichier ayant servi de base aux résultats présentés par la suite ne
couvrait que la période 1964-1979, soit 16 ans de mesures. Nous verrons donc si avec 8 ans
supplémentaires, les résultats obtenus a I'époque restent stables.

L'analyse par ACP a, par ailleurs, été réalisée sur trois types de données:
i) le cycle moyen X((t;, xj) défini par (4-3) (Piedeliévre, 1985)
i) les données brutes X(t;, &, x;) (Piedeliévre, 1985; Servain et Legler, 1986)

iii) les données désaisonnalisées Xy(t;, & _)gj) (Piedelievre, 1985).

Nous allons rappeler les principaux résultats obtenus et, pour les deux derniers cas,

discuter leur stabilité lorsqu'on dispose de 8 ans de mesures supplémentaires.
4-4-1-1 ACP du cycle moyen.

D'aprés Piedeliévre (1985), le poids de la premiere F.P. est écrasant (91,5% de
variance expliquée). Sa cartographie se confond quasiment avec celle de l'écart-type des
données brutes (cf Fig. 4-3-b), avec deux zones & fort gradient: les iles du Cap Vert et la
région de remontée du Courant Sud Equatorial (CSE) au large des cdtes angolaises. La
composante principale (abrégée par C.P. dans la suite) associée dans le domaine temporel
est une sinusoide décrivant le cycle saisonnier. o

La F.P. 2 explique seulement 4,5% de la variance. Sa structure est plus complexe,
mais on peut admettre qu'elle décrive les zones d'upwellings équatorial et ctiers (golfe de
Guinée, cdte angolaise). La C.P. associée est quasiment nulle jusqu'en Mai et présente deux

maxima de signes opposés en Juillet et Novembre.
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o

Eig. 4-15:Fonctions propres calculées par ACP classique de la SST brute entre 1964 et 1987.
(agF.P.1 (b)FP.2 (c)FP.3 (d)FP.4 (e)FP.5 (iF.P.6
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La F.P. 3 (2% de variance expliquée) ne présente pas de changement de signe
notable, sauf quelques zones de gradient pres de Cap Vert, du golfe de Guinée et le la céte
angolaise. La C.P. correspondante présente une variation biannuelle: deux minima et deux
maxima pouvant correspondre & la périodicité du jet nord du Courant Sud Equatorial (CSE).

4-4-1-2 ACP des données brutes.
Elle a été décrite par Piedeliévre (1985) et Servain et Legler (1986). Le tableau 4-3

donne les pourcentages de variance expliqués par les F.P. 13 6 pour les deux périodes 1964-
1979 et 1964-1987.

F.P. 1 2 3 4 5 6

e % variance 81.0 5.1 3.8 1.6 0.8 0.7
2 expliquée

«

& | % cumulé 81.0 86.1 89.9 91.5 92.4 93.1
5 % variance 80.5 5.1 3.6 1.6 0.8 0.8
2 expliquée

<t

& | %cumulé 80.5 85.6 89.2 90.8 91.6 92.4

Tableau 4-3: % de variance expliqués et % cumulés pour les six premieres F.P. obtenues
par ACP classique de la SST brute pour 1964-1979 et 1964-1987.

On voit donc qu'il y a une bonne stabilité des résultats qui se manifeste aussi sur la
cartographie des F.P. (Fig. 4-15). La Fig. 4-16 donne l'évolution temporelle des C.P.
correspondantes. '

Au niveau de l'interprétation qui est faite de ces F.P., on peut reprendre ce qui a été
dit pour le cycle moyen. En particulier, 'analyse temporelle des C.P. montre (& travers le
calcul du périodogramme, approximation de la densité spectrale d"énergie) des pics
correspondant a, respectivement une périodicité de 12 mois pour la C.P. 1, 6 et 12 mois pour
la C.P. 2, 12 mois pour la C.P. 3, et 6 mois pour la C.P. 4 (Fig. 4-17).

4-4-1-3 ACP classique de données désaisonnalisées.

Nous reprenons ici les résultats de Piedeliévre (1985). Le tableau 4-4 suivant donne
les pourcentages de variance expliqués pour les dix premiéres F.P. sur les périodes 19-64-
1979 et 1964-1987.

LA encore, on observe une trés grande stabilité des résultats qui se retrouve sur la
cartographie des F.P. (Fig. 4-18). La Fig. 4-19 présente les C.P. correspondantes. Notons
que, maintenant, ces C.P. ne présentent plus des périodicités comme avec les données
brutes, I'autocorrélation temporelle décroissant plutét de fagon exponentielle (Fig. 4-20).
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Fig. 4-16:Evolution temporelle des Composantes Principales obtenues par ACP classique de

la SST brute entre 1964 et 1987.
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Si on regarde la F.P. 1, elle garde un signe constant, avec des exirema au
voisinage du Cap Vert et de l'upwelling équatorial. On peut de plus dire que le signe de la
C.P. 1 traduit un réchauffement ou un refroidissement par rapport 4 'année moyenne.

La F.P. 2 change de signe au niveau de I'équateur et traduit l'opposition entre les
deux hémispheres. Elle est aussi trés proche de la F.P. 1 des données brutes.

F.P. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
@ % variance | 22.1 17.0 6.4 5.6 3.9 35 3.1 2.8 2.3 2.0
2 expliquée
=T
S | %cumulé | 221 | 39.1 | 455 | 51.1 | 550 | 58.5 | 61.6 | 64.4 | 66.7 | 68.7
g "1 % variance 20.7 17.0 6.2 5.2 3.9 3.3 3.1 2.7 2.4 2.1
= expliqguée | - -
% % cumulé 20.7 37.7 43.9 49.1 53.0 56.3 59.4 62.1 64.5 66.4

JTableau 4-4: % de variance expliqués et % cumulés pour les dix premieres F.P. obtenues
par ACP classique de la SSTdésaisonnalisée pour 1964-1979 et 1964-1987.

Ce premier paragraphe nous a donc permis de faire le point sur les études menées
par ACP classique sur les données. Nous allons maintenant aborder I'application de 'ACPP
proprement dite, en voyant tout d'abord comment on peut la mettre en oeuvre sur la sphére,
et avec un fichier contenant plus de points de mesure que d'observations. Ensuite, nous
regarderons, d'une part la stabilité des F.P. calculées par ACP ou par ACPP lorsque la grille
réguliére initiale de 2° par 2° est dégradée aléatoirement et, d'autre part, nous comparerons

les deux approches avant de tester I'utilisation de 'ACPP pour la reconstitution des champs
de 1986 et 1987.

4-4-2 Application pratique de 'ACPP aux données de SST.
4-4-2-1 Les problémes posés.

L'approximation numérique décrite au § 1-3 a, bien sdr, été utilisée, mais son
application pratique, dans le cas de nos données de SST, nécessite les deux adaptations
suivantes:

i) Pour le calcul de la matice E des produits scalaires,. il faut tenir compte du
fait que le domaine d'étude n'est plus plan, mais une portion de surface sphérique, ce qui
modifie le calcul des surfaces des triangles lorsqu'on utilise des fonctions linéaires par
facette.

i) Nous travaillons avec un fichier possédant plus de stations que de
réalisations. Pour alléger les calculs et éviter de diagonaliser une matrice C.E de dimension
(P,P), P étant le nombre de stations, dont P-N valeurs propres seraient nulles (N est le
nombre de réalisations), nous avons adapté la méthode consistant & travailler avec la matrice
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Fig. 4-20:Autocorrélation temporelle des Composantes Principales obtenues par ACP
classique de la SST désaisonnalisée entre 1964 et 1987.
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transposée XT, de la matrice (N,P) des observations X (Lebart et Fenelon, 1973; Piedeliévre,
1985; Lagerloeff et Bernstein, 1988) pour prendre en compte l'introduction de E.

Le calcul des éléments E; de la matrice E sur la sphére est décrit en Annexe C2.

Nous allons maintenant expliciter le second point.

4-4-2-2 Mise en oeuvre pratique de I'ACPP lorsqu'on dispose de plus
de points de mesure que de réalisations.

On considere toujours un processus aléatoire X(&, x) ou x est le vecteur des
coordonnées spatiales et § 'indice de la réalisation aléatoire.

Soit X, de dimension (N,P), la matrice des N observations §, i=1,.N de X(&, x)

échantillonné en P points de mesure x,, j=1,..P.
a-CasouN>P

Nous avons vu au § 1-3 que 'ACPP de X(&, x) conduisait a résoudre le probléme

matriciel suivant:

C.E.F=F.A (4-12)
avec -C=1N.XT.X =matrice (P,P) de variance-covariance.

-E = matrice (P,P) des produits scalaires

-F = matrice (P,P) des vecteurs propres

- A = matrice diagonale (P,P) des valeurs propres.

On calcule aussi la matrice Z (N,P) des composantes principales:

Z=X.E.F (4-13)

Lorsque N>P, le rang de C est au plus P et, en général, les P valeurs propres sont

non nulles. En revanche, si N<P, le rang de C est au plus N et P-N valeurs propres sont
nulles. Dans le cas de I'ACP classique, (ou rappelons-le, on résout C . F = F . A), on travaille

alors avec la matrice associée C* = 1/N . X. XT , de dimension (N,N), ce qui permet de

réduire les temps de calcul. Les vecteurs propres de C* sont alors, & une constante

multiplicative pres, les composantes principales de C, et réciproquement.
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Voyons maintenant comment nous pouvons adapter cette technique en introduisant
la matrice E.

B-CasoUN<P

Considérons la matrice C* = 1/N . X. E . XT, de dimension (N,N). Ses éléments Cij*

peuvent étre définis comme une "covariance spatiale” inter-événement. En effet, si nous
calculons A=ID X x) - X(E,j, x) . dx pour approcher cette covariance, mais en approximant

X(&, x) comme au § 1-3 par

X*(€,x) = ; X(E, Xm) - em(X) (4-14)
m=1
nous obtenons:
A= ly I XE.e. EX@I, Xm) - €m(x) OX
=1 m=1

P P
DT XEX . Jpe®. en) . d XE x,)
=1 m=1

P P
I XEX) Ep. XEXm) =Gy

l=1 m=1

i) C* posséde les mémes valeurs propres que C et la matrice F* (N,N) des vecteurs
propres normeés est:

F* =1 / N1/2 . ZN . AN-1/2 ) (4- 15)
ou -Zy = X.E.Fy =matrice (N,N) des N premiéres composantes de C.
- Fy = matrice (P,N) des N premiers vecteurs propres de C.
- Ay = sous-matrice diagonale (N,N) des N valeurs propres non

nulles de C.
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Démonstration: c.F =1/ N¥2 X.E.XT.Zy.Ay V2
=1/N¥2 X, E.XT.X.E.Fy.Ay"?

=1/NV2_.X.E.C.E.Fy.Ay"?
=1/NV2, X .E.Fy.Ay. A2

d'aprés (4-12) restreinte & Fy
= 1 / N1/2 . ZN * AN=1/2 AN = F* - AN

i) On peut calculer une matrice Z* (P,N) des "composantes” de C*.

Z* = XT.F*= NV2_Fy. A\"2 (4-16)

Démonstration: Z*=XT.F* =1/NV2, X7V, Z,. A2
=1/ N1/2,XT.X.E.FN.AN'1/2

= N1/2 e C . E a FN . AN-1/2
=N1/2 | FN Ay, AN-1/2 = N12 FN . AN+1/2

iii) F* est bien orthogonale:

Démonstration: FPT.FY = 1N AGR.Z\T.Zy . A2
2ANTY2. Ay - AyV2 = 1y ol Iy est la matrice unité (N,N)

Nous avons de plus utilisé le fait que les Z, sont des variables décorrélées.
iv) On peut déduire Fy et Zy de F* et Z* (ce qui est le but final de tout ce calcul)
FN = 1/ N‘l/2 a z* . AN-1/2 (4'1 7)

Z, = NV2 F A2 (4-18)

v) On peut vérifier que les vecteurs propres Fj sont bien orthonormés pour le produit

scalaire défini par les g,(x) , c'est-a-dire que:

FNT. E . FN= 'N
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Démonstration;  FyT.E.Fy =1/NAy12 27,20 A2
SUNAGVZ P XL E.XT P Ay 12
= Ay 2 PTG L Fr L AT
=ANV2 FTL BT Ay A2

= -1/2 -1/2 .
AN 'IN'AN'AN —lN

4-4-3 Stabilité des F.P. calculées par ACP ou par ACPP lorsqu'on dégrade

leatoirement le r

Lors de la présentation de la technique d'ACPP, nous avons souligné que son
intérét, par rapport a une ACP classique, est de prendre en compte explicitement la forme et
la taille du domaine, mais aussi d'approcher objectivement l'intégration analytique en
affectant des poids différents aux diverses stations, lorsque le réseau de mesure est
irrégulier. Nous avons voulu voir si cela se vérifiait pour les données de SST
désaisonnalisées.

Les données initiales étant déja sous forme de grille réguliere, il nous était difficile
d'évaluer cet aspect. Nous avons donc construit arbitrairement un réseau irrégulier, pour voir
si nos techniques étaient bien capables de compenser cette irrégularité. Pour cela, partant de
la grille réguliére, présentée a la Fig. 4-1, nous avons retiré aléatoirement 254 stations sur les
628 initiales afin de constituer un réseau, a-la fois moins dense et plus irrégulier. Sa

discrétisation est donnée Fig. 4-21.

59°W 0° 15°E
29°N N kA : 1 2G°N
e — -3 —+Equateur
19°S | VI j 20 19°S
59°W 0° 15°E
Fig. 4-21:Discrétisation du réseau de P=374 stations obtenu aprés dégradation aléatoire de

la grille 2° par 2° initiale de P=628 points.
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Nous avons ensuite réalisé une ACP classique et une ACPP sur la grille réguliére
de 2° par 2° et ce réseau aléatoire. Le tableau 4-5 donne les % de variance expliqués par les
dix premiéres F.P. dans chacun des cas étudiés.

On remarque que, pour 'ACP classique, les résultats sont stables et on atteint
66.4% de variance expliquée avec la grille réguliére et 66.8% avec le réseau aléatoire. En
revanche, sur le réseau aléatoire, 'ACPP fait gagner 3% de variance expliquée sur les dix
premiéres F.P., notamment sur la premiere et la troisiéme. Néanmoins, les résultats resténf
comparables.

Afin de quantifier la ressemblance entre les F.P., nous avons calculé les coefficients
de détermination p? entre les valeurs des F.P. aux noeuds de la grille réguliére de P=628

points, les valeurs du réseau aléatoire y ayant été obtenues par interpolation spline, méme si
cela peut contribuer a modifier 1égérement les résultats. Le tableau 4-6 donne ces
coefficients. Comme au chapitre 2, nous avons comparé une F.P. calculée sur la grille 2° par
2° (premiére colonne) avec plusieurs F.P. obtenues sur le réseau aléatoire (deuxiéme

colonne), afin de déceler les dégénérescences. Les colonnes 3 et 4 contiennent
respectivement les p2 entre grille réguliére et aléatoire pour un calcul par ACP classique, puis

par ACPP.
F.P. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
f ~ | % variance | 20.7 17.0 6.2 5.2 3.9 3.3 3.1 2.7 2.4 2.1
B & | expliquée
Z 2
§ & | % cumulé 20.7 37.7 43.9 49.1 53.0 56.3 59.4 62.1 64.5 66.4
S g % variance | 20.7 17.2 6.0 5.3 3.8 3.5 3.3 2.5 2.4 2.1
§ © | expliquée
T % cumulé 20.7 37.8 43.9 49.2 53.0 56.5 59.8 62.3 64.7 66.8
& | % variance | 23.4 18.5 6.2 5.1 3.9 3.2 2.9 2.6 2.3 1.8
& | expliquée
o
& 5 | % cumulé 23.4 41.9 48.1 53.2 57.1 60.3 63.2 65.8 68.1 69.9
2 8 % variance | 25.6 18.1 7.6 5.3 3.6 3.4 3.0 2.5 2.0 2.0
< |_expliquée
2]
T % cumulé 25.6 43.7 51.3 56.6 60.2 63.6 66.6 69.1 71.1 73.1

T 4-5: % de variance expliqués et % cumulés des dix premiéres F.P. des données
désaisonnalisées calculées par ACP classique ou ACPP sur la grille 2° par 2°
ou le réseau aléatoire.

Ces coefficients montrent, malheureusement, une plus grande stabilité des résultats
par ACP classique, ou de réels mélanges entre plusieurs F.P. ne se produisent qu'a partir de
la F.P. 8. En revanche, par ACPP, sauf pour la F.P. 2, les résuitats sont trés décevants
puisque, méme la F.P. 1 ne coincide pas entre les deux essais. Pour les autres F.P., des

mélanges se produisent, mais néanmoins, on arrive & retrouver, en combinant I'ensemble des
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n° FP n° FP ‘
comparée ACP ACPP
P =628 P=374
1 1 0.97 0.24
2 0.18 0.35
3 0.14
7 0.14
2 1 0.38 0.32
2 0.996 0.96
3 3 0.87 0.69
4 0.13 0.42
5 0.20
4 3 0.15
4 0.86 0.42
5 0.21
6 0.40
7 0.12
5 1 0.17 0.30
5 0.84 0.58
6 0.10
7 0.30
6 5 0.09
6 0.85 0.46
8 0.36
7 7 0.92 0.31
8 0.44
9 0.12
8 8 0.40 0.11
9 0.55 0.69
9 8 0.56
9 0.33
10 0.41
10 10 0.87 0.21
Tableau 4-6:  Coefficients de détermination p2 entre F.P. calculées sur la grille réguliere 2°

par 2° (P=628) et le réseau aléatoire (P=374) pour une estimation par ACP
classique ou par ACPP.
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grille 2%2 réseau aléatoire

S V|

b 40
,1.0'\ Q

——0="5 \
- = = —2020 __,.,
=W

A

(b) F.

(c) FP.5

Fig. 4-22:F.P. calculées par ACP classique, & gauche sur la grille réguliére de 2° par 2°,
a droite sur le réseau aléatoire.

(@) F.P.1 (b) F.P.4 ¢/ FP.5
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Vi, i\l

Fig. 4-23:F.P. calculées par ACPP,  gauche sur la grille réguliére de 2° par 2°, 3 droite sur le
réseau aléatoire.

(a) F.P.3 (b) F.P.4 (c) FE.P.5
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F.P., les différentes zones a fort gradient. La Fig. 4-22 illustre les bons résultats par ACP
pour les F.P. 1, 3 et 5. La Fig. 4-23 montre quant a elle les mélanges entre les F.P. 3,4 et 5
qui se produisent par ACPP.

Néanmoins, et contrairement aux essais du chapitre 2, nous ne connaissons pas
les vraies F.P. et nous ne pouvons pas dire si les instabilités observées par ACPP
condamnent les résultats qu'elle donne pour les F.P. En effet, nous avons vu au chapitre 2
que la taille finie de I'échantillon utilisé pour estimer la matrice de variance-covariance
induisait les erreurs les plus importantes sur l'estimation des F.P. Or, avec N=288
observations, de plus autocorrélées, pour P=374 ou 628 stations, nous sommes siirement
dans un cas tres défavorable. Et il est fort probable que nous ne soyons pas en mesure de
bien séparer les différentes valeurs propres. Dans ces conditions, les F.P. estimées sont des
combinaisons linéaires des vraies F.P. et, si nous retrouvons ce phénomeéne, plus visible en
ACPP, c'est parce que la matrice E des produits scalaires change lorsqu'on passe de la grille
réguliére au réseau aléatoire. La matrice C.E diagonalisée sur le réseau aléatoire est donc
trés différente d'une sous-matrice de son homologue sur la grille réguliere. En revanche, avec
IACP classique, la matrice C pour le réseau aléatoire, est extraite de € pour la grille
réguliere. Geci pourrait expliquer que les F.P. estimées par ACP classique soient peu
modifiées lorsqu'on dégrade le réseau, contrairement a ce qui se passe en ACPP.

Cependant, pour peu qu'on interpréte 'ensemble des F.P., on réussira & déterminer
toutes les zones A fort gradient, qui sont assez bien individualisées et correspondent toujours
aux zones d'upwellings (iles du Cap Vert, golfe de Guinée, cétes de I'Angola, équateur).
Mais, on peut avoir plus ou moins de mal a faire émerger de ces cartes les connexions entre
réchauffement ou refroidissement de telle ou telle zone. On retrouve donc ici e probléme de
linterprétation des résultats d'une analyse EOF, avec ici une forte suspicion pour les effets
d'échantillonnage (nombre d'observations)....

4-4-4 Comparaison entre F.P. calculées par ACP classique et par ACPP.

Cette comparaison a été réalisée a la fois sur les données brutes (grille 2° par 2°) et
les données désaisonnalisées (grille 2° par 2° et réseau aléatoire). Le tabieau 4-5 contient,
rappelons-le les pourcentages de variance expliqués et cumulés pour les données
désaisonnalisées. Le tableau 4-7 les présente pour les données brutes.

Les résultats montrent que 'ACPP permet d'extraire plus de variance des données,
notamment sur les premieres F.P. En effet, si on ne gagne que 0.8% sur le pourcentage
cumulé des dix premiéres F.P. issues de l'analyse des données brutes, on atteint 3.5% (resp.
8.3%) pour celle des données désaisonnalisées sur la grille 2° par 2° (resp. le réseau
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aléatoire). Ce résultat est intéressant pour le stockage des données et la condensation de

l'information.
F.P. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 | % variance | 80.5 5.1 3.6 1.6 0.8 0.8 0.6 0.5 0.5 0.3
) é‘- expliquée
< ©
S | % cumulé 80.5 85.6 89.2 90.8 91.6 92.4 93.0 93.5 94.0 94.3
% variance | 81.2 5.4 3.7 1.5 0.8 0.7 0.5 0.5 0.5 0.3
% expliquée -
< % cumulé 81.2 86.6 90.3 91.8 92.6 93.3 93.8 94.3 94.8 95.1
Tabl 4-7: % de variance expliqués et cumulés pour les dix premiéres F.P. calculées ,

respectivement par ACP classique ou ACPP de la SST brute.

Si on regarde maintenant les coefficients de détermination p2 entre F.P. calculées

par ACP classique ou ACPP (tableau 4-8 , voir § précédent pour la fagon dont il doit étre lu),
on observe que, pour une méme densité de points, la cohérence des F.P. estimées par ACP
classique et ACPP est plus grande sur les données brutes jusqu'a la F.P. 5. Puis, c'est le
contraire pour les F.P. suivantes. Cependant, pour les F.P. 6 et 7, on note une inversion
entre ACP et ACPP, pour les données désaisonnalisées. En revanche, sur le réseau
aléatoire, la cohérence est nettement moins bonne et les F.P. estimées par chacune des
techniques se mélangent comme l'illustre la Fig. 4-24 pour les F.P 3 et 4.

La bonne cohérence entre ACP et ACPP sur la grille réguliére peut se comprendre
assez facilement. En effet, & cause de cette régularité (et malgré l'effet de la latitude), on peut
estimer que les surfaces représentatives de chaque station sont comparables. L'introduction
de la matrice E ne jouera donc pas une réle capital, d'ou la similitude des resultats. En
revanche, lorsqu'on travaille sur le réseau aléatoire, la matrice E prend tout son poids, ce qui
explique la divergence des résultats.

Mais alors, que conclure? Ou est la vérité? On peut probablement reprendre ici les
remarques faites au § précédent. Ne connaissant pas les vraies F.P., nous ne pouvons pas
déterminer la meilleure méthode. En revanche, les instabilités constatées devraient inciter &
beaucoup de prudence lors d'une éventuelle interprétation des F.P. car elles nous prouvent
que les conditions d'échantillonnage sont telles que les erreurs introduites sur I'estimation des

F.P. sont trés importantes et justifient une exploitation trés circonspecte des résultats.
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n° FP n° FP Données Données désaisonnalisées
ACPP ACP Brutes ACP et ACPP sur
étudiée comparée P=628 grille P=628 | grille P=374
1 1 0.9997 0.991
2 0.38
5 0.33
2 1 0.23 0.58
2 0.992 0.997 0.92
3 0.38
3 1 0.19
2 0.51
3 0.98 0.93 0.55
4 0.20
4 3 0.52
4 0.99 0.90 0.30
5 3 0.23
4 0.22
5 0.97 0.97 0.37
6 0.11
6 4 0.40
6 0.85
7 0.14 0.87 0.36
8 0.11
7 1 0.11
5 0.44
8 0.12 0.78
7 0.65
8 0.17 0.13 0.11
9 0.22
8 6 0.20 0.56
7 0.15 0.09 0.19
8 0.57 0.58
9 0.22
9 6 0.28
7 0.27
8 0.17
9 0.72 0.89 0.27
10 8 0.22
10 0.77 0.79 0.44

4-8:  Coefficients de détermination p2 entre F.P. calculées par ACP ou par ACPP.
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Fig. 4-24:F.P. calculées sur le réseau aléatoire, & gauche par ACP classique, a droite par
ACPP. (a) F.P.3 (b) F.P.4.
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4-5 COMPARAISON DE DIFFERENTES TECHNIQUES DE RECONSTITUTION
BASEES SUR L'ACP OU L'ACPP POUR LA RECONSTITUTION DES CHAMPS DE 1986
ET 1987.

4-5-1 Introduction.

Aux paragraphes 4-4-3 et 4-4-4 précédents, nous avons vu qu'il était difficile de
comparer efficacement les F.P. estimées par ACP classique et par ACPP car nous ne
disposions pas des yraies F.P. Néanmoins, nous allons voir maintenant que, malgré les
problémes d'instabilité des F.P. mis en évidence plus haut, la méthode d'ACPP peut étre
utilisée avec succes pour la reconstitution de champs. |l suffit pour cela de faire abstraction
de toute interprétation physique des F.P. et de les considérer dans leur globalité. Alors, la
méthode devient trés intéressante, notamment pour le stockage de données: on stocke en
effet K<P F.P. et, pour chaque champ &, K<P Z,(&) qui seront utilisées pour reconstituer les
champs (voir § suivant).

Pour clore ce chapitre, nous avons donc, dans cette optique, testé et validé

iv i nstitution : 'ACP "ACPP (voir chapitres 1 et 3), sur
les 24 champs de SST désaisonnalisée, correspondant aux années 1986 et 1987, qui
n‘auront pas servi a 'ACP ou I'ACPP, effectuée sur les années 1964 a 1985 ou a partir d'un
modeéle moyen de covariance ajusté au § 4-3-3.

Dans ce cas, la comparaison entre les méthodes peut vraiment étre "objective"
puisqu'on dispose, d'une part des "vraies" valeurs observées, constituant le fichier de
référence, et, d'autre part, des valeurs reconstituées par l'une des techniques de
reconstitution testées. .

Dans ce paragraphe, toujours grace aux 24 champs de 1986 et 1987, néus
essaierons aussi de répondre a une question qui a été soulevée au chapitre 2; vaut-il mieux
faire ACPP (ou 'ACP) de la matrice de covariance empirique ou utiliser, pour la remplir, un
modéle moyen, ajusté sur le nuage de corrélation, comme ceux gue nous avons obtenus au
§ 4-3-37

Nous présenterons donc tout d'abord les différentes techniques de reconstitution
utilisées, puis les critéres de comparaison retenus, avant de passer a I'analyse des résuiltats.

4-5-2 | es différentes techniques de reconstitution testées.

Elles s'appuient toutes sur la formulation proposée au chapitre 3 en simulation. Si
nous notons X™4(t, &, x) la SST désaisonnalisée reconstituée, nous aurons:
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K
Xt & x) =2  Z(t, &) . F(x) +&(t, &, x) (4-19)

k=1

ou encore pour le mois t;, 'année ¢ et le point x;:

K
X“4(ti, € X) = X Z (4. §) . Fk(xi) + &, &, X)) (4-20)
k=1
Ce qui distinguera chaque méthode testée sera |le_mode de calcul des fonctions

propres, qui pourra étre de quatre types:

1- ACP classique de la SST désaisonnalisée de 1964 a 1985

2-  ACPP de la SST désaisonnalisée de 1964 a 1985 en utilisant une
discrétisation constante par morceau (CPM)

3-  ACPP de la SST désaisonnalisée de 1964 a 1985 en utilisant une
discrétisation lindaire par facette (LPF) (ct Fig. 4-1).

4- ACPP en LPF en remplissant la matrice C de variance covariance en
utilisant le modéle exponentiel ajusté sur I'ensemble du domaine (cf § 4-3-3):

C(h) = 34.0 exp( - h/1586. ) (4-21)

BRemarque: Nous aurions aimé exploiter l'information sur les anisotropies de structure
révélées par I'analyse variographique par azimut, en utilisant les divers
modeles ajustés dans chacune des quatre directions d'investigation. Mais,
dans ce cas, la matrice C n'est plus forcément définie positive et,
effectivement, la tentative a été vouée a I'échec car nous obtenions la moitié
des valeurs propres négatives et, de plus, du méme ordre de grandeur, en
valeur absolue, que les valeurs propres positives. C'est pourquoi nous avons
choisi de n'utiliser qu'un seul modéle, le modeéle moyen, tout en sachant bien
qu'il simplifiait considérablement la structure du phénomene. Pour tenir
compte des anisotropies, il aurait fallu caler des modéles ayant méme palier
dans chaque direction et des portées éventuellement différentes, ce qui aurait
permis de conserver la positivité de la matrice C.

Les Z(t;, &) ont été calculés grace au produit matriciel :

Z=X.E.F (4-22)

ou X est, ici, la matrice (24,P) des 24 champs de 1986 et 1987 observés aux P stations x;,

j=1..P.
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Bemarque: Notons que nous pouvons intégrer 'ACP classique dans cette formulation, en
prenant pour la matrice E, la matrice identité lp, de dimension (P,P).

De méme, le systéme a résoudre pour calculer la matrice des fonctions
propres aux P stations, s'écrira pour toutes les techniques C.E.F=F . A.

Ce qui distinguera chacune sera le mode de calcul de C (a 'aide des
données de 1964 a 1985 ou du modeéle (4-21)) et celui de E (ACP classique
ou de processus, en GCPM ou en LPF).

Enfin, le résidu (t;, &, X;), si nous nous rétérons au chapitre 3 sera représenté par

un bruit blanc gaussien, ajouté pour compenser le déficit en variance dd 3 la troncature a K
F.P. Dans cette étude, nous avons choisi K expliquant 90% de la variance totale, ce qui
donne K=39 pour I'ACP classique et TACPP en CPM; K=34 pour I'ACPP en LPF et K=44
pour 'ACPP utilisant le modéle, mais dans ce dernier cas nous avons pu calculer 628
F.P.(c'est-a-dire autant que de points de grille) contre 264 dans les trois autres cas (ot la
matrice de covariance était de rang N=264 < P=628). Nous avons vu au chapitre 3 que nous
pouvions calculer la variance du résidu en chaque point. A cause de problémes numériques,
nous n'avons pas pu le faire ici et nous avons di nous contenter de générer un bruit blanc
gaussien de méme variance partout, égale a 10% de la variance totale.

Nous avons aussi testé chague méthode sans ajouter ce résidu g, ce qui nous

donne, au total, 8 techniques de reconstitution & comparer.

4-5-3 Les criteres de comparaison.
Il s'agit essentiellement de critéres statistiques sur les écarts e(t;, §, x;) entre

valeurs observées et valeurs reconstituées:

e(tl, gl’ _X_‘)= Xd(tl’ &|’ Xj) - X*d(tl’ él’ ‘&]) tl’ |=1 ,..12: Xj j=1 ..P, E‘,| |=86,87

(4-23)

i) Erreur relative normée par la moyenne E.R. : il s'agit de la moyenne des
écarts divisée par la moyenne des valeurs observées. E.R. nous renseigne sur I'existence
d'un biais systematique.

iy Erreur absolue normée par la moyenne E.A. : c'est la moyenne des
valeurs absolues des écarts, toujours normée par la moyenne des valeurs de référence. Ce
critére donne des indications sur la dispersion des écarts tout comme le critére suivant:

iil)y Erreur quadratique moyenne normée par la variance des valeurs
observées E.Q. Ce dernier critére donne beaucoup de poids aux fortes erreurs (a cause du
carré).

iv) On peut aussi tracer I'histogramme de ces écarts afin de déceler
d'éventuelles particularités de leur distribution.
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Une analyse des corrélations entre valeurs observées et reconstituées a, bien sdr,
été menée. Nous avons calculé la pente a et le coefficient b de la droite de régression:

X*4lt & ) = a . Xyt €, %) + b (4-24)

et le coefficient de corrélation R correspondant, pour I'ensemble des 24x628 = 15072 valeurs

reconstituées, mais aussi champ par champ, ce qui nous permet, en classant les 24
coefficients R2(t;, &), i=1..12, I=86,87 obtenus par ordre croissant, de tracer des courbes dites

"d'efficacité” de chacune des méthodes. Si ces derniéres étaient parfaites, les critéres a, R,
R2(t;, &) vaudraient un et b serait nul.

4-5-4 Analyse des résultats globaux.

lls sont résumés dans les tableaux 4-9 (caicul des erreurs) et 4-10 (analyse des

corrélations).
Technique Moyenne Variance E.R. E.A. E.Q

Données Observées 1.69 37.22

ACP class. 64.85 S.R. 1.67 30.23 1.16 120.10 18.90
ACPP 64.85 CPM S.R. 1.67 30.20 120.00 18.90

ACPP 64.85 LPF S.R. 1.61 29.44 4.43 123.80 21.00
ACPP LPF modele S.R. 1,64 31.33 2.50

ACP class. 64.85 A.R. 1.67 34.04 1.49 150.80 28.40
ACPP 64.85 CPM A.R. 1.67 33.42 1.26 148.90 27.70
ACPP 64.85 LPF A.R. 1.62 "33.11 4.15 156.40 31.20
ACPP LPF modéle A.R. 1.66 34.85 1.73 131.30 22.00

Tableau 4-9: Moyenne, variance, erreur relative E.R., absolue E.A. et quadratiques E.Q.

calculées sur les 15072 valeurs reconstituées. Dans la désignation des
techniques, S.R. signifie "sans résidu” et A.R. "avec résidu”.

Plusieurs choses sont frappantes. Tout d'abord, quelle que soit la technique, les
critéres sont meilleurs lorsqu'on ne rajoute pas de résidus, sauf parfois I'erreur relative qui,
d'ailleurs, varie peu. Ceci voudrait dire que le résidu (dont I'espérance est nulle) ne biaise pas
la reconstitution, mais augmente sensiblement la dispersion du nuage. Nous n'avions pas

observé un tel phénoméne au chapitre 3 lors de [utilisation de 'ACPP en simulation ou, 1a
aussi, nous ajoutions un résidu €. Mais alors, nous travaillions avec des données de variance
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identique en tout point, ce qui permet d'expliquer que nous n'ayons pas eu de probléme
particulier d'instabilité. Au contraire, nous avions pu observer I'effet bénéfique de cet ajout sur
la variance totale.

Ici, la Fig. 4-25 de Tl'histogramme des écarts entre valeurs observées et
reconstituées par ACP classique des données de 1964 & 1985 illustre bien la dispersion plus
grande avec le résidu.
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Fig 4-25: Histogramme des écarts entre valeurs observées et reconstituées par ACP
classique des données de 1964 4 1985
- - - - sans ajouter de résidu. Moyenne des écarts=.019, variance des écarts= 7.12
en ajoutant un résidu. Moyenne des écarts=.021, variance des écarts= 10.42.

Néanmoins, c'est lorsqu'on ajoute les résidus qu'on est pius proche de la vraie
variance des données (colonne 2 du tableau 4-9), la reconstitution avec uniquement les K
premieres F.P. fournissant des champs a priori trop lisses. Mais, la plus grande dispersion
des écarts, traduite par 'augmentation de E.A. et E.Q. et la chute de la corrélation, nous
montre que l'ajout d'un résidu non structuré spatialement augmente artificiellement la
variance des données en bruitant les champs, ce qui les écarte des champs réels,
relativement lisses. Peut-étre aussi que les résidus ajoutés, non corrélés spatialement,
s'écartent trop de la structure des vrais résidus ( donnés par les N-K fonctions propres
laissées de c6té) qui pourraient étre corrélés spatialement. Ceci voudrait alors dire que nous
avons tronqué trop rapidement la série des F.P. et que de l'information structurée était encore
contenue dans les résidus.

Cependant, si on voulait utiliser les champs reconstitués pour étudier l'influence de
leur variabilité sur des sorties de modéles par exemple, peut-étre faudrait-il privilégier les
champs avec résidus dont la variabilité est plus grande et donc plus proche de celle des
données reelles {qui, déja, ont été fortement lissées par linterpolation optimale a laquelle

elles ont été soumises).
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Si l'on cherche maintenant & classer les quatre modes de calcul des F.P.,
indépendamment de l'ajout du résidu, c'est lorsque C est remplie 3 'aide du modgéle que les
résultats en corrélation sont les meilleurs. L'ACP classique et 'ACPP en CPM sont
strictement équivalentes, mais compte-tenu de la régularité de la grille, et malgré les
déformations des surfaces induites par la latitude, on peut admetire que les surfaces
associées a chacune des stations soient équivalentes, ce qui explique le résultat car la
matrice E est alors pratiquement la matrice identité, & une constante multiplicative prés. On
peut espérer que, sur un réseau plus irrégulier, 'ACPP en CPM aurait donné de meilleurs
résultats que 'ACP classique.

) variance

Technique R R a b résiduelle
ACP class. 64.85 S.R. 0.90 0.81 0.811 0.296 5.70
ACPP 64.85 CPM S.R. 0.90 0.81 0.811 0.298 5.71
ACPP 64.85 LPF S.R 0.89 0.79 0.79 0.278 6.20

FRRRZRRRRARARR

ACP class. 64.85 A.R. 0.85 0.73 0.815 0.286 9.32

ACPP 64.85 CPM A.R. 0.86 0.73 0.811 0.297 8.95
ACPP 64.85 LPF A.R. 0.84 0.70 0.789 0.285 9.95
ACPP LPF modéle A.R. 0.89 0.79 0.858 0.21 7.45

Tableau 4-10: Coefficients de corrélation R, % de variance expliquée R2, coefficients a et b
de la droite de régression et variance résiduelle calculés sur les 15072
valeurs reconstituées. Dans la désignation des techniques, S.R. signifie "sans
résidu” et A.R. "avec résidu”.

Enfin, c'est I'ACPP en LPF qui est la moins performante, mais, on perd seulement
2% de variance expliquée par rapport & 'ACP classique, contre 8% par rapport & 'ACPP
(toujours en LPF) du modele.... La supériorité de cette derniére technique, utilisant un modele
lisse, vient donc confirmer ce que nous avancions au chapitre 2: le calcul des F.P. est alors
meilleur qu'avec une matrice de covariance empirique. Nous avions d'ailleurs aussi noté que
l'approche LPF était beaucoup plus sensible que I'approche CPM & un échantillonnage
insuffisant, ce qui pourrait expliquer son moins bon comportement ici, ol le nombre
d'observations est réduit par rapport au nombre de stations. (Mais ajoutons aussi au credit de
I'approche LPF qu'elle permet de concentrer plus de variance sur moins de composantes que
I'ACP classique K90% = 34 contre 39).

On peut néanmoins étre surpris que l'utilisation d'un modéle de covariance unique
donne les meilleurs résultats. En effet, les paragraphes 4-2 et 4-3 nous avaient montré la
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Fig. 4-26:Fonctions propres calculées par ACPP (LPF) de la SST désaisonnalisée en
remplissant la matrice de covariance C a l'aide du modgle:
C(h) =34.0 exp( -h / 1586.)
(@ FP.1 (b)FP.2 (c)FP.3 (d)FP.4 (e)FP.5 (f)F.P.6
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non-stationnarité de la SST désaisonnalisée et on pouvait craindre qu'un modele homogene
et isotrope soit incapable de bien reproduire ces inhomogénéités.

Le classement des différentes techniques est confirmé par les valeurs des pentes
de la droite de régression qui est plus proche de un lorsque C est remplie avec le modéle et
c'est encore avec cetie méthode que les erreurs absolues et quadratiques ont les valeurs les
plus faibles.

Avant de passer a l'analyse champ par champ et aux courbes d'efficacité, nous
aimerions détailler un peu les résultats de 'ACPP lorsque € est remplie avec le modele. Ce
qui est frappant, c'est la grande différence entre les F.P. estimées avec le modéle ou avec
les covariances empiriques. La Fig. 4-26 présente les six premiéres F.P. obtenues a partir du
modéle que I'on pourra comparer avec leurs homologues données par exemple par ACP
classique du fichier 1964-1987 (Fig. 4-18). En fait, on n'a pas le sentiment d'observer des
fonctions sensées décrire le méme phénoméne: les F.P. calculées avec le modéle sont
beaucoup plus lisses et les gradients sont bien moins élevés. Par ailleurs, les différents
noyaux positifs et négatifs semblent plutét s'organiser selon la géométrie un peu particuliere
du domaine, dont nous retrouvons encore le réle prépondérant sur l'estimation des F.P. De
plus, contrairement aux F.P. estimées a l'aide des covariances empiriques, on ne peut plus
relier les F.P. aux zones de forte variabilité de la SST, puisque, en imposant un modéle
unique sur tout le domaine, nous en avons "oublié" l'existence. Néanmoins, lorsque l'ordre
des F.P. augmentera, les différents noyaux positifs et négatifs verront leur zone d'influence
diminuer progressivement, décrivant alors des phénomeénes plus locaux, notamment prés des
frontieres. Mais, ceci est plutét un effet géométrique et n'a pas vraiment de lien avec la
donnée elle-méme. Cependant, on peut admettre que, lors du calcul des Z,(t;, &) , qui fait

intervenir les valeurs observées, s'il y a des zones a plus forte variabilité, elles induiront, pour
certaines valeurs de k d'ordre élevé, des valeurs des Z, plus fortes, venant alors "exciter” une
F.P. décrivant une zone réduite. Mais ceci resterait a vérifier!....

Passons maintenant a l'analyse champ par champ et & l'étude des courbes
d'efficacité.

4-5-5 Analyse des résultats champ par champ.

lIs viennent confirmer les résultats que nous avons déja soulignés globalement:
i) la supériorité d'une reconstitution sans résidu plutét qu'avec résidu. La Fig.
4-27 des courbes d'efficacité pour 'ACPP des données de 1964 & 1985 en LPF avec ou sans
résidu l'illustre clairement et il en va de méme pour toutes les techniques. De méme, la Fig.

4-28 qui présente le champ de Février 1986 reconstitué par la méme méthode avec ou sans
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Fig, 4-29:Courbes d'efficacité des 24 champs reconstitués a {'aide des quatre techniques

étudiées. (a) sans résidu (b}  avec résidu.

—8-— ACP classique des données de 1964 & 1985.

~>¢— ACPP des données de 1964 & 1985 en CPM.

Q- ACPP des données de 1964 a 1985 en LPF.

—— ACPP en LPF en remplissant C a I'aide du modele

C(h) = 34.0 exp( -h / 1586.)
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(a) Donneesreelles 8 87

ACP clas. 64.85

(d) ACPP 64.85 Ipf (e) ACPP Ipf modele
Fig. 4-30:Cartographie du champ de SST désaisonnalisée d'Aout 1987
(a) Champ observé
(b)  ACP classique des données de 1964 a 1985, R=.90
() ACPP des données de 1964 a 1985 en CPM. R=.90
(d) ACPP des données de 1964 4 1985 en LPF. R=.89
(e)  ACPP en LPF en remplissant C & I'aide du modéle R=.91

C(h) = 34.0 exp( -h / 1586.)
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résidu, ainsi que les nuages de corrélation correspondants montrent la plus grande dispersion
du nuage lorsqu'on ajoute les résidus, et la plus grande irrégularité des champs simulés.
i) les meilleurs résultats sont obtenus lorsque C est remplie avec le modéle.
L'ACP classique et ACPP en CPM sont équivalentes (les deux courbes d'efficacité se
superposent) alors que 'ACPP en LPF est légérement moins bonne (Fig. 4-29-a pour les
courbes d'efficacité sans résidu et 4-29-b avec résidu).

Si on observe quels sont les champs bien ou mal reconstitués par les diverses
méthodes, il y a cohérence entre elles: les champs de 1986 (correspondant a des champs de
moyenne faible) sont mieux reconstitués que ceux de 1987 (ou les moyennes sont plutét
fortement positives; 4 a 5 1/10 °C). Mais cet effet "de série” peut s'expliquer par
l'autocorrélation temporelle entre les champs que nous avions évoquée a la fin du § 4-2.

La Fig. 4-30 présente enfin le champ d'Aout 1987 réel et reconstitué par les quatre
techniques, sans résidu.

4-6 CONCLUSIONS

Ce dernier chapitre, et notamment le dernier paragraphe, par un essai de
reconstitution des champs de SST désaisonnalisée de 1986 et 1987, ne nous a pas permis
de montrer de fagon probante la supériorité de I'approche de type processus sur 'ACP
classique, surtout dans sa version utilisant des fonctions linéaires par facette. Neanmoins, la
prise en compte de la continuité spatiale de la SST a travers l'analyse variographique nous a
permis d'ajuster un modéle moyen de covariance, dont lutilisation s'est avérée performante. li
semblerait donc bien que, méme sur des données non homogénes, ['utilisation d'un modéle
soit préférable a celle des covariances empiriques, au moins en termes de reconstitution sur
I'exemple traité. Ceci demanderait a étre confirmé par I'étude d'autres jeux de données.

De plus, c'est peut-étre moins l'utilisation des covariances empiriques en elle-méme
qui est a incriminer, mais plutét linsuffisance de I'échantillonnage statistique (nombre
d'observations) qui ne permet pas d'assurer la robustesse des F.P. estimées, comme nous
l'avons vu au § 4-3 lors de I'étude de stabilité des F.P. en dégradant aléatoirement le réseau
de base. Dans ce cas, l'interprétation des F.P. est délicate et le modéle moyen, méme s'il ne
donne aucune information sur les hétérogénéites peut étre préférable.

Cette application, si elle ne nous a certes pas permis de prouver la supériorite de
I'ACPP sur I'ACP classique, nous a au moins confirmé certains résultais annoncés au
chapitre 2 lors de la comparaison des solutions analytiques et numériques: la grande
importance des effets d'échantilionnage sur l'estimation des F.P. et la plus grande stabilité
donnée par l'utilisation d'un modéle ajusté.
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Par ailleurs, le choix d'un exemple avait été orienté vers un probléme présentant un
domaine bien défini (ici le bassin Atlantique intertropical), puisque nous avions mis en
évidence l'importance de ce domaine d'étude. Nous pouvons regretter que la régularité de la
grille et les lissages induits par I'utilisation de données par blocs ne nous aient pas permis
d'exploiter pleinement, sur ce domaine, les possibilités de 'ACPP sur un réseau irrégulier.
Néanmoins, nous pouvons citer les résultats d'un autre travail, réalisé a I''MG par Berlin et
Cendrier (1986), sur des champs journaliers de géopotentiels couvrant I'Europe Occidentale.
Dans ce cas, assez typique des exemples atmosphériques, le réseau des stations de
radiosondage est irrégulier (plus dense sur le continent que sur l'océan) mais le domaine
d'étude doit étre défini a priori car il n'y a pas de frontiéres "naturelles" évidentes. Sur ce
réseau, on a pu mettre en évidence une supériorité de 'ACPP utilisant des fonctions linéaires
par facette (LPF) sur 'ACP classique lorsque les composantes principales déduites de
chacune des analyses sont utilisées pour la prévision de la pluviométrie des Cévennes. Le
gain est certes faible (3% de variance expliquée supplémentaires) mais confirmé par
plusieurs essais. Bien sir, il ne s'agit pas d'une démonstration au sens strict, mais seulement
d'une suggestion: 'ACPP extrait des mémes données initiales une information qui se révele
plus explicative que celle extraite par ACP classique, pour prévoir une variable exogéne: la
précipitation...

L'idéal serait donc, pour tester efficacement les apports de I'approche ACP de
processus de pouvoir faire la comparaison avec les techniques classiques sur un exemple
ou:

i) le domaine d'étude serait défini par la géographie, car nous avons montré le réle
de ce domaine sur la forme des fonctions propres.

ii) le réseau serait irrégulier, et ol on disposerait de données brutes (non affectées
par des lissages ou des agrégations préalables qui peuvent dénaturer la fonction de
covariance au voisinage de l'origine, et gommer en partie des hétérogénéités)

ii)y I'échantillonnage statistique serait suffisant, pour permettre aux deux effets
précédents, de nature plutdt analytique, voire géométrique, d'étre sensibles par rapport au
"bruit" statistique qui tend vite a devenir prédominant lorsque le nombre de champs
disponibles est faible par rapport au nombre de "stations" ou points de grille utilisé.



CONCLUSIONS GENERALES

Le travail qui a été présenté dans ce mémoire s'inscrit donc dans la ligne de
recherche initiée & Grenoble par D. Duband au début des années 1970. A I'lMG, les travaux
d'Obled (1979), poursuivis par Creutin et Obled (1982), Bouhaddou (1984) et Obled et
Creutin (1986) ont cherché a étendre les principes de ['Analyse en Composantes Principales
(ACP), connue et utilisée depuis treés longtemps en traitement de données, a des variables

présentant une continuité spatiale et/ ou temporelle, donc a des processus. On parle alors
d'ACP de processus (ACPP).

Dans le premier chapitre, nous avons rappelé les fondements de cette extension,
qui conduit a rechercher, sur un domaine D borné, les fonctions propres d'un noyau de
covariance et donc a résoudre une équation intégrale de Fredholm. Puis, une approximation
numérique de ce probléme a été présentée avant de développer comment cette technique
pouvait se rattacher a la recherche de modes normaux de systémes dynamiques d'une part,
a l'approche géostatistique et aux méthodes d'interpolation optimale d'autre part. Nous avons
alors pu montrer que, dans sa version continue, 'ACPP pouvait s'interpréter comme un cas
particulier de krigeage de données entachées d'erreurs de mesure. Cette analogie s'appuie
sur le fait que 'ACPP fournit un modéle de covariance, s'exprimant a ['aide des seules
fonctions propres et valeurs propres, possédant par ailleurs la propriété de ne pas étre
nécessairement homogene et isotrope.

Compte tenu des utilisations nombreuses de 'ACPP en Géophysique, et de toutes
les interprétations qui sont généralement recherchées et proposées a posteriori pour
expliquer I'allure des fonctions propres, nous nous sommes interrogés, dans le deuxieme
chapitre, sur le degré de confiance que I'on pouvait accorder & ces fonctions lorsqu'elles sont
estimées sur un échantillon de taille finie et un domaine discrétisé spatialement. Pour y
répondre, dans la lignée des travaux de Fortus (1973, 1975) ou de Bouhaddou (1984), nous
avons proposé, pour un modele de covariance homogeéne, isotrope, & densité spectrale
rationnelle et sur un cercle de R2, une golution analytique du probléme intégral de Fredholm,
en le transformant en systéme d'équations aux dérivées partielles avec conditions aux limites.
Dans ce traitement, qui exclut les effets statistiques on a pu metire en relief la grande
importance de la taille et de la forme du domaine sur le résultat final.

Cette solution analytique a ensuite été exploitée pour quantifier les erreurs
introduites, dans les cas réels, par I'approximation numérique, ce qui nous a montré la
grande sensibilité de l'estimation des fonctions propres a I'échantillonnage statistique. En
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revanche, il s'est avéré que la discrétisation spatiale, pour peu que la densité du réseau soit
cohérente avec la longueur de corrélation, avait un réle moins prépondérant. Enfin, nous
avons aussi mis en évidence l'intérét de l'approche ACPP lorsqu'il est nécessaire d'interpoler
les fonctions propres en des points ou elles n'ont pas été calculées.

Dans le troisiéme chapitre, nous avons essayé de formaliser I'utilisation de I'ACPP
pour la simulation de champs bidimensionnels, utile lorsque I'on cherche, par exemple, a
tester la sensibilité d'un modéle géophysique a la variabilité des entrées. A travers une étude
de sensibilité de la méthode au choix des parametres de la simulation, en termes de
restitution d'une covariance cible, nous avons proposé une gamme de choix pour ces
derniers afin d'obtenir une bonne reconstitution du modele de covariance. Une comparaison
avec d'autres techniques de simulation (bandes tournantes, méthode LU) nous a montré que
I'ACPP se révélait tout aussi performante, malgré quelques problémes dus a la troncature de
la série des fonctions propres. Enfin, un petit exemple simplifi¢ de simulation de champs
hétérogénes nous a montré que 'ACPP permettait de bien répondre & ce type de problémes.
La méthode peut méme servir a détecter les inhomogénéités, pourvu que l'on soit dans un
contexte de multiréalisations avec des conditions d'échantillonnage statistique raisonnabies.

Enfin, dans le quatriéme et dernier chapitre, nous nous sommes consacrés a une
application a un cas réel. Celui que nous avons retenu s'appuyait sur le fichier des
températures mensuelles de surface de la mer (SST), établi de 1964 & 1987 par J. Servain
sur I'Atlantique intertropical. Une comparaison entre les F.P. estimées par ACP classique ou
par ACPP et une étude de sensibilité des résultats lorsque le réseau de mesure est dégradé
aléatoirement, a mis en évidence que les incertitudes introduites par I'échantillonnégé
statistique étaient probablement trop grandes pour accorder beaucoup de confiance aux
fonctions propres estimées. Ceci a été confirmé par les résultats de la validation de plusieurs
techniques basées sur 'ACP ou I'ACPP pour la reconstitution des champs de 1986 et 1987.
En effet, toutes les techniques utilisant des fonctions propres estimées & partir d'une matrice
de covariance empirique avaient de moins bonnes performances que lorsque C était remplie
en utilisant un modéle moyen obtenu par 'analyse de la structure spatiale de la SST.

L'exempie choisi pour illustrer le cas d'un domaine bien défini mais quelconque était
donc, en fait, trop "handicape” au départ par le manque d'observations pour que les
conclusions sur les différentes méthodes soient probantes.

Globalement cependant, 'ensemble des résultats obtenus dans ce mémoire a mis
en évidence la grande sensibiiité de 'ACPP a I'échantillonnage statistique, c'est-a-dire au
nombre d'observations disponible. La comparaison entre solutions analytiques et numériques
a montré que les instabilités induites sur la structure des F.P. ne pouvaient étre atténuées
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qu'en présence d'un pombre trés élevé de réalisations, permettant alors d'assurer la
robustesse de la matrice de covariance empirique. Or, lors de l'application pratique de la
méthode, ces conditions sont rarement satisfaites et on ne peut plus assurer la stabilité des
F.P. estimées, ce qui est renforcé, le plus souvent, par la proximité des valeurs propres. Les
contraintes d'orthogonalité des F.P. et le choix du domaine d'étude contribuent alors a rendre
linterprétation physique de ces fonctions propres fortement sujette a caution, notamment si
I'on veut les relier & des inhomogénéités réelles du processus physique sous-jacent.
Néanmoins, si 'on accepte de considérer les fonctions propres comme un outil
mathématique, pratique pour condenser linformation muitiple contenue dans une masse
importante de données, I'approche continue, développée ici, donne un cadre théorique & une
technique ('ACP classique) souvent utilisée comme une "boite noire”... Par ailleurs, méme si
la difficulté d'interprétation des résultats est frustrante pour l'esprit, la méthode s'avére tout a
fait adaptée a I'estimation et & la simulation de champs, ou ses performances n'ont rien a
envier & celles d'autres techniques reconnues.

Enfin, dans tous les développements méthodologiques présentés dans ce mémoire,
nous avons posé comme hypothése l'indépendance statistique des différents champs. Cette
hypothése n'était pas, il est vrai, vérifiée sur les données de SST et l'on sait par ailleurs que
cela revient a réduire encore le nombre de champs indépendants "équivalent”, et donc a
aggraver les effets de I'échantillonnage statistique.

Il serait donc intéressant d'étendre encore les possibilités de la méthode pour
permettre la description et la simulation de la variabilité spatio-temporelle des champs. En
effet, la technique d'ACPP permet de "séparer" la variabilité spatiale, décrite par les fonctions
propres, d'une évolution temporelle traduite sur les composantes principales. Au chapitre 3,
nous avons vu comment la méthode permettait de simuler la structure spatiale. En générant,
cette fois, les composantes avec une corrélation temporelle tirée de I'analyse de séries, on
pourrait espérer restituer les variations spatio-temporelles de la variable étudiée. C'est une
voie de recherche ouverte pour le futur que nous n'avons pas eu le temps d'approfondir sur
les données de SST, qui pourtant s'y prétaient....
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ANNEXE A: OBTENTION DES FONCTIONS PROPRES ET DES COMPOSANTES
PRINCIPALES PAR MINIMISATION D'UNE FONCTIONNELLE

On cherche donc les Zy(&) et les Fi(x) minimisant pour K=1,2...., la fonctionnelle

définie au chapitre 1:
K

Ac=E [Jp{ XEX) - = 2(8) Fix) 12.0x ] (A1)

k=1

avec la condition de normalisation (A-2) des Fi(x) qui assure l'unicité de la solution:

[ b Frl(x).dx = 1 (A-2)

La démonstration sera faite par récurrence, en reprenant une approche de type
variationnel proposée par Holmstém (1963,1977) et utilisant le théoréme général suivant

(Bass,1978).
Théoréme: Si 5f(x) est un accroissement élémentaire d'une fonction f de la

variable x€R", et D un domaine fixé de R"
si la fonctionnelle F(x,f(x)) est telle que:

vsis) | b F(x.f(x)) . 8f(x). dx = Oalors F(x,f(x)) = 0 (A-3)

Nous étendrons ce théoréme au cas ot [  est remplacée par I'espérance

mathématique E (qui peut d'ailleurs s'écrire sous forme d'intégrale) et nous supposerons
que nous pouvons échanger les signes E et | 5. Enfin, pour alléger les notations, nous

écrirons X au lieu de X(§.x); Z, au lieu de Zy(&) et F, pour Fy(x).

SiV m<l, Z,, et F, satisfont & (A-1) et (A-2), nous allons montrer, par récurrence,

pourK=1,2,... la propriété@suivante:
® JoX.F.dk=2 (A-4)
E[X.Z1=E[Z3.F=%.F : (A-5)
vme [pF . F.dx=38, (A-6)

vme E[Zy,.Z]= E[Z. 8. 8- M (A-7)
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K=1: Oncherche Z; et F, minimisant A,

A=E[fp(X-2,.F)2dx]

En faisant varier de fagon élementaire Z, et F, , on obtient:

E[-2 Jo(X-2,.F,).Fdx 62,]=0 v 82,
Jo-2 E[(X-2,.F,).2,]6F, dx =0 VY &F,

L'utilisation conjointe de (A-3) et (A-2) conduit alors a:

JoX.Fy . dx=2, (A-8)

E[X.Z,]1=E[Z3.F, (A-9)
La propriété@ est donc vraie pour K=1.

K=2: @ est supposee vraie au rang 1. Z, et F, sont alors définis par les relations (A-8)
et (A-9) ci-dessus. On cherche alors Z, et F, minimisant:

Ay=E[]p(X-2,.F -2, .F,)2dx]

Une variation par rapport & Z, et F, conduit & :

E[-2 [p(X-2,.F, -2,.F) . Fpdx 82,]=0 V52,
[o-2 E[(X-2,.F(-2,.Fy) .2Z,]6F, dx =0  V&F,

soit en utilisant (A-3) et (A-2):

JoX . Fy.dx=2, JoF . Fy.dx +2, (A-10)

E[X.Z,]=E[Z,.2,] .F +E[Z,3].F, | (A-11)
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Pour montrer l'orthogonalité de F et F, , on multiplie (A-8) par Z, et (A-11) par F,

ce qui donne:
J.D X.Zz.F1 .dx=21 .Zz

On prend ensuite I'espérance de la premiére et on intégre la seconde sur D.En
utilisant aussi la condition de normalisation de F, on obtient:

o EIX. 2,1 Fy.dx=E[2,.2,]

JoEIX.2,].Fy . dx=E[Z,.2,] +E[Z,2].] o Fy . Fp. dx

En faisfant la différence entre ces deux équations, il vient nécessairement:

De la méme fagon, en multipliant (A-9) par F, et (A-10) par Z,, il vient:

[oX.2, Fydx=Z2.[oF . Fy.de + Z,.2,

L'intégration de la premiére sur D et I'espérance sur la seconde conduisent a:

JoEIX.2Z,1.Fp dx=E[Z2]. ] pFy.Fp. dx
JoEIX.Z,1.Fydx=E[Z2. [ o Fy . Fp.dx + E[Z;.2,]

ce qui montre I'orthogonalité de Z, et Z,, puisque, par différence, on obtient: E[ Z, . Z,] =0

@ est donc vérifiée au rang 2.



194
K = k+1 : Supposons maintenant @ vérifiée jusqu'au rang k, montrons qu'elle est vraie au

rang k+1.
k+1

Aw1=E [ID{ X(E.x) - L Zmy.Fp}ldx]

m=1

En prenant la variation par rapport a Z,, ; et . puis en utilisant (A-3) et (A-2), on

aura: K
JoX Foy dx= 22 JoF  Frpr.dx +Z,q (A-12)
m=1
k
E[X.Z 1= SE[Z.Z1] . Fr+ E1Zeuid - Froy (A-13)
m=1

Montrons maintenant l'orthogonalité de F,, et F| pour I<k+1. Pour cela, comme
® est vraie jusqu'au rang k, pour tout I<k, on peut muitiplier (A-4) par Z,_; et prendre ‘
I'espérance. De méme, on multiplie (A-13) par F; et on intégre sur D. D'ou:

JoBIX.Zq 1. F dx=E[2. 2]V I<ket

K
[o BIX Z4yq | Fy X =S E[Zy, Zyo il o Py -F) Ot B[ Z 43 o Fy Froq - X

o——
= E[Z, .Z,,4] en utilisant (A-6)

DonC V l<k+1 ID F| 'Fk+1 . dX_ = 0.

Pour montrer l'orthogonalite de Z,_, avec tout Z; , I<k+1, on multiplie (A-5) par
Fy.1 et on intégre sur D puis on multiplie (A-12) par Z; et on en prend I'espérance soit:

JoBIX.Z]. Fupy O =E[Z2]. ] o Fy. Fy,q . dx V l<k+1

K
JoBIX.Z].Froy dx=  ZEZ.Z].JoF, . Faoy. dx +E[Z. Z4\y ]

m=1

_—

=E122.J 5 F . Fy.q . dx en utilisant (A-7)
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Donc V l<k+1 E[ Z| . Zk+1 ] = 0.

La propriété@ est donc vraie au rang k+1 et par extension pour tout K.

Pour obtenir tous les résultats annoncés au chapitre 1 et en particulier les relations
(1-5), il suffit de remplacer dans (A-5) I'expression de Z, par (A-4) soit:

ELX() J o X() . Fix) . dx 1= A Fi®)

soitencore | o Clx.x). F(x).dx' =A . Fx).
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ANNEXE B: QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS DE COVARIANCE

ANNEXE B1: La fonction de covariance C*(x,x') du processus interpolé est de type
positif.(cf 1-3)

Nous avons:

PP
C'x.x) =Z ZC(x.x).¢(x).g(X)

i=1j=1

Une fonction C(x,x!) est de type positif si elle vérifie la propriété suivante (Matheron,
1972-a; Christakos, 1984):

Propriété: VM, VYay, .. O EC, V Xy xy €R2

Formons A'= I Za.C*(xuX) o

>

[

M ©
a)

Z{E oy .x)} -Clxx){Z 0. gx)}} -

i=1 j=1 k |

Posons B; = Z oy .€(X)

k

P P —
Onadonc A*= X ZB;.C(x.x). B quiestune quantité >0
i=1 j=1

car C(x,x') est une fonction de covariance et vérifie la propriété pour M=P. C*(x,x') est donc
de type positif et vérifie la propriété (B-1).
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ANNEXE B2 : La fonction de covariance C4(x,X’) du processus simulé est de type
positif.(cf § 3-3)

La fonction de covariance C4(x,X’) du processus simulé est donnée par (3-10):

K o
CelxX) = Ed. Fy(X) . FilX) +8(x-X) .Z Ay . Fi(x)? (3-10)
k=1 k=K+1

Montrons que V k, Ay . Fi(x) . Fi(X') vérifie la propriété (B-1) (voir Annexe B1)

A= E Eog. M- Felm) - FelX) . o

m |

A=z oy Na Fuxn). 23 . Futx)

m |

Posons By = Z apn ¥ Ay - Fe(Xm)

Alors A, =By . Be=! B2 >0

Si on forme:
A = T Zog.CilmX) o
m |
K -
- Z Z Zog. A FelXm) - Felx) - o
k=im |
+ I Z0ondXmX) -0 T FlXm)?
m i k=K+1
K .
A = ZA +  Elagl?. Th . Fexn?
ket m kK1

Tous les A, sont positifs ou nuls. De méme, le second terme est une somme de
termes positifs ou nuls (les A, sont positives). Donc, la quantité A est positive ou nulle. La

propriété (B-1) et donc vérifiée.
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ANNEXE C: CALCUL PRATIQUE DE LA MATRICE E DES PRODUITS SCALAIRES
DANS LE CAS D'UTILISATION DE FONCTIONS DE BASE LINEAIRES
PAR FACETTE.

ANNEXE €1 : Cas d'une surface plane.

Nous reprenons les développements proposés par Obled et Creutin (1986), dans le
cas de fonctions linéaires par facette (cf § 1-3-3 et Fig. 1-1-b)

Pour évaluer
Ern =1 o &(x)-em(x).dx (©-1)

on procédera de la maniére suivante.
Un point x; appartient & un nombre de triangles variable NT(i). Considérons

maintenant deux points du réseau x; et x,,,. Quatre cas sont possibles: ils n'ont aucun triangle

commun, un seul triangle commun (& la frontiére du domaine), deux triangles communs ou
tous les triangles communs (x; = X,)-
Supposons x; & X, Soit Ay, un triangle commun a ces deux points Calculons

maintenant la contribution de Ay, @ Ei, (Fig. C-1-a).

n
Im'
1
k' |’ g
® ELs
y
i
k
m
0 X
Fig.C-1: (a) Prismes mis en jeu dans le calcul de [ 5 &(X)-8m(X).dx

(b)  Transformation des coordonnées (x,y) aux coordonnées (n,§)
(d'aprés Obled et Creutin, 1986).

Soit (x;,Y;), (Xm:¥m)» (Xi:Yi), les coordonnées des trois sommets de ce triangle.
ej(x) est définie par:

e(X) =1 (Ym-Yi) - (X=X) - (¥ - Yi) - (X - X,) ]/ Den (C-2)
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avec Den=(X; - X) - (¥m=- ¥i) - Xm = X0 - Yi- Yi) (C-3)
De méme e,(x) est donnée par:
Em(X) = [ (¥i-¥id - (X = Xi) - (¥ - ¥i) - (x;- %) 1/ Den (C-4)
Pour calculer f aimk €i(X).em(X).dx, on peut s'inspirer des techniques des éléments
finis, utilisant le changement de coordonnées suivant (Fig. C-1-b)

g
§

X=X = (X~ X)) - M+ (X = Xye) -
Y-Ye=-Yd - M+ (Ym-Yid -

n et & appartiennent & [ 0, 1] et le Jacobien de la transformation est J=| Denl d'ot:

[ i €1(X).8(x).dx= 1/Den? [ i Den .m . & .| Denl .dn . d&

ou A'iy est le triangle (1,0), (0,0), (0,1) dans le systéme de coordonnées (n,§) (Fig. C-1-b).

Finalement:

avec | Den| = 2. S, ol S est la surface du triangle Ay

La contribution du triangle A, & E;, est donc S, / 12, qui est ajoutée & E, et

Eqp;- En itérant sur tous les triangles communs a x; et x,,, on obtient la valeur finale de E;, =
Enmi-
Sii=m,  J gk €(%)2 AKX = Sy / 6 (C-7)

En résumé, la procédure suivie sera la suivante:
i) Calcul de l'aire Sy, du triangle Ay, pouri<m <k.

i) Ajout de Sy, / 6 aux termes diagonaux Ej;, E . Ex-
iii) Ajout de S / 12 aux termes non diagonaux E;,, Eq Ej

La matrice E finale est alors obtenue en balayant ainsi, successivement, tous les
triangles du réseau.
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ANNEXE C2: Cas d'une surface sphérique.

I s'agit toujours d'évaluer:

Eim = ] D &i(X)-em(x).dx

mais, contrairement au cas précédent, le domaine n'est plus plan, mais sphérique.
Nous adopterons la méme démarche qu'a I'Annexe C1 (balayage des triangles Ay

du réseau), mais il nous faut calculer [ 5 €(X).e(x).dx sur la sphere.

Nous nous contenterons en fait d'une approximation qui supposera des sommets
suffisamment proches pour admettre que, localement, on puisse travailler dans un plan

tangent au triangle. Dans ce cas, le raisonnement emprunté aux éléments finis, décrits en
Annexe C1, peut étre réutilisé. La contribution d'un triangle A, sera alors:

S'imk/ 6 pour E;, Eqnmy Exk
S'imk/ 12 pour Eim' Emk' Eik
ol ', est la surface du triangle projeté dans le plan tangent consideré. Son calcul s'averant

trés compliqué, nous avons choisi de la remplacer par la surface réelle, sur 1 sphére.du
triangle (X;, X, X,), donnée par Bass (1964):

Sy B2 . (1+J+K-TI) (C-8)

ou Ry est le rayon terrestre moyen et |, M, K sont les angles suivants (Fig. C-2):

(b)

Fig. C-2: (a)  Définition de la longitude et de la latitude (6, ,¢;) d'un point x;

(b)  Représentation des ctés (i, m, k) et des angles (I, M, K) d'un triangle
sphérique qui sont respectivement les faces et les diédres d'un triedre.

angle entre les plans (O, x;, x) et (O, X, Xn)

=
i

angle entre les plans (O, X, X;) €t (O, X, Xi)

A
]

angle entre les plans (O, x,, X;) et (O, Xy, Xin)
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Si on définit par ailleurs, i, m, kK comme respectivement, les angles entre les droites:
- (O, Xm) €t (O, Xy)
-(0, %) et (O, )
- (0, ) et (O, X)
Abramowitz et Stegun (1970) donnent (formule 4-3-139):

cosi = cosm .cosk + sinm . sink . cosl (C-9)

Si (X;, Xm» X¢) N€ sont pas alignés, on en déduit alors:

! = Arcos { [ cosi - cosm . cosk] / (sinm . sink) } (C-10)
M = Arcos { [ cosm - cosk . cosi] / (sink . sini) } (C-11)
K = Arcos { [ cosk - cosi . cosmy] / (sini . sinm) } (C-12)

Il faut, pour terminer, donner les expressions des angles i, m, k en fonction des
latitudes et longitudes (8; ,¢;), (6, .9 €t (64,0y) des trois sommets.

i est 'angles entre deux droites (O, x,,,) et (O, x,). Il est donc tel que:

3
4

> > —
cosi = Oxn.0x /Il Ox !l .1l Oxll

Or le passage des coordonnées sphériques aux coordonnées cartésiennes se fait
par: X = Ry . cos6 . coso

y = Ry . sind . cos¢

X = RT Sin¢

D'ol on en déduit facilement:

i = Arcos [ cosQ,, . COSy . COS(B, -6y) + Sind,, . Sindy] (C-13)
m = Arcos [ cosy . cosg; . Cos(8y -8;) + sindy . sindy] (C-14)
k = Arcos [ coso, . cosd,, . cos(8; -8,,,) + sing; . sind] (C-15)

Une remarque pour terminer ce paragraphe. Pourquoi ne pas avoir utilisé un calcul
plus simple de surfaces planes dans le plan obtenu par projection Mercator? (voir Fig. 4-7 et
Thiébaux et Pedder (1987) pour le rappel de la définition de cette projection) Un calcul
indicatif pour le point (31°S, 17°W) montre que I'erreur relative commise serait alors de 10%,
avec une surestimation de la surface avec la projection Mercator. Nous avons donc décidé de

ne pas introduire ces erreurs supplémentaires.
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ANNEXE D: OBTENTION DES FONCTIONS PROPRES ANALYTIQUES DU NOYAU
DE COVARIANCE PROPOSE PAR FORTUS (1975)

Nous recherchons les solutions du probléme suivant:

OTL A . (02-B2) ¢3(r, ) =A. (A-02).(A-B2)¢%(r, 8) rgR (D-1)

(A-02).(A-B%)¢°(r,0)=0 >R (D-2)
F(r,8)=(A-a2).(A-B2) o 6). (D-3)
sous la forme  ¢!(r, 8) = o,,'(r) . exp(im6) l=a,b (D-4)

En polaires, le Laplacien s'écrit 82/0r2+ 1/r.3/3 r+ 1/r2. 3% 062

Si on appelle B, l'opérateur différentiel:
B, = d%/dr? + 1/r . d/dr - m2/r2

les équations (D-1) et {D-2) s'écrivent:

2TL A . (a2-B?) 02N =A. (B - @2) . (By-B2) 0,41 <R (D-5)
(Bp-02).(Bp-B2) onb(r) =0 >R (D-6)

ANNEXE D1: Rappels sur les fonctions de Bessel.

Si z est un nombre complexe , C,(z) désignera l'une quelconque des fonctions de
Bessel suivantes: J,(2), Y(2), Hp'(2), Hp(2) ( notation de Abramowitz et Stegun, 1970, qui

sera abrégé par la suite par A-S, 1970).
D'aprés (A-S, 1970, formule 9-1-1), C,(z) vérifie 'équation différentielle:

[d%dz2 + 1/z . d/idz + (1 - m#/z2) ] C_(z) = 0
m

Si on considére une constante complexe P et un réel r, il est aisé de vérifier que
Cn(pr) vérifie:
(Bp +H2) Crylur) = 0 (D-7)

ANNEXE D2: Solution & l'intérieur du cercle:

En utilisant (D-7), on montre facilement que pour que C(ur) vérifie (D-5), 2 doit

vérifier:
2H.A.(a2-B2)=x.(p2+a2).(p2+[32) (D-8)
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soit encore:
4+ (02 +B2) . p2 + 02 B2 -[ 2. A . (02-BD)]/A=0 (D-9)

(D-9) est une équation du second degré en p2, dont le discriminant est:
det= (a®-P2)2 +[8IL A.(a2-B3)]/A

Fortus (1975) montre que, pour tout modéle de covariance stationnaire et isotrope,

toutes les valeurs propres sont positives et que, par ailleurs, elles sont inférieures ol égales a
(2IT)2.S(w,) ol w,, est le maximum absolu de la densité spectrale S(w). On en déduit d'une

part que det>0, c'est-a-dire que les deux racines p42 et p,? sont réelles et que, d'autre part,

leur produit est négatif. En effet:

Wi2.pp2 =02 B2 -[2MLA. (a2-B2) ]/ 2
= {02 B2/[2IL A . (@2-B3)]-1/A}. 2IL A . (a2 - B?)
= {1/ ((2I)2.S(0)) - 1/A} . 2IL. A . (02 - B2) <0
puisque w=0 est le maximum absolu de S(w) et que A < (2I1)2. S( 0).

On posera {pﬁ =2 pour la racine positive

Wo2 = (i)2 pour la racine négative.

Par ailleurs, (A-S, 1970), les fonctions de Bessel J,(ur) et Y ,(ur) constituent deux

solutions indépendantes de (D-7). On aura donc quatre solutions particuliéres pour (D-5):
@0, Jdmlien), Y(xr), Yqlir). Or on veut que la solution ¢,,3(r) soit reguliere en zéro, et

comme Y(xr) et Y, (ixr) tendent vers l'infini quand r tend vers zéro (A-S, 1970), la forme de

la solution a l'intérieur du cercle sera finalement:

¢3(r, 0) =[ C42. J,(xr) + Co2. I,(xr) ]. exp(im6) (D-10)
x et x vérifient (D-8), ce qui nous donne la relation (2-29) du § 2-2-3:

(02 +%2) . (B2+x2)=(0?-x%) . (B2-%2) (D-11)
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que l'on peut encore écrire:

S(x)=S(ix) (D-12)

(D-8) nous donne aussi les valeurs propres puisque:

A= (20)2. (3 )= (2T)2. S(i«) (D-13)

ANNEXE D3: Solution a I'extérieur du cercle.

A l'aide de (D-7), on voit immédiatement que, pour que C(ur) verifie (D-5), il est

nécessaire que:
(0 +u?) . (B2+p2)=0

ce qui donne deux solutions: 2 =(ia)? et 1,2 = (iB)%

Par ailleurs, (A-S, 1970), H,'(ivr), Hy2(-iw) sont deux solutions indépendantes de

(D-7), v= o ou B; tendant vers zéro lorsque r tend vers linfini.

De plus, (A-S, 1970, formule 9-6-4):
{ Kq(x) = TV2. M+ H (ix) (D-14)

Kp(x) = IV2. i . H_2(ix) x réel.
Donc, on peut écrire la solution a I'extérieur du cercle sous la forme:
OmP(r, 8) = [ C4° . Kplar) + C,° . Ky(Br) 1. exp(ime) (D-15)

ANNEXE D4: Calcul des constantes C2 et C,2.

i) Vérifions que les opérateurs différentiels suivants Dy et D, satisfont: Dy ¢°=

D, ¢® = 0 en dehors du cercle.

Dy ={B. Ky (Br)+ Kn(Br) [ d/idr + mir]} (B, - o2) (D-16)

D, ={ a.Kpqlar) + Knlor) [ didr + mir]} (B, - B2) (D-17)
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Démonstration:
Compte tenu de (D-14) et (D-7), si v= o ou B, on aura:

(Bm-¥?) Knlm) =0 (D-18)

Donc, (B, - 02) ¢2(r) = C48 (B - a2) K(ar) + C2 ( B, - a2 ) K (Br)
= CP (B, - o) K, (Br) daprés (D-18)
Par ailleurs, on sait (A-S, 1970, formule 2-2-26) que:
Km'(2) = - Ky 1(2) - (mVz) . K (2)

soit pour K (yr):
1y drdr Ky(yr) = - K1 (4r) - (miyn) . K ().

Onauradonc -v.Kp 1(yr) = (d/dr + m/r) K,(yr) (D-19)

Finalement, on a:

D10m2(r) = [ B . Kr1(Br) + Kn(Br) ( didr + myr) ] C,2 (B2 - a2 ) Kpy(Br)
= CoP(B2-a?) [ B Kinoq(Br) Kin(Br) + Ky(Br) ( idr + mvr) Kin(Br) ]
= Co2(B?-02) [B. Kipq(BY) Kiy(Br) - B - Kin(Br) Kip4(BP) ]
d'apres (D-19).
Soitdonc  Dy¢,%(r) =0
On vérifie de la méme fagon que  D,2(r) = 0
ii) Calculons maintenant D46,,2(r) et Dy¢,2(r) .

Dom(r) = Dy (C42. Jplxr) + C'52. Jylixr) )

Or (Bp - 02 Jp(xr) = - (&2 + %) Jyxr)
(B~ o2 M(ixr) = ( &2 - 02 ) Jpyixr) d'aprés (D-7)
[ drdr +m/r] I (xr) =% - [ I (xr) + (Mvxr) - () ]
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Draprés (A-S, 1970, formule 9-2-27):
I (2) = ey (2) - (MVZ) . J 1 (2)

~ Donc: [ drdr +mvr] Jo(xr) = % - en1(X0)
et [ didr +mvr] J (ikr) =it . Jpp.q(ikr)

D4 ¢*R, 8) = 0 devient donc:

2 - (%3 +a?)(B . Ky (BR) JpnXR) + % - Kn(BR) Jm-1(XR) ] +
C'2.[ (12 0)(B. Ky y(BR) Jy(ikR) + ik . Kn(BR) Jp.1(ikR) ] = 0

Par ailleurs, (A-S, 1970, formule 9-6-3), pour x réei:
Jp(ix) = M. 1(x) (D-20)

Sion pose C2=-im. C'2
dy( 1 %) = [7 ImXR) - K1 (R) +% - 1 (eR) - Ki(WR) 1/ (2 + ¥7) (D-21)
do( ¥ %) = [ 7. Im(kR) . Kyt (YR) + . L4 (KR) . K (YR) 1/ (%% - ) (D-22)

D, ¢*R, 8) = 0 devient :
d1( B, X) . C1a + d2( B, K) . Cza =0 (D'23)

en utilisant (D-11) pour simplifier I'équation.
En changeant o en B et réciproquement, on déduit la relation issue de I'égalité:

D, 3R, 8) = 0
d1( a, X) . C1a + d2( Qa, K) . C2a =0 (D'24)

ANNEXE D5: Calcul de la constante C,2.
2l R

On cherche C42 telle que ] F2(r,8).r.dr.d6 =1 avec:
6 o

F(r,8) = Ca( a2 +x2) (B2 +%2). [ Jp(xr) + d4( 0 %) / Aol @, ) - Iy(xcr) J.cOS(M)

ou sin(me)
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201
) Jcosme)de=2m1  sim=0 (D-25)
]
211 211
f sin2(me).de = f cos2(me).de = I1 si m#o (D-26)
0 [+]

i) Calcul de Ay(m) = j Im(xr) - Jplier) . r . dr

A-S, 1970, formule 11-3-39, nous permet d'écrire que:
Ay(m) = R. [y Jpy 1 R) - Iiplixr) - . Jy(XR) - Joq(ixr) ] 7 (%2 + x3)
Or  Jni(2) = (22) . J(2) - Ipp4(2) (A-S, 1970, formule 9-1-27)

Donc:
Ay(m) = (RICx2 + %)), {¥. [@mVAR) Jn(XR) -1 (XR)] - Jy(iR)
- . I (X R). [ (2mViR) .Jo(ikR) ~Joy. 1 (iR)] }
Ay(m) = (RI(%2 + €2)). [ V. I-1(XR). I(ixR) + i . Ip(xR). Ipeq(ixR)]

Ag(m) = (RIM( %2 + %2)). [- 7. Jppg ((R)- 1,(xR) + % . J (XR). I (xR)]  (D-27)

B

i) Calcul de Aym) = [ J_2(r).r.dr
]

R xR

Ag(m)= JJ_20r) . v dr=1/92.]J_2(t) . t. dt = 1/42. B(m, %R)
Q [7]

m=0 B0, xR) = (x2R%/2) . [ J2(XR) + J;3xR)] (A-S, 1970, formule 11-3-34)

mEQ By(m-1, Z) - Bo(m+1, 2) = 2m . J,2(2) (A-S, 1970, formule 11-3-33)
Onen déd;Jit les relations suivantes:
p-1
*simestpair By(m, z)=By0,2)-2. Z(2k+1). J2k+12(z) (D-28)

m=2p k=0
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p-1
* si m est impair By(m, z) = By(1,2) - 2. Z2(k+1). Joy,1)2(2) (D-29)
m=2p+1 k=0
82(1 s Z) =2 X 2(k+1) . J2(k+1)2(2) (A'S, 1970, formule 11'3'32)

k=0

On en déduit alors que:

p-1
*simestpair Ay(m) = (R%/2) . [ Jo2(XR) + J12(xR) 1 - (%3 X (2k+1) . Iy, 1AxR) (D-30)

m=2p k=0
* si m est impair Ag(m) = - (2%3)  Z2(k+1) . Iy, 1y2(XR) (D-31)
m=2p+1 k=p
R
i) Calcul de Ag(m) = J J 2(ixr) . r.dr
-]
ixkR

Ay(m) = -1/ k2. oIsz(t) .t.dt=-1/x2 By(m, ikR)

En utilisant les relations (D-28), (D-29) et (D-20), on déduit que:

p-1
*simestpair Ag(m) = (R2/2) . [ 12(kR) - 1;2(kR) ] - (2x3) = (2k+1) . Iy ,%(xR) (D-32)

m=2p k=0
* si m est impair Ag(m) = - (23 Z2(k+1) . lyk,1y2(xR) (D-33)
m=2p+1 k=p

Bemargue: En pratique, dans (D-31) et (D-33), les sommes convergent rapidement
410°193 et 10°5 prés ( une vingtaine de termes suffisent).
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v)  Valeurfinale de C,2.

En regroupant les résultats précédents, on en deduit que:

* si m est pair C1a={2.n.(a2+xz)2 A B2 +x2)2

m=2p si m=0 uniquement

p-1
{ (R%2) . [ J2XR) + J;3(xR) ] - (2/%3) = (2k+1) . gy, 12(XR)

=0

-2R.dq( @, %) /da( &, X) . [ Yd g (XR) dp(xR) - k¥ dp(XR) dppoq (KR) V(%2 + x?)

p-1
+dy3( o, x) /Ao o, ¥) [(R%2) . [ 1oX(xR) - 113(xR) ] - (/%% T (2k+1) . Iy, 12(xR) } }"/2

k=0

* si m est impair C1a={ IO.(0?+ %32 (B2 +x2)2

m=2p+1

o<

{-@x®  Z2(ke1). Jg,1)2XR)

K=p

-2R.dy( o, %) /do( &, %) . [ Ydip1(XR) I(kR) = k J(XR) -1 (kR) V(%2 + x?)

oc

- (2/®). 4% 0, %) 102 0, 1) - T 2(k#1) .y 2R } 2 (D-35)

k=p
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ANNEXEE: OBTENTION DES FONCTIONS PROPRES ANALYTIQUES DU NOYAU
DE COVARIANCE C(r) = v . K, ().

Si on considére le modéle de covariance défini par:

Cr) =1 . Kyl) (E-1)

sa densité spectrale est (Mantoglou et Wilson, 1981):

S(w) = /1. 1/ (We+ 42 )2 (E-2)

Les polynémes P(w2) et Q(w?) sont:

P(w2) = y/11 = cste
Q(w?) = (w2+ 22

On voit donc que, par rapport au cas précédent (modéle K, de Fortus), on est, pour
Q(w?2), dans le cas particulier ot o= B = .

On peut obtenir la solution en partant de celle du cas précédent et en faisant tendre
o vers .

La solution pour ¢3(r, 8) a l'intérieur du cercle a toujours la méme forme:

03(r, 8) = [ Cy2. J(xr) +Co? . Iy(xr) ] . exp(ime) (E-3)

mais les valeurs de y, et x vont changer.
Sia # B, y et x vérifient:
S(x)=S(ix) (E-4)

d1( o, X) d2( a, K)
=0 (E-5)
(B0 dalB )

ou les fonctions d; et d, sont définies par les equations (2-36) et (2-37).



212

On peut transformer ce systéme en :

[ S(x)=S(ix) (E-6)
‘\ dy( @, %) dy( @, %)
-0 (E7)
[di(a, 0)-d4( B, ) V(e-B) [ daf &, x)-dy( B, %) I/(c-B)
\.

En faisant tendre o et B vers v, on en déduit que, pour les F.P. analytiques du
modele (E-1), x et « sont solutions de:

S(x)=8(ix) (E-6)

dy(v %) da( v, %)
o/aydq( v, x) a/dy dy( ¥, ¥)

Par Ia suite, le calcul des constantes est analogue a ce qui a été décrit en Annexe
D5.
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ANNEXEF: NOTION D'ECHELLE INTEGRALE. CALCUL POUR QUELQUES
MODELES DE COVARIANCE USUELS.

La notion d'échelle intégrale J, associée a un modéle de covariance homogéne et
isotrope C(r), est utilisée en turbulence. Mufioz-Pardo (1987): en rappelle la définition:

J=12c2. [C()r.dr]12
-]
Elle permet d'associer au modéle considéré une longueur de corrélation moyenne.

Donc, si on impose I'égalité de cette échelle intégrale pour deux modéles, on pourra choisir
les parametres de fagon a obtenir la méme longueur de correlation.

Ainsi, si on considére les modéles de covariance suivants:

sphérique: g C(n) =02.[1-3/2. (Hagy,) +1/2 .(Magen)®]  sir<agy,

C(r) =0 Si r>agyy

exponentiel C(r) = o2 . exp(-r/a,)
Fortus K, C(r) = o?Ln(o/B) . [ Kol B.r) - Kol aun) ] a>B

Gaussien C(r) = o2 . exp( -r2/agz)

le calcul donne pour les différentes échelles intégrales:

Jsph = asph /VE (F'1)
Jo=Y2 . a, (F-2)
Jio = M(oUB) . [ 2( o2 - B2 )Ln(cwB) ] 12 (F-3)
Jg = a4 (F-4)
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Démonstration de (F-3):

oc

Pyo = 2/n(ouB) { JKo( Bor Jrdr-] Kof our )rdlr }
[+) o

t=B.r t= a.r
dt= f.dr dt= o.dr

oc o

B2 = 2Ln(oB) {182 [ Kol t)tdt- a2 [ Ko( titctt )
? o

o

Po=l2Ln(B) . [(02-B2 ) o2B?.  [Ko(t)relt
]

Or d'aprés (Abramowitz et Stegun, 1970, formule 11-4-22), on a:

[ Kol thtdt = T(1) . T(1) = 1
o

Donc :

Jio = M(e.B) . [ 2( a2 - B2 )/Ln(as/B) ] 12
Démonstration de (F-4):

J2 =2 .j exp(-r2/ag?) . r. dr=[-a2. exp( -r¥ag?) | = a2
soit Jg =134

Si on pose I'égalité de (F-1), (F-2), (F-3), (F-4) on en déduit les relations suivantes
pour la portée sphérique équivalente, respectivement aux modeéies exponentiels,Ko de Fortus

et gaussien:
(asph=ae.v1—0- (F"4)
‘< sph = V5 /(c.p) . [2(02- B2 )Ln(o/p)] 172 (F-5)
_ %eh = % Vs (F-6)
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RESUME

Le point de départ de ce mémoire est la technique
d’Analyse en Composantes Principales de Processus
(ACPP), extension a des champs spatialement et/ou
temporellement continus de I'’Analyse en Composantes
Principales (ACP) classique. Elle conduit a rechercher les
fonctions propres d’un noyau de covariance, solutions d’une
équation intégrale de Fredholm et permet ainsi’ de tenir

compte explicitement de la forme et de la taille du domaine

d'étude.

Dans le chapitre 1, aprés un rappel de la méthode ef la
présentation de l'approximation numérique utilisée
lorsqu’on travaille avec un échantillon de taille finie et un
processus discrétisé spatialement, on s’attache & montrer les
liens de cette technique avec la recherche de modes
normaux de systémes dynamiques puis avec les techniques
d’interpolation optimale et la géostatistique. On montre
ainsi que PACPP peut s’interpréter comme un cas
particulier de - krigeage s’appuyant sur un modele de
covariance spécifique, non nécessairement stationnaire.

Dans le chapitre 2, afin de quantifier les erreurs sur

estimation des fonctions propres, dues & I'échantillonnage
statistique et A la discrétisation spatiale, une solution
analytique, pour un modgle particulier de covariance et un
domaine circulaire, est proposée puis comparée aux
solutions numériques.

Le chapitre 3 pose ensuite les principes de Putilisation de
FACPP pour la simulation de champs bidimensionnels et
analyse la sensibilité de la méthode au choix des paramétres
en terme de restitution d’une covariance cible. La technique
est aussi comparée a d’autres méthodes (Bandes tournantes,
méthodes matricielles), puis utilisée pour la simulation de
champs non stationnaires.

Enfin, le chapitre 4 illustre tous ces développements
méthodologiques sur des données de température mensuelle
de surface de la mer sur Atlantique intertropical entre 1964
et 1987.
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