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INTRODUCTION 1

Introduction

N 1917, Albert Einstein a établi les principes de base qui régissent I'interaction de la ma-

tiére avec la lumiére. Il a postulé que le mécanisme d’interaction entre le rayonnement
et un systéme atomique caractérisé par ses niveaux d’énergie discrets peut étre décrit par les
processus d’absorption, d’émission spontanée et d’émission stimulée. Einstein a paramétrisé
ces mécanismes par des coefficients traduisant les probabilités de chacun, connus sous le nom
des coefficients d’Einstein. Ces principes ont permis par la suite a la création du laser (Light
Amplification by Stimulated Emission of Radiation).

Depuis lors, ces sources lasers ont connu un développement considérable. De nos jours, le
laser est plus généralement vu comme une source possible pour tout rayonnement électroma-
gnétique. Les longeurs d’ondes concernées étaient d’abord les micro-ondes (maser), puis elles
se sont étendues aux domaines de l'infrarouge, du visible et 'ultraviolet. L’avantage de ces
sources lasers est la cohérence temporelle et spatiale ainsi que I'intensité de la lumiére qu’elles
émettent. Ces propriétés de cohérence ont ensuite été largement utilisées pour développer des
techniques de plus en plus sophistiquées permettant le contrdle et la manipulation des états
internes des atomes.

Le controle cohérent se manifeste plus particuliérement au controle des transitions ato-
miques par des impulsions lasers. Ces transferts partiels ou complets de population entre un
état initial et un état cible sont au coeur de plusieurs processus quantiques [1] allant de la
chime [2]|, 'optique quantique et 'information quantique permettant par exemple I'implé-
mentation de portes quantiques [3] qui se formule par le controle des opérateurs d’évolution
caractérisant l'interaction des atomes avec les champs lasers.

Plusieurs techniques permettent un transfert complet de population. Certaines méthodes
de type impulsion-7 nécéssitent un controle trés précis de 1’aire totale de 'impulsion laser et
ne sont donc pas robustes vis-a-vis des fluctuations des paramétres du champ laser. Il existe
d’autres techniques plus robustes, basées sur le passage adiabatique et qui permettent a la
dynamique de suivre contintiment un seul état. Elles sont souvent utilisées pour mettre en
oeuvre ces transferts en raison de leur robustesse par rapport aux fluctuations des champs
lasers et & la connaissance imparfaite du systéme étudié. En particulier, les développements
qu’ont connu les sources lasers ont permis aux techniques de passage adiabatique d’étre au
coeur de nombreux processus quantiques. Nous nous intéresserons & ce type de processus,
ou seul le controle des phases relatives des lasers et de leur polarisation est requis de fagon
précise, ce qui est expérimentalement réalisable avec les technologies modernes.

Le passage adiabatique est une conséquence du concept du théoréme adiabatique en méca-
nique quantique énoncé en 1928 par Max Born et Vladimir Fock [4]. Le théoréme adiabatique
établit en particulier que, dans une limite d’évolution infiniment lente, si le systéme est initia-
lement préparé dans un état propre H(t;), alors il passe a chaque instant ¢ par 1’état propre
instantané de ’Hamiltonien H(t). Dans la pratique, il suffit que l'aire de l'impulsion laser



2 INTRODUCTION

soit suffisamment grande pour satisfaire avec une grande précision le suivi adiabatique. Cette
propriété en fait une technique robuste. La description de la réalisation expérimentale est de
ce point de vue plus réaliste puisque les paramétres du champ laser fluctuent en général.

Outre la preuve formelle du théoréme adiabatique, une étape importante pratique consiste
a la détermination des corrections non-adiabatiques & la fin d’une interaction caractérisée par
une impulsion permettant d’identifier les états propres du systéme au début et a la fin de
I'interaction comme les états libres du systéme. Ainsi, peut aprés 'invention du théoréme
adibatique, Dykne, Davis et Pechukas [5,6] ont établi une formule (connue sous le nom de la
formule DDP) qui calcule ces pertes non-adiabatiques. Ils affirment plus précisément que la
probabilité de transition non-adiabatique & la fin de 'interaction entre les états propres d’un
systéme & deux niveaux décroit exponentiellement dans la limite adiabatique comme e~7¢,
ou T est le temps caractéristique de l'interaction pris assez grand dans la limite adiabatique
(i.e. T — 400) et C est une constante positive. Ce résultat généralise la formule Landau
Zener a des formes quelconques d’impulsion (mais analytiques). L’analyse de cette formule
a permis en particulier I’optimisation du passage adiabatique. Ainsi le concept du passage
adiabatique paralléle [7] établi que si la dynamique suit des lignes de niveau dans l’espace des
parameétres, ¢’est-a-dire des trajectoires dans ’espace des paramétres pour lesquelles la diffé-
rence entre les valeurs propres du systéme est constante & chaque instant, alors les corrections
non-adiabatiques données par la formule DDP tendent vers zéro et conduisent en général &
un transfert de population avec une grande précision pour une aire d’impulsion relativement
modeste tout en étant robuste. Récemment, des études de robustesse sur la stratégie du pas-
sage adiabatique paralléle ont été réalisées dans la référence [8] et ont confirmé son efficacité.

L’étude de la décohérence et des processus plus généralement dissipatifs dus a I'interac-
tion du systéme avec son environnement, constitue de nos jours l'une des études modernes
de la mécanique quantique , car ils représentent les obstacles principaux pour les applications
pratiques tel que le domaine de 'information quantique. Toutefois, dans la limite ou la dissi-
pation conduit la population a ’extérieur du systéme considéré, il est possible de décrire ces
effets dissipatifs par un Hamiltonien effectif non hermitien ne tenant compte que les effets
dominants de la dynamique. La dynamique du systéme donnée par I’équation de Schrodinger
associée a I’Hamiltonien effectif est alors beaucoup plus simple & analyser. Cependant, étendre
le processus adiabatique & ces systémes ouverts décrits par des Hamiltoniens non hermitiens
est non trivial. En effet, 'obstacle principal a ’existence de I'approximation adiabatique est
lié a 'apparition des valeurs propres complexes. Il est connu plus particuliérement que I’ap-
proximation adiabatique, sous sa forme standard, existe seulement lorsque le systéme suit
la valeur propre la moins dissipative [9], autrement dit, la valeur propre contenant la partie
imaginaire la plus grande (en valeur absolue). Dans 'autre cas, lorsque la dynamique suit
I’état le plus dissipatif, seule une faible dissipation permet la préservation de son existence.
L’inexistence d’un théoréme adiabatique lorsque cette condition n’est pas satisfaite est cru-
tiale car elle empéche, en principe, son application aux processus de transfert de population
qui s’accompagnent par un croisement des parties imaginaires des valeurs propres.

La thése est organisée comme suit: Dans le premier chapitre, nous rappelons I’énoncée du
théoréme adiabatique et ses implications. En particulier, nous montrons la supériorité de la
stratégie du passage adiabatique paralléle par rapport au passage adiabatique classique en
terme d’efficacité du transfert de population et de robustesse.

Dans le deuxiéme chapitres, nous généralisons le concept du passage adiabatique paralléle
& des systémes & trois niveaux en A. Nous montrons en particulier comment cette technique
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nous permet de combiner & la fois [’éfficacité énergétique des méthodes impulsions-m et la
robustesse du passage adiabatique. Cette technique est pratiquement réalisable en utilisant les
outils modernes de mise en forme d’impulsions ultra-courtes.

Les systémes dissipatifs & deux niveaux sont traités dans le troisiéme chapitre. Nous mon-
trons en particulier que les effets de la dissipation sur le systéme peuvent dans certaines
conditions s’exprimer par un Hamiltonien effectif dont le taux de perte de population de
I’état excité est traité comme une partie imaginaire associée a cet état. Ce formalisme sera
utilisé dans le chapitre quatre pour décrire I’évolution adiabatique d’un systéme dissipatif.
En particulier, nous montrons comment 1'usage de la méthode des temps complexes nous
a permis d’étendre la formule DDP a des systéme dissipatifs & deux niveaux. Nous rappe-
lons les principes de cette méthode et ses conditions telles qu’elles sont développées dans les
références (38,39, 90|, puis nous décrivons les conditions permettant la généralisation de la
méthode & des systémes dissipatifs & deux niveaux.

Le cinquiéme chapitre est une conséquence du quatriéme chapitre. En effet, nous allons
formuler la solution générale d’un systéme dissipatif & deux niveaux dans la limite adiabatique
qui est valide au-delad d’une faible dissipation.
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Chapitre 1

Evolution adiabatique d’un systéme
quantique

A dynamique d’un systéme quantique non-dissipatif est déterminée de fagon générale par

I’équation de Schrodinger. La solution de cette équation dépend d’un temps T' carac-
téristique du systéme, et permet une analyse simplifiée dans les deux cas limites ot T' tend
vers zéro ou 'infini. Le second cas correspondant & I’évolution lente du systéme, de son état
initial & son état final, est décrit dans le cadre du théoréme adiabatique. Dans un probléme ol
I'Hamiltonien H(t) évolue lentement et continiment entre deux instants ¢; et t¢, le théoréme
adiabatique établit que, dans une limite d’évolution infiniment lente (évolution adiabatique),
si le systéme est initialement préparé dans un état propre de H(t;), alors il passe a chaque ins-
tant ¢ par 1’état propre instantané de H (t) obtenu par continuité. Nous rappellerons 1’énoncé
de ce théoréme et ses implications dans la premiére section. Dans la seconde sections nous
montrons comment le passage adiabatique permet le contrédle des transitions atomiques. En-
fin, nous allons développer une technique permettant I'optimisation du passage adiabatique.

Ceci est traité dans la derniére section.

1.1 Théoréme adiabatique

Considérons un systéme quantique dont 'Hamiltonien H(t) = H(t/T) évolue lentement
et de fagon continue dans le temps. La durée T caractérise cette évolution, une évolution
adiabatique ayant lieu lorsque T tend vers I'infini. Nous notons par Ey(t), Ea(t), ..., En(t), ...
la suite des valeurs propres instantanées de I’Hamiltonien, de dégénérescence respective dj,
da,... dp,... , par {|U%(t))}a=1,..d, les vecteurs propres instantanés associés, et par Pi(t),
Py(t),..., Py(t),..., les projecteurs sur les sous-espaces propres associés :

HIWE () = En(8)[¥7 (1)), (1.1a)

(T3 ()P, (t)) = dumbags, (1.1b)
dn

AOES B HONWHOIE (1.1c)
a=1

L’opérateur d’évolution du systéme U (t,t;), appelé propagateur, relie I'état du systéme |¥())
au temps t a I’état initial |¥(¢;)) par la relation

(W(t)) = Utt:) [¥(t:)). (1.2)
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Si on suppose de plus que

— les valeurs propres instantanées ne se croisent pas i.e. |E,(t) — Ep,(t)| > 6o V t,

— les dérivées %Pn, %PR sont définies et continues,
alors dans la limite ot 7' — oo, 'opérateur d’évolution U (t,t;) posséde la propriété asympto-
tique suivante [10]:

Wn e N, Utt)Palts) — Pa®)U(tE) = O <;) | (1.3)

Ainsi, les sous-espaces propres instantanés du systéme évoluent indépendemment les uns des
autres. Autrement dit, si la fonction d’onde W(¢) décrivant 1'état du systéme appartient au
sous-espace propre instantané d’énergie F,(t) au temps initial, alors cette fonction d’onde
suit ce sous-espace propre au cours de I’évolution, dans la limite adiabatique T — co. Dans
le cas le plus simple ot les valeurs propres ne sont pas dégénérées, le systéme évolue suivant
les états propres auxquels il s’est connecté initialement :

(1)) = > (W, ()W (1)) e GO @, (1)), (1.4)

n

Les corrections non-adiabatiques & I'état |¥(t)) du systéme sont d’ordre O(7). L’équation
(1.4) se déduit directement du théoréme adiabatique (1.3) que I'on applique sur |¥(¢))

[U(t)) =Ul(t, t')I‘If(t~)>
= ZU £ W (t:))

= 3" Pu(OU(1,8) Pa(t) [ 2(8)) + O (;)
—Zw W ONU ()T (¢ >><wn<ti>|\v<ti>>+o(;>.

La quantité (¥, (¢)|U (t,t;)| ¥, (t;)), s’identifie & une phase accumulée lors de I’évolution adiaba-
tique du systéme. En effet, on a U(¢,t1)|W,(¢;)) = P, (t)U(t,t;)| ¥, (t;)), il existe alors 3, € C,
tel que U (t,t;)|Vn(ti)) = Bn|Wn(t)). Comme U(t,t;) est un opérateur unitaire, on déduit alors
que |Bn| = 1, ce qui implique la relation (U, (¢)|U(¢,t;)|Vn(t;)) = Bn(t,t;). On montre plus
précisément que cette phase est la somme de la phase dynamique

t
62 () = ;_L/t En(t) dt, (1.5)
et de la phase géométrique [11]
t d
o0 = =i [ (WOl (o). (1.6

Si I'Hamiltonien du systéme dépend du temps a travers des paramétres R(t), alors, la phase
géomeétrique s’écrit
R(t)
oh=-i [ , (nRIVRRR) R (1.7)
R(t;

avec la notation [n(R)) = |V, (t)).
L’écriture (1.7) montre la nature géométrique de la phase ¢7(t) : elle dépend uniquement du
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chemin parcouru dans ’espace des paramétres, et non du temps mis pour parcourir ce chemin.
Nous étudierons dans la section (1.4) la phase géométrique plus en détail. Dans la pratique,
il suffit que le temps caractéristique T' soit suffisamment grand devant les autres grandeurs
caractéristiques du systéme pour que 'approximation adiabatique décrive la dynamique d’une
facon relativement précise. Les relations que doit alors satisfaire T' s’appellent les conditions
d’adiabaticité. Nous allons & présent esquisser une démonstration de ce théoréme dans le cas
d’un espace de Hilbert de dimension finie sans croisement des valeurs propres instantanées [4,
12,13, et nous supposons de plus que les valeurs propres ne sont pas dégénérées. Le cas le plus
général d’'un espace de Hilbert de dimension infinie avec un croisement possible des valeurs
propres instantanées est traité dans les références [4,14-18|.

1.2 Evolution adiabatique d’un systéme quantique & deux ni-
veaux

Dans cette section nous allons esquisser une démonstration de ce théoréme dans le cas d’un
systéme quantique & deux niveaux. En particulier, nous allons montrer comment le passage
adiabatique permet le contréle des transitions entre les niveaux d’énergies. On considére un
systéme fermé, ol un laser de pulsation de Rabi 2 > 0 présentant une enveloppe temporelle
vérifiant (£oo) = 0, couple I'état fondamental |0) & 'état excité |1) avec un écart a la
résonance A (Figure 1.1). L’Hamiltonien du systéme s’écrit dans I’approximation des ondes
tournantes (Rotating Wave approximation, RWA ou approximation résonante) et dans la base
{]0),]1)} (dans un systéme des unités ou h = 1)

H(t/T) = H(r) :% ( QE’T) ;ZA(ZT)) ) , (1.8)

oul T est un temps caractéristique du systéme qui peut étre la durée de I'impulsion laser par
exemple. L’Hamiltonien (1.8) admet les valeurs propres

Ay = %Ai%\/AQJrQ? (1.9)

associées aux vecteurs propres normalisés

| cos(6/2) | —sin(6/2)
lot) = [ sin(0/2) ] N EES [ cos(6/2) ] : (1.10)

ou 6 est I'angle dynamique défini par

tan@z—%, 0<0<m. (1.11)

On désigne par [1(7)) la fonction d’onde du systéme, solution de I’équation de Schrédinger
T lu(r) = H)lw(r) (112)
T or B ' '

Dans la suite, on suppose que le systéme est initialement connecté a I'état |p4), i.e. [(—00)) =
|+ (—00)) = |0). Nous considérons en particulier le cas o I’écart a la résonance est initiale-
ment négative, i.e. A(—o0) < 0. En posant

[0 (r) = RN (m)|e(7)), (1.13)
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1) t \

0 —Y

FiGc. 1.1 — Schéma du systéeme a deux niveaur utilisé. L’état de base |0) est couplé a l'état
excité |1) par un laser de pulsation de Rabi Q avec un écart a la résonance A.

ol R est la transformation unitaire définie par

[ cos(0/2) —sin(6/2)
R(r) = < sin(6/2)  cos(0/2) > ’ (1.14)

l’équation de Schrodinger (1.12) se réécrit

TP} = D) = LR 3R] 157 (1.150)
:( Mn) )ME(T». (1.15b)
“1% ()

Dans la limite adiabatique 7' — oo, les termes non diagonaux dans ’équation (1.15b)
appelés aussi les termes de couplages non adiatiques, peuvent étre négligés devant leur écart
en énergie |\ — A_|. Ceci méne a la condition d’adiabaticité

Ay — A > 7| (1.16)

Dés lors que la condition d’adiabaticité (1.16) est vérifiée, I’équation de Schrodinger se résout
facilement et la fonction d’onde prend la forme simple

() =exp (i1 [ xiods)lear) +0 (7). (1.17)

—00

Ainsi dans la limite adiabatique, le systéme évolue en suivant ’état propre auquel il s’est
connecté initialement. Notons que dans cet exemple la définition (1.10) des états propres
instantanés assure automatiquement la condition de transport paralléle

o
(el o lps) =0, (1.18)

pour laquelle la phase géométrique est nulle. La seule phase accumulée lors du suivi adiaba-
tique du vecteur |p4) correspond alors a la phase dynamique définie comme 'intégrale de la
valeur propre Ay et d’'une éventuelle phase de Berry lorsque qu’une boucle dans ’espace des
parameétres est considérée (voir section 1.4).
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1.3 Conséquence du passage adiabatique: presque-croisement
et transitions

Dans cette section, nous allons montrer comment & partir d’une condition initiale donnée,
par exemple [)(T — —00)) = |p4(—00)) = |0), I'évolution adiabatique du systéme produit
asymptotiquement une transition [¢(7 — 4+00)) = |p4(400)) = |1), lorsque le couplage a
la forme d’une enveloppe vérifiant (+o00) = 0 et que l'écart a la résonance A présente un
changement de signe correspondant & une tranversée de la résonance A = 0. Nous avons
représenté les valeurs propres (1.9) au cours du temps sur la figure 1.2 avec leurs branches
asymptotiques représentant les valeurs propres pour 2 = 0, c’est-a-dire lorsque les deux
niveaux ne sont pas couplés

|SOSrQ:0)> _ ( (1] > = |0), |¢£Q:0)> _ < ? ) = 1) (1.19b)

Nous avons considéré dans cet exemple le modeéle Allen-Eberly défini par Q(7) = Qgsech(7) et

A=) = A(r), A0 =0 (1.19a)

A(1) = Agtanh(7). Les valeurs propres A; et A_ forment un presque-croisement de largeur
Qo a linstant 7 = 0. Si on suit par continuité chacune des valeurs propres de 7 allant de
I'infini par valeur négative a l'infini par valeur positive, c’est a dire si la dynamique suit
chacune des branches dans un régime suffisamment adiabatique, on observe une rotation des
valeurs propres. En effet, le calcul asymptotique des vecteurs propres donne pour |4 )

Q1 = —o0) 0

tan(f(r — —o0)) :_A<T—> —) i =0t =60=0 (1.20)

ce qui implique

o1 (—00)) = ( . ) = (0) (1.21)

d’autre part,

tan(f(r — +00)) = —Z((: : f;; = —+0AO 0 =0=r (1.22)

ce qui implique

[ (o00)) = ( X ) =) (123

de méme, on obtient pour |p_) les connections aux limites suivantes

- (~o00)) = ( ’ ) =11, lp-(+00)) = ( N ) = -10). (1.24)

Cette remarque n’est pas triviale, elle montre en effet I’ambiguité de I’étiquetage par continuité
des valeurs propres au cours du temps. Ainsi par continuité, on passe de l’état |0) a |1)
et réciproquement (& un signe prés). On peut donc conclure que, a partir d’une condition
initiale donnée, 1’évolution suffisamment adiabatique du systéme induit asymptotiquement
une transition.
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Fic. 1.2 — Dynamique du modeéle Allen-FEberly dans le régime adiabatique pour Q0T = 10 et
AgT =25
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1.4 Phase géométrique de Berry

Nous avons vu dans la section 1.1 du ce chapitre, que lors d’une évolution adiabatique du
systéme, la fonction d’onde accumule une phase d qui est la somme de la phase dynamique
(1.6) et d’une phase géométrique (1.7), nommeée ainsi car elle dépend de la géométrie de la
trajectoire (et pas de la vitesse) parcourue dans l'espace des paramétres variant lentement
au cours du temps. Berry a précisément déterminé cette phase géométrique dans le cas ot
le systéme suit une courbe fermée (une boucle) dans 'espace des paramétres [11]. Si nous
notons par C cette trajectoire et par R le vecteur formé par I’ensemble des paramétres variant
lentement au cours du temps, la phase géométrique s’écrit alors

69(C) = i ;i (n(R)|Vln(R)) - dR (1.25)

Dans le cas particulier ou seulement deuxr paramétres varient lentement au cours du temps,
Berry a montré que la phase (1.25), sous la condition du transport paralléle, prend la valeur 7
si la trajectoire dans ’espace des paramétres encercle une dégénéréscence des valeurs propres
du systéme [11] et elle est nulle si aucune de ces dégénéréscences n’est entourée. Si de plus un
seul paramétre varie lentement alors la phase géométrique est nulle. Dans le cas général ou
plus que deux paramétres varient, la phase géométrique peut prendre une valeur quelconque.
Dans la suite, nous allons & ’aide d’un exemple explicite, calculer la phase de Berry dans le cas
ou la dynamique suit une boucle encerclant la dégénéréscence dans I'espace des paramétres.
Nous considérons en particulier I'exemple d’'un systéme a deux niveaux ol seulement deux
paramétres varient lentement au cours du temps.

Considérons le systéme a deux niveaux décrit par la figure 1.1. L’Hamiltonien s’écrit dans
I'approximation des ondes tournantes (RWA)

H(r) = % ( 5?;;1 Q(ATE;_K ) (1.26)

ou interviennent les paramétres 2, A et ¢ qui désignent respectivement la fréquence de Rabi,
Iécart a la résonance et la phase du laser a l'origine (pour un champ de la forme e(7) =
go cos(wt — ¢)). L’état du systéme est décrit a chaque instant par la fonction d’onde [¢(7)),
solution de I’équation de Schrodinger

L2 1)y = HOW(m), () =

B4 (r) ] e C? (1.27)

avec |B1(7)]? + |B_(7)|*> = 1. Nous supposons que le systéme est initialement connecté a
I'état fondamental |0) i.e. B4(1;) = 1,B_(1;) = 0. Les états adiabatiques du systéme [p4 (7))
sont définis comme les vecteurs propres de ’Hamiltonien (1.26), associés aux valeurs propres
Ax(7)

H(7)|p£(7)) = Ax(7)|px(7)). (1.28)
e (r) = i% A7)+ 2(7) (1.29)

Si au cours de la dynamique, nous fixons la phase ¢, ’'Hamiltonien posséde alors deux para-

métres (Q(7) = Q(7)e™ et A(7)) qui peuvent évoluer indépendemment les uns des autres au
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Fi1G. 1.3 — La trajectoire dans l’espace des paramétres comme étant une boucle qui encercle
la dégérénéscence localisée au point (A = 0 et Q= 0), paramétrisée par l'angle dynamique
0 <0 <2m et de rayon Ag

cours du temps. On suppose ici sans perte de généralité que Q(7) > 0. La figure 1.3 montre
une trajectoire dans l'espace des paramétres (A, (~2) comme étant une boucle qui encercle la
dégénérescence localisée au point (A = 0, Q = 0). Une telle trajectoire peut étre obtenue
avec Q(T) décomposé en une séquence de deux impulsions, la premiére posisive (i.e. ¢ = 0),
la seconde négative (i.e. ¢ =) et avec la paramétrisation A = Agcosf et Q = Agsinf, ou
0 est 'angle dynamique défini par la relation

tanf = Q/A, 0<0 < 2r. (1.30)

En posant maintenant [1p4(7)) = RT(8(7))[s(7)), ot R((7)) est la transformation unitaire
qui a pour vecteurs colonnes les vecteurs propres |p(7)):

[ cos(0(7)/2) —sin(6(7)/2)
R(O(r)) = ( sin(0(7)/2)  cos(6(r)/2) ) (1.31)

l’équation de Schrodinger (1.27) se réécrit

i () = Ha(D)lpa(r) (1.32)

avec

ma = (20 00 ), 1

le couplage non-adiabatique défini par

_do(r) QAT - UDA(T)
W) =——= A2 (7)1 () (1.34)
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et la fonction d’onde

Ay (7)

= RY(O(r 7)) = R (O(r
A (r) | = F OO = B0()

[pa(r)) =

By(r) ] : (1.35)

Dans la limite adiabatique, mathématiquement définie comme T" — oo, les termes du couplage
non-adiabatique peuvent étre négligés devant leur écart en énergie T| A+ —A_|. En remarquant
que initialement |14 (7;)) = |0), la solution de I’équation (1.32) s’écrit

Wa(r)) = efz'Tf:i At (s)ds [ (1) ] ‘ (1.36)
Tenant compte de I’équation (1.35), on obtient
(7)) = R(O(r))e T Jr Mo [ (1) ] . (1.37)

Ainsi on obtient a la fin de Uinteraction et aprés avoir effectué une boucle compléte (figure
1.3),

W(Tf» _ R(2ﬂ_)€—iTAO(’Tf—TL‘)/2 [ (1) ] _ _e—’iTAO(Tf_Ti)/Q [ (1) ] ] (1.38)

La phase en facteur dans ’exponentielle peut étre identifiée comme étant la phase dynamique.
Notons dans cet exemple les vecteurs propres du systéme satisfont la condition du transport
paralléle (1.18). Si nous appliquons maintenant le théoréme adiabatique (en utilisant I’équa-
tion (1.4)) donnant a la fin du processus

‘w(,rf» — e_iTAO(Tf_Ti)/Qe_i(z)g‘@4_(9 _ 0)> _ e_iTAO(Tf_Ti)/ze_id)g [ (1) ] ) (139)

En comparant les équations (1.38) et (1.39), la phase géométrique ¢9 peut étre identifiée donc
a m. Elle correspond exactement & la discontinuité de la phase associée aux vecteurs propres
entre # = 0 et 6 = 2m:

67 = —Im{In {9+ (0 = 0)]p4.(6 = 2m))]} = . (1.40)

Dans le cas ol le nombre de paramétres est supérieur a deux, la phase géométrique peut
prendre des valeurs différentes. La méthode adoptée dans cet exemple a été généralisée pour
les systémes & trois niveaux dans la référence [19].

1.5 Passage adiabatique par effet Raman stimulé (STIRAP)

L’une des applications les plus populaires basées sur le passage adiabatique est le STIRAP
(Stimulated Raman Adiabatic Passage). Cette technique [20,21,23-25,78| permet le transfert
de population entre deux états métastables.! L'une des propriétés les plus importantes du
STIRAP est qu’elle posséde un état propre qui n’a pas de composantes sur l'état excité,
appelé généralement un état sombre. Autrement dit, si nous forcons la fonction d’onde du

1. Un état métastable est un état dont la durée de vie est longue par rapport au temps d’évolution du
systéme, ce qui permet de le considérer comme un état stable lors de la dynamique.
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systéme a suivre cette état tout au long de la dynamique par passage adiabatique, alors le
transfert de population s’effectue en s’affranchissant des pertes par émission spontanée dues
a 'état excité utilisé lors du couplage. Un autre avantage de cette technique est qu’elle ne
requiert pas un controle précis des différents paramétres mis en jeu. Ces deux caractéristiques
en font une méthode robuste pour le transfert de population. Dans la suite, nous allons décrire
la dynamique du systéme dans la limite adiabatique. En particulier, nous allons établir les
conditions sur les pulsations de Rabi permettant une évolution adiabatique idéale.

1.5.1 Systéme et Hamiltonien effectif

On considére le systéme a trois niveaux composé de deux états métastables |0),|1) et
d’un état excité |e), dont le taux de pertes par émission spontanée est noté v (figure 1.4). Les

10)

1)

F1G. 1.4 — Systéme a trois niveauz et couplages utilisés pour le STIRAP. L’état |1) est initia-
lement peuplé.

états métastables |0),]1) sont respectivement couplés a 'état excité |e) par les lasers pompe et
Stokes, de champ électrique E;(t) = &;(t) cos(w;t — ¢;) (i = P,S). L’'Hamiltonien du systéme
s’écrit alors, dans la base {|0),|e),|1)} et dans dans I’approximation des ondes tournantes [10]

" 0 Qpe ior 0
H = ) QOpcior 2A Qgei?s| | (1.41)
0 Qg e"iPs 0

ol interviennent les pulsations de Rabi ); que I'on suppose positives sans perte de généralité,
reliées aux amplitudes gl(t) et aux moments dipolaires ji; par la relation

Q(t) = ol (1.42)
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L’Hamiltonien (1.41) admet les valeurs propres instantanées

o =0, (1.43a)
h e 19)

)\J,_ = §(A + AQ + QQ) = 7 tand], (143b)

A= S(A — VA2 +Q?) = —? cot 9, (1.43c¢)

associées aux vecteurs propres instantanés

cosf sin 6 cos ¢ sin @ sin vy
lp0) = 0 ,les) = | singe’®r | foo) = | —cosyper | (1.44)
—e®sin @ e’ cos  cos ' cos  sin 1

ol les angles dynamiques 6,1, la pulsation €2 et la phase relative ¢ sont définis par les relations

tan 6 — g: (1.45a)
fangp = 2T VATHE ”éQJFQQ, (1.45b)
Q= /0% + 02, (1.45¢)
¢ =dp — ds, (1.45d)

et avec 0, ¥ € [0,5].

1.5.2 Evolution adiabatique du systéme

On désigne par |¥(7)) la fonction d’onde du systéme solution de I’équation de Schrédinger

i 0

7. ¥(7) = H[¥(7)). (1.46)
En posant

(7)) = RIyp(7)), (1.47)

ot R(7) est la transformation unitaire définie par

cos sin § cos ¢ sin @ sin v
R(t) = 0 sin ¢e’®r —cospelr || (1.48)
—e%sinf €% cosfcosty e cosbsiny

I'équation (1.46) se réécrit

i 0~ ? 0

73, ¥() = |D(7) - TRT(T)ER(T) (7)) (1.49a)
' ‘)\0 —%écosw —%Qsmw N

thsiny Ly A
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Dans la limite adiabatique caractérisée par T' — +00, les termes de couplages non-adiabatiques

peuvent étre négligés devant leurs écarts en énergie. Ceci méne aux conditions d’adiabaticité

2 .
‘TQ cos | < [Ag — A4], (1.50a)
2. .
‘Tﬁ siny| < [Ao — A_], (1.50Db)
9 .
’Tw < Ay — A, (1.50¢)
soit,
. sin
Qr—— 1.51
’0 < 4cos?p|’ (1.51a)
‘0’ < |or-SnY (1.51b)
4cos21p|’ '
. T
\w < |gVaTLe. (1.51¢)

Des lors que les conditions (1.51) sont vérifiées, I’équation de Schrodinger (1.49) se résout
facilement et la fonction d’onde prend la forme simple

1F(r)) = exp <—iT /oo D(s)ds> () () + O <;> | (1.52)

Notons que dans cet exemple, la définition (1.44) des vecteurs propres instantanés assure la
condition du transport paralléle :

(3N arlos() =0, 5= {0,+ -} (1.53)

pour laquelle la phase géométrique est nulle. Dans la suite, on considére la situation lorsque
la fonction d’onde est initialement connectée a l'état |0), i.e. |¥(7;)) = |0). En particulier,
on peut voir que le vecteur |¢g) permet le transfert de population de I'état |0) vers I'état
|1) lorsque l'angle 6 varie de 0 a 7/2. Ce vecteur n’a pas de composante sur I’état excité et
n’est donc pas affecté par I’émission spontanée, d’otl son appellation vecteur sombre. Sa valeur
propre associée étant nulle a tout instant, aucune phase dynamique n’est accumulée lors de
son suivi adiabatique. Plus précisément, la définition (1.45a) de I'angle 6 implique que le
transfert de population s’effectue suivant 1’état sombre par une séquence dite contre-intuitive
des impulsions laser, i.e. le laser Stokes est enclenché avant la pompe. Cette séquence conduit
aux connections suivantes des états initial [¥(7;)) et final [¥(7y))

(W (7)) = 10) = [o(Ti)) (1.54a)
!

(W (7)) = [eo(T)) (1.54b)
!

U (74)) = |wo(ry)) = =€ |1). (1.54c)

Le transfert de population de I'é¢tat |0) vers 'état |1) s’accompagne donc d’un gain de phase
¢+m. On peut remarquer que la phase relative ¢ peut étre en général controlée trés précisément
expérimentalement.
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FIG. 1.5 — Evolution des populations (a) lors du processus STIRAP. Les pulsations de Rabi
(b) sont de forme gaussienne de largeur & mi-hauteur T'. Le délai entre les impulsions Stokes
et pompe est 0.6T et leur amplitude mazimale est QpT = 20.

Nous avons présenté sur la figure 1.5, ’évolution adiabatique du systéme pour des pulsa-
tions de Rabi de forme gaussienne de largeur & mi-hauteur 1" et d’amplitude Q¢T = 20. Le
délai entre les impulsions pompe et Stokes est 0.67" [Figure 1.5(b)|. Le transfert adiabatique
de population est visible sur la figure 1.5(a). Il commence dés que I'impulsion pompe est
enclenchée, et s’achéve lorsque I'impulsion Stokes s’éteint.

1.5.3 Robustesse

La propriété la plus importante du processus STIRAP, & l'instar des processus adia-
batiques, est la robustesse vis-a-vis de 'aire des impulsions choisie suffisament grande. On
s’attend ainsi & un transfert de population final relativement insensible aux fluctuations des
amplitudes du champ laser. En effet, seule compte la variation globale de I'angle 6 de 0 a
7/2, et la forme précise des impulsions utilisées est donc inessentielle (Cependant elle doit
présenter une forme lisse). La figure 1.6 montre aussi la robustesse du transfert vis-a-vis du
délai 7 entre les impulsions Stokes et pompe, en fonction de ’écart a la résonance A. Plus
la région est claire, plus le transfert de population est proche de 'unité. On peut voir en
particulier que l'influence du délai est assez peu sensible dans une gamme 7 allant de 0.57
a 0.8T sur le transfert de population. La figure 1.6(b) montre aussi la robustesse vis-a-vis
des pertes par émission spontanée dues & 1’état excité, étant donné que la dynamique évolue
suivant 1’état sombre. On peut en effet montrer que 1’état sombre |pg) reste de la méme forme
(1.44) lorsque l'on prend en compte une perte de l'état excité |e). Les probabilités de tran-
sition ont été obtenues dans ce cas en ajoutant a I’écart A un terme imaginaire —iy tel que
~T = 1, ce qui correspond a des pertes significatives de 1’état excite |e). Lorsque la dynamique
n’est pas parfaitement adiabatique, les pertes par émission spontanée dues a ’état excité sont
négligeables dans la limite ot le taux de perte v est faible, i.e.

Q2T > 7. (1.55)
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Fi1G. 1.6 — Probabilité de transition de l’état |0) vers l’état |1) en fonction de l’écart a la
résonance A et du délai entre les impulsions T, pour un systéme non-dissipatif (a), et pour un

état excité a pertesy = 1/T (b). Les pulsations de Rabi des lasers sont d’amplitude mazimale
QT = 20.

1.6 Optimisation du passage adiabatique

Nous avons vu dans les sections précédentes que la clé du passage adiabatique pour réa-
liser des transferts de population controlés, repose sur le fait que la dynamique suit un seul
état propre instantané contintiment connecté aux états initial et final. De plus cette technique
est robuste vis-a vis de certains parameétres du laser. La réalisation expérimentale est de ce
point de vue favorable puisque les paramétres du laser fluctuent en général. En particulier, le
transfert de population par passage adiabatique est pratiquement insensible & ’aire de 1'im-
pulsion, si celle-ci est suffisament grande pour satisfaire le suivi adiabatique.

Cependant, dans les expériences réelles, les impulsions laser ont des aires finies. Il est
donc utile d’analyser les conditions qui permettent d’optimiser le passage adiabatique. Autre-
ment dit, les conditions qui minimisent les pertes non-adiabatiques commises au cours de la
dynamique. Les transitions non-adiabatiques sont données par la formule de Dykhne-Davis-
Pechukas (DDP) [5,6,41]. Cette formule stipule que dans la limite adiabatique (i.e. T — 00),
la probabilité de transition non-adiabatique & la fin du processus est de ordre de e=7¢ ou
C est une constante positive. Toutefois, ’analyse des surfaces d’énergie dans 1’espace des
paramétres permet d’optimiser le passage adiabatique. En effet, si nous tracons la différence
de ces surfaces, les figures obtenues exhibent des lignes de niveau [7,26, 27|, c’est a dire des
trajectoires pour lesquelles la différence entre les valeurs propres du systéme est constante.
Le but de cette section est de montrer que, dans un modéle & deux niveaux, ces lignes de
niveauz sont les trajectoires optimales qui minimisent les pertes non-adiabatiques données par
la formule DDP et qui conduisent & des transferts de population robustes et complets.

Dans la suite, nous introduirons tous les outils nécéssaires comme la formule de Dykhne-
Davis-Pechukas, les points de transitions dans le plan complexe et les lignes de Stokes. Puis
nous démontrerons que les lignes de niveau sont les trajectoires optimales pour le passage
adiabatique.
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1.6.1 Formule de Dykhne-Davis-Pechukas (DDP)

Considérons un systéme & deux niveaux décrit par I’Hamiltonien hermitique réel

1 0 Q(r) ot
H(T)—2<Q(7_) 2A(7’)>’ T= (1.56)

Les valeurs propres du systéme s’écrivent

A (r) = %A(T) + %\/N(T) 20 (1.57)

elles sont associées aux vecteurs propres normalisés

| cos(6/2) | —sin(0/2)
lp+) = [ sin(6/2) ] o) = [ cos(6/2) ] (1.58)

ou # est I'angle dynamique défini par

Q

tan(f) = N

0<6<m. (1.59)

Dans la suite, nous supposons que l'interaction du champ laser avec ’atome commence au

temps 7; — —oo et finit au temps 77 — 400, ce qui correspond a
Q(r; = —00) = Q(1p — 400) = 0. (1.60)

Pour assurer que le systéme traverse la résonance, nous supposons de plus que

A7) <0, A(ry) > 0. (1.61)
Dans la suite, nous supposons que la fonction d’onde du systéme est initialement connectée
a l'état ‘QO+>

(7)) = lo4(73)) = [0). (1.62)

Dans la limite adiabatique, la fonction d’onde suit alors contintiment ’état |p ). Nous nous
intéressons en particulier & la probabilité de transition non-adiabatique finale

P(T) = [{p-(mp) [ (1s))I? (1.63)

qui correspond & la probabilité de transition entre les états adiabatiques a la fin de l'interac-

tion. La formule DDP estime cette probabilité:

P(T) = | TP(e) |2 = o= 2T{D(re)} (1.64)
avec

D) = [ hele) = A-(9)]ds (1.65)

est l'intégrale de la différence des valeurs propres étendue par continuation analytique dans
le plan complexe. 7., appelé point de transition est un point complexe vérifiant

Ap(7e) = A-(7e) = 0 (1.66)
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et qui est localisé dans le demi-plan complexe supérieur. S’il existe N points de transition
dans le plan complexe possédant une contribution significative, alors la formule (1.64) devient
[38,39]

N
) T(n)
P(T) =) TP )2, (1.67)
n=1

Cette formule est valable sous les conditions suivantes [38, 39]:
1. L’Hamiltonien H posséde un prolongement analytique H(z) dans le domaine Sy = {z =
T+is € C, |s| <d} de largeur 2d entourant I’axe réel.
2. H(7) tend rapidemment vers deux valeurs H™ et H~ pour 7 — oo tel que

lim sup |H(t +is) — HE[7*T a >0
T—):I:OOls‘<d

3. Les valeurs propres ne sont pas dégénérées sur ’axe réel.

Notons que pour un Hamiltonien hermitique complexe, cette formule doit-étre complétée en
ajoutant des préfacteurs de nature géométrique |5, 38].

1.6.2 Points de Transition et lignes de Stokes

Pour calculer la probabilité de transition non-adiabatique, nous avons besoin des points
complexes particuliers pour lesquels le prolongement analytique de la différence des valeurs
propres est nul. Dans ce genre du probléme, les lignes de Stokes jouent un role capital. En
effet ces lignes selectionnent les points de transition qui auront une contribution dominante
dans la formule DDP. Ces lignes sont définies par

{z —r4is, O UO (A (s) = A_(s)) ds] _3 [/0 (A (s) — A(s))ds} } o (1.68)

Il faut noter que contrairement & ce qui est parfois énoncé, les points de transition dominants
ne sont pas nécéssairement les plus proches de I'axe réel. En effet, les points de transition qui
auront la plus grande contribution dans la formule DDP seront ceux pour lesquels la ligne de
Stokes associée sera la plus proche de 'axe réel [38,39]. Si de plus IV points de transition sont
reliés par la ligne de Stokes la plus proche de ’axe réel, nous devrons prendre en compte la
contibution de ces N points [38]. Une étude plus détaillée sur les lignes de Stokes est présentée

dans ’appendice de ce chapitre.

1.6.3 Lignes de niveau dans ’espace des paramétres

Une ligne de niveau est une courbe de ’espace des paramétres pour laquelle la distance
entre les valeurs propres est constante

A (1) = A_(7) = VA1) + Q%(1) =C (1.69)

ot C est une constante. Si on se fixe initialement A(7;) = —Ag, i.e. Ag > 0 et Q(1;) = 0,
I’équation des lignes de niveau s’écrit

02 A?

LA (1.70)
TR
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Ces trajectoires sont donc des demi-cercles dans 'espace des paramétres de rayon Ay et de
centre (A = 0, Q = 0). Dans la suite du chapitre, nous nous intéressons a plusieurs formes
d’impulsions notées A(7). Pour cela, nous écrivons le couplage comme

Q(7) = QoA(r) (1.71)

ot A(7) est une fonction continue vérifiant 0 < A(7) < 1 et maximale au point 7 = 0. L’écart
a la résonance peut s’écrire sous la forme

A(r) = Ao f(7) (1.72)
ro) =T R, (1.73)

Cette paramétrisation implique pour la différence des valeurs propres

A (7) = A=(r) = /A3 + (93 — A)AZ(7). (1.74)

Une ligne de niveau correspond alors & Qg = Ap. Dans la suite du chapitre, nous voulons
comparer le transfert de population correspondant & ces lignes de niveau dans ’espace des
paramétres & celui d’autre trajectoires. Nous choisissons en particulier des ellipses. Les équa-
tions correspondantes sont

(&)

qui sont des ellipses de petit axe de longuer 24 et de grand axe de longuer 22 centrées au
point (2 =0, A =0).

TQ

F1G. 1.7 — Lignes de niveau de la différence entre les valeurs propres en fonction des paramétres
AT et QT'. Plus la couleur est sombre, plus la différence entre les valeurs propres est petite.
Nous avons représenté trois trajectoires différentes pour lesquels TAg = 1: (0) est une ligne
de niveau, (-) et (+) sont respectivement des chemins en dessous et au dessus de la ligne de
niveau (0).
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1.7 Conséquences de la formule de Dykne-Davis-Pechukas

Optimiser le passage adiabatique revient & trouver les trajectoires optimales dans ’es-
pace des paramétres qui minimisent les transitions non-adiabatiques données par la formule
DDP dans la limite adiabatique. Ainsi, une simple analyse de cette formule montre que la
contribution non-adiabatique est nulle si 'une de deux conditions suivantes est vérifiée

— toutes les exponentielles de I'équation (1.67) tendent vers zero. i.e. & [D(Tén))} — 0,

pour tout n.

— La somme des exponentielles induit des interférences destructives.

Nous nous intéressons en particulier & la premiére condition. On considére pour cela le type
d’enveloppes qui satisfont la condition

A(T) = 0o si et seulement si J[r] — 0. (1.76)
Cette classe de fonctions comprend en particulier les gaussiennes. En effet
A(r) = e~ — o~ (RITD? (SI7])? ,—2iR[7IS(r] (1.77)

En tenant compte des équations (1.66) et (1.74), la fonction A vérifie

Ao
Ar)=4i—20 i y>A 1.78a
T =+ o (1.78)
Ar) = 20 G <Ay (1.78b)

Ainsi, la classe d’enveloppes considérée vérifie aussi
| — Ap| = 0 si et seulement si I, — oo. (1.79)

Nous déduisons alors

‘Qo_lig'%% [D(7)] =S [/OOO Agds} = o0 (1.80)

ce qui permet d’écrire

lim P(T)=0. (1.81)
[Q0—Ap|—0

Ainsi, les corrections non-adiabatiques tendent vers zéro pour la ligne de niveau. Cette pro-
position est en particulier satisfaite pour les enveloppes gaussiennes. L’analyse des termes
de la formule de Dykne-Davis-Pechukas méne donc & la conclusion que pour toute ligne de
niveau, les transitions non-adiabatiques tendent vers zéro. Cependant, numériquement, nous
remarquons des différences entre les lignes de niveaux. En effet, les lignes de niveaux qui cor-
respondent a de petites valeurs de T'Ay conduisent & des taux de transitions plus grands que
celles avec de grandes valeurs de T'Ag. Ceci s’explique par le fait que si TAg = T est petit
alors la dynamique du systéme est loin d’étre dans le régime adiabatique et la formule DDP
n’est donc plus valable. Dans la suite, nous allons mettre en évidence I’optimisation avec des

™ Les points de transition sont donnés par [7]

Tc(i) = :l:\/an; & Jri\/an;_ﬁ, pour Qp < Ag (1.82)

impulsions A(7) = e~
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avec n un entier positif ou nul et

A
an =B+, B =log s (1.83)

A2
et
) -9
) = i\/%; +i\/%2 , pour o >4y (1.84)
avec n un entier positif ou nul et
1 02 — A2
Yo = \/62+(2n—)27r2, §=1g¥—9 0 (1.85)
2 Ag

Les points de transition et les lignes de Stokes sont présentés dans la figure 1.8. Nous re-
marquons que dans le cas ou 2y < Ay, la ligne de Stokes la plus proche de I'axe réel passe
(0)

par un seul point de transition 7,7 = iv/B. On conclut alors que la probabilité de transition
non-adiabatique est donnée dans ce cas par

P(T) = ¢ 2730, (1.86)

Axe imaginaire

Axe imaginaire

0
Axe réel

Fi1c. 1.8 — Lignes de Stokes dans le plan complexe pour des impulsions gaussiennes: (a) pour
Qo/ANo = 3 <1 et (b) pour Q/Ag =2 > 1. Les points de transitions sont repérés par des
cercles.
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Maintenant si nous considérons le cas ou ¢ > Ay, la ligne de Stokes la plus proche de

I’axe réel traverse deux points de transition Tio) =+ + d + iy — d. Notons que dans ce

dernier cas il peut y avoir des interférences entre les deux points de transition. En utilisant
maintenant le fait que %(D(TC(OJR)) = %(D(Té?j)), la probabilité de transition non-adiabatique
devient

P(T) = e-zm(p(ﬁ?j)), TR | eiT%R(D(TC(?l))‘Q (1.87)

Ainsi, la probabilité de transition oscille pour g > Ag. Nous avons représenté dans la figure
1.9 le calcul numérique de log(P(T")) en fonction des paramétres Qo7 et Ag7T. Plus la pro-
babilité de transition est petite plus la couleur est sombre. Pour Ay = 0, nous observons des
oscillations de la probabilité de transition qui s’identifient aux oscillations de Rabi. En effet,
le transfert de population est complet lorsque l'aire de I'impulsion vérifie

QT /+OO A(T)dr = (2n + 1), (1.88)

—00

ol n est un entier positive. Cependant, ce type de transfert de population n’est pas robuste
par rapport aux fluctuations des parameétres du champ laser vu que l'aire de 'impulsion doit
étre égale & une valeur précise pour que le transfert soit complet. La figure 1.9 montre aussi
des lignes sombres caractérisant un transfert de population complet qui partent des maximas
des oscillations de Rabi. Autour de ces lignes, on observe une zone de transfert de population
quasi-compléte de plus en plus large pour AgT croissant jusqu’a la ligne qui correspond aux
lignes de niveau. Le long de ces lignes, on observe donc un transfert de population de plus en
plus robuste vis-a-vis de 'aire de I'impulsion pour AgT croissant. Nous remarquons de plus
que ces lignes convergent vers les lignes de niveaux pour €0y et Ay croissant qui tendent vers
la zone la plus sombre de la figure qui correspond & la zone ot le transfert de population dans
le régime adiabatique est de plus en plus robuste.
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F1a. 1.9 — Logarithme de la probabilité de transition non-adiabatique a la fin de linteraction
en fonction des parameétres QoT et AgT. Plus la probabilité P est petite, plus la couleur est
foncées. La ligne en bleu correspond auz lignes de niveau Qg = Ag.

D’une maniére générale, I’aire de 'impulsion minimale qui engendre un transfert de po-
pulation est obtenue pour Ag = 0 et n = 0 dans 1’équation (1.88). Ce qui correspond a
QoT f_Jr;o A(T)dr = m. Toutefois, la figure (1.9) montre que pour un A donné, les lignes
de niveau correspondent a la plus petite aire de l'impulsion pour laquelle la correction non-
adiabatique tend vers zéro dans la limite adiabatique. Autrement dit, les lignes de niveau
peuvent étre interprétées comme une limite pour 'aire de I'impulsion permettant un transfert

de population complet et robuste.

1.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons analysé les avantages de la technique adiabatique. En par-
ticulier, une évolution suffisament lente produit asymptotiquement une transition a la fin
de l'interaction. Contrairement aux méthodes de type impulsion-m permettant un transfert
de population complet et nécessitant un contréle trés précis de 'aire de I'impulsion laser, le
passage adiabatique est une technique trés robuste dans le sens ol le transfert de population
sera relativement insensible aux fluctuations des paramétres du champ laser comme ['aire de
I'impulsion par exemple. Cependant, le passage adiabatique consiste a faire évoluer le systéme
de fagon relativement lente et requiert donc une aire d’impulsion a priori large.

Toutefois, il est possible d’optimiser le passage adiabatique si la dynamique suit des tra-
jectoires particuliéres dans I'espace des paramétres. Nous venons en effet de démontrer dans
ce chapitre qu’une ligne de niveau, définie de sorte que la différence des valeurs propres soit
constante & chaque instant, permet de minimiser & zéro les transitions non-adiabatiques don-
nées par la formule DDP. Des études plus détailées sur le passage adiabatique paralléle ont été
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réalisées dans les références [7,8] et qui ont confirmé 1'éfficacité de cette technique en terme de
robustesse et transfert de population final. Dans le chapitre suivant, nous allons généraliser
ce concept & des systémes a trois niveaux afin de réaliser un transfert de population complet
et robuste vis-a-vis aux fluctuations des paramétres du champ laser.
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CHAPITRE 1. EVOLUTION ADIABATIQUE D’UN SYSTEME QUANTIQUE

— RESUME DU CHAPITRE 1 —

OBJECTIF : Ce chapitre introduit le passage adiabatique et décrit les condi-

tions qui minimisent les pertes non-adiabatiques commises au cours de la dy-

namique.

DEFINITIONS :

@

@

Le passage adiabatique correspond & une évolution lente du systéme, ef-
fectuée en suivant les états propres instantanés du systéme.

L’évolution suffisament adiabatique du systéme induit asymptotiquement
une transition & la fin de l'interaction lorsque I’écart & la résonance pré-
sente un changement de signe au cours de la dynamique.

Le passage adiabatique est robuste vis-a-vis aux fluctuations du champ
laser.

Le passage adiabatique requiert & priori une aire d’impulsion large pour
conserver sa robustesse.

Les correction non-adiabatiques a la fin du procéssus sont déterminées par
la formule de Dykhne-Davis-Pechukas.

Optimiser le passage adiabatique revient & trouver les trajectoires opti-
males dans [’espace des paramétres qui minimisent les transitions non-
adiabatiques.

Une ligne de niveau est une courbe de 'espace des paramétres pour la-
quelle la distance entre les valeurs propres est constante a chaque instant.

RESULTATS CONNUS :

@

@

8

Une ligne de niveau permet de minimiser & zéros les transitions non-
adiabatiques données par la formule DDP.

La technique du passage adiabatique paralléle est robuste vis-a-vis de
fluctuations du champ laser.

Pour une largeur de chirp donnée, la ligne de niveau correspond a la
plus petite aire de 'impulsion pour laquelle les correction non-adiabatique
tendent vers zéro.

/
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Annexe A

Etude des lignes de Stokes

Les lignes de Stokes nous permettent de selectionner les points de transition qui ont une
contribution dominante dans la formule DDP. Ces lignes sont définies par

{z:TJriSE(E, s[/oz\/@ds]:% /OTC(n)\/@dS”, (A.1)

ou la fonction \/p(7) est définie par

Vo(T) = A (1) = A-(7) (A.2)

et les points complexes Tc(n), n = 1...N, représentent les points de transition vérifiant

p(r{M)y =0, n=1..N. (A.3)

Commengons tout d’abord par étudier le comportement des lignes de Stokes autour du point

de transition Tén). Nous considérons pour cela le développement de Taylor de p comme

d
p(z) = L) =) + Oz = 7). (A4)
En définissant les nombres réels ry et a tel que
d .
L7) = roet® (A5)

et en tenant compte de la définition (A.1), les lignes de Stokes vérifient au voisinage du point
de transition

[

3 {eia(z - T<n>)} = 0. (A.6)

(n)

Si nous écrivons maintenant la quantité z — 72 sous la forme
n 0
z— 1M = et (A.7)

ou r et 6 sont des nombres réels, on déduit alors a partir de I’équation (A.6)

2 «
= —km— —. A.
0 3k7r 3 (A.8)

L’équation (A.8) montre donc qu’il existe trois directions différentes pour les lignes de Stokes
qui partent du point de transition. Elles sont séparées les unes des autres par un angle de %’r
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Un algorithme proposé par A. Joye permet de construire ces lignes comme suit. Nous considé-
rons pour cela un seul point de transition 7.. Toutes les formules que nous trouverons seront
valables pour chaque point de transition. Dans la suite, nous considérons la paramétrisation

z =(1), (A.9)

vérifiant y(79) = 7. L’équation (A1) se réécrit donc

3 /OT \/Mws)ds] =0, (A.10)

d’ou la condition

3 [V @)in)| =o. (A1)

En écrivant maintenant y(7) sous la forme v(7) = ~,(7) + i7;(7), nous obtenons la condition

(03 [V )] + (R [Vehm)] =0, (A12)

soit le systéme d’équation

Gi(r) = o [V (1)) (A.13a)
Ji(r) = =03 [Vl ()] (A.13b)

ol o = £1. Si nous voulons suivre une ligne de Stokes dans la direction donnée par I'angle
6, nous devons donc utiliser un des deux choix o = +1 dans les équations (A.13), celui pour
lequel la direction est instable pour ne pas rester sur le point de transition. Pour I'algorithme,
nous résolvons les équation (A.13) pour une condition initiale située au voisinage du point de
transition dans les trois directions données par I’équation (A.8).
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Chapitre 2

STIRAP utra-rapide par des
impulsions lasers mises en forme

N TRANSFERT complet ou partiel de population entre les états d’un systéme par des im-
U pulsions lasers est au coeur de plusieurs processus quantiques |1] allant de la chimie [2]
jusqu’a l'information quantique, tels que I'implémentation de portes quantiques [3| qui se
formule par le controle des transitions effectuées dans le systéme par les champs laser.

Plusieurs techniques qui permettent un transfert complet de population. Certaines mé-
thodes de type impulsion-7 requiérent un contréle trés précis de l'aire de I'impulsion et ne
sont pas donc robuste vis-a-vis des fluctuations des paramétres du champ laser [47,48|. Le
passage adiabatique qui permet a la dynamique de suivre continiment un seul état propre du
systéme, est souvent utilisé pour mettre en oeuvre ces tranferts en raison de sa robustesse par
rapport aux fluctuations du champ laser et a la connaissance imparfaite du systéme étudié.
En particulier la technique STIRAP [20-25| qui permet de réaliser un transfert complet de
population dans un systéme & trois niveaux en A et I’application la plus populaire du passage
adiabatique. Le principal avantage du ce procéssus repose sur le fait que le transfert de po-
pulation s’effectue suivant 1’état sombre qui n’a pas de composantes sur I’état excité, ce qui
permet & la dynamique de s’affranchir des pertes. Toutefois, cette technique exige en pratique
une aire d’impulsion & priori assez large afin de satisfaire I’adiabaticité et empéche dans la
plupart des cas son utilisation pour des impulsions laser plus courtes que nanosecondes.
Cependant, nous avons montré dans le chapitre précédent, que pour un systéme & deux ni-
veaux controlé par une forme appropriée d’'un champ laser, que I’aire minimale de 'impulsion
laser dans le régime adiabatique permettant un transfert complet de population est typique-
ment égale & 1.57 [7] qui n’est pas beaucoup plus grande que la valeur 7. Comme nous ’avons
vu dans le chapitre précédent, cette constatation est le résultat d’un concept topologique mon-
trant les surfaces d’énergies en fonction des paramétres du laser [43]. Ainsi, les chemins qui
permettent d’optimiser les pertes non-adiabatiques sont des lignes de niveau dans ’espace
des parameétres et qui correspondent a des valeurs propres instantanées qui sont paralléles &
chaque instant.

Dans un systéme en forme A (ot nous supposons que les deux états fondamentaux ne sont
pas couplés pour des raisons de symétrie), le moyen le plus simple permettant un transfert
de population complet entre les deux états fondamentaux est d’exciter le systéme par deux
impulsions-7 successives, une pour chaque transition, conduisant & une aire d’impulsion totale
de 27. 11 a été montré cependant, que 'aire minimale pour un tel processus est de v/3m qui
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correspond a une geodésique singuliére Riemannienne [28|.

Nous allons montré dans ce chapitre qu’on peut étendre la procédure d’optimisation &
un systéme & trois niveaux en A. La stratégie consiste alors a faire suivre la dynamique des
valeurs propres paralléles & chaque instant, controlées par deux champs lasers de formes ap-
propriées. On obtient un transfert complet de population pour une aire totale d’impulsion
aussi petite que 37w toute en conservant la robustesse du processus adiabatique. Cela nous
offre la possibilité de mettre en oeuvre un passage adiabatique ultra-rapide par effet Raman
stimulé en utilisant des impulsions lasers ultra-courtes (picoseconde et subpicosecondes) (voir
par exemple les Réf [53-59]).

2.1 Passage adiabatique paralléle dans un systéme en A

2.1.1 Systéme et Hamiltonien effectif

On considére le systéme & trois niveaux en A composé de deux états de base |1) et |3) et
d’un état excité |2) (Figure 2.1).

Les états |1), |3) sont respectivement couplés a 1'état |2) par les lasers pompe et Stokes,
de champ électique E;(t) = 2 ;(t) cos(w;t), (i=p,s). L’Hamiltonien du systéme s’écrit dans la
base {|1),|2),|3)}, dans 'approximation des ondes tournantes et dans un systéme d’unités o
h=1

fooe o
H=2|Q 20 9 |. (2.1)
0 Q 26

Les paramétres qui peuvent & priori varier au cours du temps sont les pulsations de Rabi
Q; > 0 (choisies réelles pour simplifier), reliées aux amplitudes Z; et aux moments dipolaires
i par la relation

Q(t) = =) Hi(t) (2.2)

et les écarts a la résonance a un et deux photons notés respectivement A (par rapport au
laser pompe) et ¢ définis par les relations

A =wy—wi —wp (2.3a)

0= W3 — W1 — Wy + wg (23b)

ou hwj, j = 1,2,3, correspondent aux énergies des états |7).

2.1.2 Construction des valeurs propres instantanées paralléles

Dans cette section, nous appliquons 'analyse décrite dans le chapitre précédent aux sys-
témes & trois niveaux: nous avons besoin que le systéme évolue de telle sorte que les valeurs
propres demeurent paralléles a chaque instant afin d’optimiser le passage adiabatique. Nous
remarquons ainsi que cette technique impose des mises en formes spécifiques pour les champs
lasers Pompe et Stokes. Toutefois, I'usage des impulsions avec un glissement de fréquence
linéaire a été proposé dans la Reéf [33] et étudié dans [34] dans le but de minimiser la popu-
lation de I’état intermédiaire. Dans la suite, nous allons déterminer les conditions nécéssaires
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)

Fi1a. 2.1 — Schéma d’un systéme a trois niveaux en configuration A. L’état métastable |1) est
initialement peuplé.

et suffisantes permettant le parallélisme des valeurs propres. Puis, nous proposerons une im-
plémentation numérique du probléme qui peut étre exploitée expérimentalement par 1'usage
de la technologie récente permettant la mise en forme des impulsions lasers dans un régime
subpicoseconde en passant dans le domaine spectral.

Les valeurs propres de ’Hamiltonien (2.1) ont été calculées et étudiées dans la Ref [35].

Elle s’écrivent sous la forme

wo = %(A%—é—i—ﬂcos(%)) (2.4a)
wy = %(A+5+Qcos(2”3_<)) (2.4b)
W = %(A—i—é—l—QCOS(ZW‘;C)) (2.4¢)

ot les paramétres Q et ¢ sont définis par
- 1
Q= [3(QF+ Q%) +4(A% — As + 6%)] (2.5a)

[9(Q22 +QF) — 4(2A — 6)(26 — A)] (A +6) — 27926
03 '

¢ = 27 — arccos (2.5b)

Notons que les valeurs propres (2.4) ont été choisies de telle sorte que I'angle ( soit 7 < { < 2.
Ce qui implique

1
Jeos(3)] < 5. (2.6)
s <leos(T20) <, (2.60)
—1< ‘cos(zﬂ?j—g)’ < —%. (2.6¢)

Les équations (2.4) montrent alors que les valeurs propres satisfont & chaque instant

w- <wy < wg. (2.7)
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Dans la suite, nous avons besoin du parallélisme des valeurs propres. Plus précisément, si nous
désignons par |¢_ o 4) les vecteurs propres correspondants, nous imposons pour des raisons
de symétrie que

Wi —wo =wg —w_ = C, (2.8)

ou C est une constante, et que le vecteur propre |pg) transporte adiabatiquement la population
de l'état |1) (supposé initialement peuplé) a 'état cible |3) a la fin de I'intéraction. Afin que
la condition (2.8) soit satisfaite a chaque instant, les paramétres Q et ¢ doivent vérifier

Q = V30 = Const (2.9a)
(= 3m (2.9b)
2
ou 2y est une constante définie par
4
Qo = \/Q§+Q§+3(A2—A5+52) (2.10)
et la condition
A+9
[9(922 + Q2) — 4(2A — 6)(20 — A)] ( 5 ) — Q25 =0. (2.11)
Les valeurs propres s’écrivent donc sous la forme
1 1 1

Initialement quand le couplage est nul (£2,(—o00) = Q4(—o00) = 0), I’état fondamental |1) pos-
séde une énergie nulle. Afin d’assurer que le vecteur propre |¢p) transporte adiabatiquement
la population de 'état |1) & 'état |3), nous imposons la condition initiale

§(—00) = —A(—00) = -2 (2.13)

ce qui correspond & wo(—o00) = 0, wy(—00) = % = 0(—00) et w_(—00) = —% = A(—00).
Pour que ’état |pg) se connecte a l'instant ¢y = 400 a I’état |3), nous imposons la condition

A(+00) = 26(+00) (2.14)

ce qui correspond aux connections finales suivantes:

wo(+00) = 6(+00) (2.15a)
wi(+00) = d(+00) + % (2.15Db)
wy (+00) = §(+00) — %. (2.15¢)

Les équations (2.15b) et (2.15¢) montrent que les connections finales des valeurs propres w4
peuvent étre choisies de deux fagons différentes : soit w, (+00) = A(+00) et w_(+00) = 0, ce

qui correspond a A(+00) = —2A(—00) = Qg et §(+00) = §(—00) = %; soit w4 (+00) =0 et

w_(+00) = A(4+00), ce qui correspond & A(+o00) = —€ et d(+o00) = —%. Les figures 2.2 et
2.3 résument les différentes types de connections décrites précédemment. Dans la suite, nous

allons choisir la premiére possibilité qui consiste a prendre §(4o00) = % et A(+00) = Qo

(Figure 2.2).
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i) =2, [3)
w- o, [1)
Temps

Fi1G. 2.2 — La dynamique du systéme correspondant & des énergies paralléles a chaque instant.
La premiére possibilité consiste a choisir les valeurs des paramétres A(t) et §(t) de telle sorte
que la valeur propre wy connecte initialement et finalement ’état fondamental |1) a ’état cible
13), la valeurs propres wy connecte 'état |3) a l'état |2) et la valeur propres w— connecte ’état

12) 4 létat |1).

(b)

O(~oo)=%ﬁ , 13)
-~ "
0 1
0, I1). - 1Y
\ Temps
wo Q
Al=o) = -0, |2) \\ §(+o0) = =2
w_
N— A(+o00) = -

3)

7

, 12)

Fi1G. 2.3 — Comme en figure 2.2 mais pour la valeur propre w4 connectée initialement et fina-
lement respectivement a l’état |3) et a l’état |1) et la valeur propre w_ connectée initialement

et finalement a l'état |2).
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2.1.3 Implémentation numérique

Afin de trouver une simple implémentation numérique du probléme, nous écrivons les
parameétres A(t) et §(t) comme des fonctions analytiques, symétriques autour du point ¢ = 0

A = et G) 5 )= 5 [t ae 7). (2.16)

ol « et 8 sont deux paramétres & choisir. La quantité T' caractérise la durée du processus.
Notons que le choix @ = 0 conduit & un écart a la résonance & deux photons § constant a
chaque instant i.e. 6(t) = % Nous allons montrer dans la suite que ce dernier choix mene
déja & un trés bon résultat. Pour « et § donnés, le choix de la constante €}y constitue une
solution unique du probléme qui permet de définir les fréquences de Rabi Q,(t) et Q4(t) a
partir des équations (2.10) et (2.11). Notons que la paramétrisation (2.16) est en quelque sorte
arbitraire dans le sens ou d’autres formes pour les écarts & la résonance peuvent étre utilisées
et conduisent a priori a des résultats trés similaires (mais pas strictement identiques).
Dans la suite, nous définissons l'aire totale des impulsions lasers par

A= /m dty JO2(1) + Q2(1). (2.17)

Il est connu que cette grandeur caractéristique prend au moins la valeur 7 si on considére
une transition & deux niveaux (par exemple la transition |1) — |2) controlée par le laser
Pompe) [28]. Une autre grandeur intéressante est la fluence totale correspondant a l'intégrale
de l'intensité totale du champ

+00
Fe / dt [Q2(t) + Q2(1)] (2.18)
—00

La figure 2.4 montre la dynamique du systéme qui en résulte correspondant & des énergies
paralléles & chaque instant avec le choix Q¢ = 5.8/T et o = 0. Nous avons obtenu dans
ces conditions une aire totale d’impulsion A ~ 3.67 et une fluence totale F' ~ 40/T. La
population finale de 1’é¢tat cible |3) obtenue dans ce cas est de 'ordre de P3(+00) &~ 0.995 ce
qui correspond & un transfert de population trés efficace par passage adiabatique pour une
aire d’impulsion assez modeste: environ deux fois I’aire minimale requis pour un tel processus
i.e. v/3m. Nous pouvons remarquer la séquence contre-intuitive des impulsions laser, i.e. le
laser Stokes est enclenché avant la Pompe. Ceci est une conséquence du choix (2.16). Nous
notons également une population non négligeable de 1’état intermédiaire |2). Ceci est du par
le fait que la dynamique n’est pas régie par un état sombre. On pourrait cependant s’attendre
& ce que le processus soit rapide, généralement d’ordre subpicoseconde, ce qui nous permettra
de négliger les pertes dues & I’état intermédiaire.

2.2 Comparaison avec le stirap conventionnel

Dans cette section, nous allons comparer la technique du passage adiabatique paralléle
avec le processus stirap conventionnel en terme d’efficacité de transfert de population par
rapport a l'aire totale d’impulsion laser A (Figure 2.5) et la fluence F (figure 2.6). Nous
considérons en particulier les deux situations ot I’ écart & la résonance a deux photons donné
par ’équation (2.16) est constant (o = 0) et non constant (« # 0). Pour le processus stirap
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F1G. 2.4 — Dynamique du systéme avec le choiz Qo = 5.8/T (correspondant a une aire totale
d’impulsion laser A = 3.6m ). Haut: les populations P;(t) des états |j), j = 1,2,3 en fonction
du temps. Milieu: Les parametres du champ laser (en unité de 1/T) A(t), 6(t) donnés par
Iéquation (2.16) (pour o =0) et les fréquences de Rabi Pomp et Stokes déterminées a partir
des équations (2.10) et (2.11). Bas: les valeurs propres du systéme (en unité de 1/T).
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classique, nous considérons des pulsations de Rabi de formes gaussiennes de méme amplitude

avec une séquence contre-intuitive d’impulsions lasers
Qp(t) = Qmaxei[(tiT/Q)/T]Qy Qs(t) = Qmaxei[(ﬂrf/z)/ﬂ2 (2'19)

Dans les figure (2.5) et (2.6), deux valeurs de délai 7 ont été considérées. On peut d’abord
remarquer une forte dépendance du transfert de population sur ce délai pour des aires d’im-
pulsions relativement petites et donc une perte de la robustesse. Nous avons également étudié
I'influence du délai entre les deux impulsions pour le stirap paralléle et nous avons obtenu
une dépendance beaucoup moins importante.

Pour un écart a la résonance a deux photons constant (a = 0), le transfert de population
vers 1'état cible |3) par la technique du passage adiabatique paralléle est déja trés efficace
pour A = 3.6 (correspondant & la dynamique décrite par la figure 2.3). Notons que cette
valeur de A correspond & une efficacité faible pour le stirap conventionnel. Nous récupérons
cette efficacité pour une aire d’impulsion totale environ trois fois plus grande que pour le pro-
cessus stirap paralléle, correspondant & une fluence d’un ordre de grandeur plus grand (voir
figure 2.6). Ceci montre la supériorité de la stratégie paralléle par rapport au processus stirap
classique. Nous avons représenté dans les figures 2.5 et 2.6 1’écart par rapport au transfert
complet de popualtion (& 1" échelle logarithmique). Nous avons ainsi obtenu un transfert avec
une précision de plus de quatre chiffres significatifs pour seulement une aire d’impulsion to-
tale supérieure ou égale & 5.57. Notons que cette précision pour le transfert n’est pas possible
pour le stirap conventionnel pour une telle aire [26]. Toutefois, nous avons constaté qu’il
est possible d’améliorer la technique du passage adiabatique paralléle si nous considérons un
écart & la résonance a deux photons qui n’est pas constant au cours du temps (« # 0). Le
calcul numérique montre alors que le transfert de population est généralement plus efficace
lorsque les paramétres « et 8 sont choisis de telle sorte que les deux impulsions se recouvrent
presque. L’efficacité du transfert de population est présentée dans ce cas sur la figure 2.5 pour
a = 0.1 et 5 = 1.25. Nous obtenons déja une trés bonne efficacité pour une aire d’impulsion
totale de A =~ 3m. Ce qui correspond & un gain sur la fluence de plus d’une ordre de grandeur
par rapport au stirap conventionnel (voir figure 2.6).

2.3 Robustesse du passage adiabatique paralléle

Le principal avantage du passage adiabatique est sa robustesse i.e. le transfert de popula-
tion final est insensible aux fluctuations des paramétres du champ laser et & la connaissance
imparfaite du systéme étudié. Toutefois, la robustesse de la stratégie du passage adiabatique
paralléle est & priori discutable car elle est principalement basée sur la formule de Davis-
Dykhne-Pechukas et elle suppose entre autres que 'on puisse suivre des trajectoires spéci-
fiques dans l’espace des paramétres |7]. Dans cette section nous allons tester numériquement
la robustesse du ce processus en adoptant une simulation de type Monte Carlo développée
dans la Réf. [70].

Les paramétres qui peuvent & priori fluctuer sont les amplitudes et les phases des champs
lasers. Dans la suite, nous considérons un bruit de largeur I' = 0.57 pour les écarts a la
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Fi1G. 2.5 — Comparaison du stirap paralléle avec le processus du stirap conventionnel en terme

d’efficacité du transfert de population par rapport & Uaire totale d’impulsion A. Haut: La

population finale de I’état cible |3) obtenue par stirap paralléle avec o = 0 (en trait plein

bleu foncé), linéarisation de ’écart a la résonance A(t) (gros pointillés, bleus clairs), stirap

conventionnel avec un délai entre les impulsion T = 1.1T (tirets rouge) et avec un délai T =T
(tirets-pointillés verts), et stirap paralléle avec o = 0.1/T et B = 1.25 ( pointillés fins, ma-
genta). Milieu: L’écart par rappot au transfert complet de population (& échelle logarithmique).

Bas: Les valeurs de Q¢T correspondantes en fonction de l'aire totale d’tmpulsion A.
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F1G. 2.6 — Comparison du stirap paralléle avec le processus du stirap conventionnel en terme
d’efficacité de transfert de population par rapport a la fluence F' (en unité de 1/T et a l’échelle

logarithmique). Les paramétres utilisés pour la comparaison sont les mémes que dans la figure
2.5.
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résonance Ap(t) et 0p(t) et pour les fréquences de Rabi Qp;(t), j = p,s défini comme

Qp;(t) = Q;(t) + TA; () (r1 +72), (2.20a)
AF(t) = A(t) +I'rg (2.20b)
0p(t) =6(t) + T'ry (2.20¢)

ou Q;(t), 0 < Aj(t) < 1, A(t) et §(t) représentent respectivement les fréquences de Rabi,
I’enveloppe du champ laser j et les écarts & la résonance sans fluctuation. Les paramétres 7,
k=1,...,4, sont des nombres aléatoires vérifiant

—0.5 < i < 0.5. (2.21)

Le nombre aléatoire r; est appelé une seule fois pour chaque réalisation compléte de la dyna-
mique. Ceci nous permet de varier aléatoirement ’aire totale des impulsions lasers. Par contre,
les nombres 7, k > 2, sont appelés a chaque pas d’intégration (considéré ici comme 7'/300)
pour toutes les réalisations. Ceci permet de modéliser des fluctuations instantanées pour les
écarts a la résonance et les fréquences de Rabi. La figure 2.7 montre les populations en pré-
sence de la fluctuation pour Qo = 5.4/T, a = 0.1 et 5 = 1.25. Notons que dans cette figure,
les paramétres du champ laser ainsi que les valeurs propres du systéme sont calculés pour
une simple réalisation compléte de la dynamique. En moyennant maintenant sur plusieurs
réalisations (simulation Monte Carlo), nous avons trouvé que la population finale moyenne
de I'état cible est de l'ordre P3(400) ~ 0.993. Ce qui correspond & une valeur assez proche
comparée a celle obtenue en abscence de la fluctuation (i.e. P3(400) &~ 0.996 ). Ceci prouve
la robustesse de la technique du passage adiabatique paralléle vis-a-vis des fluctuations des
paramétres du champ laser.

2.4 Implémentation du stirap paralléle par des impulsions ultra-
courtes mises en forme

La mise en oeuvre du stirap paralléle requiert la conception des impulsions et des fré-
quences dans un régime subpicoseconde en utilisant les technologies récentes permettant un
fagonnage dans l'espace des fréquences. Prenons l'exemple d’un enveloppe d’une impulsion
laser centrée & 800 nm d’une durée de 30 fs, le champ électrique oscille une dizaine de fois
a une période de 2.7 fs. Compte tenu de ce temps si court, on ne peut donc pas faire de
mesure directe de leur durée et on ne peut pas non plus modifier leur forme directement en
temps réel. Cependant, 'analyse de Fourier implique que plus I'impulsion est courte, plus
son spectre est large. Par exemple, une impulsion d’une durée de 100 fs centrée & 800 nm
a un spectre de 10 nm de large. Si on est capable d’agir sur les composantes spectrales de
fagon individuelle, on peut alors modifier 'impulsion dans le domaine temporel et obtenir la
forme désirée. La figure 2.8 montre une technique de fagonnage trés répandue: il s’agit de
construire un plan de l'espace dans lequel toutes les composantes spectrales de I'impulsion
sont spatialement séparées et focalisées, autrement dit, un plan de Fourier pour I'impulsion
temporelle. En plagant un masque en phase et/ou en amplitude dans ce plan, on peut alors
moduler la phase et 'amplitude de chaque composante spectrale. Pour cela, on utilise un
réseau a entrée du dispositif pour disperser les composantes de I'impulsion, un dispositif &
cristaux liquides programmables qui permet de créer le masque complexe en introduisant des
déphasages et/ou atténuations et un second réseau pour rassembler les composantes en un
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F1G. 2.7 — Robustesse du stirap paralléle vis-a-vis des fluctuations des parameétres du champ
laser avec Qo = 5.4/T, a = 0.1 et 8 = 1.25. Les paramétres du champ ainsi que les valeurs

propres du systéeme sont calculés pour une simple réalisation compléte de la dynamique.
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Fi1G. 2.8 — Shéma d’un dispositif de mise en forme d’une impulsion ultra-courte.

faisceau rectiligne. On peut donc fagonner I'impulsion dans le domaine spectrale comme on
le souhaite. Il suffit donc de faire une transformée de Fourier inverse du champ laser spectral,
pour avoir ’expression du champ laser temporel ainsi créé.

Pour implémenter le stirap paralléle, nous pouvons donc utiliser comme masques des
modulateurs spatiaux de lumiére a cristaux liquides. De tels modulateurs permettent in-
dépendamment la mise en forme de la phase et de 'amplitude spectrales d’une impulsion
femtoseconde [53, 54]. Nous considérons ici pour simplifier un écart a la résonance a deux
photons constant (v = 0). Dans ce cas, les deux impulsions lasers (Pompe et Stokes ) peuvent
étre fagonnées exactement de la méme maniére. La différence entre les deux champs est leur
fréquence centrale et le délai entre les deux enveloppes. Toutefois, on peut déterminer ap-
proximativement les expressions des enveloppes lorsque a = 0,

Q _ 2 T
Qp,s(t) ~ 7066 [(t40.14T) /(BT)] , B= \/;7 (2'22)

ou les signes + et - sont attribués respectivement aux fréquences de Rabi Stokes et Pompe.
Nous avons présenté dans la figure 2.9 les formes spectrales d’amplitudes A, ;(w) et de phases
¢p.s(w) qui permettent de produire les champs de la figure 2.4, définis a partir des champs
complexes par la transformé de Fourier inverse

, 1 ,
epslhps (D)o = — [ dwA(w)etHone, (2.23)

T
ou les parameétres €5, 0 < Ay 4(t) < 1 et g, s(t) correspondent respectivement aux ampli-
tudes, les enveloppes et les phases instantanées des champs lasers. Les fréquences instantanées

associées aux champs laser Pompes et Stokes, définies respectivement par les relations

d

(1) = replt) (2:240)
slt) = Seult), (2:21b)

sont connectées aux écarts & la résonance & un et deux photons par les relations

wp(t) = we —wy — A() (2.25a)
ws(t) = wo — w3 + 0(t) — A(t). (2.25b)
Nous avons choisi par commodité les fréquences centrales des lasers Pompe et Stokes comme
wp(0) = wo —wq — % (2.26a)
ws(0) = wy — w3 + &. (2.26b)

4
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F1G. 2.9 — Les formes spectrales des amplitudes (en haut) et de phases (en bas) associées
au laser Pompe (en trait plein) et Stokes (ligne en traits détachés) générées a partir d’une
impulsion gaussienne limitée par transformée de Fourier centrée & w = wq et de largeur a
mi-hauteur 100 fs (en haut, la courbe en pointillés), permettant de produire les champs lasers
de la figure 2.4.

Pour chaque champ, les paramétres spectraux présentés dans la figure 1.9 ont été générées a
partir d’une impulsion gaussienne limitée par transformée de Fourier! de fréquence centrale
wp et de largeur a mi-hauteur 100 fs dont la phase et 'amplitude ont été indépendamment
mises en forme par deux modulateurs spatiaux de lumiére a cristaux liquides. Pour une mise
en oeuvre pratique, il peut étre intéressant d’utiliser un chirp linéaire obtenu par linéarisation
de I’équation (2.16) autour du point ¢t = 0,

3Q0

Alt) = 2T /7

t (2.27)

pour lequel QZQ, + Q2 est maximum. Ceci nous permet en effet, 'usage des réseaux optiques
pour produire ce chirp au lieu des modulateurs. Dans ce cas, la durée de I'impulsion est
connectée a la pente du chirp. L’efficacité du transfert de population par un écart & la ré-
sonance a un photon linéaire est montrée dans les figures (2.5) et (2.6): elle n’est pas aussi
efficace que la stratégie des lignes de niveau mais elle reste bien supérieure au processus sti-
rap conventionnel. Par exemple, on peut voir que ’écart par rapport au transfert complet de
population est déja inférieur & 1072 pour une aire totale d’environ 3.57, ce qui correspond
4 une fluence totale de 'ordre de 10'6/T. Par contre, nous retrouvons ces précisions pour
le stirap conventionnel pour une aire totale d’impulsions laser plus grande que 10.57 ce qui
correspond & une fluence totale plus grande que 10%°/T (environ un ordre de grandeur plus

grand).

1. Une impulsion dite limitée par transformée de Fourier est une impulsion dont toutes les composantes
spectrales sont présentes en méme temps dans 'impulsion. Ce qui vient & dire que la phase des différentes
composantes spectrales est une constante.
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2.5 Conclusion et discussions

Nous avons développé une stratégie de passage adiabatique dans un systéme en A dont les
paramétres de couplage sont congus de telle sorte que les valeurs propres du systéme restent
paralléles & chaque instant. Cette technique nous a permis de combiner a la fois 'efficacité
énergétique des méthodes impulsions-7 et la robustesse du passage adiabatique. Nous avons
montré en particulier que cette stratégie est bien supérieure au processus stirap conventionnel
en terme d’efficacité de transfert de population par rapport & ’aire totale d’impulsion. Cette
technique est réalisable en utilisant les outils modernes de mise en forme d’impulsions.

Toutefois, la mise en oeuvre de la stratégie du passage adiabatique paralléle dans des
systémes réels peut étre limitée par plusieurs obstacles tels que la présence d’autre états et les
pertes dues & l'ionisation. Afin d’éviter ces limitations, nous devons considérer des systémes
dont I’état excité n’est pas couplé au continuum vis-a résonance & un photon et d’utiliser des
intensités modérées, généralement pas plus de 100 GW/em? pour les atomes.

Nous avons supposé ici que les pertes par émission spontanée de 1'état excité (de durée de
vie en général de plusieurs nanosecondes dans les atomes) sont négligeables devant la durée du
processus que l'on considére ici comme subpicoseconde. Toutefois, la prise en compte explicite
de la dissipation devra étre étudiée par la technique de passage adiabatique paralléle en vue
de la minimisation de ces pertes. Les prochaines chapitres traitent le passage adiabatique
pour des systémes en présense de la dissipation (systémes ouverts).

La stratégie du passage adiabatique paralléle pourait étre adaptée pour produire d’une
maniére optimale une superposition d’états tel que le processus du STIRAP fractionnaire [49].
Cela devrait trouver des applications dans le domaine de I'information quantique comme par
exemple I'implémentation de portes quantiques rapides ou encore construire des algorithmes
quantiques [50].
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Chapitre 3

Dynamique des systémes quantiques
ouverts

ES CHAPITRES précédents ont été consacrés a I'étude de I’évolution adiabatique des sys-

témes quantiques fermés, i.e. 'influence de I'environnement extérieur sur ces systémes
n’a pas été prise en compte. Cela s’est justifié en ne peuplant que des états métastables, i.e.
des états de longue durée de vie, ou en effectuant un suivi adiabatique le long d’états sombres
qui permettent de s’affranchir des effets dissipatifs dus & I’émission spontanée des états excités
des atomes. L’étude des systémes ouverts permet la prise en compte des différents effets dus
a 'environnement. Ces effets décohérents engendrent une perte d’information sur la descrip-
tion du systéme. Son état ne peut plus étre décrit par un état pur |¥) unique, mais par un
ensemble statistique d’états |¥;) pondérés par des probabilités p;. L’étude du systéme se fait
alors en général par 'intermédiaire de I'opérateur densité dont la dynamique est déterminée
par l'équation de Lindblad [36,37].

Cependant, il est souvent possible de décrire un systéme complexe par un Hamiltonien
effectif ne tenant compte que des effets dominants de la dynamique. La dynamique du sys-
téme donnée par I’équation de Schrédinger associée a I’Hamiltonien effectif est alors beaucoup
plus simple & analyser. Les effets de la dissipation sur un sous-ensemble des états du systéme
peuvent souvent s’exprimer par un Hamiltonien effectif non hermitien. Le taux de perte de
population d’'un état du systéme est ainsi traité comme une partie imaginaire de ’énergie
associée a cet état, i.e. E — E —I', I > 0 [31]. L’Hamiltonien effectif est alors un opéra-
teur non hermétique, i.e Hepy # H;rff. La résolution de ’équation de Schrédinger associée:
i% Ueps = HeppUesp conduit alors a un opérateur d’évolution non-unitaire, traduisant la perte
de population du systéme.

Dans la premiére section de ce chapitre, nous justifions ce formalisme pour un systéme
a deux niveaux dont ’état excité est affecté par I’émission spontanée. En particulier, nous
montrons comment I’Hamiltonien effectif peut étre déduit directement & partir de I’équation
de Lindblad. Les valeurs et vecteurs propres associés a cet Hamiltonien seront étudiés dans
la seconde section. Dans la troisiéme section, nous traitons le cas ol la dissipation est dé-
pendente du temps. Une telle situation peut étre envisagée dans un processus de transfert
de population d'un état fondamental d’un atome & un état excité couplé & un continuum.
Le modéle établi dans ce chapitre sera appliqué dans les chapitres suivants afin de décrire
I’évolution adiabatique d’un systéme & deux niveaux soumis & la décohérence.



48 CHAPITRE 3. DYNAMIQUE DES SYSTEMES QUANTIQUES OUVERTS

3.1 Equation de Lindblad et Hamiltonien effectif non-Hermitien

La dynamique des systémes ouverts est en général décrite dans une approximation Mar-
kovienne par I’équation de Lindblad [36,37|
d : 1 t t
o) = —ilHpl + 5 > ([LipLl) + [Lip, L), (3.1)

7

ol interviennent les opérateurs H, p et L; qui correspondent respectivement & I’Hamiltonien
du systéme en absence de la dissipation, la matrice densité et les opérateurs de Lindblad
décrivant 'interaction du systéme avec le milieu extérieur. Cependant, il est souvent plus
commode de décrire un systéme complexe par une équation de Schrodinger avec un Hamil-
tonien effectif non-Hermitien ne tenant compte que des effets dominants de la dynamique.
L’Hamiltonien effectif peut étre en effet déduit de I’équation de Lindblad en faisant apparaitre
un anti-commutateur défini par

{A,B} = AB + BA (3.2)

sous la forme

d , 1 1
() = —ilHpl = 5> {LILip}+ 5> LipL]

= —i(Heppp— pHl )+ LipL (3.3)
)

avec I’Hamiltonien effectif

i
Hesf :H—§ZLIL¢. (3.4)

)

La conservation de la population dans le systéme est prise en compte par le terme
> " LipL]. (3.5)
i

Dans certaines situations, la dynamique d’une partie des états du systéme définissant un sous
espace ® peut étre décrite par 1’équation de Schrédinger avec un Hamiltonien effectif non-
Hermitien uniquement, quand (i) effet du terme (3.5) n’introduit sur cette partie du systéme
que de la dissipation et pas de pompage depuis I'exterieur dans ® et (ii) il n’y a pas de couplage
par processus cohérent entre cette partie et les autres états du systéme. Dans ce cas, les autres
états font partie de I’environnement du sous espace ®. Illustrons ceci par ’exemple suivant.
On considére un systéme a trois niveaux (voir Fig 3.1) dont I’état excité |1) d’énergie wy (dans
un systéme d’unités ot i = 1) émet spontanément vers un état intermédiaire |2) d’énergie
wa et que ce dernier émet aussi spontanément vers I’état fondamental |0) d’énergie wp. Nous
notons respectivement par I'y et ', les taux de pertes de I’état 1) et |2). Les états |0) et |1)
sont couplés par un laser de champ électrique E(t) = () cos(wt). L’Hamiltonien du systéme
en absence de la dissipation s’écrit alors dans la base {]0),|1),|2)} dans 'approximation des
ondes tournantes

0 2 o0
H=| 2 a o |, (3.6)
0 0 w2
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Y 0)

Fic. 3.1 — Un systéme a trois niveaux dont [’état excité |1) d’énergie wy (dans un systéme
d’unités ot h = 1) émet spontanément vers un état intermédiaire |2) d’énergie wo et que
ce dernier émet aussi spontanément vers l’état fondamental |0) d’énergie wy. Nous notons
respectivement par I'q et I', les tauz de pertes de U'état |1) et |2). Les états |0) et |1) sont
couplés par un champ électrique de fréquence de Rabi (2

ou interviennent les paramétres () et A qui représentent respectivement la fréquence de Rabi
définie comme l’intéraction du champ électrique ﬁ(t) avec le moment dipolaire 7: Q=
—E(t)ﬁ et I’écart & la résonance défini par A = w; — w. Les opérateurs de Lindblad tenant
compte de I’émission spontanée du systéme s’écrivent

0
0
VIg

00
L,=0o0 o |, (3.7)
00

h
ISH
I
o o o
o o o

On voit que ces opérateurs sont bien associés aux taux de transfert correspondant en les
faisant agir sur les états subissant les pertes:

(o] [ T,
Lp|2> = Lp 0 = 0 = \/Fp|0>7
1 0
o] [ o
Lal)=Lg| 1| =] 0 |=+Tq2. (3.8)
0| | VI

La dynamique du systéme est donc décrite par I’équation de Lindblad

d

P\0) = —i(Hegpp — pH! ) + LypL} + LapL} (3.9)
avec
0 g 0
Hyp=| £ A-ilg 0 (3.10)
0 0 wo — z%
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et
Lpp22 0 0
LppL} + LapL}, = 0 0 0 . (3.11)
0 0 Igpnn

Le terme ') pg2 de I'équation (3.11) montre le gain de la population de I’état |0) correspondant
a la population perdue par émission spontanée par I’état |2). Le terme I'gp;; traduit le gain
de la population de I’état |2) perdue par 'état excité |1). Dans le cas ou I'y, = 0, la dynamique
du sous systéme composé par les états {|0),|1)} peut étre alors décrite de fagon exacte par

I’équation de Schrodinger avec ’Hamiltonien effectif non-Hermitien (3.10) restreint au sous
espace ® = {|0),|1)}:

g _ (0 % (3.12)
eff 9 A—ila )7

car la dynamique dans le sous espace ® s’écrit dans ce cas

d L [y(01) (O1)t
gpPor(t) =~ |:Heff por — porH ] ; (3.13)
ou encore avec le formalisme de ’équation de Schrodinger
d
-4 (01) _ gy(01) (01)
i WOV (0) = B )0 1) (3.14)

avec po1 = [ WOV WOV | 11 permet ainsi de décrire Pévolution de I'état |1) soumis & I’émission
spontané et qui émet vers un autre état inclus dans [’environnement. Notons que la population
de I'état |2) est donnée par 'équation pag(t) = I'gp11(t) qui se résout directement & partir de
I'état initial a ¢ = O:

pa(t) = pa0)+ T [ dspun(s). (315)

Cependant, ce raisonnement ne peut pas s’appliquer a la dissipation par déphasage. En effet,
considérons un systéme a deux niveaux soumi & la décohérence par déphasage. L’opérateur
de Lindblad associé s’écrit dans la base {|0),|1)}

r{1 o
I 2<0 _1>, (3.16)

L’anti-commutateur de I’équation pilote de Lindblad s’écrit alors

1 1( T r
L {LTL,p} __ poo 1 po1 7 (3.17)
2 2\ Tpio Tpu
et le terme assurant la conservation de population s’écrit
1 r -T
LpLt == P por ) (3.18)
2\ —TI'pwo Tpnn

L’anti-commutateur (3.17) montre une perte de population sur chaque état, mais cette méme
population est regagné par le terme (3.18). De plus, le terme (3.18) effectue la méme perte
de cohérence que 'anti-commutateur. Pour ces deux raisons, le terme (3.18) doit étre pris en
compte pour le traitement de la dissipation par déphasage, qui ne peut donc étre traité par
une équation de Schrédinger avec un Hamiltonien effectif non-Hermitien.
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3.2 Vecteurs et valeurs propres du systéme

3.2.1 Cas d’un couplage réel

Considérons tout d’abord le cas lorsque le couplage 2 est réel. L’Hamiltonien (3.12) du
systéme dissipatif est un opérateur non hermitien, pour lequel peuvent étre définis des vecteurs
propres droits |pff) et gauches (p%| par les relations

H|pky = M|l (3.19)
(pL|H = Mo (k| & HT k) = Xk |ok) (3.19b)

ou les symboles T et * désignent respectivement ’adjoint et le complexe conjugué et ol on a
noté par simplicité H = Hé??' Les relations (3.19) impliquent I'identité

(emlHlon) = Anlomlen) = Am(eomlen), (3.20)
d’ou I’égalité

(An = An){omlen) =0, (3.21)

qui méne & la relation d’orthogonalité

(Phlef) =0 i Ay # Am. (3.22)

On peut imposer la normalisation

(ehlef) = bmn- (3.23)

Notons que lorsque ’Hamiltonien du systéme est hermitien, les vecteurs propres instantanés
droits et gauches sont identiques i.e. |p%) = |¢f). Afin de choisir les normes des vecteurs droits
et gauches de facon appropriée, on définit 'angle complexe 6 généralisant I’angle dynamique
pour le cas des systémes non dissipatifs & deux niveaux [42] par la relation

Q
tanf = ———— 3.24
WMUT AT (3:24)
avec I' = —‘i Nous avons choisi® 6 tel que 0 < R(f) < 7 pour € positive, plus précisément,

0 < R(H) < /2 pour A négative et 7/2 < R(f) < m pour A positive et 7 < R(f) < 27 pour
) négative, plus précisément, 7 < R(0) < 37/2 pour A positive et 37/2 < R(0) < 27 pour
A négative. Ces conditions nous permettent de réécrire les vecteurs propres normalisés droits

et gauches sous les formes simples

|y = cos(8/2) sin(0/2) " (3.25a)
o) = [ —sin(6/2) cos(6/2) | (3.25b)
(@l =1 cos(6/2) sin(6/2) ] (3.25¢)
(| =[ —sin(0/2) cos(6/2) J; (3.25d)

ou le symbole t désigne la transposé. Ils sont associés aux valeurs propres

1 1

1. Les conditions choisies sur ’angle complexe € sont justifiées en détail dans ’annexe B de ce chapitre.
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avec

A= (A —iD)2 + Q2. (3.27)
La représentation matricielle de 'opérateur R diagonalisant a chaque instant I’Hamiltonien
R'HR = diag( M ,\-) (3.28)

a alors pour vecteurs colonnes les vecteurs propres droits |¢f), et son inverse R~! a pour
vecteurs lignes les vecteurs propres gauches (¢%|. L’équation de Schrodinger

i lo(r)) = H(r)|o(r) (3.29)

se réécrit dans la base adiabatique associée aux vecteurs propres instantanés sous la forme

.0

2€5;J¢(D(T)>=:f10)(TN¢¢”(T)> (3.30)
avec le nouveau Hamiltonien

HO(r) = R (1) H()R(r) — ieR () L Rr(r) = [ A7) (D) (3.31)

or —tey(T) A_(T)

et la nouvelle fonction d’onde

6 (7)) = R7H(7)l(7)). (3.32)
Le terme ~y dans I’équation (3.30) représente le couplage non adiabatique défini par

0
(1) = 5-0(7). (3.33)

Nous remarquons ainsi que 'usage de I’angle complexe 6 est trés pratique vu qu’il nous permet
une formule simple pour la normalisation des vecteurs propres et le calcul du couplage non
adiabatique. Notons aussi que la définition (3.23) impose aux vecteurs propres d’étre dans la
condition du transport paralléle:

(L)l m) =0, (3.34)

avec éventuellement 1’ajout d’une phase de Berry si une boucle est considérée (voir la section
1.4 du chapitre 1).

3.2.2 Cas d’un couplage complexe

Pour un Hamilonien non hermitien avec un couplage complexe i.e.

1 0 Qe ©
sz(m@ A—ﬁ)’ (8:35)

ot O(7) est une fonction lentement variable en fonction du temps, les vecteurs propres
s’écrivent d’une maniére générale
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) = [ cos(0/2)e~"9/2 sin(0/2)e™®/? 1, (3.36a)
lpB) = [ —sin(0/2)e77©/2  cos(0/2)e’®/? |, (3.36h)
(%] = cos(8/2)e™®/? sin(0/2)e"0/? ], (3.36¢)
("] = —sin(6/2)e®/2  cos(6/2)e~1©/2 ]. (3.36d)

Cependant, un calcul élémentaire montre que 'écriture (3.36) des vecteurs propres n’assure
pas le transport pralléle au cours de la dynamique. En effet,

(P () oo lh(r) = Fig cos6. (3.37)

Toutefois, on peut définir les vecteurs propres (3.36) dans la condition du transport paralléle
par I’ajout d’une phase p qui compense les termes non nuls (3.37) définie comme

T O(s
u(t) = / ) cosf(s)ds. (3.38)
o 2
Les vecteurs propres se réécrivent donc sous la condition du transport paralléle

[ (3.39a
[ —sin(0/2)e=©/2  cos(0/2)e’®/2 e, (3.39b
= [ cos(6/2)e®/?  sin(6/2)e0/2 e, (3.39¢
[ —sin(0/2)e'®/2  cos(h/2)e "0/2 ]e'*. (3.39d

~— ~— ~— ~—

3.3 Couplage d’un état discret & un continuum

Dans cette section, nous étudions le cas lorsque I'état excité d’un systéme a deux niveaux
est couplé au continuum par une transition a un photon [30,31]. Nous montrons en particulier,
que ce systéme peut étre décrit par un Hamiltonien effectif dont le taux de perte de I’état excité
est traité comme une partie imaginaire dépendante du temps de I'énergie associée a cet état
i.e. E — E—il'(t). La figure 3.2 montre un état exité |1) couplé & un continuum via a un laser
E(t) = Eo(t) cos(wrt+¢(t)), ou 'amplitude Ey(t) et la phase ¢(t) sont des fonctions lentement
variables en fonction du temps. La fréquence centrale du laser est donnée par wy,. Les états
|0), |1) sont les vecteurs propres d’'un Hamiltonien non perturbé Hy vérifiant (i[j) = d;; et
|c,e) sont les vecteurs propres généralisés du continuum vérifiant (c,€;|c,e;) = d(e; — €;) et ou
on suppose € > 0. La fonction d’onde du systéme s’écrit dans la base {|0),|1),|c,e)}

+o00
|W(t)) = ap(t)]|0) + ai(t)|1) + /0 deac(t)|c,e), (3.40)
solution de I’équation de Srédinger
Z%I‘I’(t» = [Ho + V()] [¥(2)), (3.41)

ou V(t) représente l'énergie d’interaction du laser avec le moment dipolaire électrique ﬁ
En remplacant I’équation (3.41) dans (3.40), les équations du mouvement des amplitudes de
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continuum c,€)
A
1)
11)
--p-----
0)

F1G. 3.2 — Schéma d’un systéme a deuzr niveaur dont l’état excité est couplé a un continuum
via transition & un photon. Les états |0) et |1) sont couplés par un laser E(t) = Ey(t) cos(wrt+

(1))

probabilités s’écrivent

iaatao(t) = wan(t) — Q()l (t) COS(th + ¢>(t))a1 (t), (3.428,)
i%al (t) = —Qo(t) cos(wrt + ¢(t))ao(t) + wiai (t) — /O+oo dea(t)Qc(t) cos(wrt + ¢(t)),

(3.42b)
z'gtag(t) = —Qa(t)ai(t) cos(wrt + o(t)) + weac(t), (3.42¢)

oll wp, wi et we représentent respectivement les énergies des états |0), |1) et |e) et €,
(1,5) = {0,1,€} sont les fréquences de Rabi définies par Q;; = —(i| Eo 7 |7). En posant mainte-
nant c;j(t) = e“ita;(t), j = 0,1,¢ et en appliquant I'approximation des ondes tournantes, les

équations (3.42) se réécrivent

.0 1 . .

zaco(t) = —§Q01(t) exp{ip(t) —iApt}ei(t), (3.43a)

.0 1 . . 1 [tee . .

it (t) = —§Q10(t)co(t) exp{—ip(t) +iApt} — B / dece(t)Q1(t) exp{iop(t) — iAct},

0
(3.43b)

.0 1 . .

zacg(t) = —§Qd (t) exp{—ip(t) + iAct}ei(t), (3.43c)
ou interviennent les parameétres Ay et A, définis comme A; = w; — wp, — wy et Ay =

we — w1 — wr,. Dans la suite, nous supposons que le systéme est initialement connecté & I’état
|0}, i.e. ce(t =0)=ci(t =0) =0 et co(t =0) = 1. Intégrant I’équation (3.43c) par rapport
au temps et substituant le résultat dans I’équation (3.43b), on obtient pour le coefficient ¢;:
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i ent) = —%Qlo(t)co(t) exp{—id(t) + iALt}

i oo ! / . / . / / !/
- /0 de /0 () Qe (t') exp{+i(6(t) — G(t) — iAe(t — )i (¢)dt
(3.44)

Il est en général difficile de traiter I’équation (3.44) & moins que l'approximation de Mar-
kov [29,32] soit faite. Cela se justifie comme suit : supposons que 1’élément de matrice ¢ dé-
pendant lentement de €, posséde une largeur ~ o. Le terme en exponentielle exp{—iA(t—t')}
oscille en € avec une période ~ 27 (t —t'). L’intégrale sur € est donc nulle sauf si cette période
est de lordre de o. Ainsi, la seule contribution non nulle est lorsque [t — /| < %” Dans
I’approximation de Markov, 1. est supposé plat en € i.e. ¢ — oo et la seule contribution est
donc a t = t'. Par conséquent, I’équation (3.44) se réécrit dans cette approximation

iécl (t) = —%Qlo(t)CQ(t) exp{—iqb(t) + iALt}

ot
i —+o0 t

e / ey, 2 / dt' exp {—iA(t — 1)) | (3.45)
0 0

Vu que pour [t — /| > %”, I'intégrale par rapport a la variable e est nulle, l'intégrale par
rapport & la variable ¢’ peut étre approximée en Iévaluant sur lintervale | — oo, t]. En
Posons T' =t — t/, on obtient

/too dt’ exp {—iA(t —t')} = /;oo dT exp {—iA.} = —iP <A1> + mi(A.), (3.46)

€

ou P et § désignent respectivement la partie principale et la fonction delta de Dirac [29].
Tenant compte du résultat (3.46), 'équation (3.45) se réécrit

7 +o00
i%q(t) = —%Qm(t)co(t) exp{—i¢(t)+iALt}—4cl(t)/0 de|Qqe? [—iP <A1€> + W(;(Ae)] :
(3.47)
soit
400 2 2
i%q(t) = —%Qm(t)co(t) exp{—id(t) +iApt} —ci(t) {p (/0 de|2zl > n W|Qzl| }
(3.48)

2
avec ¢; = w1 + wyr. La quantité 0F = P ( f0+oo de‘ih&' ) contribue seulement & une phase et

n’affecte donc pas la population, causant ainsi un déplacement d’énergie connu sous le nom

Q1. |2 o < .
de décalage Stark. En revanche, le terme I'(¢) = ﬁ% est une dissipation due & l'interaction
de l'état excité avec le continuum. La dynamique du systéme peut donc étre décrite par le

systéme d’équations suivant

.0 Cco (t) 0 —%Q()l (t)ei(d)(t)*ALt) Co(t)
or | a (t) —QQlo(t)e i(¢ L —0F — zF(t) Ccl (t)
En posant
To(t) = esArt (3.50a)

G (t) = em2brt, (3.50b)
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le systéme (3.49) se réécrit

AL ~ 3o col) (3.51)
—1Qi(H)e ) 1AL —6E —il(t) ci(t) '

0 — Q01 (t)e™*) ] lgo(t) ] (3.52)

1
N -
gttt —3Qu(t)e W A —D(t) at)

avec A = Ay, — 0FE. La quantité —%A 1, contribue seulement & une phase globale et n’affecte

pas la population. Dans la suite, nous utiliserons ’'Hamiltonien H,y; donné par

Hepp = (3.53)

0 ‘ —%901 (t)€i¢(t)
- %QIO (t)eizd)(t) A — iF(t)

pour décrire la dynamique adiabatique d’un systéme dissipatif.

3.4 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre que, sous certaines conditions, il est possible de décrire
un systéme dissipatif par une équation de Schrodinger avec un Hamiltonien effectif ne tenant
compte que des effets dominants de la dynamique. En effet, les effets de la dissipation sur
le systéme peuvent s’exprimer par un Hamiltonien non hermitien dont le taux de perte de
population d’un état excité est traité comme une partie imaginaire de I’énergie associée a
cette état. Nous avons montré également que le taux de la dissipation peut étre dépendant
du temps. Une telle situation est envisagée dans un processus de transfert de population d’un
état fondamental d’un atome & un état excité couplé au continuum. Dans les chapitres qui
suivent, nous allons utiliser ces Hamiltoniens effectifs pour décrire ’évolution adiabatique des

systémes dissipatifs & deux niveaux.
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CHAPITRE 3. DYNAMIQUE DES SYSTEMES QUANTIQUES OUVERTS

— RESUME DU CHAPITRE 3 —

OBJECTIF : Ce chapitre décrit le formalisme utilisé pour le traitement des
systémes quantiques dissipatifs.

EQUATION PILOTE : L’opérateur densité du systéme couplé & un environ-
nement évolue dans la limite de Markov suivant I’équation pilote de Lindblad

W o+ 5 (1L L+ Ep 1)) (3.54)

ou les opérateurs L; décrivent les effets dissipatifs.
- Dans certaines situations, la dynamique d’une partie des états du systéme
définissant un sous espace ®, peut étre décrite par I’équation de Schrodinger
avec un Hamiltonien effectif non hermitien uniquement quand
1. Les autres états du systéme définissant l’environnement n’introduisent
que de la dissipation sur le sous espace .
2. Il n’y a pas de couplage par processus cohérent entre cette partie et l'en-
vironnement.
I’Hamiltonien effectif peut se déduire dans ce cas a partir de ’équation de
Lindblad en faisant apparaitre un anti-commutateur

ZP(t) = —ilHp] = 5 Z{LTLHP} +5 Z LipLf
= —i(Heyp— pHlpp) +3 Lot (3.55)

avec I’Hamiltonien effectif

Hepp=H— %ZLILi (3.56)
1

- Le taux de perte de population d’un état du systéme est traitée dans ce cas
comme une partie imaginaire associée a cet état.
- Dans un processus de transfert de population de I’état fondamental d’un atome
a un état excité couplé au continuum, la dynamique du systéme peut étre décrite
par un Hamiltonien effectif dont le taux de perte de population de I'état excité
est traité comme une partie imaginaire dépendante du temps.
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Annexe B

L’angle complexe 6

Dans cet appendice nous justifions les conditions choisies sur ’angle complexe 6. Consi-
dérons tout d’abord I’Hamiltonien

[ 0 Q)
H_<9/2 A—iF)‘ (B-1)

Les valeurs propres de I'Hamiltonien (B.1) s’écrivent

e = %(A _iT)+ %\/(A T+ O (B.2)

Elles sont associées aux vecteurs propres normalisés

(R) Q (R) 24
pr— = — B.
lpy ") =C 2N, ] S =0 g | (B.3)
ol la quantité C' est définie par
1 1 1
=5 | — 1] (B.4)
(@ + (A=) | P (A T2+ AT

Les écritures (B.3) des vecteurs propres sont peux pratiques vu qu’elles conduisent & des
expressions compliquées pour le calcul du couplage non adiabatique. On peut cependant
simplifier ces expressions si nous définissons I'angle complexe 8 par la relation

Q

Les vecteurs propres (B.3) se réécrivent alors

= | o | e = | e | 9

Toutefois, I’écriture (B.6) exige des conditions sur ’angle complexe 6 afin que le vecteur propre
]go(f')(@)} (respectivement \cp(,R) (0))) soit toujours associé a la valeur propre Ay (respective-
ment A\_). En effet, la définition (B.5) donne

O & .
V2 + (—A +il)2 V2 + (—A +4l)?

cos(f) = (B.7)
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On voit donc bien que le choix de signe dépend du choix de V22 = 4z ou —2 pour z =
{A —T",Q2}. Supposons d’abord qu’on a choisi le signe +, alors on montre dans ce cas que
le vecteur propre |¢(+R)(6)> (respectivement ]cp(_R)(9)>) correspond bien & la valeur propre
At (respectivement A_). En revanche, si on choisi V22 = —z, alors un calcul élémentaire
montre maintenant que ‘QOS’_R) (0)) (respectivement ]cp(_R)(9)>) est associé a la valeur propre A_
(respectivement Ay ). Cette derniére remarque est non triviale car elle montre 'ambiguité de
I’étiquetage des valeurs propres au cours du temps. On rappelle que pour le cas des systémes

non dissipatif i.e. I' = 0, 'angle dynamique 6 est défini par la relation

Q
tanf = N (B.8)

ce qui correspond a

Q
sinf = —— B.9
VAT (BS)
avec le choix 0 < 0 < w pour 2 > 0 et m < 0 < 27 pour €2 < 0. L’idée consiste alors a
généraliser cette analyse aux cas des systémes dissipatifs. Plus précisément, nous devons fixer
le domaine de variation de la partie réelle de I'angle complexe 6 au cours de la dynamique

pour chaque choix du signe. Dans la suite, nous allons choisir le signe + pour le sinus, i.e.

Q

sinf = + . B.10
V2 + (A +1l)2 (B.10)
En posant # = 0 + if;, on peut écrire
in(fgr +i67) = + {2 (B.11a)
sin i0r) = Ala
e V2 + (—A +il)2
Q
= B.11b
va+ib ( )
Q
= B.11
a+1i8 ( c)
Qo QB
= —1 B.11d
2+ 2y ( )
ou les quantités a, b, o et 8 sont définies par les relations
a=0%+A%2-12 (B.12a)
b= —2T'A, (B.12b)

1
a= 7 a+Va%+ b2, (B.12c)

= Sg\nf(;) \/—a+ a2 + b2 (B.12d)

Nontons que nous avons ici fait le choix habituel pour la définition de la racine carrée:

-1 sgn(b)
a+ib=—=\a+ Va2 +b +i—=——\—a+ Va>+? B.13
Vatib=—s\fa+ v ol (B.13)
En développant sin(0g + i0;) sous la forme

sin(fr + i0;) = sin g cosh 01 + i cos O sinh 07, (B.14)
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et en comparant avec ’équation (B.11d), on déduit

. Qo
S1814 0R cosh 9[ = m (B15a)
, Qp
COS QR sinh 9[ = —m (B15b>

L’équation (B.15a) montre alors que si le couplage est positive i.e. Q > 0, la partie réelle O
varie dans l'intervalle: 0 < 0r < 7 car « est positif par définition. Si le couplage est négative,
alors m < fr < 27w. D’autre part, I’équation (B.15b) montre que le signe de cosfr dépend du
choix de signe de A. En effet, en utilisant le fait que I' > 0, on a

) Qsgn(A) \/
sinh§; = —a+ Va?+ b B.16
! V2(a? + 32) cosfp ( )
Comme 6; < 0, autrement dit sinh6; < 0, alors si A > 0, alors § < 6 < m. Mais si A <0,

alors 0 < Op < Z pour Q > 0. Si maintenant Q < 0, alors 7 < 0 < 3F pour A > 0 et
2 2

37”303<27rpourA<0.
On peut obtenir le signe de 07 en développant

cos(Og +i07) = cos O cosh @ — i sin O sinh 0y, (B.17)
donnant
sinfpsinh0; = - At
V2 + (—A +4l)2
_ oI+ Ap
a? + 32
al’ — |A[[5]

Comme oI — [A[|B] > 0, alors si 0 < Or < 7, alors 7 < 0 et si 7 < O < 27, alors 07 > 0.
Donc d’aprés (B.16) si © > 0 (ie 07 < 0), alorson a0 < f0p < 7m/2si A<Oet /2 <fp<m
si A>0. Maissi Q<0 (ieff >0),alorsonan <0rp <37/2si A>0et3r/2 <0 <27si
A <0.
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ANNEXE B. 'ANGLE COMPLEXE ¢
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Chapitre 4

Passage adiabatique dans le plan
complexe : Application aux systémes
quantiques dissipatifs a deux niveaux.

E PASSAGE adiabatique est une technique largement utilisée en mécanique quantique

[10], notamment en ce qui concerne les manipulations cohérentes des atomes et des
molécules par des impulsions lasers mises en forme [1,52,60,61|. Outre la preuve formelle du
théoréme adiabatique, une étape importante consiste a la détermination des corrections non-
adiabatiques & la fin du processus. Ainsi, peu aprés la formulation du théoréme adiabatique,
Zener [94] et Majorana [95] ont établi une formule qui donne la probabilité de transition dans
la limite adiabatique pour un systéme particulier a deux niveaux pour lequel ils ont trouvé
une solution analytique exacte de I’équation de Schrodinger. Cette formule a été obtenue
indépendamment par Landau [96] qui a introduit une méthode trés puissante qui consiste a
intégrer I’équation de Schrodinger le long d’un chemin dans le plan complex entourant le point
de croisement des valeurs propres du systéme. Suivant 'idéé originale de Landau, Dykhne [97]
a pu généraliser la formule Landau-Zener a des systémes décrits par des Hamiltoniens réels
et symétriques. Il a proposé ainsi la formule

Ple) = exp (f% M(el(z) _ eg(z))dz]> e 0 (4.1)

ol 7 est un chemin dans le plan complexe qui relie I’axe réel au point zy défini comme un
point de croisement des valeurs propres i.e. e1(zp) —e2(z9) = 0. Cette formule a été finalement
rigoureusement justifiée par Davis et Pechukas, et Hwang et Pechukas [5,6,41] et généralisée
par A. Joye [38,39]. Récemment, il a été montré que la formule de Davis-Dykhne-Pechukas
(D.D.P) peut étre étendue aux systémes dissipatifs a deux niveaux [45], méme pour une forte
dissipation [42]. Dans ce chapitre, nous montrons la validité de cette extension en utilisant la

méthode du temps complexe developpée dans les références [38,39,90].
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4.1 Le modéle

4.1.1 Deéfinition

Dans la suite, nous considérons I’'Hamiltonien (3.35) décrit dans le chapitre précédent avec

un couplage complexe:

0 Qe~1©
Qe® 2(A —il) |’

="

> (4.2)

ot O(t) est une fonction qui varie lentement en fonction du temps. Nous considérons en
particulier le cas le plus général lorsque le taux de la dissipation dépend du temps i.e. I' = T'(¢).
Nous rappelons qu’une telle situation peut étre envisagée dans un processus de transfert de
population d’un état fondamental d'un atome & un état excité couplé au continuum (voir
section 3.3). Afin d’étendre la formulation du théoréme adiabatique [5,6,38-41] & des systémes
dissipatifs, nous décomposons d’abord I’'Hamiltonien en une partie proportionnelle a I'identité
et une partie a trace nulle, soit

.1
H=5(A—il)1y+ H (4.3)
avec
L[ —(A—i) Qe ® By Bi—iBp
=3 ( Qe® (A —il) ) = ( BB B (4.4)

Nous analysons d’abord le passage adiabatique avec I’Hamiltonien H. La connection avec le
modéle initial est la suivante: si nous notons respectivement par 1(t) et ¢(t) les solutions de
I’équation de Schrédinger avec respectivement les Hamiltoniens H et H alors on a

B(t) = ¢ 2 L BBOTTE G, (45)

Pour des considérations mathématiques du théoréme adiabatique, il est plus pratique d’in-
troduire explicitement la vitesse de la dynamique & travers un temps caractéristique 7" du
systéme qui peut étre la durée de I'impulsion par exemple. On définit le temps normalisé
T =L =¢t, e = 1 vérifiant d(t) = (1) et ¢(t) = ¢(7). Une évolution adiabatique ayant lieu
lorsque T' tend vers l'infini. Cela correspond alors & une évolution lente au cours du temps.
Dans la suite, on considére un couplage symétrique de la forme Q(7) = QoA(7) vérifiant

A(£00) = 0 et nous utilisons les notations Ay = A(£o0) et I'y =I'(+00).

4.1.2 Les bases adiabatiques du systéme

L’Hamiltonien (4.4) est un opérateur non hermitien qui génére deux ensembles de vecteurs
propres droites et gauches qui vérifient

(b 1 of) =dag, D Lok 1= 1. (4.6)
et
H o) = 2p | o, (4.72)

L * L
HY oy = a1 | o). (4.7b)
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Les vecteurs propres normalisés (4.7) sont donnés par les équations (3.39) du chapitre précé-
dent en fonction de I'anle dynamique complexe 6. Nous rappelons que 1'usage de cette angle
complexe impose aux vecteurs propres (4.7) d’étre dans la condition du transport paralléle

(e ()0 (r) = 0. (4.9

Les valeurs propres A+ s’écrivent
prop +

1
=5Vh p=(A D)+ (4.9)
ol la racine carée est définie comme

Ve =Va+if= [\/|p|+a—|—zsgn \/|p|—a] (4.10)

ou sgn est la fonction signe et les paramétres a et 5 sont donnés par

a=A*+0Q? - T? (4.11a)
B = —2TA. (4.11b)

On voit bien d’apres les équations (4.10) et (4.11) que les signes des parties imaginaires des
valeurs propres (4.9) dépendent du signe de A. En particulier si I’écart a la résonance change
de signe au cours du temps alors les parties imaginaires des valeurs propres se croisent. On
montre qu'une telle situation méne en général & une transition ' entre un état initial et un état
final dans la limite adiabatique. En revanche, si I’écart a la résonance garde un signe constant
tout au long de la dynamique, alors les parties imaginaires des valeurs propres ne se croisent
pas et la dynamique ne méne pas & un transfert de population & la fin de 'interaction.

On note maintenant par |¢(7)) la fonction d’onde du systéme, solution de l’équation de
Schrédinger

e 16(r) = Hlo(r). (112)

Dans la suite, nous écrivons la fonction d’onde dans la base adiabatique sous la forme
Z bi(7)lej (7 (4.13)
Les coefficients b; peuvent se décomposer en
bj(r) = aj(7)e T e Nl (4.14)

Substituant (4.13) dans (4.12), les équations du mouvement pour les coefficients a; s’écrivent

;Tam) — y(r)exp (-ia(T)) a_(7) (4.15a)
,(%a,(T) = —7(7) exp (ié(r)) a4 (1), (4.15b)

1. On peut voire cette propriété en tragant les surfaces d’énergies dans I’espace des paramétres. On remarque
alors qu’un transfert de population entre un état initial et un état cible est accompagné par un croisement
des parties imaginaires des valeurs propres. (Voir la section 2 du chapitre 5 pour plus de détail.)
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avec

o(r) = /T A= (u) — Ay (u)]du = /T —v/ p(u)du (4.16)

—0o0

et y(7) est le couplage non-adiabatique défini par
) = (oD | D 4.17
1) = 8 | L), (4.17)

4.1.3 Connections initiales du systéme

Si nous choisissons initialement I’écart & la résonance A_ > 0 et si nous supposons de
plus que le systéme est initialement connecté a 'état fondamental |0), alors nous avons la
connection initiale? suivante: |¢p(—o0)) = |0) = —|p®(—00)) ce qui correspond & a_(—o0) =
b_(—o0) = —1 et a4 (—o0) = by(—o0) = 0. D’autres connections peuvent étre considérées.
Nous résumons ci-dessous tout les cas possibles:

A_>0 et |¢(—00)) = 0) : [p(—00)) = [T (~00)) (4.182)
A->0 et |¢(—00)) = 1) : [p(—00)) = [l (~00)) (4.18b)
A_ <0 et [p(=00)) =0) : [d(~00)) = |pf(~00)) (4.18¢)
AL <0 et |¢(—00)) = 1) : [p(—00)) = [ (~00)) (4.184)

Toutefois, la connection initiale de la fonction d’onde peut étre sur I’état le moins dissipatif
(i.e. le vecteur propre qui est associé a la valeur propre dont la partie imaginaire est la plus
grande) ou I'état le plus dissipatif (i.e. le vecteur propre qui est associé a la valeur propre dont
la partie imaginaire est la plus petite). En effet, la définition (4.10) montre qu’a 7 — —o0,
sgn(S[y/p])=sgn(—2A_T'_)=—sgn(A_), ce qui implique que pour un écart a la résonance
A+. Si maintenant ’écart a la résonance est initialement négatif (i.e. A_ < 0 ), alors la valeur
propre Ay est la moins dissipative. On en déduit donc les deux types de connection suivantes :

— Si |¢p(—00)) = |0) : connection a la valeur propre la moins dissipative
— Si |¢p(—o0)) = |1) : connection & la valeur propre la plus dissipative.
Considérant les deux connections possibles (i.e. |pf(—o0)) ou [pB(—00))), les probabilités

de transition non-adiabatique notées respectivement P, (7T) et P_(T) sont données par les
expressions

Py(T) = lim_[(p1 (7)[o(r)) "
= [b(+o0)P

— s (400) 2 exp (zm [ /

—00

—+00

A+(u)duD : (4.19)

Notre probléme consite alors a la détermination des coefficient a4 (+o00) dans la limite
adiabatique caratérisée par T +— oo.

2. Ces connections initiales se déduisent & partir des équations (3.24) et (3.25) du chapitre 3
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4.2 Méthode des temps complexes

L’idée générale de la méthode du temps complexe consiste a prolonger le chemin de I'inté-
gration de ’équation de Schrédinger le long d’un chemin se connectant a +oo sur ’axe réel et
judicieusement choisi dans le plan complexe. Dans cette section, nous rappelons les principes
de cette méthode et les conditions de validité développées dans les références [38, 39|, puis
nous allons décrire les conditions permettant la généralisation de la méthode & des systémes
dissipatifs & deux niveaux.

4.2.1 Définitions générales et hypothéses

La méthode est basée en général sur le prolongement analytique des vecteurs propres
(4.7) et des valeurs propres (4.9) dans le plan complexe. Ces fonctions sont multivaluées et
singuliéres aux points de dégénérescence complexes des valeurs propres qui coicident avec
les zéros du prolongement analytique p(z) associé a la fonction p(7). Nous notons par X
I'ensemble des zéros de p(z) qui se compose de n+m points 29 y,20,—,...,2n—1,4:2n—1,— localisés
dans le demi plan complexe supérieur (étiquetés avec +) et le demi plan complexe inférieur
(étiquetés avec —) et nous supposons que chaque point est un zéro simple pour la fonction
p(z). Notons que pour les systémes non dissipatifs (i.e. I' = 0), les points vérifient Z; ~ = z; ..
Dans ce genre du probléme, les lignes de Stokes jouent un réle capital car elles nous permettent
de sélectionner les zéros qui auront la contribution dominante pour le calcul de la probabilité
de transition non-adiabatique. Ces N points sélectionnés sont nommeés points de transition et
sont notés par zg,...,2N—1-

Les lignes de Stokes sont définies comme suit : soit dy(z) le prolongement analytique de la
fonction dp(7) définie de la méme maniére que la fonction §(7) (4.16) mais avec 0 comme
borne inférieure de 'intégrale :

5(r) = /O "D () — A (w)]du = /O " /p(u)du, (4.20)

La fonction (4.20) est multivaluée et les points de branchement coincident avec ceux de
I’ensemble X. Les lignes de niveau

I [60(2)] = S [do(z;)] = Const (4.21)

constituent I'ensemble des lignes de Stokes du probléme?®. Des exemples concréts de lignes
de Stokes sont montrés dans les sections suivantes. Afin d’appliquer la méthode du temps
complexe, nous considérons les hypothéses suivantes :

1. Séparation suffisante du spectre: il existe une constante positive k telle que pour
chaque 7 € R, le spectre de H (t) se compose de deux valeurs propres A; et A\_ vérifiant
AL —A_| > k.

2. Analycité: 'Hamiltonien du systéme posséde un prolongement analytique dans un
domaine D qui s’étend de 1'axe réel et inclut la ligne de Stokes considérée.

3. Comportement a l’infini: les éléments de matrice H;;(z = 7 + is) de I'Hamiltonien
H tendent rapidement vers deux constantes H;; 4+ indépendantes de s pour 7 — 4-00.

3. voir 'annexe A du chapitre 1 ou nous avons explicité un algorithme qui permet de calculer numériquement
ces lignes de Stokes.
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Ces hypothése ont été rigoureusement formulées dans les références [38,39] pour les systémes
non dissipatifs. En particulier, la derniére condition (i.e. hypothése 3) assure d’une part
qu’on peut trouver deux branches de la ligne de Stokes qui atteignent assymptotiquement
& 7 — £oo des valeurs imaginaires finies et peuvent étre donc connectées & ’axe réel pour
des temps infinis. D’autre part, le domaine D peut étre pris comme une bande de largeur
constante. Nous verrons dans la section suivante que pour le cas des systémes dissipatifs, les
lignes de Stokes ne sont plus bornées & 7 — 00 méme sous la condition 3. Nous somme donc
obligés de déformer le contour d’intégration aux extrémités du domaine D afin de le connecter

A 'axe réel.

4.2.2 Comportement assymptotique des lignes de Stokes

Dans cette section, nous étudions le comportement asymptotique des lignes de Stokes.
On suppose en particulier que la condition 3 est satisfaite, i.e. le prolongement analytique
des éléments de matrice de 'Hamiltonien Q(z = 7 +is), A(z = 7 +is) et ['(z = 7 + is)
tendent suffisamment rapidement vers des limites finies Q(+o00) = Qu, A(foo) = Ay et
I'(+£00) =T'y > 0 pour 7 — +o00. Nous allons dans la suite déterminer les pentes de la ligne
de Stokes & 7 — Fo0.

Soit z = 7 + i+ (7) un point de la ligne de Stokes tel que |7| > 1, alors d’apreés la définition
(4.21), on peut écrire

0=¢ /Z Vv p(u)du (4.22a)
~ (7£(7) + Cx)R[V p(£00)] + 73/ p(£o0)], (4.22b)

ot Uy est une constante. Ce qui implique

(1) +Cx  S[Vp(E0)] okt \/(m (4.23)

o~ = sgn(A
" Aol N o e

Nous considérons dans la suite le cas physique ou 24 = 0 comme par exemple dans les

modéles Allen-Eberly et Rosen-Zener pour lesquels on ajoute une dissipation. Dans ce cas les
pentes de la ligne de Stokes s’écrivent pour 7 — +o00

V(1) =7 — — C4. (4.24)

L’équation (4.24) montre que losque I'y # 0, les lignes de Stokes ne sont pas bornées a
7 — Z£o00. En particulier si nous considérons un passage adiabatique dans un modéle avec
un croisement des parties imaginaires des valeurs propres, et qui correspond & un écart a la
résonance qui change de signe au cours de la dynamique, alors les pentes de la ligne de Stokes
a 7 — too ont des signes opposés. En revanche, si nous considérons un passage adiabatique
dans un modéle sans croisement des parties imaginaires des valeurs propres et qui correspond
a un écart a la résonance constant a chaque instant, alors la pente de la ligne de Stokes garde
le méme signe tout au long de la dynamique. Notons que si le taux de la dissipation vérifie
'y =0, alors les lignes de Stokes sont bornées a 7 — +o0.
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AN

A>0

F1G. 4.1 — Différentes configurations possibles des lignes de Stokes (lignes noires) dans le plan
compleze lorsque la dissipation est constante a chaque instant selon les signes de A(Fo0) =A4
et avec Q(£o0) = 0. Nous avons considéré ici la situation générique ou les lignes de Stokes
les plus proches de l’axe réel passent par un seul point de transition zo + ou zo — localisé res-
pectivement dans le demi-plan complexe supérieur ou inférieur. La rangée supérieure (cas (a)
et (b)) correspond a un modéle avec croisement des parties imaginaires des valeurs propres
pour lequel ’écart & la résonance change de signe au cours de la dynamique. La rangée in-
férieure (cas (c) et (d)) correspond a un modéle sans croisement des parties imaginaires des
valeurs propres pour lequel I’écart o la résonance garde un signe constant tout au long de la
dynamique. Les cas (a) et (c) correspondent a la situation ot le vecteur propre |p_) est ini-
tialement connecté a ’état le moins dissipatif |1) et |p4) est initialement connecté a l'état le
plus dissipatif |2). Les cas (b) et (d) correspondent a la situation opposée. Les chemins rouges
correspondent aux chemins dissipatifs qu’on peut considérer lorsque le systéme est initialement
connecté a l’état le moins dissipatif. Les lignes bleues correspondent aux chemins dissipatifs
qu’il faut considérer lorsque le systéme est initialement connecté a l’état le plus disspatif.
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4.2.3 Cas générique - Connection a la valeur propre la moins dissipative

Le cas générique correspond a la situation ou la ligne de Stokes la plus proche de I'axe
réel passe par un seul point de transition zp. Si nous supposons de plus que le systéme est
initialement connecté au vecteur propre le moins dissipatif, alors on peut étendre la technique
développée dans la référence [39] a des systémes dissipatifs. Cette situation correspond a I'un
des quatre cas de la figure 4.1 pour lequel, le point de transition zy est délimité par la ligne
rouge et ’axe réel. Cette ligne indique le chemin dissipatif dans le plan complexe qu’on peut
utiliser afin d’intégrer ’équation de Schrodinger. La notion d’un chemin dissipatif ainsi que
ces propriétés sont étudiées en détail dans la section 4.2.4. Dans ce paragraphe, nous nous
concentrons plus spécifiquement sur la connection initiale de 'état |¢(—o0)) au vecteur propre
|p—(—00)) et on considére en particulier le modeéle avec croisement des parties imaginaires des
valeurs propres. Cette situation correspond au cas (a) de la figure 4.1 pour lequel le chemin
dissipatif passe au-dessus du point de transition zg 4 localisé dans le demi-plan supérieur. Les
autres cas avec une connection initiale au vecteur propre le moins dissipatif, correspondent
aux chemins dissipatifs (i.e. les lignes rouges ) des cas (b) et (d) passant au-dessous du point
de transition zp_ localisé dans le demi-plan inférieur et le cas (c) pour lequel le chemin
dissipatif passe au-dessus du point de transition zg 4.

F1G. 4.2 — La boucle vy et le chemin dissipatif qui passe au dessus du point de transition.

Intégration le long d’une boucle entourant le point de transition

Dans ce paragraphe, nous établissons quelques formules générales [98]| qui nous permettent
dans la suite de calculer la probabilité de transition non adiabatique. Soient v et 2 deux
chemins qui relient le point z = 0 a un point z dans le plan complexe tel que v, Lvo = ~ forme
une simple boucle basée a l'origine et entourant le point de transition zy (voir figure 4.2). On
introduit 'opérateur de transport parallele W (z,0) [98] vérifiant

[or(2)) = W(2,0)|¢r(0)), W(0,0) = L. (4.25)

Si nous notons respectivement par W(z|y1) et W(z|y2) les valeurs que prend 'opérateur W
au point z par prolongement analytique le long des chemins 7; et 79, alors nous avons

W (zly2) = W (zly) W (z]y) W (2]72) (4.26a)
=W (zl)W (2|71 ) (4.26b)
= W (zln)W(z]). (4.26¢)

Nous notons maintenant respectivement par W (0[v)|p+(0)) et AL(0|y) les vecteurs et les
valeurs propres obtenus au point z = 0 aprés avoir effectué une révolution le long du contour
fermé . Comme 2y est un point de branchement pour la fonction p(z) et comme v est une
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simple boucle fermée qui entoure ce point, la racine carrée dans I’équation (4.9) change de
signe de telle sorte que les valeurs propres changent leurs étiquettes a la fin de la boucle. Ainsi

H(O)W(017)]¢+(0)) = AL (017)W (0|7)]¢+(0)) (4.27)
= AW (0}7)]¢+(0)) (4.28)
et
H(0)W(07)]-(0)) = A-(01)W (0|7)]¢-(0)) (4.29)
= A W (0[7) - (0)). (4.30)

Nous exprimons la proportionnalité résultante entre W (0|v)|p;(0)) et |px(0)), k # j, par une
phase 6;(0|y) définie comme suit:

W(0)lg;(0)) = e O (0)), k # . (4.31)

Si on note maintenant par |pr(z|v2))=W(z|v2)|¢k(0)), le vecteur obtenu au point z par
prolongement analytique du vecteur | (0)) le long du chemin 75, alors en tenant compte des
résultats (4.26¢) et (4.31), nous obtenons les identités suivantes

lor(zl72)) = W(zlr2)lek(0)) (4.32a)
= W (z[y1)W(0[7)]ex(0)) (4.32D)
= W (z|y2)e % OM|p;(0)) (4.32c)
= lpj(2lm))e %O & £ j. (4.32d)

Considérons maintenant le prolongement analytique de la fonction d’onde |¢(7)) dans le

domaine D
[¢(2)) = 2 cj(2)e™ I X, (2)), (4.33)
-
soit
Lo (2) = AR e, ), (4.340)
dilzc+(z) = y(z)e TG e_(2). (4.34b)

Les équations (4.34) peuvent étre écrites sous la forme

c_(z) = c_(—oo)—/_z v (2)et T e (2)d2, (4.35a)
cr(2) = cp(—o0) + / ) v(2)e T e (2)dz'. (4.35h)

Dans la suite, on définit le domaine &/ C D en enlevant juste la branche de coupure issue
du point zy (voir figure 4.2). Ceci nous permet de travailler avec seulement des fonctions
univaluées. La méthode consiste maintenant a controler la solution (4.33) le long d’un chemin 7
passant au-dessus du point de branchement zg. Le seul probléme est que comme 7 n’appartient
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pas au domaine U, nous ne pouvons pas utiliser la décomposition (4.33) tout le long le chemin
7. Mais on peut l'utiliser pour 7 > 1

6(2)) = Y G()e TR NG, R(z) > 1, (4.36)

Jj==+

ol f signifie qu’on a effectué un prolongement analytique le long du chemin 7. En tenant

compte du résultat (4.32d), on peut voir que

1P(2)) = e =Mz (2)). (4.37)

En comparant maintenant les équations (4.33) et (4.36), nous obtenons

|6(2)) = cq(2)e T M(“)d“w (2)) + e (z)e o A=(duj,_()) (4.38a)
= & (2)e I A (tng= 00N (2)) 4+ &y (2)e TS e ldne=i00M (2,
(4.38b)
Soit
ci(2) = (2)e~T S P () =2 () duu =0 (O1) (4.39a)
c_(2) = &y (2)e~ T Jo P (W =2 (w)]du g=i64 (01), (4.39b)

Comme le chemin 7, passe au-dessus du point de transition (i.e. il traverse la branche de cou-
pure) et le chemin ; passe au-dessous, on peut écrire fw At (u)du = fv At (u)du+ f A (u)du
et [ As(u)du = f A+ (u)du, soit

/ Z[Xi(u) — A (w)]du = 7§ At (w)du = Fbo(z0). (4.40)
0 v
ce qui donne

4 (2) = E_(2)e"T0(0) g =10-(017) (4.41a)

c_(2) = Ty (z)e T T00(0) =10+ 0h) (4.41D)

La relation (4.41a) montre que si nous contrdlons le coefficient ¢_(z) le long du chemin dissi-
patif 7, alors nous gagnons de l'information sur le coefficient ¢4 (z) et donc sur la probabilité
de transition non adiabatique et réciproquement pour la relation (4.41b).

Le théoréme de Born et Fock dans le plan complexe

Dans une deuxiéme étape, nous évaluons les coefficients ¢_(z) et ¢4 (z) dans la limite
adiabatique. Nous considérons ici la condition initiale b_(—o00) = —1, ce qui correspond a
c_(—00) = —e T J2ecA-du 10 méthode consiste plus précisément a controler les équations
différentielles (4.35) le long d’un chemin dissipatif n paramétrisé par z = n(s), s € R. Nous
utilisons dans la suite les notations 4 (s), (s), et do(s) pour respectivement &4 (n(s)), 7(n(s))
et 0o(n(s)). Un chemin dissipatif est défini comme 'ensemble des points z tels que S [5o(n(s))]
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est une fonction non décroissante* pour tout s € R. D’une part, 'équation (4.35b) donne

[¢4(s)] </ i () [ ()l [ () |0 du (4.42a)
TIméO s)/ H7 HC_(U)‘ eT[Imgo(u)—Imgo(s)]du
) [ i) ) - ()l (4.42b)
T1mdo(s) || +°°
"] [ il (4.42)
< keTtmool)|[&_|| (4.42d)
ou |[c_|| = supyeg|c—(n(s))| et k est constante positive. Notons que nous avons utilisé la

propriété que le chemin 7 est dissipatif et la condition (3) qui assure fj:: |7 (u)|du < oo.
D’une autre part, une intégration par partie dans 1’équation (4.35a) donne

T (s) = c_(—o0) — { [ieﬁ(u) \;ﬁieiﬁowm(u)] (4.43a)

e / " i) (?;%) (u)eiTgO(“)du}, (4.43D)

7(8) eiTgo(s)va+ (S)

= e-(-o0) —iei(s)

—ie [ i) K}ﬁ) () (w)e T % (u >] du. (4.43¢)

En insérant maintenant le résultat (4.42e) dans (4.43b), nous obtenons

A(s) too 7\
- - (s - ) ¥
e (s)] < |e—(—00)| + kelle-[[n(s)]| —= +k:e|c—|!/ || —= | (u)|du
V(s) o0 NG
+o00 ﬁ
el [ i) Dz (4.4
o NG
soit
e (s)] < |e—(—00)| + €klle—]], (4.45)
ol k est une autre constante, soit
)l < fe-(~o0) = (4.46)
c_ c_(—o0 . .
- 1— ke
On conclut alors que dans la limite adiabatique (i.e. € — 0)
c_(z) = c_(—0)[1+ O(e)]. (4.47)
4. Cette définition correpond & la condition initiale b_(—o0) = —1. Si nous considérons la condition initiale

by (—o00) = 1, alors le chemin dissipatif sera défini comme I’ensemble des points z tels que —S [do(n(s))] est
une fonction non décroissante pour tout s € R. voir la section 4.2.4 pour plus de détail.
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La derniére équation est l’extension du théoréme de Born et Fock dans le plan complexe.
Le choix du point de transition est dicté par la ligne de Stokes la plus proche de l’axe réel.
Une étude plus détaillée sur les chemins dissipatifs est présentée dans la section 4.2.4. Nous
montrerons en particulier que la ligne en tirets rouge de la figure 4.1a correspond bien & un
chemin dissipatif.

Résultats

Tenant compte des résultats (4.41a) et (4.47), nous obtenons
et (z) = —e " T00(20) g=i0—(0l7) o =T S /\’(u)du[l + O(e)]. (4.48)
En faisant tendre z vers 'infini, nous concluons

by (+o0) = —e 1 T00(20) =0 (O17) =T o A= (w)durt [ Mg (w)du] [1+0(e)]. (4.49)

Considérant maintenant les différentes conditions initiales décrites dans la figure 4.1 et la
transformation (4.5) les probabilités de transition non adiabatiques s’écrivent

Pi(T)=eT J2Z T(s)ds p£2TS(50 (20,)] 2SS o Mg (w)duct [ Ao (w)du] L 2TS[0 (0]7)] (4.50)

La formule (4.50) est donc la généralisation de la formule DDP & des systémes dissipatifs.
Cependant, la preuve compléte de ce résultat nécessite I'existence d’un chemin dissipatif qui
se connecte a 'axe réel a oo afin d’assurer la validité du résultat (4.47). Cette derniére
condition est non triviale quand les lignes de Stokes ne sont pas bornées & +o00. Nous allons
montrer dans la suite, que cette condition est en particulier satisfaite lorsque le systéme est
initialement connecté a I’état le moins dissipatif. Dans la situation opposée (i.e. connection
a I’état le plus dissipatif), nous montrerons que la formule restera valable, mais la technique
utilisée pour la prouver est différente et conduit & une condition supplémentaire. Ceci est
étudié dans la section 4.2.5.

4.2.4 Chemin dissipatif

La validité de la technique précédente nécessite de trouver un chemin dissipatif reliant
T — —00 & T — 400 et qui passe au-dessus du point de transition si ce dernier est localisé
dans le plan complexe supérieur ou au dessous du point de transition s’il est localisé dans le
plan complexe inférieur.

Définition

Si nous paramétrisons le chemin 7 par 7(s) avec s € R et si nous considérons la connection
initiale du systéme a |¢_(—00)), alors la condition pour que 7 soit dissipatif est donnée par

d

—Slo(n()] = =3 [0()v/p(n(5))] = 0. (4.51)

Dans le cas ou le systéme est initialemnt connecté & |p4(—00)), la condition est donnée par

d . 1
75 S[=do((s))] = 3 [1(s) v p(n(s)) | = 0. (4.52)
Notons que les lignes de Stokes desquelles les points de transition sont exclus sont aussi des

chemins dissipatifs car %E‘s[éo (n(s))] = 0 le long de ces lignes.



4.2. METHODE DES TEMPS COMPLEXES 75

Imaginary axis

Real axis

F1G. 4.3 — Les lignes de niveau S[0p(z)] = const au voisinage du point de transition zy. Les
fleches indiquent le chemin dissipatif qu’on peut utiliser dans ce cas pour caculer la probabilité

de transition non adiabatique.

Cas des lignes de Stokes bornées a l’infini

Quand les lignes de Stokes sont bornées & 400, comme dans le cas d’une dissipation
dépendante du temps (i.e. 'y = 0) (ou dans le cas des systémes non dissipatifs), ’analyse de
la référence [39] montre qu’on peut trouver un chemin dissipatif passant au dela du point de

transition. En particulier, la condition (3) assure que
lim cg(7+is) = cp(£oo), k=—,+, (4.53)
T—£00

ce qui nous permet de connecter initialement les coefficients ¢; au chemin dissipatif. La formule
(4.50) est donc complétement justifiée lorsque les lignes de Stokes sont bornées a +o0o.

Cas ou les lignes de Stokes ne sont pas bornées a I’infini

Quand les lignes de Stokes ne sont pas bornées a +oo, les lignes rouges de la figure 4.1
sont congus en général pour étre des chemins dissipatifs qui connectent ’axe réel & 7 — 400
comme indiqué ci-dessous.

Connection au vecteur propre le moins dissipatif: cas d’un modéle avec croise-
ment des parties imaginaires des valeurs propres. Dans ce paragraphe nous montrons
que le chemin rouge de la figure 4.1a est dissipatif. Le cas 4.1b sera traité d’une fagon simi-
laire. Nous décomposons tout d’abord le chemin 7 en des segments paramétrisés comme suit :
(1) n(s) = s (sur 'axe réel) pour s allant de —oo jusqu’a atteindre la premiére ligne de niveau
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$[0o(2)] = const localisée au niveau de la branche gauche de la ligne de Stokes; (ii) nous
suivons cette ligne qui en général quasi-paralléle a la branche de la ligne de Stokes; (iii) nous
quittons horizontalement la ligne de niveau au-dessus du point de transition zp 4 (i.e. comme
n(s) = s +ia, a > J[zp+]) afin d’atteindre la branche de coupure (la ligne verticale issue
du point zg 4 ) et nous suivons cette ligne horizontale jusqu’a atteindre la premiére ligne de
niveau localisée au niveau de la branche droite de la ligne de Stokes J[do(2)] = const; (iv)
nous suivons parallélement cette ligne de niveau jusqu’a atteindre 1’axe réel; et finalement (v)
n(s) = s (sur 'axe réel) pour s allant de cette ligne de niveau jusqu’a +oo.

Le segment (i) du chemin 7, paramétrisé par n(s) = s, est dissipatif car sgn{—S[1(s)v/p(n(s))]}
= sgn[2A(s)I'] = sgn[A(s)] (voir I’équation (4.10)), ce qui est positif pour un écart a la réso-
nance initial positif comme le montre le cas (a) de la figure 4.1. Le segment (v) est aussi un
chemin dissipatif car sgn[—S[\/p(n(s))] = —sgn[A(s)], qui est encore positif. Notons que le
changement de signe qui apparait dans le calcul précédent est dii principalement au change-
ment de signe de la partie imaginaire de /p(n(s)) quand la dynamique passe sur le second
feuillet de Riemann en traversant la branche de coupure. Nous remarquons que ce change-
ment de signe ne se produit pas si le chemin 7 passe au-dessous du point 2o 4, (comme c’est
le cas si nous limitons le calcul sur I’axe réel). Les segments (ii) et (iv) sont aussi des chemins
dissipatifs car le long d’une ligne de niveau nous avons d%% [ p(n(s))] = 0. Pour les mémes
raisons que les segments (i) et (vi), le chemin (iii) esst dissipatif. Il résulte alors que tout le
chemin 7 est dissipatif. La formule (4.50) est donc complétement justifiée si un tel chemin
existe.

Connection au vecteur propre le moins dissipatif: cas d’un modéle sans croisement
des parties imaginaires des valeurs propres Considérons le chemin rouge de la figure
4.1c qui correspond au cas lorsque le systéme est initialement connecté a l'état |¢_) (i.e.
A_ > 0). Nous décomposons tout d’abord le chemin en des segments paramétrisés comme
suit: (1) n(s) = s (sur 'axe réel) pour s allant de —oo jusqu’a atteindre la premiére branche de
la ligne de Stokes définie comme [do(2)] = I[do(20,+)]; (ii) nous suivons cette ligne de niveau
jusqu’a atteindre le voisinage du point de transition zg y; (iii) nous quittons cette ligne afin
d’éviter le point de transition; (iv) nous rejoignons la ligne de Stokes et nous la suivons jusqu’a
atteindre 'extrémité de la ligne verticale descendante; (v) on se connecte verticalement a I’axe
réel pour 7 — +00. Nous pouvons tout d’abord utiliser le méme argument développé ci-dessus
pour montrer que le segment (i) est dissipatif. Les étapes (ii) et (iv) sont bien dissipatifs car la
ligne de Stokes est par définition est dissipatif. L’étape (iii) est traitée en détail dans la section
(4.2.6) puisqu’elle est similaire au cas non générique qui correspond a la situation ou la ligne
de Stokes passe par plusieurs points de transition. Il reste & montrer que la ligne verticale
(tirets rouges) qui relie le chemin a l'axe réel & 7 — +o0 est dissipative. En paramétrisant
ce segment par n(s) = 74 + i(ay — s) avec T4,a4r — 400 et s € [0,a4], il est alors facile
de voir que sgn{—S[1(s)\/p(n(s))]} = sgn{Re/p(n(s))} > 0. Ce résultat montre alors que
cette ligne verticale est dissipative. La méme stratégie peut étre utilisée pour montrer que le
chemin rouge de la figure 4.1d est aussi dissipatif (i.e. correspond & une connection initiale
au vecteur propre le moins dissipatif |p4) = |1)).
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4.2.5 Cas générique avec connexion au vecteur propre le plus dissipatif

Les cas ol les lignes de Stokes ne sont pas bornées & 7 — £00 et le systéme est initialement
connecté au vecteur propre le plus dissipatif sont illustrés par les courbes bleues de la figure
4.1. En particulier, les lignes verticales bleues en pointillées situées a gauche (respectivement a
droite) des figure 4.1a et 4.1b sont anti-dissipatives (respectivement dissipatives). Cela signifie
que nous ne pouvons plus trouver un chemin qui est globalement dissipatif qui connecte I’axe
réel & 7 — 4oo. Une fagon simple d’utiliser un chemin partiellement dissipatif, consiste
a prendre la ligne de Stokes elleeméme dont nous excluons le point de transition comme
le montre la figure 4.1 (voir la référence [38] pour une technique alternative). La stratégie
consiste donc a (i) connecter la ligne de Stokes & I'axe réel & 7 — —o0, (ii) nous suivons cette
ligne de Stokes jusqu’a atteindre le voisinage du point de transition ol nous sommes obligés
a déformer le contour d’intégration vu que les équations différentielles (4.35) sont singuliéres
en ce point. Nous rejoignons dans la suite la ligne de Stokes et nous continuons de la suivre
pour finalement (iii) se connecter a I’axe réel & 7 — 400.

Toutefois, nous avons remarqué que le choix de la ligne de Stokes dans ce cas, doit étre fait
de telle sorte que la formule (4.50) donne une valeur finie. Par exemple, dans la situation du
cas (a) de la figure 4.1, nous ne pouvons pas choisir la ligne de Stokes qui passe par le point
20,4+, autrement la formule (4.50) diverge dans la limite adiabatique. Ainsi, la ligne de Stokes
qui doit étre considérée est celle juste en dessous, passant par le point de transition zg —.
L’étape (ii) est traitée en détail dans la section suivante puisqu’elle est similaire au cas non
générique qui correspond & la situation ou la ligne de Stokes passe par plusieurs points de
transition. Les étapes (i) et (iii), quand la ligne verticle qui joint la ligne de Stokes & l'axe
réel est anti-dissipatif, exigent un traitement spécifique. Nous traitons en particulier les cas
(b) et (d) de la figure 4.1 ( qui correspondent & une connection initiale a I’état |¢_)). Nous
paramétrisons tout d’abord le chemin vertical par n(s) = 7— + is avec 7 — —oo. Tenant
compte de I’équation (4.35b), on peut écrire le long de ce chemin

e+ (s)] < / A+ u)l[e-(r + iu)| TR+ gy (4.54)
0

La condition (iii) et 'usage du fait 1 = 0, nous permettent d’écrire

" T_+iu
Imdy(7— + iu) = Im/o Vp(z)dz (4.55a)

—T—

=Im vV p(—s)ds

0
- Imi/ V(- +is)ds (4.55b)
0
=sgn(A_)I'_7_ — |A_|u (4.55¢)
=-T_7 —|A_|u, (4.55d)

En inserant ce dernier résultat dans (4.54), on obtient

S
ey (s)| < e TH-7- / |7 (T + iu)||c— (7= + iu)|du (4.56a)
0
< e T ||7-s, (4.56D)
o nous avons utilisé la notation y_ = 7(7_). Insérant maintenant ce dernier résultat dans

I'équation (4.35a) (aprés avoir effectué une intégration par parties dans (4.35a)), on obtient
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~2
~ ~ Y=
e (5)] < e (—00)| +elle- ||| —==[e"1?-Ps

A ’T 72
+ €| ||7“<\/§> (7-) N

avec 0 < s < 7_I'_/A_ . L’équation (4.57) montre alors que la connection de la ligne de

/ eTIA= 1y du, + €| |e_|| s (4.57)
0

Stokes a l'axe réel (i.e. c_(7— +it7_I'_/A_) = c_(—00) ) est obtenue quand

lim ~%(r+irT_ /A )™ -Ilr = 0. (4.58)
T——00
La méme condition est appliquée pour reconnecter la ligne de Stokes a ’axe réel & 7 — +oo
quand la ligne verticle est anti-dissipative:
lim ~%(r 4 irD /A e+ = 0. (4.59)
T—r+00
Ces conditions (4.58) et (4.59) sont vérifiés en particulier pour une impulsion gaussienne. Pour
des impulsions de la forme sécante hyperbolique, ces conditions (4.58) et (4.59) restreignent
les valeurs de I't. & TT < 2.

4.2.6 Cas non générique

Le cas non générique correspond & la situation ou la ligne de Stokes la plus proche de
I’axe réel passe par plusieurs points de transition. L’analyse précédente montre que dans
une telle situation, nous ne pouvons plus trouver un chemin dissipatif global passant au-
dessus de tous les points de transition. La stratégie qui est alors adoptée afin de calculer la
probabilité de transition non adiabatique est d’intégrer I’équation de Schrédinger directement
sur les différentes branches de la ligne de Stokes. On suppose ici que le probléme de la
connexion & 'axe réel a I'infini est satisfait, autrement dit les conditions (4.58) et (4.59) sont
satisfaites dans le cas d’une connexion initiale & la valeur propre la plus dissipative. Dans cette
section nous traitons 'intégration de I’équation de Schrédinger localement autour des points
de transition. Cependant, le probléme est que, vu que les équations différentielles (4.15) sont
singuliéres aux niveaux des points de transition zx,k = 0,1,--- ,N — 1, nous sommes forcés
de déformer le contour d’intégration au voisinage de chaque point (voir la figure 4.4). Cette
situation non-générique apparait souvent dans les applications. Notons que pour les cas des
systémes non dissipatifs, la fonction p définie par I’équation (4.9) vérifie p(—z) = p(z) et par
conséquent, les lignes de Stokes dans le plan complexe sont symétriques par rapport aux axes
réel et imaginaire. En particulier, si nous supposons que la fonction p posséde deux points de
transition localisés dans le demi-plan complexe supérieur et qui sont symétriques par rapport
a laxe imaginaire, alors la ligne de Stokes traverse I’axe imaginaire et connecte ces deux
points. Nous montrerons dans la suite, que la probabilité de transition non adiabatique dans
cette situation n’est plus donnée par une fonction qui décroit exponentiellement en fonction
de T mais par une fonction qui oscille en fonction de T due & l'interférence des différentes
contributions des points de transition.

Dans la suite, nous considérons des points de transition situés dans le plan complexe supérieur
(voir figure 4.4). La figure 4.4 montre le chemin d’intégration utilisé pour calculer la probabilité
de transition non adiabatique dans le cas ou N = 2. La stratégie consiste alors & controler la
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L’axe imaginaire

L'axe réel

Fi1G. 4.4 — Le chemin d’intégration dans le plan complexe utilisé pour calculer la probabilité
de transition non-adiabatique dans le cas ot N =2.

solution de (4.15) de —oo & un point z, localisé au voisinage du point de transition zq le long
de la ligne de Stokes. Puis nous déformons le contour de l'intégration pour aller de z; a z{f
localisé a droite du point zg. Nous pouvons donc obtenir une estimation de la solution (4.15)
au point zar . Finalement nous itérons toute la procédure. Afin de montrer comment on peut

controler la solution le long de la ligne de Stokes, nous introduisons les nouvelles variables

a_(z)=a_(2), (4.60)
G, (2) = as(2)e o), (4.61)

L () = —(2)et 060, (), (4.62a)
d_. —1(8(2)=6(20))~
acu(z) = y(z)e"OE=DG_ (). (4.62b)

Intégration le long d’une ligne de Stokes

Considérons tout d’abord un chemin dissipatif dans le plan complexe allant de 2’ a z
paramétrisé par u — u +is = g(u), u € R avec g(19) = 2’ et g(7) = z et tel que I[0(g(u))]
est une fonction non décroissante pour tout u et avec les conditions initiales a_(z") = 1,
a4(2') = 0. En effectuant une intégration par parties dans les équations (4.63) le long du
chemin g et en utilisant la notation || f|| = sup,¢, |f(u)], on obtient

[G-(2)] < 1+ ek (|l + ef@=CNa, ), (4.63)
et
o2 C=0CoNG, (2)] < ek (Jja-|| + e 0D, | ) (4.64)

pour chaque z appartenant au chemin g et k une constante positive indépendante de e¢. En
prenant maintenant le sup pour z € g et en sommant les deux inégalités précédentes, on
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obtient

[a| + [lec@—9CDa, || < o< 142k,

Dans la limite adiabatique, i.e. ¢ — 0, nous concluons que Vz € g,
a_(z) =14 O(e), (4.65a)
ai(z)=0 (66%3[5@—5(%)}) . (4.65b)
Considérons maintenant le chemin ¢’ allant de 2’ & z tel que la fonction I [0(2)] est décroissante
le long ¢’. Autrement dit le chemin ¢’ est anti-dissipatif. Un calcul similaire montre alors qu’on
peut obtenir de I'information sur la solution en inversant les conditions initiales, i.e. a_(2) = 0
et ay(2) =1
a_(z)=0 (ee_%%[é(z)_d(zo])) , (4.66a)
a:(2)=1+0(), Vzeq. (4.66b)

Nous notons maintenant par V(z,z’) le propagateur solution de ’équation (4.63) et vérifiant

~ ~ /
-z ) oy, f*(z,) (4.67)
a4 (2) a4 (2")
avec la condition initiale V' (z/,2")=1. Considérons tout d’abord un chemin dissipatif allant
de 2’ & z. En tenant compte des conditions initiales a_(z") = 1 et ay(z') = 0, les équations

(4.66) nous permettent dans ce cas d’estimer les éléments de matrice Vj; associés a la premiére
colonne du propagateur V(z,z’):

/ 14 O(e) Viz(2,2")
Vi) = , (66%%[6(2)—5(20})> Vao(2,2)

Maintenant pour estimer les éléments de matrice de la deuxiéme colonnes, nous utilisons

(4.68)

l'identité det(V(z,2")) = 1 (vu que 'Hamiltonien qu’on considére dans cette analyse est de
trace nulle), soit

(4.69)

V(Z2) =V z7) = ( Vaa(z,2")  —Via(z,7) ) '

—Vou1(z,2")  Vii(z,2)

Notons que s'il existe un chemin dissipatif g allant de 2’ a z tel que (0] est une fonction non
décroissante le long de g, alors [d] est une fonction décroissante le long du chemin ¢’ = g~!
allant de z to z’. Nous pouvons donc utiliser 1'équation (4.67) afin d’estimer I’élément de

matrice —Via(z,2), soit
~Via(2,4) = O (ee—%%[6<z'>—6<zo>1) , (4.70)

Remarquons que les roles des points z and 2’ sont inversés ici. Finalement s’il existe un chemin
dissipatif g allant de 2’ & z tel que (0] est une fonction non décroissante le long g, alors le
propagateur prend la forme

14 0(e) 0 (ee—%%[(s(zv—étzon)

N —
Visz) = 0 (et 14 0(e) + 0 (etBH=E) |7

(4.71)
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ou nous avons utilisé 'identité det(V (z,2")) = 1 pour estimer 1’élément de matrice Vaa(z,2").
Maintenant si nous considérons le propagateur le long d’une branche de la ligne de Stokes
o(7) ne contenant pas un point de transition et vu que I(8(z)) = J(0(2')) = S(d(20)) pour
chaque z € o(7), ce dernier prend la forme simple

V(z,2') = < é (1) > + O(e). (4.72)

Traitement au voisinage du point de transition

1.7F A

16

15

L'axe imaginaire

14

13

~0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4
L'axe réel

Fi1Gc. 4.5 — Les différents chemins dissipatifs autour du point de transition zg. Les fléches
indiquent leurs sens.

Notre probléme maintenant consiste & évaluer V(zar 2 ). Afin d’éviter le point de tran-
sition zg, nous devons quitter la ligne de Stokes au voisinage de ce point comme le montre
la figure 4.4. Cependant, le chemin qu’on utilise pour connecter deux branches successives
d’une ligne de Stokes ne peut pas étre dissipatif comme le montre la figure 4.5. Néanmoins,
nous pouvons exprimer les solutions des équation (4.62) sur la seconde branche de la ligne
de Stokes en fonction de la solution calculée sur la premiére branche. La figure 4.5 montre
en effet qu’on peut trouver des chemins dissipatifs autour du point zy passant par différents
points ¢;, j = 0...6. Par ailleurs, I’analyse de la section 4.2.3 montre que nous pouvons calculer
le circuit V(sp,s6) (voir I'équation (4.41)) [98]:

a_(z) = e~ 0+ (Ulno)e—é e >\+(Z)d2’d+(z),
ap(z) = e~ - 0m) =2 [ A-@dzg () (4.73)

oll 79 est une boucle orientée dans le sens des montres encerclant 2z et basée a l'origine, et a;
est le prolongement analytique de a; obtenu aprées une révolution autour de 2o dans le sens
négatif. Passant maintenant aux varibles @;, nous pouvons écrire

<Z\(CO) ) Vo) ( Z\(Cﬁ) ) _ ( 6z‘0,(0|no)6£ oo Af(z)dzeféé(zo)a}(go) > . (4.74)

(%) +(Go) it 010 ¢ Jog 2+ (42 = L6} _ ()
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En utilisant maintenant le fait que
5(z0) = / My (2)ds = — / A (2)dz, (4.75)
U 70

nous obtenons

0 10— (0lno)
V(COaCG) = 10+ (0ln0) 0 . (476)

En utilisant le résultat (4.76) et en tenant compte des chemins dissipatifs autour du point zo,
on déduit (voir annexce C pour plus de détail) V(2,2 ) :

_ 1 0

Maintenant, nous répétons toute la procédure décrite précédemment le long d’une branche de
la ligne de Stokes allant de zar jusqu’au voisinage du point de transition 21, nous introduisons
la nouvelle variable a4 (z) par e<Va, (z). L’analyse locale autour z; reste la méme et il
suffit de remplager 6_(0|ng) par 6_(0|n;), out 1 est maintenant une boucle basée a l'origine
encerclant z;. S’ils existent IV points de transition sur la ligne de Stokes la plus proche de
I’axe réel localisés dans le demi-plan complexe supérieur, nous concluons

a_(+o00) =1+ O(e), (4.78a)

b

a4 (400) = e~ e0(z)e=i0-00n) 4 (667%%[6(7;0)]) . (4.78b)

J=0

Tenant compte des équations (4.78), (4.19) et la transformation (4.5), la probabilité de tran-
sition non adiabatique s’écrit pour le modéle original (4.3)

N-1
Po(T) = e T J72 T 2[00 A (5)dst [ o =0 (0ln;) ~iT60(=(3)) |
7=0
_ T [t F(s)dse2T%[ T2 A (8)ds+ [ Ay (s)ds] 270 (20)]
N—-1 )
« ‘Z e~ 0~ (0n;) = TR[%o (2(1] |~ (4.79)
7=0

ou les N points de transition se localisent sur la ligne de Stokes la plus proche de I'axe réel
dans le demi-plan supérieur défini comme

& [50(2)] = [(50(20)] =9 [(50(2’]':1._]\[)] < 0. (4.80)

Notons que si nous considérons une connextion initiale a I’état |p4(—00)), la probabilité de
transition non adiabatique s’écrit dans ce cas

N—-1
P (T) _ —Tf+°° (s)ds 2T\s[f A+ (s) ds—i—f s)ds Z e—z€+ (0|n;) 1T60(z(j)) 2
7=0
_ €_T f+°° (s)ds 2T\s[f0 At(s) ds-i—f )ds] —2T'3[60(20)]
N-—1

o~ 10+ (0ln;) LiTR[bo (2(5))]

j=0

X (4.81)

)

’ . 2
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ou les N points de transition se localisent sur la ligne de Stokes la plus proche de I'axe réel
localisée dans le demi-plan complexe inférieur défini comme

R [(5()(2’)] =9 [50(2’0)] =9 [(5()(2’]‘:1”]\[)] > 0. (4.82)

Les phases géométriques 04+ sont calculées dans I’annexe D et elles sont données par

. B (2)(B1(2) By (2)—Ba(2) B (2))
e~ 0+ (0lno) — eikﬁeﬂ Jno 2/p(2)(B2+B3) dz

CO:

_ etk E 2—%"@' (4.83)

4.2.7 Choix de la ligne de Stokes et les points de transition

Nous avons mentionné ci-dessus que pour une condition initiale donnée, nous devons
choisir la ligne de Stokes qui donne une valeur finie de la probabilité de transition. Cependant,
nous avons remarqué que plusieurs lignes de Stokes peuvent satisfaire cette condition. Nous
avons donc choisi parmi eux celui qui donne la plus grande contribution & la probabilité de
transition. Autrement dit, celui qui donne la plus grande valeur de |3 [dg(z;)]|. Cette exigence
se généralise pour toutes les situations.

4.2.8 Comportement asymptotique des probabilités de transition

Dans cette section, nous analysons le comportement asymptotique des probabilités de
transition. Soit z = 7 + ¢4 un point de la ligne de Stokes tel que 7 — +00. On a donc

S [do(20)] = I [do(2)]
=< [/0 —v/p(s)ds +

~ 93 [ /O o )\+(s)ds] A (4.84)

T+i"/+

—/ p(u)du]

Tenant compte de I’équation (4.79), on peut écrire

P.(T) = o~ TT(T4+20sgn(Ay)+T-) ,—T9 [fff.f \/p(S)dS] o2TC A

N-1
y ‘ il Oln) =T Rio(=(7)] ‘27 (4.85)
j=0
soit,
N-1 A ) 2
PL(T) = o~ T7(T 4T +T {sgn(A4) T _sen(A)) TC o ‘Z e~ 10— (0In) o —iTR[0((7))] ,
j=0
(4.86)

ot C est une constante négative. Pour une connexion initiale a 'état |p_) nous déduisons
alors les comportements asymptotiques suivantes

(@) A_>0 et AL <0:P(T)xe IOl (4.87a)
() A_<0 et AL >0:P(T) ox e 2T+ +T-)=TIC], (4.87D)
() A_>0 et AL >0:P(T) e 2+=TICL (4.87¢)
(d) A_<0 et AL <0:Py(T) e 2Im0--TIC1 (4.87d)
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Pour une connexion initiale a 1’état |p,), on obtient

P(T) = ¢~ T+ 4T —Tysn(A )T sgn(A-)) =T ’Z o0+ (Olny) TR0 (=(7))] |

]_

)

(4.88)

ou C' est une constante positive. On déduit alors les comportements asymptotiques suivantes

(@) A_>0 et AL <0:P_(T) o e 2TT++I-)-TIC], (4.89a)
() A_<0 et AL>0:P_(T)xe Tl (4.89D)
() A_>0 et Ay >0:P (T)x e 2I--TICl (4.89¢)
(d) A_<0 et Ay <0:P (T)oxe 2T+l (4.89d)

Les équations (4.87) et (4.89) montrent qu’a I'exeption des cas (a) pour Py(T) et (b) pour
P_(T) qui correspondent & une connexion initiale a I’état le moins dissipatif pour un modéle
avec croisement d’énergie, les probabilités de transitions non adiabatiques tendent en général
exponentiellement vers 0 quand 7 — +o00 et 'y # 0. Cependant, quand I'+ = 0, les probabi-
lités de transition se comportent comme e L€l ce qui est similaire aux cas des systémes non
dissipatifs.

4.3 Applications: Le modéle Allen-Eberly dissipatif

4.3.1 Cas d’une dissipation dépendante du temps

Nous considérons tout d’abord un passage adiabatique dans un modéle avec croisement
des parties imaginaires des valeurs propres et qui méne & un transfert de population de ’état
fondamental a I’état excité a la fin de 'interaction. Nous étudions dans cette section la dy-
namique du modele Allen-Eberly [47] défini comme Q(7) = Qgsech(7) et A(7) = Ag tanh(7),
pour lequel une dissipation dépendante du temps est ajoutée I'(7) = I'gsech(7). Nous avons
montré dans le chapitre 3 qu'un tel modéle peut décrire un processus de transfert de popula-
tion entre un état fondamental & un état excité couplé & un continuum. Nous avons montré
dans la section 4.2 que pour le cas d’une dissipation dépendante du temps, on peut trouver
deux branches de ligne de Stokes qui sont bornées a 7 — fo0( voir figure 4.6) et donc les ré-
sultats (4.79) et (4.81) s’appliquent directement. Notons que la fonction secante hyperbolique
ne satisfait pas la condition (2) mentionnée plus haut vu qu’elle est singuliére aux points

1
w(k) =in(k+5), k=0+1%2.. (4.90)

Cependant, si nous définissons le domaine qui est borné par ’axe réel et la ligne de Stokes la
plus proche de I’axe réel, alors on peut montrer qu’il ne contient pas de singularité (voir figure
4.6). Autrement dit, la condition (2) est satisfaite a l'intérieur de ce domaine. Les points de

transition sont donnés par

F():l:QO

* = (—1)*arcsinh |i
() = (-1 arcsinh [i(20

)} + ki, (4.91)

k = 0,£1,42,...Leurs localisations dans le plan complexe dépondent de I'inégalité |F°iQ°| <1
ou \FOiQO\ > 1. Pour ]FOiQO| < 1, les points de transition sont tous localisés le long de Iaxe
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(a)

Imaginary axis
o

(©

z'(1)
2,(0)

z*(0)

Imaginary axis
o

()

z*(0)
2(-1)

z'(-1)

Real axis

-2 0 2
Real axis

F1G. 4.6 — Les premiéres lignes de Stokes localisées dans le plan complexe inférieur (respec-

tivement supérieur) qui doivent étre considérées lorsque le systéme est initialement connecté
a Uétat |py(—o0)), (respectivement |o_(—00)) ), associées au modéle Allen-Eberly dissipatif
avec T'(1) = Tosech(t) et Ty = 0.2Q. Deux exemples typiques pour \%OQO] > 1: (a) TQ =8,
Ao = Q/2, (b) TQo = 8, Ag = —Qo/2; et deux exemples typiques pour \%090] < 1: (¢)
TQo =4, Ao = 2Qp, (d) TQo = 4, Ag = —2Qg. Les premiéres singularités et les points de
transition sont montrés respectivement par les symboles '*’ et o’
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F1G. 4.7 — Les probabilités de transition non adiabatiques (4 l’échelle logarithmique) obtenues
par le calcul numérique (trait bleu plein) et la formule (4.94) (tirets rouges) pour Ay = Qg/2
et (a) ¢ =0.1, (b) & =03, (c) 2 =05 et (d) 5> =0.7.
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Fi1G. 4.8 — Comme dans la figure 4.7 mais pour AgT = (9 — 0.5)T et (a) I'oT = 0.1, (b)
Lol =1, (¢) ToT = 1.5 et (d) ToT = 2.
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imaginaire :
(k) = i{:F(—l)ksgn(Ao)acos <Q(|]Aio‘ro> {kz + sgn(Ao)( )k] 7'('}, (4.92)
et pour |%OQO| > 1, ils apparaissent par paires symétriques par rapport a ’axe imaginaire :
(k) = +(—1)Fsgn(Ag)acosh <QT§O|F0> [k: + 1sgn(A0)( )’f} . (4.93)

Dauns le cas particulier ot ]%OQO] — 1, les points de transition z* (k) tendent vers les singula-
rités zs(k) par paires. Les lignes de Stokes ainsi que les points de transition sont montrés dans
la figure 4.6. Pour \FO%OQO] > 1 et une connection initiale a 'état [¢_(—o0)) vérifiant A_ < 0
(i.e. Ag > O et |[p(—00)) = |2)), la ligne de Stokes la plus proche de ’axe réel dans le demi-plan
complexe supérieur traverse ’axe imagianaire et connecte les deux points de transition 2 (1)
and z1(0), comme le montre la figure 4.6. On conclut donc d’aprés 'analyse précédente, que
27 (1) et 27 (0) sont les points de transition qui ont la contribution la plus dominante pour le
calcul de la probabilité de transition non adiabatique. Notons que dans ce modéle nous avons
considéré un couplage € réel, i.e. By = 0; les phases géométriques e~ Olmo) ot ¢=10-(0lm) ge
réduisent donc & 1. En utilisant ’équation (4.79), nous obtenons
1

Po(T) = T 113 T6)ds 2182 A= () i 0 —TEt o]’ (4.94)

7=0

Nous avons calculé numériquement la probabilité de transition non adiabatique et nous ’avons
comparé avec la formule (4.94). Le résultat est présenté dans la figure 4.7 pour un rapport
de s% fixé et en variant €y7T et dans la figure 4.8 pour un I'g7" fixé et en variant ¢7T". Nous
avons trouvé un bon accord méme pour des valeurs faibles de ¢T'. La figure 4.6 montre les
autres situations qui correspondent a |F°ALOQO| > 1 (cas (a) et (b)). En effet, lorsque le systéme
est initialement connecté a I’état |p_(—o0)) et avec un écart a la résonance positif A_ > 0
(i.e. Ag < 0 et |[¢p(—o0)) = |1)), la ligne de Stokes la plus proche de l'axe réel passe par les

deux points z7 (1) et 27 (0). La probabilité de transition non adiabatique s’écrit dans ce cas
2

1
Z e~ ooz~ ()| (4.95)

J=0

Po(T) = — [t F(s)dsezT%[ffoo A—(s)ds+ [, Xy (s)ds]

Dans le cas opposé ot le systéme est initialement connecté a I’état |4 (—00)) et avec un écart
a la résonance initialement négatif A_ < 0 (i.e. Ag > 0 et [p(—00)) = |1)), la ligne de Stokes
la plus proche de 'axe réel dans le demi-plan complexe inférieur passe par les deux points
27(0) et 27 (1). La probabilité de transition non adiabatique s’écrit dans ce cas

-1 9

Zemo(f(ﬂ)‘ . (4.96)

=0

P (T) — e—Tfj:: F(S)d562T%[ono >\+(s)ds+f0+oo Af(s)ds]

Si maintenant nous considérons que le systéme et initialement connecté a l'état |4 (—00))
mais pour un écart a la résonance initialement positif: A_ > 0 (i.e. Ag < 0 et |[p(—00)) = |2)),
alors la ligne de Stokes la plus proche de I'axe réel localisée dans le demi-plan inférieur passe
par les deux points 21 (0) et 2T (—1). Dans ce cas la probabilité de transition non adiabatique
s’écrit

Zemo(”(]’))( , (4.97)

j=0

P_(T) = T [t r(s)dsesz[ffoo Ap(s)ds+ [,F° A (s)ds]
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Dans la situation ou \FO%OQO\ < 1, la figure 4.6 montre les différents points de transition
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F1G. 4.9 — Les probabilités de transition non adiabatiques (4 l’échelle logarithmique) obtenues
par le calcul numérique (lignes pleines) et la formule (4.98) (tirets rouges) pour Ag = 2
and (a) 52 = 0.1, (b) g = 0.3, (c) {2 = 0.5 and (d) {& = 0.7,

c 0 0
i<
g _2\ b
g
g 4 -4
@
5 6 -6
<
8
& 8 @ -8
a) . T=0.1 (b) I T=1
-10 2 —10—=—-0
g 0 0
B
s 2
=
5 4 -4
2
3 -6\ -
©
8
g 8 -8
(©) r,T=15 (d) rT=2
-10 _10 0
4 6 8 10 4 6 8 10
QOT QOT

F1G. 4.10 = Comme dans la figure 4.9 mais pour AgT = 2Q0T et (a) ToT = 0.1, (b)) ToT =1,
(¢c) ToT = 1.5 et (d) TyT = 2.

que doivent étre pris en compte pour le calcul de la probabilité de transition. Prenons par
exemple le cas lorsque le systéme est initialement connecté a 'état |p_(—o0)) et avec un
écart & la résonance initialement négatif A_ < 0. La ligne de Stokes la plus proche de 'axe
réel localisée dans le demi-plan complexe supérieur (le cas (c¢)) connecte les deux points de
transition 21 (0) et 27 (1), mais, a travers la singularité 2,(0). Nous avons remarqué cependant
qu’il existe une ligne de Stokes infinie® qui passe seulement par z*(0), le point de transition
le plus proche de I’axe réel. Nous concluons donc d’aprés 1'analyse précédente que z7(0) est

5. le mot infini signifie que la ligne de Stokes est bornée & 7 = *o0.
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le point de transition qui a la contribution la plus dominante pour le calcul de la probabilité
de transition non adiabatique, soit

P.(T)=¢T JEZ D(s)ds 2TS[ [0 A= (s)ds+ 7™ A (s)ds] ,—2T'S (50 (2 (0))] (4.98)

La comparaison entre le calcul numérique et la formule (4.98) est montrée dans la figure 4.9
pour différentes valeurs de sFTg et dans la figure 4.10 pour un taux de dissipation ' fixe. Nous
avons obtenu dans ce cas un bon accord méme pour des valeurs faibles de €¢7. Dans le cas
particulier o |%{?()| = 1, tous les points de transition 27 (k) tendent vers les singularités

par paires, en particulier on

21(0) = 27 (1) = 25(0). (4.99)

Probabilité de transition

Probabilité de transition

F1G. 4.11 - Les probabilités de transition non adiabatiques (a l’échelle logarithmique ) obtenues
par le calcul numérique (lignes bleues pleines) et les formules asymptotiques (tirets rouges)
pour T = Qo/4 et Ag = Qo(1+ 1): (a) seulement la singularité z5(0) a été prise en compte
(4.98) et (b) les deux points de transition z*(0) and z*(1) sont pris en compte (4.100).

considérons uniquement le point singulier z4(0). cependant elle devient juste si nous tenons
compte des deux points de transition z*(0) et 2t (1): Comme si la singularité était ignorée.
La probabilité de transition non adiabatique est dans ce cas

P(T) = de~T [t r(s)dsezm[ffoo A—(s)ds+ [,F>° Xy (s)ds] o~ 2TS[d0(=*(0))] (4.100)
La comparaison entre le calcul numérique et la formule (4.100) est présentée dans la figure
4.11 (b) pour T'g = Qo/4 et Ag = Qo(1 + 1).

4.3.2 Cas d’une dissipation constante

Dans cette section, nous considérons la situation lorsque les lignes de Stokes ne sont pas
bornées & 7 — +o0o. Nous avons montré qu’une telle situation apparait lorsque le taux de
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dissipation est constant, i.e.
I'(r) =T'p = Const > 0. (4.101)

Dans la suite, nous allons construire les chemins dissipatifs qui nous permettent de démontrer
les formules (4.79) et (4.81). Ces formules seront aussi testées numériquement. Les points de

+ikm, pour Qo < /T3 + A3,

transition sont donnés dans ce cas par

[ ToAg + Qoy/T2+ AZ— 02
2

AZ -2

2% (k) = arctanh

[iToAg + Qoy/—T2 — A7 + 032
2% (k) = arctanh 2020 0v/-T% 0%

+ikm, pour Qo> 4/I%+ A2,

A3 — 02
et
Qf —T§
z(k) = arctanh [i—2—C2| +ikr pour Qg = Ay (4.102)
2Q0

avec k = 0,+£1,£2,... Les premiéres lignes de Stokes et les points de transition sont présentés

Imaginary axis

Imaginary axis

Real axis Real axis

F1G. 4.12 — Les premieéres lignes de Stokes dans le plan compleze associées au modéle Allen-
Eberly dissipatif pour le cas d’un tauz de dissipation I'g constant pour Qo > \/F% + A(Z) (cas
(a) et (b)) et pour Qo < /T3 + A% (cas (c) et (d)), avec A_ = —Ag = —A; >0 (cas (a)
et (c)) et A =—Ag=—A4 <0 (cas (b)et (d)). Les paramétres utilisés sont (a) Qo = 5,
Ag = —2Ig; (b) Qo = 50, Ag = 2T (C) Qo = 31, Ag = —5Ig; (d) Qp = 30, Ag = 5I.

dans la figure 4.12 pour différentes valeurs des parameétres Ag, g et Ig. Pour Qo > /I'2 + A3,
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15

Real axis

Imaginary axis

(b)

15F J

Real axis

Imaginary axis

F1G. 4.13 — Les chemins d’intégration utilisés dans le plan complexe lorsque la dissipation est

constante avec Qo > /T3 + A3 et (a) A_=—-A¢g >0, (b)) A_=—-A¢<0.



CHAPITRE 4. PASSAGE ADIABATIQUE DANS LE PLAN COMPLEXE: APPLICATION AUX

92 SYSTEMES QUANTIQUES DISSIPATIFS A DEUX NIVEAUX.

0 0
>
£ @ ®) |
Qo
I
Qo
© -4 -4
o
c
L2 -6 -6
‘0
C
© -8
[ -

FOIQO—O

-10

0
2
T -2
I
Qo
© -
o
o
9o -6
‘@
C
c -8
= /Q,=0.2

_lo n n

2 4 6
QOT

Fi1G. 4.14 — Les probabilités de transition non-adiabatiques obtenues par le calcul numérique
(lignes bleues pleines) et la formule (4.103) (tirets rouges) associées au modéle Allen-Eberly
pour un taux de dissipation I'g constant et Ag = —0.5Qq vérifiant Qy > \/Fg + A%.

les points de transition apparaissent par pairs symétriques par rapport & ’axe imaginanire
(cas (a) et (b)) et pour Qo < /T4 + A3, ils sont tous localisés sur I'axe imaginaire (cas (c)
et (d)). Considérons tout d’abord la situation ou le systéme est initialement connecté a 1’état
—: |p(—00)) = —|p—(—00)) = [1) (connection au vecteur propre le moins dissipatif Ay < 0).
La figure 4.13(a) montre dans ce cas le chemin dissipatif qu’on peut utiliser pour intégrer
I’équation de Schrédinger. La probabilité de transition non adiabatique est alors donnée par

Po(T) = T r(s)dsesz[ono A= (8)ds+ [o"*° A (s)ds] | ,—iT (2 (0)) + ¢~ iTo0(27(0)) 2_ (4.103)

La comparaison entre le calcul numérique et la formule (4.103) est montrée dans la figure
4.14 pour des valeurs de T'g/€Q fixées et en variant y7". Nous avons obtenu un bon accord
méme pour des valeurs petites de Q7. Si nous considérons maintenant la situation ou 2y <
/T2 + A3, la premicére ligne de Stokes connecte les deux points de transition z*(0) et 27 (1)
mais a travers la singularité z4(0). Nous avons considéré dans ce cas seulement le point de
transition z7(0), le point le plus proche de I'axe réel localis¢ dans le demi-plan complexe
supérieur. La probabilité de transition non adiabatique se réduit alors a

P(T) = o~ T JT 2 T(0)ds 2T [0 A= (s)ds+ [5> A (s)ds] ,2TS[50 (2 (0))] (4.104)
La comparaison entre le calcul numérique et la formule (4.104) est montrée dans la figure
(4.15) pour I'y/€p fixé et en variant Q7.

Dans la situation opposée, lorsque |¢(—o00)) = |¢p+(—00)) = |1), ce qui correspond & A(—o0) =
—Ag <0, (i.e. Ag > 0), la probabilité de transition non adiabatique est donnée par

P_(T) = o~ T2 T(0)ds 2T [0 At (s)ds+ [ A (s)ds] | ,iTo (= (0)) 4 ¢iTb0(27(0)) 2, (4.105)
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1 15 2 25 3 3.5 4
QT
0

Fic. 4.15 — Les probabilités de transition non adiabatiques obtenues par le calcul numérique
(lignes pleines bleues) et la formule (4.104) (tirets rouges) associées au modéle Allen-Eberly
pour un taux de dissipation I'g constant et AgT = QT + 10 vérifiant Qy < \/I‘% + Ag.

ol les deux points de transition 2 (0) et 27 (0) se localisent sur la premiére ligne de Stokes dans
le plan complexe inférieur. Si nous considérons maintenant la situation ou Qg < /I'z + A3,
la premiére ligne de Stokes connecte les deux points de transition z7(0) et 27 (—1) mais a
travers la singularité zs(—1). nous avons considéré dans ce cas seulement le point z~(0), le
plus proche de 'axe réel dans le plan complexe inférieur. La probabilité de transition non
adiabatique est donnée dans ce cas par

P_(T) = o~ T F2 T(s)ds 2TS[ [ A ()ds+ [ A= (s)ds] ,—2T Tm[60 (= (0))] (4.106)

4.4 Application au modéle Rosen Zener dissipatif

La dynamique typique d’un modéle sans croisement des parties imaginaires des valeurs
propres peut étre étudiée par le modeéle Rosen Zener model [51] défini comme

Q(r) = Qosech(r), A(r) = A = Const, (4.107)

pour lequel nous ajoutons un taux de dissipation constant I'g. Les points de transition sont

donnés par

2 (k) = ax + By, (4.108)

avec

08 + Ué — 4Q(Q)A(2)

, (4.109a)
2(A3 +19)

ay = tsgn(Ag) acosh \/

2 /ol — 102A2 |
Bk = Facos \/00 0020 4 (k: + > , (4.109D)

2(A3+T3) 2
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et
of = Qf + A§ + T3, (4.110)

avec k = 0,+ 1,4+ 2... Les premiéres lignes de Stokes et les points de transition sont présentés
dans la figure 4.16. Pour Ay > 0 (Fig. 4.16a), ce qui correspond a la connexion initiale du
systéme a l'état —: |¢p(—o00)) = —|p_(—00)) = |1), la pente de la ligne de Stokes reste positive
tout au long de la dynamique. Nous avons la situation opposée si nous considérons un écart
& la résonance initial négatif Ag < 0 qui correspond dans ce cas & une connexion initiale a
I'état + ( voir Fig.4.16D).

Imaginary axis

Imaginary axis

Real axis

F1G. 4.16 — Les premiéres lignes de Stokes dans le plan complexe associée au modéle Rosen

Zener pour le cas ou le taux de dissipation est constant: (a) pour Ay > 0 et (b) pour Ay < 0.

Dans la suite, nous considérons les premiéres lignes de Stokes qui passent par les points de
transition les plus proches de I'axe réel et qui ont la contribution la plus dominante pour le
calcul de la probabilité de transition non adiabatique. Considérons tout d’abord le cas ou le
systéme est initialement connecté a I’état |p_). La figure 4.17(a) montre le chemin d’intégra-
tion dans le plan complexe qu’il faut considérer dans ce cas pour calculer la probabilité de
transition. Nous obtenons

PT)=e T JE2(s)ds 2TS[ [0 A ()ds+ [ Ay (s)ds] o | —iTdo(z+(0)) _ —iTdo(=~(0)) |

)

(4.111)

ot les deux points de transition 27 (0) et 27(0) se localisent sur la premiére ligne de Stokes
dans le plan complex supérieur. La figure 4.17(b) montre également le chemin d’intégration
qu’on peut utiliser dans la situation opposée lorsque le systéme est initialement connecté a
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(@)

Real aaa

Imaginary axis

Real axis

Imaginary axis

Fic. 4.17 — Les chemins d’intégration utilisés pour calculer la probabilité de transition non
adiabatique pour le modéle Rosen Zener: (a) pour Ao > 0 et (b) pour Ag < 0. Les chemins
verticaux et horizontaux sont dissipatifs dans les deux situations.
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F1G. 4.18 — Les probabilités de transition non adiabatiques (a l’échelle logarithmique)obtenues
numériquement (lignes pleines bleues) et la formule (4.111) (tirets rouges ) pour le modéle

Rosen-Zener: (a) ToT =0, (b) I'oT =0.1, (c) I'yT = 0.2 et (d) T'vT = 0.3.
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I'état [¢). La probabilité de transition est donnée dans ce cas par

2

9

P_(T) = B_Tfj;; r(s)dsesz[ono Ap(s)ds+ [,F>° A (s)ds] « |eiTd0(z7 (1)) _ ,iTd0(=T(~1))

(4.112)

oil les deux points de transition z71(—) et 2+ (—1) se localisent maintenant sur la premiére
ligne de Stokes dans le plan complexe inférieur.

La comparaison entre le calcul numérique et la formule (4.111) est présentée dans la figure.
4.18 pour plusieurs valeurs de I'g et montre un bon accord.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons généralisé la formule de Davis-Dykhne-Pechukas & des sys-
témes dissipatifs & deux niveaux en utilisant la méthode du temps complexe. Les principales
formules établies (équations (4.80) et (4.81)) stipulent que la probabilité de transition non
adiabatique & la fin de 'interaction dépendent des points de transition dans le plan com-
plexe définis comme des zéros simples du prolongement analytique de la différence des valeurs
propres du systéme. Nous avons montré en particulier le role capital que jouent les lignes de
Stokes dans ce genre de probléme. En effet, ces lignes nous permettent de sélectionner les
points de transition qui auront la contribution la dominante dans la formule de DDP.
Toutefois, la validité des formules (4.79) et (4.81) est garantie par l'existence d'un chemin
dissipatif qui se connecte & l'axe réel & 7 — +00. Nous avons montré que lorsque la dissipa-
tion vérifie I'(+o00) = 0, nous retrouvons la situation qui est similaire aux cas des systémes
non dissipatifs puisque les lignes de Stokes sont bornées a 7 — 4o00. Dans 'autre cas ol
['(+o00) # 0, la situation est différente vu que les lignes de Stokes ne sont pas bornées a
T — Zo00 et nous sommes alors contraints de déformer le contour d’intégration afin de se
connecter & ’axe réel. Dans le chapitre suivant, nous allons formuler et analyser la solution
générale d’'un systéme dissipatif & deux niveaux dans la limite adiabatique. Plus particulié-
rement dans une situation au dela d’une dissipation modéréé. Nous appliquerons également
un traitement superadiabatique Nous utiliserons en particulier les résultats établis dans ce
chapitre.
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-

— RESUME DU CHAPITRE 4 —

OBJECTIF : Dans ce chapitre, nous avons généralisé la formule de Davis-
Dykhne-Pechukas qui donne la probabilté de transition non adiabatique & des
systémes & deux niveaux en utilisant la méthode des temps complexes.

RESULTATS :

@D Quand le systéme est initialement connecté a 'état |¢_(—00)), la proba-
bilité de transition non adiabatique est donnée a la fin de 'interaction
par

P+(T) _ T fj;; F(s)dSGQTS[f_O s)ds+f At (s )ds]

=

o0 (0fn;)e~*T0 1) 2, (4.113)

X
Il
=)

J
ot les N points de transition z; se trouvent sur la line ligne de Stokes

la plus proche de l'aze réel localisée dans le plan complexe supérieur et
vérifiant

%[50(2)] = %[50(20)] = 99[(50(2’]':17]\]_1)] <0 (4.114)

@ Quand le systéme est initialement connecté a 1'état |p4(—o0)), la proba-
bilité de transition non adiabatique est donnée a la fin de I'interaction
par

P(T)=¢T JEE T(s)ds 2TS[ 2 M (s)ds+ [ A (s)ds]

N—
X | e~ 10+(0ln;)e

,_.

1T50(Zj) ‘2 ’ (4115)

Jj=0

o les N points de transition z; se trouvent sur la line ligne de Stokes
la plus proche de l’axe réel localisée dans le plan complexe inférieur et
vérifiant

%[50(2)] = 3[50(20)] = %[50(2’]':1’]\[71)] >0 (4116)

/
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Annexe C

Preuve de la formule (4.77)

1.7F N

16

15

L’axe imaginaire

1.4

13

1.2 . . .
-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

L’axe réel

Fic. C.1 — Les différents chemins dissipatifs autour du point de transition zy. Les fléches
indiquent leurs sens.

Considérons 'existence des chemins dissipatifs autour du point de transition zg, passant
par différents points ¢;, j = 0,...6 avec (o = z; et (2 = Z(—]’—, comme le montre la figure C.1.
En utilisant la relation

V(€1.60) = V(€1,62)V(€2,C0), (C.1)

et la notation

Vij(c,u’cy) = Vij(:uay)’ (02)
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nous obtenons les relations suivantes

e - im0 (e

V) = T ity 20 e
V?(lvo) V12(172) ‘/12(1’0)‘/2(172)

Vi12(2,0) = VL(LQ) ~ V00 1/11(1,0)1/11(1,2)‘/21(2’0)' (C.3¢)

La figure C.1 montre qu’il existe un chemin dissipatif allant de (s & (; et de (o & (1. Alors

tenant compte de 1’équation (4.72) et en utilisant le fait que

nous obtenons

Vu(l,O) = V11(1,2)
Vi2(1,0) = Vi2(1,2)

En prenant en compte les équations (C3), on conclut

Vi1(2,0) = 1+ O(e) + O(e) Va1 (2,0),
V22(2,0) = 14+ O(€) + O(€)Vo1(2,0),
‘/12(270) = 0(6) + 0(62)V21 (2,0).

(C.6a)
(C.6b)
(C.6¢)

Maintenant afin de calculer I’élément de matrice V51(2,0), on utilise la relation

V(€3,¢2)V (€2,60)V (C05¢6) = V(¢3:64)V (C4,C6),

et tenant compte du résultat (4.76), on obtient

‘/'21 (372)‘/11(2,0)67:0_(0'710) + V22(372)V'21(2’0))6i9_ (0]mo)

= V51(3,4)V12(4,6) + V22(3,4)V22(4,6),

(C.8a)

V21(3,2)Vi2(2,0)e+O0) 4 V5, (3,2) Vho(2,0)) e+ (1)

=Vn (3,4)V11(4,6) + V22(3,4)‘/21(4,6).

(C.8b)

Les deux chemins allant de {4 & (3 et de (» & (3 sont anti-dissipatifs comme le montre la

figure C.1. Nous pouvons donc utiliser I’équation (4.70) pour calculer les éléments de matrice

V(C3,64) et V(C3,62):

‘/21 (372) = 0(6),
V51(3,4) = O(e),

(C.9a)
(C.9b)

Nous avons aussi obtenu les mémes types de relation pour V(6,4):

V11(6,4) = 14 O(e) + O(e)V21(6,4),
Va2(6,4) = 1+ O(e) + O(€)Va1(6,4),
V12(6,4) = O(E) + 0(62)V21 (6,4).

(C.10a)
(C.10Db)
(C.10c)
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Insérant maintenant (C9) dans (C8), et en utilisant V(4,6) = V~1(6,4) et (C10), on obtient

V51(2,0) = e~ -00) 4+ O(e) + O(e) Va1 (6,4), (C.11a)
Vo1(6,4) = e~ 0+0m0) L O(e) + O(€)Va1(2,0). (C.11b)

En combinant ces deux derniers résultats on conclut
V21(2,0) = e70-0m) 1 0 e), (C.12)

ce qui donne finalement

V(¢2:60) = ( e,w_l(omo) (1) ) +O(e). (C.13)
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Annexe D

Formule pour 61 (0|n)

Dans cet appendice, nous allons établir une formule explicite pour 6 (0|ng). Considérons
tout d’abord les vecteurs propres normalisés associés a ’Hamiltonien H(z)

o) = 1

V(Bs(2) % V/p(2)? + (Bi(2) + iBa(2)?
x[ iFBl + i Bo( )T

O 1

V(Bs(2) % v/p(2)2 + (Bi(2) + iBa2)?
[ 2) £ /p(2),B1(2) + iBaf )} (D.1)

ou les quantités By(z),k = 1,2,3 sont définies par I’équation (4.4). Les valeurs propres de

H(z) s’écrivent
_ :I:%\/p(z). (D.2)

Nous notons par |¢§ER)(0|770)> le résultat du prolongement analytique de |cp§ER)(z)> obtenu au
point 0 aprés une révolution le long du contour fermé 7y basé a 'origine et entourant le point
de transition zg. Vu que zg est un point de branchement pour la fonction m, la racine
carrée dans (D1) change de signe et donc les vecteurs propres changent leurs étiquettes a la
fin de la boucle 79. On obtient donc

o (0lm0)) = I%F (0)),
(L 0lm0)l = (¥(0)].

Nous introduisons maintenant la nouvelle phase y+(z) qui est analytique au voisinage du

(D.3)

point origine par la relation

o0 (2)) = e3P () (D.4)

avec la condition initiale
ex+(0) — 1, (D.5)

Appliquant maintenant le projecteur Py (z) = |905[ (z )><g0§[L )( )| &

P(2)) = X (el (2)) + Ol )y’ (D-6)
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ANNEXE D. FORMULE POUR 6. (0]no)

nous obtenons
Pe(2)le)(2)) = it ()[4 (2)).

En multipliant I’équation (D7) par <g0§EL )(z)], on obtient
ixe(2) = (1 (2) [ Pe(2)] 0 ()"

Nous considérons maintenant la relation

164 (0[rp0)) = e~ i0=0m0) | B (),

(D.9)

ot 01 (0]np) est une phase obtenue aprés avoir effectué une revolution le long du contour 7.
En utilisant maintenant (D3) et les définitions (D4) et (D5), nous obtenons

[ (0]0)) = e~ =1L )
e O
— o~ ixx(0lno) |‘P2FR)(O)>
— o~ ixx(0lno) |§(¥R) (0))

— exp [—z’ / dz<so<$><z>|Pi<z>|so<f><z>>'] < [<P(0)).

10

Identifiant (C10) avec (C9), on conclut

e 20m) —axp =i [ s P ()10 )
0

E

(D.10)

Finalement, il reste & insérer les formules explicites (D1) dans I’équation (D11) pour obtenir

'expréssion des phases 01 en fonction des paramétres Bj(z),j = 1,2,3:

. By(:)(B1(2)Bh(2)~ By () B} (2))
=10+ (0lno) — 6z‘k7reﬂ Jno 2/p(2) (B3 +B3) dz

(D.11)
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Chapitre 5

Passage adiabatique pour les systémes
quantiques dissipatifs a deux niveaux:
Formulation, processus
superadiabatique et topologie

5.1 Introduction

ANS ce chapitre, nous considérons des modéles a deux niveaux qui traitent des systémes
D ouverts et permettent la prise en compte des différents effets décohérents dus a 'en-
vironnement extérieur |71-73|. L’application du principe adiabatique & ces systémes est une
question non triviale. En effet, ces systémes sont décrits par des opérateurs non-hermitiens
qui ne sont pas nécessairement diagonalisables |75,76| et conduisent en général a des valeurs
propres complexes [9,44, 74].

Toutefois, les matrices non diagonalisables conduisent dans la situation la plus générale
4 des blocs de Jordan qui jouent le réle des sous-espaces propres dans I'approximation adia-
batique [76]. Ceci a été rigoureusement démontré dans la Ref. [77] en utilisant la technique
superadiabatique qui permet de minimiser les transitions entres les blocs de Jordan dans la
limite adiabatique.

Le principal obstacle & la formulation d’une approximation adiabatique est lié & "appari-
tion des valeurs propres complexes. En effet, il est connu qu’un théoréme adiabatique sous sa
forme standard, autrement dit la formulation qui permet de décrire la dynamique du systéme
en suivant un seul état, n’existe en général que lorsque la dynamique suit 1’état le moins
dissipatif [9,44]. Dans l'autre cas, lorsque la dynamique suit I’état le plus dissipatif, seule une
faible dissipation permet d’établir une approximation adiabatique consistente. Une dissipa-
tion est dite faible si elle vérifie la condition I'T" < 1, ou I est le taux de la dissipation et T
est un temps caractéristique du systéme pris assez grand dans la limite adiabatique. L’inexis-
tence d’un théoréme adiabatique lorsque cette condition n’est pas satisfaite est cruciale car
elle empéche, en principe, son application aux processus de transfert de population qui sont
accompagnés par un croisement des parties imaginaires des valeurs propres. Dans le chapitre
précédent, nous avons montré qu’on peut déterminer sous certaines conditions les corrections
non-adiabatiques méme pour un taux de dissipation qui n’est pas faible. Le but principal de
ce chapitre est de formuler et d’analyser la solution générale d’un systéme dissipatif a deux
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niveaux dans la limite adiabatique, qui est valide au dela du régime de faible dissipation sur
la base des résultats établis dans le chapitre précédent. Le chapitre est organisé comme suit.
Dans la section suivante, nous analysons la topologie du systéme: Nous classons tous les che-
mins possibles dans ’espace des parameétres qui aboutissent & des transferts de population
4 la fin de I'interaction. En particulier nous montrons qu’un transfert de population peut se
produire en général si le couplage est assez grand par rapport au taux de la dissipation. Dans
la section 5.3, nous formulons la solution générale d’un systéme dissipatif & deux niveaux.
Nous analysons en particulier les modéles avec et sans croisement des parties imaginaires des
valeurs propres. La technique superadiabatique est traitée dans la section 5.4. Cette technique
nous permet d’établir ’histoire des transitions non-adiabatiques. Enfin, nous concluons dans
la section 5.5.

5.2 Topologie du passage adiabatique

Afin de réaliser un transfert de population entre un état initial et un état cible par passage
adiabatique, il est important de développer une image globale montrant les chemins possibles
qui relient ces états. Ceci nous permet ainsi de choisir les paramétres appropriés du champ
laser qui ménent au passage adiabatique désiré. Dans la suite, nous montrons comment les
propriétés de connectivité entre un état initial et un état cible sont déterminées par la topologie
des surfaces d’énergie en fonction des paramétres d’un champ laser externe.

Le concept de topologie des surfaces d’énergie d’un systéme non dissipatif a été traité dans
la référence [43,91]. Les différentes surfaces d’énergie tracées dans I'espace des paramétres !
(QT', AT) montrent qu’elles sont connectées les unes des autres par des interactions coniques
généralement localisées au point (2 = 0, A = 0). Les positions de ces interactions déterminent
I’ensemble des chemins possibles qui relient un état initial aux différents états cibles. Ainsi,
deux trajectoires sont topologiquement équivalentes si on peut déformer une en 'autre sans
la croiser ni quitter la surface d’énergie. Toutes les trajectoires reliant un état initial a un état
cible qui sont topologiquement dans la méme classe sont équivalentes dans la limite adibatique.
Le concept de la topologie des surfaces d’énergies est donc la clé de la robustesse du passage
adiabatique dans le sens ou le transfert final de population ne dépend pas des fluctuations
des impulsions lasers.

Dans cette section, nous caractérisons la topologie du systéme, généralisant ainsi 'analyse
de la référence [43] a des systémes dissipatifs & deux niveaux. Le modéle que nous considérons
dans ce chapitre est décrit par 'Hamiltonien (4.2) dans le chapitre précédent, pour lequel
nous considérons un couplage réel [82,83]

_1( 0 Q(r)
A(r) =3 ( Q(r) 2(A(r) —il) ) ' (5.1)

Les valeurs propres de I’'Hamiltonien (5.1) s’écrivent alors

A (QA) = %(A _iT)+ %\/(A TP = %(A D)+ %)\. (5.2)

1. L’espace des paramétres que nous considérons ici est un espace dont les axes sont la fréquence de Rabi
Q et Pécart a la résonance A.
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L’Hamiltonien (5.1) est un opérateur non hermitien qui génére deux ensembles de vecteurs
propres droites et gauches vérifiant

(Palef) = daps Y leM)(pEl = 1. (5.3)

[0}

et

R R
Hlpt) = Al
L w (L
H|pl) = M lel). (5.4)
Nous rappelons que ces vecteurs propres peuvent s’écrire en fonction d’un angle complexe 6
défini par la relation

Q

sous la forme

o) = [ cos(6/2) sin(6/2) | (5.6a)
lpf) = [ —sin(8/2) cos(6/2) |’ (5.6b)
(@ =1 cos(6/2) sin(6/2) ] (5.6¢)
(pE| = —sin(0/2) cos(6/2) ]. (5.6d)

Nous avons choisi 0 tel que 0 < () < 7 pour 2 positive, plus précisément, 0 < R(0) < 7/2
pour A négatif et 7/2 < R(0) < 7 pour A positif et 7 < R(0) < 27 pour Q négatif, plus pré-
cisément, m < R(#) < 37/2 pour A positif et 37/2 < R(f) < 27w pour A négatif (voir 'annexe
D du chapitre 3). Dans cette analyse topologique, nous supposons que le systéme subit une
évolution adiabatique idéale (i.e. nous ne considérons pas les transitions non adiabatiques).
La figure 5.2 montre les parties réelles et imaginaires des surfaces d’énergie tracées en
fonction des paramétres Q et A pour € > 0. Pour © < 0, la figure est symétrique a celle
de 5.2. I’Hamiltonien du systéme n’est pas diagonalisable aux points (A = 0, Q = +T") qui
correspondent & deux points de branchement pour la fonction A, appelés encore des points
exeptionnels [62-69]. On peut voir clairement le point singulier de coordonnées (A = 0,
2 = +T") dans la figure 5.4 ou nous avons tracé la valeur absolue de la fonction A. Nous
pouvons définir la branche de coupure reliant ces deux points comme —I' < Q < I dans le
plan A = 0. Toute au long de cette ligne de coupure les parties réelles des valeurs propres se
croisent. Par contre les parties imaginaires se croisent uniquement pour {2 > I' dans le plan
A = 0. Les conditions choisies sur ’angle complexe # correspondent mathématiquement au
feuillet de Riemann défini comme v/a + ib = % (\/ Va2 + b+ a+isgn(b)VvVa® +b> — a).
Ceci méne a étiqueter les surfaces d’énergies de sorte que la partie supérieure associée a la
partie réelle correspond a la surface d’énergie A et la partie inférieure est associée a la surface
d’énergie A_ (voir la discussion sur I’étiquetage des surfaces d’énergie dans la Réf. [92]). Nous
remarquons ainsi qu'un tel étiquetage implique une discontinuité dans la partie imaginaire
des valeurs propres quand on traverse la ligne de coupure (voir figure 5.1). Nous n’avons pas
montré explicitement cette discontinuité dans la figure 5.2 vu qu’elle ne correspond pas & la
dynamique adiabatique du systéme (voir la discussion plus bas). Dans cette figure, I’état |1)
correspond a la ligne horizontale d’énergie 0 dans le plan 2 = 0, et I’état |2) correspond a la
ligne A pour la partie réelle et la ligne horizontale —iI" pour la partie imaginaire dans le plan
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Parties imaginaires

F1G. 5.1 — Parties imaginaires des surfaces d’énergie (en unité de I') associée a I’Hamiltonien
(5.1) en fonction des paramétres /T et AJT'. On wvoit explicitement la discontinuité des

parties imaginaires lorsque € < T,

Q=0.

L’analyse des surfaces d’énergie nous permet de sélectionner les différentes trajectoires per-
mettant un transfert de population & la fin de 'interaction dans la limite adiabatique. En effet,
quand la trajectoire est telle que 2y < I', autrement dit quand la trajectoire n’entoure pas la
singularité, la dynamique traverse la ligne de coupure et passe de la surface d’énergie Ay vers
la surface d’énergie A_. Pour ce type de trajectoire, il peut étre judicieux de changer I’étique-
tage des surfaces d’énergie de sorte que la dynamique suit la méme surface. Ceci revient alors
a définir la racine carrée comme va + ib = % (sgn(b) VVaZ F 02 +a+ivVaZ £ — a).

Ceci signifie physiquement une absence de transition a la fin de l'interaction. Une telle dy-

namique est représentée par le chemin (a) dans la figure 5.2. Notons que ce saut n’apparait
pas sur les parties imaginaires des surfaces d’énergies vu qu’on a artificiellement effacée la
discontinuité. Le chemin (a) suit alors continiment la surface.

Quand maintenant la trajectoire est telle que g > I', plus précisément quand on entoure
la singularité (voir la trajectoire (b) par exemple), la dynamique correspond alors & une tran-
sition de l'état |1) vers I’état |2) a la fin de l'interaction. Nous remarquons ainsi qu’'une telle
dynamique est accompagnée par un croisement des parties imaginaires des valeurs propres
quand A = 0. La figure 5.2 montre aussi une trajectoire notée (c) comme une boucle qui
entoure la singularité dans ’espace des paramétres et qui méne a un transfert de population.
Si nous considérons aussi les surfaces d’énergie pour €2 < 0, nous pouvons caractériser une
trajectoire qui entoure les deux singularités a la fois et qui méne & une absence de transition
a la fin de l'interaction (voir figure 5.4).

D’un point de vue topologique, ’analyse des surfaces d’énergie nous a montré qu’un trans-
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Valeurs propres — Parties réelles

Qir

ol
e i A

[ 7 P ] Tt KT
SN T

parties imaginaires

F1G. 5.2 — Parties réelles et imaginaires des surfaces d’énergies (en unité de I') associées a
I’Hamiltonien (5.1) en fonction des parametres Q /T et A/T'. La figure montre deux trajectoires
(b) et (¢) qui entourent la singularité localisée au point @ =T et A =0 et qui ménent a un
transfert de population a la fin de linteraction et une troisiéme trajectoire (a) qui traverse
la branche de coupure. Notons que la discontinuité non physique des partie imaginaires des
surfaces d’énergies qui se localise pour A = 0, Q < ' a été artificiellement effacée. Ainsi la
trajectoire (a) suit continument la surface d’énergie.
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Valeurs propres— Parties réelles

AT QIr

F1G. 5.3 — Parties réelles des surfaces d’énergie (en unité de I') associée a I’Hamiltonien (5.1)
en fonction des paramétres Q /T et A/T". La figure montre une trajectoire en bleue qui encercle
les deux singularités localisées aux points Q = +T" et A = 0 et qui méne & une absence de

transition & la fin de l’interaction.
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F1a. 5.4 — Valeur absolue de la différence d’énergies \ (en unité de T') associée a I’Hamiltonien
(5.1) en fonction des paramétres Q/T" et A/T'. La singularité est localisée au point Q =1 et
A =0.

fert de population est possible en général quand la dynamique du systéme entoure la singu-
larité dans l'espace des paramétres. Ceci nécessite alors un couplage assez grand par rapport
4 la dissipation i.e.

Q>T. (5.7)

D’un point de vue dynamique, si I’on considére les transitions non adiabatiques, il faut aussi
s’assurer que la trajectoire passe suffisamment loin de la singularité pour que la dynamique

soit assez lente.

5.3 Passage adiabatique et ’analyse superadiabatique

Dans la limite adiabatique lorsque T tend vers 'infini, on pourrait s’attendre & I’existence
d’un théoréme adiabatique standard vu que le terme du couplage non adiabatique est petit
par rapport & la différence entre les valeurs propres du systéme

kel

T — | — 0. (5.8)

Ceci est en effet vrai pour les systémes conservatifs mais pas en général pour les systémes
dissipatifs. En effet, il est connu qu’un tel théoréme existe uniquement quand la dynamique
du systéme suit le vecteur propre le moins dissipatif |9,44], autrement dit le vecteur propre
qui est associé a la valeur propre dont la partie imaginaire est la plus grande. Dans le cas
contraire, quand le systéme est initialement connecté au vecteur propre le plus dissipatif (i.e.
le vecteur propre qui est associé a la valeur propre dont la partie imaginaire est la plus petite),
alors uniquement une faible dissipation définie comme I'T" < 1 permet de préserver I'existence
du théoréme adiabatique.

Dans ce chapitre, nous formulons la solution générale d’'un systéme dissipatif & deux niveaux
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dans la limite adiabatique qui est valable au dela du régime de faible dissipation. Plus pré-
cisément, si nous notons respectivement |p;) et \; (j=1,2), les vecteurs et valeurs propres
instantanés du systéme et si nous supposons de plus que le systéme est initialement connecté
a létat |¢1): |¢(—o00)) = |p1(—00)) alors & la fin de l'interaction (i.e 7 — 400) et dans la
limite adiabatique (i.e T' — 400), la solution générale du systéme peut s’écrire sous la forme

. T ’ ’ — 0 1(Tdr! T N+
16(7)) = ar(r)e™ T e M oy (1)) 4 ep(r)em T = Mg 2T ) (1)) (5.9)

ar(+00) =1+ 0 <;) (5.10)
et
er(+00) = O (e—lmstle) . (5.11)

Le vecteur propre |¢1) correspond ici a l'état adiabatique qui devrait étre suivi au cours
de la dynamique. L’équation (5.9) peut étre donc considérée comme étant 1’approximation
adiabatique généralisée pour les systémes dissipatifs & deux niveaux. Ceci est le pincipal
résultat de ce chapitre.

Afin de discuter 'approximation (5.9), nous écrivons d’abord la fonction d’onde du systéme

dans la base adiabatique {|p4(7)),/¢—(7))} sous la forme

Z bj(7)les (T (5.12)

ol les coefficients b; peuvent se décomposer en

/

bi(r) = aj(r)e < S A, (5.13)

En substitution (5.12) dans '’équation de Schrédinger

ie0,|6(r)) = H(r) | (7)), = 7. (5.14)

les coefficients a; vérifient les équations différentielles

Oray(r) = V(T)e*?(%_(f), (5.15a)
Ora_(1) = —y(1)e*Da (1), (5.15b)

ou la fonction ¢ est définie par

5(7):/7 IA_(7") = Ai(7))] a7’ —/ —/p(r)dr', (5.16)

et 7y est le couplage non-adiabatique défini par

0-0 _ 19;A(r)Q(r) — 3,2(7)A(r)
2 T2 (A= A4)? '

V(1) = (5.17)
Dans la suite, nous allons discuter I’approximation (5.9) pour les deux modéles sans et avec
croisement d’énergies. Nous allons analyer pour chaque modéle le cas ou le systéme est initia-
lement connecté respectivement & la valeur propre la moins dissipative et la plus dissipative.
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5.3.1 Modéle sans croisement d’énergies

Nous rappelons que le modéle sans croisement d’énergie correspond & la situation ol les
parties imaginaires des valeurs propres ne se croisent pas au cours du temps. En particulier,

on peut considérer qu’a chaque instant
SAZ(7)] < S[Ax(1)] VT (5.18)

Une telle situation est possible quand I’écart a la résonance est négatif & chaque instant i.e.
A(1) = —Ap < 0 (voir section 4.1.3 du chapitre précédent). On dit alors que le vecteur propre

lo— (7)) est plus dissipatif que |p4(7)).
Connextion au vecteur propre le moins dissipatif

Nous considérons ici le cas ou le systéme est initialement connecté a I'état |[+) : [p(—o00)) =
|+ (—00)) = |1), ce qui correspond & ay(—o00) = by(—00) =1 et a_(—o0) = b_(—o0) = 0.

3 ZA
g
5 0
3
O 2r A 1
-4 . . . . . . .
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Fi1G. 5.5 — Dynamique adiabatique d’un modéle sans croisement d’énergies dont le systéeme
est initialement connecté au vecteur propre le moins dissipatif |@+). Les couplages que nous
avons utilisé sont de la forme: Q(1) = 906_7—2 pour la fréquence de Rabi et A = —Ag < 0
pour écart o la résonance avec QT = 6, AgT = 6 et I'T = 1. La figure montre que le
coefficient a_ diverge exponentiellement dans la limite adiabatique, en revanche le coefficient
b_(7)|? < |by(7)|? tout au long de la dynamique. Un théoréme adiabatique standard peut étre
donc appliqué lorsque le systéme se connecte au vecteur propre le moins dissipatif.
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Ceci meéne donc a un suivi adiabatique le long du vecteur propre le moins dissipatif |4 (7)).
Tenant compte de ces connexions initiales, on peut écrire les équations (5.15) sous la forme

arm =1+ [ e a7 (5.192)
o)== [ ) ay(rir (5.19b)

Dans la suite, nous allons estimer ces coefficients dans la limite adiabatiques par un calcul sur
I’axe réel. Nous utilisons en particulier la technique dévéloppée dans le chapitre précédent.
Nous commengons d’abord par effecter une integration par parties dans I’ équation (5.19a).
Soit

ay(t) =1+ jg,((:_)) 67%.6(7)@_(7') — :/Too <;/((Z))) eféé(u)a_(u)du

(5

ou la notation ’ désigne la dérivée par rapport a la variable u. D’aprés I’équation (5.19b), on

peut écrire

T S[8(r")]
|a<7)|§/ () | e g (r) | dr’

—00
Sl

T S0 _ SEED)]
< - / (') | 220 oy g (5.21)

—00

La condition (5.18) implique que la fonction J[d] est strictement décroissante sur I’axe réel.
En effet,

S[A-] < S 4] & %S[é(r)] < 0. (5.22)

Le terme |a_(7)| peut étre donc majoré par

S[s(n)]

+o0
_—— / /
o] < a5 [ ) ar (5.23)
—00
ot || ay ||= sup_orr<, |ag (7')]. D’autre part, 'équation (5.20) donne

+e /T ('y(u) )’e_éé(u)a_(u)du

las ()] <1+

NT) ~i5r) g
8 (1) ~(7)

T 2
7 (u)
+e€ / a4 (u)du| . 5.24
e (5:24)
En insérant maintenant l'inégalité (5.23) dans ’équation (5.24) on obtient
ar (@ <14ellay | K, (5.25)
ou K est une constante positive. Prenons le sup pour —oco < 7 < 400, on obtient
1
la| < (5.26)

1—€eK’
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On conclut alors que dans la limite adiabatique

at (1) ~1+0(e) Vr. (5.27)
Finalement, tenant compte de ’équation (5.23), on conclut alors que
_spmy] [T , ,
la_(7)] < (1+ O(e))e” = | ~(7) | dr
_S[6(n)]
< (14 0(e))e” < k, (5.28)

ol k est une autre constante positive. Toutefois, I’équation (5.28) ne nous permet pas de
. . . . . . _S[()]
donner une estimation du coeflicient a_ dans la limite adiabatique vu que le terme e™~ «

diverge exponentiellement lorsque ¢ — 0. En effet, le calcul numérique (cf.Fig.5.3) confirme
que le coefficient a_ diverge dans la limite adiabatique comme

S

a_(1) =0(ece™ " < ). (5.29)
En tenant compte maintenant des coefficients b4, il est alors facile de voir que le rapport
b &
(1] _ 0Ty, (5.30)
by (1)

ce qui implique que dans la limite adiabatique le coefficient [b_(7)| < [b4(7)|. Ceci est

principalement du a la forte dissipation du terme e T 2o A= (T oy face du coefficient a_.
L’approximation adiabatique standard peut étre donc appliquée lorsque le systéme se connecte

initialement & la valeur propre la moins dissipative:
—iT [T As(')dr!
[¢(r)) = e” T e T g (7)), (5.31)

Plus précisément, l'usage de la technique des lignes de Stokes et les points de transitions
dans le plan complexe nous a permis de calculer le coefficient a_ a la fin de I'interaction (i.e
T +— 400). Dans la limite adiabatique, nous avons obtenu

a_(+00) = et ono[)“(T)_)‘+(T)]chT(+oo) (5.32)

ol cp(400) est donné par
N-1
cr(+00) = ) e WieiTh(z) 1 O (e~ TS0 (5.33)
§=0
et

5o(2) = /D TP = A ()] dr (5.34)

ol les N points de transitions z; se localisent sur la ligne de Stokes la plus proche de I'axe
réel dans le plan complexe inférieur défini comme

S1do(2)] = S[do(20)] = S[do(2j=1,ny-1)] > 0 (5.35)

et 0; est une phase géométrique [38,39,45,46,93|. La ligne de Stokes la plus proche de ’axe
réel correspond ici a celle qui donne la plus petite valeur de 3[dp(z0)] (en valeur absolu) ce
qui correspond donc a la plus grande contribution. En tenant compte des résultats établis
précédemment [équations (5.27), (5.32) et (5.33)], la fonction d’onde s’écrit ainsi a la fin de
I'interaction

16(7)) ~ e TS o X0 1, (1)) 4 o (r)em T e A MR-, (1)) (5.36)

Ceci est 'approximation (5.9) avec l'étiquetage 1 <+ + et 2 <» — pour les valeurs et les
vecteurs propres.
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Connextion au vecteur propre le plus dissipatif

Dans le cas contraire lorsque le systéme est initialement connecté au vecteur propre le plus
dissipatif: |p(—00))=|p_(—00))=|2) et qui correspond aux conditions initiales ay(—o0) =
bi(—00) =0 et a_(—o0) = b_(—0o0) = 1, nous ne pouvons plus appliquer 'approximation
adiabatique standard dans le sens ou la fonction d’onde du systéme suit le seul état |p_(7))
tout au long de la dynamique. En effet, 'integration par partie de 'équation (5.19b) donne

a(r)=1+ Z;((:))eiéﬁm(f) - j[; (7(“) >,ei‘s(“)a+(u)du

& /_ Oo <f(<5)>> o (w)du. (5.37)

g1 TN
(@]
ke
S 0
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8 2 A 1
_4 1 1 1 1 1 1 1
1 ; oy ; ; ; ;
§ O—D(t)‘/;fp
& 0o®,)
S _1 777777777 e ‘+ 777777777
> o))
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>
3 : : : : : : :
o la_f
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15 . . . . . . .
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Fi1G. 5.6 — Dynamique adiabatique d’un modeéle sans croisement d’énergies dont le systeme
est initialement connecté au vecteur propre le plus dissipatif |@_). Les couplages que nous
avons utilisé sont de la forme: Q(1) = Qoe™™" pour la fréquence de Rabi et A = —Ay < 0
pour l’écart a la résonance avec QT = 6, AgT = —6 et I'T = 1. La figure montre que le
coefficient ay est pratiquement nul dans la limite adiabatique. Par contre, si on tient compte
des coefficients by, on peut remarquer alors que |b_(7)| est beaucoup plus grand que |by(T)|
dans un premiers temps, le croise a un moment seuil, avant de devenir expomnentiellement
plus petit. Ce comportement caractérise le fait que le théoréme adiabatique standard n’est plus
valable lorsque le systéme se connecte initialement au vecteur propre le plus dissipatif.
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D’autre part, le coefficient a vérifie

sl < [ ] |50 )

Jem#%a| / [y(7)| dr’
,%'5

_H k, (5.38)

dr’

<

ot k est une constante positive. Multipliant maintenant les deux membres de I'équation (5.37)
par e <% et en prenant la valeur absolue on obtient
T)ay (T T
o)), f
oo

s+ L1Ga)

) ‘ )6*25“)@_(@’ du. (5.39)

e~ e C@=3(M) |4, ()| du

‘e 20 g_ (1 )‘<655(T)+6

" /oo (7;((3))

En insérant ’équation (5.38) dans (5.39) et en tenant compte du fait que la fonction I[(7)]

est décroissante sur ’axe réel, on obtient

‘e =G )a,(T)‘ < e +eC He_%‘S(T)a,(T) , (5.40)
ou C est une constante positive. Prenant le sup, on conclut alors que

e a(r)]| < e ) (5.41)
soit

la—(T)[| <1+ Ce (5.42)
et donc finalement

a_(1) ~ 1+ O(e). (5.43)

En tenant compte maintenant de 1’équation (5.38) et du résultat (5.43), on conclut alors

S
lay(7)| < Ke™ < (14 Ce), (5.44)

ou K est une constante positive. L’équation (5.44) montre que le coefficient a4 tend exponen-
tiellement vers 0 dans la limite adiabatique. Par contre, ceci n’est pas le cas pour le coefficient
by. En effet, on a

by (7)
b-(7)

—0 (ge—m[am]) , (5.45)

La derniére équation signifie qu’au premier temps, le coefficient |b_(7)| est beaucoup plus
grand que |by(7)], il croise ensuite cette valeur & un moment seuil, avant de devenir expo-
nentiellement petit. Ces arguments empéchent I'usage du théoréme adiabatique standard en
général, le long du vecteur propre le plus dissipatif. L’absence d’un théoréme adiabatique gé-
néral dans ce cas est principalement due & la concurrence entre les phases dissipatives associées
aux états propres du systéme. Toutefois, il est possible d’utiliser I’approximation adiabatique
standard dans ce cas dans le régime des faibles dissipations qui correspond & la situation ot
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TS[6(7)] < 1. Ce qui implique TT < 1.
L’usage de la technique des lignes de Stokes et les points de transitions dans le plan complexe
nous permet maintenant de calculer dans la limite adiabatique le coefficient a(+00). Soit

a4 (400) = e~ SLouP=(D=2e(Mldr (4 0y (5.46)

ou le coefficient ¢p(+00) est donné par

N-1
cr = Z e~ 05 g=iT00(z;) | (’)(EeT%[(so(Zo)])’ (5.47)
=0

ol les N points de transitions z; se trouvent maintenant sur la ligne de Stokes la plus proche
de I'axe réel dans le plan complexe supérieur vérifiant

%[50(2’)] = %[50(&))] = %[(50(2’]':17]\[_1)} < 0. (5.48)

Tenant compte de ces résultats, la solution générale du systéme s’écrit dans la limite adiaba-
tique et pour 7 — oo

. T ’ / — 0 _(dr' T Ndr!
16(7)) = e T2 A4 14 (1)) 1 ep(r)e T =o AT g AT L (1)) (5.49)

Ceci donne 'approximation (5.9) mais avec 'étiquetage 1 <> — et 2 <> + pour les valeurs et
les vecteurs propres.

Cas particulier : Couplage pair et un écart a la résonance constant

Dans le cas particulier ou le couplage est pair (i.e Q(—7) = Q(7)) et 'écart a la résonance
est constant, la phase dans I’équation (5.9) peut étre simplifiée si nous considérons des temps
initiaux et finaux opposés: 74 = —7; + +00. On peut écrire alors

0 Tf 1 [7f
[ naar + [Tarhar =5 [ ara - i) (550
- 0 Ti

(3

La solution générale dans ce cas s’écrit simplement

T . .
—ig f:; A—ildr’

lp2(7r)).  (5.51)

o) = |1+ 0] T s a7) 4 entrphe

5.3.2 Modéle avec croisement d’énergies

On considére maintenant le cas ou les parties imaginaires des valeurs propres du systéme
se croisent. En particulier, elles vérifient
(A\y) siT<O0,
(M) siT>0. (5.52)

Y

<
2

Contrairement au modéle précédent, la valeur propre A_ est la plus dissipative tant que 7 < 0,
mais elle devient la moins dissipative pour 7 > 0. Afin de décrire la dynamique adiabatique
du systéme nous devons donc combiner les deux résultats établis précédemment.

La dynamique typique d’un modéle avec croisement d’énergies est illustrée par la Fig 5.5 ot
nous avons pris comme exemple le modeéle Allen-Eberly dissipatif [47]. On considére d’abord
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la situation ou le systéme est initialement connecté a ’état le moins dissipatif:|¢p(—o0)) =
|1) = |p+(—00)). La figure montre ainsi que I"approximation adiabatique standard s’applique
tant que le paramétre ¢ < 1 et jusqu’a ce que les parties imaginaires des valeurs propres
se croisent. Ce régime correspond a ay(7) ~ 1 et [b_(7)| < |b4(7)|. Durant cette partie de
la dynamique et comme on s’y attendait d’aprés I'analyse précédente, le coefficient |cp(7)]
commence a diverger exponentiellement.

Maintenant pour 7 > 0, la partie imaginaire de la valeur propre Ay devient plus petite
que celle de A_ et la dynamique du systéme suit alors le vecteur propre le plus dissipatif.
Le point le plus important ici est que le coefficient |cp(7)| converge vers une valeur petite
lorsque 7 — 400 qui correspond essentiellement a la valeur de la correction non adiabatique.
Par contre, le coefficient |b(7)| devient exponentiellement plus petit que |b_(7)| di a la forte
dissipation qui accompagne le terme a4 au cours de cette partie de la dynamique. Le théoréme

Couplages
o

log, ,(Pop.)

Valeurs propres
6]
T
| i
1
1
i
O
~—~
>
+
N N

log,, (b,
Lb ob
IO'
+c;

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
TempsTt (sans dimention)

F1G. 5.7 — La dynamique adiabatique du modéle Allen-Eberly dissipatif définie par Q(1) =
Qosech(T) et A(T) = Ag tanh(7), avec QT =4, AgT =5 et I'T' = 1. Dans cet exemple nous
avons consideré le cas ot le systéme est initialement connecté au vecteur propre le moins
dissipatif | o+ ). Notons que cette dynamique correspond essentiellement a la trajectoire (b) qui

entoure la singularité tracée dans la Fig 1.2.
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adiabatique standard ne s’applique donc pas au voisinage et au-delad du point de croisement
des coefficients |b4(7)| et |b—(7)]. Nous avons remarqué cependant, que le coefficient a (1)
oscille mais tout en restant localisé au tour de la valeur 1. Plus particuliérement, l'usage de
la technique des lignes de Stokes nous donne

a4 (+00) =14+ 0(e) (5.53)
et
N-1
e~ ¢iT00(z) 4 O(ee=TSlo (0] (5.54)
7=0

ou les N points de transitions z; se localisent sur la ligne de Stokes la plus proche de I'axe
réel dans le plan complexe inférieur définie comme

%[50(2)] = %[50(20)] = %[50(23‘:171\7_1)} > 0. (5.55)

Nous avons déterminé pour cet exemple, la valeur asymptotique de |cr|? en utilisant la formule
(5.54). Plus précisément, pour Ay > g, on peut vérifier qu'il existe un seul point de transition
|2

sur la premiére ligne de Stokes. Nous avons donc obtenu |ep(400)|* &~ 0.016 qui correspond

essentiellement & la valeur obtenue numériquement.
5.4 Au-dela des bases adiabatique : les bases superadiabatiques

5.4.1 Meéthode itérative

Soit R()(7) la transformation non unitaire dont les vecteurs colonnes sont les vecteurs
propres droites de I'Hamiltonien (5.1) définie par

[ cos(0/2) —sin(0/2)
RO = < sin(0/2)  cos(6/2) ) (5.56)

L’opérateur (5.56) diagonalise & chaque instant ’Hamiltonien (5.1)

[R(O)]—IH(U)R(U) = diag( Ay \_). (5.57)
En posant
oMy = [RO] 71O, (5.58)

léquation de Schrodinger (5.14) se réécrit

ied, |y = [[R<0>]*1H<0>R<0>—ze[ ROy, RO W ) (5.59a)
. /\+ z5879/2 (1)
B ( —ied0/2 Ay ) 677 (5.59b)

L’équation (5.59) posséde la méme structure mathématique que I’équation de Schrédinger
originale (5.14) avec H®) = H remplacé par H) et la nouvelle fonction d’onde [¢™M)). Nous
fixons de nouveau les phases des vecteurs propres orthonormés droites et gauches associés a



5.4. AU-DELA DES BASES ADIABATIQUE: LES BASES SUPERADIABATIQUES 121

R(M)

]L(l) |%]gaj ) =0, (j = £). La représentation

’'Hamiltonien H® par le transport paralléle : (5
matricielle de I'opérateur RV diagonalisant a chaque instant I’Hamiltonien H @)

[RW]THORM = diag()\grl),)\(f)) (5.60)

. 1 . _
a pour vecteurs colonnes les vecteurs droits |<p§%( >> et son inverse [R(l)] 1 a pour vecteurs

L(1)|

lignes les vecteurs gauches <g0j . L’équation de Schrodinger (5.59) se réécrit dans la base

adiabatique associée a P'Hamiltonien H®)

0
ie—|61) = H|p1?) (5.61)
avec le nouveau Hamiltonien
H® = (RO O RO _ je[p)]~ 823(1)
T

)\Srl) iey(®)
B ( —iey® AW (5:62)

et la nouvelle fonction d’onde
6@)) = [RW]THRO ) (5.63)

En procédant de cette maniére, on obtient aprés (n + 1) étapes I’équation de Schrédinger

z’e%W‘“) _ H(n+1)|¢n+1> (5.64)
avec
gDy = [RM]=1 [R©)]~1|¢©) (5.65)
et
HOVH) Z [ROL ) ) _ e R(n)yl@% R
_ < S ) (5.66)
ey \™

Par induction, les éléments non-diagonaux de ’Hamiltonien H (1) sont maintenant de ordre
e+ 79-81]. 1 est donc tentant de négliger? ces éléments permettant ainsi une meilleure
approximation adiabatique. En particulier, si nous supposons que le systéme est initialement
connecté a l'état |j), alors on a

) 1
‘¢§0)> ~ RO, R™ | j) x exp {—6/

—0o0

T

dT’)\;n) (T’)]

o). (5.67)

2. L’approximation (5.67), est vraie pour les systémes non dissipatifs mais pas en général pour les systémes
dissipatifs comme nous l’avons montré dans la section précédente. En effet, Papproximation (5.67) est vérifiée
uniquement lorsque le systéme suit la valeur propre la moins dissipative pour les modéles sans croisement des
parties imaginaires des valeurs propres. Nous allons dans la suite utiliser I’approximation (5.67) comme une
base pour le développement de la fonction d’onde du systéme. Nous verrons dans la suite comment ces bases
nous permettent de calculer les transitions non adiabatiques & chaque instant.
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Il faut noter que les valeurs propres du systéme )\i" ) obtenues a chaque itération n sont

approximativement égales. En particulier, elles coincident dans les intervalles de temps ol
’'Hamiltonien H©) reste constant.

L’approximation (5.67) montre alors que la fonction d’onde suit le j™¢ état auquel elle
s’est connectée initiallement. Cependant elle ne permet pas de décrire les transitions non-
adiabatiques vers les autres états vu qu’on a négligé les corrections non-adiabatiques qui
deviennent de moins en moins importantes au-dela de la limite adiabatique notament de
Pordre e~ ¢ [6,41]. Dans la suite, nous allons utiliser "approximation (5.67) comme une base
pour le développement de la fonction d’onde.

Cependant, le calcul montre que la procédure diverge lorsque n — oo. En effet, les termes
de couplage non-adiabatiques deviennent rapidement de plus en plus petits d’une itération a
I’autre, mais la diminution du paramétre €” est eventuellement surcompensée par la croissance
de la dérivée temporelle due au terme [R(”)}_la%R(”). Ainsi, il existe une itération critique
n = n. pour laquelle les termes de couplage non-adiabatiques sont les plus petits.

5.4.2 Les bases superadiabatiques de Berry

Il existe un autre concept étroitement lié qui vise dans le méme sens, & savoir les bases
superadiabatiques introduites par Berry dans son étude de l'histoire des transitions non-
adiabatiques dans les systémes quantiques a deux niveaux [40]. Appliquant l'idée de Berry
& des systémes dissipatifs, nous écrivons la fonction d’onde du systéme comme une série
formelle en puissance de € dont le terme le plus bas (i.e m = 0) correspond a 'approximation
adiabatique standard

—+00

00) = |1 [ ar\ )| X eml), (568

m=0

N m , . . . .o, . . ,
ot le vecteur |u§[ )> est défini comme une combinaison linéaire des vecteurs propres instantanés

™) = o (@)l) + B (7)), (5.69)

Vu que les transitions non-adiabatiques sont de 'ordre de e_%nt, alors au-dela d’un ordre m
élevé, la série (5.68) ne peut pas décrire ces transitions et doit donc diverger [40] de la méme
maniére que les bases itératives introduites précédemment. Toutefois, en mettant fin & la série
pour un ordre n fini, nous obtenons les bases superadiabatiques

n

61"} = exp [—z /; dT/)\SE)(T/)] S e, (5.70)

m=0

Comme le montre Berry pour les systémes a deux niveaux, il existe un ordre optimal n = n.
pour lequel les bases superadiabatiques associées donnent une meilleure description de la
dynamique dans la limite adiabatique.

Dans la suite, les bases superadiabatiques basées sur la série (5.70) seront étiquetées par
"S" et les bases obtenues par procésus itératif seront étiquetées par “I”. Dans la section
suivante, nous allons montrer & ’aide d’un exemple typique que les deux bases sont en certain
sens complémentaires, et conduisent & des résultats physiques trés similaires.
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5.5 Histoire des transitions non-adiabatiques dans les bases su-
peradiabatiques de Berry

Dans cette section, nous décrivons la dynamique du systéme dans la base superadiabatique
n A . . . . o, .
de Berry |<,0§E )> 5. Nous écrivons donc la fonction d’onde comme une combinaison linéaire

) = L Dle)s + L))
= R (r)|c™ (7)), (5.71)

ot |¢(™) est un vecteur colonne de composantes CE:L) et ™ et R™ est la transformation qui

(n)

a pour vecteurs colonnes les vecteurs droits |¢y ') :

(n) (n)
n ‘2 22
R™(7) = ( G ) - (5.72)
SO+72 S0772

Substituant la fonction d’onde (5.71) dans 'équation de Schrodinger (5.14), les coefficients
(n)

CE:L) et ¢’ obéissent a 1’équation

¢G§T|c<n> (7)) = H™ | (7)) (5.73)
avec le nouveau Hamiltonien

0

H™ = R~ (H©® — iea—)R(”). (5.74)
T
Un calcul élémentaire donne alors la forme explicite
(n) (n)
7 — ( g s > , (5.75)
HY] H'
ou
n n .0 n
i =5 (pIHO —ie)le)s. (LK) = (+,-) (5.76)

Les transitions non-adiabatiques entre les états \gpf)ﬁ et \90(_71)>S sont induites par les éléments
non-diagonaux de ’Hamiltonian H™. Nous pouvons donc utiliser la théorie des perturbations
a lordre le plus bas afin d’estimer ces transitions. Dans la suite, nous considérons que le
systéme est initialement connecté a I’état propre |+), i.e.

| (—00)) = ( é > - (5.77)
()

Les transitions non-adiabatiques sont donc donnés par 'amplitude c¢.’. En tenant compte

(n)

maintenant du fait que ¢’ demeure de I'ordre unité au cours de la dynamique, on obtient

() ~ —Lexp [—Z/ dT’H(_n_)(T')]/ dT/H(_n_;')_(’T/) exp [Z/ dT”H(_"_)(T”)]. (5.78)

€ € J _~ €J -0

Les coefficients a(™ et (™) peuvent étre déterminés en remarquant que |¢$L)> s est solution

de I'équation de Shrédinguer

0, (n n
Zﬁlsa(ﬂs = HOlp{)s (5.79)
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avec les conditions
aO(r)y=1, BO(r)=0, a™(~00)=p"(~0)=0 (m>D0). 5.80
(r)=1, pY¥(r)=0, (—00) = B\ (~00) ( ) (5.80)

En tenant compte de la relation

ey = ¥ em ), (5.81)

un calcul élémentaire donne

™) (7
B (r) = — 9.( ), (m > 0) (5.82)

et la relation de récurrence

o) _ | om0 Lo oty met)
! 3| i 49 a ! ] : (5.83)

(n)

Maintenant pour évaluer I'amplitude de transition ¢, on doit tout d’abord calculer les

éléments de matice H" —i)- et H™ associés a I'Hamiltonien (5.75). En particulier, nous avons
besoin de connaitre l'effet de 'opérateur H(©) —z'ea% sur le vecteur | QDS?)> 5. En tenant compte

des relations (5.81) et (5.82), on obtient
204 m+1) 0
e ) )
s (n+1)

2 i [T / !
—_ )\6n+1aT€*; oo Ay (T))dr ‘SO(_O)> (584)

(H(O)—ze )|90 Ng _—Ae—ifzoA+<f’>dT'<Z

m=0

Ainsi, on obtient & l'ordre le plus bas en €

24+
H™ ~ zentt 0‘0 Dt I . (5.85)

Un calcul similaire montre que 1’élément de matrice H,__ est de 'ordre de e™2). Afin d’éva-
luer (5.78) a lodre le plus bas en €, nous pouvons remplager dans la limite adiabatique les
exponentielles par 'unité (puisque les exposants sont maintenant de I'ordre e(”“)). L’ampli-
tude de transition s’écrit alors dans la niéme base superadiabatique

T a+D)
) (1) ~ —21’6”/ dr'\(t )Aefgf* As)ds (5.86)
o o(1")

A ce stade, il est naturel de définir la nouvelle variable w (proportionnelle & l’action) qui

jouera un role important dans ce qui suit

_ / " A, (5.87)
0

En terme de w, 'amplitude de transition se réécrit

w(T) o/ (1)

c(,n)( ) = —2ie"e —£ 2020 5/ dwTe_éw, (5.88)
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ol le prime indique la dérivée par rapport a w.
Considérons tout d’abord ’ordre n = 0 qui correspond & la base adiabatique ordinaire et
le probléme de I’évaluation de 'amplitude finale :

c(,o)(—i-oo)%—%exp H / ' /\(s)ds] / " ot (@) exp (~%). (5.89)

—o —0o0

La fonction 6’ (w) est analytique au voisinage de 1’axe réel. L’intégrale (5.89) peut-étre calculée
par le théoréme des résidus. Il suffit donc de refermer le contour d’intégration par un demi-
cercle dans le demi-plan complexe inférieur et qui contient la premiére singularité w. associée
a la fonction #’'(w). Notons que la premiére singularité correspond au point dont la partie
imaginaire —S3(w,) est la plus petite ce qui donne la contribution dominante a c(,o)(—i-oo).
L’origine de cette singularité provient du fait que les valeurs propres du systéme sont dégéné-
rées dans le plan complexe. Plus précisément, la fonction A admet un zéro complexe simple
qui correspond & un pole simple de résidu +% pour la fonction #’. Plus particuliérement, on
peut écrire au voisinage de w,

0 (w) ~ %(w — We). (5.90)

Le contour d’intégration donne alors

(0) o Tt
.’ (+o0) ~ 3 exp{ e/

—00

0 w
A(s)ds} exp{—i?c}. (5.91)

Cependant, il est bien connu que le préfacteur § qui apparait dans la formule (5.91) est faux.

Cette erreur provient de la technique utilisée pour le calcul de 'amplitude de transition &

savoir 'usage de la théorie de perturbation & l'ordre le plus bas, qui lorsque 1'on applique

a la base adiabatique d’ordre zéro, elle donne une amplitude finale qui difféere de la limite
s

adiabatique exacte par un facteur de §. Nous verrons dans la suite comment I'usage de la

théorie des perturbations a 'ordre le plus bas appliquée aux bases superadiabatiques d’ordres

¢levés, permet de renormaliser succéssivement le facteur § a I'unité. La formule exacte est

donc
; 0
(0) ~ ! e
¢’ (400) = exp [ ; /_OO )\(S)ds} exp( i~ > . (5.92)

La probabilité de transition non-adiabatique s’écrit alors & la fin de I'intéraction

9 (400) exp [—Z /

—00

~ exp (is [ /_ (; Ay (r)dr + /0 = A+(7)d¢]> exp (i% (wc)> | (5.93)

Nous retrouvons donc la formule établie dans le chapitre précédent. Mais ceci n’est pas le pro-

400 2

P(+00) =

A_(T)df]

bléme que nous voulons résoudre. Afin de décrire I'histoire des transitions non-adiabatiques
(plutot que 'amplitude finale), nous devons étre sur I’axe réel plutot que dans le plan com-
plexe. En plus, nous cherchons & calculer I'amplitude de transition dans les bases superadia-
batiques d’ordre n élevé. Afin de remédier & ce probléme, nous adoptons le raisonnement de
Berry [40] en particulier nous devons résoudre ’équation (5.88) avec (5.83). En terme de la
variable w, nous obtenons

m—1 m—1
O/(m) _ ( a( ) B Oé/( )) _ O//(m_l)> , (594)

36(w—we)?  (w—we
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dont la solution exact est donnée par

o (w— wc)mm!(‘—%)'(—%)" (5.95)
soit
Q0D (0 — H)ln = §)I + )
. 2 (w— wc)’”r? (n— 1)6!(_%)!(i%)!' (5.96)

En raison de la formule de Stirling, les termes en factorielles dans ’équation (5.96) se sim-
plifient. Aprés avoir ajouté la contribution de la singularité w? localisée dans le demi-plan
complexe supérieur et vérifiant
1
0'(w) ~ =3 (w —wp), (5.97)

nous obtenons sur 'axe réel

/(n+1) Jint1 1 1
21 ~ - . (5.98)
0’ 27 (W—we)" (w—wi)rtl
Toutefois, il est possible de prendre w,. comme imaginaire pure, i.e.
we = —t|we|. (5.99)

En developpant maintenant ’équation (5.98) en terme de \cLuUTI’ on obtient pour n > 1

/D s exp(—n) (n+ 1)w?
2——0r— ~ exp | =5
0 V27 |we |t 2|we|

o {202 Cayresp [ 2D (5.100)

|wel

Notons qu’en choisissant
n=n, = Int|2¢ (5.101)
€

les oscillations dans 'équation (5.100) peuvent étre complétement éliminées et l'intégrand
prend alors la forme simple

o/t w 1 w? |wel
2ie — exp (—z—) ~ ————exp | — exp | —
0 € (27|we|)2 2¢|we| €

Substituant I’équation (5.102) dans (5.88), 'amplitude de transition s’écrit simplement

> . (5.102)

= o[- [ A+ etio e (-1

2 — 00 €

0
A —exp [—Z/ )\(T)dT:| cglC), (5.103)
€

—0o0

ou erf est la fonction erreur et

) (5.104)

V/2€|we|
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Le résultat (5.103) montre alors qu'il existe une base optimale, pour laquelle les transitions

non-adiabatiques se produlsent d’une fagon universelle. Autrement dit, 'amplitude c( ne) ¢

lue vers sa valeur finale e_ < d’une fagcon monotone décrite par la fonction erreur. Pour

n < n., amplitude cg? ) évolue avec fortes oscillations, de l'ordre de €"t!

, réparties sur de
larges intervalles de temps. Pour n > n,, les oscillations sont encore importantes en rai-
son de la divergence factorielle dans les équations (5.98) et (5.100). Notons que en raison
du terme e~ LI Ay , les amplitudes de transitions c( n) divergent 3 exponentiellement pour
n < ne. L’usage des bases superadiabatiques d’ordre élevé permet donc la suppression de

cette divergence comme le montre la figure 5.8

5.6 Histoire des transitions non-adiabatiques dans les bases su-
peradiabatiques itératives

Dans cette section, nous calculons ’histoire des transitions non-adiabatiques dans les bases
superadiabatiques itératives. Notre raisonnement se base sur le fait que les deux procédures
(i.e les bases ]cpgzl )) 7 et \gpin )> s) conduisent & des résultats physiques trés similaires, en par-
ticulier I'universalité des transitions non-adiabatiques obtenues & un ordre optimal n.. Nous

(n)

établissons donc une relation entre les amplitudes ¢} ; calculées dans les bases itératives et

les amplitudes c(Tn 39 établies précédemment dans les bases superadiabatiques de Berry. Notre

point de départ est le résultat général (5.9) établi dans les bases adiabatiques d’ordre 0 dans
ce chapitre. Dans les bases superadiabatiques itératives I’équation (5.9) garde la méme forme,
mais les valeurs et vecteurs propres remplacés par ceux calculés a 'ordre n:

n) —iT [T (M) (1! n n i (") e (T g n
(7)) = M e T TG0 () 4ol () miTUR 0 W T4 I ASD () o) 7y
(5.105)

La probabilité de transition non-adiabatique s’écrit donc dans la base superadiabatique ité-
rative:

(n) 2870 (n) dr! Ty (1) dr!
P(r) = {5 [9(r)) 2 = e [Pe e Umoo M7 (AT AT (AT, (5.106)
D’autre part, dans la base superadiabatique de Berry, la fonction d’onde s’écrit

n) —i (0> Ndr'! n n - 0 (O)T o (O)T ~
(7)) = e o W |00 (7)) g (G () e T Um0 MRS AT ) () o
(5.107)

et la probabilité de transition non-adiabatique & ’odre n s’écrit donc
n m 0 (O N (O
P(r) = s{eh ™ p(r) P = |elig[2e ™" Umee AT T e, (5.108)

Nous avons montré dans la section précédente qu’il existe un ordre optimal pour lequel les
transitions non-adiabatiques se produisent d’une maniére universelle. Pour n = n. on peut

3. Pour un modéle avec croisement d’énergies, si on considére un suivi adlabathue le long de la valeur
propre la moins dissipative, alors on ¥(A4) > §(A-) pour 7 < 0 et le terme |e” « % MDAT| Qiverge dans la

limite adiabatique comme e %%
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donc considérer que les probabilités de transitions (5.106) et (5.108) coincident. On obtient
donc

)2 = HEU o M () = [ X () 2T A (i = J§ 2 ()| (fne) 2 (5. 109)

ou 'amplitude cgpn g) est définie par I’équation (5.103). Le résultat (5.109) montre alors que les

(nc)

coefficients ¢ 7’ (4+00) varient légérement d’une itération a I’autre. Un tel comportement qui

ne se produit pas dans le cas d’un systéme non dissipatif, est générique pour le cas dissipatif

couplages
o

) valeurs propres  '09;0(Pop.)

(n)|2

+

log, ,(Ib

(n);2
1)

©)

5 -4 -3 -2 - 0 1 2 3 4 5
temps 1 (sans dimension)

F1G. 5.8 — La dynamique adiabatique du modéle Allen-Eberly dissipatif définie par Q(1) =
Qosech(T) et A(T) = Agtanh(r), avec QT = 4, AT =5 et I'T = 1, calculée dans les
bases superadiabatiques itératives (5.67) (jusqu’a l'ordre n=3). Dans cet exemple nous avons
consideré le cas ou le systéme est initialement connecté au vecteur propre le moins dissipatif
lp4). Notons que cette dynamique correspond essentiellement a la trajectoire (b) qui entoure
la singularité tracée dans la Fig 5.1.
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quand on utilise les bases superadiabatiques itératives. Ceci provient du fait que les valeurs
propres du systéme changent légérement d’une itération & 'autre. Nous avons tracé dans la
figure 5.6 la dynamique du modéle Allen-Eberly dissipatif dans les bases superadiabatiques
itératives (jusqu’a lordre 3). Le point principal ici est que I'usage de bases superadiabatiques

d’ordre supérieur permet I’élimination de la divergence exponentielle du coefficient cg? ) qui

est présente dans les bases d’odre zéro. En particulier, pour n = n., I'amplitude |C(Tn °)|2

évolue vers sa valeur finale 672@ d’une fagon monotone. D’autre part, 1'utilisation de bases
superadiabatiques permet une réduction considérable des oscillations de 'amplitude ‘CE:L)|2,
qui deviennent imperceptibles pour n = n.. Nous remarquons de plus que 1'usage des bases
superadiabatiques permet une plus grande séparation entre les coefficienets |b£:b)| et |b(IL)|

avant leur croisement, permettant ainsi une meilleure approximation adiabatique.

5.7 Conclusion

Notre analyse a permis de formuler la solution générale d’un systéme dissipatif a deux
niveaux dans la limite adiabatique, qui est valable au-dela du régime des faibles dissipations.
Nous avons montré en particulier qu’un théoréme adiabatique standard ne peut pas étre appli-
qué pour les modéles avec croisement des parties imaginaires des valeurs propres. Le concept
topologique du passage adiabatique nous a permi de sélectionner toutes les trajectoires pos-
sibles qui ménent & un transfert de population & la fin de I'interaction. La dynamique associée
a ces trajectoires nécessite un couplage plus grand par rapport a la dissipation ( > T).

L’usage des bases superadiabatiques nous a permis de calculer I’histoire des transitions
non-adiabatiques généralisant ainsi I'analyse de la Réf. [40] & des systémes dissipatifs. En
particulier nous avons montré qu’il existe une base optimale permettant une meilleure ap-

proximation adiabatique.
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Chapitre 6

Conclusion, discussion et perspectives

6.1 Conclusion

Dans cette thése, nous avons décrit la technique adiabatique dans les systémes quantiques
pour laquelle la fonction d’onde du systéme suit continiiment 1’état propre auquel elle s’est
connectée initialement. Contrairement aux méthodes de type impulsion-m, le passage adia-
batique est une technique trés robuste dans le sens ou le transfert de population final sera
relativement insensible aux fluctuations des paramétres du champ laser. Cependant, le pas-
sage adiabatique consiste & faire évoluer le systéme de facon relativement lente et requiert
donc une aire d’impulsion & priori large.

Toutefois, nous avons montré qu’il est possible d’optimiser le passage adiabatique si la dy-
namique suit des trajectoires particuliéres dans ’espace des paramétres. En effet, nous avons
vu que la ligne de niveau, définie de sorte que la différence des valeurs propres soit constante
a chaque instant, permet de minimiser & zéro les transitions non-adiabatiques données par
la formule D.D.P. Des études récentes sur le passage adiabatique paralléle ont été réalisées
dans la référence [8] et ont confirmé efficacité de cette technique en terme de robustesse et
transfert de population final.

Nous avons généralisé cette stratégie & des systémes a trois niveaux en A. Les paramétres
de couplage sont concus de telle sorte que les valeurs propres du systéme restent paralléles
a chaque instant. Nous avons montré en particulier, comment cette technique nous a permis
de combiner & la fois l'efficacité énergétique des méthodes impulsion-7 et la robustesse du
passage adiabatique. Cette stratégie est bien supérieure au processus STIRAP conventionnel
en terme d’efficacité de transfert de population par rapport a l'aire totale d’impulsion. Nous
avons montré également que cette technique est pratiquement réalisable en utilisant les outils
modernes de mise en forme d’impulsions.

Dans la deuxiéme partie de la thése, nous avons analysé I'influence de I’environnement
extérieur sur la dynamique adiabatique du systéme. Nous avons montré d’abord que sous
certaines conditions, il est possible de décrire un systéme dissipatif par une équation de
Schrédinger avec un Hamiltonien effectif ne tenant compte que des effets dominants de la
dynamique. En effet, les effets de la dissipation sur le systéme peuvent s’exprimer par un
Hamiltonien non hermitien dont le taux de perte de population d’un état excité est traité
comme une partie imaginaire de ’énergie associée a cette état. Nous avons montré également
que le taux de la dissipation peut étre dépendant du temps. Une telle situation est envisagée
dans un processus de transfert de population d'un état fondamental d’un atome & un état
excité couplé au continuum. Ces Hamiltoniens effectifs sont ensuite utilisés pour décrire la
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dynamique adiabatique d’un systéme dissipatif & deux niveaux. L’usage de la méthode des
temps complexes nous a permis en particulier de généraliser la formule DDP & des systémes
dissipatifs a deux niveaux. Toutefois, la validité des principales formules établies [Eqs (4.80)
et (4.81)] est garantie par l'existence d’un chemin dissipatif qui se connecte a 'axe réel a
T — Fo00. Nous avons montré que lorsque la dissipation vérifie I'(+00) = 0, nous retrouvons
la situation qui est similaire aux cas des systémes non dissipatifs puisque les lignes de Stokes
sont bornées & 7 — +o0o. Dans 'autre cas ol la dissipation est constante, la situation est
différente puisque les lignes de Stokes ne sont pas bornées & 7 — 400 et nous sommes forcés
de déformer le contour d’intégration afin de se connecter a ’axe réel.

Cette analyse nous a permis de formuler la solution générale d’'un systéme dissipatif a deux
niveaux dans la limite adiabatique. Le principal résultat (5.9) peut étre considérer comme
étant I'approximation adiabatique généralisée pour les systémes dissipatifs & deux niveaux
qui est valable au-dela du régime de faible dissipation. Nous avons montré en particulier
qu’un théoréme adiabatique standard ne peut étre appliqué pour les modéles avec croisement
des parties imaginaires des valeurs propres. Ceci est du principalement & la concurrence entres
les phases dissipatives associées aux états propres du systéme.

Le concept topologique du passage adiabatique nous a permis de sélectionner toutes les trajec-
toires possibles qui ménent & un transfert de population & la fin de I'interaction. La dynamique
associée a ces trajectoires correspond en général & un couplage plus grand que la dissipation.
L’usage des bases superadiabatiques de Berry nous a permis en particulier de calculer 1'his-
toire des transitions non-adiabatiques et montrent qu’il existe une base optimale permettant
une meilleure approximation adiabatique.

6.2 Discussion

L’étude théorique du passage adiabatique paralléle a montré son efficacité en terme du
transfert de population et robustesse. Cependant, la mise en oeuvre de la stratégie du passage
adiabatique paralléle dans des systémes réels est limitée par plusieurs obstacles tel que la pré-
sence d’autres états et les pertes dues a I'ionisation. Afin d’éviter ces limitations, nous devons
considérer des systémes dont I’état excité n’est pas couplé au continuum via une résonance a
un photon et d’utiliser des intensités modérées, généralement pas plus de 100 GW/cm? pour
les atomes.

La stratégie du passage adiabatique paralléle doit étre adapter pour produire d’'une maniére
optimale une superposition d’états tel que le processus STIRAP fractionnaire. Cela devrait
trouver des applications dans le domaine de I'information quantique comme par exemple I'im-
plémentation de portes quantiques rapides, construires des algorithmes quantiques ot encore
construire des mémoires quantiques.

D’une maniére générale, le passage adiabatique consiste a faire évoluer le systéme de fagon
relativement lente, et plus le processus sera long, plus les effets décohérents dus aux interac-
tions avec I'environnement extérieur seront important. Réduire le temps d’évolution diminue
certes les pertes dues a la dissipation, mais augmente les pertes non-adiabatiques. Ainsi dans
la référence [89], il est montré que le transfert de population s’effectue dans une zone inter-
médiaire.

Nous avons montré pour les systémes non dissipatifs qu’il est possible de réduire le temps
d’évolution tout en minimisant les pertes non-adiabatiques. La stratégie consiste alors & suivre
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des lignes de niveaux i.e. des trajectoires dans l’espace des parameétres telles que la différence
entre les valeurs propres est constante a chaque instant. Toutefois, cette technique ne peut
étre appliquée a des systémes dissipatifs & deux niveaux. En effet, 'analyse de la topologie
des surfaces d’énergies montre que les trajectoires qui ménent & un transfert de population
sont accompagnées par un croisement des parties imaginaires des valeurs propres. D’autres
techniques plus efficaces permettant de minimiser les pertes dues & la dissipation consiste a
chercher des états sombres, i.e. des états qui sont associés & des valeurs propres dont la partie
imaginaire est nulle. Le suivi adiabatique de ces états permet donc de s’affranchir des pertes
dues & la dissipation et conduisent en général & un transfert complet de population.

6.3 Perspectives

Il est important de savoir si les techniques présentées dans cette thése a savoir la to-

pologie des surfaces d’énergies, les bases superadiabatiques et la formule DDP généralisée
sont applicables & des systémes dissipatifs avec plus de deux niveaux. Toutefois, I’équation
de Lindblad associée & un systéme & deux niveaux soumis & la décohérence par déphasage
peut étre transformée en une équation de Schrodinger avec un Lindbladien effectif décrivant
la dynamique d’un systéme & trois niveaux dans la sphére de Bloch. Cette approche conduit
en général a des valeurs propres complexes. Il est donc important d’analyser la topologie des
surfaces d’énergie dans ’espace des paramétres. Le probléme principale pour ces systémes
dissipatifs a plus de deux niveaux est la présence d’une zone dans ’espace des paramétres
pour laquelle L’Hamiltonien n’est pas diagonalisable [76]. Toutefois, 'usage de la technique
superadiabatique a été appliquée dans ce cas afin de minimiser les transitions entres les blocs
de Jordan dans la limite adiabatique [77]. Il serait intéressant de trouver un systéme physique
qui présente une telle propriété et de décrire son influence sur la dynamique.
La généralisation de la formule DDP & un systéme non dissipatif & N niveaux a été proposée
dans l'article original de Hwang et Pechukas [5]. Ce pendant sa validité nécessite une symétrie
spécifique dans I'Hamiltonien [84-88]|. Il est important donc de développer une technique qui
permet de généraliser la formule DDP a des systémes & N niveaux (N > 2). En particulier la
méthode des temps complexe peut étre une technique prometeuse.
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4 )

Controéle quantique adiabatique:
Technique de passage adiabatique paralléle et systémes
dissipatifs

Résumé: La premiére partie de cette thése est consacrée a 1’élaboration théorique
de processus adiabatiques permettant le transfert de population entre un état initial
et un état cible d’'un systéme quantique. La stratégie du passage adiabatique paralléle
pour laquelle les paramétres de couplage sont congus de telle sorte que la différence
des valeurs propres du systéme reste constante a chaque instant, permet de minimiser
a zéro les transitions non-adiabatiques données par la formule DDP. Cette technique
permet de combiner & la fois 'efficacité énergitique des méthodes impulsion-7 et la
robustesse du passage adiabatique.

La seconde partie de cette thése concerne les effets de la dissipation sur le passage
adiabatique. La formule de probabilité de transition d’'un systéme a deux niveaux
tenant compte des effets de la dissipation est établie. Cette formule permet de re-
formuler la solution générale d’un systéme dissipatif & deux niveaux dans la limite
adiabatique qui est valable au-dela du régime de faible dissipation.

Mots clefs :Controle quantique, passage adiabatique, passage adiabatique paralléle,
formule DDP; lignes de Stokes, systémes quantiques dissipatifs.

Adiabatic quantum control:
Parallel adiabatic passage technique and dissipative
systems

Abstract : The first part of this thesis is devoted to the theoretical analysis of adia-
batic processes allowing the transfer of population from an initial state to a target
state of a quantum system. The strategy of parallel adiabatic passage, in which the
coupling parameters are specifically designed to optimize the adiabatic passage cor-
responding to parallel eigenvalues at all times, allows one to combine the energetically
efficiency of 7- pulse and related strategies with the robustness of standard adiabatic
passage.

The second part of this thesis concerns the effects of the dissipation in adiabatic
passage. The non-adiabatic transition probability formula of a two state system with
dissipation is established. This formula allows on in particular to derive the general
solution of a dissipative two-level system in the adiabatic limit which is valid beyond
weak dissipation regimes.

Key words: Quantum control, adiabatic passage, parallel adiabatic passage, DDP

formula, Stokes lines, dissipative systems.




