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Résumé

Dans cette these, le comportement d’'un modele mathématique permettant de transcrire
la dynamique neuronale est étudié: le systeme de FitzZHugh-Nagumo. En particulier, nous
nous intéressons au caractere aléatoire d’ouverture et de fermeture des canaux ioniques d'un
neurone qui recoit ou non un stimulus.

Ce caractere aléatoire de la dynamique neuronale est considéré, dans notre modele, comme
un bruit.

Dans un premier temps, le comportement du modele de FitzHugh-Nagumo a été caractérisé
au voisinage de la bifurcation d’Andronov-Hopf qui traduit la transition entre ’état d’ac-
tivation et 1’état de repos du neurone. Classiquement, un neurone positionné a I’état de
repos ne produit aucun potentiel d’action. Cependant, il a été montré un phénomene pour
lequel une quantité appropriée de bruit permet la production de potentiels d’action des plus
réguliers: la résonance cohérente. Le deuxieme effet observé lors de simulations numériques
permet au neurone d’améliorer la détection et I’encodage d’un signal subliminal : il s’agit de
la résonance stochastique.

De plus, cette these s’inscrit dans un contexte électronique puisqu’en plus de simuler numéri-
quement le systeme de FitzHugh-Nagumo, les résultats de simulations ont également été
confirmés en réalisant un circuit électronique. En effet, nous avons reproduit la dynamique
non linéaire du systeme de FitzHugh-Nagumo a ’aide de ce circuit électronique. Cela a per-
mis de mettre en évidence expérimentalement les deux phénomenes de résonance cohérente
et de résonance stochastique pour lesquelles le bruit peut avoir une influence constructive

sur le comportement de notre circuit électronique.

Mots clés:

Modeles neuronaux

Systeme non linéaire de FitzHugh-Nagumo
— Bifurcation d’Andronov-Hopf
— Potentiels d’action et dynamique neuronale

— Phénomenes de résonance cohérente et résonance stochastique

Influence constructive du bruit dans un circuit électronique non linéaire



Abstract

We study the nonlinear FitzHugh-Nagumo model witch describes the dynamics of ex-
citable neural element. It is well known that this system exhibits three different possible
responses. Indeed, the system can be mono-stable, oscillatory or bistable. In the oscillatory
regime, the system periodically responds by generating action potential. By contrast, in the
mono-stable state the system response remains constant after a transient. Under certain
conditions, the system can undergo a bifurcation between the stable and the oscillatory

regime via the so called Andronov-Hopf bifurcation.

In this Phd thesis, we consider the FitzHugh-Nagumo model in the stable state, that is
set near the Andronov-Hopf bifurcation. Moreover, we take into account the contribution of

noise witch can induces two phenomena coherence resonance and stochastic resonance.

First, without external driving, we show the effect of coherence resonance since a critical
noise level enhances the regularity of the system response.
Another numerical investigation reports how noise can allow to detect a subthreshold deter-
ministic signal applied to the system. In this case, an appropriate amount of noise maximizes

the signal to noise ratio reveling the stochastic resonance signature.

Besides this numerical studies, we have also built a non linear circuit simulating the
FitzHugh-Nagumo model under the presence of noise. This circuit has allowed to confirm
experimentally the numerical observation of stochastic resonance and coherence resonance.
Therefor, this electronic circuit contributes a framework for further experimental investiga-

tion in the field of neural sciences to better understand the role of noise in neural encoding.

Key Words:

Neural model of FitzHugh-Nagumo

Andronov-Hopf bifurcation

Action potential

Coherence resonance and stochastic resonance phenomenon

Benefit of noise in nonlinear electronic circuit






TABLE DES MATIERES 7
o 8
Table des matieres
1 Introduction 25
2 Présentation d’un oscillateur du type FitzHugh-Nagumo 29
2.1 Un oscillateur particulier: le systeme de FitzHugh-Nagumo . . . . . . . . .. 29
2.1.1 Réponse du systeme déterministe sans stimulus . . . . . . ... ... 32
2.1.2  Réponse du systeme a une excitation sinusoidale . . . . . . . . .. .. 39
2.2 Réponse d'un oscillateur électronique du type FitzHugh-Nagumo . . . . . . . 46
2.2.1 Description du circuit . . . . .. ..o 47
2.2.2 Réponse du circuit électronique sans stimulus . . . . . . ... .. .. 52
2.2.3 Réponse déterministe du circuit a une excitation sinusoidale . . . . . 57
3 Influence du bruit en ’absence de stimulus 63
3.1 Mise en évidence de la résonance cohérente en simulation numérique . . . . . 64
3.2 Etude pratique de la résonance cohérente . . . . . . . . ... ... L. 73
3.3 Le phénomene de résonance auto-induite ou une autre forme de résonance



TABLE DES MATIERES

3.4

3.5

Etude comparative des effets du bruit au voisinage de la bifurcation . . . . . 82

3.4.1 Lien existant entre les parametres A et Z ajustant le seuil de la bifur-

cation d’Andronov-Hopf . . . . . . . .. ... o 82

3.4.2 Comparaison de la réponse du systéeme pour des bruits portant sur les

parametres Aet Z . . .. ... 85
Influence du bruit sur le seuil de la non linéarité . . . . . . ... .. .. ... 85
3.5.1 Etude numérique . . . . . ... 86
3.5.2 Etude expérimentale . . . . . . ... ... 91

4 Influence du bruit sur la détection et ’encodage d’un signal sinusoidal

subliminal 99

4.1

4.2

4.3

Mise en évidence de la résonance stochastique a 1’aide de simulations numériques100

4.1.1 Etude de la résonance stochastique dans le systeme de FitzHugh-Nagumo102

4.1.2 Etude en fonction de la fréquence d’excitation . . . . . . . ... ... 106

Etude de I'encodage d'un stimulus sinusoidal par le systeme de FitzHugh-

4.2.1 Encodage d’un stimulus de fréquence égale a la fréquence propre du

systeme de FitzHugh-Nagumo . . . . . . . . .. .. ... ... ... . 109

4.2.2 Encodage d'un stimulus de fréquence inférieure a la fréquence propre 111

4.2.3 Encodage d’'un stimulus de fréquence multiple de la fréquence propre 113

4.2.4 Encodage d'un stimulus de fréquence non multiple de la fréquence proprel14

Etude pratique de la résonance stochastique . . . . .. ... ... ... ... 116



TABLE DES MATIERES 9

4.4

4.3.1 Mise en évidence expérimentale de la résonance stochastique . . . . . 118
4.3.2 Etude en fonction de la fréquence d’excitation . . . . . ... ... .. 122
Encodage d’un stimulus sinusoidal . . . . . . .. .. ... L. 123
4.4.1 Encodage d'un stimulus de fréquence égale a la fréquence propre du

4.4.2

4.4.3

4.44

CIFCUIt . . . . . s, 124

Encodage d’un stimulus de fréquence sous multiple de la fréquence

PTOPIE . . o o o v e 126

Encodage d'un stimulus de fréquence multiple de la fréquence propre 128

Encodage d’un stimulus de fréquence non multiple de la fréquence propre130

5 Conclusion et perspectives 133



10

TABLE DES MATIERES




TABLE DES FIGURES

11

Table des figures

2.1

2.2

2.3

24

Nullclines du systeme d’équations (2.2) en trait plein ainsi que différentes
trajectoires du plan de phase en pointillés pour les trois régimes de fonction-
nement du systeme de FitzZHugh-Nagumo. Parametres du systeme: a = 2.03,
b= —-253, A=0et e=0.01. (a) Régime bistable obtenu pour (v,2)=(2,—1);
(b) régime excitable obtenu pour (v,2)=(0.2,—3) et (c) régime oscillant ob-
tenu pour (v,2)=(0.2,—1). . . . . ...

Différentes formes d’ondes correspondant aux trois régimes de fonctionnement
du systeme de FitzHugh-Nagumo pour la méme condition initiale x(t=0)=0,
y(t=0)=0. Parametres du systeme: a = 2.03, b = —2.53, A = 0 et ¢ = 0.01.

(a,d) Régime bistable obtenu pour (v,7)=(2,—1); (b,e) régime excitable ob-

tenu pour (7,2)=(0.2,—3) et (c,f) régime oscillant obtenu pour (v,2)=(0.2,—-1). 34

Influence du parametre e sur le plan de phase du systeme de FitzHugh-
Nagumo. Les nullclines du systeme sont tracées en trait plein tandis que les
trajectoires obtenues pour différentes conditions initiales sont représentées en
pointillés. Parametres du systeme: a = 2.03, b = —2.53, A =0, Z = —0.3 et
v7=10.2444. Cas (a): e =0.0l et cas (b): e=3.77. . . . . . .. .. ... ...

Portrait de phase du systeme de FitzHugh-Nagumo avant (a) et apres (b) la
bifurcation d’Andronov-Hopf. (a) Régime excitable pour Z = —0.35 inférieur

au seuil Z;,s. (b) Régime oscillant pour Z = —0.3 excédant la valeur critique

Zins. Parametres du systeme: a = 2.03,b = —2.53, A =0,y =0.244 et e = 3.77. 37



12

TABLE DES FIGURES

2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

2.10

2.11

Evolution temporelle des variables rapide (a,d) et lente (b,e) et plans de phase
associés (c,f) pour deux valeurs du parametre Z: Z = —0.3 (a,b,c) et Z = 0.66
(d,e,f). Autres parametres de la simulation: a = 2.03, b = —2.53, A = 0,
v = 0.244 et € = 3.77. Conditions initiales: x(t=0)=0, y(t=0)=0. . . . . . . .

Evolutions temporelles des signaux d’excitation en pointillés ainsi que des
variables rapide (a,d) et lente (b,e) et les plans de phases correspondants (c,f)
pour les deux fréquences du signal périodique : f=0.15 (a,b,c) et =0.3 (d,e,f).
Parametres du systeme: a = 2.03, b — 2.53, E = —1.3, B=1, v = 0.244 et

Encodage d'un stimulus sinusoidal d’amplitude B = 1 en fonction de sa
fréquence. Le parametre D exprimé avec la relation (2.6) définit trois paliers
pour lesquels le systeme oscille. Parametres du systeme: a = 2.03, b — 2.53,

E=-13B=1,v=0244ete=3.77. . . . . . ... ... ... ...

Diagramme d’encodage d’un stimulus sinusoidal d’amplitude B et de fréquence

f. Le rapport D = N/M est représenté en niveaux de gris en fonction de B et

f. Parametres du systeme: a = 2.03, b — 2.53, E = —1.3, v =0.244 et ¢ = 3.77. 43

Deux diagrammes d’encodage d’un stimulus sinusoidal pour deux valeurs de
E. Le rapport D = N/M est représenté en niveaux de gris en fonction de B
et f. Parametres du systeme: a = 2.03, b — 2.53, v = 0.244 et ¢ = 3.77. Cas
(a): E=—1b5etcas(b) E=—1. . .. ...

Schéma synoptique de l'oscillateur de FitzHugh-Nagumo. C' est un conden-
sateur, L une self inductance, R et Ry deux résistances. Z est une source de
tension continue et Ry, une résistance dont la caractéristique courant-tension

est non linéaire. . . . . . . . . L

Principe de construction de la résistance non linéaire Ry. Le courant Iy, par-
court la résistance Ry qui reboucle 'entrée V' et la sortie P(V') du générateur

de tension polynomiale. . . . . . . . .. ...



TABLE DES FIGURES

13

2.12

2.13

2.14

2.15

2.16

Le circuit électronique implémentant une résistance non linéaire dont la ca-

ractéristique courant-tension est représentée dans I’encadré en bas a droite. La

caractéristique théorique est en trait plein, tandis que les données expérimentales

sont représentées avec des croix. Valeurs des sources de tension et de la

résistance Ry: a =2.03V, b= —-253V et Ry =131KQ. . . ... ... ....

Circuit complet modélisant un oscillateur non linéaire du type FitzHugh-
Nagumo. Valeurs des tensions externes a et b: a = 2.03V, b = —2.53V les
parametres v = 0.244 et ¢ = 3.77 de loscillateur de FitzHugh-Nagumo sont
obtenus avec les valeurs de composants: Rg = 1.31 K€, R = 32090, L = 10mH
et C'=22nF. . . . . .

Schéma illustrant le principe de relevé des nullclines du systeme expérimental.
Les trois branches en parallele du circuit de la figure 2.13 sont remplacées par

le générateur de rampe V(teup). - o v o oo oo

Fonctionnement du circuit en mode excitable. Chronogrammes des tensions V/
et X et plan de phase tracé par 'oscilloscope numérique LeCroy en mode XY.
Valeurs des tensions externes a et b: a = 2.03V, b = —2.53V, les parametres

v =0.244 et € = 3.77 de l'oscillateur de FitzHugh-Nagumo sont obtenus avec

les valeurs de composants: Ry = 1.31 K€}, R = 320, L = 10mH et C = 22nF'. 55

Fonctionnement du circuit en mode oscillant pour deux valeurs de la tension Z.
Dans chaque cas, de haut en bas nullclines et chronogrammes de la variable
rapide: Relevés (a) et (c¢): Z = —0.32V. Relevés (b) et (d): Z = 0.64V.
Valeurs des tensions externes a et b: a = 2.03V, b = —2.53V, les parametres

v =0.244 et € = 3.77 de l'oscillateur de FitzHugh-Nagumo sont obtenus avec

les valeurs de composants: Ry = 1.31 K, R = 3202, L = 10mH et C' = 22nF'. 56



14

TABLE DES FIGURES

217

2.18

2.19

2.20

Encodage par le circuit neuronal de deux signaux sinusoidaux de fréquence
différentes. A gauche, chronogrammes des variables rapide (a,d) et lente (b,e),
I'excitation sinusoidale S(t..p) est reportée en pointillés. A droite, plans de
phase correspondant (c,f). Les deux fréquences du signal sinusoidal sont: f =
SbKHz (ab,c) et f = 10KHz (d,e,f). Valeurs des tensions externes: a =
203V, b = =253V, E = —1.3V, B = 1V, les parametres v = 0.244 et
e = 3.77 de l'oscillateur de FitzHugh-Nagumo sont obtenus avec les valeurs

de composants: Ry = 1.31KQ, R = 3202, L = 10mH et C =22nF. . . . . .

Diagramme d’encodage d’un signal sinusoidal par le circuit électronique du

type FitzHugh-Nagumo. Le rapport D défini par la relation (2.23) est représenté

en niveaux de gris en fonction de I'amplitude B et de la fréquence f.,, du signal
d’entrée. Valeurs des tensions externes: a = 2.03V, b = —-2.53V, E = —1.3V,
les parametres v = 0.244 et € = 3.77 de 'oscillateur de FitzHugh-Nagumo sont
obtenus avec les valeurs de composants: Ry = 1.31 K, R = 32092, L = 10mH
et C'=22nF. . . . . .

Courbes critiques expérimentales (4) et théoriques (pointillés) définissant les
différents encodages possibles d’un stimulus sinusoidal par un neurone du type
FitzHugh-Nagumo. Pour effectuer une comparaison, les données expérimentales
sont normalisées via le changement de fréquence (2.22). Valeurs des tensions
externes: a = 2.03V, b = —2.53V, £ = —1.3V, les parametres v = 0.244 et
e = 3.77 de l'oscillateur de FitzHugh-Nagumo sont obtenus avec les valeurs

de composants: Ry = 1.31KQ, R = 3202, L = 10mH et C =22nF. . . . . .

Influence du parametre E ajustant la bifurcation d’Andronov-Hopf sur I'en-
codage théorique et expérimental d'un stimulus sinusoidal. Les courbes cri-
tiques expérimentales sont tracées avec des croix et comparées aux courbes
théoriques représentées en pointillés. (a) £ = —1.5V et (b) E = —1V. Valeurs
des tensions externes: a = 2.03V, b = —2.53V, les parametres v = 0.244 et
e = 3.77 de l'oscillateur de FitzHugh-Nagumo sont obtenus avec les valeurs

de composants: Ry = 1.31KQ, R = 3202, L = 10mH et C =22nF. . . . . .



TABLE DES FIGURES

15

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

Evolution temporelle des variables lente (b,e,h) et rapide (a,d,g) du systeme
d’équations (3.1) ainsi que les plans de phase correspondants (c,f,i) pour les
trois valeurs de bruit suivantes: ¢ = 0.08 (a,b,c), 0 = 0.4 (d,ef) et 0 = 3
(g,h,i). Parametres du systeme: a = 2.03, b = —2.53, ¢ = 3.77, v = 0.244 et
E=—0.35. . . e

Autocorrélation de la réponse de la variable rapide du systeme d’équations
(3.1) pour les trois valeurs de bruit suivantes: o = 0.08 (a), 0 = 0.4 (b) et
o = 3 (c). Parametres du systéme: a = 2.03, b = —2.53, e = 3.77, v = 0.244

Temps de corrélation 7 du systéeme d’équations (3.1) en fonction de 'écart
type du bruit o. Parametres du systeme: a = 2.03, b = —2.53, ¢ = 3.77,
vy=0244et E=—0.35. . . . ...

Lois de probabilité du temps entre deux potentiels d’action consécutifs obte-
nues avec le systeme d’équations (3.1) pour les trois valeurs de bruit suivantes:
o =0.1(a), c = 0.8 (b) et 0 = 3 (c). Parametres du systeme: a = 2.03,
b= —253, ¢ =377, v =0.244, F = —0.35 et seuil de décision pour un

potentiel d’action Vg =0.. . . . . . ..

Rapport bruit sur signal du systeme d’équations (3.1) en fonction de I’écart
type du bruit. Parametres du systeme: a = 2.03, b = —2.53, ¢ = 3.77, v =
0.244, E = —0.35 et seuil de décision pour un potentiel d’action Vg = 0. . .

Evolution du rapport bruit sur signal Rp en fonction de ’écart type du bruit
pour différentes valeurs de E. Parametres du systeme: a = 2.03, b = —2.53,

e =3.77, v = 0.244 et seuil de décision pour un potentiel d’action Vg = 0. .

71

72



16

TABLE DES FIGURES

3.7

3.8

3.9

3.10

3.11

3.12

Evolutions temporelles de la variable rapide (gauche) et plan de phase corres-
pondant (droite) pour les trois valeurs de bruit suivantes: (a) o = 0.055Vzass,
(b) 0 = 0.383VRrums et (¢) 0 = 1.655VRars. Parametres du dispositif expérimental :
a = 203, b =—-253, E = —0.35V, les parametres 7 = 0.244 et ¢ = 3.77
sont obtenues avec les valeurs de composants: Ry = 1.31KQ), R = 32012,

L=10mH et C =22nF. . . . . . . . . 74

Autocorrélation normalisée de la variable rapide pour les trois valeurs de bruit
suivantes: (a) o = 0.055Vgys, (b) 0 = 0.383Vems et (¢) o0 = 1.655VRps.
Parametres du dispositif expérimental: a = 2.03, b = —2.53, v = 0.244,
€e=377, E=—-035V, Ry =131KQ, R=320Q et C=22nF. . . . ... .. 75

Temps de corrélation pour différentes valeurs R.M.S. de bruit. Parametres du
dispositif expérimental: a = 2.03, b = —2.53, £ = —0.35V, les parametres
v = 0.244 et € = 3.77 sont obtenus avec les valeurs de composants: Ry =

1.31KQ, R=320Q, L=10mH et C=22nF. . . . . . ... ... ... ... 76

Coefficient de variation du temps entre deux potentiels d’actions consécutifs
pour différentes valeurs R.M.S. de bruit. Parametres du dispositif expérimental :
a=2.03,b=-253, E=—0.35V, les parametres v = 0.244 et ¢ = 3.77 sont
obtenus avec les valeurs de composants: Ry = 1.31KQ, R = 3202, L = 10mH

et C' = 22nF. Seuil de décision pour un potentiel d’action Vyy =0.8. . . . . 77

Evolution temporelle des variables lente (b,e,h) et rapide (a,d,g) du systeme
d’équations (3.10) ainsi que les plans de phase correspondant (c,f,i) pour les
trois valeurs de bruit suivantes: o = 0.1 (a,b,c), 0 = 0.8 (d,e,f) et 0 = 3
(g,h,i). Parametres du systeme: a = 2.03, b = —2.53, ¢ = 3.77, v = 0.244 et
Z = —0.35. . . 80

Evolution du coefficient de variation en fonction de la valeur RM S de bruit
o selon que le bruit intervient dans la premiere (pointillés) ou la seconde
équation (trait plein). Parametres du systeme: a = 2.03, b = —2.53, € = 3.77,
v =0.244, Z = —0.35 et seuil de décision pour un potentiel d’action Vg = 0. 81



TABLE DES FIGURES

17

3.13

3.14

3.15

3.16

3.17

(a) Translation verticale de la nullcline d’équation y = x/v (représentée en
pointillés) due a un parametre A = —0.078 non nul. Les nullclines définies par
le systeme d’équations (3.12) sont représentées en trait plein. (b) Translation
verticale de la nullcline d’équation y = f(z) (représentée en pointillés) due
a un parametre Z = —0.32 non nul. Les nullclines définies par le systeme
d’équations (3.13) sont représentées en trait plein. Parametres du systéeme:

a=203,b=—2537=024d. . .

Evolutions temporelles des variables rapide (a,d,g) et lente (b,e,h) du systeme
d’équations (3.8) ainsi que les plans de phase correspondant (c,f,i) pour les
trois valeurs de bruits suivantes: o = 0.1 (a,b,c), 0 = 0.8 (d,e,f) et 0 = 3
(g,h,i). Parametres du systeme: a = 2.03, b = —2.53, ¢ = 3.77, v = 0.244 et
A=—0.0854. . . . . e

Rapport bruit sur signal du systeme d’équations (3.8) en fonction de I’écart
type du bruit. En trait plein: A = —0.0854 et Z = 0; avec des symboles (0):
A =0et Z = —0.35. Parametres du systeme: a = 2.03, b = —2.53, ¢ = 3.77,

v = 0.244, et seuil de décision pour un potentiel d’action Vg =0. . . . . ..

Les deux régimes de fonctionnement du systeme d’équations (3.13) en l'ab-
sence de bruit pour deux valeurs de b différentes : a gauche, régime stable pour
b= —2.7, a droite, régime oscillant pour b = —2.5. De haut en bas, plans de

phase (a,d) et évolutions temporelles des variables rapide (b,e) et lente (c,f).

Parametres du systeme: a = 2.03, E = —0.33, e = 3.77, v = 0.244 et n(t) = 0.

Evolutions temporelles des variables rapide (a,d,g) et lente (b,e,h) du systeme
d’équations (3.13) ainsi que les plans de phase correspondant (c,f,i) pour les
trois valeurs de bruit suivantes: o = 0.06 (a,b,c), o = 0.15 (d,e,f) et 0 = 0.5
(g,h,i). Parametres du systeme: a = 2.03, b = —2.7, E = —0.33, € = 3.77 et
v=0.244. . L

87

88



18

TABLE DES FIGURES

3.18

3.19

3.20

3.21

3.22

Temps de corrélation 7o du systeme d’équations (3.13) en fonction de ’écart
type du bruit ainsi que trois autocorrélations C,, de la variable rapide obte-
nues pour les trois valeurs de bruits suivantes: o = 0.06 (a), 0 = 0.15 (b) et
o = 0.5 (¢). Parametres du systeme: a = 2.03, b = —2.7, F = —0.33, ¢ = 3.77
et vy =0.244. . . . .

Rapport bruit sur signal du systeme d’équations (3.13) en fonction de I’écart
type du bruit ainsi que trois lois de probabilités du temps entre deux potentiels
d’action consécutifs obtenues pour les trois valeurs de bruit suivantes: o =
0.06 (a), o = 0.15 (b) et ¢ = 0.5 (c). Parametres du systeme: a = 2.03,
b= =27 FEF = —0.33, ¢ = 3.77, v = 0.244 et seuil de décision pour un

potentiel d’action Vg =0.. . . . . . ..

Dispositif électronique pour 1’étude des effets du bruit 7 sur le seuil de la non
linéarité b. a = 2.03V, b = =2.7V, E = —0.33V, Ry = 1.31KQ), R = 3201,
L=10mH,C=22nF et R=320Q. . . . . . .. ... ... .. .......

Evolutions temporelles des variables lente (b,e;h) et rapide (a,d,g) du circuit
électronique (3.20) ainsi que les plans de phase correspondant (c,f,i) pour
trois valeurs de bruit: ¢ = 0.046Vgys (ab,c), o = 0.273Veys (def) et
o = 1.465Vgys (g,h,i). Parametres du dispositif expérimental: a = 2.03,
b= —-253, E = —0.35V, les parametres v = 0.244 et ¢ = 3.77 sont obtenus
avec les valeurs de composants: Ry = 1.31KQ, R = 32092, L = 10mH et

Temps de corrélation du systeme d’équations (3.14) en fonction de I’écart type
du bruit ainsi que trois autocorrélations de la variable rapide obtenues pour les
trois valeurs de bruit suivantes: o = 0.046Vzps (a,b,c), 0 = 0.273Vguys (d,e,f)
et 0 = 1.465VRrys (g,h,i). Parametres du circuit: a = 2.03V, b = —2.7V,
E=-033V, Ry=131KQ, R=320Q, L =10mH et C' =22nF. . . . . ..



TABLE DES FIGURES

19

3.23

3.24

4.1

4.2

4.3

Rapport bruit sur signal du systeme d’équations (3.14) en fonction de 1’écart
type du bruit ainsi que trois lois de probabilité du temps entre deux poten-
tiels d’action consécutifs obtenues pour les trois valeurs de bruit suivantes:
o = 0.046Vgps (a,b,c), 0 = 0.273Veys (dyef) et 0 = 1.465Veys (g,h)i). Pa-
rametres du dispositif expérimental: a = 2.03, b = —2.53, £ = —0.35V, les
parametres v = 0.244 et € = 3.77 sont obtenus avec les valeurs de composants :
Ry = 1.31KQ, R = 32092, L = 10mH et C' = 22nF. Seuil de décision pour
un potentiel d’action Vg =0.8V. . . . . ..o

Axone d’un nerf périodiquement enveloppé d’une gaine de myéline définissant

ainsi les nceuds de Ranvier. . . . . . . . ..

[llustration de la problématique abordée dans ce chapitre: le bruit peut-il
faire passer le systeme du fonctionnement excitable au fonctionnement oscil-
lant lorsque 'amplitude et la fréquence sont telles que le signal excitateur
ne déclenche aucun potentiel d’action? Parametres du systeme: a = 2.03,

b—203, E=—-13,vy=024dete=3.77. . . . . ... .. ... ...

Influence du bruit sur la réponse du systeme de FitzHugh-Nagumo soumis a
un stimulus sinusoidal. A gauche, chronogrammes des variables rapide (a,d,g)
et lente (b,e;h). A droite, plans de phase correspondant (c,f,i). Cas (a,b,c)
o = 0.06, cas (d,e,f) 0 = 0.25 et cas (g,h,i) o = 1. Parametres du systeme:
a=203,0—-253, F=—-13,7=0.244 et ¢ = 3.77. Le stimulus sinusoidal
est d’amplitude B = 0.84 et de fréquence f =0.15. . . . . . .. .. ... ..

Spectre de puissance de la variable rapide x pour trois amplitudes de bruit :
Cas (a) 0 = 0.06, cas (b) o = 0.25 et cas (¢) o = 1. Parametres du systeme:
a=203,0—-253, F=—-13,7=0.244 et ¢ = 3.77. Le stimulus sinusoidal
est d’amplitude B = 0.84 et de fréquence f =0.15. . . . . . ... ... ...



20

TABLE DES FIGURES

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

Principe d’estimation du rapport signal sur bruit a partir du spectre de puis-
sance de la variable rapide du systeme de FitzHugh-Nagumo. S représente la
puissance du signal émergent du fond de bruit Fz. Parametres du systeme:
a=203,b—253, F=—-1.3,7=0.244 et ¢ = 3.77. Le stimulus sinusoidal est
d’amplitude B = 0.84 et de fréquence f = 0.15. La valeur efficace du bruit o
est 0.25. .« . L

Rapport signal sur bruit du systeme de FitzHugh-Nagumo évalué a l’aide
de la variable rapide. La courbe (a) correspond au rapport signal sur bruit
estimé a la fréquence fondamentale de la variable rapide tandis que la courbe
(b) est obtenue a partir du second harmonique. Parametres du systeme: a =
2.03, b —2.53, E = —1.3, v = 0.244 et ¢ = 3.77. Le stimulus sinusoidal est
d’amplitude B = 0.84 et de fréquence f =0.15. . . . . . . . . ... ... ..

Rapport signal sur bruit du systeme de FitzHugh-Nagumo pour quatres couples

d’amplitude B et de fréquence f du stimulus sinusoidal. Parametres du systeme :

a=203,0—253, E=—-13,7v=0244det e=3.77. . . . . .. ... ... ..

Chronogrammes et lois de probabilité pour trois valeurs efficaces de bruit o
alors que la fréquence du stimulus est égale a la fréquence propre du systeme.
Cas (a,b) o = 0.06, cas (c,d) o = 0.275 et cas (e,f) 0 = 1. Parametres du
systeme: a = 2.03, b — 2.53, E = —1.3, v = 0.244 et ¢ = 3.77. Le stimulus
sinusoidal est d’amplitude B = 0.84 et de fréquence f =0.15.. . . . . . . ..

Chronogrammes et lois de probabilité pour trois valeurs efficaces de bruit
o alors que la fréquence du stimulus est inférieure a la fréquence propre du
systeme. Cas (a,b) o = 0.06, cas (c,d) 0 = 0.275 et cas (e,f) o0 = 1. Parameétres
du systeme: a = 2.03, b —2.53, E' = —1.3, v = 0.244 et ¢ = 3.77. Le stimulus
sinusoidal est d’amplitude B = 1.02 et de fréquence f =0.1. . . . ... . ..

108

110



TABLE DES FIGURES

21

4.9

4.10

4.11

4.12

Chronogrammes et lois de probabilité pour trois valeurs efficaces de bruit
o alors que la fréquence du stimulus est le double de la fréquence propre du
systeme. Cas (a,b) o = 0.06, cas (c,d) 0 = 0.275 et cas (e,f) o0 = 1. Parameétres
du systeme: a = 2.03, b —2.53, E = —1.3, v = 0.244 et ¢ = 3.77. Le stimulus
sinusoidal est d’amplitude B = 0.71 et de fréquence f=0.3. . ... ... ..

Chronogrammes et lois de probabilité pour trois valeurs efficaces de bruit
o alors que la fréquence du stimulus est supérieure a la fréquence propre du
systeme. Cas (a,b) o = 0.06, cas (c¢,d) o = 0.275 et cas (e,f) o = 1. Parametres
du systeme: a = 2.03, b —2.53, E = —1.3, v = 0.244 et ¢ = 3.77. Le stimulus
sinusoidal est d’amplitude B = 0.73 et de fréquence f =0.2. . . .. ... ..

Diagramme d’encodage d’un signal sinusoidal réalisé par le circuit électronique
du type FitzHugh-Nagumo. Le rapport D défini par la relation (2.23) est
représenté en niveaux de gris en fonction de I'amplitude B et de la fréquence
fexp du signal d’entrée. Valeurs des tensions externes: a = 2.03V, b = —2.53V,
E = —1.3V, les parametres v = 0.244 et € = 3.77 de loscillateur de FitzHugh-
Nagumo sont obtenus avec les valeurs de composants: Ry = 1.31KQ2, R =

3200, L=10mH et C=22nF. . . . . . ... ...

Influence du bruit sur la réponse du circuit de FitzHugh-Nagumo soumis a
un stimulus sinusoidal. A gauche, chronogrammes des variables rapide (a,d,g)
et lente (b,e;h). A droite, plans de phase correspondants (c,f,i). Cas (a,b,c)
o = 0.046Vgys, cas (def) o = 0.273Vrys et cas (g,h,i) o = 1.465Vgys.
Valeurs des tensions externes: a = 2.03V, b = —2.53V, EF = —1.3V. Le
stimulus sinusoidal est d’amplitude B = 0.76V et de fréquence f.,, = 5K Hz.
Les parametres v = 0.244 et € = 3.77 de l'oscillateur de FitzHugh-Nagumo
sont obtenus avec les valeurs de composants: Ry = 1.31K€Q), R = 32012,
L=10mH et C=22nF.. . . . . . . . . . . .

117



22

TABLE DES FIGURES

4.13

4.14

4.15

4.16

Spectre de puissance de la variable rapide V pour trois amplitudes de bruit :
cas (a) 0 = 0.046Vrps, cas (b) 0 = 0.273Vgys et cas (¢) 0 = 1.465VRps.
Valeurs des tensions externes: a = 2.03V, b = —2.53V, £ = —1.3V. Le
stimulus sinusoidal est d’amplitude B = 0.76V et de fréquence f.,, = 5K Hz.
Les parametres v = 0.244 et € = 3.77 de l'oscillateur de FitzHugh-Nagumo
sont obtenus avec les valeurs de composants: Ry = 1.31K€Q), R = 32012,
L=10mH et C=22nF.. . . . . . . . . .

Rapport signal sur bruit du circuit évalué a partir de la variable rapide V. Pour
la courbe (a), le rapport signal sur bruit est estimé a la fréquence fondamen-
tale. La courbe (b) est calculée, quant a elle, a partir de la deuxieme harmo-
nique. Valeurs des tensions externes: a = 2.03V, b= —2.53V, E = —1.3V. Le
stimulus sinusoidal est d’amplitude B = 0.76V et de fréquence f.,, = 5K Hz.
Les parametres v = 0.244 et € = 3.77 de l'oscillateur de FitzHugh-Nagumo
sont obtenus avec les valeurs de composants: Ry = 1.31K€Q), R = 32012,
L=10mH et C=22nF.. . . . . . . . .

Rapport signal sur bruit du circuit électronique de FitzHugh-Nagumo pour
quatres couples des valeurs d’amplitudes B et de fréquence f.,, du stimulus
sinusoidal. Valeurs des tensions externes: a = 2.03V, b = —2.53V, E =
—1.3V. Les parametres v = 0.244 et € = 3.77 de l'oscillateur de FitzHugh-
Nagumo sont obtenus avec les valeurs de composants: Ry = 1.31K€), R =

32000, L=10mH et C =22nF. . . . . . . . . . ...

Chronogrammes et lois de probabilité pour trois valeurs efficaces de bruit
o alors que la fréquence du stimulus est égale a la fréquence propre du
circuit. Cas (a,b) 0 = 0.046Vgus, cas (¢,d) o = 0.273Viys et cas (e,f)
o = 1.465Vxys. Valeurs des tensions externes: a = 2.03V, b = —2.53V,
E = —1.3V. Le stimulus sinusoidal est d’amplitude B = 0.76V et de fréquence
feap = DK Hz. Les parametres v = 0.244 et € = 3.77 de l'oscillateur de
FitzHugh-Nagumo sont obtenus avec les valeurs de composants: Ry = 1.31 K€,

R=320Q, L=10mH et C'=22nF. . . . . . . . . ... ... .. ......

120

121

123



TABLE DES FIGURES

23

4.17

4.18

4.19

5.1

5.2

9.3

Chronogrammes et lois de probabilité pour trois valeurs efficaces de bruit
o alors que la fréquence du stimulus est égale a la moitié de la fréquence
propre du circuit. Cas (a,b) o = 0.046Vgys, cas (c,d) 0 = 0.273Vzys et
cas (e,f) o = 1.465VRzys. Valeurs des tensions externes: a = 2.03V, b =
—2.53V, F = —1.3V. Le stimulus sinusoidal est d’amplitude B = 1.13V et
de fréquence f.,, = 2.5 K Hz. Les parametres v = 0.244 et € = 3.77 de l'os-
cillateur de FitzHugh-Nagumo sont obtenus avec les valeurs de composants:

Ry=131KQ, R=320Q), L=10mH et C' =22nF. . . . . .. .. ... ...

Chronogrammes et lois de probabilité pour trois valeurs efficaces de bruit
o alors que la fréquence du stimulus est égale au double de la fréquence
propre du circuit. Cas (a,b) ¢ = 0.046Vgys, cas (c,d) o = 0.273Vgys et
cas (e,f) o = 1.465VRzys. Valeurs des tensions externes: a = 2.03V, b =
—2.53V, F = —1.3V. Le stimulus sinusoidal est d’amplitude B = 0.63V et
de fréquence f.,, = 10K Hz. Les parametres v = 0.244 et ¢ = 3.77 de l'os-
cillateur de FitzHugh-Nagumo sont obtenus avec les valeurs de composants :

Ry=131KQ, R=320Q, L=10mH et C =22nF. . . . . . .. . ... ...

Chronogrammes et lois de probabilité pour trois valeurs efficaces de bruit
o. Cas (a,b) 0 = 0.046Vgys, cas (¢,d) 0 = 0.273Vyys et cas (e,f) o =
1.465VRzrs. Valeurs des tensions externes: a = 2.03V, b = =253V, K =
—1.3V. Le stimulus sinusoidal est d’amplitude B = 0.69V et de fréquence
feap = 8DHKHz. Les parametres v = 0.244 et € = 3.77 de l'oscillateur
de FitzHugh-Nagumo sont obtenus avec les valeurs de composants: Ry =

1.31KQ, R=320Q, L=10mH et C=22nF. . . . . . .. ... .. ... ...

Vue de dessus de la carte électronique. . . . . . .. ...

Schéma électrique du circuit électronique de FitzHugh-Nagumo réalisé sous le

logiciel Kicad. . . . . . . . . . . .

Présentation du circuit électronique de FitzHugh-Nagumo dans le cadre de

I’Experimentarium sous le marché couvert de Dijon. . . . . . . . .. ... ..

127

129



24

TABLE DES FIGURES




25

Chapitre 1

Introduction

Il existe un certain nombre de phénomeénes qui sont modélisés par des équations différen-
tielles non linéaires. La dynamique de la surface des océans [1], la propagation d’impulsions
dans les fibres optiques via le concept de soliton [2], 'ondulation des feuilles sous le vent
ou encore la propagation des dislocations dans les réseaux cristallins [3] en sont quelques
exemples.

Ainsi les équations différentielles qui rendent compte de ces phénomenes couvrent différents
champs disciplinaires tels que la physique, la chimie et la biologie. Dans ce dernier domaine,
les systemes obéissant a des équations de type réaction-diffusion occupent une place parti-
culiere puisqu’ils permettent notamment de modéliser la communication neuronale ainsi que

I'excitabilité des tissus cardiaques.

C’est la raison pour laquelle ces systemes sont toujours largement étudiés tant sur les as-
pects théoriques [4], numériques [5] ou expérimentaux [6]. Ainsi, des dispositifs expérimentaux
basés sur la dynamique de réactions chimiques [7, 8], de systemes optique [9] et de circuits
électronique ont été développés [10,11]. En particulier, on peut citer les études de Kuhnert et
co-auteurs qui utilisent la réaction chimique de Belousov-Zhabotinsky pour effectuer du trai-
tement d’image. Dans leurs publications, ils tirent profit de la non linéarité inhérente a cette
réaction chimique photosensible de Belousov-Zhabotinsky afin d’effectuer une détection de
contours d’une image projetée sur un milieu photosensible [12,13]. Ce procédé de traitement

d’image est assez non conventionnel puisqu’il permet d’utiliser une réaction chimique comme
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processeur de traitement. Adamatzky et De Lacy Costello ont poursuivi les recherches dans
ce domaine du calcul non conventionnel en démontrant la possibilité d'utiliser un processus
de réaction-diffusion chimique qui implémente une simple porte logique [14].

La ligne électrique de transmission, développé par Nagumo et co-auteurs, permet également
de mettre en évidence expérimentalement une dynamique non linéaire. En effet, en utilisant
leffet tunnel des diodes, ils ont pu simuler la propagation de l'influx nerveux le long d’un

axone [15].

En ce qui concerne les systeme neuronaux, le premier modele décrivant les échanges
ioniques au niveau de la membrane du neurone fut introduit par Hodgking et Huxley, ce qui
leur a valu le prix Nobel de médecine et de physiologie en 1963 [16]. Par la suite, d’autre
modeles ont été proposés tels que celui de FitzHugh-Nagumo [15,17-19] ou plus récemment
ceux de Morris-Lecar [20] et de Hindmarsh-Rose [21] pour n’en citer que trois. Le modele
de FitzHugh-Nagumo, version simplifiée de celui de décrivant 'oscillateur de Bonhoeffer-Van
der Pol, est sans conteste le systeme le plus étudié tant sur les aspects théoriques [22—-24],

numériques [25-27] et expérimentaux [28].

Parallelement, ces trois dernieres décennies il a pu étre mis en évidence que le bruit pou-
vait avoir un effet bénéfique dans les systémes non linéaires via les phénomenes de résonance

cohérente [29] et de résonance stochastique [30-32].

La résonance cohérente apparait lorsque la régularité de la réponse d’un systeme non
linéaire en ’absence de signal excitateur est améliorée par l’ajout d’une quantité optimum de
bruit. Une mesure de la cohérence de la réponse du systeme, telle que le temps de corrélation,

présente une résonance pour une valeur particuliere de bruit [29,33-35].

Si la résonance cohérente est observé dans un systéme non linéaire en présence exclusive
de bruit, ce n’est pas le cas du phénomene de résonance stochastique puisqu’il est alors
nécessaire d’exciter le systéme non linéaire par un signal d’information. Ce dernier doit étre
considéré comme subliminal, c¢’est-a-dire non décelable par le systeme en ’absence de bruit.
La résonance stochastique fait donc intervenir un signal d’information, périodique ou non et
un signal aléatoire, appelé bruit, caractérisé par sa fonction de répartition et qui peut étre

additif [36] ou multiplicatif [37], coloré [38] ou blanc [39]. L’addition ou la multiplication de
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ces deux protagonistes est alors soumise a la décision d’'un systeme non linéaire qui a été
longtemps constitué d’un seul élément comme c’est le cas pour les systemes électroniques du
type trigger [40-43]. En sortie, on réalise une mesure de performance dont la plus couramment
utilisée est le rapport signal sur bruit (S.N.R. en anglais). D’autres mesures peuvent étre
envisagées, selon le type de signaux cohérents traités, tels que le rapport du S.N.R. de sortie
et d’entrée [44] ou une corrélation entrée-sortie, plus adaptée aux signaux apériodiques [45].
On parle de résonance stochastique lorsque cette mesure de performance du systeme présente
un extremum pour une valeur optimum de bruit. Le terme de résonance a été attribué par

analogie avec la résonance du facteur de qualité d’un circuit bouchon.

Ces deux phénomenes ont été mis en évidence expérimentalement dans de nombreux
domaines parmi lesquels la climatologie [30,46,47], la mécanique [31,48], I'optique [49-51],
la neurobiologie [52], les communications numériques [53,54], ou encore la chimie [55].

En électronique, les effets bénéfiques du bruit ont été quantifiés en utilisant le circuit de
Chua [56], le triggers de Schmitt [40,57] ou encore des circuits basés sur les semiconducteurs

[27,50].

Les travaux présentés dans ce manuscrit de these portent sur le développement d'un cir-
cuit électronique permettant d’étudier expérimentalement le systeme de FitzHugh-Nagumo
en présence de bruit. Ce systeme, depuis son introduction par FitzHugh dans sa version
déterministe, fait I'objet d'un regain d’intérét des lors que la contribution du bruit est

considérée [5,6,10,28,29,32,35,53-61].

Ce manuscrit ce décompose en trois parties pour lesquelles une étude numérique précede
I’étude expérimentale. Les investigations numériques permettent ainsi d’expliquer le compor-
tement du systeme de FitzHugh-Nagumo pour différents stimuli. De plus, I’étude numérique

est un pré-requis a ’étude expérimentale afin de déterminer la valeur des parametres.

Dans le premier chapitre, I’oscillateur de FitzHugh-Nagumo est analysé en régime déterministe,
¢’est-a-dire sans la contribution du bruit. Sa réponse pouvant prendre trois formes distinctes
(excitable, bistable ou oscillant), les conditions d’obtention de I'un ou 'autre des états sont
détaillées.

Le circuit électronique est également introduit dans ce chapitre ainsi que les détails de son
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développement. Ensuite, le comportement du circuit est comparé aux résultats issus des

simulations numériques.

Le second chapitre traite de 'effet bénéfique du bruit sur le systeme de FitzHugh-Nagumo
sans signal excitateur. Les simulations numériques ainsi que le circuit électronique permettent
d’observer le phénomene de résonance cohérente. De plus, un autre phénomene introduit tres
récemment sous le terme résonance auto-induite est analysé dans ce chapitre. Cet effet étant
tres proche de la résonance cohérente, il sont tout les deux comparés via les simulations

numériques et le circuit électronique.

Le troisieme et dernier chapitre de cette these se focalise sur le phénomene de résonance
stochastique. Le systeme de FitzHugh-Nagumo est alors excité par un signal subliminal et
il est mesuré si le bruit peut permettre la détection de ce stimulus. La réponse est marquée
par 'empreinte du signal c’est pourquoi les caractéristiques du stimulus sont modifiées afin
de comprendre 'influence de chaque parametre sur la réponse. Cela conduit a explorer I’en-
codage réalisé par le systeme de FitzHugh-Nagumo.

Comme précédemment, les simulations sont complétées par une étude expérimentale.

Pour finir, ce manuscrit termine en présentant une conclusion et plusieurs perspectives

que les travaux permettent d’envisager.



29

Chapitre 2

Présentation d’un oscillateur du type

FitzHugh-Nagumo

Parmi les différents modeles de systemes excitables, cette these est dévolue a 1’étude
d’un oscillateur du type FitzHugh-Nagumo. Malgré la simplicité des équations de ce modele,
celui-ci permet une bonne interprétation des mécanismes de réaction-diffusion observés dans
de nombreux systemes naturels.

Alors que les chapitres suivants auront pour but de montrer les effets du bruit sur ce type
d’oscillateur, le premier chapitre de cette these s’ouvre sur le fonctionnement de ce systeme

de FitzHugh-Nagumo sans bruit, c’est-a-dire en régime déterministe.

2.1 Un oscillateur particulier : le systeme de FitzHugh-

Nagumo

Le systeme de FitzHugh-Nagumo dérive du modele plus complet de Bonhceffer-Van der
Pol. En effet, ce dernier est un systeme non linéaire gouverné par des équations différentielles
du second ordre. Développé de 1920 a 1928 par les deux chercheurs [62-69], ce modele
devient rapidement une référence pour décrire le comportement des milieux excitables et

plus particulierement pour expliquer la dynamique des systemes neuronaux. Le systeme de
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deux équations couplées, proposé par Bonhceeffer-Van der Pol, est le suivant :

dX
- = CFX)+Y+2)

% —X+BCY_A. (2.1)
Cet oscillateur modélise le milieu excitable par les variations de X et Y au cours du temps
T. L’écart d’échelle de temps entre les deux équations est régi par la constante C' tandis que
F(X) est une fonction non linéaire.

Dans cette these, le parametre B est considéré comme une constante, tandis que les pa-

rametres A et Z constitueront les entrées du systeme qui pourront soit étre constantes, soit

varier au cours du temps.

Les réalisations pratiques, présentées dans la suite de ce manuscrit, ont amené a considérer
le systeme d’équations suivant :

dx

P fl@)—y+Z
% = elx—yy—A). (2.2)

Ce systeme correspond au modele de FitzHugh-Nagumo avec comme particularité de ne pas
négliger le parametre v qui est peu pris en compte dans la littérature.

De plus, ce systeme peut se mettre sous la forme des équations (2.1) proposées par Bonhoeeffer-
Van der Pol moyennant le changement de variables suivant soit effectué:

1
r =X, y=-Y, t=TxC, EIE, v = B.

Le systeme d’équations de FitzHugh-Nagumo étant approprié pour rendre compte de la dy-
namique des neurones, le paragraphe suivant détaille les grandeurs du systeme en précisant
les implications biologiques de chacune.

Tout d’abord, la variable x(¢) qui est appelée variable rapide du systeme FitzHugh-Nagumo
(2.2) représente le potentiel de la membrane plasmique d’un neurone. Lors de la communica-
tion neuronale, I’évolution de la polarisation de cette membrane se fait en prenant la forme
de potentiels d’actions.

Le degré de polarisation de cette membrane est modulable par les neurotransmetteurs. Il
y a plusieurs échanges ioniques au niveau de ces neurotransmetteurs notamment des ions

Sodium, Potassium, Chlorure et Calcium. Ce sont les échanges des ions Potassium qui sont



2.1 UN OSCILLATEUR PARTICULIER: LE SYSTEME DE FITZHUGH-NAGUMO 31

pris en compte avec la variable y(t) qui est aussi appelée variable “lente” [70].
La non linéarité de la dynamique neuronale est modélisée par la fonction cubique f(z). Dans
cette these, elle est définie de fagon a présenter une racine fixe 0 et deux racines ajustables

a et b. Ainsi, la fonction non linéaire s’exprime sous la forme cubique :

f(x) = —z(x —a)(x —b). (2.3)

Dans la littérature, les travaux effectués sur ce modele utilisent souvent le polynéme
flx)=2— %3 dont les racines —v/3 et /3 sont symétriques par rapport & la racine 0. Dans
cette these, les racines a et b sont ajustables afin d’induire une dissymétrie qui permet a
la variable rapide x(t) de prendre une forme d’onde plus proche de celle observée dans le
modele physiologique, c’est-a-dire une forme de type potentiel d’action [71].

Les autres parametres du systeme n’ont pas de correspondance directe avec des grandeurs

biologiques. Néanmoins, ces parametres sont introduits par FitzHugh et Nagumo pour décrire

qualitativement le phénomene de la dynamique neuronale qui est tres complexe :

— la constante € regle ’écart d’échelles de temps entre les deux équations.
— la constante v ajuste le poids de la variable lente y par rapport a la variable rapide x.

— les parametres A et Z sont les entrées du systeme et définissent les conditions d’acti-

vation du neurone.

Dans ce chapitre, deux cas de figure sont envisagés. Dans un premier temps, en 1’absence
de stimuli, ces entrées pourront étre considérées comme constantes. Au contraire, lorsque
le neurone sera soumis a un stimulus déterministe, les entrées A et Z pourront fluctuer au
cours du temps.

Il est a noter que, dans les chapitres suivants, la contribution du bruit sur ces entrées sera

également prise en considération.
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(b) (€)

Fia. 2.1 — Nullclines du systéme d’équations (2.2) en trait plein ainsi que différentes tra-
jectoires du plan de phase en pointillés pour les trois régimes de fonctionnement du systeme
de FitzHugh-Nagumo. Paramétres du systéme: a = 2.03, b = —2.53, A =0 et e = 0.01. (a)
Régime bistable obtenu pour (v,Z )=(2,—1); (b) régime excitable obtenu pour (v,7 )=(0.2,—3)
et (¢) régime oscillant obtenu pour (v,Z)=(0.2,—1).

2.1.1 Réponse du systeme déterministe sans stimulus

Les différents régimes de fonctionnement du systeme de FitzHugh-Nagumo

En I'absence de stimuli, c’est-a-dire lorsque les entrées A et Z sont constantes, la réponse
du systeme de FitzHugh-Nagumo comporte trois régimes de fonctionnement distincts qui
peuvent étre déterminés graphiquement en tracant les nullclines. Ces dernieres sont obtenues
en annulant les dérivées du systeme d’équations (2.2), ce qui permet d’obtenir leurs équations

sous la forme suivante:

y = f(x)+ Z: pour la x-nullcline obtenue en annulant la dérivée de x.

— A
y = z : pour la y-nullcline obtenue en annulant la dérivée de y. (2.4)
7

La premiere équation définit la x-nullcline qui correspond a une cubique généralement avec
deux extrema, tandis que la deuxieme équation est une droite, appellée y-nullcline. Elles
peuvent étre toutes les deux translatées verticalement en agissant sur les variables Z et A,
ce qui ajuste leurs intersections.

A titre d’exemple, les deux nullclines du systeme d’équations (2.4) sont représentées sur la
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figure 2.1 dans le cas ou les racines a et b de la fonction cubique f(x) sont fixées respective-
ment & 2.03 et —2.53. Tout comme dans plusieurs articles [29,72], le parametre € est réglé a
0.01, tandis que la nullcline droite ne subira aucun décalage en imposant A = 0.

De plus, trois couples de valeurs de v et Z sont choisis pour que les intersections des null-
clines correspondent aux trois régimes de fonctionnement possibles du systeme de FitzHugh-
Nagumo, c’est-a-dire les régimes bistable, excitable et oscillant.

Le plan de phase étant le tracé de la variable y(t) en fonction de z(t), il permet de caractériser
le fonctionnement du systeme et de décrire ses attracteurs en analysant les trajectoires obte-
nues pour différentes conditions initiales. Les trajectoires sont reportées en pointillés sur la
figure 2.1 pour chacun des trois couples (7,Z) considérés. Pour ce faire, le systeme d’équations
est simulé avec un algorithme de Runge Kutta d’ordre quatre.

L’intersection entre les deux nullclines ainsi que les trajectoires obtenues pour différentes
conditions initiales permettent d’illustrer le comportement du systeme pour les trois régimes

de fonctionnement suivants:

— Sur la figure 2.1(a), les nullclines ont trois points d’intersection. Le point central ay
est considéré comme un point instable tandis que les deux autres points a; et ag sont
stables. En effet, les trajectoires du plan de phase se dirigent vers I'un ou 'autre des
deux points stables selon la valeur de la condition initiale. Ce régime de fonctionnement

est appelé bistable en raison des deux points d’attractions a; et asz du systeme.

— La figure 2.1(b) ne compte qu’une seule intersection b; entre les nullclines et ce point
d’intersection ne se trouve pas entre les deux extrema de la cubique, ce qui définit
un seul point stable vers lequel évolue le systeme. Le régime du systeme est qualifié

d’excitable.

— Sur la figure 2.1(c), la nullcline droite intersecte la nullcline cubique entre ses deux ex-
trema en un seul point ¢; qui est instable [29]. Les trajectoires montrent l'existence d’'un
régime de fonctionnement avec cycles périodiques. Le systeme oscille continuellement :

il est en mode oscillant.

Pour les trois régimes de fonctionnement, il est remarquable que les trajectoires du plan de
phase convergent vers les deux branches extrémes de la nullcline cubique qui constitue ainsi

une courbe d’attraction.
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Fi1Gc. 2.2 — Différentes formes d’ondes correspondant auz trois régimes de fonctionnement
du systeme de FitzHugh-Nagumo pour la méme condition initiale z(t=0)=0, y(t=0)=0. Pa-
rameétres du systeme: a = 2.03, b= —2.53, A =0 et ¢ = 0.01. (a,d) Régime bistable obtenu
pour (v,Z)=(2,—1); (b,e) régime excitable obtenu pour (v,Z)=(0.2,—3) et (c,f) régime os-
cillant obtenu pour (v,Z)=(0.2,—1).

Le plan de phase permet d’avoir une vision synthétique de I’évolution des variables x et y.
En ce qui concerne leurs évolutions temporelles, la figure 2.2 rassemble les profils d’ondes
caractéristiques de chacun des trois régimes de fonctionnement du systeme de FitzHugh-
Nagumo.

Dans le cas bistable, la condition initiale x = 0, y = 0 a l'instant ¢ = 0 permet au systeme
d’évoluer vers le point stable a; de coordonnées (—2.51,—1.25). Ainsi, aprés un régime tran-
sitoire, la variable rapide se stabilise vers la valeur —2.51, tandis que la variable lente évolue
vers —1.25. Le méme phénomene est observable dans le cas excitable sauf que la condition
initiale évolue vers le point stable b; de coordonnées (—1.66,—8.32), ce qui donne les profils
d’ondes des figures 2.2(b) et (e). Enfin, sur la figure 2.2(c), les variations de z dénotent un
comportement périodique avec une croissance et une décroissance tres rapide des fronts mon-

tants et descendants du profil d’onde. Cette forme d’onde caractéristique est couramment
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appelée potentiel d’action ou encore “spike” dans la littérature anglo-saxonne. La variable
lente y, quant-a-elle, oscille avec le méme période que la variable rapide mais sans front raide,
comme présenté a la figure 2.2(f).

Il est possible de passer du mode excitable au mode oscillant en agissant uniquement sur
certains parametres du systeme comme par exemple Z, A ou b. La transition entre ces deux
régimes de fonctionnement porte le nom de bifurcation d’Andronov-Hopf. C’est I’étude des
effets du bruit au voisinage de cette bifurcation, c’est-a-dire sur les parametres Z, A et b,
qui fait 'objet de cette these. Cependant, il reste a comprendre 'influence du parametre e
sur le comportement du systeme. Le paragraphe qui suit va permettre de justifier la valeur

de € retenue au cours de cette these.

Choix de I’écart d’échelle de temps ¢

Dans un premier temps, il est important de souligner que la littérature néglige couram-
ment le parametre v. Dans cette these la simplification n’a pas été effectuée ce qui permet
au systeme d’équations utilisées d’approcher le modele générique de Bonhceeffer-Van der Pol.
Ainsi, la constante 7 est fixée a 0.244 ce qui agit sur la pente de la y-nullcline et permettra
d’accorder les simulations numériques et les manipulations qui seront effectuées.

Dans ce paragraphe, 'utilisation du plan de phase va permettre de caractériser les effets du
parametre € sur la réponse du systeme de FitzHugh-Nagumo lorsque ce dernier est en régime
oscillant.

Le systeme d’équations (2.2) a été simulé numériquement afin d’établir les trajectoires du

plan de phase résultant de différentes conditions initiales.



36 2 . PRESENTATION D’UN OSCILLATEUR DU TYPE F1TZzHUGH-NAGUMO

Fi1G. 2.3 — Influence du paramétre € sur le plan de phase du systeme de FitzHugh-Nagumo.
Les nullclines du systeme sont tracées en trait plein tandis que les trajectoires obtenues

pour différentes conditions initiales sont représentées en pointillés. Parameétres du systeme :

a=203,b=-253, A=0,7Z =—-0.3 ety=0.2444. Cas (a): ¢ = 0.01 et cas (b): e = 3.77.

Deux valeurs de € choisies avec des ordres de grandeur completement différents ont permis
d’obtenir les plans de phase de la figure 2.3 qui sont complétés avec les nullclines du systeme.

Cette étude numérique a permis de montrer que:

— Si € est faible, comme c’est le cas sur la figure 2.2(a) pour la valeur 0.01, 'influence de
la nullcline cubique sur 'attraction du systeme est la plus prononcée puisque le cycle
périodique est confondu par endroits avec les deux branches extrémes de la nullcline
cubique. De plus, les trajectoires sont tres rectilignes ce qui traduit la faible influence de
la variable lente lors de la production des fronts montant et descendant des potentiels

d’actions observés a la figure 2.2(c).

— Au contraire, si la constante e est importante, les trajectoires du plan de phase sont
plutot curvilignes et ne suivent plus directement la nullcline cubique. La forme cur-
viligne du cycle périodique est plus proche de la dynamique biologique des neurones
modélisés par le systeme, c’est pourquoi la valeur € = 3.77 est retenue dans la suite
de manuscrit. En effet, c’est également la valeur qui sera fixée pour le dispositif

électronique.
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Fic. 2.4 — Portrait de phase du systéeme de FitzHugh-Nagumo avant (a) et aprés (b) la
bifurcation d’Andronov-Hopf. (a) Régime excitable pour Z = —0.35 inférieur au seuil Z;,y.

b) Régime oscillant pour Z = —0.3 excédant la valeur critique Z;, . Parametres du systeme :
g ! Yy

a=203,b=-253 A=0,y=0.244 et e = 3.77.

Ajustement du mode de fonctionnement du systeme via le parametre 7

Dans le paragraphe précédent, les parametres v et € ont été choisis respectivement aux
valeurs 0.244 et 3.77. Les zéros de la non linéarité cubique étant inchangés, des lors que la
constante A est nulle, c’est le parametre Z qui va permettre au systeme d’étre soit dans le
régime oscillant, soit dans le régime excitable.

En effet, comme le montrent les plans de phase de la figure 2.4, la position de 'unique
intersection des nullclines est commandée par la variable Z dont 'effet est de translater ver-
ticalement la nullcline cubique. Selon la valeur de Z, le point d’intersection peut se déplacer
sur la nullcline cubique, ce qui permet de passer du régime excitable au régime oscillant via
la bifurcation d’Andronov-Hopf. La valeur critique pour laquelle cette bifurcation a lieu sera
noté Zi,s.

Par ailleurs, la bifurcation pourra également avoir lieu dans le sens régime oscillant-régime
excitable pour une seconde valeur critique Zg,, pour laquelle I'intersection des nullclines est

située cette fois-ci pres du maximum local de la nullcline cubique.

Des simulations numériques ont permis d’estimer par dichotomie ces deux seuils Z;, et

Zsup qui définissent un intervalle de valeurs entre lesquelles le systeme oscille.
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Fic. 2.5 — Evolution temporelle des variables rapide (a,d) et lente (b,e) et plans de phase
associés (c,f) pour deuzr valeurs du paramétre Z: Z = —0.3 (a,b,c) et Z = 0.66 (d,e,f).
Autres paramétres de la simulation: a = 2.03, b = —2.53, A =0, v = 0.244 et ¢ = 3.77.
Conditions initiales : z(t=0)=0, y(t=0)=0.

En effet, il a été observé numériquement que le systeme change de comportement pour Z;, s

et Zg,p valant respectivement —0.320 et 0.683.

Dans les prochains chapitres, les effets du bruit sur ce systeme d’équations sont étudiés
au voisinage de la bifurcation d’Andronov-Hopf. Etant donné que le systeme bifurque pour
les deux valeurs critiques Z;, s et Zg,,, il convient de restreindre cette étude en ne considérant
que 'une ou 'autre de ces valeurs seuils. Pour justifier le choix qui a été retenu, la réponse
du systeme a été relevé lorsque celui est en régime oscillant et que la valeur de Z est proche
des valeurs critiques Z;,s et Zs,,. La réponse temporelle du systeme ainsi que les plans de
phase correspondants sont tracés sur la figure 2.5 pour une valeur de Z qui est supérieure a
Zing (—0.3 > —0.320) et une valeur de Z qui est inférieure a Zy,, (0.66 < 0.683). Ces deux

exemples permettent de formuler les remarques suivantes :
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— L’amplitude et la fréquence des variables rapide et lente sont identiques dans les deux
cas. De plus, la période des oscillations sans stimulus, qui définit dans cette these le
temps propre du systeme, vaut 6.6.

— En outre, les profils d’ondes sont bien différents dans les deux exemples présentés.
En effet, lorsque le systeme est positionné proche de la limite basse, pour Z = —0.3,
les ondes générées prennent la forme typique des potentiels d’actions. Au contraire, si
le systeme est positionné proche de la limite haute Z = 0.66, le profil des ondes est

“renversé” comparé au profil d’onde précédent.

2.1.2 Réponse du systeme a une excitation sinusoidale

Jusqu’a présent, le fonctionnement du systeme de FitzHugh-Nagumo était ajusté avec un
parametre d’entrée Z constant qui définissait un point de fonctionnement statique. L’objet
du présent paragraphe est de caractériser le comportement du systeme en régime dynamique,
¢’est-a-dire en superposant un signal sinusoidal au point de fonctionnement statique.

Dans un contexte neuronal, ce cas de figure modélise un neurone issu du systéeme sensoriel
qui recoit un stimulus sinusoidal et le transcode en produisant une réponse sous forme de
trains de potentiels d’actions.

Pour décrire ce processus de codage d’'un stimulus sinusoidal, le systéeme d’équations (2.2) a
été modifié en décomposant le parametre Z en une constante E a laquelle est ajouté un signal
sinusoidal. En remplagant ainsi Z par E + Bcos(wt), le systéeme d’équations d’un neurone

interprétant un signal sinusoidal d’amplitude B et de pulsation w devient :

Ccll_f = f(z) —y+ E + Bcos(wt)
dy
% = e(z —vy). (2.5)

La constante E permet d’ajuster le point de fonctionnement statique du systeme. Son role
est similaire a celui du parametre Z de la partie précédente. C’est donc ce parametre E qui
va positionner le systeme en régime excitable de telle sorte que ce soit le stimulus sinusoidal
qui permette de bifurquer en régime oscillant.

Ainsi, la valeur de E est choisie bien en dessous de la valeur seuil Z;,,y = —0.32 qui déclenche

la bifurcation d’Andronov-Hopf, ce qui est réalisé en prenant £ = —1.3.
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Dans un premier temps, il est évident que 'amplitude du signal sinusoidal sera déterminante
pour passer dans le régime oscillant. Il est cependant plus complexe d’anticiper le role de
la fréquence du signal périodique sur la réponse du systeme. Pour ce faire, des fréquences
d’excitation multiples de la fréquence propre du systeme ont été considérées, c’est-a-dire
multiples de la fréquence d’oscillation du systeme en régime oscillant et ce en ’absence de
stimulus sinusoidal.

Deux exemples de réponses périodiques sont présentés sur la figure 2.6 pour des fréquences
d’excitation égales a 0.15 et 0.3, correspondant a la fréquence propre du systeme et a son

double. L’amplitude du signal sinusoidal reste dans les deux cas constante et égale a 1.

(€)

(f)

-2 -1

0
X(t)

F1G. 2.6 — Evolutions temporelles des signauz d’excitation en pointillés ainsi que des variables
rapide (a,d) et lente (b,e) et les plans de phases correspondants (c,f) pour les deux fréquences
du signal périodique: f=0.15 (a,b,c) et f=0.3 (d,e,f). Paramétres du systéme: a = 2.03,
b—253, E=—-13, B=1,7=0.244 et e = 3.77.

Bien qu’étant périodique dans les deux cas, la réponse est tres différente tant sur les profils
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d’ondes que sur le plan de phase.

— Dans le premier exemple, pour la fréquence du signal valant 0.15, les oscillations des
variables rapide et lente sont identiques a celles observées dans la partie précédente ou le
signal sinusoidal n’était pas considéré. En effet, une transition dynamique est induite
par le stimulus périodique entre les régimes excitable et oscillant. Cette transition
dynamique étant aussi rapide que la fréquence du systeme sans stimulus, le systeme

répond de la méme maniere.

— Au contraire, dans le deuxieme exemple, la fréquence du signal excitateur est le double
de la fréquence propre. Les figures 2.6(d)(e) et (f) montrent que deux périodes du signal
excitateur sont nécessaires pour que la réponse du systeme se fasse sur une période.
Ainsi, la fréquence des oscillations reste inchangée par rapport au premier cas. Si des
fréquences multiples de la fréquence propre du systeme sont considérées, la fréquence

propre du systeme devient la fréquence maximale de génération des potentiels d’actions.

Afin d’étudier completement I'influence de la fréquence du stimulus périodique sur la réponse
du systeme, il est possible d’introduire le parametre D défini comme le rapport entre le

nombre de périodes de la réponse du systeme et le nombre de périodes du signal d’excitation :

avec  N: nombre de périodes de la réponse du systeme ,

et M : nombre de périodes du signal excitateur .

La figure 2.7 permet de visualiser I'influence de la fréquence du stimulus sur ce parametre
D. Tout d’abord, il existe un intervalle de fréquence pour lequel le systeme est en régime
oscillant puisque D est non nul. Cet intervalle s’étend de la fréquence 0.105 jusqu’a la valeur

0.495. Par ailleurs, pour les fréquences de cet intervalle, trois paliers sont identifiables :

1. Le premier palier correspond aux fréquences pour lesquelles D est égal a 1, ce qui
signifie que le systeme synchronise sa réponse avec 'excitation d’entrée en produisant
un signal de méme période que 'excitation. Un exemple de réponse illustrant ce com-

portement est tracé sur les figures 2.6(a)(b) et (c) pour la fréquence 0.15.
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Fic. 2.7 — Encodage d’un stimulus sinusoidal d’amplitude B = 1 en fonction de sa fréquence.
Le paramétre D exprimé avec la relation (2.6) définit trois paliers pour lesquels le systéme

oscille. Parametres du systeme: a =2.03, b—2.53, E = —1.3, B=1, v=0.244 et ¢ = 3.77.

De plus, pour les fréquences appartenant a ce palier, ’encodage du signal réalisé par le
systeme neuronal peut s’identifier sous la forme M:N avec M =1 et N = 1. En effet,
une période du signal excitateur (M = 1) provoque en réponse une période en sortie
du systeme (N =1).

2. Les fréquences de l'excitation sinusoidale pour lesquelles le parametre D vaut 0.5
définissent le deuxieme palier. Pour ce palier, I’encodage sinusoidal par le systeme
neuronal est du type 2:1. En effet, deux périodes de I'excitation sinusoidale produisent
une réponse du systéeme sur une seule période. A titre d’exemple, les signaux corres-
pondant a ce type d’encodage ont été représentés sur les figures 2.6(d)(e) et (f) lorsque

la fréquence d’excitation était 0.3.

3. Il existe un dernier intervalle de fréquence pour lequel le parametre D ne varie pas et
reste égal a 0.33. Il s’agit cette fois-ci d’'un encodage du type 3:1 puisque le systeme

développe une période en réponse a trois périodes du signal sinusoidal.

Enfin, pour les fréquences n’appartenant pas a l'intervalle [0.105; 0.495], le systéeme demeure

en régime excitable (zone hachurée de la figure 2.7).



2.1 UN OSCILLATEUR PARTICULIER: LE SYSTEME DE FITZHUGH-NAGUMO 43
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Fi1G. 2.8 — Diagramme d’encodage d’un stimulus sinusoidal d’amplitude B et de fréquence f.
Le rapport D = N/M est représenté en niveauzr de gris en fonction de B et f. Paramétres

du systeme: a =2.03, b—2.53, E = —1.3, v=10.244 et ¢ = 3.77.

Il a déja été noté que le régime de fonctionnement du systeme dépendait de 'amplitude
du stimulus. De plus, la dépendance vis-a-vis de la fréquence de l’excitation qui vient
d’étre détaillée implique que le comportement du systeme est donc amplitude et fréquence
dépendant.

Contrairement au cas sans excitation, ol une valeur seuil du parametre E définissait la bi-
furcation entre les deux modes de fonctionnement du systéme, cette notion de seuil disparait
en présence de stimulus. En effet, en plus de dépendre de la valeur du parametre F, le régime
de fonctionnement du systeme est dicté par les valeurs de la fréquence et de 'amplitude du
signal excitateur.

Pour une valeur du parametre F fixée, il convient donc d’établir les conditions d’oscillation du

systeme en fonction de 'amplitude B et de la fréquence f du stimulus sinusoidal. Pour cela,
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Fic. 2.9 — Deux diagrammes d’encodage d’un stimulus sinusoidal pour deux valeurs de E.
Le rapport D = N/M est représenté en niveaux de gris en fonction de B et f. Paramétres du

systéme: a =2.03, b — 2.53, v =0.244 et e = 3.77. Cas (a): E = —1.5 et cas (b) E = —1.

le parametre D est représenté en niveaux de gris dans un diagramme amplitude-fréquence.
A titre d’exemple, un tel diagramme est présenté sur la figure 2.8 pour £ = —1.3. En plus
de préciser les régimes de fonctionnement du systeme, ce diagramme révele les différents
encodages possibles pour un stimulus sinusoidal. En effet, la partie noire du diagramme de
la figure 2.8 définit les conditions d’amplitude et de fréquence pour lesquelles le systeme
n’oscille pas, tandis que pour les trois autres zones, le systeme est en mode oscillant.

Tout comme a la figure 2.7, qui correspond en fait a une coupe du diagramme de la figure

4.4, 1l est possible d’identifier trois types d’encodage :

— La zone blanche correspond a un encodage du type 1:1 puisque D est égal a 1.
— A coté de cette zone, une région gris clair marque l’encodage 2:1 du systeme. En effet,
la valeur de D est alors 0.5.

— Enfin, la zone gris foncé révele un encodage du type 3:1 avec le parametre D valant

0.33.

L’allure du diagramme amplitude-fréquence dépend évidemment de 1’écart du parametre F

avec la valeur seuil Z;,y = —0.320 puisque cette derniere permet au systeéme d’osciller en
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I’absence de stimulus via la bifurcation d’Andronov-Hopf. En effet, deux autres valeurs du
parametre E ont été pris en compte et ont permis d’établir les diagrammes de la figure 4.2
avec des zones de fonctionnement similaires a celles observées précédemment. Cependant,
plus le parametre E s’éloigne de la valeur critique Z;,, plus les plages d’amplitude et de

fréquence définissant ces zones d’encodage du type 1:1, 2:1 et 3:1 se restreignent.

La résonance stochastique est un effet par lequel le bruit améliore la détection d’un signal
subliminal. Pour observer ce phénomene, le systeme doit étre positionné en régime excitable
et proche du régime oscillant de telle sorte que le signal excitateur soit subliminal et donc
non détectable en sortie du systeme. Ainsi, pour la valeur de F figée a —1.3, le diagramme
amplitude-fréquence de la figure 2.8 permettra de choisir les valeurs de 'amplitude B et de
la fréquence f qui positionnent le systeme en régime excitable et proche du régime oscillant,
c’est-a-dire dans la zone en noir du diagramme amplitude-fréquence. En particulier, pour
une fréquence d’excitation f, il existe une valeur critique d’amplitude B;,; qui fait passer
le systeme du fonctionnement excitable au fonctionnement oscillant. Dans le tableau 2.1,
sont rassemblées cette valeur seuil B;,s pour les différentes valeurs de E et de f qui seront
considererées au chapitre 3 pour mettre en évidence le phénomene de résonance stochastique

et étudier I'encodage réalisé par le systeme.

[ | E | Biny
0.1 |1.02] 1.04
0.12 [ 0.93 | 0.95
0.14 | 0.87 | 0.89
0.15 | 0.84 | 0.86
0.2 | 0.73 ] 0.75
0.3 ]0.71]0.73

TAB. 2.1 — Valeurs critiques B,y de l'amplitude du signal excitateur qui permet de passer du
régime excitable au régime oscillant. Ces résultats sont présentés pour différentes valeurs du
parametre E et de la fréquence f du stimulus sinusoidal. Paramétres du systeme: a = 2.03,

b—2.53, v=0.244 et e = 3.77.
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2.2 Réponse d’un oscillateur électronique du type FitzHugh-

Nagumo

En plus de simuler les effets du bruit sur le systeme de FitzHugh-Nagumo, un des
aspects importants de cette these est de présenter un dispositif électronique capable de
confirmer expérimentalement les phénomenes observés en simulations numériques. En effet,
les réalisations pratiques permettant de mettre en évidence la résonance cohérente ou la
résonance stochastique dans les systemes neuronaux ne sont pas nombreuses.

Le circuit électronique de Chua, créé pour modéliser la dynamique du chaos [73], fut un des
premiers circuits non linéaires qui permit de présenter 'effet de résonance cohérente [56].
D’autres circuits électroniques utilisent la non linéarité de I'amplificateur opérationnel et
mettent en évidence l'influence du bruit sur le comportement dun circuit non linéaire ex-
citable [74]. Les effets de résonance cohérente [75-78], de résonance stochastique [79] et de
propagation assistée par le bruit [53,80] ont été révélés dans de tels systemes.

Les premieres études physiques de I'influence constructive du bruit ont été menées sur des
systemes simples avant d’étre appliqués a des modeles neuronaux. De méme, jusqu’a présent,
les circuits électroniques qui ont été développés ne correspondent pas au modele complet de
FitzHugh-Nagumo. Le présent paragraphe propose ainsi la réalisation d’un tel oscillateur.
Bien que le bruit ne soit pas traité dans cette partie, différentes modifications possibles ont
été prévues des la conception du dispositif expérimental pour permettre 1’étude des effets du

bruit. Le dispositif a donc été développé avec les particularités suivantes:

— Les grandeurs du systeme a, b, Z et A du modele normalisé de FitzHugh-Nagumo

seront ajustables avec des sources de tensions.

— Un bruit pourra étre ajouté a l'oscillateur de FitzHugh-Nagumo sur plusieurs de ses
parametres normalisés, tels que: Z, A et b. Comme il sera traité dans le prochain

chapitre, ceci permettra d’observer le phénomene de résonance cohérente.

— De plus, les parametres normalisés Z et A pourront également subir I'influence d’un
signal sinusoidal. Les effets d’un stimulus sinusoidal sur ce circuit électronique seront

aussi étudiés a la fin de ce chapitre en 'absence de bruit.
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Dans un premier temps, la démarche adoptée pour mener a bien la conception du circuit
sera exposée. La réponse déterministe du circuit sera ensuite relevée sans stimulus, puis pour
clore ce chapitre, un signal sinusoidal sera enfin considéré. Les chapitres suivants montreront

quant a eux l'influence du bruit sur le dispositif expérimental.

2.2.1 Description du circuit

Les difficultés rencontrées lors de la réalisation de cet oscillateur non linéaire obéissant

au systeme d’équations couplés de FitzHugh-Nagumo furent les suivantes:

— Obtenir un circuit électronique régi par deux équations différentielles couplées.

— Implémenter la non linéarité cubique du systeme de FitzHugh-Nagumo et faire en sorte

que ses racines soient facilement ajustables.

La premiere difficulté a pu étre surmontée en considérant le circuit du type RLC de la figure

2.10. II est constitué de la mise en parallele des quatre branches suivantes:

— Une résistance non linéaire dont la caractéristique courant-tension permettra d’implan-
ter la non linéarité cubique du modele de FitzHugh-Nagumo. Dans un premier temps,
le dispositif permettant d’introduire un courant non linéaire Iy sera admis alors que
le détail de ce circuit sera commenté par la suite.

— Un condensateur de capacité C' traversé par un courant Ic.

— Une self inductance d’inductance L en série avec une résistance R. Le courant dans
cette branche sera noté I;.

— Une résistance Ry en série avec une source de tension Z, le tout étant parcouru par un

courant Ig.

Le premiere équation du systeme de FitzHugh-Nagumo s’obtient en appliquant la loi des

noeuds au circuit de la figure 2.10:

Inp+1c+ 1+ 1g=0. (27)
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Fic. 2.10 — Schéma synoptique de l'oscillateur de FitzHugh-Nagumo. C' est un condensateur,
L une self inductance, R et Ry deux résistances. Z est une source de tension continue et

Ryp une résistance dont la caractéristique courant-tension est non linéaire.

Le courant I, qui circule a travers 'inductance L et la résistance R, permet d’exprimer la
deuxieme équation du systeme de FitzHugh-Nagumo et de créer ainsi le couplage entre les
deux équations. En notant t.,, le temps expérimental par opposition au temps normalisé ¢

des équations de FitzHugh-Nagumo, les lois de Kirchhoff permettent donc d’écrire le systeme

suivant :
av Z-V
C = —Inp(V)—-1 :
T ~no(V) = I + R
I
P oy x (2.8)
dtemp

Le courant I, qui intervient dans les deux équations, peut également s’exprimer en fonction
de la tension X aux bornes de la résistance R. Apres avoir appliqué la loi d’Ohm pour obtenir

le courant Iy, le systeme (2.8) peut étre transformé comme suit :

dv Ry X
R,C i = [—Roln (V) = V] — ;% s
L dX X

(2.9)

= — V-X P
R dtor, o aveei =g

Le systeme (2.9) est proche des équations de l'oscillateur de FitzHugh-Nagumo pour peu
que le changement de variables suivant soit effectué:

R Ry X R:C texp
= — W = = t= . 2.10
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Fi1G. 2.11 — Principe de construction de la résistance non linéaire Ryy. Le courant Iny,
parcourt la résistance Ry qui reboucle l'entrée V' et la sortie P(V) du générateur de tension

polynomiale.

En effet, a partir de ce changement de variables, il est possible de déduire les équations

normalisées de fonctionnement du dispositif électronique sous la forme suivante :

av
il [—RoInp(V)—=V]-W + Z.
% = eV —AW). (2.11)

Ce systeme d’équations normalisées correspond a celui de FitzHugh-Nagumo lorsque le cou-

rant non linéaire Iy, suit la loi cubique suivante:

() = 2V = “)gz —H-V (2.12)

En effet, si cette condition est réalisée, le dispositif électronique interprete bien le systeme

de FitzHugh-Nagumo normalisé rappelé ci-apres:

av
dt

aw
dt

= —V(V-—a)(V-b-W+Z

) (2.13)
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Fic. 2.12 — Le circuit électronique implémentant une résistance non linéaire dont la ca-
ractéristique courant-tension est représentée dans l’encadré en bas a droite. La caractéristique
théorique est en trait plein, tandis que les données expérimentales sont représentées avec des

croixz. Valeurs des sources de tension et de la résistance Ry: a = 2.03V, b = —2.53V et

Ry =1.31Kq.

La difficulté principale réside donc dans I'implémentation électronique de cette non linéarité.
Pour résoudre ce probleme, la méthodologie introduite par J.-C. Comte et P. Marquié [81] a
été utilisée. 11 s’agit de reboucler I'entrée et la sortie d’un générateur de tension polynomiale
selon le principe de la figure 2.11 avec une résistance R, de telle sorte que le courant I la
traversant suive la loi:

V—PV)

[NL(V) - RO

(2.14)

Dans l'expression (2.14), le polynome P (V') est obtenu en pratique, comme indiqué a la figure
2.12, c’est-a-dire a I’aide de deux multiplieurs analogiques AD633 JNZ et d'un amplificateur
opérationnel TLO81CN. Afin d’exprimer le polynome P(V), il convient de déterminer les
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tensions S; et Sy en sortie des multiplieurs du circuit de la figure 2.12.

a et b étant des sources externes de tension continue, la sortie du premier multiplieur obéit
a:
(V —a)(V —0b)

Sy = 3 : (2.15)

ou [ correspond au facteur d’échelle des multiplieurs analogiques et est ajusté a 1V 1.

Le second multiplieur délivre, a sa sortie, la tension:

_ V(V—=a)(V —b)
Sy = 07 . (2.16)

Pour finir, 'amplificateur opérationnel de la figure 2.12 est cablé en sommateur de sorte que
sa sortie fournisse une tension qui prenne la forme suivante :

V(V —a)(V —0b)

P(V) = 2V — =

. (2.17)

En reportant ce polynome dans l'expression (2.14), le courant non linéaire peut s’écrire

comme suit :

(v = V= “&Z —H-V (2.18)

Ce courant correspond a celui de l'expression (2.12) et permet ainsi d’implémenter par-
faitement un oscillateur électronique régi par les équations de FitzHugh-Nagumo. L’en-
cadré de la figure 2.12 compare le relevé expérimental de la caractéristique courant-tension
de la résistance non linéaire avec 'expression théorique (2.18). Il semble que les données
expérimentales soient en accord avec les données théoriques car les points de mesures sont
présents sur la courbe issue des simulations numériques. L’écart entre les résultats expérimentaux
et ceux des simulations permet de penser que le circuit électronique est bien une modélisation
fidele de la non linéarité du systeme de FitzHugh-Nagumo.

Pour obtenir ce résultat, les valeurs de composants du schéma 2.12 sont d’une précision de
1% et il n’a pas été nécessaire de compenser 1'offset des amplificateurs opérationnels.

Ce circuit électronique a fait 'object du PFE (projet de fin d’étude) de J. Parrot que j’ai
co-encadré en septembre 2007 a ’école d’ingénieur ESIREM (Ecole Supérieure d’Ingénieur

de Recherche En Matériaux et InfoTronique) sous la responsabilité de S. Morfu. A T'issue de
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ce projet de 100 heures, J. Parrot a pu mettre au point une maquette d’expérimentation s’ap-
puyant sur les schémas et les explications que nous lui avions fournis. De plus, la réalisation
de cette maquette a été congue pour permettre de caractériser ultérieurement les différents

effets du bruit sans avoir besoin d’apporter de modifications conceptuelles a la maquette.

2.2.2 Réponse du circuit électronique sans stimulus

Le circuit électronique complet de 'oscillateur est détaillé sur la figure 2.13 avec les valeurs
des composants qui seront utilisées tout au long de cette these. Ces valeurs de composants
sont choisies de telle sorte qu’elles permettent de retrouver les parametres € et v qui ont été
considérés dans I’étude numérique. Ainsi, pour obtenir v = 0.244 et € = 3.77, les composants
suivantes sont choisis: Ry = 1.31 K, R = 32012, L = 10mH, et C' = 22nF. Les composants
sont tous d’'une précision de 1% et I'inductance a été bobiné manuellement afin de limiter sa
résistance interne.

De plus, les valeurs des racines de la fonction cubique ont été conservées identiques a celles
qui avait été considérées au paragraphe 2.1.1 lors de I’étude en simulation numérique du
systeme de FitzHugh-Nagumo. Les racines a et b sont donc respectivement ajustées a 2.03V
et —2.53V avec deux sources de tension continues externes.

L’objet du présent paragraphe est d’étudier la réponse du circuit électronique de la figure
2.13 lorsque ce dernier est soumis a une tension Z constante. Les tensions V' et W adoptent
un comportement qui peut étre anticipé grace a la position de l'intersection des nullclines

du systeme d’équations (2.13). Ces nullclines sont définies par les équations suivantes:

W = —V(V-a)(V-0)+Z, pour la V-nullcline ,

W = % pour la W-nullcline , (2.19)

D’apres ces équations, 'entrée Z peut faire varier la position de la V-nullcline et ainsi changer
le mode de fonctionnement du circuit. Pour mémoire, le systeme suit un comportement
périodique lorsque les nullclines s’intersectent entre les deux extrema de la V-nullcline.

D’un point de vue expérimental, il est possible de relever les nullclines du circuit afin de
prévoir sa réponse. Il suffit pour cela d’introduire le courant non linéaire donné par la relation

(2.18) dans 'équation de la V-nullcline.
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Fic. 2.13 — Circuit complet modélisant un oscillateur non linéaire du type FitzHugh-Nagumo.
Valeurs des tensions externes a et b: a = 2.03V, b = —2.53V, les parametres v = 0.244 et
€ = 3.77 de loscillateur de FitzHugh-Nagumo sont obtenus avec les valeurs de composants :

Ry =131KQ, R=3209, L =10mH et C' = 22nF.
Les nullclines s’expriment alors sous la forme suivante :

W = —Roly (V)-V+Z

w o= ¥ (2.20)
g

A partir de cette nouvelle formulation des nullclines, connaissant Z et ~, il est remarquable
que la mesure du courant non linéaire I, en fonction de la tension V' permette d’avoir acces
aux nullclines expérimentales. Le schéma électronique de la figure 2.17 montre comment le
courant [y, est relevé en fonction de la tension V' en remplacant les branches en parallele
du circuit de la figure 2.13 par un générateur de rampe.

De part leur intersection, les nullclines ont permis de mettre en évidence deux régimes de

fonctionnement possible qui dépendent de la valeur de la tension Z :

— Le régime excitable pour lequel les variables V' et W évoluent vers le point stable défini

par 'intersection des nullclines.

— Le régime oscillant pour lequel la réponse du systeme est périodique.
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Fi1G. 2.14 — Schéma illustrant le principe de relevé des nullclines du systéme expérimental.
Les trois branches en paralléle du circuit de la figure 2.13 sont remplacées par le générateur

de rampe V (tep)-

La transition qui s’effectue entre ces deux modes de fonctionnement correspond a la bifur-
cation d’Andronov-Hopf introduite au paragraphe 2.1.1.

La figure 2.15 présente un exemple de relevé expérimental lorsque le circuit est en mode
excitable. Les tensions V' et W sont mesurées au cours du temps a l’aide d’un oscillo-
scope numérique LeCroy qui permet d’afficher directement le plan de phase en se placant
en mode XY. Dans ce cas de figure, le circuit électronique démarre au point de coordonnées
[—2.08V; —2.07V] et il se stabilise au point [—1.42V; —1.42V]. Dans la suite de la these, les
relevés expérimentaux provenant de l'oscilloscope seront sauvegardés puis traités et mis en
forme avec le logiciel Matlab.

Comme il a été constaté en simulation numérique, il existe également expérimentalement

deux valeurs critiques induisant une bifurcation du comportement du systeme :

~ Si la tension Z excede la valeur seuil Z;7f mesurée a —0.35V/, le circuit passe du mode

excitable au mode oscillant via une premiere bifurcation.

— Si maintenant la tension Z dépasse la valeur critique ZgP valant 0.65V/, la transition

a lieu dans le sens régime oscillant - régime excitable via une deuxieme bifurcation.
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Fic. 2.15 — Fonctionnement du circuit en mode excitable. Chronogrammes des tensions V.
et X et plan de phase tracé par loscilloscope numérique LeCroy en mode XY. Valeurs des
tensions externes a et b: a = 2.03V, b = —2.53V, les parametres v = 0.244 et ¢ = 3.77
de l'oscillateur de FitzHugh-Nagumo sont obtenus avec les valeurs de composants: Ry =

1.31KQ, R =320Q, L = 10mH et C'= 22nF.

Le circuit électronique oscille donc pour une tension Z appartenant a l'intervalle [—0.35V; 0.65V],

les deux bornes de cet intervale définissant ces deux bifurcations.

C’est au voisinage de ces deux bifurcations et dans le régime oscillant que la réponse du
circuit a été tracée sur la figure 2.16 ainsi que les nullclines expérimentales. Dans les deux
cas, leurs intersections sont bien proches des deux extrema de la nullcline cubique définissant

ainsi un point instable et donc un régime de fonctionnement avec cycles périodiques.
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Fi1G. 2.16 — Fonctionnement du circuit en mode oscillant pour deux valeurs de la tension Z.
Dans chaque cas, de haut en bas nullclines et chronogrammes de la variable rapide : Relevés
(a) et (c): Z = —0.32V. Relevés (b) et (d): Z = 0.64V. Valeurs des tensions externes a
etb:a = 2.03V, b = —2.53V, les parameétres v = 0.244 et € = 3.77 de l'oscillateur de
FitzHugh-Nagumo sont obtenus avec les valeurs de composants: Ry = 1.31 K€, R = 3201,
L =10mH et C' = 22nF.

De plus, la figure 2.16 permet de confirmer que la réponse de la variable rapide du systeme
présente un profil d’onde de type potentiel d’action lorsque 'intersection des nullclines est
proche de la bifurcation basse, soit pour une valeur de Z proche de Z;7% = —0.35V. Les
profils d’ondes sont donc proche de ceux obtenus en simulation numérique. Cependant, il
y a un écart entre les valeurs critiques mesurées expérimentalement et celles obtenues en

simulation numérique :

— En effet, la bifurcation basse a lieu expérimentalement pour Z;7% = —0.35V/, alors que

les simulations ont révélé la valeur Z;,; = —0.320.

— En ce qui concerne la bifurcation haute, I’étude expérimentale dénote une bifurcation de

Pordre de ZgiP = 0.65V alors que les simulations ont révélé la valeur seuil Z,, = 0.683.
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Cet écart est simplement di a l'imprécision des composants et des appareils de mesures.
Ainsi, bien que le dispositif soit tres proche du modele de FitzHugh-Nagumo, dans la suite de
cette these les comparaisons seront uniquement qualitatives entre le circuit et les simulations
numériques. Le but étant bien évidemment que le circuit mette en évidence les mémes effets

que les simulations numériques.

2.2.3 Réponse déterministe du circuit a une excitation sinusoidale

Dans cette partie, la réponse du circuit sera relevée lorsque celui-ci subit l'influence
d’un stimulus constitué d’un signal sinusoidal issu d’un générateur de fonction auquel sera
superposée une tension continue F.

Le générateur Z est donc remplacé par le générateur de fonction délivrant un signal S(t..,)
avec une tension d’offset E. Les équations normalisées du dispositif expérimental soumis a

un signal périodique peuvent s’écrire sous la forme:

% = —V(V—-a)(V—=5b)—W + E+ Bcos(wt).
Wy 2o

La tension continue F permet d’appliquer un décalage vertical de la V-nullcline et, comme
pour les simulations numériques, elle sera réglée a —1.3V. Le systeme est alors paramétré
loin de la valeur seuil Z;7 = —0.35V qui provoque la bifurcation d’Andronov Hopf en
'absence de stimulus (B = 0). Par conséquent, le circuit n’oscille pas sans la contribution de
I’excitation sinusoidale. Tout comme au paragraphe 2.1.2; ou une analyse numérique avait
été menée, 'amplitude de cette derniere sera ajustée a 1V. L’équivalence entre la fréquence

normalisée f et la fréquence expérimentale f,, se déduit du changement de variable (3.15)

qui impose:

f
RoC"

feap = (2.22)

D’apres cette relation, la fréquence propre du systeme normalisé qui avait été mesurée a 0.15
correspond expérimentalement a la fréquence de 5K H z.
Cette fréquence sera la premiere fréquence d’excitation appliquée au circuit, tandis que sa

valeur double, soit 10K H z, sera ensuite considérée.
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Fi1G. 2.17 — Encodage par le circuit neuronal de deux signauzx sinusoidaux de fréquence
différentes. A gauche, chronogrammes des variables rapide (a,d) et lente (b,e), l'excitation
sinusoidale S(t..,) est reportée en pointillés. A droite, plans de phase correspondant (c,f).
Les deux fréquences du signal sinusoidal sont: f = 5KHz (a,b,c) et f = 10KHz (d,e,f).
Valeurs des tensions externes:a = 2.03V, b= —2.53V, F = —1.3V, B =1V, les paramétres
v =0.244 et e = 3.77 de l'oscillateur de FitzHugh-Nagumo sont obtenus avec les valeurs de
composants: Ry = 1.31K€), R = 32090, L = 10mH et C = 22nF.

La réponse du circuit ainsi que les plans de phase associés sont représentés a la figure 2.17
pour ces deux fréquences du stimulus sinusoidal. Dans les deux cas, bien que les tensions V'

et W évoluent périodiquement avec la méme fréquence, les profils d’ondes sont différents:

— Comme le montre la figure 2.17(a), le circuit répond en délivrant un potentiel d’action
pour chaque période du stimulus sinusoidal. L’encodage réalisé par le circuit pour cette
premiere fréquence est donc du type 1:1 car a une période du signal d’entrée correspond

une période du signal de sortie.

— Au contraire dans le deuxieme cas de figure, la fréquence 10K H z du signal excitateur

induit une réponse qui n’est pas aussi rapide que le signal d’entrée.
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Fic. 2.18 — Diagramme d’encodage d’un signal sinusoidal par le circuit électronique du type
FitzHugh-Nagumo. Le rapport D défini par la relation (2.23) est représenté en niveaux de
gris en fonction de l'amplitude B et de la fréquence fepp du signal d’entrée. Valeurs des
tensions externes: a = 2.03V, b = =253V, E = —1.3V, les parametres v = 0.244 et
€ = 3.77 de loscillateur de FitzHugh-Nagumo sont obtenus avec les valeurs de composants :

Ry =131KQ, R=32092, L =10mH et C' = 22nF".

En effet, comme observé sur la figure 2.17(d), il faut deux périodes du signal sinusoidal

pour que la réponse présente une période: I'encodage est alors du type 2:1.

Les premieres observations expérimentales sont conformes a celles effectuées lors des simu-
lations numériques. De plus, le comportement du circuit électronique dépend de 'amplitude
et de la fréquence du signal excitateur.

Afin de décrire I'encodage du stimulus sinusoidal, le coefficient D sera réutilisé comme au

paragraphe 2.1.2. Pour mémoire, il est défini par:

N
D = —
M

avec NN :nombre de périodes de la réponse du circuit ,

et M : nombre de périodes délivré par le générateur de fonction . (2.23)
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Fic. 2.19 — Courbes critiques expérimentales (+) et théoriques (pointillés) définissant les
différents encodages possibles d’un stimulus sinusoidal par un neurone du type FitzHugh-
Nagumo. Pour effectuer une comparaison, les données expérimentales sont normalisées via
le changement de fréquence (2.22). Valeurs des tensions externes: a = 2.03V, b = —2.53V,
E = —1.3V, les parametres v = 0.244 et € = 3.77 de l'oscillateur de FitzHugh-Nagumo sont
obtenus avec les valeurs de composants: Ry = 1.31KQ, R = 32082, L = 10mH et C' = 22nF.

Ce coefficient permet d’établir le diagramme d’encodage d’un stimulus sinusoidal avec le
circuit électronique. Ce diagramme s’obtient en représentant en niveaux de gris la valeur du
coefficient D en fonction de I'amplitude B et de la fréquence f du signal S(t..,). La figure
2.18 révele les conditions d’oscillations ainsi que les trois types d’encodages possibles.

En effet, chaque zone de la figure 2.18 correspond a un fonctionnement particulier du

systeme :

— La zone en noir définit les conditions d’amplitude et de fréquence du signal sinusoidal
pour lesquelles le circuit électronique est en mode excitable. Dans les autres cas, le

circuit sera en mode oscillant.
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— Dans la zone blanche, 'amplitude et la fréquence du signal sinusoidal permettent un
encodage du type 1:1 puisque le coefficient d’encodage D reste constant et égal a 1. A
titre d’exemple, les signaux correspondant a ce type d’encodage sont représentés aux
figures 2.17(a)(b) et (c¢) pour une fréquence d’excitation de 5K H z.

— En ce qui concerne les valeurs d’amplitude et de fréquence prises dans la zone en gris
clair, le coefficient d’encodage D demeure égal a 0.5. Il s’agit donc d’un encodage du
type 2:1 pour lequel un potentiel d’action est déclenché toutes les deux périodes du
stimulus. La figure 2.17(d) illustre cet encodage.

— Enfin, dans la région en gris foncé, le coefficient D valant %, I’encodage du stimulus
sinusoidal est du type 3:1; ce qui signifie qu'un potentiel d’action est produit toutes

les trois périodes du signal excitateur.

Il semble donc que le circuit réalise qualitativement les mémes types d’encodage que ceux ob-
servés en simulations numériques au paragraphe 2.1.2. Afin de mener une étude comparative
entre les résultats expérimentaux et les simulations numériques, les valeurs seuil d’amplitude
et de fréquence qui définissent les frontieres entre les différentes zones du diagramme d’en-
codage sont fixées.

Tous les résultats sont tracés en unités normalisées en convertissant les fréquences expérimentales
a l'aide du changement de variable (2.22). La figure 2.19 rassemble les différentes courbes
critiques d’amplitudes et de fréquences délimitant les trois zones d’encodages du stimulus
sinusoidal.

Les données expérimentales, tracées avec des croix, suivent l’allure dictée par les courbes
théoriques obtenues en simulations numériques et représentées en pointillés. Cependant,
bien que l'accord soit tres bon pour les fréquences inférieures a 0.3, certaines divergences
entre données expérimentales et théoriques apparaissent pour des fréquences plus élevées.
La figure 2.20 montre également les courbes critiques entre les différentes zones d’enco-
dage pour d’autres valeurs du parametre E ajustant la bifurcation d’Andronov-Hopf soit
—1.5V et —1V. Cela permet de confirmer que, quelle que soit la valeur de E, les résultats
expérimentaux sont plus proches de ceux observés en simulations lorsque la fréquence du
signal excitateur est inférieure a 0.3.

En outre, plus le systeme est paramétré loin de la bifurcation d’Andronov-Hopf, plus les

intervalles de fréquence et d’amplitude définissant les trois types d’encodages se réduisent.
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FiG. 2.20 — Influence du paramétre E ajustant la bifurcation d’Andronov-Hopf sur ’encodage
théorique et expérimental d’un stimulus sinusoidal. Les courbes critiques expérimentales sont
tracées avec des croix et comparées auxr courbes théoriques représentées en pointillés. (a)
E = —15V et (b) E = —1V. Valeurs des tensions externes: a = 2.03V, b = —2.53V, les
parametres v = 0.244 et e = 3.77 de l'oscillateur de FitzHugh-Nagumo sont obtenus avec les

valeurs de composants: Ry = 1.31KQ, R = 32010, L = 10mH et C' = 22nF".

Par conséquent, les études seront restreintes a des fréquences d’excitation normalisées inférieures

a 0.3, ce qui correspond expérimentalement a 10K H z.

Les diagrammes amplitude-fréquence relevés a ’aide du circuit électronique auront la
méme vocation que ceux présentés en simulation numérique, c¢’est-a-dire présenter le systeme
pour étudier la résonance stochastique. En effet, dans le troisieme chapitre, le circuit devra
étre positionné en mode excitable et proche du mode oscillant pour mettre en lumiere le
phénomene de résonance stochastique. Pour cela, 'amplitude et la fréquence du stimulus
seront choisis de telle sorte que le circuit électronique soit dans la zone en noir du diagramme

amplitude-fréquence de la figure 2.18.
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Chapitre 3

Influence du bruit en ’absence de

stimulus

Le bruit est généralement nuisible dans un systeme. Cependant, dans ce chapitre, il est
présenté un mécanisme contraire a cette généralité. En effet, c’est le cas du phénomene de
résonance cohérente par lequel une valeur optimum de bruit peut d’améliorer la régularité
de la réponse d’un systeme en ’absence de stimulus. Les travaux de Pickovsky et Kurths sur
I’activité neuronale ont mis en lumiere ce phénomene via le systeme de FitzHugh-Nagumo
[29,58].

Cependant, il se retrouve dans d’autres modeles tel que celui de Hodgkin Huxley ou le
bruit intervient au niveau de la probabilité d’ouverture et de fermeture des canaux ioniques
responsables de la conduction du potentiel d’action dans les systemes neuronaux [82].

Des expériences pratiques ont mis en évidence ce phénomene sur plusieurs systemes de

réaction-diffusion dans des domaines trés variés:

— En médecine, le phénomene de résonance cohérente a permis de rendre compte des
mécanismes de I'apnée infantile [83].
— En optique, des expériences réalisées sur des lasers ont permis d’observer le méme effet

notamment sur le modele de Yamada [49,84].
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— Dans le domaine expérimental de la chimie, la réaction de Belousov-Zabotinsky, qui
peut étre modélisée par le systeme d’Oregonator [61], a elle aussi révélé le comporte-

ment de résonance cohérente [55].

— En électronique, la réponse de certains circuits non-linéaires en présence exclusive
de bruit a montré le méme effet de résonance cohérente. Il s’agissait de circuits de
Chua [56], de triggers de Schmitt [57] et de semiconducteurs [50]. Cependant, les non-
linéarités implantées dans la plupart de ces circuits sont des plus simples car le plus

souvent une approximation linéaire est réalisée a ’aide d’amplificateurs opérationnels.

L’originalité de ce travail est de considérer un circuit ou la non linéarité est parfaitement

cubique et d’étudier sa réponse a diverses excitations.

Dans ce chapitre, il est question de mettre en évidence le phénomene de résonance
cohérente dans le systeme de FithzHugh-Nagumo. Dans un premier temps, une étude numérique
permet d’analyser la réponse de ce systeme en présence exclusive de bruit. Dans un deuxieme
temps, afin de confirmer 'existence du phénomene de résonance cohérente dans le systeme
de FithzHugh-Nagumo, des expérimentations sont menées sur le circuit électronique présenté

au chapitre précédent.

3.1 Mise en évidence de la résonance cohérente en si-

mulation numérique

Afin d’étudier les effets de la résonance cohérente, le systeme de FithzHugh-Nagumo est
soumis a la seule influence du bruit, c’est-a-dire en I’absence de signal excitateur.
Le parametre A est choisi nul tandis que la variable Z est considérée comme la somme d’un
bruit blanc gaussien 7(t), de valeur efficace o, et d’'une constante E. Le systeme d’équations

(2.2) soumis a une perturbation aléatoire n(t), se met donc sous la forme:

dz
dt
&y
dt

= flz)—y+E+n()

= e(r —y), avec f(z) = —z(x —a)(x — D). (3.1)
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De plus, les parametres a, b, € et v sont ajustés aux meémes valeurs que celles utilisées au

chapitre précédent, c’est-a-dire:

a=203, b=-253  €=3.77, ~y=0.244.

En I'absence de bruit, quand 7(t) = 0, le régime de fonctionnement du systéme est défini par
la constante E. Dans la premier chapitre, il a été établi que le systeme pouvait osciller et
présenter un plan de phase avec cycle périodique si E appartient a l'intervalle [-0.320; 0.683].
La valeur de F est fixée a —0.35 dans le cas ou le systeme n’oscille pas, ce qui parametre
le systeme pres de la bifurcation d’Andronov-Hopf qui a lieu pour E ~ —0.320. L’ajout
d’un bruit pourra sans doute induire un cycle limite périodique avec une certaine probabilité
d’occurrence du cycle [58]. En effet, il est prévisible que lorsque le bruit sera faible, la
génération de ces cycles limites périodiques sera rare. En augmentant le bruit, la fréquence
d’apparition de ces cycles périodiques sera de plus en plus réguliere. Enfin, quand le bruit
sera trop important, l’apparition de ces cycles sera principalement due au caractere aléatoire
du bruit si bien que la réponse du systeme perdra sa régularité [72].

Le bruit peut étre introduit de maniere multiplicative [37] ou additive [29] et ses carac-
téristiques peuvent étre différentes: blanc ou coloré [10,59]. Un bruit blanc gaussien additif
sur la variable rapide a été choisi par analogie aux travaux de Pikovsky et Kurths [29].
De plus, la génération de ce bruit utilise une routine de simulation utilisée notamment par

Harmer et Abbot [41].

Les graphiques de la figure 3.1 présentent les chronogrammes de la variable rapide et de la
variable lente, ainsi que les plans de phase correspondants, pour trois valeurs caractéristiques
d’écart type de bruit: o = 0.08, 0 = 0.4 et 0 = 3.

Les simulations numériques ont pu montrer que:

— lorsque "amplitude du bruit est assez faible, comme c’est la cas aux figures 3.1(a)(b)(c),
tres peu de potentiels d’action sont produits. La réponse du systeme est alors assez
irréguliere.

— Pour une valeur de bruit beaucoup plus importante, présentée sur les figures 3.1.(g) (h)(i),
méme si un nombre plus important de potentiels d’action est généré, la régularité du

systeme n’est pas optimale.
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Fic. 3.1 — Evolution temporelle des variables lente (b,e,h) et rapide (a,d,g) du systéme
d’équations (3.1) ainsi que les plans de phase correspondants (c,f,i) pour les trois valeurs de
bruit suivantes: o = 0.08 (a,b,c), 0 = 0.4 (d,e,f) et 0 = 3 (g,h,i). Parametres du systeme :
a=2.03,b=-253e=3.77,v=0.244 et E = —0.35.

— Au vu des figures 3.1.(d)(e)(f), c’est la valeur intermédiaire d’écart type de bruit, o

valant 0.4, qui améliore la régularité de la réponse du systeme.

Il semble donc exister une valeur optimum de bruit qui maximise la régularité de la réponse
du systeme, d’ou le terme de résonance cohérente.
Pour caractériser cet effet de résonance cohérente, il est necessaire d’introduire un outil de

metrage tel que 'autocorrélation normalisée C,,(7) définie par

<@t +T) >
Cxa:(T) - <.i’(t)2> 9

avec I(t) = xz(t)— < z(t) >. (3.2)
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F1a. 3.2 — Autocorrélation de la réponse de la variable rapide du systéme d’équations (3.1)
pour les trois valeurs de bruit suivantes: o = 0.08 (a), 0 = 0.4 (b) et 0 = 3 (c). Paramétres

du systeme: a = 2.03, b= —2.53, e =3.77, v =0.244 et £ = —0.35.

L’autocorrélation est calculée sur la variable rapide du systeme (3.1) et la variable Z(t)
correspond a la variable z(t) sans sa valeur moyenne < x(t) >. Le systeme (3.1) est simulé
sur une durée d’observation 7' = 200 x 10° et 'autocorrélation normalisée est tracée sur la
figure 3.2 pour les trois valeurs efficaces de bruit précédentes: o = 0.08, 0 = 0.4 et o = 3.

D’apres la figure 3.2, I'autocorrélation qui correspond au processus le plus périodique est

obtenue pour la valeur intermédiaire de bruit ¢ = 0.4.

Le but de cet étude numérique est de quantifier le degré de régularité de la réponse du
systeme en fonction de I'intensité de bruit o. L’article référence de Pikovsky et Kurths per-

met d’ introduire deux grandeurs [29,58]:
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F1G. 3.3 — Temps de corrélation 7¢ du systéme d’équations (3.1) en fonction de l’écart type

du bruit o. Parameétres du systeme: a = 2.03, b = —2.53, ¢ = 3.77, v = 0.244 et E = —0.35.

— le temps de corrélation 7¢

— le coefficient de variation Rp

En ce qui concerne le temps de corrélation 74, il est défini comme l'intégrale du carré de
I’autocorrélation normalisée :

—I—oo2
TC = C

T
0

(t)dt. (3.3)

La figure 3.3, qui présente I’évolution du temps de corrélation en fonction de la valeur
efficace du bruit o, montre que le temps de corrélation est maximum pour o = 0.4, ce qui
confirme les observations effectuées a la figure 3.2:

il existe une valeur optimum de bruit qui améliore la régularité de la réponse du systeme.

Le coefficient de variation Rp est la seconde mesure de régularité introduite par Pikovsky
et Kurths [29]. Cette quantité est spécifique a la dynamique neuronale puisqu’elle consiste
a analyser le temps ¢, entre deux potentiels d’action consécutifs. Contrairement au temps

de corrélation, le coefficient de variation ne tient pas compte de la forme des ondes puisque
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I'estimation de ¢, s’effectue en déterminant les instants ou le potentiel d’action a détecter
franchit un seuil Vyg [29,58].

Par ailleurs, dans les systemes neuronaux, ce temps ¢, permet de coder 'information que
les neurones transmettent, il constitue donc une donnée importante. Lorsque les potentiels
d’action sont peu fréquents, le neurone exerce une faible activité et cela peut se traduire par
exemple par une faible contraction d’un muscle. En outre, lorsque les potentiels d’action émis
par le neurone sont tres fréquents, le neurone peut demander une contraction plus intense
d’un muscle [85]. Bien entendu la communication neuronale va bien au dela de cet exemple.
Ce temps entre chaque potentiel d’action est donc une information cruciale mais c¢’est aussi
une variable aléatoire qui possede une valeur moyenne < t, > et un écart type /Var(t,).
La loi de probabilité de t, est représentée sur la figure 3.4 pour les trois valeurs de bruit
suivantes: ¢ = 0.1, 0 = 0.8 et ¢ = 3. Pour obtenir numériquement les lois de probabilité, le
protocole suivant est sélectionné:

Afin que chaque loi de probabilité soit estimée avec le méme nombre d’échantillons de t,, le
systeme est simulé jusqu’a obtenir 10* potentiels d’action. Comme évoqué précédemment, le
temps entre deux potentiels d’action consécutifs est mesuré a ’aide d’une détection par seuil
Vrpg suivant ainsi le protocole usuel de la littérature [86]. Les lois de probabilité obtenues

permettent d’effectuer les observations suivantes:

— A la figure 3.4(a), la loi de probabilité possede une forte présence centrée sur la valeur
t, >~ 6.6. Cette valeur correspond au temps propre du systeme en l’absence de bruit,
c’est-a-dire a la période des oscillations obtenues lorsque le systeme est paramétré
en régime oscillatoire. Cette forte présence au temps propre vient du fait que sur la
réponse de la variable rapide du systeme, des paquets de potentiels d’action consécutifs
sont observable. Cependant, ces groupes de potentiels d’action sont séparés par des
intervalles de temps importants et aléatoires. Ce phénomene détériore la régularité de
'apparition des potentiels d’action puisque la valeur moyenne de t, de la figure 3.4(a)
est mesurée a < t, >= 20.5.

— Au contraire, la loi de probabilité de la figure 3.4(c) est tres présente sur les faibles
valeurs de ¢, et cette loi est tres étalée. L'intensité de bruit o = 3 ne permet donc pas

au systeme d’avoir une réponse réguliere.
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Fi1G. 3.4 — Lois de probabilité du temps entre deux potentiels d’action consécutifs obtenues
avec le systéme d’équations (3.1) pour les trois valeurs de bruit suivantes: o = 0.1 (a),
0=0.8(b) et c =3 (c). Parameétres du systéme: a = 2.03, b = —2.53, ¢ = 3.77, v = 0.244,

E = —0.35 et seuil de décision pour un potentiel d’action Vg = 0.

— La loi de probabilité de la figure 3.4(b) est tres localisée autour de la valeur de ¢, >~ 6.
Ainsi, la valeur de bruit ¢ = 0.8 permet au systeme de répondre en produisant des
potentiels d’action séparés par un temps de l'ordre du temps caractéristique du systeme

avec la meilleure régularité.

Le coefficient de variation Rp est défini par B. Lindner et co-auteurs comme le rapport entre

'écart type et la valeur moyenne du temps entre deux potentiels d’action consécutifs ¢, [58]:

Rp = M. (3.4)
<t,>
En fait, si la réponse du systeme est parfaitement périodique, la variance du temps ¢, sera
nulle. Par conséquent, plus le coefficient de variation sera faible, plus la réponse du systeme
sera réguliere.
De plus, I'article de Pikovky et Kurtz présente cette mesure de Rp comme un rapport bruit

sur signal du systeme car un minimum de Rp traduit un maximum de cohérence de la

réponse du systeme.
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F1G. 3.5 — Rapport bruit sur signal du systeme d’équations (3.1) en fonction de ’écart type
du bruit. Parametres du systeme: a = 2.03, b = —2.53, ¢ = 3.77, v = 0.244, £ = —0.35 et

seuil de décision pour un potentiel d’action Vg = 0.

Ce coefficient Rp, qui est tracé sur la figure 3.5 en fonction de I’écart type du bruit, présente
une forme anti-résonante avec un minimum pour la valeur d’écart type de bruit: ¢ = 0.8.
L’évolution du temps de corrélation 7¢ et celle du rapport bruit sur signal Rp révelent que la
réponse du systeme atteint un optimum de régularité pour une quantité appropriée de bruit ;
cette signature est caractéristique du phénomene de résonance cohérente ou le systeme est
uniquement excité par le signal aléatoire.

Bien évidemment, les valeurs de parametres du systeme vont modifier I’allure des courbes de
résonance obtenues. Par exemple, la figure 3.6 présente différentes résonances simulées pour
plusieurs valeurs de FE, c’est a dire pour différents écarts par rapport a la valeur critique
Zins ~ —0.320. Ainsi, le minimum atteint par la courbe de Rp est d’autant plus faible que

I'écart entre E et Z;,y = —0.320 est faible.

Afin d’étudier I’évolution du rapport bruit sur signal Rp lorsque le systeme est positionné
tres pres de la bifurcation d’Andronov-Hopf, une étude approfondie a été menée qui a permis
d’estimer la valeur critique Z;,; avec une précision de 1077, Le coefficient Rp est tracé, sur
la figure 3.6, pour un écart tres faible entre la valeur £ = —0.3208939 et la valeur critique
mesurée avec plus de précision Z;,; = —0.3208938.
Cette étude a permis de montrer qu’en plus du comportement anti-résonant observé précédemment,

il y a une résonance du rapport bruit sur signal pour de faibles valeurs de bruit. Cette
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résonance a été montrée par A.M. Lacasta, F. Sargues et J.M. Sancho et a été qualifiée
d’anti-résonance cohérente [87] car elle est contraire au mécanisme de la résonance cohérente.
Ce phénomene d’anti-résonance cohérente découle des observations des lois de probabilités
effectuées sur la figure 3.4(a) pour les faibles valeurs de bruit. En effet, des groupements de
potentiels d’action se forment lorsque le bruit ést tres faible; ce qui détériore la mesure du

coefficient de variation Rp.
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F1G. 3.6 — Evolution du rapport bruit sur signal Rp en fonction de l’écart type du bruit pour
différentes valeurs de E. Paramétres du systéeme: a = 2.03, b = —2.53, e = 3.77, v = 0.244

et sewil de décision pour un potentiel d’action Vrg = 0.
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3.2 Etude pratique de la résonance cohérente

Dans cette partie, le phénomene de résonance cohérente, traité au paragraphe précédent,
fait I'objet d’une étude pratique. Le dispositif expérimental a été introduit dans le premier
chapitre de cette these et il est complété, dans cette partie, en ajoutant une source de bruit au
générateur de tension continue E. Pour mémoire, cette tension £ permet d’ajuster le point
de fonctionnement du systeme et ainsi de passer du régime stable au régime périodique.
Afin de se placer dans les hypotheses d’observation de la résonance cohérente, le circuit
électronique est configuré de telle sorte qu’il n’oscille pas. Ceci est réalisé en pratique en
ajustant la tension £ a —0.35V, c’est a dire en dessous de la valeur critique expérimentale
i 7 = —0.32V pour laquelle le systeme oscille.

Le but de cette étude est d’évaluer le comportement du dispositif expérimental en fonction
de amplitude du bruit. Le bruit 7 sera blanc et gaussien et de valeur efficace R.M.S. (Root
Mean Square) o. Les chronogrammes de la variable rapide et les plans de phase correspondant

sont représentés figure 3.7 pour trois valeurs de bruit différentes.

Tout comme il fut observé en simulations numériques:

— lorsque 'amplitude de bruit est assez faible, o = 0.055Vgys, le circuit répond en

produisant quelques potentiels d’actions de maniere irréguliere.

— Pour une valeur de bruit tres importante, ¢ = 1.655Vgag, un tres grand nombre de
potentiels d’actions sont visibles sur la figure 3.7(c). Cependant, cette réponse semble
tres irréguliere a cause de la forte amplitude de bruit, ce qui est encore plus remarquable

sur le plan de phase correspondant.

— Pour une valeur de bruit intermédiaire, o = 0.383Vgss, la régularité de la réponse

semble améliorée tant sur 1’évolution de la variable rapide que sur le plan de phase.

La cohérence du systeme peut étre appréciée par la fonction d’autocorrélation normalisée
C(7) ou, d'un point de vue électronique, V (t.,) correspond a la tension V' sans sa compo-

sante continue:

<V (teap)V ey +7) >
C(r) = () > : (3.5)

Viteap) = Vteap)— <V(teap) >
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Fic. 3.7 — Ewolutions temporelles de la variable rapide (gauche) et plan de phase cor-
respondant (droite) pour les trois valeurs de bruit suivantes: (a) o = 0.055Veys, (b)
o = 0.383Vguys et (¢) 0 = 1.655VRrys. Parametres du dispositif expérimental: a = 2.03,
b= —253, E = —0.35V, les parametres v = 0.244 et ¢ = 3.77 sont obtenues avec les valeurs
de composants: Ry = 1.31 K, R = 32012, L = 10mH et C' = 22nkF.

Les autocorrélations, qui sont représentées sur la figure 3.8 pour trois valeurs de bruit,
suggerent que c’est la valeur intermédiaire de bruit, 0.383Vgzars, qui optimise la redondance
de la réponse du circuit.

Comme il était prévisible, le bruit va donc tour a tour améliorer puis détériorer la réponse
du circuit. C’est ce que nous allons mesurer a l'aide du temps de corrélation 7o qui a été

défini précédemment comme:

+o0o
m:A C2(touy)dbey (3.6)

Ce temps de corrélation est tracé a la figure 3.9 en fonction de la valeur R.M.S. de bruit. Le
comportement résonant de la courbe obtenue est caractéristique du phénomene de résonance
cohérente ou I'amplitude de bruit ¢ = 0.383Vgzars optimise la régularité de la réponse du

circuit.
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FiG. 3.8 — Autocorrélation normalisée de la variable rapide pour les trois valeurs de bruit
suivantes : (a) o = 0.055Vrys, (b) 0 = 0.383Veys et (¢) o = 1.655Vrys. Paramétres
du dispositif expérimental: a = 2.03, b = —2.53, v = 0.244, ¢ = 3.77, F = —0.35V,
Ry =131KQ, R = 3209 et C' = 22nkF.

Afin de confirmer I'existence de ce phénomene, une deuxieme quantité a été introduite dans la
partie précédente, elle consiste a analyser le temps entre deux potentiels d’action consécutifs
tp. Il s’agissait du coefficient de variation Rp dont voici 'expression :
\/ Var(t,)
Rp=+—" (3.7)
<t,>

Pour estimer le coefficient de variation, le protocole expérimental suivant est utilisé:

— Pour chaque valeur de bruit, les chronogrammes de la variable rapide sont stockés sur
une durée d’observation suffisamment grande.

— Pour approximer les temps correspondant a ’apparition des potentiels d’actions, les
instants pour lesquels la variable rapide franchit un seuil Vyg, choisi a Vg = 0.8V,
ont été déterminés. Ce seuil de détection differe de celui utilisé lors des simulations

numériques qui était alors fixé a Vg = 0 puisque lors des simulations une vérification
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Fi1G. 3.9 — Temps de corrélation pour différentes valeurs R.M.S. de bruit. Parameétres du
dispositif expérimental: a = 2.03, b = —2.53, E = —0.35V, les parameétres v = 0.244 et
€ = 3.77 sont obtenus avec les valeurs de composants: Ry = 1.31K€Q), R = 32012, L = 10mH
et C'=22nkF.

de dépassement du seuil sur le prochain échantillon permet de réduire les erreurs de

détection.

— Cela a permis de déduire les temps entre deux potentiels d’actions consécutifs 7,,.

Les résultats expérimentaux sont reportés a la figure 3.10 ou I’évolution du coefficient de va-
riation en fonction du bruit met a nouveau en évidence le phénomene de résonance cohérente.
En effet, la quantité de bruit o = 0.383Vgy;s minimise le rapport bruit sur signal Rp dont le
comportement est anti-résonant. Le comportement de la résonance cohérente se retrouve a
la fois dans les simulations numériques et le dispositif expérimental. Ce circuit permet ainsi
d’avoir une réalisation électronique du fonctionnement neuronal tel qu’il est décrit par le
modele de FithzHugh-Nagumo.

Par ailleurs, le circuit n’a pas permis d’observer le phénomene de résonance anti-cohérente qui
apparait en simulation numérique pour les faibles valeurs de bruit. En fait, ce phénomene n’a
lieu que si le systeme est paramétré extréemement pres de la bifurcation d’Andronov-Hopf,

ce qui n'est pas envisageable avec tout dispositif expérimental. Tout comme ce systeme
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Fic. 3.10 — Coefficient de variation du temps entre deux potentiels d’actions consécutifs
pour différentes valeurs R.M.S. de bruit. Parametres du dispositif expérimental: a = 2.03,
b= —-2.53, E = —0.35V, les parametres v = 0.244 et € = 3.77 sont obtenus avec les valeurs
de composants: Ry = 1.31KQ, R = 32092, L = 10mH et C' = 22nF. Seuil de décision pour

un potentiel d’action Vg = 0.8.

expérimental, les systemes naturels ne permettront donc pas d’observer ce phénomene qui
semble a notre avis n’exister qu’en simulations numériques. Nous n’avons d’ailleurs pas trouvé

d’autre référence faisant état de ce phénomeéne en pratique.
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3.3 Le phénomene de résonance auto-induite ou une

autre forme de résonance cohérente?

Le phénomene de résonance cohérente est uniquement imputable a un parametre qui
fluctue aléatoirement pres de la bifurcation d’Andronov-Hopf. D’autres systemes excitables
présentent des comportements similaires tels que le phénomene de résonance stochastique
autonome [88,89] et celui de résonance auto-induite [90,91].

L’étude effectuée au paragraphe précédent a conduit a négliger le parametre A qui intervient

dans la deuxieme équation du systeme de FithzHugh-Nagumo rappelé ci-apres

Z_f — @) —y+ 2 (3.8)
d
d—‘z = elx—yy—A).

En fait, la résonance auto-induite a été introduite par 1’équipe de Vanden-Eijinden afin
de quantifier I'influence des conditions d’activation A et Z sur la réponse du systeme de
FithzHugh-Nagumo. Le travail présenté par Vanden-Eijinden et co-auteurs est basé sur un
modele de FithzHugh-Nagumo proche de celui qui est défini par les équations (3.8). En effet,

ils ont considéré le systeme suivant:

dx 14
dy

— = A.
7 T+

Par rapport au systeme qui a été étudié, il est remarquable que dans leurs travaux le pa-
rametre v est choisi nul. De plus, ils considerent le parametre A comme la somme d’une
constante et d’'une fluctuation aléatoire; le parametre Z étant nul, ceci leur permet, dans un

premier temps, de mettre en évidence le phénomene de résonance cohérente.

Dans un deuxieme temps, ils considerent que la fluctuation aléatoire est maintenant sur
la variable Z. Ils constatent un effet qui améliore la régularité de la réponse du systeme pour
une valeur optimale de bruit. Ils appellent cet effet résonance auto-induite et le comparent
a 'effet de résonance cohérente. Pour permettre une comparaison des deux phénomenes sur
une méme gamme d’amplitude de bruit, ils définissent un facteur d’échelle /€ entre les deux
types de bruits considérés sur I'une ou l'autre des deux variables. La méme méthodologie

qu’eux a été utilisé dans le cas du systeme (3.8).
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Le principal résultat de leur étude est que la régularité de la réponse du systeme présente
une plus forte résonance si le parametre aléatoire est considéré comme une composante de la
variable Z. En fait, selon l'article de Pikovsky et Kurths, qui fait référence dans le domaine,
la résonance cohérente peut étre observée que le bruit soit inclu sur la premiere équation
ou qu’il soit considéré dans la seconde équation [29]. Il n’y a donc pas lieu d’appeler le
phénomene par deux noms différents. A noter enfin que des 1995, le bruit a également été
ajouté simultanément sur les deux équations de l'oscillateur de BVP par Paydarfar [83]. Le
méme phénomene de résonance cohérente a ainsi pu étre observé, méme si le terme n’ait été

donné que deux ans plus tard par Pikovsky and Kurths [29].

Le but de ce paragraphe consiste a vérifier en simulation numérique qu’il est effectivement
possible d’inclure le bruit sur le parametre A de la seconde équation du systeme d’équation
3.8. Cependant, tout comme 'ont observé E. Vanden-Eijnden et co-auteurs, la régularité de

la réponse du systeme sera moins importante que lorsque le bruit est ajouté sur la variable

Z.

Naturellement, il est nécessaire de modifier le systeme (3.8) en remplagant le parametre
A par un bruit blanc dont 'amplitude est divisée par /€. Cette division permettra d’obtenir
des gammes d’amplitude de bruit du méme ordre de grandeur que celle utilisée au paragraphe

précédent. Le systeme étudié devient donc le suivant:

‘;_f = @) —y+ 2 (3.10)

¥ = w1

La figure 3.10 résume le comportement du systéme pour trois valeurs caractéristiques de
bruit ¢ = 0.1, 0 = 0.8 et 0 = 3. D’apres cette figure, les observations suivantes peuvent étre

effectuées:

- Pour la plus faible valeur de bruit, les chronogrammes des variables lente et rapide représentés
sur les figures 3.10.(a) et (b) montrent que tres peu de potentiels d’action sont produits.

- Au contraire, aux figures 3.10.(g) et (h), la valeur de bruit la plus importante permet d’in-
duire un certain nombres de potentiels d’action, mais quasiment sans aucune régularité.
Cette absence de régularité est d’autant plus flagrante si 'on analyse le plan de phase

correspondant qui est tracé a la figure 3.10.(7).
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F1G. 3.11 — Evolution temporelle des variables lente (b,e,h) et rapide (a,d,g) du systéme
d’équations (3.10) ainsi que les plans de phase correspondant (c,f,i) pour les trois valeurs de
bruit suivantes: o = 0.1 (a,b,c), o = 0.8 (d,e,f) et 0 = 3 (g,h,1). Paramétres du systeme :
a=2.03,b=-253,¢e=3.77,~v=0.244 et Z = —0.35.

- Enfin, sur les figures 3.10.(d),(e) et (f), la valeur de bruit intermédiaire ¢ = 0.8 semble
permettre d’obtenir une meilleure régularité puisque les trajectoires obtenues en tracant

le plan de phase sont plus cohérentes.

Il semble donc bien qu’il existe une valeur optimum de bruit qui optimise la régularité
de la réponse du systeme. Pour mettre en évidence l'existence de cette valeur optimum
de bruit, comme au paragraphe précédent, le coefficient de variation R, est calculé pour
différentes valeurs de bruit. Ce coefficient R,,, qui est analogue a un rapport bruit sur signal,
est représenté en trait plein a la figure 3.12 ou il atteint un minimum pour une valeur de

bruit o = 0.8.
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Fic. 3.12 — Evolution du coefficient de variation en fonction de la valeur RMS de bruit o
selon que le bruit intervient dans la premiére (pointillés) ou la seconde équation (trait plein).
Parametres du systeme: a = 2.03, b = —2.53, ¢ = 3.77, v = 0.244, Z = —0.35 et sewil de

décision pour un potentiel d’action Vg = 0.

Afin d’étudier I'influence du bruit selon qu’il est considéré sur 'une ou l'autre des deux
équations du systeme (3.8), le coefficient de variation est reporté en pointillés sur la courbe
obtenue au paragraphe précédent, c’est-a-dire lorsque le bruit intervient dans la premiere
équation. Ainsi, le coefficient apparait plus faible quand le bruit intervient dans la premiere
équation.

Par conséquent, la réponse du systeme sera plus réguliere si le bruit est considéré sur la
premiere équation. Ce résultat est en parfait accord avec les résultats obtenus par E. Vanden-
Eijnden et co-auteurs qui ont considéré un systeme du méme type que celui utilisé dans
cette partie et qui ont préféré introduire le terme de résonance auto-induite [90,91]. Dans ce

mémoire, le terme de résonance cohérente sera conservé dans les deux cas.
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3.4 Etude comparative des effets du bruit au voisinage

de la bifurcation

Dans les précédents paragraphes, les cas de figure suivants ont été considérés:

— Le bruit est ajouté dans la premiere équation et le systeme est paramétré pres de la
bifurcation d’Andronov-Hopf via le parametre constant Z intervenant dans la premiere
équation du systeme (3.8).

— Le bruit est ajouté dans la seconde équation et le systéeme est paramétré pres de la
bifurcation d’Andronov-Hopf via le parametre constant Z intervenant dans la premiere

équation du systeme (3.8).

Il n’a cependant pas été envisagé le cas ou le bruit est ajouté dans la premiere équation et
que le parametre constant A de cette seconde équation ajuste le systeme a proximité de la

bifurcation d’Andronov-Hopf. C’est en fait ’objet du présent paragraphe.

Une pré-étude en 'absence de bruit a été mené, consistant a estimer les deux intervalles
de valeurs des parametres A et Z pour lesquels le systeme de FithzHugh Nagumo (3.8)
oscille. Cette pré-étude sert a déterminer le lien qui existe entre ces deux intervalles pour
permettre ensuite une étude comparative des effets du bruit lorsqu’il est inclus dans 'une
ou l'autre des équations du systeme (3.8).
Bien évidemment, tout au long de cette étude, les parametres v et € ne changent pas et sont
fixés a v = 0.244 et € = 3.77, tandis que les zéros a et b de la fonction non linéaire f valent

respectivement 2.03 et -2.53.

3.4.1 Lien existant entre les parametres A et Z ajustant le seuil

de la bifurcation d’Andronov-Hopf

Les simulations numériques ont pu montrer que lorsque le parametre Z est nul, le pa-
rametre A permet au systéme d’osciller s’il appartient a U'intervalle [—0.078; 0.164]. Si main-

tenant le parametre A est choisi nul, c’est le parametre Z qui va permettre au systeme d’os-
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ciller sil est choisi dans l'intervalle [—0.320; 0.683]. De plus, il existe un rapport d’échelle
qui est de 'ordre de la valeur du parametre v entre les deux bornes inférieures de ces deux
intervalles ainsi qu’entre les deux bornes supérieures, cela peut sembler normal puisque ce

parametre ajuste le poids de la variable rapide par rapport a la variable lente.

Par ailleurs, une autre facon de justifier que ce rapport est de 'ordre de 7 consiste a

exprimer les nullclines dans chacun des cas de figures étudiés:

- Cas 1: Si Z est nul alors, 'expression des nullclines est

y = f(z) pour la x-nullcline correspondant a une cubique. (3.11)

r—A
y = pour la y-nullcline correspondant a une droite.
~

- Cas 2: Au contraire, si A est nul alors, 'expression des nullclines devient

y = f(z)+ Z pour la x-nullcline correspondant & une cubique. (3.12)

pour la y-nullcline correspondant a une droite.

F1G. 3.13 — (a) Translation verticale de la nullcline d’équation y = x/v (représentée en
pointillés) due a un parametre A = —0.078 non nul. Les nullclines définies par le systéme
d’équations (3.12) sont représentées en trait plein. (b) Translation verticale de la nullcline
d’équation y = f(x) (représentée en pointillés) due a un paramétre Z = —0.32 non nul.
Les nullclines définies par le systeme d’équations (3.13) sont représentées en trait plein.

Paramétres du systeme: a = 2.03, b = —2.53, v = 0.244.
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Comme le montre la figure 3.13, dans le premier cas, I'intersection des nullclines s’obtient en
translatant verticalement la droite correspondant a la y-nullcline définie par y = =/~ d’une
quantité —A/~. Dans le second cas, c¢’est la nullcline cubique définie par y = f(z) qui est
translatée verticalement de 7Z tandis que l'autre nullcline reste inchangée. En premiere ap-
proximation, considérant le déplacement relatif des deux nullclines, il s’agit, dans le premier
cas, d'une translation de Z qui est identifiée a une translation de —A/~ dans le second cas.
Il y a donc bien un rapport de 'ordre de v dont il faudra tenir compte pour parametrer dans

les deux cas le systeme avec le méme écart par rapport au point de bifurcation.
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F1G. 3.14 — Evolutions temporelles des variables rapide (a,d,g) et lente (b,e,h) du systéme
d’équations (3.8) ainsi que les plans de phase correspondant (c,f,i) pour les trois valeurs de
bruits suivantes: o = 0.1 (a,b,c), 0 = 0.8 (d,e,f) et 0 = 3 (g,h,i). Parametres du systéme :
0 =203, b= —253, e=3.77, v=0.244 et A = —0.0854,
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3.4.2 Comparaison de la réponse du systeme pour des bruits por-

tant sur les parametres A et Z

Dans le premier cas de figure, le parametre Z étant nul, le systeme est paramétré pres
de la bifurcation d’Andronov-Hopf en ajustant le parametre A a —0.0854.
Dans le second cas, le parametre A étant nul, le parametre Z est choisi égal a —0.35 pour
tenir compte du facteur v qui existe entre les deux parametres. Ce second cas a déja été traité
au paragraphe 3.1. Les signaux obtenus dans le premier cas de figure sont tout d’abord traité
alors que le bruit perturbe le parametre A de la seconde équation du systeme de FitzHugh-

Nagumo.

Lorsque le couple de valeurs de (A,7) est (0, —0.0854), les signaux et les plans de phase
ont été relevé en simulation numérique pour les trois amplitudes de bruit suivantes: o = 0.1,
o = 0.8 et 0 = 3. Tout comme dans les paragraphes précédents, la fig. 3.14 montre qu’il
existe une valeur optimum de bruit qui maximise la régularité de la réponse du systeme.
De plus, le degré de régularité peut étre estimé en fonction de la valeur efficace de bruit o
a 'aide du coefficient de variation R,. Ce coefficient est tracé sur la fig. 3.15 pour les deux
cas de figure qu’il a été choisi d’étudier. Les deux courbes obtenues étant confondues, cela
permet de conclure qu’en statique, les parametres constants A et Z ont la méme influence
sur le systeme, pour peu que le parametre ~ soit pris en compte. Par conséquent, comme
suggéré par Pikovsky et Kurths, le phénomene de résonance cohérente est présent que I'on
perturbe aléatoirement le parametre Z de la premiere équation ou le parametre A de la

seconde équation.

3.5 Influence du bruit sur le seuil de la non linéarité

Dans les paragraphes précédents, le cas ou le bruit était placé a I'entrée du neurone a
été envisagé, c’est-a-dire lorsqu’il était ajouté aux variables d’entrées A et Z du systeme
d’équation (3.8). Pour clore ce chapitre, le bruit est ajouté sur l'une des racines de la fonc-

tion non linéaire f(x) qui agit sur la forme des solutions du systeme d’équations (3.8).



86 3 . INFLUENCE DU BRUIT EN L’ABSENCE DE STIMULUS

10
o 10°
-1
10 M M
1072 10 10° 10"

F1G. 3.15 — Rapport bruit sur signal du systéme d’équations (3.8) en fonction de l’écart type
du bruit. En trait plein: A = —0.0854 et Z = 0; avec des symboles (0): A =0 et Z = —0.35.
Parametres du systeme: a = 2.03, b = —2.53, € = 3.77, v = 0.244, et seuil de décision pour

un potentiel d’action Vg = 0.

Le bruit va donc influer sur le point de fonctionnement du systeme via une des racines

de la fonction non linéaire (2.3) et permettre au systeme d’osciller.

3.5.1 Etude numérique

Afin d’étudier en simulation numérique les effets d’un bruit contenu dans la fonction

cubique du systeme de FithzHugh Nagumo, le systeme a été normalisé comme suit :

C;—f = —m(x—a)(x—b—n(t))—y+E (3.13)
% = el — ).

Les parametres €, v et a conservent les mémes valeurs qu’aux paragraphes précédents, c¢’est-
a~dire € = 3.77, v = 0.244 et a = 2.03. En l'absence de bruit (n(¢) = 0), ¢’était jusqu’alors
la valeur du parametre E qui permettait au systeme d’osciller. Cette fois-ci, F est fixé a
E = —0.33 si bien que c’est la forme de la non linéarité qui ajuste le point de fonctionne-
ment du systeme via le parametre b. Pour les valeurs de a et E choisies, le systeme oscille

en l'absence de bruit pour des valeurs de b supérieures a la valeur seuil b;,f = —2.52.
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F1G. 3.16 — Les deuz régimes de fonctionnement du systéeme d’équations (3.13) en l’absence
de bruit pour deuz valeurs de b différentes: a gauche, régime stable pour b = —2.7, a droite,
régime oscillant pour b = —2.5. De haut en bas, plans de phase (a,d) et évolutions temporelles
des variables rapide (b,e) et lente (c,f). Paramétres du systéme: a = 2.03, E = —0.33,
€=3.77, v=0.244 et n(t) = 0.

En effet, les simulations numériques en ’absence de bruit ont révélé deux régimes de fonc-

tionnements illustrés a la figure 3.16:

— Si b est inférieur a la valeur critique bj,f, le systeme évolue depuis la condition ini-
tiale (z = 0,y = 0) vers le point stable “O” du plan de phase de la figure 3.16.(a).
L’évolution temporelle des variables lente et rapide, présentée aux figures 3.16(b) et

(c), montre bien qu’apres un régime transitoire, le systéme se stabilise.



88 3 . INFLUENCE DU BRUIT EN L’ABSENCE DE STIMULUS

— Au contraire, si b excede la valeur seuil, le systeme ne se stabilise jamais. Ainsi, dans
le cas des figures 3.16(e) et (f) ou b = —2.5, I’évolution temporelle des variables rapide

et lente présente des oscillations parfaitement régulieres de période 6.6.

Le seuil de la non linéarité b permet donc au systeme de bifurquer entre les deux régimes
de fonctionnement. Une étude portant sur I'influence du bruit a été mené sur la réponse du
systeme lorsque celui-ci se trouve dans le régime stable, c’est-a-dire lorsque b est fixé a —2.7.
Pour permettre au systeme d’osciller, le bruit va devoir compenser I'écart entre b = —2.7 et

la valeur seuil by, = —2.52.

FIG. 3.17 — Evolutions temporelles des variables rapide (a,d,g) et lente (b,e,h) du systéme
d’équations (3.13) ainsi que les plans de phase correspondant (c,f,i) pour les trois valeurs
de bruit suivantes: o = 0.06 (a,b,c), o = 0.15 (d,e,f) et 0 = 0.5 (g,h,i). Paramétres du
systeme: a = 2.03, b= —2.7, E = —0.33, ¢ = 3.77 et v = 0.244.

En effet, sur la figure 3.17, les trois valeurs de bruits différentes ont été considérées et per-

mettent de faire les observations suivantes :
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— Lorsque le seuil de la non linéarité est soumis a un bruit de faible écart type o = 0.06,
la figure 3.17.(a) révele que les potentiels d’action apparaissent irrégulierement et peu
fréquemment. Le plan de phase correspondant, tracé sur la figure 3.17.(c), montre que
le bruit influe sur la partie négative du plan de phase autour de la valeur de b fixée a

—2.7.

— Pour la plus grande valeur de bruit ¢ = 0.5, les figures 3.17.(g)(h) et (i) montrent
que le bruit agit de facon prépondérante sur la réponse du systeme. L’apparition des
potentiels d’action est grandement dirigée par le caractere aléatoire du bruit qui est
tres visible sur la variable rapide car la fonction non linéaire est présente sur la premiere
équation du systeme (3.13).

De plus cette fonction non linéaire amplifie le bruit dans le systéme, son influence
semble ainsi décuplée par rapport aux résultats présentés dans les chapitres précédents

ol le bruit était ajouté directement sur la variable rapide.

— La valeur intermédiaire de bruit ¢ = 0.15 impose une régularité dans I’apparition des

potentiels d’action qui semble meilleure que pour les autres valeurs de bruit considérées

(figures 3.17.(d)(e) et (f)).

La régularité d’apparition des potentiels d’action peut étre quantifiée par les deux quantités
introduites dans ce chapitre. La premiere mesure s’effectue avec le temps de corrélation,
défini avec I'équation (3.3), qui qualifie la régularité du signal a I’aide de I'autocorrélation

de celui-ci.

A gauche sur la figure 3.18, I’évolution du temps de corrélation est tracée en fonction de
I'amplitude du bruit. De plus, pour les valeurs de bruit correspondant aux trois points (a),
(b) et (c) de cette courbe, les autocorrélations correspondantes sont également représentées.
L’amplitude des oscillations de 'autocorrélation semble plus importante pour la valeur in-
termédiaire de bruit ¢ = 0.15 que pour les deux autres valeurs de bruit considérées. Le
temps de corrélation atteint ainsi un maximum pour une valeur optimum de bruit o = 0.25,
indiquant que, dans une certaine mesure, il permet d’améliorer la régularité de la variable

rapide. Ce comportement est donc caractéristique du phénomene de résonance cohérente.
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Fia. 3.18 — Temps de corrélation 1 du systéeme d’équations (3.13) en fonction de l’écart
type du bruit ainst que trois autocorrélations C,, de la variable rapide obtenues pour les
trois valeurs de bruits suivantes: o = 0.06 (a), 0 = 0.15 (b) et 0 = 0.5 (¢). Paramétres du
systeme: a =2.03, b= —2.7, E = —0.33, ¢ = 3.77 et v = 0.244.
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F1G. 3.19 — Rapport bruit sur signal du systéeme d’équations (3.13) en fonction de l’écart type
du bruit ainsi que trois lois de probabilités du temps entre deux potentiels d’action consécutifs
obtenues pour les trois valeurs de bruit suivantes: o = 0.06 (a), 0 = 0.15 (b) et 0 = 0.5 (¢).
Paramétres du systéeme: a = 2.03, b = —2.7, F = —0.33, ¢ = 3.77, v = 0.244 et seuil de

décision pour un potentiel d’action Vg = 0.

La deuxieme méthode de quantification de la régularité d’apparition des potentiels d’ac-

tion consiste a analyser le temps entre deux potentiels d’action consécutifs, noté ¢,.
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En effet, c’est a partir de cette variable aléatoire qu’est calculé le coefficient de variation
Rp défini par I’équation (3.4) [29,58]. Ce coefficient de variation, qui peut étre assimilé au
rapport bruit sur signal du systéme, est tracé en fonction de la valeur efficace de bruit o,
a gauche sur la figure 3.19. Cette courbe, dont la forme est anti-résonante, atteint un mi-
nimum pour la valeur efficace de bruit ¢ = 0.15, ce qui traduit bien que pour une quantité
appropriée de bruit, il est possible d’améliorer la régularité du temps entre deux potentiels
d’action consécutifs.

Le comportement du systeme a été caractérisé en estimant les lois de probabilité de la va-
riable aléatoire ¢, pour les trois points caractéristiques (a), (b) et (c) de la figure 3.19. Sur la
figure 3.19.(a), la loi de probabilité correspondant a la plus faible valeur de bruit o = 0.006
est plus étendue, ce qui traduit donc une tres faible régularité d’apparition des potentiels
d’action. Au contraire, pour la valeur intermédiaire de bruit ¢ = 0.15, la loi de probabilité
est bien centrée autour de la valeur ¢, = 6.6 qui correspond a la période des oscillations du
systeme en déterministe. Enfin, la loi de probabilité pour la derniere valeur de bruit o = 0.5
n’est pas localisée exclusivement autour du temps caractéristique du systeme ¢, = 6.6, ce
qui indique une réponse plus aléatoire.

La résonance du temps de corrélation couplée avec un minimum du rapport bruit sur si-
gnal atteste de I'apparition du phénomene de résonance cohérente lorsque le bruit influe
sur la non linéarité du systeme de FithzHugh-Nagumo. Le prochain paragraphe montrera ce

phénomene sur le circuit électronique.

3.5.2 Etude expérimentale

Dans cette partie,une expérience électronique a été réalisé afin de mettre en lumiere les
effets du bruit sur la non linéarité du systeme de FithzHugh Nagumo. Le circuit sera similaire
a celui présenté au début de ce chapitre, de plus les valeurs des composants restent identiques

aux valeurs utilisées précédemment :
Ry = 131K, L =10mH, C = 22nF, R = 3209).

La tension E, qui jusqu’a présent permettait d’ajuster le point de fonctionnement du systeme,

est fixée & —0.33V.
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Fia. 3.20 — Dispositif électronique pour l’étude des effets du bruit n sur le seuil de la non
linéarité b. a = 2.03V, b = =2.7V, F = —0.33V, Ry = 1.31KQ, R = 32090, L = 10mH,
C =22nF et R = 3201).

Jusqu’alors les tensions a et b ont été considérées comme des sources externes au montage.
Pour cette étude, conformément a la figure 3.20, le générateur définissant le parametre b est
remplacé par un circuit sommateur qui additionne la source b au générateur de bruit 7. Les

équations de fonctionnement du circuit électronique deviennent donc:

datlv _ —v(v - a) (v . n(tm)> W4+ E (3.14)
exp

AW

T e(V —~yW).

Ce systeme d’équations du dispositif expérimental correspond bien a celui qui a été simulé au

paragraphe précédent, pour peu que les changements de variables suivants soient effectués:

R RoX R2C toun
R R T L RoC (3.15)

v

En régime déterministe, le circuit oscille pour les valeurs de b qui sont supérieures a by, 7 =

—2.5V. La valeur seuil de b, qui fait la transition entre les régimes stable et périodique,
est donc tres proche de celle obtenue en simulations numériques puisqu’il a été mesuré

bing = —2.52V. La valeur de b est fixée a —2.7V, soit bien en dessous de la valeur critique



3.5 INFLUENCE DU BRUIT SUR LE SEUIL DE LA NON LINEARITE 93

inp = —2.5 de telle sorte que le systeme n’oscille pas. Pour autoriser des oscillations occa-

sionnelles, le bruit blanc gaussien 77 va compenser 1’écart entre la valeur de b et le seuil bf,f?
de bifurcation .
Des relevés expérimentaux ont été effectués pour trois niveaux caractéristiques de bruit. Les

résultats expérimentaux sont rassemblés a la figure 3.21 qui permet d’effectuer les observa-

tions suivantes:
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FIG. 3.21 — Evolutions temporelles des variables lente (b,e,h) et rapide (a,d,q) du circuit
électronique (3.20) ainsi que les plans de phase correspondant (c,f,i) pour trois valeurs de
bruit : o = 0.046Vrys (a,b,¢c), 0 = 0.273Vrys (d,e,f) et 0 = 1.465VRras (g,h,1). Paramétres
du dispositif expérimental: a = 2.03, b = —2.53, E = —0.35V, les parametres v = 0.244 et
€ = 3.77 sont obtenus avec les valeurs de composants: Ry = 1.31KQ), R = 32012, L = 10mH
et C'=22nkF.
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F1ac. 3.22 — Temps de corrélation du systéme d’équations (3.14) en fonction de l’écart type
du bruit ainsi que trois autocorrélations de la variable rapide obtenues pour les trois valeurs
de bruit suivantes: o = 0.046Vrys (a,b,¢), 0 = 0.273Vrys (de,f) et 0 = 1.465Vrys (g,h,1).
Paramétres du circuit: a = 2.03V, b = =2.7V, E = —0.33V, Ry = 1.31KQ, R = 3201,
L=10mH et C' = 22nF.

— A la figure 3.21.(a), la plus faible valeur de bruit déclenche des potentiels d’action de
fagon irréguliere et peu fréquente, ce qui se traduit a la figure 3.21.(c) par un plan de

phase avec tres peu de cycles.

— Les figures 3.21.(g)(h) et (i) sont obtenues pour la valeur de bruit extréme o =
1.465VRzys. Le bruit est clairement trop important et détériore la régularité de la
réponse du systeme. En accord avec les simulations numériques, I'influence du bruit
est tres marquée sur une partie du plan de phase de la figure 3.21.(i). Ceci est du au fait
que le bruit n’est ajouté que sur le zéro b de la non linéarité cubique et par conséquent

son influence est plus marquée sur la partie correspondante du plan de phase.

— Comme le montrent les figures 3.21.(d)(e) et (f), c’est la valeur intermédiaire de bruit,

o = 0.273Vxzurs, qui permet au systeme de répondre de la fagon la plus réguliere.

L’estimation de la régularité se mesurera avec les mémes outils qu’au paragraphe précédent.
De plus, la variable rapide sur laquelle sera mesurée la régularité est normalisée avec le
changement de variable (3.15). Le temps de corrélation est représenté sur la figure 3.22

en fonction de I’écart type du bruit. En outre, trois points particuliers sont fléchés et les
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autocorrélations correspondantes de la variable rapide sont détaillées sur les figures de droite.
L’autocorrélation du processus le plus régulier est obtenue pour la valeur intermédiaire de
bruit ¢ = 0.273Vxzys. De plus, c¢’est pour cette valeur de bruit que le temps de corrélation

atteint son maximum.
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F1G. 3.23 — Rapport bruit sur signal du systéeme d’équations (3.14) en fonction de l’écart type
du bruit ainsi que trois lois de probabilité du temps entre deux potentiels d’action consécutifs
obtenues pour les trois valeurs de bruit suivantes: o = 0.046Vrys (a,b,c), 0 = 0.273Vrys
(d,e,f) et o = 1.465Vgys (9,h,i). Parameétres du dispositif expérimental: a = 2.03, b =
—2.53, E = —0.35V, les parametres v = 0.244 et € = 3.77 sont obtenus avec les valeurs de
composants: Ry = 1.31K€Q), R = 32022, L = 10mH et C = 22nF'. Seuil de décision pour un
potentiel d’action Vg = 0.8V.

Sur la figure 3.23, le temps entre deux potentiels d’action consécutifs a été étudié.
Le coefficient de variation qui mesure une sorte de rapport bruit sur signal possede un
comportement anti-résonant puisque un minimum est atteint pour la valeur optimum de
bruit ¢ = 0.273Vgzys. Les lois de probabilité estimées aux figures 3.23.(a)(b) et (c¢) pour
trois valeurs de bruit différentes sont conformes aux observations effectuées en simulations
numériques au paragraphe précédent.

Les simulations numériques et les mesures expérimentales autorisent donc a affirmer que le
phénomene de résonance cohérente est toujours présent si le bruit agit sur la non linéarité

du systeme de FithzHugh-Nagumo.
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En conclusion, I’étude menée dans ce paragraphe peut trouver un certain intérét lorsque
le systeme de FithzHugh-Nagumo est considéré dans sa version couplée, c¢’est-a-dire sous la

forme suivante:

dzx,,

dy,
E - e(l’n ’}/yn)a

ou D constitue le couplage ou coeflicient de diffusion [15,92].

En effet, ce systeme modélise la propagation de I'influx nerveux dans les fibres nerveuses
myélinisées. Dans ces fibres, la partie centrale du nerf composant 1’axone dans laquelle se
propage le potentiel d’action est périodiquement entourée d’une gaine de myéline comme

représentée sur la figure 3.24. La conduction des potentiels d’action s’effectue par échanges

Axone

\

Noeud de Ranvier Gaine de My¢line

Fia. 3.24 — Axzone d’un nerf périodiquement enveloppé d’une gaine de myéline définissant

ainsi les neeuds de Ranvier.

ioniques aux nceuds de Ranvier entre deux gaines de myéline consécutives. Dans le modele
de FithzHugh-Nagumo couplé (3.16), c’est la fonction non linéaire f(z,) qui modélise les
échanges ioniques aux nceuds de Ranvier entre les milieux intra et extra cellulaires. Le
bruit ajouté dans la fonction non linéaire peut ainsi rendre compte de l'aspect aléatoire
des échanges ioniques qui ont lieu aux noeuds de Ranvier, cet aspect aléatoire des échanges

pouvant améliorer la propagation de 'influx nerveux [93-95].

Les résultats expérimentaux contenus dans ce chapitre ont donnés lieu a une publication
dans le journal international Electronic Letters: “Coherence resonance in a Bonhoeffer Van
der Pol circuit”. Cet article présente tout d’abord le contexte expérimental de la résonance

cohérente avant d’introduire le circuit électronique. Les équations de fonctionnement du
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circuit sont ainsi décrites ainsi que les moyens mis en oeuvre pour réaliser le circuit. Plu-
sieurs relevés des signaux attestent ensuite du fonctionnement attendu pour le systeme de
FithzHugh-Nagumo. Pour finir, les mesures de temps de corrélation et de rapport bruit sur

signal montrent la présence du phénomene de résonance cohérente sur le circuit.
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Chapitre 4

Influence du bruit sur la détection et
I’encodage d’un signal sinusoidal

subliminal

Les premiers travaux portant sur les effets du bruit dans les systemes non linéaires ont
débuté en 1981 dans le cadre de I'étude de la dynamique des climats afin d’expliquer la
récurrence des eres glacieres [30,46,47]. En fait, la survenue des éres glaciéres résulte d’une
interaction non linéaire entre une cause périodique due aux mouvements planétaires (signal
utile ou cohérent) et une cause aléatoire due aux perturbations atmosphériques et climatiques
(bruit). Il a été montré que I'influence, sur le résultat, de la cause cohérente périodique peut
étre renforcée en augmentant la cause aléatoire. Cet effet est maintenant connu sous le nom
de résonance stochastique [31,32].

Bien que les recherches sur la récurrence des eres glaciaires soient encore d’actualité [96],
ce nouveau phénomene naturel a permis d’ouvrir des perspectives de recherches dans de
nombreux domaines dont la biologie [97] et I’électronique [40,98,99].

La premiere mise en évidence du phénomene de résonance stochastique en biologie fut réalisée
sur les mécano-récepteurs de 1’écrevisse ou il a pu étre montré que le bruit pouvait participer
a la détection d’un tres faible mouvement d’eau de l'ordre de 10nm d’amplitude [100].

Ces premieres expérimentations dans le domaine des neurosciences furent le point de départ
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de nombreuses études consacrées a la résonance stochastique dans les systemes neuronaux
[9,101-104]. Des systemes de type monostables [105], mutlistables [31] et excitables [31] furent
alors considérés comme modeles de neurones avec parfois des réalisations électroniques.

Les investigations de la résonance stochastique qui ont été menées dans le cadre de cette these
portent exclusivement sur le systeme de FitzHugh-Nagumo et son modele électronique.

Dans un premier temps, une étude par simulations numériques permet d’analyser la réponse
du modele de FitzHugh-Nagumo soumis a un stimulus sinusoidal et au bruit. Cela permet de
déterminer les conditions nécessaires a ’apparition du phénomene de résonance stochastique.
Dans un deuxieme temps, des expérimentations pratiques confirment la présence de ce

phénomene sur le circuit électronique de FitzHugh-Nagumo.

4.1 Mise en évidence de la résonance stochastique a

I’aide de simulations numériques

La résonance stochastique apparait dans un systéeme non linéaire lorsqu’une cause aléatoire
(bruit) permet la détection d’un signal. Pour analyser ce phénomene, un signal sinusoidal
d’amplitude B et de fréquence f est ajouté au systeme de FitzHugh-Nagumo. Au niveau
des équations, la contribution du bruit et du stimulus intervient sur la premiere équation du
systeme (3.1) [38,106,107]. Dans cette partie, le systeme de FitzHugh-Nagumo peut ainsi

s’écrire sous la forme suivante:

Cfi—‘: = f(x) —y+ E+ Beos(2nft) + n(t)
% = e(z—y), avec f(z) = —z(x —a)(x — D). (4.1)

Dans le premier chapitre, pour faire le lien entre les simulations numériques et le dispositif
expérimental, les parametres suivants ont été fixés: a = 2.03, b —2.53, E = —1.3, v = 0.244
et € = 3.77. Seuls le signal sinusoidal et sur 'amplitude du bruit sont variables dans cette
partie.

Pour que le bruit n(t) participe a la détection du stimulus, le signal sinusoidal doit étre

subliminal, c’est-a-dire non décelable par le systeme sans bruit.
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F1G. 4.1 — Illustration de la problématique abordée dans ce chapitre : le bruit peut-il faire pas-
ser le systeme du fonctionnement excitable au fonctionnement oscillant lorsque l'amplitude
et la fréquence sont telles que le signal excitateur ne déclenche aucun potentiel d’action?

Parametres du systeme: a = 2.03, b —2.53, = —1.3, v =10.244 et ¢ = 3.77.

Dans le premier chapitre alors que le bruit n’était pas considéré, un diagramme amplitude-
fréquence montrait que, pour chaque valeur de fréquence du signal excitateur, il existe une
valeur d’amplitude critique pour laquelle le systeme passe du régime excitable au régime
oscillant.

C’est avec ce diagramme amplitude-fréquence que la problématique de ce chapitre a été
résumée a la figure 4.1. Il s’agit en fait de positionner le systéme dans la zone de fonction-
nement représentée en noir. Comme l'indique le point P de la figure 4.1, 'amplitude B et
la fréquence f du signal sinusoidal n’autorisent pas le déclenchement de potentiels d’action

en ’absence de bruit. Il est question d’étudier si le bruit déclenche des potentiels d’action et
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améliore I’encodage du stimulus sinusoidal.

Tout d’abord, il sera étudié si le bruit permet de détecter le signal sinusoidal. Pour cela
les représentations temporelle et spectrale couramment utilisées pour analyser un signal
[60,97,107] sont analysées. De plus, c’est a l'aide de la représentation spectrale qu’est défini
et présenté le rapport signal sur bruit du systeme de FitzHugh-Nagumo.

Ensuite, 'objectif est de comprendre I’encodage réalisé par le systeme, ce qui conduira a ana-
lyser la loi de probabilité de I'intervalle de temps entre deux potentiels d’action consécutifs.

Différentes valeurs d’amplitude et de fréquence du stimulus sinusoidal seront alors considérées.

4.1.1 Etude de la résonance stochastique dans le systeme de FitzHugh-

Nagumo

Dans le premier chapitre, la fréquence propre du systeme a été définie comme étant la
fréquence de production des potentiels d’action lorsque le systeme est en mode oscillant et
qu’il n’est excité par aucun signal. Dans ces conditions, le systeme oscille naturellement a la
fréquence 0.15 qui constitue sa fréquence propre.

Pour cette premiere étude, la fréquence du signal sinusoidal est choisie égale a cette fréquence
propre.

Par ailleurs, pour cette fréquence de 0.15, le systeme bifurque en passant du comportement
excitable au comportement oscillant pour une amplitude d’excitation B excédant la valeur
critique 0.86.

En considérant le stimulus de fréquence 0.15 et d’amplitude 0.84, le signal est ainsi subliminal
en ’absence du bruit :

aucun potentiel d’action n’est produit en réponse au stimulus sinusoidal.

La figure 4.2 présente alors la réponse du systeme pour les trois amplitudes de bruit suivantes :
0 =0.06,0 =025¢et o0 =1.

Cette figure permet de formuler les remarques suivantes :

— Pour la plus faible amplitude de bruit, ¢ = 0.06, il apparait peu de potentiels d’action

sur le profil d’onde de la variable rapide.
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Fic. 4.2 — Influence du bruit sur la réponse du systéme de FitzHugh-Nagumo soumis d un
stimulus sinusoidal. A gauche, chronogrammes des variables rapide (a,d,g) et lente (b,e,h).
A droite, plans de phase correspondant (c,f,i). Cas (a,b,c) o = 0.06, cas (d,e,f) o = 0.25
et cas (g,h,i) o = 1. Paramétres du systéme: a = 2.03, b —2.53, E = —1.3, v = 0.244 et
€ = 3.77. Le stimulus sinusoidal est d’amplitude B = 0.84 et de fréquence f = 0.15.

Contrairement aux chronogrammes de la résonance cohérente, pour cette faible ampli-

tude de bruit il apparait de petites oscillations qui résultent du signal sinusoidal.

— C’est pour la valeur intermédiaire de bruit, o = 0.25, que les chronogrammes présentent
la génération de potentiels d’action la plus réguliere. De plus, les potentiels d’action se
déclenchent uniquement sur les maxima du signal sinusoidal.

— Enfin, pour la plus forte amplitude de bruit, ¢ = 1, 'augmentation du bruit n’améliore

pas la régularité d’apparition des potentiels d’action. De plus, le plan de phase de la

figure 4.2(i) permet d’observer que le bruit détériore la forme des cycles.

Il apparait ainsi qu’il existe une valeur optimum de bruit, de 1'ordre de ¢ = 0.25, pour

laquelle la réponse du systeme est la plus réguliere.
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F1G. 4.3 — Spectre de puissance de la variable rapide x pour trois amplitudes de bruit: Cas
(a) o0 =0.06, cas (b) 0 =0.25 et cas (¢) o = 1. Parameétres du systéme: a = 2.03, b — 2.53,
E = —-13, v =0.244 et ¢ = 3.77. Le stimulus sinusoidal est d’amplitude B = 0.84 et de
fréquence f = 0.15.

La variable rapide est représentée dans le domaine spectral afin d’obtenir de plus amples
informations sur la composition du signal en sortie du systéme et d’introduire un outil de
quantification : le rapport signal sur bruit.

Le spectre de puissance obtenu sur un moyennage de cent réalisations est tracé a la figure
4.3 en décibel (dB).

Dans chaque cas, différentes raies apparaissent aux multiples de la fréquence du stimulus:
0.15, 0.30, 0.45,... De plus, I'amplitude des raies est sensiblement plus importante pour la
valeur intermédiaire de bruit.

Les raies émergent de ce qui est généralement appellé le fond de bruit. Afin de quantifier
la contribution du signal par rapport au bruit, le rapport signal sur bruit est introduit ou

“signal to noise ratio” (SNR) dans la littérature anglo-saxone.
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Spectre de puissance [dB]

F1G. 4.4 — Principe d’estimation du rapport signal sur bruit a partir du spectre de puissance
de la variable rapide du systéeme de FitzHugh-Nagumo. S représente la puissance du signal
émergent du fond de bruit Fg. Paramétres du systeme: a = 2.03, b — 2.53, F = —1.3,
v = 0.244 et € = 3.77. Le stimulus sinusoidal est d’amplitude B = 0.84 et de fréquence
f =0.15. La valeur efficace du bruit o est 0.25.

La rapport signal sur bruit peut étre estimé a la fréquence de chaque raie du spectre de
la figure 4.3 en utilisant la définition suivante [31,33,108]:

ou S représentant 'amplitude de la raie qui émerge du fond de bruit B.

Pour la valeur de bruit qui semble améliorer la réponse, ¢ = 0.25, la figure 4.4 montre
un exemple de mesure des grandeurs S et Fp pour la premiere harmonique du spectre de
puissance.

A la figure 4.5, ’évolution du rapport signal sur bruit a ainsi pu étre mesurée en fonction de
Iamplitude du bruit pour la fréquence du stimulus ainsi que pour la deuxieme harmonique

présente sur le spectre.
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Fic. 4.5 — Rapport signal sur bruit du systeme de FitzHugh-Nagumo évalué a l’aide de la
variable rapide. La courbe (a) correspond au rapport signal sur bruit estimé a la fréquence
fondamentale de la variable rapide tandis que la courbe (b) est obtenue a partir du second
harmonique. Parametres du systeme: a = 2.03, b —2.53, E = —1.3, v = 0.244 et ¢ = 3.77.

Le stimulus sinusoidal est d’amplitude B = 0.84 et de fréquence f = 0.15.

L’évolution du rapport signal sur bruit (SNR) estimé a la fréquence fondamentale révele
un comportement résonant puisque la courbe 4.5(a) montre une croissance du SNR jusqu’a
33.5dB, suivie d'une décroissance au fur et a mesure que l'intensité du bruit o augmente:
La valeur de bruit qui maximise le rapport signal sur bruit est alors 0.25.

Cette résonance atteinte pour une valeur optimum de bruit démontre le phénomene de
résonance stochastique. De plus, c’est également ’amplitude de bruit qui permet de produire
la réponse la plus réguliere sur la figure 4.2.

Bien que toujours présente, la résonance est moins importante pour la deuxieme harmonique.
C’est pourquoi, les prochaines études se limitent a estimer le rapport signal sur bruit a la

fréquence fondamentale du stimulus.

4.1.2 Etude en fonction de la fréquence d’excitation

Le phénomene de résonance stochastique a été montré pour un exemple de fréquence
et d’amplitude du stimulus. Dans cette partie, I'objectif est de connaitre 'impact de la

fréquence du signal excitateur sur la réponse du systeme bruité.
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[ | B | Biny
0.1 |1.02] 1.04
0.12 1 0.93 | 0.95
0.14 | 0.87 | 0.89
0.15 | 0.84 | 0.86

TAB. 4.1 — Pour chacun des quatres couples amplitude fréquence étudiés (B,f), nous avons
précisé Uamplitude seuil By, induisant la bifurcation d’Andronov-Hopf en l'absence de bruit.

Parameétres du systeme: a =2.03, b —2.53, = —1.3, v =10.244 et ¢ = 3.77.

En premier lieu, il faut déterminer la valeur d’amplitude B qui sera considérée pour chaque
fréquence étudiée. En effet, pour que le signal soit subliminal, il faut que 'amplitude soit
inférieure a I’amplitude seuil B;, ;s qui fait la transition entre les fonctionnements excitable et
oscillant. Comme cette amplitude critique est différente pour chaque fréquence, les valeurs
de fréquence et d’amplitude choisies ont été résumées dans le tableau 4.1 ainsi que la valeur
seuil B;,y correspondante.

Dans chaque cas, la valeur d’amplitude B est ajustée de facon a imposer un écart de 0.02
avec la valeur critique B;,s. Pour les quatres couples d’amplitude et de fréquence du tableau
4.1, la figure 4.15 montre I’évolution du rapport signal sur bruit en fonction de 'amplitude du
bruit. Ces quatres courbes révelent une croissance jusqu’a la valeur de bruit o = 0.275, suivie
d’une décroissance. L’empreinte de la résonance stochastique est donc visible dans chacun
des cas considérés et le rapport signal sur bruit semble sensiblement équivalent puisque du
méme ordre.

Ce résultat n’est pas surprenant et peut s’expliquer par le fait que dans chacun des cas
envisagés, I'écart est constant entre I'amplitude du signal sinusoidal et 'amplitude critique
By induisant la bifurcation du comportement du systeme.

Ces observations permettent d’admettre que la résonance stochastique apparait bien pour
le systeme de FitzHugh-Nagumo. De plus, quelle que soit la fréquence choisie, I'influence du
bruit est similaire sur la mesure du rapport signal sur bruit en paramétrant le systeme avec

le méme écart a la bifurcation.
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Fi1G. 4.6 — Rapport signal sur bruit du systeme de FitzHugh-Nagumo pour quatres couples
d’amplitude B et de fréquence f du stimulus sinusoidal. Paramétres du systeme: a = 2.03,

b—253, E=—1.3,v=0244 et e = 3.77.

4.2 Etude de I’encodage d’un stimulus sinusoidal par

le systeme de FitzHugh-Nagumo

Bien que le rapport signal sur bruit révele la présence du phénomene de résonance sto-
chastique, il ne rend pas compte du processus de codage de I'information qui est réalisé par le
systeme neuronal. En effet, a un signal d’entrée correspond un signal de sortie qui peut avoir
une forme et une fréquence différente: il y a donc un encodage réalisé par le systeme [109].
Le bruit va naturellement jouer un role dans ce processus de codage et son effet est observé
sur le temps entre deux potentiels d’action consécutifs, noté ¢, [110]. Ce temps ¢, étant une
variable aléatoire, il s’agit de représenter sa loi de probabilité encore appelée “probability
density fonction” (PDF) dans la littérature anglo-saxonne.

Dans la suite de ce chapitre, les lois de probabilité sont obtenues avec quatres couples d’am-
plitude et de fréquence du stimulus sinusoidal. Les valeurs choisies sont résumées dans le
tableau 4.2 ol est également précisée la valeur d’amplitude seuil B;,; induisant la bifurca-
tion du systeme.

Tout comme au paragraphe précédent, 'amplitude de 1’excitation sinusoidale sera ajustée

avec un écart de 0.02 par rapport a la valeur seuil By, .
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f | B | Biny
0.1 | 1.02] 1.04
0.15{0.84 | 0.86
0.2 | 0.73] 0.75
0.3 |0.71] 0.73

TAB. 4.2 — Pour chacun des quatres couples amplitude fréquence étudiés (B,f), nous avons
précisé Uamplitude seuil By, induisant la bifurcation d’Andronov-Hopf en l'absence de bruit.

Parameétres du systeme: a =2.03, b —2.53, = —1.3, v =10.244 et ¢ = 3.77.

En ce qui concerne le choix de la fréquence d’excitation, il est analysé les cas ou:

la fréquence est égale a la fréquence propre, soit 0.15.
— la fréquence est inférieure a la fréquence propre, soit 0.1.
— la fréquence est multiple de la fréquence propre, soit 0.3.

— la fréquence est non multiple et supérieure a la fréquence propre, soit 0.2.

4.2.1 Encodage d’un stimulus de fréquence égale a la fréquence

propre du systeme de FitzHugh-Nagumo

Dans un premier temps, la fréquence de stimulus a été choisie égale a la fréquence propre
du systeme de FitzHugh-Nagumo. Cette fréquence est de 0.15 et 'amplitude du signal si-
nusoidal correspondante vaut 0.84 afin que le signal excitateur soit subliminal en ’absence
de bruit.

Sur la figure 4.7, le chronogramme de la variable rapide est reporté ainsi que la loi de pro-
babilité de l'intervalle de temps entre deux potentiels d’action consécutifs pour les trois

amplitudes de bruit particulieres suivantes:

1. la valeur o = 0.06, qui est la valeur la plus faible étudiée.

2. la valeur ¢ = 0.275, qui correspond a un ordre de grandeur d’amplitude de bruit qui

permet de maximiser tous les rapports signal sur bruit tracés a la figure 4.15.

3. la valeur 0 = 1, qui est la plus grande amplitude de bruit considérée.
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Fic. 4.7 — Chronogrammes et lois de probabilité pour trois valeurs efficaces de bruit o alors
que la fréquence du stimulus est égale a la fréquence propre du systéme. Cas (a,b) o = 0.06,
cas (c,d) o = 0.275 et cas (e,f) 0 = 1. Paramétres du systéme: a = 2.03, b—2.53, F = —1.3,
v = 0.244 et € = 3.77. Le stimulus sinusoidal est d’amplitude B = 0.84 et de fréquence
f=0.15.

Ces chronogrammes et ces lois de probabilité délivrent de nombreuses informations:

— Tout d’abord, aux figures 4.7(a) et (b), pour la plus faible amplitude de bruit, le
chronogramme de la réponse du systéeme montre des potentiels d’action peu nombreux
et distants d’intervalles de temps tres irréguliers. De plus, les potentiels d’actions sont
déclenchés en se synchronisant sur les maxima du signal sinusoidal. Cela se traduit au
niveau de la loi de probabilité par une présence aux multiples de la période du stimulus,
soit T" = 6.66.

— Ensuite, la réponse du systeme pour la valeur de bruit qui optimise le rapport signal sur
bruit, o = 0.275, est tracée aux figures 4.7(c) et (d). L’apparition des potentiels d’action

semble plus réguliere sur le chronogramme correspondant. De plus, la loi de probabilité
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témoigne d’une forte concentration autour de la période propre du systeme T = 6.66.
Cela signifie que quasiment tous les potentiels d’action apparaissent a chaque période
du signal excitateur. Toutefois, il y a une probabilité non nulle que si un potentiel
d’action n’est pas généré sur une période, il soit produit sur la période suivante. Ceci
se traduit au niveau de la loi de probabilité par une faible localisation pres du double
de la période, soit T' = 13.3.

L’encodage réalisé par le systeme neuronal est le plus souvent du type 1:1 puisqu’a une
période du stimulus correspond une période du signal en sortie. En fait, au niveau du
diagramme amplitude-fréquence de la figure 4.4, le point de fonctionnement défini par
I’amplitude et la fréquence du signal sinusoidal se situe pres de la zone d’encodage du

type 1:1. Le bruit a donc permis au systeme d’accrocher cette zone de fonctionnement.

— Enfin, les figures 4.7(e) et (f) dévoilent I'impact d’une importante valeur de bruit sur
le systeme de FitzHugh-Nagumo. En effet, dans le cas ou ¢ = 1, le bruit détériore la
forme des potentiels d’action du chronogramme de la figure 4.7(e). De plus, la loi de
probabilité est tres étalée, ce qui indique une dégradation de la régularité d’apparition

des potentiels d’action.

En conclusion, il a pu étre établi que 'amplitude de bruit qui maximise le rapport signal sur
bruit améliore dans le méme temps ’encodage réalisé par le systeme. En effet, un potentiel

d’action est alors déclenché presque sur toutes les périodes du stimulus sinusoidal.

4.2.2 Encodage d’un stimulus de fréquence inférieure a la fréquence

propre

Dans la partie précédente, I'encodage a été réalisé pour un cas simple: lorsque la fréquence
du stimulus est égale a la fréquence propre du systeme. Cependant, d’autres cas de figure ont
été envisagés comme celui-ci ou le signal sinusoidal est de fréquence inférieure a la fréquence
propre.

La fréquence du signal est réglée a 0.1 et son amplitude a 1.02 afin que le stimulus soit

subliminal.
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Fic. 4.8 — Chronogrammes et lois de probabilité pour trois valeurs efficaces de bruit o alors
que la fréquence du stimulus est inférieure a la fréquence propre du systéme. Cas (a,b)
o =0.06, cas (c,d) o = 0.275 et cas (e,f) o = 1. Paramétres du systéeme: a = 2.03, b—2.53,
E = —-13, v =0.244 et ¢ = 3.77. Le stimulus sinusoidal est d’amplitude B = 1.02 et de

fréquence f =0.1.

Les chronogrammes et les lois de probabilité correspondantes sont représentés sur la figure
4.8 pour les mémes amplitudes de bruit que précédemment : o = 0.06, 0 = 0.275 et 0 = 1.
Pour la plus faible amplitude de bruit, au niveau de la loi de probabilité, les intervalles de
temps se répartissent aux multiples de la période du signal excitateur: 10, 20, 30... Ce type
de loi de probabilité montre que des encodages du type 1:1, 2:1 et 3:1 sont possibles sans
toutefois sélectionner un encodage particulier.

Au contraire, 'amplitude intermédiaire de bruit améliore I’encodage puisque quasiment la
totalité des intervalles de temps se concentrent a la période du stimulus valant 10. Il s’agit
donc d'un encodage du type 1:1.

C’est pour la plus forte valeur de bruit que le comportement est le plus surprenant. En
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effet, les intervalles de temps entre deux potentiels d’actions consécutifs se localisent autour
de la période propre du systeme 6.66 et non autour de la période du stimulus. En fait, le
signal sinusoidal n’a plus d’influence sur la réponse du systeme qui n’est gouverné que par le
bruit. Les observations sont alors similaires au cas de la résonance cohérente ou une quantité
appropriée de bruit permet, a elle seule, d’induire une certaine régularité dans la réponse
du systeme. Malgré cette régularité, qui n’a rien a voir avec le stimulus sinusoidal, le bruit
dégrade 'encodage du stimulus excitateur.

Pour conclure, il a été observé que si le bruit est convenablement dosé, il permet bien

d’améliorer 'encodage du stimulus par le systeme en réalisant un encodage du type 1:1.

4.2.3 Encodage d’un stimulus de fréquence multiple de la fréquence

propre

Ce troisieme exemple est différent puisque, cette fois-ci, la fréquence du stimulus est égale
au double de la fréquence propre du systeme, soit 0.3. L’amplitude B correspondante vaut
0.71, ce qui positionne le systeme dans le régime excitable en ’absence de bruit.

En conservant les trois mémes amplitudes de bruit caractéristiques qu’au paragraphe précé-
dent, la réponse du systeme en relevant les chronogrammes de la variable rapide a été reportée
sur la figure 4.9, ainsi que les lois de probabilité de I'intervalle de temps entre deux potentiels
d’actions consécutifs.

Pour la plus forte valeur de bruit (figure 4.9(e) et (f)) le méme comportement qu’au para-
graphe précédent apparait: le bruit dégrade ’encodage du stimulus sinusoidal.

Lorsque le bruit n’est pas prépondérant dans le systeme, le temps entre deux potentiels d’ac-
tion consécutifs se synchronise aux multiples de la période du stimulus, supérieurs ou égaux
a la période propre. La période du stimulus étant 3.33 et la période propre du systeme valant
6.66, la loi de probabilité est centrée aux instants: 6.66, 9.99, 13.22,... Pour expliquer cette
réponse, il faut se référer au diagramme amplitude-fréquence de la figure 4.4. En effet, dans
ce cas de figure, le signal sinusoidal est positionné proche de la zone de fonctionnement ou
un potentiel d’action est émis toutes les deux périodes du stimulus. En conclusion, le bruit,

s’il est convenablement dosé, permet de favoriser ’encodage du type 2:1.
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Fi1c. 4.9 — Chronogrammes et lois de probabilité pour trois valeurs efficaces de bruit o alors
que la fréquence du stimulus est le double de la fréquence propre du systéme. Cas (a,b)
o =0.06, cas (c,d) o = 0.275 et cas (e,f) o = 1. Paramétres du systéeme: a = 2.03, b—2.53,
E = —-13, v =0.244 et ¢ = 3.77. Le stimulus sinusoidal est d’amplitude B = 0.71 et de

fréquence f =0.3.

4.2.4 Encodage d’un stimulus de fréquence non multiple de la

fréquence propre

Pour terminer cette étude numérique, les observations précédentes ont été confirmées a
partir d’un dernier exemple. Le signal subliminal est maintenant de fréquence 0.2 et d’am-
plitude 0.73, ce qui présente 'avantage de ne plus étre multiple de la fréquence propre du
systeme. Les chronogrammes et les lois de probabilité sont tracés sur la figure 4.10 pour les

trois amplitudes de bruit suivantes: ¢ = 0.06, 0 = 0.275 et 0 = 1.
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F1G. 4.10 — Chronogrammes et lois de probabilité pour trois valeurs efficaces de bruit o alors
que la fréquence du stimulus est supérieure a la fréquence propre du systeme. Cas (a,b)
o =0.06, cas (c,d) o = 0.275 et cas (e,f) o = 1. Paramétres du systéeme: a = 2.03, b— 2.53,
E = —-13, v =0.244 et ¢ = 3.77. Le stimulus sinusoidal est d’amplitude B = 0.73 et de

fréquence f = 0.2.

Sans tenir compte de la faible présence a l'instant 5.765, qui peut étre attribuée au phénomene
de résonance cohérente, I’encodage amélioré par le bruit est toujours du type 2:1 puisque
la plus forte présence est relevée au double de la période du stimulus, soit 10 (voir figure

4.10(d)).

En résumé, cette étude numérique a permis de confirmer I'influence bénéfique du bruit
sur 'encodage du stimulus sinusoidal réalisé par le systeme de FitzZHugh-Nagumo. De plus,
le systeme bruité impose un encodage du type 1:1, 2:1 ou 3:1 en fonction de la fréquence du
signal excitateur.

Dans la suite de ce chapitre, les mémes effets sont étudiés expérimentalement sur le circuit

électronique du type FitzHugh-Nagumo.
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4.3 Etude pratique de la résonance stochastique

La résonance stochastique n’a pas été uniquement observée expérimentalement sur des
organismes vivants.
En effet, dans le domaine de 'optique, les travaux de McNamara sur les lasers, réalisés en
1988 [111], ont suscité un grand intérét, si bien que de nos jours, des équipes de chercheurs
continuent d’étudier les effets du bruit dans les lasers [112].
En électronique, les problématiques de signal et de bruit sont des plus courantes. Il n’est
donc pas surprenant que des 1983, Fauve et Heslot aient réussi a montrer 1'effet de résonance
stochastique sur le trigger de Schmitt [40]. D’autre circuits ont ensuite permis de révéler ce
phénomene [41,43,78]. Cependant, comme évoqué au chapitre précédent dans le cadre de la
résonance cohérente, les non linéarités implantées dans la plupart de ces circuits étaient des
plus simples et modélisent les systemes neuronaux de fagon grossiere.
L’originalité de ce travail est d’étudier le phénomene de résonance stochastique avec une
non linéarité parfaitement cubique qui permet ainsi de modéliser fidelement la réponse des

systemes neuronaux.

Ainsi, le circuit électronique de FitzZHugh-Nagumo qui est considéré dans cette partie sera
équivalent a celui utilisé au paragraphe 3.2 pour mettre en évidence la résonance cohérente.
Cette fois-ci, en plus du bruit 7(¢), un générateur de signaux est introduit a l’entrée du circuit.
Un signal excitateur sinusoidal a été choisi possédant une amplitude B et une fréquence f.,,

de telle sorte que les équations de fonctionnement du circuit électronique deviennent :

% = V(V—a)(V = b)— W+ E + Beos(2n funyl) + 1(t).
i
e e(V —~AW). (4.3)

Pour pouvoir observer le phénomene de résonance stochastique, le signal excitateur doit étre
subliminal, c’est-a-dire non détectable en sortie du systeme. Par conséquent, pour le systeme
de FitzHugh-Nagumo (4.3), il faut que 'amplitude et la fréquence soient choisies de tel sorte
que la réponse du systeme ne présente pas de potentiels d’actions.

Pour ce faire, cette étude s’appuie sur le diagramme amplitude-fréquence qui a été établi au

premier chapitre alors que le bruit n’était pas considéré.
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F1G. 4.11 — Diagramme d’encodage d’un signal sinusoidal réalisé par le circuit électronique du
type FitzHugh-Nagumo. Le rapport D défini par la relation (2.23) est représenté en niveaux
de gris en fonction de Uamplitude B et de la fréquence ferp, du signal d’entrée. Valeurs
des tensions externes: a = 2.03V, b = =253V, E = —1.3V, les parameétres v = 0.244 et
€ = 3.77 de loscillateur de FitzHugh-Nagumo sont obtenus avec les valeurs de composants :

Ry =131KQ, R= 3200, L =10mH et C =22nF.

Pour la valeur de E sélectionnée a —1.3V | ce diagramme, qui est rappelé a la figure 4.11,
possede une zone de couleur noire pour laquelle 'amplitude et la fréquence du stimulus ne
permettent pas au circuit de produire de potentiel d’action. Pour que le stimulus soit sub-
liminal, il faut donc choisir une amplitude B et une fréquence f.;, dans la zone en couleur
noire de la figure 4.11, c’est-a-dire placer le systeme en régime excitable.

Dans ce paragraphe, il est mesuré expérimentalement si le bruit peut faire passer le circuit
du fonctionnement excitable au fonctionnement oscillant. Dans un premier temps, le rapport
signal sur bruit est utilisé et permet de mettre en évidence le phénomene de résonance sto-
chastique. Puis, il est étudié comment le bruit intervient dans le processus d’encodage d'un
stimulus sinusoidal afin de confirmer les observations qui ont été effectuées en simulations

numériques. En particulier, le temps entre deux potentiels d’action consécutifs est analysé
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pour différentes fréquences d’excitations.

4.3.1 Mise en évidence expérimentale de la résonance stochastique

Pour cette étude, les parametres du circuit sont identiques a ceux utilisés pour tracer
le diagramme de la figure 4.11. De plus, la réponse du circuit a tout d’abord été observée
lorsque la fréquence d’excitation est égale a la fréquence propre du circuit soit 5K H z.
Dans le cas ou le parametre E vaut —1.3V et la fréquence du signal d’entrée 5K Hz, au-
cun potentiel d’action n’est produit si la valeur de I'amplitude B n’excede pas la valeur
seuil B;f = 0.78V. La valeur d’amplitude B qui a été retenue pour mettre en évidence
la résonance stochastique est 0.76V. Le signal est donc subliminal, si bien que 'amplitude
du bruit détermine la forme de la réponse du circuit. La figure 4.12 révele ’évolution de
la réponse du circuit pour trois amplitudes caractéristiques de bruit. Ces chronogrammes

permettent d’effectuer les observations suivantes:

— Si 'amplitude du bruit est faible (¢ = 0.046Vzas), peu de potentiels d’action sont
produits. Il demeure des oscillations de tres faibles amplitudes qui trahissent la présence

du stimulus sinusoidal.

— Pour une amplitude de bruit modérée (o = 0.273Vgzys), des potentiels d’action sont
générés quasiment pour chaque période du stimulus. De plus, le déclenchement de ces

potentiels d’action s’effectue sur les maxima du signal excitateur.

— Dans le dernier cas, alors que 'amplitude du bruit est tres forte (0 = 1.465Vzy5), la
réponse du circuit est fortement perturbée par le bruit. En effet, la forme de la variable
rapide ne suit plus un profil d’onde du type potentiel d’action et la régularité de la

réponse du systeme est dégradée.

Comme en témoignent les plans de phases de la figure 4.12, il semble qu’il existe une valeur
optimale de bruit de l'ordre de 0.273Vgars qui améliore la régularité de la réponse du circuit.
Afin de quantifier apport bénéfique du bruit sur la réponse du systeme, il est nécessaire

d’introduire un critere spectral.
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Fic. 4.12 — Influence du bruit sur la réponse du circuit de FitzHugh-Nagumo soumis da un
stimulus sinusoidal. A gauche, chronogrammes des variables rapide (a,d,g) et lente (b,e,h).
A droite, plans de phase correspondants (c,f,i). Cas (a,b,c) o = 0.046Vrys, cas (d,e,f)
o = 0.273Vgys et cas (g,h,i) o = 1.465Vrys. Valeurs des tensions externes: a = 2.03V,
b= —253V, E=—1.3V. Le stimulus sinusoidal est d’amplitude B = 0.76V et de fréquence
feap = DK Hz. Les parameétres v = 0.244 et € = 3.77 de loscillateur de FitzHugh-Nagumo
sont obtenus avec les valeurs de composants: Ry = 1.31K€Q), R = 3200, L = 10mH et
C =22nF.

Expérimentalement, le spectre de puissance a été relevé sur un oscilloscope numérique Le-
Croy en effectuant une moyenne sur 100 réalisations. Le spectre ainsi obtenu est disponible
a la figure 4.13 pour les trois amplitudes de bruit précédentes, c’est-a-dire 0 = 0.046Vzs,
o = 0.273Vrms et 0 = 1.465Vi5. Dans chaque cas, en plus du fond de bruit, les spectres
comprennent également la fréquence fondamentale qui correspond bien a la fréquence d’ex-

citation de 5K H z et différentes raies aux multiples de la fréquence du stimulus.
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F1G. 4.13 — Spectre de puissance de la variable rapide V' pour trois amplitudes de bruit : cas
(a) 0 = 0.046Vrps, cas (b) o0 = 0.273Vrys et cas (¢) 0 = 1.465VRrys. Valeurs des tensions
externes: a = 2.03V, b = —2.53V, E = —1.3V. Le stimulus sinusoidal est d’amplitude B =
0.76V et de fréquence fer, = DK Hz. Les paramétres v = 0.244 et € = 3.77 de l'oscillateur de
FitzHugh-Nagumo sont obtenus avec les valeurs de composants: Ry = 1.31KQ, R = 3202,
L=10mH et C' = 22nF.

De plus, 'amplitude des raies semble plus importante pour la valeur intermédiaire de bruit
o = 0.273Vxzns, ce qui confirme les observations des chronogrammes de la figure 4.12.
Naturellement, le fond de bruit s’amplifie a mesure que 'intensité de la cause aléatoire aug-
mente. Tout comme introduit lors de ’étude en simulation, c’est la mesure de 'amplitude
des raies émergeant du fond de bruit divisée par ce fond de bruit qui définit le rapport sur
bruit.

A la figure 4.14, ce rapport signal sur bruit a été évalué a la fréquence fondamentale mais

aussi au second harmonique.
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F1G. 4.14 — Rapport signal sur bruit du circuit évalué a partir de la variable rapide V. Pour la
courbe (a), le rapport signal sur bruit est estimé a la fréquence fondamentale. La courbe (b)
est calculée, quant a elle, a partir de la deuxieme harmonique. Valeurs des tensions externes :
a =203V, b= -253V, E = —13V. Le stimulus sinusoidal est d’amplitude B = 0.76V
et de fréquence fer, = DK Hz. Les parametres v = 0.244 et € = 3.77 de loscillateur de
FitzHugh-Nagumo sont obtenus avec les valeurs de composants: Ry = 1.31 K€, R = 3201,
L =10mH et C' = 22nF.

Dans les deux cas, le tracé du rapport signal sur bruit en fonction de la valeur efficace
de bruit ¢ révele un comportement résonant :

“l existe une valeur optimum de bruit qui maximise le rapport signal sur bruit”.

En effet, la valeur efficace de bruit o = 0.273Vgys permet de maximiser le rapport signal
sur bruit qui dépasse les 30dB lorsqu’il est évalué au fondamental. A noter qu’il avait déja
été remarqué a la figure 4.12 que c’est pour cette valeur de bruit que la réponse du circuit
semblait la plus réguliere.

En fait, cette amélioration de la réponse du circuit pour une valeur optimum de bruit confirme
I’existence du phénomene de résonance stochastique dans le systeme de FitzHugh-Nagumo.
Dans les paragraphes qui suivent, alors que la fréquence d’excitation est modifiée, la mesure

du rapport signal sur bruit est effectuée uniquement a la fréquence fondamentale.
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Jeap B | B}
2.5 KHz | 1.13V | 115V
5 KHz | 0.76V | 0.78V

TAB. 4.3 — Pour chacun des deuz couples amplitude fréquence étudiés (B, fesp), il est précisé
l'amplitude seuil Bf;ff induisant la bifurcation d’Andronov-Hopf en [’absence de bruit. Valeurs
des tensions externes: a = 2.03V, b = =253V, E = —1.3V. Les parametres v = 0.244 et
€ = 3.77 de loscillateur de FitzHugh-Nagumo sont obtenus avec les valeurs de composants :

Ry =131KQ, R=32092, L =10mH et C' = 22nF".

4.3.2 Etude en fonction de la fréquence d’excitation

Dans cette partie, le comportement du circuit est quantifié en présence de bruit pour
différentes fréquences d’excitations. Pour chaque fréquence du stimulus sinusoidal et en 1’ab-
sence de bruit, il a été établi au paragraphe 4.3 qu’il existait une valeur d’amplitude seuil
B;;f qui déclenchait la transition entre les modes de fonctionnement excitable et oscillant.
Le tableau 4.3 rassemble les valeurs d’amplitude seuil Bj % pour les deux fréquences d’ex-
citations qui ont été considérées. Il a été également ajouté dans ce tableau les deux valeurs
d’amplitude B retenues pour mener a bien notre étude expérimentale.

Pour chacune des deux fréquences choisies, ’amplitude de 'excitation sinusoidale B est de
0.02V moins élevée que I'amplitude seuil B;7, de telle sorte qu’en absence de bruit le systeme
reste dans le mode excitable.

Ainsi, pour ces deux couples d’amplitude et de fréquence, une étude de la réponse du circuit
a été mené en fonction de la valeur efficace de bruit en évaluant le rapport signal sur bruit
a la fréquence fondamentale.

Les résultats présentés a la figure 4.15 révelent la signature de la résonance stochastique,

puisque pour chacune des deux valeurs de fréquence considérée, il existe une valeur optimum

de bruit qui maximise le rapport signal sur bruit.
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F1G. 4.15 — Rapport signal sur bruit du circuit électronique de FitzHugh-Nagumo pour quatres
couples des valeurs d’amplitudes B et de fréquence fepp du stimulus sinusoidal. Valeurs des
tensions externes: a = 2.03V, b = =253V, E = —1.3V. Les paramétres v = 0.244 et
€ = 3.77 de loscillateur de FitzHugh-Nagumo sont obtenus avec les valeurs de composants :

Ry =131KQ, R= 3200, L =10mH et C =22nF.

4.4 Encodage d’un stimulus sinusoidal

Comme il a été montré en simulations numériques, 1’évolution du rapport signal sur
bruit, bien que révélant le phénomene de résonance stochastique, ne permet pas de rendre
compte du processus de codage de I'information par le systeme neuronal. En effet, rappelons
que l'information est contenue dans I'intervalle de temps ¢, entre deux potentiels d’action
consécutifs. Cet intervalle est une grandeur qui varie aléatoirement et dont il est possible
de déterminer la loi de probabilité. Dans cette partie, ’analyse de cette loi de probabilité
permet de valider les observations qui ont été effectuées en simulations numériques.

Pour réaliser cette étude expérimentale, différentes fréquences et amplitudes d’excitation du

tableau 4.4 sont considérées qui rappellent également la valeur seuil d’amplitude B?x}’ en

wm
dessous de laquelle aucun potentiel d’action n’est produit en ’absence de bruit.

Néanmoins, dans la partie déterministe, une limite a la fréquence de 10K Hz a été choisie



4 . INFLUENCE DU BRUIT SUR LA DETECTION ET I’ENCODAGE D’UN SIGNAL SINUSOIDAL
124 SUBLIMINAL

afin de garder une bonne cohérence entre les résultats expérimentaux et ceux issus des
simulations. C’est pourquoi, dans ce qui suit, la contribution du bruit ne sera considérée que

pour des fréquences d’excitations n’excédant pas 10K H z.

feap B inf
2.5 KHz | 1.13V | 115V
5 KHz |0.76V | 0.78V
8.5 KHz | 0.69V | 0.71V
10 KHz | 0.69V | 0.65Vx

TAB. 4.4 — Pour chacun des quatres couples amplitude fréquence étudiés (B, ferp), 'amplitude
sewil By, 7 induisant la bifurcation d’Andronov-Hopf est précisé en 'absence de bruit. Valeurs
des tensions externes: a = 2.03V, b = —2.53V, E = —1.3V. Les parametres v = 0.244 et
€ = 3.77 de loscillateur de FitzHugh-Nagumo sont obtenus avec les valeurs de composants :

Ry =131KQ, R= 3200, L =10mH et C =22nF.

L’encodage d’un signal est donc analysé selon qu’il soit :

— de fréquence égale a la fréquence propre du circuit, soit fe,, = 5K Hz.
— de fréquence sous multiple de la fréquence propre, soit fe,, = 2.50KHz.
— de fréquence multiple de la fréquence propre, soit fes, = 10K Hz.

— de fréquence non multiple et excédant la fréquence propre, soit fe,, = 8.5K Hz.

4.4.1 Encodage d’un stimulus de fréquence égale a la fréquence

propre du circuit

Pour commencer cette étude, la réponse du circuit est analysée lorsque la fréquence
du stimulus est égale a la fréquence propre du circuit. Pour les trois amplitudes de bruit
o = 0.046Vgrprs, 0 = 0.273Veys et 0 = 1.465VRs, la loi de probabilité de l'intervalle de
temps entre deux potentiels d’actions consécutifs est tracée a la figure 4.16. Ces lois de pro-

babilité permettent de dégager les observations suivantes :
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Fic. 4.16 — Chronogrammes et lois de probabilité pour trois valeurs efficaces de bruit o
alors que la fréquence du stimulus est égale a la fréquence propre du circuit. Cas (a,b)
o =0.046Vrys, cas (¢,d) o = 0.273Vrys et cas (e,f) 0 = 1.465Vgys. Valeurs des tensions
externes: a = 2.03V, b = —2.53V, E = —1.3V. Le stimulus sinusoidal est d’amplitude B =
0.76V et de fréquence fer, = DK Hz. Les paramétres v = 0.244 et € = 3.77 de l'oscillateur de
FitzHugh-Nagumo sont obtenus avec les valeurs de composants: Ry = 1.31K€), R = 3201,
L=10mH et C' = 22nF.

— Pour les faibles amplitudes de bruit, la loi de probabilité est localisée aux multiples
de la période d’excitation, c’est-a-dire T = 0.2ms. Une telle distribution traduit le
fait que le circuit ne déclenche pas systématiquement un potentiel d’action a chaque

période de I'excitation sinusoidale.

— Au contraire, pour la valeur de bruit o = 0.273Vg)s qui maximise le rapport signal
sur bruit, la loi de probabilité est quasi exclusivement centrée a la période de I'excita-
tion. En effet, d’apres les chronogrammes de la figure 4.12, il apparait qu'un potentiel
d’action est quasiment émis a chaque période de l'excitation sinusoidale. Ce résultat

peut trouver une explication en se référant au diagramme amplitude fréquence de la
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figure 4.11. Dans ce cas, 'amplitude de l'excitation B valant 0.76V et la valeur de
la fréquence f.,;, étant choisie a la fréquence propre 5K Hz, le circuit électronique ne
peut pas déclencher de potentiel d’action en 'absence de bruit. De plus, ce couple
amplitude fréquence est localisé pres de la zone de parametres qui permet d’obtenir un
potentiel d’action a chaque période de I'excitation. Par conséquent, comme il a été vu
en simulation numérique, une quantité appropriée de bruit peut permettre de passer
dans la zone de fonctionnement ou le neurone produit un potentiel d’action toutes les

périodes de 'excitation.

— Pour les fortes valeurs de bruit, le comportement de la loi de probabilité est différent
puisque cette derniere est plus étalée tout en restant localisée pres de la période
propre, ce qui montre que le bruit commande le déclenchement des potentiels d’action
indépendamment de I’excitation sinusoidale. Ce comportement est également conforme

aux simulations numériques.

D’apres 'analyse des lois de probabilité présentées a la figure 4.12, ce circuit confirme que
la valeur intermédiaire de bruit o = 0.273Vzs permet au circuit d’améliorer I’'encodage du
stimulus sinusoidal en déclenchant un potentiel d’action quasiment pour toutes les périodes

du signal sinusoidal.

4.4.2 Encodage d’un stimulus de fréquence sous multiple de la

fréquence propre

D’autres valeurs d’amplitudes et de fréquences du signal sinusoidal ont bien évidemment
été considérées alors qu’elles n’autorisent pas la production de potentiel d’action en I’absence
de bruit.

Dans un premier temps, le circuit est excité avec une fréquence deux fois plus lente que la
fréquence propre du systéeme. Ainsi, pour une fréquence de 2.5K H z, ’amplitude du stimulus

sinusoidal doit étre fixée a 1.13V afin qu’il soit subliminal en I’absence de bruit.
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Fic. 4.17 — Chronogrammes et lois de probabilité pour trois valeurs efficaces de bruit o
alors que la fréquence du stimulus est égale a la moitié de la fréquence propre du circuit.
Cas (a,b) 0 = 0.046Vrys, cas (¢,d) 0 = 0.273Vrys et cas (e,f) o = 1.465Vrys. Valeurs
des tensions externes: a = 2.03V, b = —2.53V, E = —1.3V. Le stimulus sinusoidal est
d’amplitude B = 1.13V et de fréquence fen, = 2.5KHz. Les paramétres v = 0.244 et
€ = 3.77 de loscillateur de FitzHugh-Nagumo sont obtenus avec les valeurs de composants :

Ry =131KQ, R=32092, L =10mH et C' = 22nF".

Sur la figure 4.17, les lois de probabilité montrent comment se répartit I'intervalle de temps
entre deux potentiels d’actions consécutifs ¢, pour trois valeurs particulieres de I'intensité

du bruit. Il est ainsi possible de tirer les observations suivantes :

— Pour la figure 4.17(b), alors que l'intensité du bruit o est 0.046Vgyg, les intervalles de
temps entre deux potentiels d’action consécutifs se placent aux multiples de la période

du signal d’entrée, soit 0.405ms, 0.8ms, 1.204ms,...

— Au contraire, si 'amplitude de bruit est trop importante, la loi de probabilité est res-
treinte et centrée a l'instant t = 0.164ms qui est de I'ordre de grandeur de la période
propre du systeme, soit t = 0.2ms. Dans ce cas de figure, la période du stimulus si-

nusoidal de 0.4ms n’apparait pas au niveau de la loi de probabilité. En fait, I’amplitude
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du bruit est si importante que le stimulus sinusoidal n’influe plus sur la réponse du
systeme. Le comportement du circuit suit alors les remarques qui ont été effectuées
dans le contexte de la résonance cohérente, ou le bruit, a lui seul, induit une certaine
régularité de la réponse du systeme. Ceci se traduit par la forte présence de la loi de

probabilité centrée a 'instant 0.164ms.

— Enfin, d’aprés le chronogramme de la figure 4.17(c), la valeur intermédiaire de bruit
0.273Vgas permet au circuit de produire des potentiels d’action séparés par un inter-
valle de temps assez régulier. Lorsque cet intervalle de temps est analysé en tragant sa
loi de probabilité, il est visible sur la figure 4.17(d) que la loi est centrée a la période
du stimulus, ce qui confirme qu’un potentiel d’action est déclenché quasiment toutes

les périodes du stimulus sinusoidal.

En résumé, si la fréquence du stimulus est sous multiple de la fréquence propre, il existe une
valeur de bruit optimale (ici 0 = 0.273Vgass) qui permet au circuit de réaliser un encodage

du type 1:1.

4.4.3 Encodage d’un stimulus de fréquence multiple de la fréquence

propre

Pour cet autre exemple, la fréquence d’excitation est réglée a 10K Hz et I'amplitude
a 0.63V, soit une fréquence deux fois plus grande que la fréquence propre du circuit. En
se référant au diagramme d’encodage de la figure 4.11, le circuit est positionné pres de
la région de fonctionnement ol un potentiel d’action est émis toutes les deux périodes du
signal excitateur. Le bruit va donc naturellement permettre, s’il est convenablement dosé,
de se rapprocher de cette zone de fonctionnement.
C’est ce que révelent les lois de probabilités de la figure 4.18 qui ont été tracées pour trois
valeurs efficaces de bruit. En effet, pour chacune des valeurs de bruit considérées, il n'y a
aucune présence a la période du stimulus qui est de 0.1ms. Cependant, la loi de probabilité
sera la plus dense a l'instant 0.2ms qui correspond au double de la période du stimulus
sinusoidal. De plus, si la valeur de bruit la plus importante (figure 4.18(c)) est exclue, il

demeure également une certaine localisation de la loi de probabilité aux instants multiples
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de la période d’excitation soient 0.3ms, 0.4ms,...

Enfin, la valeur de bruit o = 0.273Vzys (figure 4.18(b)) permet au circuit de produire des

potentiels d’action le plus régulierement toutes les deux périodes du stimulus sinusoidal.
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F1G. 4.18 — Chronogrammes et lois de probabilité pour trois valeurs efficaces de bruit o alors

que la fréquence du stimulus est égale au double de la fréquence propre du circuit. Cas (a,b)
o = 0.046Vrys, cas (¢,d) o = 0.273Vrys et cas (e,f) o = 1.465Vgys. Valeurs des tensions
externes: a = 2.03V, b= —2.53V, E = —1.3V. Le stimulus sinusoidal est d’amplitude B =
0.63V et de fréquence fey, = 10K Hz. Les parameétres v = 0.244 et € = 3.77 de l'oscillateur

de FitzHugh-Nagumo sont obtenus avec les valeurs de composants: Ry = 1.31 K, R = 32012,

L=10mH et C = 22nF.

Cette partie permet de conclure que si le bruit est convenablement dosé, 'intervalle de temps

entre deux potentiels d’action consécutifs se synchronise au premier multiple de la période

du stimulus qui est supérieure a la période propre du systeme, soit Tp,ropre = 0.2ms.
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4.4.4 Encodage d’un stimulus de fréquence non multiple de la

fréquence propre

Pour cette derniere partie, il a été choisi de vérifier si les observations effectuées aux
paragraphes précédents restent toujours valables lorsque la fréquence du stimulus n’est pas
multiple de la fréquence propre du circuit. C’est pourquoi la fréquence du signal sera fixée a

8.5K Hz et son amplitude B a 0.69V afin que celui-ci soit subliminal.

5 T
(a) Ry R 1T
;‘ % 1 1 1 -458”&130 58 ’JF% 1
[=Eo] MUY | LV Rt R VORI AR TR L PR VUMY IR VAN | PN URSTIREY | A 0.5} : : : : . -702¢1 1
> o ' ' ' ' ' %.819ms
N AN\ f 1 D
0 LN AN AN A 4 '
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t [ms]
: Ty (@
- L ' ' "D.469
.2, () 0.5 1 1 1
> o . : :
o AL A .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t [ms]
1 T T T T
: 0.152ms (f)
,S. LL 1
= E 0.5 !
>
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
tp [ms]

Fic. 4.19 — Chronogrammes et lois de probabilité pour trois valeurs efficaces de bruit o.
Cas (a,b) 0 = 0.046Vrys, cas (c¢,d) o = 0.273Vrys et cas (e,f) o = 1.465Vrys. Valeurs
des tensions externes: a = 2.03V, b = —2.53V, E = —1.3V. Le stimulus sinusoidal est
d’amplitude B = 0.69V et de fréquence fen, = 85K Hz. Les paramétres v = 0.244 et
€ = 3.77 de loscillateur de FitzHugh-Nagumo sont obtenus avec les valeurs de composants :

Ry =131KQ, R=32092, L =10mH et C' = 22nF".

A la figure 4.19, le comportement qui a été relevé correspond a celui obtenu pour un stimulus
multiple de la fréquence propre:

une quantité appropriée de bruit autorise ’encodage d’un stimulus subliminal en déclenchant
un potentiel d’action toutes les deux périodes de [’excitation.

En effet, la période du signal excitateur étant de 0.117ms, le circuit se synchronise sur le
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premier multiple de cette période qui est supérieur a la période propre du systeme 0.2ms. Si
le bruit n’est pas prépondérant sur le stimulus (figures 4.19(b) et (d)), le premier instant sur
lequel se regroupe l'intervalle de temps entre deux potentiels d’action est donc 0.23ms. Les
résultats montrent ensuite une forte présence aux autres multiples de la période du stimulus
soient 0.35ms, 0.47ms,...

A nouveau, la loi de probabilité est étalée autour de la fréquence propre du circuit lorsque le
bruit devient prépondérant sur le stimulus (figure 4.19(f)). Dans ce dernier cas, le phénomene
de résonance cohérente est prédominant sur le circuit et le signal sinusoidal est noyé dans le

bruit.

L’effet de résonance stochastique a donc bien été observé dans le systeme de FitzHugh-
Nagumo en simulation numérique et il a pu étre confirmé expérimentalement a ’aide du
circuit électronique. En effet, a 1’aide du rapport signal sur bruit, il a été montré quun
stimulus non décelable peut étre détecté grace au bruit en déclenchant une réponse sous
forme de potentiels d’action : le stimulus sinusoidal est donc transcodé en train de potentiels
d’action.

En ce qui concerne ’encodage, les expérimentations qui ont été menées ont confirmé les
observations effectuées en simulations numériques: le bruit s’il est convenablement dosé peut

autoriser un encodage du type 1:1, 2:1 ou 3:1 selon la valeur de la fréquence du stimulus.

Les résultats expérimentaux de ce chapitre permettent d’envisager un article qui est en
cours d’écriture et qui a pour titre: “A non linear circuit performing the neural encoding of
sinusoidal signal in presence of noise”. Cet publication a pour but de montrer sur le circuit
électronique le phénomene de résonance stochastique. De plus, la distribution du temps
entre deux potentiels d’action consécutifs est mise en avant pour conforter les observations

du rapport signal sur bruit.
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Chapitre 5

Conclusion et perspectives

Cette these a porté sur le développement d’un dispositif électronique soumis au bruit
régit par un systeme d’équations non linéaire du type FitzHugh-Nagumo. Ce modele de
FitzHugh-Nagumo constitue une version simplifiée du modele plus complet de Hodgking-
Huxley qui permet une interprétation de la dynamique neuronale.

Le premier chapitre de cette these s’ouvre sur une description de ce systeme de FitzHugh-
Nagumo. A 'aide de simulations numériques, il a été observé qu’en fonction des parametres
du systeme, celui-ci peut adopter trois régimes de fonctionnement: bistable, excitable et
oscillant. C’est dans le mode de fonctionnement oscillant que la sortie du systeme adopte
le profil d’onde caractéristique de la communication neuronale. En effet, si les parametres
sont correctement réglés, des potentiels d’action sont générés sur la variable rapide de fagon
périodique. Il a été notamment montré I'impact de 1’écart d’échelle de temps entre les va-
riables sur la forme de la réponse.

En outre, les conditions pour lesquelles le systeme est en régime excitable ont suscité une
grande attention dans ce premier chapitre. La bifurcation d’Andronov-Hopf pour laquelle
le systeme passe du fonctionnement excitable au régime oscillant a pu étre retrouvée et

confirmée expérimentalement a l’aide du circuit électronique.

Par ailleurs, la prise en compte des effets du bruit au voisinage de la bifurcation d’Andronov-
Hopf a pu étre étudiée et a permis d’observer deux phénomenes: la résonance cohérente et

la résonance stochastique.
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Dans le cas de la résonance cohérente, les mesures du taux de corrélation et du rapport bruit
sur signal ont permis de constater qu'une dose appropriée de bruit déclenchait une activité
neuronale des plus régulieres. En effet, cela se manifeste par une résonance de régularité
d’apparition des potentiels d’actions. La littérature inclut la cause aléatoire a différents ni-
veaux des équations du systeme de FitzHugh-Nagumo. En ce qui concerne les choix de ces
travaux, le phénomene de résonance cohérente a été révélé lorsque le bruit est considéré sur
la premiere ou la deuxieme équation ou encore lorsqu’il influe sur le seuil de la non linéarité.
Cette étude a permis de nuancer un effet introduit récemment sous le terme résonance auto-
induite. Ce phénomene résulte tout simplement d’'un changement d’échelle sur 'amplitude du
bruit intervenant dans I'une ou 'autre des deux équations du systeme de FitzHugh-Nagumo.
Un stimulus sinusoidal excitant I'entrée du systeme neuronal a également été pris en compte.
En l’absence de bruit, le stimulus est subliminal, c¢’est-a-dire non décelable en sortie du
systeme. En effet, 'amplitude et la fréquence du stimulus sinusoidal ne permettent alors pas
de déclencher des potentiels d’action. Il a été ainsi montré que le bruit pouvait participer
a la génération de trains de potentiels d’action et maximiser le rapport signal sur bruit en
sortie du systeme via le phénomene de résonance stochastique. Ainsi, une dose appropriée
de bruit permet ’amélioration de la détection du stimulus subliminal.

Par ailleurs, trois encodages possibles du stimulus sinusoidal ont été constatés alors que celui-
ci est favorisé par le bruit. Il s’agit d’encodages du type 1:1, 2:1 et 3:1 qui correspondent
respectivement a la production d’un potentiel d’action toutes les 1, 2 ou 3 périodes du signal

excitateur.

Cette étude en simulation numérique, répartie sur les trois chapitres, fournit une étude
complete de l'influence du bruit sur le systeme de FitzHugh-Nagumo. Le role de chaque
parametre a été discuté puis fixé pour la plus grande partie de I'investigation numérique.
Contrairement a la plupart des études portant sur le systeme de FitzHugh-Nagumo, il a
également été choisi de ne pas négliger le parametre v qui ajuste le poids de la variable lente

y par rapport a la variable rapide x.

En plus d’avoir mis en évidence ces deux effets du bruit sur le systeme de FitzHugh-

Nagumo, cette these se distingue par une réalisation pratique de ce systeme.



135

Jusqu’alors, les éléments non linéaires développés expérimentalement ne reproduisaient pas
fidelement les non linéarités des modeles théoriques. En effet, ¢’est une particularité de ce dis-
positif expérimental que d’implémenter le plus fidelement possible la non linéarité nécessaire
a la réalisation du modele de FitzHugh-Nagumo. A noter qu’aucun comportement chaotique

n’a été observé durant les expérimentations.

Parmi les réalisations électroniques de systemes non linéaires soumis au bruit, on peut
citer le circuit de Chua [56], les circuits basés sur les transistors unijonctions [27] ou encore
sur le trigger de Schmitt [113]. Ce ne sont pas des dispositifs ayant pour but d’approximer la
dynamique neuronale contrairement au systeme de FitzHugh-Nagumo. L’intérét majeur de
cette these est d’avoir réussi a implanter électroniquement le modele de FitzHugh-Nagumo
soumis au bruit et en observer sa réponse pour différents stimuli.

A Taide de ce circuit électronique, les résultats issus des simulations numériques ont été
confirmés expérimentalement constituant ainsi la principale avancée de ces travaux. Ce circuit
a été présenté dans le premier chapitre ou il a pu étre montré que ce dernier obéit bien
a la non linéarité du systeme théorique. C’est au deuxieme chapitre que, conformément
aux simulations numériques, le phénomene de résonance cohérente a pu étre observé en
présence exclusive de bruit. Par la suite, en plus du bruit, un signal a été ajouté en entrée du
circuit ce qui a permis de mettre en évidence expérimentalement le phénomene de résonance
stochastique. Il a été ainsi montré que le bruit pouvait favoriser I’encodage d’un stimulus

sinusoidal.

En outre, ce dispositif électronique permet une étude de la réponse du systeme en temps
réel puisque les parametres sont ajustés avec des potentiometres ou des sources de tension
continue extérieures au montage, ce qui constituent un protocole expérimental de réglage
des plus simples. En particulier, sur ce circuit électronique, il n’est pas nécessaire de re-
lever systématiquement la caractéristique courant-tension expérimentale pour déterminer
précisément les valeurs des parametres a et b de la non linéarité du systeme de FitzHugh-
Nagumo. Ainsi, la réponse du systéme peut étre tracée en temps réel sur un oscilloscope alors
que les simulations numériques nécessitent un temps de calcul souvent long pour connaitre la
réponse que va présenter le systeme selon ses parametres. De plus, I’étude expérimentale peut

trouver un intérét pour les biologistes ou les chercheurs du domaine des systemes dynamiques
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afin d’observer les différences entre des intégrations numériques et les expérimentations pra-

tiques.

Dans le cadre de cette these, le bruit a été considéré sous forme additive, ce qui constitue
I’hypothese la plus souvent retenue pour étudier les effets du bruit dans les systemes non
linéaires [33,114]. Cependant, il semblerait que le caractere aléatoire de la dynamique neuro-
nale puisse étre percu en introduisant un bruit multiplicatif dans les équations du modele de
FitzHugh-Nagumo [10]. Nous pensons que cette vision du bruit peut se révéler intéressante.
De plus, un bruit multiplicatif peut étre réalisé expérimentalement en ajoutant le bruit di-
rectement sur les alimentations du circuit.

Le troisieme chapitre de cette these traite du deuxieme phénomene connu sous le nom de
résonance stochastique. Bien que cet effet du bruit a été révélé avec un stimulus sinusoidal,
nous pensons qu’il serait intéressant de modifier la nature du signal excitateur. Par exemple,
il pourrait s’avérer intéressant de considérer un profil d’onde de type potentiel d’action
comme signal excitateur. En effet, cela permettrait de coupler plusieurs cellules neuronales
entre elles et de mettre en évidence un autre effet du bruit: la propagation assistée par le

bruit [22,115-120].

Enfin, il faut étre conscient que le circuit électronique développé dans le cadre de cette
these est basé sur des composants discrets. Cela pose un probleme sérieux pour la réalisation
d’'un grand nombre de cellules neuronales. En fait, il est clair qu’il faudrait une implantation
a ’aide de transistors puisque cela présenterait ’avantage d’autoriser une intégration a plus
large échelle. C’est pourquoi I’étude d’un nouveau circuit électronique basé sur des transistors
a été amorcé récemment pouvant également mettre en évidence les phénomenes de résonance

cohérente et de résonance stochastique.
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Cette thése a donné lieu a:

— une publication dans un journal international
“Coherence resonance in a Bonhoeffer Van der Pol circuit”, Gaétan LAS-
SERE, Savério MORFU, Patrick MARQUIE, Electron. letters, 45 (Issue 13), pp. 669-
670, 18 June 2009.

— une publication dans une conférence internationale
“A nonlinear electronic circuit exhibiting coherence resonance”, Gaétan LAS-
SERE, Savério MORFU, Patrick MARQUIE, NDES 2009 17th International Workshop
on Nonlinear Dynamics of Electronic Systems Rapperswil, Switzerland,June 21-24,

20009.
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Annexe 1: le circuit électronique de FitzHugh-Nagumo

Cette annexe permet une description complete du circuit électronique de FitzHugh-
Nagumo avec lequel nous avons mis en évidence les effets bénéfiques du bruit.
Sous I'encadrement de S. Morfu et moi-méme, ce circuit fut réalisé dans le cadre du Projet
de Fin d’Etude de Parrot en 2007. Une vue de dessus de la carte finale est disponible a la
figure 5.1.

Fi1G. 5.1 — Vue de dessus de la carte électronique.

Le systeme de FitzHugh-Nagumo a été implanté sur un circuit imprimé double face de di-
mensions 165 x 153 mm. Sur la figure 5.1, on remarque un important plan de masse qui
permet d’éviter les perturbations. De plus, plusieurs éléments sont visibles et montrent les
choix que nous avons effectués afin que notre circuit soit des plus simple a utiliser.

Tout d’abord, des embases « bananes » autorisent la connexion des sources de tensions et
des appareils de mesures. L’alimentation est placée en haut de la carte avec trois fiches:
+15V, OV et —15V. Les connecteurs présents a gauche de la carte permettent d’injecter les
tensions a et b qui parametrent la fonction non linéaire du modele de FitzHugh-Nagumo. Le

bruit fut injecté sur la tension b lorsque nous observons l'effet du bruit sur le seuil de la non
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linéarité au chapitre 4. Les autres embases « bananes », visibles sur la droite de la carte, ont

deux utilités:

— certaines fiches supportent la connexion avec les appareils de mesures qui relevent les

tensions V', X et le polynome P(V).

— les autres permettent d’injecter le bruit sur I'une au l'autre des deux équations du

systeme de FitzHugh-Nagumo.

La carte présente également trois interrupteurs dont les deux de gauche servent uniquement
a changer le mode de réglage des tensions de la non linéarité. En effet, nous avons choisi de
pouvoir générer directement ces tensions a 1’aide d'un pont diviseur entre les alimentations
du circuit. Cela réduit la précision des tensions appliqués mais permet également de simplifier
une démonstration publique du circuit. L’interrupteur présent au milieu de la carte a un role
plus crucial car il permet de déconnecter une partie du circuit afin de relever le polynome
P(V) constituant la non linéarité du systeme. C’est ainsi que nous avons vérifié que notre
circuit suit bien la non linéarité théorique du systeme de FitzHugh-Nagumo.

Pour terminer la description de cette carte, on peut noter que chaque composant est placé
sur des contacts « tulipes », ce qui leur permet d’étre facilement interchangeables. Il est donc
possible de modifier facilement les différents parametres du systeme de FitzHugh-Nagumo e

et .

Cette carte fut réalisée avec le logiciel de CAO Kicad (open source) avec lequel nous
avons obtenu le schéma électrique de la figure 5.2.
Le protocole expérimental est également des plus simples avec cette carte électronique. Une
fois les parametres réglés, le bruit est introduit par un ordinateur via une carte d’acquisition
de notre fabrication. Les valeurs des tensions V' et X sont relevées au cours du temps avec

un oscilloscope numérique LeCroy qui permet un certain nombre de traitement temps réel.

Ce circuit m’a ainsi permis de présenter nos travaux en public dans une démarche de
vulgarisation. En effet, le programme Experimentarium permet la rencontre entre des jeunes
chercheurs et le grand public. Autour d’expériences ou d’objets de leur quotidien, des cher-
cheurs de disciplines diverses (physique, biologie, littérature, psychologie, histoire, etc.) dia-

loguent avec des petits groupes de visiteurs.
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Fi1G. 5.2 — Schéma électrique du circuit électronique de FitzHugh-Nagumo réalisé sous le

logiciel Kicad.
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Fi1G. 5.3 — Présentation du circuit électronique de FitzHugh-Nagumo dans le cadre de [’Ezx-

perimentarium sous le marché couvert de Dijon.
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