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Symbole Signi�
ation
G, H, S, K enthalpie libre, enthalpie, entropie et 
onstante d'équilibreQNV T fon
tion de partition dans l'ensemble NV TQNpT fon
tion de partition dans l'ensemble NpT
H hamiltonien
L lagrangien
U énergie potentielle
K énergie 
inétique
ri ve
teur position de l'atome i
vi ve
teur vitesse de l'atome i
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∆t pas d'intégration
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P pression
T température
V volume
β température ré
iproque : 1

kT
kB 
onstante de Boltzmann
N nombre d'Avogadro
dτ volume in�nitésimal
rg rayon de giration
A 
oe�
ient d'asphéri
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oupure
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EF it fon
tion d'ajustement
WMM PMF 
al
ulé en dynamique molé
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WCorr PMF de 
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WTot PMF total
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< ... > moyenne d'ensemble d'une propriété
k1,k2, k3 ve
teur unitaire dans l'espa
e de Fourier
α paramètre de 
onvergen
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dl borne limite d'intégration
dc distan
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ontrainte
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Chapitre 1Introdu
tion
1.1 Contexte s
ienti�que et des
ription du systèmeUn des axes de re
her
he de la thématique �Energétique et Simulation d'Edi�
es Supramo-lé
ulaires et de Systèmes Interfa
iaux� du Laboratoire de Thermodynamique des Solutions apour obje
tif la 
ara
térisation thermodynamique des pro
essus d'intera
tion entre ré
epteurset substrats [1℄. La re
her
he de ligands, 
apables de re
onnaître séle
tivement des molé
ules
ibles en formant un 
omplexe supramolé
ulaire 
onduit à de nombreuses appli
ations. Les
alixarènes sont des 
omposés 
apables de former des 
omplexes ave
 des molé
ules orga-niques ou inorganiques en solution. Les 
alixarènes sont en général très peu solubles dansl'eau ; l'introdu
tion en position para (voir �gure (2.2), se
tion (2.6.1)) de groupements sul-fonatés a permis d'obtenir des 
alixarènes hydrosolubles, parti
ulièrement intéressants dansdi�érents domaines tels que la re
onnaissan
e spé
i�que de molé
ules biologiquement a
tiveset le mimétisme d'enzymes. Dans le but d'identi�er les fa
teurs qui 
ontr�lent les pro
essusd'asso
iation des 
alixarènes ave
 des biomolé
ules, les propriétés de 
omplexation ave
 lesa
ides aminés lysine et arginine ont été étudiées par mi
ro
alorimétrie. Il a été mis en éviden
ele r�le joué par les di�érents groupes fon
tionnels : 
haîne alkyle, groupements ammonium,hydroxyle et 
arboxylate. Selon le substrat 
omplexé, di�érents types d'intera
tions peuventêtre impliqués (ioniques, hydrophobes, van der Waals, π − π, 
ation−π, liaisons hydrogène).Au niveau fondamental, il est important de bien appréhender 
es di�érents types d'intera
-tions.Dans 
e but, des mesures mi
ro
alorimétriques ont été réalisées sur la 
omplexation du 
a-lix[4℄arène p-sulfonaté ave
 des substrats modèles alkylammonium, tétraalkylammonium, al-
ools aliphatiques, alkyldiammoniums, alkylguanidiniums, 
arboxylates et amino
arboxylates13



Chapitre 1 Introdu
tionen solution aqueuse [2, 3, 4℄. Con
ernant l'intera
tion entre des espè
es fortement 
hargées(intera
tions de type purement ioniques), l'asso
iation entre 
e ma
ro
y
le et di�érents ionsinorganiques (al
alino-terreux et lanthanides) a également été étudiée [1℄.Il a été mis en éviden
e des 
omportements thermodynamiques très di�érents pour les ionsorganiques et inorganiques. Alors que les enthalpies libres standard de 
omplexation sont dumême ordre de grandeur pour 
es deux types d'ions, les enthalpies et entropies de 
omplexationdi�èrent 
omplètement. La 
omplexation des ions inorganiques (
omplexe de sphère externe)est en e�et fortement 
ontr�lée par l'entropie (∆rH
o > 0 et T∆rS

o ≫ 0) alors que la 
om-plexation des ions organiques (
omplexe d'insertion) est 
ontr�lée par l'enthalpie (∆rH
o ≪ 0et T∆rS

o < ou > 0). Les ions inorganiques sont impliqués dans la formation de paires d'ionsave
 les groupements sulfonate du 
alixarène, alors que pour les ions organiques, des groupe-ments alkyles pénètrent dans la 
avité du 
alixarène.La 
ara
térisation thermodynamique de 
es types de 
omplexes est essentielle pour iden-ti�er les fa
teurs qui 
ontr�lent les pro
essus de 
omplexation. La thermodynamique fournitune grandeur ma
ros
opique mais ne renseigne pas dire
tement sur la stru
ture du 
omplexe.Une étude par simulation molé
ulaire a alors débuté sur 
es 
omplexes de façon à obtenir uneinterprétation molé
ulaire du pro
essus de 
omplexation. En e�et, la simulation molé
ulairepar l'intermédiare de la mé
anique statistique, permet d'avoir une vision mi
ros
opique dusystème et de 
al
uler les grandeurs thermodynamiques.1.2 Thermodynamique et mé
anique statistiqueLa thermodynamique est l'étude de la relation entre les di�érentes propriétés du système àl'équilibre. C'est, avant tout, une s
ien
e expérimentale, qui est très pré
ieuse d'un point devue pratique dans de nombreux domaines tels que la biologie, la 
himie, la géologie, la physiqueet les s
ien
es de l'ingénieur. Une des appli
ations les plus importantes de la thermodynamique
on
erne l'analyse d'équilibres 
himiques où elle permet de déterminer les 
onditions de tem-pérature et de pression optimisant une réa
tion 
himique. Les propriétés les plus importantesde la thermodynamique sont probablement la variation d'enthalpie libre (∆rG
o), d'enthalpie14



(∆rH
o) et d'entropie (∆rS

o). Ces trois grandeurs permettent de 
ara
tériser l'état du sys-tème. La thermodynamique fut développée dans les années 1800, lorsque la théorie atomiquede la matière ne faisait pas l'unanimité. Ainsi, les lois de la thermodynamique ne reposent surau
une théorie atomique ou molé
ulaire, elles en sont toutes indépendantes. C'est, peut-être,en 
e point que résident la for
e et la faiblesse de la thermodynamique, puisque 
es lois sontinvariantes par rapport à l'évolution de la théorie de la stru
ture atomique ou molé
ulaire. Par
ontre, 
ette thermodynamique dite 
lassique n'o�re qu'une vision restreinte de la stru
turemolé
ulaire.
Ave
 le développement de la théorie atomique et molé
ulaire au début des années 1900, onattribua à la thermodynamique une interprétation et une base molé
ulaire. Ainsi, est née lathermodynamique statistique, permettant de lier les moyennes de grandeurs molé
ulaires àdes grandeurs thermodynamiques ma
ros
opiques. La mé
anique statistique vise pré
isementà dé
rire les systèmes ma
ros
opiques. Le passage du mi
ros
opique au ma
ros
opique, quimet en jeu un nombre in
ommensurable, le nombre d'Avogadro (6.02 1023 mol−1), ne peutêtre réalisé que par le biais de méthodes probabilistes. En e�et, il est in
on
evable d'é
rireles 1023 équations de mouvement et en
ore plus de les résoudre. Il en résulte que les gran-deurs observées ne sont en fait que des valeurs moyennes présentant des variations aléatoires(�u
tuations statistiques). C'est Boltzmann qui a initié 
es travaux en donnant une interpré-tation statistique à l'entropie thermodynamique par la relation S = k lnΩ, où Ω est le nombred'états mi
ros
opiques. On peut démontrer que Ω est égal à la distribution la plus probable.Si le système est 
ontraint en énergie et en nombre de parti
ules, alors l'utilisation de la mé-thode des multipli
ateurs de Lagrange et d'une statistique appropriée (Maxwell-Boltzmann,Fermi-Dira
,...) permet de déterminer la distribution la plus probable. Cette démar
he permetainsi de déterminer le nombre de systèmes dans un état j d'énergie Ej(N,V ). La probabilitéqu'un système 
hoisi aléatoirement soit dans l'état Ej(N,V ) est proportionnelle à la fon
-tion de partition du système. Cette fon
tion de partition est une notion fondamentale enmé
anique statistique, puisqu'elle va permettre de déterminer l'ensemble des fon
tions ther-modynamiques. En e�et, à partir des relations S = k ln Ω et U =

∑
iNiǫi (Ni et ǫi sontrespe
tivement le nombre de parti
ules et l'énergie du système i), il est possible de déter-15



Chapitre 1 Introdu
tionminer les fon
tions thermodynamiques telles que A,G,U ,H,P ,V ou K1. Comme les valeursobservées expérimentalement sont des grandeurs moyennes en mé
anique statistique, il fautdon
 pouvoir é
hantillonner de manière 
onséquente l'ensemble des états 
onstituant le sys-tème.La simulation numérique permet justement 
et é
hantillonnage. Les moyennes dé�nies enmé
anique statistique sont purement statiques et sont dé�nies sur l'ensemble des états a

es-sibles au système. Or, 
ette moyenne ne 
orrespond pas à la moyenne temporelle qu'on réaliseen simulation de type dynamique molé
ulaire. En e�et, dans 
e dernier 
as, on réalise dessimulations durant un intervalle de temps �ni et on détermine la moyenne sur 
es simulations.C'est Gibbs qui a proposé de rempla
er le 
al
ul de la moyenne temporelle par 
elui de lamoyenne d'ensemble. En e�et, la moyenne temporelle s'é
rit de la manière suivante :
−
A(r) =

1

P

P∑

i=1

lim
t→∞

1

t− ti

∫ t

ti

A(r, t)dt
′où i est un indi
e qui par
ourt un ensemble de 
onditions initiales et ti le temps initial
orrespondant à l'indi
e i. Si l'ensemble des 
onditions initiales est 
ompatible ave
 l'ensemblestatistique approprié, on a alors :

−
A(r) = lim

t1→∞
1

t− t1

∫ t

ti

< A(r, t) > dt
′Comme la moyenne d'ensemble ne dépend pas des 
onditions initiales, on peut é
rire que :

−
A(r) =< A(r) >Cette égalité traduit le prin
ipe ergodique. Ainsi, en 
onjugant les te
hniques de simulationnumérique et la mé
anique statistique, il est possible de déterminer de nombreuses propriétésthermodynamiques. La simulation numérique peut être 
onsidérée 
omme la troisième métho-dologie s
ienti�que après la théorie et l'expérien
e. La simulation permet, par le biais de la1A=énergie de Helmholtz, G=enthalpie libre, U=énergie interne, H=enthalpie, P=pression, V=volume,

K=
onstante d'équilibre 16



mé
anique statistique et/ou de la thermodynamique, de 
al
uler des grandeurs dire
tement
omparables aux résultats expérimentaux. Cette 
onfrontation permet de valider les modèleset les algorithmes utilisés. Une fois validées, les simulations permettent de donner une inter-prétation mi
ros
opique des grandeurs ma
ros
opiques 
al
ulées. Il apparaît don
 essentiel demettre au point des méthodologies sûres et e�
a
es permettant l'évaluation 
orre
te de 
esgrandeurs. En outre, 
es te
hniques de simulation peuvent, dans 
ertains 
as, prendre le relaissur les mesures expérimentales (toxi
ité des produits utilisés, temps de mesure très longs, 
oût�nan
ier important, domaines de pression et de température trop élevés, et
.).Dans 
e 
as,on attribue alors un r�le prédi
tif à la simulation molé
ulaire.1.3 Obje
tifsLe premier travail que nous avons mené, dans le 
adre d'un stage de DEA (A.Mendès) [5℄sur le 
omplexe formé entre le 
alix[4℄arène p-sulfonaté et l'ion La3+ a montré que le 
om-plexe est à sphère de 
oordination externe 
'est-à-dire un 
omplexe où le ligand et le 
ationsont séparés par plusieurs molé
ules d'eau. La présen
e du 
alixarène ne perturbe que la se-
onde 
ou
he d'hydratation de La3+. Disposant des valeurs expérimentales d'enthalpie librestandard de 
omplexation, nous avons utilisé un 
y
le thermodynamique approprié a�n devéri�er si les paramètres et les méthodologies utilisés dans 
e travail respe
tent la séle
tivité.Le 
al
ul des di�éren
es d'enthalpie libre standard de 
omplexation e�e
tué à partir de deuxformalismes de perturbation di�érents ave
 les 
ations La3+ et Eu3+ d'une part, et La3+ etYb3+ d'autre part, donne un ex
ellent a

ord ave
 les grandeurs obtenues expérimentalementpar mi
ro
alorimétrie.En�n, les simulations ont montré une désolvatation partielle de la 
avité du 
alixarènedans le 
omplexe ave
 l'ion La3+ et une désolvatation totale ave
 les ions tétraalkylammo-niums [5℄. Nous avons également e�e
tué des 
al
uls de perturbation thermodynamique a�nde 
al
uler la variation d'enthalpie libre de 
omplexation entre le 
omplexe formé ave
 l'iontétraméthylammonium (Me4N+) et 
elui formé ave
 l'ion méthylammonium (MeNH+
3 ). Cetteétude est très intéressante au niveau de la méthodologie des 
al
uls de perturbation et d'in-tégration thermodynamique [6℄. En e�et, 
e type de 
al
ul né
essite de perturber le 
ation17



Chapitre 1 Introdu
tionMe4N+ en MeNH+
3 seul en solution aqueuse et dans le 
omplexe en solution aqueuse. Ces
al
uls de perturbation ont été réalisés en dé
omposant la perturbation en trois étapes : uneétape pour les perturbations intramolé
ulaires (liaisons), une deuxième étape pour la pertur-bation des paramètres Lennard-Jones et une troisième pour la transformation des 
harges.Nous avons développé des algorithmes appropriés et montré l'importan
e de 
ha
une de 
estransformations en 
al
ulant leur 
ontribution dans la variation d'enthalpie libre totale. Nousavons montré que la variation d'enthalpie libre de 
omplexation 
al
ulée est en a

ord ave
la valeur expérimentale, ave
 une déviation maximale inférieure à 13 %. C'est un ex
ellentrésultat 
ompte tenu des di�érentes 
ontributions à prendre en 
ompte dans 
e type de 
al
ul.Nous montrons également que les 
ontributions intramolé
ulaires sur le 
al
ul de l'enthal-pie libre de 
omplexation ne peuvent pas être négligées et surtout qu'elles ne s'annulent pasfor
ément dans le 
y
le thermodynamique. Nous avons donné une interprétation molé
ulairedes di�érentes 
ontributions et expliqué pourquoi la 
ontribution due à la transformationdes 
harges passe d'une valeur négative pour la mutation de l'ion seul à une valeur positivepour la transformation du 
ation dans le 
omplexe. La présen
e des groupements sulfonatésréorganise la se
onde 
ou
he d'hydratation du 
ation, 
e qui a pour e�et de positionner 
esmolé
ules d'eau ave
 les atomes d'hydrogène pointant vers 
eux du 
ation méthylammoniumave
 une augmentation linéaire de l'énergie éle
trostatique 
ation-eau durant le pro
essus detransformation des 
harges.J'ai opté pour une présentation du mémoire en deux parties a�n de dégager dans la premièrepartie les prin
ipaux résultats ave
 les méthodologies 
orrespondantes : dans la deuxième par-tie, sont dé
rits les di�érents algorithmes et les di�érentes te
hniques qui sont à la base de 
etravail. Dans 
ette partie, nous revenons en détail sur la démonstration des formules utiliséespar 
es algorithmes.Le deuxième 
hapitre de 
ette thèse est 
onsa
ré à la présentation de la te
hnique de lasimulation molé
ulaire de type dynamique molé
ulaire et au proto
ole de simulation. Le troi-sième 
hapitre 
on
erne la relation stru
ture-énergie pour des 
omplexes du 
alixarène ave
des al
ools linéaires. Dans le 
hapitre 4, nous dis
utons les méthodes permettant de déter-miner ∆∆G et ∆∆S. Nous présenterons une nouvelle méthode permettant un 
al
ul plus18



pré
is de ∆∆S. En�n, nous testerons l'ensemble de 
es méthodes sur le 
al
ul de propriétésd'hydratation et d'asso
iation. Le 
hapitre 5 se rapporte au 
al
ul des grandeurs absolues àpartir de la détermination du potentiel de for
e moyenne. Nous 
ommen
erons par établir lesformules permettant de déterminer le potentiel de for
e moyenne et le grandeurs absolues.Nous étudierons l'in�uen
e de 
ertaines approximations sur l'allure du pro�l du potentiel defor
e moyenne et sur le 
al
ul de ∆G et ∆S. Nous appliquerons 
es 
al
uls à des 
omplexesd'insertion et de sphère externe. Le 
hapitre 6 traite de la méthodologie mise au point pourtenir 
ompte des intera
tions 
ation-π pour la détermination de potentiel de for
e moyenne.Cette méthodologie sera ensuite appliquée à la détermination des grandeurs absolues d'as-so
iation entre la 
alixarène et l'ion 
ésium. Le 
hapitre 7 regroupera les 
on
lusions de 
etravailLa deuxième partie débute ave
 le 
hapitre 8 où nous faisons des rappels de mé
anique sta-tistique. Le 
hapitre 9 revient sur 
ertains algorithmes de dynamique molé
ulaire, notammentsur l'algorithme SHAKE qui 
onstitue la base du 
al
ul du potentiel de for
e moyenne parla méthode de la for
e 
ontrainte. En�n, le 
hapitre 10 est un bref rappel de la théorie de laDFT. Ce 
hapitre traite des origines de la fon
tionnelle utilisée, B3LYP.
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Chapitre 2Méthode de dynamique molé
ulaire
2.1 Introdu
tionTout système naturel ou synthétique est 
omposé de molé
ules 
onstituées d'atomes dontla stru
ture interne est faite de noyaux et d'éle
trons. Le 
omportement de 
es entités est enprin
ipe dé
rit par la mé
anique quantique relativiste présentée à partir des postulats sui-vants :1 - Hypothèse de L. De Broglie (1923) : à toute parti
ule de masse m et de vitesse

v, il est asso
ié un phénomène ondulatoire dont la longueur d'onde λ est donnée par larelation λ = h
p où p est la quantité de mouvement telle que p = mv.2 - Postulat de M. Born (1926) : la des
ription 
omplète du 
omportement d'un éle
-tron peut se faire par une fon
tion mathématique ψ appelée fon
tion d'onde dé�nie parl'équation de S
hrödinger. Le 
arré de 
ette fon
tion ψ2

x,y,z au point x,y,z représente laprobabilité de trouver l'éle
tron en 
e point.3 - Relation de Heisenberg : 
e prin
ipe marque la limite de validité des 
on
epts ma
ro-s
opiques, de parti
ules et d'ondes. En e�et, elle stipule que la détermination simultanéesur un même système, de deux grandeurs A et B in
ompatibles, est a�e
tée d'une in
er-titude intrinsèque telle que le produit des é
arts-types ∆A∆B ne peut en au
une façonêtre inférieur à une limite �nie qui dépend de la nature de A et B.4 - Postulat de S
hrödinger : l'équation de S
hrödinger relie la fon
tion ψ permettantd'a

éder à la probabilité de présen
e de l'éle
tron et aux valeurs quanti�ées de l'énergiequ'il peut avoir (équation (2.1)). Ainsi, la mé
anique quantique est essentiellement baséesur la résolution de 
ette équation. 23



Chapitre 2 dynamique molé
ulaire
Ĥψ = Eψ (2.1)

tel que Ĥ = −
N∑

i=1

1

2
∇2

i −
M∑

K=1

1

2

∇2
K

MK
−

N∑

i=1

M∑

A=1

ZA

riA
+

N∑

i=1

N∑

j>i

1

rij
+

M∑

A=1

M∑

B>A

ZAZA

rABDans 
ette équation, Ĥ est l'opérateur hamiltonien, ψ est une fon
tion d'onde, E l'énergiepropre du système. Le premier terme de l'expression de l'hamiltonien 
orrespond à l'énergie
inétique des éle
trons, le deuxième terme est l'énergie 
inétique des noyaux. Dans les deux
as, l'opérateur lapla
ien 
orrespond à l'opérateur énergie 
inétique où MK est la masse dunoyau K. Le troisième terme 
orrespond aux intera
tions entre les noyaux et les éle
trons où
ZA est le numéro atomique du noyau A et riA la distan
e séparant le noyau de l'éle
tron.Le quatrième terme est relatif aux intera
tions entre éle
trons, rij est la distan
e entre deuxéle
trons. Le dernier terme 
orrespond aux intera
tions entre noyaux. Dans 
ette expression,
M est le nombre de noyaux et N le nombre d'éle
trons. Ces postulats sont justi�és par
e quele développement logique du formalisme mathématique qu'ils dé�nissent et mettent en ÷uvre
onduit à des résultats de 
al
uls 
ohérents ave
 l'observation. Ainsi, se dessine le premierobje
tif de tout 
al
ul et de toute théorie : la 
onfrontation ave
 l'expérien
e. Dans 
ette op-tique, la mé
anique quantique a très vite atteint ses limites notamment en terme de nombrede 
al
uls, augmentant de manière exponentielle ave
 la taille du système, réduisant ainsi le
hamp d'investigation de 
ette dis
ipline à 
elui de systèmes de petite taille. Par ailleurs, 
ettemé
anique permet seulement l'étude et le 
al
ul des propriétés statiques et non dynamiquesà l'origine de nombreuses propriétés ma
ros
opiques. Finalement, il a fallu mettre en ÷uvredes méthodes permettant l'a

ès à 
es grandeurs. Le point de départ est évidemment la mé-
anique quantique. En e�et, les approximations suivantes et su

essives ont permis de réduire
onsidérablement le nombre de 
al
uls :1 - Les vitesses des parti
ules sont faibles par rapport à 
elle de la lumière, 
e qui nouspermet de sortir du 
adre relativiste.2 - L'approximation de Born-Oppenheimer selon laquelle le mouvement des éle
trons estbeau
oup plus rapide que 
elui des noyaux.L'hamiltonien de l'équation (2.1) peut être é
rit 
omme :24



Partie I
Ĥ = TN + H

′ (2.2)
TN repésente l'opérateur énergie 
inétique des noyaux et H

′ les termes restants de l'équa-tion (2.1). Soit ψT (..., ri, ..., rk, ...) la fon
tion d'onde du système éle
tron(i)-noyau(k)
ĤψT (..., ri, ..., rk, ...) = EψT (..., ri, ..., rk, ...) (2.3)Comme le suggère le prin
ipe de superposition des états, il est possible de développer ψTdans une base orthogonale de fon
tions propres ψj de H

′ et de fon
tions propres Θj(..., rk, ...)de l'hamiltonien nu
léaire. Les propriétés sur les opérateurs nous permettent alors d'é
rire :
ψT =

∞∑

j=1

Θj(..., rk, ...)ψj(..., ri, ..., rk, ...) (2.4)où les ψj(..., ri, ..., rk, ...) véri�ent l'équation :
H′

ψj(..., ri, ..., rk, ...) = Ujψj(..., ri, ..., rk, ...) (2.5)Dans 
es 
onditions, l'équation (2.3) peut s'é
rire :
(TN + H

′

)
∞∑

j=1

Θj(..., rk, ...)ψj(..., ri, ..., rk , ...) = E
∞∑

j=1

Θj(..., rk, ...)ψj(..., ri, ..., rk , ...)Le premier terme de 
ette expression peut se développer sous la forme :
−
∑

K

1

2MK

∞∑

j=1

[ψj∆KΘj + 2∇KΘj · ∇Kψj + Θj∆Kψj ] +
∑

j

UjΘjψjLe premier terme 
orrespond à l'opérateur TN tandis que le se
ond 
orrespond à H
′ .Le premier terme s'obtient en dérivant deux fois la somme de fon
tions propres (d2ab =

bd2a + ad2b + 2dadb). Le deuxième terme est obtenu à partir de la relation (2.5). Si l'onmultiplie l'équation pré
édente par la fon
tion ψ∗
p et si l'on intègre par rapport aux variableséle
troniques ri, on obtient la relation suivante :25



Chapitre 2 dynamique molé
ulaire
TNΘp −

∑

K

1

2MK




∑

j

〈ψp|∇K |ψj〉 .∇KΘj +
∑

j

Θj 〈ψp|TN |ψj〉



+ UpΘp = EΘpL'approximation de Born-Oppenheimer 
onsiste à 
onsidérer que la masse des noyaux estin�niment plus grande que 
elle des éle
trons. Par 
onséquent, les noyaux se dépla
ent ave
une faible amplitude. Ainsi, toute intégrale éle
tronique 
ontenant le terme 
inétique devientnégligeable.
〈ψp|∇K |ψj〉 = 0.0 et 〈ψp|TN |ψj〉 = 0.0Le système d'équations prend alors une forme simple :

TNΘp + UpΘp = EΘp (2.6)
→ EΘp = HBOΘp tel que HBO = TN + UpL'utilisation de 
et hamiltonien permet de diminuer le nombre de 
al
uls à e�e
tuer puisqueles termes éle
troniques disparaissent. Finalement, l'approximation de Born-Oppenheimer per-met de 
onsidérer tout système par la position rK et l'impulsion pK des atomes le 
onsti-tuant. Si l'on 
onsidère 
es atomes 
omme étant des points matériels1 dé�nis par (rK , pK),on peut alors appliquer les prin
ipes de la physique newtonnienne. En e�et, la dynamiquedu point matériel, dont les lois physiques sur lesquelles elle s'appuie, ont été énon
ées par-tiellement par G. Galilei en 1632 et 
omplètement par I. Newton en 1687 dans les 
élèbrePrin
ipia Mathemati
a, permet de dé
rire l'espa
e des phases d'un système (rK , pK). Cettedes
ription est réalisable grâ
e notamment à la deuxième loi de Newton (loi fondamentale dela dynamique) :

1Un point matériel est dé�ni 
inématiquement par un seul ve
teur vitesse et un seul ve
teur a

élérationet dynamiquement par un s
alaire appelé masse inerte qui est 
onstant (au 
ours du temps) et invariant (par
hangement de référentiel). 26



Partie IEnon
é historique : Le 
hangement de mouvement est proportionnel à la for
e imprimée ets'e�e
tue suivant la droite par laquelle 
ette for
e est imprimée.Enon
é a
tuel : Le mouvement d'un point matériel A, dans un référentiel galiléen R, demasse m soumis à plusieurs for
es dont la somme est ∑F, satisfait à la relation :
dp

dt
=
∑

F soit maA/R =
∑

F (2.7)Ainsi, le potentiel donné par l'équation (2.6) et la deuxième loi de Newton permettent, enthéorie, de dé�nir le mouvement d'un atome dans un référentiel galiléen. En e�et, si les for
esexer
ées sur l'atome sont 
onservatives, 
'est-à-dire dérivant d'une énergie potentielle, on aalors :
maA/R =

∑
F = −

∑
∇Up =

dpA/R
dt

= m
d2rA/R
dt2

(2.8)Cette relation montre de manière expli
ite que la 
onnaissan
e du potentiel et des 
ondi-tions initiales permet de dé
rire l'espa
e des traje
toires de l'atome puisque deux intégrationssu

essives permettent de déterminer la vitesse et la position de 
et atome. On peut, ainsi,presque déterminer la traje
toire d'un atome �sur le papier�. Néanmoins, étant donnée l'avan-
ée extraordinaire de l'informatique 
es 
inquantes dernières années, il est possible d'étudierdes systèmes molé
ulaires de plus grande taille (103 à 106 atomes). Ce type de 
al
ul porte lenom de simulation numérique de type dynamique molé
ulaire.Finalement, 
es méthodes prennent leur sour
e théorique dès le 17ème siè
le ave
 Newton.Mais, 
e n'est qu'au début de 1950, lorsque les premiers ordinateurs ont pu être utiliséspour un usage 
ivil, que prennent réellement naissan
e 
es méthodes de simulation2. La seuledétermination de l'ensemble (rN , pN ) ne permet pas à elle seule d'a

éder aux propriétésmé
aniques, thermodynamiques, et
. Il faut, en e�et, 
oupler la dynamique de Newton à lamé
anique statistique de L. Boltzmann (le 
hapitre (8) revient sur les bases de 
ette mé
a-nique). Ce 
ouplage permet �nalement d'avoir une vue mi
ros
opique et ma
ros
opique d'unsystème donné. La re
her
he et l'étude de 
ette relation �mi
ro-ma
ro� sont devenues unélément essentiel pour la 
ompréhension de tout phénomène physi
o-
himique. Ces méthodesse situent à une é
helle spatiale de l'ordre du nanomètre et une é
helle de temps allant de2En parti
ulier à Los Alamos, la ma
hine MANIAC est devenue opérationnelle en 1952.27



Chapitre 2 dynamique molé
ulairela pi
ose
onde à la nanose
onde 
omme le montre la �gure (2.1). Tout système se situantsur des é
helles de temps et d'espa
e di�érentes implique l'utilisation de méthodes basées surde nouvelles approximations. La �gure (2.1) donne un aperçu de 
es méthodes et des limitesd'espa
e et de temps pour leurs appli
ations.

t

d

1s10−6s10−12s10−15s


m
µm
nmÅ MQ DM,MC

DPD, DB, CG, et
Mileux 
ontinus (MEF)

Fig. 2.1 � Méthodes de simulation utilisées en fon
tion de l'é
helle spatiale (d) et tem-porelle (t). (MQ)=Mé
anique quantique, (DM)=Dynamique molé
ulaire, (MC)=Monte Carlo,(DPD)=Dynamique des parti
ules dissipatives, (DB)=Dynamique brownienne, (MEF)=Méthodes deséléments �nis, (CG)=Coarse graining. (→) indique le sens d'évolution dont il est question dans la dis-
ussion.Le passage d'une méthode à l'autre dans le sens indiqué sur la �gure (2.1) se fait par lebiais d'approximations su

essives. La 
onséquen
e est une perte de détail dans l'observa-28



Partie Ition et l'étude du système. Par 
ontre, on a un gain d'e�
a
ité (temps de 
al
ul plus faible)permettant l'a

ès à de nouvelles propriétés. La méthode de dynamique molé
ulaire permetplusieurs types de des
riptions permettant de diminuer le temps de 
al
ul. Il y a la des
rip-tion dite expli
ite où 
haque atome est representé par un point matériel. Il existe égalementune des
ription dite �atome uni�é� où 
'est un groupe d'atomes que l'on représente par unpseudo-atome. À une é
helle plus élevée, 
'est une région du �uide qui est dé
rite de 
ettemanière. À mi-
hemin entre les méthodes quantiques et 
elles de dynamique molé
ulaire, ontrouve des méthodes hybrides : les méthodes de dynamique quantique (ab initio, DFT, ...) et
elle de dynamique mixte (QM/MM) où les éle
trons sont prise en 
ompte de manière expli
ite.2.2 Mé
anique analytique : lagrangien et hamiltonienLe mouvement d'une parti
ule, et plus généralement d'un système matériel, peut être étudiéà partir d'un formalisme développé par les mathémati
iens français A. Lagrange et é
ossaisW. Hamilton. Ce formalisme s'appuie essentiellement sur deux fon
tions s
alaires ayant ladimension d'une énergie : le lagrangien L et l'hamiltonien H. Son intérêt prin
ipal est qu'il seprête mieux à l'extension de la mé
anique et des autres domaines de la physique (optique, phy-sique, quantique, et
.). En outre, il permet de trouver plus fa
ilement les grandeurs physiquesqui se 
onservent (
omme on le verra dans la se
tion (9.1.3)).2.2.1 LagrangienConsidérons un système matériel {ri, ṙi} en mouvement par rapport à un référentiel galiléen,sous l'a
tion de for
es extérieures et intérieures dérivant d'une énergie potentielle totale Ep.On dé�nit le lagrangien du système 
omme une fon
tion dépendante des positions et de leursdérivées par rapport au temps :
L ({ri}, {ṙi}) =

N∑

i

ṙiṙimi

2
−

N∑

i

∑

j>i

u(rij) tel que U({ri}) =

N∑

i

∑

j>i

u(rij)Cette dé�nition n'est valable qu'en mé
anique newtonienne. On en déduit alors le moment
onjugué pi asso
ié à ri par la relation suivante :29



Chapitre 2 dynamique molé
ulaire
pi =

∂L ({ri}, {ṙi})
∂ṙi

= mṙiDans 
ertains 
as, le moment 
onjugué est assimilé à la quantité de mouvement. Cela nouspermet d'é
rire les équations de Lagrange du système soumis uniquement à des for
es quidérivent d'une énergie potentielle :
dpi

dt
− ∂L ({ri}, {ṙi})

∂ri
= 02.2.2 HamiltonienDé�nitionContrairement au lagrangien, l'espa
e dé
rit par l'hamiltonien est l'espa
e des phases 
onsti-tué de 2N variables indépendantes. Dans la théorie d'Hamilton, on s'intéresse plut�t à l'étatmé
anique du système. On dé�nit l'hamiltonien 
omme :

H ({ri}, {pi}) =

N∑

i

ṙipi − L ({ri}, {ṙi}) (2.9)Cette transformation, très utilisée en thermodynamique, est 
onnue sous le nom de trans-formation de Legendre qui permet de passer du lagrangien, fon
tion asso
iée aux variables
(ri, ṙi) à l'hamilonien, fon
tion asso
iée aux variables (ri,pi). On montre que l'hamiltoniend'un système naturel (énergie potentielle ne dépendant pas du temps) n'est autre que sonénergie totale. Dans 
e 
ontexte de système naturel, il en résulte que les 
oordonnées d'unpoint A quel
onque du système ne sont fon
tion que des paramètres de 
on�guration {ri}. Si
O est l'origine du référentiel, la vitesse de A notée dOA

dt
vaut don
 :

vA =
dOA

dt
=
∑

i

(
∂OA

∂ri

)
dri

dt
=
∑

i

(
∂OA

∂ri

)
ṙiLa forme quadratique de l'énergie 
inétique est :

Ek =
1

2
mAv

2
A =

∑

i

∑

j

(
∂OA

∂ri

)(
∂OA

∂rj

)
ṙiṙj =

∑

i

∑

j

aij ṙiṙj30



Partie Iave
 aij =
(

∂OA
∂ri

)(
∂OA
∂rj

).L'énergie 
inétique ne dépend don
 pas expli
itement du temps. Comme, Ep = Ep({ri}), ilvient :
pi =

∂L ({ri}, {ṙi})
∂ṙi

=
∂Ek ({ṙi})

∂ṙi
=
∑

j

2aij ṙj et
∑

i

piṙi = 2
∑

i

∑

j

aij ṙiṙj = 2Ekd'où
H ({ri}, {pi}) =

N∑

i

ṙipi − L ({ri}, {ṙi}) = Ek + Ep (2.10)
car L ({ri}, {ṙi}) = Ek − EpLa relation (2.10) permet de justi�er l'utilisation de l'hamiltonien tel qu'on le 
onnaît endynamique molé
ulaire, puisqu'elle est équivalente à l'équation (2.6). À partir de 
es relations,il est possible de déterminer les équations de mouvement ou équations 
anoniques.Équations de mouvementPour déterminer 
es équations, il su�t d'é
rire la di�érentielle de la fon
tion d'Hamiltonde deux manières di�érentes, en 
onsidérant H 
omme fon
tion de 2N variables ({ri}, {pi})et indépendantes du temps :

dH =
∑

i

(
∂H
∂ri

dri +
∂H
∂pi

dpi) (2.11)À présent, di�éren
ions H à partir de la relation (2.9) :
dH = d

∑

i

piṙi − dL =
∑

i

(pidṙi + ṙidpi)− dL

=
∑

i

(pidṙi + ṙidpi)−
∑

i

(
∂L
∂ri

dri +
∂H
∂ṙi

dṙi)Comme pi =
∂L
∂ṙi

et ṗi =
∂L
∂ri

, il vient : 31
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ulaire
dH =

∑

i

(ṙidpi − ṗidri) (2.12)En identi�ant les relations (2.11) et (2.12), on en déduit les équations du premier ordre en
pi et ri, appelées équations 
anoniques du mouvement :

dri

dt
=
∂H
∂pi

et
dpi

dt
= −∂H

∂ri
= −

∑

i

∑

j>i

r̂iju
′

(rij) (2.13)
u

′

(rij) n'est autre que la for
e agissant sur l'atome i. Ces équations asso
iées à l'hamiltonien(équation (2.10)) seront utilisées pour explorer l'espa
e des phases lors des simulations.Conservation de l'énergiePour un système matériel en mouvement par rapport à un référentiel galiléen, l'hamiltonien
H ne dépend pas expli
itement du temps. On en déduit :

dH
dt

=
∂H
∂t

= −∂L
∂t

= 0 d′où H = constanteLa 
onservation de l'énergie est don
 reliée à l'invarian
e par rapport au temps de l'hamil-tonien et du lagrangien.Conservation des moments 
onjuguésLorsque l'une des variables ri n'apparaît pas dans l'hamiltonien, le lagrangien ou l'énergiepotentielle, on dit que que 
ette variable est 
y
lique ou 
a
hée. D'après les équations deLagrange, le moment 
onjugué pi asso
ié est alors une 
onstante du mouvement :
∂L
∂ri

=
dpi

dt
= 0 d′où pi = constanteAyant déterminé les équations 
anoniques du mouvement et la forme de l'hamiltonien, il nereste plus qu'à résoudre 
es équations. 32



Partie I2.3 Résolution des équations 
anoniques du mouvementLa méthode la plus simple pour résoudre les équations de mouvement données par l'équa-tion (2.13) est de 
ombiner un développement en série de Taylor et des di�éren
es �nies.2.3.1 Di�éren
es �niesAvant de dis
uter les algorithmes, il est né
essaire de rappeler les lois d'invarian
e desphénomènes physiques. Ces dernières impliquent des lois de 
onservations qui jouent un r�lefondamental en mé
anique. Ainsi, un des 
ritères de validation d'un algorithme de dynamiquemolé
ulaire est le respe
t in
onditionnel de 
es lois d'invarian
e qui sont :1- Conservation de l'énergie2- 
onservation des moments 
onjugués33- respe
t du renversement du temps4 (
ondition de symétrie 
ontenue dans les équationsde Newton).4- 
onservation du volume dans l'espa
e des phases (on dit alors que la simulation est sym-ple
tique).Il existe plusieurs algorithmes permettant de résoudre 
es équations, mais tous sont baséssur des développements en séries de Taylor (dis
rétisation en temps). En e�et, dans 
e 
as, onévalue les dérivées dri

dt
et dpi

dt
par des di�éren
es �nies du deuxième et du premier ordre à deuxpoints à droite. On résoud, ensuite, pas à pas 
es équations en 
hoisissant un pas d'intégration

∆t. Comme pour toutes les méthodes de résolution numérique d'équations di�érentielles, plus
∆t sera petit et plus la solution sera pré
ise et exa
te. En outre, ∆t doit être inférieur au pluspetit temps de relaxation.

rn+1 = rn + vn∆t+
fn

2m
(∆t)2 (2.14)

vn+1 = vn +
fn

m
∆t (2.15)3

v1 + v2 = v

′

1 + v

′

2 où v

′

i indique la vitesse de la parti
ule i au temps suivant.4Cela revient à dire que si, à l'instant t, on inverse le 
ours du temps, la traje
toire de la dynamique revientsur ses pas. 33



Chapitre 2 dynamique molé
ulaireCette solution est 
onsidérée 
omme dé�
iente puisqu'elle ne respe
te pas le renversementdu temps. En e�et, en 
hangeant ∆t en −∆t et n + 1 en n − 1, les équations pré
édentessont di�érentes. Cette solution, appelée solution d'Euler, peut être améliorée si on 
onsidèredes dérivées premières et se
ondes en trois points, 
omme le montrent les deux relations del'équation (2.16) :
rn+1 = 2rn − rn−1 +

fn

2m
(∆t)2 (2.16)

vn+1 =
rn+1 − rn−1

2∆tL'amélioration réside dans le type de variation de l'erreur en ∆t. En e�et, dans un développe-ment en deux points, l'erreur varie linéairement en ∆t 
'est-à-dire O(∆t). Le développementen trois points permet une variation d'ordre 4 (O(∆t4)) et d'ordre 2 (O(∆t2)) de l'erreurpour les positions et les vitesses, respe
tivement. Les positions sont obtenues en développantà l'ordre 4 rn+1 et rn−1 et en les additionnant, tandis que pour les vitesses on les développe àl'ordre 2 et on les soustrait. On pourrait aussi développer en quatre points, abaissant ainsi l'er-reur mais augmentant le nombre de 
al
uls. En e�et, 99 % du temps de 
al
ul en dynamiquemolé
ulaire est 
onsa
ré aux 
al
ul des for
es puisque l'on doit évaluer n(n−1)
2 intera
tions.Ave
 la méthode en quatre points, il faut 
al
uler quatre fois 
es for
es soit 4n(n− 1)

2

ontre

2n(n− 1)

2
ave
 un développement en trois points (Eq.(2.17)).

f
′

(x) =
−f(x+ 2h) + 8f(x+ h)− 8f(x− h) + f(x− 2h)

12h
+O(h4) (2.17)

f
′′

(x) =
−f(x+ 2h) + 16f(x+ h)− 30f(x) + 16f(x− h)− f(x− 2h)

12h2
+O(h4)Finalement, 
e 
hoix n'est probablement pas le meilleur même si on peut augmenter le pasd'intégration. En outre, on observe une dérive énergétique aux temps longs. Le développementen trois points semble être un bon 
ompromis entre le temps de 
al
ul, la minimisation del'erreur et une dérive énergétique faible aux temps longs. Ces relations bien qu'existantes de-puis le 17ème siè
le (développées par le mathémati
ien anglais B. Taylor (1685-1731)), portentle nom d'Algorithme de Verlet initialement 
onçu par Verlet [7℄ et développé par Störmer [8℄.Cet algorithme, 
ontrairement à 
elui d'Euler, est réversible puisque rn+1 et rn−1 ont un r�le34



Partie Isymétrique. Les prin
ipaux in
onvénients de 
et algorithme sont :1- La détermination des positions sans la prise en 
ompte des vitesses2- une faible pré
ision sur la détermination des vitesses.Pour remédier à 
es dé�
ien
es, R.W Ho
kney [9℄ a proposé l'algorithme de Verlet Leap Frogbasé sur le fait que les vitesses sont 
al
ulées pour des intervalles de temps demi-entiers et lespositions sont obtenues pour les intervalles de temps entiers. Si on dé�nit les vitesses pour lestemps (t+ ∆t/2) et (t−∆t/2) par des taux d'a

roissements :
v(t+

∆t

2
) =

r(t+ ∆t)− r(t)

∆t

v(t− ∆t

2
) =

r(t)− r(t−∆t)

∆ton obtient alors les positions aux temps (t+ ∆t) et (t−∆t) :
r(t+ ∆t) = r(t) + v(t+

∆t

2
)∆t

r(t−∆t) = r(t)− v(t− ∆t

2
)∆tEn utilisant l'équation prin
ipale de l'algorithme de Verlet, on a alors :

v(t+
∆t

2
) = v(t− ∆t

2
) +

f(∆t)

2m
∆t+O((∆t)4)

v(t) =
1

2
(v(t +

∆t

2
) + v(t− ∆t

2
)) (2.18)L'avantage de 
ette méthode est la prise en 
ompte des vitesses dans le 
al
ul des posi-tions et l'amélioration de la pré
ision du 
al
ul des vitesses. L'in
onvénient majeur de 
etteméthode est l'absen
e de simultanéité dans le 
al
ul des positions et des vitesses ainsi quel'approximation faite sur le 
al
ul des vitesses à l'instant t. Néanmoins, 
ette méthode est pro-bablement la méthode la plus employée a
tuellement. C'est d'ailleurs 
elle qu'on utilisera dansles simulations a�n de respe
ter l'algorithme original de Berendsen [10℄ permettant de main-tenir une pression et une température 
onstantes. Pour résoudre 
es problèmes, Swope et al.35



Chapitre 2 dynamique molé
ulaire[11℄ ont proposé une méthode appelée Velo
ity Verlet, permettant de 
al
uler les vitesses etles positions en même temps. Les équations utilisées (données dans l'ordre d'éxé
ution dansl'algorithme) sont les suivantes :
r(t+ ∆t) = r(t) + v(t)∆t+

f(∆t)

2m
(∆t)2

v(t+
∆t

2
) = v(t) +

f(∆t)

2m
∆t

f(t+ ∆t) = f(r(t+ ∆t))

v(t+ ∆t) = v(t+
∆t

2
) +

f(t+ ∆t)

2m
∆tCet algorithme permet don
 de 
al
uler en même temps les vitesses, les positions ainsi queles a

élérations. En outre, il est stable aux temps longs (faibles dérives d'énergie). L'in
onvé-nient de 
ette méthode est le 
al
ul des for
es à (t) et (t+ ∆t) à la même itération. Ainsi, lenombre d'intera
tions à 
al
uler est deux fois plus grand que 
elui 
al
ulé dans l'algorithmede Verlet Leap Frog soit n(n− 1)

2

al
uls supplémentaires. Finalement, le 
ompromis idéalentre temps et pré
ision des 
al
uls est l'algorithme de Verlet Leap Frog, 
e qui explique sonabondante utilisation. Cependant, pour des simulations de type mésos
opique, il est préférabled'utiliser la méthode Velo
ity Verlet et don
 d'opter pour la pré
ision 
ar le pas d'intégra-tion est supérieur à 
elui utilisé dans les méthodes de simulation molé
ulaire. Le 
hoix del'algorithme de propagation des équations de mouvement dépend du type de simulation etde la taille du système. Évidemment, les algorithmes de Verlet Leap Frog et Velo
ity Verletsont symple
tiques, respe
tent le renversement du temps et 
onservent l'énergie mé
anique.Il existe d'autres algorithmes tout aussi e�
a
es 
omme 
elui de Gear predi
tor-
orre
tor dé-veloppé par Gear [12℄ qui 
onsiste à prédire les positions, les vitesses et l'a

éleration au passuivant sans invoquer les équations de mouvement. Ensuite, vient la phase de 
orre
tion oùl'on 
al
ule la di�éren
e entre l'a

éleration prédite et 
elle 
orrigée (
'est-à-dire les for
es) eton utilise 
ette di�éren
e pour 
orriger les positions et les vitesses.2.4 Modélisation des intera
tions intermolé
ulairesNous allons à présent voir 
omment sont 
al
ulées les for
es permettant de par
ourir l'espa
edes phases. Les systèmes que nous simulons sont des systèmes isolés, 
e qui implique que le36



Partie Isystème est 
onservatif. Ainsi, les for
es dérivent d'un potentiel (gradient de potentiel) :
fij = −∇(U(rij)) (2.19)Il su�t don
 de se donner un potentiel, d'en prendre le gradient et d'intégrer les équationsde mouvement pour obtenir la traje
toire. En général, on distingue deux types d'intera
tions :les intera
tions intramolé
ulaires propres aux intera
tions entre atomes d'une même molé
uleet les intera
tions intermolé
ulaires entre atomes de molé
ules di�érentes. Chaque potentielest 
omposé d'un jeu de paramètres déterminés par des méthodes de mé
anique quantiqueou par ajustement sur des grandeurs thermodynamiques (enthalpie de vaporisation, d'hydra-tation,...). L'ensemble des paramètres ajustables et des expressions analytiques des 
ourbesd'ajustement forme un 
hamp de for
es. Il existe des 
hamps de for
es généralistes tels que le
hamp de for
es OPLS développé par Jorgensen et al. [13℄ ou AMBER de Cornell et al. [14℄,très largement utilisés pour des simulations physi
o-
himiques.2.4.1 Potentiel intramolé
ulaireLe potentiel intramolé
ulaire permet de rendre 
ompte de la �exibilité des molé
ules. Celui
i peut être dé
omposé en quatre termes :

U intra = U liaisons + Upliages + U torsions + U1−4Ils dé
rivent l'élongation des liaisons, la déformation des angles, les torsions pour les anglesdièdres périodiques et impropres et les intera
tions entre atomes séparés par plus de troisliaisons. Les di�érents potentiels prennent les formes suivantes :
U liaisons =

∑

liaisons

kb(r − ro)2

Upliages =
∑

pliages

kθ(θ − θo)
2

U torsions =
∑

torsions

kφ[1 + cos(nφ+ δ)]

U1−4 =

N−1∑

i=1

N∑

j>i

4ǫij

[(
σij

rij

)12

−
(
σij

rij

)6
]37
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ulaire
ro, θo sont la distan
e et l'angle d'équilibre tandis que kb, kθ, kφ sont les 
onstantes de for
eet δ le déphasage de l'angle dièdre. Les angles impropres qui permettent de maintenir unestru
ture �xe (un 
y
le benzénique plan par exemple) ont la même forme que les potentielsde dièdre. Nous avons modélisé les intera
tions 1− 4 par un potentiel de type Lennard jonesdont les paramètres seront expli
ités dans le paragraphe suivant.2.4.2 Potentiel intermolé
ulaireLes intera
tions non liées sont prin
ipalement dues aux intera
tions de van der Waals etaux intera
tions éle
trostatiques. Il est né
essaire que 
e potentiel d'intera
tion 
ontienne à lafois un terme répulsif à 
ourte distan
e pour tenir 
ompte de l'impossibilité de re
ouvrementdes atomes et une partie attra
tive à moyenne et longue distan
e. Ces di�érentes intera
tionspeuvent être dé
rites à l'aide du potentiel donné par l'équation (2.20).

U tot = ULJ + U ele =

N−1∑

i=1

N∑

j>i

4ǫij

[(
σij

rij

)12

−
(
σij

rij

)6
]

+ Uij
ele (2.20)Cette équation montre que le potentiel 
hoisi est un potentiel de paires. Le premier terme
orrespond au potentiel de Lennard-Jones, lequel est 
omposé de deux termes : un termerépulsif ( 1

r12ij

) et un terme attra
tif ( 1

r6ij
), relatif aux intera
tions de London (intera
tionsdip�le induit-dip�le induit en 1

r6
) et Debye (intera
tions dip�le permanent-dip�le induit en

1

r6
) et Keesom (intera
tions dip�le induit-dip�le induit en 1

r6
et plus importante que les deuxautres). La 
onstante ǫii �xe l'é
helle d'énergie et la 
onstante σii le diamètre de l'atome.Chaque atome i se voit ainsi attribuer un jeu de paramètres {σii, ǫii}, déterminé par despro
édures d'ajustement. Les intera
tions mixtes sont évaluées ensuite par des lois de mélangede 
omposition. La plus utilisée est 
elle de Lorentz et Berthelot :

ǫij =
√
ǫiiǫjj (2.21)

σij =
σii + σjj

2
(2.22)Il existe d'autre règles de mélange, plus sophistiquées pour le 
al
ul de propriétés spé
i-�ques 
omme 
elle de Kong [15℄ ou Waldman-Kagler [16℄. Le deuxième terme 
orrespondantà l'énergie éle
trostatique Uij

ele est dé
rit dans la se
tion suivante.38



Partie IIntera
tions éle
trostatiquesContrairement aux intera
tions de van der Waals, 
es intera
tions sont à longue portée (1
r
).elles sont régies par des for
es 
oulombiennes entre 
harges. L'expression de l'énergie entredeux 
harges q1 et q2 est donnée 
i dessous :

U c = −
N−1∑

i=1

N∑

j>i

qiqj
4πǫorij

(2.23)où ǫo est la permittivité du vide ǫo = 8.854.10−12C2J−1mol−1. Soit un système de Nparti
ules dans une boîte 
ubique de longueur L ave
 
onditions aux limites périodiques (voirse
tion (2.5.1)), possédant des 
harges telles que la 
harge totale du système soit nulle. Commeon le verra dans la se
tion (2.5.1), les 
onditions aux limites périodiques permettent de simulerun réseau ini�ni en répliquant une in�nité d'images de la boîte 
entrale. Si ri est le ve
teurposition de l'atome i, 
e même atome sera repéré dans les boîtes images par la 
oordonnée
ri + nL où n est un ve
teur de translation. L'énergie totale du système vaut alors :

U c = −1

2

N∑

i=1

∗∑

j,n

qiqj
|rij + nL| (2.24)L'étoile indique que la somme est faite sur toutes les boîtes et sur toutes les parti
ules,hormis j = i quand n = ~0. Pour des potentiels à 
ourte portée (dé
roissan
e plus rapideque 1

r3
), on fait l'approximation que l'intera
tion entre deux parti
ules i et j est en trèsbon a

ord ave
 
elle 
al
ulée entre l'atome i et l'image de l'atome j la plus pro
he de i(
onvention d'image minimum). Pour des potentiels à longue portée, 
ette approximationn'est pas su�sante 
ar l'énergie d'intera
tion dé
roît trop lentement pour que l'on puisse selimiter à la première image. Dans 
e 
as, il faut tenir 
ompte de l'ensemble des boîtes. Pourremédier à 
ette di�
ulté, la somme d'Ewald 
onsiste à séparer le potentiel 
oulombien endeux termes, un terme à 
ourte portée et un terme à longue portée 
al
ulé dans l'espa
eré
iproque (
f se
tion (9.3) pour la démonstration 
omplète). Les expressions de l'énergie etde la for
e 
orrespondante sont données par les équations suivantes :39
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ulaire
UC =

∑

k6=0

2π

k2V
exp

(
− k2

4α2

) ∣∣∣∣∣∣

N∑

j=1

qj exp (ik(rj))

∣∣∣∣∣∣

2

+
N−1∑

i=1

N∑

l=i+1

qiql
erfc(α |ri − rl|)
|ri − rl|

−
N∑

j=1



q2j
α√
π

+

Nm∑

i=1,6=j

qiqj
erf(α |ri − rj|)

2 |ri − rj |



 (2.25)
fC = −qi

∑

k6=0

exp (ik(ri))
4πki

k2V
exp

(
− k2

4α2

) ∣∣∣∣∣∣

N∑

j=1

qj exp (ik(rj))

∣∣∣∣∣∣

+
N−1∑

i=1

N∑

l=i+1

qiql
ril

r3il

[
erfc(α |ril|) +

2α |ril|√
π

exp−(α2 |ril|2)
] (2.26)

−
N∑

j=1

Nm∑

i=1,6=j

qiqj
rij

r3ij

[
erf(α |rij |)−

α |rij |
2
√
π

exp−(α2 |rij|2)
]La démonstration de 
es relations est réalisée dans la deuxième partie de 
ette thèse.2.5 Mise en ÷uvre d'une simulation molé
ulaire2.5.1 Conditions périodiques aux limitesDans les simulations de taille �nie, le problème des e�ets de bords est traité par les 
onditionspériodiques aux limites. Cette méthode permet de simuler un réseau in�ni autour du systèmeinitial appelé alors boîte 
entrale. En e�et, 
ette méthode 
onsiste à répliquer à travers l'espa
ela 
ellule initiale, a�n d'obtenir un réseau in�ni et don
 de s'a�ran
hir des problèmes liés auxe�ets de bords. Ainsi, lorsqu'une molé
ule sort par une fa
e de la 
ellule 
entrale, une de sesimages rentre par la fa
e opposée. Finalement, on 
ontinue de traiter uniquement la boîte
entrale. Le problème qui peut exister est l'intera
tion d'un atome de la boîte 
entrale ave
 sapropre image. Comme les 
ellules sont répliquées par translation d'un ve
teur nL, il faut alors
al
uler les intera
tions pour des distan
es inférieures à L. Ainsi, l'énergie totale est évaluéeen 
al
ulant les intera
tions dans la 
ellule 
entrale et dans le réseau in�ni :

Utot =
1

2

′∑

n

N∑

i=1

N∑

j=1

U(|rij |+ n) (2.27)Le ′ indique que pour la 
ellule 
entrale (n = 0) i est di�érent de j. n = (nxL, nyL, nzL)40



Partie I2.5.2 Convention d'image minimumL'énergie d'intera
tion d'une parti
ule i 
orrespond à l'intera
tion de 
ette parti
ule ave
les N − 1 parti
ules de la 
ellule 
entrale. Il faut, en outre, tenir 
ompte des intera
tionsentre i et les autres parti
ules l des 
ellules répliquées (images). Ainsi, on se retrouve ave
 unnombre important d'intera
tions à 
al
uler. Il faut, don
, trouver une méthode permettant deréduire 
e nombre. Pour 
ela, on dé�nit une région de même forme et de même dimension quela 
ellule 
entrale dans laquelle la parti
ule i est située au 
entre. Ainsi, la parti
ule i interagitave
 les N −1 parti
ules de 
ette nouvelle 
ellule, 
'est-à-dire les N−1 images périodiques lesplus pro
hes de i. La sommation est don
 réduite au 
al
ul de (N(N − 1)/2) distan
es. Il estpossible de diminuer en
ore le temps de 
al
ul en 
onsidérant un rayon de 
oupure (rc). Ene�et, on 
onsidère seulement les intera
tions inférieures à rc (au-delà de rc, les intera
tionssont supposées nulles). Ce rayon de 
oupure est 
hoisi inférieur à une demie longueur de boîtea�n qu'il n'y ait pas plus d'une image de 
haque parti
ule prise en 
ompte. Comme on négligeles intera
tions pour lesquelles r > rc, on introduit inévitablement une erreur sur l'énergietotale qui n'est pas négligeable. Il est possible d'estimer 
e terme 
orre
tif : pour 
ela, nousdevons déterminer l'expression de l'énergie totale.
E = kT 2

(
∂ lnQNpT

∂T

)

N,p

tel que QNpT = CT 3N/2

∫ ∫
exp

(
−
[
U(rN ) + pV

]

kT

)

drNdVC est une 
onstante fon
tion de la longeur d'onde de De Broglie. Si on suppose que le terme
pV est 
onstant on obtient alors :

E =
3NkT

2
+
〈
U(rN )

〉
+ pVIl faut à présent exprimer le deuxième terme en fon
tion de la distribution radiale, puisque
elle-
i, à longue distan
e, est égale à 1 (pas d'ordre à longue distan
e). Pour 
ela, on reprendl'expression de 〈U(rN )

〉. En e�et, on suppose que U(rN ) 
orrespond à la somme de N(N−1)/2termes. Ainsi, si on utilise u(r12) 
omme potentiel de réferen
e, on a :41
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ulaire
〈
U(rN )

〉
=
N(N − 1)

2

∫ ∫
u(r12)





∫ ∫
exp

(
−[U(rN )+pV ]

kT

)
drN−2dV

∫ ∫
exp

(
−[U(rN )+pV ]

kT

)
drNdV



Étant donnée l'expression de la densité de probabilité (équation (2.28)), on obtient la rela-tion (2.29).
ρ2(r12) = N(N − 1)

∫ ∫
exp

(
−[U(rN )+pV ]

kT

)
drN−2dV

∫ ∫
exp

(
−[U(rN )+pV ]

kT

)
drNdV

(2.28)
〈
U(rN )

〉
=

1

2

∫ ∫ ∫
u(r12)ρ

2(r12)dV dr1dr2 (2.29)Si on généralise, on obtient la relation (2.30)5 [17℄. À partir de l'équation (2.30), nousobtenons l'expression de l'énergie E (équation (2.31))
〈
U(rN )

〉
=
N2

2V

∫ ∫
4πr2u(r)g(r)dV dr (2.30)

E =
3NkT

2
+
N2

2V

∫ ∫
4πr2u(r)g(r)dV dr + pV (2.31)Le terme 
orre
tif étant déterminé au-delà de rc, nous avons g(r) = 1, et don
 :

Ecorr =
N2

2V

∫ ∫ ∞

rc

4πr2u(r)dV dr + (pV )corrRemarque : le terme (pV )corr peut aussi être déterminé de la même manière. On montrefa
ilement [17℄ que :5La distribution radiale peut être exprimée de la manière suivante :
g

n =
V nN !

Nn(N − n)!

R R

exp

„

−[U(rN )+pV ]
kT

«

drN−ndV

R R

exp

„

−[U(rN )+pV ]
kT

«

drNdV. 42
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pV = NkT − 2N2

3V

∫ ∞

0
πr2r

du(r)

dr
g(r)dr = NkT − 2N2

3V

∫ ∞

0
πr2w(r)g(r)droù w(r) = −du

dr est le viriel. Le terme 
orre
tif est alors donné par l'équation (2.32). Celanous permet d'é
rire l'énergie totale 
orrigée (équation (2.33)).
(pV )corr = −2N2

3V

∫ ∞

rc

πr2w(r)dr (2.32)
Ecorr =

N2

2V

∫ ∞

rc

4πr2u(r)dr − 2N2

3V

∫ ∞

rc

πr2w(r)dr (2.33)Ces termes 
orre
tifs doivent surtout être pris en 
onsidération dans des ensembles où levolume subit de grosses �u
tuations (NpT , µV T ) [18℄.2.6 Proto
ole de simulationLe 
alix[4℄arène-p sulfonaté (symobolysé par Cal4−) a été modélisé en utilisant la versiontout atome du 
hamp de for
es AMBER [14℄. Les di�érents termes du potentiel ont été donnésdans la se
tion (2.4). Les intera
tions éle
trostatiques sont 
al
ulées en utilisant la somma-tion d'Ewald [18, 19℄. Les intera
tions de dispersion-répulsion sont 
al
ulées ave
 un modèleLennard-Jones, dans lequel nous avons utilisé les règles de mélange de Lorentz et Berthelot.Dans le 
hamp de for
es AMBER, les intera
tions non liées entre atomes séparés par exa
te-ment trois liaisons sont réduites par un fa
teur 0.5 [14℄. Les 
ontraintes sont maintenues enutilisant l'algorithme SHAKE [20℄. Les 
y
les benzéniques du 
alixarène sont maintenus plansgrâ
e à six angles de torsions impropres. L'eau a été modélisée en utilisant le modèle TIP3P[21℄. Les paramètres liés aux groupements sulfonate sont tirés de l'arti
le suivant [22℄. Noussimulons le 
alixarène à pH=2. À 
e pH, il a été montré que les quatre groupements hydroxydedu 
alixarène sont protonés [23, 24, 25℄. Les algorithmes 
hoisis pour simuler les ensembles
NV T et NpT sont 
eux de Berendsen [10℄. Les 
onstantes de 
ouplage sont de 0.1 ps pour latempérature et 0.5 ps pour la pression. Nous 
ombinons les te
hniques Multiple Time Steps[26℄ et la liste de Verlet pour diminuer le temps simulation. Pour 
ela, nous 
hoisissons unrayon de Verlet de 14 Å et un rayon de 
al
ul expli
ite des for
es de 8 Å . Ce 
al
ul est réalisé43



Chapitre 2 dynamique molé
ulairetout les 10 fs ave
 un pas d'intégration de 2 fs.Les simulations 
on
ernant les 
omplexes sont réalisées dans une boîte 
ubique d'une lon-gueur de 30 Å ave
 900 molé
ules d'eau. Le rayon de 
oupure est de 12 Å. A�n de 
onserverl'éle
troneutralité de la solution, des 
ontre-ions sont rajoutés. Dans le 
as de 
omplexes, ils'agit des ions sodium. Le nombre de 
ontre-ions varie évidemment en fon
tion de la 
hargeportée par le substrat étudié. Nous véri�ons que les distan
e [Na+ · · ·Na+] et [Na+ · · ·Cal4−]sont plus grandes que le rayon de 
oupure. Le tableau (2.1) résume l'ensemble des paramètresutilisés. Pour l'ensemble des simulations, l'équilibration a duré 500 ps et l'a
quisition 1 ns.Les propriétés stru
turales sont 
al
ulées sur 50 000 
on�gurations durant la phase d'a
qui-sition. Les 
on�gurations sont générées en utilisant la version parallèle de DL_POLY_MD[27℄. Les 
harges atomiques sont évaluées par un 
alul quantique HF sur un base 6-31G∗∗ enutilisant la pro
édure CHELPG [28℄. Dans 
ette méthode, les 
harges atomiques sont ajustéessur des grilles de points distribuées réguliérement dans un 
ube pour reproduire le potentieléle
trostatique molé
ulaire.Or, le 
hamp de for
es est établi à partir de 
al
ul quantique HF sur un base 6-31G∗. Nousvéri�ons que les deux bases donnent des résulats équivalents en 
e qui 
on
erne le 
al
ul de
harges. Les déviations sont de l'ordre de 0.07 e. Ces 
al
uls ont été e�e
tués ave
 le logi
ielGAMESS [28℄.
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Complexe Cation seul

k1,k2,k3 8,8,8 7,7,7
α 0.2651 0.2651
σ 10−6 10−6

rc / Å 12.0 12.0
rv / Å 14.0 14.0
rmts / Å 8.0 8.0
Nmts 5 5
T/K 298.15 298.15
p/bar 1.013 1.013
τT/ps 0.5 0.5
τp/ps 0.1 0.1
∆T/ps 2.0 2.0
NH20 900 512
L / Å 30.0 24.0
CI Na+ Cl−

Tab. 2.1 � Paramètres utilisés dans nos simulations. (ki) ve
teurs ré
iproques pour la sommationd'Ewald, (α) paramètre de 
onvergen
e pour la sommation d'Ewald, (σ) toléran
e pour la sommationd'Ewald, (rc) rayon de 
oupure, (rv) rayon de Verlet, (rmts) distan
e en-dessous de laquelle on e�e
tueun 
al
ul expli
ite des for
es, (Nmts) nombre de pas de simulation né
essaire pour 
al
uler expli
ite-ment des for
es, (T) température, (p) pression, (τT ) 
onstante de 
ouplage pour la température selonl'algorithme de Berendsen, (τp) 
onstante de 
ouplage pour la pression selon l'algorithme de Berend-sen, (∆t) pas d'intégration, (NH20) est le nombre de molé
ules d'eau utilisé dans les simulations, (L)est la longueur de la boîte 
ubique, (CI) est le 
ontre ion utilisé.2.6.1 Des
ription du 
alixarèneLe 
alixarène est formé de quatre unités benzéniques sulfonatées et hydroxylées en positionpara formant une stru
ture en forme de vase représentée sur la �gure (2.2). Il est possible demontrer que la 
avité du ma
ro
y
le peut être représentée par une sphère en 
al
ulant le 
oe�-
ient d'asphéri
ité A [29, 30℄ du ma
ro
y
le dont l'expression est donnée par l'équation (2.34).Si A → 0, la forme est sphérique tandis que si A → 1 la forme est allongée. Con
ernant lema
ro
y
le, nous obtenons une valeur de A = 0.08 indiquant une forme quasi-sphérique. Enoutre, nous attribuons à 
ette sphère un rayon égal au rayon de giration [31℄ (équation (2.35)).La �gure (2.3) permet de visualiser la forme sphérique et le rayon de giration.45
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ulaire

Fig. 2.2 � Stru
ture du 
alixarène.
A =

1

2

〈
∑

i>j

(γi − γj)
2

〉

〈
3∑

i=1

γ2
i

〉 (2.34)
rk
g =

∑N
i=1mi.(ri

k − rcm
k)2

∑N
i mi

(2.35)
rg =

√√√√
3∑

k=1

rk
g (2.36)Les γi sont les 
omposantes x (i = 1), y (i = 2) et z (i = 3) du moment d'inertie γ. Dansla relation (2.35), k a la même signi�
ation que (i) dans l'expression de γi. mi représentela masse de l'atome i 
onstituant le ma
ro
y
le. rcm est la position du 
entre de masse duma
ro
y
le. ri est la position de l'atome i 
onstituant le ma
ro
y
le. La �gure (2.3) montreune sphère de rayon le rayon de giration rgo

upant la 
avité du 
alixarène.
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Fig. 2.3 � Visualisation de la 
avité sphérique et du rayon de giration du 
alixarène.
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Chapitre 3Relation �mi
ro-ma
ro� : asso
iation entre le 
alixa-rène et les al
ools linéaires

Fig. 3.1 � Conformations de 
omplexes du 
alixarène ave
 trois substrats hydroxylés : l'heptanol(Hep-OH), le 1,4-butanediol (OH-Bu-OH) et le propanol (OH-Pr). Hep=heptyl,Bu=butyl, Pr=propyl.
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Chapitre 3 Relation �mi
ro-ma
ro�3.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre, nous étudions la 
omplexation de molé
ules d'al
ools à 25oC. Notre ob-je
tif est de donner une des
ription mi
ros
opique de 
es asso
iations en relation ave
 lesrésultats expérimentaux. La 
ara
térisation stru
turale et énergétique des 
omplexes formésave
 les al
ools et les diols né
essite le 
al
ul des 
ontributions énergétiques (éle
trostatiqueet de dispersion-répulsion) entre le substrat et le ma
ro
y
le et l'analyse de la désolvatationdes espè
es en solution.3.2 Proto
oleLes 
ara
téristiques prin
ipales des simulations e�e
tuées sont indiquées dans la se
tion (2.6).Nous avons utilisé le 
hamp de for
es developpé par Ota et Brünger [32℄ pour modéliser lesal
ools et les diols. La forme de 
e modèle est 
elui donné dans la se
tion (2.6). La di�éren
emajeure ave
 le 
hamp de for
es AMBER est la modélisation des angles de torsion. En e�et,dans 
e modèle une dé
omposition en 
osinus a été préférée a�n de permettre une plus grande�exibilité aux molé
ules d'al
ool.L'ensemble des simulations est réalisé ave
 une 
on�guration de départ où le ma
ro
y
leet la molé
ule d'al
ool sont très pro
hes. Néanmoins, pour être sûr que la 
onformation dedépart ne 
orrespond pas à un puits lo
al, nous avons testé deux 
on�gurations de départ oùla distan
e séparant le ma
ro
y
le du substrat est supérieure à 12 Å. En général, un tempsde 15 ps est né
essaire pour que 
ette distan
e atteigne la distan
e d'équilibre 
ara
téristiquedes 
omplexes d'insertion (2 à 5 Å). La �gure (3.2) montre dans les deux 
as une insertion dusubstrat dans la 
avité du ma
ro
y
le. La �gure (3.3) est une aide visuelle pour représenterla 
avité et les points 
ara
téristiques né
essaires à notre étude.Les 
harges atomiques sur les molé
ules d'al
ools sont évaluées par un 
al
ul quantique HFsur une base 6−31G∗∗ en utilisant la pro
édure CHELPG [28℄. Ces 
al
uls ont été e�e
tuésave
 le logi
iel GAMESS [28℄.Pour plus de 
larté, nous employons la notation suivante :50
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Fig. 3.2 � Distan
e entre le 
entre de masse du 
alixarène et 
elui du propanol en fon
tion du tempspour deux 
on�gurations initiales di�érentes. (· · ·) 
orrespond à la situation où les deux molé
ules sontéloignées de 10 Å. (�) représente la situation où les deux mole
ules sont pro
hes l'une de l'autre.

Fig. 3.3 � Représentation du ma
ro
y
le et des points 
ara
téristiques dont on se servira dans notreétude stru
turale. cdmSO3
représente le 
entre de masse des groupements sulfonate. cdmCal4− estle 
entre de masse du 
alixarène. cdmOH indique le 
entre de masse des quatre groupes hydroxydedu 
alixarène. d1 et d2 sont des distan
es 
ara
téristiques que l'on utilisera pour notre étude. d1est la distan
e entre cdmSO3
et 
dmOH . d2 est la distan
e entre cdmOH et le 
entre de masse d'ungroupement sulfonate. d2 représente la distan
e limite d'insertion.
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Chapitre 3 Relation �mi
ro-ma
ro�- Al
ool seul en solution : Al
s, al
ool en présen
e du ma
ro
y
le : Al
c- diol seul en solution : Dios, diol en présen
e du ma
ro
y
le : Dioc.3.3 Complexation ave
 les al
ools3.3.1 Étude stru
turale et énergétiqueLa dé�nition du rayon de giration évoquée dans la se
tion (2.6.1) a été parti
ulèremente�
a
e pour démontrer la 
omplexation des 
ations alkylammonium [5℄. Néanmoins, pourl'étude de molé
ules linéaires telles que les al
ools, il est né
essaire de dé�nir de nouvellesdistan
es (�gure (3.3)) pour véri�er que la molé
ule é
hantillonne 
onvenablement la régionau dessus des groupements sulfonate. En e�et, le rayon de giration est lo
alisé au niveau desgroupements sulfonate. On montrera, par la suite, que les al
ools ne s'insèrent pas profondé-ment dans la 
avité, mais sont situés au dessus des groupements sulfonate. Les distan
es d1et d2 (�gure (3.3)) permettent de 
ara
tériser 
onvenablement 
e type d'insertion. Pour lesdiols et les al
ools, 
es distan
es sont respe
tivement égales à 6.0 et 7.5 Å.Les distan
es entre le 
entre de masse du 
alixarène et 
elui d'un al
ool (de l'éthanol àl'heptanol) sont représentées sur la �gure (3.4.a). Nous observons que 
ette distan
e varie de2.0 ± 0.3 Å à 4.2 ± 0.7 Å. En outre, elle augmente ave
 la longueur de la 
haîne alkyle. Le faitque 
ette distan
e soit toujours plus faible que le rayon de giration du 
alixarène (rg=6 Å)indique que la 
haîne alkyle est partiellement insérée dans la 
avité du ma
ro
y
le.A�n de dé
rire 
orre
tement le pro
essus d'insertion, nous avons tra
é sur la �gure (3.4.b),l'intégration des distributions de distan
es entre le 
entre de masse des quatre groupementshydroxyde et 
elui du groupe hydroxyde de l'al
ool. Cette �gure montre que plus la longueurde la 
haîne alkyle augmente, plus le groupe OH s'éloigne du haut de la 
avité. Le groupe OHde l'éthanol et du propanol peut être 
onsidéré 
omme 
omplètement inséré dans la 
avité. Cemême groupement n'est que partiellement inséré pour les al
ools à 
haîne alkyle plus longue.À partir du propanol, les distan
es sont toutes supérieures à d2 indiquant 
lairement que legroupement OH est à l'extérieur de la 
avité, 
'est-à-dire au-dessus des groupements sulfo-nate. Sur la �gure (3.4.
), nous avons représenté les 
ourbes d'intégration de distan
es des
ations La3+ et Me4N+ en plus de 
elles de la molé
ule d'heptanol. Cette �gure a pour obje
tif52



Partie Ide mettre en éviden
e les di�érentes types de 
omplexes (d'insertion ou de sphère externe).Pour tous les al
ools, nous avons évalué le nombre d'atomes insérés dans la 
avité en pre-nant 
omme limite supérieure la distan
e d2 de 7.5 Å. Ce nombre varie presque linéairementde l'éthanol (9 atomes présents dans la 
avité) à l'heptanol (14.4 atomes en moyenne). Lenombre d'atomes insérés dans la 
avité peut être mis en relation ave
 la variation d'enthalpied'asso
iation obtenue expérimentalement par mi
ro
alorimétrie. Ainsi, nous avons représentésur la �gure (3.4.d) la variation d'enthalpie et le nombre d'atomes insérés dans la 
avité enfon
tion de la longueur de la 
haîne alkyle. Cette 
ourbe montre la 
orrélation entre ∆rH
oet n (nombre de d'atomes de la molé
ule). Cette relation a déjà été mise en éviden
e ave
les 
ations tétraalkylammonium [5℄. De plus, 
ette �gure montre la présen
e d'un plateaud'insertion à partir du pentanol. Cela suggère un éloignement maximal de la 
haîne pentylepar rapport à la 
avité.A�n de 
orroborer 
ette 
orrélation entre le nombre d'atomes insérés et ∆rH, on peutdéterminer l'énergie intermolé
ulaire d'asso
iation. Cette dernière dé
rit les intera
tions éle
-trostatiques et de dispersion-répulsion. Dans le tableau (3.1), nous avons représenté les partiesrépulsive et attra
tive du potentiel Lennard-Jones, ainsi que le terme éle
trostatique. Ce ta-bleau montre que le terme dispersif est le terme prédominant par rapport aux termes répulsifet éle
trostatique. En outre, 
e terme dispersif suit une évolution similaire à 
elle du nombred'atomes insérés dans la 
avité et à 
elle de ∆rH en fon
tion de la longueur de la 
haînealkyle. Contrairement aux al
ools, le 
ation La3+ donne un 
omplexe de sphère externe dontles intera
tions prédominantes sont d'origine éle
trostatique. Ce 
al
ul d' énergie est don
 ena

ord ave
 l'expérien
e [4℄. F. Perret et al [4℄ asso
ient aux 
omplexes d'insertion un 
ontr�leenthalpique lié aux intera
tions de type dispersion-répulsion. Ils asso
ient aussi aux 
omplexesà sphère externe un 
ontr�le entropique lié aux intera
tions éle
trostatiques.

53



Chapitre 3 Relation �mi
ro-ma
ro�

Fig. 3.4 � a) Moyenne de la distan
e entre le 
entre de masse du ma
ro
y
le et le 
entre de massede d'al
ool (de Et-OH à Hep-OH). b) Intégration de la distribution de distan
e entre le point cdmOH(
f �gure (3.3)) et le groupement OH de la molé
ule d'al
ool (de Et-OH à Hep-OH). (�) Et-OH,(· · · ) Pr-OH, (- - -) Bu-OH, (−· ·−) Pen-OH, (� � �) Hex-OH, (−·−) Hep-OH. 
) Intégration dela distribution de distan
e entre 
haque atome de la 
haîne alkyle de la molé
ule d'al
ool (de Et-OHà Hep-OH) et le point cdmOH . On utilisera la même légende que la �gure (3.4.b). La deuxième �gure
orrespond à l'intégration de la distribution de distan
e (dé�nie pré
édement dans (a) et (b)) relativeaux ions La3+ (−−−), Me4N+ (....) et à la molé
ule d'heptanol ( - - -). d) (N) Variation d'enthalpiede 
omplexation obtenue par mi
ro
alorimétrie représentée sur l'axe de droite. (△) Nombre d'atomesinsérés dans la 
avité représenté sur l'axe de gau
he.
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Edispersive Erepulsive Electrostatique(kJ mol−1) (kJ mol−1) (kJ mol−1)Et-OH -65.2 12 30.519 -3.64Pr-OH -76.9 11 35.911 -5.415Bu-OH -91.9 13 50.616 -6.421Pen-OH -98.2 12 52.211 -6.928Hex-OH -101.514 55.217 -7.413Hep-OH -104.918 55.611 -6.522La3+ -12.1 18 64.111 -479.187Tab. 3.1 � Intera
tions de dispersion-répulsion (partie dispersive et répulsive) et éle
trostatiqueentre le 
alixarène et l'al
ool. A titre de 
omparaison, nous avons ajouté les intera
tions relatives à la
omplexation du 
ation La3+. Le nombre -5.4 15 indique -5.4 ±1.5.3.3.2 Étude de la désolvatationLa solvatation de la 
avité du ma
ro
y
le peut être étudiée par l'intermédiaire de la dis-tribution radiale entre le 
entre de masse du 
alixarène et l'atome d'oxygène de l'eau. La�gure (3.5.a) indique 
es distributions pour les di�érents al
ools étudiés (de Et-OH à Hep-OH) et pour le 
alixarène seul en solution. À titre de 
omparaison, nous avons reporté 
ettedistribution radiale pour le 
alixarène en présen
e de l'ion tetraméthylammonium. L'intégra-tion de la distribution radiale entre le 
entre de masse du 
alixarène et l'eau jusqu'au rayon degiration indique le nombre de molé
ules d'eau à l'intérieur de la 
avité. Ce nombre varie entre4.6 et 5.7 (désolvatation partielle) en moyenne pour la série d'al
ools étudiée. Il est de 8.3pour le ma
ro
y
le seul en solution et 0.0 (désolvatation totale) en présen
e de l'ion Me4N+.A�n d'étudier en détail l'in�uen
e du groupement hydroxyde, nous avons 
al
ulé les dis-tributions radiales de l'atome d'oxygène du groupe OH de l'al
ool ave
 l'atome d'oxygène del'eau dans le 
as Al
c. Ces distributions sont représentées sur la �gure (3.5.b). Cette �guremontre que la position de la première sphère de solvatation est indépendante de la longueur dela 
haîne alkyle. On en déduit que la présen
e du 
alixarène n'a�e
te pas 
ette première sphèred'hydratation. Ce fait est 
orroboré par l'intégration des distributions radiales qui donne le55



Chapitre 3 Relation �mi
ro-ma
ro�nombre de molé
ules d'eau à l'intérieur des 
ou
hes de solvatation. Ce nombre est reportédans la �gure (3.5.
) pour 
haque al
ool et pour les 
as Al
c et Al
s. Ce nombre est identiquedans les deux 
as et pour 
haque al
ool. Contrairement à la première 
ou
he de solvatation, lase
onde 
ou
he est très perturbée par la présen
e du 
omplexe formé par rapport au 
as Al
s.En outre, la forme de la 
ourbe pour le deuxième pi
 varie ave
 la longueur de la 
haîne alkyle.De l'éthanol jusqu'au pentanol, en présen
e du ma
ro
y
le, le pi
 relatif à la se
onde 
ou
hede solvatation du groupe OH est petit et étroit. Il est mieux dé�ni dans le 
as de l'hexanolet de l'heptanol. Cette forme se rappro
he de 
elle obtenue pour le 
as Al
s. On en déduitque la présen
e du 
alixarène n'a�e
te pas la deuxième 
ou
he d'hydratation dans le 
as del'hexanol et du pentanol. Nous véri�ons 
es résultas en 
al
ulant le nombre de molé
ules d'eaudans la se
onde 
ou
he de solvatation (�gure (3.5.
)). Cette �gure montre que le nombre demolé
ules d'eau dans la se
onde 
ou
he de solvatation est di�érent entre les 
as Al
s et Al
c.À partir de l'hexanol, 
ette di�éren
e semble s'atténuer. On en déduit don
 que plus l'al
oolest loin du ma
ro
y
le et plus il tend à retrouver la solvatation du 
as Al
s1.De plus, nous montrons que l'évolution du nombre de molé
ules d'eau dans la se
onde
ou
he d'hydratation du groupement OH en fon
tion de la longueur de la 
haîne alkyle estdi�érente pour les 
as Al
s et Al
c. En e�et, nous observons une augmentation linéaire dunombre de molé
ules d'eau dans la se
onde 
ou
he du groupement OH (n2
w) en fon
tion dunombre de 
arbones de la 
haîne alkyle pour le 
as Al
s. Ce résultat peut être expliqué si l'on
al
ule le nombre d'atomes de 
arbone qui ont pénétré dans la se
onde sphère de solvatationdu groupement OH (n2

c). Ainsi, nous trouvons une 
orrélation entre n2
c et n2

w (�gure (3.5.d)).En e�et, nous montrons que n2
c diminue lorsque la longueur de la 
haîne alkyle augmente.On peut supposer que 
ette disparition de matière hydrophobe dans la se
onde 
ou
he estalors 
ompensée par l'arrivée de molé
ules d'eau. On peut expliquer 
e phénomène par unelinéarisation progressive de la 
haîne. Cette hypothèse est peu probable étant donnée la naturehydrophobe de la 
haîne alkyle. Par 
ontre, on peut imaginer un aspe
t partiellement in
urvéde la 
haîne lié aux intera
tions hydrophobes. Cette 
ourbure est limitée par la présen
e dugroupe OH (hydrophile) qui évite toute 
ir
ularité de la molé
ule. Dans le 
omplexe, n2

w di-minue faiblement en passant de l'éthanol au pentanol ave
 un 
omportement atypique pour1quand le pi
 de la se
onde 
ou
he n'est pas très pronon
é en présen
e du 
omplexe, nous 
hoisissons 
ommevaleur limite d'intégration la distan
e de limite de la se
onde 
ou
he pour l'al
ool seul en solution56



Partie Il'hexanol et l'heptanol (�gure (3.5.
)). Pour essayer de 
omprendre 
ela, nous avons tra
ésur la �gure (3.5.
) le nombre d'atomes d'oxygène des groupements sulfonate lo
alisés dansla se
onde sphère de solvatation du groupement OH de l'al
ool. Le nombre total d'atomesd'oxygène 
orrespondant aux atomes d'oxygène des groupements SO−
3 et aux molé
ules d'eauest représenté par la 
ourbe en rouge sur la �gure (3.5.
). Celui-
i est en parfait a

ord ave
 lenombre d'atomes d'oxygène de la se
onde sphère de solvatation dans le 
as Al
s. Les atomesd'oxygène du groupement SO−

3 rempla
ent 
eux des molé
ules d'eau de la se
ond sphère, 
equi permet de re
onstruire une sphère de solvatation ave
 un nombre de 
oordination appro-prié (identique au 
as Al
s). On assiste alors à un phénomène de désolvatation-oxygénation(pseudo-solvatation). Nous voyons sur 
ette même �gure que l'hexanol et l'heptanol tendent àretrouver une solvatation identique au 
as Al
s. Ce résultat s'explique par une augmentationde la longueur de la 
haîne alkyle. Cela implique un éloignement du groupement OH parrapport aux groupements sulfonate. Dans 
e 
as, la se
onde sphère de solvatation de OH est
onstituée seulement d'eau puisque l'al
ool est très éloigné des groupements sulfonate. Cettesituation ne permet pas aux atomes d'oxygène des groupements SO−
3 de s'introduire dans lase
onde sphère d'hydratation du groupement OH de l'al
ool.
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Fig. 3.5 � a) Distribution radiale entre le 
entre de masse du 
alixarène et les atomes d'oxygène des molé
ules(g[cdm
Cal4−

−O(H2O)]) d'eau (de Et-OH à Hep-OH) b) g[OHAl−O(H2O)] de Et-OH à Hep-OH. OHAl représentele groupement hydroxyde de l'al
ool. 
) Nombre de molé
ules d'eau présentes dans la première 
ou
he desolvatation du groupement OH de l'al
ool seul en solution (•) et de l'al
ool en présen
e du 
omplexe (◦).
(�) Nombre de molé
ules d'eau présentes dans la se
onde sphère d'hydratation pour l'al
ool seul en solution,et en présen
e du 
alixarène (2). (△) Nombre d'atomes d'oxygène appartenant aux groupements sulfonatedans la deuxième 
ou
he de solvatation du groupement OH de l'al
ool représenté sur l'axe de droite. (�)Nombre total d'atomes d'oxygène (eau + sulfonate) dans la se
onde sphère de solvatation du groupement OHde l'al
ool. d) (�) Nombre de molé
ules d'eau présentes dans la se
onde 
ou
he de solvatation du groupe OHdans le 
as des al
ools seuls en solution, représenté sur l'axe de gau
he. (N) Nombre d'atomes de 
arbone dela 
haîne alkyle dans la se
onde sphère de solvatation du groupement OH, représenté sur l'axe de droite. e)(△) Nombre d'atomes d'oxygène des groupements sulfonate dans la se
onde sphère de solvatation du groupeOH, représenté sur l'axe de droite (◦) Nombre de ponts de liaisons hydrogène entre le groupe SO−

3 et l'al
ool,représenté sur l'axe de gau
he. 58



Partie I3.3.3 Formation de ponts de liaisons hydrogèneA�n de 
ompléter 
ette analyse 
on
ernant la solvatation des espè
es en solution, nous
al
ulons (�gure (3.5.e)) le nombre de ponts de liaisons hydrogène entre les molé
ules d'eau,les groupements sulfonate et le groupement OH de l'al
ool. Les molé
ules d'eau, dont il estquestion, sont 
elles se trouvant à la fois dans la se
onde sphère de solvatation du groupe OHet dans la première 
ou
he des groupes sulfonate. Nous avons utilisé un 
ritère de distan
ebasé sur un 
al
ul quantique pour dé�nir la liaison hydrogène [6, 33℄. Pour 
ara
tériser defaçon énergétique 
es ponts, nous avons 
al
ulé l'énergie totale entre le groupement SO−
3 et lesmolé
ules d'eau se trouvant dans sa première 
ou
he de solvatation. Pour le ma
ro
y
le seulen solution, la 
ontribution énergétique est de -131 ± 6 kJ mol−1. Pour les 
omplexes formésave
 les al
ools, 
ette 
ontribution est de l'ordre de -139 ± 4 kJ mol−1 pour les molé
ulesd'eau ne parti
ipant pas aux ponts de liaisons hydrogène. Elle est de -240 ± 6 kJ mol−1 à-270 ± 3 kJ mol−1 pour les molé
ules d'eau impliquées dans des ponts de liaisons hydrogène.Ce 
al
ul montre la né
essité de 
onsidérer la solvatation du substrat et du ma
ro
y
le parl'intermédiaire de la 
réation d'un pont de liaisons hydrogène énergétiquement favorable. Cepont est don
 enthalpiquement favorable et entropiquement défavorable puisque l'on perd desdegrés de liberté en pontant de la sorte le groupe SO−

3 et OH par l'intermédiaire de molé
ulesd'eau. Ces résultats sont en bon a

ord ave
 l'expérien
e [4℄.Les �gures (3.6.a) et (3.6.b) montrent l'intégration des distributions de distan
e entre le
entre de masse des quatre groupements sulfonate et le 
entre de masse du groupe hydroxydepour les molé
ules d'éthanol et d'heptanol. La �gure (3.6.a) montre que l'éthanol est équidis-tant des quatre groupes sulfonate puisqu'on obtient quatre 
ourbes pratiquement identiques.En outre, la position du plateau d'insertion indique que 100 % des atomes 
onstituant lamolé
ule se trouvent dans la 
avité. Cette 
on
lusion est possible si on prend 
omme limitesupérieure de 
avité le rayon de giration qui est de l'ordre de 6 Å. L'heptanol présente un
omportement di�érent puisque deux des quatre 
ourbes présentent un seul plateau tandisque les deux autres montrent deux plateaux à 55 % et à 45%. La présen
e de 
es deux paliersindique que le groupement OH se trouve dans deux positions préférentielles diamétralementopposées. Pour représenter 
ette situation, on pourra s'aider du s
héma de la �gure (3.7).Celui-
i montre qu'une stru
ture possible permettant d'expliquer 
es 
ourbes est 
elle indi-59
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ro-ma
ro�quée sur la �gure. Quelle que soit la position du groupement OH p1 ou p2 les distan
es d1 et
d2 restent identiques (de même pour d3 et d4), 
e qui implique un unique palier. Par 
ontre,
d5 et d8 (de même pour d6 et d7) sont di�érentes selon la position du groupe OH, 
e quiimplique ainsi deux paliers dans l'hypothèse d'un mouvement du groupement OH.

Fig. 3.6 � a) Intégration de la distribution de distan
e entre le 
entre de masse du groupement OHde l'al
ool et le 
entre de masse de 
ha
un des quatre groupements sulfonate pour l'éthanol (a) etl'heptanol (b). 60
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Fig. 3.7 � S
héma permettant de visualiser le phénomène mi
ros
opique d'é
hange de positions dugroupe OH de l'al
ool. Les distan
es di représentent les di�érentes distan
es [SO−
3 -OH℄, p1 et p2 sontles deux positions préferentiellement é
hantillonnées par le groupe OH. (•) indique la position desgroupements SO−

3 . (•) indique les deux positions que peut prendre le groupement OH.
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Chapitre 3 Relation �mi
ro-ma
ro�3.4 Pourquoi le méthanol n'est-il pas 
omplexé ?Le méthanol est traité à part puisque 
'est la seule molé
ule de la série qui n'est pas 
om-plexée en présen
e du 
alixarène[4℄. A�n de véri�er et d'expliquer 
ette absen
e d'asso
iation,nous avons réalisé une simulation du méthanol en présen
e du ma
ro
y
le. Cette absen
e de
omplexation ne peut être imputée à la petite taille du méthanol, puisque nous avons montréque des molé
ules de même taille formaient des 
omplexes d'insertion (
as de l'ion méthylam-monium [6℄).A�n de simuler 
onvenablement 
ette molé
ule et de s'assurer de l'absen
e de 
omplexation,nous avons 
onstruit deux 
on�gurations initiales qui di�érent par la distan
e entre les 
entresde masse du 
alixarène et de la molé
ule de méthanol (d[cdmMe−OH ···cdm
Cal4− ]). Nous prenonsdeux distan
es 
ara
téristiques de 2 Å et 12 Å. A�n de donner un interprétation mi
ros
o-pique 
orre
te, nous avons réalisé une simulation où la distan
e [cdmMe−OH · · · cdmCal4− ℄est 
ontrainte à 1.5 Å. Nous avons 
hoisi 
ette distan
e a�n de simuler un pseudo-
omplexed'insertion. Le méthanol est inséré dans la 
avité ave
 le groupe hydroxyde orienté en di-re
tion des groupements sulfonate. Les deux simulations réalisées pour des 
on�gurationsinitiales où les distan
es dcdmMe−OH ···cdm

Cal4−
sont de 2 Å et 12 Å 
onduisent au même ré-sultat, 
'est-à-dire une absen
e de 
omplexation. Dans le 
as de la simulation à distan
e
ontrainte, un 
al
ul d'énergie entre le méthanol et le ma
ro
y
le permet de 
onstater uneintera
tion faible (-2.4 ± 0.4 kJ mol−1). L'énergie est 
ertes faible mais négative, on peutdon
 envisager une 
omplexation (la détermination du potentiel de for
e moyenne de l'asso-
iation est réalisée dans le 
hapitre (5)). Ainsi, il doit exister un phénomène plus énergetiqueque l'asso
iation ne peut 
ompenser. La �gure (3.8) montre la distribution radiale entre legroupe OH et les atomes d'oxygène de l'eau pour les 
as Al
s et Al
c : 
ette �gure montreque lorsque le méthanol est dans la 
avité, le groupement OH perd sa première 
ou
he desolvatation (en 
omparaison au 
as Al
s), 
'est-à-dire trois molé
ules d'eau. Cette solvatationdonne une 
ontribution enthalpique favorable puisque l'énergie d'intera
tion [OH· · ·H2O℄ estde -241 ± 6 kJ mol−1. En outre, la se
onde 
ou
he d'hydratation perd 20 molé
ules d'eau, soitune perte de -19 kJ mol−1 par molé
ule d'eau. Ces 
al
uls énergétiques montrent que l'énergied'asso
iation de -2.4 ± 0.4 kJ mol−1 ne permet pas de 
ompenser le 
oût énergétique de ladésolvatation de la première et la deuxième 
ou
he de solvatation (241+19 kJ mol−1). Cette62



Partie Iétude a don
 permis de 
orroborer l'absen
e de 
omplexation établie par mi
ro
alorimétrie etd'expliquer l'origine de 
e phénomène.

Fig. 3.8 � Distributions radiales entre le groupement OH du méthanol et les atomes d'oxygène del'eau pour le méthanol seul (�) en solution et en présen
e du 
omplexe ( − − −).
3.5 Complexation ave
 les diolsCette se
tion est 
onsa
rée à l'étude de la 
omplexation de la molé
ule 1,4-butanediol (OH-Bu-OH) et de la molé
ule 1,5-pentanediol (OH-Pen-OH) par le 
alixarène. Les mesures mi
ro-
alorimétriques [4℄ montrent des 
omportements thermodynamiques identiques (∆rH

o, ∆rS
o)pour OH-Pen-OH et Pen-OH, tandis que ∆rH

o et ∆rS
o augmentent lorsqu'on passe de OH-Bu-OH à Bu-OH. Un des obje
tifs i
i sera de donner une interprétation mi
ros
opique à 
e
omportement thermodynamique.Les �gures (3.9.a) et (3.9.b) montrent l'intégration des distan
es entre les groupes OH des63
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ro-ma
ro�diols et le 
entre de masse cdmOH du ma
ro
y
le (�gure (3.3)). Dans le 
as des diols, on observeune insertion plus profonde dans la 
avité par rapport aux al
ools de taille 
orrespondante.Dans le 
as du 1,4-butanediol, les deux groupements OH peuvent être 
onsidérés 
omme
omplètement insérés, à 
ondition de prendre 
omme limite supérieure la distan
e d2 = 7.5 Åreprésentée sur la �gure (3.3). On observe dans 
e 
as des taux d'insertion de OH de l'ordrede 100 % et de 94 % alors que 
e taux est de l'ordre de 31 % pour le butanol. Ces tauxsont de 63 % et 72 % pour le 1,5-pentanediol et de 15 % pour le pentanol. Cette 
ourbemontre aussi que les diols à 
haîne 
ourte s'insèrent plus profondément dans la 
avité. La�gure (3.9.a) suggère que l'un des groupements OH du 1,4-butanediol (OH1) est plus inséréque le deuxième (OH2). La 
ourbe d'intégration de (OH2) se prolonge aux longues distan
esde la même manière que le groupe OH du butanol. Dans le 
as du diol OH-Pen-OH, onobserve deux plateaux. L'un à 50 % qui 
orrespond à une distan
e de 6.5 Å, et le deuxièmequi 
orrespond à 50 % à une distan
e de 9.0 Å. La similitude des 
ourbes d'insertion pour lesdeux groupes OH du OH-Pen-OH, ainsi que l'existen
e de deux paliers indiquent que 
haquegroupe OH é
hantillonne deux distan
es privilégiées. Cela met en éviden
e un mouvementpendulaire des deux groupements OH dans la 
avité.Le tableau (3.2) montre que la distan
e moyenne entre le 
entre de masse du 
alixarène et
elui du OH-Bu-OH est plus faible que 
elle 
al
ulée pour OH-Pen-OH. Cela indique, une foisde plus, que la 
haîne butyle est plus insérée que la 
haîne pentyle. En théorie, 
ela devrait 
or-respondre à une enthalpie plus négative (dans le 
as d'un 
omplexe d'insertion). Ce n'est pasle 
as, puisque [∆rH(OH-Bu-OH ) -∆rH(OH-Pen-OH )℄ =14.9 kJ mol−1. A�n de 
omprendre
e paradoxe, nous avons 
al
ulé le nombre de molé
ules dans la première et la deuxième 
ou
hede solvatation des deux groupes hydroxyde. Nous avons aussi 
al
ulé l'énergie [OH· · ·H2O℄pour les 
as Dios et Dioc. Les résultats sont rassemblés dans le tableau (3.2). Dans le 
asdu 1,5-pentanediol, nous observons que la première 
ou
he de solvatation des groupementsOH n'est pas perturbée par la 
omplexation, alors que la se
onde 
ou
he perd au moins 13molé
ules d'eau. Un 
omportement similaire est observé dans le 
as du groupe OH pour lepentanol. Par 
ontre, il existe une di�éren
e majeure dans le 
as du 1,4-butanediol. En e�et,les deux groupes OH ont des 
ou
hes de solvatation di�érentes. Ce résultat est 
orroboré parles distributions radiales de la �gure (3.9.
). En e�et, les distributions radiales gO(OH)−0(H2O)pour les deux groupes OH du butanediol sont di�érentes. L'intégration de 
es 
ourbes montre64



Partie Ique l'un des groupes hydroxyde perd deux molé
ules d'eau par rapport au 
as Dios, 
ontrai-rement au 1,5-pentanediol et aux autres al
ools où la première 
ou
he restait in
hangée en
omparaison aux 
as Al
s. Pour plus de 
larté, appelons OH1 le groupe dont la première 
ou
hereste inta
te et OH2 
elui dont la première 
ou
he est désolvatée. La deuxième 
ou
he de sol-vatation de OH2 est elle aussi plus désolvatée que OH1 (tableau (3.2)). Cette désolvatationpartielle apporte une 
ontribution énergétique positive 
omme le montre le tableau (3.2), 
equi suggère une enthalpie défavorable. Ce résultat serait alors en bon a

ord ave
 les résultatsexpérimentaux. Ainsi, le fait que l'entropie et l'enthalpie d'asso
iation augmentent lorsqu'onpasse du 1,5-pentanediol au 1,4-butanediol peut être expliqué par une désolvatation a

ruede l'un des deux groupements hydroxyde de OH-Bu-OH. Pour terminer, on remarquera quemalgré des grandeurs thermodynamiques semblables, les molé
ules OH-Pen et OH-Pen-OHprésentent des stru
tures d'hydratation di�érentes. En e�et, la deuxième 
ou
he des groupe-ments OH du diol se désolvate davantage que 
elle de l'al
ool 
orrespondant, 
e qui impliqueune 
ontribution enthalpique défavorable. Par 
onséquent, il existe un phénonomène sus
ep-tible de 
ompenser 
ette perte d'énergie. Cette 
ompensation est due au fait que le nombrede ponts de liaisons hydrogène entre les groupements SO−
3 et OH a été multiplié par deux.Or, nous avons montré pré
édemment que 
es liaisons hydrogène sont énergétiquement trèsfavorables. On remarque une variation d'enthalpie identique pour les molé
ules Pen-OH etOH-Pen-OH ; 
ela s'explique par le fait que pour OH-Pen-OH, il existe une 
ompensationénergétique entre les pro
essus de désolvatation (qui est défavorable au niveau enthalpique)et de 
réation de ponts de liaisons hydrogène (favorable au niveau enthalpique).

65



Chapitre 3 Relation �mi
ro-ma
ro�

Fig. 3.9 � Intégration de la distribution de distan
e (Ind : Abréviation utilisée pour représenter lesintégration de distribution de distan
es) entre l'atome d'oxygène du groupement hydroxyde des diolset le 
entre de masse cdmOH [Ind℄ (dé�ni sur la �gure (3.2)).Ind a été 
al
ulée pour les 
omplexesimpliquant le diol OH-Bu-OH (a) et le diol OH-Pen-OH (b). a) (�) Ind pour l'un des groupementsOH dans le 
as de la molé
ule OH-Bu-OH, ( − − −) Ind pour le se
ond groupement OH dans le
as de la molé
ule OH-Bu-OH , (...) Ind dans le 
as de la molé
ule Bu-OH. b) (�) Ind pour l'un desgroupements OH dans le 
as de la molé
ule OH-Pen-OH, ( − − −) Ind pour le se
ond groupement OHdans le 
as de la molé
ule OH-Pen-OH , (...) Ind dans le 
as de la molé
ule Pen-OH. 
) Distributionradiale entre l'atome d'hydrogène du groupement hydroxyde de la molé
ule OH-Bu-OH et les atomesd'oxygène des molé
ules d'eau (�) pour le premier groupement OH dans le 
as du substrat en présen
edu 
omplexe, pour le deuxième groupement OH dans le 
as du substrat en présen
e du 
omplexe (...)et dans le 
as du substrat seul en solution (�).
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Partie IOH-Pen-OHlibre OH-Pen-OHlié OH-Bu-OHlibre OH-Bu-OHlié

∆rH
o -19.3 -4.4

T∆rS
o -11.1 -2.8

< dcdm..cdm > 5.213 2.93

Nins 14.6 15.7
OH1 OH2 OH1 OH2 OH1 OH2 OH1 OH2

N(H2O)1 3.1 3.3 3.1 3.5 3.2 3.0 3.1 1.2
E(OH −H2O)1 -2406 -2355 -2446 -2427 -2395 -2385 -2435 -1084

N(H2O)2 26.2 26.8 12.3 12.6 24.2 23.8 14.8 8.6
E(OH −H2O)2 -221 -231 -71 -71 -201 -201 -71 -51Tab. 3.2 � Variations d'enthalpie et d'entropie de 
omplexation (kJ mol−1) de OH-Pen-OH et OH-Bu-OH par le 
alixarène dans l'eau à 25oC [4℄. < dcdm..cdm > est la distan
e moyenne entre le 
entrede masse du ma
ro
y
le et le 
entre de masse de la molé
ule d'al
ool. Nins est le nombre d'atomesinsérés dans la 
avité. Les exposants libre et lié 
orrespondent aux 
as où le diol est seul en solution etou il est 
omplexé. N(H2O)1 et N(H2O)2 sont les nombres de molé
ules d'eau, respe
tivement dansla première et la se
onde 
ou
he d'hydratation du groupement OH. E(OH−H2O)1 et E(OH−H2O)2représentent l'énergie entre le groupement OH et une molé
ule d'eau, respe
tivement pour la premièreet deuxième 
ou
he de solvatation. Le nombre -2446 indique -244 ±6.
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Chapitre 3 Relation �mi
ro-ma
ro�3.6 RésuméL'étude qui a été menée dans 
e 
hapitre a permis de donner un exemple du lien �mi
ro-ma
ro�. En e�et, nous avons donné une vue énergétique et stru
turale de l'asso
iation demolé
ules d'al
ool et de diols linéaires ave
 le 
alixarène. Nous avons ainsi utilisé les simu-lations de type dynamique molé
ulaire pour montrer que les 
omplexes formés ave
 
e typede substrat sont des 
omplexes d'insertion gouvernés essentiellement par les intera
tions dedispersion-répulsion entre les 
y
les benzéniques du 
alixarène et la 
haîne alkyle. En outre,nous avons montré qu'il existe une relation linéaire entre le nombre d'atomes insérés et l'en-thalpie d'asso
iation, de l'éthanol au pentanol. Par ailleurs, nous avons montré que pour lasérie propanol-heptanol, le groupement OH est situé à l'extérieur de la 
avité. En e�et, le
oût énergétique de la désolvatation engendré par une insertion du groupement OH ne peutpas être 
ompensé par les intera
tions de dispersion-répulsion. Nous avons ainsi montré quele 
ontr�le enthalpique pour 
es 
omplexes est dû aux intera
tions de dispersion-répulsiond'une part, et d'autre part à la formation de ponts de liaisons hydrogène formés entre lesgroupements sulfonate du ma
ro
y
le, l'eau et le groupement hydroxyde de l'al
ool.Par ailleurs, nous avons 
lairement établi les 
auses de l'absen
e de 
omplexation du mé-thanol par le 
alixarène. Nous avons montré que le 
oût énergétique de la désolvatation de lapremière et la deuxième 
ou
he, engendré par une insertion du substrat ne peut être 
ompensépar les intera
tions entre le ma
ro
y
le et le méthanol.Nous avons aussi étudié la 
omplexation du 1,5-pentanediol et du 1,4-butanediol. Le 1,5-pentanediol et le pentanol ont le même 
omportement thermodynamique (∆rH
o et ∆rS

o sonttrès pro
hes). Néanmoins, les 
omplexes possèdent des stru
tures de solvatation di�érentes.C'est par le biais d'une 
ompensation énergétique relative à des phénomènes de désolvatation-
réation et de 
réation de ponts liaisons hydrogène que OH-Pen et OH-Pen-OH donnent desrésultats mi
ro
alorimétriques très pro
hes. Lorsqu'on passe du 1,4-butanediol au butanol,les 
hangements entropiques (∆rS
o(Bu − OH) < ∆rS

o(OH − Bu − OH)) et enthalpiques(∆rH
o(Bu − OH) < ∆rH

o(OH − Bu − OH)) sont essentiellement liés à la désolvatationpartielle de la première et deuxième 
ou
he d'hydratation d'un des deux groupements OH.68



Chapitre 4Cal
uls de ∆∆G, ∆∆H, ∆∆S : appli
ation à des 
om-plexes de sphère externe
L'obje
tif de 
ette partie est la détermination des grandeurs thermodynamiques à partir dela mé
anique statistique. En e�et, il est possible d'é
rire les prin
pales fon
tions thermody-namiques à partir de la fon
tion de partition. Cette fon
tion de partition est une fon
tion denormalisation de la probabilité d'a

éder à un état mi
ros
opique donné. L'expression de 
ettefon
tion dépend de l'ensemble statistique dans lequel on travail. Étant donnée les grandeursauxquelles nous avons a

és au laboratoire (G et H), nous avons 
hoisi de travailler dansl'ensemble NpT .4.1 Introdu
tionD'une manière générale, il est possible de dé
rire l'état mi
ros
opique d'un système parl'opérateur hamiltonien total qui est exprimé en fon
tion des ve
teurs positions r et desve
teurs impulsions p de 
ha
un des atomes du système.

H(rN ,pN ) =

N∑

i=1

p2
i

2mi
+ U (r1, r2, r3, ..., rN ) (4.1)Dans 
ette expression, mi représente la masse de l'atome i, U(rN ) est l'énergie potentielledé
rivant les intera
tions entre les atomes. Le premier terme représente l'énergie 
inétiquetotale. Dans l'ensemble statistique NpT , la fon
tion de partition du système est donnée parl'équation (4.2).

QNpT =
1

h3NV oN !

∫
exp

(
−pV
kT

)
dV

∫ ∫
exp

(−H(rN ,pN )

kT

)
drNdpN (4.2)69
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uls de ∆∆G, ∆∆H et ∆∆SDans le 
as d'une séparation de l'opérateur Hamilton en deux termes, un terme d'énergie
inétique et un terme d'énergie potentielle, nous pouvons réé
rire 
ette fon
tion de partition enutilisant la longueur d'onde de De Broglie (la démonstration est e�e
tuée dans le 
hapitre (8).
QNpT =

1

N !

1

Λ3NV o

∫
exp

(
−pV
kT

)
dV

∫
exp

(−U(rN )

kT

)
drN (4.3)On re
onnaît dans 
ette expression les variables 
lassiques dé
rivant le système : le volume V ,la température T , la 
onstant de Boltzmann k, la 
onstante de Plan
k h et la pression p. V on'est autre qu'un fa
teur d'homogénéisation permettant d'obtenir une fon
tion de partitionadimensionnelle. Λ est la longueur d'onde de De Broglie dont l'expression est :

Λ =

(
h2

2πmkT

) 1
2 (4.4)Cette longueur d'onde de De Broglie 
orrespond à une fon
tion de partition translationnelle.Les parties rotationnelle, nu
léaire , éle
tronique et vibrationelle sont prises en 
ompte dansle terme lié aux �u
tuations des positions. La mé
anique statistique nous permet d'a

éderaux autres grandeurs thermodynamiques par l'utilisation des relations suivantes :

GN,p,T = −kT lnQNpT (4.5)
SN,p,T =

(
−∂G(N, p, T )

∂T

)

N,p

(4.6)
= k lnQNpT + kT

(
∂ lnQNpT

∂T

)

N,p

HN,p,T = GNpT + TSNpT (4.7)
= kT 2

(
∂ lnQNpT

∂T

)

N,p

(4.8)L'un des obje
tifs de la mé
anique statistique est la détermination et la 
ompréhension degrandeurs ma
ros
opiques à partir de propriétés mi
ros
opiques du système. La simulationnumérique est un outil de 
hoix permettant de générer des états mi
ros
opiques, 
'est-à-dire le
N -uplet (r,p)N à partir duquel il est possible de déterminer les propriétés thermodynamiqueset mé
aniques [17, 18, 34, 35℄ (pression, température, énergie libre, et
.).70



Partie ILorsque l'on s'intéresse à la stabilité et à la sele
tivité d'un pro
essus la propriété ther-modynamique la plus 
al
ulée est probablement l'enthalpie libre [5, 6, 36℄. En e�et, 
elle-
irenseigne sur la stabilité énergétique du système. Ainsi, si on 
onfronte les résultats expé-rimentaux à 
eux issus d'un 
al
ul par simulation, on peut alors valider d'un point de vueénergétique un modèle ou une théorie. On 
omprend dès lors la né
essité de développer uneméthodologie robuste et e�
a
e permettant 
e type de 
al
ul. Plusieurs méthodes ont vu lejour depuis 
es dix dernières annèes :

71
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uls de ∆∆G, ∆∆H et ∆∆S1- Umbrella sampling [37℄2- reversible s
aling [38℄3- theory of perturbation [39℄4- nonequilibrium free energy [40℄5- overlapping distribution [41℄6- adiabati
 swit
hing [42℄.Les méthodes les plus utilisées sont probablement les méthodes de perturbation et d'inté-gration [39, 43, 44℄ pour leur simpli
ité et leur e�
a
ité. Ces méthodes ont donné de très bonsrésultats dans de nombreux 
as, tels que le 
al
ul de solubilité [49℄, de grandeurs thermody-namiques d'asso
iation [6, 5, 36℄, d'hydratation [45, 46, 47, 48℄, et
.La détermination de la variation d'enthalpie libre permet de déterminer la stabilité d'unsystème par son signe et d'évaluer la séle
tivité de ré
epteurs vis à vis de plusieurs substrats.Mais, en au
un 
as, elle ne donne une vision mi
ros
opique du système. De plus, elle ne per-met pas de dis
riminer deux pro
essus possédant la même variation d'enthalpie libre (∆G). Ilfaut, dans 
e 
as, déterminer la variation d'enthalpie et d'entropie du système. La détermina-tion de 
es deux grandeurs thermodynamiques est fondamentale en 
himie supramolé
ulairesi on veut identi�er la for
e motri
e d'une asso
iation entre un substrat et un ré
epteur.Le 
al
ul de 
es fon
tions thermodynamiques est plus di�
ile et a fait l'objet de beau
oupmoins d'études. La détermination de 
es grandeurs a été réalisée dans l'ensemble NV T parl'utilisation de méthodes de perturbation (FEP) [44, 39℄, d'intégration (TI) [44, 50, 51℄ etde perturbation de température (TP) [52℄. Les erreurs sur le 
al
ul de ∆∆S sont plus im-portantes que 
elles 
on
ernant ∆∆G. La sour
e de 
es erreurs est attribuée au fait qu'onprend en 
ompte l'hamiltonien total dans le 
al
ul et non plus des variations de 
elui-
i. Celaimplique un é
hantillonnage de l'espa
e des phases 
onséquent a�n de réduire les impré
isionssur 
e type de 
al
ul [53℄.Notre obje
tif est la détermination pré
ise de 
es grandeurs thermodynamiques dans le 
asde propriétés d'hydratation et d'asso
iation. À 
et e�et, nous ferons un bref historique surles méthodes de perturbation, puis nous établirons les formules opérationnelles permettantl'évaluation de ∆∆rS et ∆∆rG. En�n, nous testerons 
es formules opérationnelles sur le
al
ul de propriétés d'hydratation et de 
omplexation.72



Partie I4.2 Rappels4.2.1 Théorie de la perturbation : Zwanzig (1954) [39℄La théorie de la perturbation développée par Zwanzig en 1954 permet d'obtenir la variationd'énergie libre entre un système de référen
e et 
e même système à l'état perturbé. Soit A(0)le système de référen
e, A(1) le système perturbé et P la perturbation (A(0) P→ A(1)). Quelleque soit la nature de 
ette perturbation, l'hamiltonien du système perturbé peut s'é
rire
H(1) = H(0) + δH. Les fon
tions de partition de l'état de référen
e et de l'état perturbés'é
rivent :

Q
(0)
NpT =

∫
exp (−βpV ) dV

∫ ∫
exp

(
−βH(0)(rN ,pN )

)
drNdpN (4.9)

Q
(1)
NpT =

∫
exp (−βpV ) dV

∫ ∫
exp

(
−β(H(0)(rN ,pN ) + δH(rN ,pN ))

)
drNdpN (4.10)Il faut bien 
omprendre que 
et état perturbé est obtenu à partir de l'état de référen
e.Ainsi, l'espa
e des phases par
ouru dans létat perturbé est le même que 
elui parouru dansl'état de référen
e. Seul l'hamiltonien 
hange, les autres variables restent identiques dans lesdeux états. On a don
 : r(1) = r(0),p(1) = p(0), V (1) = V (0). Si on multiplie l'équation (4.10)par Q(0)

NpT/Q
(0)
NpT , on obtient :

Q
(1)
NpT =

∫
exp (−βpV ) dV

∫ ∫
exp

(
−βH(0)(rN ,pN )

)
drNdpN ·

∫
exp (−βpV ) dV

∫ ∫
exp

(
−β(H(0)(rN ,pN ) + δH(rN ,pN ))

)
drNdpN

∫
exp (−βpV ) dV

∫ ∫
exp

(
−βH(0)(rN ,pN )

)
drNdpNEn multipliant le numérateur par exp

(
−βH(0)(rN ,pN )

)
exp

(
βH(0)(rN ,pN )

), nous obte-nons l'équation suivante :
Q

(1)
NpT = Q

(0)
NpT

〈
exp

(
−βδH(rN ,pN )

)〉
(0)

(4.11)
avec δH(rN ,pN ) = H(1)(rN ,pN )−H(0)(rN ,pN )Ainsi, la variation d'énergie libre entre 
es deux états vaut :73
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∆G0→1 = G(1) −G(0) = −kT ln



Q
(1)
NpT

Q
(0)
NpT



 = −kT ln
[〈

exp
(
−βδH(rN ,pN )

)〉
(0)

] (4.12)Si l'état �nal que l'on veut atteindre est trop di�érent de l'état de référen
e, alors l'espa
edes phases par
ouru dans l'état perturbé qui est 
elui de l'état de référen
e ne 
orrespon-dra pas à 
elui de l'état �nal. Dans 
es 
onditions, l'équation (4.10) n'est plus valide. Ene�et, l'approximation qui est faite dans 
ette théorie est de postuler l'équivalen
e des espa
esdes phases par
ouru dans l'état de référen
e et dans l'état �nal pour 
al
uler les moyennesd'ensemble.4.2.2 Paramètre de 
ouplage : Kirkwood (1935) [54℄Cette méthode permet de déterminer les variations d'enthalpie libre entre deux systèmes
himiques ou physiques A et B di�érents. Si on 
onsidère B 
omme une perturbation de A,on peut é
rire l'équation suivante :
∆GA→B = G(B) −G(A) = (4.13)

= −kT ln



Q
(B)
NpT

Q
(A)
NpT



 = −kT ln

[〈
exp

(
−β(H(B)(rN ,pN )−H(A)(rN ,pN )

)〉

(A)

]I
i, N est le nombre de parti
ules 
onstituant le système. Si l'espa
e des phases de B estdi�érent de A alors 
ette relation ne peut pas donner de bons résultats 
ar les relations :
r(B) = r(A),p(B) = p(A), V (B) = V (A) ne sont plus valides. A�n de 
ontourner 
e problème, ilest d'usage de dé
omposer le 
hemin thermodynamique entre A et B en sous états 
ouplés à
A et B par l'intermédiaire du paramètre de 
ouplage λ variant entre 0 et 1. Soit Nt le nombretotal de subdivisions, on identi�e 
haque subdivision par i. (i = Nt) est l'état 
orrespondantà B et (i = 0) 
elui de l'état A (
f �gure (4.1)). Si on 
onsidére la théorie de Zwanzig, larelation (4.13) donne l'équation (4.14).
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Partie I

Fig. 4.1 � S
héma permettant de visualiser la dé
omposition du 
hemin thermodynamique entre lesétats A et B dans l'espa
e des phases. λ est le paramètre de 
ouplage, i permet d'identi�er 
haquemi
ro-état. Nt est le nombre total de subdivisions.
∆GA→B = G(B) −G(A) =

(
G(Nt) −G(Nt−1)

)
+
(
(G(Nt−1) −G(Nt−2

)
....+

(
(G(1) −G(0)

)

= −kT ln







 Q
(Nt)
NpT

Q
(Nt−1)
NpT





Nt−1



Q
(Nt−1)
NpT

Q
(Nt−2)
NpT





Nt−2

....



Q
(1)
NpT

Q
(0)
NpT





0





= −kT ln
[
R(Nt−1)R(Nt−2)....R(0)

]
=
∑

i

∆G(i) tel que ∆G(i) = −kT lnR(i) (4.14)
()Nt−1 indique que le rapport est évalué à l'état Nt− 1. On 
onsidère que 
haque fon
tionau numérateur est une perturbation (au sens de Zwanzig) de la fon
tion qui se trouve audénominateur. Cette relation postule que les espa
es des phases par
ourues dans les états i et

i−1 pour le 
al
ul de ∆G à l'état i−1 sont identiques. C'est en 
ela que réside le point faiblede 
ette théorie. En e�et, dans l'état i − 1, l'hamiltonien de l'état i vaut [H(ri−1,pi−1)
]i
i−1

.Or, l'hamiltonien de l'état i dans l'état i vaut [H(ri,pi)
]i
i
. L'indi
e indique l'état où est ef-fe
tué le 
al
ul, l'exposant indique l'état auquel 
orrespond l'hamiltonien. Pour que 
es deuxhamiltoniens soient identiques, il faut que l'amplitude de la perturbation soit très faible. Celaimplique un nombre de sous-états très importants. Il faudrait être 
apable de 
al
uler l'ha-miltonien suivant [H(ri,pi)

]i
i−1

. On sort alors du 
adre théorique de la théorie de Zwanzig :on 
onsidère alors que, les espa
es des phases par
ourus dans l' état perturbé et dans l'étatde référen
e sont di�érents. Dans 
es 
onditions, on suppose que la perturbation appliquée àl'état de référen
e i − 1 a�e
te les variables dépendant des paramètres perturbés (variables75



Chapitre 4 Cal
uls de ∆∆G, ∆∆H et ∆∆S
a
hées ou non 
a
hées (se
tion (2.3.2)). Si les paramètres d'intera
tion sont perturbés alorsl'énergie potentielle et les for
es exer
ées sur 
haque atome sont aussi perturbées .Pour que les deux premières équations de la relation (4.14) soient équivalentes, il est né
es-saire que 
haque rapport Ri ait une fon
tion de partition en 
ommun. Or, l'appli
ation de laméthode de perturbation de Zwanzig ne permet pas 
ette 
ondition, puisque les espa
es desphases par
ourus sont di�érents pour 
haque rapport Ri : 
'est le problème d'orthogonalité.A�n d'améliorer 
e
i, nous dé
rivons dans la se
tion (4.6) une nouvelle appro
he permettantd'évaluer plus pré
isement l'espa
e des phases par
ouru dans'état perturbé à partir de 
eluide l'état de référen
e.4.2.3 Appro
he alternative du 
on
ept de perturbationIl existe une autre manière d'appréhender la méthode de perturbation. En e�et, on justi�el'équivalen
e des espa
es des phases par
ourus entre les deux états par l'existen
e d'un re-
ouvrement des enveloppes des espa
es des phases �'e
hantillonnés entre l'état de référen
e etl'état perturbé (
f s
héma de la �gure (4.2)). La �gure (4.2) montre qu'il existe une zone dere
ouvrement entre les deux espa
es des phases par
ourus pour un mi
ro-état donné. Néan-moins, les points d'intégration des domaines intégrables ne sont pas les mêmes. Les méthodesde perturbation suggèrent l'équivalen
e des points d'intégration pour les deux états. Cetteéquivalen
e est justi�ée par un re
ouvrement entre les domaines d'intégration. Il n'est paspossible de 
onsidérer les points de l'état perturbé puisqu'il serait alors impossible d'é
rireles moyennes d'ensemble dans la mesure où les volumes in�nitésimaux sont di�érents. La �-gure (4.2) montre que, malgré une zone d'intégration en 
ommnun pour les deux états, lespoints d'intégration sont di�érents. Finalement, il faudrait déterminer un nouveau jeu de
oordonnées et de moments 
onjugués de l'état perturbé à partir de l'état de référen
e en res-pe
tant l'égalité entre les volumes in�nitésimaux. Cela permettrait ainsi d'obtenir une visionplus juste de l'état perturbé en termes énergétiques et stru
turaux. Même si 
ette stru
turen'est pas équivalente à 
elle de l'état perturbé, elle est plus réaliste que l'état de référen
e.Dans la se
tion (4.6) nous proposons un 
al
ul permettant de déterminer un nouveau jeu de
oordonnées et de moments 
onjugués de l'état perturbé à partir de l'intégration des équationsdu mouvement. Pour valider notre 
al
ul, nous démontrons que le nouvel espa
e engendré per-met d'é
rire les moyennes d'ensemble. Nous devons don
 montrer l'équivalen
e des volumes76
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Fig. 4.2 � Re
ouvrement des espa
es des phases entre l'état de référen
e et l'état perturbé. Γ(λ) estl'espa
e des phases de l'état de référen
e et Γ(λ
′

) représente l'espa
e des phases par
ourus de l'étatperturbé. Les 
er
les indiquent les points d'intégration relatifs aux positions atomiques.Il est possible de montrer que si (r, p) 6= (r
′

, p
′

) alors dτ = dτ
′ en utilisant une tranformation
anonique. En e�et, supposons que les 
ouples (r

′

, p
′

) et (r, p) sont liés par la relation r′ = r+

F(r̈). Soit dτ l'élément de volume dans l'espa
e des phases tel que dτ = dr1...drNdp1...dpN . Onmontre dans la se
tion (9.1) que le volume dτ est invariant par rapport à une transformation
anonique parti
ulière (développement en série de Taylor). Dans notre 
as, la transformation
anonique est la transformation de (r, p) en (r
′

, p
′

)

r
′

(r1, ..., rN ; t) , p
′

(p1, ..., pN ; t) (4.15)telle que les équations d'Hamilton gardent la même forme ave
 
es nouvelles variables. Soit
H′

(r
′

1, ..., r
′

N , p
′

1, ..., p
′

N ; t) la fon
tion de Hamilton exprimée ave
 les variables (r
′

, p
′

). Dansle 
as d'une transformation 
anonique, les équations de mouvement sont 
onservées [66℄. Cerésultat se traduit par la relation (4.16).
.

ri
′

=
∂H′

∂pi
,

.

pi
′

=
∂H′

∂ri
(4.16)78



Partie IL'invarian
e du volume par rapport aux transformations 
anoniques s'exprime par l'équa-tion (4.17). C'est 
ette relation que nous devons démontrer pour la transformation 
anoniqueenvisagée.
∫
dr1...drNdp1...dpN =

∫
dr

′

1..., dr
′

Ndp
′

1...dp
′

N (4.17)En e�et, ave
 le 
hangement de variables dé
rit par la relation (4.15), on a :
∫
dr1...drNdp1...dpN =

∫
|J | dr′1..., dr

′

Ndp
′

1...dp
′

N (4.18)où |J | est le ja
obien de la transformation à l'ordre un. Or, 
e ja
obien est égal à :
J =

∂r
′

1
∂r1

... ...
∂r

′

1
∂rN

... ...
∂r

′

1
∂pN

... ... ... ... ... ... ...
∂r

′

N

∂r1
... ...

∂r
′

N

∂rN
... ...

∂r
′

N

∂pN

∂p
′

1
∂r1

... ...
∂p

′

1
∂rN

... ...
∂p

′

1
∂pN

... ... ... ... ... ... ...
∂p

′

N

∂r1
... ...

∂p
′

N

∂rN
... ...

∂p
′

N

∂pNCelui-
i peut aussi s'é
rire de la manière suivante :
J =

∑

i

∑

j

[
∂r

′

i

∂rj

∂p
′

i

∂pj
− ∂r

′

i

∂pj

∂p
′

i

∂rj

] (4.19)Le 
hangement de variables e�e
tué 
orrespond à une transformation 
anonique puisque leséquations de mouvement sont 
onservées (hypothèse de départ) : ṙ′i = ∂H′

∂p′ i
, ṗ

′

i = −∂H′

∂r′ i
. Dans
es 
onditions, les 
ro
hets de Poisson sont les mêmes que 
eux exprimés par les variablesinitiales, 
'est-à-dire :

{r′ i, r
′

j} = 0, {p′

i, p
′

j} = 0, {r′ i, p
′

j} = δij (4.20)Nous obtenons alors la relation (4.21) : 79
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∂r
′

i

∂rj

∂p
′

i

∂pj
= 1 et

∂r
′

i

∂pj

∂p
′

i

∂rj
= 0→ J = 1 (4.21)En e�et, r′ i ne dépend pas de pi et p′

i ne dépend pas de ri (équation (4.15)). En outre,on montre que ∂r′ i
∂rj

= 1 puisque r′ i = ri + ∆t2F (
ette relation sera démontrée dans la se
-tion (4.6)) où F est une fon
tionnelle qui dépend de la dérivée se
onde de ri par rapportau temps. Comme nous avons supposé un développement au premier ordre, on peut négligerles termes du deuxième ordre. Nous montrons de manière expli
ite l'invarian
e du volumepar rapport à la tranformation 
anonique envisagée. On en déduit don
 l'existen
e du 
ouple
(r

′

i, p
′

i) 6= (ri, pi) tel dτ ′

= dτ . Le 
hoix d'un développement d'ordre un permet de travaillerave
 un ja
obien de forme simple. Dans 
e 
as, seules les dérivées premières sont 
onsidérées.Celles-
i peuvent être déterminées par les équations 
anoniques.Une méthode sus
eptible d'abaisser davantage 
e problème d'orthogonalité serait le 
ouplagedu paramètre de Kirkwood ave
 le temps. Dans 
e 
as, 
ela nous permettrait de subdiviserdavantage l'espa
e des phases par
ouru sans perte de temps de 
al
ul. Néanmoins, 
ommel'hamiltonien est di�érent pour 
haque pas de perturbation, la fon
tion de partition de 
haquemi
ro-état est di�érente. Dans 
es 
onditions, la dynamique que l'on engendre n'est plus àl'équilibre mais se trouve dans un état hors équilibre puisque l'énergie totale du système n'estpas 
onservée (⇔ dH
dt 6= 0). Les formules opérationnelles permettant de 
al
uler ∆G et ∆Spour 
e formalisme hors-équilibre ont été démontrées dans la se
tion (9.5).4.3 Free Energy Perturbation : FEP4.3.1 Cal
ul de ∆GAvant de 
ommen
er, il est né
essaire d'é
rire l'expression rigoureuse de la variation d'en-thalpie libre (équation (4.22)). À partir de la relation (4.22), nous e�e
tuerons des approxi-mations su

essives permettant d'a

éder aux expressions les plus 
ouramment utilisées dansla littérature. Cette démar
he a pour obje
tif d'évaluer la nature et l'expression de 
ha
unedes approximations. La suite des développements sera réalisée en 
onsidérant la fon
tion departition dans l'ensemble NpT . Commençons par é
rire la di�éren
e d'enthalpie libre entreles états λ et λ′ . 80
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∆Gλ = Gλ′ −Gλ = −kT ln

∫ ∫ ∫
exp

(
− (H(rN ,pN )+pV )

λ
′

kT

)
drN

λ′dpN
λ′dVλ

′

∫ ∫ ∫
exp

(
− (H(rN ,pN )+pV )λ

kT

)
drN

λ dpN
λ dVλ

(4.22)Comme le montre 
ette expression, nous avons 
onsidéré la fon
tion de partition à λ′ et
λ. Cela implique de 
onsidérer que l'espa
e des phases par
ourus dans les deux états sontdi�érents. Il est évident que 
ette expression est inexploitable puisqu'il est impossible dedéterminer une moyenne d'ensemble, laquelle se 
al
ule dans un seul et unique espa
e desphases 
omme le montre la relation suivante :

< X >NpT=

∫ ∫ ∫
X(r,p) exp

(
−(H(rN ,pN )+pV )

kT

)
drNdpNdV

∫ ∫ ∫
exp

(
−(H(rN ,pN )+pV )

kT

)
drNdpNdV

(4.23)Néanmoins, si on applique la théorie de Zwanzig 
'est-à-dire que l'on 
onsidère l'état per-turbé 
omme une perturbation de l'état de référen
e, on peut é
rire l'équation suivante :
∆Gλ = Gλ′ −Gλ = −kT ln

∫ ∫ ∫
exp

(
− (H

λ
′ (rN ,pN )+pV )

kT

)
drN

λ dpN
λ dVλ

∫ ∫ ∫
exp

(
− (Hλ(rN ,pN )+pV )

kT

)
drN

λ dpN
λ dVλComme on l'a vu dans la se
tion (4.2) il existe une alternative permettant de postulerl'invarian
e du volume in�nitésimal entre les deux états tout en 
onsidérant des N -uplet

(r,p)N di�érents entre les deux états. Cela est possible si et seulement si les 
ouples (r,p)Nà l'état perturbé respe
tent les équations 
anoniques du mouvement et s'ils sont 
al
ulés àpartir de l'état de référen
e. Il est possible de montrer l'existen
e d'un 
ouple (r,p)N à l'étatperturbé di�érent de 
elui de l'état de référen
e véri�ant l'invarian
e du volume in�nitésimal.Pour 
ela, il su�t de postuler 
ette invarian
e (dτ = dτ ′) et de développer 
ette expression :
dτ = dτ ′ ⇔ drN

λ dp
N
λ = drN

λ′dpN
λ′

⇔ d(rN
λ pN

λ )

[
rN
λ

drN
λ

+
pN

λ

dpN
λ

]−1

= d(rN
λ′dpN

λ′)

[
rN
λ′

drN
λ′

+
pN

λ′

dpN
λ′

]−1

⇔ d(rN
λ pN

λ )

[
d ln(rN

λ pN
λ )

d ln(rN
λ )d ln(pN

λ )

]−1

= d(rN
λ′p

N
λ′)

[
d ln(rN

λ′p
N
λ′)

d ln(rN
λ′)d ln(pN

λ′)

]−1 (4.24)81
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uls de ∆∆G, ∆∆H et ∆∆SLa solution la plus simple de 
ette équation est :
rN
λ = rN

λ′ , pN
λ = pN

λ′ (4.25)Il existe une autre solution moins simple qui respe
te l'hypothèse de départ dτ = dτ ′ :
rN
λ pN

λ = rN
λ′p

N
λ′ avec rN

λ 6= rN
λ′ et pN

λ 6= pN
λ′ (4.26)Cette équation nous permet don
 de réé
rire la relation (4.22), en 
onsidérant que les vo-lumes dans les deux états sont identiques.

∆Gλ = −kT ln

∫ ∫ ∫
exp

(
− (H

λ
′ (rN ,pN )+pV )

kT

)
drNdpNdV

∫ ∫ ∫
exp

(
− (Hλ(rN ,pN )+pV )

kT

)
drNdpNdV

(4.27)Ce 
al
ul montre l'existen
e des 
ouples (r,p)N
λ′ di�érents des 
ouples (r,p)Nλ si et seulementsi les équations 
anoniques sont respe
tées dans l'état perturbé et si le N -uplet (r,p)N

λ′ del'état perturbé est fon
tion du N -uplet (r,p)Nλ de l'état de référen
e. En outre, il faut que 
esrelations véri�ent l'égalité dτ = dτ ′. Il nous faut, à présent, dé�nir une méthode permettantde déterminer 
e nouveau jeu de paramètres.Avant de dis
uter la détermination de 
es 
ouples (r,p)N
λ
′ , nous allons développer les 
al
ulsmenant aux formules opérationnelles de perturbations. Pour 
ela, nous 
ommen
erons par
onsidérer l'hamiltonien total. Ces 
al
uls ont pour point de départ la relation (4.27). Ladétermination de la moyenne d'ensemble né
essite de dé�nir les variables suivantes :

EH = exp

(
−
[Hλ(rN ,pN ) + pV

kT

])
· exp

(Hλ(rN ,pN ) + pV

kT

)

IH =

∫ ∫ ∫
exp

(
−
[
Hλ(rN ,pN )+pV

kT

])
drNdpNdV

∫ ∫ ∫
exp

(
−
[
Hλ(rN ,pN )+pV

kT

])
drNdpNdVL'obtention de la moyenne d'ensemble se fait en multipliant le numérateur de la rela-tion (4.27) par IH : 82
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∆Gλ =

− kT ln

∫ ∫ ∫
exp

(
H

λ
′ (rN ,pN )+pV

kT − (Hλ(rN ,pN )+pV
kT )

)
· exp

(
Hλ(rN ,pN )+pV

kT

)
drNdpNdV

∫ ∫ ∫
exp

(
−Hλ(rN ,pN )+pV

kT

)
drNdpNdVCe qui nous permet d'é
rire après simpli�
ation :

∆Gλ = −kT ln

〈
exp

(
−
[Hλ′ (rN ,pN )−Hλ(rN ,pN )

kT

])〉

λ

(4.28)L'indi
e sur l'hamiltonien indique que l'on tient 
ompte des paramètres externes qui ontété perturbés, en gardant un espa
e des phases par
ourus identique pour les deux états. Si ondé
ompose l'hamiltonien total en un terme d'énergie 
inétique et d'énergie potentielle, nousobtenons la relation (4.29).
∆Gλ =

− kT ln

〈
exp

(
−
[Uλ′ (rN )− Uλ(rN )

kT

]
− v2

λ

2kT

[
mλ′ −mλ

])〉

λ

(4.29)Si on utilise la longueur d'onde de De Broglie pour évaluer le terme 
inétique nous obtenons :
∆Gλ = −kT ln

[(
mλ′

mλ

)3
2

] ∫ ∫ exp

(
−
[
U

λ
′ (rN )+pV

kT

])
drNdV

∫ ∫
exp

(
−
[
Uλ(rN )+pV

kT

])
drNdV

(4.30)Dé�nissons les termes suivants :
EU = exp

(
−
[Uλ(rN ,pN ) + pV

kT

])
· exp

(Uλ(rN ,pN ) + pV

kT

)

IU =

∫ ∫ ∫
exp

(
−
[
Uλ(rN ,pN )+pV

kT

])
drNdpNdV

∫ ∫ ∫
exp

(
−
[
Uλ(rN ,pN )+pV

kT

])
drNdpNdVEn réitérant le même type de 
al
ul e�e
tué ave
 l'hamiltonien total (multipli
ation parEU ), on a : 83
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∆Gλ = −kT ln

([
mλ′

mλ

] 3
2
〈

exp

(
−
[Uλ′ (rN )− Uλ(rN )

kT

])〉

λ

) (4.31)En théorie les relations (4.28) et (4.31) sont identiques, on s'attend don
 à 
e que les deux
al
uls fournissent les mêmes résultats : nous verrons par la suite que 
e n'est pas le 
as. Sion néglige le terme massique, les équations (4.28) et (4.31) donnent le résultat 
onnu :
∆Gλ = −kT ln

〈
exp

(
−
[Uλ

′ (rN )− Uλ(rN )

kT

])〉

λ

(4.32)4.3.2 Cal
ul de ∆SL'entropie est donnée par la relation suivante :
S(N, p, T ) = k lnQNpT + kT

(
∂ lnQNpT

∂T

)

N,p

= k lnQNpT + kT
1

QNpT

(
∂QNpT

∂T

)

N,pLa variation d'entropie entre les deux états λ et λ′ vaut :
∆Sλ = k ln

[QNpT ]λ′

[QNpT ]λ

+ kT

(
1

[QNpT ]λ′

∂ [QNpT ]λ′

∂T
− 1

[QNpT ]λ

∂ [QNpT ]λ
∂T

)

Nous avons trois termes à déterminer. Le premier 
orrespond à la variation d'enthalpie librepré
édemment 
al
ulée.Terme à λ :
∂ [QNpT ]λ

∂T
=

1

N !Λ3NV o

∫ ∫ (Uλ(rN ) + pV

kT 2

)
exp

(
−
[Uλ(rN ) + pV

kT

])
drNdV

+
1

N !Λ3NV o

3N

2T

∫ ∫
exp

(
−
[Uλ(rN ) + pV

kT

])
drNdV84
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Le terme (∂P

∂T

)

P

est nul puisque l'ensemble 
onsidéré est l'ensemble NpT . Le terme
(
∂V

∂T

)

P

est nul 
ar le volume instantané ne dépend pas de T 
ontrairement à < V >.L'expression 3N
2T est issue du développement suivant :

∂

∂T

(
1

Λ3N

)
=

(
2mkπ

h2

) 3N
2

· 3N
2
· (T )

3N
2

−1

=
3N

2T

(
1

Λ3N

)La suite des 
al
uls donne :
1

[QNpT ]λ

∂ [QNpT ]λ
∂T

=

∫ ∫ (Uλ(rN )+pV
kT 2

)
exp

(
−
[
Uλ(rN )+pV

kT

])
drNdV

∫ ∫
exp

(
−
[
Uλ(rN )+pV

kT

])
drNdV

+
3N

2T

1

[QNpT ]λ

∂ [QNpT ]λ
∂T

=

〈Uλ(rN ) + pV

kT 2

〉

λ

+
3N

2TTerme à λ′ :
1

[QNpT ]λ′

∂ [QNpT ]λ′

∂T
=

∫ ∫ (U
λ
′ (rN )+pV

kT 2

)
exp

(
−
[
U

λ
′ (rN )+pV

kT

])
drNdV

∫ ∫
exp

(
−
[
U

λ
′ (rN )+pV

kT

])
drNdV

+
3N

2TMultiplions 
e terme par EU

EU
:

1

[QNpT ]λ′

∂ [QNpT ]λ′

∂T
=

∫ ∫ (U
λ
′ (rN )+pV

kT 2

)
exp

(
−
[
U

λ
′ (rN )−Uλ(rN )

kT

])
exp

(
−
[
Uλ(rN )+pV

kT

])
drNdV

∫ ∫
exp

(
−
[
U

λ
′ (rN )−Uλ(rN )

kT

])
exp

(
−
[
Uλ(rN )+pV

kT

])
drNdV

+
3N

2T85
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uls de ∆∆G, ∆∆H et ∆∆SLa multipli
ation par IU nous permet d'obtenir :




∫ ∫ (U
λ
′ (rN )+pV

kT 2

)
exp

(
−
[
U

λ
′ (rN )−Uλ(rN )

kT

])
drNdV

∫ ∫
exp

(
−
[
U

λ
′ (rN ,)−Uλ(rN )

kT

])
exp

(
−
[
Uλ(rN )+pV

kT

])
drNdV

· exp

(
−
[Uλ(rN ) + pV

kT

])
drNdV ] · ∫ ∫ exp

(
−
[
Uλ(rN ,λ)+pV

kT

])
drNdV

∫ ∫
exp

(
−
[
Uλ(rN )+pV

kT

])
drNdV

+
3N

kTCette relation se simpli�e en l'équation suivante :
1

[QNpT ]λ′

∂ [QNpT ]λ′

∂T
=

〈(
U

λ
′ (rN )+pV

kT 2

)
exp

(
−
[
U

λ
′ (rN )−Uλ(rN )

kT

])〉

λ〈
exp

(
−
[
U

λ
′ (rN )−Uλ(rN )

kT

])〉

λ

+
3N

2TNous obtenons ainsi la relation �nale :
T∆S(λ) = kT ln

[
m

λ
′

mλ

] 3
2

〈
exp

(
−
[
U

λ
′ (rN )−Uλ(rN )

kT

])〉

λ

+kT 2





* 

U
λ
′ (rN )+pV

kT2

!

exp

 

−
"

U
λ
′ (rN )−Uλ(rN )

kT

#!+

λ
*

exp

 

−
"

U
λ
′ (rN )−Uλ(rN )

kT

#!+

λ





−kT 2
(〈

Uλ(rN )+pV
kT 2

〉

λ

)

(4.33)
En 
onsidérant l'hamiltonien total, on obtient la relation suivante :

T∆S(λ) = kT ln

〈
exp

(
−
[
H

λ
′ (rN ,pN )−Hλ(rN ,pN )

kT

])〉

λ

+kT 2





* 

H
λ
′ (rN ,pN )+pV

kT2

!

exp

 

−
"

H
λ
′ (rN ,pN )−Hλ(rN ,pN )

kT

#!+

λ
*

exp

 

−
"

H
λ
′ (rN ,pN )−Hλ(rN ,pN )

kT

#!+

λ





−kT 2
(〈

Hλ(rN ,pN )+pV
kT 2

〉

λ

)

(4.34)
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Partie I4.4 Thermodynami
s Integration : TI4.4.1 Cal
ul de ∆GCette méthode détermine la variation d'énergie libre entre deux états en 
onsidérant que lafon
tion d'état G peut s'é
rire sous la forme d'une di�érentielle totale. Ainsi, la variation estobtenue par intégration de la dérivée partielle de G par rapport à λ.
∆G(λ) =

∫ 1

0

∂G

∂λ
dλ = −kT

∫ 1

0

1

QNpT

∂QNpT

∂λ
dλ (4.35)Pour plus de simpli
ité dans l'é
riture des formules, nous é
rirons la longueur d'onde de DeBroglie de la manière suivante :

Λ3N =

(
C

m

) 3N
2La dérivée de la fon
tion de partition par rapport à λ nous permet d'é
rire :

∂ [QNpT ]

∂λ
=

3N

2

mλ

N !C

3N
2

−1∂ [mλ]

∂λ

∫ ∫
exp

(
−
[Uλ(rN ) + pV

kT

])
drNdV

− mλ

CN !

3N
2

∫ ∫
1

kT

∂Uλ(rN )

∂λ
exp

(
−
[Uλ(rN ) + pV

kT

])
drNdVSoit, en divisant 
ette expression par la fon
tion de partition :

1

QNpT

∂ [QNpT ]

∂λ
=

3N

2
m−1

λ

∂ [mλ]

∂λ

∫ ∫
exp

(
−
[
Uλ(rN )+pV

kT

])
drNdV

∫ ∫
exp

(
−
[
Uλ(rN )+pV

kT

])
drNdV

−
∫ ∫

1
kT

∂Uλ(rN )
∂λ exp

(
−
[
Uλ(rN )+pV

kT

])
drNdV

∫ ∫
exp

(
−
[
Uλ(rN )+pV

kT

])
drNdV

(4.36)Nous obtenons alors :
∆G(λ) =

∫ 1

0

[
−3NkT

2
·
〈

1

mλ
· ∂mλ

∂λ

〉

λ

+

〈
∂Uλ(rN )

∂λ

〉

λ

]
dλ (4.37)87



Chapitre 4 Cal
uls de ∆∆G, ∆∆H et ∆∆S

mλ et Uλ(rN ) n'indiquent pas dans 
ette expression un 
al
ul réalisé à λ (
omme pour la mé-thode FEP), mais seulement une dépendan
e vis-à-vis du paramètre de 
ouplage. Le premierterme peut évidemment s'é
rire sans <>λ puisque la masse ne �u
tue pas. En 
onsidérantl'hamiltonien total, on a :
1

QNpT

∂ [QNpT ]

∂λ
= −

∫ ∫
1

kT

[
∂Uλ(rN )

∂λ + ∂mλ

∂λ

∑
v2

i

]
exp

(
−
[
Hλ(rN ,pN )+pV

kT

])
drNdV

∫ ∫
exp

(
−
[
Hλ(rN,pN)+pV

kT

])
drNdV

(4.38)
e qui nous permet d'obtenir :
∆G(λ) =

∫ 1

0

[〈[
∂Uλ(rN )

∂λ
+
∂mλ

∂λ

∑
v2

i

]〉

λ

]
dλ (4.39)Si on néglige le rapport de masse, nous obtenons la relation 
lassique :

∆G(λ) =

∫ 1

0

[〈
∂Uλ(rN )

∂λ

〉

λ

]
dλ (4.40)En 
onsidérant l'hamiltonien total, on a :

∆G(λ) =

∫ 1

0

[〈
∂Hλ(rN ,pN )

∂λ

〉

λ

]
dλ (4.41)4.4.2 Cal
ul de ∆SDe la même manière que pour l'enthalpie libre, on peut é
rire :

∆S(λ) =

∫
dS =

∫
∂S

∂λ
dλsoit :

∂S

∂λ
= k

∂ [lnQNpT ]

∂λ
+ kT

∂

∂λ

[
∂ [lnQNpT ]

∂T

]88



Partie ILe premier terme 
orrespond à 
elui 
al
ulé pour l'enthalpie libre. Le deuxième se 
al
uletout aussi aisément :
∂

∂λ

[
1

[QNpT ]λ

∂ [QNpT ]λ
∂T

]
=

∂

∂λ




∫ ∫ (Uλ(rN )+pV

kT 2

)
exp

(
−
[
UλrN )+pV

kT

])
drNdV

∫ ∫
exp

(
−
[
Uλ(rN )+pV

kT

])
drNdV





∂

∂λ

[
1

[QNpT ]λ

∂ [QNpT ]λ
∂T

]
=

[〈(Uλ(rN ) + pV

kT 2

)〉

λ

〈
1

kT

∂Uλ(rN )

∂λ

〉]

λ

−
[〈

1

k2T 3

∂Uλ(rN )

∂λ

(
Uλ(rN ) + pV

)〉

λ

]

+

〈
1

kT 2

∂Uλ(rN )

∂λ

〉

λSi on utilise la relation (4.36), on obtient :
∂ [lnQNpT ]

∂λ
=

3N

2

〈
1

mλ
· ∂mλ

∂λ

〉

λ

−
〈

1

kT

∂Uλ(rN )

∂λ

〉

λOn a :
∂S

∂λ
=

3kN

2

〈
1

mλ
· ∂mλ

∂λ

〉

λ

+

[〈(Uλ(rN ) + pV

kT 2

)〉

λ

〈
1

kT

∂Uλ(rN )

∂λ

〉

λ

]
[kT ]

−
[〈

1

k2T 3

∂Uλ(rN )

∂λ

(
Uλ(rN ) + pV

)〉

λ

]
[kT ]La variation d'entropie et la variation d'enthalpie (∆H = ∆G+ T∆S) s'é
rivent :

∆S(λ) =

∫
[kT ]

[[〈(Uλ(rN ) + pV

kT 2

)〉

λ

〈
1

kT

∂Uλ(rN )

∂λ

〉

λ

] (4.42)
−

[〈
1

k2T 3

∂Uλ(rN )

∂λ

(
Uλ(rN ) + pV

)〉

λ

]
+

3kN

2 [kT ]

〈
1

mλ
· ∂mλ

∂λ

〉

λ

]
dλ

∆H(λ) =

∫
kT 2

[[〈(Uλ(rN ) + pV

kT 2

)〉

λ

〈
1

kT

∂Uλ(rN )

∂λ

〉

λ

] (4.43)
−

[〈
1

k2T 3

∂Uλ(rN )

∂λ

(
Uλ(rN ) + pV

)〉

λ

]
+

1

kT 2

〈
∂Uλ(rN )

∂λ

〉

λ

]
dλ89



Chapitre 4 Cal
uls de ∆∆G, ∆∆H et ∆∆SSi l'on 
onsidère l'hamiltonien total, on obtient, une relation similaire. Dans les deux 
as
∂Hλ

∂λ
et ∂mλ

∂λ
sont déterminés par une di�éren
e �nie :

∂Hλ(rN ,pN )

∂λ
=
H(rN ,pN , λ

′

)−H(rN ,pN , λ)

∂λ
(4.44)L'évaluation de l'intégrale peut être réalisée par l'utilisation de diverses méthodes d'intégra-tion numérique (méthode de Gauss, méthode des re
tangles,...) ou bien en
ore par intégrationd'une fon
tion d'ajustement.La méthode FDTI (Finite Di�eren
e Thermodynami
s Integration) [6℄ utilise le formalismede la méthode FEP pour 
al
uler la dérivée partielle de X (X = G, S ou H) par rapportà λ (équation (4.45)). Le prin
ipal avantage de 
ette méthode, par rapport aux méthodesFEP et TI est une 
onvergen
e plus rapide. Nous avons utilisé 
ette méthode lors d'étudespré
édentes [5, 6℄.

∂X

∂λ
≃ ∆X

∂λ
→ ∆X =

∫ 1

0

∂X

∂λ
dλ =

∫ 1

0

∆X

∂λ
dλ (4.45)4.5 Temperature Perturbation : TPCette méthode permet d'évaluer l'entropie et l'enthalpie d'une manière di�érente. La varia-tion d'énergie libre est déterminée par le méthode FEP. Dans le se
tion (4.3), nous avons vuque la variation d'entropie pouvait s'é
rire :

∆Sλ = k ln
[QNpT ]λ′

[QNpT ]λ
+ kT

(
1

[QNpT ]λ′

∂ [QNpT ]λ′

∂T
− 1

[QNpT ]λ

∂ [QNpT ]λ
∂T

)

Dans la méthode FEP, on dérive de manière expli
ite la fon
tion de partition en fon
tionde la température, alors qu'i
i 
ette dérivée est déterminée par une di�éren
e �nie entre lestempératures T ′

= T + ∆T et T ′′

= T −∆T , 
omme le montre l'équation suivante :
∂ ln [QNpT ]λ

∂T
=

ln
[
QNpT ′

]

λ
− ln

[
QNpT ′′

]

λ

2∆T
=

1

2∆T
ln

[
QNpT ′

]

λ[
QNpT ′′

]

λ90



Partie IAve
 
ette nouvelle expression, on a alors :
∆Sλ = k ln

[QNpT ]λ′

[QNpT ]λ
+

kT

2∆T

[
ln

[
QNpT ′

QNpT ′′

]

λ′

− ln

[
QNpT ′

QNpT ′′

]

λ

] (4.46)Nous devons don
 évaluer trois termes. Le premier ayant été déterminé dans la se
tionpré
édente, nous devons 
al
uler les deux termes restants, l'un à λ et l'autre à λ′ .Terme à λ′ :Le rapport de fon
tions de partition relatif aux deux températures est donné par :
[
QNpT ′

QNpT ′′

]

λ′

=

Λ3N
T ′′

∫ ∫
exp

(
−
[
U

λ
′ (rN )+pV

kT ′

])
drNdV

Λ3N
T ′

∫ ∫
exp

(
−
[
U

λ
′ (rN )+pV

kT ′′

])
drNdV

(4.47)le premier terme valant :
Λ3N

T
′′

Λ3N
T ′

=

(
T

′

T ′′

) 3N
2Si nous multiplions le dénominateur et le numérateur par EU et IU , nous pouvons é
rire :

[
QNpT ′

QNpT ′′

]

λ′

=

(
T

′

T ′′

) 3N
2

〈
exp

(
−
[
U

λ
′ (rN )+pV

kT ′ −
(
Uλ(rN )+pV

kT

)])〉

λ〈
exp

(
−
[
U

λ
′ (rN )+pV

kT ′′ −
(
Uλ(rN )+pV

kT

)])〉

λTerme à λ :Pour 
et état, la méthode de 
al
ul est identique à la pré
édente. Le 
al
ul débute de lamanière suivante :
[
QNpT ′

QNpT ′′

]

λ

=
Λ3N

T ′′

∫ ∫
exp

(
−
[
Uλ(rN )+pV

kT ′

])
drNdV

Λ3N
T ′

∫ ∫
exp

(
−
[
Uλ(rN )+pV

kT ′′

])
drNdV

(4.48)91



Chapitre 4 Cal
uls de ∆∆G, ∆∆H et ∆∆SAprès simpli�
ation, nous obtenons la relation suivante.
[
QNpT ′

QNpT ′′

]

λ

=

(
T

′

T ′′

) 3N
2

〈
exp

(
−
[
Uλ(rN )+pV

kT ′ −
(
Uλ(rN )+pV

kT

)])〉

λ〈
exp

(
−
[
Uλ(rN )+pV

kT ′′ −
(
Uλ(rN )+pV

kT

)])〉

λCette équation se simpli�e en :
[
QNpT

′

QNpT ′′

]

λ

=

(
T

′

T ′′

) 3N
2

〈
exp

(
−
[(
Uλ(rN ) + pV

) [
1

kT ′ − 1
kT

]])〉

λ〈
exp

(
−
[
(Uλ(rN ) + pV )

[
1

kT ′′ − 1
kT

]])〉

λpour �nalement donner l'équation (4.49). On obtient la même relation si on 
onsidère l'ha-miltonien total, en remplaçant Uλ(rN ) par Hλ(rN ,pN ) et en �tant le terme massique.
∆So(λ) = k ln

[(
mλ′

mλ

) 3
2

]〈
exp

(
−
[Uλ′ (rN )− Uλ(rN )

kT

])〉

λ

(4.49)
+

kT

2∆T
ln





〈
exp

(
−
[
U

λ
′ (rN )+pV

kT ′ −
(
Uλ(rN )+pV

kT

)])〉

λ〈
exp

(
−
[
U

λ
′ (rN )+pV

kT
′′ −

(
Uλ(rN )+pV

kT

)])〉

λ

(4.50)
·

〈
exp

(
−
[(
Uλ(rN ) + pV

) [
1

kT ′′ − 1
kT

]])〉

λ〈
exp

(
−
[(
Uλ′ (rN ) + pV

) [
1

kT ′ − 1
kT

]])〉

λ





4.6 Nouvelle méthodologieToutes les méthodes employées jusqu'à présent, ont été démontrées en 
onsidérant que lespositions et les vitesses à l'état perturbé sont identiques à 
elles de l'état de référen
e :rλ = rλ′ (4.51)vλ = vλ′ (4.52)92



Partie ICes 
onsidérations sont valides dans le 
adre de la théorie de Zwanzig. Pour les raisons 
itéesdans la se
tion (4.2) nous sortons du 
adre de 
ette théorie a�n d'homogénéiser la théorie desperturbations ave
 la notion de paramètres de 
ouplage introduit par Kirkwood. Pour 
ela,nous postulons la dépendan
e des 
ouples (r,p)N par rapport à λ. En e�et, 
ette dépendan
epermet de légitimer davantage la dé
omposition du 
hemin thermodynamique en de multiplessous-états.Notre obje
tif est de déterminer une méthodologie permettant de tenir 
ompte de l'in�uen
edes paramètres perturbés sur les variables r et p. En e�et, l'espa
e des phases par
ourusdans les états de référen
e et perturbé ne pas sont les mêmes. La �gure (4.3) représentant
∑

i

(
ri(t)− r

′

i(t)
)2 en fon
tion du temps, montre une di�éren
e faible mais non négligeabledans les traje
toires.

Fig. 4.3 � Traje
toire de la somme du 
arré de la di�éren
e des positions pour l'atome perturbé entrel'état perturbé (ri
λ′ ,pi

λ′) et l'état de référen
e (ri
λ,p

i
λ).Il n'est pas possible de 
onsidérer expli
itement l'espa
e des phases de l'état perturbépuisque l'é
riture des moyennes d'ensemble deviendrait impossible. Il faut don
 déterminerle N -doublet [rN ,pN

]
λ′ à partir du N -doublet [rN ,pN

]
λ
. Pour 
ela, nous utilisons la dyna-mique molé
ulaire qui va permettre de lier l'état de référen
e à l'état perturbé par la variable93



Chapitre 4 Cal
uls de ∆∆G, ∆∆H et ∆∆Stemps (t). En e�et, on peut é
rire que :v(t− ∆t

2
) =

r(t)− r(t−∆t)

∆t
(4.53)v(t+

∆t

2
) =

r(t−∆t)− r(t)
∆t

(4.54)À partir de 
es équations, nous pouvons obtenir les nouvelles positions :r(t+ ∆t) = r(t) + v(t+
∆t

2
) (4.55)v(t+

∆t

2
) = v(t− ∆t

2
) +

F(t)

m
∆t (4.56)

⇔ r(t+ ∆t) = r(t) + v(t− ∆t

2
)∆t+

F(t)

m
∆t2 (4.57)On peut déterminer l'expression de r pour le pas (t+n∆t) par un raisonnement par ré
ur-ren
e : rn∆t = r0 + nv0∆t+

[

n
F0

m
+

n−1,n>1∑

i=1

(n− i)Fi∆t

m

]

∆t2 (4.58)Cette relation entre les positions à (t′ = 0) et les positions (t′ = t) est 
orroborée parl'équation de Liouville :
f
[rN (t),pN (t)

]
= exp (iLt) f

[rN (0),pN (0)
] (4.59)L'obje
tif de 
e développement est de déterminer le N -doublet (rN ,pN

)
λ′ à partir de

(
rN ,pN

)
λ
. Pour y arriver, nous devons é
rire l'équation (4.58) à l'état λ′ et la 
omparerà l'état λ. Il est né
essaire de 
onsidérer un temps origine identique pour les deux états. Dans
es 
onditions, il est possible de déterminer une relation liant les 
oordonnées à l'état λ et àl'état λ′ .rλ′(n∆t) = rλ(n∆t) + ∆t2

(

n

[Fλ′(0)

mλ′

− Fλ(0)

mλ

]
+

n−1,n>1∑

i=1

(n − i)
[Fλ′(i∆t)

mλ′

− Fλ(i∆t)

mλ

])(4.60)94



Partie ICette relation peut s'é
rire de nouveau :rλ′(n∆t) = rλ(n∆t) + ∆t2



n
[Fλ′(0)

mλ′

− Fλ(0)

mλ

]
+

n−1,n>1∑

i=1

(n− i)




�Fλ′(i∆t)

mλ′

− Fλ(i∆t)

mλ







(4.61)Pour 
al
uler les for
es s'exerçant sur les atomes à λ′ ave
 pré
ision, on doit appliquer uneméthode itérative ave
 un 
ritère de 
onvergen
e (�). En e�et, une fois que l'on 
al
ule rλ′ , onévalue la for
e Fλ′ . Ce pro
édé est alors appliqué jusqu'à 
onvergen
e du 
al
ul. La �gure (4.4)illustre 
e pro
édé de ré
urren
e.

Fig. 4.4 � S
héma représentant le pro
essus itératif pour le 
al
ul de la for
e Fλ′(rN
λ′ ).Si nous 
onsidérons l'hamiltonien total dans le 
al
ul de perturbation, il est né
essaire depouvoir 
al
uler les vitesses à λ′ pour évaluer l'énergie 
inétique. Nous utilisons alors le mêmeraisonnement que 
elui qui nous a permis d'évaluer les positions. Ainsi, un développement ensérie de Taylor nous permet d'é
rire :v(t+

∆t

2
) = v(t− ∆t

2
) +

F(t)

m
· ∆t

2
(4.62)v(t) =

1

2

(v(t+
∆t

2
) + v(t− ∆t

2
)

) (4.63)95



Chapitre 4 Cal
uls de ∆∆G, ∆∆H et ∆∆SL'obje
tif est de lier la vitesse 
orrespondant au temps t à la vitesse 
orrespondant au temps
t = 0 pour 
omparer les états λ et λ′ . Cette relation peut être déterminée par un raisonnementde ré
urren
e. Cette appro
he est propre à la dynamique molé
ulaire, puisque l'on pro�te dupro
essus itératif d'intégration des équations de mouvement. Ce raisonnement n'a pas sonéquivalent ave
 les simulations de type Monte Carlo basées sur un pro
essus markovnien.Nous présentons i
i un 
ours extrait de la ré
urren
e :v(0), r(0) ← valeurs initiales (4.64)v(

t

2
) ← v(0), r(0) (4.65)r(t) ← r(0),v(

t

2
) (4.66)v(

3t

2
) ← v(

t

2
), r(t) (4.67)r(2t) ← r(t),v(

3t

2
) (4.68)Dans 
e s
héma, les vitesses à (t− ∆t

2 ) sont 
al
ulées par l'équation (4.62). Il est alors fa
ilede montrer que :
v(n∆t) = v(0) +

∆t

m

[
n−1∑

i=0

F(i∆t) +
F(n∆t)

2

] (4.69)Si on é
rit 
ette relation pour les deux états, on obtient alors par une di�éren
e l'équa-tion (4.70) que l'on peut é
rire 
omme l'équation (4.71) si on exprime la ré
urren
e (�).vλ′(n∆t) = vλ(n∆t) + ∆t

[(
n−1,n>1∑

i=0

(Fλ′(i∆t)

mλ′

− Fλ(i∆t)

mλ

))

+
Fλ′(n∆t)

2mλ′

− Fλ(n∆t)

2mλ

](4.70)
vλ′(n∆t) = vλ(n∆t) + ∆t








n−1,n>1∑

i=0




�Fλ′(i∆t)

mλ′

− Fλ(i∆t)

mλ







+

�Fλ′(n∆t)

2mλ′

− Fλ(n∆t)

2mλ



(4.71)96



Partie I4.7 ValidationA�n de valider la méthode mise au point sur des 
al
uls de grandeurs thermodynamiques,il est né
essaire de s'assurer que l'ensemble (r,p)N que l'on a déterminé est 
orre
t. Pour
ela, nous véri�ons les équilibres thermique et mé
anique. Nous véri�ons, en outre, que ladistribution de vitesse, est une distribution de Maxwell-Boltzmann. En�n, nous véri�ons sil'ensemble déterminé est bien une solution de l'équation (4.24).Équilibres thermique et mé
aniqueL'algorithme de Berendsen que l'on utilise permet par l'appli
ation d'un fa
teur de mise àl'é
helle F (équation (4.72)) de maintenir la température 
onstante.
F =

[
1 +

∆t

τT

{
To

T
(
t− ∆t

2

) − 1

}] 1
2

avec τT =
1

2γ
(4.72)

γ est le 
oe�
ient de fri
tion introduit pour dissiper l'énergie 
inétique. Dans l'équa-tion (4.72), nous pouvons 
onsidérer le deuxième terme 
omme un terme 
orre
tif. Commeon applique déjà 
e fa
teur aux vitesses de l'état λ, la mise à l'é
helle des vitesses à l'état
λ

′ est systématique. Cela est possible puisque le deuxième terme de l'équation (4.72) est in-dépendant de la vitesse. Pour démontrer qu'il n'est pas né
essaire de remettre à l'é
helle lesvitesses à l'état λ′ , on 
al
ule la température et la pression à l'état λ′ . Ces deux variablessont fon
tion des vitesses et des positions 
al
ulées. Ce 
al
ul nous permettra aussi de véri�erles équilibres thermiques et mé
aniques. La �gure (4.5) montre la température instantanée
al
ulée à l'état de référen
e et à l'état perturbé pour la perturbation de l'ion Ca2+ en l'ionBa2+ dans l'eau. Cette �gure montre que les équilibres thermique et mé
anique sont assurésà l'état λ′ . On en déduit don
 qu'il n'est pas né
essaire de mettre à l'é
helle les vitesses et lespositions dans l'état perturbé une fois que 
ette mise à l'é
helle est e�e
tuée sur les vitesseset les positions à l'état de référen
e.Remarque : La même étude peut être réalisée sur le fa
teur de mise à l'é
helle 
on
ernant lespositions pour maintenir la pression 
onstante.97



Chapitre 4 Cal
uls de ∆∆G, ∆∆H et ∆∆S

Fig. 4.5 � a) Température en fon
tion du temps pour les états λ′ et λ. (©) représente la températureinstantanée dans l'état de référen
e. (•) représente la température instantanée dans l'état perturbé.b) Pression en fon
tion du temps pour les états λ′ et λ. (©) représente la pression instantanée dansl'état de référen
e. (•) représente la pression instantanée dans l'état perturbé.
98



Partie IDistribution des vitessesOn véri�e, en outre, que la distribution des vitesses à l'état λ′ est gaussienne et qu'ellepeut être ajustée par une distribution de Maxwell-Boltzmann (équation (4.73)). Pour 
ela, onajuste la distribution des vitesses obtenue à partir de la simulation par l'équation (4.74).
ρ (vλi) =

( mi

2πkT

) 1
2
exp−

(
mλivλ

2
i

2kT

)
avec λ = x, y or z (4.73)

ρ (vix) = a exp
(
−
[
bv2

ix

]) (4.74)La �gure (4.6) montre que la distribution des vitesses à l'état λ′ est gaussienne d'une partet qu'elle est superposable à la distribution de la relation (4.73). Cette étude permet ainsi devéri�er que nos 
al
uls de vitesses à l'état perturbé n'introduisent pas d'erreur.

Fig. 4.6 � (�) Distribution de Maxwell-Boltzmann donnée par la relation (4.73). (©) Distributiondes vitesse vx pour l'atome i dans l'état perturbé, ajustée par l'équation (4.74).99



Chapitre 4 Cal
uls de ∆∆G, ∆∆H et ∆∆SVéri�
ation de rN
λ pN

λNous devons véri�er la relation (4.26) qui permet en partie de justi�er l'existen
e de 
edéveloppement. Pour 
ela, il su�t de 
al
uler les distributions du produit rN
λ pN

λ pour l'état
λ et l'état λ′. La �gure (4.7) montre que les distributions sont identiques. Par 
onséquent, lasolution envisagée est bien une solution de l'équation (4.24).

Fig. 4.7 � Distribution du produit rN
λ pN

λ pour les états λ et λ′ .Finalement, voi
i le s
héma à suivre pour mener de manière satisfaisante une perturbation :
− Détermination de Fλ

′ ,

− calcul de rλ′ et vλ′ ,

− détermination de Hλ′ ,

− application des formules opérationnelles.Le tableau (4.1) reprend toutes les approximations qui ont été faites, ainsi que la nomen-
lature utilisée dans la suite du do
ument.
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Partie I
FEP TI

MI(U , rλ,vλ, rλ′ = rλ,vλ′ = vλ,mλ′ = mλ)

∆G[4.32],∆S[4.33] ∆G[4.40],∆S[4.42]

MII(H, rλ,vλ, rλ′ = rλ,vλ′ = vλ,mλ′ 6= mλ)

∆G[4.28,4.29],∆S[4.34] ∆G[4.39],∆S[4.42]

MIII(U , rλ,vλ, rλ′ 6= rλ,vλ′ 6= vλ,mλ′ 6= mλ)

∆G[4.31],∆S[4.33] ∆G[4.37],∆S[4.42]

MIV (H, rλ,vλ, rλ′ 6= rλ,vλ′ 6= vλ,mλ′ 6= mλ)

∆G[4.28,4.29],∆S[4.34] ∆G[4.39],∆S[4.42]Tab. 4.1 � Résumé des di�érentes approximations e�e
tuées pour les méthodes FEP et TI. Lesformules opérationnelles de ∆G et ∆S sont référen
ées pour 
haque méthodologie.
La méthode développée i
i utilise l'intégration des équations de mouvements qui est propreà la dynamique molé
ulaire. Pour les méthodes Monte Carlo, l'é
hantillonnage de l'espa
edes phases est réalisé par un pro
essus sto
hastique et markovien. L'absen
e de lien entreles positions de l'état t et 
elles de l'état initial (absen
e de mémoire au delà de t − 1) estun frein essentiel à la détermination de l'espa
e des phases de l'état perturbé à partir del'espa
e des phases de l'état de référen
e, 
ontrairement à la dynamique molé
ulaire dont lefon
tionnement est basé sur un pro
essus itératif permettant de faire le lien ave
 l'état initial.101



Chapitre 4 Cal
uls de ∆∆G, ∆∆H et ∆∆S4.8 Cal
uls de grandeurs d'hydratation et d'asso
iationNotre obje
tif est de valider la méthodologie développée pré
édemment à travers l'évaluationde propriétés d'hydratation et de 
omplexation. Pour illustrer nos 
onsidérations théoriquesnous allons 
al
uler dans un premier temps les propriétés d'hyratation (∆∆hG,∆∆hS,∆∆hH)de 
ertains ions inorganiques. Nous appliquerons la méthodologie développée pour le 
al
uldes propriétés d'asso
iation (∆∆cG,∆∆cS,∆∆cH) à des 
omplexes à sphère externe.4.8.1 Mise en ÷uvrePour le 
al
ul des propriétés d'hydratation, nous avons perturbé l'ion Ca2+ en Ba2+, l'ionCa2+ en Mg2+ et l'ion Ca2+ en La3+. Cha
une des perturbations a été réalisée en dé
om-posant le 
hemin thermodynamique en 180 sous états. Les 
ara
téristiques des simulationssont données dans la se
tion (2.6). Le temps d'équilibration pour 
ha
une des simulationsest de 100 ps alors que le temps d'a
quisition est de 100 ps. Le 
al
ul né
essite un temps desimulation total de 36 ns. Les 
al
uls sont réalisés sur 5000 
on�gurations générées durant laphase d'a
quisition. Les paramètres des 
ations (σ, ǫ) ont été déterminés par Aqvist [45℄. Lesparamètres perturbés sont la masse (m), la 
harge (q) et les paramètres de Lennard-Jones
(σ, ǫ). Pour les atomes i et j, les paramètres sont perturbés de la manière suivante :

ǫij(λ) = λ

(√
(ǫii(1)ǫjj

)
+ (1− λ)

(√
(ǫii(0)ǫjj)

)

σij(λ) = λ

(
σii(1) + σjj

2

)
+ (1− λ)

(
σii(0) + σjj

2

)

qi(λ) = λqi (1) + (1− λ)qi (0)

mi(λ) = λmi (1) + (1− λ)mi (0)

λ représente le paramètre de 
ouplage de Kirkwood tel que l'état λ = 0 
orrespond à l'étatinitial et l'état λ = 1 
orrespond à l'état �nal. En�n, 
haque perturbation est réalisée dansles deux sens, dire
t (−∆λ) et inverse (+∆λ).4.8.2 Grandeurs d'hydratationLe 
al
ul des propriétés d'hydratation entre deux ions A et B est réalisé par l'intermédiairedu 
y
le thermodynamique représenté sur la �gure (4.8)102
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Fig. 4.8 � Cy
le thermodynamique permettant d'évaluer la di�éren
e de variation d'enthalpie libre,d'enthalpie et d'entropie d'hydratation entre deux ions Ay+ et Bz+. ∆Xmut indique une variation dela propriété X pour la perturbation de l'espè
e Ay+ en l'espè
e Bz+. Cette grandeur est 
al
ulée enphase gazeuse et en phase aqueuse.La relation permettant de lier les grandeurs expérimentales (∆Xo) et simulées (∆Xmut) estdonnée par la relation (4.75)
∆∆hX

o =B ∆hX
o −A ∆hX

o = ∆aqX
mut −∆gazX

mut (4.75)Les relations permettant de 
al
uler la variation d'enthalpie libre par la méthode FEP enprenant en 
ompte les variations de masse sont données par les équations (4.28) , (4.29) et (4.31).Dans l'équation (4.31) le terme �massique� qui apparaît 
omme une 
onstante, peut être sortide la moyenne de la façon suivante :
∆Gλ = −3kT

2
ln

[
mλ′

mλ

]
− kT ln

〈
exp

(
−
[Uλ′ (rN )− Uλ(rN )

kT

])〉

λ

(4.76)En phase aqueuse, la variation d'enthalpie libre entre deux états peut être 
al
ulée par
ette relation. En phase gazeuse, seules les parties 
inétique et intramolé
ulaire sont prises en
ompte. Comme la partie intramolé
ulaire est nulle, la variation d'enthalpie libre dans 
ettephase vaut : 103
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∆Gλ = −3kT

2
ln

[
mλ′

mλ

] (4.77)La di�éren
e d'enthalpie libre entre les deux phases est égale à :
∆∆hG

o = B∆hG
o −A ∆hG

o = ∆aqG
mut −∆gazG

mut (4.78)
= −

∑

λ

kT ln

〈
exp

(
−
[Uλ′ (rN )− Uλ(rN )

kT

])〉

λI
i l'état A 
orrespond au 
as de l'ion Ay+ et B à 
elui de l'ion Bz+, 
e qui revient à
onsidérer l'équation (4.28). Si l'on 
onsidère la longueur d'onde de De Broglie, le terme�massique� n'intervient pas. Par 
ontre, si on 
onsidère l'hamiltonien total dans la fon
tionde partition, on ne peut plus négliger 
e terme. En e�et, le terme 
inétique est 
al
ulé dansla moyenne. Comme la fon
tion de partition de l'ion à l'état gazeux est proportionnelle à lalongueur d'onde de De Broglie, nous obtenons :
∆∆hG

o =
3kT

2
ln

[
mB

mA

]
− kT

∑

λ

ln

〈
exp

(
−
[Hλ

′ (rN ,pN )−Hλ(rN ,pN )

kT

])〉

λ

(4.79)
∆∆hG

o =
3kT

2
ln

[
mB

mA

]
− kT

∑

λ

ln

〈
exp

(
−
[Uλ′ (rN )− Uλ(rN )

kT

]
− v2

λ

2kT

[
mλ′ −mλ

])〉

λ

(4.80)Cette relation ne va pas à l'en
ontre du prin
ipe de l'équipartition de l'énergie. En e�et, 
edernier lie la moyenne de l'énergie 
inétique à la température par la relation 〈K〉 =
3NkT

2
.Ainsi, à nombre de parti
ules identiques et pour une même température, on a 〈K〉λ = 〈K〉λ′ .Or, la relation pré
édente ne tient pas 
ompte de la moyenne de l'énergie 
inétique mais de lavaleur instantanée. Il est tout à fait possible d'avoir des vitesses instantanées di�érentes pourles deux états et une moyenne de l'énergie 
inétique identique. Si l'on 
onsidère la théorie deZwanzig où l'état perturbé n'est qu'une perturbation de l'état de référen
e alors nous devons
onsidérer que les vitesses pour les deux états sont identiques. Dans 
es 
onditions, si l'ontient 
ompte de la variation de masse alors on a 〈K〉λ 6= 〈K〉λ′ . Par 
onséquent, l'équiparti-tion de l'énergie pour l'état perturbé n'est pas respe
tée. Néanmoins, étant donnée la faibleamplitude de la perturbation, on peut faire l'approximation que 
e prin
ipe est véri�é pour104



Partie Il'état perturbé. Ces observations sont à reporter dans le 
al
ul de la variation d'entropie. Parailleurs, nous pouvons faire les mêmes simpli�
ations 
on
ernant la méthode d'intégrationthermodynamique.
∆∆hG

o =

∫ 1

0

〈
∂Uλ(rN )

∂λ

〉

λ

dλ (4.81)
∆∆hG

o =

∫ 1

0

[
3NkT

2

1

mλ
· ∂mλ

∂λ
+

〈[
1

2

∂Uλ(rN )

∂λ
+
∂mλ

∂λ

∑
v2

i

]〉

λ

]
dλ (4.82)

=
3NkT

2
ln

[
mA

mB

]
+

∫ 1

0

[〈[
1

2

∂Uλ(rN )

∂λ
+
∂mλ

∂λ

∑
v2

i

]〉

λ

]
dλ (4.83)A�n d'étudier les di�érents 
as, nous avons testé 
es méthodes sur la perturbation de sys-tèmes simples telle que la perturbation de l'ion Ca2+ en l'ion Ba2+ et la perturbation de l'ionCa2+ en l'ion Mg2+. Ces exemples ont été 
hoisis pour mesurer l'importan
e de la prise en
ompte des masses dans les 
al
ul. Les résultats obtenus sont regroupés dans le tableau (4.2).Ce tableau montre 
lairement que la seule 
onsidération de l'énergie potentielle (MI) ne per-met pas d'évaluer la variation d'entropie et d'enthalpie ave
 pré
ision. Lorsqu'on 
onsidèrel'hamiltonien total (MII), on observe de brusques variations par rapport à la méthode MI .On impute 
ette di�éren
e au fait que les vitesses et les positions à l'état perturbé sont lesmêmes qu'à l'état de référen
e. En e�et, lorsqu'on 
al
ule les positions (MIII) et les vitesses(MIV ) les résultats sont bien plus 
ohérents ave
 l'expérien
e. La méthode MIV apparaît
omme étant une méthodologie sûre pour déterminer la variation d'entropie.
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∆∆hH
o T∆∆hS

o ∆∆hG
o ∆∆hH

o T∆∆hS
o ∆∆hG

o(kJ mol−1) (kJ mol−1) (kJ mol−1) (kJ mol−1) (kJ mol−1) (kJ mol−1)
Ca2+ → Ba2+ Ca2+ → Mg2+FEP [45℄ 275 315Exp. [55℄ 271 14 257 347 24 323FEPI 2754 2.04 2734 3134 −5.04 3184TII 2754 2.04 2734 3124 −10.04 3225TPI 2824 8.04 2744 3494 31.01 3184FEPII 2514 −15.34 266.337 3165 −8.04 3245TIII 2554 −10.34 265.34 3145 −10.04 3245TPII 2574 −9.34 266.34 3655 41.08 3241FEPIII 2693 5.74 263.34 3434 12.04 3314TIIII 2694 5.74 263.34 3414 11.04 3304TPIII 270.93 7.64 263.34 3444 23.04 3214FEPIV 2663 6.74 259.34 3424 11.04 3314TIIV 2664 6.74 259.34 3454 15.04 3304TPIV 2684 8.74 259.34 3444 23.04 3214Tab. 4.2 � Di�éren
e de variation d'enthalpie libre, d'enthalpie et d'entropie d'hydratation entre lesions Ca2+ et Ba2+ et entre les ions Ca2+ et Mg2+. Ces grandeurs sont évaluées à partir des di�érentesméthodologies pour les méthodes FEP, TI et TP. (Exp.) représente les valeurs expérimentales. Nousdonnons aussi les valeurs 
al
ulées par Aqvist [45℄ par la méthode FEP. L'ensemble des méthodes estrépertorié dans le tableau (4.1). Le nombre 2754 indique 275± 4.
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Partie I4.8.3 Grandeurs d'asso
iationLe 
al
ul de propriétés d'asso
iation se fait par l'utilisation de la méthodeMIV . Nous éva-luons les di�éren
es de variations d'entropie et d'enthalpie libre de 
omplexes à sphère externe([Cal4− · · · Ca2+℄ → [Cal4− · · · Mg2+℄ et [Cal4− · · · Ca2+℄ → [Cal4− · · · La3+℄). Tout 
ommel'évaluation des propriétés d'hydratation, 
e 
al
ul né
essite l'utilisation du 
y
le thermody-namique représenté sur la �gure (4.9). Les résultats 
on
ernant 
e 
al
ul sont rassemblés dansle tableau (4.3).Pour la perturbation de l'ion Ca2+ en Mg2+, nous avons perturbé les paramètres de Lennard-Jones et la masse de l'ion 
onsidéré. Pour la perturbation de l'ion Ca2+ en La3+, nous avonsperturbé la 
harge en plus des paramètres pré
édents. Le proto
ole de simulation est le mêmeque 
elui exposé pour le 
al
ul des grandeurs d'hydratation. Ces résultats montrent l'é�
a
itéde la méthode employée, puisqu'on a seulement 18 % d'erreur sur le 
al
ul de la variationd'entropie. Ces résultats mettent en éviden
e la né
essité de 
onsidérer l'hamiltonien totaldans le 
al
ul et d'évaluer le N -doublet (r′ , p′)N . La prise en 
ompte de 
es grandeurs amé-liore sensiblement la 
onvergen
e des résultats 
omme le montre la �gure (4.10).Nous avons représenté dans le tableau (4.3) les 
ontributions de ∆G, ∆H et ∆S rela-tives à 
haque paramètre perturbé pour l'ion seul en solution et en présen
e du 
omplexe.La 
ontribution liée aux intera
tions éle
trostatiques est de 80%. Ce résultat est en a

ordave
 l'hypothèse selon laquelle les intera
tions éle
trostatiques sont prédominantes dans les
omplexes de sphère externe. Nous observons que la perturbation de l'ion Ca2+ en La3+ estenthalpiquement favorable (∆∆hH
o < 0) et entropiquement défavorable (∆∆hS

o < 0). Ce
omportement est dû à l'augmentation du nombre de molé
ules d'eau dans la première (+2)et la se
onde 
ou
he (+6) d'hydratation. Nous observons un 
omportement di�érent pour laperturbation de l'ion Ca2+ en Mg2+ puisque nous obtenons une perte de deux molé
ules d'eaupour la première 
ou
he de solvatation et une perte de six molé
ules d'eau pour la se
onde
ou
he. Ce gain de degré de liberté se traduit par une enthalpie défavorable (∆∆hH
o > 0)et une entropie favorable (∆∆hS

o > 0). Les mêmes 
omportements sont observés dans le 
asdes ions en présen
e du ma
ro
y
le. 107
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Fig. 4.9 � Cy
le thermodynamique permettant d'évaluer la di�éren
e de variation d'enthalpie libre,d'enthalpie et d'entropie de 
omplexation des ions Ay+ et Bz+ par le 
alixarène. ∆Xmut indiquela variation de la propriété X pour la perturbation de l'espè
e Ay+ en l'espè
e Bz+. On a alors :
∆∆bX

o =B ∆bX
o −A ∆bX

o = ∆bX
mut −∆hX

mut.
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Ca2+ → La3+ Ca2+ → Mg2+

∆∆hH T∆∆hS ∆∆hG ∆∆hH T∆∆hS ∆∆hG(kJ mol−1) (kJ mol−1) (kJ mol−1) (kJ mol−1) (kJ mol−1) (kJ mol−1)LJ. 2745 8.04 2665 3444 23.04 3214Ele
. −19776 −71.030 −19066 − − −Tot. −17036 −63.020 −16406 3444 23.04 3214Exp.[55℄ −1701 -63 -1640 347 24.0 323

∆bH
mut T∆bS

mut ∆bG
mut ∆bH

mut T∆bS
mut ∆bG

mut(kJ mol−1) (kJ mol−1) (kJ mol−1) (kJ mol−1) (kJ mol−1) (kJ mol−1)LJ. 2934 3.03 2904 3465 24.03 3224Ele
. −19884 −54.03 −19354 − − −Tot. −16954 −51.03 −16454 34650 24.03 3224

∆∆bH T∆∆bS ∆∆bG ∆∆bH T∆∆bS ∆∆bG(kJ mol−1) (kJ mol−1) (kJ mol−1) (kJ mol−1) (kJ mol−1) (kJ mol−1)Cal
. −84 −13.03 53 −23 −1.02 −13Exp [1℄ −6 −11 5 −1.7 −1.5 −0.2Tab. 4.3 � Di�éren
e de variation d'enthalpie libre, d'enthalpie et d'entropie de 
omplexation par le
alixarène entre les ions Ca2+ et Mg2+ et entre les ions Ca2+ et La3+. Ces grandeurs sont déterminées àpartir de la méthodologieMIV (tableau 4.1) et du formalisme TP. Les valeurs 
al
ulées sont 
omparéesaux valeurs expérimentales (Exp.). Nous avons aussi reporté les grandeurs d'hydratation. En outre,nous avons reporté les valeurs relatives aux di�érentes étapes de la perturbation : une partie liée àla perturbation des 
harges (Ele
.) et une autre liée à la perturbation des paramètres Lennard-Jones(LJ.). En�n, nous avons représenté la 
ontribution totale (Tot = Ele
 + LJ). Le nombre 54.03 indique
54.0± 0.3.
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Fig. 4.10 � Variation d'enthalpie instantanée 
al
ulée pour la perturbation de Ca2+ en Mg2+ seul ensolution (λ=0.3). (�) est obtenue par les méthodesMI et FEP. (· · ·) est obtenue par les méthodes
MIV et FEP.
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Partie I4.9 RésuméLes méthodes de perturbation et d'intégration ont été très largement utilisées 
es dernièresannées pour le 
al
ul de ∆∆rG
o 
ontrairement aux 
al
uls de ∆∆rS

o, qui né
essitent uneévaluation plus pré
ise de l'hamiltonien total et un é
hantillonnage 
onséquent de l'espa
e desphases.Notre obje
tif était d'établir une méthode permettant de 
al
uler la variation d'entropieave
 plus de pré
ision. Pour 
ela, nous avons évalué l'hamiltonien de l'état perturbé en déter-minant le N -uplet (r, p)λ′ : 
ela a été possible en 
onfrontant les équations du mouvement de
haque atome pour les deux états (référen
e et perturbé). Il s'agit don
 d'une méthode propreà la méthode de dynamique molé
ulaire. De telles 
onsidérations nous ont permis de dis
uterla théorie de la perturbation de Zwanzig et 
elle de Kirkwood 
on
ernant le paramètre de
ouplage. En e�et, nous avons montré que l'appli
ation de la théorie de Zwanzig à 
ha
undes états issus du dé
ouplage impliquait des fon
tions de partition di�érentes pour le mêmeétat. La méthodologie mise au point n'a pas l'ambition de résoudre 
e problème mais plut�tde l'atténuer de telle manière qu'on peut évaluer l'entropie de manière plus pré
ise.Les résultats obtenus montrent 
lairement que la méthodologie employée permet d'obtenirdes résultats satisfaisants, en a

ord ave
 l'expérien
e sur les grandeurs d'asso
iation et d'hy-dratation. Nous avons été 
apables, de reproduire des variations d'enthalpie sur des 
omplexesde sphère externe ave
 des ions inorganiques. En outre, nous avons montré que l'évaluationpré
ise de l'hamiltonien à l'état perturbé permet une amélioration de la 
onvergen
e du 
al
ulde variation d'entropie. Le point faible de 
ette méthode est probablement le temps de 
al
ulpuisque pour 
haque 
on�guration, il faut 
al
uler les for
es agissant sur 
haque atome dusystème à l'état perturbé et à l'état de référen
e. Néanmoins, en parallélisant les 
odes [65℄,nous avons diminué le temps de 
al
ul par un fa
teur 16.
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Chapitre 5Potentiel de for
e moyenne et 
al
ul de ∆rG
o, ∆rH

o et
∆rS

o : appli
ation à des 
omplexes d'insertion et desphère externe
5.1 Introdu
tion et obje
tifsCe 
hapitre a pour objet de 
omparer les di�érentes méthodes permettant de 
al
uler lepotentiel de for
e moyenne et de mettre en appli
ation 
es méthodes pour le 
al
ul de gran-deurs thermodynamiques d'asso
iation : ∆rS

o, ∆rH
o et ∆rG

o. Nous étudierons les méthodesde perturbation (FEP) et de for
e 
ontrainte[79℄.Dans un premier temps nous développerons les méthodes permettant de 
al
uler le potentielde for
e moyenne. Ensuite, nous 
omparerons 
es méthodes à travers l'étude de la paire d'ions[Ca2+ · · · SO2−
4 ℄. Cette 
omparaison nous permettra de déterminer la méthode la plus e�-
a
e pour évaluer les grandeurs thermodynamiques d'asso
iation. Dans une troisième partie,nous déterminerons ∆rS

o, ∆rH
o et ∆rG

o dans le 
as des 
omplexes d'insertion et de sphèreexterne. Nous 
omparerons les valeurs 
al
ulées aux valeurs expérimentales obtenues au la-boratoire par mi
ro
alorimétrie. En outre, une étude stru
turale et énergétique permettra de
omprendre la nature des puits de potentiels obtenus et les intera
tions qui prédominent dans
e type d'asso
iation.5.2 ThéorieLe potentiel de for
e moyenne entre deux parti
ules i et j séparées par une distan
e rij estle potentiel lié à la for
e moyenne exer
ée par j sur i. En général, 
e potentiel est représenté113
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uls de ∆rG
o, ∆rH

o et ∆rS
o

par Wn. C'est Kirkwood en 1930 [74℄ qui, à partir de l'expression de la distribution radiale, adéterminé l'expression du potentiel de for
e moyenne, selon les équations (5.1), (5.2) et (5.3).
ρ(n)

(
r1, ..., rn

)
=

N !

(N − n)!

∫
...
∫

exp
(
−βUN

)
drn+1, ..., drN

ZN
(5.1)

g(n)
(
r1, ..., rn

)
=

V nρ(n)

Nn
(5.2)

W(n)
(
r1, ..., rn

)
= −kT ln g(n) (5.3)où N est le nombre de parti
ules total dans le volume V. ρ(n) est la probabilité que la par-ti
ule n soit à rn dans le volume drn, indépendamment du reste de la 
on�guration (N − n).

ZN est l'intégrale de 
on�guration. Le passage de l'équation (5.2) à l'équation (5.3) se fait endérivant 
ette première par rapport à ξ qui représente un paramètre de 
ouplage. Ainsi, grâ
eà 
e potentiel de for
e moyenne, on est 
apable d'obtenir un pro�l d'énergie d'intera
tionentre deux parti
ules en fon
tion de la distan
e les séparant. Cette méthode permet ainsi dedéterminer le puits de potentiel pour une intera
tion de paire. En outre, elle est très utiledans l'élaboration de potentiels analytiques [76℄.Ces équations ne sont utilisables que si l'on peut é
hantillonner un ensemble su�samentgrand de distan
es rij. Ainsi, lorsque l'on se trouve dans le 
as simple de la détermination dupotentiel de for
e moyenne entre deux parti
ules dans un milieu 
onstitué de N −2 parti
ulesidentiques, 
ela ne pose au
un problème. Par 
ontre, lorsque deux entités sont plongées dansun solvant de nature di�érente, seule la distan
e d'équilibre sera é
hantillonnée. Dans 
es
onditions, le potentiel de for
e moyenne ne pas peut être 
al
ulé.Il faut don
 trouver une méthode permettant d'é
hantillonner l'ensemble des distan
es rij.On peut alors dé
oupler le 
hemin thermodynamique en plusieurs mi
ro-états k, où l'on fait
orrespondre à 
ha
un des états une distan
e �xe rk
ij . Dans 
es 
onditions, il est possibled'é
hantillonner l'ensemble rij. Les méthodes basées sur 
e 
on
ept sont les méthodes deperturbation, d'intégration thermodynamique et la méthode dite de �for
e 
ontrainte�. Ilexiste une autre méthode basée sur 
ette idée (Umbrella Sampling, développée par Patey114



Partie Iet Valleau [77℄), dans laquelle la distan
e est �xée non pas par une 
ontrainte mais par unpotentiel harmonique qui est ajouté à l'énergie 
on�gurationnelle. Cette méthode utilise alorsl'hamiltonien suivant :
V ′

(rN ) = V(rN ) +W(rN ) (5.4)
W(rN ) = kW(rN − rN

o )2I
i W(rN ) est une fon
tion de biais. Ce potentiel harmonique est un potentiel biaisé quiimplique une distribution de type non-Boltzmann. Ce potentiel biaisé sert à 
on�ner les va-riations des 
oordonnées des atomes 
ontraints dans un petit intervalle autour d'une valeurd'équilibre. Les moyennes d'ensemble (équation (5.5)) peuvent être déterminées à partir dela distribution de type non-Boltzmann introduite par Torrie et Valleau [78℄. Dans l'équa-tion (5.5), A représente l'énergie de Helmholtz et l'indi
e W indique que les moyennes sontréalisées ave
 la probabilité liée au potentiel biaisé.
〈A〉 =

〈
A(rN ) exp

[
W(rN

kBT

]〉

W〈
exp

[
W(rN

kBT

]〉

W

(5.5)5.2.1 Perturbation et intégration thermodynamique10.1.1 ThéorieIl est possible de 
al
uler le potentiel de for
e moyenne en utilisant les méthodes de per-turbation. Dans 
e 
as, le paramètre perturbé est la distan
e intermolé
ulaire séparant lesdeux parti
ules. Cette distan
e est maintenue �xe par l'appli
ation de l'algorithme SHAKE.L'utilisation de 
ette méthode suppose que la variation d'enthalpie libre de perturbation est
omparable au potentiel de for
e moyenne. On a alors W(rN ) = ∆G(rN ). Pour deux parti-
ules 1 et 2, on peut é
rire W(rN ) sous forme d'un rapport de fon
tions de partition, dansl'ensemble NpT à partir des équations (5.1) et (5.3) :
W(r1, r2) = −kT ln




∫

exp
(
−pV

kT

)
dV
∫ ∫

exp
(
−H(rN ,pN )

kT

)
drN−2dpN−2

∫
exp

(
−pV

kT

)
dV
∫ ∫

exp
(
−H(rN ,pN )

kT

)
drNdpN



+ Cste (5.6)115
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Le terme au numérateur est la probabilité de trouver la parti
ule 1 dans dr1 et la parti
ule2 dans dr2 indépendament des N − 2 molé
ules restantes. Cette probabilité est obtenue enintégrant la probabilité 
lassique (relation suivante) sur les parti
ules de 3 à N .
P (N)(r1, ..., rN ) =

exp
(
−H(rN ,pN )

kT

)
dr1, ..., drN

ZNLa relation (5.6) peut aussi s'é
rire
W(r1, r2) = −kT ln




∫

exp
(
−pV

kT

)
dV
∫ ∫

exp
(
−H(rN ,pN )

kT

)
dτ

′

∫
exp

(
−pV

kT

)
dV
∫ ∫

exp
(
−H(rN ,pN )

kT

)
dτ



+Cste

= −kT ln

[∫
exp

(
−pV
kT

)
dV

∫ ∫
exp

(−H(rN ,pN )

kT

)
dτ

′

]

+ kT ln

[∫
exp

(
−pV
kT

)
dV

∫ ∫
exp

(−H(rN ,pN )

kT

)
dτ

]
+ CsteDans 
ette expression dτ 
orrespond à l'hyperespa
e total, dτ ′ à l'hyperespa
e non 
ontraintet dφ l'hyperespa
e 
ontraint. La relation liant 
es trois hyperespa
es est dτ = dτ

′

+ dφ [75℄.Or, l'enthalpie libre s'é
rit dans l'espa
e non 
ontraint de la manière suivante :
G(τ

′

) = −kT ln

[∫
exp

(
−pV
kT

)
dV

∫ ∫
exp

(−H(rN ,pN )

kT

)
dτ

′

]
+ CsteComme on a la relation G(τ) = G(τ

′

) +G(φ), on peut é
rire :
G(φ) = G(τ) −G(τ

′

) = kT ln




∫

exp
(
−pV

kT

)
dV
∫ ∫

exp
(
−H(rN ,pN )

kT

)
dτ

′

∫
exp

(
−pV

kT

)
dV
∫ ∫

exp
(
−H(rN ,pN )

kT

)
dτ



En e�et pour G(τ) et G(τ
′

) la 
onstante est la même. Dans 
e 
as, on obtient l'égalitésuivante :
G(φ) = G(r1, r2) = −

[
W(r1, r2) + Cste

]Cette relation montre que le potentiel de for
e moyenne n'est autre que l'enthalpie libre ausigne et à une 
onstante près. Les méthodes de perturbation et d'intégration thermodynamique116



Partie I(équation (5.7)) permettent seulement d'évaluer des di�éren
es d'énergie libre absolue entredeux états, mais en au
un 
as l'énergie libre du système.
∆GFEP =

i=N∑

i

∆G =

λ=1∑

λ=0

−RT ln
〈
exp−β

[
H(rN , λ+ δλ)−H(rN , λ)

]〉
λ

∆GTI =

∫ 1

0

∂G(λ)

∂λ
dλ =

∫ 1

0

〈
∂HN (r, λ)

∂λ

〉

λ

dλ (5.7)Néanmoins, 
onnaissant la variation d'énergie libre, il est possible d'a

éder au pro�l depotentiel de for
e moyenne. En e�et, il su�t d'avoir un point de référen
e d'énergie nulle etd'y ajouter progressivement 
haque variation intermédiaire liée à 
ha
un des mi
ro-états. Leplus évident est de 
ommen
er le 
al
ul lorsque les deux molé
ules sont su�sament éloignéesl'une de l'autre pour ne pas interagir : il est ainsi possible par 
es méthodes de perturbationde déterminer le potentiel de for
e moyenne. Soient deux mi
ro-états 
onsé
utifs k et k − 1tels que l'état k 
orrespond à l'état d'intera
tion faible. La variation d'enthalpie libre deperturbation pour 
es états s'é
rit alors :
∆Gk = Gk−1 −Gk = Gk−1 ⇒ Gk−1 = ∆Gk

∆Gk−1 = Gk−2 −Gk−1 ⇒ Gk−2 = ∆Gk−1 +Gk−1 = ∆Gk−1 + ∆GkOn montre ainsi que Gi =
i−1∑

j=Nt

∆pG
j = −W. (N t) est le nombre total de mi
ro-états. L'in-di
e p indique une grandeur de perturbation.Le 
al
ul de perturbation se fera par la méthode FEP 
lassique et la méthode FEPmmise aupoint dans le 
hapitre (4), dans laquelle on 
al
ule les positions et les vitesses à λ′ à partir duN-uplet (rN ,pN )λ. Nous pensons que la né
essité d'e�e
tuer 
e 
al
ul dans le 
as du potentielde for
e moyenne est d'autant plus justi�ée qu'il existe un dépla
ement expli
ite de parti
ulesà e�e
tuer. En e�et, supposons que l'on dépla
e deux parti
ules parmi N , il est fort probablequ'on réduise la distan
e entre les espè
es 
ontraintes et une parti
ule de solvant (N -2). Onobserve alors des dérives énergétiques dues à des re
ouvrements entre espè
es. C'est pour 
elaqu'il est né
essaire de déterminer l'espa
e des phases à l'état perturbé par le biais des relationsdéveloppées dans le 
hapitre (4). Les formules opérationnelles pour les méthodes FEP et TI,permettant d'évaluer le potentiel de for
e moyenne sont :117
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WFEP
λ = −kT ln

〈
exp

(
−
[Hλ

′ (rN ,pN )−Hλ(rN ,pN )

kT

])〉

λ

(5.8)
WTI

λ =

∫ 1

0

[〈
∂Hλ(rN )

∂λ

〉

λ

]
dλ (5.9)Mise en ÷uvrePour utiliser les méthodes de perturbation et d'intégration thermodynamique, nous devonsévaluer les 
oordonnées des atomes qui sont dépla
és. Soient deux molé
ules dont les 
entresde masse sont indiqués par cmA et cmB . On 
onsidére les trois états suivants, λ, λ+ ∆λ = λ

′et λ−∆λ = λ
′′ . λ représente le paramètre de 
ouplage introduit dans le 
hapitre (4). Lesexposants ′ et ′′ indiquent deux états perturbés. Le s
héma de la �gure (5.1) permet devisualiser 
es états.

cmA(λ
′

) cmB(λ
′

)

dλ′

cmA(λ) cmB(λ)

dλ

cmA(λ
′′

) cmB(λ
′′

)

dλ
′′

Fig. 5.1 � S
héma permettant de visualiser le dépla
ement des 
entres de masse de deux molé
ulesdans le 
as d'un élongation (λ′ ) de la distan
e intermolé
ulaire et dans le 
as d'une diminution (λ′′)de 
ette distan
e. (λ) désigne le paramètre de 
ouplage pour l'état de référen
e.Soit d∆λ = dλ′ − dλ = dλ − dλ′′ la variation de distan
e entre l'état de référen
e et l'étatperturbé. Si l'amplitude de la perturbation est faible, on peut supposer que la translation sefait selon l'axe (A−B)λ. Dans 
es 
onditions, on peut 
al
uler les 
oordonnées des 
entres de118



Partie Imasse dans les états perturbés, 
omme le montre le 
al
ul suivant où r est le ve
teur positiondu 
entre de masse.
dλ

d∆λ
=

r
cmB

λ − r
cmA

λ

r
cmA

λ − r
cmA

λ′

→ r
cmA

λ′ = r
cmA

λ .+
d∆λ

dλ

[
r
cmB

λ − r
cmA

λ

]De la même manière, on a :
r
cmB

λ′ = −r
cmB

λ .+
d∆λ

dλ
+
[
r
cmB

λ − r
cmA

λ

]

r
cmA

λ′′ = r
cmA

λ + .
d∆λ

dλ

[
−r

cmB

λ + r
cmA

λ

]

r
cmB

λ′′ = −r
cmB

λ +
d∆λ

dλ

[
−r

cmB

λ + r
cmA

λ

]Ainsi, une fois que l'on a 
al
ulé les 
oordonnées des 
entres de masses des états perturbés,on doit déterminer les 
oordonnées des atomes 
onstituant les molé
ules dont on a dépla
éles 
entres de masse. Il ne reste plus qu'à évaluer les intera
tions entre les atomes perturbésdes deux molé
ules 
ontraintes et les atomes des molé
ules de solvant. On peut abaisser lenombre d'intera
tions à 
al
uler si on dépla
e une seule molé
ule. Dans 
e 
as, on a le s
hémade la �gure 5.2) où r
cmA

λ = r
cmA

λ
′ = r

cmA

λ
′′ . Ainsi, la position du 
entre de masse de la molé
uleque l'on a dépla
é, vaut :

r
cmB

λ′ = r
cmB

λ + r
cmA

λ (
dλ

dλ
′

− 1)5.2.2 Méthode de la for
e 
ontrainteCette méthode 
onsiste à déterminer la for
e 
ontrainte et à l'intégrer pour déterminer lepotentiel de for
e moyenne. Pour 
omprendre l'origine de 
ette méthode, nous devons dériver119
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cmA(λ) cmB(λ
′

)dλ′

cmA(λ) cmB(λ)dλ

cmA(λ) cmB(λ
′′

)dλ′′

Fig. 5.2 � Cas où un seul 
entre de masse est dépla
é. La légende est la même que 
elle utilisée surla �gure 5.1.l'expression du potentiel de for
e moyenne donnée par les relations (5.1) et (5.3). Le gradientde potentiel de for
e moyenne (W2) est donné par la relation (5.10).
−∆jW(2) =

∫
...
∫

exp− [βU ] (−∆jU) dr3...drN∫
...
∫

exp− [βU ]dr3...drN
(5.10)L'exposant 2 indique que l'on traite deux atomes. Or, −∆jU est la for
e exer
ée sur l'atome

j par l'ensemble des N atomes 
onstituant le système. Si l'on 
onsidère le système 
ontraint,la fon
tion de partition 
ara
téristique de 
et ensemble n'est autre que :
Qc

NV T =

∫
...

∫
exp− [βU ]dr3...drNAinsi, la relation (5.10) s'é
rit, en 
onsidérant la moyenne d'ensemble dans l'espa
e 
ontraint :

−∆jW2 = 〈(−∆jU)〉c = 〈Fj〉c (5.11)On a alors :
W(2) =

∫
〈Fj〉c drj (5.12)Finalement, 
e gradient de potentiel n'est autre que la moyenne de la for
e 
ontrainte, d'oùle nom potentiel de for
e moyenne. Ainsi, il su�t de déterminer 
ette for
e 
ontrainte et de120



Partie Il'intégrer.La méthode dite d'Intégration Thermodynamique (TI) fait aussi intervenir 
ette for
e
ontrainte 
omme le montre J.A.M
Cammon [79, 80℄. Cela implique de dé
oupler l'espa
edes phases en deux sous-espa
es : un espa
e 
ontraint et un espa
e non 
ontraint. L'hamilto-nien s'é
rit :
H(r,p) = H(rNc ,pNc) +H(rN−2,pN−2) (5.13)I
i, N c représente les molé
ules ou ions 
onstraints. Ainsi, seul H(rNc ,pNc) est fon
tionde λ. La relation prin
ipale d'intégration thermodynamique donnée par l'équation (5.7) peuts'é
rire :
Wλ =

∫ 1

0

[〈
∂Hλ(rNc ,pNc)

∂λ

〉

λ

]
dλ (5.14)Finalement, dans la méthode d'intégration thermodynamique ou dans la méthode de lafor
e 
ontrainte, il faut 
al
uler 
ette for
e 
ontrainte. Cela est possible en utilisant la méthodeSHAKE [20℄ ou FAST SHAKE [56℄.Pro
édure SHAKELa première 
hose à faire est d'é
rire la relation ∂Hλ(rNc ,pNc)

∂λ
a�n de faire apparaîtrela for
e 
ontrainte 
al
ulable pendant la simulation. Pour 
ela, nous devons dé
omposer 
eterme et utiliser les propriétés des dérivées. Dans la suite de la démonstration, nous remplaçons

Hλ(rNc ,pNc) par Hc
λ pour plus de souplesse dans les é
ritures.

〈
∂Hc

λ

∂λ

〉

λ

=

〈
∂Hc

λ

∂rij
· ∂rij
∂λ

〉

λ

⇔
〈
∂Hc

λ

∂λ

〉

λ

=

〈
∂Hc

λ

∂rij

〉

λ

· ∂rij
∂λ

〈
∂Hc

λ

∂λ

〉

λ

=
∂rij
δλ

[〈
−∂H

c
λ

∂ri
· ∂ri

∂rij
+
∂Hc

λ

∂rj
· ∂rj

∂rij

〉

λ

]Comme la for
e 
ontrainte est une for
e 
onservative, 
elle-
i dérive automatiquement d'unpotentiel. Cela nous permet d'é
rire : 121
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Fc
i = −∂H

c
λ

∂ri
, Fc

j = −∂H
c
λ

∂rj

Fc
i = −Fc

j = Fc

⇒
〈
∂Hc

λ

∂λ

〉

λ

=
∂rij
∂λ

[〈
Fc

(
∂ (ri − rj)

∂rij

)〉] (5.15)Comme :
r̂ij =

rij

rij
⇒ ∂rij

∂rij
= r̂ijl'équation (5.15) devient :

〈
∂Hc

λ

∂λ

〉

λ

=
∂rij
∂λ
〈Fc · r̂ij〉Ainsi, on a :

W =

∫ 1

0

〈
∂Hc

λ

∂λ

〉

λ

dλ =

∫ 1

0

∂rij
∂λ
〈Fc · r̂ij〉λ dλL'obje
tif est à présent de déterminer 
ette for
e 
ontrainte. Cela est possible en utilisantla relation démontrée dans la se
tion (9.4).

−2 · (∆t)2 γ1.

[∇j

mj
− ∇i

mi

]
.σ1(t) ·

(
rnc
j (t+ ∆t)− rnc

i (t+ ∆t)
)

+

(∆t)4 ·γ2
1

[(∇j

mj
− ∇i

mi

)
.σ1(t)

]2

=
(
d2

ij −
(
rnc
j (t+ ∆t)− rnc

i (t+ ∆t)
)2)

⇔ − 2 · (∆t)2 γ1.

[∇j

mj
− ∇i

mi

]
.σ1(t) ·

(
rnc
ji (t+ ∆t)

)
+

(∆t)4 ·γ2
1

[(∇j

mj
− ∇i

mi

)
.σ1(t)

]2

=
(
d2

ji −
(
rnc
ji (t+ ∆t)

)2)I
i, rnc représente la distan
e non 
ontrainte. Comme on a :122
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σ1 = r2

ji − d2
ji

⇒ ∇j =
σ1

rj
= 2rji , ∇i =

σ1

ri
= −2rjiOn peut é
rire que :

⇒ − (∆t)2 4 · γ1 · rji(t) ·
[

1

mj
+

1

mi

]
·
(
rnc
ji (t+ ∆t)

)
+

(∆t)4 ·4 · γ2
1 · rji(t)

2 ·
[(

1

mj
+

1

mi

)]2

=
(
d2

ji −
(
rnc
ji (t+ ∆t)

)2)Le développement de 
ette expression donne une équation du se
ond ordre :
⇒ 4 · γ2

1 · (∆t)4 · rji(t)
2 · µ2 − 4 · γ1 · (∆t)2 · rji(t) · µ · rnc

ji (t+ ∆t)

−
(
d2

ji −
(
rnc
ji (t+ ∆t)

)2)
= 0

avec µ =
1

mj
+

1

mi
(5.16)La solution exa
te est :

γ1 = −
dji + rnc

ji (t+ ∆t)

2 ·∆t2 · rji(t) · µSoit σ la 
ontrainte, nous pouvons alors é
rire que :
Fc

i(t) = −
Nc∑

k=1

γk(t) ·
∂σk(ri(t))

∂ri(t))I
i, Nc represente le nombre total de 
ontraintes agissant sur l'atome i. Dans le 
as d'une
ontrainte entre deux atomes i et j, nous obtenons :
Fc

i (t) = −γ1(t) ·
∂σ1(ri(t))

∂ri(t))
= −2 · γ1(t) · rij(t) avec σ1 = −d2

ij + r2ijLe potentiel de for
e moyenne peut alors s'é
rire :123
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WFCS =

∫ 1

0

∂rij
∂λ
〈2 · γ1(t) · rij(t) · r̂ij〉λ dλ

⇔ W =

∫ 1

0

∂rij
∂λ

〈
dji − rnc

ji (t+ ∆t)

∆t2 · µ

〉

λ

dλ (5.17)I
i, FCS indique For
e Contrainte par la pro
édure SHAKE. Cette relation met en éviden
eune dépendan
e temporelle, 
e qui implique que les 
al
uls doivent être menés durant lasimulation. Ce 
al
ul peut être simplifé si l'on néglige le terme quadratique [56℄, 
e qui a poure�et de linéariser l'équation. À l'origine, 
ette approximation a été réalisée pour a

roître lavitesse de 
al
ul dans le 
as de plusieurs 
ontraintes. Néanmoins, 
ette approximation s'estgénéralisé au 
al
ul de potentiel de for
e moyenne où il n'est pas né
essaire de linéariser lebin�me puisqu'on traite une seule 
onstrainte.Pro
édure FAST SHAKECette pro
édure 
onsiste en la linéarisation du polyn�me de se
ond ordre pré
édementobtenu. Cette approximation posée, nous obtenons :
4 · γ1 · (∆t)2 · rji(t) · µ · rnc

ji (t+ ∆t)−
(
d2

ji −
(
rnc
ji (t+ ∆t)

)2)
= 0 (5.18)La résolution de 
ette équation donne γ1 :

γ1 =

(
rnc
ji (t+ ∆t)

)2
− d2

ji

4 · (∆t)2 · rji(t) · µ · rnc
ji (t+ ∆t)Dans les deux méthodes, les équations de mouvement sont intégrées par le biais d'un 
y
leitératif pour les 
ontraintes ave
 un 
ritère de 
onvergen
e τ de l'ordre de 10−6 :

rij(t+ ∆t)− dij

dij
≤ τL'expression �nale du potentiel de for
e moyenne est :

WFCFS = −
∫ 1

0

∂rij
∂λ

〈
rji(t) ·

(
rnc
ji (t+ ∆t)

)2
− d2

ji

2 · (∆t)2 · rji(t) · µ · rnc
ji (t+ ∆t)

〉

λ

dλ (5.19)124



Partie II
i, FCFS indique For
e Contrainte par la pro
édure FAST SHAKE. Dans les deux 
as,nous devons évaluer les positions non 
ontraintes. Cela est réalisé par l'algorithme de Verlet[7℄ :
ri(t+ ∆t) = 2 · ri(t)− ri(t−∆t) + ṙi(t) ·∆t+

∆t2

mi
·
[Fi(t)−

ℓ∑

k=1

γk. (∇i.σk) (t)

]

Si on sépare les parties 
ontraintes et non 
ontraintes, on obtient :ri(t+ ∆t) = rnc
i (t+ ∆t)− ∆t2

mi
·
[

ℓ∑

k=1

γk. (∇i.σk) (t)

]

On a alors : rj(t+ ∆t) = rnc
j (t+ ∆t)− 2 · ∆t

2

mj
· γ1.rji(t)ri(t+ ∆t) = rnc

i (t+ ∆t) + 2 · ∆t
2

mi
· γ1.rji(t)À présent que l'on a vu les méthodes permettant de 
al
uler le potentiel de for
e moyenne,nous allons nous intéresser aux méthodes permettant de 
al
uler les grandeurs absolues.

5.2.3 Évaluation de grandeurs absoluesLa détermination des grandeurs absolues (∆rG
o,∆rH

o et ∆rS
o)est basée sur le 
al
ul de la
onstante d'asso
iation proposé par Prue en 1969 [59℄. Cette méthode est basée sur la théoriedes paires d'ions. On 
onsidére que le volume disponible pour un ion B pour former une paired'ions AB ave
 un ion A vaut 4πr2∆r, si A et B sont sphériques (�gure (5.3)).125
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A+ +Brr + ∆r +B′

Fig. 5.3 � Dé�nition d'une paire d'ions AB pour le 
al
ul de la 
onstante d'asso
iation.Cette �gure nous permet de voir que le volume disponible pour la paire d'ions ainsi forméevaut 4πr2∆r si ∆r est su�sament petit. ∆r représente la variation de distan
e que peut subir
r grâ
e au mouvement thermique des ions. Le nombre de paires d'ions est égal au nombred'ions B. Soit N .V.CAB le nombre de paires d'ions dans le volume V (volume total de lasolution) et N .V.CA le nombre d'ions A dans le volume V ne parti
ipant à au
une paire. Lerapport de 
es deux grandeurs est approximativement égal au rapport du volume total o

upépar les paires sur le volume total, soit :

N · V · CAB

N · V · CA
=

4πr2∆r · N .V.CB

V
(5.20)En e�et, 4πr2∆r · N .V.CB représente le volume o

upé par l'intégralité des paires d'ionspuisqu'on a autant d'ions B que de paires dans le volume disponible (Vd). Cette relation peutaussi s'é
rire : 126
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CAB

CA
= 4πr2∆r · N · CB

⇔ K =
CAB

CA · CB
= 4πr2∆r · NCette étude a été réalisée sans 
onsidérer expli
etement le potentiel d'intera
tion entreles molé
ule 
onstituant la paire d'ions. À présent, plaçons-nous dans le 
as où il existe uneintera
tion notéeW que l'on peut assimiler au potentiel de for
e moyenne. Dans 
es 
onditions,la 
onstante d'équilibre peut s'exprimer 
omme :

K =
CAB

CA · CB
=

1

CB

ρ1

ρ0où ρ1 représente la fra
tion de A parti
ipant à une paire et ρ0 la fra
tion de A non liée. Enmé
anique statistique 
ette relation s'é
rit de la manière suivante.
K =

CAB

CA · CB
=

1

CB

VdN
∫

exp
(
−pV

kT

)
dV
∫ ∫

exp
(
−H(rN ,pN )

kT

)
drNnc

dpNnc

VN
∫

exp
(
−pV

kT

)
dV
∫ ∫

exp
(
−H(rN ,pN )

kT

)
drNdpN

ρ1 est une distribution dans l'espa
e non 
ontraint (dr3, dr4, .., drN et ρ0) une distributiondans l'espa
e total (dr1, dr2, .., drN ). Étant donnée la relation (5.6), on peut é
rire :
K =

CAB

CA · CB
=

Vd

V CB
exp

(
−
[W(r)

kT

])Comme 4πr2∆rCBNV = Vd, on a en intégrant :
K =

CAB

CA · CB
=

∫ dl

0
4πr2dr · N · exp

(
−
[W(r)

kT

])ave
 dl la borne supérieure d'intégration ou borne supérieure du volume disponible. Une foisla 
onstante d'équilibre déterminée, il est possible d'a

éder aux autres grandeurs thermody-namiques par les relations 
lassiques de la thermodynamique :127
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∆rG
o = −kT lnK

∆rS
o = −d∆rG

dT
= k

[
T

1

K

dK

dT
+ lnK

]

∆rH
o = kT 2 1

K

dK

dTComme le 
al
ul de 1

K

dK

dT
donne :

1

K
· dK
dT

=

∫ dl

0
r2·W
kT 2 exp

(
−
[
W(r)
kT

])
dr

∫ dl

0 r2 · exp
(
−
[
W(r)
kT

])
drnous obtenons alors :

∆Go = −kT ln

∫ dl

0
4πN r2 · exp

(
−
[W(r)

kT

])
dr (5.21)

T∆So = kT ln

∫ dl

0
4πN r2 · exp

(
−
[W(r)

kT

])
dr +

∫ dl

0 r2 · W exp
(
−
[
W(r)
kT

])
dr

∫ dl

0 r2 · exp
(
−
[
W(r)
kT

])
dr

∆Ho =

∫ dl

0 r2 · W exp
(
−
[
W(r)
kT

])
dr

∫ dl

0 r2 · exp
(
−
[
W(r)
kT

])
dr5.3 Potentiel de for
e moyenne de la paire d'ions [Ca2+ · · · SO2−

4 ℄Cette étude se fera en deux parties. Dans la première partie, nous étudierons 
ette asso
ia-tion en phase gazeuse a�n de 
omparer les di�érentes méthodes entre elles. La 
omparaisonave
 une étude en phase aqueuse nous permettra de mettre en éviden
e les e�et de solvantsur l'asso
iation.5.3.1 Étude en phase gazeuseLe 
al
ul du pro�l de potentiel de for
e moyenne de la paire d'ion [Ca2+ · · · SO2−
4 ℄ ané
essitée l'é
hantillonnage de la distan
e séparant Ca2+ et SO2−

4 de 1 Å à 12 Å. L'utilisation128



Partie Id'un in
rément de 0.05 Å a impliqué la mise en pla
e de 220 simulations de type dynamiquemolé
ulaire. Les 
ara
téristiques des simulations sont les suivantes : un temps d'équilibrationde 50 ps et un temps d'a
quisition de 100 ps. Les algorithmes et le 
hamp de for
es utiliséspour les simulations ont été pré
isés dans le 
hapitre (2). Comme on l'a expliqué pré
édem-ment, nous allons 
omparer les quatre méthodes développées dans la se
tion (5.2). Celles 
isont dé�nies ave
 leur nomen
lature dans le tableau (5.1).La �gure (5.4.a) montre que toutes les méthodes donnent des positions quasi identiques pourle puits de potentiel. Néanmoins, nous observons de grandes di�éren
es 
on
ernant la formedes pro�ls obtenus. Les méthodes FCFS et FCS montrent des puits lo
alisés respe
tivement à2.3 Å et 2.9 Å. En outre, 
es pro�ls ont une forme identique. Les méthodes de perturbationFEP et FEPm donnent des résultats similaires. Elles indiquent un puits dont la position estidentique à 
elle obtenue par la méthode FCS ave
 des formes di�érentes. Cette di�éren
eentre les méthodes de perturbation et de for
e 
ontrainte est due à la grandeur 
al
ulée,puisque dans le 
as des méthodes de perturbation, on évalue une di�éren
e d'énergie ∆H(λ)tandis qu'ave
 la méthode de for
e 
ontrainte, on évalue une for
e qui n'est pas la dérivée dela di�éren
e d'énergie ∆H(λ) 
al
ulée par les méthodes de perturbation. La similitude desrésultats obtenus pour les méthodes FEP et FEPm s'explique par l'absen
e de solvant. Dans
es 
onditions, le dépla
ement des atomes 
omposant les deux molé
ules de la paire d'ionsn'implique pas de rappro
hement en dire
tion des molé
ules de solvant. Nous verrons par lasuite que les 
hoses sont di�érentes lorsqu'on 
al
ule le potentiel de for
e moyenne de 
ettemême paire en milieu solvaté.Ce résultat peut être 
orroboré par la détermination du potentiel de for
e moyenne utilisantla méthode PMFK [17℄. Le pro�l de potentiel de for
e moyenne peut alors être déterminé enpratiquant une simulation de potentiel de for
e moyenne dans l'ensemble NpT . En e�et, onsimule une boîte de 500 paires d'ions a�n d'avoir une statistique su�sante pour obtenir unedistribution radiale 
onvenable. Nous véri�ons que le puits 
al
ulé ave
 la méthode PMFK estpro
he de 
elui 
al
ulé ave
 les autres méthodes. La �gure (5.4.b) représente les résultats obte-nus par les méthodes FEPm, FCFS et PMFK. Elle montre une position du puits de potentielidentique pour les trois méthodes et des formes de pro�ls di�érentes. On en déduit que lesméthodes FEP et FC sont toutes aussi performantes que la méthode PMFK, et peuvent très129
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Formules opérationnellesPotentiel de for
e moyenneFEP W(dji) = −kT
∑

λ

ln

〈
exp

(
−
[Hλ′ (rN ,pN )−Hλ(rN ,pN )

kT

])〉

λFEPm W(dji) = −kT
∑

λ

ln

〈
exp

(
−
[Hλ′ (rN ,pN )−Hλ(rN ,pN )

kT

])〉

λFCFS W(dji) = −
∫ 1

0

∂rij
∂λ

〈
rji(t) ·

(
rnc
ji (t+ ∆t)

)2
− d2

ji

2 · (∆t)2 · rji(t) · µ · rnc
ji (t+ ∆t)

〉

λ

dλFCS W(dji) = −
∫ 1

0

∂rij
∂λ

〈
dji − rnc

ji (t+ ∆t)

∆t2 · µ

〉

λ

dλPMFK Wn
(
r1, ..., rn

)
= −kT ln g(r)Grandeurs thermodynamiques d'asso
iations

∆Go = −kT ln

∫ dl

0
4πN r2 · exp

(
−
[W(r)

kT

])
dr

T∆So = kT ln

∫ dl

0
dr4πN r2 · exp

(
−
[W(r)

kT

])
dr +

∫ dl

0 drr2 · W exp
(
−
[
W(r)
kT

])
dr

∫ dl

0 drr2 · exp
(
−
[
W(r)
kT

])
drTab. 5.1 � FEP : méthode de perturbation FEP 
lassique dans laquelle on perturbe la distan
e entreles deux ions 
onstituant la paire étudiée. FEPm méthode de perturbation FEP où l'on re
al
ule lespositions et les vitesses des atomes à l'état pertubé. Cette méthode a été dé
rite dans le 
hapitre (4).FCS : méthode de for
e 
ontrainte sans linéarisation du bin�me pour le 
al
ul du multipli
ateur deLagrange dans la pro
édure SHAKE [20℄. Cette méthode est expli
itée en détail dans le 
hapitre (9)et dans la se
tion (5.2). FCFS : méthode de for
e 
ontrainte ave
 linéarisation du bin�me pour le
al
ul du multipli
ateur de Lagrange dans la pro
édure SHAKE. Cette pro
édure, appelée FASTSHAKE [56℄ est détaillée dans le 
hapitre (9). PMFK : relation obtenue à partir de l'expression de ladistribution radiale formulée par Kirkwood [54℄. Cette relation est dis
utée dans la se
tion (5.2). Windique le potentiel de for
e moyenne. H est l'hamiltonien. λ est le paramètre de 
ouplage. rnc

ji est ladistan
e non 
ontrainte entre les espè
es j et i, 
al
ulée aux 
ours de la simulation. dji est la distan
e
ontrainte �xée entre les espè
es j et i de la paire d'ions étudiée. ∆t est le pas d'intégration. µ est lamasse réduite du système formé par les deux espè
es 
onstituant la paire. dl est la borne supérieured'intégration pour le 
al
ul des grandeurs thermodynamiques.130
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Fig. 5.4 � Pro�ls de potentiel de for
e moyenne pour la paire d'ions [Ca2+ · · · SO2−
4 ℄ en phasegazeuse. a) FCS (− − −), FCFS (�), FEP (· · · ) et FEPm (· · · ). b) FCS (− − −), FEPm,( − . . −)ainsi que la méthode PMFK(· · · ). La signi�
ation de 
es a
ronymes est donnée dans le tableau (5.1).bien se substituer à 
ette dernière. Les résultats du 
al
ul des grandeurs thermodynamiquespour 
haque méthode sont regroupés dans le tableau (5.2). Les relations du tableau (5.1)peuvent être appliquées si les ions 
onstituant la paire sont sphériques. Le 
al
ul de l'asphé-ri
ité A pour l'ion SO2−

4 dé�ni dans la se
tion (2.6) donne une valeur pro
he de 0. On peutdon
 l'assimiler à une sphère.rmin logK ∆rG
o ∆rH

o T∆rS
o( Å) (kJ mol−1) (kJ mol−1) (kJ mol−1)FCFS 2.8 2.2 -2.0 -9.0 -6.8FCS 2.3 2.2 -2.0 -8.8 -6.9FEPm 2.4 2.3 -2.1 -9.1 -7.0PMFK 2.6 2.9 -2.7 -7.9 -5.2Tab. 5.2 � Grandeurs thermodynamiques d'asso
iation entre les ions Ca2+ et SO2−

4 en phase gazeuse.Les quatre méthodes étudiées sont représentées.Ces résultats ont été déterminés par l'appli
ation des formules données dans le tableau (5.1).Ceux-
i sont 
al
ulés par intégration du potentiel de for
e moyenne entre les bornes r = 0131
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et r = dl, où r est la distan
e séparant les deux ions. dl représente la borne supérieured'intégration. Nous avons testé plusieurs distan
es dl telles que dl > rmin, où rmin est laposition du puits de potentiel. On montre que pour dl > (rmin + 1) Å les résultats sontindépendants de la valeur de la borne d'intégration. Néanmoins, il est né
essaire que la distan
e
dl soit supérieure à rmin où l'intera
tion entre les deux ions est maximale. Ce tableau montreque les méthodes sont équivalentes pour le 
al
ul de ∆rG

o et T∆rS
o ave
 une déviation pourla méthode PMFK.5.3.2 Étude en phase aqueuseProto
ole de simulationDans 
e 
as, les simulations ont été réalisées en utilisant un in
rément de distan
e de 0.044 Å.Les distan
es (entre les ions formant la paire) é
hantillonnées sont 
omprises entre 1.0 Å et12.0 Å , soit 220 simulations. Les algorithmes pour générer les 
on�gurations sont les mêmesque 
eux exposés dans le 
hapitre (2). Ces simulations ont été réalisées dans l'ensemble NpT , 
equi nous a obligé à implémenter une versionNpT du potentiel de for
e moyenne dans le 
ode dedynamique molé
ulaire de DL_POLY_MD [27℄, puisque seul le 
al
ul dans l'ensemble NV Eétait disponible. Le temps d'équilibration pour 
haque simulation est de 60 ps tandis que letemps d'a
quisition est de 50 ps, soit 24 ns de temps simulé pour la totalité de la perturbation.Le potentiel de for
e moyenne est évalué à partir des 5 000 
on�gurations sto
kées durant laphase d'a
quisition. Les 
harges atomiques de l'ion sulfonate ont été évaluées par la pro
édureCHELPG [28℄ ave
 le logi
iel GAMESS [28℄. Cette paire a été simulée ave
 512 molé
ules d'eau(modèle TIP3P) dans une boîte 
ubique de longueur L = 24 Å.Détermination des grandeurs thermodynamiques d'asso
iationLa méthode utilisée pour déterminer le potentiel de for
e moyenne est la méthode FEPm.En e�et, l'utilisation de la méthode 
lassique FEP est problématique puisque lorsqu'on dé-pla
e les 
entres de masse des ions 
onstituant la paire d'ions dans l'état de référen
e pourobtenir l'état perturbé, la probabilité d'un 
onta
t ave
 les molé
ules de solvant n'est pas né-gligeable. Cela entraîne des dérives énergétiques sur 
ertaines 
on�gurations nuisant au 
al
ulde ∆rG

o : 
ette méthode est alors di�
ilement utilisable. Néanmoins, il est possible de réduire
es dérives en diminuant l'in
rément de distan
e utilisé dans la perturbation, 
'est-à-dire enaugmentant le nombre de simulations. On peut aussi utiliser la méthode de la for
e 
ontrainte132



Partie Ia�n de remédier à 
e problème, puisque dans 
e 
as, le 
al
ul de potentiel de for
e moyennene né
essite au
un dépla
ement d'atome. On véri�e alors que les méthodes FEPm et FCSdonnent des résultats similaires.La �gure (5.5.a) représente le pro�l de potentiel de for
e moyenne entre l'ion Ca2+ et l'ionSO2−
4 en phase gazeuse et en phase aqueuse. Elle montre deux puits de potentiel dans la phaseaqueuse, p1 à 2.9 Å et p2 à 3.5 Å, tels que E(p1) < E(p2) (E est l'énergie du puits 
onsidé-rée). En outre, 
es puits sont beau
oup plus bas en énergie que le puits de potentiel obtenuen phase gazeuse. On en déduit que les intera
tions entre les ions Ca2+ et SO2−

4 sont plus fa-vorables en milieu solvaté. Il existe don
 des intera
tions [Ca2+ · · · H2O℄ et [SO2−
4 · · · H2O℄permettant de stabiliser davantage la paire d'ions. Par ailleurs, la distan
e (relative au puits)entre les deux ions est plus grande en phase aqueuse qu'en phase gazeuse. Cette augmentationde distan
e s'explique par la présen
e de molé
ules d'eau entre les deux ions. La �gure (5.6)permet de visualiser la position de la molé
ule d'eau entre les ions Ca2+ et SO2−
4 . En e�et,la �gure (5.5.b) montre qu'entre les deux puits de potentiel p1 et p2, le nombre de ponts deliaisons hydrogène est maximal nmax. Cela suggère, que 
es deux puits forment une zone oùles intera
tions sont maximales. Étant donnée la position de nmax, au
un puits n'est privilégié.Nous avons aussi 
omparé la méthode de for
e 
ontrainte et la méthode de perturba-tion. La �gure (5.7) montre que l'ensemble des méthodes donne des résultats similaires en
e qui 
on
erne la zone d'intera
tion maximale. Les pro�ls obtenus par les méthodes de for
e
ontrainte ont des formes di�érentes et ne donnent pas de se
ond puits de potentiel. En outre,les puits obtenus par les méthodes de for
e 
ontrainte sont plus bas en énergie que 
eux obte-nus par la méthode FEPm, mais les positionnements des puits (le premier pour FEPm) sontidentiques. Cette 
omparaison entre les méthodes montre que l'on ne peut tirer de 
on
lusiond'ordre stru
tural sur la présen
e du se
ond puits de potentiel obtenu par FEPm. Néanmoins,étant donnée la valeur de l'énergie du se
ond puits, il faut en tenir 
ompte dans les 
al
ulsdes grandeurs thermodynamiques. Ces derniers sont rassemblés dans le tableau (5.3).Les résultats du tableau (5.3) montrent que les méthodes FCS et FEPm donnent des résul-tats en bon a

ord ave
 les valeurs expérimentales, 
ontrairement à la méthode FCFS. Ainsi,133



Chapitre 5 Cal
uls de ∆rG
o, ∆rH

o et ∆rS
o

Fig. 5.5 � a) Pro�l de potentiel de for
e moyenne pour la paire d'ions [Ca2+ · · · SO2−
4 ℄ en phasegazeuse (�) représenté sur l'axe de droite. Pro�l de potentiel de for
e moyenne pour la paire d'ions[Ca2+ · · · SO2−

4 ℄ en phase aqueuse (�) représenté sur l'axe de gau
he. b) (�) pro�l de potentielde for
e moyenne en milieu aqueux représenté sur l'axe de gau
he. (♦) nombre moyen de ponts deliaisons hydrogène pour le triplet [Ca2+,H2O , SO4
2−℄ représenté sur l'axe de droite. La 
ourbe (�)marque la valeur nmax dé�ni 
omme le nombre maximal de ponts de liaisons hydrogène entre les ionsCa2+ et SO2−

4 et le puits de potentiel. 134
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Fig. 5.6 � Visualisation du pont de liaison hydrogène entre les ions Ca2+ et SO2−
4 .

rmin logK ∆rG
o ∆rH

o T∆rS
o( Å) (kJ mol−1) (kJ mol−1) (kJ mol−1)FCFS 2.8 4.6 -26.2 0.003 -26.2FCS 2.9 1.9 -11.0 0.3 11.3FEPm 2.9 1.5 -8.5 4.0 12.5Exp. [55℄ 2.4 -13.7 3.4 17.1Tab. 5.3 � Grandeurs thermodynamiques d'asso
iation entre les ions Ca2+ et SO2−

4 en phase aqueuse.Les trois méthodes étudiées sont représentées. Les résultat de la méthode FEP n'a pas été 
hoisi à
ause des dérives énergétiques importantes. (Exp.) indique la valeur expérimentale.
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Fig. 5.7 � Pro�ls de potentiel de for
e moyenne pour la paire d'ions [Ca2+ · · · SO2−
4 ℄ en milieusolvaté. Nous avons représenté les trois méthodes étudiées. (�) représente la méthode FCFS. (�)représente la méthode FEPm. (�) représente la méthode FCS. La zone Z indique la région permettantde di�éren
ier les méthodes pour le 
al
ul des grandeurs absolues.
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Partie Iil semblerait que l'ensemble des méthodes FCS, FCFS et FEP donne des résultats équivalentspour le positionnement de la zone où se situe le minimum énergétique. Par 
ontre, l'existen
ed'une dis
rimination pour le 
al
ul des grandeurs thermodynamiques semble évidente. En ef-fet, les méthodes FEPm et FCS sont 
elles qui donnent les meilleurs résultats. Pour la méthodeFEPm, il a fallu 
hoisir une borne supérieure d'intégration qui tient 
ompte des deux puits.Si l'on ne 
onsidère que le premier puits de potentiel (zone Z sur la �gure (5.7), les résultatsobtenus sont moins bons puisqu'on obtient K = 12.0 mol−1 L, ∆G = −6.15 kJ mol−1 et
∆S = 15.0 kJ mol−1, alors que pour la méthode FCS 
ette zone d'intégration donne de bonsrésultats. On explique 
e phénomène par la forme et la profondeur des puits de potentiel. Ene�et, pour la méthode FCS, le puits obtenu est plus profond que 
elui 
al
ulé ave
 la méthodeFEPm. Par 
onséquent, pour obtenir des résultats 
omparables à FCS, il faut 
ompenser 
ettedi�éren
e d'énergie : 
elle-
i est 
ompensée si on 
onsidère le se
ond puits de potentiel. Nousavons mené une étude 
on
ernant la borne supérieure d'intégration. On montre qu'au delàd'une distan
e limite, le résultat est indépendant de la valeur de 
ette borne. Cette valeurlimite se situe à environ 1 Å du puits de potentiel.Nous allons, à présent, appliquer les méthodes FCS et FEPm pour le 
al
ul de grandeursthermodynamiques d'asso
iation impliquant le 
alixarène et di�érents substrats dans le 
asde 
omplexes d'insertion et à sphère externe. Nous appliquerons la méthodologie pour dessubstrats n'impliquant au
une 
omplexation ave
 le 
alixarène.
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5.4 Potentiel de for
e moyenne pour di�érents types de 
om-plexes du 
alixarène5.4.1 Mise en ÷uvreDans 
ette partie, nous avons étudié la 
omplexation de trois substrats : l'ion tétraméthylam-monium, l'ion lanthane et la molé
ule de méthanol 
onduisant à trois asso
iations di�érentes :
omplexe d'insertion [6℄, 
omplexe à sphère externe [5℄ et absen
e de 
omplexation [57℄. Lessimulations ont été réalisées dans l'ensemble NpT . Les 
on�gurations ont été générées ave
une version modi�ée de DL−POLY [27℄ permettant de 
al
uler le potentiel de for
e moyennedans l'ensemble NpT et d'utiliser la méthode FCS. Les algorithmes utilisés sont 
eux dé
ritsdans le 
hapitre (2). Les systèmes sont 
omposés du ma
ro
y
le, du substrat, d'ions Na+ etde 900 molé
ules d'eau dans une boîte 
ubique de 30 Å de 
oté. L'équilibration et l'a
quisi-tion sont de 100 ps. L'in
rément de distan
e est 0.044 Å, 
e qui 
orrespond à 260 simulationssi la distan
e é
hantillonnée varie de 0.5 Å à 12 Å, soit au total 52 ns de simulation. Onvéri�e, en outre, que les ions étudiés sont de forme sphérique, a�n de 
al
uler les grandeursthermodynamiques.5.4.2 Cal
ul du PMFLa �gure (5.8) représente les pro�ls de potentiel de for
e moyenne pour les trois substratsétudiés. Cette �gure montre un 
omplexe à sphère externe dans le 
as de l'ion lanthane (puitslo
alisé à l'extérieur de la 
avité)et un 
omplexe d'insertion dans le 
as de l'ion tétraméthy-lammonium (puits lo
alisé à l'intérieur de la 
avité). En outre, on remarque que la molé
ulede méthanol n'est pas 
omplexé 
ar le pro�l de potentiel de for
e moyenne n'indique au-
un puits. Ces résultats sont en a

ord ave
 les hypothèses avan
ées par Bonal et al [1℄. Lesgrandeurs d'asso
iation sont rassemblées dans le tableau (5.4). Ce tableau montre la qualitédes méthodes utilisées puisqu'on obtient un bon a

ord ave
 les valeurs expérimentales. Nousvéri�ons, une fois de plus, l'indépendan
e des résultats obtenus par rapport à la valeur de laborne supérieure d'intégration dl. Pour 
ela, nous avons représenté sur la �gure (5.9) ∆rG
oet T∆rS

o en fon
tion de dl pour le 
omplexe de l'ion tétraméthylammonium. Cette 
ourbemontre, qu'à partir de ∆r = 3.0 Å, les valeurs de ∆G et T∆S 
onvergent. Nous aurionsobtenu de meilleurs résultats ave
 ∆r = 1.15 Å, mais nous avons 
hoisi de prendre une valeurqui donne des résultats 
onvenables pour les deux 
omplexes, et ainsi s'a�ran
hir d'une quel-138
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Fig. 5.8 � Pro�ls de potentiel de for
e moyenne pour les paires d'ions : [Cal4− · · · La3+ ℄ (�),[Cal4− · · · Me4N+ ℄ (�) et [Cal4− · · · Me-OH ℄ (�). rg représente la valeur du rayon de girationdu ma
ro
y
le, que nous avons dé�ni dans la se
tion (2.6).
onque dépendan
e vis-à-vis de ∆r. L'obtention des puits de potentiel à 
es positions vientvalider les simulations déjà e�e
tuées sur 
es mêmes systèmes [5, 33, 6, 57℄ et les 
on
lusionsqui ont été émises. Cela 
on�rme que les 
on�gurations obtenues dans 
es simulations sontréellement des 
on�gurations d'équilibre 
orrespondant à un minimum de potentiel pour le
omplexe.
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rmin K ∆rG
o ∆rH

o T∆rS
o( Å) (mol−1 L) (kJ mol−1) (kJ mol−1) (kJ mol−1)FEPm[Cal4− · · · La3+ ℄ 7.85 45985 -26.6 8.1 34.7[Cal4− · · · Me4N+℄ 2.35 33296 -25.8 -26.1 -0.3[Cal4− · · · Me-OH ℄ − 0.0 ∞ ∞ ∞FCS[Cal4− · · · La3+ ℄ 7.92 47221 -26.7 7.6 34.3[Cal4− · · · Me4N+℄ 2.35 38129 -26.1 -26.9 -0.8[Cal4− · · · Me-OH ℄ − 0.0 ∞ ∞ ∞Exp [1℄[Cal4− · · · La3+℄ 16765 -24.1 9.2 33.3[Cal4− · · · Me4N+℄ 25101 -25.1 -26.0 -0.9[Cal4− · · · Me-OH℄ 0.0 ∞ ∞ ∞Tab. 5.4 � Grandeurs thermodynamiques d'asso
iation 
al
ulées pour les trois 
omplexes. Ces ré-sultats sont obtenus en utilisant les méthodes FEPm et FCS. Nous avons utilisé pour 
e 
al
ul unevaleur de dl = (rmin + 1) Å.
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Fig. 5.9 � (�,�) évolution de ∆rG
o représentée sur l'axe de gau
he en fon
tion de ∆r tel que

dl = rmin+∆ r. (�,©) évolution de T∆rS
o représentée sur l'axe de droite. en fon
tion de ∆r.rmin est la position du puits de potentiel obtenue pour la paire [Cal4− · · · Me4N+℄. La méthodeutilisée pour 
al
uler le potentiel de for
e moyenne est la méthode FEPm. (· · · ) représente la valeurexpérimentale de T∆rS

o. (-··-) représente la valeur expérimentale de ∆rG
o. (- - -) indique la valeurde ∆r utilisée pour le 
al
ul des grandeurs d'asso
iation.Étude stru
turale et énergétique de la 
omplexation de l'ion La3+Intera
tions éle
trostatiques : on montre que le 
omplexe externe formé est un 
om-plexe gouverné par les intera
tions éle
trostatiques. En e�et, au puits de potentiel, l'énergieéle
trostatique est de -485.8 ± 12.0 kJ mol−1 et les intera
tions de dispersion-répulsion sontde 11.7± 2.1 kJ mol−1. Lorsque l'on tra
e 
es énergies en fon
tion de la distan
e 
ontrainte(�gure (5.10)), on ne 
onstate au
une 
orrespondan
e ave
 la forme du puits de potentiel. Ene�et, les intera
tions 
oulombiennes diminuent en fon
tion de la distan
e tandis que l'énergiedispersive diminue et l'énergie répulsive augmente jusqu'à 3 Å puis 
elles-
i se stabilisent.On peut penser qu'il existe un autre phénomène 
ouplé à 
es intera
tions éle
trostatiquessu
eptible de stabiliser davantage le 
omplexe et d'expliquer la forme du pro�l de potentielde for
e moyenne.Ponts de liaisons hydrogène : dans 
e type de 
omplexe, les liaisons hydrogène jouent unr�le fondamental [58℄ : nous avons don
 privilégié 
ette piste. Nous avons 
al
ulé le nombre de141
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Fig. 5.10 � Intera
tions éle
trostatiques (�), dispersives (�), répulsives (�) et de dispersion-répulsion (�) entre le 
alixarène et l'ion La3+ en fon
tion de la distan
e séparant leurs 
entres demasse.tubes de liaisons hydrogène pour le triplet [SO−
3 · · · nH2O · · · La3+℄ en fon
tion de la distan
e
ontrainte (�gure (5.11)). Ces tubes 
orrespondent en faite un réseaux de liaisons hydrogène.Le résultat est édi�ant, puisque la position du nombre maximal de ponts de liaisons hydrogène
orrespond exa
tement à la position du puits de potentiel. Pour résumer, le 
omplexe formé parle 
alixarène et l'ion La3+ est un 
omplexe à sphère externe dont la for
e motri
e réside dansl'établissement des intera
tions éle
trostatiques entre le 
alixarène et l'ion La3+ et la présen
ede ponts de liaisons hydrogène pour le triplet [SO−

3 · · · H2O · · · La3+℄. Par ailleurs, les liaisonshydrogène étant majoritairement d'origine éle
trostatique, on peut a�rmer sans équivoqueque le 
omplexe ainsi formé est un 
omplexe gouverné par les intera
tions éle
trostatiques.Phénomènes de désolvatation : il a été montré que des phénomènes de désolvatationétaient à l'origine du 
ontr�le entropique pour 
e type de 
omplexe [5℄. On montre que la
omplexation de l'ion La3+ entraîne la désolvatation partielle de la 
avité. Par 
ontre, lapremière 
ou
he d'hydratation de l'ion La3+ reste inta
te 
omme le montre la �gure (5.12).
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Fig. 5.11 � (�) Pro�l de potentiel de for
e moyenne pour la paire [
al4− · · · La3+℄. (�) Nombrede ponts de liaisons hydrogène entre les groupements sulfonate, l'ion lanthane et les molé
ules d'eau(représenté sur l'axe de droite).
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Fig. 5.12 � Nombre de molé
ules d'eau dans la première 
ou
he de solvatation de l'ion La3+ (�) etdans la 
avité (�). La 
ourbe (- - -) représente le nombre de molé
ules d'eau dans la première 
ou
hed'hydratation de l'ion lanthane pour l'ion seul en solution (8) et le nombre de molé
ules d'eau dansla 
avité pour la 
alixarène seul en solution (8).Étude stru
turale et énergétique de la 
omplexation de l'ion Me4N+Intera
tions de dispersion-répulsion L'étude de la 
omplexation de l'ion tétraméthy-lammonium montre un 
omportement di�érent. En e�et, il s'agit d'un 
omplexe d'insertion oùla nature hydrophobe de l'ion Me4N+ empê
he la formation de ponts de liaisons hydrogène.Étant donnée la nature du 
omplexe formé, les intera
tions de dispersion-répulsion ont un r�leprépondérant dans le formation de 
e 
omplexe [5, 6℄. Ainsi, lorsqu'on tra
e l'énergie 
oulom-bienne et l'énergie de dispersion-répulsion entre le ma
ro
y
le et l'ion tétraméthylammoniumen fon
tion de la distan
e séparant 
es deux ions, le pro�l de l'énergie de dispersion-répulsiona une forme superposable au pro�l de potentiel de for
e moyenne (�gure (5.13)). Cela im-plique que les intera
tions de type dispersion-répulsion peuvent être 
onsidérées 
omme lesintera
tions qui 
ontr�lent la formation du 
omplexe d'insertion.
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Fig. 5.13 � Intera
tions entre le 
alixarène et l'ion tétraméthylammonium en fon
tion de la distan
eséparant les 
entres de masse du ma
ro
y
le et du substrat. Les intera
tions dispersives (�) sontreprésentées sur l'axe de droite. Les intera
tions répulsives (�) sont représentées sur l'axe de droite.Les intera
tions de dispersion-répulsion (�) sont représentées sur l'axe de gau
he. (3) Potentiel defor
e moyenne entre le ma
ro
y
le et l'ion tétraméthylammonium représenté sur le premier axe dedroite.
Phénomènes de désolvatation : nous 
onstatons que la 
avité est totalement désolvatéeen présen
e de l'ion tétraméthylammonium. Dans le 
as de l'ion La3+, 
ette désolvatation n'estque partielle. On peut 
orréler 
ette désolvatation aux variations d'entropie. La variationd'entropie est moins favorable dans le 
as de la 
omplexation de l'ion Me4N+ par rapportà l'ion lanthane (
f tableau (5.4)). Il faut prendre en 
onsidération la perte de degré deliberté de l'ion Me4N+, qui est entropiquement défavorable. En e�et, l'entropie défavorableliée à l'insertion du 
ation est 
ompensée par l'entropie favorable liée à la désolvatation dela 
avité. Comme l'ion La3+ forme un 
omplexe de sphère externe, la perte de degré deliberté est beau
oup plus faible. Par 
onséquent, 
ette perte de degré de liberté ne vient pas
ompenser la désolvatation partielle de la 
avité. Cette absen
e de 
ompensation permet enpartie d'expliquer l'entropie favorable dans le 
as de l'ion La3+.145
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Pourquoi le méthanol n'est-il pas 
omplexé ?Le potentiel de for
e moyenne entre le 
alixarène et le méthanol a été 
al
ulé pour 
om-prendre l'absen
e de 
omplexation observée expérimentalement [4℄, et 
on�rmer les résultatsdes simulations pré
édentes (se
tion (3.4)). La �gure (5.8) montre que le méthanol n'est pas
omplexé. Nous avons expliqué [57℄ 
e 
omportement en montrant que le 
oût énergétiquequ'engendrerait la désolvatation du méthanol dans le 
as d'une 
omplexation ne serait pas
ompensée par les intera
tions entre le ma
ro
y
le et le méthanol. La �gure (5.14.a) montreque, dans le 
as de la formation d'un 
omplexe d'insertion (
'est-à-dire une distan
e entre les
entres de masse inférieure à 2.5 Å), la première et la deuxième sphère d'hydratation sontpartiellement désolvatées. Or, le 
oût énergétique engendré par 
ette désolvatation est tropimportant pour être 
ompensé par les intera
tions de dispersion-répulsion entre les 
y
lesbenzéniques et le groupement méthyle du méthanol. La �gure (5.14.b) montre l'évolution desintera
tions entre le méthanol et le 
alixarène en fon
tion de la distan
e de 
ontrainte. Lesintera
tions entre le méthanol et les molé
ules d'eau de la première 
ou
he de solvatation deMe-OH sont également représentées en fon
tion de la distan
e de 
ontrainte. Cette dernière
ourbe montre que l'énergie né
essaire à la désolvatation de la première 
ou
he ne peut être
ompensée par les intera
tions entre le ma
ro
y
le et la molé
ule de méthanol.
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Fig. 5.14 � a) Évolution du nombre de molé
ules d'eau dans la première et la deuxième 
ou
hede solvatation du méthanol en fon
tion de la distan
e séparant les 
entres de masses du substrat etdu ma
ro
y
le. La 
ourbe (- - -) représente la distan
e limite d'insertion pour une molé
ule de 
ettetaille. (♦) indique le nombre de molé
ules d'eau dans la première 
ou
he de solvatation, représenté surl'axe de gau
he. (�) indique le nombre de molé
ules d'eau dans la deuxième 
ou
he de solvatation,représenté sur l'axe de droite. b) Évolution des intera
tions entre le méthanol et le ma
ro
y
le (�).Évolution des intera
tions entre le méthanol et les molé
ules d'eau 
onstituant la première 
ou
he desolvatation (�). 147
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5.5 RésuméMéthodologieCe travail nous a permis d'explorer les méthodes 
apables de déterminer les grandeurs ther-modynamiques absolues. C'est Prue [59℄ en 1969 qui a mis au point une méthode permettantde déterminer la 
onstante d'asso
iation d'une paire d'ions. Nous avons étendu 
ette méthodeà la détermination des trois fon
tions thermodynamiques ∆rG
o, ∆rH

o et ∆rS
o. En e�et,
ette méthode est essentiellement basée sur la détermination du potentiel de for
e moyenne(introduite pour la première fois par Kirkwood [54℄ en 1935). La pré
ision du 
al
ul dépendde la pré
ision ave
 laquelle on détermine le pro�l de potentiel de for
e moyenne.La détermination du potentiel de for
e moyenne peut se faire de plusieurs façons. La mé-thode de perturbation et la méthode de la for
e 
ontrainte sont 
elles que nous avons étu-diées. La première est une appli
ation de la méthode FEP. Dans la se
onde, on évalue lafor
e 
ontrainte entre les deux espè
es. La 
ontrainte de distan
e étant maintenue par l'algo-rithme SHAKE, il su�t d'évaluer le viriel de 
ontrainte par la méthode des multipli
ateursde Lagrange.Ces deux méthodes présentent deux la
unes si l'on 
onsidère les approximations usuelles. Ene�et, si on dépla
e les atomes 
onstituant les deux espè
es de la paire étudiée, il est possiblede trop s'appro
her d'une molé
ule de solvant, 
e qui entraînera irrémédiablement une dériveénergétique. La se
onde la
une réside dans la détermination des multipli
ateurs de Lagrange.En e�et, on linéarise en général le bin�me obtenu par 
ette méthode. Or, on montre qu'ilexiste une di�éren
e non négligeable si l'on résoud rigoureusement l'équation du se
ond degré.Pour 
ontourner 
es problèmes, nous avons, dans le premier 
as, utilisé la méthode miseau point dans le 
hapitre (4) en re
al
ulant l'ensemble des positions et des vitesses à l'étatperturbé (FEPm). Ce 
al
ul a l'avantage d'éviter les problèmes de dérives énergétiques. Dansle deuxième 
as, nous avons résolu rigoureusement l'équation obtenue par la méthodes desmultipli
ateurs de Lagrange. 148



Partie IAppli
ationPour la 
omplexation des ions La3+ et Me4N+ par le 
alixarène, nous avons obtenu desrésultats satisfaisants puisque les grandeurs 
al
ulées sont en a

ord ave
 les grandeurs expé-rimentales. Le bon a

ord entre les valeurs expérimentales et 
al
ulées a permis de valider laposition du puits de potentiel. Cette étude valide ainsi les simulations molé
ulaires 
lassiques(sans 
ontrainte de distan
e) et les 
on
lusions émises auparavant [5, 33, 6, 57℄, puisque laposition du puits de potentiel 
orrespond à la distan
e moyenne entre le ma
ro
y
le et lesubstrat 
al
ulée dans des simulations 
lassiques.Le tableau suivant résume les 
ara
téristiques essentielles des deux 
omplexes étudiés. Cetableau montre que seule l'évaluation de ∆rS
o et ∆rH

o permet de dis
riminer les deux pro
es-sus. Ainsi, nous avons montré que pour un 
omplexe de sphère externe, 
e sont les intera
tionséle
trostatiques qui prédominent. En plus des intera
tions ma
ro
y
le-substrat, il faut tenir
ompte des ponts de liaisons hydrogène entre les ions La3+ et SO−
3 et les molé
ules d'eauqui parti
ipent a
tivement à la stabilisation du 
omplexe. Pour un 
omplexe d'insertion, lesintera
tions de dispersion-répulsion sont prédominantes. En outre, l'étude de la solvatation dela 
avité montre une désolvatation totale de la 
avité dans le 
as de l'ion Me4N+ et partielledans le 
as de l'ion La3+. [
al4− · · · La3+ ℄ [
al4− · · · Me4N+ ℄Contr�le entropique enthalpiqueType sphère externe d'insertionIntera
tions éle
trostatique dispersion-répulsionDésolvatationcav partielle totaleLiaisons Hydrogène oui nonTab. 5.5 � Résumé des 
ara
téristiques des 
omplexes formés. (cav) indique la 
avité du 
alixarène.En�n, la détermination du potentiel de for
e moyenne entre le méthanol et le 
alixarènea permis de démontrer l'absen
e de 
omplexation. On montre que le 
oût énergétique de ladésolvatation de la première 
ou
he d'hydratation ne peut être 
ompensé par les intera
tionsentre le 
alixarène et le méthanol. 149
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Chapitre 6Méthodologie pour la prise en 
ompte des intera
tions
ations−π

6.1 Introdu
tion et problématiqueLes intera
tions non-
ovalentes jouent un r�le important en re
onnaissan
e molé
ulaire eten 
himie supramolé
ulaire. Contrairement aux intera
tions plus 
onventionnelles telles queles liaisons hydrogène ou les intera
tions de van der Waals, les intera
tions 
ation−π ont étésous estimées et don
 peu étudiées. Ce type d'intera
tion met en jeu des éle
trons π délo
a-lisés d'un 
y
le benzénique et d'un 
ation. Dougherty et al [60℄ ont montré l'importan
e de
es intera
tions dans les phénomènes de re
onnaissan
e molé
ulaire. Néanmoins, la majoritédes études e�e
tuées pour la 
ompréhension de 
es intera
tions a été menée en phase gazeuse.Cepandant, les pro
essus que l'on étudie ont lieu en milieu aqueux, où les molé
ules d'eau sonten 
ompétition ave
 le 
ation pour établir 
es intera
tions 
ation-π. Ré
emment, Morel et al[61℄ ont mesuré les grandeurs d'asso
iation entre le 
alix[4℄arène-p-sulfonaté et l'ion 
ésium ensolution aqueuse à 25oC. La for
e motri
e de 
ette asso
iation est l'intera
tion 
ation-π entreles 
y
les benzéniques et l'ion Cs+. Ce résultat a été montré par Dougherty [60℄ en phasegazeuse. Il est à noter que 
e type d'intera
tion n'a jamais été mis en éviden
e dans l'eau.Ainsi, il nous est apparu intéressant d'étudier 
e système au niveau molé
ulaire par le biaisde simulations numériques et d'essayer de 
al
uler les grandeurs d'asso
iation par un 
al
ulde potentiel de for
e moyenne.Jusqu'à présent, nous avons étudié des 
omplexes mettant en jeu des intera
tions 
onven-tionnelles de type dispersion-répulsion et éle
trostatiques. Nous avons vu dans le premier
hapitre que les méthodes de dynamique molé
ulaire ne traitent pas expli
itement les inter-a
tions éle
troniques. Or, 
es types d'intera
tions interviennent dans de nombreux pro
essus151
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ompte des intera
tions 
ation−πphysi
o-
himique. Ainsi, si l'on veut tenir 
ompte de 
es intera
tions, il est né
essaire d'uti-liser des méthodes 
omplémentaires qui permettent la prise en 
ompte des éle
trons. Parmi
elles-
i, nous trouvons les méthodes de dynamique molé
ulaire quantique et les méthodesmixtes QM/MM. Ces méthodes sont limitées à des systèmes de petites tailles pour ne pas
al
uler un nombre important d'intégrales multiéle
troniques.Dans 
es 
onditions, il nous est apparu né
essaire de développer une méthodologie asso
iantdes simulations quantiques et molé
ulaires pour essayer d'a

éder aux grandeurs thermody-namiques. Notre obje
tif n'est pas d'étudier d'un point de vue stru
tural le 
omplexe, mais dedévelopper une méthode de 
al
ul de potentiel for
e moyenne utilisant la dynamique molé
u-laire 
lassique et tenant 
ompte des intera
tions 
ation-π. Cette entreprise a pu être réaliséegrâ
e au 
on
ours de P. Ar
hirel, A .Boutin et B. Lêvy du Laboratoire de Chimie Physique,UMR CNRS 8000, de l'Université Paris-Sud.On présentera dans 
e 
hapitre la méthodologie utilisée pour tenir 
ompte des intera
tionsentre le 
ation monovalent Cs+ et les éle
trons π des 
y
les benzéniques. Ensuite, on déve-loppera l'aspe
t pratique de la méthode ainsi que le 
al
ul du potentiel de for
e moyenne. Onterminera par la présentation des résultats.6.2 MéthodologieCes intera
tions 
ation-π ont été très largement sous-estimées et 
e n'est que depuis unequinzaine d'années, ave
 l'avènement de la 
himie supramolé
ulaire, que 
elles-
i ont 
om-men
é à être étudiées ave
 un grand interêt. L'un des pionniers dans la 
ompréhension de 
esintera
tions est Dougherty [60℄. En e�et, en s'appuyant sur des résultats de 
al
uls quantiqueset expérimentaux, en phase gazeuse, il a suggéré un modèle physique pour 
es intera
tions
ation-π. Ces études n'ont pas été réalisées en milieux aqueux (milieu naturel pour les pro-
essus biologiques) mais en phase gazeuse, a�n d'éviter toute intera
tion entre les molé
ulesd'eau et le 
y
le benzénique. En e�et, une molé
ule d'eau peut être en 
ompétition ave
 le
ation pour établir 
e type d'intera
tions. Néanmoins, il utilise les travaux de Kebarle [62℄pour 
omparer les valeurs des énergies obtenues à 
elles 
al
ulées pour des systèmes de réfé-ren
e (eau· · · 
ation) et (eau· · ·molé
ule). L'étude en phase gazeuse est intéressante dans la152



Partie Imesure où on peut déterminer ave
 exa
titude par une dé
omposition de Kitaura-Morokumale poids relatif de 
haque type d'intera
tion existant entre les deux espè
es étudiées (éner-gie éle
trostatique, énergie de répulsion, énergie de polarisation et énergie de transfert de
harge). Ainsi, il a montré que l'intera
tion 
ation-π est à 60 % d'origine éle
trostatique (ena

ord ave
 les travaux de Kollman [63℄ 
on
ernant les 
omplexes arène-Na+). Les intera
-tions non-éle
trostatiques (40 %) 
orrespondent essentiellement à un terme de polarisationet de transfert de 
harge. En outre, il ex
lut toute intera
tion ion-quadrup�le en prétextantl'établissement d'une distan
e trop élevée en 
omparaison de 
elle observée pour des inter-a
tions 
ation-π (5 Å 
ontre 2.5 Å). A�n de véri�er 
es 
on
lusions, nous avons e�e
tuéune dé
omposition de Kitaura-Morokuma sur le système [C6H6 · · · Cs+℄ (unité stru
turalepartielle du 
omplexe étudié) sur une base HF 6-31 G∗∗ ave
 
orre
tion BSSE. Nous obte-nons la dé
omposition énergétique suivante :1 EEle= -39.4 kJ mol−1 ,ERep= 11.8 kJ mol−1,EPol= -15.4 kJ mol−1, ETC= -12.0 kJ mol−1, ECE= 4.7 kJ mol−1 soit ETot= -50.3 kJ mol−1.Les termes de polarisations et de transferts de 
harge représentent 32.9 % de l'énergie to-tale 
ontre 47.3 % pour l'énergie éle
trostatique. En d'autres termes, les 
ontributions non-éle
trostatiques sont loin d'être négligeables. Ce 
al
ul nous permet de 
orroborer les résultatsobtenus par Dougherty et al [60℄ pour d'autres 
ations.L'étude en phase aqueuse né
essite un 
al
ul de dé
omposition supplémentaire pour les
ouples [C6H6 · · · H2O℄, a�n d'évaluer une éventuelle 
ompétition entre l'eau et le 
ation
omme le suggère Dougherty. Les résultats de 
e 
al
ul sont rassemblés dans le tableau (6.1).Ce tableau montre la présen
e d'une 
ompétition entre l'eau et l'ion 
ésium, puisque les éner-gies de transfert de 
harge et de polarisation sont du même ordre de grandeur. Ainsi, dansun milieu solvaté, il est di�
ile de mettre en éviden
e les intera
tions 
ation-π. Ce
i expliquepourquoi il existe très peu de données sur les systèmes 
ation-π en mileu aqueux d'un point devue expérimental et théorique. Si l'on veut tenir 
ompte de 
es intera
tions dans des simula-tions molé
ulaires, il est né
essaire d'utiliser un 
hamp de for
es sus
eptible de rendre 
omptedes phénomènes de polarisations et de transferts de 
harge. À notre 
onnaissan
e, seuls les
hamps de for
es de deuxième génération sont 
apables de prendre en 
ompte les phénomènesde polarisation (
oûteux en temps de 
al
uls), mais pas les transferts de 
harge. Par 
ontre,1Ele=éle
trostatique, Rep=répulsion, Pol=polarisation,TC=transfert de 
harge, CE=énergie de 
orrélation153



Chapitre 6 Méthodologie pour la prise en 
ompte des intera
tions 
ation−π
[C6H6 · · · Cs+℄ [C6H6 · · · H2O℄(kJ mol−1) (kJ mol−1)EEle -39.4 -42.1ERep -11.8 -9.1EPol -15.4 -14.2ETC -12.0 -10.1ECE 4.7 5.1ETot -50.3 -70.4

Tab. 6.1 � Énergie issue de la dé
omposition de Kitaura-Morokuma dans une baseHF 6.31 G∗∗. Les signi�
ations des abréviations sont : Ele=éle
trostatique, Rep=Répulsion,Pol=Polarisation,TC=Transfert de 
harge, CE=Énergie de 
orrélation.des simulations de type dynamique quantique telles que la méthode CPMD (Car ParinelloMole
ular Dynami
) sont 
apables de prendre en 
ompte 
es intera
tions. Ces méthodes sont
ependant très 
outeuses en temps de 
al
ul et sont limitées à un nombre restreint d'éle
trons.Elles ne sont don
 pas envisageables dans notre 
as, puisque notre but est d'a

éder à desgrandeurs d'asso
iation qui requièrent un é
hantillonnage important des 
on�gurations.A�n de tenir 
ompte des intera
tions 
ation-π dans nos simulations de type dynamique mo-lé
ulaire, il nous est apparu judi
ieux de 
on
evoir un potentiel intermolé
ulaire analytiqueprenant en 
ompte à la fois les intera
tions entre l'ion 
ésium et le 
alixarène (I[Cal4−···Cs+]),les intera
tions entre l'ion 
ésium et un 
luster d'eau (I[H2O···Cs+]) , les intera
tions entre le
alixarène et le 
luster d'eau (I[Cal4−···H2O]) et en�n les intera
tions entre molé
ules d'eau(I[H2O···H2O]) dans le 
luster. En e�et, les simulations de dynamique molé
ulaire ave
 l'utilisa-tion d'un 
hamp de for
es 
lassique 
omme 
elui d'AMBER ne permettent pas de simuler 
esintera
tions 
ation-π, par 
ontre, les intera
tions non 
ovalentes 
onventionnelles sont modéli-sées 
onvenablement. L'utilisation d'une simulation de 
e type permet d'obtenir une stru
turede solvatation en a

ord ave
 la littérature pour le 
ésium. Ainsi, pour une distan
e �xée entre154



Partie Il'ion 
ésium et le 
entre de masse du 
alixarène, on peut obtenir une 
on�guration équilibréeen dynamique molé
ulaire, par le biais d'une simulation de potentiel de for
e moyenne. Si onapplique à une partie de 
ette 
on�guration (
luster d'eau + 
ésium + 
alixarène) un 
al
uld'énergie quantique, l'énergie obtenue 
omprendra né
essairement les e�ets 
ation-π. Ces ef-fets ne seront présents que pour des distan
es su�samment pro
hes entre l'ion 
ésium et le
alixarène. Un 
al
ul d'optimisation énergétique est à pros
rire puisque la distan
e doit abso-lument être 
ontrainte si on veut obtenir un pro�l d'énergie libre. Ainsi, si on veut déterminerle potentiel de for
e moyenne entre le 
alixarène et l'ion 
ésium, il faut 
orriger les 
al
uls molé-
ulaires par un 
al
ul quantique. La méthodologie permettant 
ette 
orre
tion est la suivante :1 Détermination du potentiel de for
e moyenne par le biais de simulations molé
ulaires
lassiques2 
hoix de l'environnement à traiter en mé
anique quantique3 
al
ul de l'énergie quantique EQM et de l'énergie molé
ulaire EMM4 détermination de la variation d'énergie ∆E = EQM −EMM5 ajustement de ∆E par une fon
tion appropriée ∆EF it6 
orre
tion du potentiel de for
e moyenne molé
ulaire7 détermination des grandeurs thermodynamiques d'asso
iation.Cette méthode nous permet d'obtenir un potentiel global tenant 
ompte de l'ensembledes intera
tions intermolé
ulaire. Ce potentiel ne peut pas se substituer au potentiel 
lassiqueutilisé en dynamique molé
ulaire qui est 
ara
térisé par des intera
tions de paires. Finalement,
ette méthodologie est spé
i�que au 
al
ul de potentiel de for
e moyenne. La di�éren
e entrela partie molé
ulaire et la partie quantique rend 
ompte des intera
tions qui ne sont pas prisesen 
ompte par le 
hamp de for
es utilisé. Cette partie �résiduelle� peut traduire des e�etsquantiques et non pas ex
lusivement des intera
tions 
ation-π.6.2.1 Des
ription de la méthodeSystèmeLa pro
édure permettant de déterminer le potentiel de for
e moyenne a été exposée dans le
hapitre pré
édent. Chaque simulation est 
ara
térisée par une distan
e 
ontrainte (dc) entre155



Chapitre 6 Méthodologie pour la prise en 
ompte des intera
tions 
ation−πle 
entre de masse du 
alixarène et l'ion Cs+. Nous 
onsidérons pour 
haque simulation la der-nière 
on�guration, que l'on estime être à l'équilibre. Pour 
ha
une d'elle, nous devons alorsdéterminer la région de l'espa
e des phases qui sera traitée par un 
al
ul de mé
anique quan-tique. Pour 
ela, nous utilisons 
omme 
ritère de séle
tion le rayon de la première sphère desolvatation de l'ion 
ésium et du 
entre de masse des groupements sulfonate. La �gure (6.1.b)représente les distributions radiales du 
entre de masse des groupements sulfonate et de l'ion
ésium seul en solution et en présen
e du ma
ro
y
le. Cette �gure montre que les rayons de lapremière sphère de solvatation de l'ion Cs+ et du 
entre de masse de [SO−
3 ℄ sont identiques.Ainsi, pour les 
ourtes distan
es, il su�t de 
onsidérer les molé
ules d'eau à l'intérieur de lasphère dont le 
entre est le 
entre de masse du système [
alixarène + 
ésium℄ et de rayon égalau rayon de la première sphère de solvatation des groupements sulfonate déterminé à partirdes distributions radiales représentées sur la �gure (6.1.b). La �gure (6.1.a) permet de visua-liser un 
luster d'eau aux 
ourtes distan
es. Aux longues distan
es, on ne pourra plus utiliser
e 
ritère sphérique puisqu'on risque d'avoir une dis
ontinuité (�gure (6.2)). Pour remédier à
e problème, on utilise plut�t un 
ritère elliptique.
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Partie I

Fig. 6.1 � a) Visualisation du 
omplexe dans le 
luster d'eau. b) (�) Distribution radiale entre le
entre de masse des groupements sulfonate et les atomes d'oxygène de l'eau. (�) Distribution radialeentre l'ion 
ésium et les atomes d'oxygène de l'eau en présen
e du ma
ro
y
le et seul en solution (�).Ces distributions radiales 
orrespondent au 
as où la distan
e entre le 
alixarène et l'ion Cs+ est de2.0 Å. rL indique la borne supérieure que l'on utilise dans notre 
ritère de séle
tion.157



Chapitre 6 Méthodologie pour la prise en 
ompte des intera
tions 
ation−π

Fig. 6.2 � Visualisation des deux 
ritères 
hoisis pour déterminer l'ensemble qui sera traité en mé-
anique quantique. (•) et (•) représentent les 
entres de masse du 
alixarène et de l'ion Cs+. (•)représente les molé
ules d'eau. AA′ = rc + rCal4−+rCs+ représente le grand axe de l'ellipse ; BB′ =
rCal4−+rCs+ représente le petit axe ; r est la dstan
e fo
ale ; G et G′ sont les deux foyers de l'ellipse
orrespondant aux 
entres de masse du 
alixarène et de l'ion Cs+.Une fois 
et ensemble déterminé, on peut alors 
hoisir les paramètres né
essaires aux 
al
ulsquantiques. Étant donné le nombre de molé
ules à traiter, un 
al
ul DFT sera privilégié parrapport à un 
al
ul RHF. Nous revenons sur la théorie de la DFT et ses avantages dans le
hapitre (10).Cal
ul du terme 
orre
tifL'énergie quantique 
al
ulée par DFT 
omprend les termes d'intera
tion suivants :

EQM = EQM
[Cal4−···Cs+]

+ EQM
[Cs+···H2O]

+ EQM
[Cal4−···H2O]

+ EQM
[H2O···H2O]

+ 0EQM
H2O +0 EQM

Cs+ +0 EQM
Cal4−

+
′

EQM
H2O +

′

EQM
Cs+ +

′

EQM
Cal4−

(6.1)Les six dernièrs termes 
orrespondent à des énergies quantiques intramolé
ulaires. Les éner-gies 0EQM représentent les énergies des molé
ules seules en phase gazeuse sans intera
tionintermolé
ulaire, et ′

EQM les termes relatifs à tous les autres e�ets quantiques (
'est-à-dire158



Partie Iles phènomènes de polarisation, de transfert de 
harge, et
) liés à l'environnement 
himiquedes molé
ules. L'énergie intramolé
ulaire du 
ésium en dynamique molé
ulaire étant nulle, ona :
EMM = EMM

[Cal4−···Cs+] + EMM
[Cs+···H2O] + EMM

[Cal4−···H2O] + EMM
[H2O···H2O] + EMM

[H2O] + EMM
[Cal4−] (6.2)Dans le 
hamp de for
es utilisé EMM

[H2O] = 0. A�n d'obtenir un potentiel intermolé
ulaire, nousallons soustraire les parties intramolé
ulaires dans les expressions des relations (6.1) et (6.2).Un 
al
ul préalable de tous les termes 0EQM est alors né
essaire. On obtient alors une énergie
EQM

2 et EMM
2 telle que :
EQM

2 = EQM −
(

0EQM
H2O +0 EQM

Cs+ +0 EQM
Cal4−

) (6.3)
EMM

2 = EMM
[Cal4−···Cs+] + EMM

[Cs+···H2O] + EMM
[Cal4−···H2O] + EMM

[H2O···H2O] (6.4)Ainsi, la di�éren
e énergétique que l'on peut ajuster ne 
ontiendra que des termes inter-molé
ulaires et des termes ′

EQM que l'on 
onsidére 
omme des termes intermolé
ulaires quireprésentent les termes de polarisation, transfert de 
harge, et
.
EF it = EQM

2 − EMM
2 = EQM

[Cal4−···Cs+]
+ EQM

[Cs+···H2O]
+ EQM

[Cal4−···H2O]
+EQM

[H2O···H2O]

−
(
EMM

[Cal4−···Cs+] + EMM
[Cs+···H2O] + EMM

[Cal4−···H2O] + EMM
[H2O···H2O]

)

+
′

EQM
H2O +

′

EQM
Cs+ +

′

EQM
cal4−

(6.5)Le terme d'ajustement apparaît 
omme un terme de 
orre
tion à l'énergie intermolé
ulaire
EMM

corr = EF it + EMM . Comme 
et ajustement est obtenu par une di�éren
e énergétique deplusieurs 
on�gurations qui ne di�èrent que par la distan
e 
ontrainte dc entre le 
entre demasse du 
alixarène et 
elui de l'ion 
ésium, on peut é
rire :
EMM

corr (dc) = EF it +EMM (6.6)Par sou
i d'homogénéité ave
 le reste du do
ument, on préfèrera é
rire :159



Chapitre 6 Méthodologie pour la prise en 
ompte des intera
tions 
ation−π
UInter

corr (dc) = EF it + EMM (6.7)
Comme on l'a vu pré
édement, nous utilisons un 
ritère elliptique pour éviter tout problèmede dis
ontinuité. Cependant, le nombre de molé
ules d'eau 
hoisi n'est pas 
onstant d'une fe-nêtre2 à l'autre : il faut don
 normer l'énergie. Mais le 
hoix d'une normatlisation 
onvenableest assez déli
at 
ar l'énergie n'est pas proportionnelle au nombre de molé
ules d'eau maisdépend essentiellement de la distan
e entre le 
alixarène et le 
ésium et de la stru
ture desolvatation.En e�et, si l'énergie pour une 
on�guration à N1 molé
ules d'eau vaut E1, alors l'énergie pourune 
on�guration à N2 = N1 + ∆N molé
ules d'eau n'est pas égale à E1

N2
N1

. La valeur de E2dépend essentiellement de la position des ∆N molé
ules d'eau.Comme la détermination du potentiel de for
e moyenne met en jeu des di�éren
es énergé-tiques, il su�t de faire en sorte que la di�éren
e du nombre de molé
ules d'eau entre deuxétats soit toujours la même. Pour 
ela, il faut don
 que la di�éren
e de stru
ture entre deux
on�gurations su

essives soit extrêmement faible, 
e qui est le 
as i
i puisqu'on travaille ave
des variations de distan
e de l'ordre de 0.045 Å.Dans 
es 
onditions, la variation d'énergie ne dépend que de dc et non plus du nombre demolé
ules d'eau 
onstituant le système. Cette seule dépendan
e est possible si et seulement sion 
onsidère que les molé
ules d'eau supplémentaires se trouvent en périphérie des sphères desolvatation, a�n de perturber le moins possible les énergies [Cal4− · · ·H2O] et [Cs+ · · ·H2O].Soit d1
c une distan
e entre le 
alixarène et l'ion 
ésium, l'énergie 
orrespondante est alors égaleà :

E(d1
c) =

[
EQM

[Cal4−···Cs+]
+ EQM

[Cs+···H2O] + EQM
[Cal4−···H2O]

+
′

EQM
Cs+ +

′

EQM
Cal4−

+0 EQM
Cs+ +0 EQM

Cal4−

]

+
[
′

EQM
H2O +EQM

[H2O···H2O] +
0 EQM

H2O

]

= EI(d1
c ,N1) + EII(N1) (6.8)2Terme employé pour parler d'un état λ dans le formalisme de perturbation.160



Partie IL'énergie EI dépend de d1
c et de N1. L'énergie EII ne dépend que de N1. Soit d2

c la distan
eentre le 
alixarène et l'ion 
ésium telle que d2
c = d1

c + ∆dc (ave
 ∆dc = 0.05 Å), l'énergie de
ette 
on�guration est alors égale à :
E(d2

c) = EI(d2
c ,N2) + EII(N2) ∼ EI(d2

c ,N1) + EII(N1) + EII(∆N) (6.9)où ∆N est la variation du nombre de molé
ules d'eau entre les deux 
on�gurations. Lesintera
tions prises en 
ompte dans le terme EII(∆N) 
on
ernent seulement les intera
tionsentre les molé
ules d'eau en périphérie du 
luster. On peut don
 
onsidérer que les intera
-tions entre le 
alixarène et 
es molé
ules d'eau (de même pour l'ion Cs+) sont quasi nulles.Ainsi, 
e terme peut être évalué à partir d'un 
al
ul quantique sur un simple 
luster d'eau :
EII(∆N) = ∆N.(ETot(H2O)/NTot), où NTot est le nombre de molé
ules d'eau 
onsidéré.
ETot est l'énergie totale du 
luster d'eau 
omposé de NTot molé
ules. En é
rivant l'équa-tion (6.9), on fait l'hypothèse que l'énergie EI ne dépend que de la distan
e 
ontrainte (dumoins pour l'énergie entre deux 
on�gurations su

essives). Ainsi, la di�éren
e d'énergie estégale à :

∆E(d1
c , d

2
c) = E(d2

c)− E(d1
c)−∆N.

(
ETot(H2O)

NTot

)

=
[
EI(d2

c ,N1) + EII(N1) + EII(∆N)
]
−
[
EI(d1

c ,N1) + EII(N1)
]

− ∆N.

(
ETot(H2O)

NTot

)

= EI(d2
c ,N1)− EI(d1

c ,N1)

= EI(d2
c)− EI(d1

c) (6.10)Cette démar
he n'est valide que si les molé
ules d'eau supplémentaires (∆N) n'interfèrentpas ou très peu sur les intera
tions [Cs+ · · ·H2O] et [Cal4− · · ·H2O], impliquant ainsi unedi�éren
e struturale et énergétique très faible entre les états dc et dc + ∆dc . Ainsi, nousn'ajusterons pas la di�éren
e d'énergie ∆EQM/MM = EQM −EMM , mais plut�t la di�éren
ed'énergie donnée par l'équation (6.11) :
∆∆EQM/MM(di

c, d
j
c) = ∆EQM/MM(di

c)−∆EQM/MM (dj
c) (6.11)161



Chapitre 6 Méthodologie pour la prise en 
ompte des intera
tions 
ation−πÉ
riture du Potentiel de for
e moyenneComme nous l'avons vu dans le 
hapitre (5), le potentiel de for
e moyenne peut être obtenupar la méthode de perturbation. En e�et, on peut é
rire que :
W(rN ) =

∫
〈Fc〉 drN =

∫ 〈
∂U(rN )

∂rN

〉
drN =

∫ 〈
∂U(rN )

∂λ

〉

λ

dλ = ∆GTI = ∆GFEP (6.12)et don
 :
W(rN ) = −kT

∑

λ

ln

〈
exp

(
−
(
Uλ(rN )− Uλ

′ (rN )
)

kT

)〉

λ

(6.13)Cette relation montre 
lairement que l'état perturbé doit né
essairement être évalué à partirde l'ensemble des 
on�gurations de l'état de référen
e (λ). É
rivons 
ette relation en utilisantle formalisme pré
édent :
WMM (rN ) = −kT

∑

λ

ln

〈

exp



−

(
UMM

λ (rN )− UMM
λ′ (rN )

)

kT




〉

λ

(6.14)Il s'agit i
i du potentiel de for
e moyenne non 
orrigé, évalué à partir de simulations dedynamique molé
ulaire. Le potentiel 
orrigé peut alors s'é
rire :
WTot(rN ) = −kT

∑

λ

ln

〈

exp



−

(
UTot

λ (rN )− UTot
λ′ (rN )

)

kT




〉

λ

= −kT
∑

λ

ln

〈

exp



−

(
UMM

λ (rN )− UMM
λ′ (rN )

)

kT



 exp



−

(
UCorr

λ (rN )− UCorr
λ′ (rN )

)

kT




〉

λ(6.15)
UCorr

λ 
orrespond à la di�éren
e entre l'énergie quantique et molé
ulaire. Comme la moyennene 
on
erne pas le terme UCorr
λ , on peut le sortir de 
ette moyenne et é
rire :162



Partie I
WTot(rN ) = −kT

∑

λ

ln

〈

exp



−

(
UMM

λ (rN )− UMM
λ′ (rN )

)

kT




〉

λ

− kT
∑

λ

ln exp



−

(
UCorr

λ (rN )− UCorr
λ′ (rN )

)

kT



On peut alors é
rire que :
WTot(rN ) =WMM (rN ) +WCorr(rN ) avec WCorr(rN ) =

∑

λ

[
UCorr

λ′ (rN )− UCorr
λ (rN )

]Dans toutes les relations 
i-dessus, les termes portant l'exposant MM indiquent les termesissus de 
al
uls sur des 
on�gurations générées par des simulations de dynamique molé
ulaire,
eux portant l'exposant Tot indiquent les termes MM 
orrigés par mé
anique quantique et 
euxave
 l'exposant Corr indiquent les termes de 
orre
tions. La relation (6.15) montre 
lairementque le terme de 
orre
tion est évalué en 
onsidérant l'espa
e des phases Γ(λ) de l'état λ. Par
onséquent, on ne peut pas utiliser les énergies issues du 
al
ul quantique dire
t pour 
al
ulerla di�éren
e d'énergie puisque l'énergie obtenue est 
al
ulée en 
onsidérant l'espa
e des phases
Γ(λ

′

) de l'état λ′ . Dans 
e 
ontexte, WCorr s'é
rit :
WCorr(rN ) =

∑

λ

∆∆EQM/MM (rN
λ , r

N
λ′ )

=
∑

λ

[
∆EQM/MM (rN

λ )−∆EQM/MM (rN
λ′ )
]I
i, rN

λ est l'espa
e des phases 
orrespondant à l'état λ et rN
λ′ est l'espa
e des phases 
or-respondant à l'état λ′ . Cette relation ne peut pas être utilisée 
ar l'espa
e de phase pour lesdeux états n'est pas le même. La seule relation que l'on peut é
rire est :

WCorr(rN ) =
∑

λ

∆∆EQM/MM (rN
λ )

=
∑

λ

[
∆EQM/MM (rN

λ )−∆EQM/MM (rN
λ′ )
]163



Chapitre 6 Méthodologie pour la prise en 
ompte des intera
tions 
ation−πPour 
ontourner 
e problème, il su�t d'utiliser l'ajustement de la di�éren
e d'énergie quine dépend plus de λ ou de l'espa
e des phases Γ(λ) mais seulement de la distan
e 
ontrainte :
WTot(rN ) =WMM (rN ) +WF it(rc) avec WF it(rc) = T F

(
∑

λ

[
UCorr

λ′ (rN
λ′ )− UCorr

λ (rN
λ )
])(6.16)où T F n'est autre que la fon
tion d'ajustement.6.3 Mise en ÷uvre6.3.1 Proto
oleCette méthodologie est générale et peut don
 être appli
able à tout système. Nous avons
hoisi le système 
alixarène-
ésium pour les raisons 
itées pré
édemment. Pour 
al
uler lepotentiel de for
e moyenne par une dynamique molé
ulaire 
lassique, nous avons réalisé 250simulations, é
hantillonnant ainsi des distan
es variant de 0.5 Å à 12 Å ave
 un in
rémentde distan
e de 0.046 Å. Un 
al
ul 
lassique par la méthode FEP nous oblige à nous pla
erà λ et à dépla
er seulement les atomes du 
alixarène et le 
ésium, ne pouvant éviter ainsides 
ho
s ave
 les molé
ules d'eau. A�n de minimiser 
es a

idents, on utilise la méthodeFEPm développée dans le 
hapitre (4). Il est possible de réduire le nombre de simulations sion utilise dire
tement le 
al
ul de la for
e 
ontrainte. Néanmoins, 
ette méthode né
essite le
al
ul du multipli
ateur de Lagrange durant l'intégration des équations de mouvement. Don
,si on veut in
orporer les 
orre
tions dans la dynamique molé
ulaire, il faut déterminer lesparamètres d'un potentiel de paires entre 
haque atome 
onstituant les deux ions étudiés, 
eque la méthodologie mise au point i
i ne permet pas. En e�et, on détermine seulement unpotentiel intermolé
ulaire entre deux ions et non pas des potentiels interatomiques. Ainsi, laméthode de perturbation est la méthode la mieux adaptée à notre démar
he.Chaque simulation à été réalisée ave
 le proto
ole suivant : 50 ps d'équilibration et 100 psd'a
quisation, 
haque simulation i débutant ave
 la 
on�guration de �n de la simulation i− 1d'où le faible temps d'équilibration. Au total, nous avons simulé 37.5 ns, 
e qui a né
essité4 mois de 
al
uls sur un bipro
esseur Intel Xeon 3.2 GHz. Le 
hamp de for
es et les algorithmes164



Partie Ide dynamique sont détaillés dans la se
tion (2.6).Les 
al
uls quantiques ont été réalisés par DFT en utilisant la fon
tionelle B3LYP. Ces
al
uls ont été possibles grâ
e au logi
iel GAUSSIAN [64℄ disponible sur le 
entre de 
al
ulsde l'IDRIS (Institut de Développement et des Ressour
es en Informatique S
ienti�que). L'uti-lisation de 8 pro
esseurs a été né
essaire, 
e qui a permis de réaliser les 
al
uls d'énergie en6 mois au lieu de 4 ans sur un monopro
esseur standard.6.3.2 RésultatsAjustement et 
al
ul potentiel de for
e moyenneLa �gure (6.3) représente la 
ourbe à ajuster et la 
ourbe résultant de 
et ajustement. Lafon
tion retenue pour 
e 
al
ul est une fon
tion sinusoïdale amortie par une exponentielle :
∆EF it(rN ) = A0. exp

(
− r

A1

)
sin

(
π.(r −A2)

A3

)
− A4

x12I
i, les termes A0, A1, A2, A3 et A4 sont les paramètres d'ajustement de la fon
tions WF it.

Fig. 6.3 � Ajustement de la di�éren
e d'énergie entre l'énergie molé
ulaire et l'énergie quantique.La di�éren
e a été ajustée par l'intermédiaire d'une fon
tion sinusoïdale amortie. (�) représente lerésultat de l'ajustement et (· · · ) représente la 
ourbe à ajuster.165



Chapitre 6 Méthodologie pour la prise en 
ompte des intera
tions 
ation−πLe premier terme de 
ette équation 
orrespond à une partie attra
tive et le se
ond à une par-tie répulsive. L'ajustement utilisé traduit bien le puits de potentiel mais présente des la
unessur la partie attra
tive puisqu'on observe un dé
alage par rapport à la 
ourbe à ajuster. Or, lepuits de potentiel et la partie répulsive sont les parties qu'il est né
essaire de reproduire 
or-re
tement puisque l'on intégre dans 
ette zone pour obtenir les grandeurs thermodynamiques.Une fois l'ajustement réalisé, l'utilisation de la relation (6.16) nous permet ainsi d'obtenirdire
tement le potentiel de for
e moyenne 
orrigé.La �gure (6.4.a) représente le potentiel de for
e moyenne obtenu uniquement par dynamiquemolé
ulaire et 
elui obtenu en tenant 
ompte des intera
tions quantiques. Cette �gure montrela né
éssité de 
al
uls quantiques parallèlelement aux 
al
uls de dynamique molé
ulaire. Lapro�l ajusté présente un puits de potentiel à 2.6 Å (
ette distan
e représente la distan
e entrele 
entre de masse du 
alixarène et 
elui de l'ion 
ésium). Le tableau (6.2) montre les valeurs
al
ulées pour ∆rH
o, ∆rG

o et ∆rS
o, en bon a

ord ave
 les valeurs expérimentales. Cette
on
ordan
e permet don
 de valider la méthodologie. Ces grandeurs ont été déterminées parl'utilisation des formules démontrées dans le 
hapitre (5), en prenant 
omme borne d'intégra-tion supérieure une distan
e de rmin.La �gure (6.4.b) indique les valeurs de ∆rH

o, ∆rG
o et ∆rS

o en fon
tion de la valeurde la borne supérieure d'intégration. Cette �gure montre qu'au delà de 5 Å, les grandeursthermodynamiques tendent vers une valeur limite. À dl = rmin + 1 Å, on améliore la valeurde la variation d'entropie et on diminue la pré
ision du résultat sur ∆rG
o. On en déduitla né
essité d'e�e
tuer une étude en fon
tion de r a�n de déterminer la borne supérieure,néanmoins les valeurs ∆rH

o, ∆rG
o et ∆rS doivent évoluer très peu en fon
tion de dl.
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Partie I

Fig. 6.4 � a) Potentiel de for
e moyenne 
orrigé (�,♦) et non 
orrigé (�,�). b) Intégration despotentiels de for
e moyenne permettant de déterminer les grandeurs d'asso
iation en fon
tion de lavaleur de la borne d'intégration. Les traits en pointillés représentent les valeurs obtenues par mi
ro-
alorimètrie.
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Chapitre 6 Méthodologie pour la prise en 
ompte des intera
tions 
ation−π
rmin K ∆rG

o ∆rH
o T∆rS

o( Å) (mol−1 L) (kJ mol−1) (kJ mol−1) (kJ mol−1)MM/QM 2.8 12.2 -6.2 -10.1 -3.9MM − 0.0 ∞ ∞ ∞Exp. [61℄ − 14.6 -6.6 -10.9 -4.3Tab. 6.2 � Grandeurs thermodynamiques d'asso
iation obtenues par la méthode FEPm. Nous avons
hoisit, 
omme borne supérieure d'intégration la position du puits de potentiel.Origine du puitsÀ une distan
e de 2.6 Å, l'ion Cs+ est à environ 5 Å de 
ha
un des quatres 
y
les ben-zéniques. Or, Dougherty [60℄ a montré par des 
al
uls en phase gazeuse que les intera
tions
ation-π entre deux espè
es se manifestent à une distan
e de 2.5 Å. À 
ette distan
e, 
e sontles for
es de polarisation et de transfert de 
harge qui prédominent, 
'est-à-dire les for
es en
1

rn
tel que n > 2. En outre, il montre que dans le 
as d'intera
tions de type quadrupolaire,
ette distan
e est ramenée à 5 Å. Une distan
e de 5 Å entre les 
y
les benzéniques et l'ionCs+ peut don
 
onduire à trois hypothèses :1- La présen
e d'intera
tions quadrupolaires et don
 l'absen
e d'intera
tions 
ation-π (selonDougherty [60℄).2- Les intera
tions quadrupolaires ont un poids aussi important que les pro
essus de po-larisation et de transfert de 
harge, 
e qui est en 
ontradi
tion ave
 le modèle physiqueproposé par Dougherty pour les intera
tions 
ation-π.3- Il s'agit, e�e
tivement d'intera
tions 
ation-π. La présen
e de molé
ules d'eau et desquatres 
y
les benzéniques ainsi que la forme 
onique du 
alixarène sont à l'origine de
ette augmentation de distan
e.A�n de véri�er la troisième hypothèse, on 
al
ule les distributions radiales de l'ion Cs+ seulet en présen
e du 
omplexe. De leur intégration, on déduit une désolvatation partielle de l'ionCs+ (�gure (6.5.b)). En outre, la 
avité est 
omplètement désolvatée (�gure (6.5.a)) 
e quipermet aux intera
tions 
ation-π de se développer sans interférer ave
 les molé
ules d'eau. Ladistribution radiale du 
entre de masse du 
alixarène semble indiquer la présen
e de molé
ules168



Partie Id'eau dans la 
avité. Cette présen
e n'est pas réaliste étant donnée la taille de l'ion Cs+. Ene�et, 
omme le 
entre de masse du ma
ro
y
le se trouve au dessus de l'ion Cs+, le 
al
ul de ladistribution radiale 
omprend aussi les molé
ules d'eau appartenant à la sphère de solvatationde l'ion 
ésium. Les �gures (6.6.b) et (6.6.
) permettent de visualiser la désolvatation de la
avité.

Fig. 6.5 � a) (�) Distribution radiale entre le 
entre de masse du ma
ro
y
le seul en solutionet les atomes d'oxygène des molé
ules d'eau. (�) Distribution radiale entre le 
entre de masse duma
ro
y
le en présen
e du 
omplexe et les atomes d'oxygène de l'eau. rg indique le rayon de girationdu 
entre de masse du 
alixarène b) (�) Distribution radiale entre l'ion 
ésium seul en solution lesatomes d'oxygène des molé
ules d'eau. (�) Distribution radiale entre l'ion 
ésium en présen
e duma
ro
y
le les atomes d'oxygène des molé
ules d'eau. Sur les deux �gures les 
ourbes en pointillésreprésentent les 
ourbes intégrales des distributions radiales (on utilise le même 
ode de 
ouleur quepour les distributions radiales). 169
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ompte des intera
tions 
ation−π

Fig. 6.6 � a) Visualisation de la désolvatation de la 
avité. b)Visualisation de la solvatation de l'ion
ésium.Néanmoins, il peut exister une 
ompétition dans les intera
tions entre les oxygènes desgroupements sulfonate et l'ion 
ésium d'une part, mais aussi entre l'ion 
ésium et les molé-
ules d'eau présentes dans la première 
ou
he d'hydratation des sulfonates d'autre part (
f�gure (6.6.
)). Ainsi, 
es intera
tions de type éle
trostatique ne permettent pas à l'ion 
ésiumde s'insérer plus bas dans la 
avité hydrophobe. Il existe don
 une sorte de 
ompensation d'in-tera
tion sus
eptible d'expliquer 
e positionnement. En outre, si l'ion 
ésium établissait desponts de liaisons hydrogène ave
 les groupements sulfonate, 
ela renfor
erait les intera
tions170



Partie Ide type éle
trostatique. Il n'en est rien : un 
al
ul du nombre moyen de ponts de liaisonshydrogène [Cs+ · · · H2O · · · SO−
3 ℄ indique une valeur sensiblement nulle. Par 
ontre, il existedes intera
tions spé
i�ques entre l'ions Cs+ et les molé
ules d'eau. On peut montrer l'impor-tan
e des intera
tions dues aux molé
ules d'eau en optimisant la géométrie de la 
on�guration
orrespondant au puits de potentiel par un 
al
ul quantique en enlevant les molé
ules d'eau.Ce 
al
ul montre en e�et une diminution de la distan
e puisqu'elle est égale à 2.8 Å. Celamontre don
 l'importan
e des molé
ules d'eau et des groupements sulfonate dans le position-nement de l'ion 
ésium dans la 
avité.
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Chapitre 6 Méthodologie pour la prise en 
ompte des intera
tions 
ation−π6.4 RésuméDans le 
hapitre (5), nous avons appliqué les méthodologies de 
al
ul du potentiel de for
emoyenne à des 
omplexes d'insertion et de sphère externe. Nous avons reproduit 
orre
tementles grandeurs d'asso
iation, témoignant d'une 
ertaine e�
a
ité des algorithmes. Nous avonsdéterminé le potentiel de for
e moyenne et les grandeurs thermodynamiques d'asso
iationpour des 
omplexes dont les intera
tions prédominantes sont de nature éle
trostatique ou dedispersion-répulsion. Les 
omplexes formés ave
 le 
alixarène mettant en jeu des intera
tionsquantiques ne peuvent être simulés par des simulations de type molé
ulaire. Pour prendre en
ompte de telles intera
tions dans le 
al
ul de potentiel de for
e moyenne, nous avons misau point une méthodologie 
ouplant les méthodes de dynamique molé
ulaire et de mé
aniquequantique.Cette méthode 
onsiste dans un premier temps à é
hantillonner l'ensemble des distan
espar des simulations de type dynamique molé
ulaire, puis de 
hoisir judi
ieusement la partiede 
haque 
on�guration qui sera traitée par un 
al
ul quantique. En ajustant la di�éren
ed'énergie EQM -EMM , on peut alors déterminer le potentiel de for
e moyenne. Les résultatsobtenus par 
ette méthode sont en très bon a

ord ave
 les valeurs expérimentales mesuréesau laboratoire, 
e qui permet de valider notre méthode. Il a été impossible de tester 
etteméthode sur d'autres systèmes puisque le temps de 
al
ul s'avère très élevé.En outre, une étude stru
turale sur le 
omplexe formé au puits de potentiel nous a permis demontrer une désolvatation 
omplète de la 
avité. L'ion 
ésium, quant à lui, 
onserve sa 
ou
hede solvatation. Par ailleurs, nous avons montré que la position du puits de potentiel est liéeaux intera
tions 
ation-π mais aussi aux intera
tions entre l'ion 
ésium et les groupementssulfonate du ma
ro
y
le et aux intera
tions entre l'ion Cs+ et les molé
ules d'eau de sapremière sphère d'hydratation.
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Chapitre 7Con
lusions et perspe
tives
7.1 Con
lusionsLa simulation numérique de type molé
ulaire est devenue un outil performant pour la des-
ription mi
ros
opique d'un système physi
o-
himique et la 
ara
térisation énergétique despro
essus tels que les réa
tions d'asso
iation. La mise en ÷uvre d'une simulation requiertl'utilisation de plusieurs approximations et de proto
oles. Lorsqu'un système 
omporte denombreux groupements 
himiques de natures di�érentes, le 
hamp de for
es utilisé doit êtrevalidé sur des 
ritères énergétiques. Il est alors essentiel que les simulations molé
ulaires res-pe
tent, dans le 
adre d'études de réa
tion d'asso
iation, la séle
tivité du ré
epteur vis-à-visde substrats di�érents. Cette étape est primordiale a�n que la des
ription molé
ulaire dusystème soit 
ohérente. Cette démar
he né
essite une 
onfrontation permanente des résultatsdes simulations aux données expérimentales (∆rG

0,∆rH
0).Alors que la simulation de type dynamique molé
ulaire sur des ré
epteurs et substrats enphase aqueuse peut être réalisée sans di�
ulté majeure, le 
al
ul de grandeurs thermody-namiques d'asso
iation est plus déli
at et né
essite un développement algorithmique appro-prié. La mé
anique statistique est alors un outil puissant pour arriver aux formules opéra-tionnelles des propriétés thermodynamiques. Cette thèse nous a permis de mettre au pointun 
ertain nombre d'algorithmes pour le 
al
ul de variations de grandeurs d'asso
iations

(∆∆rG
0,∆∆rH

0,∆∆rS
0) et la détermination des propriétés thermodynamiques absoluesd'asso
iation dire
tement 
omparables à l'expérien
e. Nous avons également mis au point uneméthodologie sur le 
al
ul du potentiel de for
e moyenne pour prendre en 
ompte des inter-a
tions 
ation-π. Une grande partie de ma thèse fut 
onsa
rée au développement de 
odes de
al
ul pour le 
al
ul des grandeurs thermodynamiques d'asso
iation. La puissan
e de 
al
ul173



Chapitre 7 Con
lusions et perspe
tivesdemandée pour obtenir la 
onvergen
e de 
es propriétés m'a ensuite 
onduit à développer des
odes parallèles [65℄.Une fois les 
ara
térisations énergétiques e�e
tuées, nous avons donné une vision stru
tu-rale des 
omplexes de sphère externe et des 
omplexes d'insertion en étudiant pré
isément lesphénomènes d'hydratation de l'ensemble des espè
es impliqués dans la 
omplexation. Cetterelation entre l'aspe
t mi
ros
opique et la 
ara
térisation énergétique des 
omplexes a permisde donner des interprétations sur l'évolution des grandeurs thermodynamiques d'asso
iation.À 
haque fois que 
ela a été possible, nous avons asso
ié une des
ription mi
ros
opique auxgrandeurs énergétiques. Cependant, je pense que 
ette 
ara
térisation molé
ulaire est beau-
oup plus simple à mettre en ÷uvre au niveau algorithmique et qu'elle n'est pertinente quesi tout le travail de développement algorithmique 
on
ernant le 
al
ul de grandeurs énergé-tiques est validé. Je tiens réellement à mentionner 
ette remarque puisqu'elle a représenté le�l dire
teur de 
ette thèse.Les 
odes que nous avons développés pour 
e travail sont basés sur des 
onsidérations dethermodynamique statistique et m'ont 
onduit à revisiter 
ertains algorithmes tels que 
eluide Berendsen et SHAKE pour l'ensemble NpT . Pour toutes 
es raisons, j'ai voulu développerquelques idées et démonstrations dans la deuxième partie de 
ette thèse. Ces 
hapitres ne sontpas indispensables pour la 
ompréhension des 
hapitres de la première partie mais témoignentdu temps que j'ai 
onsa
ré à la 
ompréhension de 
es algorithmes. Je rappelle maintenant lesprin
ipaux résultats issus de ma thèse.Dans le troisième 
hapitre, nous nous sommes intéressés à la 
omplexation des al
ools etdiols linéaires par un 
alixarène. Nous avons montré que le type de 
omplexe formé est un
omplexe d'insertion où la molé
ule d'al
ool est partiellement insérée dans la 
avité du 
alixa-rène. Nous montrons que l'al
ool est beau
oup moins inséré dans la 
avité qu'ave
 un 
ation detype tétraalkylammonium. Nous avons attribué 
ette parti
ularité au groupement hydroxydeet à son hydratation. Nous avons montré une 
orrélation dire
te entre l'enthalpie d'asso
iationexpérimentale et le nombre de groupements insérés dans la 
avité du ma
ro
y
le. Nous avonségalement montré le r�le important joué par les molé
ules d'eau lors de l'élaboration de ponts174



Partie Ide liaisons hydrogène entre le groupement hydroxyde de l'al
ool et les groupements sulfonatedu 
alixarène. Nous avons expliqué les variations d'enthalpie et d'entropie d'asso
iation entrel'al
ool (butanol) et le diol 
orrespondant (1-4 butanediol) par des di�éren
es d'hydratationdes deux groupements hydroxyde.Le quatrième 
hapitre présente les di�érentes méthodes pour le 
al
ul de variations de gran-deurs thermodynamiques d'asso
iation. Le 
al
ul de la variation d'entropie est établi pour lapremière fois ave
 la méthode FEP dans l'ensemble NpT . Nous avons développé une nou-velle méthodologie propre à la dynamique molé
ulaire permettant de re
al
uler les positionset vitesses des espè
es perturbées. Nous avons appliqué 
ette méthode sur le 
al
ul de gran-deurs d'asso
iations relatives sur des 
omplexes de sphère externe du 
alixarène ave
 desions inorganiques de masse et de 
harge di�érentes. Nous avons évalué les 
ontributions dedispersion-répulsion et éle
trostatiques dans le 
al
ul lorsque la 
harge atomique était pertur-bée. Nous avons reproduit de manière satisfaisante les grandeurs expérimentales, en parti
ulierla variation d'entropie, propriété qui n'est pas fa
ile à reproduire 
ompte tenu qu'elle impliquel'hamiltonien total dans sa formule opérationnelle.Dans le 
inquième 
hapitre, nous avons utilisé le 
on
ept de potentiel de for
e moyennepour le 
al
ul de grandeurs d'asso
iation absolues. Nous avons 
omparé les méthodes de per-turbation et de for
e 
ontrainte sur une paire d'ions en phases gazeuse et aqueuse, et étendu
ette 
omparaison sur l'asso
iation du 
alixarène ave
 un ion inorganique de type lanthanideet un 
ation tétraméthylammonium. Nous avons démontré que le potentiel de for
e moyennepermet de distinguer deux types de 
omplexation (sphère externe et d'in
lusion) en lo
alisantle puits d'enthalpie libre à l'extérieur et à l'intérieur de la 
avité du ma
ro
y
le. Nous avonségalement 
on�rmé l'absen
e de 
omplexation ave
 le méthanol et montré que la désolvata-tion de la première 
ou
he d'hydratation du méthanol en 
as de 
omplexation ne serait pas
ompensée au niveau énergétique par les intera
tions dispersion-répulsion entre le méthanol etle 
alixarène. Le 
al
ul des grandeurs thermodynamiques d'asso
iation à partir des potentielsde for
es moyennes s'est avéré performant ave
 une bonne reprodu
tion des valeurs expéri-mentales. Le point important réside également dans le fait d'avoir reproduit la valeur absolueet le signe de ∆rH
o et de ∆rS

o pour les deux types de 
omplexes (∆rH
o < 0, ∆rS

o ∼ 0175



Chapitre 7 Con
lusions et perspe
tivespour un 
omplexe d'insertion et ∆rH
o > 0, ∆rS

o > 0 pour un 
omplexe de sphère externe).En�n, le dernier 
hapitre appli
atif 
on
erne la mise en ÷uvre d'une nouvelle méthodologiepour la mise en éviden
e d'intera
tions 
ation-π. Alors que le potentiel de for
e moyenne 
al-
ulé par un 
hamp de for
es molé
ulaire ne donne au
un puits de potentiel entre l'ion 
ésiumet le 
alixarène, les données expérimentales prévoient une 
omplexation entre 
es deux espè
esave
 une enthalpie d'asso
iation négative suggérant une insertion de 
e 
ation dans la 
avitédu ma
ro
y
le. Nous avons alors établi un proto
ole permettant d'ajouter au potentiel de for
emoyenne une 
ontribution établie à partir de 
al
uls DFT sur les 
on�gurations représenta-tives. Nous avons montré que la prise en 
ompte de 
ette 
ontribution �quantique� a permisd'établir un puits de potentiel à l'intérieur de la 
avité. Les grandeurs thermodynamiquesd'asso
iation résultant du potentiel de for
e moyenne modi�ée sont reproduites 
onvenable-ment ave
 une valeur négative de l'enthalpie d'asso
iation.Les 
hapitres suivants 
onstituent la se
onde partie de ma thèse et sont 
onsa
rés à desré�exions sur 
ertaines notions et formalisme liés à la dynamique molé
ulaire. Une présentationde la méthode DFT est également proposée dans 
ette partie.7.2 Perspe
tivesCon
ernant la méthologie il est possible détendre les méthodes de perturbation au 
al
ulde tension interfa
iale et d'enthalpie de surfa
e dans le 
as de système hét¯ogène tels que lessyst �mes liquide-vapeur ou bien en
ore liquide-liquide. Par ailleurs, la méthologie FEPm miseau point peut permettre le 
al
ul pré
is du potentiel 
himique de l'eau dans le 
as de systèmes
on�nés.
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Partie II
Chapitre 8Mé
anique statistique

8.1 Des
ription d'un système . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1818.1.1 État mi
ros
opique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1818.1.2 État ma
ros
opique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1828.2 Fa
teur de Boltzmann et fon
tion de partition . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1828.2.1 Fa
teur de Boltzmann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1838.2.2 Probabilité de Boltzmann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1868.3 Notion d'ensemble statistique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1878.4 Fon
tion de partition dans l'ensemble NV T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1888.5 Fon
tion de partition dans l'ensemble NpT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1908.6 Fon
tions d'état . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193
8.2. Des
ription d'un systèmeD'une manière générale, 
'est la mé
anique quantique qui permet d'étudier les propriétésmi
ros
opiques d'un système. Il existe, néanmoins, des 
as où l'on peut utiliser la mé
aniquenewtonnienne 
lassique.8.2.1 État mi
ros
opiqueEn mé
anique 
lassique, l'état d'une parti
ule pon
tuelle est 
ara
térisé par sa position etson impulsion, 
'est-à-dire sa vitesse à un instant donné. Si on 
onsidère un système de Nparti
ules, son état instantané est déterminé par la donnée de 6N paramètres (3N pour lespositions et 3N pour les vitesses). Le mouvement du système est don
 dé
rit par l'évolutiontemporelle de son état, 
'est-à-dire par ses 6N fon
tions du temps. Ainsi, à 
haque grandeur181



Chapitre 8 Mé
anique statistiquephysique que l'on peut mesurer sur le système, est asso
iée un fon
tion de variables rN et pNave
 une éventuelle dépendan
e temporelle qui donne la valeur de 
ette grandeur. C'est, ainsi,qu'à l'énergie totale est asso
iée la fon
tion de Hamilton que l'on peut é
rire de la manièresuivante, s'il n'existe pas de dépendan
e temporelle :
H(rN ,pN ) =

N∑

i=1

p2
i

2mi
+ U(rN ) (8.1)où U(rN ) n'est autre que l'énergie potentielle. Le premier terme représente l'énergie 
iné-tique du système. On dit que l'espa
e à 6N dimensions est l'espa
e des phases dans lequel
haque état possible du système est représenté par un point de 
oordonnées (rN ,pN ). Le mou-vement du système se traduit alors par un dépla
ement du point representatif dans l'espa
edes phases où il dé
rit une traje
toire 
ara
térisée par la donnée de ses fon
tions.8.2.2 État ma
ros
opiqueSi le nombre de paramètres né
essaires à la des
ription du système est grand, il est alorsimpossible de 
onnaître exa
tement son état mi
ros
opique. On fait alors appel aux proba-bilités pour dé�nir son état ma
ros
opique dont la donnée sera su�sante pour déterminerles propriétés ma
ros
opiques du système. Dans le 
adre de la mé
anique 
lassique, les étatsmi
ros
opiques possibles forment un 
ontinuum représenté par l'espa
e des phases : 
haqueétat sera don
 repéré par l'ensemble des 6N variables 
ontinues. L'état ma
ros
opique estalors 
ara
térisé par une densité de probabilité dans l'espa
e des phases, 
'est-à-dire par unefon
tion qui dépend des 6N variables dé�nissant le système. Cette fon
tion s'é
rit W (rN ,pN )et donne la probabilité (équation (8.2)) pour qu'à un instant donné l'état mi
ros
opique dusystème a son point représentatif dans le volume in�nitésimal drNdpN au point (rN ,pN ) del'espa
e des phases :

dP (rN ,pN ) = W (rN ,pN )drNdpN (8.2)8.3 Fa
teur de Boltzmann et fon
tion de partitionLe fa
teur de Boltzmann est l'une des grandeurs les plus importantes en 
himie physique.En e�et, elle indique que dans le 
as d'un système pouvant o

uper des états d'énergie di�é-182



Partie IIrents E1, E2, E3, ...., la probabilité pj que le système o

upe l'état d'énergie Ej dépend del'exponentielle de l'énergie (équation (8.3)).pj ∝ exp

(
− Ej

kBT

) (8.3)
kB est la 
onstante de Boltzmann. La somme des probabilités doit être égale à 1. La 
onstantede normalisation des probabilités (∑j pj = 1) est 1

Q
telle que

Q =
∑

j

exp

(
− Ej

kBT

) (8.4)Le passage entre l'état quantique et l'état molé
ulaire est possible si l'on 
onsidère l'énergiedu système 
omme 
ontinue. Dans 
e 
as, on peut rempla
er l'énergie éle
tronique par l'ha-miltonien du système (se
tion 2.2), si et seulement si, 
es deux variables possèdent les mêmespropriétés. Il est, alors, possible de rempla
er la sommation dis
rète par une intégrale sur levolume (équation (8.5)).
Q =

∫ ∫
exp

(
−H(rN ,pN )

kBT

)
drNdpN (8.5)rN et pN sont respe
tivement les ve
teurs position et les ve
teurs impulsion des N parti
ules
onstituant le système. La grandeur Q est appelée fon
tion de partition. Cette fon
tion va per-mettre d'établir le lien �mi
ro-ma
ro�. Elle dé�nit l'état du système et permet de déterminerles propriétés thermodynamiques.8.3.1 Fa
teur de BoltzmannSoit un système en équilibre ma
ros
opique (les 
onditions extérieures au système sontmaintenues 
onstantes : p, V , ...). Ce système peut très bien être un liquide, un solide ouun gaz. D'un point de vue mé
anique, 
e système peut être dé
rit à partir du nombre departi
ules qui le 
onstituent, du volume et des intera
tions entre les parti
ules. Ce systèmeest alors 
ara
térisé par son hamiltonien et ses fon
tions d'ondes asso
iées. Ces grandeursdépendent des 
oordonnées de toutes les parti
ules du système. Ainsi, pour 
e système à N
orps, l'équation de Shrödinger est 183
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ĤΨj = EjΨj, j = 1, 2, 3, ...I
i, j est le nombre d'états énergetiques pouvant être pris par le système (état propre).

Ej(N,V ) est l'énergie 
orrespondant à l'état j qui dépend à la fois de N et de V . L'obje
tifest de déterminer la probabilité que le système soit dans un état j d'énergie Ej(N,V ). Pour
e faire, nous allons 
onsidérer un grand nombre de systèmes identiques en 
onta
t thermiqueave
 un réservoir de 
haleur à la température T . Tous les systèmes auront le même nombrede parti
ules N , le même volume V et la même température T . Mais, ils seront probablementdans des états quantiques di�érents (états mi
ros
opiques) bien qu'étant dans des états ma-
ros
opiques identiques. Une telle 
olle
tion de système est alors appelée ensemble statistique.Le nombre de systèmes dans l'état j d'énergie Ej(N,V ) sera noté aj et le nombre totalde système A. Déterminons, à présent, le nombre de systèmes dans 
haque état. Soient deuxétats 1 et 2 
ara
térisés par les énergies E1(N,V ) et E2(N,V ). Les populations relatives desdeux états 1 et 2 doivent dépendre de E1 et E2. On a don

a2

a1
= f (E1, E2) (8.6)I
i, a2 et a1 représentent le nombre de systèmes dans les états 1 et 2. La forme de la fon
tion

f reste à déterminer. Une énergie est une grandeur relative à un état de référen
e, 
'est-à-direun état d'énergie nulle. En outre, si l'origine des énergies est la même dans les deux états, onpeut alors 
onsidérer que f est fon
tion de la di�éren
e d'énergie entre 
es deux états. Ce quinous permet de réé
rire la relation (8.6).
a2

a1
= f (E1, E2) = f (E1 − E2) (8.7)L'équation (8.7) doit être satisfaite pour deux états d'énergie quel
onque. On peut don
é
rire la relation (8.8). En tenant 
ompte de la relation (8.9), on peut rempla
er a2

a1
et a3

a2
parles relation (8.7) et obtenir l'équation (8.10).

a3

a2
= f (E2 − E3) et

a3

a1
= f (E1 − E3) (8.8)184
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a3

a1
=
a2

a1
.
a3

a2
(8.9)

f(E1 − E3) = f(E1 − E2).f(E2 − E3) (8.10)À première vue, une fon
tion qui véri�e 
ette relation n'est pas aisée à déterminer, maissa
hant que :
exp (x+ y) = exp (x). exp (y)nous voyons don
 que f (E) doit être de la forme :

f (E) = exp (βE)Où β est une 
onstante arbitraire. Véri�ons, à présent, si 
e type de fon
tion est bien 
ompa-tible ave
 l'équation (8.10). Pour 
e faire, introduisons la fon
tion f (E) dans l'équation (8.10)
exp(β(E1 − E3)) = exp(β(E1 − E2)) exp(β(E2 −E3))

= exp(β(E1 − E3))De l'équation (8.7), on en déduit que :
a2

a1
= exp(β(E1 − E2)) (8.11)Les états 1 et 2 n'ont rien de parti
ulier, on peut don
 généraliser l'équation (8.11) au 
al
uldu rapport de populations de deux états d'énergie quel
onque et ainsi é
rire que :

an

am
= exp(β(Em − En)) avec n > mLa forme de 
ette équation implique don
 que les populations am et an soient de la forme :

aj = C exp(−β(Ej)) (8.12)où j représente les états m et n et C une 
onstante.185



Chapitre 8 Mé
anique statistique8.3.2 Probabilité de BoltzmannL'équation (8.12) 
ontient deux grandeurs C et β dont nous devons déterminer les expres-sions. C semble fa
ile à déterminer. En e�et, la somme des aj s'é
rit :
∑

j

aj = C
∑

j

exp(−βEj)La somme des aj doit don
 être égale à A. On en déduit l'expression de C :
C =

∑
j aj∑

j exp(−βEj)Si on introduit 
e résultat dans l'équation (8.12), nous obtenons :
aj

A =
exp (−βEj)∑
j exp(−βEj)

(8.13)Le rapport aj

A n'est autre que la proportion des systèmes dans l'état j d'énergie Ej. Lorsque
A est grand, aj

A est alors une probabilité. L'équation (8.13) devient don
 :
pj =

exp (−βEj)∑
j exp(−βEj)

(8.14)où pj est la probabilité qu'un système 
hoisi de façon aléatoire dans l'ensemble soit dansl'état j d'énergie Ej(N,V ). L'équation (8.14) a une importan
e 
onsidérable puisque, si ontient 
ompte du fait que l'énergie dépend de N et V , alors on peut poser :
Q(N,V, β) =

∑

j

exp(−βEj(N,V )) (8.15)où Q(N,V, β) est appelée fon
tion de partition. On montre que β =
1

kBT
. On obtient l'équa-tion (8.16) où pj(N,V, T ) est appelée probabilité de Boltzmann.

pj(N,V, T ) =
exp

(
−Ej(N,V )

kBT

)

Q(N,V, T )
(8.16)186



Partie IICes relations ont été développées en 
onsidérant des sommations dis
rètes. À présent, nousallons 
onsidérer des sommations 
ontinues et rempla
er l'énergie totale éle
tronique par l'ha-miltonien du système [17℄, qui ne dépend que des impulsions et des 
oordonnées de 
haqueparti
ule présente dans le système. On peut alors é
rire la fon
tion de partition et la proba-bilité de Boltzmann (équations (8.17) et (8.18)) :
Q(N,V, T ) =

∫ ∫
exp

(
−H(rN ,pN )

kBT

)
drNdpN (8.17)

pj(N,V, T ) =
exp

(
−H(rN ,pN )

kBT

)

∫ ∫
exp

(
−H(rN ,pN )

kBT

)
drNdpN

(8.18)8.4 Notion d'ensemble statistiqueLa notion d'ensemble apparaît naturellement en thermodynamique statistique. En e�et, ils'agit d'une assemblée (�
tive) 
onstituée d'un très grand nombre de systèmes, tous identiquesphysiquement et tous situés dans le même 
ontexte physique. Quatre 
ontextes physiquesjouent un r�le important.Par dé�nition, l'ensemble mi
ro
anonique est asso
ié à la situation où le système physiqueest isolé, 
'est-à-dire qu'il n'y a ni é
hange de parti
ules ni é
hange d'énergie ave
 le systèmeextérieur. Dans 
es 
onditions, le système est 
ara
térisé par les variables suivantes : le vo-lume V du système, l'énergie totale E du système et le nombre N de parti
ules. Ce 
as trèsparti
ulier sert en fait de base de raisonnement pour des situations moins triviales. Cette en-semble n'est pas l'ensemble naturel d'observations expérimentales. Ainsi, pour se rappro
herde l'expérien
e, on préfèrera travailler dans d'autres ensembles.L'ensemble 
anonique (NV T ) est 
ara
térisé par les variables suivantes : le volume V dusystème, la température T et le nombre N de parti
ules. Pour 
e système, la fon
tion departition est donnée par la relation (8.19), où la sommation dis
rète ou 
ontinue par
ourtl'ensemble des 
on�gurations α du système.
Q(V, β,N) =

∑

α

exp(−βE(α)) (8.19)187



Chapitre 8 Mé
anique statistiqueL'ensemble grand 
anonique (µV T ) est 
ara
térisé par le volume V 
onstant, la tempéra-ture et le potentiel 
himique 
onstants. Dans 
es 
onditions, la fon
tion de partition vaut :
Ξ(V, β, µ) =

∞∑

N=0

∑

αN

exp(−β(EN (αN )− µN ) (8.20)Dans l'ensemble isobare-isotherme (NpT ), le système est 
ara
térisé par l'ensemble desvariables suivantes : la pression p, la température T et le nombre total N de parti
ules. lafon
tion de partition s'é
rit
Q(p, β,N) =

∑

V

∑

α

exp (−β (EN (αN ) + pV )) (8.21)8.5 Fon
tion de partition dans l'ensemble NV TLe 
al
ul de grandeurs thermodynamiques à partir des simulations est essentiellement basésur les 
on
epts de la thermodynamique statistique. En e�et, 
'est la 
onnaissan
e des fon
-tions de partition qui permet le 
al
ul de 
es grandeurs.Une fon
tion de partition est une quantité permettant de dé
rire la distribution des parti-
ules par rapport aux di�érents états quantiques possibles. Cela est rendu possible grâ
e à ladistribution de Boltzmann. La fon
tion dé�nie dans l'équation (8.19) peut être dé
omposéeen une fon
tion de partition idéale 
orrespondant au gaz parfait Qid
NV T et une fon
tion departition d'ex
ès traduisant l'é
art à l'idéalité Qex

NV T .
QNV T = Qid

NV TQ
ex
NV TCes deux grandeurs s'expriment par les relations (8.22) et (8.23).

Qid
NV T =

1

N !

1

h3N
(8.22)

Qex
NV T =

∫ ∫
exp

(−H(pN , rN )

kT

)
drNdpN (8.23)188



Partie IIDans 
es deux relations, N est le nombre total de molé
ules, h est la 
onstante de Plan
k,
H est l'hamiltonien du système qui s'exprime par l'équation (8.24), p est le ve
teur impulsion,r le ve
teur position, k la 
onstante de Boltzmann, et T la température du système.

H(pN , rN ) =
N∑

i=1

|pi|2
2m

+ U(rN ) (8.24)Nous voyons don
 que l'hamiltonien du système peut se diviser en deux 
omposantes :� une partie 
inétique N∑

i=1

|pi|2
2m� une partie relative à l'énergie potentielle du système U(rN ).Le terme d'éx
ès peut don
 être à nouveau divisé en deux termes :

Qex
NV T =

∫
exp

(
−β

N∑

i=1

|pi|2
2m

)
dpN

∫
exp

(
−βU(rN )

)
drN (8.25)I
i, β est la température inverse 1

kT . Le terme de gau
he est une intégrale indé�nie que l'onévalue par la relation (8.26)
∫ +∞

0
exp

(
−ax2

)
dx =

1

2

(π
a

) 1
2

∫ +∞

−∞
exp

(
−ax2

)
dx =

(π
a

) 1
2 (8.26)Pour les trois degrés de libertés et pour les N molé
ules, on peut é
rire que :

Qex
NV T = [2mkTπ]

3N
2

∫
exp

(
−βU(rN )

)
drN (8.27)En insérant la relation (8.27) dans la relation (8.23), nous obtenons l'équation (8.28) qui sesimpli�e pour donner la relation (8.29)

QNV T =
1

N !

1

h3N
[2mkTπ]

3N
2

∫
exp

(
−βU(rN )

)
drN (8.28)189
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QNV T =

1

N !

(
[2mkTπ]

h2

) 3N
2
∫

exp
(
−βU(rN )

)
drN (8.29)Nous obtenons alors la relation �nale

QNV T =
1

N !

1

Λ3

∫
exp

(−U(rN)

kT

)
drN (8.30)ave


Λ =

(
h2

2mkTπ

) 1
2 (8.31)où Λ est la longueur d'onde de De Broglie.8.6 Fon
tion de partition dans l'ensemble NpT8.6.1 Entropie mi
ro
anoniqueD'après le postulat fondamental, les divers états mi
ros
opiques a

essibles (état mi
ro-s
opique 
ompatible ave
 les valeurs ma
ros
opiques de paramètres extérieurs) sont équipro-bables. Par 
onséquent, si le nombre de 
es états est Ω, la valeur 
orrespondante S⋆ (⋆ signi�eque l'on travaille dans l'ensemble mi
ro
anonique) de l'entropie statistique est :

S⋆ = k ln Ω (8.32)8.6.2 Distribution statistique p− TÉquilibre thermique et mé
anique entre deux systèmesConsidérons deux systèmes A et B séparés par un piston mobile perméable à la 
haleur,l'ensemble forme un système isolé dont l'énergie E0 et le volume V0 sont �xés à δE0 et δV0près . Les énergies EA et EB ainsi que les volumes VA et VB sont libres de �u
tuer tant que lesrelations de l'équation (8.33) sont véri�ées. Dans 
e 
as, on montre fa
ilement que l'équilibrethermique et l'équilibre mé
anique sont réalisés si la température et la pression sont les mêmesdans les deux 
ompartiments (T ⋆
A = T ⋆

B , P
⋆
A = P ⋆

B).190
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E0 = EA + EB

V0 = VA + VB (8.33)Système en 
onta
t ave
 un réservoir d'énergie et de volumeSupposons, à présent, que le système B soit beau
oup plus gros que A tant en nombre demolé
ules qu'en volume. Les variations de son énergie et de son volume par suite des é
hangesave
 A n'a�e
tent alors pratiquement pas sa température et sa pression. B 
onstitue alors unesorte de réservoir R d'énergie et de volume qui impose sa température et sa pression. Soit T et
p les paramètres imposés au système A. La probabilité d'observer pour A les 
ara
téristiquesindiquées, quel que soit par ailleurs l'état du réservoir, est proportionnelle au nombre d'étatsa

essibles dans lequel A a le volume V (à dV près) et se trouve dans l'état ℓ. Ce nombreest don
 simplement le nombre d'états a

essibles au réservoir lorsque le volume est (V0− V )à dV près et que l'énergie est (E0 − Eℓ). Par rapport à l'ensemble NV T , nous devons tenir
ompte i
i de la variation de volume. Le volume devient don
 une variable, 
omme indiquédans la relation (8.34).

Wℓ(V )dV ∝ ΩR(E0 − Eℓ(V ), V0 − V )dV (8.34)I
i, Wℓ(V )dV représente la probabilité pour que le volume de A soit 
ompris entre V et
V +dV et que son état mi
ros
opique soit ℓ d'énergie Eℓ(V ) lorsqu'il est en 
onta
t thermiqueet mé
anique ave
 le réservoir à la température T et la pression p. L'expression pré
édentepeut aussi s'é
rire si on introduit l'entropie mi
ro
anonique par

Wℓ(V )dV ∝ dV exp
1

k
S⋆
R(E0 − Eℓ(V ), V0 − V )Si Eℓ(V ) et V sont petits par rapport à E0 et V0 et en développant S⋆

R, on obtient la relationsuivante :
S⋆
R(E0 −Eℓ(V ), V0 − V ) = S⋆

R(E0, V0)− Eℓ(V )

(
δS⋆

R
δE

)

E0,V0

− V
(
δS⋆

R
δV

)

E0,V0

+ ...191



Chapitre 8 Mé
anique statistiqueEn utilisant les relations (8.35), nous obtenons l'équation (8.36).
1

T
=
δS⋆

R
δE

p

T
=
δS⋆

R
δV

(8.35)
dH = TdS + V dP =

δH

δS
dS +

δH

δP
dP

dS =
dU

T
+
PdV

T
=
δS

δU
dU +

δS

δV
dV (8.36)En substituant 
onvenablement, on obtient l'éqution suivante :

S⋆
R(E0 − Eℓ(V ), V0 − V ) = S⋆

R(E0, V0)

−El(V )

T
− pV

TAinsi, la probabilité 
her
hée est proportionnelle à (en regroupant les fa
teurs indépendantsde ℓ)
Wℓ(V )dV ∝ dV C exp

(
− 1

kT
(
El(V )

T
+ p

V

T
)

)où C est déterminé par normalisation de la probabilité
∑

(l)

Wℓ(V )dV = 1

C vaut don
 :
C =

∫ ∑

l

exp

(
− 1

kT
(
Eℓ(V )

T
+ p

V

T
)

)
dV

C n'est autre que la fon
tion de partition dans l'ensemble NpT , et Wℓ(V )dV la probabilitéde Boltzmann dans 
e même ensemble. Si on 
onsidère l'hamiltonien du système, on peuté
rire : 192
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QNpT =

∫
exp

(
−pV
kT

)
dV

∫ ∫
exp

(
−H(rN ,pN )

kBT

)
drNdpNEn reprenant le raisonnement de la se
tion (8.5), nous obtenons la relation :

QNpT =
1

N !

1

Λ3

∫
exp

(
−pV
kT

)
dV

∫
exp

(
−U(rN )

kT

)
drN (8.37)Dans 
et ensemble statistique, le nombre de parti
ules, la pression et la température sontmaintenus 
onstants. Dans 
es 
onditions, seul le volume varie.8.7 Fon
tions d'étatNous postulons que l'énergie moyenne de l'ensemble n'est autre que l'énergie mesurée dusystème, 
'est-à-dire l'énergie interne U . Ainsi, on peut é
rire que :

UNV T =< E >NV T =
∑

i

pj(N,V, T )Ej(N,V )

=
∑

i

Ej(N,V ) exp
(
−Ej(N,V )

kT

)

QNV TIl est possible d'é
rire 
ette relation en fon
tion de QNV T . En e�et, si nous dérivons le terme
lnQNV T par rapport à T en gardant V et N 
onstant, nous obtenons :

(
∂ lnQNV T

∂T

)

N,V

=
1

QNV T

(
δQNV T

δT

)

=
1

QNV T

∑

i

Ej(N,V )
1

kT 2
exp

(
−Ej(N,V )

kT

)

=
1

kT 2

∑

i

Ej(N,V ) exp
(
−Ej(N,V )

kT

)

QNV T

QNV T =
∑

i

exp

(
−Ej(N,V )

kT

)193



Chapitre 8 Mé
anique statistiqueOn a obtient alors la relation :
UNV T = kT 2

(
∂ lnQNV T

∂T

)

N,V

(8.38)Or
∂

∂T

(
A

T

)
= − A

T 2

1

T

∂A

∂T

= − A

T 2
− S

T

= − U

T 2On a alors :
(
A

T

)
= −

∫
U

T 2
dTet don
 :

ANV T = −kT lnQNV T (8.39)Dans l'ensemble NpT , les relations pour GNpT et HNpT sont :
GN,p,T = −kT lnQNpT

SN,p,T =

(
−∂G(N, p, T )

∂T

)

N,p

= k lnQNpT + kT

(
∂ lnQNpT

∂T

)

N,p

HN,p,T = GNpT + TSNpT

= kT 2

(
∂ lnQNpT

∂T

)

N,p
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Chapitre 9Simulation numérique de type dynamique molé
ulaire

9.1 Déterminisme et imprédi
tibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1959.1.1 Dé�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1959.1.2 Sensibilité aux 
onditions initiales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1969.1.3 Formalisme de Liouville . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1979.2 Algorithme de Berendsen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2019.3 Sommation d'Ewald . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2139.3.1 Cal
ul dans l'espa
e de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2159.3.2 Cal
ul dans l'espa
e rèel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2189.3.3 Terme d'auto-intera
tion et terme intramolé
ulaire . . . . . . . . . . . 2219.4 Algorithme de Contrainte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2239.4.1 Dé�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2239.4.2 Multipli
ateurs de Lagrange . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2249.4.3 Méthode SHAKE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2269.5 Méthode de non équilibre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235
9.1. Déterminisme et imprédi
tibilité9.1.1 Dé�nitionOn dit qu'un système mé
anique est déterministe lorsque la 
onnaissan
e des for
es quiagissent sur lui et de son état à un instant quel
onque permet de déterminer son état àtout autre instant. L'état donné est le plus souvent l'état initial, 
ara
térisé par les valeursinitiales des degrés de liberté et des moments 
onjugués, mais 
ela n'est pas une 
ondition195
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ulairené
essaire. La 
onnaissan
e de l'état �nal permettrait de restituer les états antérieurs (prin-
ipe du renversement du temps). Néanmoins, l'irréversibilité fondamentale de l'évolution detout phénomène physique réel en a

ord ave
 le deuxième prin
ipe de la thermodynamiqueimpliquant une orientation du temps du passé vers le futur, empê
he 
e retour dans le passé.Ainsi, le déterminisme implique que tout soit 
onnu : passé, présent et futur.9.1.2 Sensibilité aux 
onditions initialesPour démontrer la sensibilité aux 
onditions initiales, prenons le 
as simple d'un penduleévoluant sans frottement, dans un 
hamp de pesanteur. L'hamiltonien, qui s'identi�e dans le
as à l'énergie mé
anique, s'é
rit :
H =

p2
θ

2ml2
−mglcosθ et pθ =

[
2ml2(H+mglcosθ)

]1/2Deux 
as peuvent se produire :1- −mgl < H < mgl. Le pendule os
ille entre deux valeurs opposées de l'angle, θ1 et −θ1tel que θ1 arccos (−H/mgl), 
e qui traduit l'annulation de pθ.2- −mgl < H ≥ mgl. Le moment 
onjugué pθ est une fon
tion périodique de θ, qui nes'annule jamais. Dans 
e 
as, le mouvement est révolutif.On distingue don
 deux mouvements dans l'espa
e des phases, l'un qui est os
illatoire etl'autre révolutif. On voit que les 
onditions initiales permettent de déterminer sans ambiguïtéle type de mouvement du pendule dans l'espa
e des phases. Ce 
as simple est un bon exemplede déterminisme. Or, la nature est bien plus 
omplexe que 
e pendule. En e�et, pour la plupartdes systèmes dynamiques en physique et/ou en 
himie, le nombre de 
onstantes du mouvementest inférieur au nombre de degrés de liberté. Cela se traduit, dans l'espa
e des phases, parune 
omplexité des 
ourbes puisque l'on observe une imbri
ation des zones 
orrespondantesaux di�érents types de mouvement. On 
omprend alors qu'une légère impré
ision sur lesdonnées des 
onditions initiales a une grande in�uen
e sur le résultat obtenu au point derendre l'analyse imprédi
tive, bien que le système soit déterministe. Des 
onditions initialestrès pro
hes peuvent donner des résultats di�érents. De tels systèmes, déterministes maisimprédi
tifs 
ar sensibles aux 
onditions initiales, sont dits 
haotiques. C'est H. Poin
aré, en196



Partie II1892, qui a mis en éviden
e 
ette imprédi
tibilité par l'étude de l'instabilité des systèmesastrophysiques et la né
essité de nouvelles analyses. D'une manière générale, les sour
es du
haos sont attribuées aux termes non linéaires dans les équations qui régissent le mouvement.Ces non-linéarités sont par exemples, le frottement visqueux proportionnel au 
arré de lavitesse (forme quadratique dans le 
as de for
es exer
ées par des �uides en mouvement), oubien en
ore les for
es en 1/r2. Il est possible de démontrer 
e lien entre les 
ara
téristiques d'unsystème à l'instant t et 
eux à l'instant t = 0. Pour 
ela, nous devons utiliser le formalismede Liouville.9.1.3 Formalisme de LiouvilleLa distribution des points de l'espa
e des phases est dé
rite par une distribution de proba-bilité WN (rN ,pN , t) où N est le nombre de parti
ules du système 
onsidéré, rN représentel'ensemble des 
oordonnées spatiales et pN les quantités de mouvement. L'évolution tempo-relle de 
ette distribution est donnée par l'équation de Liouville. Celle-
i est déterminée en
onsidérant que la probabilité �s'é
oule� dans l'espa
e des phases 
omme un �uide de densité
W obéissant à la loi de 
onservation lo
ale.

∂W
∂t

+ div(W) (9.1)Démonstration de la loi de 
onservation lo
aleCette démonstration débute en rappelant le 
ara
tère 
onservatif de la masse. En mé
aniquenewtonnienne, la masse d'un système est 
onservative, 
'est-à-dire que dans le bilan de massed'un système, entre les instants voisins t et t + δt, le terme de produ
tion de masse est nul(équation (9.2)).
dM = δM r + δMp avec δMp = 0 (9.2)Autrement dit, la variation de masse d'un système ne peut être attribuée qu'à la masse reçueà travers la surfa
e qui la délimite. Ce 
ara
tère 
onservatif de la masse ayant été introduit,nous pouvons dé�nir le ve
teur 
ourant volumique de masse 
omme le ve
teur donné par lal'équation (9.3) : 197
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Jm = ρv (9.3)où ρ est la masse volumique du système et v la vitesse de la parti
ule P au point A où ellese trouve. Le débit de masse qm est la masse de la quantité qui traverse toute surfa
e pendantl'unité de temps. Soit dS un élément de surfa
e de normale n. Pendant la durée élémentaire

dt, la quantité de matière qui traverse la surfa
e élémentaire dS, est 
ontenue dans un 
ylindrede base dS et de hauteur vdtn = vndt. Par 
onséquent, le débit de masse élémentaire δqmest :
δqm =

δm

dt
=
ρdV

dt
=
ρvndtdS

dt
= ρvndS = JmndSIl en résulte que pour une surfa
e quelquonque S, on obtient :

qm =

∫

S
JmndS =

∫

S
ρvnndSDans 
es 
onditions, le débit de masse à travers une surfa
e est le �ux du 
ourant volumiquede masse à travers 
ette surfa
e. Considérons un système de volume V délimité par une surfa
e

S �xe. La masse étant une grandeur 
onservative, sa variation pendant la durée dt est due àla masse qui pénètre dans le système à travers S pendant 
ette même durée :
dM = δM r avec dM = d

∫

V
ρdV et δM r = dt

∫

S
δqm = −dt

∫

S
JmndSLe signe − vient du fait que Jm est dirigé vers l'extérieur du système, or nous évaluons lamasse entrante don
 de signe opposé à n qui est la normale sortante. À présent, si on utilisela formule d'Ostrogradsky en permutant les opérateurs d/dt et intégration, nous obtenons :

dM = δM r → d

∫

V
ρdV = −dt

∫

S
JmndS = −dtd

∫

V
div(Jm)

→
∫

V
(
∂ρ

∂t
+ div(Jm))dV = 0Cette relation se simpli�e en l'équation (9.4) qui est l'équation de 
onservation lo
ale.

∂ρ

∂t
+ div(Jm) = 0↔ ∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0198



Partie IIPropriété de la densité de probabilité.Cette démonstration permet de justi�er l'é
riture de la relation (9.1). L'analogie ave
 Wnous permet d'é
rire si on développe l'opérateur divergen
e :
∂W
∂t

+
N∑

i=1

[
∂

∂ri
(W ṙi) +

∂

∂pi
(Wṗi)

]
= 0soit

∂W
∂t

+

N∑

i=1

[
ṙi
∂W
∂ri

+ ṗi
∂W
∂pi

+W
(
∂ṙi

∂ri
+
∂ṗi

∂pi

)]
= 0Or, selon les équations 
anoniques du mouvement (relations (2.12)), le deuxième termes'annule :

∂ṙi

∂ri
+
∂ṗi

∂pi
=

∂

∂r i

(
∂H
∂p i

)
− ∂

∂p i

(
∂H
∂r i

)
= 0Nous obtenons ainsi l'équation de Liouville :

∂W
∂t

+

N∑

i=1

[
ṙi
∂W
∂ri

+ ṗi
∂W
∂pi

]
= 0 (9.4)Cette relation s'é
rit en 
onsidérant les équations de mouvement :

∂W
∂t

+
N∑

i=1

[
∂H
∂p i

∂W
∂ri
− ∂H
∂r i

∂W
∂pi

]
= 0 (9.5)Cette équation représente �nalement l'évolution temporelle de la distribution W. Dé�nis-sions l'opérateur de Liouville :

iL =
N∑

i=1

[
∂H
∂p i

∂

∂ri
− ∂H
∂r i

∂

∂pi

] (9.6)Cela nous permet de réé
rire la relation (9.4) :199
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∂W
∂t

+ iLW = 0 (9.7)Cette équation est résolue par séparation des variables, 
e qui permet d'obtenir :
W(rN ,pN , t) = exp (−iLt)W(rN ,pN , 0) (9.8)Ainsi, le formalisme de Liouville1 a permis de montrer 
lairement la dépendan
e aux 
ondi-tions initiales dont on a pré
édement dis
utée.Pour terminer ave
 le formalisme de Liouville, nous devons noter l'élégante manière dedémontrer la 
onservation du volume (un algorithme respe
tant 
ette 
onservation est ditsymple
tique). Appliquons pour 
ela la relation relative à la 
onservation lo
ale du volume :
∂V

∂t
+

N∑

i=1

[
∂H
∂p i

∂V

∂ri
− ∂H
∂r i

∂V

∂pi

]
= 0 (9.9)Comme V est indépendant de ri et pi, nous obtenons alors :

∂V

∂t
= 0⇒ V = Cte (9.10)Le volume V lié à un espa
e rN ,pN doit être 
onstant au 
ours du temps, ainsi toutalgorithme de propagation doit être symple
tique. On peut aussi démontrer 
ette relation enutilsant les volumes in�nétisimaux 
omme le fait Diu dans son ouvrage [66℄. Ce dernier utilisealors un 
hangement de variable limité à l'ordre un.

qi
i = qi + q̇iδt et pi

i = pi + ṗiδt (9.11)Le 
al
ul de dτ ′ à partir de dτ se ramène à un 
hangement de variable multiple tel que :1Il est possible de retrouver les équations de l'algorithme de Verlet en utilisant l'identité de Trotter puisqueles opérateurs Lr et Lp ne 
ommutent pas (le développement 
omplet de la démonstration est fait dansl'ouvrage Understanding Mole
ular Simulation - From Algorithms to Appli
ations [35℄).200
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dτ = DJdτ

′où DJ est le déterminant fon
tionnel ou ja
obien tel que :
DJ =

∂q
′

1
∂q̇1

... ...
∂q

′

1
∂q̇N

... ...
∂q

′

1
∂ṗN

... ... ... ... ... ... ...
∂q

′

N

∂q̇1
... ...

∂q
′

N

∂q̇N
... ...

∂q
′

N

∂ṗN

∂p
′

1
∂q̇1

... ...
∂p

′

1
∂q̇N

... ...
∂p

′

1
∂ṗN

... ... ... ... ... ... ...
∂p

′

N

∂q̇1
... ...

∂p
′

N

∂q̇N
... ...

∂p
′

N

∂ṗNÀ partir de l'opérateur de Liouville et des équations 
anoniques, on démontre aisément [66℄que DJ = 1. Ce 
hangement de variable est aussi appli
able à l'intégrale :
∫ ∫ ∫

dτ =

∫ ∫ ∫
DJdτ

′

comme DJ = 1 ⇒ V = V
′Pour résumer, un bon algorithme de résolution des équations de mouvement doit :1- être stable (ne pas subir de dérive énergétique aux temps longs)2- être un bon 
ompromis entre temps et pré
ision de 
al
ul3- 
onserver l'énergie mé
anique et les moments 
onjugués4- être symple
tique5- respe
ter le renversement du temps.9.2. L'algorithme de BerendsenPré
édemment, nous avons vu que les algorithmes de résolution des équations du mou-vement doivent 
onserver l'énergie mé
anique et le volume. Comme pour tous les systèmesétudiés, le nombre de parti
ules est 
onstant (système isolé sans 
réation ni perte de matière),on se trouve don
 dans l'ensemble statistique NV E. Or, 
et ensemble n'est pas l'ensemblenaturel d'observation. Ainsi, pour se rappro
her de la réalité, on préfèrera travailler dansd'autres ensembles tels que NV T et NpT . En outre, les systèmes naturels sont non-isolés,201
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ulaireprin
ipalement en équilibre ave
 un thermostat 
omme l'air ambiant. Cela né
essite don
 uneformulation di�érente des algorithmes pré
édemment établis a�n de maintenir la tempéra-ture et/ou le volume et/ou la pression 
onstante. La méthode la plus simple pour maintenirla température à une température To 
onstante 
onsiste à mettre à l'é
helle les vitesses dusystème, 
'est-à-dire de les multiplier par le fa
teur :
√
T

To
tel que

〈
N∑

i=1

p2
i

mi

〉
= 2 〈K〉 = 3NkBTCette méthode respe
te la distribution des vitesses de Maxwell-Boltzmann. Mais, il est di�-
ile de lui trouver une interprétation physique. Des méthodes plus rigoureuses existent et sonttrès bien dé
rites dans l'ouvrage �Computer Simulations of Liquids� de Allen et Tildesley[18℄. En fait, on peut dé
omposer l'ensemble des méthodes en deux sous-ensembles. Dans lepremier sous-ensemble, on ajoute des termes supplémentaires à l'hamiltonien 
omme le vo-lume qui est alors 
onsidéré 
omme une variable dynamique [67℄ (NpT ), ou bien en
ore undegré de liberté s supplémentaire pour représenter le bain thermique. Cette variable s a poure�et de renormaliser le temps [68℄ (NV T ). Pour le deuxième sous-ensemble, on ajoute destermes supplémentaires aux équations de Newton tels que des termes de fri
tion et/ou sto-
hastiques [10, 69, 70℄. Néanmoins, les algorithmes les plus utilisés dans l'ensemble NpT sont
eux de Berendsen [10℄ et de Hoover et Nosé [68, 69℄. En 
e qui nous 
on
erne, nous utiliserons
elui de Berendsen pour les ensembles NpT et NV T puisqu'il modi�e légèrement les vitesseset os
ille faiblement autour de la température désirée. Dans l'ensemble 
anonique, l'énergie�u
tue 
ar on a un é
hange de 
haleur ave
 un thermostat, si bien que l'énergie devient unevariable interne et non plus un paramètre extérieur. Dans 
e 
as, 
'est la température qui est
onstante et qui devient un paramètre extérieur. Par 
onséquent, un bon algorithme NV Tdoit minimiser les �u
tuations de température. La méthode des 
ontraintes mise au point parAndersen [67℄ et modi�ée pour être utilisable ave
 l'algorithme de Verlet Leap Frog par Brown[70℄ est une méthode dont les �u
tuations de température sont plus importantes. Néanmoins,
ette méthode, si elle est modifée pour être utilisable ave
 l'algorithme de Gear, Predi
torCorre
tor (plus stable que l'algorithme de Verlet Leap Frog), et si le terme de fri
tion est éva-lué de manière expli
ite ave
 une mise à l'é
helle, permet de faibles modi�
ations des vitesseset un maintien de la température beau
oup plus e�
a
e. L'algorithme utilisé étant 
elui de202



Partie IIBerendsen, nous allons dis
uter davantage l'origine du fa
teur de mise à l'é
helle. La démons-tration ayant été réalisée dans l'arti
le [10℄, nous reviendrons juste sur la partie �silen
ieuse�de 
elle-
i. Cet algorithme permet de 
oupler le système et le thermostat par l'intermédiaired'un terme sto
hastique R(t) et d'un terme dissipatif −miγivi. Le formalisme de Lagrangeet de Newton ne permet pas de traiter les for
es de frottement qui sont fon
tions de la vi-tesse. Les for
es dissipatives sont plut�t du domaine de la mé
anique des milieux 
ontinus.Cependant, le formalisme lagrangien permet de traiter les systèmes dissipatifs simples parun arti�
e. En e�et, 
onsidérons un système perdant de l'énergie par frottement, e�et Jouleou tout autre pro
essus, l'arti�
e 
onsiste à le 
oupler de manière appropriée à un systèmemirroir �
tif qui absorbe formellement 
ette énergie, de telle manière que l'énergie totale desdeux systèmes reste invariante au 
ours du temps. Dans l'algorithme de Berendsen, le termemiroir n'est autre que le terme sto
hastique, ainsi l'équation de mouvement s'é
rit :
miv̇i = fi −miγivi +R(t)

R(t) est la variable sto
hastique liée au théorème de �u
tuation-dissipation (qui se démontreen résolvant l'équation de Langevin) :
〈Ri(t)Rj(t+ τ)〉 = 2miγikBToδ(τ)δijI
i δij est l'indi
e de Krone
ker, γi le 
oe�
ient de fri
tion, τ représente l'é
helle de temps
ara
téristique de l'évolution de la parti
ule ou bien le temps à partir duquel la vitesse moyennede la parti
ule s'amortit, δ(τ) est la fon
tion de Dira
, résultat du bruit blan
. Le pointde départ de la démonstration est le prin
ipe de moindre a
tion proposé par Lagrange et
onduisant aux équations de Lagrange-Euler. Avant de détailler l'algorithme de Berendsen,un autre rappel de mé
anique analytique est né
essaire. Pré
édemment, nous avons donnél'expression de lagrangien, que nous rappelons i
i :
L ({x}, {ẋ}, t) = Ek ({ẋ}, t)− U ({x}, t)Pour toute traje
toire x(t), on dé�nit l'a
tion S par l'intégrale203
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ulaire
S =

∫ t2

t1

L ({x}, {ẋ}, t) dt (9.12)Le prin
ipe de moindre a
tion dit que la traje
toire physique e�e
tivement suivie X(t) esttelle que S est minimale (extrémale, en général). Finalement, 
e prin
ipe de moindre a
tionn'est autre qu'une formulation di�érente du 
élèbre prin
ipe variationnel énon
é par Hamiltonen 1834, analogue au prin
ipe d'é
onomie naturelle de Fermat. Ce prin
ipe de moindre a
tionest, en fait, le résultat d'une nouvelle appro
he des problèmes de mé
anique. Au lieu dedéterminer la position et la vitesse d'une parti
ule à l'instant t, 
onnaissant son état initial,Lagrange se demande quelle est la traje
toire e�e
tivement suivie par la parti
ule si, partantde x1 à l'instant t1, elle arrive en x2 à l'instant t2. Soit X(t) la vraie traje
toire et x(t) unetraje
toire voisine de X(t) partant elle aussi de x1 à t1 et aboutissant à x2 à t2, on a alors :
x(t) = X (t) + δx(t), ẋ(t) = Ẋ (t) + δẋ(t), δẋ(t) =

d

dt
δx(t)

en considérant que δx(t1) = δx(t2) = 0Au premier ordre en δx, la variation de S est :
δS =

∫ t2

t1

[(
∂L
∂x

)
δx(t)dt+

∂L
∂ẋ

δẋ(t)

]
dtSi on intègre le deuxième terme par parties (U = ∂L/∂ẋ et V̇ = δẋ(t)) et en tenant 
omptedu fait que δx(t1) = δx(t2) = 0, on obtient :

δS =

∫ t2

t1

(
∂L
∂x
− d

dt

(
∂L
∂ẋ

))
δx(t)dtLe prin
ipe de moindre a
tion a�rme que δS doit être nulle quelle que soit la variationin�nitésimale δx(t). Par 
onséquent, l'équation de mouvement, 
'est-à-dire l'équation qui dé-termine la traje
toire e�e
tivement suivie, est l'équation de Lagrange-Euler :

∂L
∂x

=
d

dt

(
∂L
∂ẋ

)204



Partie IIRemarque : ave
 
ette équation de mouvement généralisée nous retrouvons l'équation de mou-vement habituelle donnée par Newton.À présent, généralisons 
ette équation pour un système 
onstitué de 3N degrés de liberté
(ri, ṙi), i = 1, ...,N r = xex + yey + zez. Le lagrangien est une fon
tion L ({ri}, {ṙi}, t)des variables {ri} et {ṙi} et les équations de mouvement sont données par l'ensemble deséquations de mouvement de Lagrange-Euler :

∂L
∂ri

=
d

dt

(
∂L
∂ṙi

)
i = 1, ..., 3NLe Lagrangien s'é
rit 
omme :

L ({ri}, {ṙi}) =

N∑

i

ṙiṙimi

2
−

N∑

i

∑

j>i

u(rij) = Ek ({ṙi}, t)− U ({r}, t)Par 
onséquent, l'équation de Lagrange-Euler peut s'é
rire :
∂L
∂ri

=
dEk ({ṙi}, t)

dt
i = 1, ..., 3N (9.13)L'équation (9.13) est le point de départ de l'algorithme de Berendsen. Il évalue 
ette quantitépar un taux d'a

roissement :

dEk ({ṙi}, t)
dt

=
dEk
dt

= lim
∆t→0

[(
3N∑

i=1

1

2
miv

2
i (t+ ∆t)−

3N∑

i=1

1

2
miv

2
i (t)

)

/∆t

] (9.14)Étant donné la longueur de la démonstration, je ne donnerai que les grandes lignes. L'utilisa-tion de développement de Taylor à l'ordre 2 des vitesses permet de reformuler la relation (9.14),
omme :
dEk
dt

=

3N∑

i=1

1

2
mi

[
lim

∆t→0

∆v2
i

∆t

]
+

3N∑

i=1

mi [vi(t)v̇i(t)] (9.15)
tel que ∆vi = vi(t+ ∆t)− vi(t) =

∫ t+∆t

t
v̇i(t

′

)dt
′

soit en intégrant l′équation de Langevin :

∆vi =
1

m

∫ t+∆t

t

[
fi(t

′

)−miγivi(t
′

) +R(t
′

)
]
dt

′205



Chapitre 9 Simulation numérique de type dynamique molé
ulaireLe terme au 
arré peut aussi se développer 
omme :
∆v2

i =

∫ t+∆t

t

∫ t+∆t

t
vi(t

′

)vi(t
′′

)dt
′

dt
′′ (9.16)

=
1

m2
i

∫ t+∆t

t

∫ t+∆t

t

[
fi(t

′

)fi(t
′′

)− fi(t
′

)miγivi(t
′′

) +m2
i γ

2
i vi(t

′

)vi(t
′′

)− fi(t
′′

)miγivi(t
′

)

+ fi(t
′

)R(t
′′

)−miγivi(t
′

)R(t
′

) +R(t
′

)fi(t
′′

)−R(t
′

)vi(t
′′

)miγi +R(t
′

)R(t
′′

)
]
dt

′

dt
′′L'équation (9.16) met en éviden
e deux parties : une partie sto
hastique Ts et une partienon sto
hastique Tns. Le terme non sto
hastique qui 
ontient les termes de vitesses et de for
esdont l'intégrale peut être dis
rétisée (puisque ∆t est su�samment petit) est donné par :

Tns =
1

m2
i

[
fi(χ1)fi(χ2)− fi(χ1)miγivi(χ2) +m2

i γ
2
i vi(χ1)vi(χ2)− fi(χ2)miγivi(χ1)

]
∆t2

avec

t < χ1, χ2 < t+ ∆tDans la mesure où 
e terme intervient à l'intérieur d'un taux d'a

roissement tel que δt→ 0,il s'annule pour ne laisser que le terme sto
hastique. Cela nous permet d'é
rire :
lim

∆t→0

1

∆t

3N∑

i=1

1

2
mi∆v

2
i = lim

∆t→0

1

∆t

3N∑

i=1

1

2mi

[∫ t+∆t

t

∫ t+∆t

t

(
fi(t

′

)R(t
′′

)−miγivi(t
′

)R(t
′

)

+ R(t
′

)fi(t
′′

)−R(t
′

)vi(t
′′

)miγi +R(t
′

)R(t
′′

)
)
dt

′′

dt
′
] (9.17)Comme les for
es et les vitesses ne sont pas 
orrélées à la for
e aléatoire, le produit est don
nul, si bien que l'équation (9.17) peut s'é
rire :

lim
∆t→0

1

∆t

3N∑

i=1

1

2
mi∆v

2
i = lim

∆t→0

1

∆t

3N∑

i=1

1

2mi

[∫ t+∆t

t

∫ t+∆t

t
R(t

′

)R(t
′′

)dt
′′

dt
′

]Le théorème de �u
tuation-dissipation nous permet d'é
rire que :
lim

∆t→0

1

∆t

3N∑

i=1

1

2
mi∆v

2
i = lim

∆t→0

1

∆t

3N∑

i=1

1

2mi

[∫ t+∆t

t

∫ t+∆t

t
2miγikBToδ(t

′′ − t′)dt′′dt′
]206



Partie IISoit, après simpli�
ation,
lim

∆t→0

1

∆t

3N∑

i=1

1

2
mi∆v

2
i = lim

∆t→0

1

∆t

3N∑

i=1

[∫ t+∆t

t

∫ t+∆t

t
γikBToδ(t

′′ − t′)dt′′dt′
]Si on 
hoisit un terme de fri
tion égal pour toutes les parti
ules 
onstituant le système,

γi = γ, on peut alors é
rire :
3N∑

i=1

kBToδ(t
′′ − t′)γi = kBToδ(t

′′ − t′)
3N∑

i=1

γi = 3NγkBToδ(t
′′ − t′)On a alors :

lim
∆t→0

1

∆t

3N∑

i=1

1

2
mi∆v

2
i = lim

∆t→0

1

∆t

[∫ t+∆t

t

∫ t+∆t

t
3NγkBToδ(t

′′ − t′)dt′′dt′
]Finalement, il ne reste plus que le terme suivant à évaluer :

∫ t+∆t

t

∫ t+∆t

t
δ(t

′′ − t′)dt′′dt′Une des propriétés de la fon
tion de Dira
 est que :
∫ b

a
f(t)δ(t− τ)dt = f(τ)Dans 
es 
onditions, on peutt é
rire :

lim
∆t→0

1

∆t

3N∑

i=1

1

2
mi∆v

2
i = lim

∆t→0

1

∆t

[∫ t+∆t

t
3NγkBTodt

′′

]
= lim

∆t→0

1

∆t
[3NγkBTo∆t]et don
 :

lim
∆t→0

1

∆t

3N∑

i=1

1

2
mi∆v

2
i = 3NγkBTo (9.18)À présent, multiplions l'équation de Langevin par vi et sommons sur l'ensemble des atomes :207
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3N∑

i=1

miviv̇i =

3N∑

i=1

vifi −
3N∑

i=1

miv
2
i γ +

3N∑

i=1

Ri(t)viLe dernier terme étant nul, on a :
3N∑

i=1

miviv̇i =
3N∑

i=1

vifi − 2γEk (9.19)On peut é
rire en reprenant l'équation (9.14) :
dEk
dt

=
3N∑

i=1

vifi + 2γ

(
3N

2
kBTo − Ek

)Or l'énergie 
inétique peut s'é
rire de la manière suivante :
Ek =

3N

2
kBT ⇒ dEk

dt
=

3N∑

i=1

vifi + 2γ
3N

2
kB(To − T ) (9.20)Le premier terme n'est autre que la dérivée de l'énergie potentielle en fon
tion du temps.Or, la 
onservation de l'énergie mé
anique du système nous permet d'é
rire que :

H = Ek + Up = Cte⇒ dEk
dt

+
dUp

dt
= 0Ainsi, le deuxième terme apparaît 
omme un paramètre de 
ouplage dé
rivant le 
ouplagedu système ave
 un réservoir thermique. On peut l'interpréter 
omme un terme 
orre
tif quiviendrait 
orriger la température en 
as d'éloignement par rapport à la température �xée To.On peut alors é
rire que :

dEk
dt

= −dUp

dt
+

(
dEk
dt

)

Res

= −dUp

dt
+

3N

2
kB

(
dT

dt

)

ResPar identi�
ation, on a :
(
dT

dt

)

Res

= 2γ(To − T ) =
To − T
τT208
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τT est la 
onstante de temps 
ara
téristique de 
e 
ouplage. Comme les simulations e�e
tuéesn'utilisent pas de terme sto
hastique, il faut déterminer une autre équation de mouvement.Pour 
ela, utilisons la relation (9.20). Pour une parti
ule ave
 un degré de liberté :

dEk
dt

= miviv̇i = vifi + 2γ
3N

2
kB(To − T )Si on divise par vi, on a :

miv̇i = fi + γ
3NkB

vi
(To − T )Or, on a :

2Ek = miv
2
i = 3NkBT ⇒

3NkB

vi
=
mivi

TNous obtenons alors la nouvelle équation de mouvement :
miv̇i = fi +miγvi

(To − T )

TLe deuxième terme apparaît 
omme un terme de renormalisatation des vitesses. Comme onl'a vu dans le 
hapitre (2), la résolution des équations de mouvement utilise des développe-ments limités. On a :
ri(t+ δt) = ri(t) + vi(t)∆t+

fi(t)

2mi
∆t2 + γvi(t)

(To − T )

2T
∆t2 ⇒

ri(t+ δt) = ri(t) + vi(t)∆t(1 + γ
(To − T )

2T
∆t) +

fi(t)

2mi
∆t2Ainsi, le fa
teur de renormalisation est :

λ = 1 +
∆t

4τT

(
To − T
T

)Ce 
al
ul revient à pratiquer une dynamique 
lassique (miv̇i = fi) ave
 une renormalisationdes vitesses à 
haque pas par λ. Nous avons pré
édemment établi que, pour tout système209
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onservatif isolé, il y a une invarian
e de l'énergie mé
anique, 
'est-à-dire de l'hamiltonien, 
equi se traduit par :
dH

dt
=
dEk
dt

+
dU

dt
= 0⇒ dEk

dt
= −dU

dtOr, nous avons démontré que :
dEk
dt

= miviv̇i = vifi + 2γ
3N

2
kB(To − T ) = −dU

dt
+ 2γ

3N

2
kB(To − T ) (9.21)Cette équation (9.21) montre que 
et algorithme ne 
onserve pas l'énergie totale2. Par
ontre, les moments 
onjugés sont 
onservés. Le deuxième in
onvénient de 
et algorithme estqu'il ne génère pas rigoureusement de distribution 
anonique. Néanmoins, il s'agit d'un algo-rithme stable numériquement (au
une dérive d'énergie aux temps longs) ne né
essitant pasde 
orre
tions ad ho
 [10℄. L'algorithme de Nosé-Hoover a l'avantage de ne pas présenter 
esdeux problèmes mais les �u
tuations autour de la température d'équilibre avant équlibrationsont plus importantes dans 
e 
as. Un algorithme intéressant est 
elui d'Andersen [67℄ qui neprésente au
un des in
onvénients relatés 
i-dessus. Cependant, la renormalistation des vitessess'e�e
tue par l'intermédiaire de χ = (To/T )0.5 obtenu en supposant que la température dési-rée est liée aux vitesses non projetées, 
e qui est une égalité non justi�ée. Mais il est possiblede passer outre 
e problème si on 
al
ule de manière expli
ite 
e paramètre χ puisqu'il est liéau 
oe�
ient de fri
tion.Nous pouvons 
oupler 
e thermostat à un pressiostat basé sur le même prin
ipe. En e�et,la variation de la pression ave
 le temps donne une relation similaire à l'équation (9.21),
'est-à-dire :

(
dP

dt

)

Res

=
P − Po

τp2On peut é
rire l'énergie totale 
omme la somme de l'énergie des états mi
ros
opiques El et de 
elle duthermostat EL. La fon
tion de partition dans NV T étant proprtionnelle à exp−
El

kBT
, 
ela implique que tousles états mi
ros
opiques sont représentés quelles que soient leurs énergies. Cela est dû au fait que le thermostatmet un �
omplément de l'énergie� pour maintenir l'énergie totale 
onstante [66℄, 
e qui n'est pas le 
as i
i.210



Partie IILa démar
he pour maintenir la pression 
onstante est identique à la pré
édente. Elle ré-side dans la re
her
he d'un fa
teur de mise à l'é
helle permettant de maintenir la pression
onstante. Pour 
ela, Berendsen utilise une partie de l'algorithme d'Andersen3. Andersen sup-pose que le �uide peut être simulé dans un boîte de volume variable. Ce �uide peut alors être
ompressé par un piston. Dans 
es 
onditions, le travail exer
é par le piston vaut αV = PEVoù PE est la pression externe. En développant les équations de mouvement et le lagrangien dusystème, on montre en passant aux 
oordonnées réduites ( ρi = riV
−1/3) la relation (9.22).

dri

dt
= vi +

1

3V

dV

dt
ri (9.22)Comme la pression est donnée en fon
tion de l'énérgie 
inétique et du viriel, on obtient en
onsidérant la relation (9.22), l'expression suivante pour la pression.

P =
2

3V



Ek +
1

2

∑

i<j

rij · fij



 =
2

3V
(Ek − Ξ)Des variations de la pression entraînent des variations du terme du viriel et don
 des �u
-tuations des distan
es intermolé
ulaires. Si on veut maintenir une pression 
onstante, il fautrenormaliser les 
oordonnées à 
haque pas. Cela se fait par une a
tion sur la dérivée temporellede ri par l'ajout d'un terme supplémentaire, qui a la dimension d'une vitesse :

dri

dt
= vi + ξri (9.23)La 
omparaison entre les équations (9.22) et (9.23) permet d'é
rire :

ξ =
1

3V

dV

dt
(9.24)La terme permettant de lier dV

dt
et dP

dt
est la 
ompressibilité isotherme :3Il faut savoir que le pressiostat de Berendsen a été mis en pla
e par 
e dernier pour remédier au 
hoixarbitraire de la masse du piston M dans l'algorithme d'Andersen [67℄, masse qui permettait d'in�uer sur letemps de dé
roissan
e de �u
tuation du volume. 211
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βT = − 1

V

dV

dP
= − 1

V

dV

dt

dt

dP
⇒ dP

dt
= − 1

βTV

dV

dt
= − 3ξ

βT
⇒ ξ = −βT

(Po − P )

3τpFinalement, on peut é
rire que :
dri

dt
= vi − βT

(Po − P )

3τp
riUn développement de Taylor à l'ordre deux pour ri donne dans le 
adre de la résolutiondes équations de mouvement :

ri(t+ δt) = ri(t) + vi(t)∆t− βT
(Po − P )

3τp
ri(t)∆t+

fi(t)

2mi
∆t2 ⇒

ri(t+ δt) = ri(t)(1− βT ∆t
(Po − P )

3τp
) + vi(t)∆t

fi(t)

2mi
∆t2Cela revient à renormaliser les positions et le volume de la boîte par le fa
teur µ dé�ni parla relation (9.25).

µ = 1− βT ∆t
(Po − P )

3τp
(9.25)Ainsi, l'appli
ation de λ sur les vitesses des parti
ules et de µ sur leurs positions et le volumede la boîte permet de maintenir la température et la pression 
onstantes.L'algorithme de Berendsen, bien que possédant quelques imperfe
tions, reste un algorithmestable ave
 de très faibles �u
tuations autour de la température d'équilibre. Pour terminer,soulignons que l'énergie 
inétique instantanée obtenue ave
 
et algorithme est dépendante dela température. Or, la dérivée de 
elle-
i par rapport à T doit être absolument nulle a�n derepe
ter l'indépendan
e de l'hamiltonien par rapport à T . En e�et, on sait que la dérivée

∂H
∂T

est nulle, 
ela implique que ∂U
∂T

= −∂Ek
∂T

, or ∂U
∂T

= 0, 
e qui implique ∂Ek
∂T

= 0. Or, dansl'algorithme de Berendsen, 
ette égalité n'est pas justi�ée alors qu'elle est dans l'algorithmede Nosé. 212



Partie II9.3. Sommation d'EwaldPour des potentiels d'intera
tion à longue distan
e 
omme le potentiel de Coulomb, lesintera
tions entre toutes les parti
ules du système doivent être prises en 
ompte. Pour dessystèmes sans 
onditions aux limites (réseaux à dimension �nie), 
omme des gouttes d'eau parexemple, le 
al
ul des intera
tions 
oulombiennes se réduit au potentiel 
lassique de Coulomben 1

r
. Dans le 
as de système où l'on applique les 
onditions périodiques a�n de simuler dessystèmes in�nis (voir la se
tion (2.6.2)), il ne su�t pas de 
al
uler les intera
tions entre lesparti
ules de la 
ellule 
entrale uniquement, mais aussi ave
 toutes les parti
ules situées dansles images périodiques de l'unité 
entrale :

U =
1

2

N∑

i,j

N∑

i,j

′∑

n

qiqj
|rij − nL| (9.26)I
i, n est le ve
teur unitaire de la maille (motif élémentaire) de longueur L, ∑′

n indiqueque i 6= j pour n = 0. Le potentiel évoluant en 1

r
, il est faiblement 
onvergent puisqu'ilévolue 
omme une série asymptotique. Un 
al
ul dire
t par la relation (9.26) 
onduit à uneimpré
ision sur le résultat du 
al
ul. Étant donnée l'importan
e de 
es intera
tions, 
e typed'impré
isions n'est pas envisageable. Pour résoudre 
e problème, il su�t de dé
omposer lepotentiel en série de Fourier dont les termes sont plus rapidement 
onvergents.

f(x) =
a0

2
+

∞∑

k=1

[
ak cos (

kπx

L
) + bk sin (

kπx

L
)

]La série 
onverge en tous les points de 
ontinuité vers f(x). Aux sauts de dis
ontinuité, elle
onverge vers la valeur moyenne des limites à droite et à gau
he. Ce développement en sérien'est possible que pour des fon
tions périodiques. Or le potentiel 
oulombien étant en 1

r
iln'est pas périodique. Par 
onséquent, nous devons pratiquer une transformation de Fourierdis
rète (dé
omposition en série de Fourier pour des fon
tions non périodiques) où le potentielest divisé en deux parties : une partie évaluée dans l'espa
e réel et une autre dans l'espa
e deFourier. Le potentiel étant une solution de l'équation de Poisson (∇2φ(r) = −4πρ(r)), l'étudepeut être menée en 
onsidérant la densité de 
harge du système4. On peut alors dé
omposer4la notion de densité de 
harge permet de dé
rire la 
harge pon
tuelle ave
 les �outils du 
ontinu�, 
elaimplique l'utilisation d'un delta de Dira
 : ρ(x) =

Pn

i=1 qiδ(x − xi).213



Chapitre 9 Simulation numérique de type dynamique molé
ulairela densité de 
harge en deux parties :
ρ(r) = ρRe(r) + ρIm(r)Interprétation physique : Cette méthode 
onsiste à é
ranter toutes les 
harges qi du réseaupar des distributions gaussiennes de 
harges ρecran

i telles que :
ρecran

i (r) = −qi
(
α√
π

)3

exp
[
−α2r2

]

α est un paramètre positif qui détermine la largeur de la distribution et r représente laposition du 
entre de la distribution. Le 
hoix s'est porté sur une distribution de type gaus-sienne 
ar il s'agit d'une distribution qui o�re une 
ertaine �exibilité mathématique. Ainsi, les
harges gaussiennes d'é
rantage 
réent un potentiel 
al
ulé dans l'espa
e image, tandis queles 
harges é
rantées sont évaluées dans l'espa
e réel (
ette méthode peut être apparentée àla méthode des images en éle
trostatique). Cela revient à é
rire que :
ρ(r) = ρRe(r) + ρIm(r) = [ρ(r) + ρecran

i (r)]− ρecran
i (r)On pose ρIm(r) = −ρecran

i (r). Il s'agit de la densité évaluée dans l'espa
e ré
iproque, puisque
ρecran

i (r) 
onverge lentement dans l'espa
e réel. De plus, on pose ρRe(r) = ρ(r) + ρecran
i (r). Ils'agit de la densité déterminée dans l'espa
e réel (
onvergen
e rapide dans 
et espa
e). Pourobtenir l'énergie potentielle éle
trostatique, nous devons suivre le proto
ole suivant :1- Résoudre l'équation de Poisson (∇2φ(r) = −4πρ(r)) pour a

éder au potentiel éle
tro-statique :2- intégrer sur tout l'espa
e, le produit ρ(r)φ(r), pour déterminer l'énergie potentielle :

U(r) =
∫ ∫ ∫

R3 ρ(r
′

)φ(r
′

)dr
′3.Comme la densité de 
harge peut être dé
omposée en deux termes, il en va de même pourle potentiel éle
trostatique et l'énergie potentielle. Nous allons 
ommen
er par déterminer leterme lié à l'espa
e de Fourier. 214



Partie II9.3.1 Cal
uls dans l'espa
e de FourierÉtant donné la périodi
ité de la densité de 
harge (rendue possible grâ
e à la des
ription
ontinue de la 
harge par l'intermédiaire d'une distribution de Dira
) ρ(r) = ρ(r + nL), ellepeut être dé
omposée en série de Fourier :
ρ(r) =

∑

k

ρ(k) exp (
2πinkr

L
) soit, en posant k =

2πnk

L
, ρ(r) =

∑

k

ρ(k) exp (ikr)De la même manière, on a :
φ(r) =

∑

k

φ(k) exp (ikr)L'équation de Poisson, reliant le potentiel et la densité de 
harge, nous permet d'é
rire :
∑

k

k2φ(k) exp (ikr) =
∑

k

4πρ(k) exp (ikr)
e qui donne :
φ(k) =

4π

k2
ρ(k) (9.27)Il faut, à présent, déterminer ρ(k). Ce dernier étant un 
oe�
ient de la série, il vient :

ρ(k) =
1

V

∫

V
exp−(ikr)ρ(r)drÉtant donnée la forme de la distribution de 
harges é
rantées dans le réseau périodique :

ρ(r) =
∑

jq

∑

n

qjq

(
α√
π

)3

exp
[
−α2

∣∣r− (rjq − nL)
∣∣2
]on peut é
rire :

ρ(k) =
1

V

∫

V



exp−(ikr)
∑

jq

∑

n

qjq

(
α√
π

)3

exp
[
−α2

∣∣r− (rjq − nL)
∣∣2
]


 dr (9.28)215



Chapitre 9 Simulation numérique de type dynamique molé
ulaireLa relation (9.28) peut se simpli�er si on utilise la formule sommatoire de Poisson, selonlaquelle on a :
∑

n

exp
(
− [r + n]2 t

)
=

[√
π

L
t−1/2

]3∑

k

exp (ikr) exp

(
−k

2

4t

)Il faut alors é
rire la relation (9.28) de la manière suivante :
ρ(k) =

1

V

∫

V



exp−(ikr)
∑

jq

qjq

(
α√
π

)3∑

n

exp
[
−α2

∣∣(r− rjq) + nL
∣∣2
]


 drAinsi, l'utilisation de la formule sommatoire de Poisson permet d'obtenir l'équation sui-vante :
ρ(k) =

1

V 2

∫

V



exp−(ikr)
∑

jq

qjq

∑

k

exp
(
ik(r− rjq)

)
exp

(
− k2

4α2

)

 drSoit, en simpli�ant par exp−(ikr) :
ρ(k) =

1

V 2

∑

jq

qjq

∫

V

[
∑

k

exp
(
−ikrjq

)
exp

(
− k2

4α2

)]
drDans la mesure où l'on 
al
ule la densité de 
harge dans l'espa
e ré
iproque pour k donné,on peut s'absoudre de la sommation sur k d'une part, et d'autre part 
omme il n'y a plus degrandeur dépendante de r, on peut é
rire :

ρ(k) =
1

V 2

∑

jq

qjq exp
(
−ikrjq

)
exp

(
− k2

4α2

)∫

V
drOn a don
 en 
al
ulant l'intégrale ∫V dr = V

ρ(k) =
1

V

∑

jq

qjq exp
(
−ikrjq

)
exp

(
− k2

4α2

)La relation (9.27) permet d'a

éder au potentiel dans l'espa
e ré
iproque :216
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φ(k) =

4π

k2V
exp

(
− k2

4α2

)∑

jq

qjq exp
(
−ikrjq

)Le potentiel dans l'espa
e réel s'é
rit alors :
φ(r) =

4π

V

∑

k6=0

∑

jq

qjq

k2
exp

(
− k2

4α2

)
exp

(
ik(r− rjq)

)Cette relation n'est valable que pour k 6= 0. Pour k = 0, on prend φ(k) = 0. L'énergiepotentielle se détermine par :
U(r)(k) =

1

2

N∑

l=1

qlφ(rl) (9.29)
=

2π

V

∑

k6=0

N∑

j=1

N∑

l=1

qjql
k2

exp

(
− k2

4α2

)
exp (ik(rl − rj)) (9.30)Typiquement, on utilise 100 à 200 ve
teurs k (Wood
o
k et Singer [71℄). La déterminationde 
ette énergie né
essite l'évaluation de trois sommes, 
e qui est prohibitif en terme de tempsde 
al
ul. Pour abaisser le temps de 
al
ul, il su�t de réduire la triple somme en une doublesomme (Heyes [72℄) :

U(r)(k) =
∑

k6=0

2π

k2V
exp

(
− k2

4α2

) ∣∣∣∣∣∣

N∑

j=1

qj exp (ik(rj))

∣∣∣∣∣∣

2 (9.31)Lors d'une simulation de type dynamique molé
ulaire, nous intégrons les équations de mou-vement qui né
essitent la 
onnaissan
e des for
es 
onservatives exer
ées sur 
haque atome
i :

fi = − ∂

∂ri
Utot(r) (9.32)La for
e éle
trostatique vaut :

fi = f
(k)
i + f

(r)
i + fsc (9.33)217



Chapitre 9 Simulation numérique de type dynamique molé
ulaireoù le premier terme est 
elui étudié a
tuellement et représente le terme dans l'espa
e deFourier, le deuxième terme est 
elui de l'espa
e réel et le troisième un terme 
orre
tif. La for
erelative à l'espa
e ré
iproque vaut :
f
(k)
i = − ∂

∂ri
U(r)(k)

= −qi
∑

k6=0

exp (ik(ri))
4πki

k2V
exp

(
− k2

4α2

) ∣∣∣∣∣∣

N∑

j=1

qj exp (ik(rj))

∣∣∣∣∣∣En unité éle
trostatique, on a :
f
(k)
i = −qi

∑

k6=0

exp (ik(ri))
ki

k2V ǫo
exp

(
− k2

4α2

) ∣∣∣∣∣∣

N∑

j=1

qj exp (ik(rj))

∣∣∣∣∣∣
(9.34)

U(r)(k) =
∑

k6=0

1

2k2V ǫo
exp

(
− k2

4α2

) ∣∣∣∣∣∣

N∑

j=1

qj exp (ik(rj))

∣∣∣∣∣∣

2 (9.35)9.3.2 Cal
uls dans l'espa
e réelÉtant donnée la relation ρRe(r) = [ρ(r) + ρecran
i (r)] et l'aspe
t pon
tuel de la 
harge5, onpeut é
rire pour une 
harge qj :

ρRe
j (r) = ρ(r) + ρecran

i (r) = qjδ(r) − qj
(
α√
π

)3

exp
[
−α2r2

]L'équation de Poisson, en 
oordonnées sphériques, permet d'é
rire :
−1

r

∂2rφRe
j (r)

∂r2
= 4πρRe

jL'obtention du potentiel passe par une double intégration de l'équation de Poisson :5Cet aspe
t pon
tuel n'autorise pas de des
ription 
ontinue de la distribution propre au domaine ma
ro-s
opique (présen
e de dis
ontinuité). Pour remédier à 
e problème, on dé
rit la 
harge pon
tuelle par unedistribution 
ontinue : le delta de Dira
. 218
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∂2rφRe

j (r)

∂r2
= −4πrρRe

j

⇒
∂rφRe

j (r)

∂r
= −

∫ ∞

r
4πrρRe

j dr

= −qj
∫ ∞

r
4πrδ(r)dr + qj

(
α√
π

)3 ∫ ∞

r
4πr exp

[
−α2r2

]
dr

= −4πqj

∫ ∞

r
rδ(r)dr − 2qj

(
α√
π

)
exp

[
−α2r2

]Pour déterminer le premier terme, il su�t de rappeler le théorème suivant :� Théorème : Le Lapla
ien de la fon
tion radiale f : r→ 1

r
=

1

||r| | est :
∆

[
1

r

]
= −4πδOn peut alors é
rire :

∂rφRe
j (r)

∂r
= qj

∫ ∞

r
r∆

[
1

r

]
dr − 2qj

(
α√
π

)
exp

[
−α2r2

]En poursuivant le 
al
ul, on a :
rφRe

j (r) = qj

∫ r

0

∫ ∞

r
r∆

[
1

r

]
dr2 − 2qj

(
α√
π

)∫ r

0
exp

[
−α2r2

]
drComme, r∆ [1

r

]
=
∂21

∂r2
6 don
 ∫ r

0

∫ ∞

r

∂21

∂r2
dr2 = 1 on a :

rφRe
j (r) = qj − 2qj

(
α√
π

)∫ r

0
exp

[
−α2r2

]
drOr,6Si f est une fon
tion radiale deux fois dérivable sur une partie de R

3, son lapla
ien se 
al
ule par la formule :
∇f =

1

r

∂2

∂r2
(rf). 219



Chapitre 9 Simulation numérique de type dynamique molé
ulaire
erf(x) =

2√
π

∫ x

0
exp−t2dt

en posant t = αr
′

on a dt = αdr
′

, il vient donc :∫ r

0
exp

[
−α2r

′2
]
dr

′

=

∫ αr

0
(α)−1 exp

[
−t2
]
dt = (α)−1erf(αr)

√
π

2Le potentiel vaut don
 :
φRe

j (r) = qj

(
1− erf(αr)

r

)
= qj

erfc(αr)

rDe la même manière que pour le potentiel dans l'espa
e de Fourier, nous avons :
URe =

N−1∑

i=1

N∑

l=i+1

qiql
erfc(α |ri − rl|)
|ri − rl|Ce potentiel ne prend en 
ompte que les intera
tions entre atomes n'appartenant pas àla même molé
ule. Pour les atomes de la même molé
ule, 
e potentiel intervient pour lesintera
tions entre atomes séparés par au moins quatre liaisons.La for
e qui dérive de 
e potentiel est donnée par :

f i
Re = −∂U

Re

∂ri
= − ∂

∂ri

[
N−1∑

i=1

N∑

l=i+1

qiql
1− erf(α |ri − rl|)

|ri − rl|

]

f i
Re =

N−1∑

i=1

N∑

l=i+1

qiql

ril

ril
· erfc(α |ri − rl|) + ril

2α√
π

exp−(α2r2il)

r2ilOn a ril

ril
=
∂ril
∂ri

puisque r̂il =
ril

ril
. Le deuxième terme s'obtient en e�e
tuant les 
hange-ments de variables : t = αril → dt = αdril et dril = dri car l est constant. Le terme 2α√

π
pro-vient de la dé�nition de la fon
tion d'erreur. Comme ∫ af = F, dF = af .On a, aprés simpli�
ation :

f i
Re =

N−1∑

i=1

N∑

l=i+1

qiql
ril

r3il

[
erfc(α |ril|) +

2α |ril|√
π

exp−(α2 |ril|2)
]220



Partie II9.3.3 Terme d'autointera
tion et terme intramolé
ulaireLe potentiel que l'on veut évaluer est une somme d'intera
tions de paires intermolé
ulaires.Or, les gaussiennes utilisées é
rantent 
ha
une des 
harges du réseau. Ainsi, le potentiel 
al
ulédans l'espa
e image 
omprend des termes intramolé
ulaires puisqu'on ne fait pas la distin
tionentre les paires d'atomes intramolé
ulaires et intermolé
ulaires. Quand on passe d'une triplesomme à une double somme pour le 
al
ul du potentiel φRe, on ne distingue plus les partiesintramolé
ulaire et intermolé
ulaire dans les intera
tions. Par 
onséquent, il faut retran
her
es 
ontributions intramolé
ulaires au potentiel total. Cette 
ontribution pour une 
harge j
ontient deux termes :1- La partie du potentiel 
réée par la 
harge é
rantée j, ressentie par elle même. Cette
ontribution n'est autre que la limite du potentiel 
al
ulé dans l'espa
e réel quand r → 0.2- L'e�et des é
rans dus aux 
harges i 6= j appartenant à la même molé
ule.Auto-intera
tion :
φRe

j (O) = lim
r→0

[
qj
erfc(αr)

r

]
= lim

r→0

[
qj

2√
π

∫∞
αr exp−t2dt

r

]En posant t = αr, on a :
φRe

j (O) = qj
2α√
π

lim
r→0

[∫∞
αr exp−t2dt

t

]

φRe
j (O) = qj

2α√
πPartie intramolé
ulaire :Soit Nm le nombre d'atomes par molé
ules, la densité de 
harge totale relative aux gaus-siennes d'é
rantage des atomes j 6= i dans l'espa
e ré
iproque ressentie par i dans une molé
uledonnée vaut :

ρecran =

Nm∑

i=1,6=j

qi

(
α√
π

)3

exp
[
−α2r2

]221



Chapitre 9 Simulation numérique de type dynamique molé
ulaireComme on l'a fait dans la se
tion pré
édente, la double intégration de l'équation de Poissondonne :
Nm∑

i=1,6=j

qi
erf(α |ri − rj |)
|ri − rj|Le potentiel total, 
ontenant le terme self-term ou auto-
orre
tion et le terme intramolé
u-laire, vaut :

φSelf
j = qj

2α√
π

+

Nm∑

i=1,6=j

qi
erf(α |ri − rj |)
|ri − rj |De la même manière que pré
édement, nous obtenons l'énergie potentielle :

USelf
j =

N∑

j=1



q2j
α√
π

+

Nm∑

i=1,6=j

qiqj
erf(α |ri − rj|)

2 |ri − rj |





Comme pour le potentiel de l'espa
e réel, la for
e vaut :
f l

Self = −
N∑

j=1

Nm∑

i=1,6=j

qiqj
rij

r3ij

[
erf(α |rij |)−

α |rij |
2
√
π

exp−(α2 |rij|2)
]

Ainsi, l'énergie éle
trostatique et la for
e éle
trostatique (sur un atome j) ont pour expres-sion : 222
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UC =

∑

k6=0

2π

k2V
exp

(
− k2

4α2

) ∣∣∣∣∣∣

N∑

j=1

qj exp (ik(rj))

∣∣∣∣∣∣

2

+

N−1∑

i=1

N∑

l=i+1

qiql
erfc(α |ri − rl|)
|ri − rl|

−
N∑

j=1



q2j
α√
π

+

Nm∑

i=1,6=j

qiqj
erf(α |ri − rj|)

2 |ri − rj |



 (9.36)
fC = −qi

∑

k6=0

exp (ik(ri))
4πki

k2V
exp

(
− k2

4α2

) ∣∣∣∣∣∣

N∑

j=1

qj exp (ik(rj))

∣∣∣∣∣∣

+
N−1∑

i=1

N∑

l=i+1

qiql
ril

r3il

[
erfc(α |ril|) +

2α |ril|√
π

exp−(α2 |ril|2)
] (9.37)

−
N∑

j=1

Nm∑

i=1,6=j

qiqj
rij

r3ij

[
erf(α |rij |)−

α |rij |
2
√
π

exp−(α2 |rij|2)
]9.4. Algorithme de 
ontrainte9.4.1. Dé�nitionCette méthode permet d'introduire des 
ontraintes de distan
es dans l'algorithme de dyna-mique molé
ulaire. Cela permait de réduire le nombre de degrés de liberté et don
 de réduirele temps de 
al
ul. La théorie des 
ontraintes tient essentiellement du formalisme lagrangien.Soit un système de N parti
ules repérées par l'indi
e α variant de 1 à N . Si l'é
riture detoutes les équations de la dynamique permet en prin
ipe, en y ajoutant les 
onditions ini-tiales, de déterminer 
omplétement le mouvement, alors 
ette résolution devient plus déli
atelorsqu'il existe des 
ontraintes. On dé�nit une 
ontrainte 
omme étant un ensemble de rela-tions liant 
ertains paramètres (positions, vitesses,...). Celles-
i ont l'avantage d'abaisser ladimensionnalité du système. Soit r l'entité sur laquelle porte la 
ontrainte. Supposons que
ette 
ontrainte 
on
erne l'ensemble des parti
ules α, elle peut s'é
rire par exemple, dans le
as simple où elle �xe la valeur de r :rα = K ⇔ Rj(rα) = 0 où j est le nombre de contraintesRemarque : S'il existe une dépendan
e expli
ite au temps, on peut alors é
rire Rj(rα, t) = 0.223



Chapitre 9 Simulation numérique de type dynamique molé
ulaireComme la dynamique molé
ulaire est basée sur l'intégration des équations de mouvementde Newton, il faut don
 trouver le moyen de résoudre 
es équations de mouvement en tenant
ompte de 
es 
ontraintes. Cela revient à déterminer l'expression des for
es 
ontraintes. Larelation de Newton s'é
rit alors :
mr̈ = F+G où G est le vecteur force contrainte totaleLa détermination de la for
e 
ontrainte se fait par la méthode des multipli
ateurs deLagrange.9.4.2. Multipli
ateurs de LagrangeCette méthode permet de déterminer les points stationnaires (point annulant la di�érentielletotale) d'une fon
tion indépendante ou liée y = f(xi). Considérons le 
as d'une fon
tion liée
'est-à-dire une fon
tion où les n variables xi sont liées par la 
ontrainte :

R(x1, ...., xn) = 0Les points stationnaires doivent remplir deux 
onditions :
dy =

n∑

i

∂f

∂xi
dxi = 0

dR =

n∑

i

∂R

∂xi
dxi = 0De l'expression de dR, on extrait dxn :

dxn =

[
dR−

n−1∑

i=1

∂R

∂xi
dxi

]
∂xn

∂RCela nous permet de réé
rire l'expression de dy :
dy =

n−1∑

i=1

∂f

∂xi
dxi +

∂f

∂xn

[

dR −
n−1∑

i=1

∂R

∂xi
dxi

]
∂xn

∂R224
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⇒ dy =

n−1∑

i

∂f

∂xi
dxi −

∂f

∂xn

[

dR−
n−1∑

i=1

∂R

∂xi
dxi

]
∂R

δxn

⇒ dy =

n−1∑

i

dxi

(
∂f

∂xi
+

∂f

∂xn

∂R

∂xn

∂R

∂xi
dxi

)
− ∂f

∂xn

∂R

∂xn
dR

⇒ dy +
∂f

∂xn

∂R

∂xn
dR =

n−1∑

i

dxi

(
∂f

∂xi
+

∂f

∂xn

∂R

∂xn

∂R

∂xi
dxi

)En posant :
λ =

∂f

∂xn

∂R

∂xn
, on écrit que :

dy + λdR =

n−1∑

i

dxi

(
∂f

∂xi
+ λ

∂R

∂xi
dxi

)
= 0Selon 
ette relation, seuls les n−1 a

roissements dxi sont indépendants. Dans 
es 
onditions,les points stationnaires xo

i et λ peuvent être déterminés en résolvant le système suivant :





∂f

∂xi
+ λ

∂R

∂xi
= 0, i = 1....n − 1

R(xi) = 0À présent, généralisons 
ette relation à α 
ontraintes tel que :





Rα(x1, ....., xn) = 0

α = 1, ....,mDans 
e 
as, on introduit alorsmmultipli
ateurs de Lagrange. On a alors à résoudre le systèmed'équations suivant, noté S : 225
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




n∑

j=1

m∑

k=1

∂f

∂xj
+ λk

∂Rk

∂xj
= 0

m∑

k=1

Rk(x1, ....., xn) = 09.4.3. Méthode SHAKED'apés 
e qui a été fait, on peut 
onsidérer l'ensemble des 
ontraintes (σk) sous la formesuivante :





σk(r) = 0

k = 1, ...., ℓoù l'indi
e k représente le nombre de 
ontraintes holonomiques (
ontraintes mettant en jeudes relations en 
oordonnées 
artésiennes). Si on 
onsidére une dépendan
e temporelle, onpeut é
rire, étant donné le système S :
N∑

i=1

ℓ∑

k=1

∂f

∂xi
+ λk(t)

∂σk

∂xi
= 0

σk(r) = 0Considérons un système de N parti
ules en intera
tion, on a :





ri → Positions de l′atome i

σk(r(t)) = (rj(t)− ri(t))2 − d2
ij

(rj(t)− ri(t))
2 est la distan
e 
al
ulée et d2

ij la distan
e �xée. La dynamique du système peutêtre obtenue par la résolution des 3N équations lagrangiennes :





d∇vαL

dt
= ∇rα

L = T − V226



Partie IISi on divise le système global en un sous-système 
ontraint Gi et un sous-système non
ontraint Fi, la relation de Newton pour 
haque atome i s'é
rit :
mir̈i = Fi + Gi

= −∇iV −
l∑

k=1

∇iσkλkL'obje
tif est d'intégrer les équations de mouvement en y asso
iant les 
ontraintes a�nde déterminer les mouvements des parti
ules. Pour 
ela, on doit résoudre 3N + ℓ équationsdi�érentielles à 3N + ℓ in
onnues de type r(t), λ(t) telles qu'à l'instant origine les doublets{ri(0), ṙi(0)} sont 
onnues sans ambiguïté. Comme le multipli
ateur de Lagrange dépenddu temps, on peut l'exprimer par un développement limité d'ordre n (au même titre quel'ensemble des positions dans l'algorithme de Verlet). On a alors :
λk(t) =

∞∑

k=0

λn
k(to).

(t− to)
n!où n représente le degré de la dérivée et to le temps initial. Il apparaît évident que l'ensembledes positions va dépendre du multipli
ateur de Lagrange. Nous pouvons alors é
rire ri(t, λ(t))en fon
tion de λn

k(to) en e�e
tuant un développement limité d'ordre 2 de ri(t, λ(t)). En e�et,les relations de Verlet sont :ri(∆t+ to) = ri(to) + ṙi(to)∆t+ r̈i(to)∆t2
2

= ri(to) + ṙi(to)∆t+
Fi(to)

mi

∆t2

2En posant t = to + ∆, on peut é
rire que :ri(t) = ri(to) + ṙi(to)(t− to) +
Fi(to)

mi

(t− to)2
2On va généraliser 
ette expression en insérant les 
ontraintes sous forme de potentiel et nonpas sous forme de gradient de potentiel. 227
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ri(t, {λ(t)}) = ri(t, {λn(to)}) = ri(to) + ṙi(to)(t− to) (9.38)

+
1

mi

∞∑

n=2

(t− to)n
n!

•



Fi(to)
n−2 −

ℓ∑

k=1

n−2∑

p=0

λp
k(to)

[
∇iσ

n−2−p
k

]

t=to



La détermination de 
ette relation né
essite 
ertaines expli
ations :� La sommation 
ommen
e à n = 2 puisque les dérivées d'ordre 0 et 1 
orrespondent auxdeux premiers termes� le dernier terme 
orrespond à ri(to)
n� 
omme r2 =

Fi(to)

mi
⇒ rn =

Fi(to)
n−2

mi
.Intéressons nous au troisième terme (double sommation). Ce terme 
orrespond en fait àGi(to)

n−2. Or, on a vu que : Gi = −
ℓ∑

k=1

(∇iσk) .λkLe terme auquel on s'intéresse 
orrespond à la dérivée d'ordre n−2 de Gi. Pour déterminerson expression, il faut savoir que la dérivée d'ordre n d'un produit AB vaut :
(AB)n =

n∑

k=0

Ak.Bn−kCela nous permet d'é
rire que :
(Gi)

n−2 = −
ℓ∑

k=1

n−2∑

p=0

[∇iσk]
n−2−p .λk

pLa dérivée d'ordre n− 2 peut s'exprimer par :Fs
i (to) =

[
ds

dts
Fi(t)

]

t=to

=

N∑

j=1

∂Fi
s−1

∂rj
.ṙj(to)228



Partie IIOn a alors : Fs
i (to) =

ds

dts
Fi(t) =

∂Fi(t)
s

∂ts

=
∂

∂t

∂Fi(t)
s−1

∂ts−1
.
∂rj

∂rj

=
∂Fi(t)

s−1

∂t

∂rj

∂rj

=
∂Fi(t)

s−1

∂rj
.
∂rj

∂tDe la même manière, on a en remplaçant les dérivées partielles par l'opérateur ∇ :
[(∇iσk)

s]t=to
=

[
ds

dst
(∇iσk)

]

t=to

=

N∑

j=1

∇j

[
(∇iσk)

s−1
]

t=to
ṙj(to)A présent que l'on a exprimé la forme intégrée des équations de Newton, il faut déterminerles multipli
ateurs de Lagrange et leurs dérivées (D.L.) pour a

éder au mouvement 
omplet.Pour 
ela, nous utilisons la dé�nition de la 
ontrainte : σk(r(t)) = (rj(t) − ri(t))2 − d2

ij . Lesdérivées de 
ette fon
tion sont don
 nulles. On peut alors é
rire que :
σk(r(to))s+2 =

[
ds+2σk(r(to))

dts+2

]

t=to

= 0L'interêt de dériver à l'ordre s + 2 est de pouvoir dériver un terme d'ordre 2 à l'ordre s. Or,
e terme d'ordre 2 n'est autre que la dérivée se
onde du ve
teur position, qui represente lasomme des for
es. On évalue 
ette dérivée d'ordre n + 2 de la même manière que Fi et Gi.On a alors :
dσk =

N∑

j=1

∂σk

∂rj
.drj

=
N∑

j=1

[∇jσk] .drj

⇒ dσk

dt
=

N∑

j=1

[∇jσk]
drj

dt229
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ulairePour dériver 
ette expression à l'ordre n + 1 et obtenir une dérivée à l'ordre n + 2, il su�tde se souvenir que la dérivée d'un produit à l'ordre n+ 1 peut être donnée par l'expression :
(AB)n+1 =

n+1∑

k=0

Ak.Bn+1−k. Ce qui nous permet d'é
rire que :
ds+2σk

dts+2
=

(
dσk

dt

)s+1

=
N∑

j=1

s+1∑

α=0

r1+(s+1−α)
j (to) · [(∇jσk)

α]t=to

⇒ ds+2σk(r(to))
dts+2

= σs+2
k (r(to)) =

N∑

j=1

s+1∑

α=0

rs+2−α
j (to) · [(∇jσk)

α]t=to
= 0Or, rs+2−α

j (to) n'est autre que la dérivé se
onde que l'on a dérivée (s−α) fois. Comme on
onnaît l'expression de la dérivée se
onde (relation de Newton) :
rj(t)

2 =
1

mj

[
Fj(to)−

ℓ∑

k=1

λk(to) (∇jσk)t=to

]

On peut alors, en dérivant 
ette expression (s− α) fois, réé
rire ds+2σk( ~r(to))
dts+2

:
ds+2σk( ~r(to))

dts+2
= 0.0

=

N∑

j=1

s+1∑

α=0

1

mj



Fs−α
j (to)−

ℓ∑

k=1

s−α∑

β=0

λβ
k (to)

[
(∇jσk)

s−α−β
]

t=to



 [(∇jσk)
α]t=toPour la suite de notre étude, nous devons isoler les termes d'ordres supérieurs. Ces termes
orrespondent à α = 0 et β = s.

⇒ 0 =
N∑

j=1

1

mj

[
Fs

j(to)−
ℓ∑

k=1

λs
k(to) [(∇jσk)]t=to

]
. [(∇jσk)]t=to

+ F
[{
λs−1

p (to), ..., λ
0
p(to)

}
, {r(to), ṙ(to)}

] (9.39)I
i, F est fon
tion des dérivées de λ à un degré inférieur à s, des 
oordonnées et des mo-ments. Si on se pla
e dans le 
adre du développement limité initial de degré 2 en r, alors230



Partie IIla fon
tion F n'a plus au
une existen
e, si bien qu'on se retrouve seulement ave
 le premierterme. Dans 
es 
onditions, la détermination des λk peut se faire par intégration numériqueitérative de l'équation di�érentielle. De même, pour un développement 
omplet, on peut demanière itérative déterminer l'ensemble des dérivées. On 
ommen
e par {s = 0,λ}. Connais-sant {s = 0,λ} on détermine {s = 1,λ1}, et ainsi de suite.Si on détermine les multipli
ateurs de Lagrange à partir de l'équation (9.39) de manièreitérative, on n'est pas sûr de maintenir les 
ontraintes à 
haque pas d'intégration, si bienqu'on risque d'observer une dérive de 
ette distan
e. Comme la méthode est itérative, si uneerreur systématique est 
ommise sur la détermination des 
oordonnées (méthode de Verlet,par exemple) 
elle-
i sera propagée et amplifée à 
haque pas d'intégration. Dans 
es 
ondi-tions, la 
ontrainte ne pourra pas être maintenue. Le problème vient du fait que l'espa
e des
ontraintes est traité de la même manière que 
elui qui n'est pas 
ontraint.Pour remédier à 
e problème, une pro
édure a été mise au point [20℄ permettant d'in
orpo-rer automatiquement les 
ontraintes dans l'algorithme sans pour autant introduire d'erreurssupplémentaires sur la traje
toire. Supposons que l'algorithme utilisé soit 
elui de Verlet, l'er-reur introduite sur les 
oordonnées (en utilisant la relation (9.39), 
'est-à-dire la déterminationde n − 2 dérivées) est alors de l'ordre de ∆t(m+1)(dans le 
as d'un développement de Taylord'ordre 2, 
ela 
orrespond au premier terme). Si 
et algorithme 
orrespond à la relation (9.39),alors on doit évaluer la dérivée d'ordre n − 2 sur les for
es. Comme F ∝ r(2), 
ela revient àdéterminer la dérivée d'ordre n sur l'ensemble des 
oordonnées r. Ainsi, lors des intégrationssu

essives, nous avons :
σk

(
rA(t)

)
= O

[
(∆t)(m+1)

]

erreur introduite sur la contrainteoù rA(t) est la valeur obtenue à partir de l'algorithme donnant ri(t).Au lieu d'utiliser 
ette méthode 
lassique, on peut utiliser la relation (9.38). Cette relation,par la séparation du terme de plus haut degré, permet de séparer les n− 3 premiers termes à
to du terme n− 2 : 231
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ulaire
(
λ0

k(to), ..., λ
n−2
k (to)

)
=
(
λ0

k(to), ..., λ
n−3
k (to)

)
+
(
λn−2

k (to)
)On peut alors rempla
er le terme isolé λn−2

k (to) par un jeu de paramètres γk tel que la relation
σk(r(t, γk)) = 0 soit satisfaite. Cela revient à diviser l'espa
e des phases en deux, un espa
e
ontraint et un espa
e non 
ontraint. En appliquant 
ette subdivision à la détermination del'ensemble des 
oordonnées, on a :

r(to + ∆t; {λ(o)
k (to), ..., λ

(n−3)
k (to, γk)}

=

r
′

(to + ∆t; {λ(o)
k (to), ..., λ

(n−3)
k (to)}+ δr(to + ∆t, γk) (9.40)I
i, r

′ est indépendant de γk et 
orrespond à l'espa
e non 
ontraint, 
ontrairement à δr qui
orrespond à l'espa
e des 
ontraintes. En fait, le terme δr peut 
orrespondre à un terme 
or-re
tif. Le premier terme 
orrespond à la détermination des 
oordonnées des atomes 
ontraintsdans l'espa
e non 
ontraint, 
'est-à-dire sans 
onsidérer le potentiel non 
ontraint. Le deuxièmeterme doit, dans son expression, tenir 
ompte du potentiel 
ontraint. C'est don
 δr qui permetde maintenir la 
ontrainte et de 
orriger les erreurs engendrées par l'intégration de r
′ . Ainsi,en tenant 
ompte de la relation (9.40) on peut réé
rire la relation (rj(t) − ri(t))

2 − d2
ij = 0.0.

(rj(t)− ri(t))
2 − d2

ij = 0

⇔ (r
′

j(t)− ri
′(t) + δrj(t)− δri(t))

2 − d2
ij = 0

⇔ (r
′

j(t)− ri
′(t))2 + (δrj(t)− δri(t))

2

+2.(δrj(t)− δri(t)).(r
′

j(t)− r
′

i(t))− d2
ij = 0

⇔ 2.(δrj(t)− δri(t)).(r
′

j(t)− r
′

i(t))

+(δrj(t)− δri(t))
2 = d2

ij − (r
′

j(t)− ri
′(t))2 (9.41)Les δrx(t) sont déterminées en sortant de la relation (9.41) le terme de plus haut degré(
orrespondant à λn−2

k ). Cela nous permet d'é
rire que :
δri(to + ∆t, γk) = −(∆t)n

mi.n!

ℓ∑

k=1

γk. (∇i.σk)to (9.42)232



Partie IIOn se retrouve don
 ave
 un système de ℓ équations à ℓ in
onnues, sus
eptible d'être résolusous forme matri
ielle de manière itérative. Il faut tout d'abord déterminer ri(to + ∆t)ncpour tous les atomes y 
ompris les atomes 
ontraints (l'exposant nc indique des positions surlesquelles on n'a pas appliqué la 
ontrainte). Cela peut se faire par un D.L. d'ordre n.rnc
i (t+ ∆t) = ri(t) + ṙi(t) ·∆t+ 1

mi

∞∑

n=2

∆tn

n!
·
[Fi(t)

n−2
]I
i, Fi(t) représente les for
es non 
ontraintes. Ensuite, on peut 
ommen
er la pro
édure quidétermine les 
oordonnées des atomes 
ontraints, permettant le maintien de la 
ontrainte.Pour 
ela, on utilise le fait que :

ri(t+ ∆t) = rnc
i (t+ ∆t)− (∆t)n

mi.n!

ℓ∑

k=1

γk. (∇i.σk) (t)Ces expressions nous permettent de réé
rire la relation (9.41) :
−2·

(
(∆t)n

mj .n!

ℓ∑

k=1

γk. (∇j.σk) (t)− (∆t)n

mi.n!

ℓ∑

k=1

γk. (∇i.σk) (t)

)

·
(
rnc
j (t+ ∆t)− rnc

i (t+ ∆t)
)

+

[
(∆t)n

mj .n!

ℓ∑

k=1

γk. (∇j.σk) (t)− (∆t)n

mi.n!

ℓ∑

k=1

γk. (∇i.σk) (t)

]2

= d2
ij −

(
rnc
j (t+ ∆t)− rnc

i (t+ ∆t)
)2

⇔ −2 ·
(

(∆t)n

mj.n!

ℓ∑

k=1

γk. (∇j.σk) (t)− (∆t)n

mi.n!

ℓ∑

k=1

γk. (∇i.σk) (t)

)

·
(
rnc
j (t+ ∆t)− rnc

i (t+ ∆t)
)

+

[
(∆t)n

mj .n!

ℓ∑

k=1

γk. (∇j.σk) (t)− (∆t)n

mi.n!

ℓ∑

k=1

γk. (∇i.σk) (t)

]2

= d2
ij −

(
rnc
j (t+ ∆t)− rnc

i (t+ ∆t)
)2On obtient ℓ équations à ℓ in
onnues (multipli
ateurs), qui peuvent se mettre sous formematri
ielle. Les équations ainsi obtenues ne sont pas linéaires mais peuvent être résolues en-tièrement et e�
a
ement par itérations : 
ela est justi�é par le fait que pour ∆t → 0, les233



Chapitre 9 Simulation numérique de type dynamique molé
ulairetermes γk sont petits.Remarque : La détermination des multipli
ateurs de Lagrange et des 
oordonnées 
ontraintesse font au même moment lors des intégrations des équations de mouvement.Appli
ation : algorithme de Verlet ou méthode des paramètres indéterminés Cetalgorithme est un 
as parti
ulier du développement pré
édent, puisqu'on limite le D.L. àl'ordre 2 :
−(∆t)2

ℓ∑

k=1

γk.

[∇j

mj
− ∇i

mi

]
.σk(t) ·

(
rnc
j (t+ ∆t)− rnc

i (t+ ∆t)
)

+
1

4
·
[

(∆t)2

mj

ℓ∑

k=1

γk. (∇j.σk) (t)− (∆t)2

mi

ℓ∑

k=1

γk. (∇i.σk) (t)

]2

=
(
d2

ij −
(
rnc
j (t+ ∆t)− rnc

i (t+ ∆t)
)2)

⇔ −(∆t)2
ℓ∑

k=1

γk.

[∇j

mj
− ∇i

mi

]
.σk(t) ·

(
rnc
j (t+ ∆t)− rnc

i (t+ ∆t)
)

+
(∆t)4

4
·

ℓ∑

k=1

ℓ∑

k′=1

γkγk
′

[∇j

mj
− ∇i

mi

]
.σk(t) ·

[∇j

mj
− ∇i

mi

]
.σk

′ (t)

=
(
d2

ij −
(
rnc
j (t+ ∆t)− rnc

i (t+ ∆t)
)2)On se retrouve don
 ave
 un système de ℓ équations du se
ond degré à ℓ in
onnues. Cesystème peut être résolu par itérations su

essives lors de la dynamique molé
ulaire. Néan-moins, dans la plupart des simulations, on néglige les termes quadratiques, si bien que l'on seretrouve ave
 un système matri
iel d'équations du premier degré.Ci

otti et Ry
kaert [20℄ utilisent le δr suivant :

δri(to + ∆t, γk) = −(∆t)n

mi

ℓ∑

k=1

γk. (∇i.σk)toalors que les 
al
uls e�e
tués montrent que :234



Partie II
δri(to + ∆t, γk) = −(∆t)n

min!

ℓ∑

k=1

γk. (∇i.σk)tosoit un fa
teur 1

n!
près. Néanmoins, il est possible de retrouver la relation de Ci

otti etRy
kaert, si on 
onsidère l'algorithme de Verlet [7℄ dans son intégralité, 
'est-à-dire :ri(t+ ∆t) = 2 · ri(t)− ri(t−∆t) + ṙi(t) ·∆t+

∆t2

mi
·
[Fi(t)−

ℓ∑

k=1

γk. (∇i.σk) (t)

]Si l'on sépare les parties 
ontrainte et non 
ontrainte, 
ette relation s'é
rit :ri(t+ ∆t) = rnc
i (t+ ∆t)− ∆t2

mi
·
[

ℓ∑

k=1

γk. (∇i.σk) (t)

]Dans 
es 
onditions, la matri
e équation devient :
⇔ −2 · (∆t)2

ℓ∑

k=1

γk.

[∇j

mj
− ∇i

mi

]
.σk(t) ·

(
rnc
j (t+ ∆t)− rnc

i (t+ ∆t)
)

+ (∆t)4 ·
ℓ∑

k=1

ℓ∑

k′=1

γkγk′

[∇j

mj
− ∇i

mi

]
.σk(t) ·

[∇j

mj
− ∇i

mi

]
.σk′ (t)

=
(
d2

ij −
(
rnc
j (t+ ∆t)− rnc

i (t+ ∆t)
)2) (9.43)9.5. Méthode de non-équilibreDans le 
as d'un 
ouplage entre λ et t, la di�éren
e d'énergie entre deux états 0 et 1 est :

H1(τ(tf )) = H0(τ(0)) +

∫ tf

0
dt

[
∂λ

∂t

]
∂H(τ(t))

∂λ

⇔ H1(τ(tf )) = H0(τ(0)) +W tfI
i, W tf représente le travail né
essaire pour par
ourir le 
hemin thermodynamique 0→ 1.Si tf tend vers l'in�ni, on a alors l'équivalen
e suivante :235
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ulaire
W tf→∞ = ∆G = G1 −G0Cette équation s'explique par le fait que la moyenne d'ensemble se fait sur un ensembled'états ayant les mêmes états initiaux et �naux. Don
, si tf tend vers l'in�ni, alors 
haqueétat sera à l'équilibre et don
 W tf sera identique pour 
haque état. Ainsi, on aura :
<W tf→∞ >Ns=W tf→∞On pourra alors é
rire :

∆G =W tf→∞Si on subdivise le 
hemin thermodynamique en sous états, on aura alors :
∆G(0 → 1) =W tf→∞ =

λ(tf )=1∑

λ(t)=0

W(λ(t))Le travail vaut don
 :
W(λ(t)) = H(λ(t))−H(λ(t− δt))On peut alors é
rire que :
W tf→∞ =

t=tf∑

t=0

Ht+1(z(t))−Ht(z(t))Cette méthode ne permet pas de déterminer la variation d'entropie puisque ∆S est la dérivéede ∆G par rapport à T , 
omme W ne dépend pas de T don
 ∆S = 0. Si on veut a

éderà la variation d'entropie par une méthode similaire, il faut utiliser la relation de Jarzinsky[40℄ qui permet l'a

ès à des propriétés d'équilibre par des 
al
uls sur des états hors équilibre.En e�et, 
es méthodes utilisent le même prin
ipe de 
ouplage de λ par rapport au temps.236



Partie IILa prin
ipale di�éren
e réside dans le temps de simulation, puisque, dans 
e 
as, 
es dernierssont très 
ourts. On montre, que la variation d'enthalpie libre [35℄ s'é
rit :
∆G(0→1) = −kT ln

〈
exp

(
−W
kT

)〉

0I
i, la moyenne se fait sur un ensemble de simulations de type sto
hastique. Cette relationétant dérivable par rapport à T , nous devrions pouvoir déterminer une relation permettantde 
al
uler la variation d'entropie :
T∆S(0→1) = kT ln

〈
exp

(
−W
kT

)〉

0

−
〈[
U(rN )0 + pV

]〉
0
+




〈[
U(rN )0 +W + pV

]
exp

(
−
[W

kT

])〉
0〈

exp
(
−
[
W(rN )

kT

])〉

0



Nous avons testé 
ette méthode sur deux systèmes simples :� Cal
ul du potentiel 
himique et de l'entropie molaire de l'eau� 
al
ul de la di�éren
e de variation d'entropie et d'enthalpie libre d'hydratation entre l'ionCa2+ et l'ion Mg2+.Les résultats sont rassemblés dans le tableau suivant :L'obtention de 
es résultats a né
essité la mise en pla
e de 3000 simulations ave
 τ = 3(nous avons aussi testé 1000 simulations ave
 τ = 10)7. Nous avons généré les 
on�gura-tions par une dynamique de type sto
hastique ave
 un thermostat de Andersen [67℄ tel que
δtand = 0.01 ps dans l'ensemble NpT . Nous avons utilisé l'algorithme de Verlet Leap Frogave
 un pas d'intégration de 0.01 ps.Ces résultats montrent que 
ette méthode, bien qu'e�
a
e pour évaluer la variation d'enthal-pie libre, n'est pas très performante pour 
al
uler la variation d'entropie. On peut expliquer
ela par le fait que la détermination de l'entropie né
essite un é
hantillonnage 
onséquent de7τ représente le nombre de 
on�gurations permettant d'é
rire les moyennes d'ensemble.237



Chapitre 9 Simulation numérique de type dynamique molé
ulaire
∆∆Go , µ† ∆∆So ,S† T∆∆Ho , H†(kJ mol−1) (kJ mol−1) (kJ mol−1)H20† (25oC) -43.2 5 -10.13 -53.36exp [73℄ -45.5 7.6 -37.9Ca2+ → Mg2+ (25oC) 313.5 8 -25.0 6 338.58Exp. [55℄ 347 24 323Tab. 9.1 � Grandeurs thermodynamiques d'hydratation obtenues par l'égalité de Jarzinsky [40℄. †indique les grandeurs évaluées pour l'eau. Exp. indique les valeurs expérimentales.l'espa
e des phases [53℄, alors que 
ette méthode de non-équilibre est basée sur des temps desimulation assez 
ourts.
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Partie II
Chapitre 10Rappels sur la théorie de la DFT
Le 
on
ept fondamental de la DFT réside dans le fait que l'énergie d'un système éle
tro-nique peut être exprimée en fon
tion de sa densité éle
tronique qui ne dépend que de trois
oordonnées spatiales (voire six si on 
onsidère deux populations de spins). Par 
ontre, si ons'en tient à la des
ription d'un système ave
 une fon
tion d'onde à plusieurs éle
trons N ,
elle-
i dépend alors de 3N variables pour un système sans spin. La théorie de la fon
tionnellede la densité ele
tronique a été développée en 1964 et en 1965 par Hohenberg, Kohn et Sham[81, 82℄. Elle 
onsiste en la rédu
tion du problème à plusieurs 
orps en un problème à unseul 
orps dans un 
hamp e�e
tif prenant en 
ompte toutes les intera
tions. L'idée prin
ipaleest que les propriétés exa
tes de l'état fondamental d'un système fermé, formé de noyauxpositionnés dans des sites �xes et d'éle
trons les entourant, sont des fon
tionnelles de la seuledensité éle
tronique. Ainsi, la DFT repose sur deux théorèmes fondamentaux :1- L'énergie de l'état fondamental est une fon
tionnelle unique de la densité éle
tronique.2- Le minimum de l'énergie totale du système 
orrespond à la densité exa
te de l'étatfondamental.L'appro
he de Kohn et Sham permet d'a

éder à l'énergie totale du système (énergie 
iné-tique in
luse) bien que 
elle-
i laisse indéteminé le terme d'é
hange-
orrélation. Cette appro
he
onsiste dans un premier temps à traiter de manière exa
te le terme d'énergie 
inétique enintroduisant des orbitales. Dans un deuxième temps, le système est redé�ni par rapport àun système d'éle
trons sans intera
tion et de même densité, de manière à faire apparaîtreles termes d'intera
tion 
omme des 
orre
tions aux autres termes. Pour traiter des systèmespolarisés en spin, nous devons séparer l'expression de la densité en deux parties.239



Chapitre 10 Rappels sur la théorie de la DFT
ρ(r) = ρ↑(r) + ρ↓(r) =

N
↑
e∑

i=1

|ψ↑(r)|2 +

N
↓
e∑

i=1

|ψ↓(r)|2 (11.1)où ρ↑(r) et ρ↓(r) désignent respe
tivement les densités éle
troniques relatives aux spin upet down. Dans le 
as où les positions des N noyaux sont �xées, l'énergie totale du systèmepeut alors s'exprimer de la manière suivante :
EKS

tot =
∑

i

〈
ψi

∣∣∣∣
−∇2

2

∣∣∣∣ψi

〉
+

1

2

∫
ρ(r)ρ(r

′

)

|r′ − r| drdr
′ −
∫
ρr

N∑

I=1

ZI

|r−RI |
dr−

N∑

I<J

ZIZJ

|RI −RI |
+ Exc[ρ]

⇔ EKS
tot = T 0

e + EH +Eext + Exc[ρ] (11.2)I
i, T 0
e est l'énergie 
inétique du système d'éle
trons sans intera
tion, EH désigne le terme deHartree, Eext in
lut l'intera
tion 
oulombienne des éle
trons ave
 le noyau et 
elles des noyauxentre eux. Le terme Exc[ρ] 
omprend la déviation de l'énergie 
inétique et les 
orre
tions auterme de Hartree, toutes deux dues aux 
orrélations entre éle
trons. Le terme Z désignela 
harge du noyau. Déterminer l'état fondamental du système revient alors à résoudre, demanière auto-
ohérente, un ensemble d'équations aux valeurs propres appelées équations deKohn-Sham :

[−∇2

2
+
δEH

δρ(r)
+
δEext

δρ(r)
+
δExc

δρ(r)

]∣∣∣∣ψi

〉
= ǫi|ψi〉 , i = 1, ...,N (11.3)La somme des termes δEH

δρ(r)
+
δEext)

δρ(r)
+
δExc

δρ(r)

onstitue un potentiel e�e
tif Veff qu'onpeut quali�er de lo
al 
ar il ne dépend que de r. À 
e niveau du 
al
ul, tous les termespeuvent être déterminés ex
epté 
elui d'é
hange-
orrélation. C'est par la manière de détermi-ner 
e terme qu l'on va pouvoir di�éren
ier les multiples pro
édures DFT. Ces équations deKohn et Sham ont une forme analogue à 
elle de Hartree-Fo
k. Elles se di�éren
ient par le faitqu'elles font intervenir la densité éle
tronique totale du système. Les méthodes de résolutionutilisent des bases d'orbitales atomiques gaussiennes analogues à 
elles utilisées dans un 
al
ulHartree-Fo
k et des expressions spé
i�ques pour le terme d'é
hange-
orrélation 
orrespondantà di�érents niveaux d'approximation. L'intérêt de 
e type de 
al
ul par rapport aux méthodes240



Partie IIab initio réside dans le fait que, pour une base identique, le nombre de 
al
uls est réduit et lese�ets de 
orrélation éle
tronique sont pris en 
ompte, 
ontrairement aux méthodes Hartreequi né
essitent des 
al
uls supplémentaires. Dé�nissons, à présent, les termes d'é
hange et de
orrélation.� L'e�et d'é
hange (
orrélation de Fermi) résulte de l'antisymétrie de la fon
tion d'onde
ψ. Il 
orrespond au fait que deux éle
trons de même spin ont une probabilité nulle dese trouver au même entroit, 
e qui se manifeste au niveau de la densité de paire par
ρ(r, r

′

) = 0. Cet e�et est bien entendu relié au prin
ipe d'ex
lusion de Pauli. Il n'a paslieu pour les éle
trons de spin opposé. De plus, il est pris en 
ompte naturellement dansl'approximation Hartree-Fo
k par l'antisymétrie du déteminant de Slater. Il est à noterque 
et e�et est indépendant de la 
harge de l'éle
tron.� La 
orrélation (de Coulomb) est due à la 
harge de l'éle
tron. Elle est reliée à la ré-pulsion des éle
trons en 1

r − r′ . Contrairement à l'e�et d'é
hange, elle est indépendantedu spin. L'approximation Hatree-Fo
k néglige 
et e�et. Il faut e�e
tuer un traitementpost-Hartree-Fo
k pour y a

éder.� Le troisième e�et est la 
orre
tion de self-intera
tion qui 
onduit à une détermination
orre
te du nombre de paires d'éle
trons. Cette 
orre
tion provient du fait que la fon
tiond'onde éle
tronique est formulée en terme de parti
ules indépendantes.A�n d'in
lure 
es e�ets d'é
hange-
orrélation dans l'énergie totale du potentiel e�e
tif, onutilise le prin
ipe du trou d'é
hange 
orrélation qui traduit la diminution de densité éle
-tronique dans tout l'espa
e lié à la présen
e d'un éle
tron en un point parti
ulier (
e termeest toujours négatif). Il existe a
tuellement di�érents types d'approximations permettant dedéterminer 
e terme d'é
hange-
orrélation.L'approximation de densité lo
ale (LDA, lo
al density approximation ; LSDA, lo
al spin-density approximation) est l'approximation sur laquelle repose pratiquement toutes les ap-pro
hes. Elle est basée sur le fait que dans le 
as d'un gaz d'éle
trons homogène, l'énergied'é
hange-
orrélation peut être déterminée exa
tement. Cette approximation repose sur lefait que les termes d'é
hange-
orrélation ne dépendent que de la valeur lo
ale de ρ(r). Par241



Chapitre 10 Rappels sur la théorie de la DFT
onséquent, on néglige les e�ets des variations de densité. Cette approximation s'exprime par :
ELDA

xc =

∫
ρ(r)ǫxc [ρ↓,↑] dr (11.4)où ǫxc [ρ↓,↑] est l'énergie d'é
hange-
orrélation par parti
ule d'un gaz d'éle
trons uniformequi a été paramétrée pour di�érentes valeurs de densité éle
tronique.L'approximation du gradient généralisé (GEA, Gradient Expansion Approxima-tion) L'idée est qu'on peut tenir 
ompte des variations lo
ales de densité par l'intermédiairedu gradient de densité ∇ρ(r). Ainsi, l'approximation LDA apparaît 
omme le premier termed'un développement en série de Taylor en fon
tion de 
e gradient (GEA, Gradient ExpansionApproximation). Cette méthode, bien que 
onsidérée 
omme une amélioration de la LDA, adonné des résultats surprenant puisqu'elle donne des valeurs positives aux trous d'é
hange.Ainsi le prin
ipe de trou d'é
hange-
orrélation perd toute sa signi�
ation physique. Ce pro-blème a été résolu en annulant tous les termes qui ne permettent pas au trou d'é
hanged'être négatif. Les fon
tionnelles qui en résultent, sont appelées approximations de gradientgénéralisé GGA. En pratique, elles traitent séparément la partie d'é
hange et de 
orrélation.L'énergie d'é
hange peut être dé
rite de la manière suivante :

EGGA
xc = ELDA

xc −
∑

σ

∫
drρσ(r)4/3ǫxcFx(xσ)dr avec xσ =

|∇ρσ|
ρ
4/3
σ

(11.5)Le terme xσ représente pour le spin σ le gradient de densité réduit. La puissan
e 4/3 lui
onfère un 
ara
tère adimensionnel. Fx(xσ) est la fon
tionnelle d'é
hange-
orrélation. Unefon
tionnelle développée par Be
ke [83℄, notée B88, a été 
onçue pour reproduire 
orre
-tement le 
omportement asymptotique du terme d'é
hange. Elle a servi de base à de trèsnombreuses autres fon
tionelles. Le point fort de 
ette méthode est qu'elle ne repose que surun seul paramètre. Utilisée seule, la 
orre
tion B88 estime aussi bien l'énergie que l'approxi-mation LDA. Le point faible de 
ette méthode est d'ignorer le trou 
orrélation étant donnél'aspe
t prédominant du terme d'é
hange et la 
omplexité du terme de 
orrélation. Perdewet Wang [84℄ (approximation notée PW91) ont 
onsidéré le problème autrement et ont dé-
omposé l'énergie d'é
hange-
orrélation en deux termes distin
ts. L'approximation PW91 sedistingue de B88, prin
ipalement par le fait qu'elle traite l'é
hange-
orrélation dans un même242



Partie II
adre.Les 
orre
tions des termes de 
orrélation sont beau
oup plus 
omplexes à formuler que 
ellesd'é
hange. De plus, leurs in�uen
es sur les propriétés éle
troniques et stru
turales sont moinssigni�
atives que 
elles 
on
ernant l'é
hange. Néanmoins, leur prises en 
ompte est né
essairepour l'obtention de résultats satisfaisants. Une des 
orre
tions les plus utilisées est 
elle pro-posée par Langreth et Mehl, et modi�ée par Perdew a�n de prédire les énergies de 
orrélationave
 pré
ision dans le 
as d'atomes et de molé
ules.Kohn et Sham ont établi une expression exa
te de l'énergie d'é
hange-
orrélation basée surl'approximation de Hartree-Fo
k pour l'é
hange, le terme de 
orrélation restant in
hangé parrapport à la LDA. Cette appro
he présente don
 une séparation arti�
ielle du terme d'é
hangeet de 
orrélation, puisqu'on traite le trou d'é
hange 
omme non lo
al (Hartree Fo
k) et le troude 
orrélation 
omme lo
al. Ainsi, le trou total perd de son auto
ohéren
e. En outre, ils ontmontré que l'utilisation de 
ette fon
tionnelle hybride (HF+LDA) fournit un 
omportementasymptotique 
orre
t du potentiel e�e
tif (en 1/r). Or, un des problèmes de la LDA et dela GGA et qu'elles ne tiennent pas 
ompte des e�ets de 
orrélation à longue portée. Il a étéainsi suggéré de reformuler la séparation d'é
hange/
orrélation en in
luant les e�ets à longueportée. Be
ke a don
 utilisé l'é
hange exa
t (du moins une partie) pour formuler une énergied'é
hange-
orrélation. Il a ainsi proposé une expression à trois paramètres, B3 :
Exc = ELDA

xc + a0(E
exacte
x − ELDA

x ) + ax∆EB88
x + ac∆E

PW91
c (11.6)Les 
oe�
ients a0, ax et ac sont déterminés de manière semi-empirique par un ajustementsur des données expérimentales. Eexacte

x représente l'énergie totale exa
te déterminée par un
al
ul Hartree-Fo
k. Grâ
e a 
ette approximation, les pré
isions sur les énergies sont bienmeilleures que lorsqu'on utilise l'approximation GGA. C'est une variante de 
ette approxi-mation proposée par Lee, Yang et Parr (LYP) 
onnue sous le nom de B3LYP [85℄ que nousallons utiliser pour nos 
al
uls d'énergie. Cette méthode donne des résultats extrêmementpré
is pour le 
al
ul d'énergie. Cette méthode, bien que très séduisante, ne 
orrige que par-tiellement le problème de self-intera
tion, et ne met pas �n aux dis
ussions 
on
ernant lesproblèmes d'é
hange-
orrélation. 243
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