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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❊t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡s ré❝♦❧t❡s ❡st ❛rr✐✈é ❞❛♥s ❧❡ ❜❛ss✐♥ r❡♥♥❛✐s✱ ✐❧ ♠❡ ✈✐❡♥t ✉♥
❣r❛♥❞ ♣❧❛✐s✐r ❞❡ r❡♠❡r❝✐❡r ✈✐✈❡♠❡♥t ❡t s✐♥❝èr❡♠❡♥t ❝❡✉① q✉✐ ♦♥t ❝♦♥tr✐❜✉é à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ❣r❛✐♥❡
♣✉✐ss❡ ♣♦rt❡r ❞✉ ❢r✉✐t✿

▼❛ ♣r♦❢♦♥❞❡ ❣r❛t✐t✉❞❡ ✈❛ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r à ▼♠❡ ❏♦❝❡❧②♥❡ ❊r❤❡❧ ♠♦♥ ❡♥❝❛❞r❡✉r✳ ▼❡r❝✐ ❏♦✲
❝❡❧②♥❡ ❞✬❛✈♦✐r ❣✉✐❞é ♠❡s ♣❛s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡✱ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❛♣♣r✐s à tr❛✈❛✐❧❧❡r
❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛✉t♦♥♦♠❡ s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ♠✬é♣❛r♣✐❧❧❡r✳ ▼❡r❝✐ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s q✉❡ t✉
❛s ♣r♦♣♦sé❡s ❛✉① ♣r❡♠✐❡r❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ▼❡r❝✐ s✉rt♦✉t ♣♦✉r t❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✱
t♦♥ ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t ❡t ♣♦✉r t♦✉s t❡s ❝♦♥s❡✐❧s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣♦✉rs✉✐t❡ ❞❡ ♠❛ ❝❛rr✐èr❡
♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧❧❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ▼✳ ➱❞♦✉❛r❞ ❈❛♥♦t q✉✐ ♠✬❛ ❡♥❝❛❞ré ❛✉ ❞❡❜✉t ❞❡ ♠❛ t❤ès❡ ❡t q✉✐ ❛ été
❡♥s✉✐t❡ très ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❛♣♣♦rt❡r ❞❡s é❝❧❛✐r❝✐ss❡♠❡♥ts ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❥✬❛✐ ❡✉ r❡❝♦✉rs à ❧✉✐✳
❆✉ ❞❡❧à ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❥✬❛✐♠❡r❛✐s t❡ r❡♠❡r❝✐❡r✱ ➱❞♦✉❛r❞✱ ♣♦✉r t❛ ❝♦♥st❛♥t❡ s♦❧❧✐❝✐t✉❞❡
❞✉r❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s✱ ♣♦✉r ❧❡s r❡♣❛s ❡♥ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡t ♣♦✉r ❧❡s s♦rt✐❡s à ▲②♦♥✱ ❱❛♥♥❡s ❡t
❛✐❧❧❡✉rs✳

▼❡r❝✐ à ▼✳ ▲✉❝ ●✐r❛✉❞ ❡t ▼✳ ❋r❛♥ç♦✐s✲❳❛✈✐❡r ❘♦✉① ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r
❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❏✬❛✐ t♦✉❥♦✉rs été très ❤❡✉r❡✉① ❞✬é❝❤❛♥❣❡r ❛✈❡❝ ▲✉❝ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ❧♦rs ❞❡ ♥♦s
r❡♥❝♦♥tr❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ❡t ✇♦r❦s❤♦♣s ❡t ❥❡ ❧✉✐ ❡♥ s✉✐s très r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t✳ ▼❡r❝✐
à ❋r❛♥ç♦✐s✲❳❛✈✐❡r ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s s✉❣❣❡st✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳

▼❡r❝✐ à ▼♠❡ ▲❛✉r❛ ●r✐❣♦r✐ ❡t ▼✳ ❙té♣❤❛♥❡ ❆✉❜❡rt ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞✬❡①❛♠✐♥❡r ❝❡tt❡
t❤ès❡✳ ▲❛✉r❛ ♠✬❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❡♥❝♦✉r❛❣é ❞✉r❛♥t ♠❛ t❤ès❡ à ♥♦✉❡r ❞❡s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡s
❛✉tr❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❡t ❥❡ ❧❛ r❡♠❡r❝✐❡ ❞❡ t♦✉t ❝♦❡✉r ✐❝✐✳

❏❡ s✉✐s très r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❡♥✈❡rs ▼✳ ❇❡r♥❛r❞ P❤✐❧✐♣♣❡ ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ❡✉ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬é❝❤❛♥✲
❣❡s ❞✉r❛♥t ♠❛ t❤ès❡✳ ▼❡r❝✐ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s r❡♠❛rq✉❡s q✉✐ ♠✬♦♥t ❛✐❞é à ♠✐❡✉① ❝❡r♥❡r ❝❡rt❛✐♥s
❛s♣❡❝ts ❞❡ ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳ ❆✉✲❞❡❧à ❞❡ s❡s ❣r❛♥❞❡s q✉❛❧✐tés ♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡s ❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱
❇❡r♥❛r❞ ❡st ✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ très s✐♠♣❧❡ ❡t très ❛✐♠❛❜❧❡ q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s ❤és✐té à ✈❡♥✐r ✈❡rs ♠♦✐
❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✐❧ ❡♥ ❛✈❛✐t ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥✳

■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ▼✳ ❇✐❧❧ ●r♦♣♣ ❢♦r ❤✐s ✇❡❧❝♦♠❡ ❞✉r✐♥❣ ♠② ✈✐s✐t ❛t ◆❈❙❆ ❛♥❞ ❢♦r
s✉❣❣❡st✐♥❣ ♠❛♥② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

❯♥ ♠❡r❝✐ t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❋r❛♥ç♦✐s P❛❝✉❧❧ ❞❡ ❋▲❯❖❘❊▼ ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ❡✉ ✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦✲
r❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✿ ♠❡r❝✐ ❋r❛♥ç♦✐s ❞✬❛✈♦✐r ♣r✐s t♦✉t ❧❡ t❡♠♣s ♥❡❝❡ss❛✐r❡
♣♦✉r ♠✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és à ✈♦s ♠❛tr✐❝❡s✱ ♠❡r❝✐ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s s✉❣❣❡st✐♦♥s
à ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥ s❝❤é♠❛ ❤②❜r✐❞❡ ❡t ♠❡r❝✐ ♣♦✉r t♦✉t ❧❡ t❡♠♣s q✉❡ t✉ ❛s ♣r✐s ♣♦✉r
ré❞✐❣❡r ❡t ❛♠é❧✐♦r❡r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛rt✐❝❧❡✳

▼❡r❝✐ à ▼✳ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❑❛♠❣♥✐❛ q✉✐ ♠✬❛ ❞♦♥♥é ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s
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❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ♠❡r❝✐ ❞✬❛✈♦✐r ❡✉ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ♠♦✐✳ ❏✬❡s♣èr❡ ❛✈♦✐r été à ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ t❡s
❛tt❡♥t❡s✳

❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉t❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❙❆●❊ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❥✬❛✐ ❢❛✐t ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❈❡✉①
q✉❡ ❥✬❛✐ ❝♦♥♥✉ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r✿ ❋❛❜✐❡♥♥❡ ❡t ❈é❝✐❧❡✱ ❈❛r♦❧✐♥❡✱ ◆♦❤❛✱ ❆♠✐♥❡✱ ●✉② ❡t ▼♦❤❛♠❛❞✱
❡t t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ✿ ●ér❛❧❞✐♥❡✱ ◆❛❞✐r✱ ❇❛♣t✐st❡✱ ❉❡♥✐s✱ ❙✐♥❞❛✱ ❙♦✉❤✐❧❛✱ ❏✉❧✐❛ ❡t ▼❡st❛♣❤❛✳
❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r❡♠❡♥t ◆❛❞✐r ♣♦✉r t♦✉t❡ s♦♥ ❛✐❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡t ♣♦✉r s❛ ❜♦♥♥❡
❤✉♠❡✉r ❧é❣❡♥❞❛✐r❡ q✉✐ ❛ ♠❡✉❜❧é ♠♦♥ ♣❛ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡✱ ❇❛♣t✐st❡ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s
❞✐s❝✉ss✐♦♥s q✉✬♦♥ ❛ ❡✉ ♣❡♥❞❛♥t ♥♦tr❡ ✜♥ ❞❡ t❤ès❡ ❡t ❜✐❡♥ sûr s❛ s❡r✐❡ q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡ ❞✬❤✐st♦✐r❡s
❞rô❧❡s✱ ❏✉❧✐❛ ♠❛ ❝♦❧❧è❣✉❡ ❞❡ ❜✉r❡❛✉ ♣♦✉r ❧✬❛♠❜✐❛♥❝❡ ❡t ❧❡s ❢♦✉s r✐r❡s q✉✬♦♥ ❛ ♣❛rt❛❣é ❞✉r❛♥t
❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s✱ ❡t ❜✐❡♥ sûr ▼❡st❛♣❤❛ ❞♦♥t ❧❡s ♣ré❝✐❡✉① ❝♦♥s❡✐❧s ❞❡ ♠❛r❛t❤♦♥✐❡♥ ♠✬♦♥t
♣❡r♠✐s ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ♠❡s ♣✐ètr❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳

❏✬❛✐♠❡r❛✐s ❡①♣r✐♠❡r t♦✉t❡ ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ ❡♥✈❡rs ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ q✉✐ ♠✬❛ t♦✉❥♦✉rs s♦✉t❡♥✉
s✉r t♦✉s ❧❡s ♣❧❛♥s ❞✉r❛♥t t♦✉t ♠♦♥ ♣❛r❝♦✉rs ❛❝❛❞é♠✐q✉❡✳ ❉✬❛❜♦r❞ ❥❡ r❡♥❞s ✉♥ ✈✐❜r❛♥t
❤♦♠♠❛❣❡ à ❝❡s tr♦✐s ❢❡♠♠❡s ❞❡ ♠❛ ✈✐❡✱ ❝❡s ét♦✐❧❡s ❞✉ ♠❛t✐♥ ✿ ♠♦♥ ❛rr✐èr❡ ❣r❛♥❞✲♠❛♠❛♥✱
♠❛ ❣r❛♥❞✲♠èr❡ ❡t ♠❛ ♠❛♠❛♥ q✉✐ ♠✬♦♥t ♠♦♥tré ❧❡ ♣r✐① ❞❡ ❧✬❡✛♦rt ❡t q✉✐ ♦♥t ❞û ❢❛✐r❡ ❞❡s
❝❤♦✐① ❞✐✣❝✐❧❡s ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ♥♦tr❡ é❞✉❝❛t✐♦♥✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ ❡♥s✉✐t❡ à ❇❛s✐❧❡ ❑✉❛t❡ ♠♦♥ ♦♥❝❧❡ ❡t
t✉t❡✉r✱ ▲✉❝ ❑❛♠❣✉❡ ♠♦♥ ♦♥❝❧❡ ❡t ❝♦♥s❡✐❧❧❡r✱ P❛s❝❛❧ ❲❛❢♦ ♠♦♥ ♦♥❝❧❡ ❡t ❛♠✐ ✿ r❡tr♦✉✈❡③ ✐❝✐
t♦✉t❡ ♠❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣♦✉r t♦✉s ✈♦s s❛❝r✐✜❝❡s✱ ♠❡r❝✐✳

▼❡r❝✐ à t♦✐ ❈❛r♦❧❡ ♣♦✉r t♦♥ s♦✉t✐❡♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ❡t s✉rt♦✉t ♣❡♥✲
❞❛♥t ♠❛ tr❛✈❡rsé❡ ❞✉ ❞és❡rt ❡t ♠❡r❝✐ ♣♦✉r t♦♥ ♦r❡✐❧❧❡ ❛tt❡♥t✐✈❡ à ♠❡s ✬é❧✉❝✉❜r❛t✐♦♥s
♣❤✐❧♦s♦♣❤✐q✉❡s✬✳

❏✬❛❞r❡ss❡ ❛✉ss✐ ♠❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts à ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❝❛♠❡r♦✉♥❛✐s❡ ♣♦✉r s♦♥ ❛❝❝✉❡✐❧
à ❘❡♥♥❡s✿ ♠❡r❝✐ à ▼♠❡ ❋r❛♥ç♦✐s❡ ❨❛♠❛❝❤✉✐ ♥♦tr❡ ♠èr❡✱ ❘♦♠é♦ ❚❛ts❛♠❜♦♥ ❡t ●✉②
❆t❡♥❡❦❡♥❣ ♣♦✉r ❧❡✉rs ♥♦♠❜r❡✉① ❝♦♥s❡✐❧s ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ♠❛ t❤ès❡ ❡t ❘❡♥é P❊▼❍❆ ♣♦✉r
❧❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❞❡ ✈✐❡ q✉✬✐❧ ♥✬❛ ❝❡ssé ❞❡ ♠✬❛♣♣♦rt❡r✳ ▲❡s ❝❛♠❡r♦✉♥❛✐s ❞❡ ❘❡♥♥❡s ét❛♥t ♥♦♠✲
❜r❡✉①✱ ❥❡ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐s ♣❛s t♦✉s ❧❡s ❝✐t❡r ✐❝✐ ❡t ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ s✐♥❝èr❡♠❡♥t t♦✉s ❝❡✉① q✉❡ ❥✬❛✐
❝♦♥♥✉s à ❧✬❆❈❘ ❡t q✉✐ ♦♥t s✉ ♠❡ttr❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❛♠❜✐❛♥❝❡ ❧♦rs ❞❡ ♥♦s ré✉♥✐♦♥s✳

❯♥ ♠❡r❝✐ s♣é❝✐❛❧ à t♦✉s ❝❡✉① q✉✐ ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠✬é✈❛❞❡r ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ♣❧✉s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r❡♠❡♥t à t♦✉s ❝❡✉① q✉✐ ♥✬♦♥t ❥❛♠❛✐s ❝❡ssé ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❧❡s ❝♦✉♣s ✬t♦r❞✉s✬ ♣♦✉r
♠✬é❧♦✐❣♥❡r ❞❡ ♠♦♥ P❈ ❧❡ ✇❡❡❦✲❡♥❞✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t à ♠♦♥ tr✐♣❧❡t ✬❢❛✈♦r✐✬ ✿ ❖❧✐✈✐❡r✱
❏❡❛♥ ▼✐❝❤❡❧ ❡t ❙té♣❤❛♥❡ ❡t ♠❡s ❞❡✉① ❥❡✉♥❡s ✬✜❧❧❡s✬✿ ◆❛❞è❣❡ ❡t ❍♦✉❞❛t✳ ❏✬❡s♣èr❡ q✉❡ ❧❡s
❞✐st❛♥❝❡s ❣é♦❣r❛♣❤✐q✉❡s q✉✐ s❡ ❝r❡✉s❡♥t ♥❡ ❝❤❛♥❣❡r♦♥t r✐❡♥ à ♥♦tr❡ ❛♠✐t✐é✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ ❜✐❡♥
sûr à t♦✉s ❝❡✉① ❛✈❡❝ q✉✐ ♦♥ ❛ ♦r❣❛♥✐sé ❧❡s ❞✐✛❡r❡♥t❡s s♦rt✐❡s ❡t s♦✐ré❡s ✬❥❡✉① ❞❡ s♦❝✐été✬✿
▲❛✉r❡✱ ❆❧❛✐♥✱ ▲✐❧✐❛♥❡✱ ❆❝❤②✱ ❇❡❧✐♥❞❛✱ ▼❛✉❝❧èr❡✱ ❈❤r✐st♦♣❤❡✱ ❋r❛♥❝✐s ❡t ❈②r✐❧❧❡✳ ❯♥ ♠❡r❝✐
t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❘♦♠✉❛❧❞ ❡t ▼❡r❧✐♥ ✿ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s s✐ ❧♦♥❣t❡♠♣s q✉✬♦♥ s❡ ❝♦♥♥❛✐t ♠❛✐s ❝✬❡st
❝♦♠♠❡ s✐ ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs été ❞❡s ❢rèr❡s❀ ❝♦♥t✐♥✉❡③ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡r ✈♦tr❡ ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r✱ ✈♦tr❡
s✐♥❝ér✐té ❡t ✈♦tr❡ ❥♦✐❡ ❞❡ ✈✐✈r❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ✐❝✐ t♦✉s ♠❡s ❛♠✐s ❞✉ ❝❧✉❜ ❞❡ ◆❣♦❛ ✿ ❈❤r✐st✐❛♥❡✱ ❆❣♥ès✱ ▼❡r❧✐♥❡✱ ❙✐♠♣❧✐❝❡✱
❘♦❞r✐❣✉❡✱ ■♥♥♦❝❡♥t✱ ❉✐❡✉❞♦♥♥é✱ ❇❡r♥❛r❞✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❣é♦❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t sé♣❛rés✱ ✈♦✉s ❛✈❡③
♣✉ r❡♥❞r❡ ♥♦s ❧✐❡♥s ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❢♦rts à tr❛✈❡rs ❧❡s ✈✐s✐t❡s ✭s✉♣❡r s♣❡❡❞✮✱ t♦✉t❡s ♥♦s ❝♦♥❢❡✲
r❡♥❝❡s té❧é♣❤♦♥✐q✉❡s✱ ❡t ❜✐❡♥ sûr t♦✉t❡s ❧❡s sér✐❡s ❞❡ ❜❧❛❣✉❡s ❡t ❞✬❤✐st♦✐r❡s r♦❝❛♠❜♦❧❡sq✉❡s✳

▲❡ ❝❧✉❜ ❞❡s s✐① ✿ ▼❛r❝❡❧ ❡t ❊♠♠❛✱ ❋❛❞✐✱ ❖✉♠♦✉❧ ❡t ▼❛r✐❡tt❡✳ ▼❡r❝✐ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s
s♦✐ré❡s st✉❞✐❡✉s❡s ❡t ❜✐❡♥ sûr ❧❡s ❢♦✉s r✐r❡s✱ ❣❛✛❡s ❡t ❛✉tr❡s ❝♦✉♣s t♦r❞✉s q✉✐ ♦♥t ♠❡✉❜❧é
♥♦tr❡ ♣❛r❝♦✉rs ❛❝❛❞é♠✐q✉❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ à ◆❣❛♦✉♥❞éré q✉✬à ❨❛♦✉♥❞é✳

❙✐ é❧♦✐❣♥és ❡t ♣♦✉rt❛♥t s✐ ♣rés❡♥ts ✿ ♠❡r❝✐ à ❉❛✈✐❞✱ ❊✉❣è♥❡✱ ❉❛♥✐❡❧❧❡✱ ❆r❧❡tt❡✱ ❉és✐ré✱
▼❛r✐❡tt❡ ❡t ❯❧r✐❝❤ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♥❡ ❝♦♠♣t❡ ♣❛s ❞❛♥s ✉♥❡ ✈r❛✐❡ ❛♠✐t✐é✳

❚❤❡ ❧❛st ❜✉t ♥♦t t❤❡ ❧❡❛st ✿ ♠② ❢r✐❡♥❞ ❆♣r✐❧ ❲❛rr❡♥✱ t❤❛♥❦ ②♦✉ ❢♦r ②♦✉r ✇❛r♠ ✇❡❧❝♦♠❡
❞✉r✐♥❣ ♠② st❛② ✐♥ ❯r❜❛♥❛✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ♣❧❡❛s✉r❡ ❣❡tt✐♥❣ t♦ ❦♥♦✇ ②♦✉✳ ❨♦✉ ❛r❡ ❛ ❣r❡❛t
♣❡rs♦♥✳

✐✐✐



❈❖◆❚❊◆❚❙

❆❜str❛❝t ✈✐✐

❘és✉♠é ✈✐✐✐

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶
✶✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶
✶✳✷ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷

✶✳✷✳✶ ▼ét❤♦❞❡s ❞✐r❡❝t❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸
✶✳✷✳✷ ▼ét❤♦❞❡s ✐tér❛t✐✈❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼
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❚❤✐s t❤❡s✐s ♣r❡s❡♥ts ❛ s❡t ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡s t❤❛t ❛✐♠ ❛t s♦❧✈✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s
♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❡rs✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❤②❜r✐❞ s❝❤❡♠❡ ✇❤❡r❡ t❤❡
❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✜rst ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s✉❜♣r♦❜❧❡♠s ❜② ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❙❝❤✇❛r③✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ ❛s ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ❢♦r ●▼❘❊❙✲❜❛s❡❞
❑r②❧♦✈ ♠❡t❤♦❞s✳

❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❤②❜r✐❞ s❝❤❡♠❡ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❞❛t❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✿ t❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥
✉s❡❞ t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡ t❤❡ ●▼❘❊❙ ♠❡t❤♦❞ ❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧❡✈❡❧❀ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❡✈❡❧
t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❞✐r❡❝t
♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s s♣❧✐tt✐♥❣ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ r♦❜✉st♥❡ss ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❤②❜r✐❞
❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♥❛❜❧❡s ❛
❜❡tt❡r ✉s❛❣❡ ♦❢ ❈P❯ r❡s♦✉r❝❡s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣✉t❡ ♥♦❞❡✳

❚❤❡♥ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♥ t❤❡ ●▼❘❊❙ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐s
✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ✐♥ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❛t ♠❡t❤♦❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ✈❡r② ❢❛st ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥s ✐♥
t❤❡ ❤②❜r✐❞ s♦❧✈❡r✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❈P❯ t✐♠❡✳ ❚♦ ❧✐♠✐t t❤✐s ❡✛❡❝t✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ s❡✈❡r❛❧
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●▼❘❊❙ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✢❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛ ❞❡✢❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❡✐t❤❡r ❛s ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ♦r ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ s✉❜s♣❛❝❡
❜❛s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ ❧✐♠✐t t❤❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s s✐③❡✱ ❛♥❞ t❤✉s t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ st❛❣♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ❤②❜r✐❞ s♦❧✈❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠❡♠♦r②
✉s❛❣❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❈P❯ t✐♠❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ▼P■ ♠❡ss❛❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✇♦r❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss♦rs✳

❚❤❡ ❜❡♥❡✜ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s ♦♥ ♠♦❞❡r❛t❡ t♦ ❧❛r❣❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ❛r✐s✐♥❣
❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✜❡❧❞s✱ ❛♥❞ ♠❛✐♥❧② ❢r♦♠ ❞❡s✐❣♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✢✉✐❞
❞②♥❛♠✐❝s✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❤②❜r✐❞ ❞✐r❡❝t✴✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ♣❛r❛❧❧❡❧
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③✱ ●▼❘❊❙✱ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❞❡✢❛t✐♦♥✱ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s s②st❡♠s✳

✈✐✐



❘és✉♠é

❈❡tt❡ t❤ès❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r♦✉t✐♥❡s ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♥❞s s②stè♠❡s
❧✐♥é❛✐r❡s ❝r❡✉s❡s s✉r ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦♣♦sé❡s s✬✐♥s❝r✐✈❡♥t ❞❛♥s
✉♥ s❝❤é♠❛ ❤②❜r✐❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐r❡❝t❡s ❡t ✐tér❛t✐✈❡s à tr❛✈❡rs ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❉❛♥s ✉♥ t❡❧ s❝❤é♠❛✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ❞✐✈✐sé
❡♥ s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✉
s②stè♠❡✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❙❝❤✇❛r③ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❝♦♠♠❡ ♦✉t✐❧s ❞❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
♥❡♠❡♥ts ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❑r②❧♦✈ ❜❛sé❡s s✉r ●▼❘❊❙✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❛✉ s❝❤é♠❛ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉r ❞❡ ❙❝❤✇❛r③
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡✿ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❛ss♦❝✐é à
●▼❘❊❙ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s
s♦✉s✲s②stè♠❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐r❡❝t❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡
♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ r♦❜✉st❡ss❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡♥ ❧✐♠✐t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ s♦✉s✲
❞♦♠❛✐♥❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs
❛❧❧♦✉és s✉r ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❡♥s✉✐t❡ à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❛✉ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❞❡ ●▼❘❊❙ q✉✐ ❡st
✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ❛❝❝é❧❡r❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❤②❜r✐❞❡✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡st q✉❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❣❧♦❜❛❧✱ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s✳ P♦✉r ré❞✉✐r❡ ❝❡t ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ●▼❘❊❙ ❜❛sés
s✉r ❧❛ ❞é✢❛t✐♦♥✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❞é✢❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡s ✉t✐❧✐s❡♥t s♦✐t ✉♥ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t
❛❞❛♣t❛t✐❢ s♦✐t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❛✉❣♠❡♥té❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧✬✉t✐❧✐té ❞❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❛♥s ❧❡✉r
❝❛♣❛❝✐té à ❧✐♠✐t❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❑r②❧♦✈ ❛❞❛♣té❡✱ ❡t ❞♦♥❝ à
é✈✐t❡r ✉♥❡ st❛❣♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡
❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦ût ♠é♠♦✐r❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s
é❝❤❛♥❣és ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳

▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❞é♠♦♥tré❡s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❞❡s s②stè♠❡s
❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤❛♠♣s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t
❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ♠ét❤♦❞❡s ❤②❜r✐❞❡s ❞✐r❡❝t❡s✴✐t❡r❛t✐✈❡s✱
❙❝❤✇❛r③ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ●▼❘❊❙✱ ❉é✢❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ❈❛❧❝✉❧ ❡♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s
✢✉✐❞❡s✳

✈✐✐✐



❈❍❆P❚❊❘ ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s❡ s✐t✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ▲■❇❘❆❊❘❖✱ ✜♥❛♥❝é ♣❛r
❧✬❆❣❡♥❝❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t r❡❣r♦✉♣❛♥t ❞❡s ♣❛rt❡♥❛✐r❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s ❡t ❛❝❛❞é♠✐q✉❡s✳
▲✬✉♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❝❡ ♣r♦❥❡t ❡st ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ✭♦✉ ❈❋❉ ♣♦✉r ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❋❧✉✐❞ ❉②♥❛♠✐❝s✮ ♣❛r ❧❛
s♦❝✐été ❋▲❯❖❘❊▼✱ ❙✳❆✳ ❈❡tt❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s
✐ss✉s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ♠♦②❡♥♥é❡s ✭♦✉ ❘❆◆❙ ♣♦✉r ❘❡②♥♦❧❞s✲❆✈❡r❛❣❡❞ ◆❛✈✐❡r✲
❙t♦❦❡s✮✳ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s✲❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ♥♦♥ s②♠étr✐q✉❡s✱ ❝r❡✉s❡s ❡t ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ✭t②♣✲
✐q✉❡♠❡♥t ♣❧✉s ❞✬✉♥ ♠✐❧❧✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s✮✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞✬ét✉❞✐❡r ❡t
❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡①✐st❛♥t❡s ❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r
rés♦✉❞r❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❝❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
t❤ès❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❛❧❧❛♥t ❞❛♥s ❝❡ s❡♥s✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❝❡s
♠ét❤♦❞❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t à t♦✉t s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝r❡✉①✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛ ❞♦♥❝
été ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❛♥s ❞❡s
❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ❞❡ t②♣❡ ✬♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡✬ ❡t à ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❡ss❛✐s ♥✉♠ér✐q✉❡s s✉r ❧❛
❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ●r✐❞✺❑∗ ❡t s✉r ❧❡s s✉♣❡r❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs ❞❡ ❧✬■❉❘■❙ †✳

❈❡tt❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞♦♥♥❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝r✐tèr❡s ❞❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❞❡ ❝❡s ❣r❛♥❞s s②stè♠❡s
❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ r❡♠♣❧✐ss❡♥t ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s
❝r✐tèr❡s❀ ♥♦✉s ❡♥ ❞♦♥♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s ré❢ér❡♥❝❡s✳ P♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ❝r✐tèr❡s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐
♣❧✉s✐❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s s❛t✐s❢❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛rt✐❡s q✉✐ s♦♥t
♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❝♦♥♥❡❝tés ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❝❡s ❝r✐tèr❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ ❡✛❡t ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡
❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✳ ❈❡❝✐ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛②♦♥s ♣❛s ♣✉
é✈✐t❡r q✉❡❧q✉❡s ré♣ét✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞✉ ♣rés❡♥t ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱
♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡s ❞✐✛❡r❡♥t❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s r❡❧❛t✐❢s à ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

✶✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à rés♦✉❞r❡ ❡st ❢♦r♠✉❧é ❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s

Ax = b ✭✶✳✶✮

∗❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❣r✐❞✺✵✵✵✳❢r
†❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐❞r✐s✳❢r

✶



❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✳✶✮✱ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❋▲❯❖❘❊▼ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐✲
❡♥♥❡ rés✉❧t❛♥t ❞❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ♥❡✇t♦♥✐❡♥s
♣♦✉r ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s✳ ▲❡s ❞ér✐✈é❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s
❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡s (ρ, ρu, ρv, ρw, ρE, ρk, ρω) ♦ù ρ ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té✱ (u, v, w) ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❡♥ ✸❉
❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡✱ E ❧✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡✱ k ❡t ω ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ❯♥❡ ♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡st ♣rés❡♥té❡
♣❛r ❆✉❜❡rt ❡t ❛❧ ❬✶✺❪✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❤②s✐q✉❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❢♦✉r♥✐✱
♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s t❡♥✉ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡①tr❛✐t❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A✳ ❊♥✲
tr❡ ❛✉tr❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ A ❡st ♥♦♥ s②♠étr✐q✉❡✱ s❛ ♣❛rt✐❡
s②♠étr✐q✉❡ (A + AT )/2 ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ s❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t très ❤étér♦❣è♥❡s à
❝❛✉s❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ✢✉①✳ P❧✉s✐❡✉rs ❛✉tr❡s ❝❛r✲
❛❝tér✐st✐q✉❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ♠❛tr✐❝❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❆♥♥❡①❡
❆✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ ✐♥❝❧✉❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❧❡ t❛✉① ❞❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ❡t ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡
s②♠étr✐❡✳ ◆♦t♦♥s ❡♥✜♥ q✉❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A s♦✐t ♥♦♥ s②♠étr✐q✉❡ ✭❡♥ ✈❛❧❡✉rs✮✱ s❛
str✉❝t✉r❡ ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡✲q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞é❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡
s✉✐t

A′ =




A1,1 A1,2 . . . A1,N

A2,1 A2,2 A2,N

· · · ✳ ✳ ✳ · · ·
AN,1 AN,2 . . . AN,N


 ✭✶✳✷✮

♦ù AI,J ∈ R
b×b✱ ♣♦✉r 1 ≤ I, J,≤ N ✱ ❡t N = n/b✳ ❙❡❧♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st ❡♥ ✸❉ ♦✉ ❡♥ ✷❉✱ ❧❛

t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❜❧♦❝s ✈❛✉t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✼ ♦✉ ✺✳
❇✐❡♥ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦②♦♥s ❝♦♥❝❡♥trés ❞❛✈❛♥t❛❣❡ s✉r ❝❡s s②stè♠❡s q✉✐ ✈✐❡♥♥❡♥t ❞✬êtr❡

❞é❝r✐ts✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s♦✉❧✐❣♥❡r q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t à t♦✉t s②stè♠❡
❧✐♥é❛✐r❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ré❡❧s✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ ❢❛ç♦♥
❣é♥ér❛❧❡✱ ❡t s❛✉❢ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ✉♥ s②stè♠❡ t❡❧ q✉✬é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✮✳

✶✳✷ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡

❆✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s
r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞s✳ ❊❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❧❛ssé❡s ❡♥
❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❡t ❡①trê♠❡s✿ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s à ✉s❛❣❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ t②♣❡ ✬❜♦ît❡ ♥♦✐r❡✬
q✉✐ ♥❡ r❡q✉✐èr❡♥t ♣❛s ♦✉ ❛❧♦rs ♣❡✉ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
❝❛té❣♦r✐❡ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐r❡❝t❡s ❬✹✺❪ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐tér❛t✐✈❡s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
❜❛sé❡s s✉r ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❑r②❧♦✈ ❬✶✶✸✱ ✶✸✶❪✳ ❉❛♥s ❧✬❛✉tr❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s s♣é❝✐❛❧✐sé❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❛②❛♥t ❞❡s ✬❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés✬
♣❤②s✐q✉❡s ✭❚r❛♥s❢♦r♠és ❞❡ ❋♦✉r✐❡r r❛♣✐❞❡s❬✸✻❪✱ ♠ét❤♦❞❡s ♠✉❧t✐♣ô❧❡s r❛♣✐❞❡s ❬✾✺❪✱ ♠ét❤♦❞❡s
♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡s ❬✷✺❪✱. . .✮✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s ✐❝✐ s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❝❛té❣♦r✐❡✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s s✐ ❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜♦♥ r❛♣♣♦rt ✬q✉❛❧✐té✴♣r✐①✬❀ ❧❛ q✉❛❧✐té ét❛♥t ♣r✐s❡ ✐❝✐ ❝♦♠♠❡
❧✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ x❀ ❧❡ ❝♦ût q✉❛♥t à ❧✉✐ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
✉t✐❧✐sé❡s ✭t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❝❤❛r❣❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱
♠é♠♦✐r❡ r❡q✉✐s❡✱ ✳✳✳✮✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥❝rèt❡✱ ♥♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
♣❛r r❛♣♣♦rt à s❛ st❛❜✐❧✐té ♥✉♠ér✐q✉❡❀ ❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ à ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦♥t ❧✬❡rr❡✉r ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉① ❡rr❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❡♥tré❡ ✭❜❛❝❦✇❛r❞
st❛❜✐❧✐t②✮✳ ▲✬❡rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡ x̂ ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r (κ(A) · ‖b−Ax̂‖/‖b‖)

✷



❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♦ù κ(A) ❡st ❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ A✳ P✉✐sq✉❡ κ(A) ❡st ✐♥❤ér❡♥t ❛✉ s②stè♠❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❡ rés✐❞✉ ‖b − Ax̂‖ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡rr❡✉r ❞❛♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✐r❡❝t❡s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❡✉r st❛❜✐❧✐té ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s
❝♦ûts ♠é♠♦✐r❡ r❡q✉✐s ♣❛r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢❡r♦♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣ré❢èr❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐tér❛t✐✈❡s ♣♦✉r
❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ très ❣r❛♥❞❡s t❛✐❧❧❡s✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❡♥ ❡✛❡t✱ r❡q✉✐èr❡♥t ♠♦✐♥s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s
♠é♠♦✐r❡ ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✐tér❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❝♦♥str✉✐t❡s à ❢❛✐❜❧❡ ❝♦ût✱
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✳✶✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐r❡ à ❧✬❛✈❛♥❝❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛♣❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ ◆♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡
❞✬❛❜♦r❞ ♣❛r r❛♣♣♦rt à s❛ ❝❛♣❛❝✐té à ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ❢♦✉r♥✐r ✉♥
♣❡t✐t rés✐❞✉✮ ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ✿ ❝✬❡st ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡
❧❛ r♦❜✉st❡ss❡✳ ■❧ ❡st ❛✉ss✐ r❡q✉✐s q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♦✐t ❜♦♥♥❡✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à s❛t✐s❢❛✐r❡ à ❝❡s ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ❡♥ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
A✳ P❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s ❤②❜r✐❞❡s ♦♥t ❞♦♥❝ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞✐r❡❝t❡s ❝♦♠♠❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✐tér❛t✐✈❡s✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
♣❧✉s ré❝❡♥t❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ♣♦✉r ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡ ❞✐r❡❝t
❡t ❧✬✐tér❛t✐❢ ❡t ♠✐❡✉① ❡①♣❧♦✐t❡r ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♠✉❧t✐✲♥✐✈❡❛✉① ❞❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❞❡ ♣❧✉s
❡♥ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✉❝❝✐♥❝t❡✱ q✉❡❧q✉❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ré❝❡♥ts
❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐r❡❝t❡s ❡t ✐tér❛t✐✈❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❝❝❡♥t s✉r ❧❡✉r ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t
✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ♥♦♥ s②♠étr✐q✉❡s✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✱
♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❤②❜r✐❞❡ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

✶✳✷✳✶ ▼ét❤♦❞❡s ❞✐r❡❝t❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s

❊♥ ✶✽✵✶✱ ❈❛r❧ ❋r✐❡❞r✐❝❤ ●❛✉ss s❡ s❡r✈✐t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ q✉✐ ♣♦rt❡ s♦♥ ♥♦♠
♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬♦r❜✐t❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠èt❡ ❬✻✼❪✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st r❡sté❡ ✉♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❛♥s
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐r❡❝t❡s ♣♦✉r s②stè♠❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥♦♥ s②♠étr✐q✉❡s✳ ▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st
❞✬é❝r✐r❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t A = LU ♦ù L ❡st tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t U
tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ▲✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ●❛✉ss ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡

A =

[
α11 aT

12

a21 A22

]
=

[
1 0
l21 In−1

] [
1 0
0 Ā

] [
α11 uT

12

0 In−1

]
✭✶✳✸✮

♦ù l21 =
a21

α11
✱ s✐ α11 6= 0✱ uT

12 = aT
12 ❡t Ā = A22 − l21u

T
12✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ Ā ❡st ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t

❞❡ ❙❝❤✉r ❞❡ α11 ♣❛r r❛♣♣♦rt à A✳ ▲❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ LU ❞❡ A ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ré♣ét❛♥t
❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s s✉r ❧❡ ❜❧♦❝ Ā✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❡st ❞❡♥s❡✱ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t s✉r
✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ PAQ ♦ù P ❡t Q s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❡♥
é✈✐t❛♥t q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉❧❧❡s ♦✉ tr♦♣ ♣❡t✐t❡s s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t s✉r ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ▲♦rsq✉❡ A ❡st
❝r❡✉s❡✱ ♦✉tr❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té✱ P ❡t Q ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝r❡✉s❡ ❞❡
❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rs ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ●❛✉ss✱ ❞❡s ❡♥tré❡s q✉✐ ét❛✐❡♥t ♥✉❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t
❞❡✈❡♥✐r ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ Ā = A22 − l21u

T
12✱ s✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡

(A22)ij = 0✱ ❛❧♦rs Āij 6= 0 s✐ (l21)i 6= 0 ❡t (u12)j 6= 0✳ ❈✬❡st ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡✱
q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝r❡✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ ❯♥ ❞❡s ❡♥❥❡✉① ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐r❡❝t❡s
❡st ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s
❢❛❝t❡✉rs L ❡t U t♦✉t ❡♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ st❛❜✐❧✐té ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❈✬❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❬✶✸✺❪✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①✐st❛♥t❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❧♦❝❛❧❡s
❬✾✹✱ ✸❪✱ ❣❧♦❜❛❧❡s ❬✻✸✱ ✽✺❪ ♦✉ ❤②❜r✐❞❡s ❬✶✵✱ ✼✺❪✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❡st ♥♦♥✲s②♠étr✐q✉❡✱
❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ♣❧✉tôt ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝r❡✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A + AT ♦✉
AT A ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ r❡♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ré❝❡♥t❡s ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡s

✸



❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ ♥♦♥ s②♠étr✐q✉❡ ❡♥ ♥✬✉t✐❧✐s❛♥t q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❝r❡✉s❡ ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ A ❬✽✱ ✸✽✱ ✻✾❪✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✳✶✮ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ▲❯
❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ P❤❛s❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♦✉ ♣❤❛s❡ ❞❡ r❡♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ ❡t ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ✿ ❧❛ ♠❛✲
tr✐❝❡ ❡st r❡♥✉♠ér♦té❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs L ❡t U ✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
ét❛♣❡ ❛✉ss✐ s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és ❧❡s ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉① é❧é♠❡♥ts q✉✐ s❡r♦♥t ❝réés
❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ♣ré♣❛ré❡s à ❧✬❛✈❛♥❝❡ ♣♦✉r
r❡❝❡✈♦✐r ❝❡s ✈❛❧❡✉rs✳ ❯♥❡ tâ❝❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ à ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ❣r❛♣❤❡
❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♥÷✉❞s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t
❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦✉ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦❧♦♥♥❡s✳ ▲❡s ❛r❝s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳

✷✳ ❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs L ❡t U ✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ♥✬❡st ♣❛s
✈r❛✐♠❡♥t ❞é❝♦rré❧é❡ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝❡❞❡♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦✉tr❡ ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✭❞é♣❡♥❞❛♥t❡
❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✮ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡✱ ✐❧ ❡st ♥❡❝❡ss❛✐r❡ ✐❝✐ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛
st❛❜✐❧✐té ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳

✸✳ P❤❛s❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✿ à ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❣râ❝❡ à
✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛✈❛♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ L ❡t ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛rr✐èr❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
U ✳

❉❡rr✐èr❡ ❝❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s✐q✉❡ s❡ ❝❛❝❤❡♥t ❡♥ ré❛❧✐té ✉♥❡ ❡①♣❡rt✐s❡ ❡t ✉♥❡ ❧✐ttér❛t✉r❡
❛❜♦♥❞❛♥t❡ r❡❧❛t✐✈❡s à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❝❤❡r❝❤❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ✭ à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ♠❛tr✐❝❡s
❞❡♥s❡s✮ à t✐r❡r ♣r♦✜t ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥ ❛❝❝ès ré❣✉❧✐❡r ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt à ❛❝❝r♦îtr❡ ❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥
éq✉✐❧✐❜ré❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ❡t ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳
❈❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ❡♥ ② ❛ss♦❝✐❛♥t ❛✉ss✐
❧❡ s♦✉❝✐ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ st❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✉❝❝✐♥❝t❡ ❞❡✉①
s♦❧✈❡✉rs ♣r♦♣♦s❛♥t ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡t q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t✱ à ♥♦tr❡ ❛✈✐s✱ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡
♣❛rt✐❡ ❞❡s ♣r♦❣rès ré❝❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐r❡❝t❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s✱ ✈♦✐r ❬✺✱ ✼✷❪ ♣♦✉r ❞❡ ♣❧✉s
❛♠♣❧❡s ❞ét❛✐❧s ✿

❙✉♣❡r▲❯❴❉■❙❚ ❡t ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s s✉♣❡r♥÷✉❞s ❬✾✶❪✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ r✐❣❤t✲❧♦♦❦✐♥❣‡ ❡t ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛♣♣r♦♣r✐é❡
♣♦✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ ❢♦rt❡ str✉❝t✉r❡ ♥♦♥ s②♠étr✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐✲
s❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧✐q✉❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ♣❛rt✐t✐♦♥♥é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✉♣❡r♥÷✉❞s ♥♦♥
s②♠étr✐q✉❡s❬✹✸❪ ❡t ❞✐str✐❜✉é❡ ❛✉① ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♦r❣❛♥✐sés ❞❡ ❢❛❝♦♥ ❜❧♦❝✲❝②❝❧✐q✉❡ s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡
✷❉✳ ▲❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ à ❝❡tt❡ ét❛♣❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜❧♦❝✲❝②❝❧✐q✉❡ ❡t s✉r ❧❡ ♣❛rt✐✲
t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ |A|+ |A|T ❬✼✵❪✳ ➚ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❡st
♣r♦❞✉✐t ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s sé♣❛r❛t❡✉rs q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❡t
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ str✉❝t✉r❡ ❝r❡✉s❡ ❡t ♣♦✉✈❛♥t êtr❡
r❡❣r♦✉♣é❡s ❡♥s❡♠❜❧❡ ✭s✉♣❡r♥÷✉❞s✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧❡s ♦♣ér❛✲
t✐♦♥s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r s♦♥t ❢❛✐t❡s s✉r ❧❡s s✉♣❡r♥÷✉❞s✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡
❧❡s ❛❞r❡ss❛❣❡s ✐♥❞✐r❡❝ts ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❞❡ ♠✐❡✉① ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡s ❝❛❝❤❡s✲♠é♠♦✐r❡s

‡❆✉ss✐tôt q✉✬✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❡st é❧✐♠✐♥é❡✱ ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s♦♥t ♠✐s❡s à ❥♦✉r✳ ❉❛♥s ❧❛
✈❡rs✐♦♥ ❧❡❢t✲❧♦♦❦✐♥❣✱ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞✬✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❡st r❡t❛r❞é❡ ❥✉sq✉✬❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❡❧❧❡ ❞♦✐t êtr❡ é❧✐♠✐♥é❡✳

✹



❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

✭❣râ❝❡ à ❞❡s ♥♦②❛✉① ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❇▲❆❙✲✷ ❡t ❇▲❆❙✲✸✮✳ ▲❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡
♣❤❛s❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s sé♣❛r❛t❡✉rs✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝✲
t♦r✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é❧✐♠✐♥é❡s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳
▲✬✉♥❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡
à tr❛✈❡rs ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣✐✈♦t st❛t✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣✐✈♦t ♣❛rt✐❡❧ ❡st ❡✛❡❝t✉é ♣❡♥❞❛♥t
❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♦♥t ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ♣♦✉r r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❡
♣✐✈♦t ❛❞éq✉❛t✳ ❉❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ♣✐✈♦t st❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛
❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥♥✉❡ à ❧✬❛✈❛♥❝❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬❛ttr✐❜✉❡r
à ❧✬❛✈❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❢❛ç♦♥ st❛t✐q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❛✉① ❞✐✛❡r❡♥ts ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ▲❡ ♣✐✈♦t st❛t✐q✉❡
r❡q✉✐❡rt ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡✱ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❡t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s♦♥t ❞✬❛❜♦r❞
éq✉✐❧✐❜ré❡s ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ rés✉❧t❛♥t❡ ❡st ♣❡r♠✉té❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✐❛❣♦♥❛✉①
❛ss❡③ ❣r❛♥❞s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛✉①✳ ❈❡tt❡ ♣❤❛s❡ éq✉✐✈❛✉t à tr♦✉✈❡r
✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ Pr✱ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s Dr ❡t Dc ❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr ·DrADc

✷✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧❡s ♣✐✈♦ts ✐♥❢ér✐❡✉rs à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧ s♦♥t r❡♠✲
♣❧❛❝és✳ P❧✉s ♣ré❝✐s❡♠❡♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ s❡✉✐❧ ǫ✱ s✐ ✉♥ ♣✐✈♦t αii <

√
ǫ · ‖A‖1 ❛❧♦rs αii

❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r
√

ǫ · ‖A‖1✳

✸✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ✐tér❛t✐❢ ❡st ❡✛❡❝t✉é s✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡st
♣❛s ❛ss❡③ ♣ré❝✐s❡✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ x ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r

r = b−Ax
A · dx = r ✐❢ berr > ǫ

x = x + dx
✭✶✳✹✮

♦ù ǫ ❡st ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✈♦✉❧✉❡ ❡t berr = maxi
|r|i

(|A| · |x|+ |b|)i
✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳

▼❯▼P❙ ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐❢r♦♥t❛❧❡ ❬✹✻✱ ✹✱ ✼❪✳ ❈❡tt❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ LU ✱ ❜❛sé❡ s✉r
✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐❢r♦♥t❛❧❡✱ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡ ❛✉① ♠❛tr✐❝❡s à str✉❝t✉r❡ ♣r❡sq✉❡
s②♠étr✐q✉❡ ❬✺❪✳ ▲❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡
❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❛♣♣❡❧é❡ ❛r❜r❡ ❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡✳ ❈❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡
❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡ ❞❡♥s❡ ❛♣♣❡❧é❡ ♠❛tr✐❝❡ ❢r♦♥t❛❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
A ❛②❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♦ù X ❞és✐❣♥❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♥♦♥ ♥✉❧s

A =

1
2
3
4
5




X 0 0 X X
0 X X 0 0
0 X X X 0
X 0 X X 0
X 0 0 0 X




✭✶✳✺✮

♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❛②❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡

L + U =

1
2
3
4
5




X 0 0 X X
0 X X 0 0
0 X X X 0
X 0 X X X̄

X 0 0 X̄ X




✭✶✳✻✮

✺



❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♦ù X̄ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡✳ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ❢r♦♥t❛❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t

F1 =
1
4
5




X X X
X U U
X U U


 F2 =

2
3

[
X X
X U

]
✭✶✳✼✮

F3 =
3
4

[
X X
X U

]
F4 =

4
5

[
X X
X U

]
F5 = [X] ✭✶✳✽✮

♦ù U ❞❡s✐❣♥❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✳✶ ❞♦♥♥❡
❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s ❢r♦♥t❛❧❡s✳

F5

F3

F1 F2

F4

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✳✶✿ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐❢r♦♥t❛❧❡

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ r❛♥❣é❡ ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❢❛❝t♦r✐sé❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ♠ê♠❡
str✉❝t✉r❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✱ ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡❣r♦✉♣é❡s ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❞❡s s✉♣❡r♥÷✉❞s✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❢r♦♥t❛❧❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛
✜❣✉r❡ ✶✳✷✳✶ ✱♠❛✐s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s à é❧✐♠✐♥❡r✳

❉❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❡st ❡①♣❧♦✐té à ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉①✿
❧❡ ♣r❡♠✐❡r s❡ s✐t✉❡ ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❞❡✉① ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é❧✐♠✐♥é❡s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs s♦♥t ❛ss♦❝✐és ❛✉①
♥÷✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ st❛t✐q✉❡ ❛♣rès ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡ s✐t✉❡ ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❢r♦♥t❛❧❡s ❞❡♥s❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳
❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❝❡ss❡✉rs s♦♥t ❛✛❡❝tés à s♦♥ ❝❛❧❝✉❧✳ ❱✉
q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s ❢r♦♥t❛❧❡s ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❧✬❛✈❛♥❝❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡st ❞é✜♥✐ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♣r♦❞✉✐t ❛✉ ✜♥❛❧ ✉♥
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❤②❜r✐❞❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✿ st❛t✐q✉❡ ✭❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❛❧❧♦✉é ♣❛r
♥÷✉❞ ❛♣rès ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡✮ ❡t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞✮✳

◆♦t♦♥s q✉✬à ❧❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞❡ ❙✉♣❡r▲✉❴❉■❙❚✱ ▼❯▼P❙ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♣✐✈✲
♦t❛❣❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✈❡❝ s❡✉✐❧ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❢r♦♥t❛❧❡s✳ ▲♦rsq✉✬✉♥ ♣✐✈♦t ❛❝❝❡♣t✲
❛❜❧❡ ✭s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ s❡✉✐❧✮ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ tr♦✉✈é❡✱ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❛✛❡❝té❡
❛✉ ♥÷✉❞ ♣❛r❡♥t✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ st❛❜❧❡✳
▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❡st ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ r❡q✉✐s ♣♦✉r st♦❝❦❡r✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❢r♦♥t❛❧❡
❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s à é❧✐♠✐♥❡r✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r tr❛♥s♠✐s❡s ♣❛r
❧❡s ♥÷✉❞s ✐♥❢ér✐❡✉rs ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ ♣✐✈♦t ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡
❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡s
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ré❝❡♥ts ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ st♦❝❦❡r ✉♥❡ ♣❛r✲
t✐❡ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs s✉r ❧❡ ❞✐sq✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❬✷❪✿ ❝✬❡st ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡✳

✻



❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦❝✉r❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❞❡ très ❣r❛♥❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ♠❛✐s ❧❡ ❞é❜✐t
❞❡ ❧❡❝t✉r❡✴é❝r✐t✉r❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ✈❡rs ❧❡ ❞✐sq✉❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✳

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐r❡❝t❡s ❡t ❧❡✉r ❞❡♠❛♥❞❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t
♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐tér❛t✐✈❡s✳

✶✳✷✳✷ ▼ét❤♦❞❡s ✐tér❛t✐✈❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s

▲✬✐❞é❡ ❜❛s✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐tér❛t✐✈❡s ❡st ❞❡ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ x0 ❞❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ s②stè♠❡ ✭✶✳✶✮ ❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬✐térés s✉❝❝❡ss✐❢s xk, k = 0, 1, 2, . . .
q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ x∗✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✹✮ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐r❡❝t❡✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s
✐tér❛t✐✈❡s ♣rés❡♥t❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✈❛♥t❛❣❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✐r❡❝t❡s ✿ ❡❧❧❡s s♦♥t ❡♥
❣é♥ér❛❧ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡s à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❝❛r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
♠❛tr✐❝❡✲✈❡❝t❡✉r ❝r❡✉① y ← A·x✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ♥✬❡st ♣❛s tr❛♥s❢♦r♠é❡✱ ❡❧❧❡s r❡q✉✐èr❡♥t
♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♠♦✐♥s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐tér❛t✐✈❡s ❡st q✉❡ ❧❡✉r ❝♦♥✲
✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❣❛r❛♥t✐❡✳ ❈❡ ❝r✐tèr❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✉t✐❧✐sé❡
♣♦✉r ❢♦r♠✉❧❡r ❧❡s ✐téré❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐tér❛t✐✈❡s ✬❜❛s✐q✉❡s✬ ❞❡ t②♣❡ ❏❛❝♦❜✐✱
●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧✱ ❙❖❘ s✬é❝r✐✈❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡

Mxk+1 = Nxk + c ✭✶✳✾✮

♦ù M ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❡t A = M −N ✳ P♦✉r t♦✉t x0✱ ▲❛ s✉✐t❡ ❞✬✐téré❡s xk, k =
0, 1, 2, . . . ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✳✶✮ s✐ ❧❡ r❛②♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ρ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
M−1N ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ✶ ❬✶✶✸❪✳ ◗✉❛♥❞ ❜✐❡♥ ♠ê♠❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ✐❧ ❡st
✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❡❧❧❡ ❡st s❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t s✉rt♦✉t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠
❞✬ét❛♣❡s r❡q✉✐s❡s✳

▲❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ré❝❡♥ts ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

xk = x0 + pk−1(A)r0 ✭✶✳✶✵✮

♦ù x0 ❡st ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ r0 = b−Ax0 ❧❡ rés✐❞✉ ✐♥✐t✐❛❧ ❡t pk−1(A) ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡
❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s k − 1✳ ▲❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ✈✐❡♥t ❞✉ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ q ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♣❧✉s n− 1 t❡❧ q✉❡ A−1 = q(A)✳

❱♦✐r ❬✺✷✱ ✶✶✸❪ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té rés✐❞❡ ❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡
q(A)✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲
❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❑r②❧♦✈ Kk(A, r0) ♣♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ q(A)✱ ♦ù Kk(A, r0) ❡st ❞é✜♥✐
❝♦♠♠❡

Kk(A, r0) = span{r0, Ar0, . . . , A
k−1r0} ✭✶✳✶✶✮

❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ Vk✱ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ Kk✱ ❝❤❛q✉❡ ✐téré ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❡①♣r✐♠é s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

xk = x0 + Vkyk, yk ∈ R
k ✭✶✳✶✷✮

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❑r②❧♦✈ ❞✐✛èr❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r yk✳

✼



❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ●▼❘❊❙ ✿ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ♥♦♥✲s②♠étr✐q✉❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛✲
t✐♦♥ ✭✶✳✶✵✮ ❡t ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ P❡tr♦✈✲●❛❧❡r❦✐♥ b − Axk ⊥ AKk✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ●▼❘❊❙ ❬✶✶✹❪ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ rés✐❞✉ rk✱ ✐✳❡

‖rk‖2 = min
x∈x0+Kk(A,r0)

‖b−Ax‖2. ✭✶✳✶✸✮

▲❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧✐é❡ à ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳
P♦✉r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❑r②❧♦✈✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✷✹✱ ✺✷✱ ✾✻✱ ✶✶✸✱
✶✷✶❪✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ●▼❘❊❙ ❡st s❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ✿ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ♥♦r♠❡s
❞❡ rés✐❞✉s ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❑r②❧♦✈✱ ❡t
❞♦♥❝ ❞❡ ●▼❘❊❙✱ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡✉r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❣❛r❛♥t✐❡✱ ❡♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡
❡①❛❝t❡✱ ❛♣rès n ✐tér❛t✐♦♥s✳ ■❧ ② ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐♥térêt✱ ❡t ❝❡❧❛ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs r❛✐s♦♥s✱ à ❝❡
q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❜✐❡♥ ❛✈❛♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ n ✐tér❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ rés✐❞❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ k✱ ❞❛♥s ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ Vk✳ ●é♥❡r❡r ❧❛
❜❛s❡ Vk = [v0, . . . , vk] r❡q✉✐❡rt ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s ✐téré❡s à ♣❛rt✐r ❞❡
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❡t ❞✉ ✈❡❝t❡✉r rés✐❞✉ ✐♥✐t✐❛❧ r0✳ ❯♥❡ ❜❛s❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡
v0 = r0, v1 = Av0, . . . , vk = Avk−1✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s st❛❜❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳
P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❞✬♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r
♣r♦❞✉✐r❡ ❧❛ ❜❛s❡ Vk✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❡t ❞❡ t❡♠♣s ❈P❯✱ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❝r♦ît ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡✳ ▲❡ ❝♦ût ❞❡ ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥
❛✉❣♠❡♥t❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs à st♦❝❦❡r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s
✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ✐❧ ② ❛✉ss✐ ✉♥ ✐♥térêt à ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s
❞é❝♦✉❧❛♥ts ❞✉ ♣r♦❝é❞é ❞✬♦rt❤♦♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳

P❧✉s✐❡✉rs ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✷✶❪
♣♦✉r ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❛ss❡③ ❞ét❛✐❧❧é ✿

❼ ▲❡ r❡❞é♠❛rr❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ❝♦ûts s✉s✲❝✐tés✳ ■❧ s✬❛❣✐t✱ ❛♣rès ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡
❞✬✐tér❛t✐♦♥s✱ ❞❡ s❡ ❞é❜❛rr❛ss❡r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❝♦✉r❛♥t❡✱ ❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❝♦✉r❛♥t❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ♣♦✉r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝②❝❧❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧✐♠✐t❛♥t ❧❡s ❝♦ûts✱
❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❡st q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭❛♣rès n
✐tér❛t✐♦♥s✮ ♥✬❡st ♣❧✉s ❣❛r❛♥t✐❡✱ ❝❛r ♦♥ ♥❡ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ rés✐❞✉ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡
♣❡t✐t❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❑r②❧♦✈✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♠♣ê❝❤❡ ❛✉ss✐ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
s✉♣❡r❧✐♥é❛✐r❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é❡ ❬✶✸✷❪✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é✢❛t✐♦♥ ❬✶✻✱ ✷✽✱ ✺✸✱
✽✼✱ ✾✽❪ ❣❛r❞❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉t✐❧❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ré❞❡♠❛rr❛❣❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛
r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❡t ✺✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s s✉r ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❼ ❉❛♥s ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝é❞é ❞✬❆r♥♦❧❞✐ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ❧❛
❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧❡ Vk✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ♠❛tr✐❝❡✲✈❡❝t❡✉r✱
❧❡s ♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s ❡t ❧❡s ♠✐s❡s à ❥♦✉r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣❛r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐✲
s❛t✐♦♥✳ ❙✉r ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s à ♠é♠♦✐r❡ ❞✐str✐❜✉é❡✱ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s ✐♥❞✉✐s❡♥t
❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❣❧♦❜❛❧❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥ ❡✛❡t ✐♠♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ s❝❛❧❛❜✐❧✐té ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✈❡❝t❡✉r✲✈❡❝t❡✉r ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❝é❞é ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t
♣❛s ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❉❡s
✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❬✶✼✱ ✹✶✱ ✺✵✱ ✺✶✱ ✼✾✱ ✽✸✱ ✶✶✽✱ ✶✵✼❪✳
❊❧❧❡s ❞✐♠✐♥✉❡♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡t ♦✛r❡♥t ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥
❞✐ss♦❝✐❛♥t ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❡✉r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❧❡✉r st❛❜✐❧✐té ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ✉♥ ❛✉tr❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ♣ré♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✳ ❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦ù ❧❛ ❜❛s❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ◆❡✇t♦♥
❡t ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é✢❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡✉r r♦❜✉st❡ss❡✳

✽



❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

Pré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✿ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❛ r❡❝♦✉rs ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ❛❝❝é❧ér❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❑r②❧♦✈❀ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✶✮ ❡st tr❛♥s✲
❢♦r♠é ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r

MLAMR(M−1
R x) = MLb, ✭✶✳✶✹✮

♦ù ML ❡t MR s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s ❡t x = MRy✳ ML ❡st ❛♣♣❡❧é ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
♥❡✉r ❣❛✉❝❤❡ ❡t MR ❡st ❧❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉r ❞r♦✐t✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ML ❡t MR ❞♦✐t ré❛❧✐s❡r
✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ MLAMR ≈ I ❡t q✉❡ MR ❡t ML ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s tr♦♣ ❝♦û✲
t❡✉s❡s à ❛♣♣❧✐q✉❡r✳ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉rs ❡st ❡♥ s♦✐ ✉♥ ❣r❛♥❞ ❛①❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✷✶❪ ♣♦✉r ✉♥ ❛♣❡rç✉
❛ss❡③ ❧❛r❣❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ré❝❡♥t❡s✳ ❯♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ré❝❡♥t❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡♠♣r✉♥té❡s ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✐r❡❝t❡s ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉rs ❛❞❛♣✲
tés ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ✐tér❛t✐✈❡s✱ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❤②❜r✐❞❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❛ été ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A = L̃Ũ + R ❡♥ ❧✐♠✐t❛♥t ❧❡
r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs L̃ ❡t Ũ ✳ ❈❡s ❢❛❝t❡✉rs s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❢♦r♠✉❧❡r ❧❡
♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉r✳ ▲❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉r ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ♣♦✉r ✐♥❝❧✉r❡
❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① é❧é♠❡♥ts ❝réés ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s ✉t✐❧✐sés s❡ ❜❛s❡♥t s✉r
❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ✭■▲❯✭k✮✮ ❡t✴♦✉ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝réés ✭■▲❯❚✮✳
❱♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✶✸❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st
❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s ❛✉ ♠ê♠❡ t✐tr❡
q✉❡ ❧❡s ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥s ✬❝♦♠♣❧èt❡s✬✱ ❡t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s✳ ▲❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦♥t ♣❡r♠✐s ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❤②❜r✐❞❡s ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❛✉ ♠✐❡✉① ❝❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳

✶✳✷✳✸ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❤②❜r✐❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛❧✲
❣é❜r✐q✉❡

▲❡ t❡r♠❡ ❤②❜r✐❞❡ r❡♥✈♦✐❡ à ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✐r❡❝t❡s ❡t ✐tér❛t✐✈❡s✳ ❈❡ t❡r♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦✉✈❡❛✉✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬✻✶❪✱
●❛❧❧✐✈❛♥✱ ❙❛♠❡❤ ❡t ❩❧❛t❡✈ ♣r♦♣♦s❡♥t ❡♥ ✶✾✾✵ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡
✉♥❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉r à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❑r②❧♦✈ ❡t✱ s✐ ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣❛s ❛ss❡③ ✈✐t❡✱ ✐❧s ♣❛ss❡♥t à ✉♥❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❤②❜r✐❞❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s ❝❤❡r❝❤❡♥t à ❡①♣❧♦✐t❡r ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞✐r❡❝t❡s ❡t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐tér❛t✐✈❡s t♦✉t ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s
♣❛r❛❧❧è❧❡s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡
❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s ❡t ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❝♦♠♠❡ ▼❊❚■❙ ❬✽✹❪ ❡t ❙❈❖❚❈❍ ❬✸✺❪ s♦♥t
❞❡s ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡✉rs ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❣é♥ér❛❧ ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r à ♣❡✉ ♣rès ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♥÷✉❞s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❝s q✉✐ r❡❧✐❡♥t ❧❡s s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s
❞✐✛ér❡♥ts ❞♦✐t êtr❡ ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡♥ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s✱
♦♥ ✈❛ ❡♥s✉✐t❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ❣r❛♥❞s t②♣❡s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱
s❡❧♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✉t♦r✐s❡ ❧❡s s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s à s❡ r❡❝♦✉✈r✐r ♦✉ ♥♦♥ ✿

❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s❛♥s r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t✿ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ s♦♥t
❞✐t❡s ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞✉ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❡♥ p s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✶✹✮ ❡st ré♦r❞♦♥♥é

✾



❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❛✈♦✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❜❧♦❝ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿




C1 E1

C2 E2

✳ ✳ ✳
✳✳✳

Cp Ep

F1 F2 . . . Fp B







x1

x2
✳✳✳

xp

xE




=




b1

b2
✳✳✳
bp

bE




✭✶✳✶✺✮

▲❡s ❜❧♦❝s Ci ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥tér✐❡✉r❡s à ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡✱ B ❡st ❧❡ ❜❧♦❝
❞❡s sé♣❛r❛t❡✉rs✱ ❧❡s ❜❧♦❝s Ei ❡t Fi s♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ Ci ❡t B✳ ❯♥❡ é❧✐♠✐✲
♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❜❧♦❝s Fi ♣r♦❞✉✐t




C1 E1

C2 E2

✳ ✳ ✳
✳✳✳

Cp Ep

S







x1

x2
✳✳✳

xp

y




=




b1

b2
✳✳✳
bp

b̂E




✭✶✳✶✻✮

♦ù S = B −∑p
i=1 FiC

−1
i Ei ❡t b̂E = bE −

∑p
i=1 FiC

−1
i bi✳ ▲❡ ❜❧♦❝ S ❡st ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❡

❙❝❤✉r✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✶✳✶✺✮ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ rés♦❧✉ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ét❛♣❡s ✿

✶✳ ❘és♦✉❞r❡ ❧❡s s②stè♠❡s Cizi = bi ♣♦✉r zi✳

✷✳ ❘és♦✉❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ Sy = bE −
∑p

i Fizi ♣♦✉r y✳

✸✳ ❘és♦✉❞r❡ Cixi = bi − Eiy ♣♦✉r xi✳

❈❡s tr♦✐s ét❛♣❡s ♦✛r❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞♦♥♥❛♥t ❧✐❡✉ à ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♠♣❧é✲
♠❡♥t❛t✐♦♥s ❬✻✵✱ ✼✸✱ ✾✸❪✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ❧❡s s②stè♠❡s à ❧✬ét❛♣❡ ✶ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t
♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ rés♦❧✉s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞✉ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❡ ❙❝❤✉r à ❧✬ét❛♣❡ ✷✳ ❈❡❝✐ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❢❛✐t ❛✈❡❝ ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞✬❛ss❡♠❜❧❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ S✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡
s②stè♠❡ r❡q✉✐❡rt ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉r ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❣❧♦❜❛❧❡ s♦✐t r♦❜✉st❡✳
❊t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t S ♦✉ ❞✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
P❛r♠✐ ❧❡s ❞✐✛❡r❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s✿ ✭✶✮ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥
✐♥❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ S ❡t ♦♥ ❧✬✉t✐❧✐s❡ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉r❀ ✭✷✮ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ❞❡ S ❡t ❡♥s✉✐t❡ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ s♦✐t ✉♥❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ LU ✱ s♦✐t ✉♥❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ILU ❞❡
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥❀ ▲❡s ❢❛❝t❡✉rs ♣r♦❞✉✐ts s♦♥t ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐sés ❝♦♠♠❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉r ♣♦✉r ❧❡
s②stè♠❡ à ❧✬ét❛♣❡ ✷❀ ✭✸✮ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❞❡s ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ◆❡✉♠❛♥♥✲◆❡✉♠❛♥♥
♦✉ ❞❡ t②♣❡ ❙❝❤✇❛r③ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥ts ❞❡ ❙❝❤✉r ❧♦❝❛✉①✳

❊♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡✱ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ❡✣❝❛❝❡s s✐ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s Ci✱ ❡t
❞♦♥❝ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❡st ❛ss❡③ ❣r❛♥❞❡✳ ■❧ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r ❡♥ ❡✛❡t✱ q✉✬à ❝❛✉s❡ ❞❡
♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s ❛✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ très ❣r❛♥❞❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡
❧❡s s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ S s❡r❛ très ❣r❛♥❞❡ ❡t ❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ✐♥❞✉✐t
s❡r❛ ré❞✉✐t✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❬✾✸✱ ✼✶❪ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ❞✉
❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❡ ❙❝❤✉r✳

❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛✈❡❝ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t✿ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ♠ét❤♦✲
❞❡s ❤②❜r✐❞❡s ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❡t s♦♥t ❞✐t❡s ❞❡ ❙❝❤✇❛r③
❬✶✶✸✱ ✶✷✸✱ ✶✷✼❪✳ ❆ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❧❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ét❛✐t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❡♥ ❞♦♠❛✐♥❡
❝♦♥t✐♥✉ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✭❊❉P✮ s✉r ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ✐rré❣✉❧✐❡rs ❬✶✶✼❪✳

✶✵



P♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❙❝❤✉r✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞❡ ❞✐✈✐s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❡♥ s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s ❡t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s
♣♦✉r ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❡♥tr❡ ❝❡s s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛ été ❡♥s✉✐t❡
❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❛✉① ❊❉Ps ❞✐s❝r❡t✐sés✱ ♦ù ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ✭✐ss✉❡ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ❞✐s✲
❝rét✐s❛t✐♦♥✮ ❡st ❞é❝♦✉♣é❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡s✱ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✉t✐❧✐sé❡ ✐❝✐ ❡t ❞❛♥s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ré❝❡♥t❡s ❡st ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ❆✉ ❧✐❡✉
❞❡ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✐s❝r❡t ❡t ❞❡ ❣é♥ér❡r ❧❡s s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s✱ ♥♦✉s ♣❛rt♦♥s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡t ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡s s✉r ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❈❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡
q✉❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❞❡ ❝♦♥♥✉ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ s♦✉s✲
♣r♦❜❧è♠❡ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✱ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ✈✐❛❜❧❡s ❡t ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ à ✉s❛❣❡ ❣é♥ér❛❧✳ ❱✉ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤✲
♦❞❡s ❞❡ ❙❝❤✇❛r③ ♥✬❡st ♣r♦✉✈é❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❡st
❞❡ ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❑r②❧♦✈✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❙❝❤✇❛r③ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✳ ❊❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r ❜❧♦❝s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❏❛❝♦❜✐ ❡t
●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❙❝❤✇❛r③ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ♦✛r❡ ✉♥ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉r ♣❧✉s r♦❜✉st❡ q✉❡
❙❝❤✇❛r③ ❛❞❞✐t✐❢✱ ❝❡❝✐ ♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❡♥ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s✳ ❊♥ ❡♥✈✐r♦♥✲
♥❡♠❡♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉r ❞❡ ❙❝❤✇❛r③ ❛❞❞✐t✐❢ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡
q✉❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢✳ ◆♦✉s ❧✬✉t✐❧✐s♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t
❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✹✱ ✺ ❡t ✻✳

▲❡s tr❛✈❛✉① ré❝❡♥ts ❬✶✸✱ ✶✷❪ ♦♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❡①❤✐❜é ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠✉❧t✐♣❧✐✲
❝❛t✐❢ q✉✐ ♦✛r❡ ✉♥ ❜♦♥ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉r ♣♦✉r ✉♥❡
✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ●▼❘❊❙✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ❞♦♥❝ été ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡
❡t ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✸ ❡t ✼✳

■❧ ❡st ❛✉ss✐ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❙❝❤✇❛r③ ❞✐t❡s ♦♣✲
t✐♠✐sé❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛❝❝r♦îtr❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❙❝❤✇❛r③ ❬✻✷✱ ✶✷✽❪✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ▲■❇❘❆❊❘❖✱ ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ❝❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❡①♣❧♦ré❡s
❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❚❤♦♠❛s ❉✉❢❛✉❞✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✹✹❪✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s ❞♦♥❝ ✐❝✐
s✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ r❡str✐❝t✐✈❡ ❞❡ ❙❝❤✇❛r③ ❛❞❞✐t✐❢ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢✳

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ♦♥t
été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❝❡s ❞❡✉① ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉rs✳

✶✳✸ P♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❤②❜r✐❞❡s ❞✐r❡❝t❡s✴✐t❡r❛t✐✈❡s ❜❛sé❡s s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ t②♣❡ ❙❝❤✇❛r③ ♦✉
❙❝❤✉r ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡❝❤❡r❝❤és ✿
❧❛ r♦❜✉st❡ss❡✱ ❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✳ ❊❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❛♥s
❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❞❡ t②♣❡ ❑r②❧♦✈ s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♠ê♠❡
t❛✐❧❧❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐r❡❝t❡s ❞❛♥s ❧❡s s♦✉s✲s②stè♠❡s ✐ss✉s
❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s
❝❛s s✉r ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ t②♣❡ ❙❝❤✉r✳

◆♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞✬❛❝❝r♦îtr❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ t♦✉t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❛✉
♠❛①✐♠✉♠ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❤②❜r✐❞❡❀ ✉♥ ❛❝❝❡♥t ❡st ♠✐s ❛✉ss✐ s✉r ❧❛
❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ s✉❝❝✐♥t❡ ✿

❼ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛♠é❧✐♦ré ❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉r ❞❡ ❙❝❤✇❛r③ ❡♥ ❞é✜♥✐s✲
s❛♥t ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❛r❛❧❧è❧❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❡st

✶✶



P♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❞é✜♥✐ à tr❛✈❡rs t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s ❡t ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s ♦♣❡r❛t✐♦♥s à tr❛✈❡rs
t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❡st ❞é✜♥✐ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲
❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐r❡❝t❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❛ss♦✲
❝✐é❡s ❛✉① s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛✈❡❝ ❞❡s
❡ss❛✐s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❙❝❤✇❛r③ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢✳

❼ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❝❝r✉ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❡t ❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ●▼❘❊❙ ✉t✐❧✐sé❡
❝♦♠♠❡ ❛❝❝é❧ér❛t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❤②❜r✐❞❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❞é✜♥✐ ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é✢❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❛❝❝é❧ér❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ t♦✉t ❡♥ ❧✐♠✐t❛♥t ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❧❡s ♣♦✐♥ts
❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ❯♥ ❛❝❝❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛ été ♠✐s s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡
❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s✳

❼ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r✐s s♦✐♥ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t
❧❡✉r ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ♠♦❞✉❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s s❝❤é♠❛s ❤②❜r✐❞❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❜✐❡♥
q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦②♦♥s ❧✐♠✐tés ❞❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❙❝❤✇❛r③✱
❧❡s ✈❡rs✐♦♥s r♦❜✉st❡s ❡t ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❞❡ ●▼❘❊❙ ♣r♦♣♦sé❡s ✐❝✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s
❝♦♠♠❡ ❛❝❝é❧ér❛t❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❙❝❤✉r✳ ❖✉tr❡ ❝❡s ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ ●▼❘❊❙✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♠❡❧✐♦ré ❧✬✐♥t❡r♦♣ér❛❜✐❧✐té ❞✉ s♦❧✈❡✉r ●P❘❊▼❙ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❤②❜r✐❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✿

✶✳✸✳✶ ❊t✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❞❡ s♦❧✈❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ❞②✲
♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦❧✈❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s
❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐str✐❜✉é✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ✈♦✐r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡①✐st❛♥t❡s s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ✐ss✉s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é❝r✐t ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳ P❧✉s✐❡✉rs
♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été t❡sté❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐r❡❝t❡s t❡❧ q✉❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥té❡s ♣❛r ❙✉✲
♣❡r▲❯❴❉■❙❚ ❡t ▼❯▼P❙ ✭♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é❝r✐ts✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ♠♦♥tré ❧❡s ❧✐♠✐t❡s✱
❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡✱ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❤②❜r✐❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡
■▲❯✳ ▲✬✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡ s✉r ❧❡s s②stè♠❡s s♦✉♠✐s à ❧✬ét✉❞❡ ❛ été
❡①♣❧♦ré❡ ♣❧✉s t❛r❞ ♣❛r P❛❝✉❧❧ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✻❪✳ P❧✉s✐❡✉rs rés✉❧t❛ts ♥✬♦♥t ♣❛s été ♠❡♥t✐♦♥♥és ❞❛♥s
❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❝❡✉① ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐♥✐✈❡❛✉① ❜❛sés s✉r ✉♥❡ ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♥÷✉❞s ❣r♦ss✐❡rs à ♣❛rt✐r ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✱ ❡t ❜✐❡♥ sûr ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐❧❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s t❡sté ❧❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❇♦♦♠❡r❆▼● ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❍❨P❘❊
❬✺✹❪ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♥✬♦♥t ♣❛s été ❝♦♥❝❧✉❛♥ts✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ❉✳ ◆✉❡♥ts❛ ❲❛❦❛♠✱ ❏✳ ❊r❤❡❧✱ ➱✳ ❈❛♥♦t✱
●✳✲❆✳ ❆t❡♥❡❦❡♥❣✲❑❛❤♦✉✱ ❆ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ♦❢ s♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❧✐♥❡❛r s♦❧✈❡rs ♦♥ s②st❡♠s
❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ✢✉✐❞✲❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❇✳ ❈❤❛♣♠❛♥❀ ❋✳ ❉❡s♣r❡③❀ ●✳ ❏♦✉❜❡rt❀ ❆✳ ▲✐❝❤✲
♥❡✇s❦②❀ ❋✳ P❡t❡rs ✫ ❚✳ Pr✐♦❧✱ ✭❡❞✳✮ P❛r❛❧❧❡❧ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✿ ❢r♦♠ ▼✉❧t✐❝♦r❡s ❛♥❞ ●P❯✬s t♦
P❡t❛s❝❛❧❡ ✭Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ P❆❘❈❖✬✵✾✮ ■❖❙ Pr❡ss✱ ♣♣✳ ✺✶✲✺✽✱ ✷✵✶✵✳

✶✳✸✳✷ ●▼❘❊❙ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉r ❙❝❤✇❛r③ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r❡♠✐❡r ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡st ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ✉♥
s❝❤é♠❛ ❤②❜r✐❞❡ ❢♦r♠✉❧é ❛✈❡❝ ❙❝❤✇❛r③ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢✳ ▲✬❛✉tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❛✉ss✐ ❞✬❛❝❝r♦îtr❡
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉r ❞❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

✶✷



P♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

t♦✉t ♣❛rt ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❛ss❡③ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ q✉✬❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ❞❡✈✐❡♥t
❞❡ ♠♦✐♥s ❡♥ ♠♦✐♥s r♦❜✉st❡✳ P✉✐sq✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❡st ❞✬❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs
s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s à ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❡st ❛❧♦rs ❧✐♠✐té✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s
❝❡ tr❛✈❛✐❧ ✉♥ s❡❝♦♥❞ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡s ✐♥❞✉✐ts ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡
❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❛r❛❧❧è❧❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬❛ss♦❝✐❡r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs
❞✐r❡❝ts ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❣❧♦❜❛❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ ❧✐♠✐t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❣❧♦❜❛❧❡ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ r❛♣✐❞❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉ss✐ à ❙❝❤✇❛r③ ❛❞❞✐t✐❢✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ❉✳ ◆✉❡♥ts❛ ❲❛❦❛♠✱ ●✳✲❆✳ ❆t❡♥❡❦❡♥❣✲
❑❛❤♦✉✱ P❛r❛❧❧❡❧ ●▼❘❊❙ ✇✐t❤ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✱ ❘❡✈✉❡ ❆❢r✐❝❛✐♥❡ ❞❡
❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❆♣♣❧✐q✉é❡s✳✱ ✷✵✶✶✱ ✭à ♣❛r❛îtr❡✮✳

❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❝♦✉rt❡ ❞❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❡st ❛♣♣❛r✉ ❞❛♥s ✿ ❉✳ ◆✉❡♥ts❛ ❲❛❦❛♠✱ ❏✳ ❊r❤❡❧✱
➱✳ ❈❛♥♦t✱ P❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ à ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❛♥s ●▼❘❊❙ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉r ❙❝❤✇❛r③
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢✱ ❊✳ ❇❛❞♦✉❡❧❀ ❆✳ ❙❜✐❤✐ ✫ ■✳ ▲♦❦♣♦✱✭❡❞✳✮✱ ❆❝t❡s ❞✉ ❈❆❘■✱ ♣♣✳ ✶✽✾✲✶✾✻✳ ✷✵✶✵✳

✶✳✸✳✸ Pré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ●▼❘❊❙ ♣❛r ❞é✢❛t✐♦♥ ❡t ❙❝❤✇❛r③ ❛❞❞✐t✐❢

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ❛♠é❧✐♦r♦♥s ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ●▼❘❊❙ ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡
❛❝❝é❧ér❛t❡✉r ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❤②❜r✐❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉r ❞❡ t②♣❡ ❙❝❤✇❛r③✳ ▲❛ ❝♦♥✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❞é✢❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❡✛❡ts
♥é❣❛t✐❢s ❞✉ r❡❞é♠❛rr❛❣❡ ❞❛♥s ●▼❘❊❙✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ s✬❛❞❛♣t❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞é❝r♦ît✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡
❞❡ ❜❛s❡ ✜①é❡✱ ❞❡ ♣♦✉r✈♦✐r ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s ✭❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✮
s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❉❡s ❡ss❛✐s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦♥t été
❡✛❡❝t✉és ❛✈❡❝ ❙❝❤✇❛r③ ❛❞❞✐t✐❢✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❉✳ ◆✉❡♥ts❛ ❲❛❦❛♠✱ ❏✳ ❊r❤❡❧✱ ❲✳ ❉✳ ●r♦♣♣✱ P❛r❛❧❧❡❧ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❞❡✢❛t❡❞ ●▼❘❊❙✱ ▲❡❝t✉r❡
◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✶✶ ✭✐♥ r❡✈✐s✐♦♥ ❢♦r t❤❡
♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✵t❤ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉♦♠❛✐♥ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮✳

✶✳✸✳✹ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❤②❜r✐❞❡s ♣♦✉r ❧❡s s②s✲
tè♠❡s ✐ss✉s ❞❡ ❈❋❉

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ❡st ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s✉r ❞❡ ❣r❛♥❞s ❝❛s t❡sts✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✈❛✐❧❧é ❡♥ étr♦✐t❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛rt❡♥❛✐r❡ ✐♥❞✉str✐❡❧✳ ▲❛ ❞é✢❛t✐♦♥
♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ●▼❘❊❙ ❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s r❡❞é♠❛rr❛❣❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s s✉rt♦✉t ♠♦♥tré ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ûts
♠é♠♦✐r❡✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❛②❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡s✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✐ss✉ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡
s✉✐✈❛♥t ✿

❉✳ ◆✉❡♥ts❛ ❲❛❦❛♠✱ ❋✳ P❛❝✉❧❧✱ ▼❡♠♦r② ❊✣❝✐❡♥t ❍②❜r✐❞ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❙♦❧✈❡rs ❢♦r ▲❛r❣❡
❈❋❉ ▲✐♥❡❛r ❙②st❡♠s✱ ❈♦♠♣✉t❡r ✫ ❋❧✉✐❞s✱ s✉❜♠✐tt❡❞✱ ✷✵✶✶ ✭s♣❡❝✐❛❧ ✐ss✉❡ ♦❢ t❤❡ ✷✸r❞ ✐♥✲
t❡r♥❛t✐♦♥ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ P❛r❛❧❧❡❧ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❋❧✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s✮✳

✶✳✸✳✺ P❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❡t r♦❜✉st❡ss❡ ❞❛♥s ●▼❘❊❙ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥
❛✉❣♠❡♥té❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ●▼❘❊❙ q✉✐ ❛❝❝r♦ît à ❧❛ ❢♦✐s
❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❡t ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❛✉❣♠❡♥té❡✳ ▲❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❑r②❧♦✈ ❡st
❝♦♥str✉✐t❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ◆❡✇t♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥s
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P♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❡t ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ▲❛ ❞é✢❛t✐♦♥ ❛❝❝r♦ît ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❡♥ ❧✐♠✐t❛♥t
❧❡s ❡✛❡ts ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ tr♦♣ ♣❡t✐t❡ ❡t ❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲
❞♦♠❛✐♥❡s✳ ❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✢❛t✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡ ✐❝✐ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✬é✈✐t❡r ✉♥❡ st❛❣♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♦❜t❡♥✉s✱ ♥♦♥
s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❞❡s s②stè♠❡s ✐ss✉s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❧✬ét✉❞❡✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡
❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✐ss✉ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❉✳ ◆✉❡♥ts❛ ❲❛❦❛♠✱ ❏✳ ❊r❤❡❧✱ P❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ✐♥ ●▼❘❊❙ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❡✇✲
t♦♥ ❜❛s✐s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✢❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s✱
s✉❜♠✐tt❡❞✱ ✷✵✶✶✳

✶✳✸✳✻ ❆♥❛❧②s❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❡t ❞❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❛♥s ❧❡s s❝❤é✲
♠❛s ❤②❜r✐❞❡s

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ❡st ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✈✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❤②❜r✐❞❡ ❛✈❡❝ s❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❝r✐tèr❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡
❣r❛♣❤❡✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉rs ❞❡ ❙❝❤✇❛r③ ❛ss♦❝✐és ❡t ❧❡✉r ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t ❡♥✜♥ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t❡✉r ❜❛sé s✉r ●▼❘❊❙✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st
❛✉ss✐ ❞❡ ♠♦♥tr❡r✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❛s t❡sts ♣r❛t✐q✉❡s✱ ❧❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s q✉✐ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s à
❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✳
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❈❍❆P❚❊❘ ✷

❆ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ♦❢ s♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞

❧✐♥❡❛r s♦❧✈❡rs ♦♥ s②st❡♠s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ✢✉✐❞

❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❏♦✐♥t ✇♦r❦ ✇✐t❤
❏♦❝❡❧②♥❡ ❊❘❍❊▲✱ ❊❞♦✉❛r❞ ❈❆◆❖❚✱ ●✉②✲❆♥t♦✐♥❡ ❆❚❊◆❊❑❊◆●✲❑❆❍❖❯

❆❜str❛❝t✿ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ♦❢ s♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞
s♦❧✈❡rs ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ s♦❢t✇❛r❡✳ ❙♦❧✈❡rs ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✐✲
r❡❝t✱ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♦r ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♠♦st ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❢r❡❡❧②
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣❛❝❦❛❣❡s✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♠❛❞❡ ❡❛s✐❡r
❜② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ✉♥✐✜❡❞ t♦♦❧❜♦① t❤❛t ❧✐♥❦s ✇✐t❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②
t❤❡s❡ ❧✐❜r❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ✈❛r✐♦✉s s❡ts ♦❢ ♣r♦✲
❝❡ss♦rs r❡✈❡❛❧ t❤❡ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡s✉❧ts ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞
♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❢♦r ❑r②❧♦✈ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ❬✶✹❪✳

❑❡②✇♦r❞s ✿ ❋❧✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❛r❣❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✱ ❞✐str✐❜✉t❡❞
s♦❧✈❡rs✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✱ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③✱ ❆❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③✳

✷✳✶ Pr♦❜❧❡♠ ❉❡✜♥✐t✐♦♥

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ s♦❧✈❡r ❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❧❛r❣❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s

Ax = b ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ A ∈ R
n×n ✐s ❛ r❡❛❧ ❛♥❞ ✉♥s②♠♠❡tr✐❝ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐①✱ x✱ b ∈ R

n ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① A ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❏❛❝♦❜✐❛♥
♠❛tr✐① r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ✜rst✲♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s✲❛✈❡r❛❣❡❞ ◆❛✈✐❡r✲
❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✢✉✐❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ ✈❛r✐♦✉s ❧✐♥❡❛r s♦❧✈❡rs ❧✐❜r❛r✐❡s ❢r❡❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛ t❛s❦ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ♦♥❡
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❉✐str✐❜✉t❡❞ ▲✐♥❡❛r ❙♦❧✈❡rs

❛♠♦♥❣ t❤❡♠ ✭❢♦r ♦✉r s❡t ♦❢ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✮ ✐s ♥♦t ❡❛s② ❜② ✐ts❡❧❢✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ s✉❣❣❡st ❛ ❝❧❛ss ♦❢ s♦❧✈❡r✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡✐♥❣ s♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡✱ ❜✉t ❛r❡ ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞
t♦✱ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡✱ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❈P❯ t✐♠❡ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ s♦❧✉✲
t✐♦♥✳ ❙♦ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ♦❢ s♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❧✐♥❡❛r s♦❧✈❡rs
♦♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ s❡t ♦❢ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ ♣r❡t❡♥s✐♦♥ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
❛❧❧ ❡①✐st✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s♦❧✈❡rs ✐♥ t❤✐s s❤♦rt st✉❞② ♥❡✐t❤❡r ❛❧❧ ❛s♣❡❝ts ✐♥ t❤❡ s♦❧✈❡rs ❛s ✐♥
❬✺✱ ✼✷❪✳ ❆t ❧❡❛st✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② t♦ s✉❣❣❡st ✇❤✐❝❤ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r
t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s st✉❞② ✐s ❛❧s♦ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ s②st❡♠s
✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ●▼❘❊❙ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
❙❝❤✇❛r③ ❬✶✶❪✳ ❆s t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ st✉❞② ♥❡❡❞s ♠❛♥② t❡sts ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❢♦✉♥❞ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❤❛t ❤❡❧♣s ✉s t♦ ❧✐♥❦ ✉♥✐❢♦r♠❧② t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ s♦❧✈❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ str❡ss ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦✉r ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ✐♥ t❤✐s
✇♦r❦ ✐s ♥♦t t♦ ♦✛❡r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ s✉❝❤ ❛s ❚r✐❧✐♥♦s ❬✼✼❪ ♦r ◆✉♠❡r✐❝❛❧ P❧❛t♦♥ ❬✶✷✻❪ ❜✉t
t♦ t❡st ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♦✉r s❡t ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠s❀ s♦ t❤❡ t♦♦❧❜♦① ✐s
❞❡s✐❣♥❡❞ ♣r✐♠❛r✐❧② t♦ s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ s♦❧✈❡rs ✉♥❞❡r st✉❞② ✐♥ s♦♠❡ ❡❛s② ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠
✇❛②✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s♦❧✈❡rs ✇❡ ✉s❡❞
✐♥ t❤✐s st✉❞② ❛r❡ ❧✐st❡❞✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♣❛rt ❣✐✈❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ t♦♦❧❜♦①✳ ❚❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹
✐s t❤❡ ♠❛❥♦r ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✿ ✐t ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✳ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣
r❡♠❛r❦s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞✳

✷✳✷ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ▲✐♥❡❛r ❙♦❧✈❡rs

❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ s♦❧✈❡rs s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ✭✷✳✶✮ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ❡✐t❤❡r ♦♥ s♣❛rs❡
❞✐r❡❝t ♦r ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❇✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ st❛t❡✲♦❢✲❛rt✱ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡
t✇♦ ❝❧❛ss❡s ✐s t✐❣❤t✳ Pr❡s❡♥t❧②✱ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❝❧❛ss ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs
✐♥t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss✳ ❊✈❡♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞
♦♥ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ♠❡t❤♦❞s ♦r ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ♠❡t❤♦❞s ✭▼✉❧t✐❣r✐❞✱ ❉♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮✳
❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡rs✱ ♥❛♠❡❧② ❙✉♣❡r▲❯❴❉■❙❚
❬✾✶❪ ❛♥❞ ▼❯▼P❙ ❬✹❪✳ ❚❤❡② ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t✇♦ ✇✐❞❡❧②✲✉s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ t❤✐s ❝❧❛ss✳
❆❧♠♦st ❛❧❧ ❛s♣❡❝ts ✐♥ ❜♦t❤ ♣❛❝❦❛❣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤♦r♦✉❣❤❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ ❬✺❪ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦❧❧❡❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ s✐③❡✳ ❖✉r ❣✉❡ss ✐s t❤❛t t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ♠❡♠♦r② ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❛
❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ✇✐t❤ ♦✉r ♣r❡s❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡✲
❞✉❝❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇❤❡♥ ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r♠ ❛s ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❢♦r
✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❙♦✱ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❊❯❈▲■❉ ❬✽✵❪✱ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ■▲❯ ♣r❡✲
❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐♥ ❍❨P❘❊ ❬✺✹❪ ❧✐❜r❛r②✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳
❆❝t✐♥❣ ❛s ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ❢♦r t❤❡ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ♠❡t❤♦❞s ✭❡ss❡♥t✐❛❧❧② ●▼❘❊❙ ♠❡t❤♦❞✮✱
t❤❡② ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s t♦ s♦❧✈❡ ✭♠♦r❡ ♦r ❧❡ss✮ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜②
t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❉♦♠❛✐♥ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t♦ s♦❧✈❡ P❉❊ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡
✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r r❛t❤❡r ❛ ❧♦❛❞
❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ❙❝❤✉r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s ✉s❡ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t ♦✈❡r❧❛♣ ✇❤✐❧❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥s
t❤❛t ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♦✈❡r❧❛♣✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❆❘▼❙ ❬✾✸❪ ♣❛❝❦❛❣❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜rst
❣r♦✉♣✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐♥ t❤❡ P❊❚❙❝
♣❛❝❦❛❣❡ ❬✶✽❪✳

❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❜❡tt❡r ✇✐t❤ ❛ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡s✐❞✉❛❧ ✈❡❝t♦r ♦✈❡r t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ✐t ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡✲

✶✻



❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ ❚❡sts

♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦❢ ❞❛t❛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ■♥ ❛ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ❬✶✹❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞
❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❡❝t♦r ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥✲
❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ●▼❘❊❙ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✺✵❪✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞
◆❡✇t♦♥✲❜❛s✐s ✐s ✜rst ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss♦rs ❬✶✶❪❀ t❤❡♥✱ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✈❡r✲
s✐♦♥ ♦❢ ◗❘ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❬✶✶✽❪ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t♦ ❣❡t ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛s✐s✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ✉s❡
t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❛t ✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ P❊❚❙❝ ❢♦r♠❛t ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❛ ❧✐❜r❛r②
♥❛♠❡❞ ❛s ●P❘❊▼❙ ✭●♠r❡s P❘❊❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❜② ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③✮∗✳

✷✳✸ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ ❚❡sts

❖✉r ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ❤❡r❡ ✐s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ r❡❛❞②✲t♦✲✉s❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦♦❧❜♦① s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✉♥✐❢♦r♠❧②
t❡st ❛♥② ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ P❊❚❙❝ ✐♥st❛❧❧❡r t♦♦❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
❧✐❜r❛r✐❡s ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✈❡rs ✉♥❞❡r st✉❞②✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✶ ❣✐✈❡s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤✐s
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❚❤❡ r♦✉t✐♥❡s ❢♦r s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ❢♦r♠❛t ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ r❡❛❞ ❞❛t❛ ♦❢ s②st❡♠s
❢r♦♠ ✜❧❡s ✭♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s✮✳ ❚❤❡s❡ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❍❛r✇❡❧❧
❇♦❡✐♥❣ ❢♦r♠❛t✱ ✐♥ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡ ▼❛tr✐① ▼❛r❦❡t ❢♦r♠❛t✱ ♦r ✐♥ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❜❧♦❝❦ s♣❛rs❡ r♦✇✳
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r r♦✉t✐♥❡s ❞❡✜♥❡ ❝❧❛ss❡s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ s❡❧❡❝t ♦♣t✐♦♥s ❢♦r s♦❧✈❡rs ❛s ✇❡❧❧
❛s ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ ❳▼▲ ✜❧❡s ♦r P❊❚❙❝✲st②❧❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦♣t✐♦♥s✳ ❆t t❤❡ t♦♣
❧❡✈❡❧✱ t❤❡ t❡st r♦✉t✐♥❡s ❞❡✜♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❛❧❧ s♦❧✈❡rs ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❙♦✱ ✇❡
♥❡❡❞ ♦♥❧② t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ s♦❧✈❡r✱ ❡❞✐t ♦r ❣❡♥❡r❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✜❧❡ ❛♥❞ ❣✐✈❡ ✐t t♦ t❤❡ t❡st r♦✉t✐♥❡
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♠❛tr✐① ❛♥❞ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✜❧❡✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛✐♥ st❛t✐st✐❝s
❛r❡ r❡t✉r♥❡❞ ✐♥ ❤t♠❧ ✭❳▼▲✮ ♦r t❡①t ✜❧❡ ✈✐❛ t❤❡ st❛t✐st✐❝s r♦✉t✐♥❡s✳ ❆s ♦✉r t♦♦❧❦✐t ❤❛s ❛
❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦ s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ s♦❧✈❡rs tr❛♥s♣❛r❡♥t❧②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❡❧❡❝t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②
❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♦❧✈❡r ❣✐✈❡♥ s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❜❡✐♥❣ s♦❧✈❡❞ s✉❝❤ ❛s t❤❡ s✐③❡
♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦r ✐ts str✉❝t✉r❛❧ s②♠♠❡tr②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡ s❤♦rt❧② ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts✱
t❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ✐s ♥♦t ❡❛s②✳

✷✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s

❚❡sts ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ ●r✐❞✬✺✵✵✵ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st❜❡❞✱ ♦♥ ♣❛r❛❞❡♥t ❝❧✉st❡r ✐♥ t❤❡
❘❡♥♥❡s s✐t❡✳ ❊❛❝❤ ❝♦♠♣✉t❡ ♥♦❞❡ ✐s ❛ ❞✉❛❧✲❝♣✉ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝♣✉ ✐s ❛ q✉❛❞r✐❝♦r❡ ❈❛rr✐ ❙②st❡♠
❈❙✲✺✸✾✸❇ ✭■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ▲✺✹✷✵ ❛t ✷✳✺●❍③✮ ✇✐t❤ ❛ ✸✷ ●❇ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱
♦♥❧② ♦♥❡ ❝♣✉ ✐s ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❛s ♥♦ s❤❛r❡❞✲♠❡♠♦r② ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠ ✇❛s
✉s❡❞✳ ❆❧❧ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ●✐❣❛❜②t❡ ❊t❤❡r♥❡t s✇✐t❝❤✳

✷✳✹✳✶ ❚❡st ▼❛tr✐❝❡s

❆❧❧ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❛r❡ ❢r❡❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♣♦♥ r❡q✉❡st ❛t ❬✺✺❪✳ ■♥ t❛❜❧❡ ✷✳✶✱ ✇❡
❧✐st t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠✳ ■♥t❡❣❡rs n ❛♥❞ nnz ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ▼❛tr✐❝❡s ♦❢ t❡st
■❞① ▼❛tr✐① n nnz ♦r✐❣✐♥
✶ ❈❆❙❊❴✵✺ ✶✻✶✱✵✼✵ ✺✱✵✻✻✱✾✾✻ ✷❉ ❧✐♥❡❛r ❝❛s❝❛❞❡ t✉r❜✐♥❡
✷ ❈❆❙❊❴✵✼ ✷✸✸✱✼✽✻ ✶✶✱✼✻✷✱✹✵✺ ✷❉ ❧✐♥❡❛r ❝❛s❝❛❞❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r
✸ ❈❆❙❊❴✶✵ ✷✻✶✱✹✻✺ ✷✻✱✽✼✷✱✺✸✵ ✸❉ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❣❛t❡ ❝❛s❡
✹ ❈❆❙❊❴✶✼ ✸✽✶✱✻✽✾ ✸✼✱✹✻✹✱✾✻✷ ✸❉ ❥❡t ❡♥❣✐♥❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r

∗❚❤✐s ❧✐❜r❛r② ✇✐❧❧ ❜❡ s♦♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ♣✉❜❧✐❝ ✉s❡

✶✼



❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✶✿ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ♦✉r t♦♦❧❜♦①

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♥♦♥③❡r♦s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✳

✷✳✹✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦r✱ P❛r❛❧❧❡❧ ❊✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❋✐❧❧✲✐♥ ✇✐t❤ ❉✐r❡❝t
❙♦❧✈❡rs

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡❣r❡❡ ✭▼❉✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡st❡❞ ❞✐ss❡❝t✐♦♥ ✭◆❉✮ ♦r❞❡r✐♥❣✳ ❆s
t❤❡ t✇♦ ❞✐r❡❝t ♣❛❝❦❛❣❡s ✭▼❯▼P❙ ❛♥❞ ❙✉♣❡r▲❯❴❉■❙❚✮ ❛❝❝❡♣t ❛♥② ♣✐✈♦t❛❧ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛♥②
♦r❞❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❙♦ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ▼❊❚■❙ ❛s ♥❡st❡❞ ❞✐ss❡❝t✐♦♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ✐♥
❜♦t❤ s♦❧✈❡rs✳ ❲✐t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡❣r❡❡ ✭❆▼❉✮ ✐♥ ❙✉♣❡r▲❯❴❉■❙❚✱ ✇❡ ❤❛✈❡
♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ✜❧❧✲✐♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇❛s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❛t ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡❣r❡❡ ✭▼▼❉✮❀
❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ❧❛r❣❡r✳ ❙♦ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ♦r❞❡r✐♥❣
♣r♦✈✐❞❡❞✱ ✐✳❡✳ ▼▼❉ ✐♥ ❙✉♣❡r▲❯❴❉■❙❚ ❛♥❞ ❆▼❉ ✐♥ ▼❯▼P❙✳

❋✐rst✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ t❛❜❧❡ ✷✳✷✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ||b − Ax||/||b||✳ ❚❡sts ❛r❡ ❞♦♥❡ ♦♥ ✹ ♣r♦❝❡ss♦rs
❜✉t t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ r♦✉❣❤❧② t❤❡ s❛♠❡ ♦♥ ✽ ♦r ✶✻ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✐♥ s♦♠❡
❝❛s❡s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❍❙▲✲▼❈✻✹ r♦✉t✐♥❡ t♦ ♣❡r♠✉t❡ ❧❛r❣❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧✱
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇r♦♥❣✳ ❲✐t❤ ❈❆❙❊❴✵✺ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ▼❈✻✹ ✐s ✉s❡❞
❛❢t❡r ❛ ♥❡st❡❞ ❞✐ss❡❝t✐♦♥ ♦r❞❡r✐♥❣✱ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❞♦ ♥♦t ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❲✐t❤
❈❆❙❊❴✵✼✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❊✐t❤❡r ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡❣r❡❡ ♦r ♥❡st❡❞
❞✐ss❡❝t✐♦♥ ♦r❞❡r✐♥❣✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❙✉♣❡r▲❯❴❉■❙❚ ✐s ♥♦t ❛❝❝✉r❛t❡✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r s✐❞❡✱ ✇✐t❤♦✉t ▼❈✻✹ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ ❛❧❧ s②st❡♠s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ s♦♠❡❤♦✇ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ✇✐t❤
❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✳

❆❢t❡r t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ ♠❡♠♦r② ♥❡❡❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛✲
t✐♦♥✳ ❙♦ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✸✱ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ✜❧❧✲✐♥ ✐♥ ❢❛❝t♦r❡❞ ♠❛tr✐❝❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
♥♦♥③❡r♦s ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛tr✐① ✐✳❡ fill = nnz(L + U − I)/nnz(A)✳ ❚❤❡ ✜❧❧✲✐♥ ✐s ❧❛r❣❡r
✇❤❡♥ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❧❛r❣❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇✐t❤
t❤❡ ♥❡st❡❞ ❞✐ss❡❝t✐♦♥ ♦r❞❡r✐♥❣✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✐t t❛❦❡s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ t✐♠❡ t♦ ❢❛❝t♦r✐③❡ t❤❡ ♠❛✲
tr✐①✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝❛s❡✳ ■♥ t❛❜❧❡ ✷✳✹✱ t❤✐s ♣r❡♦r❞❡r✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r

✶✽



❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ✭✹ ♣r♦❝❡ss♦rs✮

▼❛tr✐① ❖r❞❡r✐♥❣
❙✉♣❡r▲❯❴❉■❙❚ ▼❯▼P❙

◆♦ ▼❈✻✹ ▼❈✻✹ ◆♦ ▼❈✻✹ ▼❈✻✹

❈❆❙❊❴✵✺
▼❉ ✸✳✻❡✲✶✹ ✸✳✺❡✲✶✹ ✶❡✲✶✸ ✾✳✹❡✲✶✹
◆❉ ✸✳✻❡✲✶✹ ✶✳✸❡✲✵✷ ✽❡✲✶✹ ✷✾✳✾❡✲✵✶

❈❆❙❊❴✵✼
▼❉ ✶✳✽❡✲✶✻ ✾✳✾❡✲✵✶ ✹✳✼❡✲✶✻ ✶✳✷❡✲✶✸
◆❉ ✸✳✻❡✲✶✹ ✼✳✵✺❡✲✵✶ ✸✳✻❡✲✶✻ ✺✳✶❡✲✶✵

❈❆❙❊❴✶✵
▼❉ ✽✳✶❡✲✶✸ ✽✳✽❡✲✶✸ ✶✳✷❡✲✶✷ ✶✳✺❡✲✶✷
◆❉ ✻✳✸❡✲✶✻ ✽✳✸❡✲✶✸ ✶✳✷❡✲✶✷ ✶✳✹❡✲✶✷

❈❆❙❊❴✶✼
▼❉ ✼✳✸❡✲✶✹ ✾❡✲✶✷ ✻✳✸❡✲✶✸ ✶✳✸❡✲✶✵
◆❉ ✼✳✺❡✲✶✹ ✹✳✹❡✲✶✸ ✽✳✷❡✲✶✸ ✷✳✸❡✲✶✵

t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❈P❯ t✐♠❡ ♦♥ ✶✻ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐t t❛❦❡s t✇✐❝❡ ❈P❯ t✐♠❡ ✇✐t❤ ▼❈✻✹
♣r❡♦r❞❡r✐♥❣ ✐♥ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧② ✇✐t❤ ▼❊❚■❙✱ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥ ❙✉♣❡r▲❯❴❉■❙❚ ✐s t❡♥
t✐♠❡s ❧❛r❣❡r ✇❤❡♥ t❤✐s ♣r❡♦r❞❡r✐♥❣ st❡♣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✜❧❧✲✐♥ ✐s ♥♦t
s♦ ❧❛r❣❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✸✳ ❋♦r t❤❡ ▼❯▼P❙ s♦❧✈❡r✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❛❞✈✐❝❡s
t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ tr❛♥s✈❡rs❛❧ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ ♥❡❛r❧② s②♠♠❡tr②
str✉❝t✉r❡❬✺❪

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ❘❛t✐♦ ♦❢ ✜❧❧✲✐♥ (fill = nnz(L + U − I)/nnz(A)) ✿ ✹ ♣r♦❝❡ss♦rs

▼❛tr✐① ❖r❞❡r✐♥❣
❙✉♣❡r▲❯❴❉■❙❚ ▼❯▼P❙
◆♦ ▼❈✻✹ ▼❈✻✹ ◆♦ ▼❈✻✹ ▼❈✻✹

❈❆❙❊❴✵✺
▼❉ ✶✸ ✶✼ ✶✷ ✷✵
◆❉ ✶✵ ✻✹ ✶✵ ✶✺

❈❆❙❊❴✵✼
▼❉ ✸✵ ✸✷ ✸✵ ✸✹
◆❉ ✷✷ ✶✷✻ ✷✶ ✷✼

❈❆❙❊❴✶✵
▼❉ ✷✶✳✽ ✷✸✳✽ ✷✵✳✾ ✷✺✳✶
◆❉ ✶✼✳✻ ✾✺✳✹ ✶✼✳✹ ✷✶✳✽

❈❆❙❊❴✶✼
▼❉ ✶✶✺ ✶✸✽ ✶✵✵ ✶✶✾
◆❉ ✻✶ ✼✹ ✺✽ ✼✼

❚❛❜❧❡ ✷✳✹✿ ❈❆❙❊❴✶✼✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❈P❯ t✐♠❡ ✭✶✻ ♣r♦❝❡ss♦rs✮
❙✉♣❡r▲❯❴❉■❙❚ ▼❯▼P❙

❖r❞❡r✐♥❣ ◆♦ ▼❈✻✹ ▼❈✻✹ ◆♦ ▼❈✻✹ ▼❈✻✹
▼▼❉✴❆▼❉ ✸✵✺✵ ✹✵✹✺ ✹✷✷✽ ✽✷✷✾

▼❊❚■❙ ✶✵✾✽ ✶✼✸✹✷ ✶✾✻✵ ✸✻✵✺

❚❤❡ ❧❛st ❛s♣❡❝ts ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛r❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■♥ t❛❜❧❡ ✷✳✺✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡s❡ ❛s♣❡❝ts ♦♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ❈❆❙❊❴✶✼✳ T ✐s t❤❡ t✐♠❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s ✇❤✐❧❡ ❆❝❝ ❛♥❞
❊✛ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✐♠❡ ♦♥ ✹ ♥♦❞❡s✳
■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ ❛❧❧ t❡sts ❛r❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❜② ▼❈✻✹ ❛s ✐t ❧❡❛❞s ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s t♦
❤✉❣❡ ✜❧❧✲✐♥ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❧❛r❣❡ ❈P❯ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ▼❯▼P❙ ✐s s❧✐❣❤t❧②
❜❡tt❡r t❤❛♥ ❙✉♣❡r▲❯❴❉■❙❚ ♦♥ ✹ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❙✉♣❡r▲❯❴❉■❙❚ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r
✇❤❡♥ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t s❝❛❧❡s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ▼❯▼P❙✳
❚❤✐s r❡s✉❧t ♠❛② ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s❧♦✇ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡s ❬✸✶❪✳
❆❧s♦ ✐♥ ❙✉♣❡r▲❯❴❉■❙❚✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
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❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s

❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛t✐❝ ♣✐✈♦t✐♥❣✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✺✿ P❛r❛❧❧❡❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇✐t❤ ❈❆❙❊❴✶✼

❖r❞❡r✐♥❣ ❙♦❧✈❡r
P❂✹ P❂✽ P❂✶✻
T T Acc Eff T Acc Eff

▼❊❚■❙
❙✉♣❡r▲❯❴❉■❙❚ ✸✾✷✸ ✷✵✼✸ ✶✳✽✾ ✵✳✾✹ ✶✵✾✽ ✸✳✺✼ ✵✳✽✾

▼❯▼P❙ ✸✺✾✽ ✷✾✻✾ ✶✳✷✶ ✵✳✻ ✶✾✻✵ ✶✳✽✸ ✵✳✹✺

✷✳✹✳✸ P❛r❛❧❧❡❧ ❇❡❤❛✈✐♦r ♦❢ Pr❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ str✐❦❡ t♦ s❡❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ●▼❘❊❙ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷❀ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ■▲❯ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✭❊❯❈▲■❉✮ ✐♥ ❍❨P❘❊✱ t❤❡
r❡str✐❝t❡❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③✭❆❙▼✮ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ P❊❚❙❝✱ t❤❡ ❊①♣❧✐❝✐t ❋♦r♠ ♦❢ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
❙❝❤✇❛r③✭❊❋▼❙✮ ✉s❡❞ ✐♥ ●P❘❊▼❙ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❢t ❙❝❤✉r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ✭❙❈✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ✢❡①✐❜❧❡ ●▼❘❊❙ ✐♥ ♣❆❘▼❙✳ ❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s②st❡♠s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ▼❯▼P❙ ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❆❙▼ ❛♥❞ ❊❋▼❙ ✇❤✐❧❡ ■▲❯❑ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✈❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❙❈✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇❡❞ ✐s ✹✵✵✵ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s 10−9✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s ✐s ✻✹ ❢♦r t❤❡ ❈❆❙❊❴✵✺ ❛♥❞ ❈❆❙❊❴✵✼
❝❛s❡s ❛♥❞ ✶✷✽ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦♥❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✳✶✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ●▼❘❊❙

■♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✳✶ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♥♦❞❡s✳ ❖♥
s♠❛❧❧ s②st❡♠s ✭❈❆❙❊❴✵✺✱ ❈❆❙❊❴✵✼✮ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs✱ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s
❣r♦✇s ✈❡r② ❢❛st ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ■♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢
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❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❘❡♠❛r❦s

✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❙❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❈❆❙❊❴✵✼ ✇✐t❤ ❊❯❈▲■❉ ♦♥
✽ ♥♦❞❡s ♦r ♠♦r❡✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝❛s❡s✱ ❈❆❙❊❴✶✵ ❛♥❞ ❈❆❙❊❴✶✼✱ ●▼❘❊❙ ✇✐t❤ ❙❈ ♦r
❊❯❈▲■❉ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✉s❡❞✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❧② ❆❙▼ ❛♥❞
❊❋▼❙ ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❖♥ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ✇✐t❤ ❛❧❧ ❝❛s❡s ❜✉t t❤❡
❈❆❙❊❴✶✵✱ ❊❋▼❙ ❣✐✈❡s ❧❡ss ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s t❤❛♥ ❆❙▼✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❈❆❙❊❴✶✵✱ ❆❙▼
♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❊❋▼❙✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✽ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s
✐♥❝r❡❛s❡s ✈❡r② ❢❛st✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✳✷ ❣✐✈❡s t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ r✐❣❤t s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❋♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❞✐r❡❝t
s♦❧✈❡rs t♦ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ●▼❘❊❙✳ ▼❊❚■❙ ♦r❞❡r✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡rs ✇✐t❤✲
♦✉t ▼❈✻✹ ♦r❞❡r✐♥❣✳ ❋♦r t❤❡ ❈❆❙❊❴✵✺✱ ❙✉♣❡r▲❯❴❉■❙❚ ❛♥❞ ▼❯▼P❙ ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ❢❛st❡r
t❤❛♥ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ●▼❘❊❙✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❈P❯ t✐♠❡ ✇✐t❤ ❆❙▼ ❛♥❞ ❊❋▼❙ t❡♥❞s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ ❈❆❙❊❴✵✺ ❛♥❞ ❈❆❙❊❴✶✵✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝❛s❡✱ ●▼❘❊❙ ✇✐t❤ ❆❙▼ ♦r ❊❋▼❙ ♣❡r❢♦r♠s
❜❡tt❡r t❤❛♥ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❆❙▼ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❊❋▼❙ ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✹ ♣r♦✲
❝❡ss♦rs✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ✐♥ ❊❋▼❙✱ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❡❝t♦r ✐s ❝♦rr❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✇❤❡r❡❛s t❤✐s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❛❧♠♦st s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✐♥ ❆❙▼✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ ●P❘❊▼❙ ❞♦ ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛s s❤♦✇♥
✐♥ ✜❣✳ ✷✳✹✳✶✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✳✷✿ ❈P❯ t✐♠❡

✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❘❡♠❛r❦s

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ s♣❛rs❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s
✐ss✉❡❞ ❢r♦♠ ❛❝t✉❛❧ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❈❋❉ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s♦❧✈❡rs ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ❡✐✲
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❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❘❡♠❛r❦s

t❤❡r ♦♥ ❞✐r❡❝t✱ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♦r ❤②❜r✐❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❯s✉❛❧❧② ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡rs ❛r❡ r♦❜✉st✱ ❜✉t ✇❡ ❤❛✈❡
♦❜s❡r✈❡❞ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❢❛✐❧ t♦ s♦❧✈❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ s②st❡♠s ✇✐t❤ s♦♠❡ ♥♦♥✲♦❜✈✐♦✉s
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥ s♠❛❧❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡② ❛r❡ ♠❛r❦❡❞❧② ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s
✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❡st❡❞ t❤❡ ■▲❯✲❊❯❈▲■❉ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❢t ❙❝❤✉r ❈♦♠♣❧❡♠❡♥t
♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐♥ ♣❆❘▼❙ ❧✐❜r❛r② ❜✉t ♦♥ ♦✉r s❡t ♦❢ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✱ ❙❝❤✇❛r③✲❜❛s❡❞ ♣r❡❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥❡rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞✳ ❙♦✱ ✐♥ t❤✐s ❧❛st ❝❛t❡❣♦r②✱ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③
♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ♣❡r❢♦r♠s ✇❡❧❧ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡r ♦♥ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ st✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ t❛❦❡ ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧❛r❣❡r s②st❡♠s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s t♦ s❤♦✇ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ●▼❘❊❙ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❜② ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤✐s ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐s ❝♦♠✲
♣❡t✐t✐✈❡ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t st✐❧❧ s✉✛❡rs ❢r♦♠ ♣♦♦r
s❝❛❧❛❜✐❧✐t②✳ ❙♦ ✇❡ ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ✇❛②s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤✐s ❛s♣❡❝t ❜② ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧
t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❆◆❘✲❘◆❚▲ ✉♥❞❡r t❤❡ ▲■❇❘❆❊❘❖ ❝♦♥✲
tr❛❝t✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ ●r✐❞✬✺✵✵✵ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st❜❡❞†✳

†❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❣r✐❞✺✵✵✵✳❢r
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P❛r❛❧❧❡❧ ●▼❘❊❙ ✇✐t❤ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡

❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r

❏♦✐♥t ✇♦r❦ ✇✐t❤
●✉②✲❆♥t♦✐♥❡ ❆❚❊◆❊❑❊◆●✲❑❆❍❖❯

❆❜str❛❝t✿ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ r♦❜✉st ❤②❜r✐❞ s♦❧✈❡r ❢♦r ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s t❤❛t
❝♦♠❜✐♥❡s ❛ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ♠❡t❤♦❞ ❛s ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ✇✐t❤ ❛ ❙❝❤✇❛r③✲❜❛s❡❞ ♣r❡✲
❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✳ ❚❤✐s ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✉s❡s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❜❛s✐s ●▼✲
❘❊❙✱ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠ ❛t ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ❞❛t❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜❞♦♠❛✐♥s
✐s ✉s❡❞ ❛s ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡
♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ t❤❛t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐s
✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ●▼❘❊❙ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ✐s r❡❢❡rr❡❞ ❛s
t❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ❧❡✈❡❧
♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❋♦r ❙❝❤✇❛r③✲❜❛s❡❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠♠❛✐♥s ❛r❡ ❦❡♣t s♠❛❧❧ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r♦❜✉st s♦❧✈❡r✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✇✐t❤
t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s t♦
❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♥ t❤❡ s♦❧✈❡r✱
♠❛✐♥❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③✱
P❛r❛❧❧❡❧ ●▼❘❊❙✱ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s✱ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
s②st❡♠ ✭✸✳✶✮

Ax = b ✭✸✳✶✮

✇✐t❤ A ∈ R
n×n✱ x, b ∈ R

n✳ ❖✈❡r t❤❡ t✇♦ ♣❛st ❞❡❝❛❞❡s✱ t❤❡ ●▼❘❊❙ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙❛❛❞ ❛♥❞ ❙❝❤✉❧t③ ❬✶✶✹❪ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ ✈❡r② s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❢♦r t❤✐s t②♣❡ ♦❢ s②st❡♠s✱
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❤❡♥ A ✐s ❛ ❧❛r❣❡ s♣❛rs❡ ♥♦♥s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐①✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t♦ ❜❡ r♦❜✉st✱ t❤❡

✷✸



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♠❡t❤♦❞ s♦❧✈❡s ❛ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ s②st❡♠ ✭✸✳✷✮

M−1Ax = M−1b ♦r AM−1(Mx) = b ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ M−1 ✐s ❛ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t ❛❝❝❡❧❡r❛t❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡
♠❡t❤♦❞✳

❖♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥
❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❡ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ✉s❡✳ ❚❤❡✐r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦❜❧❡♠
t♦ s❡✈❡r❛❧ s✉❜♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s✉❜♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✉❜❞♦♠❛✐♥❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱
♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
s②st❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱
✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✇❛②s ♦❢ ❞❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✿ ✭✐✮
❢r♦♠ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
♠❛tr✐① A✳ ■♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ♠❛② ♦✈❡r❧❛♣✳ ❖✈❡r❧❛♣♣✐♥❣
❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❧❡ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣
❛♣♣r♦❛❝❤❡s r❡❢❡r t♦ ❙❝❤✉r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❝❧❛ss✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ t❤❡ ❙❝❤✇❛r③
♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❞❞✐t✐✈❡ ♦r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❬✶✷✸✱ ❈❤✳ ✶❪✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❜♣r♦❜❧❡♠s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✐♥ ❛❧❧ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ■t ✐s ❛❦✐♥ t♦ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❏❛❝♦❜✐
♠❡t❤♦❞❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
✐♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❬✷✾❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❙❝❤✉r
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❤②❜r✐❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ❬✸✷✱ ✻✻✱ ✶✶✺❪✳

❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞ ❜✉✐❧❞s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠ ❜② ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣
s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s❀ ✐t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧
♠❡t❤♦❞ ♦♥ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ s②st❡♠❀ ❚❤✉s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐t ✇✐❧❧ t❤❡♦r❡t✐✲
❝❛❧❧② r❡q✉✐r❡ ❢❡✇❡r ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❣♦♦❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥
❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤❡
tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐s t❤r♦✉❣❤ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ❜② ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦❧♦rs t♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧♦r
❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❬✶✷✸✱ ❈❤✳ ✶❪✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞
❬✶✶✱ ✶✹❪✳ ■♥ t❤❛t ✇♦r❦✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡
✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐①
✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❬✶✷❪ s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ❤❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t✇♦
♥❡✐❣❤❜♦rs❀ ❢r♦♠ t❤✐s ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛✱ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❡❝t♦r ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❣❧♦❜❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞ t❤r♦✉❣❤
s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳

❚❤❡ ✜rst ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ t❤❛t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤✐❧❡ ✉s✐♥❣
t❤✐s ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ●▼❘❊❙ ♠❡t❤♦❞✳
❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✼❪ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞
✐♥ ❬✺✵✱ ✶✶✽❪✳ ❚❤❡ ✉s✉❛❧ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❛❝r♦ss ❛❧❧
t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r
t♦ t❤✐s ❛s ❛ ✜rst✲❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♥ ●▼❘❊❙✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♦✉r
✇♦r❦ ❤❡r❡ ✐s t♦ ❢✉rt❤❡r ✉s❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱
❢♦r ❙❝❤✇❛r③✲❜❛s❡❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❦❡♣t s♠❛❧❧ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❝❛♥ ❜❡
✈❡r② ❧❛r❣❡✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s❡❝♦♥❞✲❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✇❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣
t❤♦s❡ s✉❜s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❢✉rt❤❡r ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❡rs ♠❛❞❡ ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐♥s✐❞❡
❡❛❝❤ ♥♦❞❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡s❡ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✉s❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡ r❡s♦✉r❝❡s ❜②
❞✐✈✐❞✐♥❣ t❛s❦s ❛❝r♦ss ❛♥❞ ✐♥s✐❞❡ ❛❧❧ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❡r✳ ❆ s✐♠✐❧❛r
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❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ✉s❡❞ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤②❜r✐❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❢♦r t❤❡ ❙❝❤✉r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✻✺❪✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ r❡❝❛❧❧s t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ◆❡✇t♦♥✲❜❛s✐s ●▼❘❊❙ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✐♥ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❆s t❤♦s❡
s②st❡♠s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧✈❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡s✱ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② ✐s
t♦ ✉s❡ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ t❤✐r❞✲♣❛rt② s♦❧✈❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ LU ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡
✐♥t❡♥s✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts t❤❛t r❡✈❡❛❧ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ ❤②❜r✐❞ s♦❧✈❡r✳ ❚❤❡
♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❡sts ❛r❡ t❛❦❡♥ ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ ♣✉❜❧✐❝ ❛❝❛❞❡♠✐❝ r❡♣♦s✐t♦r✐❡s ♦r ❢r♦♠ ✐♥❞✉str✐❛❧ t❡st
❝❛s❡s✳ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
♣❛♣❡r✳

✸✳✷ ❆ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ●▼❘❊❙ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❜② ♠✉❧t✐✲
♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳
❚❤❡♥ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ ✐t ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛s ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❢♦r t❤❡ ●▼❘❊❙ ♠❡t❤♦❞✳
❆ ❣♦♦❞ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s✳

✸✳✷✳✶ ❊①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r

❋r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① A ✐♥t♦ p ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣❛r✲
t✐t✐♦♥s Ai✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Ci t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♠❛tr✐① ❜❡t✇❡❡♥ Ai ❛♥❞ Ai+1 (i = 1, . . . , p−1)✳
❍❡r❡✱ ❡❛❝❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❧♦❝❦ ❤❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✶✳❛✮✳ ❆ss✉♠✐♥❣
t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❢✉❧❧ ❧✐♥❡ ✭♦r ❝♦❧✉♠♥✮ ✐♥ t❤❡ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① A✱ s✉❝❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❣r❛♣❤ ♦❢ A ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♣r♦✜❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡✈❡❧ s❡ts ❬✶✷❪✳
❲❡ ❞❡✜♥❡ Āi ✭r❡s♣✳ C̄i✮ t❤❡ ♠❛tr✐① Ai ✭r❡s♣✳ Ci✮ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② ✐❞❡♥t✐t② t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ A
✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✶✳❜✮✳

(b): Completed submatrix

I

I

Ak

A1

C1

A3

A4(a) : blok-diagonal form of A

A2

C3

C2

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✶✿ P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ A ✐♥t♦ ❢♦✉r s✉❜❞♦♠❛✐♥s

■❢ Āi ❛♥❞ C̄i ❛r❡ ♥♦♥s✐♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐❝❡s✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❬✶✹❪ ❛s ✿

M−1 = Ā−1
p C̄p−1Ā

−1
p−1C̄p−2 . . . Ā−1

2 C̄1Ā
−1
1 . ✭✸✳✸✮

❚❤✐s ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ st❛♥❞✲❛❧♦♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧
♦♣❡r❛t✐♦♥ y ← M−1x ✉s❡❞ ✐♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥
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s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ st✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ♥♦ ❡✣❝✐❡♥t ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤✐s s✐♥❣❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ◆♦✇✱ ✐❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈❡❝t♦rs vi s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
s✉❝❤ t❤❛t vi ← M−1Avi−1✱ t❤❡♥ ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡t✉♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ vi✬s
❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❢♦r ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤✐s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳✶✳
❋♦r t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❑r②❧♦✈ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ vi✬s ❛r❡ s✐♠♣❧② t❤❡ ✈❡❝t♦rs ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❑r②❧♦✈
s✉❜s♣❛❝❡✳ ■❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss ✐s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤♦s❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs✱ t❤❡♥ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❞❡str♦② t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡
r❡❧② ♦♥ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✷✳✷ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦♥ ●▼❘❊❙ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s

❆ ❧❡❢t ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ r❡st❛rt❡❞ ●▼❘❊❙✭♠✮ ♠❡t❤♦❞ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❡❝t♦r rm =
M−1(b−Axm) ✐♥ t❤❡ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ x0 +Km ✇❤❡r❡ x0 ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞
xm t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t❡✳ ■❢ r0 ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❡❝t♦r✱ t❤❡♥ Km ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

span{r0, M
−1Ar0, . . . , (M

−1A)m−1r0}. ✭✸✳✹✮

❚❤❡ ♥❡✇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ xm = x0 + Vmym ✇❤❡r❡ ym ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❡✉❝❧✐❞✐❛♥
♥♦r♠ ||rm||2✳ ❚❤❡ ♠♦st t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♣❛rt ✐♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s Vm ♦❢ Km❀ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ❬✶✶✸❪✳
■t ❝♦♥str✉❝ts t❤❡ ❜❛s✐s ❛♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❡s ✐t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤✐s ✐s t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ♥♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❝♦✉❧❞
❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❝r♦ss t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts
❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ Vm ✐♥t♦ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❤❛s❡s✿ ✜rst
t❤❡ ❜❛s✐s ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐ t❤❡♥ ✐t ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❡❞✳

▼❛♥② ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤✐s ❛ ♣r✐♦r✐ ❜❛s✐s ❬✶✼✱ ✶✸✸✱ ✹✵❪✳ ❲✐t❤
s❤✐❢ts λj ❛♥❞ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦rs µj (j = 1, . . . , n)✱ ❇❛✐ ❛♥❞ ❘❡✐❝❤❡❧ ❬✶✼❪ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s
❛s ✿

V̂m+1 = [µ0r0, µ1(M
−1A− λ1I)r0, . . . , µm

m∏

j=1

(M−1A− λjI)r0]. ✭✸✳✺✮

❚❤❡ ✈❛❧✉❡s λj ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ M−1A ❛♥❞ ♦r❞❡r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♠♦❞✐✜❡❞ ▲❡❥❛ ♦r❞❡r✐♥❣ ❬✶✼❪ t♦ ❣❡t ❛ ✇❡❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❜❛s✐s✳ ❋r♦♠ ❛ ❝❤♦s❡♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❝✲
t♦r v0 = r0/||r0||✱ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈❡❝t♦rs v1, v2, . . . , vm ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ■❢ λj ∈ R✿

vj = σj(M
−1A− λjI)vj−1 ✭✸✳✻✮

■❢ λj ∈ C✿

vj = σj(M
−1A−Re(λj)I)vj−1 ✭✸✳✼✮

vj+1 = σj+1(M
−1A− λjI)(M−1A− λ̄jI)vj−1 ✭✸✳✽✮

✇❤❡r❡
σj = 1/||(M−1A− λjI)vj−1||. ✭✸✳✾✮

❚♦ ❛✈♦✐❞ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✈❡❝t♦rs vj ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s❝❛❧❛rs µj ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✮ ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ s❝❛❧❛rs
σj ✳ ❚❤❡s❡ st❡♣s ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✸✳✷✳✷✳✶ ❛♥❞ ✸✳✷✳✷✳✷✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡
❣❡t ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜❛s✐s Vm s✉❝❤ t❤❛t

M−1AVm = Vm+1Tm ✭✸✳✶✵✮

✷✻



❆ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ●▼❘❊❙ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③

✇❤❡r❡ Tm ✐s ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐① ❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❝❛❧❛rs 1/σj ❛♥❞ λj ✳ Vm+1 ✐s ❜❡ ♦rt❤♦❣✲
♦♥❛❧✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ QR ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✿

Vm+1 = Qm+1Rm+1. ✭✸✳✶✶✮

❆s ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳✶ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❝t♦rs ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✷✳✭❜✮✱
t❤❡ vis ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ r♦✇s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs❀ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡✐r ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❚❤✉s✱ t♦
♣❡r❢♦r♠ t❤❡ QR ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❙❛♠❡❤ ❬✶✶✻❪ ✇✐t❤ ❛
♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❙✐❞❥❡ ❬✶✶✽❪✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛❧❧❡❞ ❚❙◗❘
❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉❡♠♠❡❧ ❡t ❛❧✳ ❬✹✷❪ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞
❜❡tt❡r ✉s❡ t❤❡ ❇▲❆❙ ❦❡r♥❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡✐r ❝✉rr❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ ✐♥ ❬✾✼❪ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
✇✐t❤ P❖❙■❳ t❤r❡❛❞s ❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ✇❤♦❧❡ ♠❛tr✐① Vm ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦❢
♦♥❡ ❙▼P ♥♦❞❡✳

❙♦ ❢❛r✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❣❡t ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛s✐s Qm+1 ✐♠♣❧✐❝✐t❧②
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ r❡✢❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① Rm+1 ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡♠♦r②
♦❢ t❤❡ ❧❛st ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❚♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ st❡♣ ✐♥ ●▼❘❊❙✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ❆r♥♦❧❞✐✲
❧✐❦❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❬✶✶✸✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸❪ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✶✮

M−1AVm = Qm+1Rm+1Tm = Qm+1Ḡm. ✭✸✳✶✷✮

❍❡♥❝❡ t❤❡ ♠❛tr✐① Ḡm ✐s ✐♥ ❍❡ss❡♥❜❡r❣ ❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
xm = x0 + Vmym ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r y ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ J ❞❡✜♥❡❞ ❜②

J(y) = ||βe1 − Ḡmy||, β = ||r0|| e1 = [1, 0, . . . , 0]T ∈ R
m. ✭✸✳✶✸✮

❚❤❡ ♠❛tr✐① Ḡm ✐s ✐♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤❡ ❧❛st ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❙✐♥❝❡ m << n✱ t❤✐s ❧❡❛st✲sq✉❛r❡
♣r♦❜❧❡♠ ✐s s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❛♥❞ ❡❛s✐❧② s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ QR ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Ḡm✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥
t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ Tm ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ Ḡm ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✼✱ ✶✶✽❪✳ ❚❤❡ ♦✉t❧✐♥❡
♦❢ t❤❡ ●▼❘❊❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ✐s ✐♥ ❬✺✵❪✳

✸✳✷✳✷✳✶ P❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❑r②❧♦✈ ✈❡❝t♦rs vj , (j = 0, . . . ,m) ♦❢ Vm+1 ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✸✳✻✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✶ ✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ p s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❆t t❤✐s
♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤✉s✱
❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈❡❝t♦rs v

(k)
j = (M−1A− λjI)v

(k)
j−1 ✇❤❡r❡ v

(k)
j ✐s t❤❡

s❡t ♦❢ ❜❧♦❝❦ r♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ✈❡❝t♦r vj ♦✇♥❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss Pk✳ ❚❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s
t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t t♦ t✇♦ ♠❛❥♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥s z = Ax ❛♥❞ y = M−1z✳ ❋♦r t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ ✈❡❝t♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✷✳ ❖♥ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss Pk✱ t❤❡
♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s✉❜♠❛tr✐① ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❝❡ss Pk+1 ✐s ③❡r♦❡❞ t♦ ②✐❡❧❞ ❛ ♠❛tr✐① Bk ❢♦r t❤❡ ♠❛tr✐①✲
✈❡❝t♦r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✷✳✭❜✮✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈❡❝t♦r x ✐s ♣❧♦tt❡❞✳ ❚❤❡
♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣❛rts ❛r❡ r❡♣❡❛t❡❞ ♦♥ ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜✈❡❝t♦r x(k) ♦♥ ♣r♦❝❡ss
Pk✱ x(k)u

❛♥❞ x(k)d
❞❡♥♦t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣❛rts ✇✐t❤ x(k−1) ❛♥❞ x(k+1)✳ ❚❤❡

♣s❡✉❞♦❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t z = Ax ❢♦❧❧♦✇s t❤❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳
◆♦✇ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛tr✐① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✷✳✭❛✮ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥

y = M−1z✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✮✱ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss k s♦❧✈❡s ❧♦❝❛❧❧② t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠
Akt

(k) = z(k) ❢♦r t(k) ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❞✉❝t y(k)d
= Ckt

(k)d
✇✐t❤ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ♠❛tr✐①

Ck✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss Pk s❤♦✉❧❞ r❡❝❡✐✈❡ ✜rst t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ y(k−1)d
❢r♦♠

t❤❡ ♣r♦❝❡ss Pk−1✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r M−1 t♦ ❛
✈❡❝t♦r z✳ ❚❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ M−1 ♦♣❡r❛t♦r ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣

✷✼
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x(1)

x(2)

x(3)

x(4)

x(1)d

= x(2)u

x(2)d

= x(3)u

A1

A2

C2

A3

C3

A4

C1

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✷✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ ✈❡❝t♦rs ❢♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ y ←M−1x

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ z = Ax

✶✿ ✴✯ Pr♦❝❡ss Pk ❤♦❧❞s Bk✱ x(k) ✯✴
✷✿ k ← myrank()
✸✿ z(k) ← Bkx

(k)❀ ✴✯ ❧♦❝❛❧ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t ✯✴
✹✿ ✐❢ k < p t❤❡♥
✺✿ ❙❡♥❞ z(k)d

t♦ ♣r♦❝❡ss Pk+1

✻✿ ❡♥❞ ✐❢
✼✿ ✐❢ k > 1 t❤❡♥
✽✿ ❘❡❝❡✐✈❡ z(k−1)d

❢r♦♠ ♣r♦❝❡ss Pk−1

✾✿ z(k)u ← z(k)u
+ z(k−1)d

✶✵✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✶✿ ✴✯ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ r❡❣✐♦♥s ✯✴
✶✷✿ ✐❢ k > 1 t❤❡♥
✶✸✿ ❙❡♥❞ z(k)u

t♦ ♣r♦❝❡ss Pk−1

✶✹✿ ❘❡❝❡✐✈❡ z(k+1)u
❢r♦♠ ♣r♦❝❡ss Pk+1

✶✺✿ z(k)d ← z(k+1)u

✶✻✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✼✿ r❡t✉r♥ z(k)

♣r♦❝❡ss❡s✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❡❝t♦r vj = (M−1A− λjI)vj−1 ✐s s❡q✉❡♥t✐❛❧
♦✈❡r❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❝❡sss❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r s✐♥❝❡ t❤❡ vj ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥❡ ❛❢t❡r ❛♥♦t❤❡r✱ ❛ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥
st❛rt t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐ts ♦✇♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r vj ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❡❝t♦r vj−1 ✐s ♥♦t
❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❛s ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ s✐♥❝❡ t❤❡ ✈❡❝t♦rs vj ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❝r♦ss
❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛s ✐♥ ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss ❛s ❛❧❧

✷✽
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t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ♣♦✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞
♣r❡✈❡♥t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡❀ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤✐s
♣r♦❝❡ss ✐♥ ❊r❤❡❧ ❬✺✵❪✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ y = M−1z

✶✿ ✴✯ Pr♦❝❡ss Pk ❤♦❧❞s Ak✱ z(k) ✯✴
✷✿ k ← myrank()
✸✿ ✐❢ k > 1 t❤❡♥
✹✿ ❘❡❝❡✐✈❡ y(k−1)d

❢r♦♠ ♣r♦❝❡ss Pk−1

✺✿ z(k)u ← y(k−1)d

✻✿ ❡♥❞ ✐❢
✼✿ ❙♦❧✈❡ ❧♦❝❛❧ s②st❡♠ Aky

(k) = z(k) ❢♦r y(k)

✽✿ ✐❢ k < p t❤❡♥
✾✿ y(k)d

= Cky
(k)d

✶✵✿ ❙❡♥❞ y(k)d
t♦ ♣r♦❝❡ss Pk+1

✶✶✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✷✿ ✴✯ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ r❡❣✐♦♥s ✯✴
✶✸✿ ✐❢ k > 1 t❤❡♥
✶✹✿ ❙❡♥❞ y(k)u

t♦ ♣r♦❝❡ss Pk−1

✶✺✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✻✿ ✐❢ k < p t❤❡♥
✶✼✿ ❘❡❝❡✐✈❡ y(k+1)u

❢r♦♠ ♣r♦❝❡ss Pk+1

✶✽✿ y(k)d
= y(k+1)u

✶✾✿ ❡♥❞ ✐❢
✷✵✿ r❡t✉r♥ y(k)

❚♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ ❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✷✺❪✳ ❋♦r t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ ✐❢ ✇❡ s❡t z =
h(x) = Ax✱ t❤❡♥ z(k) = hk(x

(k−1), x(k), x(k+1)) ❛♥❞ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✸✳✭❛✮ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡s❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❋♦r t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ y ←M−1z ❛s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✱ ✇❡
s❡t y = g(z) = M−1z✱ t❤❡♥ y(k) = gk(y

(k−1), z(k), z(k+1)) ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ♦♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✸✳✭❜✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ y ←M−1Ax✱ ✐❢ y = f(x) = AM−1x = h ◦ g(x)✱
t❤❡♥ y(k) = fk(y

(k−1), x(k), x(k+1), x(k+2)) ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ t✇♦ ❣r❛♣❤s t♦ ❤❛✈❡ t❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✹✳❛✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② x(k−1) ✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❛t ♦❢
y(k−1)✳ ■♥ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✢♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ vj = f(vj−1)✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② x(k+2) ✐♥ ❋✐❣✉r❡

✸✳✷✳✹✳❜ ❞❡❧❛②s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ v
(k)
j ✉♥t✐❧ t❤❡ s✉❜✈❡❝t♦r v

(k+2)
j−1 ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■❢ t❤❡r❡

✐s ❛ ❣♦♦❞ ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ✐❢ τ ❞❡♥♦t❡s ❛ t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛
s✉❜✈❡❝t♦r x(k) ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ▼P■ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡♥ t❤❡ t✐♠❡
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♦♥❡ ✈❡❝t♦r ✐s

t(1) = pτ ✭✸✳✶✹✮

❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ m ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦❧❧♦✇s

t(m) = pτ + 3(m− 1)τ. ✭✸✳✶✺✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✜rst ✈❡❝t♦r ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❢t❡r pτ ❛♥❞ t❤❡♥✱ ❛ ♥❡✇ ✈❡❝t♦r ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❡✈❡r② 3τ
✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✺✮✳ ❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ep ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ✿

ep =
mt(1)

pt(m)
=

pτm

p(pτ + 3(m− 1)τ)
=

m

p + 3(m− 1)
. ✭✸✳✶✻✮

✷✾



❆ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ●▼❘❊❙ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❣r♦✇s ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ m ❜✉t ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❆♠❞❤❛❧ ❧❛✇ t♦ 1/3
✇❤❡♥ m t❡♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥✜♥✐t②✳

z(2)x(2)

z(1)x(1)

z(4)x(4)

z(3)x(3)

y(2)z(2)

y(1)z(1)

y(4)z(4)

y(3)z(3)

✭❛✮✿ ●r❛♣❤ ❢♦r t❤❡ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ✭❜✮✿ ●r❛♣❤ ❢♦r ❛♣♣❧②✐♥❣ M−1

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✸✿ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤s

(a) (b)

z(2)

z(1)

z(4)

y(2)

y(1)

y(4)

y(3)

y(2)

y(1)

y(4)

y(3)

x(1)

x(4)

x(3)

x(2)

x(1)

x(4)

x(3)

x(2)

z(3)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✹✿ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤ ❢♦r y = M−1Ax

✸✳✷✳✷✳✷ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ s❤✐❢ts ❛♥❞ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦rs

❙♦ ❢❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ②❡t ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❤✐❢ts λi ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦rs σi

♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✮ ❛♥❞ ✭✸✳✾✮✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ ✇❡❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s✱ ❘❡✐❝❤❡❧ ❬✶✵✾❪ ❛♥❞ ❇❛✐ ❛♥❞ ❘❡✐❝❤❡❧ ❬✶✼❪

s✉❣❣❡st t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ M−1A ❛s t❤❡ s❤✐❢ts λj ✐♥ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❆❢t❡r ♦♥❡ ❝②❝❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ●▼❘❊❙✭♠✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡s❡
s❤✐❢ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝❤❡❛♣❧② ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ m ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ m×m ♣r✐♥❝✐♣❛❧
s✉❜♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❍❡ss❡♥❜❡r❣ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❘✐t③ ✈❛❧✉❡s ♦❢
M−1A✱ ❛r❡ s♦rt❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ▲❡❥❛ ♦r❞❡r✐♥❣ ❬✶✵✾❪ ❣r♦✉♣✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①
❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣❛✐rs✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ P❤✐❧✐♣♣❡ ❛♥❞ ❘❡✐❝❤❡❧ ❬✶✵✼❪ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t✱ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ r♦♦ts ♦❢
t❤❡ ❈❤❡❜②❝❤❡✈ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛s s❤✐❢ts ❢♦r t❤✐s ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s✳

❚❤❡ s❝❛❧❛rs σi ✉s❡❞ t♦ ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ V̂m+1 ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣
❣❧♦❜❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ s✉❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❞❡str♦② t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ❚❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠s

✸✵



❊♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♥ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳

σ
(1)
3 = ||v(1)

3 ||
(2)
2

P1

P2

P3

P4

σ
(3)
3 = ||v(3)

3 ||
(2)
2 + σ

(2)
3

σ
(2)
3 = ||v(2)

3 ||
(2)
2 + σ

(1)
3

v1 = (M−1A− λ1)v0 v2
v3Communiations for Ax Communiations for M−1y

y(1) = B1v
(1)
0 v

(1)
1 = C̄1Ā

−1
1 y(1) − v

(1)
0

Communiations for the onsisteny of the omputed vetor in the overlapped region
σ3 =

√
σ

(4)
3

σ
(4)
3 = ||v(4)

3 ||
(2)
2 + σ

(3)
3

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✺✿ ❉♦✉❜❧❡ r❡❝✉rs✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s

✶ ❛♥❞ ✷ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥ s♦♠❡ ❡①t❡♥t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ vj = (M−1A− λiI)vj−1✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞

✐♥ t❤❡ s❝❛❧❛rs σj = ||vj ||2✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ♦♥ ♣r♦❝❡ss Pk✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❜② v̂
(k)
j t❤❡ s✉❜✈❡❝t♦r

v
(k)
j ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣❛rt✳ ■♥ t❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✱ ❛❢t❡r t❤❡ ❧✐♥❡ ✽✱ ❛♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ✐s

t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s✉♠ σ
(k)
j = ||v̂(k)

j ||22✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s s❡♥t t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss
Pk+1 ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛s t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s✉❜✈❡❝t♦r ❛t ❧✐♥❡ 10✳ ❚❤❡ ♥❡①t ♣r♦❝❡ss Pk+1

r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ r❡s✉❧t ❛♥❞ ❛❞❞s ✐t t♦ ✐ts ♦✇♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❧❛st

♣r♦❝❡ss Pp✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞✱ t❤❡ s❝❛❧❛r
√

σ
(p)
j ❣✐✈❡s t❤❡ ✷✲♥♦r♠ ♦❢ vj ✳ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥

✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✺ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r v3✳

✸✳✸ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♥ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ t❤❡
❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳

✸✳✸✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ❢♦r t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠

Pr❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞♦ ♥♦ s❝❛❧❡ ✈❡r② ✇❡❧❧✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❤❡♥
t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ✐s ♥♦♥s②♠♠❡tr✐❝ ♦r s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❞❡✜♥✐t❡ ♦r ✇❤❡♥
t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ P❉❊ ✐s ❢❛r ❢r♦♠ ❡❧❧✐♣t✐❝✳ ■♥ t❤♦s❡ ❝❛s❡s ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ●▼❘❊❙ ✐♥❝r❡❛s❡s ✈❡r② ❢❛st ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞
❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ t♦t❛❧ t✐♠❡ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✐s ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ■t ❜❡❝♦♠❡s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❦❡❡♣
❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ s♠❛❧❧ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r♦❜✉st ✐t❡r❛t✐✈❡
♠❡t❤♦❞✳

■♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✱ t❤❡ st❛rt✉♣ t✐♠❡ pτ
♦❢ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳✶ ❛♥❞ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✸✳✶✻ s❤♦✇s t❤❛t

✸✶



❊♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♥ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳

t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② p✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤✉s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡
❡✣❝✐❡♥t ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡❝t♦rs m t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡ t❤✐s st❛rt✉♣
t✐♠❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ p s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ m✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳✶ ❣✐✈❡s ❛
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ p ❛♥❞ m✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t
t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❛r❡✱ t❤❡ ♠♦r❡ m s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛r❣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❡✣❝✐❡♥❝②❀ ✉s✉❛❧❧②✱ ♥♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ m ❛s ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ❞✐✣❝✉❧t②✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❛❝t ♠♦r❡ ♦♥ p ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧
❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳
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1/3
D=4
D=16
D=32
D=64
D=96
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1/3
D=32
D=128
D=256
D=512
D=1024

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳✶✿ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ●P❘❊▼❙ ✶

■❢ ♦♥❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r ♦♥ ♠♦❞❡r♥ s✉♣❡r❝♦♠♣✉t❡rs✱ t❤❡♥

✸✷



❊♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♥ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳

✉s✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛
❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦rs t❤❛♥ s✉❜❞♦♠❛✐♥s t❤❡♥ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❛ss✐❣♥ ♦♥❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ t♦ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ❞❡✜♥❡ s❡✈❡r❛❧ ❣r♦✉♣s
♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ❢♦❧❧♦✇ ♥❛t✉r❛❧❧② t❤❡
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ♣r❡s❡♥t ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❡rs ♠❛❞❡ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♥♦❞❡s ❛♥❞
✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐♥s✐❞❡ ♦♥❡ ♥♦❞❡✳ ❍❡♥❝❡ ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐♥ ♦♥❡ ♥♦❞❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❞❛t❛
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤✐s ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤✐s s❡❝♦♥❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠
✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳

✸✳✸✳✷ Pr❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❛s❦s t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✐♥❞✉❝❡❞
❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r M−1✳ ❆s t❤♦s❡ s②st❡♠s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧✈❡❞ s❡✈❡r❛❧
t✐♠❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❛tr✐①✱ ✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ✉s❡ ❛ ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
✉s✉❛❧❧② ❦♥♦✇♥ ❛s ❤②❜r✐❞ ❞✐r❡❝t✴✐t❡r❛t✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s
r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ s❤❛r❡❞✲♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥
❢♦r t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s t❤❛t ♠❛♥② ❤✐❣❤✲♣❡r❢♦r♠❛♥t ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ❞♦♠❛✐♥ s♦❧✈❡rs ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼P■ ❬✹✱
✼✻✱ ✾✶❪✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ❛ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥
♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♥♦❞❡ ✐❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡♠♦r② ✐s s♠❛❧❧ ♦♥ t❤❛t ♥♦❞❡✳

❙♦ ❢❛r ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ ❝♦♠♣✉t❡ ✉♥✐ts✱ t❤❡ s♦❧✈❡r ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤
❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✿ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛tr✐① A ✐s ♣❡r♠✉t❡❞ ✐♥ ❜❧♦❝❦
❞✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❜② t❤❡ ❤♦st ♣r♦❝❡ss ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✶✮✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛tr✐❝❡s
Ak ❛♥❞ Ck s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■❢ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s♦❧✈❡r ✐s ✉s❡❞ ✐♥
s✉❜❞♦♠❛✐♥s✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ❞✐s♣❛t❝❤❡❞ ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t♦rs✳ ❋✐❣✉r❡
✸✳✸✳✷ s❤♦✇s ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉r ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❢♦✉r ♣r♦❝❡ss❡s ❡❛❝❤ ❛r♦✉♥❞ t✇♦ ❧❡✈❡❧s
♦❢ ▼P■ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t♦rs✳ ❚❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss
t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❍❡♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t♦r✱ t❤❡ s✉❜♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡
level 0 ♣r♦❝❡ss❡s ✭✐✳❡ Pk,0 ✇❤❡r❡ k = 0 . . . p−1 ❛♥❞ p t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✮✳ ❋♦r
❡❛❝❤ s✉❜❞♦♠❛✐♥ k✱ ❛ s❡❝♦♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t♦r ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ level 1 ♣r♦❝❡ss❡s
t♦ ♠❛♥❛❣❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✭✐✳❡ Pk,j ✇❤❡r❡ j = 0 . . . pk−1 ❛♥❞
pk t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ❦✮✳

✷✳ ❙❡t✉♣ ✿ ■♥ t❤✐s ♣❤❛s❡✱ t❤❡ s②♠❜♦❧✐❝ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥
s✉❜♠❛tr✐❝❡s Ak ❜② t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❧♦❝❛❧ s♦❧✈❡r✳ ❚❤✐s st❡♣ ✐s ♣✉r❡❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❝r♦ss ❛❧❧
t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❢❛❝t♦rs Lk ❛♥❞ Uk r❡s✐❞❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦✲
❝❡ss♦rs r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ k✳ ❚❤✐s ✐s t♦t❛❧❧② ♠❛♥❛❣❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧ s♦❧✈❡r✳
Pr✐♦r t♦ t❤✐s ♣❤❛s❡✱ ❛ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ s❝❛❧❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ ♠❛tr✐①✳

✸✳ ❙♦❧✈❡ ✿ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✈❡r✳ ❲✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss x0✱ t❤❡ s♦❧✈❡r
❝♦♠♣✉t❡s ❛❧❧ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✻✲✸✳✶✸✮ ❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ❤❡r❡✿

✭❛✮ P❡r❢♦r♠ ♦♥❡ ❝②❝❧❡ ♦❢ ●▼❘❊❙ ✇✐t❤ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❤✐❢ts
λj ✳

✭❜✮ P✐♣❡❧✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ Vm+1

✭❝✮ P❛r❛❧❧❡❧ QR ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ Vm+1 = Qm+1Rm+1

✭❞✮ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ Ḡm s✉❝❤ t❤❛t M−1AVm = Qm+1Ḡm ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss
Pp−1,0✳

✸✸



◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

Level 0 MPI  COMM.

                        

Level 1
MPI  COMMs.

P0,0 P0,1

P1,2 P1,3P1,1

P0,2 P0,3

P1,0

P3,1 P3,3P3,2P3,0

P2,1 P2,3P2,2

D1

D0

D4

D3 P2,0

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳✷✿ ▼P■ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t♦rs ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠

✭❡✮ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✸✳✶✸✮ ❢♦r ym ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss Pp−1,0✳

✭❢✮ ❇r♦❛❞❝❛st t❤❡ ✈❡❝t♦r ym t♦ ♣r♦❝❡ss❡s Pk,0

✭❣✮ P❛r❛❧❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ xm = x0 + Vmym

❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ ||b−Ax|| < ǫ||b|| ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss r❡st❛rts ✇✐t❤
x0 = xm✳ ❲❤❡♥ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❛r❡ ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ Vm✱
level 1 ♣r♦❝❡ss♦rs ♣❡r❢♦r♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞ s✇❡❡♣s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ s♦❧✈❡
❧♦❝❛❧ s②st❡♠s✳ ❆❢t❡r t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ QR ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ st❡♣ ✸❝✱ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t Q ❢❛❝t♦r
✐s ♥❡✈❡r ❢♦r♠❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❧② t❤❡ ✉♥❢❛❝t♦r❡❞ ❜❛s✐s V ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡
♥❡✇ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ st❡♣ ✸❣✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛ r♦✉t✐♥❡ t♦ ❢♦r♠ t❤✐s ❢❛❝t♦r ✐s
♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❧✈❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✉rt❡s② ♦❢ ❙✐❞❥❡ ❬✶✶✽❪✳

✸✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ s❡✈❡r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ●P❘❊▼❙
❛♥❞ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ✉s✐♥❣ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❲❡ st❛rt ❜② ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✈❡r ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶ ❛♥❞ t❤❡ t❡st ❝❛s❡s ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳

✸✳✹✳✶ ❙♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦

❚❤❡ s♦❧✈❡r ✐s ♥❛♠❡❞ ●P❘❊▼❙∗ ✭●♠r❡s P❘❊❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❜② ▼✉❧t✐♣✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③✮✳
■t ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ♦♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❡♠♦r② ❝♦♠♣✉t❡rs t❤❛t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ t❤r♦✉❣❤
♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣ ✭▼P■✮✳ ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♥ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✐s ❜❛s❡❞ ❡✐t❤❡r ♦♥ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣
♦r t❤r❡❛❞s ♠♦❞❡❧ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s♦❧✈❡r✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ❧✐❜r❛r② ✐s ❜✉✐❧t ♦♥ t♦♣ ♦❢
P❊❚❙❝ ✭P♦rt❛❜❧❡✱ ❊①t❡♥s✐❜❧❡ ❚♦♦❧❦✐t ❢♦r ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮ ❬✶✽✱ ✶✾❪✳ ❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥
♦❢ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❛❝❦❛❣❡s ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r
s②st❡♠s ✐♥ s✉❜❞♦♠❛✐♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ P❊❚❙❝ ♣❛❝❦❛❣❡ ♣r♦✈✐❞❡s s❡✈❡r❛❧ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s

∗❆ ♣✉❜❧✐❝ ❧✐❝❡♥s❡ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❧❡❛s❡❞ s♦♦♥
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❛♥❞ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ ✈❡❝t♦rs✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳✶ ❣✐✈❡s

BLAS LAPACK SCALAPACK BLACS MPI

KSP
(Krylov Subspace Methods)

PC
(Preconditioners)

INDEX SETSVECTORSMATRICES

SuperLU_DISTMUMPS HYPRE PaStiX

GPREMS APPLICATIONS CODES
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳✶✿ ●P❘❊▼❙ ❧✐❜r❛r② ✐♥ P❊❚❙❝

t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ●P❘❊▼❙ ✐♥ t❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❧❛②❡r ♦❢ P❊❚❙❝✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ❜② ●P❘❊▼❙✳ ❋♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ P❊❚❙❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ♣❧❡❛s❡ r❡❢❡r
t♦ ❬✶✽❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ●P❘❊▼❙ ✉s❡s t❤❡ P❊❚❙❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✐t ✐s ♥♦t ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛s ❛ ♣❛rt
♦❢ P❊❚❙❝ ❧✐❜r❛r✐❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ✐s ❝♦♥✜❣✉r❡❞ ❡❛s✐❧② ♦♥❝❡ ❛ ✉s❛❜❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
P❊❚❙❝ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳

❆❧❧ t❤❡ t❡sts ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ■❇▼ ♣✺✼✺ ❙▼P ♥♦❞❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ■♥✜♥✐❜❛♥❞ ❉❉❘ ♥❡t✇♦r❦✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✸✷ P♦✇❡r✻ ♣r♦❝❡ss♦rs
s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r②✳ ❆ P♦✇❡r✻ ♣r♦❝❡ss♦r ✐s ❛ ❞✉❛❧✲❝♦r❡ ✷✲✇❛② ❙▼❚ ✇✐t❤ ❛
♣❡❛❦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛t ✹✳✼ ●❍③✳ ❆ t♦t❛❧ ♦❢ ✶✷✽ ♥♦❞❡s ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤✐s s✉♣❡r❝♦♠♣✉t❡r ♥❛♠❡❞
❱❛r❣❛s† ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❈◆❘❙✲■❉❘■❙ s✉♣❡r❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❢❛❝✐❧✐t②✳

✸✳✹✳✷ ❚❡st ♠❛tr✐❝❡s

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ●❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r t❡st ♠❛tr✐❝❡s
▼❛tr✐① ❙✐③❡ ❊♥tr✐❡s ❙♦✉r❝❡

P❆❘❆❴✵✹ ✶✺✸✱✷✷✻ ✷✱✾✸✵✱✽✽✷ ❯❋▲
❈❆❙❊❴✵✹ ✼✱✾✽✵ ✷✱✾✸✵✱✽✽✷ ❋▲❯❖❘❊▼
❈❆❙❊❴✵✼ ✷✸✸✱✼✽✻ ✶✶✱✼✻✷✱✹✵✺ ❋▲❯❖❘❊▼
❈❆❙❊❴✵✾ ✷✼✼✱✵✾✺ ✸✵✱✵✵✵✱✾✺✷ ❋▲❯❖❘❊▼
❈❆❙❊❴✶✼ ✸✽✶✱✻✽✾ ✸✼✱✹✻✹✱✾✻✷ ❋▲❯❖❘❊▼

■♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ t❡st ❝❛s❡s ❛r❡ ❧✐st❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ♠❛tr✐①
P❆❘❆✲✹ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ ✷❉ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❞❡✈✐❝❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②
♦❢ ❋❧♦r✐❞❛ ✭❯❋▲✮ ❙♣❛rs❡ ▼❛tr✐① ❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❬✸✾❪✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❡st ❝❛s❡s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② ❋▲❯❖❘❊▼ ❬✺✺❪✱ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ❡❞✐t♦r ✐♥ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✳

†❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐❞r✐s✳❢r✴s✉✴❙❝❛❧❛✐r❡✴✈❛r❣❛s✴❤✇✲✈❛r❣❛s✳❤t♠❧
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GPREMS(16)+LU

GPREMS (32)+LU

ASM+LU +GMRES(16)

ASM+LU+GMRES(32)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳✷✿ ❚❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭●P❘❊▼❙✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞
❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ✭❆❙▼✮ ♦♥ ❈❆❙❊❴✵✵✹❀ ✶✻ ❛♥❞ ✸✷ ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ❛t ❡❛❝❤
r❡st❛rt❀ ✹ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✭❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐♥ ●P❘❊▼❙ ❛♥❞ P❛r♠❡t✐s ❢♦r ❆❙▼✮❀
▲❯ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ❧♦❝❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ ▼❯▼P❙ ♣❛❝❦❛❣❡

✸✳✹✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ●P❘❊▼❙

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐ts r♦❜✉st♥❡ss ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❢❛✐❧s✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ s✉❝❤ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦♥ ❋▲❯❖❘❊▼
♣r♦❜❧❡♠ ❈❆❙❊❴✵✹✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ t♦ t❡st s✐♠✐❧❛r
♣r♦❜❧❡♠s ♦♥ ♦t❤❡r ❤②❜r✐❞ s♦❧✈❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ ❙❝❤✉r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❝♦♠✲
♣❛r❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ✐♥ ●P❘❊▼❙ ✇✐t❤ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ✭❆❙▼✮
♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❢♦r ●▼❘❊❙✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ P❊❚❙❝
r❡❧❡❛s❡ ✸✳✵✳✵✲♣✷✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ t❤❡ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s ✐s ❜✉✐❧t ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ●r❛♠✲❙❝❤♠✐❞t
✭▼●❙✮ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠❛tr✐① ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ ✹ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✉s✐♥❣ P❛r▼❊❚■❙✳
❲✐t❤ ❆❙▼✱ ✇❡ ♥♦t❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳✷ t❤❛t ●▼❘❊❙✭✶✻✮ st❛❣♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst r❡st❛rt ✭t❤❡
♣❧❛✐♥ ❧✐♥❡✮✳ ■t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❢♦r♠ ✸✷ ❑r②❧♦✈ ✈❡❝t♦rs ❛t ❡❛❝❤ r❡st❛rt ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛
❢❛✐r ❛❝❝✉r❛❝② ✭❞❛s❤ ❝✉r✈❡✮✳ ❋♦r ●▼❘❊❙✭♠✮✱ t❤❡ s✐③❡ m ♦❢ t❤❡ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ✐s ❝r✐t✐❝❛❧✳
●❡♥❡r❛❧❧②✱ ✐t ✐s ❛ tr✐❛❧ ❛♥❞ ❡rr♦r ♣r♦❝❡ss t♦ ❣❡t ❛ ❣♦♦❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ m✳ ❲❤❡♥ ●P❘❊▼❙ ✐s ✉s❡❞✱
❛ st❛❣♥❛t✐♦♥ ✐s ❧❡ss ❧✐❦❡❧② t♦ ♦❝❝✉r✳ ■♥ t❤✐s t❡st ❝❛s❡✱ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛
❢❡✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ m✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠
❞r♦♣s t♦ 10−8 ✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭❞♦t ❛♥❞ ❞❛s❤✲❞♦t ❧✐♥❡s✮✳

✸✳✹✳✹ ❇❡♥❡✜ts ♦❢ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠

■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ✉s✐♥❣ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❈❆❙❊❴✵✶✼ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤✐s ✸❉ ❝❛s❡ ✐s ❛ ❥❡t ❡♥❣✐♥❡
❝♦♠♣r❡ss♦r✳ ❚❤✐s t❡st ❝❛s❡ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ s♦❧✈❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❛ s❤♦rt ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ✐♥✲
✈♦❧✈✐♥❣ s♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❧✐♥❡❛r s♦❧✈❡rs ❬✶✵✸❪✳ ❋r♦♠ t❤✐s st✉❞②✱ s♦❧✈❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣
❙❝❤✇❛r③ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡

✸✻



◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❦❡♣t s♠❛❧❧ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✱
✇❡ ❦❡❡♣ ✹ ❛♥❞ ✽ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱
❛❧♠♦st ❛❧❧ t❤❡ st❡♣s ✐♥ ●P❘❊▼❙ ❣❡t ❛ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ s♣❡❡❞✉♣✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ✇✐t❤ ✹ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✱
✇❤❡♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✐s ❛❝t✐✈❡✱ t❤❡ t✐♠❡ t♦ s❡t✉♣ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ♠❛tr✐❝❡s ✐s ❛❧♠♦st ✷✵✸ s✳
❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ s♣❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧♦♦♣ ✭✉♥❞❡r ❚✐♠❡✴■t❡r✮ ✐s ✻✷✷ s✳ ▼♦✈✐♥❣ t♦ ✽ ❛❝t✐✈❡
♣r♦❝❡ss♦rs ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡s❡ t✐♠❡s t♦ ✺✾ s✳ ❛♥❞ ✶✽✶ s✳ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ✽ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ t✐♠❡ ❞r♦♣s ❢r♦♠ ✺✹✵ s✳
t♦ ✷✸✽ s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ t✐♠❡ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✜rst s❡q✉❡♥t✐❛❧ st❡♣ t❤❛t ♣❡r♠✉t❡s t❤❡
♠❛tr✐① ✐♥ ❜❧♦❝❦✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡s t❤❡ ❜❧♦❝❦ ♠❛tr✐❝❡s t♦ ❛❧❧ ❛❝t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✳
■♥tr❛♥♦❞❡ s♣❡❡❞✉♣ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✳ ❚❤✐s
✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❤❡r❡ ✐s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✐❢ ✐t ✐s ✇♦rt❤② t♦ ❛❞❞ ♠♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐♥ ❛ s✉❜❞♦♠❛✐♥✳ ■❢ d ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✱ sp = Td/Tp ❛♥❞ ep = sp/p ✇❤❡r❡ Tp ✐s t❤❡ ❈P❯ t✐♠❡ ♦♥ p ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❋♦r ✹
s✉❜❞♦♠❛✐♥s✱ ✉s✐♥❣ ✽ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐♥ ❡❛❝❤ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ❣✐✈❡s ❛ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ ✷✳✽✽✳ ❚❤✐s s♣❡❡❞✉♣
✐s ✷✳✷✽ ✇❤❡♥ ✽ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ✻✹ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r s♣❡❡❞✉♣ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r
t❤❡ s❡t✉♣ ♣❤❛s❡ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡r ▼❯▼P❙ ❬✹❪✳ ❚❤❡ s♦❧✈❡ ♣❤❛s❡ s❤♦✇s ❛ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡
s♣❡❡❞✉♣ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✈❡r② ❢❛st ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❧❧ t❤❡
♣r♦❝❡ss♦rs ✐♥ ♦♥❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ❛r❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ❙▼P ♥♦❞❡✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❛❧❧
t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡♠♦r② ❜❛♥❞✇✐t❤ ❛♥❞ ❛❝❝❡ss ✐rr❡❣✉❧❛r❧② ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
♠❡♠♦r②✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❧♦✇ ❣r❛♥✉❧❛r✐t② ❛♥❞ t❤❡ ✐rr❡❣✉❧❛r ❛❝❝❡ss ♦❢ ❞❛t❛ ✐♥ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♠♦st❧② ❜② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❜❛♥❞✇✐t❤ r❛t❤❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❝❧♦❝❦ r❛t❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❤❡❧♣ t♦ ❦❡❡♣
❜✉s② t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐♥ t❤❡ ❙▼P ♥♦❞❡ ❛s t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐❞❧❡ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❇❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ t✇♦✲❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♣❤❛s❡s ♦❢ ●P❘❊▼❙ ♦♥
❈❆❙❊❴✶✼ ✇✐t❤ ❛ r❡st❛rt ♦❢ ✻✹ ❛♥❞ ▼❯▼P❙ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡r ✐♥ s✉❜❞♦♠❛✐♥s

★❉ ★Pr♦❝✳ ■t❡r✳ ❈P❯ ❚✐♠❡ ✭s✳✮
■♥✐t ❙❡t✉♣ ❙♦❧✈❡ ❚✐♠❡✴■t❡r ❚♦t❛❧ sp ep
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✸✷ ✶✷✽ ✼✵✳✼✼ ✺✾✳✹✹ ✶✽✶✳✹✺ ✶✳✹✷ ✸✶✶✳✻✻ ✷✳✽✽ ✵✳✸✻

✽ ✽ ✷✺✻ ✻✾✳✾✶ ✼✶✳✼✸ ✸✾✾✳✸✹ ✶✳✺✻ ✺✹✵✳✾✽ ✲ ✲
✶✻ ✷✺✻ ✼✵✳✸✻ ✹✷✳✾✾ ✸✹✸✳✷✺ ✶✳✸✹ ✹✺✻✳✺✾ ✶✳✶✽ ✵✳✺✾
✸✷ ✷✺✻ ✼✶✳✻✶ ✷✽✳✼✷ ✷✵✻✳✼ ✵✳✽✶ ✸✵✼✳✵✷ ✶✳✼✻ ✵✳✹✹
✻✹ ✷✺✻ ✼✶✳✽✺ ✷✵✳✽✺ ✶✹✹✳✼✾ ✵✳✺✼ ✷✸✼✳✹✾ ✷✳✷✽ ✵✳✷✽

❲❡ ❢✉rt❤❡r ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❛❞❞✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐♥ ❡❛❝❤ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ❢♦r
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s P❆❘❆❴✹✱ ❈❆❙❊❴✵✼ ❛♥❞ ❈❆❙❊❴✵✾✳ ❚❤❡ ❈P❯ t✐♠❡s ❢♦r t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❤❛s❡s
✐♥ t❤❡ s♦❧✈❡r ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ❛♥❞ ✸✳✹✿ t❤❡ s❡t✉♣ t✐♠❡✱ t❤❡ ■t❡r❛t✐✈❡ ❧♦♦♣ t✐♠❡
✭✉♥❞❡r ❙♦❧✈❡✮✱ t❤❡ ♠❡❛♥ t✐♠❡ s♣❡♥t ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭✉♥❞❡r ❚✐♠❡✴■t❡r✮✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ t✐♠❡
✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t r❡♣♦rt❡❞✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❑r②❧♦✈
❜❛s✐s ✐s ✸✷ ❢♦r P❆❘❆❴✹✱ ❛♥❞ ✹✵ ❢♦r ❈❆❙❊❴✵✼ ❛♥❞ ❈❆❙❊❴✵✾✳ ▼❯▼P❙❬✹❪ ✐s ✉s❡❞ ❛s
❞✐r❡❝t s♦❧✈❡r ✐♥ ❡❛❝❤ s✉❜❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss st♦♣s ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❡s✐❞✉❛❧
♥♦r♠ ||b − Ax||/||b|| ✐s ❧❡ss t❤❛♥ 10−8✳ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝s s❤♦✇ ❛ ❣♦♦❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇✐t❤ t✇♦
❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ❆s ♥♦t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠❛❥♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s ✐♥ t❤❡ s❡t✉♣ ♣❤❛s❡ ❜✉t
t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ✇❡❧❧✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ t♦ ♥♦t❡ t❤❡ t✐♠❡ s♣❡♥t
❢♦r ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s t✐♠❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t ❢❛st✱ ❛s ♠♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦rs
❛r❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳
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❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ ❈P❯ ❚✐♠❡ ♦❢ ●P❘❊▼❙ ♦♥ P❆❘❆❴✹
★Pr♦❝✳ ★❉ P❆❘❆❴✹

❙❡t✉♣ ❙♦❧✈❡ ❚✐♠❡✴■t❡r ❚♦t❛❧
✹ ✹ ✶✶✳✼✺ ✺✽✳✸✶ ✵✳✹✵ ✼✷✳✽✹
✽ ✹ ✽✳✷✽ ✺✽✳✻✽ ✵✳✹✶ ✻✾✳✼✹

✽ ✸✳✼✾ ✹✻✳✹✵ ✵✳✷✹ ✺✷✳✾✼
✶✻ ✹ ✺✳✼✾ ✹✵✳✺✺ ✵✳✷✽ ✹✾✳✶✶

✽ ✷✳✽✻ ✸✶✳✻✹ ✵✳✶✻ ✸✼✳✷✻
✶✻ ✶✳✶✷ ✹✶✳✽✺ ✵✳✶✼ ✹✻✳✵✾

✸✷ ✹ ✹✳✺✼ ✸✸✳✽✵ ✵✳✷✸ ✹✶✳✶✺
✽ ✶✳✼✽ ✷✵✳✾✹ ✵✳✶✶ ✷✺✳✹✼
✶✻ ✵✳✽✻ ✸✶✳✶✵ ✵✳✶✸ ✸✺✳✵✾

✻✹ ✽ ✶✳✺✶ ✶✼✳✾✼ ✵✳✵✾ ✷✷✳✷✺

❚❛❜❧❡ ✸✳✹✿ ❙❡t✉♣ ❛♥❞ s♦❧✈❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ ●P❘❊▼❙ ♦♥ ❈❆❙❊❴✵✼ ❛♥❞ ❈❆❙❊❴✵✾
★Pr♦❝✳ ★❉ ❈❆❙❊❴✵✼ ❈❆❙❊❴✵✾

❙❡t✉♣ ❙♦❧✈❡ ❚✐♠❡✴■t❡r ❙❡t✉♣ ❙♦❧✈❡ ❚✐♠❡✴■t❡r
✹ ✹ ✶✾✳✵✺ ✼✼✳✸✽ ✵✳✻✹ ✺✼✳✵✵ ✶✷✶✳✽✺ ✶✳✺✷
✶✻ ✹ ✶✵✳✷✼ ✹✼✳✽✻ ✵✳✹✵ ✷✹✳✾✹ ✻✵✳✶✽ ✵✳✼✺
✹✽ ✶✷ ✶✳✾✺ ✷✽✳✹✾ ✵✳✵✾ ✹✳✼✷ ✺✶✳✾✾ ✵✳✷✷
✾✻ ✶✷ ✶✳✻✼ ✷✶✳✼✺ ✵✳✵✼ ✸✳✹✺ ✸✽✳✵✽ ✵✳✶✻

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ s♦❧✈❡r ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r
s②st❡♠s ♦♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞✲♠❡♠♦r② ❝♦♠♣✉t❡rs✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❤②❜r✐❞
t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✇✐t❤ ❛ ●▼❘❊❙ ❛❝❝❡❧✲
❡r❛t♦r✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t
❤❛✈❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ●▼❘❊❙ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛ ❣♦♦❞
♣✐♣❡❧✐♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❛❞♠✐tt❡❞ t❤❛t
❙❝❤✇❛r③✲❜❛s❡❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ❞♦ ♥♦t s❝❛❧❡ ✈❡r② ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ■♥
t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳
❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧
❜❛s✐s ♥❡❡❞❡❞ ❜② ●▼❘❊❙ ✿ ❚❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛❝r♦ss
❛❧❧ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❡✈❡❧ ✉s❡s ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♥s✐❞❡ t❤✐r❞✲♣❛rt② s♦❧✈❡rs t♦ ❜✉✐❧❞
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❜s②st❡♠s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t ❡✈❡♥
✇✐t❤ t❤❡s❡ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥♥♦t ❝♦♠♣❡t❡ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧
♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❙❝❤✉r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s
✇❤❡r❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ♦✛❡r ♠♦r❡ r♦❜✉st♥❡ss✳

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡sts ❤❛✈❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤✐s r♦❜✉st♥❡ss ♦♥ t❡sts ❝❛s❡s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠
❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ◆❛✈✐❡r ❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s r♦❜✉st♥❡ss ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡r ❢♦r
❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✐♥ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ s♦❧✈❡r ✐♥s✐❞❡
t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✐s t✇♦✲❢♦❧❞✿ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs
❣r♦✇s ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s ✇❡
❛❞❞ ♠♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐♥ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ ❜❧♦❝❦ ♠❛tr✐❝❡s✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡r ✐♥
s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✐♠♣❧✐❡s t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❡♠♦r② ♦❢ ❛ ❙▼P ♥♦❞❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
❦❡❡♣s ❜✉s② ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ♦❢ t❤❡ ❙▼P ♥♦❞❡ ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s ❛ ❣♦♦❞ ✉s❛❣❡ ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t❡❞
❝♦♠♣✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s✳

✸✽



❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦r❡ ✇♦r❦ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✈❡r② ❣♦♦❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦♥ ♠❛ss✐✈❡❧②
♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❡rs✳ Pr❡s❡♥t❧②✱ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✉♣ t♦ ✸✷
✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧✳ ❙♦ ✇❡ ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ✇❛②s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡
❧❛tt❡r ❛s s♠❛❧❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆ ✜rst ❛tt❡♠♣t ✐s t♦ ✉s❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ s♣❧✐tt✐♥❣ ❜✉t t❤❡
❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ s✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✐❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❛r✐s❡s
❢r♦♠ ♥♦♥✲❡❧❧✐♣t✐❝ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❆♥ ♦♥❣♦✐♥❣ ✇♦r❦ ✐s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ t✇♦✲❧❡✈❡❧s
♦❢ s♣❧✐tt✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ❢✉rt❤❡r ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ●▼❘❊❙
♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣❛t❤❡r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✇✐s❤ t♦ t❤❛♥❦ ❏♦❝❡❧②♥❡ ❊❘❍❊▲ ❛♥❞ ❇❡r♥❛r❞ P❍■▲■PP❊ ❢r♦♠ ■◆❘■❆✲❘❡♥♥❡s
❢♦r ❤❡❧♣❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♦♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❍P❈ r❡s♦✉r❝❡s ❢r♦♠
●❊◆❈■✲■❉❘■❙ ✭●r❛♥❞ ❊q✉✐♣❡♠❡♥t ◆❛t✐♦♥❛❧ ❞❡ ❈❛❧❝✉❧ ■♥t❡♥s✐❢ ✲ ■♥st✐t✉t ❞✉ ❉é✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥t ❡t ❞❡s ❘❡ss♦✉r❝❡s ❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❙❝✐❡♥t✐✜q✉❡✮✳ ❊❛r❧② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t
✉s✐♥❣ t❤❡ ●r✐❞✬✺✵✵✵ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st❜❡❞ ✭❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❣r✐❞✺✵✵✵✳❢r✮✳

❆ s❤♦rt ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❈❆❘■ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ s❡❡
❬✶✵✷❪✳

✸✾



❈❍❆P❚❊❘ ✹

P❛r❛❧❧❡❧ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❉❡✢❛t❡❞ ●▼❘❊❙

❏♦✐♥t ✇♦r❦ ✇✐t❤
❏♦❝❡❧②♥❡ ❊❘❍❊▲ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠ ❉✳ ●❘❖PP

❆❜str❛❝t✿ ▼❛♥② s❝✐❡♥t✐✜❝ ❧✐❜r❛r✐❡s ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ●▼❘❊❙
♠❡t❤♦❞ ❛s ❛ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❧✐♥❡❛r s②s✲
t❡♠s✳ ❚❤❡ r❡st❛rt❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❦♥♦✇♥ ❛s ●▼❘❊❙✭m✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧②
st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡❢✲
❢❡❝ts ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡st❛rt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ❡✛❡❝t ✐♥ ●▼❘❊❙✭m✮ ✐s ❛ s❧♦✇
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦r ❛ st❛❣♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✐t
✐s ❧❡ss ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✈❡r ✐♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡
♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❞❡✢❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✇❤✐❝❤ r❡t❛✐♥s ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ❛t
t✐♠❡ ♦❢ r❡st❛rt t♦ ❛✈♦✐❞ st❛❣♥❛t✐♦♥ ✐♥ ●▼❘❊❙✭m✮ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ ✐ts ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
r❛t❡✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ P❊❚❙❝ ♣❛❝❦❛❣❡✳ ❚❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞
♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤②❜r✐❞
❞✐r❡❝t✴✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ s♦❧✈❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ s②st❡♠s✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❍②❜r✐❞ ❙♦❧✈❡r✱ ❆❞❛♣t✐✈❡ ●▼❘❊❙✱ ❉❡✢❛t❡❞ ❘❡st❛rt✐♥❣✱ P❛r❛❧❧❡❧
Pr❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ●▼❘❊❙ ♠❡t❤♦❞ ❞✉❡ t♦ ❬✶✶✹❪ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞✱ t❤❛♥❦s t♦ ✐ts ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛s ❛ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ s♣❛rs❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳ ❉✉❡
t♦ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ r❡st❛rt❡❞ ●▼❘❊❙ ✭♥♦t❡❞ ❛s ●▼❘❊❙✭m✮✮
✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉s❡❞✳ ❆t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ r❡st❛rt✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ✐s
❞✐s❝❛r❞❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡s ✐s ♥♦t ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡
✇♦rst ❝❛s❡ ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡s ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ♠❛② st❛❣♥❛t❡✳
❉❡✢❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❝♦❧❧❡❝ts ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ r❡st❛rt ♠❛✐♥❧② t♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s st❛❣♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡
r❡s✐❞✉❛❧ ✈❡❝t♦r ❛s t❤❡② ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ s❧♦✇ ❞♦✇♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ●▼❘❊❙✳

✹✵



❆❞❛♣t✐✈❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❢♦r t❤❡ ❞❡✢❛t❡❞ ●▼❘❊❙✭♠✮

■♥ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❞❡✢❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✐❣❡♥✲
✈❛❧✉❡s t♦ ❞❡✢❛t❡✳ ❆s t❤❡ ❞❡✢❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥❞✉❝❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ ●▼❘❊❙✭m✮✱
✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ t♦ ❦♥♦✇ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐❢ t❤❡ ❞❡✢❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱
✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❞❡✢❛t❡❞ ●▼❘❊❙✭m✮ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s ❛t ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♦❢ ●▼❘❊❙✭m✮ ❜② ❛❞❛♣t✐✈❡❧② ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ t♦ s♣❡❡❞✉♣ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✭♥❡❛r✮ st❛❣♥❛t✐♦♥ t❡st ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s ✐❢ t❤❡
❞❡✢❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ♥❡❡❞❡❞ ♦r ♥♦t ❛♥❞ ✐❢ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ✉s❡ ❛ st❛❣♥❛t✐♦♥ t❡st s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ✐♥ ❬✶✷✹❪✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t s✐♥❝❡
✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡st❛rt ❧❡♥❣t❤ m ✐s ✜①❡❞✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ●▼❘❊❙ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✳ ❆s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜✲
❞♦♠❛✐♥s ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❧❡ss ❛♥❞ ❧❡ss ❝❧✉st❡r❡❞✳ ❚❤❡ r❡st❛rt✐♥❣ ♠❛② ❤❛✈❡ t❤❡
❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ ❞✐s❝❛r❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❜❡❢♦r❡ t❤❡✐r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣② ✇✐❧❧ t❤✉s ❦❡❡♣ t❤❡s❡ s♣❡❝tr❛❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ✉♥t✐❧ t❤❡✐r
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s r❡♣♦rt ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ✇❡ ✜rst r❡❝❛❧❧
t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❞❡✢❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s ❛ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❛♥❞ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡
str❛t❡❣②✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ✐s ❢♦❝✉s❡❞
♦♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤✐s s❝❤❡♠❡ ♦♥ ❛ r❡❛❧ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❈❋❉ t❡st
❝❛s❡✳

✹✳✷ ❆❞❛♣t✐✈❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❢♦r t❤❡ ❞❡✢❛t❡❞ ●▼❘❊❙✭♠✮

❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠

Ax = b ✭✹✳✶✮

❚❤❡ ●▼❘❊❙ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❜❡st ♠❡t❤♦❞s t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s s②st❡♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
♠❛tr✐① A ✐s ♥♦♥s✐♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ♥♦♥s②♠♠❡tr✐❝✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✱ t❤❡ r❡st❛rt❡❞ ✈❡rs✐♦♥
s❤♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❞❡✢❛t❡❞
●▼❘❊❙ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ r❡st❛rt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s t♦ ❛❞❞ t♦ t❤❡ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ■♥ ❬✺✸❪✱ t❤✐s ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t
❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r t❤❛t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♠❛tr✐① ♦♥t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡ ❛♥❞ ✐s t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦♥ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❣✐✈❡♥
U = [u1, . . . , ur] ∈ R

n×r t❤❡ r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s t♦ ❞❡✢❛t❡✱ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

M−1
D ≡ In + U(|λn|T−1

r − Ir)U
T , T = UT BU, ✭✹✳✷✮

✇❤❡r❡ λn ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ In ❛♥❞ Ir ❛r❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞
B t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♠❛tr✐①✳ ❙✐♥❝❡ M−1

D ✐s ♥♦♥s✐♥❣✉❧❛r✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧t❡❞ ♠❛tr✐① M−1

D B ♦r BM−1
D ❛r❡ λr+1, . . . , λn, |λn| ✇✐t❤ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ❛t ❧❡❛st r✳ ■t

✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❣❡t ❛ ❢❛st❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r s✐♥❝❡ t❤❡
r s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t s❧♦✇ ❞♦✇♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛r❡ ❞❡✢❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠❡s
t❤❛t U ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡✳ ❋♦r ❧❛r❣❡
♠❛tr✐❝❡s ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ U ✭❛s s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❬✺✸❪ ❛♥❞ ❧❛t❡r ✐♥
❬✷✽❪✮ ♠❛② ✐♥❞✉❝❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦✈❡r❤❡❛❞✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥❧② ✇❤❡♥ ✐t
✐s ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t♦ ❛✈♦✐❞ st❛❣♥❛t✐♦♥✳

❲❡ t❤✉s ♣r♦♣♦s❡ ❤❡r❡ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣② t❤❛t ❞❡t❡❝ts ❛ ♥❡❛r✲st❛❣♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡
♣r♦❝❡ss ♦r ❛ s❧♦✇ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ✇♦r❦ ❜②

✹✶



■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥♦t❡s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❉●▼❘❊❙✭m, k, r✮✿ ❘❡st❛rt❡❞ ●▼❘❊❙ ✇✐t❤ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❞❡✢❛t✐♦♥
✶✿ ✐♥♣✉t ✭m✱ itmax✱ ǫ✱ k✱ smv✱ bgv✱ rmax✮❀
✷✿ ❙❡t B ≡ AM−1✱ M−1 ✐s ❛♥② ❡①t❡r♥❛❧ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r
✸✿ r0 = b−Ax0; U = [ ]❀ MD = I; it = 0; r = 0;
✹✿ ✇❤✐❧❡ ✭‖r0‖ > ǫ✮
✺✿ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss ♦♥ B t♦ ❣❡t BM−1

D
Vm = Vm+1H̄m✳ ❙❡❡ ❬✶✶✹❪

✻✿ xm = x0 + M−1
D

M−1Vmym✱ ym s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ min‖βe1 − H̄mym‖2❀
✼✿ rm = b−Axm✱ it← it + m;
✽✿ ■❢ (‖rm‖ > ǫ ❛♥❞ it < itmax) t❤❡♥

✾✿ Iter = m ∗ log(
ǫ

‖rm‖
)/log(

‖rm‖
‖r0‖

);

✶✵✿ ■❢✭ ✭Iter > smv ∗ (itmax− it) ❛♥❞ r < rmax✮ t❤❡♥
✶✶✿ ❈♦♠♣✉t❡ k ❙❝❤✉r ✈❡❝t♦rs ♦❢ B ♥♦t❡❞ X✳ ❙❡❡ ❬✺✸❪
✶✷✿ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❡ X ❛❣❛✐♥st U

✶✸✿ ❈♦♠♣✉t❡ T =
[

U X
]T

B
[

U X
]
≡

(
UT BU UT BX
XT BU XT BX

)

✶✹✿ ■♥❝r❡❛s❡ U ❜② X❀ r ← r + k❀
✶✺✿ ■❢✭Iter > bgv ∗ (itmax− it) ✮ t❤❡♥
✶✻✿ ■♠♣r♦✈❡ U ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❬✷✽✱ s❡❝t✐♦♥ ✸❪
✶✼✿ ❊♥❞■❢

✶✽✿ ❋❛❝t♦r✐③❡ T ❙❡t M−1
D
≡ In + U(|λn|T−1 − Ir)U

T

✶✾✿ ❊♥❞ ■❢

✷✵✿ ❊♥❞ ■❢

✷✶✿ x0 = xm✱ r0 = rm

✷✷✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❬✶✷✹❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ✐s ❛❞❛♣t✐✈❡❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝②❝❧❡s ♦❢ ●▼❘❊❙✭m✮❀
❍❡r❡✱ ✇❡ ✜♥❞ ✐t ♥❛t✉r❛❧ t♦ ❡♥r✐❝❤ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✐❣❡♥❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t s❧♦✇ ❞♦✇♥
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ st❡♣s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳ ❋✐rst✱ m st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐
♣r♦❝❡ss ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s Vm✳ ■t ❛❧s♦ ❝r❡❛t❡s ❛♥ ✉♣♣❡r
❍❡ss❡♥❜❡r❣ ♠❛tr✐① Hm = V T

mBVm ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ B ♦♥t♦ t❤❡ m−❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ✐♥
t❤❡ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡✳ ❆t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ r❡st❛rt✱ ✐❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ✐s ♥♦t ❛❝❤✐❡✈❡❞✱
❛ st❛❣♥❛t✐♦♥ t❡st ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ ❛ ❞❡✢❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦
❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤✐s t❡st ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦✈❡r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
r❡st❛rt ❝②❝❧❡s ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭Iter✮ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
❛❝❝✉r❛❝②✳ ■❢ Iter ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s ✭❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ s♠❛❧❧
♠✉❧t✐♣❧❡ smv ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇❡❞✮✱ t❤❡♥ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡
♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✢❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s t❡st ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
✐t❡r❛t✐♦♥ ❝♦✉♥ts ✐♥ ●▼❘❊❙✭m✮✳ ❚♦ ❞❡t❡❝t ❛ ♥❡❛r✲st❛❣♥❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ ❛♥♦t❤❡r t❡st ✇❤✐❝❤
❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ❧❛r❣❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ bgv ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ❤❛r♠♦♥✐❝
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✉♣❞❛t❡
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ U ✳

✹✳✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥♦t❡s

❲❡ ♥♦✇ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ♦♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞✲♠❡♠♦r②
❝♦♠♣✉t❡rs✳ ❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❙P▼❉ ✭❙✐♥❣❧❡ Pr♦❣r❛♠ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❉❛t❛✮ ❛♥❞ ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡✲♣❛ss✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭▼P■✮✳ ❚❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❣r❛♣❤ ♦❢
t❤❡ ✐♥♣✉t s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ✐s ✜rst ❜✉✐❧t✳ P❆❘▼❊❚■❙ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢
t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐♥t♦ D ❞✐s❥♦✐♥t ✈❡rt✐❝❡s✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✱ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ s✉❝❤
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t❤❛t ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss♦r ❤♦❧❞s ❛ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❝❤✉♥❦ ♦❢ r♦✇s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ✐t ♦✇♥s✳
❚❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛♥❞ ❛❧❧ ♦t❤❡r ✈❡❝t♦rs ✭❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s✱ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❜❛s✐s✮ ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝✲
❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❣❡t ❛ ❣♦♦❞ ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❛♥❞ t♦
♠✐♥✐♠✐③❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♠✉❧t✐♣❧② ❛♥❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ st❡♣s✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐s ✉s❡❞✱ ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
t❛❦✐♥❣ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❛❞❥❛❝❡♥t ✈❡rt✐❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐s❥♦✐♥t ♣❛rt✐t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ s♦ ❢❛r ❛r❡ t❤❡ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♠✉❧t✐♣❧②✱ s❝❛❧❛r
♣r♦❞✉❝ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ M−1 ❛♥❞ M−1

D ✳ M−1 ❝❛♥ ❜❡ ❛♥② ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❛s
❧♦♥❣ ❛s ✐t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❜❛s✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥ vj ←M−1vi✳ ■♥ ♦✉r t❡sts✱ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❛❞❞✐t✐✈❡
❙❝❤✇❛r③ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✸✵❪✳ ■t ✐s t❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ t❤❡ s❡t✉♣ ♣❤❛s❡ t♦ ❢❛❝t♦r✐③❡
✐♥ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss t❤❡ ❜❧♦❝❦ ♠❛tr✐❝❡s Ap ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ A ♦♥t♦ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞
s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ M−1

D ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✈❡❝t♦r vj ✐♥ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♠❛♥♥❡r ❣✐✈❡♥
t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s r ❛❧❧✲t♦✲❛❧❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
♦t❤❡r t❡r♠s s✐♥❝❡ t❤❡ r × r ❞❡♥s❡ ♠❛tr✐① T ✐s ♦✇♥❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss✳

❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ P❊❚❙❝ ♣❛❝❦❛❣❡ ✭s❡❡ ❬✶✽❪✮✳
❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❑❙P ●▼❘❊❙ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡
t❤❡ ❞❛t❛ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡✢❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡
t❤❡ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s✐❞❡
♦❢ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦❡s ❞❡✜♥❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥② ♦t❤❡r ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ♦r ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❞ ✉s❡r s✐♥❝❡ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❣❡♥❡r✐❝ ✐♥t❡r❢❛❝❡ s✐♠✐❧❛r
t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t❡❞ ❑❙P ♠♦❞✉❧❡ ✭♥❛♠❡❞
❛s ❉●▼❘❊❙✮ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ P❊❚❙❝ r❡❧❡❛s❡ ✸✳✷✳
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❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡ t❡st ♣r♦❜❧❡♠ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ ❞❡s✐❣♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✢✉✐❞ ❞②✲
♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ✸❉ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❥❡t ❡♥❣✐♥❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r r♦t♦r✳
❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s✲❆✈❡r❛❣❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❢♦r ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇s✱
❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❬✶✺❪✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❚✉r❜✬❖♣t②TM ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② t❤❡ ❋▲❯❖❘❊▼ ❝♦♠♣❛♥②✳ ❚❤❡②
❛r❡ ❛❧s♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❋❧♦r✐❞❛ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❬✸✾❪✮ ✉♥❞❡r t❤❡
♥❛♠❡ RM07R ✐♥ t❤❡ ❋▲❯❖❘❊▼ ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ♥♦♥s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ✐♥❞❡✜♥✐t❡ ✇✐t❤
❛ s✐③❡ ✷✼✷✱✻✸✺ ❛♥❞ ✸✼✱✸✺✺✱✾✵✽ ♥♦♥③❡r♦ ❡♥tr✐❡s✳ ❖t❤❡r t❡st ❝❛s❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✵✺❪✳

❲✐t❤ t❤✐s t❡st ❝❛s❡ s♦ ❢❛r✱ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ s♦♠❡ ❡①✐st✐♥❣ s♦❧✈❡rs
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛❝❝✉r❛❝② ✭s❡❡ ❬✶✵✸❪✮✳ ❬✶✵✻❪ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ ❛s ✇❡❧❧
t❤❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ■▲❯ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r s✉❜s②st❡♠s✳
■♥ ♦✉r ❤②❜r✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❧② ♦♥ ❛ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡r ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ s✉❜❞♦♠❛✐♥✱ s✉❝❤
❛s ▼❯▼P❙ ❬✹❪✳

✹✳✹✳✶ ❇❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ❞❡✢❛t❡❞ r❡st❛rt✐♥❣

❲❡ ♥♦✇ ❣✐✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✢❛t❡❞ ●▼❘❊❙ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③
♠❡t❤♦❞ ✭❆❙▼✮✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t ♦♥❡ ❧❡✈❡❧ ❆❙▼ ✐s ❛ ✇❡❛❦ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s D ❣❡ts ❧❛r❣❡✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ m ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞
t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡t❤♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ s✐③❡ m ♦❢
t❤❡ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ✐s ❛ tr✐❛❧✲❛♥❞✲❡rr♦r ♣r♦❝❡ss✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❞❡✢❛t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇

✹✸



◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s r♦❜✉st ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ✈❛❧✉❡s ♦❢ m ❛♥❞ D✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉s✐♥❣
❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ s✉❜♠❛tr✐❝❡s ❜②
t❤❡ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡r✳ ❍❡♥❝❡ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ t♦ ❢❛❝t♦r✐③❡ t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡
♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ ✇✐❧❧ ❣❡t s♠❛❧❧❡r ❛s D ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥ ♦❢
❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ❲❡ ❛❧s♦ r❡♣♦rt t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♠✉❧t✐♣❧✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❈P❯
t✐♠❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s D✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡st❛rt❡❞ ✈❡rs✐♦♥
✭●▼❘❊❙✭m✮✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✢❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✭❉●▼❘❊❙✭m, k✮✮✱ ✇❤❡r❡ m = 48 ❛♥❞ 64✳ ❆
❞❛s❤ ✐♥ ❛ ✜❡❧❞ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ♦❢ 10−8 ✐s ♥♦t r❡❛❝❤❡❞ ❛❢t❡r 2500
✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❉●▼❘❊❙ ♣r♦✈✐❞❡s r❡❧✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❢❛st❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
t❤❛♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡st❛rt❡❞ ●▼❘❊❙✳ ■t ❛❧s♦ ❣✐✈❡s ❛ ❢❛st❡r ♠❡t❤♦❞ s✐♥❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢❡✇❡r
✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ r❡✈❡❛❧s ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❞❡✢❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✇✐❧❧
♥♦t ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♠✉❧t✐♣❧✐❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ❤✉❣❡❧② ✇✐t❤ t❤❡
s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✇✐t❤ ●▼❘❊❙✭64✮ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ D = 16
❛♥❞ D = 32✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❘▼✵✼❘ ✿ ❇❡♥❡✜ts ♦❢ ✉s✐♥❣ ❉●▼❘❊❙ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r
❛♥❞ ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ ✶✳ ❚❤❡ ❞❡✢❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss r❡❞✉❝❡s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❤❡❧♣s
t♦ ✉s❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ t❤✉s ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❍❡r❡✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳

❉
●▼❘❊❙✭✹✽✮ ❉●▼❘❊❙✭✹✼✱✶✮ ●▼❘❊❙✭✻✹✮ ❉●▼❘❊❙✭✻✸✱✶✮

▼❛t✈❡❝s ❚✐♠❡ ▼❛t✈❡❝s ❚✐♠❡ r ▼❛t✈❡❝s ❚✐♠❡ ▼❛t✈❡❝s ❚✐♠❡ r
✶✻ ✺✺✶ ✷✸✵ ✷✶✷ ✶✼✸✳✹ ✸ ✸✺✺ ✶✾✸✳✽ ✷✵✽ ✶✻✽✳✾ ✷
✸✷ ✲ ✲ ✺✸✸ ✶✵✾✳✷ ✹ ✷✷✶✼ ✷✹✹✳✻ ✹✺✺ ✾✹✳✻ ✼
✻✹ ✲ ✲ ✹✶✵ ✺✻✳✽ ✹ ✲ ✲ ✹✺✸ ✺✵✳✽ ✼
✶✷✽ ✲ ✲ ✼✾✶ ✺✶✳✺ ✶✺ ✲ ✲ ✻✸✽ ✹✹✳✸ ✽

✹✳✹✳✷ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❉●▼❘❊❙ ❛♥❞ ❋✉❧❧ ●▼❘❊❙

❋r♦♠ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss st❛♥❞♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ●▼❘❊❙ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ t❤❛♥ t❤❡
r❡st❛rt❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✢❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❍♦✇❡✈❡r ❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ❣r♦✇s✱
✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ r♦✉♥❞✲♦✛ ❡rr♦rs✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t✇♦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ●r❛♠✲❙❝❤♠✐❞t ✭CGS✮ ❛♥❞
t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ●r❛♠✲❙❝❤♠✐❞t ✭MGS✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ♣r❡❢❡rr❡❞ s✐♥❝❡
✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❣♦♦❞ ❦❡r♥❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ■♥ t❤❡ P❊❚❙❝ ♣❛❝❦❛❣❡✱ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✐t ✐s ✉s❡❞ ❜② ❞❡❢❛✉❧t ✐♥ t❤❡ ●▼❘❊❙ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡✜♥❡♠❡♥t str❛t❡❣②✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✳✶✱ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❤✐st♦r②
✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝ts✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ st♦♣s
✇❤❡♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ✐s 10−10✳ ■t ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ✇✐t❤ CGS✱ st❛❣♥❛✲
t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ●▼❘❊❙ ✭✐♥ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮ ❞✉❡ t♦ s❡✈❡r❡ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛ ❧♦ss ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t②✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❤❛♣♣❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❛s✐s ✐s s♠❛❧❧
s✐♥❝❡ t❤❡ r♦✉♥❞✲♦✛ ❡rr♦rs ❛r❡ ♥♦t ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✈❡r② ❢❛r ❛♥❞ ❉●▼❘❊❙ ✭❞❛s❤✲❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✮
❝♦♥✈❡r❣❡s ❛t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛❝❝✉r❛❝② ❡✈❡♥ ✇✐t❤ CGS✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ ❣♦♦❞ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s
✜♥❛❧❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ❢✉❧❧ ●▼❘❊❙ ✇✐t❤ MGS ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮✱ ✐t ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♠❡♠♦r②
t♦ st♦r❡ ❛❧❧ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s ✭✷✻✺ ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✮✳ ■♥ ❉●▼❘❊❙✱
t❤❡ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s ✐s st♦r❡❞ ❥✉st ❢♦r ♦♥❡ ❝②❝❧❡✳ ❖♥❧② t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❜❛s✐s U ✐s st♦r❡❞ ♦✈❡r t❤❡
r❡st❛rt ❝②❝❧❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✈❡❝t♦rs M−1AU t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ❝♦✉♥ts✳ ❚❤✉s ✐♥
t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❧② 63 + 7× 2 = 77 ✈❡❝t♦rs ❛r❡ st♦r❡❞✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤✐s ♥✉♠❜❡r ❝❛♥ ❜❡
❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧❡r ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s s✐♥❝❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s st✐❧❧ ❣♦♦❞✱ ❛s s❤♦✇♥

✹✹
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CGS
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MGS

GMRES(64)

DGMRES(63;1;7)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✳✶✿ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❢✉❧❧ ●▼❘❊❙✱ ●▼❘❊❙✭m✮ ❛♥❞ ❉●▼❘❊❙✭m, k, r✮ ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐✲
❝❛❧ ●r❛♠✲❙❝❤♠✐❞t✭CGS✮ ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❡❞ ●r❛♠✲❙❝❤♠✐❞t ✭MGS✮ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳
k ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s t♦ ❡①tr❛❝t ❛t ❡❛❝❤ ❞❡t❡❝t❡❞ st❛❣♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ r ✐s t❤❡ t♦t❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ✸✷ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡
❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❛ ✶✲♦✈❡r❧❛♣✳

✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳

✹✳✺ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❞❡✢❛t✐♦♥ str❛t❡❣② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ●▼✲
❘❊❙✳ ❲❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ ❜♦t❤ ❈P❯ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ ❜② ❤②❜r✐❞ s♦❧✈❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛
♦♥❡ ❧❡✈❡❧ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞✉❧❡
❉●▼❘❊❙ ♦❢ t❤❡ P❊❚❙❝ ❧✐❜r❛r②✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts ✿ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❢✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❣❡♥❝② ♦❢ ❘❡s❡❛r❝❤ ✉♥❞❡r

t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❆◆❘✲❚▲❖●✵✼✲✵✶✶✲✵✸ ▲■❇❘❆❊❘❖✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛✉t❤♦r ✇❛s ❞♦♥❡ ✇❤✐❧❡

✈✐s✐t✐♥❣ t❤❡ ◆❈❙❆ ❛t ❯r❜❛♥❛✲❈❤❛♠♣❛✐❣♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❏♦✐♥t ❧❛❜♦r❛t♦r② ■◆❘■❆✲❯♥✐✈❡rs✐t②

♦❢ ■❧❧✐♥♦✐s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♣✐❞❡ ❝❧✉st❡r ✐♥ t❤❡

●❘■❉✬✺✵✵✵ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st❜❡❞ ✭s❡❡ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❣r✐❞✺✵✵✵✳❢r✮✳ ❲❡ t❤❛♥❦ t❤❡ r❡❢❡r❡❡s ❢♦r

♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♠❛♥② ✐♥str✉❝t✐✈❡ ❝♦♠♠❡♥ts✳

✹✺

https://www.grid5000.fr


❈❍❆P❚❊❘ ✺

▼❡♠♦r② ❊✣❝✐❡♥t ❍②❜r✐❞ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❙♦❧✈❡rs

❢♦r ▲❛r❣❡ ❈❋❉ ▲✐♥❡❛r ❙②st❡♠s

❏♦✐♥t ✇♦r❦ ✇✐t❤
❋r❛♥ç♦✐s P❆❈❯▲▲✱

❆❜str❛❝t✿ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ s♣❛rs❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s
❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❞❡s✐❣♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❋❧✉✐❞ ❉②♥❛♠✐❝s✳ ❋r♦♠ t❤❡
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠❛tr✐①✱ ❛ ❤②❜r✐❞ r♦❜✉st ❞✐r❡❝t✴✐t❡r❛t✐✈❡
s♦❧✈❡r ✐s ♦❢t❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ♠❡t❤♦❞ ❛s ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r✱ ❛ ❞♦♠❛✐♥
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛s ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❛♥❞ ❛ ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞ ❛s s✉❜❞♦♠❛✐♥
s♦❧✈❡r✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛♥❞
✐♥❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛t ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ♦❢ t❤✐s s❝❤❡♠❡✳ ❚♦ t❤✐s
❡♥❞✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❣r✐❞✲♣♦✐♥t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜❧♦❝❦ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡
♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♣❛rt✱ ❛ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡st❛rt❡❞ ●▼❘❊❙
❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜② ❞❡✢❛t✐♦♥✱ ❛ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❛❞❞✐✲
t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛♥ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝✴t✉r❜✉❧❡♥t ✜❡❧❞s ❛t
t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ❧❡✈❡❧✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❞✉str✐❛❧ t❡st ❝❛s❡s
t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡s❡ ❝❤♦✐❝❡s✳

❑❡②✇♦r❞s✿❍②❜r✐❞ ❧✐♥❡❛r s♦❧✈❡rs ❀ ❉❡✢❛t❡❞ ●▼❘❊❙ ❀ ❘❡str✐❝t❡❞ ❛❞❞✐t✐✈❡
❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❀ ❋✐❡❧❞❙♣❧✐t ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❀ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✲
✐♥❣ ❀P❊❚❙❝ ❀ ❈❋❉ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❀❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐①

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❞❡❛❧s ✇✐t❤ s♣❛rs❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✐♥ ❈❋❉ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐❝❡s✳
❙♦❧✈✐♥❣ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤✐s t②♣❡ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ♣❛r❛❧❧❡❧
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ❤②❜r✐❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s♦❧✈❡rs ❝♦♥s✐st ✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✈❡r ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡✱
❛ ❧♦❝❛❧ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡r ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦❣❡t❤❡r t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐♥❞✉❝❡❞
❜② ❛ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❇♦t❤ t②♣❡s ♦❢ s♦❧✈❡rs✱ ✐✳❡✳ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✱ ❛r❡
❤✐❣❤❧② ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡s❡ ❈❋❉ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s t♦ ❧♦✇❡r t❤✐s ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡✱ s♦ ❛s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s s♦❧✈❡❞
❛♥❞ ♠❡❡t t❤❡ ❡✈❡r✲❣r♦✇✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❧❛r❣❡ ♠❡s❤❡s✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❤②❜r✐❞ s♦❧✈❡r ❞❡s❝r✐❜❡❞

✹✻



❈♦♥t❡①t

✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ●▼❘❊❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✶✹❪✱ t❤❡ ❘❡str✐❝t❡❞ ❆❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③
✭❘❆❙✮ ♠❡t❤♦❞ ❬✸✵❪ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ▲❯ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞❡♠❛♥❞❡❞ ♠❡♠♦r② ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ✈❛r✐♦✉s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛t ❡✈❡r② ❧❡✈❡❧ ♦❢
t❤❡ ❤②❜r✐❞ s♦❧✈❡r✿ t❤❡ ●▼❘❊❙ ❣❧♦❜❛❧ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❘❆❙ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡
▲❯ ❧♦❝❛❧ ♦♥❡✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P♦rt❛❜❧❡ ❊①t❡♥s✐❜❧❡ ❚♦♦❧❦✐t
❢♦r ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭P❊❚❙❝✮ ❧✐❜r❛r② ❬✶✾✱ ✶✽✱ ✷✵❪✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s♦❧✈❡r ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛s♣❡❝t✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸
❞❡t❛✐❧s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹ ♣r❡s❡♥ts ❛♥
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ♦♥ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❡st ♠❛tr✐❝❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧ts ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✳

✺✳✷ ❈♦♥t❡①t

❇❡❢♦r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s♦♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❤②❜r✐❞ s♦❧✈❡r✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❈❋❉ ♠❛tr✐❝❡s ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

✺✳✷✳✶ ❚❤❡ ❋❛♠✐❧② ♦❢ ▲✐♥❡❛r ❙②st❡♠s

❆❧t❤♦✉❣❤ ❈❋❉ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ t♦♣✐❝s ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ✐♥ t❤✐s s✉❜✲
s❡❝t✐♦♥ s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡s❡ ✜❡❧❞s t❤❛t ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳ ❲❡ ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠✿

Ax = b ✭✺✳✶✮

✇❤❡r❡ A ✐s ❛♥ n× n s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ r❡❛❧ ❡♥tr✐❡s✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s✲
❝r❡t✐③❡❞ ✢♦✇ ❡q✉❛t✐♦♥s✬ r❡s✐❞✉❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✢✉✐❞ ✉♥❦♥♦✇♥s✳ ■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❛♣❡r✱
t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ P❉❊s ❛r❡ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s✲❆✈❡r❛❣❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡
✢♦✇s ♦❢ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞s✱ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡✲✈♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❝❛s❡s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❡ ❛❧❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✉❧t✐✲❜❧♦❝❦ str✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤❡s✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♣✐❡❝❡✇✐s❡
str✉❝t✉r❡❞ ❛rr❛②s ♦❢ ❤❡①❛❤❡❞r❛✳ ❚❤❡s❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ s♦❢t✲
✇❛r❡ ❚✉r❜✬❖♣t②TM r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ❛s ✜rst ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❙✳ ❆✉❜❡rt ❡t
❛❧ ✐♥ ❬✶✺❪✳ ❚❤❡s❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♥❡❛r ❡♥♦✉❣❤ ❢r♦♠ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥t ♦❢
t❤❡ ✢♦✇ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠✱ s♦ ❛s t♦ ❤❛✈❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡✐r ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❢❡❛t✉r✐♥❣ ❛ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡
r❡❛❧ ♣❛rt✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠✐❣❤t ❜❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ✉♥st❛❜❧❡✱ s♦♠❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♠❛②
❧❛② ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❛①✐s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♠❛❣✐♥❛r②✲♣❛rt ♠❛❣♥✐t✉❞❡
✐s r❛t❤❡r ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ st❡♥❝✐❧ ❜❡✐♥❣ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r✐❞
♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ♠❛tr✐① A ♣r❡s❡♥ts ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s♣❛rs✐t② ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
♠❛② st✐❧❧ ❜❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ✐♥ ✸❉✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛r st❡♥❝✐❧ ✉s❡s ✷✺ ♠❡s❤ ♥♦❞❡s✳ ❇❡❝❛✉s❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣r✐❞ ♣♦✐♥t ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ t✐❣❤t ❛♥❞ ✐♥✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛♥♥❡r✱
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ A ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞✲♣♦✐♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✿ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ nu ✉♥❦♥♦✇♥s
❛t ❡❛❝❤ ❣r✐❞ ♣♦✐♥t ❛r❡ st✉❝❦ t♦❣❡t❤❡r ❛s ❛ nu✲t✉♣❧❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ♠❛❞❡ ♦❢
t✐♥② ❞❡♥s❡ nu × nu ❜❧♦❝❦s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❛ ✸❉ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ k − ω t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧
❬✶✸✹❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 7✲t✉♣❧❡ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ (ρ, ρu, ρv, ρw, ρE, ρk, ρω)✱
✇❤❡r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ρ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞❡♥s✐t②✱ (u, v, w) t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ E t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣②✱ k
t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ω t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ t✉r❜✉❧❡♥t ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡✳ ❙♦ t❤❡ ♠❛tr✐①

✹✼



❈♦♥t❡①t

A ✐s str✉❝t✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

A =




A1,1 A1,2 · · · A1,N

A2,1 A2,2 A2,N

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
AN,1 AN,2 · · · AN,N


 ✭✺✳✷✮

✇❤❡r❡ AI,J ∈ R
nu×nu ❢♦r 1 6 I, J 6 N ❛♥❞ N = n/nu ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡s❤ ♥♦❞❡s✳ ◆♦t❡

t❤❛t ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ I, J ❧❡tt❡rs ❢♦r r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡s❡ s✉❜✲
♠❛tr✐❝❡s ♦❢ ♦r❞❡r nu✳ ❆♥♦t❤❡r ♥♦t❡✇♦rt❤② ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ A ✐s t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②
❛♠♦♥❣ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❡✈❡♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡s❡ s♠❛❧❧ s✉❜✲❜❧♦❝❦s✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❧❡✈❡❧s ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❏❛♠❡s♦♥✲❙❝❤♠✐❞t✲
❚✉r❦❡❧ ❝❡♥t❡r❡❞ s❝❤❡♠❡ ❬✽✷❪ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ♣❛rt✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧
❜❧♦❝❦s t♦ ❜❡ ✇❡❛❦ ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡①tr❛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❧♦❝❦s✱ ❜✉t ❣❡♥❡r❛❧❧②
r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ t❡r♠s✳ ❚❤❡s❡ ❡①tr❛✲❞✐❛❣♦♥❛❧
❜❧♦❝❦ ❡♥tr✐❡s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦r ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt
(A + AT )/2 ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ✐s ♥♦t ♣♦s✐t✐✈❡✲❞❡✜♥✐t❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♠❛tr✐① A ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐ts ❛♥✐s♦tr♦♣②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t✇♦❢♦❧❞✿ t❤❡ ✜rst ❦✐♥❞
✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❧② ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡s ✐♥❤❡r❡♥t t♦
❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇s✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝❡❧❧ r❛t✐♦ ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs ❛♥❞
❢❛r ✜❡❧❞✳

❲❡ ♥♦✇ ❣✐✈❡ ❛ s❤♦rt ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ s♦❧✈❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ P❊❚❙❝ ❧✐❜r❛r②✳

✺✳✷✳✷ ❚❤❡ ❍②❜r✐❞ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❙♦❧✈❡r

❚❤❡ s②st❡♠ ✭✺✳✶✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡r✱ ❜✉t ❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐♥✲
❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜❧❧✲✐♥ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ L ❛♥❞ U ❢❛❝t♦rs ❣r♦✇s ❞r❛st✐❝❛❧❧②✱ ✇❤✐❝❤
♣r♦❤✐❜✐ts t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ s♦❧✈❡rs ♦♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ♠✐❧✲
❧✐♦♥s ♦❢ ♠❡s❤ ♥♦❞❡s✳ ❆❧s♦✱ ❜❛s✐❝ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✐♥❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r t❤❡
t❛r❣❡t❡❞ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ❛♥❞ ♠✉❧t✐❣r✐❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ♦✉tr❛❣❡♦✉s❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛❞❛♣t✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♣
♦❢ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s t❤❡ ♦♥❧② ✐♥❞✉str✐❛❧ ♦♣t✐♦♥ ❧❡❢t✳ ▼❛tr✐① A ❜❡✐♥❣ ♥♦♥s②♠✲
♠❡tr✐❝✱ t❤❡ ●▼❘❊❙ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✶✹❪ ✐s ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✐ts ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣♦s❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
r❡❝✉rr✐♥❣ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❞♦❡s ❤❛✈❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❝♦sts✱ ❜♦t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ st❡♣s✱ ❛♥❞ ♠❛✐♥❧② ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s st♦r❛❣❡ ✭s❡❡ ❬✶✶✸❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❘❡st❛rt✐♥❣
t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛❢t❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s t❤❡ ✇❛② ♦❢ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦sts ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❢✉❧❧ ●▼❘❊❙ ❛♣♣r♦❛❝❤✿ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♣r♦♣❡rt② ✐s ❦❡♣t ❜✉t ♥♦t
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s♣❛❝❡ ❜✉✐❧t ✐♥✲❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡
r❡st❛rts✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✐♠ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✈❡r✱ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s
❛❧✇❛②s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ A✳ ❚❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ♠❛ss✐✈❡ ♥♦♥s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ♦✛✲
❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ♦♣t✐♠❛❧ str❛t❡❣②
✐s ✉s✉❛❧❧② ❤❛r❞ t♦ ❣✉❡ss✳ ■❢ ✇❡ ♥♦t❡ M t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r r✐❣❤t✲
♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✱ t❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ❝❤❡❛♣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♦❢ A s✉❝❤ t❤❛t AM−1 ✐s ♥♦t t♦♦
✐❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞✱ ❤❛s ✐ts ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛s ♠✉❝❤ ❝❧✉st❡r❡❞ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐s ♥♦t ❛t ❛ t♦♦ ❧❛r❣❡
❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ♥♦r♠❛❧✐t②✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢
❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ P❉❊s ❧♦❝❛❧✐t② ✐s ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❣❡t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s ♦♥ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ t❤✉s ❛♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r t❤❛t ✐s

✹✽



❈♦♥t❡①t

❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❘❆❙ ♠❡t❤♦❞ ❬✸✵❪✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ❣r❛♣❤ ♦❢ A✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜❧♦❝❦✲✇✐s❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❣r❛♣❤
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡s❤✱ ❛♥❞ ❝❛❧❧ W t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s {1, 2, ..., N}✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤
♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ P❛r▼❊❚■❙ ❬✽✻❪✱ s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥t♦ p ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣
s✉❜❞♦♠❛✐♥s✱ t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ p ❞✐s❥♦✐♥t s✉❜✲s❡ts {Wi}16i6p✱ ✇❤♦s❡ ✉♥✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ W ✳
●✐✈❡♥ t❤❛t W 0

i = Wi ❢♦r 1 6 i 6 p✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡ t❤❡ δ✲♦✈❡r❧❛♣ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ W ✿

W δ+1
i = W δ

i ∪ {J ∈W s.t. (I, J) ✐s ❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ❣r❛♣❤ ❛♥❞ I ∈W δ
i }. ✭✺✳✸✮

◆♦✇ ✇❡ ♥♦t❡ nδ
i t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r s✉❜✲s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧♦❝❦s ✇✐t❤ ✐♥❞✐❝❡s ✐♥ W δ

i ✱
❢♦r 1 ≤ i ≤ p ❛♥❞ δ = 0, 1, 2, ... ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❲❡ ❝❛❧❧ Rδ

i ∈ R
nδ

i×n t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r
❢r♦♠ R

n t♦ t❤❡ i✲t❤ ✈❡❝t♦r s✉❜✲s♣❛❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ W δ
i ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡✿

Aδ
i = Rδ

i A(Rδ
i )

T , ❢♦r 1 ≤ i ≤ p. ✭✺✳✹✮

❚❤❡♥ t❤❡ ❘❡str✐❝t❡❞ ❆❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ✭❘❆❙✮ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡✿

M−1 =

p∑

i=1

(R0
i )

T (Aδ
i )

−1Rδ
i . ✭✺✳✺✮

✇❤❡r❡ R0
i ∈ R

nδ
i×n ✐s t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❢r♦♠ R

n t♦ t❤❡ i✲t❤ ✈❡❝t♦r s✉❜✲s♣❛❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ W 0

i ✱ t❤❛t ✐s✱ ✇✐t❤♦✉t ♦✈❡r❧❛♣✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t M−1 ✐s ♥❡✈❡r ❡①♣❧✐❝✐t❧②
❝♦♥str✉❝t❡❞✿ ❣✐✈❡♥ ❛ ✈❡❝t♦r v ∈ R

n✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ r❛♥❦ i ♦♥❧② ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣❛rt
♦❢ t❤❡ M−1v ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s (Aδ

i )
−1Rδ

i v✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Aδ

i ✬s✱ ✐t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ s✉✛❡rs
❢r♦♠ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜✲s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✶ ❬✶✵✻❪✳ ❙✐♥❝❡
t❤✐s ✇✐❞❡ s✉❜❥❡❝t ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛♥❞ st✐❧❧ ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♣❧❡t❡
▲❯ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤♦✉t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✇♦rt❤ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✿
✇❤❛t ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ❛ ▲❯ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❛s ❛ s✉❜❞♦♠❛✐♥ s♦❧✈❡r ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✇✐t❤ ❛♥
✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ▲❯ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t②✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♦r ♥♦t t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✈❡r ✐❢
❡✈❡r ❛♥ ❡①❛❝t s✉❜❞♦♠❛✐♥ s♦❧✈❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐❢r♦♥t❛❧ s♣❛rs❡ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡r ▼❯▼P❙
❬✹✱ ✼❪ ✐s ✉s❡❞ ❤❡r❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ▲❯ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ Aδ

i = Lδ
i U

δ
i ❛♥❞ ❛♣♣❧② t❤❡ ❢♦r✇❛r❞

❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ✈❡❝t♦r✳
❚❤❡ ♠❡♠♦r② ❝♦st ♦❢ ❛ ▲❯ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ✈❡r② ❧❛r❣❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡

♦❢ Aδ
i ❝❛♥♥♦t ❜❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ❛s ❢♦r t❤❡ ✸❉ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ❧✐♠✐t t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ t♦ δ = 1✱

②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✿

M−1 =

p∑

i=1

(R0
i )

T (U1
i )−1(L1

i )
−1R1

i . ✭✺✳✻✮

▲❛st❧②✱ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥ ❛ ❢❡✇ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ s♦❧✈❡r✿ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ●r❛♠✲❙❝❤♠✐❞t ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❡ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ✈❡❝t♦rs✱ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ t❤❡
r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✐s ♥✉❧❧✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥✐✲
t✐❛❧❧② s❝❛❧❡❞ ✇✐t❤ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐❝❡s✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ♥♦r♠s
♦❢ A ❛r❡ r♦✉❣❤❧② ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ❧❛st ♣♦✐♥t ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ t❤❡ ●▼❘❊❙
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛s ✐t ❝♦♥❞❡♥s❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ A✳

❍❛✈✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♠❛✐♥ s♦❧✈❡r ❢❡❛t✉r❡s✱ ✐t ✐s ♥♦✇ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❧♦♦❦ ✐♥ s❤♦rt ✐♥t♦ ✐ts
♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳

✹✾



❙♦♠❡ ❑❡② ❊❧❡♠❡♥ts ✐♥ ▼❡♠♦r② ❯s❛❣❡

✺✳✷✳✸ ❚❤❡ ▼❡♠♦r② ■ss✉❡

❲❤❡t❤❡r t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❙❝❤✇❛r③ ♦r ❛ ❙❝❤✉r ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ♠❡♠♦r② ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❤②❜r✐❞ s♦❧✈❡r ✐s ♠❛✐♥❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ Li ❛♥❞ Ui

s✉❜❞♦♠❛✐♥ ❢❛❝t♦rs ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ✈❡❝t♦rs ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r✳
❆s t❤❡ ●▼❘❊❙ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♣r♦❝❡❡❞✱ ♥❡✇ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❡❞

❛❣❛✐♥st t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ r❡st❛rts ❛❢t❡r ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ s❛② m✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡❝t♦rs ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♣❛ss ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② m ❛♥❞ t❤❡
♠❡♠♦r② ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s O(n×m)✳ ■♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ●▼❘❊❙✱ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡❝t♦rs ✐s ❛s ❤✐❣❤ ❛s
n s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❛❢t❡r n ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❡①❛❝t ❛r✐t❤♠❡t✐❝s ♦r ♠♦r❡
s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❛❢t❡r d ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ d ✐s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ AM−1

❬✶✶✹❪✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ✇♦rst ♠❡♠♦r② ❝♦st ✐s O(n × d)✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r M−1 ✐s
✉s❡❞ t♦ r❡❧❛① t❤✐s ❜♦✉♥❞✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡
❛s ✐t ❞❡♣❡♥❞s ❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✳ ❍❡♥❝❡ ♥♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡
♠❛❞❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❢♦r t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ t♦ st♦r❡ t❤❡ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ s②st❡♠s✱ ❛ ✈❡r②
r♦✉❣❤ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r✉❧❡ ✇❤❡♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ▲❯ ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡
❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❧❡❛❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ✐s t❤❛t ❛❜♦✉t ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② ✐s
❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t♦rs✬ st♦r❛❣❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛❧❢ ✐s t❛❦❡♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❜② t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐
✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ●▼❘❊❙✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ t❤❡ s✉❜✲s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✹ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
r❡st❛rt❡❞ ●▼❘❊❙ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❡✢❛t✐♦♥ ❬✺✸❪ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣② t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡
♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ ●▼❘❊❙✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ str❛t❡❣② r❡q✉✐r❡s ❧❡ss ♠❡♠♦r②
♦♥ t❤❡ s✉♣♣❧✐❡❞ t❡st ❝❛s❡s✳ ❚❤✐s ❞❡✢❛t❡❞ ●▼❘❊❙ ✐s ❛❧s♦ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ♠♦r❡ r♦❜✉st t❤❛♥
t❤❡ r❡st❛rt❡❞ ●▼❘❊❙ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s✐s ❧❡♥❣t❤✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❡❞❣❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ●▼❘❊❙
♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ s♦✱ t♦ r❡❞✉❝❡ ❜♦t❤ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s ❛♥❞ ❞❡✢❛t✐♦♥ s✉❜s♣❛❝❡ s✐③❡s✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s✉❜✲s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✳

❋✐♥❛❧❧②✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✸❉ st❡♥❝✐❧ ✐♥✈♦❧✈❡s ✷✺ ♠❡s❤ ♥♦❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❝❛❧❛r ❡♥tr✐❡s ♣❡r r♦✇ ✐s ❛❜♦✉t ✶✼✺ ✐♥ t❤❡ ✼ ✉♥❦♥♦✇♥s ♣❡r
♥♦❞❡ ❝❛s❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ✸❉ ❝❛s❡s ❢♦r st♦r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
❢❛❝t♦rs ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜❞♦♠❛✐♥ s♦❧✈❡ ✐s ❡①♦r❜✐t❛♥t✳ ❆s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ P❊❚❙❝ ❧✐❜r❛r②✱ ✇❡ ❝❛♥
r❡❞✉❝❡ t❤✐s ♠❡♠♦r② ❜✉r❞❡♥ ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ ❡❛❝❤ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥t♦ t✇♦✲❜②✲t✇♦ ❜❧♦❝❦
♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ ♦♥❧② ❢❛❝t♦r✐③❡ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❧♦❝❦s ✇❤✐❧❡ ✉s✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❜❧♦❝❦ str❛t❡❣②
t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ✐♥✈❡rs❡✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜✲s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✸✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡
❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣❤②s✐❝s✲❜❛s❡❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs✳

❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛✐♠✐♥❣ ❛t t❤❡ ♠❡♠♦r② ❧♦❛❞ ❛❧❧❡✈✐❛t✐♦♥✳

✺✳✸ ❙♦♠❡ ❑❡② ❊❧❡♠❡♥ts ✐♥ ▼❡♠♦r② ❯s❛❣❡

❚❤❡ ✜rst ❜❛s✐❝ ✇❛② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s♦❧✈❡r ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ st♦r❛❣❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s
♦✛❡r❡❞ ❜② P❊❚❙❝✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❜❧♦❝❦ ❝♦♥st✐t✉t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐s
✭✺✳✷✮✱ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ❝♦♥❥♦✐♥t❧② ✉s❡ ♣♦✐♥t✲❜❧♦❝❦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

✺✳✸✳✶ ❙❝❛❧❛r ✈s ❇❧♦❝❦ ❉❛t❛ ❋♦r♠❛t

■❢ ✇❡ ♥♦t❡ BnnzA t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ❜❧♦❝❦s ✐♥ A✱ t❤❡ ❜❧♦❝❦✲❈❙❘ ❢♦r♠❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤r❡❡ ❛rr❛②s✿ ❛ {val(K), 1 6 K 6 BnnzA} ❛rr❛② ♣♦✐♥t✐♥❣ t♦✇❛r❞ t❤❡ st♦r❡❞ ❞❡♥s❡ ❜❧♦❝❦s✱
❛ {col(K), 1 6 K 6 BnnzA} ❛rr❛② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦s
st♦r❡❞ ✐♥ val ❛♥❞ ❛ {row(J), 1 6 J 6 N + 1} ❛rr❛② ♦❢ ♣♦✐♥t❡rs t♦✇❛r❞ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢
❡❛❝❤ st♦r❡❞ ❜❧♦❝❦ r♦✇ ✐♥ val ❛♥❞ col✳ ■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ val ✈❡❝t♦r ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ✽ ❜②t❡s

✺✵



❙♦♠❡ ❑❡② ❊❧❡♠❡♥ts ✐♥ ▼❡♠♦r② ❯s❛❣❡

s❝❛❧❛rs✱ ✉s✐♥❣ ❞♦✉❜❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ✹
❜②t❡s ✐♥t❡❣❡rs✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠❡♠♦r② ❢♦r t❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ A ✐s✿

BnnzA × n2
u × 8 + (BnnzA + N + 1)× 4 ❜②t❡s. ✭✺✳✼✮

❚❤❡ s❛♠❡ ♠❛tr✐① st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦ s❝❛❧❛r ❈❙❘ ❢♦r♠❛t ♥❡❡❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st♦r❛❣❡
♠❡♠♦r②✿

BnnzA × n2
u × 8 + (BnnzA × n2

u + n + 1)× 4 ❜②t❡s. ✭✺✳✽✮

❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ col ❛rr❛② ✐s t❤✉s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r n2
u ❛♥❞ t❤❡ row ♦♥❡ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r

❝❧♦s❡ t♦ nu✳ ■t ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s t♦ st♦r❡ ♠❛tr✐① A ❛s ❛ ❜❧♦❝❦ ♠❛tr✐① ❛s ❛♣♣♦s❡❞
t♦ ❛ s❝❛❧❛r ♠❛tr✐①✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❞❛t❛ st♦r❛❣❡ ❢♦r♠❛t ♦❢ A ♠❛② ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞
❢♦r t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r M−1✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❧✐❜r❛r② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♣❛rt✱ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ▼❯▼P❙✱ r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ s❝❛❧❛r st♦r❛❣❡✳ ❙✉❝❤ ❛
st♦r❛❣❡ ♦❢ A ✐s ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✿ ✇❤❡♥
✉s✐♥❣ ❜❧♦❝❦s✱ t❤❡ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ ❞❡♥s❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ ❝♦♥st❛♥t
s✐③❡✱ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❛♥ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧ t❤❛♥ ❜❧♦❝❦s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s s❝❛❧❛r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ❧♦✇❡r
♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❡♥tr✐❡s ♠❛② ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞✳

●✐✈❡♥ t❤❡s❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ❜❧♦❝❦ ❞❛t❛ ❢♦r♠❛t✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❡✣❝✐❡♥t t♦ ❜❛s❡ t❤❡
♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ❣r❛♣❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ A ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❜❧♦❝❦s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ❡♥tr✐❡s ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇ t♦ s❛✈❡ s♦♠❡ ♠❡♠♦r② ❛♥❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ st❡♣✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ❣r❛♣❤ ❜❡✐♥❣
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡s❤✱ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐t ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧② ♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡②
❞♦ ♥♦t s♣❧✐t t❤❡ str♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ✉♥❦♥♦✇♥s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❛ s❛♠❡ ♠❡s❤ ♥♦❞❡ ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t
♣r♦❝❡ss❡s✳

❲❡ ♥♦✇ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ❛❞❥❛❝❡♥t ❣r❛♣❤
♦❢ A✳

✺✳✸✳✷ ❚❤❡ P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣

■♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✱ P❛r▼❊❚■❙ ❞✐✈✐❞❡s t❤❡ s❡t W ✐♥t♦ p s✉❜✲♣❛rts {W 0
i }16i6p✳

❆t ✜rst✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡r ♠✉st ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✇❡✐❣❤ts ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ✐♥ W ❛♥❞ t♦ ❡❛❝❤
❡❞❣❡ (I, J) ♦❢ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❝❤♦✐❝❡ ✐s t♦ ❛ss✐❣♥ ❛ ✉♥✐t ✇❡✐❣❤t t♦ ❡❛❝❤
✈❡rt❡① ❛♥❞ t♦ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡ ❝✉t ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❡❞❣❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♦♥❡ ✈❡rt❡① ✐♥ ♦♥❡
s✉❜✲♣❛rt ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❡rt❡① ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡❞❣❡ ❝✉t ✇❡✐❣❤t ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧
t❤❡s❡ ❡❞❣❡ ✇❡✐❣❤ts✳ ❲❤✐❧❡ ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡r ❛✐♠s ❛t ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡
❡❞❣❡ ❝✉t ✇❡✐❣❤t✱ ✇❤✐❝❤ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ s♦❧✈❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤✐s ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s t♦ ❜✉✐❧❞ s✉❜✲♣❛rts ✇✐t❤ ♥❡❛r❧②
❡q✉❛❧ t♦t❛❧ ✈❡rt❡① ✇❡✐❣❤t✱ ❢♦r ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✐s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡s❤
♥♦❞❡s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦r t❤❡ ♠❡s❤ ❝❡❧❧ ❛s♣❡❝t✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡r ❜❡✐♥❣
✉♥❞✐r❡❝t❡❞✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✇❡✐❣❤t WI,J ♦❢ ✉♥♦r❞❡r❡❞ (I, J) ✈❡rt❡①
♣❛✐rs✿

WI,J =
1

2
(‖AI,J‖F + ‖AJ,I‖F ) , ✭✺✳✾✮

✇❤❡r❡ ‖.‖F ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♥♦r♠✳ ❚❤✐s ♠❛tr✐① ♥♦r♠ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ✐ts ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ✐ts ❡✈❡♥♥❡ss ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛❧❧ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❡♥tr✐❡s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡s❡ ❡❞❣❡
✇❡✐❣❤ts✱ P❛r▼❊❚■❙ ✐s tr②✐♥❣ t♦ ❛✈♦✐❞ ❝✉tt✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ t❤r♦✉❣❤ str♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❞❣❡s✳
❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✇❤✐❧❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✐♥♥❡r
s✉❜❞♦♠❛✐♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ✈❡rt❡① ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❦❡♣t ❛t ♦♥❡✳
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■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳✶ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳✷✱ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❜② P❛r▼❊❚■❙ ✐♥t♦
✽ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ ✇❡✐❣❤ts ♦r ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♥♦r♠✳ ❚❤❡
❣❡♦♠❡tr② ✐s ❛ ❘❆❊ ❛✐r❢♦✐❧ ♣r♦✜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❈✲s❤❛♣❡❞ ♠❡s❤✳ ❚❤❡ ✢♦✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❛
❢❛r✲✜❡❧❞ ▼❛❝❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✵✳✸✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡s ♦❢ str♦♥❣❡st ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡s ❡①❝❡♣t
❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❡❛✿ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ❛♥❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ s✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ s✐❞❡s✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐♥❡s ❛r❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ✇✐♥❣ ✇❛❧❧ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✇❛❦❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❣✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐♥❡s ❛r❡ ✈❡rt✐❝❛❧✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳✶ ❡①❤✐❜✐ts ♥✉♠❡r♦✉s ❝✉ts ❛❝r♦ss
t❤❡ str♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❧✐♥❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ s✉❜✲♣❛rt ❧♦❝❛t❡❞ ❡♥t✐r❡❧② ✐♥ t❤❡ s✉❝t✐♦♥ s✐❞❡
❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r✱ ♦r ✐♥ t❤❡ s✉❜✲♣❛rt str❡t❝❤❡❞ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇✐♥❣✬s ✇❛❦❡✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣
♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳✷ ❞♦❡s ❛✈♦✐❞ t❤❡s❡ ❤❡❛✈② ✇❡✐❣❤t❡❞ ❡❞❣❡ ❝✉ts✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ ♦♥ t❤✐s ❧❛st ✜❣✉r❡
t❤❛t s♦♠❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ♠❛② ❝♦♥s✐st ✐♥ ♥♦♥✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♥♦r♠
❡❞❣❡ ✇❡✐❣❤ts✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳✶✿ P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐♥t♦ ✽ s✉❜❞♦♠❛✐♥s
✉s✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠ ❡❞❣❡ ✇❡✐❣❤ts

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳✷✿ P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐♥t♦ ✽ s✉❜❞♦♠❛✐♥s
✉s✐♥❣ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♥♦r♠ ❡❞❣❡ ✇❡✐❣❤ts

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜✲s❡❝t✐♦♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❛② ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡
♠❡♠♦r② ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ ▲❯ ❢❛❝t♦rs✱ ✇❤✐❧❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✲❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✳

✺✳✸✳✸ ❙♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ❋✐❡❧❞s

❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐s Aδ
i ✱ ❢♦r 1 ≤ i ≤ p✳ ❋♦r t❤❡

♣✉r♣♦s❡ ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs✱ t❤❡s❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ❝❛♥ ❡❛s✐❧②
❜❡ s♣❧✐tt❡❞ ❜② P❊❚❙❝ ✐♥t♦ ❛ t✇♦✲❜②✲t✇♦ ❜❧♦❝❦ ♠❛tr✐① ❢♦r♠✿

Aδ
i ≡

[
A1 1 A1 2

A2 1 A2 2

]
. ✭✺✳✶✵✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✜✈❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s (ρ, ρu, ρv, ρw, ρE✮ ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② str♦♥❣❧② ❝♦✉♣❧❡❞
❛♥❞ s♦ ❛r❡ t❤❡ t✇♦ t✉r❜✉❧❡♥t ♦♥❡s (ρk, ρω)✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝✴t✉r❜✉❧❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡
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s♣❧✐tt✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ A1 1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❜❧♦❝❦ s✐③❡ ❡q✉❛❧s ✷✮✱ A2 2 ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❜❧♦❝❦ s✐③❡ ❡q✉❛❧s ✺✮✱ ✇❤✐❧❡ A1 2 ❛♥❞ A2 1 ❝❛rr② ♦♥❡✲✇❛②
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❲❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

(Aδ
i )

−1 ≈
[
A1 1 0
A2 1 A2 2

]−1

=

[
A−1

1 1 0

−A−1
2 2A2 1A

−1
1 1 A−1

2 2

]
=

[
I 0

0 A−1
2 2

] [
I 0
−A2 1 I

] [
A−1

1 1 0
0 I

]
.

✭✺✳✶✶✮
❋r♦♠ ✭✺✳✶✶✮✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ✐s s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s ❢❛❝t♦r✐③✐♥❣ t❤❡
❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❧♦❝❦s✿

(Aδ
i )

−1 ≈
[
I 0

0 U−1
2 2 L−1

2 2

] [
I 0
−A2 1 I

] [
U−1

1 1 L−1
1 1 0

0 I

]
. ✭✺✳✶✷✮

❋♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝❛s❡s t❡st❡❞ s♦ ❢❛r✱ t❤❡r❡ ✇❛s ♦♥❧② ❛ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ●▼❘❊❙
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ A1 1 ❛♥❞ t❤❡ ❛❡r♦❞②✲
♥❛♠✐❝ ♦♥❡s t♦ A2 2 ♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❆❧s♦✱ ✐♥ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ♣❡♥❛❧t② ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ❜❧♦❝❦ ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛s
✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ s✉❝❤ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ♠✉❧t✐♣❧❡✳ ❋✐rst
♦❢ ❛❧❧✱ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts r♦✉❣❤❧② ✹✵✪ ❧❡ss ❡♥tr✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s✱ s✐♥❝❡ ❛ ♠❛tr✐①
❜❛s❡❞ ♦♥ 7× 7 ❜❧♦❝❦s ✐s s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞
❜❛s❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦♥ 5×5 ❛♥❞ 2×2 ❜❧♦❝❦s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇ t❤❡ s❛✈✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ❛s
✇❡❧❧✱ ❡❛❝❤ t✐♠❡ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♥tr✐❡s
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❧♦❝❦s t❤❛t ❛r❡ ❢❛❝t♦r✐③❡❞✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ✐♥ s♦♠❡ r❛r❡ ❝❛s❡s✱ t❤✐s ✜❡❧❞s♣❧✐t t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡ t❤❡
♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✳ ■♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲❜②✲t✇♦ ❜❧♦❝❦ ♠❛tr✐① ❢r♦♠ ✭✺✳✶✶✮ r❡q✉✐r❡s t❤❛t A1 1 ❛♥❞
A2 2 ❛r❡ ❜♦t❤ ♥♦♥s✐♥❣✉❧❛r✱ ❜✉t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❜❧♦❝❦s ♠✐❣❤t ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ s✐♥❣✉❧❛r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ♠❛tr✐① ✭✺✳✶✵✮ ✐s ❢❛r ❢r♦♠ s✐♥❣✉❧❛r✳ ❋r♦♠ ♦✉r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✱ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜❧♦❝❦
✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ♠✐❣❤t ❜❡✱ ✐♥ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✉❜❞♦♠❛✐♥s✱ ❛t ❛ ❝❧♦s❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ s✐♥❣✉❧❛r✐t②✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜✲s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❞❡✢❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ r❡♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠
AM−1 ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡ t❤❛t ❤❛♥❞✐❝❛♣s t❤❡ r❡st❛rt❡❞ ●▼❘❊❙ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

✺✳✸✳✹ ❉❡✢❛t✐♦♥

❚❤❡ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ●▼❘❊❙ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙❛❛❞ ❛♥❞
❙❝❤✉❧t③ ❬✶✶✹❪✳ ■ts s✉♣❡r❧✐♥❡❛r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❘✐t③ ✈❛❧✉❡s
❬✶✸✷❪ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉rs ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ■♥ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ●▼❘❊❙ ♠❡t❤♦❞ r❡st❛rts t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ❛❢t❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ s❛② m ❛♥❞ t❛❦❡s t❤❡ ❧❛st ✐t❡r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝②❝❧❡ ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❢♦r
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝②❝❧❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡st❛rt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦st
♦❢ st♦r✐♥❣ t❤❡ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s ❛♥❞ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ✐ts ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞
s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛t❤❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛r❡ ❧♦st ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ r❡st❛rt✳
❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ s❧♦✇ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦r ❡✈❡♥ ❛ st❛❣♥❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡
r❡st❛rt ♦❝❝✉rs t♦♦ ❡❛r❧②✳

❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❞❡✢❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡
r❡st❛rt❡❞ ●▼❘❊❙ ❜② ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❘✐t③ ✈❛❧✉❡s ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ r❡st❛rt ❢♦r t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t
r❡st❛rt ❝②❝❧❡s ❬✶✻✱ ✷✽✱ ✺✸✱ ✽✼✱ ✾✽✱ ✾✾❪✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✭❉❊❋▲❆❚❊❉✲
●▼❘❊❙✭m, r✮ ❛♥❞ ❉❊❋▲❆❚■❖◆✭m✮✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✺✸✱ ✷✽❪ ✇❤✐❝❤ ❜✉✐❧❞ ❛ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r
❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s t♦ ❞❡✢❛t❡✳ ❲❡
❜r✐❡✢② ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❦❡② st❡♣s ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣② ♣r♦♣♦s❡❞

✺✸



❙♦♠❡ ❑❡② ❊❧❡♠❡♥ts ✐♥ ▼❡♠♦r② ❯s❛❣❡

❜② ❙♦s♦♥❦✐♥❛ ❡t ❛❧ ❬✶✷✹❪ t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡
❞❡✢❛t✐♦♥✳

▲❡t P ❜❡ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✲
✈❛❧✉❡s λ1, λ2, . . . , λr ♦❢ AM−1✳ ▲❡t t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ U ❢♦r♠ ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s ❢♦r P ✳
❚❤❡ ❞❡✢❛t❡❞ ●▼❘❊❙ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✺✸❪ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✿

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✳✶✳ ■❢ T = UT AM−1U ❛♥❞ M̃ = In + U(|λn|T − Ir)U
T ✱ t❤❡♥ M ✐s ♥♦♥s✐♥✲

❣✉❧❛r ❛♥❞
M̃−1 = In + U(|λn|−1 − Ir)U

T , ✭✺✳✶✸✮

❛♥❞ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ AM−1M̃ ❛r❡ λr+1, λr+2, . . . , λn, |λn|✱ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ❤❛s ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②
❛t ❧❡❛st r✳

❚❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❛ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♠❛tr✐① AM−1✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥ ❬✺✸❪ ✐s
st✐❧❧ ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ st✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♠❛tr✐①✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛
❧❡❢t ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♠❛tr✐① M−1A✳ ◆♦✇✱ ✐❢ M̃−1 ✐s ✉s❡❞ ❛s ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐♥ t❤❡ r❡st❛rt❡❞
●▼❘❊❙✭m✮✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡❧② ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ r❡st❛rt❡❞ ✈❡rs✐♦♥ s✐♥❝❡
t❤❡ r s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t s❧♦✇ ❞♦✇♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
s②st❡♠ ❬✺✸❪✳

❚♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r M̃−1✱ ♥❡✇ ❡✐❣❡♥❝♦♠♣♦♥❡♥ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ❡❛❝❤
r❡st❛rt t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ❜❛s✐s U ✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥❡❞ ♠❛tr✐①✱ t❤❡ ❘✐t③ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✈❛❧✉❡s✳
❆t st❡♣ m✱ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❍❡ss❡♥❜❡r❣ ♠❛tr✐① Hm ❛♥❞ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs
Vm+1 = [v1, v2, . . . , vm, vm+1] s✉❝❤ t❤❛t AM−1Vm = Vm+1H̄m = VmHm+h{m+1,m}vm+1e

T
m✳

▲❡t (λ, Vmy) ❜❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡✐❣❡♥♣❛✐r ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ span{Vm} ✇❤❡r❡ y
✐s ❛♥ m✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r✳ ❯s✐♥❣ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❡ ❣❡t✿

V T
m (AM−1 − λI)Vmy = 0

⇒ Hmy = λy. ✭✺✳✶✹✮

❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ Hm ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❘✐t③ ✈❛❧✉❡s ♦❢ AM−1✳ ❆❢t❡r ❡❛❝❤ r❡st❛rt✱ ❛
❙❝❤✉r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ Hm ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ✐ts ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
♦r❞❡r✳ ❲❡ ❡①tr❛❝t k ❙❝❤✉r ✈❡❝t♦rs S ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ Hm✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ U = VmS ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❙❝❤✉r ✈❡❝t♦rs ♦❢ AM−1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✐ts s♠❛❧❧❡st
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘✐t③ ✈❛❧✉❡s✱✐t ❛♣♣❡❛rs ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❬✷✽✱ ✸✹✱ ✾✾❪
t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❘✐t③ ✈❛❧✉❡s ②✐❡❧❞ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s
♦❢ AM−1✳ ◆♦✇✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ span{AM−1Vm} ❢♦r t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡
●❛❧❡r❦✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇r✐t❡s✿

(AM−1Vm)T (AM−1 − λI)Vmy = 0 ✭✺✳✶✺✮

⇒ (Hm + h{m+1,m}H
−T
m emeT

m)y = λy. ✭✺✳✶✻✮

❆s ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❙❝❤✉r ✈❡❝t♦rs S ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝✲❘✐t③ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✻✮✳ ❆t ❡❛❝❤ r❡st❛rt ♦❢ ●▼❘❊❙✱ t❤❡
❉❊❋▲❆❚❊❉✲●▼❘❊❙✭m, k✮ ✇✐❧❧ t❤✉s ❝♦♠♣✉t❡ k ❙❝❤✉r ✈❡❝t♦rs ♥♦t❡❞ X ❢r♦♠ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✻✮✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ t❤❡ ♥❡✇ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡
♦t❤❡r ✈❡❝t♦rs ✐♥ U ✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ●▼❘❊❙✱ U ❞♦❡s ♥♦t
❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ✈❡❝t♦r✳ ❋♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ s②st❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛tr✐①✱ t❤❡ ❜❛s✐s
U ♠❛② ❜❡ ❦❡♣t ❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst s②st❡♠ ❢♦r s✉❜s❡q✉❡♥t s♦❧✈❡s✳ ❙♦ ❢❛r ✇✐t❤
t❤❡ ♥❡✇ s❡t ♦❢ ❙❝❤✉r ✈❡❝t♦rs [U, X]✱ t❤❡ ♠❛tr✐① T ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❜❧♦❝❦ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

✺✹



❘❡s✉❧ts

❛♥❞ ❛ LU ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❜❛s✐s U ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② X ❢♦r t❤❡ ♥❡①t r❡st❛rt ❝②❝❧❡s
❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✸✮✳ ❲❡ ♥♦✇ ❛♥❛❧②③❡
t❤❡ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❉❊❋▲❆❚❊❉✲●▼❘❊❙✭m, k✮ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t t♦ t❤❛t ♦❢
●▼❘❊❙✭m✮ ❛♥❞ ❢✉❧❧ ●▼❘❊❙✳

❆s ✐♥ ●▼❘❊❙✭m✮✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ ❉❊❋▲❆❚❊❉✲●▼❘❊❙✭m, k✮
❜② m✳ ❆t ❡❛❝❤ r❡st❛rt✱ k ♥❡✇ ❙❝❤✉r ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s U ✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① AM−1U
✐s ❦❡♣t ❛s ✇❡❧❧ t♦ s❛✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ T ✳ ❚❤❡ ♠❡♠♦r② ❝♦st ✐s t❤✉s
2nqk ❢♦r q r❡st❛rts✳ ❆s ❛❞✈✐s❡❞ ✐♥ ❬✺✸❪✱ t❤✐s ❝♦st ❝❛♥ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② st♦♣♣✐♥❣ t❤❡ ❞❡✢❛t✐♦♥
❛❢t❡r ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡st❛rts✳ ❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s U ✱ s❛②
r✳ ◆♦✇ t❤❡ ❉❊❋▲❆❚❊❉✲●▼❘❊❙✭m, k✮ ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ❧❡ss ♠❡♠♦r② t❤❛♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ●▼❘❊❙ ✐❢
rk < d ✇❤❡r❡ d ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ●▼❘❊❙✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ ❉❊❋▲❆❚❊❉✲●▼❘❊❙✭m✱k✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♥❡❡❞❡❞ ❜② U ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ r✳ ❚♦
❧✐♠✐t t❤❡s❡ ❝♦sts✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣② ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡
❜❡❢♦r❡ ❛❞❞✐♥❣ ♥❡✇ ❙❝❤✉r ✈❡❝t♦rs ✐♥ U ✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ✐s ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ✇♦r❦ ❜② ❙♦s♦♥❦✐♥❛
❡t ❛❧ ❬✶✷✹❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s ❧❡♥❣t❤ ✐s ❛❞❛♣t✐✈❡❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡s✐❞✉❛❧
♥♦r♠ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠❡t ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s ❛❧❧♦✇❡❞✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ r❛t❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ ❜❛s✐s U ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t s❧♦✇ ❞♦✇♥
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ st❡♣s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳ ❆s st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
st❛rts ✇✐t❤ ❛♥ ❡♠♣t② ❜❛s✐s U ✳ ❆t ❡❛❝❤ r❡st❛rt✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ t❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♠❛✐♥✐♥❣ st❡♣s ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✭Iter✮✳ ■❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛❝❝✉r❛❝② ǫ ❝❛♥♥♦t ❜❡
♠❡t ❞✉r✐♥❣ t❤❡s❡ st❡♣s✱ ♥❡✇ ❙❝❤✉r ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❜❛s✐s U ✳ ◆♦t❡ t❤❛t
M̃−1 ✐s ♥❡✈❡r ❢♦r♠❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳ ■ts ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s r❛t❤❡r ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r②✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ❉●▼❘❊❙✭m, k, rmax✮ ✲ ❘❡st❛rt❡❞ ●▼❘❊❙ ✇✐t❤ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❞❡✢❛t✐♦♥
❘❡q✉✐r❡✿ m✱ itmax✱ ǫ✱ k✱ r✱smv✱rmax❀
✶✿ ❙❡t B ≡ AM−1✱ M−1 ✐s t❤❡ ❘❆❙ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r
✷✿ r0 = b−Bx0; U = [ ]❀ M̃ = I; it = 0; r = 0;
✸✿ ✇❤✐❧❡ ✭||r0|| > ǫ✮ ❞♦
✹✿ ❘✉♥ ❛ ●▼❘❊❙✭m✮ ❝②❝❧❡ ✭m ✐t❡r❛t✐♦♥s✮ ♦♥ BM̃−1 t♦ ❣❡t xm ❛♥❞ rm ✭❙❡❡ ❬✶✶✹❪✮
✺✿ it← it + m;
✻✿ ✐❢ (||rm|| > ǫ ❛♥❞ it < itmax) t❤❡♥

✼✿ Iter = m ∗ log( ǫ
||rm||)/log( ||rm||

||r0||
);

✽✿

✾✿ ✐❢ ✭Iter > smv ∗ (itmax− it) ❛♥❞ r < rmax ✮ t❤❡♥
✶✵✿ ❊st✐♠❛t❡ k s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ BM−1 ✭❙❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✹ ♦r ✺✳✶✻✮

✶✶✿ ❈♦♠♣✉t❡ ❞❛t❛ ❢♦r M̃−1 ✭❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✳✶✮❀ r = r + k;
✶✷✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✸✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✹✿ x0 = xm✱ r0 = rm

✶✺✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ♦♥ t❤r❡❡
t❡st ❝❛s❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜✲s❡❝t✐♦♥s✳

✺✳✹ ❘❡s✉❧ts

❲❡ st❛rt ❜② ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ t❡st ❝❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❚❤❡♥ t❤❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♣❛rts✿ t❤❡ ❡❞❣❡ ✇❡✐❣❤ts✱ ❋✐❡❧❞❙♣❧✐t ❛♥❞ ❞❡✢❛t✐♦♥ ✐♠♣❛❝t
st✉❞✐❡s✳

✺✺



❘❡s✉❧ts

✺✳✹✳✶ ❚❤❡ ❚❡st ❈❛s❡s

❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ t❤r❡❡ t❡st ❝❛s❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r✱ t✇♦ ♦❢ ✇❤✐❝❤
✭❘▼✵✼❘ ❛♥❞ ❍❱✶✺❘✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❋❧♦r✐❞❛ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ❝♦❧❧❡❝✲
t✐♦♥ ❬✸✾❪✳ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✹✳✶✱ ✺✳✹✳✷ ❛♥❞ ✺✳✹✳✸ ❞✐s♣❧❛② t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛tt❡r♥✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ♥❡❛r❧② s②♠♠❡tr✐❝✳

❈❛s❡ n N nu nnzA

❱❱✶✶❘ ✷✼✼✵✾✺ ✸✾✺✽✺ ✼ ✸✵✵✵✵✾✺✷
❘▼✵✼❘ ✸✽✶✻✽✾ ✺✹✺✷✼ ✼ ✸✼✹✻✹✾✻✷
❍❱✶✺❘ ✷✵✶✼✶✻✾ ✷✽✽✶✻✼ ✼ ✷✽✸✵✼✸✹✺✽

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ♠❛tr✐① ♦r❞❡r ✭n✮✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡s❤ ♥♦❞❡s ✭N✮✱ ❜❧♦❝❦ s✐③❡ ✭nu✮ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♥♦♥✲③❡r♦ ❡♥tr✐❡s ✭nnzA✮ ♦❢ t❤❡ t❡st ❝❛s❡s

❚❤❡ ❘▼✵✼❘ ♠❛tr✐① ✐s ❛ ✸❉ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❥❡t ❡♥❣✐♥❡ ❝♦♠♣r❡ss♦r ✇✐t❤ ❢r♦③❡♥ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳
❍❡♥❝❡ t❤❡ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ✭❜❧♦❝❦ s✐③❡ ✇♦✉❧❞
❜❡ ✺✮ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ❱❱✶✶❘ ♠❛tr✐① ✐s ❛ ❧♦✇ ▼❛❝❤ ♥✉♠❜❡r ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥
❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ ✈❛♥❡✿ ♦♥❧② ❛ t❤✐♥ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛♥❡ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞✱ ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ♣❡r✐♦❞✐❝
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❍❱✶✺❘ ♠❛tr✐① ✐s ❛ ✸❉ ❝❛r ❡♥❣✐♥❡ ❢❛♥ ❝❛s❡✱ t❤❡ ✢♦✇ ❡①❤✐❜✐ts ❛
❧♦✇ ▼❛❝❤ ♥✉♠❜❡r✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❘▼✵✼❘ ❝❛s❡✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ✐♥t❡r✲❜❧❛❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥
❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ t♦ s♦♠❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ str✉❝t✉r❡❞
♠❡s❤ s✉❜✲❜❧♦❝❦s ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♠❛tr✐① str✉❝t✉r❛❧ ♣❛tt❡r♥ ❢♦r t❤❡
t❤r❡❡ ❝❛s❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✳✶✿ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ♣❛t✲
t❡r♥ ♦❢ ❱❱✶✶❘

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✳✷✿ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ♣❛t✲
t❡r♥ ♦❢ ❘▼✵✼❘

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✳✸✿ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ♣❛t✲
t❡r♥ ♦❢ ❍❱✶✺❘

✺✳✹✳✷ ❚❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ♦❢ t❡sts

❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❞♦♥❡ ♦♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❡♠♦r② s✉♣❡r❝♦♠♣✉t❡r ❱❛r❣❛s∗ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ✸✱✺✽✹
P♦✇❡r✻ ❈P❯s✳ ❊❛❝❤ P♦✇❡r✻ ❈P❯ ✐s ❛ ❞✉❛❧✲❝♦r❡ ✷✲✇❛② ❙▼❚ ✇✐t❤ ❛ ♣❡❛❦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛t
✹✳✼ ●❍③✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ✶✶✷ ♥♦❞❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ■♥✜♥✐❜❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦✳
❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ❤❛s ✸✷ P♦✇❡r✻ ❈P❯s t❤❛t ❛❝❝❡ss ✶✷✽●❇ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠❡♠♦r② ✐♥ ❛ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ✇❛②
✭❤❛r❞✇❛r❡ ◆❯▼❆ ♥♦❞❡s✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❙P▼❉✲❧✐❦❡ ✇✐t❤ ❛ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣
♣❛r❛❞✐❣♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳

∗❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐❞r✐s✳❢r✴s✉✴❙❝❛❧❛✐r❡✴✈❛r❣❛s✴❤✇✲✈❛r❣❛s✳❤t♠❧

✺✻
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✺✳✹✳✸ P❛r▼❊❚■❙ ❊❞❣❡ ❲❡✐❣❤ts

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❡❞❣❡
✇❡✐❣❤ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐① ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s✉❜✲s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ♦♥❧② ❛ss❡ss ♦♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛t ❛ t✐♠❡✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ●▼❘❊❙ ✇✐t❤♦✉t ❋✐❡❧❞❙♣❧✐t ✐s ❛❧✇❛②s ✉s❡❞
✐♥ t❤✐s s✉❜✲s❡❝t✐♦♥✳
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s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✳✹✿ ❘▼✵✼❘ ✫ ❍❱✶✺❘✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ ✇❡✐❣❤ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ●▼❘❊❙ ♠❡t❤♦❞✱ ❉✸✷ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✸✷ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
P❛r▼❊❚■❙ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣

❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✳✹ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❣♦♦❞ ♣❛rt✐t✐♦♥✲
✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❘❆❙ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥❞❡❡❞ ✸✷ ❛♥❞ ✻✹ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❘▼✵✼❘
❛♥❞ ❍❱✶✺❘ t❡st ❝❛s❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ●▼❘❊❙ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤✲
♦✉t ❡❞❣❡ ✇❡✐❣❤ts✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥❞❡❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢❛st❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❤②❜r✐❞ s♦❧✈❡r
❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❞❣❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✳ ❖♥ ❘▼✵✼❘ ❢♦r ✐♥✲
st❛♥❝❡✱ t❤❡ ●▼❘❊❙ r❡q✉✐r❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✶✶✼ ❛♥❞ ✶✹✾ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ✸✷ ❛♥❞ ✻✹ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳
❲✐t❤♦✉t ❡❞❣❡ ✇❡✐❣❤ts✱ ✐t r❡q✉✐r❡s ❛❧♠♦st ✷✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ✸✷ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ♠♦r❡ t❤❛♥
✷✺✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ✻✹ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❡✈❡♥ str♦♥❣❡r ❢♦r ❍❱✶✺❘✳
❲✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ ❡❞❣❡ ✇❡✐❣❤ts✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❡♥♦✉❣❤ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ s✉❜❞♦♠❛✐♥✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ●▼❘❊❙ st❛❣♥❛t❡s ❛❢t❡r ❛
❢❡✇ st❡♣s✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦ r❡st❛rt ✐s ❞♦♥❡ ❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ●▼❘❊❙✱ ❛❧❧ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ❛r❡ st♦r❡❞
✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡ ✇❡✐❣❤ts ✇✐❧❧ ♥♦t ♦♥❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛✲
t✐♦♥s ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ t♦ st♦r❡ t❤♦s❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❙✉❜✲s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✺ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤✐s
♠❡♠♦r② ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡❞✳

✺✳✹✳✹ ❚❤❡ ❆❡r♦❞②♥❛♠✐❝✴❚✉r❜✉❧❡♥t ❋✐❡❧❞❙♣❧✐t

■♥ t❤✐s s✉❜✲s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥t ✜❡❧❞s
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s✉❜✲s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✸✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✇♦ t❡st
❝❛s❡s ❱❱✶✶❘ ❛♥❞ ❍❱✶✺❘ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ t✉r❜✉❧❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧ ●▼❘❊❙ ✐s ❛❧✇❛②s ✉s❡❞
✐♥ t❤✐s s✉❜✲s❡❝t✐♦♥✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♥♦r♠ ❜❛s❡❞ ❡❞❣❡ ✇❡✐❣❤ts ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣
♣r♦❝❡ss✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✳✹ r❡♣♦rts t❤❡ ❈P❯ t✐♠❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ●▼❘❊❙ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ t♦ st♦r❡ t❤❡ Li ❛♥❞ Ui ♠❛tr✐❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥
♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤✐s ♠❡♠♦r② s✐③❡ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥② ♦t❤❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❤②❜r✐❞ s♦❧✈❡r✳

■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❛t t❤❡ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ✐s s❛✈❡❞ ❛❜♦✉t ✹✵✪ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡
❋✐❡❧❞❙♣❧✐t ✐♥ t❤❡ ❘❆❙ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✱ ✐❢ ♦♥❧② t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ s✐③❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❖♥ t❤❡
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❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❇❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ❋✐❡❧❞s♣❧✐t ❢♦r ❱❱✶✶❘ ✫ ❍❱✶✺❘❀ ❉✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞
♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❙❡t✉♣ ✭s✮ ✿ ❈P❯ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ ❚✐♠❡ ✭s✮✿
▼❛①✐♠✉♠ ❈P❯ t✐♠❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❚■ ✭s✮ ✿ ❆✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ ♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ■❚❙✿ ◆✉♠❜❡r
♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ●▼❘❊❙ ✭▼❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✮✱▼❊▼ ✭●❇✮✿ ❚♦t❛❧
♠❡♠♦r② ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦❝❡ss❡s ✉s❡❞ t♦ st♦r❡ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐♥ ●✐❣❛❇②t❡s

♦t❤❡r s✐❞❡✱ ❢♦r t❤❡ ❍❱✶✺❘ ❝❛s❡✱ t❤❡ ●▼❘❊❙ r❡q✉✐r❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡
❋✐❡❧❞❙♣❧✐t ✐s ✉s❡❞✱ ❡✳❣✳ ✻✶✷ ❛❣❛✐♥st ✸✽✾ ✐♥ t❤❡ ✸✷ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❝❛s❡✳ ❖✈❡r ❛ s❡t ♦❢ ✜✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♠❛tr✐❝❡s t❡st❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❋✐❡❧❞s♣❧✐t✱ t❤❡ ❍❱✶✺❘ ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❝❛s❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r
✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ❱❱✶✶❘ ❝❛s❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❋✐❡❧❞❙♣❧✐t r❡s✉❧ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t ❋✐❡❧❞❙♣❧✐t✱ ❡✳❣✳ ✶✼✶
❛❣❛✐♥st ✶✻✽ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✸✷ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❍❱✶✺❘ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞
❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇✐t❤♦✉t ❋✐❡❧❞❙♣❧✐t✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ♠❛tr✐❝❡s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠♦r❡
❛❝❝✉r❛t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❆❙ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✳ ❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❡✐t❤❡r t❤❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝
♦r t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❜❧♦❝❦ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✱ ❛t ❧❡❛st✱ ♠✐❣❤t ❜❡ ✐❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞✱ ♦r
t❤❛t t❤❡ ❡①tr❛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❧♦❝❦s ✐♥ t❤❡ ❋✐❡❧❞❙♣❧✐t t✇♦✲❜②✲t✇♦ ❜❧♦❝❦ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❡ ♦❢
❡①tr❡♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ✜❡❧❞s♣❧✐t ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❜❡st ❈P❯ t✐♠❡
❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ s❤♦rt❡r s❡t✉♣ t✐♠❡ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ✜❧❧✲✐♥ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦rs Li ❛♥❞ Ui✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ ♣❡r ●▼❘❊❙ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ♠❛✐♥❧②
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r❡❞ s✉❜♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ ♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ❧♦✇❡r
✇❤❡♥ t❤❡ ❋✐❡❧❞❙♣❧✐t ✐s ✉s❡❞✳

✺✳✹✳✺ ❉●▼❘❊❙

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ✉s❡ t❤❡ ♥♦♥ r❡st❛rt❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ●▼❘❊❙✳
❍❡♥❝❡✱ ♥♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡
t♦ st♦r❡ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡
❞❡✢❛t✐♦♥ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤✐s ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✹✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✳✺ ❝♦♠♣❛r❡
t❤❡s❡ str❛t❡❣✐❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡st❛rt❡❞ ●▼❘❊❙✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜✲s❡❝t✐♦♥s ✉s❡ t❤❡ ♥♦♥✲r❡st❛rt❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ●▼✲
❘❊❙✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ t♦ st♦r❡ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❞❡✢❛t✐♦♥
t♦ r❡❞✉❝❡ t❤✐s ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s✉❜✲s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✹✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✳✺ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡
str❛t❡❣✐❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡st❛rt❡❞ ●▼❘❊❙✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❡❞❣❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡
❛❧✇❛②s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s s✉❜✲s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❋✐❡❧❞❙♣❧✐t ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞✳

❲❤❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ✐♥ t❤✐s ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡✱ ✇❡ ♦♥❧② t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ✈❡❝t♦rs t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ s✐③❡ ♦❢ n✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ s✐③❡✳ ▲❡t nvec ❜❡ t❤✐s ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✈❡❝t♦rs✳ ■♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ●▼❘❊❙ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❛s ❋❯▲▲✲●▼❘❊❙ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✮✱ nvec ✐s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥ ●▼❘❊❙✭m✮ ✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❜❛s✐s ❧❡♥❣t❤ m✳
■♥ ❉●▼❘❊❙✭m, r, rmax✮✱ nvec = m + 2r ✇❤❡r❡ r✱ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② rmax✱ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✺✽
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❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❇❡♥❡✜ts ♦❢ ❉❡✢❛t✐♦♥ ❢♦r ❱❱✶✶❘✱ ❘▼✵✼❘ ✫ ❍❱✶✺❘❀ ■❚❙✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ●▼✲
❘❊❙ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭♦r r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s
✐s r❡❛❝❤❡❞❀ ❚✐♠❡ ✭s✮ ✿ ▼❛①✐♠✉♠ ❈P❯ t✐♠❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
▼❊▼ ✭▼❇✮✿ ❚♦t❛❧ ♠❡♠♦r② ♦✈❡r❧❛❧❧ ♣r♦❝❡ss❡s t♦ st♦r❡ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ❞❛t❛ ♥❡❡❞❡❞
❢♦r t❤❡ ❞❡✢❛t✐♦♥❀ r ✿ ❙✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❜❛s✐s U ❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❡①tr❛❝t❡❞ ❍❛r♠♦♥✐❝ ❘✐t③ ✈❡❝t♦rs✳ ■♥ ❞♦✉❜❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ❛ s❝❛❧❛r ✉s❡s ✽ ❜②t❡s ♦❢ ♠❡♠♦r②✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❤②❜r✐❞ s♦❧✈❡r ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 8×n×nvec
❜②t❡s✳ ❚♦ s❤♦✇ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ✉s✐♥❣ ❉●▼❘❊❙✱ t❤❡ r❡st❛rt ❧❡♥❣t❤ ✐s ❝❤♦♦s❡♥ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
t❤❛t ✐♥ ●▼❘❊❙✭m✮✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ❜❡✐♥❣ t♦ ❤❛✈❡ ❛❜♦✉t t❤❡ s❛♠❡ ♠❡♠♦r② ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡s❡ t✇♦
r❡st❛rt❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✳✺ r❡♣♦rts t❤❡ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡✱ ❛s ❥✉st ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ t❤r❡❡ t❡st ❝❛s❡s ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t
❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❉●▼❘❊❙✭m, r, rmax✮ ❛♥❞ ●▼❘❊❙✭m✮ r❡q✉✐r❡ ❧❡ss ♠❡♠♦r② t❤❛♥
❋❯▲▲✲●▼❘❊❙✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦r❡ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st t❡st ❝❛s❡s ❍❱✶✺❘✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡
r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ❋❯▲▲✲●▼❘❊❙ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ●▼❘❊❙ ❛♥❞ ❉●▼❘❊❙ ✐s
❝❧♦s❡ t♦ ✷✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❋❯▲▲✲●▼❘❊❙ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥
❉●▼❘❊❙✱ ♦♥❧② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s U ✐♥❝r❡❛s❡s✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❤❡r❡ ✐s t❤❛t ❉●▼❘❊❙ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥
❋❯▲▲✲●▼❘❊❙ ❛♥❞ t❤❡ r❡st❛rt❡❞ ●▼❘❊❙✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❋❯▲▲✲●▼❘❊❙✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❜❡♥❡✜t
♦❢ ❉●▼❘❊❙ ✐s t❤❛t ✐t ❜♦✉♥❞s t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs✳ ■♥ ❋❯▲▲✲●▼❘❊❙✱
♥♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❢♦r t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ t♦ s❛✈❡ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs✳
❚❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠❡♠♦r② ✐s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✢②✳ ■♥ ❉●▼❘❊❙✱ ✐t ✐s
❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤✉s t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ t❤✐s ♠❡♠♦r②
❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡st❛rt❡❞ ●▼❘❊❙✱ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛s ✇❡❧❧
❛s ♥✉♠❡r♦✉s ♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t ❉●▼❘❊❙ ✐s ♠♦r❡ r♦❜✉st ❛♥❞ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❜❡tt❡r
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✳✺✿ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ●▼❘❊❙✭m✮ t❡♥❞s
t♦ st❛❣♥❛t❡ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ r❡st❛rt✳ ❇② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ r❡st❛rt ❧❡♥❣t❤ m✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✐s
✐♠♣r♦✈❡❞ ❜✉t t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ❞✉❡ t♦ r❡st❛rt✐♥❣ r❡♠❛✐♥s✳ ❲✐t❤ ❉●▼❘❊❙✱ ♦♥❧② t❤❡ s✐③❡
♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❜❛s✐s ✐s ❛❞❛♣t✐✈❡❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞✳

❇❡s✐❞❡s t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛s♣❡❝t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ❜❡♥❡✜t t♦ ❉●▼❘❊❙✱ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡
♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❘✐❣❤t✲❍❛♥❞ ❙✐❞❡
✭❘❍❙✮ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❜❛s✐s U ♠❛② ❜❡ ❦❡♣t ❢r♦♠ ♦♥❡ s②st❡♠ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❲❡ ♠❡♥t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✳✺✿ ❘▼✵✼❘ ✫ ❍❱✶✺❘ ✿ ❇❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ❉❡✢❛t✐♦♥ ✐♥ ●▼❘❊❙✭m✮✳ ✸✷ s✉❜❞♦♠❛✐♥s
❛r❡ ✉s❡❞✳

❤❡r❡ t❤❛t ♠✉❧t✐♣❧❡ ❘❍❙ ❝❛s❡s ❛r❡ ❝♦♠♠✉♥ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❈❋❉ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ❘❍❙
❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬✶✺❪✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹ t❤❡
❜❡♥❡✜ts ♦❢ s✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡ t❡st ♣r♦❜❧❡♠s ❘▼✵✼❘ ❛♥❞ ❍❱✶✺❘✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤r❡❡ ❛♥❞
t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❘❍❙ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ✉s❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤❡ ❤②❜r✐❞ s♦❧✈❡r✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❞♦♥❡ ♦♥❧② ♦♥❝❡✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱
t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❢♦r t❤❡ ❞✐st✐♥❝t ❘❍❙ ✈❡❝t♦rs✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst
❧✐♥❡❛r s②st❡♠✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ U ❜❛s✐s ✐s ❡♠♣t②✳ ◆❡✇ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ t❤❡♥ ❛❞❞❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡❧② ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s✐③❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst s♦❧✈❡✳ ❋♦r t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t s♦❧✈❡s✱ t❤❡ ❜❛s✐s U
✐s ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❞❡✢❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐s
❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐✈❡❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s✐③❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳

❘▼✵✼❘

❋❯▲▲✲●▼❘❊❙ ❉●▼❘❊❙✭32, 2, 15✮ ●▼❘❊❙✭48✮
❘❍❙ ★ ✶ ✷ ✸ ✶ ✷ ✸ ✶ ✷ ✸
■❚❙ ✶✹✹ ✶✹✶ ✶✸✺ ✷✵✾ ✶✸✽ ✶✶✾ ✽✻✹ ✭✸✳✹❊✲✵✾✮ ✸✻✽

❍❱✶✺❘

❋❯▲▲✲●▼❘❊❙ ❉●▼❘❊❙✭96, 10, 70✮ ●▼❘❊❙✭150✮
❘❍❙ ★ ✶ ✷ ✶ ✷ ✶ ✷
■❚❙ ✹✾✹ ✺✷✾ ✻✻✹ ✹✹✺ ✭✻✳✽❊✲✵✶✮ ✲

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ s②st❡♠s✳ ■♥ ❉●▼❘❊❙✱ t❤❡
❜❛s✐s U ✐s ❦❡♣t ❢r♦♠ ♦♥❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ✻✹ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡
❙❝❤✇❛r③✳ ◆✉♠❜❡rs ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s ❛r❡ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s ✐s r❡❛❝❤❡❞✳

■♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠✳ ■t ✐s
❝❧❡❛r❧② s❡❡♥ t❤❛t ❉●▼❘❊❙ r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✜rst s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡
s❡❝♦♥❞ s②st❡♠✱ ❉●▼❘❊❙ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞
❑r②❧♦✈ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ❜② tr❡❛t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❘❍❙
❛t ♦♥❝❡ ❬✶✶✸✱ ✶✵✵❪✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛❧❧ t❤❡
❘❍❙s t♦ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ ❞❡s✐❣♥ ♠❡♠♦r②✲
❡✣❝✐❡♥t ✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✈❡rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❧❡❛✈❡ ✐t ❛s ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❛s ✐t r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳

✻✵



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❤②❜r✐❞ ❧✐♥❡❛r s♦❧✈❡rs✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉●▼✲
❘❊❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❋✐❡❧❞❙♣❧✐t t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❡❞❣❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s ❡✣❝✐❡♥t
r❡❣❛r❞✐♥❣ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ s②st❡♠s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛✲
tr✐❝❡s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞
t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡s✉❧ts ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t t❡st ❝❛s❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ t❤❡ ❡❞❣❡
✇❡✐❣❤ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ♥♦r♠ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t ❣r❡❛t❧② ✐♠♣r♦✈❡s
t❤❡ ❘❆❙ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞✉❡
t♦ ❛ ❧❛r❣❡r ❡❞❣❡ ❝✉t s❡t✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝✴t✉r❜✉❧❡♥t ❋✐❡❧❞❙♣❧✐t ❛❧❧♦✇s ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧
s❛✈✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♠❡♠♦r② s✐③❡✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧s♦ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❈P❯ t✐♠❡ ♣❡r ✐t❡r❛✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❡♥❛❧t② ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❛ ❧♦✇❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✐♥ s♦♠❡ ✐❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞
❝❛s❡s ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲s♣❧✐t ✈❡rs✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❉●▼❘❊❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛
❣♦♦❞ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❋❯▲▲✲●▼❘❊❙ ❛♥❞ t❤❡ r❡st❛rt❡❞ ●▼❘❊❙✱ ❜② ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡
♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛ ❜❡tt❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ t❤❛♥ t❤❡
r❡st❛rt❡❞ ●▼❘❊❙✳ ❆ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ✉s✐♥❣ ❛ r♦❜✉st ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ▲❯ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❛s ❛ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❉●▼✲
❘❊❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❛ ❞❡✢❛t✐♦♥ ❜❛s✐s r❡❝②❝❧❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❛s ❛ s✉❜❞♦♠❛✐♥
s♦❧✈❡r✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❋●▼❘❊❙✲❉❘ ❬✻✹❪ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❜② ❘❆❙✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥t✿ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ❢✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❣❡♥❝② ♦❢ ❘❡s❡❛r❝❤
✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❆◆❘✲❚▲❖●✵✼✲✵✶✶✲✵✸ ▲■❇❘❆❊❘❖✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ❱❆❘●❆❙ s✉♣❡r❝♦♠♣✉t❡r ❢r♦♠ ●❊◆❈■✲■❉❘■❙ ✭●r❛♥❞ ❊q✉✐♣❡♠❡♥t ◆❛t✐♦♥❛❧
❞❡ ❈❛❧❝✉❧ ■♥t❡♥s✐❢ ✲ ■♥st✐t✉t ❞✉ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡t ❞❡s ❘❡ss♦✉r❝❡s ❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❙❝✐❡♥✲
t✐✜q✉❡✮✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② t❡sts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❘■❉✬✺✵✵✵ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st❜❡❞
✭❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❣r✐❞✺✵✵✵✳❢r✮✳
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P❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ✐♥ ●▼❘❊❙

✇✐t❤ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✢❛t✐♦♥ ♦❢

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s

❏♦✐♥t ✇♦r❦ ✇✐t❤
❏♦❝❡❧②♥❡ ❊❘❍❊▲✱

❆❜str❛❝t✿ ❚❤❡ ●▼❘❊❙ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❛s ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡
❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ s♣❛rs❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❛tr✐① ✐s
♥♦♥s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ✐♥❞❡✜♥✐t❡✳ ❚❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥
♣r♦♣♦s❡❞ ♦♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❡♠♦r② ❝♦♠♣✉t❡rs ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ❤❡r❡ ✐s t♦ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❡✢❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜✉✐❧❞s ❛♥
❛✉❣♠❡♥t❡❞ s✉❜s♣❛❝❡ ✐♥ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✇❛② t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
r❡st❛rt❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢
✉s✐♥❣ t❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❤②❜r✐❞ ❞✐r❡❝t✴✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ s♦❧✈❡ ❧❛r❣❡
❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❆✉❣♠❡♥t❡❞ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡s✱ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❉❡✢❛t❡❞ ●▼❘❊❙✱ ◆❡✇t♦♥
❜❛s✐s✱ ❍②❜r✐❞ ❧✐♥❡❛r s♦❧✈❡rs

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ s②st❡♠s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s

Ax = b, ✭✻✳✶✮

✇❤❡r❡ A ✐s ❛ n×n r❡❛❧ ♥♦♥s✐♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐①✱ b ❛♥❞ x ❛r❡ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❛❧ ✈❡❝t♦rs✳ Pr❛❝t✐❝❛❧
❛❧❣♦r✐t❤♠s tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✻✳✶✮ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

M−1
L AM−1

R x̃ = M−1
L b, x̃ = MRx ✭✻✳✷✮

✇❤❡r❡ M−1
L ❛♥❞ M−1

R ❛r❡ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ❛t ❧❡❢t ✭MR = I✮✱ ❛t
r✐❣❤t ✭ML = I✮ ♦r ❜♦t❤✳ ❖♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❡rs✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡s❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ❛r❡

✻✷



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ s♦♠❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠❛tr✐①✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡
❛♥② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① A ❛♥❞ ✇❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ t❤❡ s✉r✈❡②
♦♥ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✷✶❪✳ ❚❤❡s❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤
❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ♠❡t❤♦❞s ❛s ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡ ●▼❘❊❙ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✶✹❪ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥
t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ♠❛♥② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ✐ts
r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡✣❝✐❡♥❝②❀ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✶✼✱ ✷✽✱ ✸✹✱ ✺✵✱ ✺✸✱ ✺✶✱ ✾✽✱ ✶✶✽✱ ✼✾✱
✶✵✼❪✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s t✇♦
♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ●▼❘❊❙ ❬✶✼❪ ❛♥❞ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡
r❡st❛rt❡❞ ●▼❘❊❙ ❬✾✽❪✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r
❛♥❞ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❤❡r❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ●▼❘❊❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙❛❛❞ ❛♥❞ ❙❝❤✉❧t③ ❬✶✶✹❪✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t❤❡ r✐❣❤t ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♠❛tr✐① B ≡ AM−1✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✇✐t❤ ❧❡ss ❡✛♦rt ❢♦r t❤❡ ❧❡❢t ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♠❛tr✐①✳ ●✐✈❡♥ ❛♥
✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss x0✱ t❤❡ ●▼❘❊❙ ♠❡t❤♦❞ ✜♥❞s t❤❡ j ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ xj ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

xj ∈ x0 +Kj(B, r0), ✭✻✳✸✮

✇❤❡r❡ r0 = b−Bx0 ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ Kj(B, r0) ✐s t❤❡ k✲t❤ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡
❞❡✜♥❡❞ ❛s

Kj(B, r0) = span{r0, Br0, . . . , B
j−1r0}. ✭✻✳✹✮

❚❤❡ ❣♦❛❧ ❜❡❤✐♥❞ ●▼❘❊❙ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞✐❛♥ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧✱
✐✳❡

‖b−Bxj‖ = min
u∈x0+Kj(B,r0)

‖b−Bu‖. ✭✻✳✺✮

❆♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s Vj+1 = [v0, . . . , vj ]
∗ ♦❢ Kj+1(B, r0) ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t

v0 = r0/β, β = ‖r0‖, BVj = Vj+1Hj+1,j = VjHj + h{j+1,j}vje
T
j , ✭✻✳✻✮

■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦✈❡❞ ❬✶✶✸❪ t❤❛t ✭✻✳✺✮ r❡❞✉❝❡s t♦

‖βe1 −Hj+1,jyj‖ = min
y∈Rj
‖βe1 −Hj+1,jy‖ ✭✻✳✼✮

❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ xj ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

xj = x0 + M−1Vjyj . ✭✻✳✽✮

❖✉r ✇♦r❦ ❝♦♠❜✐♥❡s t✇♦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ●▼❘❊❙✭m✮✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
r❡st❛rts ❛t s♦♠❡ st❡♣ m t♦ s❛✈❡ t❤❡ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛s t❤❡
✐t❡r❛t✐♦♥s ♣r♦❝❡❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡✢❛t❡❞ ❛♥❞ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬✶✻✱ ✷✽✱ ✺✸✱ ✽✼✱ ✾✽❪ ❦❡❡♣ s♦♠❡
✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡st❛rt t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ r♦❜✉st♥❡ss✳ ❲❡ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇ t❤❡s❡
♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❜✉✐❧❞s t❤❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s ✇✐t❤ ❛ ♣❛r✲
❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ▼P■ ♠❡ss❛❣❡s ♦♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞✲♠❡♠♦r②
❝♦♠♣✉t❡rs✳ ■♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❜❛s✐s V ✐s ❜✉✐❧t ❛♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❡❞ ❜②
t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ●r❛♠✲❙❝❤♠✐❞t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭▼●❙✮ ♦❢ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss ✭Vj ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦
❛s ❆r♥♦❧❞✐ ❜❛s✐s✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥✉♠❡r✲
♦✉s ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝ts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛ ●▼❘❊❙ ❝②❝❧❡ ♦❢ m ✐t❡r❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
1
2(m2 + 3m) ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝ts✳ ❖♥ ❤✐❣❤ ❧❛t❡♥❝② ♥❡t✇♦r❦s✱ t❤❡
st❛rt✲✉♣ t✐♠❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡s❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❞♦♠✐♥❛t❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
❦❡r♥❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ▼●❙ ❤❛✈❡ ❛ ✈❡r② ❧♦✇ ❣r❛♥✉❧❛r✐t② ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❢✉❧❧② ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠

∗❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ③❡r♦✲❜❛s❡❞ ♥✉♠❜❡r✐♥❣ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s

✻✸



❘❡st❛rt❡❞ ●▼❘❊❙ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜② ❞❡✢❛t✐♦♥

t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ●r❛♠✲❙❝❤♠✐❞t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭❈●❙✮ ♦❢ t❤❡
❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❜r♦❛❞❝❛st✲
✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝ts t♦❣❡t❤❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❧♦✇ ❣r❛♥✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ r❡♠❛✐♥s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐
♣r♦❝❡ss✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❈●❙ ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ r♦✉♥❞✐♥❣ ❡rr♦rs t❤❛♥ ▼●❙ ❬✽✶❪✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❬✶✼✱ ✹✶✱ ✺✵✱ ✺✶✱ ✼✾✱ ✽✸✱ ✶✶✽✱ ✶✵✼❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡② ❞✐✈✐❞❡ t❤❡
♣r♦❝❡ss ✐♥t♦ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣❤❛s❡s ✿ ✜rst✱ ❛ ♥♦♥♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ✐s ❣❡♥✲
❡r❛t❡❞ ❛♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❡❞ ❛s ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡✳ ❆s ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②
❇❛✐✱ ❍✉ ❛♥❞ ❘❡✐❝❤❡❧ ❬✶✼❪✱ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❜❛s✐s ✐s ❜✉✐❧t ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐❞ ♦❢ ◆❡✇t♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳
❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❛s t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❜❛s✐s ●▼❘❊❙✳ ▲❛t❡r ♦♥✱ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡
❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦r✲✈❡❝t♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▼●❙ ♠❡t❤♦❞ ❜② t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛
QR ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡♥s❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❉❡ ❙t✉r❧❡r ❬✹✶❪ ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ s✉❣❣❡sts ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ▼●❙ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ t♦ ♦✈❡r❧❛♣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❙✐❞❥❡ ❛♥❞ P❤✐❧✐♣♣❡ ❬✶✶✾❪✱ ❊r❤❡❧ ❬✺✵❪ ❛♥❞ ❙✐❞❥❡ ❬✶✶✽❪ ✉s❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❝❛❧❧❡❞ ❘❖❉❉❊❈ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ❍♦✉s❡❤♦❧❞❡r ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥
✇✐t❤ ●✐✈❡♥s r♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ♦♥❧② ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❉❡♠♠❡❧ ❡t ❛❧ ❬✹✷❪
♣r♦♣♦s❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t QR ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ❚❛❧❧ ❙❦✐♥♥② ◗❘ ✭❚❙◗❘✮ ✇❤✐❝❤ r❡♦r❣❛♥✐③❡s t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss ❛♥❞ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❞❛t❛ ❧♦❝❛❧✐t②✳

❖✉r ♣r♦♣♦s❛❧ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❜❛s✐s ●▼❘❊❙ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞
❛♥❞ ❞❡✢❛t❡❞ ●▼❘❊❙✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛♥② ♦❢
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ♦♥❝❡ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐ ❜❛s✐s ✐s ❜✉✐❧t✳ ❚❤❡
♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s t✇♦✲❢♦❧❞✿ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ❬✶✵✼❪ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ s✐③❡
♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ❣r♦✇s✱ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ❜❡❝♦♠❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡
♠❡t❤♦❞ ♠❛② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ s❧♦✇ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❜❛s✐s ✐s ❦❡♣t
s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥
✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ●▼❘❊❙✭m✮ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❜② ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇✐t❤
❙❝❤✇❛r③✲❜❛s❡❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥❡r ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ❛♥❞ ❧❡ss r♦❜✉st ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡✳
■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❛s✐s ❧❡♥❣t❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ st❛❣♥❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛❞❛♣t✐✈❡❧② ♠♦r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✱ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ▼♦❤✐②✉❞❞✐♥ ❡t ❛❧ ❬✾✼❪ ❛♥❞ ❍♦❡♠♠❡♥ ❬✼✾❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛
♥❡✇ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡✐r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ●▼❘❊❙ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❑r②❧♦✈
❜❛s✐s ❧❡♥❣t❤ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡❝t♦rs ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❚❤❡✐r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❜✉✐❧❞s t❤❡ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ st❡♣ ❜✉✐❧❞s ❛
s❡t ♦❢ ✈❡❝t♦rs ✇✐t❤ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❖✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ✇❡❧❧
✇✐t❤ t❤❡✐r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❛r❡ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ r❡st❛rt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✐♥ ●▼❘❊❙✳ ❲❡ s❤♦✇ ✐♥❞❡❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸ ❤♦✇ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜❛s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞
✐♥ t❤❡✐r ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ ❜r✐❡✢② ❤♦✇ t❤❡ ❞❡✢❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡st❛rt❡❞
●▼❘❊❙✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❞❡✢❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ◆❡✇t♦♥
❜❛s✐s ●▼❘❊❙ ❛♥❞ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✻✳✷ ❘❡st❛rt❡❞ ●▼❘❊❙ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜② ❞❡✢❛t✐♦♥

❆ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ●▼❘❊❙ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡st❛rt✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ r❡s✐❞✉❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥
✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ s♣❛❝❡ r❡❛❝❤❡s ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ m✳ ❆t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ r❡st❛rt✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡
❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡s ✐s ♥♦t ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❑r②❧♦✈

✻✹



❉❡✢❛t❡❞ ●▼❘❊❙ ✐♥ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s

s✉❜s♣❛❝❡s ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠
❛♥❞ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss st❛❣♥❛t❡s✳ ❉❡✢❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ str❛t❡✲
❣✐❡s t❤❛t ❝♦❧❧❡❝ts ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ r❡st❛rt ♠❛✐♥❧② t♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s st❛❣♥❛t✐♦♥
❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡
s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❡❝t♦r ❛s t❤❡② ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ s❧♦✇ ❞♦✇♥ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ●▼❘❊❙ ❬✶✸✷❪✳ ❋♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠✐♥✲
✐♠❛❧ r❡s✐❞✉❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❊✐r♠❛♥✱ ❊r♥st✱ ❛♥❞ ❙❝❤♥❡✐❞❡r ❬✹✽❪✳ ❋♦r t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ r❡❝❡♥t r❡✈✐❡✇s ✐♥ ❬✺✷✱ ✶✷✶❪ ❛r❡ ❛❧s♦ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st✳

■♥ ❞❡✢❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ t❤❡ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡s ❛r❡ ❡♥r✐❝❤❡❞ ❜② s♦♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ s❡❧❡❝t❡❞ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✭❣❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ s♠❛❧❧❡st
♦♥❡s✮✳ ❚✇♦ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞✱ ♥❛♠❡❧② ❜② ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❬✷✽✱ ✺✵✱
✽✼❪ ♦r ❜② ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ❬✾✽✱ ✾✾❪✳

❈♦♥s✐❞❡r U t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❛ ♥❡❛r❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② r ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✮
❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡s✱ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✉s❡❞ t♦
❞❡✢❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❬✺✸❪ ✿

M̄−1 = In + U(|λn|T−1 − Ir)U
T ✭✻✳✾✮

✇❤❡r❡ T = UT BU ❛♥❞ λn ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✳ ❲❤❡♥ U ✐s ❛♥ ❡①❛❝t B✲
✐♥✈❛r✐❛♥t ❜❛s✐s✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♠❛tr✐① BM−1 ❛r❡ λr+1, . . . , λn, |λn|
✇✐t❤ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ❛t ❧❡❛st r✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t ●▼❘❊❙✭m✮ ✇✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛st❡r
s✐♥❝❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t s❧♦✇ ❞♦✇♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛r❡ ❞❡✢❛t❡❞✳ ❚❤❡
❛❝t✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❬✺✸❪ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ❬✷✽❪ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
U ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ r❡st❛rt ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❘✐t③ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ r❡❧❛t✐♦♥
✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✻✮ t♦ ②✐❡❧❞ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❜❛s✐s✳ ■♥ ❬✶✻❪✱ U ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ■♠♣❧✐❝✐t✲
❘❡st❛rt❡❞ ❆r♥♦❧❞✐ ✭■❘❆✮ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❛ ❧❡❢t ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✳
❚❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❜② ❑❤❛r❝❤❡♥❦♦ ❛♥❞ ❨❡r❡♠✐♥ ❬✽✼❪ ✐s ❜✉✐❧t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❘✐t③
✈❛❧✉❡s ✭✇❤✐❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ B✮ ❛r❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❝❧✉st❡r ❛r♦✉♥❞
♦♥❡✳ ❲✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♠❛② ❞♦♠✐♥❛t❡ ✇❤❡♥
❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✾✮ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs✳ ❆s ✇❡ ❡①♣r❡ss t❤❡
❣♦❛❧ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❡ r❛t❤❡r r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❬✾✽✱ ✾✾❪✳

❚❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❢♦r♠ t❤❡ ♥❡✇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ ❛
s✉❜s♣❛❝❡ C = Km(B, r0) + W✱ ✇❤❡r❡ W = span{u0, . . . , ur−1}✳ ▼✐♥✐♠❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡
r❡q✉✐r❡❞ t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❦❡r♥❡❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛s t❤❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣
❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❡❝t♦rs u0, . . . , ur−1 ❛r❡ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❘✐t③ ✈❡❝t♦rs✱
▼♦r❣❛♥ ❬✾✾❪ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ s❡❛r❝❤✐♥❣ s✉❜s♣❛❝❡ C ✐s ✐ts❡❧❢ ❛ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ❛♥❞
✇r✐t❡s

C = Km(B, r0) +W = Km+r(B, qm(B)r0) ✭✻✳✶✵✮

✇❤❡r❡ qm(B) ✐s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❛t ♠♦st m✳

✻✳✸ ❉❡✢❛t❡❞ ●▼❘❊❙ ✐♥ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❲❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♥❡✇ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●▼❘❊❙ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡r❡ t❤❡
❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ✐s s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛♥❞ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❬✶✼✱ ✺✵✱ ✶✶✽✱ ✼✾❪✱ t❤❡ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤
✉s❡s t❤❡ ❞❡✢❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❛r❡ ❧♦st ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ r❡st❛rt✳
❍❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ r❡st❛rt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
s❤♦✉❧❞ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s✐s ❧❡♥❣t❤✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣

✻✺



❉❡✢❛t❡❞ ●▼❘❊❙ ✐♥ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s

t❤❡ ●▼❘❊❙✲❊ ❜② ▼♦r❣❛♥ ❬✾✽❪✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡s ❧❡ss ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❜❡tt❡r
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❦❡r♥❡❧s✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ●▼❘❊❙❉❘ ♦❢ ▼♦r❣❛♥ ❬✾✾❪ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜❛s✐s ✐s ✐ts❡❧❢ ❛ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s ❛♥❞ ✇❡ ❧❡❢t ✐t
❛s ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳

✻✳✸✳✶ ❆✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s

❲❡ ♥♦✇ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❖✉r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❣❡t ❛ ❆r♥♦❧❞✐✲❧✐❦❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜❛s✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s✳ ▲❡t
B ❜❡ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♠❛tr✐①✱ x0 ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ❛♥❞ r0 t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❡❝t♦r✳ ❆
♠✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ✐s s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r0 ♦❢ t❤❡
❢♦r♠

Pj+1(B) := σj+1(B − λj+1I)Pj(B), j = 0, 1, 2, . . . , ✭✻✳✶✶✮

✇❤❡r❡ P0(B) := r0✱ σj ❛♥❞ λj ∈ R ✭❙❡❡ ❬✶✼✱ ✶✵✼❪✮✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss ❧❛t❡r ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡s❡
s❝❛❧❛rs✳ ▲❡t W = span[u0, u1, . . . , ur−1] ❜❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ r s❡❧❡❝t❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ ❧❡t s = m+r ❛♥❞ Cs+1 t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ s✉❜s♣❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞
❜②

Cs+1 = span{r0, (B − λ1I)r0, . . . ,
m∏

j=1

(B − λjI)r0}+W. ✭✻✳✶✷✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐① Ws ∈ R
n×s✱ ❜❛s✐s ♦❢ Cs✱ ❛ ♠❛tr✐①

Vs+1 ∈ R
n×(s+1)✱ ✇❤♦s❡ ❝♦❧✉♠♥s ❢♦r♠ ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s❡t ♦❢ ✈❡❝t♦rs✱ s✉❝❤ t❤❛t

BWs = Vs+1H̄s = VsHs + hs+1,svs+1e
T
s , ✭✻✳✶✸✮

✇❤❡r❡ H̄s ∈ R
(s+1)×s ✐s ❛ ✉♣♣❡r ❍❡ss❡♥❜❡r❣ ♠❛tr✐①✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r xs ∈ R

n ❣✐✈❡♥ ❜②

xs = x0 + M−1
Wsys, ✭✻✳✶✹✮

✇❤❡r❡ ys ∈ R
n s♦❧✈❡s t❤❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡ ♣r♦❜❧❡♠ Js(y) ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Js(y) = ‖βe1 − H̄sy‖2, β = ‖r0‖2 ✭✻✳✶✺✮

♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ‖b−Axs‖ ♦✈❡r x0 + M−1Cs✳
Pr♦♦❢✳ ❋r♦♠ k0 = r0/‖r0‖2✱ ❛ s❡t ♦❢ ✈❡❝t♦rs kj ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t

σj+1kj+1 =





(B − λj+1I)kj ✐❢ 0 ≤ j ≤ m− 1

Buj−m ✐❢ m ≤ j ≤ s− 1.
✭✻✳✶✻✮

✇❤❡r❡ λj ❛♥❞ σj ✱ (j = 1, 2, . . .) ❛r❡ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❡❞ s❝❛❧❛rs✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✻✳✸✳✷✳✶
❛♥❞ ✻✳✸✳✷✳✷ ♦♥ t❤❡✐r ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡✳ ■♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✻✮ ✇r✐t❡s

{
BKm = Km+1T̄m

BUr = KrDr
✭✻✳✶✼✮

✇✐t❤ Km+1 = k0, k1, . . . , km✱ Kr = km+1, . . . , ks ❛♥❞

T̄m =




λ1

σ1 λ2

σ2 λ3

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
λm−1

σm−1 λm

σm




∈ R
(m+1)×m, ✭✻✳✶✽✮

✻✻



❉❡✢❛t❡❞ ●▼❘❊❙ ✐♥ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s

❛♥❞ Dr = diag{σm+1, . . . , σs} ∈ R
r×r✳

❆ QR ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦♥ Ks+1 ②✐❡❧❞s

Ks+1 = Vs+1Rs+1. ✭✻✳✶✾✮

❉❡✜♥✐♥❣ Ws =
[

Km Ur

]
❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✻✳✶✼✮ ❛♥❞ ✭✻✳✶✾✮✱ ✇❡ ❣❡t

BWs = Vs+1Rs+1

[
T̄m 0
0 Dr

]
. ✭✻✳✷✵✮

❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ✐s t❤✉s ♣r♦✈❡❞ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✻✳✶✸✮ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣

H̄s = Rs+1

[
T̄m 0
0 Dr

]
=

[
Hs

hs+1,se
T
s

]
. ✭✻✳✷✶✮

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ✐♥ t❤❡ ❛✉❣✲
♠❡♥t❡❞ ●▼❘❊❙ ❬✸✹✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳✶❪✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✈❡❝t♦r xs = x0 + M−1

Wsy ✐♥
t❤❡ ❛✣♥❡ s♣❛❝❡ x0 + M−1Cs✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

b−Axs = b−A(x0 + M−1
Wsy) ✭✻✳✷✷✮

= r0 − Vs+1H̄sy

= βk0 − Vs+1H̄sy

= Vs+1(βe1 − H̄sy) ✭✻✳✷✸✮

✇❤❡r❡ β = ‖r0‖ ❛♥❞ e1 = [1, 0, . . . , 0]T ✳ ■❢ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Js(y) t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

Js(y) = ‖b−A[x0 + M−1
Wsy]‖2,

✐t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✻✳✷✸ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t Vs+1 ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t❤❛t

Js(y) = ‖βe1 − H̄sy‖2. ✭✻✳✷✹✮

❚❤✉s ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦r ys ∈ R
m ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Js(y)✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡

s♦❧✉t✐♦♥ xs = x0 + M−1
Wsys ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st r❡s✐❞✉❛❧ ✐♥ x0 + M−1Cs✳

❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♠❛tr✐① Ws ❛s t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ Cs ❛♥❞ t❤❡
✐♥❞✉❝❡❞ ●▼❘❊❙ ✐s t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ●▼❘❊❙✳

❚❤✐s ♣r♦♦❢ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs kj , j = 0, . . . , s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♦♥❡
♣❛ss ✐♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✻✳✶✻✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ m ✐s
t♦♦ ❧❛r❣❡ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ ❣♦♦❞ r♦❜✉st♥❡ss ✭✐❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❜❛s✐s✮ ♦r ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❜❡st
✈❛❧✉❡ ❢♦r ❞❛t❛ ❧♦❝❛❧✐t② ✐♥ ♠✉❧t✐❝♦r❡ ♥♦❞❡s✮✳ ■♥ ❛ r❡❝❡♥t ✇♦r❦✱ ❍♦❡♠♠❡♥ ❬✼✾❪ ✉s❡s t❤❡ µ✲
st❡♣ ❆r♥♦❧❞✐ ♦❢ ❑✐♠ ❛♥❞ ❈❤r♦♥♦♣♦✉❧♦s ❬✽✽❪† ✐♥ ❤✐s ❆r♥♦❧❞✐✭µ, t✮ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs
t❤r♦✉❣❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛ss❡s ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✻✳✶✻✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢
❝♦♠♣✉t✐♥❣ s ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t st❡♣s ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ st❡♣ ❣❡♥❡r❛t❡s µ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs
✇✐t❤ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❚❤❡ r❡st❛rt ❧❡♥❣t❤ ✐s t❤✉s s = µ ·t✳ ❲❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✶ ❤♦❧❞s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ µ✲st❡♣ ❜❛s✐s✳ ❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s ✐❞❡❛
✇✐t❤ t = 2✳

▲❡t k0 ❜❡ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ s = µ · t + r = m + r✳ ❆s ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢
❊q✉❛t✐♦♥ ✻✳✶✻ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈❡❝t♦rs

σj+1kj+1 = (B − λj+1I)kj , 0 ≤ j ≤ µ− 1. ✭✻✳✷✺✮

†❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s s✲st❡♣ ❆r♥♦❧❞✐ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ µ✲st❡♣ ❆r♥♦❧❞✐ ❜✉t ✇❡ ❝❤♦♦s❡ µ ❤❡r❡
t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ s ♦❢ ♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜❛s✐s✳

✻✼



❉❡✢❛t❡❞ ●▼❘❊❙ ✐♥ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s

■t ❝♦♠❡s t❤❛t
BK(0)

µ = K
(0)
µ+1T̄

(0)
µ ✭✻✳✷✻✮

✇❤❡r❡ K
(0)
µ+1 = [k0, k1, . . . , kµ] ∈ R

n×µ+1✱ T̄
(0)
µ ∈ R

µ+1×µ ✐s ❛ ❜✐❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✳ ❆ QR

❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ K
(0)
µ+1 ❣✐✈❡s

K
(0)
µ+1 = V

(0)
µ+1R

(0)
µ+1 ✭✻✳✷✼✮

❛♥❞ t❤✉s
BK(0)

µ = V
(0)
µ+1H̄

(0)
µ = V (0)

µ H
(0)
µ + hµ+1,µV

(0)
µ+1eµeT

µ , ✭✻✳✷✽✮

✇❤❡r❡ H̄
(0)
µ = R

(0)
µ+1T̄

(0)
µ ❛♥❞ eµ ✐s t❤❡ µth ✉♥✐t ✈❡❝t♦r✳ ❚❤✐s ✜rst st❡♣ ✐s ❥✉st t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐✲❧✐❦❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✭♥♦♥✲❛✉❣♠❡♥t❡❞✮ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❞♦♥✬t

❤❛✈❡ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❆r♥♦❧❞✐ r❡❧❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✻✳✻✳ H̄(0)
µ+1 ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧ ✐♥

❡①❛❝t ❛r✐t❤♠❡t✐❝s t♦ t❤❡ ❍❡ss❡♥❜❡r❣ ♠❛tr✐① H̄ ♦❢ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ✇❡ ❛✈♦✐❞ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
t❡r♠ (R

(0)
µ+1)

−1✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ V
(0)
µ+1 ❢♦r♠ ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛s✐s ♦❢ ❛ µ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s✳ ❋r♦♠ ✐ts ❧❛st ❝♦❧✉♠♥ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ✈❡❝t♦r✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤✉s ❜✉✐❧❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ µ✲
st❡♣ ❜❛s✐s✳ ❆t t❤✐s st❡♣✱ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ❜② ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ µ✲st❡♣
❜❛s✐s✳

▲❡t kµ = V
(0)
µ+1eµ✱ ❛ µ✲st❡♣ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜❛s✐s ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

σj+1kj+1 =





(B − λµ−j+1I)kj ✐❢ µ ≤ j ≤ m− 1

Buj−m+1 ✐❢ m ≤ j ≤ s− 1.
✭✻✳✷✾✮

■♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠✱ ✇❡ ❣❡t

B
[

K
(1)
µ Ur

]
= K

(1)
µ+r+1

[
T̄

(1)
µ 0
0 Dr

]
✭✻✳✸✵✮

❚❤❡ ♠❛tr✐❝❡s T̄
(1)
µ ❛♥❞ Dr ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✻✳✶✸✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱

t♦ ❛✈♦✐❞ ❧♦ss ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t②✱ t❤❡ ✈❡❝t♦rs K
(1)
µ+r+1 = [kµ, kµ+1, . . . , kµ+m+r] s❤♦✉❧❞ ❜❡

♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❡❝t♦rs V
(0)
µ ✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ❜❧♦❝❦ ●r❛♠✲

❙❝❤♠✐❞t ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✇r✐t❡‡

K̂
(1)
µ+r+1 =

(
I − V (0)

µ (V (0)
µ )T

)
K

(1)
µ+r+1 ✭✻✳✸✶✮

❚❤❡ ✈❡❝t♦rs K̂
(1)
µ+r ❛r❡ ♥♦✇ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ❜✉t ✐t r❡♠❛✐♥s t♦ ♦rt❤♦❣♦♥♦♥❛❧✐③❡

t❤❡♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ❞❡♥s❡ QR ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦❞✉❝❡

K̂
(1)
µ+r+1 = V

(1)
µ+r+1R

(1)
µ+r+1. ✭✻✳✸✷✮

❋r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥s ✻✳✷✽ ❛♥❞ ✻✳✸✵✱ ✇❡ ❣❡t

B
[

K
(0)
µ K

(1)
µ Ur

]
=

[
V

(0)
µ K

(1)
µ+r+1

] [
H

(0)
µ 0

hµ+1,µe1e
T
µ C̄µ+r

]
✭✻✳✸✸✮

✇❤❡r❡

C̄µ+r =

[
T̄

(1)
µ 0
0 Dr

]

‡◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst ✈❡❝t♦r kµ ✐s ❛❧r❡❛❞② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ V
(0)

µ ❜✉t ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❡ ✐t ❛❣❛✐♥✳

✻✽



❉❡✢❛t❡❞ ●▼❘❊❙ ✐♥ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s

❑♥♦✇✐♥❣ t❤❛t ❛ QR ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✉♣❞❛t❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦♠❡❞ ♦♥ K
(1)
µ+r+1✱ ✇❡ ❣❡t ❢r♦♠

❊q✉❛t✐♦♥s ✻✳✸✶ ❛♥❞ ✻✳✸✷ t❤❛t✱

[
V

(0)
µ K

(1)
µ+r+1

]
=

[
V

(0)
µ V

(1)
µ+r+1

] [
I (V

(0)
µ )T K

(1)
µ+r+1

0 R
(1)
µ+r+1

]
. ✭✻✳✸✹✮

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✻✳✸✹ ✐♥ ✻✳✸✸✱ ✇❡ ❣❡t
BWs = Vs+1H̄s ✭✻✳✸✺✮

✇❤❡r❡ Ws =
[

K
(0)
µ K

(1)
µ Ur

]
✱ Vs+1 =

[
V

(0)
µ V

(1)
µ+r

]
❛♥❞

H̄s =

[
Iµ,µ (V

(0)
µ )T K

(1)
µ+r+1

0 R
(1)
µ+r+1

] [
H

(0)
µ 0

hµ+1,µe1e
T
µ C̄µ+r

]
.

❋r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t K
(1)
µ+r+1e1 ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ V

(0)
µ ❛♥❞ t❤❛t R

(1)
µ+r+1e1 = e1✱ ✇❡ ❣❡t

H̄s =

[
H

(0)
µ (V

(0)
µ )T K

(1)
µ+r+1C̄µ+r

hµ+1,µe1e
T
µ R

(1)
µ+r+1C̄µ+r

]
✭✻✳✸✻✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❍❡ss❡♥❜❡r❣ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✶ ✐s t❤✉s ♣r♦✈❡❞ ❛♥❞
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♦❢✳

❚❤❡ ●▼❘❊❙ ✇✐t❤ t❤❡ µ✲st❡♣ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❜❛s✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ µ✳ ❖♥
♠✉❧t✐❝♦r❡ ♥♦❞❡s✱ ❛ ✇❡❧❧ ❝❤♦s❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ µ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❧♦❝❛❧✐t② ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ❛♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥✮
❬✹✷✱ ✼✾❪✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ✇✐t❤ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ♥❡✇ s❡t ♦❢ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs
✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❡❞ ❛❣❛✐♥st ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❡❝t♦rs ❛❧r❡❛❞② ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦
♣❡r❢♦r♠ ❛ ❣♦♦❞ QR ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✉♣❞❛t❡✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s ✇❤❡♥ ❛ ❜❧♦❝❦ ●r❛♠✲❙❝❤♠✐❞t ♣r♦❝❡ss
✐s ✉s❡❞✱ ❛ r❡♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❧♦ss ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t②✱
s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✽✶❪✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐♥❞✉❝❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r t ♦❢
st❡♣s ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❆s ❢♦r t❤❡ s❝❛❧❛r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜❛s✐s ✇✐❧❧ t❤✉s ❤❡❧♣ t♦ r❡❞✉❝❡
t❤✐s ❝♦st ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s t✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥
❛♥❞ ✇❡ ❢♦❝✉s ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t♦ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ (µ+r)✲st❡♣ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ◆❡✇t♦♥
❜❛s✐s✳

✻✳✸✳✷ ❆●▼❘❊❙ ✿ ❆✉❣♠❡♥t❡❞ ◆❡✇t♦♥✲❜❛s✐s ●▼❘❊❙

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●▼❘❊❙ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ◆❡✇t♦♥
❜❛s✐s ✐s ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢❡✇ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ st❡♣s ❛r❡
♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✸✳✷✳

■❢ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❆●▼❘❊❙ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡❧❛t❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●▼❘❊❙
♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✿

❼ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ●▼❘❊❙ ♠❡t❤♦❞✱ ❆●▼❘❊❙ ♣r♦❞✉❝❡s ❡✣❝✐❡♥t ❦❡r♥❡❧ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s ✐♥ st❡♣s ✺ ❛♥❞ ✻✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❜❛s✐s Ws✱ ✐t ❦❡❡♣s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s②st❡♠ Vs ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣
t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✳

❼ ❚❤❡ ●▼❘❊❙✲❊ ♦❢ ▼♦r❣❛♥ ❬✾✽❪ ❦❡❡♣s ❛ s❡❝♦♥❞ ❜❛s✐s ❛s ✇❡❧❧✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss✳ ■t ✇✐❧❧ t❤✉s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ♠♦r❡ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❖✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣② t❤❛t ✇✐❧❧
❛❧❧♦✇ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①tr❛❝t❡❞ ❡✐❣✈❡♥✈❡❝t♦rs ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✳

✻✾



❉❡✢❛t❡❞ ●▼❘❊❙ ✐♥ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ❆●▼❘❊❙✭m, r, l✮ ✿ ❆✉❣♠❡♥t❡❞ ◆❡✇t♦♥✲❜❛s✐s ●▼❘❊❙
❘❡q✉✐r❡✿ x0, m, itmax, ǫ, r, l, rmax, smv, bgv❀
✶✿ P❡r❢♦r♠ ♦♥❡ ❝②❝❧❡ ♦❢ ●▼❘❊❙✭m✮ ❬✶✶✹✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹❪ t♦ ✜♥❞ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ xm✱

t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ rm ❛♥❞ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s Hm ❛♥❞ Vm s❛t✐s❢②✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✻✳✻✳ ✐❢✭‖rm‖ < ǫ✮
r❡t✉r♥

✷✿ ❙❡t x0 ← xm ❛♥❞ r0 ← rm❀ β = ‖r0‖❀
✸✿ ❈♦♠♣✉t❡ m ❘✐t③ ✈❛❧✉❡s {λj}j=m

j=1 ♦❢ AM−1 ❢r♦♠ Hm ❛♥❞ ♦r❞❡r t❤❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❡❥❛
♦r❞❡r✐♥❣ ❬✶✼❪❀ ■❢ ✭r > 0✮ ❡①tr❛❝t r ❘✐t③ ✈❡❝t♦rs U ❢♦r t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜❛s✐s✳

✹✿ ✇❤✐❧❡ ✭‖r0‖ > ǫ✮ ❞♦
✺✿ ❈♦♠♣✉t❡ Ks+1 ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✻✳✶✻ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ T̄m ❛♥❞ Dr ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ Ws

✻✿ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ QR ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ Ks+1 = Vs+1Rs+1

✼✿ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ (s + 1)× s ❍❡ss❡♥❜❡r❣ ♠❛tr✐① H̄s ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✻✳✷✶
✽✿ ❙♦❧✈❡ ys = min‖βe1 − H̄sy‖2
✾✿ ❈♦♠♣✉t❡ xs = x0 + M−1

Wsys rs = b−Axs✱ it← it + s
✶✵✿ ✐❢✭‖rs‖ < ǫ ♦r it > itmax✮ r❡t✉r♥
✶✶✿ ❙❡t x0 ← xs ❛♥❞ r0 ← rs❀
✶✷✿ ✐❢ r > 0 t❤❡♥
✶✸✿ Iter = s ∗ log

(
ǫ

‖rs‖

)
/log

(
‖rs‖
‖r0‖

)

✶✹✿ ✐❢ ✭Iter > smv ∗ (itmax− it)✮ t❤❡♥
✶✺✿ ✐❢ ✭✭Iter > bgv ∗ (itmax− it)✮ ❛♥❞ ✭r < rmax✮ ❛♥❞ ✭l > 0✮✮ t❤❡♥
✶✻✿ r ← r + l ✴✯■♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s t♦ ❞❡✢❛t❡✯✴

✶✼✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✽✿ ❯♣❞❛t❡ t❤❡ r ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs u1, u2, . . . , ur ❢r♦♠ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❘✐t③ ✈❛❧✉❡s ♦❢ B ≡

M−1A
✶✾✿ ❡♥❞ ✐❢
✷✵✿ ❡♥❞ ✐❢
✷✶✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

❼ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❈❆✲●▼❘❊❙ ♦❢ ❍♦❡♠♠❡♥ ❬✼✾❪✱ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ♦♥❡
µ✲st❡♣ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❤♦✇ ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞
❜❛s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ µ✲st❡♣ ❜❛s✐s✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡st❛rt ❧❡♥❣t❤✱ ❈❆✲
●▼❘❊❙✭µ, t✮ ❛♥❞ ●▼❘❊❙✭µ·t✮ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❆●▼❘❊❙✭µ·
t, r✮ ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❢❛st❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❤❡♥
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ r❡st❛rt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

❙♦ ❢❛r✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st❛rts ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❡❝t♦r x0 ✭✐♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ③❡r♦ ✈❡❝t♦r✮✱ t❤❡ s✐③❡ m ♦❢ t❤❡ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐t❡r❛t✐♦♥s itmax ❛❧❧♦✇❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛❝❝✉r❛❝② ǫ✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✉s❡❞
❢♦r t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜❛s✐s✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs r t❤❛t ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣❀ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs l, rmax, smv ❛♥❞ bgv ❢♦r t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣②✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✷✳✻✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤✐❢ts ✭st❡♣s ✶ ❛♥❞ ✸✮✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ❛t st❡♣ ✺ ❛♥❞ ✐ts ♦rt❤♦❣♦♥♦❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳ ❚❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛t st❡♣ ✾✳ ❆t st❡♣ ✶✽✱ ✇❡ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs t♦ ❜❡
❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s✳ ❚❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣② ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ st❡♣s ✶✷✲✷✵ ❆❧❧ t❤❡s❡
st❡♣s ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✳

✼✵



❉❡✢❛t❡❞ ●▼❘❊❙ ✐♥ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s

✻✳✸✳✷✳✶ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤✐❢ts

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✉s❡s t❤❡ s❝❛❧❛rs λj ✱
j = 1, . . . ,m t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ st❛❜❧❡ ❜❛s✐s✳ ❇❛✐ ❡t ❛❧ ❬✶✼❪ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✇♦✉❧❞
❜❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ B ♥✉♠❜❡r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞✐✜❡❞ ▲❡❥❛ ♦r❞❡r
✭s❡❡ ❬✶✵✾❪✮✿

{ |λ1| = maxj=1,...,m |λj |∏j
k=1 |λj+1 − λk| = maxl=1,...,m

∏j
k=1 |λl − λk|, j = 1, . . . ,m− 1

✭✻✳✸✼✮

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ B ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ✈❡r② ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡✳ ■♥ t❤✐s
s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❘✐t③ ✈❛❧✉❡s ♦❢ B ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❍❡ss❡♥❜❡r❣ ♠❛tr✐① Hm ✐♥
❊q✉❛t✐♦♥ ✻✳✻ ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t m st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
t♦ ❣❡t t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❆t st❡♣ ✶✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ♦♥❡ ❝②❝❧❡ ♦❢ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐✲●▼❘❊❙ ♠❡t❤♦❞✳ ❋r♦♠
t❤✐s st❡♣✱ ✇❡ ❣❡t ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ xm ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡s✐❞✉❛❧ rm✳
❚❤✐s ✈❡❝t♦r ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ●▼❘❊❙ ❢r♦♠ st❡♣
✹✳ ❆t st❡♣ ✸✱ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐ts ♦✇♥ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ❍❡ss❡♥❜❡r❣
♠❛tr✐① Hm ❛♥❞ ♦r❞❡r t❤❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❡❥❛ ♦r❞❡r✐♥❣✳ ❚❤✐s st❡♣ ✉s❡s s♦ ❢❛r t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❇✉t ✐t r❡q✉✐r❡s ❣❧♦❜❛❧
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ m ❣❡ts ❧❛r❣❡✱ ✐t ♠❛② ❜❡
❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐✲●▼❘❊❙ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❝♦st ❤❡r❡ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ♦♥❡ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ●▼❘❊❙ ♠❛✐♥❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❣r❛♥✉❧❛r✐t② ❛♥❞ ▼P■ ♠❡ss❛❣❡s
✈♦❧✉♠❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ m t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡
❜❛s✐s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐❢ ❛ ❧❛r❣❡ ❜❛s✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✉s❡ ❛ µ✲st❡♣
❜❛s✐s ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛s ❛❞✈✐s❡❞ ❜② P❤✐❧✐♣♣❡ ❛♥❞
❘❡✐❝❤❡❧ ❬✶✵✼❪ ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❆r♥♦❧❞✐✲●▼❘❊❙ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧❡r ❜❛s✐s t♦ ❣❡t ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡s❡
✈❛❧✉❡s✳ ❋r♦♠ t❤✐s s✉❜s❡t✱ ❛ ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✉♣❞❛t❡❞ ✇✐t❤ ♥❡✇
✈❛❧✉❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ◆❡✇t♦♥✲❜❛s✐s ●▼❘❊❙ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

✻✳✸✳✷✳✷ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ✇✐t❤ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦rs

❚❤❡ ✜rst m + 1 ✈❡❝t♦rs ♦❢ Km+1 ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳✶ ✐♥ ❬✶✶✽❪❀ t❤❡♥ ✐t ✐s
❡❛s② t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❧❛st r ✈❡❝t♦rs ❢r♦♠ Ur✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r λj+1 ✐s ❝♦♠♣❧❡①✱
❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t Im(λj+1) > 0 ✭❚❤✐s ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡
♣❛✐rs ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ▲❡❥❛ ♦r❞❡r✐♥❣✮✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✐s ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② ✇r✐t✐♥❣ t❤❡
✜rst ♣❛rt ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✻✳✶✻ ❛s

kj+1 = 1/σj+1(B −Re(λj+1I)kj

σj+2kj+2 = (B − λj+1I)(B − λ̄j+1I)kj = (B −Re(λj+1I)kj+1 + 1/σj+1Im(λj+1)
2kj .

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❛tr✐① T̄ ∈ R
s+1×s ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥s ✻✳✶✸ ❛♥❞ ✻✳✸✵ ✐s tr✐❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❙♦ ❢❛r✱

t❤❡ s❝❛❧❛rs σj , j = 1, . . . ,m ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✻✳✶✸ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦rs
{kj}j=m

j=1 ✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❝❤♦✐❝❡ ✐s t♦ t❛❦❡ σj = ‖kj‖✳ ❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♥s✐❞❡ t❤✐s st❡♣ ✐s
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥s (AM−1 − λI)k ≡
A(M−1k) − λjk✳ ❲❤❡♥ σj = ‖kj‖✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ (m + r) ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❢❛r ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ 1

2(m2 +3m) ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss✳ ❲✐t❤ s♦♠❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s✱ t❤✐s ♥♦r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞❧②✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡
❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③✱ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡
❛❝❝r♦ss ❛❧❧ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❊❛❝❤ ♣r♦❝❡ss ✐s t❤✉s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐ts ♦✇♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦
t❤❡ ♥♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❬✶✶✱ ✶✵✶❪✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ❜❛s✐s ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ ❛♥❞ ♥♦

✼✶



❉❡✢❛t❡❞ ●▼❘❊❙ ✐♥ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s

s❝❛❧✐♥❣✱ t❤✉s ♥♦ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❡❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ❬✼✾❪✳

✻✳✸✳✷✳✸ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s

❆❢t❡r t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛t
st❡♣ ✻ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✸✳✷ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s②st❡♠ Vs+1✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ st❡♣
✺✱ t❤❡ ✈❡❝t♦rs Ks+1 ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛s ❛ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ❜❧♦❝❦s ♦❢ r♦✇s ✇❤✐❝❤
✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ 1D r♦✇✇✐s❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝ts✳ ❆♥②
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❞❡♥s❡ QR ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❡ t❤❡
s②st❡♠ Ks+1✳ ■♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❘❖❉❉❊❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✶✽✱
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠s ✜rst ❛ ❍♦✉s❡❤♦❧❞❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ♦❢
r♦✇s✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❛ ♣❡r❢❡❝t ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣❤❛s❡ ❜② ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ r♦✇s✳ ❆❢t❡r
t❤❛t✱ t❤❡ ●✐✈❡♥s r♦t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✳ ❉✉r✐♥❣
t❤✐s s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛ r✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss s❡♥❞s t❤❡
r❡q✉✐r❡❞ ❞❛t❛ ♦♥ t❤✐s r✐♥❣✳ ❚❤✐s st❡♣ r❡q✉✐r❡s O(m2) ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t ♠❡ss❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ♠❡ss❛❣❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s (m + 1)/2 ❞♦✉❜❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ ❚❙◗❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢
❉❡♠♠❡❧ ❡t ❛❧ ❬✹✷❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞✐✈✐❞❡✲❛♥❞✲❝♦♥q✉❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛t t❤✐s
st❡♣✳ ■t r❡q✉✐r❡s O(log(P )) ▼P■ ♠❡ss❛❣❡s ✇❤❡r❡ P ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s
s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ Ks+1✳

✻✳✸✳✷✳✹ ❯♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ QR ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐① Rs ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✻✳✶✾ ✐s ✉s✉❛❧❧②
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤❡ ❘❖❉❉❊❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ♣r♦❝❡ss✳ ■t
❝❛♥ ❜❡ ❜r♦❛❞❝❛st❡❞ t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss❡s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ st❡♣s ✼ ❛♥❞ ✽ ❛r❡ ❞♦♥❡ ❜② ❛❧❧ t❤❡
♣r♦❝❡ss❡s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s ❣❡ts ❧❛r❣❡✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t♦ ♣❡r❢♦r♠
t❤❡s❡ st❡♣s ♦♥ t❤❡ ❧❛st ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t♦ ❜r♦❛❞❝❛st ♦♥❧② t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ♣r♦❜❧❡♠
❛t st❡♣ ✽✳ ■♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ s❡♥❞ ❛ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① s✐♥❝❡ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞
❜② ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✷✳✺✳ ❙♦ ❢❛r✱ t❤❡ ❍❡ss❡♥❜❡r❣
♠❛tr✐① H̄s ✐s ❛ss❡♠❜❧❡❞ ❢r♦♠ Rs ❛♥❞ T̄s ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳✷ ✐♥ ❬✶✶✽❪✳ ❚❤❡
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ✈❡❝t♦rs ✐♥
t❤❡ ❜❛s✐s✳ ❆ QR ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❍❡ss❡♥❜❡r❣ ♠❛tr✐① t♦ s♦❧✈❡ t❤❡
❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❚❤❡ ▲❆P❆❈❑ r♦✉t✐♥❡ ❞❣❡qr❢ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r
t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥❡✇ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛t
st❡♣ ✾✳ ◆♦t❡ t❤❛t s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣ ❛ r✐❣❤t ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢
t❤❡ tr✉❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ✇✐t❤♦✉t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❡❝t♦r rs✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ r❡st❛rt✱ ✇❡ ♥❡❡❞ rs ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

✻✳✸✳✷✳✺ ❯♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs

❲❤❡♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss st❛rts ❛t ❧✐♥❡ ✶✸ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✸✳✷✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭uj , λj✮
♦❢ B ≡ AM−1 ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ●▼❘❊❙✭m✮ ❝②❝❧❡ ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

V T
m (B − λjI)Vmgj = 0 ✭✻✳✸✽✮

❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠

Hmgj = λjgj . ✭✻✳✸✾✮

❚❤❡ ❘✐t③ ✈❛❧✉❡s λj , j = 1, . . . ,m ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s s❤✐❢ts ❢♦r t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦rs
uj = Vmgj , j = 1, . . . , r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❛✉❣♠❡♥t t❤❡

✼✷



❉❡✢❛t❡❞ ●▼❘❊❙ ✐♥ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s

◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s✳ ❚❤❡♥ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦rs Ur ❛t st❡♣ ✶✽✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❘❛②❧❡✐❣❤✲❘✐t③ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
■♥❞❡❡❞✱ ❛s ❛❞✈✐s❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ❬✸✹✱ ✾✽❪✱ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞♦❡s ❜❡tt❡r ❛t ✜♥❞✐♥❣
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♥❡❛r❡st ③❡r♦✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ s✉❜s♣❛❝❡ Cs✱ ❡❛❝❤ ❡①tr❛❝t❡❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r u ✐s t❤✉s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
u = Wsgi✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❡s BWs ❛♥❞ Ws✱ t❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇r✐t❡s ✿

(BWs)
T (B − λjI)Wsgj = 0. ✭✻✳✹✵✮

■t ❝♦♠❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✻✳✶✸ t❤❛t✱

H̄
T
s H̄s︸︷︷︸
Gs

gj = λj H̄
T
s V

T
s+1Ws︸ ︷︷ ︸
Fs

gj . ✭✻✳✹✶✮

❲❡ t❤✉s ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞❡♥s❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s✐③❡ s× s ✇❤❡r❡ (λj , Wsgj) ❣✐✈❡s
❛ ❘✐t③ ♣❛✐r ♦❢ B✳ ▼✉❧t✐♣❧②✐♥❣ Fs ❛♥❞ Gs ❜② H

−T
s ✱ ✇❡ ❣❡t

H−T
s Gs = H

−T
s

[
H

T
s αes

] [
Hs

αeT
m

]

= Hs + h
2
s+1,sH

−T
s ese

T
s ✭✻✳✹✷✮

H−T
s Fs =

[
Is hs+1,sH

−T
s es

]
V

T
s+1Ws. ✭✻✳✹✸✮

❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✇♦r❦ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❢♦r♠ Fs ❛s ✐t ✐♥❞✉❝❡s s s❝❛❧❛r
♣r♦❞✉❝ts ♦❢ s✐③❡ n✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ ✐♥ ♠♦st t❡st ❝❛s❡s t❤❛t
✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜② ❞❡✢❛t✐♦♥✱ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ✐s
♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ t✐♠❡ s❛✈❡❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❞❡✢❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡
str❛t❡❣② ♣r♦♣♦s❡❞ ♥❡①t s❡ts ♦✛ ❞❡✢❛t✐♦♥ ♦♥❧② ✐❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s t♦♦ s❧♦✇✳

✻✳✸✳✷✳✻ ❆❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣②

❲❤❡♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ♥♦t ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ r❡st❛rts ❛♥❞ r ♥❡✇ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s t♦ ❞❡✢❛t❡✮ ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
s✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡ Cs✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦t ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ✐❢ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✐s ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡❞ ❡♥♦✉❣❤✳ ❲❡ t❤✉s ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣② ✇❤✐❝❤
❞❡t❡❝ts ✐❢ t❤❡ ❞❡✢❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ s♣❡❡❞✉♣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦r t♦ ❛✈♦✐❞
st❛❣♥❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ✇♦r❦ ❜② ❙♦s♦♥❦✐♥❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷✹❪ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥
✉s❡❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡✢❛t❡❞ ●▼❘❊❙❬✶✵✹❪✳ ❆t ❧✐♥❡s ✶✸✱ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ❛❧r❡❛❞② ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s ✭Iter✮
♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛❝❝✉r❛❝② ǫ✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ s♠❛❧❧ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✭smv✮ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s t♦ ❞❡t❡❝t s♦♠❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠✳ ■❢ ✐t ✐s ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ ❛ s♠❛❧❧ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✭smv✮ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s ❛❧❧♦✇❡❞ ✭itmax✮✱ t❤❡♥ ✇❡ s✇✐t❝❤ t♦
t❤❡ ❞❡✢❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✭bgv✮ ♦❢ itmax t♦ ❞❡t❡❝t ❛ ♥❡❛r✲st❛❣♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs t♦ ❛✉❣♠❡♥t ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ❛
✜①❡❞ ✭s♠❛❧❧✮ ✈❛❧✉❡✳ ❈❧❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs r, l, Iter, smv, bgv✱ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣②
❝❛♥ ❜❡ s❦❡t❝❤❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

❼ ■❢ Iter ≤ smv ∗ itmax✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✐s ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ ♥♦ ♠♦r❡ ✉♣❞❛t❡
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛❧r❡❛❞② ❝♦♠♣✉t❡❞✳

❼ ■❢ smv ∗ itmax < Iter ≤ bgv ∗ itmax✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧
♥♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ r ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ❝②❝❧❡s ♦❢ ❆●▼❘❊❙✳

✼✸



◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❼ ■❢ its > bgv ∗ itmax✱ ❛ st❛❣♥❛t✐♦♥ ♠❛② ❤❛✈❡ ♦❝❝✉rr❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s t♦ ❡①tr❛❝t✴✉♣❞❛t❡ ❜② ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r l✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ l = 1 ✐♥ ❛❧❧ ♦✉r t❡st
❝❛s❡s✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ m✱
●▼❘❊❙✭m✮ ✭❛♥❞ t❤✉s ❆●▼❘❊❙✭m✮✮ ✇✐❧❧ ♥♦t st❛❣♥❛t❡❀ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✶✷✵✱ ✶✷✷❪✳ ❖✉r
❝✉rr❡♥t st❛❣♥❛t✐♦♥ t❡st ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦st❧② ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t ❛
✈❡r② s❧♦✇ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♣r♦❜❧❡♠✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ st❛❣♥❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✉♥❞❡r st✉❞②✳ ❙♦♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡
❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤✐s s❡♥s❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✻✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts t♦ s❤♦✇ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ♥✉✲
♠❡r✐❝❛❧ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳✶ ❛♥❞ t❤❡ t❡st ❝❛s❡s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳✷✳

✻✳✹✳✶ ❚❡st r♦✉t✐♥❡s ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥♦t❡s

■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ P❊❚❙❝ r♦✉t✐♥❡s ❛♥❞ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❬✶✽✱ ✶✾❪✳ ❚❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✸✳✷ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❑❙P ♠♦❞✉❧❡ ❝❛❧❧❡❞ ❆●▼❘❊❙ ✉s✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧❧②
♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ P❊❚❙❝ r❡✈✐s✐♦♥ ✸✳✶✳♣✽✳ ■t ✉s❡s t❤❡ r♦✉t✐♥❡s ❢♦r ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✱
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■t
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ tr❛♥s♣❛r❡♥t❧② ✇✐t❤ ❛♥② ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs✳ ❲❡ ✉s❡ s♦ ❢❛r t❤❡ ❘❡str✐❝t❡❞ ❆❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③
✭❘❆❙✮ ♠❡t❤♦❞ ❬✸✵❪ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s ❛ r✐❣❤t ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐♥ ❛❧❧ ♦✉r t❡sts✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ st❡♣s ❛r❡
♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳ ◆♦t❡ ❢r♦♠ t❤❡ st❡♣ ✼ ♦❢ ♦✉r t❡st r♦✉t✐♥❡ t❤❛t ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❆●▼✲

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻ ❚❡st r♦✉t✐♥❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✻✳✷ ✉s✐♥❣ r❡str✐❝t❡❞
❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ●▼❘❊❙✲❜❛s❡❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r✳
✶✿ ❘❡❛❞ t❤❡ ♠❛tr✐① ❢r♦♠ ❛ ❜✐♥❛r② ✜❧❡ ❛♥❞ st♦r❡ ✐t ✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❈❙❘ ❢♦r♠❛t✳ ❘❡❛❞ t❤❡

r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ st♦r❡ ✐t ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳
✷✿ P❡r❢♦r♠ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐t❡r❛t✐✈❡ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ s❝❛❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞

s✐❞❡ ✈❡❝t♦r ❬✻❪✳
✸✿ P❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤ P❆❘▼❊❚■❙✳
✹✿ ❘❡❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ P❆❘▼❊❚■❙ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✳

✺✿ ❉❡✜♥❡ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜♠❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✳
✻✿ ❙❡t✉♣ t❤❡ s✉❜♠❛tr✐❝❡s ✭■▲❯ ♦r ▲❯ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ▼❯▼P❙ ❬✹❪✮✳
✼✿ ❙♦❧✈❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② t❤❡ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❑❙P ❆●▼❘❊❙ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✸✳✷✮ ♦r t❤❡

P❊❚❙❝ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❑❙P ●▼❘❊❙ ❬✶✶✹✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹❪✳
✽✿ ❲r✐t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❡❝t♦r t♦ ❛ ❜✐♥❛r② ✜❧❡✳

❘❊❙ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ●▼❘❊❙✳ ❆s st❛t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
●r❛♠✲❙❝❤♠✐❞t ♦r t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ●r❛♠✲❙❝❤♠✐❞t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❈●❙ ♦✈❡r ▼●❙ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼P■ ♠❡ss❛❣❡s✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ▼P■
r❡❞✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❦❡r♥❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈●❙ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡✜♥❡♠❡♥t str❛t❡❣② t♦ ❜❡ ❛s st❛❜❧❡ ❛s ▼●❙✳ ❉✉r✐♥❣
♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s r❡✜♥❡♠❡♥t ❤❛s ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❈●❙ ❛♥❞ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t

✼✹



◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

♥♦t✐❝❡ ❛♥② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ●▼❘❊❙✲▼●❙ ❛♥❞ ●▼❘❊❙✲❈●❙✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❣✐✈❡ t❤❡ r❡✲
s✉❧ts ♦❢ ●▼❘❊❙ ✇✐t❤ ❈●❙✳ ❯♥❧❡ss st❛t❡❞✱ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ●▼❘❊❙ ❛♥❞ ❆●▼❘❊❙

✐s
‖b−Ax‖
‖b‖ < 10−10 ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s ✶✱✵✵✵✳ ■♥ ❆●▼❘❊❙✱ t❤❡

r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥❧② ❛t ❡❛❝❤ ♦✉t❡r ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ●▼❘❊❙✱ ✐t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞✉r✐♥❣
❡❛❝❤ ✐♥♥❡r ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣ ❛ r✐❣❤t ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✱ t❤✐s r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝❤❡❛♣❧② ❢r♦♠ t❤❡ ●✐✈❡♥s r♦t❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❍❡ss❡♥❜❡r❣
♠❛tr✐① ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✻✳✼ ✐♥t♦ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐①✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r✐❣❤t ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s
✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦rs ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ st❡♣s✳
❍❡♥❝❡ ✐♥ ●▼❘❊❙✭m✮✱ ✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦✉♥ts ♦❢ A(M−1k)✳ ■♥ ❆●▼❘❊❙✱ ✐t ✐s ❡q✉❛❧
t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜❛s✐s t✐♠❡s t❤❡ r❡st❛rt ❝②❝❧❡s✳ ❙♦ ❢❛r✱ ❆●▼❘❊❙✭m✮ r❡❢❡rs t♦
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳✸✳✷ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❞❡✢❛t✐♦♥ ✭✐✳❡ r = 0, l = 0✮❀ ■♥ ❆●▼❘❊❙✭m, r✮✱ r ✈❡❝t♦rs
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❤❛r♠♦♥✐❝ ❘✐t③ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛s✐s ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡❞ ❛t
❡❛❝❤ r❡st❛rt❀ ■♥ ❆●▼❘❊❙✭m, r, l✮✱ r ✐s ❛❞❛♣t✐✈❡❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② l ✉♥t✐❧ rmax ❛t ❡❛❝❤ r❡st❛rt✳

✻✳✹✳✷ ❚❡st ♣r♦❜❧❡♠s

❚❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❡sts ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❢r♦♠ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✲
❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❡st ♠❛tr✐❝❡s✱ ◆✿◆✉♠❜❡r ♦❢ r♦✇s✴❝♦❧✉♠♥s✱ ◆◆❩✿◆♦♥③❡r♦
❡♥tr✐❡s

▼❛tr✐① N NNZ ❣❡♦♠❡tr②

■▼✵✼❘ ✷✻✶✱✹✻✺ ✷✻✱✽✼✷✱✺✸✵ ✸❉
❱❱✶✶❘ ✷✼✼✱✵✾✺ ✸✵✱✵✵✵✱✾✺✷ ✸❉
❘▼✵✼❘ ✷✼✷✱✻✸✺ ✸✼✱✸✺✺✱✾✵✽ ✸❉

✸❉❈❖◆❙❑❨❴✶✷✶ ✶✱✼✼✼✶✱✺✻✶ ✺✵✱✶✼✽✱✷✹✶ ✸❉
✸❉❈❖◆❙❑❨❴✶✻✶ ✹✱✶✼✸✱✷✽✶ ✶✶✽✱✻✹✺✱✶✷✶ ✸❉

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ■▼✵✼❘✱ ❱❱✶✶❘ ❛♥❞ ❘▼✵✼❘ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ❞❡s✐❣♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❋▲❯❖❘❊▼ ❝♦♠♣❛♥②✱ ❛ ❈❋❉
s♦❢t✇❛r❡ ❡❞✐t♦r§✳ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ❧✐sts t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ t❤❡✐r ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳
❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s✲❆✈❡r❛❣❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❢♦r ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇s
❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❬✶✵✻❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛tr✐①
✐s ❢♦r♠❡❞ ♦❢ b × b ❜❧♦❝❦s ✇❤❡r❡ b ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✢✉✐❞ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❞❡♥s✐t②✱
✈❡❧♦❝✐t②✱ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① ❘▼✵✼❘ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡
❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❋❧♦r✐❞❛ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❬✸✾❪✮ ✐♥ t❤❡ ❋▲❯❖❘❊▼ ❞✐r❡❝t♦r②✳ ❚❤❡
♠❛tr✐① ✐s str✉❝t✉r❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥ ❜❧♦❝❦s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ♥♦♥s②♠✲
♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ✐♥❞❡✜♥✐t❡✳ ■♥ ❬✶✵✸✱ ✶✵✻❪✱ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st✉❞✐❡s s❤♦✇ t❤❛t ❤②❜r✐❞ s♦❧✈❡rs ❜❛s❡❞
♦♥ ●▼❘❊❙ ❛♥❞ ❙❝❤✇❛r③✲❜❛s❡❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ♦✛❡r r♦❜✉st ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ s♦❧✈❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②
t❤❡s❡ s②st❡♠s✳ ❆s ♣♦✐♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✵✻❪✱ ✇❡ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ■▲❯ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ♠❛tr✐✲
❝❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❧② ♦♥ ❛ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡r ✭▼❯▼P❙✮
✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ s✉❜❞♦♠❛✐♥✳

❚❤❡ t❡st ❝❛s❡s ✸❉❈❖◆❙❑❨❴✶✷✶ ❛♥❞ ✸❉❈❖◆❙❑❨❴✶✻✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡
❙❦②❙❝r❛♣❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❬✶✱ ✽✾❪✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡

§✇✇✇✳✢✉♦r❡♠✳❝♦♠✴❡♥✴s♦❢t✇❛r❡s✴♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✴t✉r❜✲♦♣t②✲❝❢❞

✼✺



◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

♣r♦❜❧❡♠

η(x)u + div(a(x)u)− div(κ(x)∇u) = f ✐♥ µ ✭✻✳✹✹✮

u = 0 ♦♥ ∂µD ✭✻✳✹✺✮

∂u

∂n
= 0 ♦♥ ∂µN ✭✻✳✹✻✮

✇❤❡r❡ µ = [0, 1]3✱ ∂µN = ∂µ\∂µD✳ ❚❤❡ t❡♥s♦r κ ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❚❤❡
❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥t❛✐♥s ♠❛♥② ③♦♥❡s ♦❢ ❤✐❣❤ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ▲❡t
[x] ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ x t❤❡♥ κ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✸❉ ❜②

κ(x) =

{
103 ∗ ([10 ∗ x2] + 1), if [10 ∗ xi] = 0 mod(2), i = 1, 2, 3,
1, otherwise

✭✻✳✹✼✮

❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ a = (1000, 1000, 1000)T ❛♥❞ f = x2
1 + x2

2 + x2
3✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s

❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ P✷✲t②♣❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ❋r❡❡❢♠✰✰¶ ♣❛❝❦❛❣❡✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛
✉♥✐❢♦r♠ ❣r✐❞ ✇✐t❤ n× n× n ♥♦❞❡s ❛♥❞ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ n = 121 ❛♥❞ 161✳ ❉✉r✐♥❣ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ILU(1) ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞✳

✻✳✹✳✸ P❧❛t❢♦r♠ ♦❢ t❡sts

❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❞♦♥❡ ♦♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❡♠♦r② s✉♣❡r❝♦♠♣✉t❡r ❱❛r❣❛s‖ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ✸✱✺✽✹
P♦✇❡r✻ ❈P❯s✳ ❊❛❝❤ P♦✇❡r✻ ❈P❯ ✐s ❛ ❞✉❛❧✲❝♦r❡ ✷✲✇❛② ❙▼❚ ✇✐t❤ ❛ ♣❡❛❦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛t
✹✳✼ ●❍③✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ✶✶✷ ♥♦❞❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ■♥✜♥✐❜❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦✳
❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ❤❛s ✸✷ P♦✇❡r✻ ❈P❯s t❤❛t ❛❝❝❡ss ✶✷✽●❇ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠❡♠♦r② ✐♥ ❛ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ✇❛②
✭❤❛r❞✇❛r❡ ◆❯▼❆ ♥♦❞❡s✮✳ ❚❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ▼P■ ♣r♦❝❡ss ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦
✸✳✷●❇ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✵✳✺●❇ ❢♦r t❤❡ st❛❝❦✳

✻✳✹✳✹ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst ❝♦♠♣❛r❡ ●▼❘❊❙ ❛♥❞ ❆●▼❘❊❙ ✇✐t❤♦✉t ❞❡✢❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦
❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❡st❛rt
❧❡♥❣t❤✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✢❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡st❛rt ❧❡♥❣t❤ ✐♥
❆●▼❘❊❙ ✐s s♠❛❧❧ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❲❡ ✜♥✐s❤ t❤✐s s❡❝t✐♦♥
❜② ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣②✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧❛r❣❡ t❡st ❝❛s❡ ❘▼✵✼❘ ❢r♦♠ t❤❡ ❋▲❯❖❘❊▼ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡
✻✳✹✳✶✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ●▼❘❊❙✭m✮ ❛♥❞ ❆●▼❘❊❙✭m✮ ✇✐t❤ t❤r❡❡ r❡st❛rt ❧❡♥❣t❤s✱
m = 32, 48 ❛♥❞ 64✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✐s ✸✷ ❛♥❞ t❤❡ ▲❯ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤❡ ✜rst r❡♠❛r❦ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✶ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❝✉r✈❡ ♦❢ ●▼❘❊❙✭m✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ st❛❣♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡s❡ t✐❝❦s
♦❝❝✉r ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ r❡st❛rt ❛♥❞ ❛r❡ ♠♦r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✇❤❡♥ m ✐s s♠❛❧❧✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ t✐❝❦s s✉❣❣❡st t❤❛t s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❧♦st ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ r❡st❛rt ❛♥❞
t❤❛t t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜❛s✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦♥ t❤❡s❡
❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r t❡st ❝❛s❡s ❣✐✈❡ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✳

◆♦✇ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❞❡✢❛t✐♦♥ ❜② ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐s✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✷✱ ✇❡ ❣✐✈❡
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ●▼❘❊❙✭m✮ ❛♥❞ ❆●▼❘❊❙✭m✱ r✮ ✇✐t❤ m = 32, 48 ❛♥❞ r = 2✱

¶❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❢r❡❡❢❡♠✳♦r❣✴✛✰✰✴✐♥❞❡①✳❤t♠
‖❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐❞r✐s✳❢r✴s✉✴❙❝❛❧❛✐r❡✴✈❛r❣❛s✴❤✇✲✈❛r❣❛s✳❤t♠❧
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GMRES(48)

AGMRES(64)
GMRES(64)

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✶✿ ❘▼✵✼❘ ✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡st❛rt ❧❡♥❣t❤ ✐♥ ❆●▼❘❊❙ ❛♥❞ ●▼❘❊❙✱ ✸✷ s✉❜✲
❞♦♠❛✐♥s

t❤❛t ✐s ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t✇♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛t ❡❛❝❤ r❡st❛rt ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❜❛s✐s ♦❢
s✐③❡ s = m + 2✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✐s st✐❧❧ ✸✷✳ ❚❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣② ✐s ♥♦t ✉s❡❞
❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ❛❞❞✐♥❣ ♦♥❧② t✇♦ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s ✐s
s✉✣❝✐❡♥t t♦ s♣❡❡❞✉♣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ❆●▼❘❊❙✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ●▼❘❊❙✭✸✷✮ r❡q✉✐r❡s ✽✽✻
✐t❡r❛t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ❆●▼❘❊❙✭✸✷✱✷✮ ♥❡❡❞s ❛❧♠♦st ✷✼✷ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r❡st❛rt
❧❡♥❣t❤ t♦ ✹✽✱ ●▼❘❊❙ ❜❡♥❡✜ts ❣r❡❛t❧② ❢r♦♠ t❤❛t ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ❛❧♠♦st ✸✺✺ ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ r❡❛❝❤
t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛❝❝✉r❛❝② ✇❤✐❧❡ ❆●▼❘❊❙✭✹✽✱✷✮ ♥❡❡❞s ✷✺✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t✐❝❡ ❤❡r❡
✐s t❤❛t ❆●▼❘❊❙✭✸✷✱✷✮ ❛♥❞ ❆●▼❘❊❙✭✹✽✱✷✮ ❣✐✈❡ ❝❧♦s❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✇❤✐❧❡ ●▼❘❊❙ ✐s
♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ r❡st❛rt ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s
✈❛r②✳

❚❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s
✐♥❝r❡❛s❡s✳ ●▼❘❊❙ ✇✐❧❧ t❤✉s r❡q✉✐r❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐❢ t❤❡ r❡st❛rt
❧❡♥❣t❤ ✐s ✜①❡❞✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✸✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡st❛rt ❧❡♥❣t❤ ✐s ✜①❡❞
❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s
✐♥ ●▼❘❊❙ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s ✇❡ ❛❞❞ ♠♦r❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ●▼❘❊❙✭✸✷✮ r❡q✉✐r❡s ✽✽✻
✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✸✷ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❲✐t❤ ✻✹ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✱ t❤✐s ♥✉♠❜❡r r❡❛❝❤❡s ✶✵✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s
✇✐t❤♦✉t r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ t♦❧❡r❛♥❝❡ ♦❢ 10−10✳ ■♥ ❆●▼❘❊❙✭m, r✮✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❝❤
❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❆s ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s
r❡♠❛✐♥ q✉✐t❡ ❝❧♦s❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❆●▼❘❊❙✭✸✷✱✷✮ r❡q✉✐r❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✷✼✷ ❛♥❞ ✸✶✶ ✐t❡r❛t✐♦♥s
❢♦r ✸✷ ❛♥❞ ✻✹ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡s ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧②
✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ D ❤❛s ❛ ❣r❡❛t ✐♠♣❛❝t t♦ t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❆●▼❘❊❙✳ ❲❡ ❣✐✈❡ t❤❡ t✐♠✐♥❣
r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

■♥ ●▼❘❊❙✱ ❛ ❜❡tt❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐❢ t❤❡ r❡st❛rt ❧❡♥❣t❤ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❲❡ s❤♦✇ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✷ t❤❛t ✐♥ s✉❝❤ ❝❛s❡✱ ✐t ✐s
st✐❧❧ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜❛s✐s ✐♥ ❆●▼❘❊❙✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦
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❘❊❙✳ ❚❤❡ r❡st❛rt ❧❡♥❣t❤ ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜❛s✐s ✐♥ ❆●▼❘❊❙ ✐s
❣✐✈❡♥✳

✼✽



◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❑❙P ●▼❘❊❙✭m✮ ❆●▼❘❊❙✭m, 2✮ ❆●▼❘❊❙✭m, 4✮
❍

❍
❍

❍
❍❍

D
m

✸✷ ✹✽ ✻✹ ✸✷ ✹✽ ✻✹ ✸✷ ✹✽ ✻✹

✽ ✾✸ ✼✵ ✺✼ ✶✵✵ ✾✽ ✺✼ ✶✵✺ ✶✵✵ ✺✼

✶✻ ✷✺✹ ✶✻✾ ✶✷✸ ✶✻✾ ✶✹✽ ✶✸✵ ✶✼✼ ✶✺✸ ✶✸✷

✸✷ ✽✽✻ ✸✺✺ ✷✷✵ ✷✼✷ ✷✺✵ ✶✾✻ ✷✶✷ ✷✵✺ ✷✵✵
✻✹ ✲ ✼✵✷ ✹✹✺ ✸✶✶ ✸✵✸ ✷✻✺ ✷✽✼ ✷✺✽ ✷✼✵

❚❛❜❧❡ ✻✳✷✿ ❘▼✵✼❘✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ●▼❘❊❙✭m✮✱ ❆●▼❘❊❙✭m, 2✮ ❛♥❞
❆●▼❘❊❙✭m, 4✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❛❞❞✐t✐✈❡
❙❝❤✇❛r③

t❤r❡❡ ♣❛rts✿

✶✳ ❲✐t❤ ✽ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✱ ●▼❘❊❙ ♥❡❡❞s ❧❡ss ✐t❡r❛t✐♦♥s t❤❛♥ ❆●▼❘❊❙ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
r❡st❛rt ❧❡♥❣t❤✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ st♦♣♣✐♥❣
t❡st ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥❧② ❛t ❡❛❝❤ ♦✉t❡r ❝②❝❧❡ ✐♥ ❆●▼❘❊❙✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥
❆●▼❘❊❙ ❢♦r t❤❡s❡ ❝❛s❡s ✐s ❛❧✇❛②s ❜❡tt❡r✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❆●▼❘❊❙ ❣✐✈❡s ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢
10−14 ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ r❡s✐❞✉❛❧ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s 10−11 ✐♥ ●▼❘❊❙✳

✷✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥s✱ ❆●▼❘❊❙ ♥❡❡❞s ♠♦r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s t❤❛♥ ●▼❘❊❙ ❢♦r ✶✻ s✉❜❞♦✲
♠❛✐♥s ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ m✳ ❍♦✇❡✈❡r ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ m✱ ❆●▼❘❊❙ ✐s ❝❧❡❛r② ❜❡tt❡r
t❤❛♥ ●▼❘❊❙✳

✸✳ ❋r♦♠ ✸✷ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✱ ❆●▼❘❊❙ ♥❡❡❞s ❧❡ss ✐t❡r❛t✐♦♥s t❤❛♥ ●▼❘❊❙ ❢♦r ❛❧❧ r❡st❛rt
❧❡♥❣t❤s✳ ❚❤❡ ❞❛s❤ ✐♥ ●▼❘❊❙✭✸✷✮ ❢♦r ✻✹ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❞❡♥♦t❡s t❤❛t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛❝✲
❝✉r❛❝② ❤❛s ♥♦t ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✶✱✵✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐t
r❡q✉✐r❡s ❛❧♠♦st ✸✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❆●▼❘❊❙✭m, r✮ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♦t❤❡rs ♥♦t r❡♣♦rt❡❞
❤❡r❡ ✐s t❤❛t ❆●▼❘❊❙ ✐s ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ r❡st❛rt ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦✲
♠❛✐♥s t❤❛♥ ●▼❘❊❙✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❆●▼❘❊❙ ✐s r❛t❤❡r s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡①tr❛❝t❡❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❜❛s✐s ❧❡♥❣t❤✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t ✐♥❞❡❡❞ t♦ ❦♥♦✇ ❤♦✇
♠❛♥② ✈❡❝t♦rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛s✐s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ■❢ r ✐s ✈❡r②
❧❛r❣❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❝♦✉❧❞ ❛❞❞ ♠♦r❡ ♦✈❡r❤❡❛❞✳ ■❢ r ✐s
s♠❛❧❧✱ t❤❡ ❞❡✢❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣② ♣r♦✈✐❞❡s
❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❜♦✉♥❞s✳

■❢ s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡♥
✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ smv ❛♥❞ bgv ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣②✳ ❖✉r ❣♦❛❧
✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s♣❡❡❞✉♣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜② ❛❞❛♣t✐✈❡❧②
❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①tr❛❝t❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳ ❲❡ t❛❦❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st
r❡st❛rt ❧❡♥❣t❤ m = 32✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs r = 1✳ ❨❡t✱ ✇❡ ❦♥♦✇ ❢r♦♠ D = 16 t❤❛t ●▼❘❊❙✭32✮ ❛♥❞ t❤✉s ❆●▼❘❊❙✭32✮
♥❡❡❞s r♦✉❣❤❧② ✷✺✹ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣②✱ ✇❡ st✐❧❧ s❡t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s itmax = 1, 000 ❜✉t ♥♦✇ ✇❡ s❡t smv = 0.1 ❛♥❞ bgv = 0.2✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✷✳✻✱ smv × itmax ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ♥♦t ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦
✉s❡ ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜❛s✐s✱ ❛♥❞ bgv × itmax ❞❡✜♥❡s t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❜❡②♦♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛ s❧♦✇
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❛♥❞ s♦♠❡ ❛❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡✳ ■♥ t❤✐s ❧❛st ❝❛s❡✱ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡
r ❜② ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ l✳ ❲❡ t❛❦❡ l = 2 ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✹ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❤✐st♦r②
♦❢ ❆●▼❘❊❙✭m, 1✮ ✇✐t❤ m = 24 ❛♥❞ m = 32✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ✇❤❡♥ r = 1 ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t
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❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣②✱ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜❛s✐s ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❡♥♦✉❣❤ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦
s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❲❤❡♥ r ✐s ❛❞❛♣t✐✈❡❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ t❤❡ ❜❛s✐s r❡❝♦✈❡rs ♠♦r❡ ❛♥❞
♠♦r❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ❣❡ts ❜❡tt❡r✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣② ✐s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ✈❛❧✉❡s ♦❢ smv ❛♥❞ bgv✳ ■t ✐s
❤❡✉r✐st✐❝ ❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ●▼❘❊❙ ♦♥ s✐♠✐❧❛r ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛ ❣♦♦❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ❝❛♥ ❜❡ s❡t ✇✐t❤
smv ❛♥❞ bgv ❛r♦✉♥❞ itmax t♦ ❞❡t❡❝t ❛ ♥❡❛r✲st❛❣♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✇✐t❝❤ t♦ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜❛s✐s✳
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RM07R-ADAPT-AGMRES(m,k)-D32

"AGMRES(24,1)-Adaptive"
"AGMRES(24,1)-Non-Adaptive"
"AGMRES(32,1)-Non-Adaptive"

"AGMRES(32,1)-Adaptive"

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✹✿ ❘▼✵✼❘ ✿ ❇❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❞❡✢❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✱ ❘❡st❛rt❂✷✹ ❛♥❞ ✸✷✱ ✸✷
s✉❜❞♦♠❛✐♥s

❲❡ ❡♥❞ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❜② r❡♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❡st ❝❛s❡s✳
■♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ r ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s
❢♦r t❤❡ t❡st ❝❛s❡s ■▼✵✼❘ ❛♥❞ ❱❱✶✶❘✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❧❡ss t❤❛♥ ✸✳ ❆s ♥♦t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱
✇❡ s❡❡ t❤❛t ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ m✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s D ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■t
✐♥❝r❡❛s❡s ❢❛st❡r ✐♥ ●▼❘❊❙ t❤❛♥ ❆●▼❘❊❙✳ ❲❡ ♥♦t❡ ❤❡r❡ ❛❣❛✐♥ t❤❛t ❞❡✢❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞
t♦ r❡❛❝❤ ❛ ❣♦♦❞ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ D✳ ❲✐t❤ ■▼✵✼❘ t❡st ❝❛s❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❢♦r ✸✷
s✉❞♦♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③✱ ♥❡✐t❤❡r ●▼❘❊❙✭✸✷✮ ♥♦r ●▼❘❊❙✭✹✽✮ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡
❞❡s✐r❡❞ ❛❝❝✉r❛❝② ✇❤✐❧❡ ❆●▼❘❊❙✭✸✷✮ r❡q✉✐r❡s ✼✷✹ ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✹✱
✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦rs ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s t❡st ❝❛s❡s✱ ●▼❘❊❙ ❤❡r❡ ✐s ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ r❡st❛rt ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜❛s✐s ✐s ♥♦t ❛s ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛s ✐♥
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❆●▼❘❊❙ ✐s st✐❧❧ ❢❛st❡r t❤❛♥ ●▼❘❊❙ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
♣❛r❛❧❧❡❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✳
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❚❛❜❧❡ ✻✳✸✿ ❱❱✶✶❘ ✫ ■▼✵✼❘✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ●▼❘❊❙✭m✮✱ ❆●▼❘❊❙✭m, r✮ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③✱ r ✐s t❤❡ ❜❡st ✈❛❧✉❡
♦❢ ≤ 3 ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❆●▼❘❊❙
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✻✳✹✳✺ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❈P❯ t✐♠❡

❚♦ ❜❡tt❡r s❤♦✇ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ s✉❜s♣❛❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❡✇t♦♥
❜❛s✐s✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ t✐♠✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠♦✉♥t ❣♦❛❧ ✇❤❡♥ s❤♦✇✐♥❣
t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐s t❤❛t✱ ❛s ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❣❡t ❛
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ t✐♠❡✳ ■♥ ●▼❘❊❙✭m✮ ❛♥❞ ❆●▼❘❊❙✭m✮✱ t❤❡ ❜❡st ✇❛②
✐s ✉♥❞♦✉❜t❡❞❧② t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r❡st❛rt ❧❡♥❣t❤ ❛s ✇❡❧❧✳ ❊✈❡♥ t❤❡♥✱ t❤❡ t✐♠❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❞❡❝r❡❛s❡
❡✣❝✐❡♥t❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ r❡st❛rt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❛❦♥❡ss ♦❢
♦♥❡✲❧❡✈❡❧ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✳ ■♥ ❆●▼❘❊❙✭m, r✮✱ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ❡①tr❛❝t❡❞ ❘✐t③ ✈❡❝t♦rs
❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❣❡t ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✣❝✐❡♥❝②✳
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❚❛❜❧❡ ✻✳✺✿ ❚✐♠✐♥❣ st❛t✐st✐❝s ❢♦r ❘▼✵✼❘❀ ❉✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼P■
♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚♦t❛❧ ❚✐♠❡✿ ❈P❯ ❡❧❛♣s❡❞ t✐♠❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s✱ ■t❡r✳ ❚✐♠❡✿ ❈P❯ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡
✐t❡r❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡✳ ❚✐♠❡✴■t❡r ✿ ❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ s♣❡♥t ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✭♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t
❛♥❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ st❡♣✮✳ ▼❙●✿ ▼P■ ♠❡ss❛❣❡s ❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥s✳ r ✿ ❜❡st ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✷
❛♥❞ ✻ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❆●▼❘❊❙✭m, r✮✳

✽✷



◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

■♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✺✱ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ ●▼❘❊❙✭m✮✱ ❆●▼❘❊❙✭m✮ ❛♥❞ ❆●▼❘❊❙✭m, r✮ ♦♥ t❤❡ t❡st
❝❛s❡ ❘▼✵✼❘ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s D✱ t❤❡ r❡st❛rt ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✇❡ ❝❤♦♦s❡
❛ ❜❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ r ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❛♥❞ ✻✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ t✐♠❡ ✐s t❤❡ ❈P❯ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛❧❧ t❤❡ st❡♣s ✐♥
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ t✐♠❡ ✐s t❤❡ t✐♠❡ s♣❡♥t ✐♥ t❤❡ st❡♣ ✼✳ ❚❤❡ s❡t✉♣ t✐♠❡ ✐s t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ t✐♠❡s✳ ■t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ♦❢ m✳ ■t ❞❡❝r❡❛s❡s
✇❤❡♥ D ✐♥❝r❡❛s❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❜❡❝♦♠❡ s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ t❤❡ LU ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥s ❛r❡
❢❛st❡r✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡
t✐♠❡ ♦❢ ♦♥❡ ❝②❝❧❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦rs ♣r♦❞✉❝ts ✐♥ t❤❡ ❝②❝❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
m ♦r m+ r✳ ■t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s ✭✇✐t❤ ❆r♥♦❧❞✐ ●▼❘❊❙
♦r t❤❡ QR ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❆●▼❘❊❙✮ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs U ❢♦r
❆●▼❘❊❙✭m, r✮✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ t✐♠❡ ✐s t❤✉s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ❜② t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ♦❢ ❜♦t❤ ●▼❘❊❙✭m✮ ❛♥❞ ❆●▼❘❊❙✭m✮ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳
■♥❝r❡❛s✐♥❣ m ❤❛s t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡✛❡❝ts✿ ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❆●▼❘❊❙✮ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ t✐♠❡ ♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥✱
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ st❡♣s✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢
m✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ D✱ ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐t❡r❛t✐✈❡ t✐♠❡✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ D ❤❛s ❛❧s♦ t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡
❡✛❡❝ts✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ✇❛②✿ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ t✐♠❡
♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤✉s t❤❡r❡ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❉✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ m✳ ❊✈❡♥
t❤♦✉❣❤ t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✱ ❆●▼❘❊❙✭m✮ ❝❧❡❛r❧② ♣❡r❢♦r♠s ❢❛st❡r t❤❛♥ ●▼❘❊❙✭m✮✱
❢♦r ❛❧❧ ❜✉t ♦♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ ❛ ❢❛st❡r t✐♠❡ ♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ t❤❛♥❦s t♦
❛ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❞❡✢❛t✐♦♥ ✐♥ ❆●▼❘❊❙✭m, r✮ ✐s t✇♦✲❢♦❧❞✿ t♦ ❣❡t ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❧❡ss s❡♥✲
s✐t✐✈❡ t♦ m ❛♥❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✭t❤✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s✮✳
❋♦r ❉ ✜①❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ m ❜✉t ✐t ✐s s♠❛❧❧❡r✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ t✐♠❡
❞❡❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ D = 8 ✉♥t✐❧ D = 64✳ ❚❤✉s ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡
♦❢ m ❛♥❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❈P❯ t✐♠❡ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❲❡ ❣❡t ✐♥❞❡❡❞
❛ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✢❛t❡✳ ❈❧❡❛r❧②✱
❆●▼❘❊❙✭m, r✮ ❣✐✈❡s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❈P❯ t✐♠❡✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r t❡st
❝❛s❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✻ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡s ✻✳✹✳✺ ❛♥❞ ✻✳✹✳✻✳

■t ✐s ❜❡tt❡r ❢♦r ●▼❘❊❙✭m✮ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s D ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡
r❡st❛rt m✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s D
❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧ r❡st❛rt m ✇✐t❤ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❆●▼❘❊❙✭m, r✮✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ❆●▼❘❊❙✭m, r✮ ✐s ❢❛st❡r
t❤❛♥ ●▼❘❊❙✭m✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱
✇❡ ❝❤♦♦s❡ m = 24 ❢♦r ❆●▼❘❊❙ ❛♥❞ m = 48 ❢♦r ●▼❘❊❙✱ s✐♥❝❡ ❆●▼❘❊❙ ♥❡❡❞s t♦ st♦r❡
t❤❡ t✇♦ s②st❡♠s Ws ❛♥❞ Vs✳ ❋♦r ❛❧❧ ❜✉t ♦♥❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ D✱ ❆●▼❘❊❙✭24, r✮ ✐s ❢❛st❡r t❤❛♥
●▼❘❊❙✭✹✽✮✱ ❢♦r ❜♦t❤ ♠❛tr✐❝❡s ❱❱✶✶❘ ❛♥❞ ■▼✵✼❘✳ ■t ✐s ❛❧s♦ tr✉❡ ❢♦r ❆●▼❘❊❙✭32, r✮
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ●▼❘❊❙✭✻✹✮ ❢♦r t❤❡ ♠❛tr✐① ❘▼✵✼❘✳

✻✳✹✳✻ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠

❚❤❡ ♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❆●▼❘❊❙ ♦✈❡r ●▼❘❊❙ ✐s t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡✳ ■♥ ❚❛❜❧❡s
✻✳✺ ❛♥❞ ✻✳✻ ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✼✱ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡♣♦rt❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼P■ ♠❡ss❛❣❡s ❡①❝❤❛♥❣❡❞✳
❚❤❡ ❝♦✉♥ts ❛r❡ ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ❙❡♥❞✴r❡❝❡✐✈❡ r♦✉t✐♥❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
✭❘❡❞✉❝❡ ❛♥❞ ❜r♦❛❞❝❛st✮✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ▼P■ ♠❡ss❛❣❡ ❧❡♥❣t❤s✳ ■t ❛♣♣❡❛rs
✜rst t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤✐s ✐s
❣❡♥❡r❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♥② s✉❜❞♦♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❈P❯✳ ■♥ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠s ✉♥❞❡r st✉❞②✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐s❡ ❛s ✐t ✇✐❧❧ ✐♥❞✉❝❡ ♠♦r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛s

✽✸
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✽ ✾✷✳✽✹ ✷✳✵✺ ✻✽✳✾✺ ✶✳✻✾ ✼✼✳✼ ✶✳✹✼
✶✻ ✶✵✶✳✶ ✶✷✳✷✼ ✽✾✳✸✼ ✶✶✳✹✼ ✻✸✳✷ ✼✳✻✻
✸✷ ✲ ✲ ✸✶✳✷ ✷✷✳✺ ✷✾✳✼ ✶✽✳✺✹

❆●▼❘❊❙✭m, r✮
✽ ✺✷✳✽ ✶✳✷✽ ✸✽✳✺ ✶✳✵✷ ✹✵✳✺ ✶✳✵✺
✶✻ ✺✶✳✽ ✼✳✹ ✸✹✳✺ ✹✳✾✶ ✷✽✳✵✽ ✸✳✽✼
✸✷ ✸✽✳✸ ✷✺✳✻ ✸✶✳✷ ✷✷✳✺ ✷✾✳✼ ✶✽✳✺

●▼❘❊❙✭m✮

■▼
✵✼
❘

✽ ✼✻✳✷✶✾ ✷✳✻ ✼✸✳✸ ✷✳✻✸ ✻✸✳✻✻✾ ✷✳✸✶
✶✻ ✶✶✶✳✼✹ ✷✵✳✵✻ ✾✻✳✷✹✻ ✶✽✳✷✺ ✽✸✳✺✽✸ ✶✺✳✼✻
✸✷ ✲ ✲ ✲ ✲ ✼✼✳✵✻✻ ✺✾✳✽✼

❆●▼❘❊❙✭m, r✮
✽ ✹✺✳✼✽✶ ✶✳✻✺ ✹✵✳✾✵✺ ✺✳✹✽ ✹✵✳✽✺ ✶✳✺✷
✶✻ ✸✻✳✹✾✷ ✷✶✳✻✺ ✸✹✳✽✵✸ ✷✹✳✶✷ ✸✸✳✻✺ ✷✸✳✻✹
✸✷ ✸✸✳✷✻✷ ✾✹✳✺✹ ✷✼✳✽✸✼ ✾✸✳✷✼ ✷✼✳✶✵✾ ✶✵✺✳✸✺

❚❛❜❧❡ ✻✳✻✿ ❚✐♠✐♥❣ st❛t✐st✐❝s ✐♥ ●▼❘❊❙ ❛♥❞ ❆●▼❘❊❙ ❢♦r t❡st ❝❛s❡s ❱❱✶✶❘ ❛♥❞ ■▼✵✼❘✳
❉✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■t❡r✳ ❚✐♠❡ ✿ t✐♠❡ s♣❡♥t ✐♥ t❤❡
✐t❡r❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡✳ ▼❙●✿ ▼P■ ♠❡ss❛❣❡s ❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥s✳ r ✿ ❜❡st ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❛♥❞ ✻ ✇❤✐❝❤
❣✐✈❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❆●▼❘❊❙✭m, r✮
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GMRES(16)
AGMRES(16,1)

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✺✿ ❈P❯ ❚✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❢♦r t❤❡ ✸❉ 121 × 121 × 121 ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡
❙❦②❙❝r❛♣❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✭▼❛tr✐① s✐③❡ ✶✱✼✼✶✱✺✻✶❀ ◆♦♥③❡r♦s ✺✵✱✶✼✽✱✷✹✶✮❀✶✻ t♦ ✷✺✻ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✱
■▲❯✭✶✮ ✐♥ s✉❜❞♦♠❛✐♥s❀ m = 16❀ r = 1
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3DCONSKY_161

 

 

GMRES(16)
AGMRES(16,1)

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✻✿ ❈P❯ ❚✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ ●▼❘❊❙ ❛♥❞ ❆●▼❘❊❙ ❢♦r t❤❡ ✸❉ 161×
161× 161 ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❙❦②❙❝r❛♣❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✭ ▼❛tr✐① s✐③❡ ✹✱✶✼✸✱✷✽✶❀ ◆♦♥③❡r♦s ✶✶✽✱✻✹✺✱✶✷✶✮❀
✶✻ t♦ ✷✺✻ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✱ ■▲❯✭✶✮ ✐♥ s✉❜❞♦♠❛✐♥s❀ m = 16❀ r = 1

t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❆●▼❘❊❙ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡s
❧❡ss t❤❛♥ ●▼❘❊❙ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s✐s ❧❡♥❣t❤✳ ❆s
♠♦r❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ✉s❡❞✱ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✻✳✺✱ ●▼❘❊❙ ♦♥ ✻✹ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ♣r♦❞✉❝❡s ♥❡❛r❧② ❛ r❛t✐♦ ♦❢ ✶✳✺ ♠♦r❡ ♠❡ss❛❣❡s t❤❛♥
❆●▼❘❊❙✳ ■♥ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜❛s✐s✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❆t ❡❛❝❤ ❝②❝❧❡✱ ❆●▼❘❊❙✭m, r✮
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ ❆●▼❘❊❙✭m✮ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s s❛✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜❛s✐s✱
✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ❜❡tt❡r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❆●▼❘❊❙✭m, r✮✳ ◆♦✇ ❜❡t✇❡❡♥ ●▼❘❊❙
❛♥❞ ❆●▼❘❊❙✭m, r✮✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛♥❛❧②s✐s ❤♦❧❞s ❛s ✇❡❧❧ ❜✉t t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ s✐t✉❛t✐♦♥s✿ ✇❤❡♥
t❤❡ r❡st❛rt ❧❡♥❣t❤ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♠❛② ❞♦♠✐♥❛t❡ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ♦❢ ❆●▼❘❊❙✭m, r✮✳ ❚❤✐s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✻ ❢♦r ❱❱✶✶❘ ❛♥❞
■▼✵✼❘✳ ❲✐t❤ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ❛s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✺✱ ❆●▼❘❊❙✭m, r✮
❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ t❤❛t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜❛s✐s ❧❡♥❣t❤✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❆●▼❘❊❙✭m, k✮✱
t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ❆●▼❘❊❙ ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ ❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ t❤❛♥ t❤❛t
✐♥ ●▼❘❊❙✳ ❚❤✐s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✼✳ ❆s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✐♥❝r❡❛s❡✱
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞✐st✐♥❝ts✳ ❇❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❛ ✜♥❡✲t✉♥❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣② ✐s st✐❧❧ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t♦
❛✉❣♠❡♥t t❤❡ ❜❛s✐s✳

✽✺
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GMRES(16)
AGMRES(16,1)

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳✼✿ ❆♠♦✉♥t ♦❢ ▼P■ ▼❡ss❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ ●▼❘❊❙ ❛♥❞ ❆●▼❘❊❙
❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ s❦②s❝r❛♣❡r ♣r♦❜❧❡♠s ♦♥ t❤❡ ✸❉ 121 × 121 × 121 ❛♥❞ 161 × 161 × 161
❣r✐❞s

✻✳✺ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ❆●▼❘❊❙✭m, k, l✮ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ◆❡✇t♦♥
❜❛s✐s ●▼❘❊❙ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ s✉❜s♣❛❝❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑r②❧♦✈
❜❛s✐s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜❛s✐s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ❞✉❡ t♦ r❡st❛rt✐♥❣ ❛♥❞ t♦
❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳

❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❱❆❘●❆❙ s✉♣❡r❝♦♠♣✉t❡r ✭■❇▼ P♦✇❡r ✻ ♣r♦❝❡ss♦rs✮ ❝♦♥✲
✜r♠ t❤❛t ❆●▼❘❊❙ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡s ❧❡ss t❤❛♥ ●▼❘❊❙ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❢❛st❡r s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
❧❛r❣❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡st ❝❛s❡s✱ ❆●▼❘❊❙ ❣✐✈❡s ❛ ❢❛✐r❧② ❣♦♦❞
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✇❤❡♥ ❢❡✇ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ P❊❚❙❝ ♣❛❝❦❛❣❡✳ ■t t❤✉s ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ r♦✉t✐♥❡s
❢♦r t❤❡ ✉s✉❛❧ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ ✈❡❝t♦rs✳ ■ts ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ✐♥t❡r✲
❢❛❝❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ✉s❡ tr❛♥s♣❛r❡♥t❧② ❛♥② ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡✱
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♦r ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
✐♥❞❡❡❞ ❛s ❛ s♠♦♦t❤❡r ❢♦r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠✉❧t✐❣r✐❞ ♠❡t❤♦❞s ❬✹✾❪✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜❛s✐s ❜❡❤❛✈❡s ✇❡❧❧ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡st ❝❛s❡s✱ t❤❡r❡
❛r❡ s♦♠❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ✐t ♠❛② ♥♦t ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❛♥❞ t❤✉s ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ✉s❡✳ ❍❡♥❝❡ ❛ ❣♦♦❞ ❛♥❛❧②s✐s
✐s st✐❧❧ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣② t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦♥ s✉❝❤
❝❛s❡s✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ❢✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❣❡♥❝② ♦❢ ❘❡s❡❛r❝❤ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ❆◆❘✲❚▲❖●✵✼✲✵✶✶✲

✵✸ ▲■❇❘❆❊❘❖✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ❱❆❘●❆❙ s✉♣❡r❝♦♠♣✉t❡r ❢r♦♠ ●❊◆❈■✲

■❉❘■❙ ✭●r❛♥❞ ❊q✉✐♣❡♠❡♥t ◆❛t✐♦♥❛❧ ❞❡ ❈❛❧❝✉❧ ■♥t❡♥s✐❢ ✲ ■♥st✐t✉t ❞✉ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡t ❞❡s ❘❡ss♦✉r❝❡s ❡♥

■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❙❝✐❡♥t✐✜q✉❡✮✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② t❡sts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❘■❉✬✺✵✵✵ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

t❡st❜❡❞ ✭❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❣r✐❞✺✵✵✵✳❢r✮✳ ❲❡ ❛r❡ ✈❡r② ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❇❡r♥❛r❞ P❍■▲■PP❊ ❛♥❞ ❋r❛♥ç♦✐s P❆❈❯▲▲ ❢♦r

♠❛♥② s✉❣❣❡st✐♦♥s ❛♥❞ ❤❡❧♣❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ●✉② ❆✳ ❆t❡♥❡❦❡♥❣ ❢♦r

♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✉s t❤❡ t❡st ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❈♦♥✈❡❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛r❡ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❘♦❣❡r ❇✳ ❙✐❞❥❡ ❢♦r

❣✐✈✐♥❣ ✉s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❖❉❉❊❈ ♠❡t❤♦❞✳

✽✻



❈❍❆P❚❊❘ ✼

❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss

✐♥ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ ❙❝❤✇❛r③

♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs

✼✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❤②❜r✐❞ ❞✐r❡❝t✴✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✈❡r
t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s r❡♣♦rt✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ✇❛② s♦♠❡
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s✳ ❚❤❡ ❢♦❝✉s ✐s ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛s♣❡❝ts ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r♦❜✉st♥❡ss✳ ❚❤❡ st✉❞② ✐s ♠♦r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
t❤❛♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧✱ t❤✉s ✇❡ ❣✐✈❡ ♠❛♥② ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠
❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❤②❜r✐❞ ❞✐r❡❝t✴✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s r❡♣♦rt ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
st❡♣s ✿

✶✳ P❡r❢♦r♠ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s♣❛rs❡ ♠❛tr✐①✳

✷✳ ❉❡✜♥❡ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s❡ts✳

✸✳ ❙❡t✉♣ t❤❡ s✉❜♠❛tr✐❝❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ s✉❜❞♦♠❛✐♥✳

✹✳ ❙♦❧✈❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② t❤❡ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ❛ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❛ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥❡r✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞✲♠❡♠♦r② ❝♦♠♣✉t❡r ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛ss✐♥❣ ♣r♦✲
❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s t♦ ❞✐str✐❜✉t❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❡ ❞❛t❛
t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣✉t❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t♦ ❞❡✜♥❡ s✉✐t❛❜❧❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❢♦r t❤❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥
s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✱ ✇❡ ❜❡❣✐♥ ❜② s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠❛tr✐① ✐s ❞❡r✐✈❡❞✳ ❋r♦♠
t❤❡ ♠❛tr✐① ❣r❛♣❤ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✭♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣✮ s✉❜❣r❛♣❤s t♦ ❢♦r♠ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✱ ✇❡ s❤♦✇
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸ ❤♦✇ ❛ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠✳ ❚❤✐s ♣r❡✲
❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❘❡str✐❝t❡❞ ❆❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ❬✸✵❪ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③
♠❡t❤♦❞ ❬✶✹❪✳ ❲❡ st✉❞② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❲❡
❛❧s♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ♦✈❡r❧❛♣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ▼P■ ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❜❛r❡❧② ✉s❡❞ ❛s st❛♥❞✲❛❧♦♥❡ s♦❧✈❡rs ❛s t❤❡✐r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s

✽✼



●r❛♣❤ P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s

❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ♦♥❧② ❢♦r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s s✉❝❤ ❛s ▼✲♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧✇❛②s
❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜② ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s ♣❛rt ✐s t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ ♦✉r st✉❞②✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥
✼✳✻✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ s♦♠❡ ✇❛②s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❝❤❡♠❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✻✳✹
♣r❡s❡♥ts ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ t❤❛t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧❡✈❡❧s
♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛❝❝r♦ss ❛♥❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❲❡ s❤♦✇ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✼ ❤♦✇ t❤❡
r❡st❛rt❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ●▼❘❊❙ ✐s ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜② ❞❡✢❛t✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞
♦♣❡r❛t♦r✳

✼✳✷ ●r❛♣❤ P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s

▲❡t A ❜❡ ❛ n × n s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❛ str✉❝t✉r❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ ❧❡t G = (V,E)
❜❡ ✐ts ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❣r❛♣❤ ✇❤❡r❡ V = {v1, . . . , vn} ✐s t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ E = {(vk, vj), 1 ≤
k, j ≤ n, akj 6= 0} ✐s t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❡❞❣❡s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ A ✐s ♥♦♥s②♠♠❡tr✐❝✱ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① A + AT ✳ G ✐s t❤✉s ❛ ♥♦♥✲♦r✐❡♥t❡❞ ❣r❛♣❤✳

✼✳✷✳✶ ◆♦♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t

❆ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞✐✈✐❞❡s V ✐♥ D ♥♦♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s❡ts Vk✱ k = 1, . . . , D s✉❝❤
t❤❛t V =

⋃D
k=1 Vk ❛♥❞ Vk

⋂
Vj = ∅, 1 ≤ k < J ≤ D✳

❆ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❛t ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✈❡rt✐❝❡s ✐✳❡✳ |Vk| ≈ |Vj |, k 6= J ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❡♠♦r② ❝♦♠♣✉t❡rs✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡❞❣❡s ❝✉t ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜❞♦♠❛✐♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♠❛❧❧ ✐✳❡ ❡❛❝❤ s❡t V E

j , 1 ≤ j ≤ D
❞❡✜♥❡❞ ❜②

V E
j = {vj ∈ Vj ,∃vk ∈ Vk, 1 ≤ k ≤ D, k 6= j/(vj , vk) ∈ E}, j = 1, . . . , D ✭✼✳✶✮

✐s ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❲❤❡♥ ❞❛t❛ ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡rs ❢r♦♠ t❤✐s ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✱ t❤❡s❡ t✇♦ ❣♦❛❧s
❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧♦❛❞ ✐s ✇❡❧❧ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡❞
✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡ ❡❞❣❡ ❝✉t
✐s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡✱ s❡❡ ❬✷✻❪✳ ❍❡✉r✐st✐❝s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❣♦♦❞ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✳
▼❛♥② ♣✉❜❧✐❝ s♦❢t✇❛r❡ t♦♦❧s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ s✉❝❤ ♣❛rt✐t✐♦♥s✱ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ▼❊❚■❙
❬✽✹❪✱ ❙❝♦t❝❤ ❬✸✺❪ ❛♥❞ t❤❡✐r ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s P❆❘▼❊❚■❙ ❛♥❞ P❚✲❙❈❖❚❈❍✳

❋r♦♠ s✉❝❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✱ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t
y = Ax ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❛s ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✱ s❡❡ ❬✺✵✱ ✶✶✸❪✳ ❆ s✐♥❣❧❡ Pr♦❣r❛♠ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❉❛t❛
✭❙P▼❉✮ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞✳ ❊❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡
t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s P ✐s ❡q✉❛❧ t♦ D✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✼✳✶✱ t❤❡
♠❛tr✐① ✐s r❡♦r❞❡r❡❞ ❛s ❛ str✐❞❡ ♦❢ r♦✇s s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ str✐❞❡ Ak ✐s ❢♦r♠❡❞ ♦❢ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❧♦❝❦
♠❛tr✐① AI

k ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦❞❡s Vk ❛♥❞ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐❝❡s AE
k ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦

♥♦❞❡s V E
k ✳ ❊❛❝❤ ❜❧♦❝❦ r♦✇ ✐s t❤❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ ♣r♦❝❡ss k✳ ❚❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ✶❉ r♦✇✇✐s❡

♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦rs x ❛♥❞ y ❛r❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss k ♦✇♥s
t❤❡ ❜❧♦❝❦ ✈❡❝t♦r xk✳ ❚❤❡ st❡♣s ✶✲✸ ❛❧❧♦✇ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼ ▼❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t ❦❡r♥❡❧ y = Ax

❘❡q✉✐r❡✿ xk✱ AI
k✱ PE = ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❤♦❧❞ AE

k

✶✿ ❙❝❛tt❡r xk t♦ ♣r♦❝❡ss❡s PE

✷✿ ❈♦♠♣✉t❡ yk = AI
kxk

✸✿ ●❛t❤❡r xE
k ❢r♦♠ ♣r♦❝❡ss❡s PE

✹✿ ❈♦♠♣✉t❡ yk = yI
k + AE

k xE
k

✺✿ r❡t✉r♥ yk

✽✽



●r❛♣❤ P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s

❙♦ ❢❛r✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s O(n · nzr/P ) ✇❤❡r❡ nzr ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♥♦♥✲③❡r♦ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❡❛❝❤ r♦✇✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ r♦✇ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦❢
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼P■ ♠❡ss❛❣❡s ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✐s P · (P − 1)✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡
✐♥ t❤✐s ✇♦rst ❝❛s❡ ✐s t❤✉s n · (P − 1)✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♥♦♥✲③❡r♦
❡♥tr② ✐♥ t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❧♦❝❦s AE

k ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❜♦✉♥❞ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜②
❛ss✐❣♥✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❜❧♦❝❦ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❝❡ss✳ ■t ✐s ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡❞ ✐❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s
♣❡r♠✉t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡♥tr✐❡s ✐♥ AE

k ❛r❡ ❝♦❧✉♠♥✲❛❧✐❣♥❡❞✳ ❚❤✐s ✐s
❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❤②♣❡r❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s✉❝❤ ❛s P❆❚❖❍✱ s❡❡ ❬✸✸❪✳

✼✳✷✳✷ ❖✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥s

❯♥t✐❧ ♥♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✳
❆ ❝❤♦s❡♥ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ r✐❣❤t✲♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ st❡♣ y ← AM−1x ♦❢ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡
♠❡t❤♦❞✱ ✐t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛s ❧✐tt❧❡ ❞❛t❛ ♠♦✈❡♠❡♥t ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ✐s
❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❜✐♣❛rt✐t❡ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐♥ ❬✼✹❪ ♦r t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠
✐♥ ❬✶✷✾❪❀ ■❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❢♦r z ←M−1x ✐s ❞✐✛❡r❡♥t t♦ t❤❛t ♦❢ y ← Az✱ t❤❡♥ ❛ r❡♦r❞❡r✐♥❣
s❤♦✉❧❞ ♦❝❝✉r ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ♠❛♥② ♣r♦❜❧❡♠s s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠
♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉s❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❢♦r t❤❡ t✇♦ t❛s❦s✳ ❋♦r
t❤❡ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝ts✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✉❧❞ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐t② ♦❢ ❞❛t❛
♦♥ str✉❝t✉r❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦❝❝✉r ♦♥❧② ❜❡t✇❡❡♥
♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢
t❤✐s st✉❞②✱ s❤♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t♦ ❤❛✈❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❜❧♦❝❦s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞❀ s❡❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❬✷✸❪ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡❧❧✐♣t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❋r♦♠ t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t ♣❛rt✐t✐♦♥s Vk, k = 1, . . . , D ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛ δ✲♦✈❡r❧❛♣ ♣❛rt✐t✐♦♥
✭δ ≥ 0✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② s✉❝❤ t❤❛t W 0

k = Vk ❛♥❞ W δ+1
k ⊃ W δ

k ✳ ❆ ♣❛rt✐t✐♦♥ W δ+1
k ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ W δ
k ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s Oδ

k ✿

W δ+1
k = W δ

k ∪Oδ
k ✇❤❡r❡ Oδ

k = {vk ∈ V/(vj , vk) ∈ E, vj ∈W δ
k }. ✭✼✳✷✮

❱❛r✐♦✉s ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞s ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡ ✇❛② ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
♣❛rt✐t✐♦♥s Vk ❛♥❞ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥s W δ

k ✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❝❛s❡ ✐s t♦ t❛❦❡ t❤❡
♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ Vk ❢♦r t❤❡ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✳ ▲❛t❡r ♦♥✱ t❤❡ s❡ts Oδ

k ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣
r❡❝✉rs✐✈❡❧② t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s W δ

k ✱ s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✶✮✳
❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ✇❤❡♥ t❛❦✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ♥♦❞❡s t♦ ❣r♦✇ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t✱ t❤❡ ♥❡✇

♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ s♦♠❡ ❝r✐t❡r✐❛✱ ♥♦t ❛❧❧
❛❞❥❛❝❡♥t ♥♦❞❡s ❛r❡ ✬❣♦♦❞✬ ♥♦❞❡s✳ ■♥ ❬✸✼❪✱ ❋r✐t③s❝❤❡✱ ❋r♦♠♠❡r ❛♥❞ ❙③②❧❞ ♣r♦♣♦s❡✱ ❢r♦♠
❛♥② ✐♥✐t✐❛❧ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✭♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ▼❊❚■❙ ♦r ❙❈❖❚❈❍ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮✱ t♦
❝♦♠❜✐♥❡ s❡✈❡r❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ ♥♦❞❡s t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♥♦♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣
♣❛rt✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ s♦♠❡ ✇❡✐❣❤ts t♦ t❤❡ ♥♦❞❡s
❛♥❞✴♦r t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ♣❛rt✐t✐♦♥s
♣r♦❞✉❝❡ ✇❡❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ♠❛tr✐❝❡s✳

✼✳✷✳✸ ❲❡✐❣❤t❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥s

❚❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ♠✉❧t✐✲
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦❛❧s ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥ ✭t❤❡ ❡❞❣❡❝✉ts✮ ❢♦r t❤❡ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ t♦ ❡q✉❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts
❛♠♦♥❣ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ P❆❘▼❊❚■❙ ❬✽✹❪ ♣❛❝❦❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤✲
♦✉t t❤✐s r❡♣♦rt ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ♠✉❧t✐✲❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ r❡❝✉rs✐✈❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✽✾



❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs

❲❡ ✉s❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥♥❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠✲♠❛tr✐① ❛s ❣✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ ❋▲❯❖❘❊▼ ❝♦♠♣❛♥② ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s

A =




A1,1 A1,2 . . . A1,N

A2,1 A2,2 A2,N

· · · ✳ ✳ ✳ · · ·
AN,1 AN,2 . . . AN,N


 ✭✼✳✸✮

✇❤❡r❡ AI,J ∈ R
b×b✱ ❢♦r 1 ≤ I, J,≤ N ✱ ❛♥❞ N = n/b✳ b ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❛t ❡❛❝❤ ❣r✐❞ ♣♦✐♥t✳ ◆♦✇✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤ ♣♦✐♥ts ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
t❤❡ ❜❧♦❝❦s AIJ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❡❛❝❤ ✇❡✐❣❤t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡
❋r♦❜❡♥✐✉s ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ♠❛tr✐① AIJ ❀ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ❦❡❡♣s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ str♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♠❡s❤ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❦❡♣t ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ s✉❝❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✳

✼✳✸ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs

❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ s♣❛rs❡
♠❛tr✐① A t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡ts ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s W 0

k ❛♥❞ W δ
k ✱ 1 ≤ k ≤

D✳ ▲❡t R0
k ✭r❡s♣✳ Rδ

k✮ ❜❡ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❢r♦♠ R
n t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r s✉❜s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞

❜② t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ✐♥ W 0
k ✭r❡s♣✳ W δ

k ✮✳ ❚❤❡✐r tr❛♥s♣♦s❡ (R0
k)

T ❛♥❞ (Rδ
k)

T ❛r❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
♣r♦❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ s✉❜❞♦♠❛✐♥ k ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s

Aδ
k = Rδ

kA(Rδ
k)

T . ✭✼✳✹✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t Aδ
k ✐s ♥♦♥s✐♥❣✉❧❛r ❡✈❡♥ ✐❢ A ✐s✱ ❡①❝❡♣t ✐❢ A ✐s ❛♥ M ✲

♠❛tr✐①✳ ■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✐❢ s♦♠❡ ❣❛✉ss✐❛♠ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡ t♦ ✐♥✈❡rt t❤❡ ♠❛tr✐①
Aδ

k✱ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡♥tr✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❜❡❝♦♠❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛♥t
❬✶✶❪ ❛♥❞ ❬✺✽❪✳

✼✳✸✳✶ ❆❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③

❲✐t❤ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r Rδ
k ❛♥❞ t❤❡ s✉❜♠❛tr✐❝❡s Aδ

k✱ ✭k = 1, . . . , D✮ ✐♥ ♠✐♥❞✱ t❤❡
♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞ ✭❆❙▼✮ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s ✭s❡❡ ❬✺✾✱
✶✷✸✱ ✶✷✼❪✮

M−1
ASM = ω

D∑

i=1

(Rδ
k)

T (Aδ
k)

−1Rδ
k ✭✼✳✺✮

✇❤❡r❡ ω > 0 ✐s ❛ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢❛❝t♦r✳ ❲❡ ❛ss✐❣♥ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ♠❛tr✐❝❡s Aδ
k ❛♥❞ A0

k t♦ ❛ ♣r♦❝❡ss
Pk✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❜❧♦❝❦s A0

k ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✳
❍❡♥❝❡ ❡❛❝❤ ✈❡❝t♦r ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✶✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽ ❝♦♠♣✉t❡s
♦♥❡ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ y = M−1x✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② st❛t❡❞✱ t❤❡ ❝♦❞❡
✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ♦✇♥s t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ k✳ ■♥ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱
t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r Rδ

k ✐s ❛♥ ✐♥❞❡① s❡t ✇❤✐❝❤ s❛②s ❢♦r ❡❛❝❤ r♦✇ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❤❛✈✐♥❣ t❤❛t ❡❧❡♠❡♥t✳
❚❤✉s t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛t ❧✐♥❡ ✶ ✐s ❛ ▼P■ s❡♥❞✴r❡❝❡✐✈❡ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss r❡❝❡✐✈❡s
t❤❡ ♦✛✲♣r♦❝❡ss ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ s❡♥❞s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♥❡❡❞❡❞ ❜② t❤❡ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤
♦❢ ▼P■ ♠❡ss❛❣❡s ✐s t❤✉s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠
✐s s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss ❛❜♦✉t t❤✐s st❡♣ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✹✳ ❚❤❡♥✱
t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ♦✛✲♣r♦❝❡ss ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❡♥t ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳

✾✵



❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽ ■t❡r❛t✐✈❡ st❡♣ y = M−1x ✇✐t❤ ❆❙▼ ✭❙✉❜❞♦♠❛✐♥ k✮

❘❡q✉✐r❡✿ Aδ
k✱ x ❛♥❞ Rδ

k

✶✿ ❈♦♠♣✉t❡ z = Rδ
kx ✭❋✉❧❧ ❘❡str✐❝t✐♦♥✮✳

✷✿ ❙♦❧✈❡ Aδ
ktk = z ❢♦r tk ✭▲♦❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ♠❛tr✐①✮

✸✿ ❈♦♠♣✉t❡ uk = (Rδ
k)

T tk ✭❋✉❧❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✮

✹✿ r❡t✉r♥ y = ω
∑D

k=1 uk

✼✳✸✳✷ ❘❡str✐❝t❡❞ ❆❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③

❲❤✐❧❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❆❙▼✱ ❈❛✐ ❛♥❞ ❙❛r❦✐s ❬✸✵❪ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ st❡♣ ✐♥
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽ ✐s r❡♠♦✈❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ✬♥❡✇✬ ❆❙▼ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❢❛st❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❤❛❧❢✳ ■t ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

M−1
RAS = ω

D∑

i=1

(R0
k)

T (Aδ
k)

−1Rδ
k ✭✼✳✻✮

❚❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❘❡str✐❝t❡❞ ❆❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ✭❘❆❙✮✳ ■t ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ♣r❡❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥❡r ✐♥ ♠❛♥② ♣❛r❛❧❧❡❧ ❧✐❜r❛r✐❡s ❬✶✽❪✳ ❆ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡♦r② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✹✼❪✳ ❲❡ ❣✐✈❡
✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✾ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♦♥❡ st❡♣ ♦❢ ❛ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞✳
■t ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❛t st❡♣ ✸✳ ■t r❡q✉✐r❡s ♦♥❧②
❧♦❝❛❧ ❞❛t❛ ♠♦✈❡♠❡♥ts ✐❢ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈❡❝t♦r z

(3)
k ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧ s♦❧✈❡r ✐s

❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ r♦✉t✐♥❡ ❢♦r t❤❡ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✾ ■t❡r❛t✐✈❡ st❡♣ y = M−1x ✇✐t❤ ❘❆❙ ✭❙✉❜❞♦♠❛✐♥ k✮

❘❡q✉✐r❡✿ Aδ
k✱ x ❛♥❞ Rδ

k

✶✿ ❈♦♠♣✉t❡ z = Rδ
kx ✭❋✉❧❧ r❡str✐❝t✐♦♥ ✮✳

✷✿ ❙♦❧✈❡ Aδ
ktk = z ❢♦r tk ✭▲♦❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ♠❛tr✐①✮

✸✿ ❈♦♠♣✉t❡ uk = (R0
k)

T tk ✭▲♦❝❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✮

✹✿ r❡t✉r♥ y = ω
∑D

k=1 uk

✼✳✸✳✸ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③

✼✳✸✳✸✳✶ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✇❛② t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛t t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧❡✈❡❧
❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞❀ ❆t t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❧❡✈❡❧✱ ✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡
❜❧♦❝❦ ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ s②st❡♠ ✭✇✐t❤♦✉t ♦✈❡r❧❛♣✮✳ ▲❡t t❤❡
♠❛tr✐① A ❜❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ D s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤ ♦✈❡r❧❛♣ ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷ ❛♥❞ ❧❡t
y = M−1x ✇❤❡r❡ M−1 ✐s t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳ ❙t❛rt✐♥❣
✇✐t❤ y(0) = 0✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✇r✐t❡s ✭s❡❡ ❬✶✷✸✱ ✷✷❪✮✿

{
r(k) = x−Ay(k−1)

y(k) = y(k−1) + (Rδ
k)

T A−1
k Rδ

kr
(k), k = 1, . . . , D

✭✼✳✼✮

❛♥❞ t❤✉s y = y(D)✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① ✐t❡r❛t✐♥❣ ♦♥ r(0) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

B =

D∏

k=1

(
I −A(Rδ

k)
T A−1

k Rδ
k

)
✭✼✳✽✮

✾✶



❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs

■t t❤✉s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ r(D) = Br(0) ❛♥❞ r(D) = r(0) − Ay(D) t❤❛t y(D) = A−1(I − B)r(0)✳
❆♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②

M−1 = A−1
(
I −

(
(I −A(Rδ

D)T A−1
D Rδ

D) · · · (I −A(Rδ
0)

T A−1
0 Rδ

0)
))

✭✼✳✾✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐s❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✵ ✐s
✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r y ✐s ❝♦rr❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✵ ■t❡r❛t✐✈❡ st❡♣ y = M−1x ✇✐t❤ ▼❙▼ ✭❙✉❜❞♦♠❛✐♥ k✮

❘❡q✉✐r❡✿ D,Aδ
k✱ A✱ x ❛♥❞ Rδ

k

✶✿ y ← ③❡r♦ ✈❡❝t♦r
✷✿ ✐❢ k > 0 t❤❡♥
✸✿ ❘❡❝❡✐✈❡ y(k−1) ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ r❛♥❦ k − 1
✹✿ ❡♥❞ ✐❢
✺✿ r(k) = x−Ay(k−1)

✻✿ y(k) = y(k−1) + Rδ
kA

−1Rδ
kr

(k)

✼✿ ✐❢ myrank < D t❤❡♥
✽✿ ❙❡♥❞ y(K) t♦ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ r❛♥❦ k + 1
✾✿ ❡❧s❡

✶✵✿ r❡t✉r♥ y = y(D)

✶✶✿ ❡♥❞ ✐❢

❛❞❞✐t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥✱ ✐t ✐s t❤✉s ❧❡ss ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞✳
❆ ❣♦♦❞ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦❧♦r✐♥❣ ♦❢ s✉❜✲

❞♦♠❛✐♥s ✭s❡❡ ❬✶✷✸❪✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s✉❜❞♦♠❛✐♥✱ ❛ ❝♦❧♦r ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣
s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦rs✳ ▲❡t Q ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧♦rs ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
♦r❞❡r✱ ❧❡t Cq = {k, colork = q} ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧♦r q, 1 ≤ q ≤ Q✳ ❆❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✶✵ ✐s r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✶✳ ◆♦✇ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r Q
♦❢ ❝♦❧♦rs✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦❧♦r✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡s✐❞✉❛❧ ✐s ❝♦rr❡❝t❡❞ ❛❞❞✐t✐✈❡❧②✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❢❡✇❡r t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧♦rs✱ t❤❡ ❜❡tt❡r ✐s t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✶ ■t❡r❛t✐✈❡ st❡♣ y = M−1x ✇✐t❤ ▼❙▼ t❤r♦✉❣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s

❘❡q✉✐r❡✿ Aδ
k✱ A✱ x ❛♥❞ Rδ

k, q, Cq,
✶✿ y ← ③❡r♦ ✈❡❝t♦r
✷✿ ✐❢ q > 0 t❤❡♥
✸✿ ❘❡❝❡✐✈❡ y(q−1) ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ❝♦❧♦r (q − 1)
✹✿ ❡♥❞ ✐❢
✺✿ r(q) = x−Ay(q−1)

✻✿ z(k) = Rδ
kA

−1
k Rδ

kr
(q)✱ k ∈ C∐

✼✿ y(q) = y(q−1) +
∑

k∈Cq
z(k) ✭●❛t❤❡r z(k) ❢r♦♠ ♣r♦❝❡ss❡s k ∈ Cq✮

✽✿ ✐❢ q < Q t❤❡♥
✾✿ ❙❡♥❞ y(q) t♦ ♣r♦❝❡ss❡s k ∈ Cq+1

✶✵✿ ❡❧s❡
✶✶✿ r❡t✉r♥ y(Q)

✶✷✿ ❡♥❞ ✐❢

❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✐s t❤❛t
✇❤❡♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r y ✐s ❝♦rr❡❝t❡❞✱ ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❡❝t♦r r = x−Ay ✐s ❜✉✐❧❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✇✐❝❤

✾✷



❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs

❛❞❞ ❛♥ ❡①tr❛ ❝♦st ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛tr✐① A✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠
✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧♦rs t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✳ ■t ❤❛s s❡✈❡r❛❧
❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦✈❡r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✿ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r♦❞✉❝t ✇✐t❤ A❀ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞❀ t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ♠♦r❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧
♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠❀ ✐t r❡q✉✐r❡s ❤♦✇❡✈❡r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✳

✼✳✸✳✸✳✷ ❊①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣

❍❡r❡✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠❛tr✐① A ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❛ ❜❧♦❝❦✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✳✶✳✭❛✮
❙✉❝❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❧❡✈❡❧
s❡ts ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥s ✭s❡❡ ❬✶✷❪✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❣r❛♣❤
♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s t❤❛t ❡❛❝❤ s✉❜❞♦♠❛✐♥ s❤♦✉❧❞ s❤❛r❡ ✐ts ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛t ♠♦st t✇♦
♦t❤❡r s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ■t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s❛② t❤❛t ✇❤❡♥ |i − j| > 1 t❤❡♥ Wi ∪Wj = ∅✳ ❲✐t❤
t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s Āk ❛♥❞ C̄k ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ A ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡
✼✳✸✳✶✳✭❜✮✮✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ✭s❡❡ ❬✶✹❪✮ ✿

M−1
MSM = ĀD

−1
C̄D−1Ā

−1
D−1C̄D−2 . . . Ā2

−1
C̄1Ā1

−1 ✭✼✳✶✵✮

✇❤❡r❡ Ck ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❛s Ak ❜② t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ A✳

(b): Completed submatrix

I

I

A1

C1

A3

A4

A2

C3

C2

AK

(a) : blok-diagonal form of A

A = ĀK =

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✳✶✿ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐①

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ st❡♣ y = M−1x ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❛s ✐♥ ❆❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✶✷✳ ■♥ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✈❡❝t♦r y ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❖♥❧② t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠
t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛t st❡♣ ✺✱ ♦♥❧② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛tr✐① Ak ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤✐s
❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❡❝t♦r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥
y ←M−1x✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❧❡ss ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ ✈❡❝t♦rs✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s ✭s❡❡ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✻✮✳

✼✳✸✳✹ ❙✉❜❞♦♠❛✐♥ s♦❧✈❡r

❉✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✱ ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ❛t t❤❡
s✉❜❞♦♠❛✐♥ ❧❡✈❡❧✳ ❆s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠✱ ✐ts s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ❛♥② ♦❢ st❛t❡✲
♦❢✲t❤❡✲❛rt s♦❧✈❡r✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss ❤❡r❡ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐ss✉❡s ✇❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡

✾✸



❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝❛❧ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✷ ■t❡r❛t✐✈❡ st❡♣ y = M−1x ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❙▼

❘❡q✉✐r❡✿ Ck, Ā
δ
k✱ x✱ Rk ❛♥❞ Ok

✶✿ y(0) ← x
✷✿ ✐❢ k > 0 t❤❡♥
✸✿ ❘❡❝❡✐✈❡ y(k−1) ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ r❛♥❦ k − 1
✹✿ ❡♥❞ ✐❢
✺✿ ❙♦❧✈❡ Ākz = y(k−1) ❢♦r ③
✻✿ ✐❢ MyRank < D t❤❡♥
✼✿ y(k) = C̄kz
✽✿ ❙❡♥❞ y(k) t♦ ♣r♦❝❡ss (k + 1)
✾✿ ❡❧s❡

✶✵✿ r❡t✉r♥ y(D) ❛s y✳
✶✶✿ ❡♥❞ ✐❢

s♦❧✈❡rs ❛t t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ s♣❛rs❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ❛t t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ❛r❡ ✐♥
t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ♦♣❡r❛t♦r M−1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ s②st❡♠s
❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡❧②✿

✶✳ ❆♥ ❛❝❝✉r❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❣❛✉ss✐❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❧❡❛❞s t♦
❛ r♦❜✉st ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✱ t❤✉s ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐t❡r❛t✐✈❡
♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♠❡♠♦r② ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ s✉❜❞♦♠❛✐♥✳
■♥❞❡❡❞✱ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❧♦❝❛❧ s✉❜♠❛tr✐① s❤♦✉❧❞ ❜❡ st♦r❡❞ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ L ❛♥❞ U ♠❛tr✐❝❡s
❢r♦♠ ✐ts LU ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✜❧❧✲✐♥ ❞✉r✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✱
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤♦s❡ ❢❛❝t♦rs ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ s✉❜♠❛tr✐①✳

✷✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠❡♠♦r② ✐s ♦✈❡r❝♦♠❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✭ILU✮ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢
❧♦❝❛❧ ♠❛tr✐❝❡s✱ t❤✉s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❢❛st s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤ ❢❛✐r ❛❝❝✉r❛❝②✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❧♦♦s❡s ✐ts r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s
♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ st❛❣♥❛t❡✳

✸✳ ❆ t❤✐r❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s t♦ ✉s❡ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ s✉❜❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤✐s ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐❢ t❤❡ ●▼❘❊❙ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❞❡✢❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❙♦♠❡ ♣r♦♠✐s✲
✐♥❣ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤✐s s❡♥s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❉●▼❘❊❙ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❝❤❛♣t❡r ✺✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s②st❡♠s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❛ ✢❡①✐❜❧❡
✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❑r②❧♦✈ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ❋●▼❘❊❙ ❬✶✶✷❪ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
❧❡✈❡❧ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠✳

✼✳✸✳✺ ❙❝❛❧❛❜❧❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♦♥❡✲❧❡✈❡❧ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs t❡♥❞ t♦ ❜❡ ✇❡❛❦ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s
✐♥❝r❡❛s❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s r❡q✉✐r❡ t♦ ❜✉✐❧❞ ❝♦❛rs❡✲s♣❛❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✳
❚❤✐s ✐s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs✳ ❆s ♦♥❡✲❧❡✈❡❧
❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞s ❛❝t ❧♦❝❛❧❧② ♦♥ ❡❛❝❤ s✉❜❞♦♠❛✐♥ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ❡rr♦r
s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐t ♠❛② t❛❦❡ ❧♦♥❣❡r t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳
❚❤❡ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ♣r♦✈✐❞❡ s♠♦♦t❤❡rs ❛t t❤❡ ❝♦❛rs❡st ❧❡✈❡❧ t❤❛t ❛❝t ❣❧♦❜❛❧❧②
♦♥ ❛❧❧ s✉❜❞♦♠❛✐♥s t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ❡rr♦r s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ st❡♣

✾✹



❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡s ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs

✐♥ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞s ✐s t♦ ❜✉✐❧❞ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❝♦❛rs❡ s♣❛❝❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ❝❛rr② ❣❧♦❜❛❧
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛❧❧ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❙✉❝❤ s♣❛❝❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❧❡ss ❡✛♦rt ✇❤❡♥ t❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❛tr✐① ❛r✐s❡s ❢r♦♠ ❛ str✉❝t✉r❡❞ P❉❊ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❬✶✷✸❪✳ ■❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ♦♥❧② ✐s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡♦r② ❢r♦♠ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠✉❧t✐❣r✐❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛❝❡s✳ ❲❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❬✶✶✵❪ ❛s ❛♥
✐♥tr♦❞✉❝t♦r② ♠❛t❡r✐❛❧ ♦♥ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❆s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡
♣r♦♣♦s❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✼ t❤❡ ❞❡✢❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❦r②❧♦✈ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ✐♥ t❤❡
❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs✳ ❲❡ ✜rst ❣✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❛ ❜r✐❡❢ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❑r②❧♦✈
♠❡t❤♦❞s✳

✼✳✹ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡s ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs

❚❤❡ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞
s②st❡♠

Bx = b ✇✐t❤ AM−1 ✭✼✳✶✶✮

❛s
xm = Vmym, Vm ∈ R

n×m, ym ∈ R
m ✭✼✳✶✷✮

✇❤❡r❡ Vm = [v1, . . . , vm] ❢♦r♠ ❛ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡Km = span(b, Bb, . . . , Bm−1b)✳
❚❤❡ ❜❛s✐s ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ♦r t❤❡ ▲❛♥❝③♦s ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss
❜✉✐❧❞s t❤❡ ❜❛s✐s Vm t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❍❡ss❡♥❜❡r❣ ♠❛tr✐① H̄m ∈ R

m+1×m s✉❝❤ t❤❛t

BVm = Vm+1H̄m ✭✼✳✶✸✮

■♥ t❤❡ ●▼❘❊❙ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✶✹❪✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r ym ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧
✈❡❝t♦r

rm = b−Axm = Vm+1(e1 − H̄mym) ✭✼✳✶✹✮

✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✱ e1 ✐s t❤❡ ✜rst ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ▲❛♥❝③♦s ♣r♦❝❡ss ✇♦r❦s ✇✐t❤ s❤♦rt r❡❝✲
❝✉rr❡♥❝❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❜❛s✐s Vm ♦❢ Km ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ B ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ❜❛s✐s Wm =
[w1, . . . , wm] ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ BT s✉❝❤ t❤❛t

W T
m+1AVm = Dm+1H̄m ✭✼✳✶✺✮

✇❤❡r❡ H̄m ✐s ❛ ❜❧♦❝❦ tr✐❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ▲❛♥❝③♦s ✈❡❝t♦rs vj ❛♥❞ wj s❛t✐s❢② ❛ ❜✐♦rt❤♦❣♦✲
♥❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① Dm✳ ❚❤❡ ❇✐❈● ♠❡t❤♦❞ ❬✾✵❪ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❡❝t♦r t♦ ❜❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡
s♣❛♥♥❡❞ ❜② Wm✳ ❚❤❡ ❋❖▼ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✶✶❪ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❢r♦♠ t❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✉s✐♥❣ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ s♣❛♥♥❡❞ ❜② Vm✳ ❚❤❡ ◗▼❘ ♠❡t❤♦❞ ❬✺✼❪ ✉s❡s
t❤❡ ▲❛♥❝③♦s ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡s✐❞✉❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ym✳ ●▼✲
❘❊❙✴❋❖▼ ❛♥❞ ◗▼❘✴❇✐❈● ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡✐r st♦r❛❣❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇♦r❦
❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❇✐❈● ❛♥❞ ◗▼❘ r❡q✉✐r❡ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t ❜② B ❛♥❞ BT ❜✉t r❡q✉✐r❡
♠✐♥✐♠❛❧ st♦r❛❣❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❇✐❈●❙❚❆❇✭m✮ ❬✶✸✵❪ ✐s ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ❇✐❈● ❛♥❞ ●▼❘❊❙✭m✮
❛♥❞ ❚❋◗▼❘ ❬✺✻❪ ✐s ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥ ◗▼❘✳ ❇✐❈●❙❚❆❇ ❛♥❞ ❚❋◗▼❘ ❛r❡ tr❛♥s♣♦s❡✲❢r❡❡✳ ❚❤❡②
❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ✇✐t❤ BT ✳ ●▼❘❊❙ ❛♥❞ ❋❖▼ ❛❝❝❡ss ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✲❣❡♥❡r❛t❡❞
❆r♥♦❧❞✐ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❜✉t r❡q✉✐r❡ ♦♥❧② B✳ ●▼❘❊❙✭m✮ ✉s❡s t❤❡ r❡st❛rt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡
t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✇♦r❦ r❡q✉✐r❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ●▼❘❊❙✱
t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥s ❝❛♥ ❜r❡❛❦ ❞♦✇♥ ♦♥❧② ✐❢ ❛t s♦♠❡ st❛❣❡ k ♦❢ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss✱ hk+1,k = 0
✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞✱ s❡❡ ❬✶✶✸✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✻❪✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛
❤❛♣♣② ❜r❡❛❦❞♦✇♥✳ ■♥ ❇✐❈●✱ t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥s ❜r❡❛❦ ❞♦✇♥ ✐❢ ❛ t❡r♠ wT v = 0 ❢♦r s♦♠❡ w 6= 0
❛♥❞ v 6= 0✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ k✱ r̂T

k rk = 0 ❜✉t r̂T
k 6= 0 ❛♥❞ rk 6= 0 ✇❤❡r❡ r̂T

k ✐s t❤❡

✾✺



◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ✇✐t❤ ●▼❘❊❙

r❡s✐❞✉❛❧ r♦✇ ✈❡❝t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ BT ✳ ❙❡❡ ❬✷✹✱ ✺✷✱ ✶✶✸✱ ✾✻✱ ✶✷✶❪ ❢♦r ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡s❡
♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❬✼✽❪ ❢♦r ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❡rr♦r ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❜♦✉♥❞s✳

❲❡ ❢♦❝✉s ❤❡r❡ ♦♥ t❤❡ ●▼❘❊❙✭m✮ ♠❡t❤♦❞✳ ■t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r ✐ts ♠♦♥♦t♦♥✐❝
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt②✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛s
❛❝❝❡❧❡r❛t♦r t♦ ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✻✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s t♦ ❞❡r✐✈❡
t❤❡ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ●▼❘❊❙✭m✮ ❛♥❞ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✇✐t❤
❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✼✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❞❡✢❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✐s ✉s❡❞
t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳

✼✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ✇✐t❤ ●▼✲
❘❊❙

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙❝❤✇❛r③
♠❡t❤♦❞s ❛s ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ❢♦r t❤❡ ●▼❘❊❙✭m✮ ♠❡t❤♦❞✳

✼✳✺✳✶ ❆❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ❛♥❞ ❘❡str✐❝t❡❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡♣❡♥❞s
❤❡❛✈✐❧② ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣✳ ❲❤❡♥ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❣✐✈❡s ❛ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ A✳ ❚❤❡
tr✐✈✐❛❧ ❝❛s❡ ✐s ❢♦r t✇♦ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ ✐♥❞❡❡❞ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✷✮ t❤❛t ❢♦r ❛
♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ δ✱ W δ

1 = W δ
2 = V ✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡

♦✈❡r❧❛♣ ✐♥ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ t♦
t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ✈❛r✐❛♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ▼P■ ♠❡ss❛❣❡s ❡①❝❤❛♥❣❡❞✳
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r❡str✐❝t❡❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③✳
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t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❛t st❡♣ ✸ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✾✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ st❛t✐st✐❝s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ▼P■ ♠❡ss❛❣❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ st❡♣ ✐✳❡✳
t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ z ←M−1x✳

✾✻



◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ✇✐t❤ ●▼❘❊❙

 1e-09

 1e-08

 1e-07

 1e-06

 1e-05

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 0  20  40  60  80  100  120  140  160  180

R
el

. R
es

. N
or

m

Iterations

IJ02R: Effect of the Overlap in ASM

Overlap 0
Overlap 1
Overlap 3
Overlap 5

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✳✶✿ ❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✇✐t❤ ❢♦✉r s✉❜✲
❞♦♠❛✐♥s

❚❛❜❧❡ ✼✳✶✿ ■ ❏✵✷❘ ✿ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❆❙▼ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣❀
◆▲♦❝✿ ▼❛①✐♠✉♠ s✐③❡ ♦✈❡r❛❧❧ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ♠❛tr✐❝❡s ❀ ■❚❙✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ●▼❘❊❙ ✐t❡r❛t✐♦♥s❀
▼P■ ▼❡ss❛❣❡s ❢♦r z ← M−1x❀ ❈♦✉♥ts ❛♥❞ ▲❡♥❣t❤✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ▼P■ ♠❡ss❛❣❡s❀
❈♦✉♥ts✴■❚❙ ✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ▼P■ ▼❡ss❛❣❡s ♣❡r ●▼❘❊❙ ✐t❡r❛t✐♦♥

❖✈❡r❧❛♣ ◆▲♦❝ ◆◆❩ ■❚❙ ▼P■ ▼❡ss❛❣❡s
❈♦✉♥ts ▲❡♥❣t❤ ❈♦✉♥ts✴■❚❙

✵ ✶✼✼✺ ✶✽✻✱✷✺✵ ✶✼✶ ✵ ✵ ✵
✶ ✷✾✵✵ ✸✶✸✱✸✵✵ ✹✷ ✾✵✵ ✷✼✵✵ ✷✶✳✹
✸ ✺✷✷✺ ✺✻✺✱✺✼✺ ✷✹ ✺✷✵ ✽✸✵✵ ✷✶✳✻
✺ ✻✹✼✺ ✻✾✻✱✼✷✼ ✶✸ ✷✽✵ ✶✷✵✵✵ ✷✶✳✺

❚❛❜❧❡ ✼✳✷✿ ■ ❏✵✷❘ ✭s✐③❡❂✼✱✵✵✵✱ ❡♥tr✐❡s❂✼✺✸✱✺✵✵✮✿ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❘❆❙ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣❀ ◆▲♦❝ ❛♥❞ ◆◆❩✿ ▼❛①✐♠✉♠ s✐③❡ ❛♥❞ ❡♥tr✐❡s ♦✈❡r❛❧❧ s✉❜❞♦♠❛✐♥
♠❛tr✐❝❡s❀ ■❚❙✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ●▼❘❊❙ ✐t❡r❛t✐♦♥s❀ ▼P■ ▼❡ss❛❣❡s ❢♦r z ← M−1x❀ ▲❡♥❣t❤✿
❆✈❡r❛❣❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ▼P■ ♠❡ss❛❣❡s❀ ❈♦✉♥ts✴■❚❙ ✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ▼P■ ▼❡ss❛❣❡s ♣❡r ●▼❘❊❙
✐t❡r❛t✐♦♥

❖✈❡r❧❛♣ ◆▲♦❝ ◆◆❩ ■❚❙ ▼P■ ▼❡ss❛❣❡s
❈♦✉♥ts ▲❡♥❣t❤ ❈♦✉♥ts✴■❚❙

✵ ✶✼✼✺ ✶✽✻✱✷✺✵ ✶✼✶ ✵ ✵ ✵✳✵✵
✶ ✷✾✵✵ ✸✶✸✱✸✵✵ ✸✹ ✸✼✵ ✷✼✵✵ ✶✵✳✽✽
✸ ✺✷✷✺ ✺✻✺✱✺✼✺ ✶✶ ✶✷✵ ✽✸✵✵ ✶✵✳✾✶
✺ ✻✹✼✺ ✻✾✻✱✼✷✺ ✾ ✶✵✵ ✶✷✵✵✵ ✶✶✳✶✶

✾✼



◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ✇✐t❤ ●▼❘❊❙

✼✳✺✳✷ ❘❡str✐❝t❡❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ❛♥❞ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③

❆s ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❡♦r②✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛st❡r t❤❛♥
t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥t ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
s❛♠❡ ♠❛tr✐① ■❏✵✷❘✳ ❆ ❜❧♦❝❦✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ✹ ♣❛rt✐t✐♦♥s✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳✸✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✳✷✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

❚❛❜❧❡ ✼✳✸✿ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ■❏✵✷❘ size = 7, 000✱ entries = 753, 500
❇❧♦❝❦ ★ ✶ ✷ ✸ ✹
❙✐③❡ ✷✱✶✺✺ ✷✱✶✼✵ ✷✱✶✷✺ ✷✱✶✸✵

❊♥tr✐❡s ✷✷✵✱✾✵✵ ✷✺✸✱✻✼✺ ✷✹✶✱✵✵✵ ✷✶✹✱✾✷✺
❙✐③❡ ♦❢ ♦✈❡r❧❛♣ ✺✷✺ ✺✺✵ ✺✵✺ ✵

♦❢ ●▼❘❊❙✭✶✻✮ ❛♥❞ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❆❙▼ r❡q✉✐r❡s t✇✐❝❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s t❤❛♥ ▼❙▼✳ ❍❡r❡ t❤❡ s❛♠❡

 1e-10

 1e-09

 1e-08

 1e-07

 1e-06

 1e-05

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 0  20  40  60  80  100  120

R
el

. R
es

. N
or

m

Iterations

 

MSM
ASM

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✳✷✿ ■❏✵✷❘✿●▼❘❊❙✭✶✻✮ ✇✐t❤ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♦♥ ❛
❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣

♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ t✇♦ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡
❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

M−1
ASM = D

D∑

k=1

Ā−1
k . ✭✼✳✶✻✮

D ✐s ❛ ✭n × n✮ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ❢♦r t❤❡
♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ r❡❣✐♦♥s✳ ■♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❧♦❝❦✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s ♥♦t
r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡st❡❞ ❞✐ss❡❝t✐♦♥ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
P❆❘▼❊❚■❙ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ P❊❚❙❝ ❧✐❜r❛r②✳

❚♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ♦✈❡r
t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ✭❘❆❙✮ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
❛♥ ✐❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ❛ ✷❉ ❝❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✹✹❪✳ ❚❤❡

✾✽



◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ✇✐t❤ ●▼❘❊❙

♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s ♥♦t ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❣r✐❞ ❜✉t ♦♥ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠❛tr✐①✱
❡✐t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ P❆❘▼❊❚■❙ ♣❛❝❦❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ❘❆❙ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ♦r t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣♦♥❛❧
♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✇✐t❤ ♦✈❡r❧❛♣ ✭❇❉❖✮ ❢♦r ▼❙▼✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥
♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ ✹ ❛♥❞ ✽ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✼✳✹ ❛♥❞ ✼✳✺✳ ■♥ ❇❉❖✱ t❤❡
♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ s♦ t❤❛t t♦ ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣
❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ■♥ P❆❘▼❊❚■❙✱ ❞✐s❥♦✐♥t ♣❛rt✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t
t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡❞❣❡ ❝✉ts✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s✉❜♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡
❝♦♥♥❡❝t❡❞ r♦✇s✴❝♦❧✉♠♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✶✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠
❚❛❜❧❡s ✼✳✹ ❛♥❞ ✼✳✺ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ♣r♦❞✉❝❡ s✉❜♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r s✐③❡
❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥③❡r♦ ❡♥tr✐❡s✳
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P❆❘▼❊❚■❙ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ❖✈❡r❧❛♣ ♦❢ s✐③❡ ✶✳
❙✐③❡ ✻✾✷✹ ✼✶✺✹ ✻✾✻✼ ✻✾✻✷ ✷✽✱✵✵✼
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❚❛❜❧❡ ✼✳✹✿ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛♥❞ P❆❘▼❊❚■❙ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ ❛♥ ✷❉ ❍❡❧♠❤♦❧t③
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ ✹ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ✐♥✐t✐❛❧ ❣❧♦❜❛❧ s✐③❡ ❂ ✷✻✱✽✾✻✱ ✐♥✐t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♥♦♥③❡r♦s ❡♥tr✐❡s ❂ ✶✸✶✱✽✼✷
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P❆❘▼❊❚■❙ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ❖✈❡r❧❛♣ ♦❢ s✐③❡ ✶✳
❙✐③❡ ✸✱✺✽✾ ✸✱✺✶✼ ✸✱✺✺✶ ✸✱✺✵✵ ✸✱✼✹✹ ✸✱✻✵✷ ✸✱✻✷✺ ✸✱✻✸✼

❊♥tr✐❡s ✶✼✱✵✾✾ ✶✻✱✺✺✷ ✶✼✱✵✸✵ ✶✻✱✺✻✽ ✶✼✱✾✽✻ ✶✼✱✸✻✸ ✶✼✱✻✸✶ ✶✼✱✸✼✹

❚❛❜❧❡ ✼✳✺✿ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛♥❞ P❆❘▼❊❚■❙ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ ❛♥ ✷❉ ❍❡❧♠❤♦❧t③
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ ✽ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ s✉❜❞♦♠❛✐♥s❀ s✐③❡ ❂ ✷✻✱✽✾✻✱ ❡♥tr✐❡s ❂ ✶✸✶✱✽✼✷

◆♦✇ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ●▼❘❊❙ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③
♦r t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ✭▼❙▼✮✳ ❚✇♦ t②♣❡s ♦❢ s♦❧✈❡rs ❛r❡
✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✈❡r
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❣❛✉ss✐❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✳✸ ❣✐✈❡s
t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❡❝t♦r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s
✐♥ ●▼❘❊❙✳ ■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t ❡✐t❤❡r ✇✐t❤ ✹ ♦r ✽ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✱ ●▼❘❊❙✭✶✻✮✰▼❙▼ r❡q✉✐r❡s ❧❡ss
t❤❛♥ ✷✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ 10−8✳ ❲✐t❤ ❘❆❙ ❤♦✇❡✈❡r✱ ●▼❘❊❙ st❛rts t♦
❝♦♥✈❡r❣❡ ❜✉t ❛❢t❡r ❛❧♠♦st ✸✷ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ s❧♦✇ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛❝❝✉r❛❝② ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❛❢t❡r ✺✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡
✼✳✺✳✹ ♥♦✇✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡①❛❝t s♦❧✈❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▲❯ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜♠❛tr✐❝❡s✳
❆s ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s♦❧✈❡r ✐♥ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✱ ❘❆❙ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✳ ▼❙▼ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r ❛s ✇❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✹ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧② ✇✐t❤
✽ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✱ ▼❙▼✰●▼❘❊❙ r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✳ ❲❡

✾✾



◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ✇✐t❤ ●▼❘❊❙

♥♦t❡ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ st❛❣♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝✉r✈❡✳ ❚❤✐s ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡st❛rt✐♥❣
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✼✳
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164x164 HELMHOLTZ, GMRES(16)+ILU

MSM D=4 ILU
RAS D=4 ILU
MSM D=8 ILU
RAS D=8 ILU

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✳✸✿ ✷❉ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ❛ ✶✻✹×✶✻✹ ❣r✐❞ ✿ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❛❞❞✐t✐✈❡
❙❝❤✇❛r③ ✭✇✐t❤ P❛r▼❊❚■❙ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✮ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ✭✇✐t❤ ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣♦♥❛❧
♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✮✳ ●▼❘❊❙✭✶✻✮ ❛s t❤❡ ❑r②❧♦✈ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r✱ ■▲❯ s♦❧✈❡r ✐♥ s✉❜❞♦♠❛✐♥s

 1e-08

 1e-07

 1e-06

 1e-05

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 0  100  200  300  400  500

MSM D=4 LU
RAS D=4 LU
MSM D=8 LU
RAS D=8 LU

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✳✹✿ ✷❉ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ❛ ✶✻✹×✶✻✹ ❣r✐❞ ✿ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❛❞❞✐t✐✈❡
❙❝❤✇❛r③ ✭✇✐t❤ P❛r▼❊❚■❙ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✮ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ✭✇✐t❤ ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣♦♥❛❧
♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣✮✳ ●▼❘❊❙✭✶✻✮ ❛s t❤❡ ❑r②❧♦✈ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r✱ ▲❯ s♦❧✈❡r ✐♥ s✉❜❞♦♠❛✐♥s

❆ ❣❡♥❡r❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡s❡ t❡st ❝❛s❡s ❛♥❞ ♦t❤❡rs ✐s t❤❛t ▼❙▼ ✐s ♠♦r❡ r♦❜✉st

✶✵✵



■♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠

t❤❛♥ ❆❙▼ ❢♦r ❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ▼❙▼ ✐s ❧❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧ t❤❛♥ ❘❆❙✱ ✐t
✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ♠♦r❡ ❈P❯ t✐♠❡✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ t❤❛t ✐s ❡①♣❧♦✐t❡❞
✐♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ❛♥❞ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✻✳✹ ❤♦✇
t❤✐s ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞✳

✼✳✻ ■♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ s♦♠❡ ✇❛②s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♥ t❤❡ ●▼❘❊❙ ♠❡t❤♦❞
✇✐t❤ ❙❝❤✇❛r③✲❜❛s❡❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs✳ ❲❡ st❛rt ❜② s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❑r②❧♦✈
❜❛s✐s✱ t❤❡♥ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
❜❛s✐s✳ ❲❡ ❡♥❞ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❜② s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❛t t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥
❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs✳

✼✳✻✳✶ ❉❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s

❆s st❛t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✹✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●▼❘❊❙ ♠❡t❤♦❞ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦❢ ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛s✐s Vm ♦❢ ❛ m✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡✳ ■t ✐s ❛ t✇♦✲st❡♣s ♣r♦❝❡ss✿

✶✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs✳

✷✳ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs✳

❚❤❡s❡ t✇♦ st❡♣s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ♦r s❡♣❛r❛t❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡✱ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss✳ ❚❤❡ ✜rst str❛t❡❣② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❡❞ t❤❡♠ ❛t t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ str❛t❡❣② ❣❡♥❡r❛t❡ ✜rst t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ✇✐t❤ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❡ t❤❡♠ ✇✐t❤ ❛ ❞❡♥s❡ QR ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞
str❛t❡❣② ❛s t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ✐s s♣❛♥♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❡❝t♦rs

Km = [b, Bb, . . . , Bmb] ✭✼✳✶✼✮

✇❤✐❧❡ t❤❡ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ♣r♦❝❡ss ✐s s♣❛♥♥❡❞ ❜② t❤❡
✈❡❝t♦rs

Km =

[
b, (B − λ1I)b, . . . ,

m∏

k=1

(B − λkI)b

]
. ✭✼✳✶✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s❝❛❧❛rs {λk}mk=1 ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡t ❛ ✇❡❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❜❛s✐s✱ s❡❡ ❬✶✼❪✳ ❚❤❡ t✇♦
♣r♦❝❡ss❡s ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ Km✳

❆ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss ✉s❡s t❤❡ ●r❛♠✲❙❝❤♠✐❞t
♠❡t❤♦❞✳ ❋♦r r❡❢❡r❡♥❝❡s ♣✉r♣♦s❡s✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✸ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ●r❛♠✲❙❝❤♠✐❞t
✭❈●❙✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ●r❛♠✲❙❝❤♠✐❞t ✭▼●❙✮ ❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✶✸❪✳ ❚❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ♣r♦❝❡ss
t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❡ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✶✹ ❛♥❞ ✶✺ ❛s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✼❪ ❛♥❞ ❬✶✶✽❪✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡∗ ❢♦r t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐✲▼●❙ ✐s O(m2log(P )
♠❡ss❛❣❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ (m2 + 3m)/2 ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝ts ✇❤❡r❡ P ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢
▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❡ss❛❣❡ ❧❡♥❣t❤ ❤❡r❡ ✐s ✶ ❞♦✉❜❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♣❧✉s
t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞✳ ■♥ ❈●❙✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡✲s❝❛tt❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ▼P■ ✐s ✉s❡❞ ♦♥ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✈❡❝t♦rs
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝ts t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼P■ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❍❡♥❝❡
t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ❢♦r ❈●❙ ✐s O(m.log(P )) ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❡ss❛❣❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢
m/2 ❞♦✉❜❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs✳ ■♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡

∗❍❡r❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ▼P■ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r

✶✵✶



■♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✸ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s Vm✱ ❛t ❧❡❢t ✐s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
●r❛♠✲❙❝❤♠✐❞t✭❈●❙✮✱ ❛t r✐❣❤t ✐s t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ●r❛♠✲❙❝❤♠✐❞t✭▼●❙✮
❘❡q✉✐r❡✿ m, A, b
✶✿ v1 ← b/‖b‖2
✷✿ ❢♦r j = 1 : m ❞♦
✸✿ wj ← AM−1vj

✹✿ ❢♦r i = 1 : j ❞♦
✺✿ hi,j ← vT

i wj

✻✿ ❡♥❞ ❢♦r
✼✿ wj ← wj −

∑j
i=1 hijvi

✽✿ hj+1,j = ‖wj‖
✾✿ vj+1 = wj/hj+1,j

✶✵✿ ❡♥❞ ❢♦r
✶✶✿ r❡t✉r♥ Vm+1 ∈ R

n×m+1

♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s ♦❢ Km✱
H̄m ∈ R

m+1×m ✉♣♣❡r ❍❡s✲
s❡♥❜❡r❣ ♠❛tr✐①✳

❘❡q✉✐r❡✿ m, A, b
✶✿ v1 ← b/‖b‖2
✷✿ ❢♦r j = 1 : m ❞♦
✸✿ wj ← AM−1vj

✹✿ ❢♦r i = 1 : j ❞♦
✺✿ hi,j ← vT

i wj

✻✿ wj ← wj − hijvi

✼✿ ❡♥❞ ❢♦r
✽✿ hj+1,j = ‖wj‖
✾✿ vj+1 = wj/hj+1,j

✶✵✿ ❡♥❞ ❢♦r
✶✶✿ r❡t✉r♥ Vm+1 ∈ R

n×m+1

♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s ♦❢ Km✱
H̄m ∈ R

m+1×m ✉♣♣❡r ❍❡s✲
s❡♥❜❡r❣ ♠❛tr✐①✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✹ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ♣r♦❝❡ss t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s Wm+1

✶✿ m, A, b✱ ❙❤✐❢ts {λk}mk=1 ♦r❞❡r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ▲❡❥❛ ♦r❞❡r✐♥❣ ❬✶✼❪✳
✷✿ w1 ← b/‖b‖
✸✿ d1 = 1/‖w1‖2✱ j = 1
✹✿ ✇❤✐❧❡ j ≤ m ❞♦
✺✿ ✐❢ Im(λj) = 0 t❤❡♥
✻✿ wj+1 = dj(AM−1 − λjI)wj

✼✿ dj+1 = 1/‖wj+1‖2
✽✿ ❡❧s❡ ✐❢ Im(λj > 0) t❤❡♥
✾✿ wj+1 = dj(AM−1 −Re(λj)I)wj

✶✵✿ wj+2 = (AM−1 −Re(λj)I)wj+1 + djIm(λj)
2wj

✶✶✿ dj+1 = 1/‖wj+1‖
✶✷✿ dj+2 = 1/‖wj+2‖
✶✸✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✹✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡
✶✺✿ r❡t✉r♥ Wm+1 ∈ R

n×m+1 ✭♥♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✮ ❜❛s✐s ♦❢ Km✱ Dm+1 ∈ R
m×m ❞✐❛❣♦♥❛❧

♠❛tr✐①

✶✵✷



■♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✺ ❘❖❉❉❊❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ QR ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Wm+1

❘❡q✉✐r❡✿ m, nbproc, myproc,myleft, myright,WLoc ▲♦❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s Wm+1

✶✿ Vloc, RLoc = QR(WLoc)
✷✿ ❢♦r j = 1 : m + 1 ❞♦
✸✿ ✐❢ myproc = 0 t❤❡♥
✹✿ ❙❡♥❞ r♦✇ RLOC(j, j : m + 1) t♦ myright
✺✿ ❡❧s❡
✻✿ ❘❡❝❡✐✈❡ r♦✇(d : m + 1) ❢r♦♠ myleft
✼✿ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ●✐✈❡♥s r♦t❛t✐♦♥ t♦ ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡ ❡❧❡♠❡♥t RLoc(1, d)
✽✿ ✐❢ myproc 6= nbproc− 1 t❤❡♥
✾✿ s❡♥❞ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ r♦✇ r♦✇(d : m) t♦ myright

✶✵✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✶✿ ❈r❡❛t❡ r♦t❛t✐♦♥s t♦ ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡ t❤❡ dth ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ RLoc✳
✶✷✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✸✿ ❡♥❞ ❢♦r
✶✹✿ r❡t✉r♥ Vm+1✱ R ∈ R

(m+1)×(m+1) tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐①✳

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s r❡q✉✐r❡s O(m.log(P )) ♠❡ss❛❣❡s ❢♦r t❤❡ m ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞
O(m2) ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t ♠❡ss❛❣❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❡ss❛❣❡ ❧❡♥❣t❤
✐s (m + 1)/2 ❞♦✉❜❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♥✉♠❜❡r✳ ❖t❤❡r ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦♣t✐♠❛❧ str❛t❡❣✐❡s ❡①✐st t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛
❞❡♥s❡ QR ♦♥ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ✇❤✐❧❡ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡
r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞ t❛❧❧ s❦✐♥♥② ◗❘ ✭❚❙◗❘✮ ♦❢ ❉❡♠♠❡❧ ❡t ❛❧ ❬✹✷❪ r❡q✉✐r❡s O(log(P )) ▼P■
♠❡ss❛❣❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❡ss❛❣❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ (m + 1)/2✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ✐s
♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ♣♦✐♥t ♦❢ ❝♦♥❝❡r♥ ✇❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❤♦✇ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❜❛s✐s✳ ❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ✐s ❛❧s♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s
s❤❛r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ♥❡①t t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳

✼✳✻✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs

❚❤❡ ✜rst ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✐s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs✳ ■t ✐s
♠♦st❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ str❛t❡❣② t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤♦s❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss✱
♦♥❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥t✐r❡❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♥❡①t ✈❡❝t♦r st❛rts✳ ❆s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✹✱ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ♣r♦❝❡ss ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❡✛❡❝t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝ts ✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❣❧♦❜❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❚❤❡s❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝ts ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ♣r♦❝❡ss ❢♦r ❛ ♠♦❞✲
❡r❛t❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s✳ ■t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✹ t♦ s❡t dj = 1, 1 ≤ j ≤ m✳ ❲❡
r❡❢❡r t♦ t❤✐s ✈❡rs✐♦♥ ❛s ◆❡✇t♦♥✲◆♦◆♦r♠✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ r❛♣✐❞ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs✱
t❤❡ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛r❡ ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✻❪✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉r str❛t❡❣✐❡s ✿ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ●r❛♠✲❙❝❤♠✐❞t ✭❈●❙ ✮✱ t❤❡
♠♦❞✐✜❡❞ ●r❛♠✲❙❝❤♠✐❞t✭▼●❙ ✮✱ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ♣r♦❝❡ss ✭◆❡✇t♦♥✮ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✹ t♦✲
❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✺ ❛♥❞ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤♦✉t
❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ◆❡✇t♦♥✲◆♦◆♦r♠✳

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ●▼❘❊❙ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛
s✐♠♣❧❡ ✷❉ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥ ❛ 512 × 512 ✉♥✐t sq✉❛r❡ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✶✲♦✈❡r❧❛♣❀ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡
▲❯ ✭■▲❯✭✵✮✮ ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❧♦❝❛❧ s♦❧✈❡r✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✳✶ ❣✐✈❡s t❤❡ ❈P❯ t✐♠❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐t❡r❛t✐✈❡ t✐♠❡ ♦❢ ●▼❘❊❙✭12✮ ❛♥❞ ●▼❘❊❙✭24✮✳
❲❡ ♥♦t❡ ❣❧♦❜❛❧❧② t❤❛t ❡✐t❤❡r ✇✐t❤ ❈●❙ ♦r ▼●❙✱ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ❈P❯
t✐♠❡ t❤❛♥ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ♣r♦❝❡ss✳ ❆s ✇❡ ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤✉❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

✶✵✸
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✳✶✿ P❖■❙❙❖◆ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ❛ 512×512 ✉♥✐t ❣r✐❞✿ ❈P❯ ❚✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐t❡r❛t✐✈❡
❧♦♦♣ ♦❢ ●▼❘❊❙✭✶✷✮ ✭❧❡❢t ✜❣✉r❡✮ ❛♥❞ ●▼❘❊❙ ✭✷✹✮ ✭r✐❣❤t ✜❣✉r❡✮✱ ❘❆❙ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r

t❤❡ ❢♦✉r str❛t❡❣✐❡s ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼P■ r❡❞✉❝t✐♦♥s ❛s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✼✳✻✳✷✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❈P❯ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❈●❙ ❛♥❞ ▼●❙ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥
◆❡✇t♦♥ ❛♥❞ ◆❡✇t♦♥✲◆♦◆♦r♠✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ■♥✜♥✐❜❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ✈❡r② ❧♦✇ ❧❛t❡♥❝②✳ ❖♥ ●✐❣❛❜✐t ❡t❤❡r♥❡t ❝❧✉st❡r✱
✇❡ ✇♦✉❧❞ s❡❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❋♦r ❛ ❜r♦❛❞❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ♣r♦❝❡ss ♦✈❡r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss✱ s❡❡
t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ✻ ❛♥❞ ❬✺✵❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✳✷✿ P❖■❙❙❖◆ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ❛ 512× 512 ✉♥✐t ❣r✐❞✿ ▼P■ ♠❡ss❛❣❡s ✭❧❡❢t ✜❣✉r❡✮ ❛♥❞
r❡❞✉❝t✐♦♥s ✭r✐❣❤t ✜❣✉r❡✮ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐t❡r❛t✐✈❡ t✐♠❡ ♦❢ ●▼❘❊❙

✼✳✻✳✸ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✇✐t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❛r✐s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞
❛ s✐♥❣❧❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦r✳ ■♥ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♦r t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③✱ t❤✐s ❞❛t❛ ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥❝② ✐s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛✈✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✲
♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣r♦❞✉❝❡s ♠♦r❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡
❜❛s✐s ✈❡❝t♦r t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✸✳✷ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ✐❢ ♦♥❡
s✉❜❞♦♠❛✐♥ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ✇♦r❦✐♥❣ ❛t ❛ t✐♠❡✳ ❚❤✉s t❤❡
t✇♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✭❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜✈❡❝t♦rs ♦✇♥❡❞ ❜② ❡❛❝❤
♣r♦❝❡ss✮ ✇♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❝r♦ss t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✐❢ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss
✐s ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞ t♦
♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐③❡ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs✳ ■♥ ❬✶✶✱ ✶✷✺❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ♣r♦❝❡ss t♦

✶✵✹



■♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠

♣r♦❞✉❝❡ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs✳ ❆❧t❤♦✉❣ t❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♥♦t ❛✈♦✐❞❡❞✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ❝❛♥ ❜❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ✐♥ ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡✳ ❲❡ s❤♦✇ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✳✸ ❛ ▼P■ ♣r♦✜❧✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ❜② ✽ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ♣r♦❝❡ss
r❡❧❛① t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♥❡①t ✈❡❝t♦rs t♦ ❜❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

✭❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss✮ ✭◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ♣r♦❝❡ss✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✳✸✿ P❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s ✇✐t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
❙❝❤✇❛r③

■♥ ❬✶✵✶❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② t❤❛t ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❛♥❞
✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐t ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛s✐s
✈❡❝t♦rs t❤❛t ❛r❡ ❜✉✐❧t ❛t ♦♥❝❡✳ ■♥ t❤❡♦r②✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ❜✉✐❧t
✐♥ ♦♥❡ ♣❛ss s❤♦✉❧❞ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ ♣r❛❝t✐s❡✱ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs
❣r♦✇ ✈❡r② ❢❛st ❛s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s
✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡ ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❛s✐s ✐s r❛♥❦✲❞❡✜❝✐❡♥t✳ ❆ ✜rst s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡
t❤❡ r♦✇s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s ✐s ❡✣❝✐❡♥t ✉♥t✐❧ s♦♠❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
❜❛s✐s✳ ❆ s❡❝♦♥❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ❛♥❞ ❞✐s❝❛r❞
t❤❡ ♦t❤❡r ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s ❬✶✶❪✳ ❚❤✐s ❛✛❡❝ts t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s✐♥❝❡ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ❜✉✐❧❞
t❤❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐s ✇❛st❡❞✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✱ ✇❡ s✉❣❣❡sts t♦ ✉s❡ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞
s✉❜s♣❛❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ❜❛s✐s ❧❡♥❣t❤✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✼✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s ❢♦r ●▼❘❊❙ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③
♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✳

✼✳✻✳✹ ■♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ s♦❧✈❡rs

❯♥t✐❧ ♥♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ s✉❜❞♦♠❛✐♥s t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❡r♠s
♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s
s♦♠❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s t❡♥❞s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❦❡❡♣ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s s♠❛❧❧ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r♦❜✉st ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✱ t❤❡
s✉❜❞♦♠❛✐♥ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ❛r❡ ❣❡tt✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡
♣r♦❝❡ss ✐♥ ❛ s✉❜❞♦♠❛✐♥✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ♥❛t✉r❛❧ ❬✻✺✱ ✾✷✱ ✶✵✶✱ ✶✵✷❪ t♦ ✉s❡ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❧✐♥❡❛r
s♦❧✈❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡s❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ s②st❡♠s✳ ❖♥ t♦❞❛②✬s s✉♣❡r❝♦♠♣✉t❡rs ✇✐t❤ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❢r♦♠ ❙▼❚ ❝♦r❡s t♦ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❢r♦♠ ♥♦❞❡s t♦ ❝❧✉st❡rs✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡①♣❧♦✐t
❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❆ss✉♠❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛ ❙▼P ♥♦❞❡ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞
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✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✳✹✳❛✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ♠❛tr✐① ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❡♠♦r② ♣❡r ❝♦r❡

(c) : One subdomain/SMP Node

WORKING

(d) : One subdomain/two SMP Nodes

IDLE

WORKING

(a) : SMP Node

L2

L1

L2

L1 L1

Socket #0 Socket #1

L1

Memory system

Node 1

Node 0

(b) : One subdomain/SMP Node

P0 P2 P1 P3

P0 P2 P1 P3

P0 P2 P1 P3

P0 P2 P1 P3

Ak

P2 P3P1P0

Ak

Ak

❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✳✹✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ♦♥ ❛ ❞✉❛❧✲s♦❝❦❡t ❞✉❛❧✲❈P❯ ❙▼P ♥♦❞❡ ✿ ❚❤✐s
✜❣✉r❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♠♦st ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡rs ❛r❡ r❛t❤❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❛❝❝❡ss str❛t❡❣② ✭◆❯▼❆ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✮✳

♠❛② ♥♦t ❜❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ st♦r❡ t❤✐s ♠❛tr✐① ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝♦r❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡
s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❢♦r ❛ ✉♥✐q✉❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✱ ♦♥❧②
♦♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✇✐❧❧ ❜❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✭t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r P0 ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✳✹✳❜✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐❢ ❛ ♥❡✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ♥♦❞❡✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs
❝♦✉❧❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ st♦r❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡✭❋✐❣✉r❡
✼✳✻✳✹✳❝✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇✐t❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❞❛t❛ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✉❜❞♦♠❛✐♥ ❝♦✉❧❞
❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❙▼P ♥♦❞❡❀ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♥❡✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛❝r♦ss ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❛ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✳✹✳❞✮✳

◆♦✇✱ ✇✐t❤ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❛❝r♦ss ❛♥❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✱ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✲
✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠ ✐s ♦❢ ♦r❞❡r✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
✇❡ ✉s❡ ▼P■ ❡✈❡r②✇❤❡r❡✱ t❤❛t ✐s ▼P■ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❛❝r♦ss ❛♥❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥t
✐♥tr❛♥♦❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥ ♠❛♥② ▼P■ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥❀ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✷✼❪✳ ■❢
t❤❡ ✐♥tr❛♥♦❞❡ ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✈❡r② ♠✉❝❤ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ♠❡ss❛❣❡s
❛r❡ ♦❢ s♠❛❧❧ s✐③❡✱ ❛ ❣♦♦❞ ❞❛t❛ tr❛♥s❢❡r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡
❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❬✶✵✽❪✳ ■♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♠♦st❧② ❜❡ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣❡r✲❈P❯ ♠❡♠♦r② ❜❛♥❞✇✐t❤✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛❞✈✐s❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ✉s❡ ❢❡✇❡r
▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦r❡s ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ❜✐♥❞ ♣r♦❝❡ss❡s t♦ s❡♣❛r❛t❡ s♦❝❦❡ts✳ ❍❡♥❝❡✱
❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss ✉s❡ ✐ts ♦✇♥ ♠❡♠♦r② ❜✉s✳ ◆♦✇✱ ✐❢ t❤❡ LU ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱
❛ ♠✉❧t✐t❤r❡❛❞❡❞ ❇▲❆❙ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❦❡❡♣ ❜✉s② t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦r❡s ♦❢
t❤❡ s♦❝❦❡t✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ ❤♦✇❡✈❡r t♦ ✇❡✐r❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐❢ t❤❡ t❤r❡❛❞s ❛r❡ ♥♦t ❝♦rr❡❝t❧②
❜✐♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦r❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❝✉rr❡♥t ▼P■ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡
✐♥t❡r❢❛❝❡s t♦ ❜✐♥❞ ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ❝♦r❡s✱ ✐t ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❞✲✉s❡r ✈✐❡✇
t♦ ♠❛♥❛❣❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛ ♣r♦❝❡ss✲t♦✲❝♦r❡ ❛♥❞ t❤r❡❛❞✲t♦✲❝♦r❡ ❜✐♥❞✐♥❣✳ ❲❡ t❤✉s st✐❝❦ ✐♥
t❤✐s ✇♦r❦ t♦ ▼P■ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ♦r t❤r❡❛❞s ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✬ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳
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✼✳✻✳✺ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③

■♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳✻✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ♦♥ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ♠❛tr✐①
❆❚▼❖❙▼❖❉▲ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❯❋▲ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❬✸✾❪✳ ❚❤❡ s✐③❡ ✐s ✶✱✹✽✾✱✼✺✷ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♥♦♥③❡r♦ ❡♥tr✐❡s ✐s ✶✵✱✸✶✾✱✼✻✵✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ●▼✲
❘❊❙ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s
✐s 16 ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦r♠ ❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s 10−09✳ ❲❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❈P❯ t✐♠❡
♦❢ t❤❡ ♠♦st✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ t✐♠❡ st❡♣s ✐♥ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❛t ✐s t❤❡ t✐♠❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♥✉✲
♠❡r✐❝❛❧ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡✳ ❲❡
✜rst ❛ss✐❣♥ ♦♥❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ t♦ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♣❛r❛❧✲
❧❡❧✐s♠ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✴♥♦❞❡s✳ ■♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ LU ✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
t❤❡ LU ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼❯▼P❙ ❬✹❪ ♣❛❝❦❛❣❡❀ ❤❡♥❝❡ Pr ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ s✉❜❞♦♠❛✐♥ t✐♠❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ■♥
t❤❡ t❤r❡❛❞❡❞ ❇▲❆❙ LU ✱ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ▼❯▼P❙ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐t❤r❡❛❞❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇▲❆❙ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ●♦t♦❇▲❆❙ ❬✻✽❪ ♣❛❝❦❛❣❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
Pr ❣✐✈❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s t✐♠❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t t❤r❡❛❞s t♦ ❜❡ ✉s❡❞
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❧s t♦ ❇▲❆❙ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♣✐❞❡ ❝❧✉st❡r

❉ Pr
❉✐str✐❜✉t❡❞ LU ❚❤r❡❛❞❡❞ ❇▲❆❙ LU

❙❡t✉♣ ❙♦❧✈❡ ❚✐♠❡✴■t❡r ❙❡t✉♣ ❙♦❧✈❡ ❚✐♠❡✴■t❡r
✹ ✹ ✼✽✳✼ ✶✹✽✳✷ ✹✳✻ ✼✽✳✼ ✶✹✽✳✷ ✹✳✻

✽ ✺✺✳✷ ✶✶✶✳✼ ✸✳✹ ✹✺✳✾ ✶✼✵✳✼ ✺✳✸
✶✻ ✸✵✳✵ ✻✵✳✽ ✶✳✾ ✷✾✳✶ ✶✺✻✳✶ ✹✳✽
✸✷ ✷✶✳✵ ✹✽✳✻ ✶✳✺

✽ ✽ ✷✸✳✾ ✶✵✼✳✸ ✸✳✸ ✷✸✳✾ ✶✵✼✳✸ ✸✳✸
✶✻ ✶✻✳✾ ✼✾✳✶ ✷✳✹ ✶✹✳✽ ✶✹✻✳✹ ✹✳✺
✸✷ ✶✶✳✶ ✹✸✳✷ ✶✳✸ ✶✵✳✶ ✶✹✶✳✶ ✹✳✹
✻✹ ✻✳✽ ✸✸✳✵ ✶✳✵ ✶✵✳✷ ✶✹✵✳✻ ✹✳✸

✶✻ ✶✻ ✼✳✶ ✶✸✵✳✶ ✷✳✼ ✼✳✶ ✶✸✵✳✶ ✷✳✼
✸✷ ✹✳✺ ✾✹✳✾ ✶✳✾ ✹✳✽ ✷✵✸✳✷ ✹✳✷
✻✹ ✸✳✸ ✺✻✳✺✻ ✶✳✶ ✸✳✼ ✷✵✷✳✻ ✹✳✷
✶✷✽ ✷✳✹ ✸✽✳✾ ✵✳✽ ✸✳✻ ✷✵✵✳✾ ✹✳✶

❚❛❜❧❡ ✼✳✻✿ ❆❚▼❖❙▼❖❉▲ ◆❂✶✱✹✽✾✱✼✺✷✱ ◆◆❩❂✶✵✱✸✶✾✱✼✻✵✿ ❯s✐♥❣ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠
✐♥ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ●▼❘❊❙ ✇✐t❤ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③✱ ▼❯▼P❙ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ❧♦❝❛❧
s♦❧✈❡r ✇✐t❤ ●♦t♦❇▲❆❙✱ ❉✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✱ Pr✿ ❚♦t❛❧ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✭▼P■
♣r♦❝❡ss❡s ♦r ▼P■✰Pt❤r❡❛❞s ♣r♦❝❡ss❡s✮✱ s❡t✉♣✿ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ s♦❧✈❡✿ ❚✐♠❡
✐♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡✱ ❚✐♠❡✴■t❡r ✿ ❆✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ s♣❡♥t ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳

♦❢ t❤❡ ●r✐❞✬✺✵✵✵ t❡st❜❡❞†✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❞✉❛❧✲s♦❝❦❡ts ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s♦❝❦❡t ❤❛s ❛
q✉❛❞✲❝♦r❡ ■♥t❡❧ ◆❡❤❛❧❡♠ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛t ✷✳✾✸●❍③✳ ❆s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♥♦t❡
❢♦r ❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s t❤❛t t❤❡ ❈P❯ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ s❡t✉♣ ♣❤❛s❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ✇❡ ❛❞❞
♠♦r❡ ♣r♦❝❡ss❡s✴t❤r❡❛❞s✳ ❚❤✐s ✐s tr✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ❲✐t❤ ✽ s✉❜❞♦♠❛✐♥s
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ s❡t✉♣ t✐♠❡ ❣♦❡s ❢r♦♠ ✷✸ s✳ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss✴t❤r❡❛❞ ♣❡r s✉❜❞♦♠❛✐♥ t♦
✻✳✽s✳ ❛♥❞ ✶✵✳✷s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇✐t❤ ✽ ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ✽ t❤r❡❛❞s ♣❡r s✉❜❞♦♠❛✐♥✳ ◆♦t❡
❤♦✇❡✈❡r t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❧❛st ❝❛s❡✱ t❤❡ s❡t✉♣ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡❝r❡❛s❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛❝t✐✈❡ t❤r❡❛❞s ✐s ❜❡②♦♥❞ ✹ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ t♦ ❝r❡❛t❡
❛♥❞ ❞❡str♦② t❤❡ t❤r❡❛❞s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢
✈✐❡✇✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ♣❤❛s❡ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❣♦♦❞ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ♠❛♥② ❝❛❧❧s t♦ ❇▲❆❙✲✸ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✐t✉❛✲
t✐♦♥ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡✳ ◆♦✇ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ t❤r❡❛❞❡❞ ❇▲❆❙ ❣✐✈❡s ❛ ♣♦♦r

†❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❣r✐❞✺✵✵✵✳❢r

✶✵✼



■♠♣r♦✈✐♥❣ r♦❜✉st♥❡ss ✇✐t❤ ❞❡✢❛t✐♦♥

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇✲❣r❛✐♥❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ♣❤❛s❡✳ ■♥❞❡❡❞
t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✇❛r❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ L ❛♥❞ U tr✐❛♥❣✉❧❛r ❢❛❝t♦rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❤❛s❡ ✇✐❧❧ ✐♥✈♦❧✈❡ ❛t ♠♦st ❇▲❆❙✲✷ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❞❡♥s❡ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t♦rs
✭❢r♦♥t❛❧ ♠❛tr✐❝❡s✮✳ ■t ✐s t❤✉s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❤❛✈❡ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡
❝♦♥❝✉rr❡♥t t❤r❡❛❞s ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞ ❦❡r♥❡❧s✳ ❲✐t❤
▼P■ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♥♦❞❡s✱ t❤❡ tr❛❞❡♦✛ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡
t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ▼P■ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♥♦❞❡✱ t❤❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ✈❡r② ❡①♣❡♥s✐✈❡✳ ❲❡ t❤✉s ♦❜s❡r✈❡ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
✐t❡r❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❛s ✇❡ ❛❞❞ ♠♦r❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♥♦❞❡✳ ❚❤✐s ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡
✇✐t❤ ❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t ✈❡r② ❤✐❣❤✱
✐t ❤❡❧♣s t♦ ❦❡❡♣ ❜✉s② ❛❧❧ t❤❡ ❝♦r❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ ❝♦r❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐❞❧❡
♦t❤❡r✇✐s❡✳ ▲❛st❧②✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡rs t❤❛t ❢✉❧❧② ✉s❡
t❤❡ t❤r❡❛❞s ♠♦❞❡❧ t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡ t❤❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✳ ❙♣♦♦❧❡s ❬✾❪ ❛♥❞ P❛❙t✐❳ ❬✼✻❪ ❛r❡ ❛♠♦♥❣
t❤❡s❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ✉s❡ t❤❡s❡ s♦❧✈❡rs ✐♥ ♦✉r
❤②❜r✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✼✳✼ ■♠♣r♦✈✐♥❣ r♦❜✉st♥❡ss ✇✐t❤ ❞❡✢❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❞❡✢❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✐♥ ❛
●▼❘❊❙ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡
r❡st❛rt✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥ s♦♠❡ ❡①t❡♥t t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❡st❛rt ❧❡♥❣t❤✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥
♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✐♥ s♦♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❘✐t③ ❛♥❞ ❍❛r♠♦♥✐❝ ❘✐t③ ✈❛❧✉❡s ❡①❤✐❜✐t
t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❛ s✉♣❡r❧✐♥❡❛r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ●▼❘❊❙ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✸✷❪✳ ❘❡st❛rt✐♥❣ ♠❛②
t❤✉s ❤❛✈❡ t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ ❞✐s❝❛r❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❘✐t③ ✈❡❝t♦rs t❤❛t ❢♦r♠ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❡✐r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❬✷✽❪✳ ❆ ♠❛❥♦r ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ t❤❡ r❡st❛rt❡❞ ●▼❘❊❙ ✐s t❤✉s
❤♦✇ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❡st❛rt ❧❡♥❣t❤ m✳ ■❢ ✐t ✐s t♦♦ s♠❛❧❧✱ t❤❡♥ ❛ st❛❣♥❛t✐♦♥ ♠❛②
♦❝❝✉r✳ ❲❤❡♥ m ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ st♦r✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ●▼❘❊❙✱ ❛ ❧❛r❣❡ r❡st❛rt ❧❡♥❣t❤ ♠❛② ❛❧s♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♥♦♥
❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ ❜❛s✐s✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ st❛❜✐❧✐t②✳ ❖♥ ❛♥♦t❤❡r s✐❞❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✉s❡❞
❛s ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ❢♦r ●▼❘❊❙✱ t❤❡ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s ❧❡♥❣t❤ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❲✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ m✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt r❡s✐❞❡s
✐♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ✇♦r❦ ✇❡❧❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s
✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ✇❤❡r❡❛s t❤❡ r❡st❛rt❡❞ ●▼❘❊❙ ❢❛✐❧s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡✳
❚✇♦ str❛t❡❣✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✿ ❡✐t❤❡r ❜② ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❢♦r t❤❡
❞❡✢❛t✐♦♥ ♦r ❜② ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s✳ ◆♦✇ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡
❜❛s✐s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ t❤✉s ❤❛✈❡ ❢♦✉r ✈❛r✐❛♥ts
♦❢ t❤❡ ❞❡✢❛t❡❞ ●▼❘❊❙✳

Pr❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ❆✉❣♠❡♥t✐♥❣
❆r♥♦❧❞✐ ❜❛s✐s ❉●▼❘❊❙ ●▼❘❊❙✲❊
◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s P●▼❘❊❙ ❆●▼❘❊❙

❚❛❜❧❡ ✼✳✼✿ ❉✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s ❛♥❞ t♦ ❞❡✢❛t❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s

❲❡ ❣✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✳
❚❤❡ str❛t❡❣② ❜❡❤✐♥❞ ❉●▼❘❊❙ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❊r❤❡❧ ❡t ❛❧ ❬✺✸❪ ❛♥❞ ❇✉rr❛❣❡ ❛♥❞
❊r❤❡❧ ❬✷✽❪✳ ❆ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣② ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❝❤❛♣t❡rs ✹ ❛♥❞ ✻✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s
♣r♦❝❡ss✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s str❛t❡❣❣② P●▼❘❊❙✳ ❆ s❤♦rt ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦✉t❧✐♥❡❞ ❢♦r t❤✐s

✶✵✽



■♠♣r♦✈✐♥❣ r♦❜✉st♥❡ss ✇✐t❤ ❞❡✢❛t✐♦♥

str❛t❡❣② ✐♥ ❬✺✶❪✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✼✳✶ ❛ ❜r✐❡❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳ ●▼❘❊❙✲❊ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②
▼♦r❣❛♥❬✾✽❪✳ ❆●▼❘❊❙ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✼✳✷ ❛ s❤♦rt ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ✉s✐♥❣ ❆●▼❘❊❙ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞✳

✼✳✼✳✶ ❉❡✢❛t✐♦♥ ❜② ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣

❍❡r❡ ❛ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r MD ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ s♦♠❡ ❜❛s✐s U ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s t♦ ❞❡✢❛t❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ✼✳✶✶✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✿

AM−1M−1
D x̃ = b, x = M−1M−1

D x̃. ✭✼✳✶✾✮

❍❡r❡ M−1 ✐s ❛ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ❜✉t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛♥② t②♣❡ ♦❢ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✳ ❙t❛rt✐♥❣
✇✐t❤ M−1

D = I ❛♥❞ U = [ ]✱ M−1
D ✐s ❜✉✐❧t ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❡st❛rt ❝②❝❧❡s ♦❢ ●▼❘❊❙ ❛s

M−1
D = I + U(|λn|T−1

r )UT , Tr = UT AM−1U ✭✼✳✷✵✮

❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ●▼❘❊❙✱ U ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ M−1
D = I✳ ❆t ❡❛❝❤ r❡st❛rt✱ U ✐s

✉♣❞❛t❡❞ ✇✐t❤ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝②❝❧❡ ♦❢ ●▼❘❊❙✳ r ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ U ❛t
❛ ❝❡rt❛✐♥ st❛❣❡ ❛♥❞ |λn| ✐s ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ B✳ ❙♦ ❢❛r✱ t❤❡ ❜❛s✐s U
✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳

❚❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss ♣r♦❞✉❝❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs Vm+1 = [v1, v2, . . . , vm+1] ❛♥❞ ❛
❍❡ss❡♥❜❡r❣ ♠❛tr✐① Hm ❛t ❡❛❝❤ ❝②❝❧❡ ♦❢ ●▼❘❊❙ s✉❝❤ t❤❛t

BVm = Vm+1H̄m = VmHm + h{m+1,m}vm+1e
T
m ✭✼✳✷✶✮

✇❤❡r❡ B = AM−1M−1
D ✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛s✐s Vm ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠
Hmy = λy ✭✼✳✷✷✮

(λ, Vmy) ✐s t❤✉s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡✐❣❡♥♣❛✐r ♦❢ B ✇❤❡r❡ y ∈ R
m✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❙❝❤✉r

❢♦r♠ ♦❢ Hm ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦r❞❡r❡❞ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ❛♥❞ X ✐s
t❤❡ s❡t ♦❢ ❙❝❤✉r ✈❡❝t♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s t♦ ❞❡✢❛t❡ ✭✉s✉❛❧❧② t❤❡
s♠❛❧❧❡st ♦♥❡s✮✱ t❤❡♥ VmX ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❜❛s✐s U ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t
s✉❜s♣❛❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳

■♥ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛s✐s Vm ❢♦r t❤❡ m✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡
✐s ❞❡r✐✈❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ✿

BWm = Wm+1T̄m ✭✼✳✷✸✮

❛♥❞
Wm+1 = Vm+1Rm+1 ✭✼✳✷✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ Wm ∈ R
n×m s♣❛♥ t❤❡ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ Km✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②

❛ t❤r❡❡✲t❡r♠ r❡❝❝✉r❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ tr✐❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① T̄m ∈
R

(m+1)×m✳ ❆ ❞❡♥s❡ QR ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①
Vm+1 ∈ R

n×(m+1) ❛♥❞ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐① Rm+1 ∈ R
(m+1)×(m+1)✳ ❆ r❡❧❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦

t❤❛t ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✶✸✮ ❢♦❧❧♦✇s ✿

BVm = Vm+1Rm+1T̄mR−1
m ✭✼✳✷✺✮

▼✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ t✇♦ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜② V T
m ✱ ✇❡ ❣❡t

V T
mBVm = (RmTm + Rm+1em+1e

T
m+1T̄m)︸ ︷︷ ︸

Cm

R−1
m . ✭✼✳✷✻✮

✶✵✾



■♠♣r♦✈✐♥❣ r♦❜✉st♥❡ss ✇✐t❤ ❞❡✢❛t✐♦♥

❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ CmR−1
m y =

λy ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠

Cmg = λRmg, y = Rmg ✭✼✳✷✼✮

❍❡♥❝❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ B ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ span{Vm} ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

u = Vmy = VmRmg = Wmg ✭✼✳✷✽✮

❚♦ s✉♠ ✉♣✱ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❙❝❤✉r ✈❡❝t♦rs ♦❢ B r❡q✉✐r❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠
✐♥ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ♣r♦❝❡ss❀ t❤❡ ❜❛s✐s Vm ✐s ♥♦t ♥❡❡❞❡❞✱ t❤❡ ❜❛s✐s Wm ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞✳
■♥ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss✱ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞❀ ■♥ t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s♦
❢❛r✱ U ✐s st♦r❡❞ ❛♥❞ BU s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❦❡♣t ❛s ✇❡❧❧ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝ts✳

❲❡ ❝❛❧❧ ❉●▼❘❊❙ ✭m, k, rmax✮ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s str❛t❡❣② ♦❢ ❞❡✢❛t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss✳ ❆t ❡❛❝❤ r❡st❛rt ❝②❝❧❡ ♦❢ ●▼❘❊❙✱ k ❙❝❤✉r ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞
t♦ ❛✉❣♠❡♥t t❤❡ ❜❛s✐s U ✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ U r❡❛❝❤❡s rmax✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠♦r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
■t ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❙❝❤✉r ✈❡❝t♦rs ✐♥ U ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡
♣r♦❜❧❡♠ ❬✷✽❪ ❜✉t ✐t ❤❛s ❛ ❝♦st✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡rs ✹ ❛♥❞ ✺✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣② ✇❤✐❝❤
✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ ❞❡✢❛t✐♦♥ ♦♥ ❞❡♠❛♥❞✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜✉t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♦r t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❙❝❤✉r ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❞♦♥❡ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❧♦✇ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ●▼❘❊❙✳
❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❧❛r❣❡ s②st❡♠s ❢r♦♠ ❈❋❉ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❲❡ ❝❛❧❧ P●▼❘❊❙ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✢❛t✐♦♥ ❜② ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡
◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ♣r♦❝❡ss ❛s ❥✉st ❞❡r✐✈❡❞✳ ■t ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐s❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ♣r♦❝❡ss ✐s t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ♣♦✐♥ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r M−1

D ❢♦r t❤❡ ❞❡✢❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts s✉❝❤ ❛s UT z
✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r z ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳
❯s✐♥❣ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ P●▼❘❊❙ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ✇✐❧❧ ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡
♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✻✳✸✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♥❡①t✳

✼✳✼✳✷ ❉❡✢❛t✐♦♥ ❜② ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐s

■♥ t❤✐s str❛t❡❣②✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s t❤❛t s❧♦✇ ❞♦✇♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ●▼❘❊❙ ❛r❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❘✐t③ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦✲
❝✐❛t❡❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❛✉❣♠❡♥t t❤❡ ❜❛s✐s✳ ❍❡♥❝❡ ❛t ❡❛❝❤ ❝②❝❧❡ ♦❢ ●▼❘❊❙✱ t❤❡
r❡s✐❞✉❛❧ ✈❡❝t♦r ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ s✉❜s♣❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Cs = Km(B, r0) + Ur ✭✼✳✷✾✮

✇❤❡r❡ Ur ✐s ❛ r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✉❜s♣❛❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s t❤❛t s❤♦✉❧❞
❜❡ ❞❡✢❛t❡❞ ❛♥❞ s = m + r✳ ❏✉st ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ Km(B, r0) ❝❛♥
❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss ♦r t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ♣r♦❝❡ss❀ ▲❡t Wm ❜❡ t❤❡ ❜❛s✐s
♦❢ t❤❛t s✉❜s♣❛❝❡ t❤❡♥ Ws =

[
Wm U

]
✐s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ s✉❜s♣❛❝❡ Cs✳ ❆♥②

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛✉❣♠❡♥t t❤❡ ❑r②❧♦✈ ❜❛s✐s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♥♦t❡❞
❬✸✹❪ t❤❛t t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜❛s✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦r❦s ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r ✇✐t❤ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❘✐t③ ✈❡❝t♦rs
t❤❛♥ r❡❣✉❧❛r ❘✐t③ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ❤❛s ❝❡rt❛✐♥
♣r♦♣❡rt✐❡s❀ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡✢❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤✐❝❦ r❡st❛rt✐♥❣ ❬✾✾❪✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s✉❜s♣❛❝❡ ✐s
✐ts❡❧❢ ❛ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡✳

❙♦ ❢❛r✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✭❤❛r♠♦♥✐❝✮ r✐t③ ✈❡❝t♦rs r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥

BWs = Vs+1H̄s. ✭✼✳✸✵✮

✶✶✵



■♠♣r♦✈✐♥❣ r♦❜✉st♥❡ss ✇✐t❤ ❞❡✢❛t✐♦♥

❲❤❡♥ t❤❡ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜❛s✐s Ws ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ s❛✈❡❞ s✐♥❝❡ Wm = Vm✱
♦♥❧② U ❛♥❞ Vs+1 ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ■♥ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ♣r♦❝❡ss ❤♦✇❡✈❡r✱ Ws s❤♦✉❧❞ ❜❡ st♦r❡❞✳
◆♦✇✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦♥t♦ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ span{BWs}✱ ♦♥❡ ❣❡ts

(BWs)
T (B − λI)Wsy = 0 ✭✼✳✸✶✮

✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠

H̄T
s H̄sy = λH̄T

s Vs+1Wsy. ✭✼✳✸✷✮

■♥ ●▼❘❊❙✲❊✭m, k✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼♦r❣❛♥ ❬✾✽❪✱ k ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞
s✉❜s♣❛❝❡ span{Ws}✳ ❚❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs ❣✐✈❡ ❜❡tt❡r ❛♥❞ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝
❘✐t③ ✈❡❝t♦rs ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡st❛rt ❝②❝❧❡ ♦❢ ●▼❘❊❙✳ ❚❤❡ ❜❛s✐s ✐s ❜✉✐❧t ✇✐t❤ t❤❡
❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ❆●▼❘❊❙✭m, k, l✮ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✱ k ✈❡❝t♦rs ❛r❡ st✐❧❧ ❝♦♠♣✉t❡❞
❛t ❡❛❝❤ r❡st❛rt ❜✉t ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣② ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ k ❜② l ✐❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡
✐s ♥♦t ✬❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤✬✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ●▼❘❊❙✲❊✭m, k✮✱ ❆●▼❘❊❙✭m, k, l✮ ✇✐❧❧ t❤✉s r❡q✉✐r❡
♠♦r❡ ♠❡♠♦r② t♦ st♦r❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜❛s✐s Ws✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❆●▼❘❊❙ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ ❛
❜❡tt❡r ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s
♣r♦❝❡ss✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣②✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✐s ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡
❜❛s✐s ❧❡♥❣t❤✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❤❡♥ t❤✐s ❜❛s✐s ❧❡♥❣t❤ ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✐♥
t❤❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜r✐❡❢ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳
❆♥♦t❤❡r ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡✢❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❛t t❤❡
♣✐♣❡❧✐♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ❦❡♣t ✇❤❡♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐s ✉s❡❞✳ ❲❡
❜r✐❡✢② ❣✐✈❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✼✳✼✳✸ ❇❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ❞❡✢❛t✐♦♥ ✐♥ ●▼❘❊❙ ✇✐t❤ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❡st ❝❛s❡ ❘▼✵✼❘ ❢r♦♠ t❤❡ ❋▲❯❖❘❊▼ ♠❛tr✐① ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①
❆✳ ❲❡ ✜rst ❝♦♠♣❛r❡ ❉●▼❘❊❙ ❛♥❞ ❆●▼❘❊❙ ♦✈❡r ●▼❘❊❙ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛ ▲❯ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥
♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ♠❛tr✐❝❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✳✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ●▼❘❊❙ ✇❤❡r❡ ❛ r❡st❛rt ❧❡♥❣t❤ m ✐s
✜①❡❞ ❛t ✸✷ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✐s ✶✻✳ ■♥ ❉●▼❘❊❙✭m, k, rmax✮✱ k ❙❝❤✉r ✈❡❝t♦rs
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ B ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ r❡st❛rt✳ rmax ❣✐✈❡s
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s U ❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡❝t♦rs ❡①tr❛❝t❡❞ s♦ ❢❛r✳
❚❤✐s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ❆●▼❘❊❙✭m, k✮ ✇❤❡r❡ k ❙❝❤✉r ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡❞ ❛t
❡❛❝❤ r❡st❛rt✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡❝t♦rs ❡①tr❛❝t❡❞ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳
❚❤✐s ♠❛② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ●▼❘❊❙ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✼✳✼✳✶✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ k ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ ❆●▼❘❊❙✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✐s ❣r❡❛t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞✳
❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ t❤❛t t❤❡ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
✇✐t❤ ♥♦ ❞❡✢❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ♠♦r❡ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✐♥❝r❡❛s❡s✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ s❛♠❡ t❡st ❝❛s❡ ✇✐t❤ ✸✷ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❛❞❞✐t✐✈❡
❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✳ ◆♦✇✱ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣② ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❉●▼❘❊❙ ❛♥❞ ❆●▼❘❊❙✳
❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✳✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ D = 16✳
❲❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ D t♦ ✸✷✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❲❡
t❤✉s ✉s❡ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣② ✐♥ ❆●▼❘❊❙ ❛♥❞ ❉●▼❘❊❙✳ ❲❡ ✜① ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐t❡r❛t✐♦♥s maxit ❛t ✶✵✵✵ ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ t✇♦ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs smv = 0.2 ❛♥❞ bgv = 0.4✳
❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡rs ✹ ❛♥❞ ✻✱ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣② ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ r❡st❛rt ❝②❝❧❡s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ r❡❛❝❤ t❤❡
❞❡s✐r❡❞ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ■❢ ✐t ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s smv ·maxit✱
t❤❡♥ ❛ ❞❡✢❛t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ■♥ ❆●▼❘❊❙✱ ✇❤❡♥ t❤✐s ❜♦✉♥❞ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ bgv ·maxit✱

✶✶✶



■♠♣r♦✈✐♥❣ r♦❜✉st♥❡ss ✇✐t❤ ❞❡✢❛t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✳✶✿ ❘▼✵✼❘✱ ✶✻ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✿ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❞❡✢❛t✐♦♥ ✐♥ ●▼✲
❘❊❙❀ ❆●▼❘❊❙ ✿ ●▼❘❊❙ ❲✐t❤ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ❛♥❞ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜❛s✐s❀ ❉●▼❘❊❙✿ ●▼❘❊❙
✇✐t❤ ❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❞❡✢❛t✐♦♥ ❛s ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r

 1e-10

 1e-08

 1e-06

 0.0001

 0.01

 1

 0  100  200  300  400  500  600  700  800  900

R
el

. R
es

. N
or

m

Number of Iterations

RM07R D=32

GMRES(32)
AGMRES(32;2;1)

DGMRES(32;2;12)

❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✳✷✿ ❘▼✵✼❘✱ ✸✷ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✿ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❞❡✢❛t✐♦♥ ✐♥ ●▼❘❊❙❀
❆●▼❘❊❙ ✿ ●▼❘❊❙ ❲✐t❤ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ❛♥❞ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜❛s✐s❀ ❉●▼❘❊❙✿ ●▼❘❊❙ ✇✐t❤
❆r♥♦❧❞✐ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❞❡✢❛t✐♦♥ ❛s ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r

✶✶✷



■♠♣r♦✈✐♥❣ r♦❜✉st♥❡ss ✇✐t❤ ❞❡✢❛t✐♦♥

t❤❡♥ ❛ s❧♦✇ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❞❡❝❧❛r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r k ♦❢ ❡①tr❛❝t❡❞ ✈❡❝t♦rs ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞
❜② l✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✳✷ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ ●▼❘❊❙ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ■t ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ●▼❘❊❙ ✐s ❛❧♠♦st ✾✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r②
❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ✇✐t❤ ✶✻ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤❡ ❞❡✢❛t✐♦♥ ✐♥ ❉●▼❘❊❙ ❛♥❞ ❆●▼❘❊❙
✐s ✈❡r② ❡✛❡❝t✐✈❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣② ❣✐✈❡s ❝❧♦s❡
❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤❡ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠♦r②
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ❉●▼❘❊❙✭m = 32, k = 2, rmax = 12✮ st♦r❡s t❤❡ ❜❛s✐s U ❛♥❞ ❛❧s♦ BU ✇❤✐❝❤
s✐③❡ ❛r❡ ✶✷✳ ❆●▼❘❊❙✭m = 32, k = 2, l = 1✮ st♦r❡s t❤❡ ❜❛s✐s Ws✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ k = 2
❜✉t t❤✐s ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② l ✐♥ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ str❛t❡❣②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ k ✐s ✻ ❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
❍❡♥❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ Ws ✐s s = m + k = 38✳ ■♥ ♣r❛❝t✐s❡✱ ❆●▼❘❊❙ ✇✐❧❧ st♦r❡ ♠♦r❡ ❜❛s✐s
✈❡❝t♦rs t❤❛♥ ❉●▼❘❊❙ ❜✉t t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆●▼❘❊❙ ❤❛s
t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❦❡r♥❡❧ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
st❡♣✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✉s✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ♠✉❧t♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③✳
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RM07R GPREMS DEFLATION

D8-GPREMS(32)
D8-GPREMS(32,2)
D16-GPREMS(32)

D16-GPREMS(32,5)

❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✳✸✿ ❘▼✵✼❘✱ ✽ ✫ ✶✻ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✿ ❇❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ❞❡✢❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ●▼❘❊❙ ✇✐t❤
t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ❛♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ●▼❘❊❙ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♦♥ ✽ ❛♥❞ ✶✻ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳
❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ♥❡st❡❞ ❞✐ss❡❝t✐♦♥ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡✱ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❤❡r❡ ❢r♦♠ ❛ ❜❧♦❝❦✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛♣✲
♣r❛❝❤❀ ❛s ♥♦t✐❝❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❉●▼❘❊❙ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ❜② UT

✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡s ❣❧♦❜❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ♣♦✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s s❤❛r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✳✸ t❤✉s✱ ●P❘❊▼❙✭m, k✮ st❛♥❞s ❢♦r ❆●▼❘❊❙✭m, k✮
✇✐t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t✐❝❡ ✐s t❤❛t ❡✐t❤❡r ✇✐t❤ ✽ ❛♥❞ ✶✻ s✉❜❞♦♠❛✐♥s
❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❞❡✢❛t✐♦♥✱ ●P❘❊▼❙✭✸✷✮ ❝♦♥✈❡r❣❡s s❧♦✇❧②✳ ■t t❡♥❞s t♦ st❛❣♥❛t❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❉❡✢❛t✐♦♥ ❤❡❧♣s t♦ ❦❡❡♣ s✉✐t❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ r❡st❛rt

✶✶✸



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❛♥❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡✳

✼✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ♠❛✐♥ st❡♣s ♦❢ ❛ ❤②❜r✐❞ ❞✐r❡❝t✴✐t❡r❛t✐✈❡ s♦❧✈❡r ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠❡t❤♦❞s ❛s ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ❢♦r t❤❡ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦rs✳ ❖✉r
♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ✇♦r❦ t♦
❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❛♥❞ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ r♦❜✉st♥❡ss✱
✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❞❡✢❛t❡ ❢❡✇ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤②❜r✐❞ s♦❧✈❡r✳ ❖♥❡
♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❜❛s✐s ●▼❘❊❙ ✇✐t❤
t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❙❝❤✇❛r③ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡r✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡
❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✉s✐♥❣ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞
❡♥❛❜❧❡ ❛ ❣♦♦❞ ✉s❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ▼♦r❡ ✇♦r❦ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ❤♦✇❡✈❡r t♦
♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢✉❧❧② r♦❜✉st ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✈❡r✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✇❡❛❦♥❡ss ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐♥ ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦r♠✳ ❆♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t
❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ✐♥ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❣r❛♣❤ ❛♥❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ r❡❝❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✺✽❪ t♦ ❞❡✜♥❡ ❡q✉❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧
♦✈❡r❧❛♣✳
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▲❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s✉✈✐❡♥♥❡♥t ❢réq✉❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❡t
❞✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡✳ ▲❡✉r rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❧❛ ♣❧✉s ✐♥t❡r♥❡ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s✳ ◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ét❛✐t ❞❡
♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s r♦❜✉st❡s ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t
❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ✉♥ s❝❤é♠❛
❤②❜r✐❞❡ ❞✐r❡❝t✴✐t❡r❛t✐❢ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ❚❡❧ q✉❡ ❞♦♥✲
♥é❡s ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❧❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ❝❤♦✐① ♣❛rt❡♥t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
❝♦♥st❛ts ✿ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐r❡❝t❡s r❡q✉✐❡r❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞✉ s②stè♠❡ ❝r♦ît❀ ❞❡ ♣❧✉s ❧❡✉r ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s
❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♠ê♠❡ r♦❜✉st❡ss❡ q✉✐ ❢❛✐t ❧❡✉r ❛t♦✉t✳ P♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ très ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✱ ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ✐tér❛t✐✈❡s s♦♥t ♣ré❢❡ré❡s❀ ❡❧❧❡ s♦♥t ♠♦✐♥s s✉❥❡tt❡s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ♠❛✐s
♦♥t ♥❡❛♥♠♦✐♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉rs ♣❛r❛❧❧è❧❡s ♣♦✉r êtr❡ r♦❜✉st❡s❀ ▲❡s ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
♥❡✉rs ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
❞✬❛❧❧✐❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ♣♦s✐t✐❢s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐r❡❝t❡s ❡t ✐tér❛t✐✈❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛tt❡❧és
à ❛♠❡❧✐♦r❡r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡✱ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❞❛♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❡✈✐s✐té ❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❤②❜r✐❞❡ ✉t✐❧✐s❛♥t
✉♥ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉r ❜❛sé s✉r ❙❝❤✇❛r③ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡✉①
♥✐✈❡❛✉① ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❞✐ss♦❝✐❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s ❞✉
♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs à ✉t✐❧✐s❡r✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❧✐é❡s à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞✐r❡❝t ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣♦✉r ❞❡s s♦✉s✲s②stè♠❡s
❧✐és à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉r✳ ◆♦tr❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❛✉ss✐ ét❛✐t ❞❡ ♠✐❡✉① ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s
❞✐✛❡r❡♥t❡s ✉♥✐tés ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❙▼P ✭s②♠♠❡tr✐❝ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss✐♥❣✮✳
❈❡s ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ s✬❛❞❛♣t❡♥t ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ❝❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳

◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥s✉✐t❡ ✐♥t❡r❡ssés à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ●▼❘❊❙ ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡ ♠ét❤✲
♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❤②❜r✐❞❡✳ ▲❡ ré❡❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st
s♦✉✈❡♥t ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❑r②❧♦✈✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
ét✉❞✐é ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❡✲
♠❡♥t q✉✬✐❧ ét❛✐t ❞✐✣❝✐❧❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s ✈❛r✐❡ ❞❛♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❤②❜r✐❞❡✱
❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛♣♣r♦♣r✐é❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❞❛♣t❛t✐✈❡s
❞❡ ❞é✢❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝❡tt❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❑r②❧♦✈ s✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
▲❡s rés✉❧t❛ts s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s✲t❡sts ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é✢❛t✐♦♥✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡✲

✶✶✺



♠❡♥t ré❞✉✐s❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✱ ♠❛✐s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❜♦♥ t❛✉① ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❞❛♥s ❧✬❛❝❝é❧ér❛t❡✉r ●▼❘❊❙✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ♣r♦♣♦sés ✉♥❡
✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♠❜✐♥❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é✢❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré✱
❛✈❡❝ ❞❡s ❝❛s✲t❡sts ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❡✣❝❛❝❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❡♠♣s
❈P❯✱ ❡t ❞❡ tr❛✜❝ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts
♣r♦❝❡ss❡✉rs✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❛✉❣♠❡♥té❡ r❡♣r❡♥❞ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❧✐é❡ ❛✉①
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❞é✢❛t✐♦♥ ❡t ♣❡r♠❡t à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬êtr❡ ♠♦✐♥s ✐♥✢✉❡♥❝é❡ ♣❛r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉
r❡❞❡♠❛rr❛❣❡ ❞❛♥s ●▼❘❊❙✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♦♥ ❡st ♣❛rt❛❣é ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝r✐tèr❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❧♦rs ❞✉ ❝❤♦✐①
❞✬✉♥ s♦❧✈❡✉r ❛❞❡q✉❛t ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❡s ❝r✐tèr❡s
q✉✐ ♥♦✉s ♦♥t ❧❡ ♣❧✉s ✐♥t❡r❡ssés ✐❝✐ s♦♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡✱ ❡t ❞❛♥s ✉♥❡ ♥♦♥
♠♦✐♥❞r❡ ♠❡s✉r❡✱ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥tr❡ ❞✐✛❡r❡♥ts
✉♥✐tés ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ♥♦✉s ❞❡ ♥♦t❡r ✐❝✐ ❧❡ ré❡❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ q✉✬✐❧ ②
❛ à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❝❡s ❝r✐tèr❡s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✿

❼ ▲❡ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉r ❞❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❡st ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r s❛ r♦❜✉st❡ss❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❙❝❤✇❛r③ ❛❞❞✐t✐❢❀ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐❧❧✉stré ❝❡t ❛s♣❡❝t s✉r ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✲t❡sts ❛✉① ❝❤❛♣✐tr❡s
✸ ❡t ✼✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ r❡sss♦rt ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ q✉❡ s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té ❡st
❧✐♠✐té❡✱ ❡✉ é❣❛r❞ à ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡
♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❡ss❛✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❝❡t ❡❝❛rt✳

❼ ▲❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é✢❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡s✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡ ❆●▼❘❊❙ ❡t ❉●▼❘❊❙✱
s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❞❡✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❑r②❧♦✈✳
❉●▼❘❊❙ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✬❆r♥♦❧❞✐ q✉✐ ❡st ♣❧✉s st❛❜❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ❆●▼❘❊❙
q✉✐✱ ❡❧❧❡✱ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❆●▼❘❊❙ r❡q✉✐❡rt ♠♦✐♥s ❞❡ tr❛✜❝
❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉❡ ❉●▼❘❊❙ ❡t ❝❡❝✐ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥ ❡✛❡t s✐ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s
✉♥ é❝❤❛♥❣❡ r❛♣✐❞❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❜✉s ❞✬❛❝❝ès ♠é♠♦✐r❡✱ ❧❛t❡♥❝❡ ❞✉ rés❡❛✉✮❀
▲✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ♣ré❢éré❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ♦✉
✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ r♦❜✉st❡ss❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧✈❡✉rs à ✉s❛❣❡ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s ❢♦✉r✲
♥✐ss❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ré✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ❞❡st✐♥és à ❛♠❡❧✐♦r❡r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ♦✉ ❧❡ ♣❛r❛❧✲
❧é❧✐s♠❡ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s s❝❤é♠❛s✿ ❉●▼❘❊❙ ♦✉ ❆●▼❘❊❙ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés
❝♦♠♠❡ ❛❝❝é❧ér❛t❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❡ ❙❝❤✉r✱ ♦✉ ❝♦♠♠❡
❞❡s ❧✐ss❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠✉❧t✐❣r✐❧❧❡s❀ ❉●▼❘❊❙ ♣❡✉t êtr❡ t♦✉t ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡
s♦❧✈❡✉r ♣♦✉r ❧❡s s♦✉s✲s②stè♠❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❛r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❡
❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs s❡❝♦♥❞
♠❡♠❜r❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♠✐s ✉♥ ❛❝❝❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❛♥s
✉♥❡ s✉✐t❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉r❡♥❝❡ P❊❚❙❝ ❬✶✽✱ ✶✾❪✳

■❧ ② ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s à ❝❡ tr❛✈❛✐❧✿ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞✉ ♣ré✲
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡✉r ❞❡ ❙❝❤✇❛r③ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❧✐é❡ ❛✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❜❧♦❝✲❞✐❛❣♦♥❛❧
♣r♦❞✉✐t✳ ❯♥ t❡❧ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ♣♦✐❞s ❛✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ P❆❘▼❊❚■❙ ❞é❝r✐t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ♣♦✐❞s✱ ❞❡s
❝r✐tèr❡s ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬✸✼❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❆●▼❘❊❙✱ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡
♣❡✉t êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré❡ ❡♥ ❣é♥ér❛♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛♣❡s ❬✼✾❪ ❡t ❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t
❧❛ ❞é✢❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡
✻✳
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❚❡st ❝❛s❡s

◆❛♠❡ ✶ ◆❛♠❡ ✷
P❤②s✐❝❛❧ ■♥❢♦ ●❡♥❡r❛❧ ■♥❢♦

◆✈❛r ◆Pts ◆❜ ❇❧♦❝s ❚♦t❛❧ ❊♥tr✐❡s ❙✐③❡ ❊①♣❧✐❝✐t ◆♦♥③❡r♦s

❈❆❙❊❴✵✷ ■❏✵✷❘ ✺ ✶✱✹✵✵ ✸✵✱✶✹✵ ✼✺✸✱✺✵✵ ✼✱✵✵✵ ✸✺✾✱✷✷✸
❈❆❙❊❴✵✹ ●❚✵✶❘ ✺ ✶✱✺✾✻ ✷✵✱✻✷✷ ✶✹✱✺✼✺✱✷✹✻ ✼✱✾✽✵ ✹✸✵✱✾✵✾
❈❆❙❊❴✵✺ ❋❘✵✷❘ ✼ ✷✸✱✵✶✵ ✷✾✼✱✹✺✹ ✶✹✱✺✼✺✱✷✹✻ ✶✻✶✱✵✼✵ ✺✱✵✻✻✱✾✾✻
❈❆❙❊❴✵✼ ●❈✶✸❘ ✼ ✸✸✱✸✾✽ ✹✺✾✱✾✷✵ ✷✷✱✺✸✻✱✵✽✵ ✷✸✸✱✼✽✻ ✶✶✱✼✻✷✱✹✵✺
❈❆❙❊❴✵✾ ❱❱✶✶❘ ✼ ✸✾✱✺✽✺ ✽✹✽✱✼✶✾ ✹✶✱✺✽✼✱✷✸✶ ✷✼✼✱✵✾✺ ✸✵✱✵✵✵✱✾✺✷
❈❆❙❊❴✶✵ ■▼✵✼❘ ✺ ✺✷✱✷✾✸ ✶✱✵✾✵✱✹✼✼ ✷✼✱✷✻✶✱✾✷✺ ✷✻✶✱✹✻✺ ✷✻✱✽✼✷✱✺✸✵
❈❆❙❊❴✶✼ ❘▼✵✼❘ ✼ ✺✹✱✺✷✼ ✶✱✻✷✸✱✾✾✶ ✼✾✱✺✼✺✱✺✺✾ ✸✽✶✱✻✽✾ ✸✼✱✹✻✹✱✾✻✷
❈❆❙❊❴✶✽ ❍❱✶✺❘ ✼ ✷✽✽✱✶✻✼ ✽✱✵✻✹✱✹✸✶ ✸✾✺✱✶✺✼✱✶✶✾ ✷✱✵✶✼✱✶✻✾ ✷✽✸✱✵✼✸✱✹✺✽

❚❛❜❧❡ ❆✳✶✿ ❋▲❯❖❘❊▼ ♠❛tr✐① ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
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◆❛♠❡ ❈♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ❘♦✇ ❉❡♥s✐t② ❱❛❧✉❡s
✶✲◆♦r♠ ❋✲◆♦r♠ ■✲◆♦r♠ ▼✐♥◆♥③ ▼❛①◆♥③ ❆✈❣◆♥③ ▼✐♥ ▼❛①

❈❆❙❊❴✵✷ ✽✳✷✺❡✰✵✹ ✶✳✷✽✰✵✻ ✶✳✹✻❡✰✵✺ ✶ ✶✶✽ ✺✶ ✲✹✳✼✺❡✰✵✹ ✺✳✶✸❡✰✵✹
❈❆❙❊❴✵✹ ✶✳✾✼❡✰✵✺ ✺✳✽✺❡✰✵✺ ✸✳✾✵❡✰✵✺ ✶ ✾✵ ✺✸ ✲✶✳✸✵❡✰✵✺ ✶✳✸✵❡✰✵✺
❈❆❙❊❴✵✺ ✺✳✺✶❊✰✺ ✸✳✼✾❊✰✻ ✺✳✹✸❊✰✺ ✶ ✼✷ ✸✶ ✲✶✳✶✺❊✰✺ ✶✳✽✾❊✰✺
❈❆❙❊❴✵✼ ✼✳✼✾❊✰✷ ✸✳✸✶❊✰✸ ✶✳✷✽❊✰✸ ✶ ✶✹✺ ✺✵ ✲✷✳✼✹❊✰✷ ✸✳✽✼❊✰✷
❈❆❙❊❴✵✾ ✸✳✸✹❊✰✸ ✺✳✹✶❊✰✸ ✸✳✺✾❊✰✸ ✶ ✸✵✵ ✶✵✽ ✲✷✳✾✷❊✰✸ ✹✳✽✶❊✰✷
❈❆❙❊❴✶✵ ✺✳✷✾❊✰✹ ✼✳✺✻❊✰✺ ✺✳✹✺❊✰✹ ✺✵ ✷✸✵ ✶✵✷ ✲✸✳✹✻❊✰✹ ✸✳✺✽❊✰✹
❈❆❙❊❴✶✼ ✸✳✷✶❊✰✻ ✻✳✷✻❊✰✻ ✸✳✷✾❊✰✻ ✶ ✷✾✺ ✾✽ ✲✽✳✻✼❊✰✺ ✼✳✷✺❊✰✺
❈❆❙❊❴✶✽ ✶✳✷✹❊✰✺ ✶✳✼✶❊✰✻ ✶✳✼✵❊✰✺ ✶ ✹✽✹ ✶✹✵ ✲✻✳✵✷❊✰✹ ✸✳✽✺❊✰✹

❚❛❜❧❡ ❆✳✷✿ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❋▲❯❖❘❊▼ ♠❛tr✐❝❡s❀ ❋✲◆♦r♠✿ ❋r♦❜❡♥✐✉s ◆♦r♠❀ ■✲◆♦r♠✿ ■♥✜♥✐t② ◆♦r♠✱ ▼✐♥◆♥③✿ ▼✐♥✐♠✉♠ ♥♥③
♣❡r r♦✇✱ ▼❛①◆♥③✿ ▼❛①✐♠✉♠ ♥♥③ ♣❡r r♦✇✱ ❆✈❣◆♥③✿ ❆✈❡r❛❣❡ ♥♥③ ♣❡r r♦✇
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❬✶❪ ❨✳ ❆❝❤❞♦✉ ❛♥❞ ❋✳ ◆❛t❛❢✱ ▲♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ◆✉✲
♠❡r✐❝❛❧ ▲✐♥❡❛r ❆❧❣❡❜r❛ ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✶✹ ✭✷✵✵✼✮✱ ♣♣✳ ✶✷✾✕✶✹✼✳

❬✷❪ ❊✳ ❆❣✉❧❧♦✱ ❆✳ ●✉❡r♠♦✉❝❤❡✱ ❛♥❞ ❏✳✲❨✳ ▲✬❊①❝❡❧❧❡♥t✱ ❆ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦✉t✲♦❢✲❝♦r❡
♠✉❧t✐❢r♦♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞✿ st♦r❛❣❡ ♦❢ ❢❛❝t♦rs ♦♥ ❞✐s❦ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❛♥ ♦✉t✲♦❢✲
❝♦r❡ ❛❝t✐✈❡ ♠❡♠♦r②✱ P❛r❛❧❧❡❧ ❈♦♠♣✉t✳✱ ✸✹ ✭✷✵✵✽✮✱ ♣♣✳ ✷✾✻✕✸✶✼✳

❬✸❪ P✳ ❘✳ ❆♠❡st♦②✱ ❚✳ ❆✳ ❉❛✈✐s✱ ❛♥❞ ■✳ ❙✳ ❉✉❢❢✱ ❆♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡❣r❡❡
♦r❞❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❙■❆▼ ❏✳ ▼❛tr✐① ❆♥❛❧✳ ❆♣♣❧✳✱ ✶✼ ✭✶✾✾✻✮✱ ♣♣✳ ✽✽✻✕✾✵✺✳

❬✹❪ P✳ ❘✳ ❆♠❡st♦②✱ ■✳ ❙✳ ❉✉❢❢✱ ❏✳✲❨✳ ▲✬❊①❝❡❧❧❡♥t✱ ❛♥❞ ❏✳ ❑♦st❡r✱ ❆ ❢✉❧❧② ❛s②♥✲
❝❤r♦♥♦✉s ♠✉❧t✐❢r♦♥t❛❧ s♦❧✈❡r ✉s✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥
▼❛tr✐① ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✷✸ ✭✷✵✵✶✮✱ ♣♣✳ ✶✺✕✹✶✳

❬✺❪ P✳ ❘✳ ❆♠❡st♦②✱ ■✳ ❙✳ ❉✉❢❢✱ ❏✳✲❨✳ ▲✬❊①❝❡❧❧❡♥t✱ ❛♥❞ ❳✳ ❙✳ ▲✐✱ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t✇♦ ❣❡♥❡r❛❧ s♣❛rs❡ s♦❧✈❡rs ❢♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❡♠♦r② ❝♦♠♣✉t❡rs✱ ❆❈▼
❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❢t✇❛r❡✱ ✷✼ ✭✷✵✵✵✮✱ ♣✳ ✷✵✵✶✳
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❛♥❞ P❤②s✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ❱♦❧✳ ✷✳

❬✻✽❪ ❑✳ ●♦t♦ ❛♥❞ ❘✳ ❱❛♥ ❉❡ ●❡✐❥♥✱ ❍✐❣❤✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧✲✸
❇▲❆❙✱ ❆❈▼ ❚r❛♥s✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❢t✇✳✱ ✸✺ ✭✷✵✵✽✮✱ ♣♣✳ ✹✿✶✕✹✿✶✹✳

❬✻✾❪ ▲✳ ●r✐❣♦r✐✱ ❊✳ ●✳ ❇♦♠❛♥✱ ❙✳ ❉♦♥❢❛❝❦✱ ❛♥❞ ❚✳ ❆✳ ❉❛✈✐s✱ ❍②♣❡r❣r❛♣❤✲❜❛s❡❞
✉♥s②♠♠❡tr✐❝ ♥❡st❡❞ ❞✐ss❡❝t✐♦♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ❢♦r s♣❛rs❡ ▲❯ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✱ ❙■❆▼ ❏✳ ❙❝✐✳
❈♦♠♣✉t✳✱ ✸✷ ✭✷✵✶✵✮✱ ♣♣✳ ✸✹✷✻✕✸✹✹✻✳

❬✼✵❪ ▲✳ ●r✐❣♦r✐✱ ❏✳ ❲✳ ❉❡♠♠❡❧✱ ❛♥❞ ❳✳ ❙✳ ▲✐✱ P❛r❛❧❧❡❧ s②♠❜♦❧✐❝ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r
s♣❛rs❡ ▲❯ ✇✐t❤ st❛t✐❝ ♣✐✈♦t✐♥❣✱ ❙■❆▼ ❏✳ ❙❝✐✳ ❈♦♠♣✉t✳✱ ✷✾ ✭✷✵✵✼✮✱ ♣♣✳ ✶✷✽✾✕✶✸✶✹
✭❡❧❡❝tr♦♥✐❝✮✳
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❬✼✶❪ ▲✳ ●r✐❣♦r✐✱ P✳ ❑✉♠❛r✱ ❋✳ ◆❛t❛❢✱ ❛♥❞ ❑✳ ❲❛♥❣✱ ❆ ❝❧❛ss ♦❢ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ♣❛r❛❧❧❡❧
♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✱ ❘❛♣♣♦rt ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❘❘✲✼✹✶✵✱ ■◆❘■❆✱ ❖❝t✳ ✷✵✶✵✳

❬✼✷❪ ❆✳ ●✉♣t❛✱ ❘❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ✉♥s②♠♠❡tr✐❝ s♣❛rs❡ s②st❡♠s
♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❆❈▼ ❚r❛♥s✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❢t✇❛r❡✱ ✷✽ ✭✷✵✵✷✮✱ ♣♣✳ ✸✵✶✕✸✷✹✳

❬✼✸❪ ❆✳ ❍❛✐❞❛r✱ ❖♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤②❜r✐❞ ❧✐♥❡❛r s♦❧✈❡rs ❢♦r ❧❛r❣❡ ✸❉ ♣r♦❜❧❡♠s✱
P❤❉ t❤❡s✐s✱ ■♥st✐t✉t ◆❛t✐♦♥❛❧ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❚♦✉❧♦✉s❡✱ ✷✵✵✽✳

❬✼✹❪ ❇✳ ❍❡♥❞r✐❝❦s♦♥ ❛♥❞ ❚✳ ●✳ ❑♦❧❞❛✱ P❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧❧② ✉♥✲
s②♠♠❡tr✐❝ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❙■❆▼ ❏✳ ❙❝✐✳ ❈♦♠♣✉t✳✱ ✷✶ ✭✷✵✵✵✮✱
♣♣✳ ✷✵✹✽✕✷✵✼✷✳

❬✼✺❪ ❇✳ ❍❡♥❞r✐❝❦s♦♥ ❛♥❞ ❊✳ ❘♦t❤❜❡r❣✱ ❊✛❡❝t✐✈❡ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ♦r❞❡r✐♥❣✿ ❥✉st ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ❇❊◆❉✱ ✐♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❊✐❣❤t❤ ❙■❆▼ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ P❛r❛❧❧❡❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❢♦r
❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✭▼✐♥♥❡❛♣♦❧✐s✱ ▼◆✱ ✶✾✾✼✮✱ P❤✐❧❛❞❡❧♣❤✐❛✱ P❆✱ ✶✾✾✼✱ ❙■❆▼✱ ♣✳ ✽
♣♣✳ ✭❡❧❡❝tr♦♥✐❝✮✳

❬✼✻❪ P✳ ❍é♥♦♥✱ ❋✳ P❡❧❧❡❣r✐♥✐✱ P✳ ❘❛♠❡t✱ ❏✳ ❘♦♠❛♥✱ ❛♥❞ ❨✳ ❙❛❛❞✱ ❍✐❣❤ P❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ❈♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ■♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥s ❢♦r ❱❡r② ▲❛r❣❡ ❙♣❛rs❡ ❙②st❡♠s ❜②
✉s✐♥❣ ❙❝♦t❝❤ ❛♥❞ P❛❙t✐❳ s♦❢t✇❛r❡s✱ ✐♥ ❊❧❡✈❡♥t❤ ❙■❆▼ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ P❛r❛❧❧❡❧ Pr♦✲
❝❡ss✐♥❣ ❢♦r ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✷✵✵✹✳

❬✼✼❪ ▼✳ ❆✳ ❍❡r♦✉①✱ ❘✳ ❆✳ ❇❛rt❧❡tt✱ ❱✳ ❊✳ ❍♦✇❧❡✱ ❘✳ ❏✳ ❍♦❡❦str❛✱ ❏✳ ❏✳ ❍✉✱
❚✳ ●✳ ❑♦❧❞❛✱ ❘✳ ❇✳ ▲❡❤♦✉❝q✱ ❑✳ ❘✳ ▲♦♥❣✱ ❘✳ P✳ P❛✇❧♦✇s❦✐✱ ❊✳ ❚✳ P❤✐♣♣s✱
❆✳ ●✳ ❙❛❧✐♥❣❡r✱ ❍✳ ❑✳ ❚❤♦r♥q✉✐st✱ ❘✳ ❙✳ ❚✉♠✐♥❛r♦✱ ❏✳ ▼✳ ❲✐❧❧❡♥❜r✐♥❣✱
❆✳ ❲✐❧❧✐❛♠s✱ ❛♥❞ ❑✳ ❙✳ ❙t❛♥❧❡②✱ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❚r✐❧✐♥♦s Pr♦❥❡❝t✱ ❆❈▼
❚r❛♥s✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❢t✇❛r❡✱ ✸✶ ✭✷✵✵✺✮✱ ♣♣✳ ✸✾✼✕✹✷✸✳

❬✼✽❪ ▼✳ ❍♦❝❤❜r✉❝❦ ❛♥❞ ❈✳ ▲✉❜✐❝❤✱ ❊rr♦r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❑r②❧♦✈ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❛ ♥✉ts❤❡❧❧✱
❙■❆▼ ❏✳ ❙❝✐✳ ❈♦♠♣✉t✳✱ ✶✾ ✭✶✾✾✽✮✱ ♣♣✳ ✻✾✺✕✼✵✶✳

❬✼✾❪ ▼✳ ❍♦❡♠♠❡♥✱ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✲❛✈♦✐❞✐♥❣ ❑r②❧♦✈ s✉❜s♣❛❝❡ ♠❡t❤♦❞s✱ P❤❉ t❤❡s✐s
❯❈❇✴❊❊❈❙✲✷✵✶✵✲✸✼✱ ❯❈ ❇❡r❦❡❧❡②✱ ✷✵✶✵✳

❬✽✵❪ ❉✳ ❍②s♦♠ ❛♥❞ ❆✳ P♦t❤❡♥✱ ❆ s❝❛❧❛❜❧❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❢❛❝t♦r
♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✱ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✷✷ ✭✷✵✵✵✮✱ ♣♣✳ ✷✶✾✹✕✷✷✶✺✳

❬✽✶❪ ❲✳ ❏❛❧❜② ❛♥❞ ❇✳ P❤✐❧✐♣♣❡✱ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ●r❛♠✲
❙❝❤♠✐❞t ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❙■❆▼ ❏✳ ❙❝✐✳ ❙t❛t✐st✳ ❈♦♠♣✉t✳✱ ✶✷ ✭✶✾✾✶✮✱ ♣♣✳ ✶✵✺✽✕✶✵✼✸✳

❬✽✷❪ ❆✳ ❏❛♠❡s♦♥✱ ❲✳ ❙❝❤♠✐❞t✱ ❛♥❞ ❊✳ ❚✉r❦❡❧✱ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡✉❧❡r
❡q✉❛t✐♦♥s ❜② ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ r✉♥❣❡✲❦✉tt❛ t✐♠❡✲st❡♣♣✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✱ ❆■❆❆
P❛♣❡r ✽✶✲✶✷✺✾✱ ✭✶✾✽✶✮✳

❬✽✸❪ ❲✳ ❏♦✉❜❡rt ❛♥❞ ●✳ ❈❛r❡②✱ P❛r❛❧❧❡❧✐③❛❜❧❡ r❡st❛rt❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♥♦♥s②♠✲
♠❡tr✐❝ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳ ♣❛rt ■■✿ P❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ■♥t❡r♥✳ ❏✳ ❈♦♠♣✉t❡r ▼❛t❤✳✱
✹✹ ✭✶✾✾✷✮✱ ♣♣✳ ✷✻✾✕✷✾✵✳

❬✽✹❪ ●✳ ❑❛r②♣✐s ❛♥❞ ❱✳ ❑✉♠❛r✱ ▼✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❦✲✇❛② ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ✐rr❡❣✉❧❛r
❣r❛♣❤s✱ ❏✳ P❛r❛❧❧❡❧ ❉✐str✐❜✳ ❈♦♠♣✉t✳✱ ✹✽ ✭✶✾✾✽✮✱ ♣♣✳ ✾✻✕✶✷✾✳

❬✽✺❪ ✱ P❛r❛❧❧❡❧ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ k✲✇❛② ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ✐rr❡❣✉❧❛r ❣r❛♣❤s✱ ❙■❆▼ ❘❡✈✳✱
✹✶ ✭✶✾✾✾✮✱ ♣♣✳ ✷✼✽✕✸✵✵ ✭❡❧❡❝tr♦♥✐❝✮✳
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❬✽✻❪ ●✳ ❑❛r②♣✐s✱ ❑✳ ❙❝❤❧♦❡❣❡❧✱ ❛♥❞ ❱✳ ❑✉♠❛r✱ P❛r▼❊❚■❙✿ P❛r❛❧❧❡❧ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐✲
t✐♦♥✐♥❣ ❛♥❞ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ♦r❞❡r✐♥❣ ❧✐❜r❛r②✱ t❡❝❤✳ r❡♣✳✱ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢
▼✐♥♥❡s♦t❛✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✾✾✼✳

❬✽✼❪ ❙✳ ❆✳ ❑❤❛r❝❤❡♥❦♦ ❛♥❞ ❆✳ ❨✳ ❨❡r❡♠✐♥✱ ❊✐❣❡♥✈❛❧✉❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♣r❡❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥❡rs ❢♦r t❤❡ GMRES(k) ♠❡t❤♦❞✱ ◆✉♠❡r✳ ▲✐♥❡❛r ❆❧❣❡❜r❛ ❆♣♣❧✳✱ ✷ ✭✶✾✾✺✮✱ ♣♣✳ ✺✶✕✼✼✳

❬✽✽❪ ❙✳ ❑✐♠ ❛♥❞ ❆✳ ❈❤r♦♥♦♣♦✉❧♦s✱ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡①tr❡♠❡ ❡✐❣❡♥✲
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