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g′ Attraction terrestre subie par le projectile
g′′ Accélération centrifuge subie par le projectile
H Moment cinétique du projectile
K Force de Magnus
L Force de portance
MA Moment de tangage
MD Moment d’amortissement en tangage
ME Moment d’amortissement en roulis
MM Moment de Magnus
MR Moment d’entraînement en roulis
ω Vecteur vitesse de rotation du projectile
ωT Vecteur rotation de la Terre
vabs Vecteur vitesse absolue du projectile
vr Vecteur vitesse relative du projectile
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Coefficients aérodynamiques

Cx Coefficient de traînée
Cl0 Coefficient d’entrainement en roulis
Clp Coefficient d’amortissement en roulis
Cm Coefficient de tangage
Cmδ Dérivée du coefficient de tangage
Cmq Coefficient d’amortissement en tangage
Cnp Coefficient du moment de Magnus
Cnpδ Dérivée du coefficient du moment de Magnus
Cyp Coefficient de la force de Magnus
Cypδ Dérivée du coefficient de la force de Magnus
Cz Coefficient de portance
Czδ Dérivée du coefficient de portance

Repères balistiques

(c, a, b) Repère orthonormé mobile lié au projectile
(I, J,K) Repère orthonormé Galiléen lié à la Terre(
i, j, k

)
Repère orthonormé fixe lié au canon

(t, s, h) Repère orthonormé mobile lié à la trajectoire

Angles

AZ Azimuth
δ Obliquité
η Gisement
Lat Latitude
φ Roulis
ψ Précession
θ Hausse

Notations liées à la technique d’identification

C Vecteur des coefficients aérodynamiques
f Vecteur des fonctions de la mécanique du vol
U Vecteur des paramètres d’état
R Terme de pénalisation



xvi ABRÉVIATIONS & NOTATIONS



Introduction

Les travaux présentés dans ce manuscrit ont été réalisés dans le cadre d’une thèse

CIFRE (Convention Industrielle de Formation par la REcherche), financée par Nex-

ter Munitions (Bourges) en collaboration avec l’ENSI de Bourges et l’équipe Risques,

Explosions et Structures du Laboratoire PRISME.

La maîtrise du comportement en vol d’un projectile est conditionnée en partie par

la connaissance des coefficients aérodynamiques associés à chaque force et moment

s’y appliquant. Des outils existent afin de faire une première estimation de la valeur

de ces coefficients en phase d’avant-projet : il s’agit des codes numériques aérodyna-

miques et des essais en soufflerie. Il est ensuite nécessaire de vérifier le comportement

du projectile en vol au moyen d’essais effectués sur les champs de tirs de la Direction

Générale de l’Armement Techniques terrestres (DGA Tt) de Bourges. Ils permettent

de se placer dans les conditions de vol réelles, contrairement aux outils précédem-

ment cités. Il y a donc complémentarité entre les études menées au moyen des codes

numériques aérodynamiques, les essais en soufflerie et les tirs.

Aujourd’hui, les mesures prises en vol au cours d’essais sur champ de tir sont exploi-

tées de manière empirique : l’expert ajuste successivement les coefficients aérodyna-

miques du projectile et les conditions initiales en entrée d’un logiciel de simulation

numérique de vol, de sorte à s’approcher au mieux des mesures prises en vol. Cette

méthode est laborieuse, coûteuse en termes de temps et de connaissances nécessaires

pour exploiter le tir, et surtout arbitraire dans la mesure où l’ajustement entre la

simulation du vol et les mesures dépend de l’appréciation de l’expert. C’est pour-

quoi il a été décidé de développer un outil automatisé permettant l’identification des

coefficients aérodynamiques de projectiles à partir de mesures prises en vol, ce qui

constitue une inversion de modèle physique. Il est attendu que la technique dévelop-

pée soit formulée de manière générale, de sorte à pouvoir être adaptée à tout type

1
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de projectiles.

Ce mémoire s’articule en quatres chapitres.

Le premier chapitre situe le contexte industriel de l’étude. Nous mettons en évidence

les points forts et les points faibles des méthodes industrielles existantes pour iden-

tifier les coefficients aérodynamiques des projectiles. Nous montrons que les tirs sont

incontournables pour valider le comportement d’un projectile en vol. Nous présen-

terons également l’instrumentation et les mesures mises à notre disposition par la

DGA Tt pour identifier les coefficients aérodynamiques d’un projectile flèche, ainsi

que d’autres techniques pouvant être utilisées lors de futurs tirs.

Le second chapitre aborde la notion de problème inverse, qui couvre un très large

spectre de problèmes se posant dans de nombreux domaines de la physique. Il peut

par exemple s’agir de problèmes d’identification de sources acoustiques, d’identi-

fication de la température à l’intérieur d’un tuyau, d’identification de paramètres

vibratoires, de reconstruction du potentiel cardiaque à la surface du coeur, de com-

plétion de données, etc... C’est pourquoi il est nécessaire de classer les problèmes

inverses en problèmes bien posés ou mal posés, au sens d’Hadamard. La définition

proposée par Hadamard permet de dire qu’un problème inverse est un problème mal

posé. Nous étudions ensuite quelques méthodes de résolution de problèmes inverses

utilisant des formulations linéaires et non linéaires en dimension finie. Enfin nous

terminons ce chapitre par un état de l’art sur l’identification de coefficients aérody-

namiques à partir de données de vol.

Le troisième chapitre est consacré au développement d’un modèle de comportement

du projectile en vol. Les différents repères utilisés sont présentés. Les équations de

la mécanique du vol sont introduites, nous permettant d’élaborer un modèle de

comportement du projectile à six degrés de liberté. Le bilan des efforts appliqués

au projectile, la prise en compte des relations cinématiques liées à l’utilisation du

quaternion et la prise en compte des équations différentielles donnant la position

du projectile au cours du vol aboutit à un modèle de comportement du projectile

constitué de 13 équations. Nous exploitons ce modèle grâce au développement d’un

outil d’intégration numérique des équations de la mécanique du vol, laissant le choix

du schéma d’intégration. Cet outil nous permet par la suite d’établir un modèle ré-

duit, c’est-à-dire ne prenant en compte qu’une partie des équations de la mécanique

du vol et des coefficients aérodynamiques.

Le quatrième chapitre expose la formulation de la technique d’identification que nous
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proposons. Pour identifier les coefficients aérodynamiques d’un projectile à partir de

mesures prises en vol, nous introduisons un problème d’optimisation non linéaire en

dimension finie. La prise en compte des mesures des paramètres d’état est faite au

sens des moindres carrés, de sorte à nous en approcher au mieux et à les relaxer.

La fonctionnelle du problème contient un second terme, appelé terme de pénalisa-

tion, qui prend en compte l’intégration numérique des équations de la mécanique

du vol. Pour valider notre technique d’identification, nous l’appliquons tout d’abord

à des données simulées par notre outil d’intégration numérique des équations de

la mécanique du vol. Il génère une solution dont la restriction est ensuite utilisée

en entrée de la technique d’identification. Nous appliquons ensuite notre technique

d’identification à des jeux de mesures réelles, prises lors d’une campagne destinée à

étudier le comportement de projectiles dont on a augmenté la vitesse de roulis grâce

à l’ajout d’un biseau sur ses ailettes. Ces différents cas d’applications de la technique

d’identification développée permettent de juger de son efficacité et de sa robustesse.
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Chapitre 1

Contexte industriel de l’étude

Le comportement d’un projectile en vol est fortement influencé par différents pa-

ramètres dépendants de l’environnement extérieur (pression, température, densité

et humidité de l’air, présence de vent, altitude du tir), ainsi que par des forces et

moments aérodynamiques. A chacun de ces efforts est associé un coefficient aérody-

namique.

1.1 Moyens industriels actuels pour la détermina-

tion des coefficients aérodynamiques

La maîtrise du comportement en vol d’un projectile en termes de précision et

de stabilité est donc conditionnée en partie par la connaissance précise de différents

coefficients aérodynamiques. Pour cela, des outils existent :

– Les codes numériques aérodynamiques peuvent être regroupés en trois catégo-

ries.

La première catégorie rassemble les codes qui permettent un calcul rapide mais

basé sur des modèles approchés. Ils sont adaptés dans le cas d’études paramé-

triques menées dans le cadre d’avant-projet afin de définir un concept. Les

écarts entre les résultats fournis et la réalité sont parfois sensibles, c’est pour-

quoi il est nécessaire de tenir compte du domaine de validité des méthodes de

calcul employées.

Pour la seconde catégorie, les codes sont basés sur des méthodes de calcul semi-

5
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empiriques. Elles sont combinées à des modèles théoriques ou à des corrélations

issues de bases de données. Nous pouvons citer le code MISSILE développé par

l’ONERA [10] à titre d’exemple. De nombreux essais en soufflerie ont permis

d’établir une base de données pour différentes configurations testées, pour les-

quelles des modélisations ont été réalisées. Notons que ce type d’approche n’est

pas adaptée pour des projectiles dont l’allongement est supérieur à 40.

La troisième catégorie regroupe les codes CFD (Computational Fluids Dyna-

mics). Ils sont extrêmement puissants et permettent de résoudre des problèmes

tridimensionnels. Cependant, un calcul CFD n’est valable que pour une confi-

guration particulière (par exemple pour un nombre de Mach fixé, une incidence

fixée, etc...), ce qui signifie que pour représenter l’intégralité d’un vol il est né-

cessaire d’effectuer un grand nombre de calculs. Nous pouvons aussi préciser

que les codes CFD sont des outils qui permettent la visualisation des champs

aérodynamiques. Ils mettent en évidence la répartition des écoulements autour

du corps du projectile et contribuent par exemple à la compréhension des phé-

nomènes aérodynamiques.

– Les essais en soufflerie permettent de déterminer les coefficients aérodyna-

miques en plaçant une maquette du projectile dans une veine où l’écoulement

sera généré [62]. Associés à des outils de calcul semi-empiriques [10], il est pos-

sible d’obtenir de larges éventails de mesures des coefficients aérodynamiques

en faisant varier l’angle d’incidence, le nombre de Mach, etc... . Cependant,

les écoulements ne sont généralement réalisés qu’en similitude partielle par

rapport au vol réel. De plus, il peut y avoir une perturbation de l’écoulement

au niveau du culot du projectile à cause de la présence d’un dard qui sert à

maintenir la maquette dans la veine d’écoulement (figure 1.1), ce qui empêche

la détermination du coefficient de traînée Cx. Les essais en soufflerie consti-

tuent un outil très précieux en phase d’avant-projet. Ils permettent de tester de

nouveaux concepts, par exemple pour le test du comportement d’un projectile

doté d’ailettes ayant une forme nouvelle, avant de les mettre en oeuvre et de

réaliser des essais sur champ de tir. Des outils de visualisation peuvent égale-

ment être utilisés afin d’observer les phénomènes aérodynamiques lors d’essais

en soufflerie.
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Figure 1.1 – Maquette d’un projectile dans une veine d’écoulement

– Les essais sur champ de tir permettent l’étude du comportement du projectile

en vol en conditions réelles. A l’heure actuelle, les mesures prises au cours d’un

essai de tir sont exploitées de manière empirique et arbitraire. La technique

employée, destinée à identifier les coefficients aérodynamiques du projectile

tiré, consiste à comparer les mesures prises en vol et les résultats d’une simula-

tion numérique du vol. L’expert en charge de l’exploitation des données ajuste

tour à tour par tâtonnement les coefficients aérodynamiques et les conditions

initiales en entrée de l’algorithme de simulation afin de s’approcher au mieux

des mesures. Cette méthode est très coûteuse en termes de temps (temps de

calcul et temps ingénieur) et nécessite un niveau d’expertise important pour

exploiter les données. Il est important de noter que le résultat final de l’identi-

fication des coefficients est très dépendante de l’appréciation et du savoir-faire

de l’expert.

1.2 Objectifs de l’étude

Les codes numériques aérodynamiques et les essais en soufflerie permettent de

mener des études préliminaires en phase d’avant-projet et fournissent une première

estimation des coefficients aérodynamiques des projectiles. Il est ensuite nécessaire

de vérifier le comportement du projectile en vol, c’est pourquoi les essais effectués

sur champ de tir sont incontournables. Ils permettent de mener des études à partir

de données plus proches du comportement réel du projectile que les outils précé-
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demment cités, et mettent en évidence les défauts du projectile afin de les corriger.

Ainsi, les codes numériques, les essais en soufflerie et les tirs sont des outils complé-

mentaires contribuant à l’amélioration constante de la qualité du vol des projectiles.

Il est important de préciser que lors de comparaisons entre les différentes approches,

le tir sert toujours de référence.

Compte tenu des limites exposées, il est donc décidé de développer un outil auto-

matisé permettant l’identification des coefficients aérodynamiques d’un projectile à

partir de mesures prises en vol. Il s’agit donc d’une démarche inverse qui consiste

à remonter, à partir de mesures prises en vol, aux coefficients aérodynamiques. Cet

outil doit permettre d’exploiter les mesures prises au cours du vol de façon objec-

tive et donc doit être utilisable pour différents types de projectiles. Pour cela, nous

recherchons donc une méthode d’identification des coefficients aérodynamiques avec

un formalisme le plus général possible.

1.3 L’instrumentation

Pour atteindre ces objectifs industriels, nous faisons l’inventaire de l’instrumen-

tation mise à notre disposition par la Direction Générale de l’Armement Techniques

terrestres (DGA Tt) de Bourges, qui réalise les essais de tir, pour la société Nexter

Munitions.

1.3.1 L’instrumentation disponible à la DGA Tt

1.3.1.1 Le radar Doppler

Le terme "radar" [20] est le nom de code adopté au cours de la seconde guerre

mondiale par l’US Navy signifiant "RAdio Detection And Ranging" (détection et

télémétrie au moyen d’ondes électromagnétiques). Une installation de radar Doppler

continue CW (Continuous Wave) comprend un système de traitement (moniteur)

relié à une ou deux antenne(s) radar, un générateur Hyper Fréquence et une interface

de visualisation (figure 1.2).
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(a) Antenne Terma

(b) Moniteur Terma DR5000

(c) Utilisation du radar pendant un tir

Figure 1.2 – Instrumentation Radar Doppler

Le rôle de l’antenne est de concentrer l’énergie émise par le radar dans un angle

solide déterminé. Les antennes comprennent généralement deux parties distinctes :

une pour l’émission et une pour la réception. Le générateur hyperfréquence com-

prend un émetteur permettant de générer une fréquence stable (en gigahertz) et une

puissance de quelques kilowatts exprimée aussi en décibels. Le générateur hyperfré-

quence comprend également un récepteur qui amplifie, filtre et détecte les signaux

perçus par l’antenne. La portée du radar est la distance maximale à laquelle le radar

pourra distinguer sa cible du bruit ambiant. Elle est donnée par :

Pr =
Pe ·Ge ·Gr · λ

2 · σ

(4Π3 ·D4
radar · L)

(1.1)

où :

– Pr est la puissance reçue,

– Pe est la puissance émise,

– Gr est le gain de l’antenne de réception,

– Ge est le gain de l’antenne d’émission,

– λ est la longueur d’onde,
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– σ est la Surface Equivalente Radar (SER),

– Dradar est la portée du radar,

– L est un coefficient de pertes (due à la propagation du milieu, perte lors du

traitement,...).

Le principe de fonctionnement du radar Doppler est le suivant : la fréquence de

toute onde électromagnétique refléchie par une cible en mouvement varie propor-

tionnellement à la vitesse de la cible (effet Doppler ou effet Doppler-Fizeau). Cette

fréquence, appelée "fréquence Doppler", est extraite du signal par les systèmes radar

qui l’amplifient. La relation entre cette fréquence et la vitesse de la cible est donnée

par :

fd =
2Vrad
λ

(1.2)

où :

– fd est la fréquence Doppler,

– Vrad est la vitesse radiale de l’objet,

– λ est la longueur d’onde de l’émetteur :

λ =
Célérité de la lumière

Fréquence de l’émetteur
(1.3)

Précisons que la vitesse mesurée par radar Doppler est une vitesse radiale, ou encore

vitesse d’éloignement (figure 1.3), c’est-à-dire la projection du vecteur vitesse de la

cible sur l’axe Radar-Projectile, selon la relation suivante :

Vrad =
dRG

dt
= vr ·

RG

‖RG‖
(1.4)

où vr est la vitesse relative du projectile (c’est-à-dire sa vitesse par rapport au vent).

Différentes incertitudes peuvent altérer les mesures : il peut s’agir d’une erreur de

parallaxe lié au fait que le radar peut être déporté par rapport au canon.

Une erreur de datation peut aussi survenir : elle est due à une erreur de la fré-

quence d’échantillonnage (déterminée à partir de la vitesse maximale attendue du

projectile). Elle peut engendrer une incertitude sur la cadence et sur la datation de

la fenêtre d’analyse de la transformée de Fourier rapide (Fast Fourier Transform,
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Figure 1.3 – Vitesse radiale mesurée par le radar

FFT) (intégrée au sein de l’unité de traitement du radar).

Une troisième erreur est possible sur la vitesse radiale, provenant soit d’une erreur

sur la célérité des ondes dans le milieu, soit d’une erreur sur le fréquence d’émission,

ou soit d’une erreur fréquentielle pondérée par le rapport signal sur bruit.

En complément du radar, un bouchon rainuré (appelé réflecteur) peut être vissé

sur le culot du projectile (cf. figure 1.4). La dimension des rainures du bouchon est

adaptée à la longueur d’onde du signal radar de sorte à moduler son amplitude et

sa fréquence. On déduit alors de ce signal modifié la vitesse de roulis du projectile.

Figure 1.4 – Réflecteur
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1.3.1.2 Les panneaux

Cette technique de mesure [64] consiste à placer des panneaux le long de la trajec-

toire du projectile (figure 1.5) : ils sont constitués de montants en bois entre lesquels

sont tendues des feuilles de paraffine, de papier ou cartonnées, optimisées de telle

sorte à obtenir une empreinte (figure 1.5) satisfaisante en termes d’exploitabilité,

tout en perturbant le vol le moins possible. Le relevé de mesures est effectué direc-

tement sur les panneaux à l’aide d’un rapporteur (figure 1.6) (la flèche indique la

mesure de l’angle d’obliquité du projectile), en corrélant la géométrie du projectile

et l’empreinte dans le panneau. On peut ainsi obtenir des informations sur la vitesse

de roulis, la position du projectile et certains angles (obliquité et précession, qui

seront définis par la suite).

(a) Panneaux installés sur le champ de
tir

(b) Empreintes laissées par différents
projectiles dans le panneau

Figure 1.5 – Présentation des panneaux de tir

1.3.2 Autres instrumentations

1.3.2.1 Les magnétomètres

La magnétométrie est une technique de mesures en vol développée par l’Insti-

tut Saint-Louis (ISL) [4] [28]. Elle consiste à disposer trois capteurs magnétiques

selon une orientation très précise dans un système électronique hautement intégré

(c’est-à-dire que l’ensemble du dispositif est totalement intégré à l’intérieur du pro-

jectile, comme illustré sur la figure 1.7). Les capteurs mesurent le champ terrestre

localement, à partir duquel des informations sur le comportement du projectile en

vol peuvent être déduites.
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Figure 1.6 – Empreinte sur un panneau

Figure 1.7 – Magnétomètres

Les capteurs magnétiques ne donnent accès qu’au mouvement angulaire et donc uni-

quement aux coefficients aérodynamiques relatifs aux moments. Une combinaison

des magnétomètres à des accéléromètres (disposés selon la direction axiale) permet

d’améliorer la détermination du mouvement de tangage et de lacet du projectile et

donne de plus accès aux coefficients aérodynamiques liés aux forces. La mesure du

champ magnétique terrestre requiert des capteurs magnétiques 3D ayant une bonne

directivité spatiale et une haute sensibilité. L’utilisation de cette technique impose

de connaître le champ magnétique terrestre le long de la trajectoire du projectile

pour pouvoir faire des estimations de trajectoire. Lors de tirs de projectiles flèche,

on peut supposer que le champ magnétique terrestre est constant sur toute l’éten-
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due du champ. La sensibilité du capteur peut varier à cause des effets de l’arme.

La décomposition du vecteur 3D du champ magnétique est par conséquent sujette à

des erreurs. Même une configuration avec plusieurs capteurs ne peut pas surmonter

ce problème. Une solution possible consiste à inclure les paramètres du système de

mesure comme variables additionnelles dans le modèle de simulation balistique du

projectile.

Les signaux d’entrée sont les mesures du champ magnétique terrestre enregistrées

par les capteurs. Le signal axial magnétique donne la projection de l’angle d’obli-

quité dans le plan défini par la direction du vol et l’orientation du champ magnétique

terrestre. Le signal radial magnétique donne le roulis. Il est possible, en utilisant un

modèle à six degrés de liberté, et si la résolution du signal est assez haute, de déter-

miner l’orientation de l’angle d’obliquité. Une autre méthode possible pour mesurer

cet angle est d’utiliser un accéléromètre orienté dans la direction radiale. La préci-

sion de cette technique dépend de la résolution des signaux magnétiques et de la

précision de la connaissance du champ magnétique terrestre.

Cette technique a l’avantage, en plus de son faible coût, de pouvoir être utilisée par

tous les temps puisqu’elle s’appuie sur la mesure du champ magnétique terrestre, au

contraire de la sonde d’obliquité par exemple (capteurs nécessitant la présence de

soleil et apposés sur le nez du projectile afin de déterminer l’angle d’obliquité).

Ce moyen de mesures n’est pas à notre disposition aujourd’hui, mais il constitue

une voie d’amélioration possible concernant la prise de mesures en vol sur des pro-

jectiles flèches. En effet, de par ses dimensions un projectile flèche ne peut recevoir

d’instrumentation embarquée trop volumineuse. Les dimensions des magnétomètres

permettraient de passer en partie outre ces contraintes. Il est important de préciser

qu’il serait quand même nécessaire de modifier la géométrie de l’avant du projectile

de sorte à pouvoir y insérer les capteurs.

1.3.2.2 La centrale inertielle

Lorsque les dimensions du projectile le permettent, il est également possible d’y

embarquer une centrale inertielle. Composée d’accélèromètres et de gyromètres, elle

donne accès à certains paramètres d’état du vol (vitesses, vitesses de rotation), et

fournit, associée à un radar, un jeu de mesures complet à exploiter pour déterminer

les coefficients aérodynamiques d’un projectile.
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1.3.3 Résumé des moyens de mesures

Afin de mieux cerner les interactions entre les moyens de mesures et les mesures à

proprement parler, le tableau 1.1 synthétise les informations données précédemment.

Moyen de mesure Mesures directes Mesures déduites
Radar Vitesse radiale Position

Réflecteurs + Radar Vitesse de roulis
Panneaux Variation de l’angle de rou-

lis entre 2 panneaux, posi-
tion, angles d’obliquité et de
précession

Vitesse de roulis

Magnétomètres Champ magnétique ter-
restre

Angles d’obliquité et de pré-
cession

Centrale inertielle Accélérations, vitesses de
rotation

Vitesses, angles

Table 1.1 – Récapitulatif des instrumentations et mesures associées

1.4 Conclusion

Le but de notre étude est d’identifier les coefficients aérodynamiques d’un pro-

jectile à partir de mesures afin de mieux maîtriser son comportement en vol. Nous

avons vu qu’actuellement différents moyens sont disponibles pour fournir une pre-

mière estimation de ces coefficients en phase d’avant-projet (codes numériques aéro-

dynamiques et essais en soufflerie), mais il est nécessaire de valider le comportement

des projectiles en vol grâce à des essais sur champ de tir. Les mesures prises lors

d’un vol sont actuellement dépouillées grâce à une méthode empirique, laborieuse,

arbitraire et coûteuse en temps de calcul. C’est pourquoi il est décidé de dévelop-

per un outil automatisé d’identification des coefficients aérodynamiques à partir des

mesures prises en vol. Les mesures dont nous disposons pour atteindre ce but sont

prises au moyen d’instrumentations mises en place par la DGA Tt, telles que le

radar Doppler associé à un bouchon rainuré nous fournissant des mesures de vitesse

et de vitesse de roulis, ainsi que les panneaux de tir nous fournissant des valeurs

des angles de rotation des projectiles. Ainsi, si nous reformulons le problème posé,
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nous pouvons dire que nous cherchons à retrouver certains paramètres d’entrée du

modèle de comportement du projectile à partir de mesures des paramètres de sortie,

ce qui constitue un problème d’inversion de modèle physique.



Chapitre 2

Introduction aux problèmes

d’identification et à leurs méthodes

de résolution

2.1 Introduction

Comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent, l’identification des coeffi-

cients aérodynamiques d’un projectile à partir de mesures prises en vol constitue un

problème d’inversion d’un modèle physique. Dans ce chapitre, nous commençons par

donner quelques exemples de problèmes inverses afin de montrer l’étendue de leurs

domaines d’application. Nous abordons dans un second temps la définition mathé-

matique d’un problème inverse et proposons ensuite un inventaire des principales

méthodes utilisées pour résoudre des problèmes inverses. Enfin, nous présentons les

techniques spécifiques à l’identification de coefficients aérodynamiques.

2.2 Quelques exemples de problèmes inverses

Les problèmes inverses interviennent dans de nombreux domaines de la physique.

Comme par exemple pour la tomographie [40], qui est un procédé d’imagerie permet-

tant la reconstruction d’objets. Les mesures sont réalisées à l’extérieur de l’objet,

à sa surface ou bien à une certaine distance. Cette technique permet d’obtenir une

17
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image de l’objet en coupe. Il existe différentes techniques tomographiques, selon le

type d’objet que l’on souhaite observer :

– la tomographie par résonance magnétique nucléaire (IRM),

– la tomographie d’atténuation des rayons X (exemple : scanner),

– la tomographie en cohérence optique (OCT),

– la tomographie d’émission de positons (TEP),

– la tomographie d’émission des photons,

– la tomographique atomique (microscope à effet de champ),

– la tomographie électronique et la cryotomographie électronique,

– la tomographie sismique,

– l’imagerie Zeeman-Doppler (utilisée en astrophysique).

Les domaines d’application de la tomographie sont donc vastes : médecine, géologie,

astrophysique, étude des matériaux ou encore procédés de contrôle industriel (nu-

cléaire, aéronautique, automobile, etc...). Par exemple, la tomographie d’émission

peut être utilisée de deux manières : soit dans le but de détecter et de localiser des

structures internes, en tenant compte des limites technologiques telles que le bruit de

mesure ou un petit nombre d’informations disponibles, soit dans un but de quantifi-

cation, privilégiant la précision et la redondance des données. Elle est alors utilisée en

tant qu’instrument de mesure dans le but de dresser une cartographie du paramètre

représentatif du système étudié (exemple : densité d’activité d’un traceur radioactif).

Les problèmes inverses interviennent aussi en météorologie [41]. En effet, la prévision

de l’évolution de la météo à plus ou moins long terme repose sur l’identification de

conditions initiales grâce à l’ensemble des données disponibles. Elles sont de deux

types : les données d’observation (observées directement (température, vent,...) ou

déduites (radiance)), et les données issues de précédentes prévisions météorologiques.

Dans ce cas, l’enjeu est donc, grâce à l’ensemble des informations (de natures diffé-

rentes) disponibles, de remonter aux conditions initiales qui vont permettre ensuite,

par une intégration classique d’un modèle physique, de prédire l’évolution de diffé-

rents paramètres météorologiques (température, vent, humidité, etc...).

Les problèmes inverses interviennent aussi en acoustique. Par exemple, ils peuvent
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revêtir l’aspect d’un problème d’identification d’un terme source [50], ou celui d’un

problème d’identification de paramètres représentatifs de la diffusion du son [13].

Dans le premier cas, le but est d’obtenir une estimation (unique et stable) du terme

source à partir d’un seul jeu de mesures prises à la frontière du domaine considéré.

Dans le second cas [13], les auteurs considèrent un milieu acoustique décrit par les

paramètres vitesse de la propagation du son c (x, y, z), densité ρ (x, y, z) et atténua-

tion γ (x, y, z). Ils formulent un problème inverse de diffusion (équation de Helmholtz

dans le domaine temporel) où chacun des trois paramètres précédents ne dépend que

de la variable z et sont reconstruits à partir de mesures de vitesse de l’onde.

En thermique, le problème d’estimation de la température sur la paroi d’un réser-

voir de gaz sous pression [47] peut-être considéré comme un problème inverse. Plus

précisément, ce problème consiste à estimer des conditions aux limites inconnues à

partir de mesures du champ de température réalisées sur des parties accessibles et

au sein du milieu. Il s’agit d’un problème de complétion de données. La résolution

d’un tel problème permet d’obtenir les conditions aux limites réelles du problème,

de renforcer la sécurité des réservoirs et de mieux maîtriser la performance des com-

posants responsables du transfert de chaleur. Une des caractéristiques intéressantes

de cette étude est que la solution apportée permet de déterminer simultanément

plusieurs conditions aux limites, ainsi que la distribution spatiale de la température

mais aussi sa dépendance temporelle.

Un autre problème d’estimation de température est illustré par les travaux de Lu

et al. [51]. Le problème inverse consiste à estimer les températures du fluide près

de la frontière intérieure d’un pipeline. Pour cela, la distribution de température

est calculée sur la frontière extérieure grâce à la résolution du problème direct, puis

utilisée comme jeu de mesures pseudo-expérimentales en entrée du problème inverse.

Dans le domaine mécanique, un premier exemple de problème inverse concerne l’iden-

tification de défauts au sein d’un matériau composite (Galybin [31]). Un second

exemple [16] concerne un problème de vibration d’une barre encastrée à une extré-

mité et soumise à une force de traction d’intensité inconnue à l’autre extrémité. Le

but est de déterminer la force exercée à chaque instant à l’extrémité de la barre à

partir de mesures de déplacement réalisées en un point intérieur. Nous pouvons éga-

lement citer les travaux de Gandino et al. [32], qui s’intéressent à la reconstruction
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des paramètres vibratoires d’une poutre. Cette étude a pour but d’analyser et de

renforcer la surveillance du comportement de voies ferrées, construites sur un pont,

soumises aux sollicitations générées par le passage des trains. Les auteurs proposent

une méthode d’identification non linéaire permettant de reconstruire correctement

le modèle non linéaire de comportement de la poutre testée.

Les problèmes inverses se rencontrent également dans le domaine de la médecine.

Par exemple, Nielsen et al. [56] proposent une méthode pour reconstruire le po-

tentiel transmembranaire du myocarde (c’est-à-dire l’activité électrique du coeur)

pendant une phase de repos afin d’étudier la faisabilité du développement d’un outil

d’imagerie cardiaque, dont le but à long terme est de détecter et prévenir des dys-

fonctionnements cardiaques. L’information disponible a priori est une distribution

du courant dans le coeur à partir de cartes de potentiel de surface du corps (Body

Surface Potential Maps, BSPMs) mesurée à la surface du corps, et les équations dites

"bidomaines" (équations développées par Tung dans les années 70 [67] permettant

de modéliser l’activité électrique du coeur).

Ainsi, comme nous pouvons le constater à travers les quelques exemples précédents,

des problèmes d’identification interviennent dans de nombreux domaines. Ils sont

souvent qualifiés de "problèmes inverses". Nous allons donc maintenant définir ma-

thématiquement ce que signifie "problème inverse".

2.3 Définition mathématique d’un problème inverse

2.3.1 Définition

Avant de parler de problème inverse, il faut tout d’abord définir ce qu’est un

problème direct [25].

Pour comprendre et maîtriser un phénomène physique, l’usage veut que nous reliions

les paramètres P qui caractérisent le phénomène aux informations mesurables d qui

en résultent à partir d’un modèle, que l’on note M . Cette relation entre les grandeurs

d’entrée et sortie d’un modèle peut s’écrire sous la forme suivante :

M (P ) = d (2.1)
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où M peut s’exprimer sous de nombreuses formes, comme par exemple un système

linéaire ou non linéaire d’équations différentielles ordinaires (ODE).

Un problème direct à partir d’une telle formulation consiste à trouver d pour P

donné. Prenons un exemple pour illustrer nos propos [3] :

Considérons un corps, physiquement caractérisé par un coefficient de conductivité

thermique k (x), qui occupe le domaine géométrique Ω. Un flux qD est imposé sur

sa frontière ∂Ω. Les variables u (température), qD et k, fonctions du point, vérifient

les équations suivantes :





div (k∇u) = 0 dans Ω (équation locale d’équilibre)

k
∂u

∂n
= qD sur ∂Ω (flux imposé)

(2.2)

Le potentiel u, donné en un point et mesurable à la frontière, est ainsi implicitement

relié à la conductivité k.

En reprenant notre formulation générale précédente, le problème exposé s’écrit :

M (P )− d = 0 (2.3)

Dans la plupart des cas, nous cherchons à calculer la réponse (en général mesurable)

d’un système physique à des sollicitations connues, à partir de la donnée a priori

des paramètres qui le caractérisent. Nous savons donc résoudre le problème (2.3)

par rapport à k pour u donné, ou de manière plus générale, nous pouvons trouver

d pour P donné. Cette opération est appelée "problème direct". Concrètement en

reprenant l’exemple précédent :

Le problème direct consiste à se donner une conductivité k, un potentiel u en un

point, un domaine Ω et un flux qD et à résoudre le problème 2.2, c’est-à-dire à trou-

ver un potentiel inconnu u résultant du système physique ainsi créé.

Dans le cadre de notre étude, un problème direct consiste à se donner un jeu de

coefficients aérodynamiques et à intégrer les équations de la mécanique du vol de

sorte à obtenir les valeurs de la vitesse, la vitesse de rotation, la position et des

angles prises par le projectile au cours du vol.

En revanche, l’évaluation des paramètres du système à partir de la mesure de sa

réponse aux sollicitations implique de résoudre les équations de la physique en sens

inverse de celui habituellement pratiqué. Cela constitue un problème inverse.
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Ainsi, une résolution inverse du problème posé dans notre exemple se formule de la

manière suivante :

Un problème inverse peut consister à reconstruire la conductivité k à partir de me-

sures du potentiel u sur son domaine, le flux qD étant donné.

L’identification des coefficients aérodynamiques d’un projectile à partir de la mesure

de sa vitesse, vitesse de rotation, position et de ses angles constitue de la même ma-

nière une étude d’inversion de modèle physique.

Il existe également un autre type de problèmes inverses, non abordé dans ce manus-

crit : l’identification du modèle M pour plusieurs jeux de données de P et de d [68].

Après une première définition d’un problème inverse, nous allons maintenant nous

intéresser à une définition mathématique plus précise proposée par Hadamard et

permettant de mieux cerner les difficultés inhérentes à la résolution de ce type de

problèmes.

2.3.2 Problèmes bien posés ou mal posés au sens d’Hadamard

[36]

Les problèmes mathématiques peuvent être répartis en deux classes distinctes :

les problèmes dits bien posés et les problèmes dits mal posés. Nous notons D l’espace

des données d et S l’espace des solutions possibles tel que P ∈ S.

– pour les problèmes bien posés au sens d’Hadamard, les trois conditions sui-

vantes sont vérifiées :

(i) Existence d’une solution,

∀d ∈ D, il existe une solution P ∈ S telle que M (P ) = d

(ii) Unicité de la solution,

∀P1, P2 ∈ S, si M
(
P1

)
=M

(
P2

)
= d alors P1 = P2

(iii) Stabilité de la solution par rapport aux données d :

Une petite erreur δd sur les données entraîne une petite erreur δP sur la

solution. Dans le cas discret la matrice M est inversible et bien conditionnée.
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– par opposition, les problèmes mal posés au sens d’Hadamard ne remplissent

pas au moins l’une des trois conditions précédentes.

Par la suite nous qualifierons de problème inverse, un problème mal posé au sens

d’Hadamard.

2.4 Méthodes de résolution de problèmes inverses

Les incertitudes inhérentes aux problèmes inverses ont diverses origines [25] :

– les données (mesures) sont souvent expérimentales, et peuvent donc contenir

des erreurs de mesure,

– le nombre de données mesurées est fini, même si le modèle mathématique les

décrivant est constitué de fonctions,

– l’algorithme d’inversion peut créer une altération des données (exemple : in-

terpolation pour discrétiser un modèle continu),

– le modèle employé peut être une version simplifiée (hypothèses simplifica-

trices) du modèle complet décrivant le phénomène physique considéré. D’autre

part, certains paramètres du modèle ne sont connus qu’expérimentalement

(exemple : constantes physiques d’un milieu), et donc de façon approximative.

Ainsi, toutes ces incertitudes altèrent les données et impliquent que la solution re-

cherchée d’un problème inverse ne peut être une solution exacte. En effet, nous

obtiendrons à l’issue de la résolution une solution P s’approchant au mieux, c’est-

à-dire à ǫ près, de la solution idéale permettant de modéliser les données d réelles

(et non mesurées). Par extension, cela met également en évidence le fait que toute

solution P s’approchant à ǫ près de la solution idéale est une solution possible au

problème inverse posé. Finalement, quelle que soit la méthode de résolution que

l’on choisit, un problème inverse peut n’avoir aucune solution au sens strict, mais

beaucoup de solutions à ǫ près. Cela signifie qu’il faudra parfois tenir compte de

critères permettant de discriminer les solutions entre elles afin de ne garder que celle
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répondant au mieux à l’objectif de précision que l’on s’est fixé.

Nous allons maintenant présenter quelques méthodes de résolution de problèmes

inverses linéaires en dimension finie. Ici encore, nous n’avons pas la prétention de

dresser une liste exhaustive, mais cherchons simplement à présenter les méthodes les

plus utilisées.

2.4.1 Méthodes de résolution pour les problèmes inverses li-

néaires

2.4.1.1 La régularisation de type Tikhonov [66]

Cette technique consiste à considérer toutes les solutions possibles du problème,

afin de choisir celle qui minimise au mieux la norme du paramètre P . Elle fait inter-

venir un terme de pénalisation afin que les contraintes du problème soient vérifiées

au mieux.

Nous posons le problème suivant :

MP = d (2.4)

Avec M ∈ IRn×n (notons que M peut ne pas être carrée), P , d ∈ IRn. Les données

mesurées d peuvent être entachées d’un bruit, de sorte que l’on peut écrire :

d = d̂+ e (2.5)

d̂ est la donnée sans bruit, et e est l’erreur appliquée sur d̂ pour modéliser le bruit.

Nous cherchons donc une solution du problème suivant :

MP = d̂ (2.6)

Notons P̂ la solution de l’équation (2.6). Le but est de trouver une solution approchée

de P̂ à partir de la résolution du problème (2.4). La résolution directe de l’équation

(2.4) ne mène pas à une solution satisfaisante si la matrice M est mal conditionnée

ou si les données mesurées d sont entachées de bruit. Les méthodes de régularisation

de type Tikhonov consistent à remplacer le problème (2.4) par un problème d’op-

timisation au sens des moindres carrés, comportant un terme de régularisation où
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interviennent un paramètre de régularisation et un opérateur régularisant :

min
{
‖MP − d‖2 + α ‖Rαd‖

2} (2.7)

où ‖.‖ définit la norme Euclidienne, Rα ∈ IR
p×n est l’opérateur de régularisation, et

α est un paramètre de régularisation. Si Rα est la matrice identité, nous obtenons la

forme standard de la régularisation de Tikhonov. Si l’on note M∗ la matrice adjointe

de M, le problème (2.7) est équivalent au système d’équations suivant :

(M∗M + αR∗αRα)P =M∗d (2.8)

Dont la solution, unique et stable par rapport aux données d’entrée (bruitées) est :

P̂α = (M∗M + αR∗αRα)
−1M∗d (2.9)

La solution obtenue est stable par rapport aux petites perturbations sur les données

d’entrée, et dépend du terme de régularisation. Le choix du paramètre de régularisa-

tion α déterminera la proximité de la solution Pα obtenue à la solution P̂ , ainsi que

sa sensibilité au bruit e. Ce choix peut-être fait au moyen de différentes méthodes,

comme par exemple le critère de Morozov [55]. Il consiste à imposer que la solution

approchée Pα satisfasse la condition suivante :

∥∥MPα − d
∥∥ = δ (2.10)

où δ est fixé empiriquement selon la confiance que l’on accorde aux données d. Un

autre critère est celui d’Arcangeli [33] et consiste à chercher un réel α solution de :

∥∥MPα − d
∥∥2

=
δ2

α
(2.11)

Enfin, nous pouvons également citer le critère de la courbe en L [9] : cela consiste

à tracer pour plusieurs valeurs de α la courbe log-log
(∥∥MPα − d

∥∥ ,
∥∥Pα

∥∥) qui a la

forme d’un L du fait que
∥∥Pα

∥∥ est une fonction strictement décroissante de α, et que∥∥MPα − d
∥∥ est une fonction strictement croissante de α. Le coefficient α optimal

est celui correspondant au coin du L.



26 CHAPITRE 2. INTRODUCTION AUX PROBLÈMES D’IDENTIFICATION

2.4.1.2 Les méthodes itératives

Les méthodes itératives consistent à générer une succession de problèmes dont

les solutions convergent vers la solution du problème. Elles sont principalement uti-

lisées lorsque la matrice représentative du problème est de grande dimension. Cette

catégorie de méthodes se divise elle-même en deux sous-catégories : d’une part nous

avons les techniques de reconstruction algébrique (Algebric Reconstruction Tech-

nique, ART) et de reconstruction itérative simultanée (Simultaneous Iterative Re-

construction Technique, SIRT) basées sur l’algorithme de Kaczmarz’s [26], dévelop-

pées à l’origine pour des applications tomographiques. Rappelons la formulation du

problème inverse que l’on cherche à résoudre :

MP = d (2.12)

Dans cette formulation, chacune des m lignes du système Mi,.P = di définit un

hyperplan de dimension n dans IRm. L’algorithme de Kaczmarz’s débute avec une

solution initiale P 0, qui est ensuite projetée sur l’hyperplan défini par la première

ligne de la matrice M du système étudié de sorte à aboutir à la solution suivante P 1.

P 1 est ensuite elle-même projetée sur l’hyperplan défini par la seconde ligne de la

matrice M , et ainsi de suite. Cette procédure est répétée jusqu’à ce que la solution

ait été projetée sur les m hyperplans définis par le système d’équations du problème,

puis un nouveau cycle de projections débute ; les cycles sont répétés jusqu’à ce que

la solution converge. La formule de mise à jour de la solution P est :

P (i+1) = P (i) −
Mi+1,.P

(i) − di+1

Mi+1,.MT
i+1,.

MT
i+1,. (2.13)

Un exemple de méthode itérative est celle du gradient conjugué (Conjugate Gradient,

CG) [73]. Elle s’applique à des systèmes d’équations dont la matrice est symétrique

et définie positive. Elle consiste à transformer le problème inverse en un problème de

minimisation en construisant une base de vecteurs de IRn dans laquelle la formulation

du problème est simple. Pour illustrer la méthode, prenons un exemple de problème

d’optimisation quadratique :

min J (P ) =
1

2
P TMP − dTP (2.14)
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où M est une matrice symétrique définie positive, de sorte que la fonctionnelle J soit

convexe et présente un minimum unique. Les vecteurs de la base vo, v1, ..., vn−1 sont

choisis de telle sorte que :

vTi Mvj = 0 i 6= j (2.15)

Ces vecteurs sont dits "mutuellement conjugués" par rapport à la matrice M . Nous

exprimons ensuite P en fonction de ces vecteurs de base, et nous obtenons :

P =
n−1∑

i=0

αivi

Avecαi =
dTvi
vTi Mvi

(2.16)

Une extension de cette méthode, appelée méthode du gradient conjugué au sens des

moindres carrés permet d’appliquer ce principe à des problèmes de minimisation

au sens des moindres carrés. Elle consiste à ajouter une étape supplémentaire dans

l’algorithme de calcul des vecteurs de base afin d’alléger fortement le calcul et éviter

la programmation de MTM .

2.4.1.3 Le maximum d’entropie

Cette méthode [27] s’apparente à une technique de type Bayésienne dans le sens

où elle prend en compte une fonction de distribution de probabilités permettant de

tenir compte des incertitudes sur les résultats expérimentaux. En d’autres termes,

on cherche à représenter par une loi de probabilités un phénomène physique dont

on a une connaissance imparfaite. Le but est de tenir compte des contraintes (incer-

titudes) du problème tout en choisissant la distribution dont l’entropie (au sens de

l’entropie de Shannon) est maximale, c’est à dire que l’on utilise la distribution conte-

nant le moins d’information et qui est ainsi la moins arbitraire. En revanche, cette

technique se distingue de l’approche Bayésienne car le modèle n’est pas lui-même

une distribution de probabilités. Elle ne peut être appliquée qu’à des problèmes où

les paramètres sont positifs, de sorte à pouvoir utiliser une fonction logarithme. La

technique de régularisation du maximum d’entropie utilise une fonction de régulari-
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sation de la forme suivante :

n∑

i=1

Pi ln (wiPi) (2.17)

où les poids wi peuvent être ajustés pour favoriser certains types de solutions. Plus

précisément, l’entropie de P est maximisée sous les contraintes du problème et

s’écrit :

max

(

−

n
∑

i=1

Pi ln (wiPi)

)

Sous les contraintes ‖MP − d‖2 ≤ δ

P ≥ 0 (2.18)

Soit, en utilisant un terme de pénalisation :

min ‖MP − d‖22 + α2

n
∑

i=1

Pi ln (wiPi)

P ≥ 0 (2.19)

Tant que α reste positif ou nul, la fonction objectif est strictement convexe et le

problème admet alors une solution unique.

2.4.1.4 La méthode de la décomposition en valeurs singulières

Cette méthode (Singular Value Decomposition SVD) [5] peut s’appliquer dans

le cas de problèmes inverses mal conditionnés. Soit une matrice M de dimension

m× n, M peut être factorisée et s’écrire sous la forme suivante :

M = USV T (2.20)

où :

– U est une matrice carrée orthogonale de dimension m×m contenant des vec-

teurs orthonormés formant une base de l’espace des données IRm,

– S est une matrice diagonale de dimension m× n contenant des éléments dia-
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gonaux strictement positifs appelés "valeurs singulières". S est de la forme :

S =

(

Sr 0

0 0

)

(2.21)

avec s1 ≥ s2 ≥ . . . ≥ sr > 0,

– V est une matrice carrée orthogonale de dimension n×n contenant des vecteurs

orthonormés formant une base de l’espace du modèle IRn.

Ainsi, en remplaçant la matrice M par son expression décomposée en valeurs singu-

lières, nous avons :

MP = d

⇔ USV TP = d (2.22)

La matrice S n’étant pas inversible, le problème inverse n’a donc pas de solution.

C’est pourquoi nous nous limitons alors à la recherche de quasi-solutions au sens des

moindres carrés du problème MP = d, qui s’écrivent :

P =
r
∑

i=1

uTi · d

si
vi +

n
∑

i=r+1

αivi (2.23)

où les coefficients αi sont des réels arbitraires.

2.4.1.5 Le contrôle optimal

Il consiste selon [25] à minimiser une fonctionnelle dépendant de la solution

d’une équation différentielle ordinaire ou aux dérivées partielles et à caractériser le

minimum de cette fonctionnelle par un système d’équations ou d’inéquations, appelé

système d’optimalité. L’idée directrice du contrôle optimal réside dans l’utilisation

des multiplicateurs de Lagrange sur les équations d’état, qui sont alors appelés "états

adjoints". Ils permettent de simplifier de façon très significative le calcul du gradient

de la fonctionnelle. Le contrôle optimal appliqué au cas de systèmes d’équations aux

dérivées partielles a été développé par Lions [48]. Si l’on prend l’exemple de l’équation

de la chaleur avec un contrôle distribué v, terme source de l’équation, le problème
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se formule de la manière suivante :



















∂y

∂t
−△y = v dans Ω×]0, T [

∂y

∂n
= 0 sur Σ×]0, T [

y (x, 0) = y0 (x) dans Ω

où y est la variable d’état représentant la température à l’intérieur du matériau Ω,

pour lequel il n’y a pas de flux rentrant par le bord Σ de Ω. La fonctionnelle associée

à ce problème est définie par :

J =
1

2

∫ T

0

∫

Ω

[y (v)− yd]
2 dxdt+

N

2

∫ T

0

∫

Ω

v2dxdt (2.24)

où yd représente l’état désiré et N est un facteur de pondération du coût du contrôle.

Soit p (t) l’état adjoint solution du système différentiel rétrograde suivant :



















∂p

∂t
−△p = y (v)− yd dans Ω×]0, T [

∂p

∂n
= 0 sur Σ×]0, T [

p (x, t) = 0 dans Ω

Selon le principe du maximum de Pontryagin [2], il existe un contrôle optimal unique

v solution du problème et réalisant l’optimum de J. Dans l’exemple traité, v est égal

à −N−1p.

2.4.1.6 La méthode de quasi-réversibilité

Développée par Lattés et Lions [46], elle consiste à remplacer le problème original

mal posé par un problème approché bien posé, et ensuite d’utiliser les solutions de ce

nouveau problème pour construire des solutions approchées du problème de départ.

A titre d’exemple, pour illustrer cette démarche, citons les travaux de Dardé [19]

traitant du problème de Cauchy pour l’équation de Laplace résolu au moyen d’une

version modifiée de la méthode de quasi-réversibilité ; ou encore les travaux de Qin et

al. [59] s’intéressant à la résolution du problème de Cauchy pour l’équation modifiée

de Helmholtz.



2.4. MÉTHODES DE RÉSOLUTION DE PROBLÈMES INVERSES 31

2.4.1.7 La méthode de régularisation évanescente

Cette partie s’inspire des travaux de Cimetière et Al. [18] [21] qui traitent du

problème de Cauchy pour l’équation de Laplace. Le problème se formule de la façon

suivante :

Soit Ω un domaine de IR2 ou de IR3, avec une frontière régulière Γ, on définit une

partition de Γ en Γ = Γd ∪ Γi.

Les auteurs s’intéressent au problème de Cauchy associé à l’équation de Laplace,

c’est-à-dire à la reconstruction d’une fonction harmonique dans Ω vérifiant deux

conditions aux limites sur Γd :















Trouveru ∈ H (Ω) = {v ∈ H1 (Ω) ;△v = 0 dans Ω} tel que :

u = Φd sur Γd
∂u

∂n
= Ψd sur Γd

Comme nous l’avons vu précédemment, les méthodes de type Tikhonov proposent

d’utiliser un terme régularisant au sein de la fonctionnelle à minimiser, transformant

le problème inverse en une suite de problèmes d’optimisation. Ainsi, lorsque le pro-

blème en admet une, il est possible de trouver une solution stable par rapport aux

petites perturbations, mais dépendant du terme régularisant. D’autre part, cette

démarche utilise les données disponibles de manière exacte, ce qui signifie que la

solution recherchée doit vérifier exactement les données pouvant être entachées de

bruit. Ainsi, l’instabilité des problèmes de type Cauchy face aux petites perturba-

tions est difficile à surmonter.

C’est pourquoi Cimetière et Al. [21] ont proposé une méthode de régularisation

à effet evanescent pour résoudre le problème posé grâce à un procédé itératif. La

démarche consiste à rechercher dans l’espace des fonctions solutions de l’équation

d’équilibre celle qui s’approche au mieux des données et qui s’écarte le moins de la

solution obtenue à l’itération précédente, sur toute la frontière du domaine Ω. Ainsi,

la proximité de la solution à celle obtenue à l’itération précédente constitue un terme

régularisant. Il s’atténue au fur et à mesure que l’algorithme converge vers la solu-

tion du problème, pour finalement s’annuler à la limite du processus. Les résultats

numériques ont montré la robustesse de la méthode qui permet de plus de débruiter

les mesures bruitées en les relaxant.
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2.4.2 Méthodes pour la résolution de systèmes non linéaires

Parfois la résolution de problèmes inverses amène à la résolution de systèmes non

linéaires. Nous présentons donc quelques méthodes pour la résolution de problèmes

non linéaires comme la méthode de Newton-Raphson, la méthode de Gauss-Newton

ou la méthode de Levenberg-Marquardt.

2.4.2.1 La méthode de Newton-Raphson

La méthode de Newton-Raphson [6] est une généralisation de la méthode de

Newton en dimension n.

Considérons un système de n équations différentielles non linéaires à n inconnues tel

que :

M (P ) = 0 (2.25)

Une séquence de vecteurs P 0, P 1, ... convergeant vers une solution P ∗ est construite.

Si M est continûment dérivable, nous pouvons construire l’approximation de Taylor

suivante :

M
(

P 0 +△P
)

≈M
(

P 0
)

+∇M
(

P 0
)

△P (2.26)

Où le Jacobien a pour expression :

∇M
(

P 0
)

=















∂M1

(

P 0
)

∂P1

· · ·
∂M1

(

P 0
)

∂Pn
...

. . .
...

∂Mn

(

P 0
)

∂P1

· · ·
∂Mn

(

P 0
)

∂Pn















(2.27)

D’après (2.26), nous avons l’approximation suivante de la différence entre P 0 et la

solution P ∗ de l’équation (2.25) :

M (P ∗) = 0 ≈M
(

P 0
)

+∇M
(

P 0
)

△P (2.28)
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La résolution de l’équation précédente donne △P :

△P ≈
(

∇M
(

P 0
))−1 (

−M
(

P 0
))

(2.29)

que l’on ajoute ensuite à P 0 pour obtenir P 1 = P 0 + △P . Ainsi, cette méthode

consiste, à partir d’une solution initiale P 0 à calculer une suite de vecteurs P 1, P 2, ...

jusqu’à ce que le calcul converge vers une solution P ∗ de l’équation (2.25). Le point

fort de cette méthode et que sa convergence est quadratique, c’est-à-dire que lorsque

nous nous approchons de la solution, le nombre de chiffres significatifs corrects des

grandeurs calculées double à chaque itération. Cependant, cette méthode est très

sensible à l’initialisation : si celle-ci est trop éloignée du minimum local, la méthode

peut ne pas converger. D’autre part, elle n’est pas directement applicable à tous les

problèmes inverses, car il peut arriver que nous n’ayons pas autant de données que de

paramètres à identifier, il n’y a alors pas de solution exacte au problème MP = d,

où M n’est pas carré. Cette méthode est généralement utilisée pour obtenir une

solution à des problèmes d’optimisation non linéaires.

2.4.2.2 La méthode de Gauss-Newton

La méthode de Gauss-Newton [6] est spécifique à la résolution de problèmes

d’optimisation non linéaire au sens des moindres carrés. Cette technique consiste à

minimiser la somme des carrés suivante :

S (P ) =
n
∑

i=1

(M (P )i − di)
2 (2.30)

Par rapport à la méthode de Newton-Raphson, elle permet de s’affranchir du calcul

des dérivées secondes. Nous notons :

fi (P ) =M (P )i − di (2.31)
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et :

F (P ) =









f1 (P )
...

fn (P )









(2.32)

La méthode est itérative, nous avons donc :

P i+1 = P i +∆P (2.33)

où ∆P vérifie :

(

JTM (P ) · JM (P )
)

∆P = −JTM (P )F (P ) (2.34)

Où JM est la matrice Jacobienne et vaut :

JM (P ) =













∂f1 (P )

∂P1

· · ·
∂f1 (P )

∂Pn
...

. . .
...

∂fn (P )

∂P1

· · ·
∂fn (P )

∂Pn













(2.35)

Ce qui nous donne :

∆P = −
(

JTM (P ) · JM (P )
)−1

JTM (P )F (P ) (2.36)

Cette technique possède le même inconvénient que la méthode de Newton-Raphson

(sensible à l’initialisation) et peut échouer si la matrice JTM (P )·JM (P ) est singulière.

L’absence du calcul des dérivées secondes permet d’alléger fortement la programma-

tion de l’algorithme et les temps de calcul, mais cela peut entraîner l’obtention d’une

solution plus éloignée de la solution exacte qu’avec la méthode de Newton-Raphson.

Sa vitesse de convergence est linéaire.

2.4.2.3 La méthode de Levenberg-Marquardt

Cette technique [54] peut s’appliquer dans le cas de problème des moindres carrés

linéaires et non linéaires. Dans la méthode de Levenberg-Marquardt, les équations
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(2.34) de la méthode de Gauss-Newton sont modifiées de la manière suivante :

(

JTM (P ) · JM (P ) + λI
)

∆P = −JTM (P )F (P ) (2.37)

La paramètre λ est choisi positif de sorte que le terme λI assure que la matrice

du membre de gauche de l’équation (2.37) soit inversible. Si elle est effectivement

inversible et symétrique définie positive, il est possible d’utiliser la factorisation de

Cholesky pour résoudre le système. La valeur optimale de λ est ajustée à chaque ité-

ration de sorte à ce que la valeur de la somme S (P ) diminue. Si l’itération courante

n’a pas fourni de diminution de S (P ), il faut alors augmenter la valeur de λ. Il faut

au contraire diminuer cette valeur si S (P ) a diminué fortement au terme de l’itéra-

tion. Lorsque λ est petit, cette méthode revient à la méthode de Gauss-Newton. En

revanche, pour des valeurs élevées de λ elle s’apparente à une technique de régulari-

sation de Tikhonov. Cette méthode est plus stable que la méthode de Gauss-Newton.

Elle peut toutefois converger moins vite lorsque les fonctions du problème traité pré-

sentent des singularités. D’une manière générale, elle est particulièrement adaptée à

des systèmes de petite taille.

Il existe d’autres types de méthodes de résolution de problèmes inverses qui ne

seront pas détaillées dans ce manuscrit :

– les techniques de Fourier (FFT) : elles sont particulièrement adaptées aux

problèmes de convolution et permettent la résolution de problèmes dans les

domaines temporel ou fréquentiel lorsque l’application le permet. Pour le lec-

teur intéressé par le sujet, il existe de nombreux ouvrages traitant des tech-

niques de Fourier tel que [7], qui traite de la théorie de Fourier et de quelques

applications.

– les approches probabilistes : elles sont également appelées "approches Bayé-

siennes". La théorie des processus stochastiques fournit une autre méthode de

régularisation, consistant en la mise en évidence des informations importantes

ressortant des problèmes posés. Il faut ici disposer d’une idée préconçue de la

solution recherchée. L’idée est de considérer toutes les grandeurs comme des

variables aléatoires afin de représenter toutes les incertitudes. La solution du

problème inverse est alors la fonction densité de probabilités associée à l’incon-

nue P et à la donnée d. Le lecteur intéressé par ces techniques peut se reporter
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à l’ouvrage [38].

Nous venons de voir quelques méthodes de résolution de problèmes inverses. Le choix

d’une méthode de résolution est dicté par les contraintes imposées par le problème

inverse à résoudre (contraintes sur les paramètres, linéarité ou non du problème,

complexité du modèle, idée préconçue ou non de la solution, information disponible

a priori, quantité d’informations disponibles, etc...).

Nous allons maintenant aborder quelques techniques utilisées afin d’identifier les

coefficients aérodynamiques de projectiles à partir de données de vol.

2.5 Méthodes de résolution spécifiques à l’identifi-

cation de coefficients aérodynamiques

Cette section passe en revue les différentes techniques déjà employées afin d’iden-

tifier les coefficients aérodynamiques de projectiles à partir de mesures prises en vol.

La liste n’est pas exhaustive mais se veut plutôt représentative de la diversité des

méthodes utilisées. Klein [44] propose de les distinguer en trois catégories :

– la méthode du critère du maximum de vraisemblance,

– la méthode d’identification au sens des moindres carrés,

– les méthodes basées sur l’utilisation du filtre de Kalman.

D’autres techniques n’appartenant pas à ces trois catégories sont aussi utilisées et

seront présentées.

2.5.1 Le maximum de vraisemblance

Weiss et Al. [69] proposent une résolution analytique des équations de la méca-

nique du vol (modèle à 6 degrés de liberté) afin d’éviter une intégration numérique

et tous les problèmes associés (erreurs d’intégration, problèmes de convergence). Les

auteurs supposent qu’il n’y a pas d’effet aérodynamique non linéaire (effet Magnus

ignoré). Notons que cette hypothèse n’est pas préjudiciable pour des projectiles sta-

bilisés par empennage sur des courtes distances, c’est-à-dire quand le projectile ne

développe pas de grands angles d’obliquité ou des vitesses de roulis très élevées.

L’implémentation de la résolution analytique est récursive et repose sur l’utilisation
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d’une méthode d’optimisation (non basée sur le gradient) appliquée à une fonction

coût du maximum de vraisemblance. A l’issue du calcul, les auteurs obtiennent des

valeurs de certains paramètres d’état du projectile (vitesse, vitesse de roulis, angles

d’obliquité, de tangage et de lacet) desquelles sont extraits les coefficients aérodyna-

miques (coefficient de traînée, d’entraînement en roulis, d’amortissement en roulis

et du moment de tangage). Les résultats ont montré l’efficacité de la méthode dans

l’estimation du coefficient du moment de tangage.

Dans le cadre de notre étude, il est attendu de développer une technique généra-

lisable à tout type de projectile, c’est pourquoi nous ne pouvons ignorer les effets

Magnus agisssant sur le projectile au cours du vol dans l’écriture de notre modèle

de comportement. Cela nous interdit alors la résolution des équations de manière

analytique.

Illif [39] identifie certains coefficients aérodynamiques (coefficients du roulis et du

moment de tangage) d’un avion grâce au critère du maximum de vraisemblance as-

socié à une technique de Gauss-Newton. L’auteur utilise ce critère dans la mesure

où il tient compte de la présence de bruit (bruit de mesure, bruit présent dans le

système dû à une excitation aléatoire à cause de turbulences atmosphériques par

exemple, erreur de modélisation) dans le modèle de comportement du projectile.

C’est pourquoi une telle écriture du modèle induit de traiter le problème de manière

statistique. En présence de bruit, l’auteur recommande l’utilisation d’une technique

de Newton-Raphson si le calcul des dérivées secondes des fonctions du modèle sont

accessibles. L’étude a permis d’obtenir, à partir de mesures réelles, des coefficients

aérodynamiques proches de ceux obtenus en soufflerie.

Nous n’envisageons pas d’employer le critère du maximum de vraisemblance dans

notre étude dans un premier temps car nous ne disposons pas de données probabi-

listes permettant d’estimer la distribution des estimations des paramètres recherchés.

D’autre part, notre étude n’en étant qu’au commencement, nous formulons notre

technique d’identification de manière simple et l’améliorerons progressivement. Le

critère du maximum de vraisemblance constitue donc une éventuelle voie d’amélio-

ration de notre méthode.
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2.5.2 Les méthodes d’identification au sens des moindres car-

rés

Chapman et Al. [12] ont été les pionniers dans l’identification de coefficients

aérodynamiques à partir de mesures prises en vol. Ils cherchent à minimiser l’écart

au sens des moindres carrés entre l’angle d’obliquité mesuré αexp et l’angle d’obliquité

théorique αcal :

S =
n
∑

i=1

(αexp (xi)− αcal (xi))
2 (2.38)

Pour cela, ils considèrent une équation différentielle non linéaire du second ordre :

α̈ +
(

C1 + C2α
2
)

α̇ +
(

C3 + C4α
2
)

α = 0 (2.39)

Sous les conditions initiales : α (0) = C5 et ˙α (0) = C6 (2.40)

où les dérivées sont exprimées par rapport à la distance x. Les constantes C1 et

C2 définissent le moment d’amortissement non linéaire et les constantes C3 et C4

définissent le moment statique non linéaire. Le but est d’identifier les paramètres

aérodynamiques C1, C2, C3 et C4 ainsi que les deux conditions initiales de sorte

que le carré des résidus (équation 2.38) soit minimisé, en utilisant la méthode des

corrections différentielles proposée par ces mêmes auteurs. Il s’agit d’un procédé

itératif reposant sur une dérivation paramétrique de l’équation (2.40) par rapport

à chacune des constantes Cj (j ∈ J1, . . . , 6K), aboutissant alors à un système de

six équations différentielles linéaires qui peut être écrit sous la forme d’un système

matriciel :

[A] [∆C] = [B] (2.41)

où

Ajk =
n
∑

i=1

(

∂α

∂Cj

)

i

(

∂α

∂Ck

)

i

et B =
n
∑

i=1

(αexp − αcal)i

(

∂α

∂Cj

)

i

(2.42)
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La résolution de ce système donne les corrections (∆C) qui sont ajoutées aux valeurs

courantes des coefficients Cj jusqu’à convergence de l’algorithme.

Williamson et Al. [71] identifient les coefficients aérodynamiques d’un projectile

grâce à une formulation du problème au sens des moindres carrés en intégrant dans

la procédure d’identification une modélisation de l’instrumentation permettant de

prendre en compte le décalage entre le modèle mathématique représentant le com-

portement du projectile et les données mesurées. En effet, il peut arriver que le

mouvement du projectile soit proche de la fréquence de résonance de l’instrumenta-

tion, ce qui entraîne un décalage entre la sortie de l’instrumentation et le mouvement

réel du projectile. Les auteurs montrent que la prise en compte de la modélisation

de l’instrumentation fournit de bien meilleurs résultats que ceux obtenus à partir

d’un schéma standard d’identification.

Mahmutyazicioglŭ et Al. [52] se sont inspirés des travaux de Weiss et al. [69]. Ils

proposent une résolution analytique des équations de la mécanique du vol basées

sur la théorie balistique linéaire en intégrant des variables complexes dans la for-

mulation du modèle. Les coefficients aérodynamiques sont extraits des grandeurs

d’état (angles complexes) du projectile et estimés grâce à une procédure basée sur

les moindres carrés. Les équations matricielles sont résolues au moyen de la méthode

de décomposition en valeurs singulières.

De manière générale, les méthodes basées sur l’utilisation des moindres carrés per-

mettent de s’approcher au mieux des mesures prises pendant le vol sans modifier

la modélisation du système, au contraire du critère du maximum de vraisemblance.

L’application de cette technique dans le cadre de notre étude semble donc être un

choix judicieux dans la mesure où elle permet une formulation simple du problème et

une adaptation plus facile à d’autres types de projectiles que le critère du maximum

de vraisemblance, qui nécessite la connaissance des distributions de probabilités des

grandeurs à estimer.

2.5.3 Les méthodes basées sur l’utilisation du filtre de Kal-

man

Kuo et Al. [45] emploient un filtre de Kalman étendu afin de débruiter les pa-

ramètres d’état du modèle. Une technique de Newton-Raphson modifiée (les termes

du second ordre sont négligés) et basée sur le critère du maximum de vraisemblance
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est ensuite utilisée pour identifier les coefficients aérodynamiques d’un projectile gy-

rostabilisé. L’étude menée en présence de bruit montre que les coefficients de traînée

et d’amortissement en roulis sont correctement identifiés, tandis que les estimations

des autres coefficients (coefficient de portance, du moment de tangage, du moment

de Magnus et du moment d’amortissement du tangage) sont moins bonnes en raison

de singularités dans le gradient de la fonction coût, dues au bruit.

La technique du filtre de Kalman est également employée par Quanwei et Al. [60]

qui traitent du problème d’identification de paramètres aérodynamiques en temps

réel. Ils reprennent le modèle construit par Kelsey et Al. [43] et le modifient de sorte

à le rendre indépendant de l’altitude du projectile. Pour cela, ils utilisent un filtre

de Kalman leur permettant d’estimer directement les coefficients aérodynamiques

du projectile. Leur étude a concerné plus particulièrement les coefficients d’entraî-

nement en roulis et du moment de tangage. Des tests ont montré que ces coefficients

peuvent être estimés précisément en temps réel, et ce en s’affranchissant des hypo-

thèse de Kelsey sur l’altitude du projectile.

Yamada et Al. [72] utilisent un filtre de Kalman étendu (Extended Kalman Filter,

EKF) dans leur article dédié à l’étude des coefficients aérodynamiques d’un pont.

Des essais ont montré que le filtre de Kalman étendu appliqué à l’algorithme où

sont intégrées les équations du mouvement donne des résultats très précis même si

le bruit est élevé.

Chowdhary et Al. [17] proposent une étude testant l’efficacité d’une version modifiée

du filtre de Kalman, appelée "filtre de Kalman non parfumé" (Unscented Kalman

Filter UKF) afin d’identifier les coefficients aérodynamiques d’un avion. Lorsque

le modèle est hautement non linéaire, le filtre de Kalman étendu peut donner des

résultats décevants à cause de l’approximation introduite par la linéarisation. Le

filtre de Kalman non parfumé est basé sur le principe de la transformée non par-

fumée introduite par Julier et Al. [42]. L’UKF repose sur l’idée qu’il est plus facile

d’approximer une distribution de probabilités gaussienne qu’une transformation non

linéaire arbitraire. Il consiste à propager un set de points (appelés "points sigma")

soigneusement choisis en utilisant les fonctions d’évolution de l’état. Les points sigma

sont choisis de façon déterministe de façon à prélever la distribution statistique du

vecteur d’état. Cela permet de propager directement la moyenne et la covariance

sur le système d’équations non linéaires, contrairement au filtre de Kalman étendu

qui les propage en linéarisant les équations. De plus, l’UKF dispense de calculer les
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matrices Jacobiennes et Hessiennes. Des tests numériques ont montré que l’UKF

converge plus vite que l’EKF. Néanmoins l’UKF est plus coûteux à programmer et

fournit des résultats très proches de ceux obtenus avec l’EKF.

De même que pour le critère du maximum de vraisemblance, l’utilisation d’un filtre

de Kalman n’est pas envisagée dans la mesure où, l’étude étant à son commencement,

nous ne prenons pas en compte la présence de bruit dans notre modèle de compor-

tement. Cette possibilité constituerait une voie d’amélioration de notre démarche

inverse.

2.5.4 Identification à partir de mesures issues de magnéto-

mètres

Fleck et Al. [29] détermine les coefficients aérodynamiques d’un projectile gyros-

tabilisé à partir de signaux issus de magnétomètres, associés à un accéléromètre et

un radar. Les principaux coefficients aérodynamiques ont pu être calculés à partir

des données extraites des signaux (coefficient de traînée, du moment de tangage, de

portance, d’amortissement du tangage et d’amortissement en roulis).

Changey et Al. [11] utilisent également la technique des magnétomètres afin de déter-

miner l’attitude du projectile (orientation du vecteur vitesse, position du projectile,

angle de roulis, d’attaque et de dérapage). Pour cela ils construisent un modèle

de vol réduit dans lequel les coefficients aérodynamiques du projectile sont suppo-

sés connus. Les données (mesures du champ magnétique terrestre) sont traitées au

moyen d’un filtre de Kalman étendu. Des tests numériques avec des données simulées

(comportement d’un projectile gyrostabilisé de 155 mm) ont montré la robustesse

de la technique développée qui fournit des résultats suffisamment précis pour per-

mettre le contrôle du projectile. Par ailleurs, cette étude a montré qu’il était possible

d’accéder aux informations voulues à l’aide d’un seul magnétomètre.

Les magnétomètres constituent une technique de mesures prometteuse dans la me-

sure où ils permettent d’obtenir, après traitement des données, de très bonnes ap-

proximations des coefficients aérodynamiques. Néanmoins, cette technique n’est pas

à notre disposition, c’est pourquoi nous ne nous inspirerons pas de ces deux études

lors du développement de notre démarche inverse.
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2.5.5 Identification à partir d’essais en tunnel de choc

Wey et Al. [70] ont proposé une technique pour identifier les coefficients aérody-

namiques d’un projectile à partir de mesures expérimentales, en utilisant un tunnel

de choc, c’est-à-dire un tunnel permettant de souffler un écoulement le long du pro-

jectile. Cette technique est appelée "technique de mesure de force en vol" (FFM,

Free-Flight force Measuring Technique). Ce travail est basé sur l’exploitation de pe-

tites trajectoires (10 à 20 cm), parcourues par un projectile explosif de référence de

calibre 12.8 mm. Des mesures de la vitesse d’écoulement sont obtenues au moyen de

la technique de vélocimétrie Doppler. Les mesures de déplacement (dans le plan ho-

rizontal et vertical) sont obtenues au moyen de la technique d’ombroscopie et grâce à

des caméras ultra-rapides Photron combinées à une technique de traitement d’images

permettant de suivre le mouvement de trois points de référence sur le projectile, puis

de reconstituer la trajectoire du centre de gravité ainsi que le mouvement angulaire

du projectile. Les coefficients aérodynamiques sont obtenus par comparaison entre

le mouvement théorique du projectile et les données mesurées, pour un nombre de

Mach égal à 3. Il résulte de l’étude que le coefficient de traînée extrait est en accord

avec la valeur de référence. Les résultats sont un peu moins satisfaisants concernant

la détermination des coefficients de moment de tangage et d’amortissement du tan-

gage.

Cette étude est aujourd’hui appliquée à des projectiles de petits calibres et nécessite

encore d’être développée avant de pouvoir l’appliquer à des projectiles de calibre

plus important. Notons par ailleurs que les auteurs emploient aussi la méthode des

moindres carrés afin de s’approcher au mieux des mesures prises lors des tests.

2.5.6 Identification à partir d’une technique de contrôle op-

timal

Chen et Al. [15] utilisent la technique du contrôle optimal afin de déterminer le

coefficient de traînée (variant au cours du temps) d’un projectile gyrostabilisé à par-

tir de mesures radar prises en vol. Le principe de la méthode consiste à transformer le

problème de minimisation de la fonctionnelle en un problème de minimisation para-

métrique multivariable, où le profil de contrôle est correctement paramétré (splines
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cubiques). Le problème est résolu au moyen d’une technique de Newton-Raphson

modifiée, ainsi qu’une fonction approchée d’Hamilton, le but étant de réduire le

coût de programmation (les moyens informatiques de l’époque n’étant pas aussi per-

formants qu’aujourd’hui). Ce procédé permet de corriger les imprécisions sur les

conditions initiales et de recontruire correctement la courbe du coefficient de traînée

du projectile. Par ailleurs, Chen et Al. [14] ont également développé un algorithme

d’apprentissage itératif afin d’identifier la fonction non linéaire représentative de la

traînée d’un projectile gyrostabilisé. Des tests ont été menés à partir de données

réelles de vol (mesures radar de vitesse) et ont montré l’efficacité de la méthode.

Cette dernière technique s’applique particulièrement à la recherche de coefficients aé-

rodynamiques variant en fonction du nombre de Mach. Elle n’est donc pas adaptée

à notre étude où nous supposons, comme nous le verrons par la suite, ces coefficients

constants.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, afin de mieux appréhender la notion de problème mal posé,

nous avons tout d’abord présenté quelques exemples d’applications dans différents

domaines tels que la mécanique, la thermique, l’acoustique, la médecine... Cela nous a

sensibilisés à la diversité des problèmes inverses pouvant exister, comme par exemple

l’identification de fissures, de conditions aux limites inaccessibles à la mesure, de

sources acoustiques, ou encore la reconstruction du potentiel électrique à la surface

du coeur dans le but de prévenir des maladies cardiaques. Nous pouvons aisément

comprendre que les formulations des problèmes inverses sont aussi variées que leurs

domaines d’applications. C’est pourquoi nous avons ensuite présenté les notions de

problèmes bien posés et mal posés, qui nous ont permis d’établir qu’un problème

peut être considéré comme problème inverse lorsqu’il ne satisfait pas au moins l’une

des trois conditions d’Hadamard (existence et unicité de la solution, et stabilité de

la solution par rapport aux données). Notre problème d’identification de coefficients

aérodynamiques à partir de mesures prises en vol est donc un problème mal posé.

Nous avons aussi présenté différentes techniques de résolution des problèmes in-

verses et un état de l’art des techniques utilisées pour l’identification de coefficients

aérodynamiques.
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Chapitre 3

Mise en équations du vol d’un

projectile

Introduction

Nous nous consacrons dans ce chapitre à la mise en équations du vol d’un pro-

jectile. Les conventions prises (repères, angles,...) sont exposées et les expressions

des forces et moments s’appliquant sur le projectile sont détaillées et illustrées. A

chaque effort est associé un coefficient aérodynamique, constituant ainsi un jeu de

coefficients que nous cherchons à identifier. La mise en équations du vol aboutit à un

modèle à six degrés de liberté. Nous faisons ensuite quelques hypothèses simplifica-

trices, valables pour un projectile flèche. Enfin nous présentons l’outil de simulation

directe que nous avons spécifiquement développé et le validons en le comparant à un

code développé par l’Institut Saint-Louis (ISL) mis à notre disposition par Nexter

Munitions. Notre outil de simulation directe servira dans la suite de l’étude à générer

des jeux de données fictives, que nous bruiterons éventuellement, destinées à vali-

der notre technique d’identification avant de l’appliquer à des données réelles. Enfin,

dans une dernière partie nous menons, pour un projectile flèche particulier, une étude

de sensibilité des paramètres d’état aux variations des coefficients aérodynamiques.

3.1 Les repères balistiques

Différents repères sont utilisés en balistique. Nous en définissons quatre :

45
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– (I, J,K) le repère Galiléen fixe pointant vers les étoiles et permettant de situer

la position et la direction du canon (latitude et azimut) sur la surface du globe

(figure 3.1) ;

–
(

i, j, k
)

le repère canon fixe lié au canon (j est le vecteur vertical dirigé vers

le haut reliant le centre de la Terre et le canon, et le plan (i, k) est tangent à

la surface de la Terre) (figure 3.1) ;

– (t, s, h) le repère trajectoire mobile lié à la trajectoire (t est le vecteur vitesse

du projectile) ;

– (c, a, b) le repère projectile mobile lié au projectile (c est le vecteur directeur

de l’axe longitudinal du projectile).

Figure 3.1 – Position du canon sur le globe terrestre

3.1.1 Du repère Terre au repère canon

Le canon est positionné au point M (figure 3.1) dans le repère Galiléen fixe

(I, J,K). L’axe de rotation de la Terre autour d’elle-même est dirigé selon K. La

position du canon peut être définie par deux angles :

– l’angle de la latitude Lat permet de localiser le repère lié au canon sur la Terre

(figure 3.2),

– l’angle d’azimut AZ permet de définir la direction du vecteur i par rapport

au Nord dans le plan (i, k) tangent à la surface de la Terre (positif vers l’est,

figure 3.3).
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Figure 3.2 – Définition de l’angle de latitude

(NB : Le vecteur ~N est tangent au méridien et pointe vers le Nord)

Figure 3.3 – Définition de l’angle d’azimut

(NB : Le vecteur ~j est dirigé du centre de la terre vers l’atmosphère)

3.1.2 Du repère canon au repère trajectoire

Une fois le repère canon
(

i, j, k
)

défini, nous procédons à un changement de re-

père vers le repère trajectoire (t, s, h) grâce aux angles de hausse θ et de gisement η

(figure 3.4). Concrètement, on représente les angles η et θ dans l’espace tel qu’illustré

par la figure 3.5. Le vecteur vr est la vitesse relative (c’est-à-dire par rapport à l’air)

du projectile.

Suite à ce changement de repère, nous pouvons écrire la matrice de passage sui-
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(a) Définition de l’angle de gisement
η < 0

(b) Définition de l’angle de
hausse θ > 0

Figure 3.4 – Passage du repère
(

~i,~j,~k
)

au repère
(

~t, ~s,~h
)

Figure 3.5 – Représentation spatiale des angles η (< 0) et θ

vante :

M(i,j,k)→(t,s,h) =







cos θ cos η sin θ − cos θ sin η

− sin θ cos η cos θ sin θ sin η

sin η 0 cos η






(3.1)

3.1.3 Du repère trajectoire au repère projectile

Le passage du repère trajectoire (t, s, h) au repère projectile (c, a, b) se fait grâce

aux angles ψ , δ et φ (figure 3.6).

L’expression de la matrice de passage associée à ce changement de repère est la
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(a) Définition de l’angle de
précession ψ > 0

(b) Définition de l’angle
d’obliquité δ > 0

(c) Définition de l’angle de
roulis φ > 0

Figure 3.6 – Passage du repère
(

~t, ~s,~h
)

au repère
(

~c,~a,~b
)

suivante :

M(t,s,h)→(c,a,b) =







cos δ sin δ cos ψ sin δ sinψ

− sin δ cosφ cos δ cosφ cosψ − sinφ sinψ cos δ cosφ sinψ + sinφ cosψ

sin δ sinψ − cos δ sinφ cosψ − cos δ sinφ sinψ + cosφ cosψ






(3.2)

Les deux matrices de passage sont orthogonales et leur produit permet d’obtenir une

troisième matrice de passage du repère
(
i, j, k

)
vers le repère (c, a, b) :

i j k

c

+cos δ cos η cos θ +cos δ sin θ − cos δ sin η cos θ
− cosψ sin δ cos η sin θ + cosψ sin δ cos θ +cosψ sin δ sin η sin θ

+sinψ sin δ sin η +sinψ sin δ cos η

a

− cosφ sin δ cos η cos θ − cosφ sin δ sin θ +cosφ sin δ sin η cos θ
− cosφ cosψ cos δ cos η sin θ +cosφ cosψ cos δ cos θ +cosφ cosψ cos δ sin η sin θ

+sinφ sinψ cos η sin θ − sinφ sinψ cos θ − sinφ sinψ sin η sin θ
+cosφ sinψ cos δ sin η +cosφ sinψ cos δ cos η

+sinφ cosψ sin η +sinφ cosψ cos η

b

+sinφ sin δ cos η cos θ +sinφ sin δ sin θ − sinφ sin δ sin η cos θ
+sinφ cosψ cos δ cos η sin θ − sinφ cosψ cos δ cos θ − sinφ cosψ cos δ sin η sin θ

+cosφ sinψ cos η sin θ − cosφ sinψ cos θ − cosφ sinψ sin η sin θ
− sinφ sinψ cos δ sin η − sinφ sinψ cos δ cos η

+cosφ cosψ sin η +cosφ cosψ cos η

Comme nous pouvons le constater d’après les expressions des différentes matrices de

passage, l’écriture des changements de repère en fonction des angles balistiques est

très lourde.
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3.1.4 Changements de repères en utilisant un quaternion d’Ha-

milton

La méthode trigonométrique est sujette à des indéterminations des angles utilisés

(dans le cas de trajectoires verticales). C’est pourquoi le choix est fait d’employer le

quaternion à la place des angles, afin d’alléger l’écriture du modèle mathématique.

Cette méthode permet également de lever les indéterminations sur les angles, et

s’avère plus robuste et plus rapide en terme de temps de calcul lors de la program-

mation du modèle.

En 1843, W. R. Hamilton [53] a pourvu l’espace vectoriel à quatre dimensions sur R

d’une structure multiplicative, de sorte que tous les axiomes relatifs aux corps soient

respectés, excepté la loi commutative de la multiplication. Il a nommé "quaternions"

les éléments d’un tel espace, noté "H". Les grandeurs 1, i, j, k sont choisies comme

éléments de base, l’élément 1 étant l’élément neutre de H. Comme il appartient à

un espace vectoriel, chaque élément de H peut s’écrire Q = λ0 + λ1i + λ2j + λ3k.

Q est donc un quaternion. Ses éléments λi (i = 0, ..., 3) appartiennent à l’ensemble

des réels. Un quaternion Q est composé d’une partie scalaire λ0 et d’une partie

vectorielle λ1i+ λ2j + λ3k. Il peut également s’écrire sous forme trigonométrique :

Q = |Q| (cosα + x sinα) avec |Q| =
√
λ20 + λ21 + λ22 + λ23 (3.3)

Le quaternion d’Hamilton permet de remplacer trois rotations par une seule autour

d’un axe adéquat. D’après [53] nous avons la relation suivante :

∀ r1 =




i

j

k


 ∈

(
i, j, k

)
, ∀ r2 =




c

a

b


 ∈ (c, a, b) , ∀λi ∈ R, i = 0, ..., 3

r2 = Qr1Q̄ = cc+ aa+ bb

=
(
λ0 + λ1i+ λ2j + λ3k

) (
ii+ jj + kk

) (
λ0 − λ1i− λ2j − λ3k

)
(3.4)

La multiplication de deux quaternions suit les règles indiquées dans le tableau 3.1.

La multiplication d’un vecteur par lui-même est analogue à la multiplication d’un

nombre complexe (imaginaire pur) par lui-même. La multiplication d’un vecteur par
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un autre vecteur suit les lois du produit vectoriel.

× 1 i j k

1 1 i j k

i i -1 k −j

j j −k -1 i

k k j −i -1

Table 3.1 – Lois régissant la multiplication de deux quaternions

Après calcul, nous obtenons la matrice de passage précédente reformulée avec le

quaternion :

M(i,j,k)→(c,a,b) =




λ20 + λ21 − λ22 − λ23 2 (λ1 λ2 + λ0 λ0) 2 (λ1 λ3 − λ0 λ2)

2 (λ1 λ2 − λ0 λ3) λ20 − λ21 + λ22 − λ23 2 (λ2 λ3 + λ0 λ1)

2 (λ1 λ3 + λ0 λ2) 2 (λ2 λ3 − λ0 λ1) λ20 − λ21 − λ22 + λ23


(3.5)

que nous noterons pour plus de légèreté :

M(i,j,k)→(c,a,b) =




l11 l12 l13

l21 l22 l23

l31 l32 l31


 (3.6)

L’avantage du quaternion représentatif des rotations globales est que sa valeur est in-

dépendante du système d’angles adopté (angles balistiques présentés précédemment

ou angles d’Euler). Si sa valeur est inchangée, son expression dépend en revanche

des angles de rotation caractéristiques de la rotation d’un repère intermédiaire à un

autre. Autrement dit, la valeur du quaternion Q est la même quelles que soient les

rotations effectuées, mais l’expression de ses éléments λ0, λ1, λ2, λ3 en fonction des

angles balistiques change selon le repère de projection utilisé. Le quaternion constitue

donc une alternative judicieuse aux angles balistiques car il permet d’alléger forte-

ment l’écriture du modèle balistique, de passer facilement d’un repère à un autre et

de lever les indéterminations qui pèsent sur les angles. Les expressions des éléments

λ0, λ1, λ2 etλ3 des quaternions en fonction de ces 5 angles et des changements de

repère souhaités sont données en annexe C.
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3.2 Inventaire des efforts s’appliquant sur un pro-

jectile

Les forces s’appliquant sur un projectile sont exprimées dans le repère de tir(
i, j, k

)
tandis que les moments le sont dans le repère lié au projectile (c, a, b) [28]

[35]. Nous donnons une formulation générale des forces et moments, ce qui signifie

qu’il est possible de les exprimer dans un autre repère que celui dans lequel nous

travaillons. De plus, en utilisant les matrices de passage précédentes, les forces et

moments peuvent au choix être exprimés avec les angles balistiques ou le quaternion.

Pour alléger l’écriture, nous utiliserons le quaternion. Nous posons :

– q =
1

2
ρ v2r la pression dynamique où ρ est la masse volumique de l’air et

vr la norme du vecteur vitesse relative (c’est-à-dire par rapport au vent) du

projectile,

– S =
πD2

4
le maître couple du projectile où D est le diamètre du projectile,

– t =
vr

vr
le vecteur vitesse normé du projectile.

Nous supposons dans la suite que l’atmosphère est au repos (absence de vent), c’est-

à-dire que la vitesse relative du projectile est égale à sa vitesse absolue vr = vabs.

3.2.1 Les forces

Les forces exercées sur le projectile au cours du vol ont des origines diverses.

Nous pouvons distinguer les forces aérodynamiques, des forces de pesanteur et de

Coriolis.

3.2.1.1 Les forces aérodynamiques

A chaque force aérodynamique s’exerçant sur le projectile est associé un coeffi-

cient aérodynamique. Pour une meilleure compréhension, nous illustrons l’influence

des forces aérodynamiques sur le projectile à l’aide de la figure 3.7.

– La force de traînée

La force de traînée (ou de résistance aérodynamique) agit sur le projectile sui-

vant le sens opposé à son vecteur vitesse et se situe dans le plan de résistance

formé par les vecteurs t et c. Elle s’applique au centre de poussée aérodyna-
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mique (point F). Son expression est la suivante :

D = −qSCxt = −qSCx




ti

tj

tk


 = −

ρS

2
vrCx




vri

vrj

vrk




(i, j, k)

(3.7)

Figure 3.7 – Forces aérodynamiques s’appliquant au projectile

– La force de portance

Si le projectile vole avec un angle d’obliquité non nul (angle formé par les

vecteurs vitesse relative vr et c), la répartition de la pression autour du pro-

jectile induit une force perpendiculaire au vecteur t et située dans le plan de

résistance. Elle s’applique aussi au centre de poussée aérodynamique (point
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F). Son expression est :

L = qSCzt ∧
c

sin δ
∧ t = qS

Cz
sin δ




ti

tj

tk


 ∧




ci

cj

ck


 ∧




ti

tj

tk




=
ρS

2

Cz
sin δ




l11
(
v2rj + v2rk

)
− l12vrivrj − l13vrivrk

l12 (v
2
ri + v2rk)− l11vrivrj − l13vrjvrk

l13
(
v2ri + v2rj

)
− l11vrivrk − l12vrjvrk




(i, j, k)

(3.8)

– La force de Magnus

Lorsque le projectile tourne sur lui-même (vitesse de rotation de roulis) et se

déplace avec un angle d’obliquité non nul, les forces de frottement créent un

écoulement du fluide (air) asymétrique autour du projectile. Cette asymétrie

induit une force transversale appelée force de Magnus qui s’applique au point

K et qui s’écrit :

K = qSCyp
ωcD

vr

c

sin δ
∧ t = qS

Cyp
sinδ

ωcD

vr




ci

cj

ck


 ∧




ti

tj

tk




=
ρS

2
ωcD

Cyp
sinδ




l12vrk − l13vrj

l13vri − l11vrk

l11vrj − l12vri




(i, j, k)

(3.9)

3.2.1.2 La force de pesanteur

Nous donnons ici l’expression de la pesanteur locale [30] (la démonstration est

présentée en annexe D) qui s’applique au centre de gravité G :

g = −g0




x

RT

1−
2y

RTz

RT



(i, j, k)

(3.10)
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Dans un souci de rigueur, il faut également prendre en compte la variation de g0

avec la latitude, suivant la formule :

g0 = 9.80665 (1− 0.0026 cos (2Lat)) (3.11)

où la valeur 9.80665 est définie à la latitude 45̊ et à altitude nulle.

3.2.1.3 La force de Coriolis

L’accélération de Coriolis dépend de la latitude du lieu et de la direction du tir.

La force de Coriolis s’applique au centre de gravité G et s’exprime comme suit :

Cor = 2vabs ∧ ΩT = 2




vabs i

vabs j

vabs k


 ∧




Ωi

Ωj

Ωk


 = 2




vabs jΩk − vabs kΩj

−vabs iΩk + vabs kΩi

vabs iΩj − vabs jΩi




(i, j, k)

= 2




vabs jΩT cos (Lat) sin (AZ)− vabs kΩT sin (Lat)

−vabs iΩT cos (Lat) sin (AZ) + vabs kΩT cos (Lat) cos (AZ)

vabs iΩT sin (Lat)− vabs jΩT cos (Lat) cos (AZ)




(i, j, k)

(3.12)

Dans le cas du tir de projectile de type flèche (tir tendu, faible portée), la force de

Coriolis a un effet négligeable sur la portée. En effet, l’altitude prise par le projectile

est très faible et nous pouvons supposer que :

vabs =




V

0

0




(i, j, k)

(3.13)

L’accélération de Coriolis dans le repère canon vaut :

Cor = 2vabs ∧ ΩT = 2




V

0

0


 ∧




ΩT cos (Lat) cos (AZ)

ΩT sin (Lat)

ΩT cos (Lat) sin (AZ)




= 2ΩTV




0

cos (Lat) sin (AZ)

sin (Lat)




(i, j, k)

(3.14)
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L’effet de l’accélération de Coriolis sur la trajectoire est donné par :




d2x

dt
d2y

dt
d2z

dt



= 2ΩTV




0

cos (Lat) sin (AZ)

sin (Lat)




(i, j, k)

(3.15)

Son influence exprimée dans le repère canon vaut :

(
y

z

)
= ΩTV t

2

(
cos (Lat) sin (AZ)

sin (Lat)

)
(3.16)

Autrement dit, l’accélération de Coriolis n’a pas d’effet sur x, c’est-à-dire la portée,

dans le cas d’un tir tendu. A une altitude donnée, l’effet sur la déviation (c’est-à-dire

sur z) est indépendant de l’azimut du tir. Enfin, si l’on s’approche de l’équateur (cas

où la latitude décroit), l’effet Coriolis sur la déviation diminue, tandis que celui sur

l’altitude augmente (à condition que l’azimut ne soit pas nul).

Dans le cas d’un tir d’artillerie (tir courbe, longue portée), l’effet Coriolis a un

impact non négligeable sur la portée du tir, en plus de celui sur la déviation. A titre

d’exemple, le tableau 3.2 montre l’impact de l’accélération de Coriolis sur la portée

et la déviation du tir, selon que l’on tire vers le Nord, vers le Sud, vers l’Ouest ou

vers l’Est. Les différences DX (portée) et DZ (déviation) indiquées sont faites par

rapport à un tir dans les mêmes conditions SANS prise en compte de l’accélération

de Coriolis. La portée du tir est d’environ 24 km, pour une hausse de 45̊ .

Conditions de tir Effet Coriolis (m)
Lat η Direction du tir DX DZ
45 0 Sud → Nord -0.30 55.74
45 180 Nord → Sud -5.43 107.73
45 90 Ouest → est 38.3 83.1
45 270 Est → Ouest -44.2 80.6

Table 3.2 – Effet Coriolis sur la portée et la déviation d’un projectile gyrostabilisé
en fonction des conditions de tir (en mètres)
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Ces résultats illustrent la nécessité de la prise en compte de l’accélération de Coriolis

dans les tables de tir pour ce type de projectiles.

3.2.2 Les moments aérodynamiques

Comme pour les forces, nous commençons par illustrer les moments aérodyna-

miques s’exerçant sur le projectile (figure 3.8). Nous rappelons que les moments sont

projetés dans le repère (c, a, b).

Figure 3.8 – Moments aérodynamiques s’appliquant au projectile

– Le moment d’entraînement en roulis

Comme son nom l’indique, le moment d’entraînement en roulis est responsable

de la rotation du projectile autour de son axe longitudinal. Ce moment n’est

pas induit pour les mêmes raisons sur les projectiles empennés que sur les pro-

jectiles gyrostabilisés. Les projectiles empennés sont stables statiquement, et

n’ont donc pas besoin de tourner pour être stables en vol en théorie. Leur rota-

tion est volontairement entraînée grâce à la mise en place d’ailettes biseautées

ou braquées sur le corps du projectile afin de compenser d’éventuelles imper-

fections géométriques. En revanche, les projectiles gyrostabilisés sont stables

gyroscopiquement, c’est-à-dire qu’il est nécessaire de les faire tourner pour ob-
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tenir un comportement stable en vol, et ce dès le début du vol. Pour cela, les

tubes destinés à tirer des engins gyrostabilisés sont rayés. Il est également im-

portant de préciser qu’il est possible de tirer des flèches de moyen calibre (25-30

mm) dans des tubes rayés, leur donnant ainsi une rotation initiale à l’intérieur

du tube. Cette pratique a lieu dans les cas où des projectiles gyrostabilisés

et empennés sont tirés successivement, ce qui permet de garder le même tube

pour tirer chacun des projectiles. L’expression du moment d’entraînement en

roulis est la suivante :

ME = qSDCl0c = qSDCl0




1

0

0




(c, a, b)

(3.17)

– Le moment d’amortissement en roulis

Ce moment s’oppose au moment d’entraînement en roulis par effet de la ré-

sistance de l’air sur la face plane de l’ailette en rotation. Après une montée

rapide de la vitesse de roulis du projectile, le moment d’amortissement en rou-

lis stabilise la vitesse de roulis quand l’équilibre est atteint. Son expression est

la suivante :

MR = −qSDClp
ωcD

vr
c = −qSDClp

ωcD

vr




1

0

0




(c, a, b)

(3.18)

– Le moment de tangage

Le moment de tangage induit un mouvement de pendulation du projectile et

influence directement sa stabilité statique, selon qu’il a un effet stabilisateur ou

déstabilisateur indépendamment de toute autre forme de compensation (roulis

notamment). Le moment est stabilisateur si le centre de poussée aérodyna-

mique F est situé derrière le centre de gravité du projectile, (cas des projectiles

empennés) et déstabilisateur si le centre de poussée aérodynamique F se situe

devant le centre de gravité (cas des projectiles gyrostabilisés). Ceci explique

donc la nécessité de compenser l’instabilité statique des projectiles gyrostabi-

lisés par une stabilisation gyroscopique. Pour être efficace, cette rotation doit

dépasser un seuil défini par le critère de stabilité gyroscopique.
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Le moment de tangage s’écrit ainsi :

MA = qSDCm

(
t ∧

c

sin δ

)
= qSD

Cm
sin δ




tc

ta

tb


 ∧




1

0

0




=
ρS

2
vrD

Cm
sin δ




0

l31vri + l32vrj + l33vrk

l21vri + l22vrj + l23vrk




(c, a, b)

(3.19)

d’après l’expression de la matrice de passage du repère
(
i, j, k

)
vers (c, a, b)

(annexe B).

– Le moment d’amortissement en tangage

Le moment d’amortissement en tangage atténue peu à peu l’amplitude de pen-

dulation du projectile (diminution progressive de l’angle d’obliquité au cours

du vol) générée par le moment de tangage. Contrairement au moment de tan-

gage, le moment d’amortissement en tangage a un effet sensible sur la stabilité

dynamique du projectile. C’est pourquoi, de manière générale, il est préfé-

rable d’avoir un coefficient Cmq assez grand pour obtenir un amortissement de

la pendulation efficace et atteindre la stabilité dynamique rapidement. Il se

formule de la manière suivante :

MD = −qSDCmq

(
c ∧ ċ

D

vr

)
= −qSDCmq

D

vr


c ∧


ω ∧ c︸ ︷︷ ︸

ċ






= −
ρS

2
D2Cmqvr




0

ωa

ωb




(c, a, b)

(3.20)

où ω est le vecteur rotation instantanée du projectile.

– Le moment de Magnus

La force transversale de Magnus engendre un moment qui induit un mouvement

dans une direction perpendiculaire au plan de résistance du projectile. Son effet

est très sensible sur la stabilité dynamique des projectiles lorsque le roulis est

élevé. Cela se traduit sur la trajectoire par un amortissement insuffisant de
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l’obliquité du projectile, créant alors une obliquité résiduelle (phénomène de

remontée d’obliquité). Son expression est la suivante :

MM = −qSDCnp
ωcD

vr
c ∧

( c

sin δ
∧ t

)

= −qSD2 Cnp
sin δ

ωc
vr




0

−ta

−tb




=
ρS

2
D2ωc

Cnp
sin δ




0

l21vri + l22vrj + l23vrk

l31vri + l32vrj + l33vrk




(c, a, b)

(3.21)

3.3 Mise en équations du vol d’un projectile

3.3.1 Principe fondamental de la dynamique

Pour commencer, appliquons le principe fondamental de la dynamique (noté

PFD).

Pour un projectile de centre de gravité G de masse m constante soumis à un champ

de forces F dans un repère galiléen (absolu), nous avons :

m
dvG

dt
= F (3.22)

Afin de projeter le PFD dans le repère (relatif )
(
i, j, k

)
lié au canon, il faut faire un

changement de repère (figure 3.9) pour obtenir la vitesse absolue du projectile vabsG .

Sachant que la position du centre de gravité du projectile dans le repère canon

s’exprime par :

OG = xi+ yj + zk (3.23)

Sa vitesse s’écrit alors :

vabsG =
dTG

dt
=
dx

dt
i+

dy

dt
j +

dz

dt
k

︸ ︷︷ ︸
vitesse relative

+ x
di

dt
+ y

dj

dt
+ z

dk

dt
+
dTO

dt︸ ︷︷ ︸
vitesse d’entraînement

(3.24)
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Figure 3.9 – Repère absolu et repère relatif
(ΩT le vecteur rotation de la Terre, T le centre de la Terre, O l’origine du repère

canon et G la position du centre de gravité du projectile)(
~I, ~J, ~K

)
est le repère galiléen, et

(
~i,~j,~k

)
est le repère lié au canon

On écrit de manière plus générale :

vabsG = vr G + veG = vr G + ΩT ∧ TG (3.25)

A partir de l’équation de la vitesse absolue vabsG (3.24) du projectile, on calcule

l’accélération absolue ΓabsG :

ΓabsG =
d2TG

dt2
=
d2x

dt2
i+

d2y

dt2
j +

d2z

dt2
k

︸ ︷︷ ︸
accélération relative

+ x
d2i

dt2
+ y

d2j

dt2
+ z

d2k

dt2
+
d2TO

dt2︸ ︷︷ ︸
accélération d’entraînement

+ 2

(
dx

dt

di

dt
+
dy

dt

dj

dt
+
dz

dt

dk

dt

)

︸ ︷︷ ︸
accélération de Coriolis

(3.26)

Ou encore :

ΓabsG = Γr G + 2ΩT ∧ vabsG + ΩT ∧ (ΩT ∧ TG) (3.27)
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Finalement le PFD appliqué au centre de gravité G du projectile et exprimé dans le

repère
(
i, j, k

)
lié au canon s’écrit :

Γr G =

∑
F

m
− −2ΩT ∧ vabsG︸ ︷︷ ︸

Cor

+ g′ − ΩT ∧ (ΩT ∧ TG)︸ ︷︷ ︸
g

(3.28)

Ou encore : 


˙vri
˙vrj
˙vrk


 =

1

m
(D + L+K) + Cor + g (3.29)

3.3.2 Théorême du moment cinétique

Désormais nous faisons le bilan des moments appliqués sur le projectile. Dans le

repère Galiléen (I, J,K) nous avons la relation suivante :

∑

M =
dH(I,J,K)

dt
(3.30)

où H(I,J,K) est le moment cinétique du projectile exprimé dans le repère Galiléen.

La dérivée du moment d’inertie est reliée au vecteur rotation du repère projectile

(c, a, b) par rapport au repère Galiléen (I, J,K) :

dH(I,J,K)

dt
=

d

dt

(
J · ω(c,a,b)/(I,J,K)

)
(3.31)

où J est la matrice d’inertie du projectile.

Or, le vecteur rotation du repère projectile (c, a, b) par rapport au repère Galiléen

(I, J,K) est donnée par :

ω(c,a,b)/(I,J,K) = ω(c,a,b)/(i,j,k) + ω(i,j,k)/(I,J,K)︸ ︷︷ ︸
Vecteur rotation de la Terre ΩT

(3.32)

La vitesse de rotation de la Terre étant de l’ordre de 10−5 rad.s−1 nous pouvons

négliger le terme ω(i,j,k)/(I,J,K) de l’équation (3.32) devant la vitesse de rotation
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ω(c,a,b)/(i,j,k) du projectile, et l’expression du théorême du moment cinétique devient :

∑
M =

dH(I,J,K)

dt
≈
dH(i,j,k)

dt
(3.33)

Nous pouvons donc écrire que les expressions des dérivées du moment cinétique dans

le référentiel canon
(
i, j, k

)
et dans le repère (c, a, b) sont reliées par la formule de

changement de repère :

dH(i,j,k)

dt
=
dH(c,a,b)

dt
+ ω(c,a,b)/(i,j,k) ∧H(c,a,b) (3.34)

Le moment cinétique dans le repère (c, a, b) est donné par :

H(c,a,b) = J · ω(c,a,b)/(i,j,k) (3.35)

Le projectile a une symétrie de révolution et n’est pas balourdé, donc la matrice

d’inertie J s’écrit :

J =




I1 0 0

0 I2 0

0 0 I2




(c,a,b)

(3.36)

I1 désigne l’inertie longitudinale, et I2 l’inertie transversale.

Nous obtenons donc :

H(c,a,b) = J · ω(c,a,b)/(i,j,k) =




I1ωc

I2ωa

I2ωb




(c,a,b)

(3.37)

et par conséquent :

dH(c,a,b)

dt
=




I1ω̇c

I2ω̇a

I2ω̇b




(c,a,b)

(3.38)
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Finalement le théorême du moment cinétique exprimé dans (c, a, b) donne :

∑
M =

dH(c,a,b)

dt
+ ω(c,a,b) ∧H(c,a,b)

⇔
∑

M =




I1ω̇c

I2ω̇a + ωcωb (I1 − I2)

I2ω̇b + ωcωa (I2 − I1)




(c,a,b)

(3.39)

Soit finalement :




I1ω̇c

I2ω̇a + ωcωb (I1 − I2)

I2ω̇b + ωcωa (I2 − I1)




(c,a,b)

=ME +MR +MA +MD +MM (3.40)

3.3.3 Relations cinématiques

Comme nous travaillons avec le quaternion, il est nécessaire d’écrire les relations

cinématiques liant les éléments du quaternion et les vitesses de rotation. D’après

[53], nous avons :




λ̇0

λ̇1

λ̇2

λ̇3



= Λ ·




ωc

ωa

ωb


 (3.41)

Où :

Λ =
1

2




−λ1 −λ2 −λ3

λ0 −λ3 λ2

λ3 λ0 −λ1

−λ2 λ1 λ0




(3.42)

3.3.4 Equations différentielles donnant les positions

Enfin, pour compléter la mise en équation, il faut ajouter les équations diffé-

rentielles donnant les positions du centre de gravité du projectile (intégration des
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vitesses absolues du projectile) :




ẋ

ẏ

ż


 =




vabs i

vabs j

vabs k


 (3.43)

3.3.5 Bilan de la mise en équations

Finalement la mise en équations aboutit à un système de treize équations dif-

férentielles que l’on appellera par la suite modèle balistique à six degrés de liberté.

Les six degrés de liberté sont les trois positions et les trois rotations. Ce système est

composé de :

– 3 équations (relation (3.29)) provenant du principe fondamental de la dyna-

mique où vabsi , vabsj et vabsk sont les composantes de la vitesse absolue exprimée

dans le repère canon,

– 3 équations (relation (3.40)) provenant du théorême du moment cinétique où

ωc, ωa et ωb sont les composantes de la vitesse de rotation exprimée dans le

repère projectile,

– 4 équations cinématiques (relation (3.41)) liant les éléments du quaternion

et les vitesses de rotation où λ0, λ1, λ2 e λ3 sont les éléments du quaternion

représentatif de la rotation du projectile,

– 3 équations différentielles (relation (3.43)) donnant l’évolution de la position

du centre de gravité du projectile exprimée dans le repère canon.

De manière générale la mise en équation du vol d’un projectile peut se mettre sous

une forme simplifiée :

U̇ = f (U (t) , C, t) (3.44)

où U = [vabsi, vabsj, vabsk, ωc, ωa, ωb, λ0, λ1, λ2, λ3, x, y, z]
T est le vecteur composé

des paramètres d’état (dont certaines composantes sont éventuellement mesurables)

et C = [Cx, Cz, Cyp, Cl0, Clp, Cm, Cnp, Cmq]
T est le vecteur composé des coefficients

aérodynamiques. La formulation détaillée du système (3.44) est donnée en annexe

E.
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3.4 Intégration numérique des équations du vol

Même si la mise en équations est générale, dans notre étude nous nous intéressons

principalement au vol d’un projectile de type flèche.

3.4.1 Simplifications de la modélisation

Dans notre étude portant sur un projectile flèche de calibre 120 millimètres (des

précisions sont données en annexe A), nous pouvons procéder à quelques simplifica-

tions dans la formulation du modèle balistique.

Tout d’abord, les phénomènes d’aéroélasticité [37] pouvant perturber le vol du pro-

jectile sont négligés. Le projectile est donc supposé comme indéformable et est mo-

délisé par un solide rigide.

La première simplification consiste à supposer les coefficients aérodynamiques du

projectile comme constants. En effet, le nombre de Mach peut être considéré comme

constant étant donné la faible perte de vitesse du projectile pendant le vol.

Nous supposons qu’il n’y a pas de vent, et donc vr = vabs. De plus la trajectoire

de la flèche décrit un tir tendu, ce qui signifie que le projectile prend peu d’alti-

tude pendant le vol. C’est pourquoi nous pouvons d’une part supposer la densité de

l’air et la température constantes. Cela permet de considérer d’autre part de petits

angles d’obliquité δ, nous permettant alors d’approcher sin δ par δ. Par conséquent,

nous pouvons linéariser l’expression de certains coefficients aérodynamiques (forces

de portance et de Magnus, moments de tangage et de Magnus).

Le coefficient de portance devient alors :

Cz =
∂Cz
∂δ

δ = Czδδ (3.45)

Et par conséquent la force de portance qui s’écrivait :

L =
ρS

2

Cz
sin δ




l11
(
v2rj + v2rk

)
− l12vrivrj − l13vrivrk

l12 (v
2
ri + v2rk)− l11vrivrj − l13vrjvrk

l13
(
v2ri + v2rj

)
− l11vrivrk − l12vrjvrk




(i,j,k)

(3.46)
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devient :

=
ρS

2
Czδ




l11
(
v2rj + v2rk

)
− l12vrivrj − l13vrivrk

l12 (v
2
ri + v2rk)− l11vrivrj − l13vrjvrk

l13
(
v2ri + v2rj

)
− l11vrivrk − l12vrjvrk




(i,j,k)

(3.47)

La simplification s’applique aussi à d’autres coefficients aérodynamiques. Ainsi nous

avons :

– pour la force de Magnus :

Cyp =
∂Cyp
∂δ

δ = Cypδδ (3.48)

– pour le moment de tangage :

Cm =
∂Cm
∂δ

δ = Cmδδ (3.49)

– pour le moment de Magnus :

Cnp =
∂Cnp
∂δ

δ = Cnpδδ (3.50)

En tenant compte de ces simplifications dans le modèle à six degrés de liberté, nous

intégrons numériquement les équations du vol dans le but de générer des jeux de

"mesures fictives" qui seront utilisés en entrée de la procédure d’identification.

3.4.2 Développement d’un outil d’intégration numérique des

équations de la mécanique du vol

Actuellement, un code de mécanique du vol, basé sur un modèle à six degrés

de liberté, développé par l’Institut Franco-Allemand de Saint-Louis (ISL) est mis à

notre disposition par la société Nexter Munitions. Ce code a des tests de stabilité

empêchant par exemple de générer un vol en n’activant qu’un seul coefficient. Or,

comme le développement de notre procédure d’identification se fait pas à pas, en

activant progressivement les équations de la mécanique du vol, nous avons eu besoin

de développer un outil maléable afin de générer des données simulées optimales, qui

soient adaptables au développement progressif de la méthode. C’est pourquoi nous
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avons développé notre propre outil d’intégration numérique des équations du vol.

Nous utilisons toutefois le code ISL comme élément de comparaison et de valida-

tion.

La vitesse de roulis élevée d’un projectile flèche implique une évolution rapide des

angles et des éléments du quaternion, nous avons donc testé plusieurs schémas d’in-

tégration des équations de la mécanique du vol afin de déterminer celui qui est le

plus adapté. Les schémas numériques utilisés sont :

– le schéma d’Euler explicite (à un pas),

– la méthode d’Adams-Bashforth ([1], [8]), schéma explicite d’ordre 2 (à deux

pas),

– le schéma de Runge-Kutta implicite (ordre 4) et explicite (ordre 7) ([58]).

Les figures 3.10 à 3.14 présentent les résultats obtenus grâce aux différents schémas

d’intégration testés. Ils sont comparés aux résultats obtenus par le code de l’ISL. Les

courbes sont adimensionnalisées et certaines graduations sur les axes n’apparaissent

pas pour des raisons de confidentialité.

Le vol test est un cas avec remontée d’obliquité en fin de vol.

Il ressort de cette étude que les résultats obtenus avec la méthode d’Euler (pour un

pas de temps de 10−6 secondes) sont satisfaisants en termes de vitesses, positions,

vitesse de roulis. Toutefois pour l’angle d’obliquité la méthode engendre une erreur

de 19% par rapport aux résultats obtenus avec le code de l’ISL. Dans le cas du vol

test (instable), la divergence du schéma d’Euler le rend invalide. Le schéma multi-

pas (Adams-Bashforth) multipas d’ordre 2 (dt = 7.10−5 secondes) et les schémas de

Runge-Kutta à l’ordre 4 (dt = 5.10−4 secondes) et 7 (dt = 10−3 secondes) donnent

des résultats très précis (0% d’écart sur l’angle d’obliquité). Le schéma de Runge-

Kutta d’ordre 7 (explicite) permet l’emploi du plus grand pas de temps. Ce schéma

sera donc utilisé par la suite pour simuler les vols et générer des jeux de "mesures

fictives" qui serviront de données d’entrée de la procédure d’identification.

Comme nous le verrons par la suite, le développement de la procédure d’identifica-

tion s’est fait pas à pas en ajoutant progressivement les équations de la mécanique

du vol, c’est-à-dire en activant progressivement les coefficients aérodynamiques in-

tervenant dans le modèle balistique. Nous identifierons donc successivement trois,

quatre, six puis sept coefficients aérodynamiques. Le tableau 3.3 donne les pas de

temps maximaux autorisés pour chaque cas d’identification et pour chaque schéma
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d’intégration testé afin d’obtenir une précision satisfaisante. Dans la première ligne

du tableau dt désigne le pas de temps, EE désigne la méthode d’Euler Explicite,

MP2 désigne le schéma d’intégration multipas d’ordre 2, et RK4 et RK7 désignent

respectivement le schéma d’intégration de Runge-Kutta d’ordre 4 et d’ordre 7.

h
h

h
h
h

h
h

h
h
h

h
h
h

h
h
h

hh

Cas d’identification
Schéma

EE MP2 RK4 RK7

Cx, Clp, Cl0 10−3 10−2 3.10−3 10−2

Cx, Clp, Cl0, Cmq 10−6 10−5 3.10−4 5.10−3

Cx, Clp, Cl0, Cmq, Cmδ, Cnpδ 10−6 7.10−5 5.10−4 2.10−3

Cx, Clp, Cl0, Cmq, Cmδ, Cnpδ, Czδ 10−6 7.10−5 5.10−4 2.10−3

Table 3.3 – Pas de temps dt maximal autorisé (en secondes)
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Figure 3.10 – Composantes de la vitesse v∗absi et v∗absj
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Figure 3.11 – Composantes de la vitesse v∗absk et de la vitesse angulaire ω∗c
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Figure 3.13 – Position x∗ et altitude y∗
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En réalité, nous verrons au chapitre 4 que nous ne disposons de mesures que

des paramètres d’état vitesse de déplacement vabsi et vitesse de roulis ωc. Nous al-

lons donc mener une étude de sensibilité des paramètres d’état par rapport aux

coefficients aérodynamiques afin de déterminer s’il est possible de définir un modèle

réduit ne prenant en compte que ces deux paramètres d’état, afin de pouvoir appli-

quer notre technique d’identification à un tir déjà instrumenté.

Cette étude a pour but de mettre en évidence le rôle de chaque coefficient aéro-

dynamique dans le comportement en vol du projectile. Pour cela, les coefficients

aérodynamiques sont tour à tour multipliés par dix. Le tableau 3.4 indique, pour
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chaque coefficient aérodynamique, quel(s) paramètre(s) d’état est (sont) influencé(s).

`
`
`

`
`
`

`
`
`

`
`
`

`
`̀

Paramètres
Coefficients

Cx Cz Cypδ Clp Cl0 Cmδ Cmq Cnpδ

vi X
x X
ωc X X X
y X X X X
vj X X X X X X
ωa X X X X X X
ωb X X X X X X
vk X X X X X X X
z X X X X X X X

Table 3.4 – Influence des coefficients aérodynamiques sur les paramètres du vol (X
indique une influence)

Au terme de cette étude de sensibilité pour notre projectile flèche de référence, il est

mis en évidence que les paramètres d’état ne sont pas tous influencés par tous les

coefficients aérodynamiques (figure 3.15). Nous pouvons en effet remarquer dans le

tableau 3.4 qu’aucun paramètre d’état n’est sensible à une variation du coefficient

aérodynamique Cyp (force de Magnus). Il sera donc impossible d’identifier ce coeffi-

cient.

De plus, le paramètre de vitesse vabsi et le paramètre de vitesse de roulis ωc ne sont

influencés respectivement que par le coefficient Cx (force de traînée) (figure 3.16)

et les coefficients Clp et Cl0 qui interviennent dans les moments d’entraînement et

d’amortissement en roulis (figure 3.17). Ces résultats sont confirmés par les tableaux

3.5 à 3.8 indiquant le pourcentage d’erreur (calculé au moyen de la formule 3.51)

entre un vol où les coefficients aérodynamiques sont initialisés à leur valeur de réfé-

rence et un vol où ils sont modifiés.

erreur =

√√√√√√√

∫

t

(
U iref

− U i

)2

dt
∫

t

U2
iref

dt

(3.51)
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Czδ × 10 Cypδ × 10 Cmδ × 10 Cmq × 10 Cnpδ × 10
vi 1.57.10−5 9.49.10−8 1.59.10−6 1.13.10−5 12.21.10−4

ωc 6.50.10−6 3.45.10−8 6.58.10−7 4.46.10−6 3.38.10−6

Table 3.5 – Influence de certains coefficients sur les normes d’erreur (relation (3.51))
vi et ωc
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Figure 3.15 – Insensibilité de la vitesse v∗absi et de la vitesse angulaire ω∗c par rapport à
certains coefficients aérodynamiques

Cx × 2 Cx × 5 Cx × 10
vi 3.12 11.16 21.40
ωc 2.97 10.56 20.15

Table 3.6 – Influence de Cx sur vi et ωc



74 CHAPITRE 3. MODÈLE DE COMPORTEMENT

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

v
∗ a
bs

i
v
∗ a
bs

i
v
∗ a
bs

i
v
∗ a
bs

i

Temps en secondesTemps en secondesTemps en secondesTemps en secondes

referencereferencereferencereference

10× Cx

2× Cx2× Cx2× Cx
5× Cx5× Cx

(a) Vitesse v∗absi

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

ω
∗ c

ω
∗ c

ω
∗ c

ω
∗ c

Temps en secondesTemps en secondesTemps en secondesTemps en secondes

referencereferencereferencereference

10× Cx

2× Cx2× Cx2× Cx
5× Cx5× Cx

(b) Vitesse angulaire ω∗c

Figure 3.16 – Sensibilité de la vitesse v∗absi et de la vitesse angulaire ω∗c par rapport à
Cx

Clp × 2 Clp × 5 Clp × 10
vi 1.79.10−8 2.48.10−8 2.64.10−8

ωc 48.95 79.38 89.67

Table 3.7 – Influence de Clp sur vi et ωc

Cl0 × 2 Cl0 × 5 Cl0 × 10
vi 1.10.10−7 4.3.10−5 14.12.10−4

ωc 100.00 400.00 899.59

Table 3.8 – Influence de Cl0 sur vi et ωc
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Figure 3.17 – Sensibilité de la vitesse angulaire ω∗c par rapport à Clp et Cl0

Les équations v̇i et ω̇c peuvent donc être découplées du reste des équations de

la mécanique du vol. Cela signifie qu’il est possible d’établir un modèle réduit ne



3.5. CONCLUSION 75

prenant en compte que ces deux équations (et les trois coefficients associés) afin

de déterminer uniquement trois coefficients aérodynamiques. Ne tenant ainsi pas

compte des autres forces et moments s’appliquant au projectile, le modèle balistique

réduit s’écrit :

{

˙vabsi =
ρS
2m

(−vrvriCx)

ω̇c =
−ρS
2I1

[D2Clpωcvr −DCl0v
2
r ]

(3.52)

Ainsi, si nous reprenons la formulation généralisée de notre modèle balistique à six

degrés de liberté, nous avons :

U̇ = f (U (t) , C, t) (3.53)

où U = [vabsi, ωc]
T est le vecteur composé des paramètres d’état mesurés du système

et C = [Cx, Cl0, Clp]
T est le vecteur composé des coefficients aérodynamiques re-

cherchés. Par conséquent, afin de traiter le cas réel, nous adapterons notre problème

d’optimisation aux mesures disponibles. Le modèle réduit où seuls interviennent la

force de traînée, le moment d’entraînement en roulis et le moment d’amortissement

en roulis sera donc utilisé lors de l’identification des trois coefficients aérodynamiques

Cx, Clp et Cl0 d’abord menée sur des données simulées, puis sur des données réelles

afin de valider notre méthode d’identification de coefficients aérodynamiques.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, le modèle balistique à six degré de liberté régissant le compor-

tement d’un projectile en vol a été construit. Pour cela, nous avons d’abord présenté

les différents angles et repères utilisés en balistique. Le quaternion a été adopté

pour alléger l’écriture du modèle. Les forces et moments s’appliquant au projectile

ont ensuite été explicités et illustrés, mettant en évidence les coefficients aérody-

namiques qui nous intéressent. Plusieurs outils d’intégration numérique du modèle

ont été développés avec différents schémas d’intégration (Euler explicite, méthode

d’Adams-Bashforth explicite d’ordre 2, et méthode de Runge-Kutta d’ordres 4 et 7).

Au terme de cette analyse, nous avons choisi d’adopter la méthode de Runge-Kutta

Feldberg d’ordre 7 car elle apporte une précision satisfaisante et permet d’employer
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un plus grand pas de temps (10−3 secondes) que les autres schémas d’intégration.

Enfin nous avons étudié l’influence des coefficients aérodynamiques sur les para-

mètres d’état vabsi et ωc et nous avons montré qu’il est possible de formuler un

modèle réduit du comportement d’un projectile flèche, ne prenant en compte que

ces deux paramètres et les trois coefficients aérodynamiques Cx, Clp et Cl0, dans le

but d’exploiter un jeu de données déjà disponibles uniquement composé de mesures

des deux paramètres vabsi et ωc.



Chapitre 4

Identification des coefficients

aérodynamiques à partir de données

issues d’un vol

Introduction

Ce chapitre est consacré à la présentation de la démarche que nous proposons

pour identifier les coefficients aérodynamiques d’un projectile à partir de mesures

prises en vol. Nous commençons par formuler un problème d’identification sous la

forme d’un problème d’optimisation non linéaire en dimension finie, que nous ré-

solvons au moyen de la méthode de Newton-Raphson. Nous présentons ensuite les

résultats lors de tests à partir de données simulées générées grâce au code d’inté-

gration numérique des équations du vol proposé au chapitre 3. Le développement

numérique de notre technique d’identification est progressif : les équations de la mé-

canique du vol et les coefficients aérodynamiques sont activés successivement afin

de valider la programmation pas à pas. C’est pourquoi nous présentons dans ce cha-

pitre, différents cas d’identification des coefficients aérodynamiques.

L’état de l’art dans le domaine balistique mené au chapitre 2 nous permet de dire que

la technique des moindres carrés est la mieux adaptée au problème que nous souhai-

tons traiter. En effet, nous cherchons à nous approcher au mieux des mesures sans

intégrer la modélisation des incertitudes (bruit, modèle, erreur d’instrumentation)

77
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dans notre système. Cela va nous permettre de formuler notre problème de manière

simple et le rendre facilement adaptable à tout type de projectiles. Par ailleurs la

technique de résolution de Newton-Raphson, particulièrement adaptée aux systèmes

non linéaires, a montré sa robustesse dans la qualité des résultats obtenus dans les

différentes études présentées précédemment ([39], [45]). C’est pourquoi notre choix

s’est porté sur l’utilisation de cette technique pour résoudre notre problème d’iden-

tification des coefficients aérodynamiques à partir de mesures prises en vol.

4.1 Formulation de la méthode d’identification

Lors d’un vol, des mesures des paramètres d’état du projectile peuvent être enre-

gistrées. L’idée de la technique d’identification est de chercher le jeu de coefficients

aérodynamiques qui permet de s’approcher au mieux de ces mesures tout en vérifiant

à chaque instant les treize équations de la mécanique du vol (chapitre 3 et annexe E).

Pour cela un problème d’optimisation non linéaire en dimension finie est introduit.

Nous cherchons à minimiser la fonctionnelle J suivante :







J (U,C) =

∫

t

(

U − Ũ
)2

dt

sous la contrainte : U̇ = f (U, C, t) ∀ t
(4.1)

où Ũ est représente les mesures des paramètres d’état, et

C = [Cx, Czδ, Cypδ, Clp, Cl0, Cmδ, Cnpδ, Cmq]
T est un vecteur composé des coeffi-

cients aérodynamiques à identifier.

Comme nous disposons de mesures discrètes, nous discrétisons le problème d’opti-

misation (4.1). A titre d’exemple, nous intégrons numériquement les équations de la

mécanique du vol par le schéma d’Euler explicite d’ordre 1. Notre problème d’opti-

misation discrétisé s’écrit alors :











min J (U,C) =
n
∑

m=1

(

Um − Ũ
m
)2

∆t

sous les contraintes : Um+1 = Um + f (Um, C, tm)∆t ∀m ∈ J1, . . . , nK

(4.2)

Où n représente le nombre de mesures disponibles pour chaque paramètre d’état,

et Um =
[

vmabsi , v
m
absj

, vmabsk , ω
m
c , ω

m
a , ω

m
b , λ

m
0 , λ

m
1 , λ

m
2 , λ

m
3 , x

m, ym, zm
]T

est un vec-
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teur composé des valeurs des paramètres d’état à l’instant tm. Dans le but de nous

affranchir de l’utilisation des multiplicateurs de Lagrange [49] [63] qui alourdiraient

de façon très sensible le système et le nombre de grandeurs à identifier, nous rem-

plaçons les contraintes égalités par un terme de pénalisation dans la fonctionnelle.

Le problème d’optimisation discrétisé se formule donc de la manière suivante :

min J (U,C) =
n
∑

m=1

(

Um − Ũ
m
)2

∆t+
n
∑

m=1

(
−Um + Um−1 + f

(
Um−1, C, tm−1

)
∆t

)2
∆t

(4.3)

Nous pouvons l’écrire sous une forme généralisée, adaptable à chaque schéma d’in-

tégration de la mécanique du vol :





TrouverΦ =
(
U1, U2, . . . , Un, C

)
tel que :

J (Φ) ≤ J (Ψ) ∀Ψ ∈ IR13n+8 avec

J (Ψ) =
∥∥Ψ− Φd

∥∥2

M
+ ‖R (Ψ)‖2E

(4.4)

Où Φd est un vecteur composé de l’ensemble des mesures discrètes. L’originalité de

la méthode réside dans le fait que le premier terme de la fonctionnelle J caractérise

un écart entre les données mesurées et des quantités qui vont être calculées. Cela

permet comme dans [18] et [21] de relaxer les mesures, qui peuvent être bruitées, et de

recalculer l’état du système. Le second terme intervenant dans la fonctionnelle est un

terme de pénalisation [68] qui prend en compte l’intégration numérique des équations

de la mécanique du vol (équation 3.44). Il permet ainsi d’imposer aux paramètres

d’état de vérifier au mieux les équations de la mécanique du vol écrites sous forme

discrétisée. En reprenant notre exemple précédent de l’intégration numérique des

équations de la mécanique du vol, lorsque l’on utilise le schéma d’Euler explicite le

second terme de la fonctionnelle ‖R (Ψ)‖2E s’écrit sous forme discrétisée :

‖R (Ψ)‖2E =
n∑

m=1

[
−Um + Um−1 + f

(
Um−1, C, tm−1

)
∆t

]2
∆t (4.5)

D’autres schémas d’intégration (annexes H et I) peuvent être utilisés comme par

exemple les méthodes multipas d’Adams Bashforth explicites [1] , d’Adams Moul-

ton implicites [61] [8], ou des méthodes de type B.D.F. (Backward Differentiation

Formulas) implicites [61].

Le gradient de la fonctionnelle J par rapport à chacune des composantes du vecteur
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Ψ est calculé de manière analytique. Il fournit un système d’équations non linéaires

que l’on peut écrire sous la forme :

∂J
(
U1, U2, . . . , Un, C

)

∂Ψj

= 0 ∀ j ∈ J1, . . . , 13n+ 8K (4.6)

Nous utilisons ensuite la méthode de Newton-Raphson pour résoudre ce système

de 13n + 8 équations non linéaires et obtenir un élément optimal Φ. La méthode

de Newton-Raphson utilise une linéarisation des équations non linéaires (équations

4.6), en les dérivant par rapport aux 13n + 8 composantes du vecteur Ψ. Nous

obtenons, à chaque étape, un système matriciel linéaire de 13n + 8 équations avec

13n+8 inconnues à résoudre dont la matrice est symétrique et est calculée de manière

analytique. Enfin, le système matriciel est inversé numériquement par la méthode

du pivot de Gauss ou en utilisant la décomposition de Choleski. Cela nous fournit

les valeurs des incréments à ajouter aux variables du problème à chaque itération

(composantes des vecteurs U et C).

Le détail des calculs du gradient, des dérivées secondes de la fonctionnelle J et

l’expression développée de notre technique d’identification sont donnés en annexe

G. A titre d’exemple, les dérivées de la première équation de la mécanique du vol se

trouvent en annexe F, et celles des composantes de la matrice de passage du repère

canon
(
i, j, k

)
au repère projectile (c, a, b) se trouvent en annexe B.

4.2 Identification des coefficients à partir de don-

nées simulées

Pour valider notre technique d’identification, nous réalisons tout d’abord l’iden-

tification des coefficients aérodynamiques à partir de données simulées. Cela nous

permet de tester la robustesse de notre méthode avant de l’appliquer à des données

réelles qui peuvent être incomplètes et/ou entachées de bruit. Les données sont des

"mesures fictives" des paramètres d’état vabsi , vabsj , vabsk , ωc, ωa et ωb à chaque ins-

tant, générées par le code d’intégration numérique des équations de la mécanique du

vol utilisant le schéma de Runge-Kutta d’ordre 7. Une restriction de cette solution

numérique est ensuite utilisée comme données d’entrée.

Le développement du code inverse a été progressif : en effet, la programmation de
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l’algorithme étant très dense (nombreuses équations dérivées premières et secondes

des équations de la mécanique du vol et de la fonctionnelle du problème, matrice du

système de grandes dimensions), nous avons activé progressivement les équations de

la mécanique du vol et les coefficients aérodynamiques. C’est pourquoi nous présen-

tons dans cette section, l’identification de trois, quatre, six puis sept coefficients.

Les différentes courbes sont adimensionnalisées et certains axes ne sont pas gradués

pour des raisons de confidentialité. Nous notons v∗absi =
vabsi

vabsimax

et ω∗c =
ωc

ωcmax

. La

configuration de la machine utilisée pour réaliser les tests numériques est la suivante :

processeur de 3.33 GHz, double coeur avec une RAM de 8 Go et sous le système

d’exploitation Windows Seven. Le langage utilisé pour programmer les algorithmes

d’identification est le fortran.

Lors de l’identification des coefficients aérodynamiques, nous donnons l’erreur obte-

nue sur les coefficients identifiés par rapport à leur valeur de référence à l’aide le la

formule (4.7).

erreurCi
=
Ciref − Ci

Ciref
× 100 (4.7)

4.2.1 Cas de 3 coefficients Cx, Clp et Cl0

Dans cette partie [23], nous utilisons le modèle réduit présenté dans la partie

3.4.2 (chapitre 3) :

{
˙vabsi =

ρS
2m

(−vrvriCx)

ω̇c =
−ρS
2I1

[D2Clpωcvr −DCl0v
2
r ]

(4.8)

Le vecteur des paramètres d’état s’écrit alors U = [vabsi , ωc] et le vecteur des co-

efficients aérodynamiques s’écrit C = [Cx, Clp, Cl0]. Le système est de dimension

2N + 3.

Les équations de la mécanique du vol sont intégrées grâce au schéma d’Euler expli-

cite, c’est-à-dire que le terme de pénalisation de la fonctionnelle s’écrit :

‖R (Ψ)‖2E =
n∑

m=1

[
−Um + Um−1 + f

(
Um−1, C, tm−1

) (
tm − tm−1

)]2
∆t (4.9)
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4.2.1.1 Utilisation de données non bruitées

4.2.1.1.1 Influence du pas de temps

Une première étude est faite afin de déterminer l’influence du pas de temps sur la

qualité de l’identification. Les résultats obtenus sont présentés dans le tableau 4.1,

où k représente le nombre d’itérations nécessaire pour converger et t le temps de

calcul en secondes.

Il ressort que le pas de temps limite pour obtenir une intégration stable des équa-

tions est de 4.10−3 secondes, cas pour lequel l’algorithme doit traiter 291 couples

de données (vabsi , ωc) qui couvrent tout le vol, et ce avec une erreur supérieure à

1% sur les coefficients identifiés. La taille mémoire limite du traitement est de 1400

couples de données. C’est pourquoi il y a un compromis à trouver entre un pas de

temps assez grand pour traiter tout le vol et assez petit pour identifier avec une

précision acceptable les coefficients aérodynamiques. Parmi les pas de temps testés,

le pas de temps optimal est de 10−3 secondes, ce qui est cohérent avec les résultats

présentés dans le tableau présenté dans la partie 3.4.2 (chapitre 3). L’erreur relative

sur les coefficients aérodynamiques est alors inférieure à 1%. L’identification réalisée

à partir de 1159 couples de données simulées. Les pas de temps inférieurs fournissent

des erreurs plus faibles mais ne permettent pas de traiter l’intégralité du vol.

Pas de temps Erreur relative (en %) k t (s)
en secondes Cx Clp Cl0
4.10−3 2.0.10−2 2.6 2.6 6 5
1.10−3 2.0.10−3 6.5.10−1 6.5.10−1 4 223
8.10−4 4.0.10−3 5.2.10−1 5.2.10−1 4 223
4.10−4 2.0.10−3 2.6.10−1 2.6.10−1 3 168
1.10−4 5.1.10−4 6.6.10−2 6.6.10−2 3 169
8.10−5 4.1.10−4 5.2.10−2 5.2.10−2 3 168
4.10−5 2.1.10−4 2.6.10−2 2.6.10−2 3 168
1.10−5 5.2.10−5 6.6.10−3 6.6.10−3 3 168
8.10−6 4.1.10−5 5.3.10−3 5.3.10−3 3 168
4.10−6 2.4.10−5 2.6.10−3 2.6.10−3 3 168
1.10−6 5.2.10−6 6.6.10−4 6.6.10−4 3 168

Table 4.1 – Influence du pas de temps
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4.2.1.1.2 Influence du nombre de mesures

La seconde étude porte sur l’influence du nombre de mesures utilisées sur les erreurs

relatives obtenues à l’issue de l’identification. Dans ce cas, le pas de temps est fixé

à 10−3 secondes. Nous examinons différentes situations où le nombre de couple de

données est compris entre 4 et 1159 couples de mesures. Aucune incidence sur la

précision de l’identification des coefficients aérodynamiques n’est à signaler. Nous

obtenons à chaque fois une erreur de 0.002% sur Cx et une erreur de 0.65% pour Cl0

et Clp. Le nombre minimum de couples de mesures pour obtenir une convergence de

l’algorithme est de 3, mais nous avons dans ce cas une erreur de 146% sur Clp.

4.2.1.1.3 Influence de l’initialisation des coefficients aérodynamiques

Sachant que la méthode de Newton-Raphson est sensible à l’initialisation, nous re-

gardons la sensibilité de notre procédure d’identification par rapport aux valeurs

initiales prises par les différents coefficients. Il est mis en évidence que l’initialisa-

tion des coefficients n’a pas d’incidence sur les pourcentages d’erreurs obtenus, à

condition bien sûr que l’algorithme converge. En revanche, le choix de l’initialisation

influe légèrement sur le nombre d’itérations nécessaire pour obtenir la convergence

de l’algorithme.

Nous avons aussi déterminé pour chaque coefficient l’intervalle dans lequel la valeur

initiale doit se situer pour que l’algorithme converge. Nous avons obtenu que les

valeurs initiales des différents coefficients doivent vérifier :

Cx0 ∈
[
−2.103.Cxref , 5.10

3.Cxref
]

Clp0 ∈
[
−5.5.Clpref , 13.Clpref

]

Cl00 ∈
[
−60.Cl0ref , 62.Cl0ref

]

4.2.1.2 Influence du bruit affectant les données

Dans la réalité, les données sont entachées d’un bruit de mesure. Il est donc né-

cessaire d’examiner la sensibilité de l’identification lorque les données sont bruitées.

Les données simulées sont bruitées par le procédé décrit dans l’annexe J.

4.2.1.2.1 Influence du niveau de bruit

Le tableau 4.2 présente les résultats obtenus, en pourcentage d’erreur, lors de l’iden-
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tification des coefficients Cx, Clp et Cl0 selon les niveaux de bruit appliqués. Nous

traitons toutes les données du vol (1159 mesures), avec un pas de temps de 10−3

secondes. Des erreurs sont appliqués aux coefficients aérodynamiques lors de l’ini-

tialisation : on pose Cx0 = 2.5Cxref , Clp0 = 2.5Clpref et Cl00 = 5Cl0ref . Ces valeurs

sont arbitraires et volontairement sévères afin de tester la robustesse du code. Les

bruits appliqués sont générés à partir d’écarts-types et gains imposés au filtre passe-

bas et présentés dans le tableau J.1 (annexe J). Les figures 4.1 et 4.2 reprennent et

vabsi ωc Erreur relative (en %) k t (s)
µbruit σbruit µbruit σbruit Cx Clp Cl0
(m.s−1) (m.s−1) (rad.s−1) (rad.s−1)

0 0 0 0 2.0.10−3 0.65 0.65 4 331
0.097 0.38 0 0 0.19 0.73 0.73 4 330
0.27 1.10 0 0 0.51 0.87 0.88 4 330
0.87 3.40 0 0 1.54 1.35 1.38 4 302
17.18 67.64 0 0 14.92 15.39 15.90 4 333

0 0 0.097 0.38 5.2.10−3 0.30 0.30 4 331
0 0 0.39 1.50 5.9.10−3 0.77 0.75 4 333
0 0 0.87 3.40 6.9.10−3 2.6 2.5 4 333
0 0 17.18 67.64 0.056 51.67 53.61 4 334

0.27 1.10 0.39 1.50 0.51 0.55 0.53 6 500

Table 4.2 – Sensibilité de l’identification des coefficients à des données bruitées

complètent les résultats présentés dans le tableau 4.2.

Nous pouvons remarquer (tableau 4.2) qu’un bruit sur la donnée ωc influe peu sur

l’identification du coefficient Cx, tandis qu’un bruit sur la vitesse vabsi influe sur

l’identification des coefficients Clp et Cl0 de façon sensible. Dans le cas où les deux

paramètres vabsi et ωc sont simultanément bruités, nous obtenons des erreurs rela-

tives de 0.51% sur Cx, 0.55% sur Clp et 0.53% sur Cl0. L’algorithme est donc robuste

pour identifier avec précision les trois coefficients aérodynamiques Cx, Clp et Cl0 à

partir de données simulées bruitées. La figure 4.3 donne les reconstructions de vabsi
et de ωc à l’issue de la procédure d’identification. Il apparaît que l’algorithme déve-

loppé est capable de reconstruire correctement la vitesse et la vitesse de roulis au

cours du vol, et débruite très légèrement les données.
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Figure 4.1 – Influence du bruit sur l’erreur relative d’identification du Cx
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Figure 4.2 – Influence du bruit sur les erreurs relatives d’identification du Clp et
du Cl0

4.2.1.2.2 Influence du nombre de mesures

Dans cette étude, le niveau de bruit est fixé (le niveau de bruit appliqué à vabsii et

ωc est celui donné dans la dernière ligne du tableau 4.2) et le pas de temps est de

10−3 secondes.

Lorsque les données sont bruitées, le nombre de mesures utilisées influe fortement
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Figure 4.3 – Reconstructions de la vitesse et de la vitesse de roulis du projectile

sur la qualité de l’identification. Le tableau 4.3 présente les pourcentages d’erreurs

obtenus pour chaque coefficient lorsque le nombre de mesures diminue.

Nombre mesures Erreur relative (en %) k t (s)
Cx Clp Cl0

1159 0.51 0.55 0.53 6 500
800 1.09 0.59 0.55 4 91
400 1.40 0.62 0.56 4 9
100 13.17 3.20 1.48 4 0.22
50 61.73 5.61 2.37 4 0.062
10 242.17 122.71 1.73 5 0.0156

Table 4.3 – Influence du nombre de données traitées sur les niveaux d’erreur

Il ressort du tableau 4.3 et de la figure 4.4 qu’il est nécessaire de prendre en compte

un plus grand nombre de mesures pour obtenir une identification plus précise.

4.2.2 Cas de 4 coefficients aérodynamiques Cx, Clp, Cl0 et Cmq

Dans cette section, nous identifions les coefficients Cx (force de traînée), Clp

(moment d’amortissement en roulis), Cl0 (entraînement en roulis) et Cmq (moment

d’amortissement en tangage) [22]. Nous ajoutons au modèle réduit de la section

4.2.1 les équations de la mécanique du vol relatives à ω̇a et ω̇b, et ignorons les
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Figure 4.4 – Influence du nombre de couples de mesures sur les erreurs relatives

termes dépendants des éléments du quaternion au sein de ces équations (moment

de tangage et moment de Magnus nuls). Le vecteur U des paramètres d’état s’écrit

alors U = [vabsi, ωc, ωa, ωb]
T , et notre système matriciel est de dimension 4N +4, où

N désigne le nombre de données simulées disponibles pour chaque paramètre d’état.

Pendant cette phase de l’étude, les coefficients aérodynamiques sont initialisés à

deux fois leur valeur de référence.

Nous avons intégré les équations de la mécanique du vol avec le schéma d’Euler

explicite et avec différents schémas d’intégration implicite de type BDF car le schéma

d’Euler explicite est mis en défaut dans le cas de données bruitées.

4.2.2.1 Influence du pas de temps

Pour commencer, nous avons recherché le pas de temps idéal pour chaque schéma

d’intégration, c’est-à-dire le pas de temps le plus grand permettant d’obtenir une

erreur inférieure à 1% sur les coefficients identifiés. Les résultats obtenus sont pré-

sentés dans le tableau 4.4. Le tableau 4.5 présente les pourcentage d’erreur obtenus

sur les coefficients lorsque les données ne sont pas bruitées. Ainsi, le schéma d’inté-

gration implicite BDF d’ordre 6 permet d’employer le plus grand pas de temps, ce

qui signifie que nous pouvons alors exploiter une plus grande partie du vol.
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Schéma Pas de temps idéal
Euler explicite 10−5

BDF 1 10−5

BDF 2 2.10−4

BDF 3 2.10−4

BDF 4 5.10−4

BDF 5 5.10−4

BDF 6 7.10−4

Table 4.4 – Pas de temps idéal (en secondes) pour chaque schéma d’intégrations

Schéma Erreur en % k
Cx Clp Cl0 Cmq

Euler explicite 5.2.10−5 6.6.10−3 6.6.10−3 4.6.10−2 4
BDF 1 5.2.10−3 6.6.10−3 6.6.10−3 4.6.10−2 3
BDF 2 2.2.10−8 2.3.10−4 2.3.10−4 0.6 3
BDF 3 1.0.10−9 4.6.10−7 4.6.10−7 0.2 3
BDF 4 2.0.10−10 3.8.10−8 4.1.10−8 0.9 3
BDF 5 6.6.10−11 3.5.10−10 3.8.10−11 0.4 3
BDF 6 3.2.10−3 3.2.10−3 6.3.10−3 0.7 3

Table 4.5 – Erreurs sur les coefficients selon le schéma d’intégration employé

4.2.2.2 Influence du bruit

Nous bruitons ensuite les données à l’aide d’une simple fonction random, c’est-à-

dire avec une variable aléatoire. Le but est ici de tester la robustesse de la méthode

en présence d’un bruit très sévère. Le bruit sur les données est fixé à 1% pour vabsi
et 5% pour chacune des vitesses de rotation ωc, ωa et ωb. Le tableau 4.6 présente

les pourcentages d’erreur relative alors obtenus sur les coefficients aérodynamiques

identifiés par rapport à leurs valeurs exactes. Les pas de temps employés pour chaque

schéma d’intégration sont ceux présentés précédemment dans le tableau 4.4. Nous

tenons à préciser que le schéma d’Euler explicite ne permettait pas d’obtenir une

convergence du code en présence de bruit, il n’apparaît donc pas dans le tableau 4.6.

Le schéma d’intégration B.D.F. d’ordre 6 permet d’obtenir le meilleur compromis

sur les erreurs relatives obtenues pour l’ensemble des coefficients aérodynamiques

identifiés. Toutefois, un ordre inférieur à 6 est suffisant si l’on souhaite identifier
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Schéma Erreur en % k
Cx Clp Cl0 Cmq

Euler explicite Pas de convergence
BDF 1 0.1 3.2 2.6 867.6 6
BDF 2 2.2 2.1 1.5 49.6 5
BDF 3 0.7 0.7 1.2 38.6 5
BDF 4 0.28 3.2 2.4 10.0 6
BDF 5 1.0 11.2 4.8 2.1 7
BDF 6 3.8 0.9 0.5 0.3 7

Table 4.6 – Influence de l’ordre du schéma BDF sur l’identification des coefficients
dans le cas de données bruitées

certains coefficients, comme Cx, Clp ou Cl0.

La figure 4.5 présente la reconstruction des données de vol en utilisant le schéma

d’intégration BDF d’ordre 6. Les paramètres d’état recalculés sont correctement

reconstruits et permettent d’accéder à la trajectoire du projectile au cours du vol.

De plus, la technique d’identification proposée permet de débruiter les données.

4.2.3 Cas de 6 coefficients aérodynamiques Cx, Clp, Cl0, Cmδ,

Cnpδ et Cmq

Cette section est consacrée à l’identification des six coefficients aérodynamiques

Cx (force de traînée), Clp (moment d’amortissement en roulis), Cl0 (moment d’en-

traînement en roulis), Cmδ (moment de tangage), Cnpδ (moment de Magnus) et Cmq

(moment d’amortissement en tangage) [22]. Dans cette phase de l’étude, nous ac-

tivons les équations de cinématique (cf. équation (3.41)) mettant en jeu les élé-

ments du quaternion. Le vecteur des paramètres d’état s’écrit donc maintenant

U = [vabsi , ωc, ωa, ωb, λ0, λ1, λ2, λ3]
T . Le système non linéaire à résoudre est alors

de dimension 8N+6. Les données d’entrée générées sont des valeurs à chaque instant

des paramètres d’état vabsi , vabsj , vabsk , ωc, ωa et ωb.

Nous employons cette fois le schéma explicite d’Euler avec un pas de temps de 10−5

secondes.

Influence du bruit

Nous appliquons successivement un bruit (fonction random) sur les paramètres
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d’état vabsi, ωc, ωa, ωb. Le tableau 4.7 présente les pourcentages d’erreur obtenus sur

chacun des coefficients identifiés. Il ressort de cette simulation que les coefficients

Bruit (%) Erreur en % k
vabsi ωc ωa ωb Cx Clp Cl0 Cmδ Cnpδ Cmq
0 0 0 0 5.2.10−5 6.6.10−3 6.6.10−3 3.2.10−2 25.8 0.44 13

0.1 0 0 0 2.5 0.3 1.3.10−2 6.4.10−2 21.8 0.5 13
0 0.1 0 0 5.1.10−4 0.13 2.8.10−2 2.8.10−2 25.3 0.53 13
0 0 0.1 0 5.2.10−5 6.6.10−3 6.6.10−3 0.24 152.9 8.2 15
0 0 0 0.1 5.2.10−5 6.6.10−3 6.6.10−3 0.57 32.1 0.3 15

0.1 0.1 0.1 0.1 2.5 0.3 5.7.10−3 2.9 204.4 11.3 14

Table 4.7 – Influence du bruit sur l’identification des coefficients

Cx, Clp, Cl0, Cmδ et Cmq sont identifiés avec une précision satisfaisante en présence

de bruit. En revanche, le coefficient Cnpδ est plus délicat à identifier. Ce coefficient

est couplé à la fois à la vitesse de roulis ωc et aux éléments du quaternion λ0, λ1, λ2
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et λ3 (cf. équation 3.21). Ces grandeurs évoluent très rapidement au cours du vol et

nous n’avons pas de mesure des éléments du quaternion. D’autre part, en fixant le

pas de temps à 10−5 secondes, le nombre de données du vol est tellement important

qu’elles ne peuvent pas toutes être prises en compte. Seul le début du vol a donc été

traité. Or, sur cette fenêtre de vol, la vitesse de roulis ωc n’a pas encore atteint sa

valeur maximale (constante en fin de vol, cf. figure 4.3 (b) par exemple). Une prise

en compte de données situées en fin de vol permettrait éventuellement une améliora-

tion des résultats pour le coefficient Cnpδ. Par ailleurs, il serait judicieux d’effectuer

l’intégration numérique des équations du vol au moyen d’un schéma d’intégration

plus robuste que le schéma d’Euler explicite.

4.2.4 Cas de 7 coefficients aérodynamiques Cx, Czδ, Clp, Cl0,

Cmδ, Cnpδ et Cmq

Dans cette étude [24], nous ajoutons les deux dernières équations de la mécanique

du vol associées aux paramètres d’état vasbj et vabsk , ce qui nous permet d’identifier le

dernier coefficient aérodynamique Czδ (force de portance). Le vecteur des paramètres

d’état s’écrit : U =
[

vabsi , vabsj , vabsk , ωc, ωa, ωb, λ0, λ1, λ2, λ3
]T

, conférant ainsi au

système non linéaire une dimension de 8N + 7.

Les coefficients aérodynamiques sont initialisés avec une erreur de 50% par rapport à

leur valeur de référence. Le coefficient du moment de tangage Cmα est plus sensible à

l’initialisation que les autres coefficients. C’est pourquoi il est initialisé à une valeur

plus proche de sa valeur de référence (10% d’erreur).

4.2.4.1 Influence du pas de temps

Le premier cas de test présente l’influence du pas de temps employé sur l’erreur

relative des coefficients identifiés. Le schéma d’intégration employé est un schéma

multipas explicite d’Adams-Bashforth [1] d’ordre 4. Le tableau 4.8 présente les résul-

tats obtenus à partir de l’utilisation d’un jeu de 200 données simulées pour chaque

paramètre d’état. Comme nous pouvions nous y attendre, l’erreur relative sur les

coefficients aérodynamiques identifiés est d’autant plus grande que le pas de temps

employé est grand. Nous avons pu déterminer que le pas de temps idéal pour cette

méthode d’intégration est de 2.10−4 secondes. Il permet en effet d’obtenir une erreur
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dt (s) Erreur relative (%) k

Cx Czδ Clp Cl0 Cmδ Cnpδ Cmq
10−6 6.6.10−9 6.2.10−7 3.4.10−8 1.2.10−10 4.9.10−7 7.0.10−5 5.8.10−6 63

10−5 2.2.10−11 3.4.10−8 7.7.10−10 1.1.10−11 3.3.10−8 3.0.10−7 6.7.10−8 29

10−4 8.9.10−10 1.6.10−6 1.1.10−10 1.1.10−10 9.3.10−7 3.5.10−5 3.3.10−4 15

2.10−4 1.5.10−9 2.1.10−5 1.7.10−9 1.7.10−9 4.6.10−4 4.1.10−2 2.9.10−3 17

4.10−4 3.4.10−8 9.1.10−4 2.1.10−8 2.6.10−8 4.4.10−2 3.1 3.4.10−1 12

6.10−4 9.7.10−8 1.8.10−1 1.2.10−7 1.4.10−7 5.5.10−1 83.0 1.5 13

8.10−4 6.8.10−7 1.6.10−1 1.6.10−7 1.5.10−7 1.9 208.8 19.7 32

Table 4.8 – Influence du pas de temps dt (en secondes) sur l’identification des
coefficients avec un schéma multipas explicite d’ordre 4

relative inférieure à 1% sur chaque coefficient aérodynamique et permet également

de parcourir une grande partie de la trajectoire. Il est également possible de considé-

rer un pas de temps de 4.10−4 secondes dans la mesure où l’erreur sur le coefficient

de moment de Magnus Cnpδ reste assez faible.

4.2.4.2 Influence du choix du schéma d’intégration

La même étude est menée avec les schémas multipas explicites d’Adams-Bashforth

d’ordres 1, 2 et 3. Cela nous a permis de déterminer pour chaque ordre le pas de temps

idéal, lors de l’utilisation d’un jeu de 200 données simulées par paramètre d’état. Les

résultats obtenus sont présentés dans le tableau 4.9. Chaque schéma multipas expli-

Ordre Pas de temps idéal k
1 10−6 6
2 2.10−4 26
3 2.10−4 12
4 2.10−4 17

Table 4.9 – Pas de temps idéal pour chaque ordre du schéma multipas explicite
d’Adams-Bashforth

cite d’Adams-Bashforth a un pas de temps optimal de 2.10−4 secondes, sauf l’ordre

1 qui correspond en fait au schéma d’Euler explicite et qui ne permet l’emploi que

d’un pas de temps beaucoup plus petit (10−6 secondes).
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Le tableau 4.10 présente les erreurs relatives obtenues sur les coefficients aérodyna-

miques pour chaque ordre du schéma multipas en prenant les pas de temps optimaux

respectifs (déterminés précédemment, cf. tableau 4.9), avec un jeu de 200 données

simulées par paramètre d’état.

Ordre Erreur relative (%) k
Cx Czδ Clp Cl0 Cmδ Cnpδ Cmq

1 2.4.10−6 2.7.10−3 6.6.10−4 6.6.10−4 1.9.10−3 7.7 9.8.10−2 6
2 8.1.10−7 1.3.10−2 2.9.10−4 2.9.10−4 1.5.10−1 1.7 2.0.10−1 26
3 2.9.10−7 3.1.10−3 6.9.10−7 6.9.10−7 7.3.10−3 1.5 8.5.10−2 12
4 1.5.10−9 2.1.10−5 1.7.10−9 1.7.10−9 4.6.10−4 4.1.10−2 2.9.10−3 17

Table 4.10 – Influence de l’ordre du schéma multipas explicite employé

Il ressort du tableau 4.10 que le schéma multipas explicite d’ordre 4 fournit les

meilleurs résultats. Il est donc choisi dans la suite de l’étude afin de mener d’autres

tests numériques.

Désormais le pas de temps est fixé à 2.10−4 secondes.

4.2.4.3 Influence du nombre de mesures

Nous étudions maintenant l’influence du nombre de données sur l’erreur relative

des coefficients aérodynamiques identifiés. les tests montrent qu’il faut un minimum

de 60 données (par paramètre d’état) pour que l’algorithme converge. Le tableau

4.11 donne l’influence du nombre de données N sur la qualité de l’identification.

N Erreur relative (%) k
Cx Czδ Clp Cl0 Cmδ Cnpδ Cmq

50 Pas de convergence
60 5.3.10−9 5.4.10−5 1.7.10−9 1.7.10−9 6.4.10−5 1.3.10−2 3.1.10−3 15
100 1.6.10−8 1.4.10−4 2.6.10−8 2.7.10−8 6.4.10−3 8.1.10−1 3.7.10−2 20
200 1.5.10−9 2.1.10−5 1.7.10−9 1.7.10−9 4.6.10−4 4.1.10−2 2.9.10−3 17
500 1.3.10−9 1.0.10−3 1.6.10−9 1.7.10−9 5.0.10−3 3.3.10−1 1.4.10−2 17

Table 4.11 – Influence du nombre de données d’entrée sur l’erreur relative

Il ressort que l’erreur relative sur le coefficient Cx diminue lorsque N augmente. Tou-

tefois N a peu d’influence sur les coefficients relatifs aux moments d’entraînement
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en roulis (Cl0) et d’amortissement en roulis (Clp). L’erreur relative sur le coefficient

de la force de portance (Czδ), du moment de tangage (Cmδ) et du moment d’amor-

tissement en tangage (Cmq) augmente légèrement avec le nombre de données N . En

revanche, le coefficient du moment de Magnus Cnpδ est fortement influencé lorsque

N augmente.

4.2.4.4 Influence du bruit

Le dernier test numérique consiste à ajouter du bruit sur les données d’entrée.

Seuls les paramètres d’état vabsi , vabsj , vabsk et ωc ont été bruités (0.1% appliqué

pour chaque paramètre par une fonction random), car la présence de bruit sur les

paramètres ωa et ωb ne permet pas à l’algorithme de converger. Les résultats obte-

nus sont présentés dans le tableau 4.12. Nous pouvons constater que les coefficients

Paramètres Erreur relative (%) k
bruités Cx Czδ Clp Cl0 Cmδ Cnpδ Cmq

Aucun 1.5.10−9 2.1.10−5 1.7.10−9 1.7.10−9 4.6.10−4 4.1.10−2 2.9.10−3 17
vabsi , vabsj , vabsk 2.3 1.1 3.3.10−3 1.5.10−2 1.1 5.9 3.3.10−1 17

ωc 1.8.10−3 3.5.10−2 3.1.10−1 1.1.10−2 3.0.10−2 2.6 8.0.10−2 21
Tous 2.4 1.1 3.1.10−1 4.1.10−3 1.1 8.5 4.1.10−1 17

Table 4.12 – Influence du bruit sur l’erreur relative

de moment d’entraînement en roulis Cl0, d’amortissement en roulis Clp et d’amor-

tissement du tangage Cmq sont identifiés avec une erreur satisfaisante (inférieure à

1%). Les erreurs obtenues sur les coefficients de la force de traînée Cx, la force de

portance Czδ et du moment de tangage Cmδ sont tolérables (< 3%). En revanche,

comme pour l’étude précédente (identification de six coefficients aérodynamiques),

le coefficient du moment de Magnus Cnpδ reste le plus délicat à identifier. Néan-

moins, nous avons réussi à reduire l’erreur sur ce coefficient de 204.4% (cf. tableau

4.7) à 8.5%, ce qui est un gain notable. Il serait judicieux de poursuivre l’étude en

essayant d’autres schémas d’intégration, comme par exemple les schémas multipas

implicites d’Adams-Moulton [61] [8], ou bien B.D.F [61]. Le couplage entre les dif-

férents paramètres d’état au sein des équations de la mécanique du vol induit que

la présence de bruit sur un seul paramètre d’état affecte l’ensemble des coefficients

aérodynamiques, c’est pourquoi il est difficile de trouver un compromis satisfaisant

entre le choix de la méthode d’intégration, le pas de temps idéal et le nombre de
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données à prendre en compte.

Un exemple de reconstruction de la trajectoire en présence de bruit sur les données

est présenté sur les figures 4.6 et 4.7. Le bruit appliqué aux paramètres d’état vabsj ,

vabsk et ωc est petit, c’est pourquoi les données bruitées semblent être superposées

aux données non bruitées. Comme nous n’avons utilisé que 200 données simulées par

paramètre d’état, nous n’avons donc pu traiter que le début de la trajectoire, c’est

pourquoi nous observons peu d’oscillations sur ces courbes. Nous pouvons remarquer

sur la figure 4.6 que notre technique d’identification permet la reconstruction de la

vitesse vabsi malgré le bruit important entachant cette donnée, ce qui atteste de la

robustesse de notre méthode.
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Figure 4.6 – Reconstructions des vitesses vabsi et vabsj

4.3 Identification à partir de mesures réelles : cas

de trois coefficients Cx, Clp et Cl0

4.3.1 Introduction

Nous avons exposé dans les parties précédentes, la formulation de notre technique

d’identification et l’avons validée avec des données simulées. Les tests numériques

effectués ont permis d’identifier sept coefficients aérodynamiques. Cette partie est
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Figure 4.7 – Reconstructions de la vitesse vabsk et de la vitesse de roulis ωc

consacrée à l’identification de coefficients aérodynamiques à partir de mesures réelles

issues de vols. Nous utilisons ici le modèle de vol réduit proposé dans le chapitre

3, c’est-à-dire ne prenant en compte que les équations f1 et f4 (annexe E) de la

mécanique du vol, ainsi que les trois coefficients aérodynamiques Cx, Clp et Cl0 :

{

˙vabsi =
ρS
2m

(−vrvriCx)

ω̇c =
−ρS
2I1

[D2Clpωcvr −DCl0v
2
r ]

(4.10)

Un des objectifs de la campagne de tirs consistait à mettre en évidence l’effet de

la vitesse de roulis sur le comportement en vol d’une flèche. La configuration de

référence possède un biseau sur le bord d’attaque des ailettes (épaisseur de l’aile

en amont de l’écoulement). L’augmentation ou la diminution de la vitesse de rou-

lis a été obtenue par l’ajout d’un biseau sur le bord de fuite (épaisseur en aval de

l’écoulement i.e. à l’arrière du projectile) des ailettes : ce biseau est situé d’un côté

ou de l’autre de l’ailette de manière à générer un couple qui s’ajoute ou s’oppose à

celui généré par le biseau de bord d’attaque. Ce faisant, on ne modifie que le profil

des ailes sans toucher à la forme en plan ; on suppose alors que le seul coefficient

aérodynamique impacté est le Cl0 (moment d’entraînement en roulis).

Nous exploitons les données réelles dont nous disposons et qui ne sont constituées

que de mesures de vabsi et ωc, nous permettant ainsi d’identifier les trois coefficients

aérodynamiques. Les données sont issues de sept tirs. Le tir n̊ 1 correspond à un
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projectile dit de référence, alors que les tirs n̊ 2 à 7 concernent des nouveaux projec-

tiles ayant une vitesse de roulis augmentée. Pour les tirs n̊ 2 à 6, l’instrumentation

fournit des mesures de vabsi et de ωc à différents instants. Ces mesures sont issues

de relevés effectués sur des panneaux en début de trajectoire et de relevés radars

(associés à des réflecteurs) sur la suite de la trajectoire. Seules des mesures radar

(associé aux réflecteurs) sont disponibles pour les tirs n̊ 1 et 7. Toutefois, pour ces

deux tirs, la prise de mesure par les réflecteurs a débuté plus tôt que lors des autres

vols, ce qui permet de compenser en partie le manque d’informations en début de

trajectoire.

4.3.2 Identification à partir de mesures prises en vol

Les mesures dont nous disposons concernent des projectiles flèches semblables au

projectile flèche de référence. Toutefois, une légère modification de la configuration

(biseaux supplémentaire sur les ailettes) fait que la vitesse de roulis de ces nou-

veaux projectiles est augmentée de façon sensible par rapport au projectile flèche

de référence. Les coefficients aérodynamiques Cx, Clp et Cl0 ne sont donc connus

qu’approximativement.

Pour les identifier, nous avons donc procédé de la manière suivante :

1. nous identifions les coefficients aérodynamiques, à partir des mesures, par la

technique présentée dans la section 4.1 (schéma d’intégration d’Euler explicite,

avec un pas de temps de 10−3 secondes),

2. les coefficients identifiés sont utilisés comme entrée du code numérique, qui

intègre les équations de la mécanique du vol, présenté dans le chapitre 3,

3. les mesures et la trajectoire obtenue par le code numérique sont tracées sur un

même graphique et comparées.

Ces courbes nous informent sur la précision des coefficients obtenus par notre tech-

nique d’identification. Nous considérons les mesures prises en vol comme référence,

si les coefficients identifiés sont erronés, la courbe obtenue par le code d’intégration

numérique en utilisant les coefficients identifiés ne se superpose pas aux mesures

prises en vol. Les résultats de l’identification sont présentés sur les figures 4.8 à

4.14. Pour chaque tir, les figures (a) présentent le tracé de la vitesse du projectile

considéré, alors que les figures (b) présentent le tracé de la vitesse de roulis.
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4.3.3 Analyse des résultats

Concernant la vitesse, les figures 4.8 (a) à 4.14 (a) donnent la courbe de simula-

tion directe utilisant les mesures radar de vabsi pour 7 vols différents : cela montre

qu’à chaque fois le coefficient Cx est correctement identifié, car la perte de vitesse

lors du vol simulé (à partir des coefficients identifiés) est la même que celle donnée

par les mesures.

Concernant la vitesse de roulis, les figures 4.8 (b) à 4.14 (b) présentent l’évolu-

tion de la vitesse de roulis au cours du temps pour chaque vol.

La première remarque que nous pouvons faire est que pour les tirs n̊ 2 à 6, la courbe

de simulation directe est légèrement décalée des mesures panneaux en début du vol.

Cela est dû aux effets de la balistique intermédiaire (écoulement des gaz suite à la

combustion de la poudre, détachement des sabots, etc...) qui retardent cette mise en

rotation.

Nous pouvons remarquer sur les figures 4.9 (b), 4.10 (b), 4.11 (b) et 4.13 (b) que la

simulation numérique avec les coefficients identifiés est cohérente avec les mesures,

ce qui signifie que les coefficients Clp et Cl0 réels sont identifiés avec précision.

En revanche, l’accord entre la simulation et les mesures est moins bon pour les tirs

n̊ 1, 5 et 7 (figures 4.8 (b), 4.12 (b) et 4.14 (b)). L’inadéquation entre la simulation

directe et les mesures de la vitesse de roulis en fin de trajectoire n’est pas cohérente :

en effet, la perte de vitesse de roulis en fin de vol est directement conditionnée par

la perte de vitesse du projectile, et donc par le coefficient de traînée qui est correcte-

ment identifié (figures 4.8 (b), 4.12 (b) et 4.14 (b)). Nous n’avons pas d’explication

physique pouvant justifier de telles pertes de vitesse de roulis en fin de vol, c’est

pourquoi nous attribuons ce phénomène à un bruit de mesure (peut être de type

facteur d’échelle). Pour ces trois tirs l’identification est donc de moins bonne qualité

et les coefficients identifiés doivent être considérés avec réserve.

Concernant les valeurs des coefficients identifiés, nous confrontons les coefficients

des projectiles tirés à ceux d’un projectile de référence. Le tableau 4.13 présente les

écarts obtenus, donnés en pourcentage pour des raisons de confidentialité.

Le tableau 4.13 montre d’une part que le coefficient de traînée est correctement

identifié, ce qui est cohérent avec les résultats observés sur les courbes de vitesses
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présentées précédemment. Le coefficient Cx n’est donc pas influencé par la modifi-

cation de la forme des ailettes du projectile. D’autre part, les projectiles à vitesse

de roulis augmentée voient leur coefficient d’entraînement en roulis Cl0 modifié dans

une plus grande proportion que leur coefficient d’amortissement en roulis Clp. Ce

résultat est cohérent dans la mesure où la valeur du coefficient Cl0 est dépendante

de la présence de biseaux sur le bord d’attaque des ailettes (ou de leur éventuel

braquage), tandis que le coefficient Clp dépend essentiellement de la forme en plan

(face plane), qui est très peu modifiée lors de l’ajout de biseaux.

N̊ tir Ecart en %
Cx Clp Cl0

1 1.0 14.1 3.4
2 0.3 10.1 65.3
3 1.3 8.5 67.8
4 1.8 2.2 72.9
5 2.3 23.0 45.8
6 2.1 10.2 67.8
7 0.3 24.1 50.0

Table 4.13 – Ecarts entre les coefficients identifiés et les coefficients d’un projectile
de référence
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Figure 4.8 – Tir n̊ 1 : Projectile de référence
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Figure 4.9 – Tir n̊ 2 : Projectile à vitesse de roulis augmentée
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Figure 4.10 – Tir n̊ 3 : Projectile à vitesse de roulis augmentée



4.3. IDENTIFICATION À PARTIR DE MESURES RÉELLES 101

 0.93

 0.94

 0.95

 0.96

 0.97

 0.98

 0.99

 1

 1.01

 1.02

 0.93

 0.94

 0.95

 0.96

 0.97

 0.98

 0.99

 1

 1.01

 1.02

v
∗ a
bs

i
v
∗ a
bs

i

Temps en secondesTemps en secondes

Simulation directeSimulation directe
Radar Doppler

(a) Vitesse du projectile

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

ω
∗ c

ω
∗ c

ω
∗ c

Temps en secondesTemps en secondesTemps en secondes

Simulation directeSimulation directeSimulation directe
PanneauxPanneaux

Réflecteurs

(b) Vitesse de roulis du projectile

Figure 4.11 – Tir n̊ 4 : Projectile à vitesse de roulis augmentée
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Figure 4.12 – Tir n̊ 5 : Projectile à vitesse de roulis augmentée
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Figure 4.13 – Tir n̊ 6 : Projectile à vitesse de roulis augmentée
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Figure 4.14 – Tir n̊ 7 : Projectile à vitesse de roulis augmentée

4.4 Conclusion

Ce chapitre a été consacré à la présentation de la technique d’identification que

nous avons développée. Nous avons reformulé le problème d’identification en un pro-

blème d’optimisation au sens des moindres carrés, de sorte à s’accorder au mieux

aux mesures dont nous disposons. Notre fonctionnelle comprend également un terme

de pénalisation qui prend en compte l’intégration numérique des équations de la mé-
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canique du vol, et qui nous évite d’utiliser les multiplicateurs de Lagrange. Notre

méthode laisse le choix du schéma d’intégration des équations du vol. Le calcul du

gradient de notre fonctionnelle se fait de manière analytique, et aboutit à un système

d’équations non linéaires que nous résolvons au moyen de la méthode de Newton-

Raphson.

Dans le but de valider la technique d’identification avant de l’appliquer à des données

réelles, nous avons présenté différents résutats numériques d’identification de coef-

ficients aérodynamiques à partir de données générées par notre outil de simulation

directe. Nous avons ensuite bruité les données afin d’observer le comportement de la

méthode proposée. Il ressort des tests numériques qu’elle permet d’identifier correc-

tement les coefficients aérodynamiques, même en présence de bruit sur les données.

Notons toutefois que le coefficient du moment de Magnus est le plus délicat à iden-

tifier dans la mesure où il dépend de grandeurs évoluant très rapidement (éléments

du quaternion, vitesse de roulis). Notre méthode permet également de reconstruire

la trajectoire du projectile tout en débruitant les données ; c’est dans cette capacité

que réside son originalité.

L’application de notre technique d’identification à des mesures réelles de la vitesse

et de la vitesse de roulis du projectile nous a permis d’identifier trois coefficients

aérodynamiques. Elle s’avère donc robuste face au bruit et applicable à des mesures

réelles.
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Conclusion & perspectives

Au cours de ces travaux de thèse, une technique d’identification des coefficients

aérodynamiques d’un projectile à partir de mesures prises en vol a été proposée. Pour

cela, nous avons introduit un problème d’optimisation non linéaire en dimension fi-

nie, que nous avons résolu en utilisant une technique de Newton-Raphson. Nous

avons appliqué la technique d’identification proposée à un projectile de type flèche

de gros calibre. L’identification des coefficients aérodynamiques a tout d’abord été

faite à partir de données générées par un outil d’intégration numérique des équations

de la mécanique du vol que nous avons développé. Nous avons employé différents

schémas d’intégration, afin de trouver un compromis entre une formulation numé-

rique simple et des résultats d’identification satisfaisants. L’identification à partir

de données simulées nous a permis d’identifier successivement trois, quatre, six puis

sept coefficients aérodynamiques. Les différentes tests numériques ont montré la ro-

bustesse de la technique d’identification face au bruit et aux approximations. Elle

permet en outre de reconstruire la trajectoire du projectile. Nous l’avons ensuite

appliquée à sept jeux partiels de mesures réelles, après avoir établi un modèle de vol

réduit justifié au cours d’une étude de sensibilité des paramètres d’état aux variations

des coefficients aérodynamiques. Cela nous a permis d’identifier trois coefficients aé-

rodynamiques. Six des septs tirs exploités concernaient des projectiles à vitesse de

roulis augmentée grâce à l’ajout d’un biseau supplémentaire sur les ailettes. Pour

trois des tirs, la mauvaise qualité de la mesure a engendré des résultats d’identi-

fication moins bons. Nous avons en revanche correctement identifié les coefficients

aérodynamiques du projectile pour quatre tirs.

La technique d’identification proposée a un formalisme généralisable à d’autres types

de projectiles, par exemple à des projectiles décrivant une trajectoire courbe.

L’apport industriel de ces travaux réside également dans l’outil d’intégration numé-

105
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rique des équations du vol développé, qui permet une utilisation très libre afin de

générer des trajectoires très particulières (exemple : activation d’un seul coefficient

aérodynamique), et ce en laissant le choix du schéma d’intégration à employer.

Diverses voies d’amélioration de notre technique peuvent être envisagées. Nous pour-

rions en effet :

– effectuer des tests numériques avec des schémas d’intégration implicite BDF

et multipas (implicites et explicites) à différents ordres afin de déterminer le

schéma d’intégration offrant les meilleurs résultats lors de l’identification de

l’ensemble des coefficients aérodynamiques,

– effectuer des tests numériques mettant en jeu des multiplicateurs de Lagrange

pour peut être d’obtenir de meilleurs résultats d’identification, car l’application

d’un multiplicateur pour chaque contrainte égalité permettrait de la prendre

en compte de manière exacte,

– essayer d’adimensionnaliser les différents paramètres d’état du problème de

sorte à obtenir un meilleur conditionnement de la matrice du système et amé-

liorerait la qualité de l’identification.

En perspective, il devient important d’utiliser notre technique d’identification pour

l’analyse de comportement en vol d’autres projectiles où l’instrumentation nous

permettrait d’obtenir un jeu plus complet de mesures des paramètres d’état. Nous

pourrions alors identifier plus de coefficients aérodynamiques et tester la robustesse

de notre technique d’identification aussi à partir de mesures réelles.

Nous pourrions également adapter la technique d’identification de sorte à identi-

fier successivement les coefficients aérodynamiques : c’est-à-dire que nous pourrions

identifier les coefficients aérodynamiques tour à tour, et considérer comme connus

les coefficients déjà identifiés pour l’identification des suivants. L’étude de sensibilité

menée pour notre projectile testé dans le chapitre 3 a montré qu’il était possible

d’identifier indépendamment les coefficients Cx, Clp et Cl0. Nous pourrions donc, à

partir d’un vol réel, identifier les coefficients progressivement et les supposer connus

pour l’identification des suivants.

Cette étude nous montre la nécessité d’une amélioration des instrumentations exis-

tantes de sorte à obtenir un jeu de mesures complet des paramètres d’état intervenant

dans le modèle de comportement du projectile.

Enfin, le formalisme général de notre technique la rend adaptable à d’autres types

de problèmes. En effet, au sein de l’algorithme, le calcul du gradient et des dérivées
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secondes de la fonctionnelle du problème est automatisé, de sorte qu’il suffirait de

remplacer les équations de la mécanique du vol par la mise en équations de nouveaux

problèmes. Il serait alors nécessaire de calculer les dérivées premières et secondes des

équations spécifiques au problème que l’on souhaite résoudre.
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Annexe A

Présentation d’un projectile flèche

Un projectile flèche est un projectile empenné, c’est-à-dire pourvu d’ailettes, il

est destiné à percer le blindage des chars. Il est composé d’un nez, d’un corps cy-

lindrique (encore appelé fuselage ou barreau) et d’un culot sur lequel sont fixées les

ailettes formant l’empennage (figure A.1).

L’obus flèche est surmonté de sabots (figure A.2 (a)) servant à le maintenir à l’inté-

Figure A.1 – Schéma simplifié d’un projectile flèche

rieur du tube. Ceux-ci se séparent de la flèche dès la sortie du tube (figure A.2 (b)).

L’ensemble flèche-sabots est placé à l’intérieur d’une cartouche (figures A.3) conte-

nant le système propulsif (douille, poudre et système d’allumage) que l’on met à

l’intérieur du canon afin de tirer la munition.
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(a) Flèche maintenue par des sabots (b) Séparation des sabots

Figure A.2 – Représentation d’une flèche et des sabots

(a) Schéma d’une cartouche (b) Cartouche d’un obus flèche

Figure A.3 – Cartouche d’un projectile flèche
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L’obus flèche est un projectile supersonique (Mach 5.2) avec une vitesse initiale

de 1780m.s−1 et développant une énergie cinétique de 7130 kJ. L’accélération initiale

subie par le projectile est de 55000 g pour une masse d’un peu moins de 5 kg. La

perte de vitesse d’un flèche de gros calibre est d’environ 100 m.s−1 pour 2000 mètres

de vol. Le diamètre du barreau du projectile que nous étudions est d’environ 25

mm, et le calibre (diamètre du tube) de 120 mm est qualifié de gros calibre. Dans

la catégorie des gros calibres, le diamètre du tube peut varier de 90 à 155 mm. Une

munition est considérée de moyen calibre lorsque le diamètre du tube est compris

entre 20 et 40 mm. Les petits calibres désignent des munitions telles que les balles

de fusil de chasse par exemple (diamètre du tube d’une dizaine de millimètres).

Une flèche entre spontanément en rotation autour de son axe longitudinal dès la

sortie du tube grâce à l’effet aérodynamique de l’air sur l’empennage. Ce type de

projectile étant stable statiquement, cette rotation vise à éviter que des éventuelles

imperfections de fabrication (dissymétrie, balourd) ne perturbent le comportement

du projectile en vol. La rotation du projectile étant spontanée, les tubes tirant des

projectiles flèches de gros calibres ne sont pas rayés. Il peut cependant arriver, dans

le cas de munitions de moyen calibre, que le tube soit rayé de sorte à éviter de

changer de tube si l’on tire successivement des projectiles flèches et des projectiles

gyrostabilisés.

L’allongement d’une flèche peut atteindre 40, ce qui peut parfois entraîner, allié à

la dynamique liée au lancement et à l’intéraction entre les sabots et le tube, un

phénomène de flexion en vol. Ce phénomène a été étudié dans [37]. Les corps de

grand allongement en régime hypervéloce permettent une perforation optimale de

blindages. De plus, pour atteindre cet objectif au mieux, la flèche doit également

arriver avec une courbure et une obliquité (angle entre l’axe longitudinal du projectile

et son vecteur vitesse) minimales. La précision d’une flèche est estimée à partir de

deux critères. Le premier est la dispersion, c’est-à-dire le nuage d’impacts possibles

pour des tirs de projectiles identiques. Le second est la justesse et caractérise la

distance entre le point visé et le point moyen du nuage d’impacts.

Les projectiles flèches ont une portée de quelques kilomètres et suivent une trajectoire

en tir tendu (altitude atteinte en vol de moins d’un kilomètre). Le temps de vol

caractéristique d’un tel projectile est de l’ordre de la seconde.
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Annexe B

Dérivées des composantes de la

matrice de passage

La matrice de passage du repère canon
(
i, j, k

)
au repère projectile (c, a, b) en

utilisant les éléments du quaternion s’écrit :




i j k

c λ20 + λ21 − λ22 − λ23︸ ︷︷ ︸
l11

2 (λ1λ2 + λ0λ3)︸ ︷︷ ︸
l12

2 (λ1λ3 − λ0λ2)︸ ︷︷ ︸
l13

a 2 (λ1λ2 − λ0λ3)︸ ︷︷ ︸
l21

λ20 − λ21 + λ22 − λ23︸ ︷︷ ︸
l22

2 (λ2λ3 + λ0λ1)︸ ︷︷ ︸
l23

b 2 (λ1λ3 + λ0λ2)︸ ︷︷ ︸
l31

2 (λ2λ3 − λ0λ1)︸ ︷︷ ︸
l32

λ20 − λ21 − λ22 + λ23︸ ︷︷ ︸
l33




Les dérivées premières de chacune des composante de cette matrice s’écrivent :

∂l11
∂λ0

= +2λ0
∂l11
∂λ1

= +2λ1
∂l11
∂λ2

= −2λ2
∂l11
∂λ3

= −2λ3

∂l12
∂λ0

= +2λ3
∂l12
∂λ1

= +2λ2
∂l12
∂λ2

= +2λ1
∂l12
∂λ3

= +2λ0
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∂l13
∂λ0

= −2λ2
∂l13
∂λ1

= +2λ3
∂l13
∂λ2

= −2λ0
∂l13
∂λ3

= +2λ1

∂l21
∂λ0

= −2λ3
∂l21
∂λ1

= +2λ2
∂l21
∂λ2

= +2λ1
∂l21
∂λ3

= −2λ0

∂l22
∂λ0

= +2λ0
∂l22
∂λ1

= −2λ1
∂l22
∂λ2

= +2λ2
∂l22
∂λ3

= −2λ3

∂l23
∂λ0

= +2λ1
∂l23
∂λ1

= +2λ0
∂l23
∂λ2

= +2λ3
∂l23
∂λ3

= +2λ2

∂l31
∂λ0

= +2λ2
∂l31
∂λ1

= +2λ3
∂l31
∂λ2

= +2λ0
∂l31
∂λ3

= +2λ1

∂l32
∂λ0

= −2λ1
∂l32
∂λ1

= −2λ0
∂l32
∂λ2

= +2λ3
∂l32
∂λ3

= +2λ2

∂l33
∂λ0

= +2λ0
∂l33
∂λ1

= −2λ1
∂l33
∂λ2

= −2λ2
∂l33
∂λ3

= +2λ3



Annexe C

Expression des éléments du

quaternion

Comme mentionné dans le chapitre 3 (cf. section 3.1.4), le quaternion permet

d’alléger sensiblement l’expression du modèle balistique à six degrés du projectile

et de lever les indéterminations pesant sur les angles au cours du calcul. Il permet

également de passer facilement d’un repère à un autre dans la mesure où sa valeur est

la même dans tous les repères utilisés. En revanche, la valeur de ses éléments λ0, λ1,

λ2 et λ3 dépend du repère utilisé. Nous donnons donc les expressions des éléments

du quaternion pour chaque repère utilisé en fonction des angles balistiques.

Quaternion de rotation du repère canon
(
i, j, k

)
vers

le repère trajectoire (t, s, h)

Le passage du repère canon
(
i, j, k

)
au repère trajectoire (t, s, h) fait intervenir

les angles de hausse θ et de gisement η.





λ0 = cos (η/2) cos (θ/2)

λ1 = sin (η/2) sin (θ/2)

λ2 = sin (η/2) cos (θ/2)

λ3 = cos (η/2) sin (θ/2)
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Quaternion de rotation du repère trajectoire (t, s, h)

vers le repère projectile (c, a, b)

Le passage du repère trajectoire (t, s, h) au repère projectile (c, a, b) fait intervenir

les angles d’obliquité δ, de précession ψ et de roulis φ.





λ0 = cos (δ/2) [cos (ψ/2) cos (φ/2)− sin (ψ/2) sin (φ/2)]

λ1 = cos (δ/2) [sin (ψ/2) cos (φ/2) + cos (ψ/2) sin (φ/2)]

λ2 = − sin (δ/2) [sin (ψ/2) cos (φ/2)− cos (ψ/2) sin (φ/2)]

λ3 = sin (δ/2) [sin (ψ/2) sin (φ/2) + cos (ψ/2) cos (φ/2)]

Quaternion de rotation du repère canon
(
i, j, k

)
vers

le repère projectile (c, a, b)

Le passage du repère canon
(
i, j, k

)
au repère projectile (c, a, b) fait intervenir

les 5 angles précédemment cités.

λ0 = + cos (η/2) cos (ψ/2) cos (φ/2) [cos (θ/2) cos (δ/2)− sin (θ/2) sin (δ/2)]

+ sin (η/2) sin (ψ/2) cos (φ/2) [cos (θ/2) sin (δ/2)− sin (θ/2) cos (δ/2)]

− cos (η/2) sin (ψ/2) sin (φ/2) [cos (θ/2) cos (δ/2) + sin (θ/2) sin (δ/2)]

− sin (η/2) cos (ψ/2) sin (φ/2) [sin (θ/2) cos (δ/2) + cos (θ/2) sin (δ/2)]

λ1 = + cos (η/2) sin (ψ/2) cos (φ/2) [cos (θ/2) cos (δ/2) + sin (θ/2) sin (δ/2)]

+ sin (η/2) cos (ψ/2) cos (φ/2) [sin (θ/2) cos (δ/2) + cos (θ/2) sin (δ/2)]

+ cos (η/2) cos (ψ/2) sin (φ/2) [cos (θ/2) cos (δ/2)− sin (θ/2) sin (δ/2)]

+ sin (η/2) sin (ψ/2) sin (φ/2) [cos (θ/2) sin (δ/2)− sin (θ/2) cos (δ/2)]

λ2 = + cos (η/2) sin (ψ/2) cos (φ/2) [sin (θ/2) cos (δ/2)− cos (θ/2) sin (δ/2)]

+ sin (η/2) cos (ψ/2) cos (φ/2) [cos (θ/2) cos (δ/2)− sin (θ/2) sin (δ/2)]

+ cos (η/2) cos (ψ/2) sin (φ/2) [sin (θ/2) cos (δ/2) + cos (θ/2) sin (δ/2)]

− sin (η/2) sin (ψ/2) sin (φ/2) [cos (θ/2) cos (δ/2) + sin (θ/2) sin (δ/2)]
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λ3 = − cos (η/2) sin (ψ/2) sin (φ/2) [sin (θ/2) cos (δ/2)− cos (θ/2) sin (δ/2)]

− sin (η/2) cos (ψ/2) sin (φ/2) [cos (θ/2) cos (δ/2)− sin (θ/2) sin (δ/2)]

+ cos (η/2) cos (ψ/2) cos (φ/2) [sin (θ/2) cos (δ/2) + cos (θ/2) sin (δ/2)]

− sin (η/2) sin (ψ/2) cos (φ/2) [cos (θ/2) cos (δ/2) + sin (θ/2) sin (δ/2)]
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Annexe D

Expression de la pesanteur locale

Avant d’aborder la force de pesanteur à proprement parler, il est nécessaire de

préciser l’expression du vecteur rotation de la Terre ΩT représenté sur la figure D.1.

Dans le repère
(
N, j, k

)
, ΩT vaut :

ΩT =




ΩN

Ωj

Ωk


 =




ΩT cos (Lat)

ΩT sin (Lat)

0


 (D.1)

L’expression de N dans le repère canon
(
i, j, k

)
est :

N =




cos (AZ)

0

− sin (AZ)




(i,j,k)

(D.2)

L’expression du vecteur rotation de la Terre ΩT dans le repère canon
(
i, j, k

)
est

donc :

ΩT =




Ωi

Ωj

Ωk


 =




ΩT cos (Lat) cos (AZ)

ΩT sin (Lat)

−ΩT cos (Lat) sin (AZ)




(i,j,k)

(D.3)

Maintenant que le vecteur rotation de la Terre est connu, nous allons définir la force

de pesanteur locale [34].
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Figure D.1 – Représentation du vecteur rotation ~ΩT de la Terre

Figure D.2 – Représentation des repères
(
~N,~j,~k

)
et

(
~i,~j,~k

)

La Terre n’est pas parfaitement sphérique (rotation de la planète, déplacement des

masses d’eau,...), c’est pourquoi les équipotentielles (courbes sur lesquelles le poten-

tiel de gravitation est constant) ne sont ni sphériques ni concentriques.

C’est pourquoi un géoïde est introduit (figure D.4). Cette surface équipotentielle

virtuelle est proche du niveau moyen des mers. Par définition, la direction du champ

de pesanteur est normale au géoïde, donc elle varie sur la surface terrestre. On définit

l’altitude selon la normale locale au géoïde.

Toutefois, la surface du géoïde est irrégulière et ne permet pas une représentation
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Figure D.3 – Tracé des équipotentielles si la Terre était parfaitement sphérique

Figure D.4 – Illustration du géoïde

géométrique simple. Pour simplifier cette représentation, on suppose que la Terre est

constituée du géoïde surmonté du relief. Dans le but d’avoir une surface terrestre

de référence et définie mathématiquement, on utilise un ellipsoïde (figure D.5) per-

mettant de définir une bonne approximation du géoïde. L’ellipsoïde de révolution

choisi est une représentation aplatie de la Terre. On considère que l’équateur et les

parallèles sont des cercles, tandis que les méridiens sont des ellipses. Il existe un très

grand nombre d’ellipsoïdes de référence pouvant être ajustés sur le géoïde.

Celui retenu est l’ellipsoïde de Hayford (introduit en 1924 et adopté au niveau in-
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Figure D.5 – Illustration de l’ellipsoïde

ternational en 1929) caractérisé par :

– a = 6378388m

– b = 6356912m

– avec
x2

a2
+
y2

b2
= 1

soit un aplatissement de 22 km environ. La différence d’altitude entre le géoïde et

l’ellipsoïde est de moins de 100 m sur toute la surface du globe (figure D.6).

Figure D.6 – Hauteurs de géoïdes en mètres (modèle EGM 2008) par rapport à un
ellipsoïde de référence [ c© CNES, GRGS, CNRS, Dynamique terrestre et planétaire]

En balistique, nous faisons l’hypothèse que la Terre est localement (c’est-à-dire sur

le parcours balistique) assimilable à une sphère de centre T ′ différent du centre de

gravité terrestre T (fig. D.7).

Cette représentation incorpore l’effet centrifuge g′′, qui est une composante de l’ac-
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Figure D.7 – Représentation du centre virtuel T’ de la sphère

célération de la pesanteur globale g, dirigée vers T ′ sur tout le vol. On travaille donc

sur une Terre localement sphérique de centre T ′ autour duquel les équipotentielles de

pesanteur sont également des sphères. Suite à ces considérations géodésiques, nous

pouvons dire que l’accélération de la pesanteur résulte de deux choses :

– de l’attraction terrestre g′ sur le projectile, qui varie avec l’altitude :

g′ = g0

(
RT

RT + h

)2




0

1

0




(i,j,k)

(D.4)

où RT est le rayon de la Terre et h l’altitude du lieu considéré,

– l’accélération centrifuge g′′ subie par le projectile :

g′′ = −ΩT ∧ (ΩT ∧ TG) (D.5)

où T est le centre de la Terre et G la position du centre de gravité du projectile.

En mécanique du solide, g a pour définition mathématique :

g = −g0 ·
R2
T

‖T ′G‖2
·
T ′G

‖T ′G‖
(D.6)
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Par conséquent (on pourrait même dire par définition), g est colinéaire à T ′G :

T ′G = xx+ (RT + y) y + zz

donc ‖T ′G‖ =

√
x2 + (RT + y)2 + z2 (D.7)

qui, incorporé dans l’expression de g donne :

g = −g0




x

RT

1−
2y

RTz

RT



(i,j,k)

(D.8)

Enfin, dans un souci de rigueur, il faut également prendre en compte la variation de

g0 avec la latitude, suivant la formule :

g0 = 9.80665 (1− 0.0026 cos (2Lat)) (D.9)

où la valeur 9.80665 est définie à la latitude 45̊ et à altitude nulle.



Annexe E

Formulation détaillée du modèle

balistique

Nous présentons ici la formulation détaillée du modèle balistique à six degrés de

liberté.

Principe fondamental de la dynamique

Le principe fondamental de la dynamique projeté dans le repère canon
(
i, j, k

)

nous donne trois équations différentielles :





˙vabsi
=

ρS

2m

[

−vrvriCx + Czδ

(

l11

(

v2

rj + v2

rk

)

− l12vrivrj − l13vrivrk

)

+ CypδωcD
(

l12vrk − l13vrj
)

]

+ 2
(

vrjΩTk
− vrkΩTj

)

− g0
x

RT

˙vabsj
=

ρS

2m

[

−vrvrjCx + Czδ

(

l12

(

v2

ri + v2

rk

)

− l11vrivrj − l13vrjvrk

)

+ CypδωcD (l13vri − l11vrk)
]

+2
(

vrkΩTi
− vriΩTk

)

− g0

(

1−
2y

RT

)

˙vabsk
=

ρS

2m

[

−vrvrkCx + Czα

(

l13

(

v2

ri + v2

rj

)

− l11vrivrk − l12vrjvrk

)

+ CypαωcD
(

l11vrj − l12vri
)

]

+ 2
(

vriΩTj
− vrjΩTi

)

− g0
z

RT

(E.1)

Théorême du moment cinétique

Le théorême du moment cinétique projeté dans le repère projectile (c, a, b) nous

donne les trois équations différentielles suivantes :





ω̇c =
−ρS

2I1

[

D2Clpωcvr −DCl0v
2

r

]

ω̇a =
1

I2

[

ωcωb (I2 − I1) +
ρS

2

(

DCmδvr
(

l31vri + l32vrj + l33vrk
)

+ D2Cnpδωc

(

l21vri + l22vrj + l23vrk
)

− CmqD
2vrωa

)

]

ω̇b =
1

I2

[

ωcωa (I1 − I2) +
ρS

2

(

−DCmδvr
(

l21vri + l22vrj + l23vrk
)

+ D2Cnpδωc

(

l31vri + l32vrj + l33vrk
)

− CmqD
2vrωb

)

]

(E.2)
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Equations cinématiques des éléments du quaternion

L’utilisation du quaternion nécessite de prendre en compte les 4 équations diffé-

rentielles :





λ̇0 =
1
2
[−ωcλ1 − ωaλ2 − ωbλ3]

λ̇1 =
1
2
[ωcλ0 − ωaλ3 + ωbλ2]

λ̇2 =
1
2
[ωcλ3 + ωaλ0 − ωbλ1]

λ̇3 =
1
2
[−ωcλ2 + ωaλ1 + ωbλ0]

(E.3)

Equations donnant la position du centre de gravité

du projectile

L’intégration des composantes de la vitesse absolue dans le repère canon nous

donne trois équations différentielles :





ẋ = vabsi
ẏ = vabsi
ż = vabsi

(E.4)

Pour alléger l’écriture du modèle, nous pouvons donc écrire l’ensemble des équations

(E1 - E4) sous une forme simplifiée :

U̇ = f (U (t) , C, t) (E.5)

où U (t) = U et f (U,C, t) = f et

– U =
[
vabsi , vabsj , vabsk , ωc, ωa, ωb, λ0, λ1, λ2, λ3, x, y, z

]T

– C = [Cx, Cypδ, Czδ, Clp, Cl0, Cmδ, Cnpδ, Cmq]
T

– f = [f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7, f8, f9, f10, f11, f12, f13]
T correspondant aux se-

conds membres des différentes équations différentielles.



Annexe F

Dérivées des équations de la

mécanique du vol

Nous donnons, pour la fonction f1 les expressions analytiques des dérivées pre-

mières et secondes non nulles par rapport à chaque paramètre d’état et par rapport

à chaque coefficient aérodynamique.

f1 =
ρS

2m

[

−vrvriCx + Czδ

(

l11

(

v
2

rj + v
2

rk

)

− l12vrivrj − l13vrivrk

)

+ CypδωcD
(

l12vrk − l13vrj
)

]

+ 2
(

vrjΩTk − vrkΩTj

)

− g0
x

RT

Dérivées premières (non nulles) de f1 :

∂f1

∂vri
=

ρS

2m

[

−Cx

(

vr + vri ∗
vri

vr

)

+ Czδ

(

−l12vrj − l13vrk
)

]

∂f1

∂vrj
=

ρS

2m

[

−Cx

(

vri ∗
vrj

vr

)

+ Czδ

(

l112vrj − l12vri
)

+ CypδωcD (−l13)

]

+ 2ΩTk

∂f1

∂vrk
=

ρS

2m

[

−Cx

(

vri ∗
vrk

vr

)

+ Czδ (l112vrk − l13vri) + CypδωcDl12

]

− 2ΩTj

∂f1

∂ωc

=
ρS

2m

[

CypδD
(

l12vrk − l13vrj
)]

∂f1

∂λ0

=
ρS

2m

[

Czδ

(

2λ0

(

v
2

rj + v
2

rk

)

− 2λ3vrivrj − (−2λ2) vrivrk

)

+ CypδωcD
(

2λ3vrk −
(

−2λ2vrj
))

]

∂f1

∂λ1

=
ρS

2m

[

Czδ

(

2λ1

(

v
2

rj + v
2

rk

)

− 2λ2vrivrj − 2λ3vrivrk

)

+ CypδωcD
(

2λ2vrk − 2λ3vrj
)

]

∂f1

∂λ2

=
ρS

2m

[

Czδ

(

−2λ2

(

v
2

rj + v
2

rk

)

− 2λ1vrivrj − (−2λ0) vrivrk

)

+ CypδωcD
(

2λ1vrk − (−2λ0) vrj
)

]

∂f1

∂λ3

=
ρS

2m

[

Czδ

(

−2λ3

(

v
2

rj + v
2

rk

)

− 2λ0vrivrj − 2λ1vrivrk

)

+ CypδωcD
(

2λ0vrk − 2λ1vrj
)

]

∂f1

∂Cx

=
−ρS

2m
vrvri

∂f1

∂Czδ

=
ρS

2m

[

l11

(

v
2

rj + v
2

rk

)

− l12vrivrj − l13vrivrk

]

∂f1

∂Cypδ

=
ρS

2m

[

ωcD
(

l12vrk − l13vrj
)]
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Dérivées secondes (non nulles)de f1 :

∂2f1

∂ (vri)
2

=
−ρS

2m

[

Cx

(

3
vri

vr
−

v3

ri

v3
r

)]

∂2f1

∂vri∂vrj
=

ρS

2m

[

−Cx

(

vrj

vr
+ v

2

ri

(

−
vrj

v3
r

))

+ Czδ (−l12)

]

∂2f1

∂vri∂vrk
=

ρS

2m

[

−Cx

(

vrk

vr
+ v

2

ri

(

−
vrk

v3
r

))

+ Czδ (−l13)

]

∂2f1

∂vri∂λ0

=
ρS

2m

[

Czδ

(

−2λ3vrj − (−2λ2) vrk
)]

∂2f1

∂vri∂λ1

=
ρS

2m

[

Czδ

(

−2λ2vrj − 2λ3vrk
)]

∂2f1

∂vri∂λ2

=
ρS

2m

[

Czδ

(

−2λ1vrj − (−2λ0) vrk
)]

∂2f1

∂vri∂λ3

=
ρS

2m

[

Czδ

(

−2λ0vrj − 2λ1vrk
)]

∂2f1

∂vri∂Cx

=
−ρS

2m

[

vr +
v2

ri

vr

]

∂2f1

∂vri∂Czδ

=
ρS

2m

[

−l12vrj − l13vrk
]

∂2f1

∂
(

vrj
)

2
=

ρS

2m

[

−Cx

(

vri
v2

r − v2

rj

v3
r

)

+ Czδ2l11

]

∂2f1

∂vrj∂vrk
=

ρS

2m

[

−Cx

(

vrivrj ∗ (−vrk)

v3
r

)]

∂2f1

∂vrj∂ωc

=
−ρS

2m
CypδDl13

∂2f1

∂vrj∂λ0

=
ρS

2m

[

Czδ

(

4λ0vrj − 2λ3vri
)

+ CypδDωc (− (−2λ2))
]

∂2f1

∂vrj∂λ1

=
ρS

2m

[

Czδ

(

4λ1vrj − 2λ2vri
)

+ CypδDωc (−2λ3)
]

∂2f1

∂vrj∂λ2

=
ρS

2m

[

Czδ

(

−4λ2vrj − 2λ1vri
)

+ CypδDωc (− (−2λ0))
]

∂2f1

∂vrj∂λ3

=
ρS

2m

[

Czδ

(

−4λ3vrj − 2λ0vri
)

+ CypδDωc (−2λ1)
]

∂2f1

∂vrj∂Cx

=
−ρS

2m

vrivrj

vr

∂2f1

∂vrj∂Czδ

=
ρS

2m

[

2l11vrj − l12vri
]

∂2f1

∂vrj∂Cypδ

=
ρS

2m
ωcD (−l13)

∂2f1

∂ (vrk)
2

=
ρS

2m

[

−Cx

(

vri
v2

r − v2

rk

v3
r

)

+ Czδ2l11

]

∂2f1

∂vrk∂ωc

=
ρS

2m
CypδDl12

∂2f1

∂vrk∂λ0

=
ρS

2m

[

Czδ (4λ0vrk + 2λ2vri) + CypδDωc2λ3

]

∂2f1

∂vrk∂λ1

=
ρS

2m

[

Czδ (4λ1vrk − 2λ3vri) + CypδDωc2λ2

]

∂2f1

∂vrk∂λ2

=
ρS

2m

[

Czδ (−4λ2vrk + 2λ0vri) + CypδDωc2λ1

]

∂2f1

∂vrk∂λ3

=
ρS

2m

[

Czδ (−4λ3vrk − 2λ1vri) + CypδDωc2λ0

]

∂2f1

∂vrk∂Cx

=
−ρS

2m

vrivrk

vr

∂2f1

∂vrk∂Czδ

=
ρS

2m
[2l11vrk − l13vri]

∂2f1

∂vrk∂Cypδ

=
ρS

2m
ωcDl12

∂2f1

∂ωc∂vrj
=

−ρS

2m
CypδDl13
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∂2f1

∂vrj∂λ2

=
ρS

2m

[

Czδ

(

−4λ2vrj − 2λ1vri
)

+ CypδDωc (− (−2λ0))
]

∂2f1

∂vrj∂λ3

=
ρS

2m

[

Czδ

(

−4λ3vrj − 2λ0vri
)

+ CypδDωc (−2λ1)
]

∂2f1

∂vrj∂Cx

=
−ρS

2m

vrivrj

vr

∂2f1

∂vrj∂Czδ

=
ρS

2m

[

2l11vrj − l12vri
]

∂2f1

∂vrj∂Cypδ

=
ρS

2m
ωcD (−l13)

∂2f1

∂ (vrk)
2

=
ρS

2m

[

−Cx

(

vri
v2

r − v2

rk

v3
r

)

+ Czδ2l11

]

∂2f1

∂vrk∂ωc

=
ρS

2m
CypδDl12

∂2f1

∂vrk∂λ0

=
ρS

2m

[

Czδ (4λ0vrk + 2λ2vri) + CypδDωc2λ3

]

∂2f1

∂vrk∂λ1

=
ρS

2m

[

Czδ (4λ1vrk − 2λ3vri) + CypδDωc2λ2

]

∂2f1

∂vrk∂λ2

=
ρS

2m

[

Czδ (−4λ2vrk + 2λ0vri) + CypδDωc2λ1

]

∂2f1

∂vrk∂λ3

=
ρS

2m

[

Czδ (−4λ3vrk − 2λ1vri) + CypδDωc2λ0

]

∂2f1

∂vrk∂Cx

=
−ρS

2m

vrivrk

vr

∂2f1

∂vrk∂Czδ

=
ρS

2m
[2l11vrk − l13vri]

∂2f1

∂vrk∂Cypδ

=
ρS

2m
ωcDl12

∂2f1

∂ωc∂vrj
=

−ρS

2m
CypδDl13

∂2f1

∂ωc∂vrk
=

ρS

2m
CypδDl12

∂2f1

∂ωc∂λ0

=
ρS

2m
CypδD

(

2λ3vrk + 2λ2vrj
)

∂2f1

∂ωc∂λ1

=
ρS

2m
CypδD

(

2λ2vrk − 2λ3vrj
)

∂2f1

∂ωc∂λ2

=
ρS

2m
CypδD

(

2λ1vrk + 2λ0vrj
)

∂2f1

∂ωc∂λ3

=
ρS

2m
CypδD

(

2λ0vrk − 2λ1vrj
)

∂2f1

∂ωc∂Cypδ

=
ρS

2m
D

(

l12vrk − l13vrj
)

∂2f1

∂ (λ0)
2

=
ρS

2m
Czδ2

(

v
2

rj + v
2

rk

)

∂2f1

∂λ0∂λ2

=
ρS

2m

[

Czδ2vrivrk + CypδωcD2vrj
]

∂2f1

∂λ0∂λ3

=
ρS

2m

[

−Czδ2vrivrj + CypδωcD2vrk
]

∂2f1

∂λ0∂Czδ

=
ρS

2m

[

2λ0

(

v
2

rj + v
2

rk

)

− 2λ3vrivrj + 2λ2vrivrk

]

∂2f1

∂λ0∂Cypδ

=
ρS

2m
ωcD

[

2λ3vrk + 2λ2vrj
]

∂2f1

∂ (λ1)
2

=
ρS

2m
Czδ2

(

v
2

rj + v
2

rk

)

∂2f1

∂λ1∂λ2

=
ρS

2m

[

−Czδ2vrivrj + CypδωcD2vrk
]

∂2f1

∂λ1∂λ3

=
ρS

2m

[

−Czδ2vrivrk − CypδωcD2vrj
]
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∂2f1

∂λ1∂Czδ

=
ρS

2m

[

2λ1

(

v
2

rj + v
2

rk

)

− 2λ2vrivrj − 2λ3vrivrk

]

∂2f1

∂λ1∂Cypδ

=
ρS

2m
ωcD

[

2λ2vrk − 2λ3vrj
]

∂2f1

∂ (λ2)
2

=
ρS

2m

[

−Czδ2
(

v
2

rj + v
2

rk

)]

∂2f1

∂λ2∂Czδ

=
ρS

2m

[

−2λ2

(

v
2

rj + v
2

rk

)

− 2λ1vrivrj + 2λ0vrivrk

]

∂2f1

∂λ2∂Cypδ

=
ρS

2m
ωcD

[

2λ1vrk + 2λ0vrj
]

∂2f1

∂ (λ3)
2

=
ρS

2m

[

−Czδ2
(

v
2

rj + v
2

rk

)]

∂2f1

∂λ3∂Czδ

=
ρS

2m

[

−2λ3

(

v
2

rj + v
2

rk

)

− 2λ0vrivrj − 2λ1vrivrk

]

∂2f1

∂λ3∂Cypδ

=
ρS

2m
ωcD

[

2λ0vrk − 2λ1vrj
]

Comme nous pouvons le constater, le calcul des dérivées premières et secondes de la

première équation de la mécanique du vol par rapport aux treize paramètres d’état

et aux huit coefficients aérodynamiques est très dense. Il est nécessaire de répéter

ce calcul pour chacune des douze autres équations de la mécanique du vol.



Annexe G

Formulation détaillée de la mise en

oeuvre numérique de la technique

d’identification

Nous donnons dans cet annexe quelques détails sur la mise en oeuvre numérique

de la technique d’identification proposée. On note :

– i le numéro de la composante du vecteur considéré (variant de 1 à 13 pour U

et de 1 à 8 pour C),

– m le numéro de la mesure courante,

– Nmax le nombre total d’instants de mesures disponibles.

Ainsi, l’indice i désigne le numéro des composantes du vecteur

U =
[

vmabsi , v
m
absj

, vmabsk , ω
m
c , ω

m
a , ω

m
b , λ

m
0 , λ

m
1 , λ

m
2 , λ

m
3 , x

m, ym, zm
]

et du vecteur

C = [Cx, Czδ, Cypδ, Clp, Cl0, Cmδ, Cnpδ, Cmq]
T strictement dans ces ordres d’écriture.

Si l’on utilise le schéma d’Euler explicite pour intégrer les équations de la mécanique
du vol, la fonctionnelle discrétisée s’écrit :

J (U,C) =
1

2

13
∑

i=1

Nmax
∑

m=1

(

Um
i − Ũm

i

)2

+
1

2

13
∑

i=1

Nmax
∑

m=2






−Um

i + Um−1
i + fi

(
Um−1, C, tm−1

) (
tm − tm−1

)
︸ ︷︷ ︸

Ai(m)




2

∆t

Pour alléger l’écriture, nous définissons des fonctions Ai (m) où i est le numéro du

paramètre d’état considéré, et m est le numéro de mesure.
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Calcul du gradient de la fonctionnelle J par rapport

aux paramètres d’état U

∂J

∂Um
i

=
(
Um
i − Ũm

i

)
+

13∑

j=1

[
Aj (m)

∂Aj (m)

∂Um
i

+ Aj (m+ 1)
∂Aj (m+ 1)

∂Um
i

]

Calcul du gradient de la fonctionnelle J par rapport

aux coefficients aérodynamiques C

∂J

∂Ci
=

13∑

j=1

Nmax∑

m=2

[
Aj (m)

∂Aj (m)

∂Ci

]

Calcul des dérivées secondes de J

Si l’on dérive J deux fois par rapport au même paramètre d’état et au même

instant de mesure, nous avons :

∂2J

∂ (Um
i )

2 = 1 +
13∑

j=1

(
∂Aj (m)

∂Um
i

)2

+ Aj (m)
∂2Aj (m)

∂ (Um
i )

2

+

(
∂Aj (m+ 1)

∂Um
i

)2

+ Aj (m+ 1)
∂2Aj (m+ 1)

∂ (Um
i )

2

Dans tous les autres cas (soit deux paramètres d’état identiques i1 = i2 à des instants

différents m1 6= m2, soit deux paramètres d’état différents i1 6= i2, au même instant

de mesure ou non), si l’on dérive J deux fois par rapport aux paramètres d’état,

nous obtenons l’expression suivante :

∂2J

∂Um1
i ∂Um2

k

=
13∑

j=1

∂Aj (m1)

∂Um2
k

∂Aj (m1)

∂Um1
i

+ Aj (m1)
∂2Aj (m1)

∂Um1
i ∂Um2

k

+
∂Aj (m1 + 1)

∂Um2
k

∂Aj (m1 + 1)

∂Um1
i

+ Aj (m1 + 1)
∂2Aj (m1 + 1)

∂Um1
i ∂Um2

k
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Maintenant, si l’on dérive J une fois par rapport à un paramètre d’état, puis une fois

par rapport à un coefficient aérodynamique, nous obtenons l’expression suivante :

∂2J

∂Um
i ∂Ck

=
13∑

j=1

∂Aj (m)

∂Ck

∂Aj (m)

∂Um
i

+ Aj (m)
∂2Aj (m)

∂Um
i ∂Ck

+
∂Aj (m+ 1)

∂Ck

∂Aj (m+ 1)

∂Um
i

+ Aj (m+ 1)
∂2Aj (m+ 1)

∂Um
i ∂Ck

Si l’on dérive deux fois J par rapport à deux coefficients aérodynamiques identiques

ou non, nous avons :

∂2J

∂Ci∂Ck
=

13∑

j=1

Nmax∑

m=2

∂Aj (m)

∂Ck

∂Aj (m)

∂Ci
+ Aj (m)

∂2Aj (m)

∂Ci∂Ck︸ ︷︷ ︸
=0

Les fonctions Ai (m) dépendent des équations de la mécanique du vol. A titre

d’exemple, les dérivées premières et secondes de la première équation de la méca-

nique du vol f1 se trouvent en annexe F, et celles des composantes lij de la matrice

de passage entre les repères intervenant dans les équations f se trouvent en annexe

B.

Détail de la méthode d’identification dans un cas

simple

Supposons que nous ne tenions compte que des paramètres d’état vabsi et ωc et des

trois coefficients aérodynamiques Cx, Clp et Cl0. U s’écrit alors Um =
[
vmabsi , ω

m
c

]T

∀m ∈ J1, . . . , nK et C s’écrit C = [Cx, Clp, Cl0]
T .

Le problème d’optimisation s’écrit :





J (U (t) , C, t) =
1

2

(∫ T
t=0

(vabsi (t)− ˜vabsi (t))
2 dt+

∫ T
t=0

(ωc (t)− ω̃c (t))
2 dt

)

Sous les contraintes :

˙vabsi = f1 (vabsi , ωc, Cx, Clp, Cl0, t)

˙vabsi = f4 (vabsi , ωc, Cx, Clp, Cl0, t)

(G.1)
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Forme discrétisée du problème d’optimisation :

min J (U (t) , C, t) =
1

2

n∑

m=1

(
vmabsi − ˜vabsi

m
)2
∆t+

1

2

n∑

m=1

(ωmc − ω̃c
m)2∆t

Sous les contraintes :

vmabsi = vm−1absi
+ f1

(
vm−1absi

, ωm−1c , Cx, Clp, Cl0, t
m−1

) (
tm − tm−1

)
m ∈ J1, nK

ωmc = ωm−1c + f4
(
vm−1absi

, ωm−1c , Cx, Clp, Cl0, t
m−1

) (
tm − tm−1

)
m ∈ J1, nK

On remplace les contraintes par des termes de pénalisation dans la fonctionnelle. Le
problème d’optimisation non linéaire devient : min J avec

J (U (t) , C, t) =
1

2

n∑

m=1

(
vmabsi − ˜vabsi

m
)2

∆t+

n∑

m=1

(ωm
c − ω̃c

m)
2
∆t

+
1

2

n∑

m=2

[
−vmabsi + vm−1

absi
+ f1

(
vm−1
absi

, ωm−1
c , Cx, Clp, Cl0, t

m−1
) (
tm − tm−1

)]2
∆t

︸ ︷︷ ︸
A1(m)2

+
1

2

n∑

m=2

[
−ωm

c + ωm−1
c + f4

(
vm−1
absi

, ωm−1
c , Cx, Clp, Cl0, t

m−1
) (
tm − tm−1

)]2
∆t

︸ ︷︷ ︸
A4(m)2

A titre d’exemple, nous donnons la formulation du gradient de J par rapport à vmabsi
où 1 < m < n.

∂J

∂vmabsi
=

(
vmabsi − ṽ

m
absi

)
∆t+ (−1)︸︷︷︸

∂A1 (m)

∂vmabsi

∆t

+

(
1 +

∂f1
(
vmabsi , ω

m
c , Cx, Clp, Cl0, t

m
) (
tm − tm−1

)

∂vmabsi

)

︸ ︷︷ ︸
∂A1 (m+ 1)

∂vmabsi

∆t

+ (0)∆t+

(
∂f4

(
vmabsi , ω

m
c , Cx, Clp, Cl0, t

m
) (
tm − tm−1

)

∂vmabsi

)

︸ ︷︷ ︸
∂A4 (m+ 1)

∂vmabsi

∆t

=
(
vmabsi − ṽ

m
absi

)
∆t+ (−1)∆t+

(
1 +

ρS

2m

[
−Cx

(
2 vmabsi

)])
∆t

+

(
−ρS

2I1

[
ClpD

2ωc − Cl02Dvabsi
])

∆t
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Nous effectuons de la même manière le calcul du gradient de J par rapport à chaque

instant de mesure et pour chacun des deux paramètres d’état vabsi et ωc mais aussi

par rapport à chacun des coefficients aérodynamiques Cx, Clp et Cl0. Nous obtenons

alors un système d’équations non linéaires en dimension finie.

Nous utilisons ensuite la méthode de Newton-Raphson pour résoudre ce système non

linéaire. Pour cela, nous linéarisons chacune des équations non linéaire par rapport

aux différentes grandeurs. Nous posons

P =
[
v1absi , v

2
absi

, . . . , vnabsi , ω
1
c , . . . , ω

n
c , Cx, Clp, Cl0

]T
et aboutissons alors à un sys-

tème d’équations linéaires que nous pouvons écrire sous forme matricielle :

[A] [dP ] = [B]

où :

– [dP ] désigne le vecteur des incréments (inconnus) des paramètres d’état et des

coefficients aérodynamiques,

– [A] est une matrice par bloc des dérivées secondes de J , connues et calculées

de manière analytique,

– [B] est fonction du gradient de J , connu et calculé de manière analytique.

La résolution du système matriciel (G.2) nous donne les incréments des paramètres

d’état et des coefficients aérodynamiques à chaque itération. En notant k le numéro

de l’itération en cours, cela nous permet de mettre à jour les composantes du vecteur

P de la manière suivante :

P k+1 = P k + dP k (G.2)

C’est-à-dire :

(
vmabsi

)k+1
=

(
vmabsi

)k
+

(
dvmabsi

)k
∀m ∈ J1, . . . , nK

(ωmc )
k+1 = (ωmc )

k + (dωmc )
k ∀m ∈ J1, . . . , nK

(Cx)
k+1 = (Cx)

k + (dCx)
k ∀m ∈ J1, . . . , nK

(Clp)
k+1 = (Clp)

k + (dClp)
k ∀m ∈ J1, . . . , nK

(Cl0)
k+1 = (Cl0)

k + (dCl0)
k ∀m ∈ J1, . . . , nK
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La matrice A est carrée symétrique (AJI = ATIJ) de dimension (2n+ 3) × (2n+ 3)

et s’écrit par blocs :




A11 A12 A13 A14 A15

A21 A22 A23 A24 A25

A31 A32 A33 A34 A35

A41 A42 A43 A44 A45

A51 A52 A53 A54 A55




(G.3)

Nous donnons ici l’expression des blocs de la partie supérieure de la matrice A.

A11︸︷︷︸
n×n

=




∂2J

∂
(
v1absi

)2
∂2J

∂v1absi∂v
2
absi

. . .
∂2J

∂v1absi∂v
n
absi

...
. . .

...
∂2J

∂vnabsi∂v
1
absi

∂2J

∂vnabsi∂v
2
absi

. . .
∂2J

∂
(
vnabsi

)2




(G.4)

A12︸︷︷︸
n×n

=




∂2J

∂v1absi∂ω
1
c

∂2J

∂v1absi∂ω
2
c

. . .
∂2J

∂v1absi∂ω
n
c

...
. . .

...
∂2J

∂vnabsi∂ω
1
c

∂2J

∂vnabsi∂ω
2
c

. . .
∂2J

∂vnabsi∂ω
n
c




(G.5)
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A13︸︷︷︸
n×1

=




∂2J

∂v1absi∂Cx
∂2J

∂v2absi∂Cx
...

∂2J

∂vnabsi∂Cx




(G.6)

A14︸︷︷︸
n×1

=




∂2J

∂v1absi∂Clp
∂2J

∂v2absi∂Clp
...

∂2J

∂vnabsi∂Clp




(G.7)

A15︸︷︷︸
n×1

=




∂2J

∂v1absi∂Cl0
∂2J

∂v2absi∂Cl0
...

∂2J

∂vnabsi∂Cl0




(G.8)
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A22︸︷︷︸
n×n

=




∂2J

∂ (ω1
c )

2

∂2J

∂ω1
c∂ω

2
c

. . .
∂2J

∂ω1
c∂ω

n
c

...
. . .

...
∂2J

∂ωnc ∂ω
1
c

∂2J

∂ωnc ∂ω
2
c

. . .
∂2J

∂ (ωnc )
2




(G.9)

A23︸︷︷︸
n×1

=




∂2J

∂ω1
c∂Cx
∂2J

∂ω2
c∂Cx
...

∂2J

∂ωnc ∂Cx




(G.10)

A24︸︷︷︸
n×1

=




∂2J

∂ω1
c∂Clp
∂2J

∂ω2
c∂Clp
...

∂2J

∂ωnc ∂Clp




(G.11)
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A25︸︷︷︸
n×1

=




∂2J

∂ω1
c∂Cl0
∂2J

∂ω2
c∂Cl0
...

∂2J

∂ωnc ∂Cl0




(G.12)

A33︸︷︷︸
1×1

=

[
∂2J

∂ (Cx)
2

]
(G.13)

A34︸︷︷︸
1×1

=

[
∂2J

∂Cx∂Clp

]
(G.14)

A35︸︷︷︸
1×1

=

[
∂2J

∂Cx∂Cl0

]
(G.15)

A44︸︷︷︸
1×1

=

[
∂2J

∂ (Clp)
2

]
(G.16)

A45︸︷︷︸
1×1

=

[
∂2J

∂Clp∂Cl0

]
(G.17)
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A55︸︷︷︸
1×1

=

[
∂2J

∂ (Cl0)
2

]
(G.18)

Précisons que ces blocs ne sont pas symétriques, il est donc nécessaire de calculer

chacune de leurs composantes.



Annexe H

Les différents schémas pour

l’intégration du système différentiel

Nous présentons les différents schémas d’intégration employés dans ce manuscrit.

Soit une fonction f réelle et continue d’une variable réelle. Nous notons h le pas de

temps.

Schéma d’Euler explicite

Ce schéma s’écrit :

yn+1 = yn + hf (yn)

Schéma multipas explicite d’Adams-Bashforth

L’ordre 1 de ce schéma n’est autre que le schéma d’Euler explicite.

Ordre 2 :

yn+1 = yn + h

(
3

2
f (yn)−

1

2
f (yn−1)

)

Ordre 3 :

yn+1 = yn + h

(
23

12
f (yn)−

16

12
f (yn−1) +

5

12
f (yn−2)

)
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Ordre 4 :

yn+1 = yn + h

(
55

24
f (yn)−

59

24
f (yn−1) +

37

24
f (yn−2)−

9

24
f (yn−3)

)

Schéma implicite BDF (Backward Differentiation For-

mula)

Le premier ordre s’écrit :

yn+1 − yn = hfn+1

Ordre 2 :
3

2
yn+1 − 2yn +

1

2
yn−1 = hf (yn+1)

Ordre 3 :
11

6
yn+1 − 3yn +

3

2
yn−1 −

1

3
yn−2 = hf (yn+1)

Ordre 4 :
25

12
yn+1 − 4yn + 3yn−1 −

4

3
yn−2 +

1

4
yn−3 = hf (yn+1)

Ordre 5 :

137

60
yn+1 − 5yn + 5yn−1 −

10

3
yn−2 +

5

4
yn−3 −

1

5
yn−4 = hf (yn+1)

Ordre 6 :

49

20
yn+1 − 6yn +

15

12
yn−1 −

20

3
yn−2 +

15

4
yn−3 −

6

5
yn−4 +

1

6
yn−5 = hf (yn+1)
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Schéma implicite de Runge-Kutta d’ordre 4

Ce schéma s’écrit :

yn+1 = yn +
1

6
h (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

avec :

k1 = f (yn)

k2 = f

(
yn +

h

2
k1

)

k3 = f

(
yn +

h

2
k2

)

k4 = f (yn + hk3)

Schéma explicite de Runge-Kutta Feldberg d’ordre 7

Ce schéma s’écrit :

yn+1 = yn + h

(
41

840
k1 +

34

105
k6 +

9

35
k7 +

9

35
k8 +

9

280
k9 +

9

35
k10 +

41

840
k11

)

avec :

k1 = f (yn)

k2 = f

(
yn +

2

27
hk1

)

k3 = f

(
yn +

1

36
hk1 +

1

12
hk2

)

k4 = f

(
yn +

1

24
hk1 +

1

8
hk3

)

k5 = f

(
yn +

5

12
hk1 −

25

16
hk3 +

25

16
hk4

)

k6 = f

(
yn +

1

20
hk1 +

1

4
hk4 +

1

5
hk5

)

k7 = f

(
yn −

25

108
hk1 +

125

108
hk4 +

65

27
hk5 ++

125

54
hk6

)
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k8 = f

(
yn +

31

300
hk1 +

61

225
hk5 +

2

9
hk6 +

13

900
hk7

)

k9 = f

(
yn + 2hk1 −

53

6
hk4 +

704

45
hk5 −

107

109
hk6 +

67

90
hk7 + 3hk8

)

k10 = f

(
yn −

91

108
hk1 +

23

108
hk4 +

976

135
hk5 +

311

54
hk6 +

19

60
hk7 +

17

6
hk8 −

1

12
hk9

)

k11 = f

(
yn +

2383

4100
hk1 −

341

164
hk4 +

4496

1025
hk5 −

301

82
hk6 +

2133

4100
hk7 +

45

82
hk8 +

45

164
hk9 +

18

41
hk10

)



Annexe I

Expressions du terme de pénalisation

pour les différents schémas

d’intégration

Nous donnons ici l’expression du terme de pénalisation R intervenant dans la

fonctionnelle J de notre problème pour différents schémas d’intégration. Nous notons

h le pas de temps.

Schéma d’Euler explicite

L’utilisation de ce schéma d’intégration conduit à l’expression suivante du terme

de pénalisation R :

‖R (Ψ)‖2E =
n
∑

m=2

[

−Um + Um−1 + hf
(
Um−1, C, tm−1

)]2
∆t

Schéma multipas explicite d’Adams-Bashforth

En employant le schéma d’intégration à l’ordre 2 le terme de pénalisation R

s’écrit :

‖R (Ψ)‖2E =
n∑

m=3

[
−Um + Um−1 + h

3

2
f
(
Um−1, C, tm−1

)
− h

1

2
f
(
Um−2, C, tm−2

)]2
∆t
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A l’ordre 3 il s’écrit :

‖R (Ψ)‖2E =
n
∑

m=4

[

−Um + Um−1 + h
23

12
f
(

Um−1, C, tm−1
)

− h
16

12
f
(

Um−2, C, tm−2
)

+ h
5

12
f
(

Um−3, C, tm−3
)

]2

∆t

A l’ordre 4, il s’écrit :

‖R (Ψ)‖
2

E =
n
∑

m=5

[

−U
m

+ U
m−1

+ h
55

24
f
(

U
m−1

, C, t
m−1

)

− h
59

24
f
(

U
m−2

, C, t
m−2

)

+ h
37

24
f
(

U
m−3

, C, t
m−3

)

− h
9

24
f
(

U
m−4

, C, t
m−4

)

]

2

∆t

Schéma implicite BDF (Backward Differentiation For-

mula)

L’utilisation de ce schéma d’intégration conduit à l’expression suivante du terme

de pénalisation R :

‖R (Ψ)‖2E =
n∑

m=2

[
−Um + Um−1 + hf (Um, C, tm)

]2
∆t

A l’ordre 2, il s’écrit :

‖R (Ψ)‖2E =
n∑

m=3

[
−
3

2
Um + 2Um−1 −

1

2
Um−2 + hf (Um, C, tm)

]2
∆t

A l’ordre 3, il s’écrit :

‖R (Ψ)‖2E =
n∑

m=4

[
−
11

6
Um + 3Um−1 −

3

2
Um−2 +

1

3
Um−3 + hf (Um, C, tm)

]2
∆t

A l’ordre 4, il s’écrit :

‖R (Ψ)‖2E =
n∑

m=5

[
−
25

12
Um + 4Um−1 − 3Um−2 +

4

3
Um−3 −

1

4
Um−4 + hf (Um, C, tm)

]2
∆t

A l’ordre 5, il s’écrit :

‖R (Ψ)‖
2
E =

n∑

m=6

[
−
137

60
Um + 5Um−1 − 5Um−2 +

10

3
Um−3 −

5

4
Um−4 +

1

5
Um−5 + hf (Um, C, tm)

]2
∆t
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A l’ordre 6, il s’écrit :

‖R (Ψ)‖2E =
n
∑

m=7

[

−
49

20
Um + 6Um−1 −

15

12
Um−2 +

20

3
Um−3 −

15

4
Um−4 +

6

5
Um−5 −

1

6
Um−6 + hf (Um, C, tm)

]2

∆t
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Annexe J

Génération de données d’entrée

bruitées

La simulation directe fournit à l’issue du calcul les valeurs vi, vj, vk, ωc, ωa, ωb,

x, y et z à chaque instant. Ces données sont utilisées en entrée de la procédure

d’identification, et sont éventuellement bruitées.

Pour bruiter nos données [65], une liste de valeurs pseudo-aléatoires est générée et

transformée en loi Gaussienne (de moyenne nulle et d’écart-type 1) par le théorême

central limite [57]. Puis le bruit affectant les données est généré en appliquant un

filtre passe-bas fonction du pas de temps du modèle, d’un gain gfiltre et d’un écart-

type σfiltre choisis par l’utilisateur. Cette technique permet de simuler un bruit de

mesure sur les données plus réaliste qu’un bruit blanc. Le bruit ainsi généré est

caractérisé par sa moyenne µbruit et son écart-type σbruit. Le tableau J.1 présente les

moyennes µbruit et écarts-types σbruit du bruit obtenus à partir des gains gfiltre et

écarts-types σfiltre donnés en entrée du filtre passe-bas. A titre d’exemple, la courbe

J.1 présente un jeu de données de vitesse non bruitées et ce même jeu bruité avec un

bruit d’écart-type 0.27 et une moyenne de 1.1. Les paramètres σfiltre, gfiltre, µbruit

et σbruit sont en m.s−1.
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Données d’entrée Données de sortie
σfiltre gfiltre µbruit σbruit

0 0 0 0
1 1 0.011 0.042
2 2 0.043 0.17
3 3 0.097 0.38
4 4 0.17 0.68
5 5 0.27 1.1
6 6 0.39 1.5
7 7 0.53 2.07
8 8 0.69 2.75
9 9 0.87 3.4
10 10 1.07 4.23
20 20 4.30 16.91
30 30 9.66 38.05
40 40 17.18 67.64
50 50 26.85 105.69

Table J.1 – Génération du bruit
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v
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Figure J.1 – Vitesse vabsi bruitée
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Hélène DEMAILLY

Identification des coefficients aérodynamiques d’un projectile à partir de mesures

prises en vol

Résumé :

La maîtrise du comportement en vol d’un projectile est, en partie, conditionnée par la connaissance des coefficients associés à

chaque effort aérodynamique. Différents outils sont utilisés dans l’industrie, tels que les codes numériques aérodynamiques ou les

essais en soufflerie, afin d’obtenir une première estimation des coefficients en phase d’avant-projet. Il est ensuite nécessaire de

vérifier la valeur des coefficients et de valider le comportement du projectile en vol au moyen de tirs instrumentés. Un outil automatisé

est donc proposé afin d’identifier les coefficients aérodynamiques d’un projectile à partir des mesures issues d’un vol. La technique

d’identification est pensée pour être applicable à une gamme la plus large de projectiles. Elle introduit un problème d’optimisation non

linéaire en dimension finie. La fonctionnelle du problème contient deux termes : un terme d’écart entre les paramètres d’état et les

mesures, de sorte à s’approcher au mieux des mesures et à les relaxer, et un terme de pénalisation prenant en compte les équations de

la mécanique du vol. L’outil proposé est testé, pour un projectile de type flèche, avec des données simulées ou avec des données issues

de tirs. Il permet l’identification des coefficients aérodynamiques recherchés. L’algorithme est robuste face au bruit et permet également

la reconstruction d’une trajectoire débruitée.

Mots clés : Identification, coefficients aérodynamiques, optimisation non linéaire, technique de Newton-Raphson, projectile

flèche

Identification of the aerodynamic coefficients of a projectile from flight data

Abstract :

The control of the flight behaviour of a projectile partly depends on the knowledge of the coefficients associated with each ae-

rodynamic loading. Different tools are used in the industry, such as numerical aerodynamic codes or wind tests in order to obtain

a first estimate of the coefficients during the stage of pilot study. It is then necessary to verify the value of the coefficients and to

validate the behaviour of the projectile thanks to scored fires. An automated tool is consequently proposed in order to identify the

aerodynamic coefficients of a projectile from flight data. The identification technique is designed so as to be applicable to the widest

range of projectiles. It presents a nonlinear optimization problem in finite dimension. The functional of the problem contains two

terms : the first one is a gap between the state parameters and the measurements, in order to approach the measurements at best

and to relax them, and the second one is a penalization term which takes the flight mechanics equations into account. The proposed

tool is tested, for a Kinectic Energy projectile, with simulated data or real flight data. It enables the identification of the searched

out aerodynamic coefficients. The algorithm is robust in a noisy environment and also enables the reconstruction of a denoised trajectory.

Keywords : Identification of aerodynamic coefficients, flight data, nonlinear optimization, Newton-Raphson technique, Kinectic

Energy projectile
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