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Chapitre 1

Introduction

Les systémes critiques sont utilisés dans plusieurs domaines industriels
tels que le nucléaire et le transport. La défaillance de ces systémes peut avoir
des conséquences dramatiques au niveau financier, écologique ou humain, de
part la nature des applications utilisées. Afin d’éviter les accidents, les indus-
triels doivent respecter des contraintes strictes imposées par des autorités de
certification indépendantes. Ces derniéres ont la charge d’étudier la qualité
des logiciels produits avant leur mise en service. Les précautions a pren-
dre lors du développement de tels logiciels sont spécifiés dans des normes
et peuvent varier suivant le domaine et la criticité de 'application. Parmis
les normes mises en place, on peut citer la DO-178B (pour 'avionique), la
[EC-61508 (pour les systémes critiques) ou encore la ECSS-Q-80C (pour les
systémes spaciaux). Pour garantir la robustesse de ces systémes, il est sou-
vent interdit d’inclure des commandes ou fonctionnalités non prédictibles.
En d’autres termes, le caractére déterministe du systéme est une propriété
indispensable. Cela simplifie le développement de I'application et les tests de
validation puisqu’un comportement fautif pourrait étre reproduit & souhait.

Ces applications industrielles doivent interagir continuellement avec leur
environnement et répondre le plus rapidement possible aux requétes, tout
en faisant tourner plusieurs composants en paralléle. Il est donc primordial
de disposer d’outils ou il est facile de gérer la concurrence, le temps et la
causalité ensemble.

Les systémes concurrents ou distribués sont souvent classés suivant deux
critéres principaux [LL90| : les vitesses des programmes et leur mécanisme
de communication. Par rapport au premier critére, il existe plusieurs sortes
de systémes dont les systémes synchrones, asynchrones, temps-réel, etc... En
particulier, dans les systémes synchrones, il existe une horloge globale qui
orchestre le calcul. Chaque processus (ou programme) effectue une action
et se synchronise avec les autres avant d’avancer davantage. Chaque étape
dans le calcul est appelée instant, phase ou tour. Le terme désignant cette
notion de temps différe suivant les modéles. Du point de vue du calcul, tous
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les programmes respectent la méme notion de temps et avancent & la méme
vitesse.

Concernant le second critére, on peut se référer aux communications &
mémoire partagée, aux appels de procédures a distance, canaux point & point,
& la communication par diffusion, etc... Quelques mécanismes de communi-
cation forcent les différents acteurs & se synchroniser pour échanger une in-
formation. Cela est particuliérement vrai quand le canal de communication a
une mémoire tampon de taille zéro. Cela force I’échange effectif du message
avant de pouvoir commencer d’autres échanges. Une telle communication est
appelée communication synchrone.

Dans la suite, on utilisera le terme synchrone pour désigner les systémes
oll les programmes avancent & la méme vitesse.

Les langages synchrones permettent de décrire le comportement des pro-
grammes paralléles qui sont exécutés de facon synchronisée et qui maintien-
nent une interaction permanente avec leur environnement [HP85|. Plusieurs
approches ont été considérées pour formaliser la notion de synchronie. La
principale différence entre les différentes approches est le codage de l’in-
stant. Dans la premiére approche, la sémantique précise 'ensemble des ac-
tions qu’un processus doit effectuer pendant chaque instant. Cette approche
a été introduite pour la premiére fois dans SCCS [Mil80] par Robin Milner en
1983. Un peu plus tard, en 1984, Didier Austry et Gérard Boudol présentent
le modele Meije [AB84]. Les deux modeéles utilisent la méme structure pour
les actions mais définissent des opérateurs différents : le modele SCCS a une
composition parallele synchrone et des opérateurs pour désynchroniser les
processus alors que Meije dispose d’une composition paralléle asynchrone et
d’opérateurs pour synchroniser les processus entre eux. Par exemple, deux
processus composés de fagon parallele dans SCCS doivent chacun exécuter
une action avant de pouvoir passer a l'instant suivant. Cela étant dit, les
deux calculs sont en fait deux représentations différentes du méme modéle
puisque les opérateurs de I'un sont définissables en utilisant ceux de 'autre.

Malgré les propriétés mathématiques dont jouissent ces premiers mod-
éles, ils n’ont pas été utilisés comme base d’un langage de programmation
synchrone réaliste. La seconde approche est plus permissive que la premiére
dans le sens oil les interactions sont plus souples. En particulier, la condition
de passage a l'instant suivant n’est plus activée par ’exécution d’une action
mais par certaines conditions. L’environnement peut détecter que tous les
processus sont bloqués et il peut passer & l'instant suivant. Dans ce cadre,
plusieurs langages ont vu le jour et utilisent des techniques différentes ot on
peut distinguer principalement deux paradigmes de programmation : la pro-
grammation flots de données (Lustre [HCRP91], Signal [GLGS87], ...) et la
programmation orientée controle (Esterel [BG92], ...). Ces langages ont été
concus pour modéliser, spécifier, valider et implanter des systémes temps-réel
embarqués, et plus généralement, des systémes critiques. Ils ont été bati sur
un modéle mathématique commun qui combine synchronie et concurrence
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déterministe. Esterel a été introduit par Berry et Gontier en 1988. C’est
un langage o1 la communication se fait & travers des signaux. Contrairement
aux canaux, les signaux persistent durant un instant. Ainsi, une valeur émise
sur un signal peut étre recue plusieurs fois dans l'instant. L'une des carac-
téristiques de ce langage est qu’il permet de tester la présence des signaux et
réagir en conséquence dés l'instant courant. Ce choix de conception permet a
l'utilisateur d’écrire des programmes dont la sémantique est problématique.
Prenons par exemple le programme suivant :

present S then nothing else emit S;

Ce programme teste la présence du signal 5, et émet S g’il est absent. Et
sinon, le cas ot S est présent, il ne fait rien. Si on suppose que la définition
du signal S est locale, alors on ne peut pas lui donner un état (présent ou
absent). Si S est absent alors on émet S. Cela nous méne a une premiére
contradiction. Si S est présent, alors il n’est pas émis, ce qui constitue la
seconde contradiction. Dans Esterel, on rejette ces programmes incorrects
a l'aide d’'une analyse statique sur le code. Cependant, cela a motivé les
chercheurs pour fournir un modéle synchrone ou ce genre de programmes
sont rejetés par construction. Le modeéle SL [BDS96| a été introduit dans
ce sens. C’est une relaxation du modeéle Esterel ol la présence d’un signal
s’observe & la fin de I'instant uniquement.

Ces modéles de langages synchrones ont connu un succés majeur depuis
leur création. Ils ont été utilisés pour la conception et I'implantation d’appli-
cations industrielles significatives dans divers domaines (services web, jeux
multi-joueurs, aviation, etc...). Il existe aujourd’hui plusieurs langages de
programmation ou suites de conception dont le coeur repose directement sur
ces modeles (Reactive ML [MP05] en OCaml, Reactive C' [Bou91] en C, Scade
[ADS™06], SugarCubes [BSI8] en Java, ...).

1.1 Contributions

Dans cette thése, nous allons nous intéresser au probléme du détermin-
isme dans des calculs concurrents synchrones avec échanges de valeurs. Prin-
cipalement, nous allons étudier cette notion sous plusieurs angles de vue.
La suite présente le contexte dans lequel nous avons mené notre travail et
chacune des approches étudiées qui ont mené aux résultats obtenus.

Nous avons pris le Sm-calcul [Ama07| comme base de travail. Ce calcul
est un 7 calcul |[Mil99] synchrone basé sur le modéle SL. La complexité
du langage résultant est proche de celle du mw-calcul. Il peut étre considéré
comme une extension du modeéle SL o1l les signaux peuvent transporter des
valeurs. De plus, les signaux sont considérés dans S comme des valeurs de
premiére classe, i.e. un signal peut transporter un signal. Du point de vue du
temps, 'environnement fait passer le temps en utilisant une action spéciale
N quand il détecte que tous les programmes ne peuvent plus avancer.
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D’un point de vue de la communication, le Sw-calcul est un calcul avec
communication asynchrone. En d’autres termes, les émissions sur les sig-
naux dans S ne sont pas bloquantes. Cette idée trouve ses origines dans
les travaux qui portent sur le m-calcul asynchrone [HT91, Bou92] et ceux
qui ont suivis sur ’exploration de notions de bisimulations dans ce cadre 1a
J[ACS98, [FG9S].

Bisimulations

Dans ce contexte, nous avons cherché & développer une théorie composi-
tionnelle de I’équivalence des programmes basée sur la notion de bisimulation.
Cette notion a été largement étudiée dans le cadre de CCS [Mil89)], et ensuite
étendue au m-calcul [DWOT), Mil99].

Dans [Ama07], on définit les premiéres bisimulations pour S7 et on mon-
tre qu’elles ont de bonnes propriétés mathématiques. En particulier, on in-
troduit un systéme de transitions étiquetées pour le Sw-calcul avec la notion
de bisimulation étiquetée associée. Ensuite, on présente une notion de bisim-
ulation contextuelle basée sur celle qui a été introduite auparavant pour le
m-calcul [HY95]. Dans le cadre de Sw, 'auteur montre que la bisimulation
étiquetée coincide avec la bisimulation contextuelle et qu’elle a de bonnes
propriétés de congruence.

Cependant, la bisimulation étiquetée présentée pour S est différente de
la bisimulation standard du m-calcul, ol le traitement est uniforme pour
toutes les actions. Nous avons donc proposé une nouvelle sémantique pour
S7 basée sur une notion standard de bisimulation sur un nouveau systéme
de transition (non standard). Nous avons montrer que cette bisimulation
était préservée par les contextes statiques (voir théoréme . Ensuite, il
s’agissait de montrer qu’elle coincidait avec la bisimulation contextuelle de
S7 (théoréme qui a été introduite dans [Ama07].

La migration vers la nouvelle sémantique ne s’est pas faite en une étape.
Nous sommes passés par des systémes de transitions intermédiaires. A chaque
étape, nous avons changé judicieusement quelques régles de transition et
proposé une bisimulation associée. En montrant ’équivalence entres les dif-
férents systémes, on arrive a mettre un lien entre la sémantique originelle et
la nouvelle sémantique que nous proposons. Ce travail représente la premiére
contribution apportée dans [AD07].

Confluence et Déterminisme

Dans [Mil89], la théorie de la réécriture a été généralisée en ajoutant des
étiquettes aux réécritures. Cela a permis de revoir les concepts de détermin-
isme et de confluence, en particulier, dans le cadre de CCS. Par la suite, ces
notions ont été étendues au m-calcul [PW97].
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Dans cette partie, nous avons cherché & étudier les notions de déter-
minisme et de confluence dans le cadre du Sw-calcul. Dans le contexte du
m-calcul, on sait que la confluence implique déterminisme. Cependant, ces
deux notions sont ¢quivalentes dans le Sm-calcul (théoreme [35](1)).

Sous hypothése de réactivité, on arrive & montrer que la confluence locale
suffit pour garantir la confluence (théoréme [35(2)).

11 est & noter que supposer la réactivité des programmes dans un contexte
synchrone est assez habituel puisque cela évite, par exemple, les boucles
instantanées. Plus généralement, ’hypothése de réactivité assure que tous
les instants terminent.

Confluence par typage pour S7

L’analyse du déterminisme faite dans la partie précédente, ou la com-
munication se fait par signaux, suggére l’existence, principalement, de deux
situations problématiques :

— Au moins deux valeurs distinctes v; et v9 sont envoyées sur le méme

signal dans I'instant.

— Au moins deux valeurs sont disponibles a la fin de l'instant.

Du point de vue du déterminisme, il parait raisonnable d’interdire la
premiére situation et d’accepter la seconde sous conditions. Dans ce dernier
cas, il faudrait que le processus léger qui utilise la liste des valeurs recues
a la fin de l'instant ait un comportement qui ne dépende pas de 'ordre des
valeurs dans la liste.

Dans cette partie, nous avons cherché a identifier le fragment déterministe
de S7. Pour ce faire, nous avons mis au point une analyse statique capable
d’identifier les programmes ayant la propriété recherchée. Notre solution sera
basée sur un nouveau systéme de types concu pour S7. S’agissant d’une pro-
priété critique, il parait pertinent de fournir une garantie statique de correc-
tion des programmes. Le caractére concurrent des programmes étudiés rend
I’analyse encore plus pertinente car leur comportement est plus complexe
que celui des programmes séquentiels.

Il existe bon nombre de systémes de types congus pour analyser diverses
propriétés de programmes concurrents. Parmi ces systémes de types, on peut
citer [PS96] ou les types servent a imposer un mode d’utilisation (en entrée
ou en sortie) aux canaux; [KPT96] ou on utilise des types linéaires pour
limiter le nombre d’utilisations d’un canal ; [Kob98| pour éviter les situations
d’inter-bloquage ; [BCO1] pour vérifier la propriété de non interférence entre
processus ou encore [KSW06, [HR02| pour la gestion des ressources.

Dans notre cas présent, 'analyse faite dans notre systéme de types pour
le déterminisme est inspirée, entre autres, par la logique linéaire [Gir87],
et le typage linéaire de programmes fonctionnels [Wad93| et des ressources
linéaires sur les canaux [KPT96]. Dans un premier temps, nous allons définir,
dans la section [2.5.1] une notion d’usage affine pour les signaux qui indique
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leur mode d’utilisation en émission, réception et réception a la fin de I'instant.
Parmi tous les modes de communication exprimables avec les usages, nous
allons en identifier 5 qui garantissent le déterminisme.

En se basant sur la notion d’usage, nous allons définir un systéme de
types pour le Sm-calcul. Dans ce contexte, on montrera que tout processus
P typable sera déterministe (théoréme . Ce résultat sera prouvé en util-
isant la notion d’équivalence sur les processus présentée précédemment. En
particulier, nous allons définir une notion de bisimulation typée basée sur la
bisimulation étiquetée qui va nous permettre d’explorer les comportements
des programmes qui satisfont les critéres de typage. Cela permet de simpli-
fier 'analyse en éliminant bon nombre de comportements que 1’on sait pas
intéressant dans notre contexte typé. Ce travail a été publié dans [ADOS].

Confluence dans un calcul synchrone avec canaux

Dans ’émission d’un signal, il y a une récursion cachée qui permet au
signal de persister durant l'instant. Ce comportement est spécifique aux sig-
naux. Il permet une communication par diffusion ol un message envoyé une
fois peut étre recu par plusieurs destinataires. Les canaux ont un comporte-
ment plus basique ol la communication se fait point & point. Un message
envoyé sur un canal ne sera effectivement recu qu’au plus une fois. Le prob-
léme de déterminisme existe aussi dans des calculs utilisant les canaux comme
mécanisme de communication.

La propriété de confluence a déja été largement étudiée dans le cadre
du m-calcul ol des systémes de types, garantissant cette propriété, ont vu
le jour. La confluence étant une propriété technique impliquant le détermin-
isme. Cependant, ces travaux se sont intéressés & des communications point-
a-point [NS97] ou des calculs qui n’ont aucune notion du temps [KPT96].
Il existe bien des calculs dotés d’une notion de temps et a base de canaux
(comme SCCS |[Mil80|, Meije [AB84], TCCS [Ama09]). Cependant, ces mod-
¢les utilisent des canaux purs (ne transportant pas de valeurs) comme moyen
de communication.

Dans cette partie, nous allons présenter un nouveau calcul de processus
synchrone, nommé TAPIS. Ce calcul est une extension synchrone du m-calcul,
et il est inspiré par TCCS. Naturellement, les canaux sont considérés comme
des valeurs de premiére classe dans TAPIS et peuvent étre envoyés comme
message sur d’autres canaux. Comme dans S7, la nature des communications
dans TAPIS est asynchrone (i.e., non bloquante). A l'aide des moyens de
communication de TAPIS, nous allons montrer comment simuler, dans une
certaine mesure, la communication par signaux avec des canaux. Et nous
comparerons ce nouveau calcul au modéle SL et & Sm.

Dans le cadre de TAPIS, nous allons chercher & concevoir un systéme de
types capable d’identifier les processus confluents en nous inspirant de ce
que nous avons fait précédemment pour Sm. Nous allons proposer une notion
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d’usage adaptée aux canaux. Puis, nous allons présenter un systéme de types
garantissant la confluence (théoreme [64]), et par conséquent, le déterminisme
aussi.

Formalisation en Coq

Pour parvenir & montrer la confluence des programmes typés dans TAPIS,
le lemme principal dont nous avons besoin est la préservation du typage par
réduction (lemme. La preuve de ce lemme, en présence de canaux riches et
d’usages, est étonnement technique. Cela a motivé la formalisation compléte
de la preuve dans l'assistant de preuve Coq [CDT10].

Divers efforts de formalisation dans différents assistants & la preuve ont
été déployés. Parmi ces travaux, on peut citer le travail de formalisation du
m-calcul dans l'assistant a la preuve HOL [Mel94] ou la formalisation du 7-
calcul en Coq [Hir97| ou les variables sont représentées a 'aide d’indices de
De Bruijn. Il existe aussi des travaux de formalisation d’un systéme de types
simple pour le m-calcul [HG99, [Des00].

Dans notre travail de formalisation, nous avons choisi d’adopter I'ap-
proche “locally nameless” |ACPT08| pour la représentation des variables ou
les variables liées sont représentées avec des indices de De Bruijn et les vari-
ables libres avec des noms. Cela nous permet d’éviter plusieurs problémes
liés a D'alpha-conversion puisque, avec cette approche, des termes alpha-
équivalents auront des représentations identiques. Techniquement, ce travail
de formalisation a soulevé des problémes de codage intéressants pour la re-
lation d’équivalence pour les processus et pour la représentation efficace des
additions partielles sur les usages. Une partie importante de cette contri-
bution utilise des “types classes” dans le sens de [SO08| pour factoriser des
interfaces et alléger les notations. Cela nous permet, par exemple, d’utiliser
qu’une seule notation définie pour plusieurs types différents. Nous avons
aussi utilisé la bibliotheque Coq AAC [BP11) pour simplifier les preuves de
réécritures modulo associativité et commutativité.

La réalisation de ce travail a nécessité 1 année/homme et a aboutit sur
un projet de 12k lignes de code. La durée s’explique par le fait que nous
avons testé plusieurs représentations pour les termes, les additions et les
régles de types avant de trouver celle qui nous convenait le plus (au niveau
de lefficacité et ’aisance au niveau de la manipulation des structures). Cette
contribution est disponible en ligne [DG11] et est distribué sous la licence
libre CeCILL 2.0 [cecO6].

1.2 Plan

Le manuscrit est divisé en deux chapitres “Signaux” et “Canaux”.
Dans le chapitre [2] nous présentons le Sw-calcul et nous le comparons &
son ancétre le m-calcul en mettant 'accent sur les différences entre les deux
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calculs (section . Nous présentons la sémantique du Sw-calcul qui est
basée sur un systéme de transition étiquetée dans la section[2.2] Ensuite, nous
introduisons une notion de bisimulation pour Sm (section et montrons
qu’elle coincide avec la bisimulation contextuelle pour Sw. Dans la section
nous étudions les notions de déterminisme et confluence et montrons
que les deux notions coincident dans Sw. Enfin, dans la section 2.5 nous
présentons un systéme de types basé sur une notion d’usages pour les signaux
et montrons que tout programme typable est déterministe.

Dans le chapitre [3| nous changeons de contexte et introduisons un nou-
veau calcul synchrone, TAPIS, utilisant des canaux asynchrones comme mé-
canisme de communication. Nous présentons sa sémantique dans et nous
le comparons au modéle SL (dans et Sm (dans [3.3.2). Ensuite, nous
présentons un systéme de types qui garantit la confluence (section . En-
fin, nous présentons la formalisation de ce systéme de types en Coq (section
ol nous avous formalisé la preuve de la préservation du typage par
réduction.



Chapitre 2

Signaux

2.1 Introduction du Sw-calcul

Le Sw-calcul est une variante synchrone du mw-calcul qui est basée sur le
modéle SLIBDS96] ou la réaction a I’absence d’un signal se fait & la fin de
Iinstant. Contrairement & SL, les signaux du Sw-calcul peuvent transporter
des valeurs. En particulier, les signaux peuvent transporter des signaux. Ce
sont des valeurs de premiére classe. Dans la section [2.2] nous allons d’abord
présenter la syntaxe des programmes du Sw-calcul et étudier leur sémantique.
Ensuite, nous nous intéresserons a la notion de déterminisme et étudierons
la relation de ce dernier avec la confluence dans [2.4] Enfin, nous fournirons
un systéme de typage qui permet d’identifier les programmes déterministes
dans la section

Syntaxe Syntaxiquement, les termes du Sw-calcul se divisent en plusieurs
catégories qui sont décrites dans le tableau 2.1} Les noms de signaux peuvent
désigner a la fois les constantes de signaux telles que celles générées par
lopérateur v ainsi que les variables de signaux comme celles utilisées par
l'opérateur de test de présence. Les variables issues de la classe syntaxique
Var incluent la classe Sig et les variables d’autres types. Les valeurs ( Val)
sont des termes construits a partir des constructeurs (Cnst) et les noms
de signaux. Les filtres (Pat) sont construits a partir des constructeurs et les
variables. Les expressions (Ezp) sont des termes construits & partir de filtres,
fonctions et variables. Finalement, les (Rezp) représentent des expressions
pouvant contenir des valeurs associées & des signaux & la fin de Iinstant.
Ces valeurs particuliéres sont notées !s pour un nom de signal s donné.
Intuitivement, c¢’est une liste de valeurs représentant I’ensemble des valeurs
émises sur le signal considéré pendant 'instant précédent. La notation utilisée
ici rappelle celle de la fonction qui lit la valeur d’une référence en ML.

13
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Signaux
Sig  u=s|t]---
Variables
Var == Siglz|yl|=z]|---
Constructeurs
Cnst =% |nil|cons|c|d]---
Valeurs v, v/, . ..
Val == Sig | Cnst(Val, ..., Val)
Motifs u,/, . ..
Pat == Chnst(Var,..., Var)
Symboles de fonctions de premier ordre
Fun =flg]-
Expressions e, €/, ...
Ezp == Var| Cnst(Ezp,...,Exp)| Fun(Exp, ..., Exp)
Expressions avec déréférenciation r, 1/, . ..
Rexp ::=1Sig| Var | Cnst(Rexp, ..., Rexp)

| Fun(Rexp, ..., Rexp)

TABLE 2.1 — Catégories syntaxiques des expressions

La grammaire des processus dans S7 est comme suit :

P == 0
| Ale)
| se
|  s(z).P,K
| [s1=152]P1, P>
“ ['U IZ U]Pl, P2
| PP
| wvsP
K == A(r)

Sémantique informelle Nous utiliserons la notation m pour désigner un
vecteur my, ..., m, de taille n > 0. Le processus 0 est le programme terminé,
qui ne fait rien. L’appel d'un processus léger dont 'identifiant est A et les
paramétres sont e se note A(e). Le processus léger A est défini avec une
équation unique du type A(x) = P ou chaque variable libre de P apparait
dans x. Le processus se évalue 'expression e et émet sa valeur sur le signal
s. Le processus s(z).P, K est le mécanisme fondamental de réception tiré
du modéle SL. 11 teste la présence du signal s dans 'instant courant. Si les
valeurs v;, ..., v, ont été émises sur le signal s alors s(z).P, K évoluera de
fagon non déterministe en [v;/z]|P (c’est a dire, le processus P ou toutes les
occurrences de la variable libre 2 ont été remplacées par v;). Le cas échéant,
si aucune valeur n’a été émise sur le signal en question durant l'instant, la
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continuation K est évaluée a la fin de l'instant. Le processus [s1 = s2]P1, Po
est la fonction de test usuelle du 7-calcul qui exécute P; quand s; et so sont
identiques, et P» dans le cas échéant. Notez que dans cette construction,
s1 et sg sont des noms libres. [v > u|Py, Py est 'opérateur de filtrage. Si
la valeur v est compatible avec le motif u, alors 6P, est exécuté ou 6 est
une substitution calculée par match(v,u) = 6. Si v ne correspond pas au
motif u, alors il n’existe aucune substitution 6. Dans ce cas, match(u,p) =1
et le calcul continue en exécutant le processus P». Nous supposerons que v
est une variable ou une valeur, et que p est de la forme c(x), ou ¢ est un
constructeur et x un vecteur de variables distinctes. Si u est une variable
x, nous ferons ’hypothése supplémentaire que x n’apparait pas comme une
variable libre dans P;. Le processus vs P crée un nouveau signal s et exécute
P. La construction (P | P») exécute P; et Py de fagon paralléle.

Une continuation K est appel d’un processus léger (potentiellement)
récursif o ses arguments sont des expressions ou des valeurs associées & des
signaux & la fin de 'instant. Cette partie sera spécifiquement mentionnée en
détails dans la partie traitant des expressions.

Nous détaillerons formellement la sémantique des processus de Sw plus
tard, dans la section [2.2]

Dans la suite, nous désignerons 1’ensemble des noms de signaux libres
dans Uentité p par fn(p) ou p peut étre un processus ou un filtre et ’ensem-
ble des noms de signaux liés par bn(p). Par ailleurs, nous supposerons ’ex-
istence d’une fonction d’évaluation |} qui est définie de telle fagon que, pour
toute fonction f et une liste de valeurs vy, ..., v,, il n’existe qu’une valeur
unique v telle que f(vi,...,vn) { v et fa(v) € U=y, fr(vi). La fonction
d’évaluation |} est étendue aux expressions ol toutes les variables libres sont
des noms de signaux.

2.1.1 Comparaison avec le 7-calcul

La syntaxe du Sw-calcul est proche de celle du m-calcul. Toutefois, il y
a des différences importantes au niveau de la sémantique qui doivent étre
soulignées. Nous allons illustrer ces différences dans 'exemple suivant.

Supposons que 1'on dispose de deux valeurs distinctes v et vo. Etudions
le processus Sw suivant :

P=vsi,s2 (5101 | 5102
| s1(z). (s1(y). (s2(2). A(=,y) , B(!s1))
70)
0

)

Si on oublie la présence des continuations (éléments soulignés) et que 1’on
considére s1 et so comme des canaux, alors P peut étre considéré comme un
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processus du mw-calcul. Dans ce cas, P se réduira vers P :
Pi = vs1, 55 (s5(2). A(0(x), 0(y)))

ol # est une substitution telle que 6(z),0(y) € {vi,v2} et O(x) # 6(y). En
m-calcul, le processus P; est bloqué et ne peut plus évoluer car il a besoin
d’une synchronisation sur s qui n’arrivera pas.

En Sm-calcul, les émissions sur les signaux persistent durant I'instant et
P se réduit & Py :

Py = sy, s (5101 | 102 | (82(2).A(0(2),0(y)), B(!51)))

ot 0(1’),9(1}) € {Ul,vQ}'
L’environnement détecte que P; ne peut plus évoluer et cela marque la fin
de linstant. Ensuite, une action supplémentaire représentée par la relation

N . . .
—— permet de faire évoluer P, vers I'instant suivant :
N pr
Py, — P, =vsy, 82 B(v)

ot v € {[v1;v2],[v2;v1]}. Ainsi, & la fin de instant, un signal qui a éteé
déréférencé en utilisant !s; se transforme en une liste de valeurs distinctes
émises sur s; pendant l'instant précédent, et toutes les autres émissions sont
remises a zéro.

2.1.2 Un exemple programmatique

Nous utiliserons la notation pause. K comme raccourci syntaxique pour le
processus vs s(x).0, K ou s n’est pas une variable libre dans K. Ce processus
attend la fin de 'instant pour exécuter K.

Nous introduisons un exemple programmatique pour illustrer les inter-
actions synchrones possibles dans le Sw-calcul. Dans cet exemple, il s’agit
d’un serveur traitant une liste de requétes qui ont été émises pendant 1’'in-
stant précédent sur le signal s. Pour chaque requéte de la forme req(s’, x), le
serveur émet sur le signal s’ une réponse qui est une fonction de x.

Server(s) = pause.Handle(s,!s)

Handle(s,f) = [£>req(s',z) = 0'|(s'f(x) | Handle(s, ")), Server(s) .

Pour communiquer avec le serveur Server(s), il est indispensable d’im-
planter un client compatible qui émettrait des requétes x sur le signal s. Un
tel client pourrait ressembler au processus suivant :

Client(z,s,t) = vs (sreq(s',x) | pause.s’(z).tz,0) .

En utilisant cette implantation du client, le résultat est final sera envoyé
sur le canal t. Notez que l'implantation présentée du client est particuliére
puisqu’elle s’attend & une réponse du serveur dans I'instant suivant, puisque
la continuation est nulle. Autrement, aucun traitement ne sera effectué dans
les instants qui suivent.
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2.2 Sémantique opérationnelle

Nous allons définir la sémantique opérationnelle du Sm-calcul. Cette sec-
tion se divise en deux parties. La premiére présente les actions que
nous allons utiliser comme étiquettes dans la relation de transition. Quant &
la seconde elle décrit effectivement le systéme de transition congu pour
le S-calcul. Certains choix ont été faits lors de la conception du systéme de
transition qui peuvent paraitre pas trés naturels. Ils seront justifiés dans la
section quand on abordera les bisimulations.

2.2.1 Actions

Comme le montre le tableau ci-dessous, les actions sont catégorisées.
Lutilité de chaque catégorie est expliquée dans la suite.

act = a| auz (actions)

« n=7|vtsv|sv| N (actions principales)
aur == st | (E,V) (actions secondaires)
L n=1| vt Sv|sTv (actions imbriquées)

Les actions principales seront utilisées directement par la relation de
bisimulation. L’ensemble de ces actions comporte : I'action interne 7, ’ac-
tion d’émission vt Sv (ot ’on suppose que les noms de signaux dans t sont
distincts, apparaissent dans v et sont différents de s), Paction de réception
sv, et 'action N (dont le nom fait référence au mot Next) qui marque la fin
de l'instant courant et fait évoluer le processus vers l'instant suivant. Nous
utiliserons la notation vt,t’ sv pour I'action ou ’ensemble des noms liés est
égal A t Ut

Les actions secondaires sont 'action de réception s?v qui donne lieu &
une action 7 lorsqu’elle est couplée & une émission et I’action (F, V') qui sert
a produire les actions N de passage de l'instant qui intervient seulement
lorsque le processus ne peut plus produire aucune action interne 7. A la fin
de l'instant, elle a un réle important qui consiste & collecter ’ensemble des
valeurs émises sur chaque signal dans des listes, ré-initialiser tous les signaux
et déclencher la continuation K pour chaque processus de la forme s(x).P, K.

Enfin, les actions imbriquées u,p’,... sont des actions principales ou
secondaires, peuvent étre produites par un sous-processus, et doivent étre
propagées vers le niveau supérieur.

Pour mieux formaliser les opérations de calcul de fin de 'instant que I'on
va voir dans nous allons introduire quelques notations. Considérons £
une fonction qui associe un ensemble fini de valeurs & un nom de signal. Nous
noterons ) la fonction qui associe un ensemble vide & chaque nom de signal,
et [M/s] celle qui associe ’ensemble M au signal s et ’ensemble vide pour
tous les autres signaux. Nous disposerons également d’une opération d’union
qui est définie point & point et qui étend celle définie sur les ensembles.
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Nous représenterons un ensemble de valeurs a 1’aide de la liste des valeurs
contenues dans I’ensemble en question. Nous noterons v |- M quand v représente
M. Cela est vrai lorsque M = {v1,...,vn} et v = [Ug(1);- - - ; Ur(n)] POUT une
permutation m sur ensemble {1,...,n}. Cela impose certaines conditions
sur la liste des valeurs contenues dans v. En particulier, aucune valeur ne
peut y apparaitre plus d’une fois méme si elle a effectivemnent été émise dans
I'instant & plusieurs reprises. Supposons que V est une fonction qui asso-
cie une liste de valeurs & un nom de signal. Nous écrirons V' |—-E quand
V(s) |- E(s) pour chaque nom de signal s. Nous noterons dom(V') ’ensem-
ble {s|V(s) # []}. Si K est une continuation, alors V(K) est K aprés avoir
remplacé chaque !s par sa valeur V(s). Nous dénotons par V[l/s] la fonction
qui associe [ & s et V(s') pour tout autre nom de signal s'.

En utilisant les conventions précédemment définies, nous pouvons établir

. EV .. P . .
la relation P !> P’. Intuitivement, cela représente plusieurs faits :

— P est suspendu et ne peut plus évoluer,
— P a émis exactement les valeurs spécifiées par F,
— et le comportement P dans l'instant suivant sera identique a celui du
processus P’ et dépendra des valeurs stockées dans V.
Il faut noter que le calcul, telle que sa sémantique sera définie, ne fait
pas la différence entre les deux processus suivants :

Sv|sv et Sv

L’émission d’un signal persiste dans l'instant. Une valeur émise peut donc
étre recue plus d’une fois. Il y a une récursion cachée dans I’émission. Con-
sidérons le processus P suivant P = s(z).Q,0 | s(z).R,0. Quelque soit le
nombre de fois ot la valeur v est émise, le processus P | 5v | --- | Sv se
réduira vers Qv/z] | R[v/x] | 5v | --- | sv. Comme nous pourrons le remar-
quer dans la partie suivante, cela est vrai aussi quand il n’y a qu’une seule
émission sur le signal s de la valeur v. Si toutefois l'utilisateur désire envoyer
une valeur v plusieurs fois, il existe un moyen d’y arriver. Il suffit de s’assurer
de l'unicité de la valeur transmise a ’aide du constructeur v. Ainsi, on peut
imaginer le processus suivant :

vy s <u,y>|lvys<uvy>
ol <z,y> est un constructeur du type de données “couple”. Dans cet exemple,
le signal y est différent d’une branche a autre.

2.2.2 Systéme de transitions étiquetées

Nous supposerons que les régles de transition s’appliquent uniquement
aux processus dont les variables libres sont des noms de signaux et utiliserons
les conventions standard pour le renommage des variables liées. Le systéme
de transition que ’on propose est comme suit :
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Communication La régle (out) modélise le fait que les émissions persistent
au cours de linstant. La régle (in) est utile pour la continuation et
enregistre le fait que 'environnement a émis sv. Enfin, la régle (ingys)
est la réception standard telle que connue dans le m-calcul.

_edv
(out) o % =0 (in quz) s(z).P, K 2% [v/2]P
(in)

P2 (P |3v)

Appel récursif Chaque processus léger est défini au moyen d’une équation
unique. La regle (rec) vérifie que cette équation existe bien. L’effet de
cette régle est de remplacer 'appel au processus léger A par le processus
P ou les variables libres x ont été remplacées par v, le résultat de
I’évaluation de l’expression e.

Ax)=P elv
Ae) & [v/x]P

(rec)

Reégles de filtrage Le premier groupe (premiére ligne) décrit les regles de
tests d’égalité sur les signaux. Le deuxiéme groupe congerne le pattern-
matching sur des valeurs inductives. Leur comportement a été expliqué
informellement au début de ce chapitre.

(ZSW) (:sig 51 # 82
V) s=sP,P, 5 Py [s1 = s3] P1, P, © P
ind match(v,u) = 6 ind match(v,u) =1
(=" (=1"")

[v > u|Py, Py = 0P, [v D> u|Py, Py = Py

Composition paralléle et synchronisation Deux processus composés de
fagon paralléle peuvent interagir de facon directe ou indirecte. La ré-
gle (synch) modélise une interaction directe ou les deux processus
s’échangent des valeurs sur le canal s. La régle (comp) quant a elle
sert & composer deux processus ol 'un effectue un calcul tandis que
I'autre reste immobile.

PLE Pl obn(p)nfn(Py) =0

com,
(comp) AR
vt sv / stv /
(synch) {t}Nfn(P) =10

P | Py 5ovt (P]| Py
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Gestion des noms frais Les noms frais générés grace a U'opérateur v peu-
vent étre introduits sous certaines conditions qui sont décrites par les
régles ci-dessous. Ici, la fonction n(u) renvoie ’ensemble des noms liés
dans ’action pu.

) PE P tédn(p) ver) PLE P g £s ten(v)\{t)
vt P& ot P! “ ut’PMP’

Reégles de fin de 'instant Ces regles sont spécifiques au Sm-calcul et décrivent
sous quelles conditions le passage de 'instant est effectué. Les émissions
sont remises a zéro et les valeurs émises dans l'instant sont collectées.

e v v apparait dans V(s)

0) —Fv— reset v}/s
()()@,_v>0 (reset) 0 VLV
s ¢ dom(V) P; LN Pl i=1,2

(cont) 0V (par) E\UERV |

s(z).P,K — V(K) (Pr| Pp) ——— (P | P)

P-uwsP PEL P VI-E
(next) N
P —=vs P’

Afin de simplifier le systéme de transition, nous utilisons la relation >
pour déplacer les utilisations de v en téte dans le processus. En d’autres
termes, on écrit P = ) quand on arrive a obtenir ) de P en transformant
récursivement tous les sous-processus R | vsS en vs(R | S) ou s € fn(R).
Sans cette transformation, nous serions obligés de rajouter une sixiéme régle
pour le traitement de la fin de 'instant pour gérer le constructeur v de fagon
isolée. Par ailleurs, nous utiliserons la notation P — - comme raccourci pour
3P, P % P'. Si on considére le processus P = 5v; | 5vy | §'(2).0, A(!s) alors
le traitement de fin de 'instant correspondra & cette dérivation :

§1)1 Elz[{vl}/sLV 0 §'U2 EQ:[{UQ}/S]VV 0

s'(x).0, A(!s) v, AV (s))
Lolo]A(vsw) VI-E

vs'P Y, vs'(0] 0| A([v1;v2]))

P E=FE1UE>,V=[[v1;v2]/s

A présent que le systéme de transition est énoncé, nous allons pouvoir
définir la notion de dérivé et de réactivité.

Définition 1 (Dérivé). Un processus Q est dit dérivé du processus P si :

P2 .2 Qoan>0
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Remarque 2. Un processus peut étre son propre dérivé.

Définition 3 (Reéactivité). Un processus P est dit réactif si pour chaque
dérivé Q, loute séquence de réductions avec l'action T lermine.

Un processus est donc dit réactif si on sait qu’il va exécuter, pendant
chaque cycle, 'action spéciale N. Son calcul ne reste donc pas bloqué dans
un instant particulier.

Définition 4 (Suspension).

Pl si ~(P5L.) (suspension)
Py si 3P (P3P etP'|) (suspension faible)
Py, si 3P (PP )| (L-suspension)

Clairement, un processus qui est suspendu est aussi suspendu faiblement
et L-suspendu. Cependant, le contraire n’est pas vrai. D’autre part, tous les
programmes dérivés d'un processus réactif ont la propriété de suspension

faible.

Exemple 5. La différence entre la suspension et la suspension faible est
claire. Le second permet au processus d’effectuer, par exemple, quelques syn-
chronisations avant de se suspendre. Si on consideére le processus P suivant :
P =3v | s(x).0,0 alors on peutl constater que P ) mais que P |} en prenant
P =3v|0.

Pour la L-suspension, il faut penser o d’autres comportements. Par ex-
emple, prenons un processus P qui n’est pas réactif :

P = A(s) | 3s ou A(x) = z(y).A(y),0

Le processus P n’est pas réactif car il va toujours avoir la possibilité
de synchroniser sur le signal s pendant linstant. Ainsi, la séquence de T
réductions ne terminera pas. Donec, P |f. Cependant, il est possible que son
calcul termine un jour si on place un processus P’ bien choisi en paralléle.
En particulier, exécuter P' = 3s' (pour tout s’ différent de s) en paralléle
a P permettra & ce dernier de trouver une porte de sortie. Aprés quelques
réductions, P | P' pourra se réduire en Q = s'(y).A(y),0[5s | 3'. Q est bien
suspendu puisqu’il n’y a plus aucun moyen d’effectuer des synchronisations.

vt sv

Définition 6 (Engagement). Nous noterons P \, 5 quand P —— - et
dirons que P s’engage o émetire sur s, durant l'instant courant.

2.3 Bisimulations

Afin d’étudier le comportement des processus, nous avons besoin de
définir une relation d’équivalence sur les processus oil, intuitivement, des pro-
cessus équivalents ont le méme comportement. A premiére vue, il pourrait
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- T T o< — —— _>0< _
café, jeton jeton \thé _— N
\ | café, jeton \ thé
\ o o / ' o !
\ / \ 3 /
, café the
\ icafe thel / \ / \ /
\ /
@] O @] O
(a) (b)

FicURE 2.1 — Exemple de la machine & café

étre raisonnable de considérer une relation d’équivalence basée sur ’ensem-
ble des traces d’exécution des processus [Hoa83| ou une trace serait définie
comme une séquence d’actions effectuées lors de ’exécution. Cependant, il
est assez facile de produire des exemples de processus ayant des comporte-
ments différents, mais produisant des traces identiques. Il semblerait que
I’exemple canonique soit celui de la “machine & café”. Les deux machines
dont le comportement a été schématisé dans la figure sont équivalentes
du point de vue des traces. Cependant, dés la premiére étape, la machine (a)
est contrainte de faire un choix qui va déterminer la boisson & servir alors
que la machine () laisse ['utilisateur le choix de la boisson aprés avoir inséré
un jeton.

Dans le cadre présent, nous avons besoin d’une notion d’équivalence sé-
mantique pour les programmes qui soit plus fine que celle définie sur la
base des traces. Nous allons nous baser sur la notion de bisimulation qui
a été développée dans le cadre de CCS [Mil89], puis dans le cadre du =-
calcul[Mil99, DWOI] et qui est plus intéressante que ’équivalence sur les
traces [BIM95], lJS90]. Dans cette section, nous allons chercher & développer
cette notion dans le cadre du Sw-calcul et nous montrerons que la bisimu-
lation étiquetée qui sera définie dans la suite est préservée par les contextes
statiques. Enfin, nous allons montrer que notre bisimulation étiquetée coin-
cide avec la bisimulation contextuelle qui a été introduite dans [Ama07)| pour
Sw. Cette derniére a été inspirée par la méme notion de bisimulation con-
textuelle introduite pour le 7-calcul dans [HY95].

Afin de pouvoir introduire la relation de bisimulation, nous avons besoin
de définir une notion de transition étiquetée faible. La transition = est définie
comme suit :

Dyx sia=T
2=17 ()0 (%) sia=N
S)o(H)o(2) sinon

Cette définition de transition faible est proche de la définition standard.
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Toutefois, les deux définitions différent sur la transition N, Celle que l'on
propose ici ne permet pas I’ajout de réductions internes (en utilisant 1’action

7) aprés une réduction de fin de linstant (i.e. L)
Ce changement peut paraitre anodin mais il est assez important comme
nous le montre 'exemple

Exemple 7 (Transition faible a la fin de l'instant). Prenons les processus

suivants : .
P = pause.(s'1)
Q@ = vs(pause.A(ls) | 51)

ot A(z) = [z > [1]]s'1,0 0@ 1 est une constante numérique.

Nous voudrions distinguer P et Q. Dans P, l’émission sur le signal s’ est
exécutée durant l'instant suivant, alors que dans le processus P, la valeur est
envoyée d’abord sur le signal s et ensuite sur le signal s’ pendant linstant
sutvant.

Si X était défini en tant que = o RN =, alors P et Q auraient un
comportement équivalent.

Définition 8 (Bisimulation étiquetée faible). Une relation symétrique R sur
les processus est une bisimulation étiquetée si et seulement si

PRQ PSP bn(a)nf(Q)=0
3IQ (Q=Q PRQ)

Nous dénotons par = la plus grande bisimulation étiquetée.

Il est aussi possible de considérer une relation de bisimulation utilisant
une transition faible pour la premiére réduction. Une telle bisimulation serait
définie de la maniére suivante :

Définition 9 (Bisimulation étiquetée faible (variante)). Une relation symétrique
R sur les processus est une bisimulation étiquetée faible (notée w-bisimulation)
st et seulement si

PRQ P3P ba)nf(Q) =0
3Q (Q=2Q P RQ)

Nous dénotons par =, la plus grande bisimulation étiquetée faible.

Il est intéressant de remarquer que les deux bisimulations ~ et ~,, coin-
cident. Cela est prouvé par le lemme
Lemme 10.

1. =~ est une relation d’équivalence.

2. Les relations ~ et ~,, coincident.
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PREUVE.

1. L’identité est une bisimulation et 'union de deux relations symétriques
est une relation symétrique. La transitivité est vérifiée en montrant que
~ o & est une bisimulation. Pour cela, il suffit de prendre 3 processus
P, Q, et R tels que P =~ ( ~ R en supposant que &~ o = est une
bisimulation. En se référant & la définition de = et en vérifiant que leurs
dérivés sont effectivement en relation. On en déduit donc la transitivité
de =~.

2. Par définition, une w-bisimulation est une bisimulation étiquetée. Pour
montrer 'autre sens de I’énoncé, il suffit de prouver que ~ est une w-
bisimulation. Cela se fait de fagon directe en analysant des diagrammes
de réductions.

O

Pour la suite, il est utile de définir une bisimulation up to bisimulation.

Définition 11 (w-Bisimulation up to w-bisimulation). Une relation symétrique
R sur les processus est une w-bisimulation up to w-bistmulation si et seule-
ment st

PRQ P3P bnla)nmQ) =0
3Q' (Q=Q  P'myoRoxy Q)

Nous dénotons par =, la plus grande de ces relations.

En fait, cette w-bisimulation up to w-bisimulation est incluse dans une
bisimulation.

Lemme 12. 57 R est une w-bisimulation up to w-bisimulation, alors R C=a,,.

PREUVE. En utilisant le lemme [10] on a que ~,, est une relation d’équiv-
alence. En particulier, elle est transitive. Ensuite, en supposant que R est
une w-bisimulation up to w-bisimulation, il suffit de vérifier que la relation
X ORo &, est une w-bisimulation. O

Une propriété importante de la bisimulation étiquetée est la préservation
de la relation de bisimulation par les contextes.

Définition 13 (Contexte). Un contexte statique C' est défini comme suil :
C:=[]|C|PlvsC

Il est assez fréquent de faire une analyse des transitions dans les preuves
de divers lemmes utilisés dans cette section. Pour simplifier ces preuves 1a,
il nous semble justifié d’introduire une relation d’équivalence structurelle =
pour les processus.
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Définition 14 (Equivalence structurelle). La relation d’équivalence = est
définie sur les processus telle que :

1.

S G Lo e

= contient l’alpha conversion,
= est préservée par les contextes,
la composition paralléle est associative et commutative,

s & fn(Q) alors Q |vs P =vs(Q | P),

Sv | Sv = 3v,

>,

S

Se=3sv sie | v.

Pour le systéme de transition considéré, on peut vérifier que des processus
équivalents générent exactement les mémes transitions, et se réduisent vers
des processus équivalents & leur tour. Nous utiliserons cette hypothése dans
la suite.

A présent, on voudrait prouver que la bisimulation est préservée par les
contextes. Il nous faut d’abord montrer qu’elle 'est pour certains processus
engendrés par quelques régles de transitions.

Lemme 15.

1. Si P = P alors (Py | 5v) = (P3| sv).
2. St Py~ Py alorsvs PL~vs Pyet (P|Q)~(P2]|Q).
PREUVE.

1. Prenons la relation R’ telle que R’ = {((P | 5v),(Q | sv)) | P = Q}
et la relation R telle que R = R'U ~. Nous allons montrer que R
est une bisimulation. Supposons que (P | 5v) = - et P~ Q. 1l y a
essentiellement deux cas intéressants a considérer :

(o = 7) Dans ce cas, (P |5v) = (P'|3v) et P S, P Par definition
du systéme de transition, nous savons que P 2% (P | 5v) = (P’ |
5v). Par définition de la bisimulation, @ = (Q" | 5v) = (Q’ | 5v)
et (P’ | sv) =~ (@' | sv). Ainsi, nous pouvons conclure car (Q |
50) = (Q' | 5v).

(v = N) Dans ce cas, (P | sv) &P D’apres le systéme de transi-
tion, nous avons P =% (P | 5v). L’hypothése initiale nous aide &
déduire :

SRBQ ) @Q"[5) S Q,
= (P]sv) = (Q" | 5v) = (Q" | 5v),
—et PP = Q.
Alors (Q | sv) X

2. Nous souhaitons montrer que

R={(vt (P |Q),vt (P2|Q))| A~ P}Ux

est une bisimulation étiquetée up to la relation d’équivalence struc-
turelle =.
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(1) Supposons que vt (P, | Q) = -. Cela peut arriver si P, ou Q

exécute 'action 7, ou bien quand P; et @ synchronisent. Nous

devons analyser les différents sous cas :

(a) Supposons que Q@ = @', alors vt (P2 | Q) = vt (P | Q).

(b) Si P, & P alors P, = Py et P/ ~ Pj. Donc vt (P2 | Q) =
vt (P ] Q).

. s7v , vt' sv , . . _

(c) Si P — P] et @ —— @'. Cela voudrait dire que @ =
vt’ (sv | Q") et Q' = (5v | Q). En utilisant le lemme [L5][1)),
on a (P | 5v) ~ (P, | 3v). D’autre part, (P | 5v) = (P |
5v). Donc, (P | 3v) = (P4 | 5v) et (P] | 3v) =~ (Py | 3v).
Ensuite, nous remarquons que la transition vt (P; | Q) =
- =wt,t' (P} | 5v) | Q") correspond & vt (P | Q) = - =
vt (P | 5v) | Q).

(d) Supposons que P; v s, P et Q LN Q. Alors P, v s
P} et P{ ~ Pj. Nous pouvons conclure en remarquant que
vt (P | Q) = vt,t' (Py| Q).

vt’ sv

(out) Supposons vt (P, | Q) —— - et t = tq,ta et t' = tq1,t3

(in)

(N)

tels que I’émission cache exactement les noms t; parmi les noms
dans t. Nous devons considérer deux cas suivant le processus qui

effectue 'action.
vt Sv

(a) SiQ L2 @ alors vt (Py | Q) X% vty (P | Q'), ce qui
nous permet de conclure.
(b) Si P, 2% Pl alors Py "*%™ Py et P| ~ Pj. D'o vt (P |

vt’ sv

Q) = vtz (Py|Q), ce qui nous permet de conclure.

Pour ce cas, il est suffisant de remarquer que, modulo renommage,
vt (P ] Q) |sv=vt ((P|3sv)| Q) et rappeler qu’en utilisant le
lemme 151}, on a (P | 5v) = (P, | 5v).

Supposons que vt (P; | Q) J. Modulo équivalence structurelle,
nous pouvons exprimer @ en termes d’émissions et de réceptions.
En d’autres termes, () pourrait ressembler a vtg (Sg | Ig) ou
Sg est la composition paralléle des émissions et I celle des ré-
ceptions. Ainsi, nous avons : vt (P | Q) = vt,tg (P1 | Sg |
Ig), et vt (P | Q) = vt,tg (P> | Sg | Ig) en supposant que
{to} N fn(P;) =0 pour i =1, 2.

Sivt (P1|Q) X, Palors P = vt,tg (P | Q') o, en particulier,
ona (P | Sg) L et (P |Sg) 2 (P 0).

En supposant que P; =~ P», et en utilisant la définition de la
bisimulation, nous en déduisons que :

() (P2 ]8q) = ('] Sq);
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(b) (Py | Sq) b+
N

(©) (P Sq) = (P3]0);

(d) (P1]Sq)~ (P | 5q);

(e) (P1]0)= (P3]0).

Puisque (P | Sg) et (Py | Sg) sont suspendus et bisimilaires,

les deux processus doivent s’engager (cf. déﬁnition@ sur le méme

signal et, pour chaque signal, ils doivent émettre le méme ensemble

de valeurs (modulo renommage des noms liés). Il s’en suit que le

processus vt,tg (Py | Sg | Ig) est suspendu. La seule possibilité

restante pour exécuter une action interne est que I’émission dans

P} active une réception dans Ig. Mais, cela contredit ’hypothése

que vt, tg (P1 | Sg | Ig) est suspendu. De plus, (P | Sq | Ig) RN

(P10 Q).

Nous avons donc
vt (P | Q) = vt tq (Pa| Sq | Ig) = vt tg (P | Sq | 1g),

vt tg (PY | Sq | Ig) L, et vt,tq (PY | So | Ig) = vt,tq (P4 |
0| Q). Maintenant vt,tg (P | Sg | Ig) R vt tg (Py | Sq | Ig)
parce que (P | Sq) = (PY | Sg) et vt, to (P] | Q") R vt tg (P |
Q') parce que P| ~ Pj.

O

Théoréme 16 (Compositionnalité). St P =~ Q et C est un contexte statique
alors C[P] = C[Q].

PrEUVE. Conséquence directe du lemme O

2.3.1 Caractérisation de la bisimulation

Lors de I’élaboration du systéme de transition, des choix techniques ont
été faits qui peuvent sembler pas trés naturels & premiére vue. Etudier des
caractérisations alternatives pour la bisimulation introduite peut étre un
moyen de justifier ces choix 1a. Pour parvenir a notre but, nous allons utiliser
la notion de bisimulation contextuelle présentée dans [AmaQ7| pour Sm dont
nous rappelons la définition.

Définition 17 (Bisimulation barbelée). Une relation symétriqgue R définie
sur les processus est une bisimulation barbelée si pour tout P et QQ tels que
PRQ, ona:

Bl SiP 5L P alors 3Q" (Q= Q' et P RQ).
B2 Si P\,5et Pl alorsIQ (Q=Q,Q (5, et PR Q).
B3 SiP Y P alors3Q,Q" Q3 Q,Q' LLPRQ,Q 5 Q", et PR Q).
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Systémes de transition étiquetée Bisimulations
(%1) Régle (iNaus) remplacée par || (1) Comme dans la déﬁnition@]

(inguz)

s(z).P,K =% [v/z]P | 50
(Z52)  Reégle (in) supprimée et action s?v || (=2) Comme dans la déﬁnition@ quand
remplacée par sv « # sv. Sinon :

PRQ
TS R @)

(S2) (~3) Comme dans la définition [9] quand
«a # sv et en remplagant la régle

(Inp) par :
PRQ PZ, P
3Q, (Q=2Q AP'RQ)
Vo (Q=2Q ANP'R(Q" | 5v))

Pour laction @ = N, il faut re-
quérir :

PRQ, (P|S) P
S:§w1|-~-|§nvn

3Q,Q" ((Q|8) =2 Q"
AP|S)RQ"

/\Q// LV_>2 Q/ PR Q/ )

TABLE 2.2 — Formulations équivalentes de la bisimulation étiquetée

Nous dénotons par ~p la bisimulation barbelée la plus large.

Définition 18 (Bisimulation contextuelle). Une relation symétrique R définie
sur les processus est une bisimulation contextuelle si elle est une bistmulation
barbelée (conditions (B1 —3)) et vérifie également la condition suivante :
pour tous P et Q) tels que PR Q on a

C1 C[P] R C[Q], pour tout contexte statique C.

Nous dénotons par ~¢ la bisimulation contextuelle la plus large.

Afin de caractériser la notion de bisimulation, nous modifions incrémen-
talement le systéme de transition et la relation de bisimulation associée. On
aboutit ainsi & 3 caractérisations équivalentes de la notion de bisimulation.
Les différents systémes et relations que l'on va utiliser dans la suite sont
définis dans le tableau

Lemme 19. La bisimulation ~ coincide avec la bisimulation ~1.
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PREUVE. La seule différence entre les deux systémes de transition est le
contenu de la reégle (ingyy). Les autres régles sont identiques.

La régle (ingyu;) produit s?v qui est une action auxiliaire utilisée pour
produire une action 7 grace a la régle (sync).

Prenons 'exemple suivant pour montrer la différence entre les deux sys-
témes considérés. Supposons que P = 3Se | s(x).Q, K et e |} v. Alors :

P 5 3e|[v/x]Q =P et P 5 5e| ([v/x]Q | 5v) = P" .

En Sm-calcul, nous ne distinguons pas entre les situations ol une valeur
a été émise plusieurs fois ou précisément une seule fois dans l'instant. En
particulier, P’ et P” sont structurellement équivalents (cf. définition [14). O

A présent, nous allons nous concentrer sur les relations entre les systémes

.. act act act . . L, .,
de transition —» et —>9. Dans —>9, la régle (in) a été supprimeée et la
régle (ingyu,) a été modifiée de telle sorte qu’elle utilise 'action sv au lieu de
I’action auxiliaire s?v. Remarquez donc que 'action auxiliaire s?v n’est plus

e, N a. act
utilisée dans le systéme de transition —>s.

Lemme 20.

1. SiP 2%, P et act = sv, alors P 2 P et :
— Si act = s?v alors act’' = sv
~ Sinon, act’ = act.

2. Si P %%y P oalors P 2%, P! et
— Si act = sv alors act’ = sTv
~ Sinon, act’ = act.

PREUVE. La preuve de ce lemme est directe en inspectant la définition des
deux systémes de transition et en se rappelant de la définition de I’équivalence
structurelle. O

Lemme 21. Si P =~ Q alors (P | sv) ~1 (Q | 5v).

PREUVE. La preuve de ce lemme est sensiblement similaire & celle du lemme

[L3[)- 0

Lemme 22. La bistmulation ~1 coincide avec la bistmulation ~o.

PREUVE.

(R1C~3) Si a = sv alors nous utilisons le lemme . Sinon, P =~ Q et
P %, P'. En utilisant le lemme20|2), P %, P, Par définition de ~,
il existe un processus Q' tel que Q =1 Q' et P’ ~; Q. En utilisant le

lemme , on arrive & montrer que Q =, Q.
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(R2C=1) Sia =svet P (P|3v) alors, par définition du systéme de
transition, Q@ %1 (Q | 5v). Par définition de =, (P | 5v) =~ (Q | v).
Sinon, i.e cas oul « # sv, P~y Q et P <, P'. En utilisant le lemme
, on obtient que P 5 P’. En se référant a la définition de v,
on sait qu’il existe un Q' tel que Q =9 Q' et P’ ~5 Q. En utilisant le
lemme , on arrive a déduire que Q =1 Q'.

O

Avant de pouvoir conclure, il reste & comparer =5 et 3. Il est utile de rap-
peler que ces deux bisimulations utilisent le méme systéme de transition —o.
Avant de montrer la relation entre ces deux bisimulations, il convient de
prouver ces quelques faits qui vont nous aider dans la suite.

Lemme 23.
1. SiPryQet P P alors 3Q,Q" (Q =5 Q,Q" X5 QP ~y
Q//’ P/ %2 Ql )
2. Si P =3 Q alors (P |3sv) =3 (Q | 5v).

PREUVE.
1. SiP 2 P alors Pue peut pas exécuter des actions 7. Ainsi, si P =9 )

T ) .
et Q =2 Q" alors nécessairement P ~o Q".

2. Nous réutilisons la structure de la preuve du lemme . Prenons
R = {((P|35v),(Q]|3sv)| P ~3Q} et R =R'U~=3. Nous voulons
montrer que R est une 3-bisimulation (~3). Supposons que (P | 5v) 2
- et P =3 Q. Il y a principalement deux cas & considérer :

(aw = 7) Supposons que (P | 5v) Do (P | 5v) car P 25y P'. Par
définition de =3, il y a deux possibilités :

(a) Q=2 Q et Py Q)

(b) ou bien P’ ~3 (Q’ | 5v).

Dans le cas (Q | 5v) = (Q' | 3v) et nous pouvons remarquer
que ((P'] 5v),(Q' | 5v)) € R. Dans le cas2b} (Q | 5v) 2 (Q' | sv)
et nous remarquons que (P’ | sv, (Q' | sv) | 5v) € R et (Q' | 5v) |
sv=(Q' | sv).

(a = N) Supposons que ((P | sv) | 5) Y, P'. Nous pouvons conclure
en utilisant la définition de =3, et en choisissant S’ = (sv | 5)
QIS)2Q Q. (P|8)~ Q" et P s Q.

O

Lemme 24. La bisimulation ~o coincide avec la bisimulation =3.

PREUVE.
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(~2C~3) Etudions d’abord les conditions présentes sur les transitions qui
utilisent des actions de réception. Supposons P =~y Q et P =y P’
Par définition de =%, (P | 3v) ~9 (Q | 3v). De plus, (P | 5v) S (P’ |
5v) = P'. Par définition de =, (Q | 5v) = (Q' | 5v) et P' = (P’ |
5v) ~9 (Q' | sv). Deux cas peuvent exister :

1. Si Q 2 Q alors Q' | 5v = Q. Cela satisfait le premier cas pour
la 3-bisimulation.

. T 4 .
2. Si Q = @ alors, modulo équivalence structurelle, nous pouvons
satisfaire le second cas.

Considérons maintenant le cas des conditions sur les transitions a la
fin de l'instant. Supposons P ~9 Q, S = 5S1v1 | -+ | Spv, et (P |
S) 2, P'. Par la condition (Inp), (P | S) =2 (Q | S). Alors, par le
lemme , la condition requise par la 3-bisimulation est satisfaite
par la condition correspondante dans la 2-bisimulation en "appliquant

a(P|S)et (Q]S).

(~3C~%) La condition (Inp) est satisfaite grace au lemme [23|[2)). La condi-
tion de la 2-bisimulation & la fin de 'instant est un cas spécial de celle
de la 3-bisimulation ou S est vide.

O]

Théoréme 25 (caractérisation de la bisimulation étiquetée). Si P et QQ sont
des processus réactifs, alors P =~ @) si et seulement si P ~¢ Q.

PREUVE. La preuve de ce théoréme se fait en suivant quelques étapes. Ces
étapes ont été explicitées dans les lemmes précédemment énoncés et prouvés
dans cette section. Dans [Ama07|, la bisimulation contextuelle est carac-
térisée en tant que variante de la bisimulation ~3 ot les conditions sur les
émissions sont formulées comme suit :

PRQ Pl PEZL P I nf(Q) =0
Q%Y Q PRQ

Clairement, si P est un processus réactif alors P |};. Notez que la défi-
nition de la réactivité utilise le systéme de transition ou il est possible d’ef-
fectuer P 2% (P | 5v). Donc, si P est réactif, alors (P | 5v) U'est tout autant.
De plus, si 'on commence a comparer deux processus réactifs alors tous
ceux considérés par la bisimulation le seront aussi. Cela veut dire que tous
les processus réactifs P satisfont la propriété P {}1. Ainsi, la bisimulation ~3
coincide avec la bisimulation considérée dans [Ama07].

Nous pouvons donc conclure, puisque nous avons trouvé une chaine qui
relie ces bisimulations. O
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Il est important de remarquer que la bisimulation étiquetée ne coincide
pas totalement avec la bisimulation contextuelle quand il s’agit de com-
parer des processus qui ne sont pas réactifs. Par exemple, la bisimulation
contextuelle identifie tous les processus qui ne sont pas L-suspendus. Par ex-
emple, si on considére le processus P = s(x).A(z),0 ou A(z) = z(y).A(y),0
alors on a bien P ~ 0 mais P %¢ 0.

2.4 Déterminisme et Confluence

Les notions de déterminisme et confluence ont été étudiées pour CCS dans
[MiI89] o la théorie de la réécriture a été généralisée dans deux directions
en utilisant des étiquettes sur les opérations de réecriture et en vérifiant
la commutation des diagrammes modulo une équivalence sémantique bien
choisie. Puis, ces notions ont été étendues au m-calcul [PW97]. A présent,
nous cherchons a développer une théorie de la bisimulation dans le cadre du
Sm-calcul en suivant ce qui a été fait pour CCS et le w-calcul. Dans S, il
s’avére que les deux notions de déterminisme et de confluence coincident.
De plus, pour les processus réactifs, la propriété de confluence locale est
suffisante pour garantir le déterminisme.

Nous dénoterons par € la séquence vide et par s = a1 ..., la séquence
finie (possiblement vide) contenant des actions différentes de 7. Nous définis-
sons la relation suivante :

T -
s ) = sis=e
;_ « (07 .
= .02 sis=a;---a,

D’apres [Mil89], un processus est considéré déterministe si I’exécution de
la méme suite d’actions résulte en le méme processus, modulo équivalence
sémantique.

Définition 26 (Déterminisme). Un processus est déterministe si pour toute
séquence s, si P = P; pour i = 1,2 alors P, = P,.

De plus, nous savons que tout processus déterministe est 7-inerte.

Définition 27 (7-inerte). Un processus est T-inerte si pour tous ses dérivés

Q, Q5 Q implique Q =~ Q.

Afin de simplifier ’étude de la confluence dans la suite, nous allons intro-
duire quelques notions telles que la compatibilité et le résidu d’une action.

Définition 28 (Compatibilité). Le prédicat de compatibilité | est défini
comme la plus petite relation binaire réflexive et symétrique sur les actions
telle que o | B implique que o, 3 = N ou o« = = N.
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En d’autres termes, 'action de fin de l'instant IV est compatible avec
elleeméme seulement tandis que toutes les autres actions sont compatibles
entre elles. Intuitivement, la relation de confluence devrait autoriser la com-
mutation des actions exécutées pendant le méme instant. Afin de simplifier
la formulation de la relation de confluence, il convient d’introduire la notion
de résidu d’une action o\ qui représente ce qu’il reste a exécuter de Iaction
« aprés avoir exécuté .

Définition 29 (Résidu d’une action). Le résidu d’une action o\§ est une
opération définie sur les actions et uniquement quand o | [ et satisfait les
égalités suivantes :

T sia=f
a\B =<3 vt\t'sv sia=vtsvetf=uvts
o sinon

A Taide de cette opération, on peut finalement définir la relation de
confluence ou il s’agit de clore des diagrammes en utilisant des actions com-
patibles.

Définition 30 (Confluence). Un processus P est confluent si pour tous ses
dérivés Q) :
a B
Q=01 Q@=Q2 alp
B\ \B
Q5. (@ F Qs @Y Q~Qi)

Une version plus faible de la relation de confluence est la confluence
locale, qui est généralement plus facile & vérifier. Elle s’énonce comme suit :

Définition 31 (Confluence locale). Un processus P est localement confluent
st pour tous ses dérivés @ :

Q5 Q5@ alp
305, Qs (12 Qs Y Qi Qs~Qu)

11 est assez facile de trouver des exemples de processus qui sont localement
confluents, mais pas confluents. Un tel processus pourrait étre A =35, @ B
ol B =359 @ A. Cependant, le lecteur attentif remarquera que ce processus
n’est pas réactif. Pour ceux 13, la notion de confluence et de confluence locale
sont équivalentes.

A ce stade, il est possible d’établir un lien entre la notion de confluence et
celle du déterminisme. En effet, Il apparait que les deux notions coincident.
Nous allons procéder en montrant chaque sens de I'implication séparément.

Proposition 32. Si un processus est confluent alors il est T-inerte et déter-
ministe.
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PREUVE.

Prenons S = {(P, P') | P confluent et P = P’} et définissions la relation
R telle que R = SUS™!. Nous allons démontrer que R est une w-bisimulation
up to w-bisimulation (cf. lemme. D’abord, il est assez facile de vérifier que
R est symétrique et réflexive. Pour le reste, supposons que P est confluent
et que P = @ (le cas ot Q se réduit & P est un cas symétrique). Si Q = @
alors P = Q; et Q1 R Q1. D’un autre coté, si P = P, alors, par confluence,
il existe Py et Q; tels que P, = P, Q = Q1, et P» ~ Q1. On a finalement
que P1 R o~ Ql-

Donc si P est confluent et P = P’ alors P ~ P'. Et puisque tout dérivé
(@ d’un processus confluent P est confluent, alors si P est confluent, il est

aussl 7-inerte.

Ensuite, nous démontrons que :

P~P, PP PB=P
P3%P4

Par définition de la bisimulation, 3 P5 ( P 2 P, Py~ Ps ). Par conflu-
ence, 3Ps, Py ( Ps = Ps, Py = P;, Ps ~ P; ). En sachant que les processus
en question sont 7T-inertes et par transitivité, P3 ~ Pj.

Enfin, nous pouvons itérer cette remarque et conclure que si P = ... =8
Pjet P2 ... 28 Pyalors Py = P O

Les actions d’émission et de réception partagent quelques propriétés dans
le systéme de transition présenté dans la sous-section [2.2.2] En particulier, il
est vérifiable que si P 2% P’ alors P = vt(sv | P") et P = (5v | P"). Les
commutations possibles entre différentes actions compatibles sont résumées
dans le lemme suivant.
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Lemme 33 (Commutations des entrées et sorties).

P> (P|5w) PL P
(P|5v) 5 (P |5v) P 2% (P'|3v)

(in — 1)

P (Plsw) PI5(PF)
(in — in) (P |5v) 25 (P |50) | 50 (P |5v') 2% (P | 5') | 50
(P|3v)| s =(P]|s)]|3sv

(out — ) vt(sv | P) 222% (v | P) wt(sv| P) 5 vt(sv | P')
Gv|P)D (v | P) wvt(sv]| P LAZLN (sv| P
(out — in) vt(u | P) 5% (50| P) wt(su | P) 225 vt(s0| P) | 50
v | P) 2% (50| P) |50 wt(s0| P) |50 “22% (30 | P) | 50/
vt(sToy | S3vs | P) 2220 v\ by (SToy | S0s | P)
vt(sTvr | S3vs | P) 2222202 pi\ty (511 | 5302 | P)
(out — out) vta\t1 sav2_ __

Vt\tl (E'Ul ‘8721)2 | P) _—

— (
Vt\ts (5701 | Saug | P) 222 22

5101 ‘ SoU2 | P)
5101 | S3v2 | P)

Notez que le lemme couvre toutes les commutations possibles d’ac-
tions compatibles, si I'on considére les cas modulo symétrie et équivalence
structurelle. Les seuls cas non couverts sont ceux ou les deux actions « et 5
considérées sont identiques et dans ensemble {7, N'}.

Le fait qu’un processus confluent soit déterministe est un fait connu et
une propriété standard. Cela est vrai particuliérement parce que les proces-
sus confluents sont 7-inertes. Par contre, le fait qu'un processus déterministe
soit confluent est spécifique au Sw-calcul. Cela est prouvable puisque les ac-
tions d’émission et de réception commutent automatiquement avec les autres
actions compatibles.

Notons que les actions de réception commutent aussi dans le cadre du
m-calcul avec communication asynchrone. Cependant, dans le méme cadre,
les émissions sur canaux ne commutent pas car elles ne persistent pas durant
Iinstant, contrairement aux émissions sur signaux. Pour illustrer ce fait,
prenons 'exemple suivant en CCS :

P=a+bd

Dans cet exemple, le processus P peut évoluer de deux maniéres différentes
suivant l'action exécutée. Aprés I'exécution de ses deux actions, il n’est pas
possible de clore le diagramme. Malgré cela, le processus P est déterministe,
d’aprés la définition [26]

Proposition 34. Tout processus déterministe est confluent.
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PREUVE. Nous rappelons que si un processus P est déterministe alors il est
aussi 7-inerte. Supposons que @Q est un dérivé de P, a | B, Q = Q et
Q2 Q.

Si a = B alors, d’apreés la définition du déterminisme, @1 ~ ()2. De plus,
notez que a\f = B\a = 7 et que Q; = Q; pour i = 1,2. Ainsi, toutes les
conditions requises pour la confluence sont vérifiées.

Dans le cas ol o # (8 et, modulo cas symétriques, nous avons 5 cas a
considérer qui correspondent aux 5 situations déja considérées dans le lemme
B3l

Dans les deux cas ou S = 7, nous avons que () =~ ()2, puisque () est 7-
inerte. Par bisimulation, Qs = Q3 et @1 ~ Q3. Enfin, a\7 = a, 7\a = 7, et
Q1 = Q1. De nouveau, toutes les conditions pour la confluence sont remplies.

Il nous reste a considérer les 3 autres cas qui restent ol « et S sont
différents, actions d’émission ou réception. En utilisant le fait que Q est 7-

. N Q B T
inerte, nous pouvons nous concentrer sur le cas ot Q@ = Q1 et Q@ — Q5 = Q.
A présent, en itérant le lemme , nous pouvons démontrer que :

QL)@ n>1 Q5 q,
38 (5 @ (D) qy)

La situation finale & considérer est donc celle ot Q = Q) = Q1 et Q i

Q% = Q2. En utilisant le lemme , nous obtenons : % Qs, Q) ﬁ) Q4,
et 3 = Q4. Enfin, en utilisant la bisimulation et le fait que les processus
manipulés sont 7-inertes, nous sommes capables de clore le diagramme de
transitions. O

Théoréme 35.
1. Un processus est déterministe si et seulement si il est confluent.

2. Un processus réactif est déterministe si et seulement si pour tous ses
dérivés Q) :

Q5Q1 Q@5Q ac{r,N}
3Q3,Q1 (Q1= Qs Q2= Qs Q3= Qu)

La premiére partie du théoréme est prouvée en combinant les résultats
obtenus dans les propositions [32] et [34]

A propos de la deuxiéme partie du théoréme, il faut d’abord remarquer
que les conditions requises sont équivalents a celles de la confluence locale.
Ensuite, en se basant sur les résultats de [GS96|, nous sommes capables
de vérifier que la confluence locale, en plus de la réactivité, suffisent pour
assurer la confluence. Ce résultat généralise le lemme de Newman au cas
des systémes de transitions étiquetées. Ce dernier [New42| stipule que toute
relation fortement normalisante et localement confluente est confluente.
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Fait 36 ([GS96]). Si un processus est réactif et localement confluent alors il
est confluent.

Nous concluons cette section en remarquant que les actions muettes 7
commutent de fagon forte. Cela est suffisant pour assurer le déterminisme.
Pour ce faire, nous allons utiliser la nouvelle relation de transition <> qui est
définie comme — U Id on Id est la relation d’identité.

Proposition 37. Un processus est déterministe si pour tous ses dérivés @ :

Q50 Q5 Q%9 Q5
3Q (1~ Q" Q2 Q) Q1 ~ Q2

PREUVE. Appelons P fortement confluent s’il satisfait les hypothéses de
la proposition Prenons & = {(P,Q) | P fortement confluent et (P =
QouP 5 Q)} et R=SUS L. En utilisant les mémes techniques utilisées
dans d’autres lemmes, nous démontrons que R est une bisimulation. Cela
nous aide & montrer que si un processus est fortement confluent alors il est
aussi T-inerte.

Notez que si P = P;, pour i = 1,2, et « est soit une émission soit une
réception alors P, = P». En utilisant le lemme|33|et en étudiant le diagramme
de réduction, nous pouvons montrer que P est fortement confluent, car on
arrive a clore le diagramme décrit dans ’énonceé de ce lemme. Ainsi, si P = P
pour i = 1,2, alors P; = P». Cela correspond & la condition requise pour le
déterminisme. O

2.5 Deéterminisme par typage

Pour garantir le déterminisme, il existe une autre approche : restreindre
les actions possibles par typage. Grace aux régles de typage, les proces-
sus seront déterministes par construction. Leurs interactions avec I’environ-
nement respecteront les contraintes imposées par les types. L'un des intéréts
de cette approche par rapport & celle qui est basée sur la notion de bisimu-
lation est qu’elle donne un critére décidable. Elle pourra, de cette maniére,
étre implémentée dans des langages synchrones ou des outils de vérification.

I’étude de la notion de déterminisme faite dans la section précédente sug-
gére 'existence de deux situations qui nécessitent une attention particuliére
afin de garantir le déterminisme du processus considéré. Les deux situations
sont :

1. Au moins deux valeurs peuvent étre recues pendant l'instant. Le pro-
cessus suivant illustre la situation : Sv; | Sve | s(z).P, K. Suivant l'ac-
tion considérée par ’environnement, la premiére réception exécutée, le
processus résultant sera différent.
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2. A la fin de l'instant, au moins deux valeurs distinctes sont disponible
sur un signal donné. Cela est illustré par : Sv; | Svy | pause.A(ls).
Dans ce cas 14, le traitement effectué par le processus léger A pourrait
dépendre de 'ordre de stockage des éléments dans la liste !s.

Pour garantir le déterminisme, une approche raisonnable semble d’inter-
dire la premiére situation et d’accepter la seconde sous condition. En partic-
ulier, cette derniére pourrait étre valide si on a la garantie que le traitement
effectué par la continuation A (dans I'exemple précédent) ne dépend pas de
I'ordre de stockage des éléments. Techniquement, nous utiliserons des usages
de signauz affines pour interdire la premiére situation et une notion de type
ensemble pour vérifier la validité de la seconde. Il s’agit de découvrir une
collection d’usages de signauzr que 'on peut composer facilement.

2.5.1 Usages

En premiére approximation, nous considérerons qu’un usage est un élé-
ment de I'ensemble L = {0,1, 00}. Les éléments de L déterminent comment
une ressource devrait étre utilisée :

— 0 indique que la ressource existe mais ne peut étre utilisée,

— 1 assure que la ressource en question peut étre utilisée au plus une fois,

— et oo n’applique aucune restriction quant a 1’'utilisation de la ressource.

Elle peut étre détenue et utilisée par un nombre arbitraire de processus.

Les usages peuvent étre additionnés a 1’aide de 'opération partielle &
d’addition et qui est définie comme suit :

— 0 est I’élément neutre pour @ : Pour tout usage a, a0 =0® a = a.

— 00 P oo =00

— Les cas restants sont indéfinis. En particulier, 1@ 1 n’est pas défini car

toute ressource affine doit le rester. Toute tentative pour définir 1 ¢ 1
cassera cette condition.

A partir de Popération d’addition @, on déduit une relation d’ordre pour
les usages : a < bsi de tel quel ade = b. En considérant cette relation d’ordre,
0 devient le plus petit élément tandis que 1 et co deviennent incomparables.
Et, si @ < b, alors on est capables de définir une relation de soustraction ©
oll a © b est défini comme étant 'usage c le plus grand tel que a = b @ c.
Ainsi, on obtient les égalités suivantes :

—a00=a,

-161=0,

—et oo o00o=00

La classification des usages telle que présentée ici est adaptée pour gérer
des données purement fonctionnelles o, intuitivement, les données ayant
I'usage 1 auraient au plus un pointeur pointant sur eux [Wad93|. Cependant,
il est nécessaire d’avoir une classification plus fine pour gérer des ressources
telle que des références, canaux ou encore signaux. En particulier, un usage
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peut étre enrichi pour inclure de nouvelles informations quant & son utilisa-
tion pour :

1. émettre (ou écrire)
2. recevoir (ou lire)
3. et recevoir a la fin de I'instant.

A partir de ce point, un usage devient un triplet d’éléments de L, donc
un élément de L3. Parmi les 27 possibilités d'usages de la forme (a, b, ¢) pour
a,b,c € L, il n’y aurait que 5 sous-ensembles principaur comme décrits dans
la table[2.3] De notre point de vue, un signal que ’on ne pourrait utiliser pour
émettre ou recevoir n’est pas intéressant. Nous excluons donc tous les usages
ol @ = 0 ou bien b et ¢ sont égaux & 0. Nous retrouverons ces usages la plus
tard, mais ne seront pas considérés comme principaux. La suite est résumée
par le diagramme de décision dans la figure Les 5 groupes principaux
trouvés peuvent étre divisés en deux sous groupes : (1) ceux qui permettent
Pémission de plusieurs valeurs dans l'instant, et (2) ceux qui permettent
I’émission d’au plus une valeur dans l'instant :

1. Puisque plusieurs valeurs sont disponibles pour la réception, alors b
doit étre égal & 0. Autrement, on risque de tomber dans une situation
non déterministe. Il reste donc & considérer les valeurs possibles pour
la composante c. Prendre ¢ = 0 ne serait pas possible & cause de la con-
dition imposée un peu plus tét. Nous finissons donc avec une catégorie
de signaux ot ¢ = 1 et que I'on nommera e3 et une autre ol ¢ = 0o et
qui sera nommeée e;.

2. Sion fixe a = 1, alors nous avons de multiples choix quant aux valeurs
possibles de b et c.

(a) Il est possible de vouloir imposer une communication entre deux
processus seulement, pour garantir une certaine confidentialité.
Pour cela, il suffit de mettre b=0Ac=1oubien b=1Ac=0.

(b) ou bien de laisser la communication libre et assigner donc b =
00 A c = 00.

Le lecteur attentif remarquera l'existence de deux autres catégories
qui sont (1,00,1) et (1,1,00). Bien que totalement valides d’un point
de vue de déterminisme (pour des messages “non affine”), nous avons
décidé de ne pas les considérer. Elles représentent des comportements
assez spécifiques pour lesquels nous n’avons pas trouvé des exemples
intéressants.

A partir des 5 usages principaux trouvés grace a 'analyse précédente,
nous obtenons les usages secondaires dérivés des usages principaux en rem-
plagant des 1 par des 0. Le résultat est décrit dans la table 2.3] Notez que
certains usages (tel que (1,0,0)) font partie de catégories différentes. Cette
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La?
S =
. b? b?
N |
1 0
(1’0» 1) (13170) (1,00500) c?
Sk
(00507 1) (OO’ O’ Cm)
FicuRE 2.2 — Choix des usages
usages principaux | usages dérivés
€1 = (OO7 07 OO) _
ez = (1,00,00) (0, 00, 00)
€3 = (O0,0, 1) (007070)
eq = (1,0,1) (1,0,0),(0,0,1),(0,0,0)
€5 = (17170) (17070)7<01170)7(070a0)

TABLE 2.3 — Catégories des usages

ambiguité est résolue en demandant que la catégorie de I'usage soit men-
tionnée explicitement. Enfin, nous étendons les opérations d’addition et de
soustraction et la relation de comparaison aux usages dans L3 & partir de
celles définies précédemment pour les usages dans L.

Dans un contexte synchrone, il est utile d’analyser I’évolution des usages
de signaux durant le temps. Pour ce faire, la meilleure solution semble d’u-
tiliser des usages de signauz définis comme des mots infinis sur ’alphabet L3,
i.e. tout ¥ ott € L3. Pour pouvoir effectuer des analyses plus fines, nous
serons amenés & utiliser des usages de signaux de la forme zy* on =,y € L>.
Ceux 1a pourraient étre dérivés des usages principaux de la méme catégorie.

Dans la suite, nous utiliserons U pour dénoter ’ensemble de tous les
usages et U(i) pour ’ensemble des usages de la catégorie i, pour i = 1,...,5.
De plus, nous supposerons que 'opération d’addition @ n’est définie que pour
u,u’ € U(i) et que u @ v’ € U(i) pour un certain ¢ € {1,...,5}.

Siu € U alors 1 u, 'opération shift de u, est le mot infini dans U obtenu a
partir de uw en supprimant le premier caractére. Cette opération est toujours
définie. Si u est un usage de signal, alors u(i) pour ¢ > 0 dénote le i-éme
caractére de u et u(7); pour j € {1,2,3} la j-éme composante de (7).

Nous classifions les usages suivant 3 propriétés : affinité, uniformité et
préservation de l'affinité. Nous dirons qu'un usage est affine s’il contient un
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xy® € U(i) est | affine | uniforme | préserve l'affinité
1=1 non ous non
1=2 oui/non | oui/non non
i=3 oui/non | oui/non oui
i=4 oui/non | oui/non oui
i=5 oui/non | oui/non oui

TABLE 2.4 — Classification des usages

1, et neutre sinon. Et qu’il est uniforme s’il est de la forme z“. 1l s’avére
que les éléments neutres le sont aussi par rapport & l'opération d’addition
@ et a la catégorie d’usages U (i) a laquelle ils appartiennent. De plus, tous
les usages neutres sont uniformes. Enfin, par définition, les usages appar-
tenant a I'ensemble (J;c(5 45, U(2) préservent laffinité. Cette classification
est résumée dans le tableau ﬁl

2.5.2 Types

Les types considérés dans ce systéme sont les types de signaux et les types
inductifs. Ces derniers sont définis a ’aide d’une équation. Prenons I’exemple
du type List(o) de liste dont les éléments sont de type o qui peut étre défini
comme List(o) = nil | cons of o, List(c). Une valeur est de type List(o) si
les constructeurs qui y sont utilisés sont imbriqués suivant le schéma spécifié
par la définition du type en question.

Dans notre contexte, les types inductifs viennent avec une information
supplémentaire, a savoir un usage qui indique comment les données de ce
type doivent étre utilisés. Ainsi, cet usage sera dans ’ensemble {1,00} ou
le 1 indique que la donnée ne peut étre utilisée qu’au plus une fois, et oo
n’applique aucune restriction quant a 'utilisation de la donnée.

Pour résumer, si o1,...,0p sont des types déja définis alors le type in-
ductif Cy(o1,...,0%) est défini par cas sur les constructeurs de la forme
cof of,... 0}, ou chaque type a} pour j =1,...,m est soit 'un des o; pour
i =1,...,m ou bien le type inductif C,(...) que l'on est en train de définir.
Cependant, il y a une contrainte supplémentaire & prendre en compte qui
impose que 'usage du type soit 1 si I'un des o; utilisés est affine car on doit
préserver I'affinité. La grammaire détaillée des types est disponible dans la
table 2.5

Quand on collecte des valeurs & la fin de I'instant, nous avons recours
a l'utilisation d’ensembles. Pour cette raison, nous introduisons le type Set
qui est défini par 1’équation Set,(o) = nil | cons of o, Set,(o) qui est as-
sez similaire a celle de List(o). Le lecteur attentif aura remarqué que nous
utilisions les mémes constructeurs dans la définition de List(o) et Set(o).
Cependant, il est possible d’éviter toute ambiguité lors du typage en ajoutant
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k= Cx(k) | Setoo(r) | Listoo (k) | Sig, (k) (u neutre)
A u=Ci(o) | Setr(o) | Listi(o) | Sig,(r) | Sig,(A)
(u affine et uniforme, v pres. l'aff. et uniforme)
o =kK|A (types uniformes)
p u=o| Sig, (k)| Sig,(N) (v pres. laff.)

TABLE 2.5 — Grammaire des types

une étiquette dans le nom des constructeurs.

Enfin, on dénoté par Sig,(o) le type des signaux dont 1'usage est u et
le type des données transportées est 0. Comme c’est le cas pour les types
inductifs, si le type o est affine alors 'usage doit préserver 'affinité. Pour
formaliser ces distinctions, nous utilisons des noms distincts dans la table
ol :

— on dénote par k l’ensemble des types non affines (neutres, ou encore

classiques). Ces types sont uniformes et doivent donc avoir un usage
uniforme;;

— on dénote par A 'ensemble des types affines et uniformes;

— on dénote par o ’ensemble des types uniformes;

— et par p ’ensemble de tous les types (incluant ceux cités précédemment
en plus de ceux qui ont un usage non uniforme).

Remarquez que les types neutres peuvent étre imbriqués de fagon arbi-
traire alors que les types affines ne le sont que sous des types qui préservent
I’affinité. Enfin, les types avec des usages non uniformes ne peuvent pas étre
imbriqués. L’utilisation de types dans ’ensemble p pose en effet quelques
questions intéressantes telles que :

— Quelle est la signification d’envoyer des données contenant des infor-

mations qui dépendent du temps ?

— Cet usage devra-t-il étre pris en compte lors de l'instant ot I’émission

a été faite ou lors de la réception ?

Nous ne répondrons pas a ces questions car elles ne nous semblent pas
pertinentes pour I’étude du déterminisme.

Enfin, les opérations définies sur les usages de signaux sont étendus
aux types. Ainsi, opération d’addition @ sera étendue aux types telle que
Opuy (0) @ Opuy (0) = Opluysuy (o) ot Op € {C, Set, List, Sig}[] et en sup-
posant que uj @ ug soit défini. Par exemple, Listi(0) @ Listi(o) n’est pas
défini car 1 @ 1 ne 'est pas.

Un contexte de types (ou simplement, contexte) I' est une fonction par-
tielle avec un domaine fini dom(I") des variables vers les types. Les contextes

1. C est utilisé comme le symbole de n’importe quel type inductif défini
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peuvent étre additionnés et nous définissons I'1 @'y de la maniére suivante :

I'i(x) @Ta(x) size dom(I'y) N dom(Ts)

) i) six € dom(T'y)
T1@T)(z) =1 z) si z € dom(T's)
non défini sinon

Nous écrirons (I'y ®I'2) | quand la somme des deux contextes est définie.
L’opération shift est aussi étendue aux contextes telle que :

(11)(e) - { Sion(s) 5 T(0) = St

Enfin, nous dénotons par I', z : o le contexte I' qui a été étendu avec la
paire z : 0 ot € dom(I"). Un contexte est dit neutre s’il assigne des types
neutres aux variables contenues dans dom(T).

2.5.3 Instrumentalisation de la sémantique

Comme expliqué dans la partie précédente, chaque signal appartient &
exactement une des 5 catégories des usages de signaux. Analysons en parti-
culier la 5 catégorie dont 1'usage principal est e5. Le systéme de types qui
sera présenté dans la suite est supposé garantir qu'une valeur émise sur un
signal de la 5¢ catégorie ne sera recu qu’au plus une fois durant I’instant. A
présent, considérons le processus P = §t | s(x).Z,0 tout en supposant que
I'usage attribué a s et t sera ef. A priori, le processus sera considéré comme
bien typé. Cependant, P peut effectuer une synchronisation et se réduire sur
le processus (Q = st | t qui ne type pas car ¢ est utilisé deux fois alors que son
usage est affine. Par définition de 'usage es, s ne peut étre lu qu’au plus une
fois durant un instant. Pour exprimer ce fait, nous allons appliquer une pe-
tite modification au systéme de transition pour marquer (en les soulignant)
les émissions de type 5 sur lesquels une émission a eu lieu durant 'instant.
[’émission n’a aucun effet sur le systéme de transitions étiquetées car se se
comporte exactement comme se.

edwv edw el v vdans V(s)
(out) — =, — (out) — =, = (reset) IO
se — Se Se — se se ————— 0

De plus, nous avons introduit une régle spéciale (out) pour typer Se qui
requiert au moins l'usage (1,1,0) - (0,0,0)% pour le signal s et oublie les
contraintes sur e. De cette maniére, on s’assure que le processus sera rejeté
au typage s’il existe une deuxiéme tentative de réception sur le signal s. En
d’autres termes, si le typage est conservé avec des transitions “compatibles”,
alors nous pouvons étre sirs qu’une valeur émise sur un signal de catégorie
5 sera regue au plus une fois dans 'instant.
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2.5.4 Systéme de types

Le systéme de types a été construit autour de quelques idées assez sim-
ples :

1. Les usages qui incluent la possibilité d’effectuer des opérations d’émis-
sions et réceptions peuvent étre décomposés en usages plus basiques. En
particulier, 'usage (1,1, 0)¥ peut étre décomposé en (1,0,0)-(0,1,0)“®
(0,1,0) - (1,0,0)~.

2. Emettre des valeurs est une garantie de la disponibilité de la ressource
alors que la réception s’appuie sur les ressources offertes.

3. Chaque ressource affine peut étre consommeée au plus une fois dans un
jugement de typage (ou dans un calcul).

La formalisation du systéme de types a fait surgir le besoin de distinguer
entre les expressions e et les expressions avec déréférenciation r qui intervien-
nent 4 la fin de 'instant. Sans cette contrainte supplémentaire, on risquerait
de comptabiliser des ressources non encore utilisées, ce qui ferait échouer le
typage. La méme remarque s’applique au processus légers ou l'appel d'un
processus léger récursif A(e) ne doit pas étre traité de la méme fagon que
I’appel d'un processus léger récursif A(r) a la fin de U'instant. Pour ce faire,
nous allons utiliser une notation spéciale pour distinguer les deux sortes d’-
expressions et d’appels & des processus légers. Pour celles qui font intervenir
des ressources a la fin de I'instant, nous les noterons [r] au lieu de 7 et [A(r)]
au lieu de A(r).

Nous allons considérer 4 types de jugements de typage : I' - e : p,
C'kr]:p, T'F PetTF [A(r)]. Afin d’homogénéiser ces notations, nous
allons utiliser I' = U : T en introduisant un type factice Pr pour les processus.
Ainsi, nous pourrons écrire I' = P : Pr et I' F [A(r)] : Pr comme version
longue de I' - P et I' F [A(r)]. Dans la notation I' = U : T, U pourra donc
étre 'un des e, [r], P ou [A(r)] et T' 'un des p ou Pr.

Nous supposerons que les symboles de fonctions sont connus & ’avance
et ont des types non affines de la forme (k1,...,%,) — K. Nous ferons 1’hy-
pothése supplémentaire que k dénote un constructeur ou un symbole de
fonction dont le type est explicitement donné.

Les regles du systeme de types sont données dans la table [2.6] Les regles
de typage peuvent étre divisées en 3 groupes distincts.

Expressions et Processus a la fin de 'instant Les regles [!ge] et [!1ist]
décrivent le type d’un signal déréférencé en fonction de la catégorie a
laquelle appartient son usage.

Catégorie 1 La collection des valeurs associée au signal & la fin de
I'instant doit étre traitée comme un ensemble (type Set).

Catégorie 2 Dans ce cas, nous savons que les valeurs envoyées sur le
signal sont au plus au nombre de 1. Nous pouvons donc considérer
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cette collection comme étant une liste puisqu’il n’existe qu’une
seule facon d’ordonner une liste contenant qu’un seul élément.

Catégorie 3 La collection peut contenir plusieurs valeurs et doit donc
étre considérée comme étant de type Set affine.

Catégorie 4 Ce cas est traité de fagon similaire au cas 2. La seule
différence étant le type résultat qui devra étre affine.

Catégorie 5 Cette catégorie d’usages ne permet pas la réception a la
fin de l'instant.

La regle de typage [varg;y] quant a elle se distingue par sa forme. La
raison étant que pour 'appel & un processus léger K = A(s,!s) a la fin
de I'instant, nous avons besoin de distinguer entre les ressources néces-
saires pour typer !s, qui sont consommeées pendant 'instant courant, et
les ressources utiles pour typer s, qui entrent en jeu & l'instant suivant.
Par exemple, nous voudrions typer le processus K dans le contexte
s : Sigy(o) ou u = (0,0,1)“. Grace a la régle [varg;q], le typage est
possible en divisant I'usage v en u; & uz ot u; = (0,0,1) - (0,0,0) et
uz = (0,0,0) - (0,0,1)¥. Ainsi, nous pouvons utiliser u; pour typer [!s]
et ug pour [s].

Le type Set est une sorte de type quotient. Sa définition nécessite
donc I'utilisation d’une relation d’équivalence ~, sur les valeurs. Cette
derniére est définie comme étant la plus petite relation d’équivalence
telle que s ~gjg, s, ¢ ~c(y) C sl c est un constructeur constant du type

Culo) et :

= (V155 Vn) ~Cy(o1,mon) C(ULs -5 U) LV ~g, ugpourd =1,...,n.
— [v15.. .5 00) ~ Setu(o) [ur;...;um]si{vL,...,on} ~ Setu(o) {ur, ..., um}.
ot {v1,. .+, Un} ~gety (o) 1815 -+, Um} i pour une permutation m, nous

avons v; ~g Us(j)-
De plus, nous supposerons que chaque symbole de fonction f, défini
avec type neutre de la forme (ki,...,k,) — K, respecte le typage
suivant les régles suivantes :

L. Sivy ~p, wiy @ =1,...,n, f(vr,...,0n) $vet flug,...,up) $ u
alors v ~ u.

2. 81Tk f(v1,...,0n) t ket f(ug,...,vp) Jvalors'Fo: k.

Expressions Les arguments et résultats d’une fonction ont toujours un type
uniforme.

Processus Nous supposerons que chaque identificateur de processus léger
A est défini par une équation A(x) = P qui précise le type de chaque
argument. Ces derniers doivent avoir un type uniforme car un appel
a un processus léger peut intervenir & n’importe quel instant. Enfin,
A doit avoir quelques propriétés supplémentaires pour s’assurer de son
bon comportement :
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1. Siv; ~g, ujpouri=1,...,nalors A(vy,...,vn) =~ A(u1, ..., uUpy).
Cela permet de s’assurer que le comportement de A est invariable
quand les arguments sont équivalents.

2. x1:01,...,%y : 0y - P est un jugement de typage dérivable.

Nous ferons I’hypothése supplémentaire que chaque génération de nom
frais indique son type explicitement comme dans vs : p P. Le systéme
de transitions étiquetées présenté dans la table est adapté de telle
fagon que 'action d’émission transporte les informations sur les types
des noms dont la portée est restreinte. Ces informations de types seront
transformeées a l'aide de la fonction shift dans la régle (next) de la

maniére suivante : vs: p 5.0, A(s) N ovs T p A(s).

2.5.5 Reésultats

Nous commencons par prouver quelques résultats de base qui vont nous
permettre de prouver que le typage est préservé apres réduction.

Lemme 38 (Affaiblissement). SiTH U : T et (T ®T) | alors (T & T7) F
U:T.

PREUVE. Par induction sur les régles de typage. A plusieurs reprises, nous
utilisons le fait que 'opération @ est associative et commutative, & la fois
pour les types et les contextes. De plus, les régles de typage sont formulées
de telle sorte qu’elles restent valides méme quand les usages dans le contexte
sont augmentés. La régle (var) est un exemple ot l'on demande un usage
minimum pour valider le typage.

O

Lemme 39.

1. SiTHU: T, T"Fov:p, Tl ], et x ¢ dom(T) alors (T & T')
[v/z]U : T.

2. SiT' F v : k alors il existe un contexte neutre I tel que I' v : Kk et
r=rer”.

3. 8T Fv:petp=p @ - D p, alors il eviste I't,.... 1T, tels que
e --oll,=Tetl;Fv:p pouri=1,...,n.

PREUVE.

1. Six € FV(U) alors obligatoirement, suivant les régles de typage énon-
cées, x € F'V(e) ou Se est un sous terme de U. De plus, il est possible
de typer s[v/z]e exactement de la méme maniére que pour Se. Donc,
I' F [v/z]U : T et nous utilisons le lemme d’affaiblissment pour con-
clure.
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. . Fil—ei:ai 7::1,...,71
(var) u>u  Op € {Sig, Set, List, C} (k) k:(o1,...,0n) 50 k=fouk=c
I,z:Op,(o)Fx: Op, (o) -
“ “ To®T1@-- BTk kler,...,en): 0
Op € {C, Set, List} ‘ ¥ >u
vare} 2 Opo(9) F @] Opa() varsiel S Sty (@) B Si9a(0)
Dibfr:o0 i=1,...,n
(k] k:(o1,...,0n) 20 k=fouk=c
FO@Fl@"'@FnF[k(rlw“ar’ﬂ)]:O-
(u(0) > (00,0,00) A z=o00)V (u(0) > (0,00,00) A z=00)V
['set] (u(0) > (00,0,1) A z=1) VList] (u(0) > (0,0,1) A z=1)
I, s: Sig,(o) F [ls] : Sete(o) I,s: Sig, (o) F [s] : List.(o)
I kFs:Sig,(o) u(0)#0
0) —=—— (out) I'okhe:o
o F1®F2 F Se
Ca I kst Sig, (o) u(0)2#0
(v) FF’: : S,’“’gﬁ(")(i]; (in) Taa:orP (I1@T2)F [A®)]
Ve olgulg T7 & T2) F s(z).P, Ar)
c:(o1y...,0n) >0 IhHFwv:co
s1,52 € dom(T") F(2 1$1_01 ) . ‘01FP1
(ms) =P i=1,2 (me) [N
Tk [s1 = s3] P1, P (L1o02) F Py
1=22 142 Fl @Fgl—[lec(a:l,...,xn)]Pl,Pg
A . A:(o1,...,00),
(par) IFZEFB? '_ZP_|1’PZ (rec) Tite:o; i=1,...,n
tesE At [ @@L, F Aler,...,en)
) A:(o1,...,0n0),
(out’) F l_ S Slgu(a) zl‘(o) = (17 1,0) [7’80] Fz |_ [Tz} ((;z ’L: 1) .n
Thee Ty & T F A7)

TABLE 2.6 — Systéme de types affine
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2. Nous procédons par induction sur v. Pour l’étape d’induction, nous
utilisons le fait que si c(vy,...,v,) a un type neutre alors v; doit avoir
un type neutre aussi.

3. Sile type p est neutre alors p = p; = --- = p,. En utilisant [2| nous
parvenons & trouver un contexte neutre IV qui est suffisant pour I I
v:pet IV@T” =T. Ensuite, il suffit de prendre 'y = I"@T" et I'; = T
pourt=2,...,n.

Si le type p est affine et est un type inductif ou un type Set, alors n
doit étre égal & 1. Cela nous permet de conclure pour ce cas.

Enfin, si le type p est affine et est un type de signal alors I'usage du
signal dans les types p1,...,pn, permet de construire directement les
contextes I'y,...,I',, recherchés.

O

Lemme 40 (Substitution). SiT,z: o FU: T, I"Fv:pet (T DT’) ] alors
ona (ol |v/z)U:T.

PREUVE. Nous procédons par induction sur le typage de U. Dans un premier
temps, nous nous intéressons au cas des expressions dans 'instant :

(var) Supposons que I,y : Op,(0) Fy: Op, (o) avec u > u'.

e Sil'=T"z:peta+#yalors (I'",y: Op,(0)) ®T")(y) = Op, (o)
avec u” > u. Donc, en utilisant la regle (var), (I, y : Op,) ®T' F
y: Op,.

e Si z = y alors [v/z]y = v. Si Op n’est pas Sig alors u = u'. Par
hypothése, IV + v : Op,(0) et par affaiblissement I & TV F v :
Op, (o). D'un autre coté, si Op est Sig alors, par (var), (I & T") F
v: Op,(0).

(k) Si k est une constante alors nous appliquons le lemme d’affaiblissement
et nous obtenons directement le résultat souhaité. Sinon, supposons
quelz:p=Tgpl'1®---®T avec ;e : 04,0 =1,...,n. Prenons
I={ie{l,....,n} |z € dom(T;)}. Siie I alors nous supposons que
I'; =T,z : p;. Nous avons p = @crp;. En utilisant le lemme ,
nous parvenons a trouver un contexte I'; tel que I', - v : p; pour i € T
et I" = @il Sii ¢ I alors T - [v/ale; : 0, (voir lemme [B9[1)), et
sii € I alors (I @ I) b [v/x]e; : 0, par hypothése d’induction.

Les arguments utilisés dans les cas prouvés ci-dessus seront réutilisés a plusieurs
reprises dans les cas restants. Comme nous ’avons déja souligné dans la
preuve du lemme d’affaiblissement, un autre point important utile du-
rant la preuve est le fait que les régles de typage permettent l'ajout de
ressources supplémentaires au contexte sans affecter la conclusion. Toutefois,
nous allons expliquer un point critique dans le cas de la régle [varg,] quand
L,s: Sigyw(o) = [s] : Sig,(0), y* > u, T' F 5" Sig,u(o) et (TOT') |
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Ici, nous avons que I(s) = §': Sig,, (o) avec u/ > xy®. Cela nous permet de
déduire que 1 (uv') > y¥ > w.

O
Nous allons définir les conditions dans lesquelles un contexte I' est dit
compatible avec une action act, noté (I';act) |. Si V(s) = [v1;...;v,] alors

(VAE)(s) = {v1,...,vn}\E(s). Ensuite, nous définissons le processus Py g)
comme la composition paralléle des émissions sv ou v € (V\E)(s). Cela
représente les émissions de toutes les valeurs qui sont présentes dans la liste
V mais pas dans ’ensemble FE.

Définition 41. A toute action act, nous associons un processus Pyey minimal
qui permet exécution de ['action en question :

0 stact =T ouact =N
Sv si act = sv ou act = sTv
s().0,0  siact =35v

P g st act = (E,V)

Pact:

Définition 42 (Compatibilité d'un contexte et d’une action). Un conteste
T est compatible avec une action act, noté (T, act) |, si I tel que (THT’) |
et F, [ Pact'

A présent, nous pouvons introduire le concept de transition typée qui est
une transition étiquetée avec une action act et qui fait intervenir un processus
P typé dans un contexte I', compatible avec ’action act.

act

Définition 43 (Transition typée). Nous noterons P a—;t> Q (resp. P =
Q) si les conditions suivantes sont vérifiées :

1.THP

2. (T',act) |

3. p 2% Q (resp. PaétQ)

Dans la suite, nous utiliserons une notion de résidu de contexte. Intu-
itivement, cela représente le contexte qui reste aprés une transition typée.
D’abord, nous remarquons qu’étant donné un type uniforme o et une valeur
v, nous pouvons définir un contexte minimum A(v,o) tel que s : o et
Alc, (v1,... ) = A(v1,01) @ -+ @ A(vp,00) si ¢t (01,...,0,) — 0.
Notez que A(v,0) peut-étre un contexte vide quand fn(v) = 0 et qu'il est
un contexte neutre si o l'est & la base.

Définition 44 (Résidu de contexte). Etant donné un conterte T et une
action act compatible, le résidu du contexte I'(act) est défini de la maniére
susvante.
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r siact =T

T(act) = 1T stact = N
(T,t:0')oA(w:0') ®{s: Sigus (")} siT(s) = Sigu(c’),act =vt:o"sv,(1)
T A, o) ® {s: Sigu,..(c")} si ['(s) = Sigu(c’), act = sv, (2)

1. us =(0,1,0)-(0,0,0)¥ si u € U(5) et est neutre sinon (i.e., u € U(2)).

2. uoyur est le plus petit usage faisant partie de la méme catégorie que u
qui permettra d’exécuter une émission dans Uinstant. Un tel usage est
toujours défina.

La notion de résidu de contexte montre précisément de quelle maniére
les transitions affectent le typage. Pour caractériser cet effet, nous allons
procéder en étapes en commengant par prouver que le type des expressions
est préservé par ’évaluation.

Lemme 45 (Evaluation des expressions). Sil'Fe:petel valorsT v : p.

PREUVE. Par induction sur I’évaluation e || v. Si e est un signal s ou une
constante c alors e = v et la conclusion est immédiate. Sinon, supposons que
€:k(€1,...,€n), k : (01,...,O'n) —o,I'=TIyol'®--- T, I e oy,
et e; | v;, pour ¢ = 1,...,n. En utilisant I’hypothése d’induction, on a I'; -
v; : oy, pour i = 1,...,n. Si k est un constructeur c alors v = c(v1,...,vy)
et I' = v : o, suivant la régle (k). Si k est une fonction f alors, encore
suivant la regle (k), I' b f(v1,...,v,) : 0 et, par hypothése sur f, on a que
flor,...,vp) YvetTTHo:o.

O

Le lemme suivant décrit effet de la substitution & la fin de 'instant.

Lemme 46 (Substitution a la fin de I'instant).
1. SiTH[A(r), ' Py, et T®T) | alorst (T o T') - V(A(r)).
2. Si, de plus, on a V', E tels que V,V'|—-E alors V(A(r)) = V'(A(r)).

PREUVE.

1. L’effet de V(A(r)) est de remplacer chaque occurrence de !s dans r avec
V(s). Tout d’abord, remarquons que l'usage de s ne peut pas étre de
la catégorie 5 si |s apparait dans r. De plus, si I'usage est de catégorie
1 ou 2 alors il peut y avoir plusieurs occurrences de !s dans r mais le
type des valeurs émises sur le signal devra étre non affine. Notez que
pour typer une valeur non affine, on n’a pas besoin de plus que d’un
contexte non affine. Puisque les types non affines sont exactement les
types neutres, nous pouvons réutiliser le contexte neutre autant de fois
que nécessaire. D’autre part, si le signal est de catégorie 3 ou 4 alors les
valeurs émises sur le signal peuvent étre affines mais il n’y aura qu’au
plus une occurrence de ! dans r.
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En tenant compte de ces quelques remarques préliminaires, on procéde
avec une analyse de cas sur les regles [!set] et [!List]. Dans chaque cas,
il y a un jugement de typage dont la forme ressemble & :

I, s: Sig,(o)F[ls]: Op,(0)

en sachant que IV -V (s) = [v1;...50,] : Op,(0).

2. Par définition, V(A(r1,...,m,)) = A(V(r1),...,V(r,)). Supposons que
A (01,...,0,). On sait que v; ~q, u; entraine que A(vi,...,v,) &
A(uq,...,u,). Donc, cela est suffisant pour montrer que V(r;) ~q,
V'(r;) pour i = 1,...,n. Nous procédons par induction sur la struc-
ture de r.

Si 7 est un signal ou une constante alors par définition r ~, 7.

Si r est de la forme !s alors nous analysons la catégorie de 'usage de s.
Si il est catégorie 2 ou 4 alors V(s) = V'(s) (il y a au plus une valeur
dans la liste). Par contre, si il est de catégorie 1 ou 3 alors V (s) et V'(s)
sont égaux modulo permutation, suivant la définition de la relation ~
des types Set. Enfin, si r = k(r) alors nous appliquons I’hypotheése
d’induction qui nous permet de conclure.

O

Enfin, nous démontrons le lemme de préservation du typage par réduc-

tions. Il vérifie que le processus retrouvé aprés une transition typée est ty-
pable dans le contexte résidu.

Théoréme 47 (Préservation du typage par réduction). Si P a—lit> Q alors
[(act) - Q.

PREUVE.

Nous procédons par induction sur la transition et par analyse de cas sur
I'action act qui est exécutée. Nous détaillerons seulement les cas les plus
intéressants.

(sv) Il y a une seule régle a considérer qui est (in). Supposons que I'(s) =
Sig,,(0"). La définition de résidu de contexte fournit un contexte sup-
pléementaire A(v,0’) ® {s : Sig,, ,(0')} qui représente exactement ce
qui est nécessaire pour typer sv.

(s?v) Il y a 3 régles a considérer : (inguz), (comp), et (). Nous détaillerons
la premiére. Le traitement nécessaire pour les autres est sensiblement
similaire & ce qui l’a été pour la premiére. Supposons que (I'y & I'y)
s(z).P,K,T1 Fs: Sig,(0"),u(0)2 £0,T9,z:0'F P, et 1 &y F [K].
Obligatoirement, on aura u > ug,. Par construction, A(v,o’) F v : o’
En utilisant le lemme [40] de substitution, T's & A(v, 0”) I [v/z]P. Il est
alors suffisant d’appliquer le lemme d’affaiblissement pour calculer le
résidu de contexte.
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(vt:o sv) Il y a5 regles a considérer : (out) (qui requiert un traitement
spécial pour la catégorie 5 des usages), (out), (Vez), (comp), et (v).

() Il y a 8 régles a considérer : (synch), (rec), (:fig), (=ird), (comp), et
(v) pour i = 1,2. Nous nous intéresserons aux deux premiéres régles
seulement.

vt:psv st

(synch) Supposons que P, ——— P/, P, — Pj, I'; - P;, pour
i = 1,2, et (T'1 @ T2)(s) = Sig,(c'). En utilisant ’hypothese
d’induction, nous avons :

(T1,t:p) © Av,0') @ {s: Sig, (')} - P,
et (Te® A(v,0’)o{s: Sigu5(a’)} + P}

Rappelons que u pourrait étre de catégorie 2 ou 5 et que dans
le premier cas us est neutre. Dans les deux cas, nous obtenons
(@), t: pk (P | Pj). Celanous aide a conclure en appliquant
la régle de typage (v).

(rec) Supposons que A : (o1,...,04), I'i F e; : 04, €¢; | v;, pour
1 = 1,...,n. En appliquant le lemme nous obtenons que
I; F v oy, pour ¢ = 1,...,n. Par hypothése, nous savons que
A(z1,...,x,) = P et donc que x; : 01,...,2y, : 0, = P. Dong,

en itérant le lemme (0] de substitution, nous obtenons, comme
demandé, I'y @ --- @y, F [v1 /21, ..., 05 /2] P.

(E,V) Il y a 5 reégles a considérer : (0), (reset), (reset), (cont), et (par).
Nous allons nous concentrer sur les deux derniéres.

(cont) Supposons que s(z).P, K LN V(K) et I' F s(x).P, K. Cela
nous aide a déduire que T' F [K]. En se basant sur le lemme
46)(1), nous construisons le contexte I en prenant IV = A(V,T),
qui est uniforme, en I’ajoutant au contexte I'” qui fournit ce qui
est nécessaire pour émettre pendant le premier instant les valeurs
dans V sur les signaux dans dom(V).

(par) Supposons que I' = (I @T2), '+ (P | P2), (P | P2)
BV . . .
(P{| Py, ;- P, P, u> P!, pour i = 1,2. Suivant la défini-
tion de résidu de contexte, nous définissons :
El’pl- = A(Eul—‘l) E‘TpLQ = A(El U EQ, Fl D Fg)
Imp, = A(V\E;,T;) Impy 5 = A(V\(E1 U Ey),I'1 ©T9)
Iy =110 Erp; ® Imp; 1" =1 (I'1 ®T2) © Ezp; 5 & Imp,

(E1UE9),V
_—

pour ¢ = 1,2.

Nous voulons montrer que IV = I} @ I';,. Nous procédons par
analyse sur la contribution de chaque valeur v € V(s) au calcul
de Imp;, Imp, 5, Ezp;, et Exp, 5 ou I'(s) = Sig, (o). Nous utilisons
la notation Imp,(v) pour dénoter la contribution de la valeur v
au calcul du contexte Imp;.
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e Si s est neutre alors, pour i = 1,2, Imp;, et Imp, 5 sont des
contextes neutres. Mais, Ezp; et Ezp,  sont des contextes vides.
Modulo symétrie, v peut recevoir soit (i) I';, i = 1,2 soit (ii)
I'y et I'y. De plus, v sera émise par (i) Eq N Esg, ou (ii) Eq\E»,
ou bien (iii) E2\Fj, ou encore (iv) l’environnement. Chaque
situation résultante doit étre analysée. Elles sont au nombre de
8.

e Si o est affine alors l'usage de u doit étre de catégorie 3 ou 4
et, & la fin de l'instant, le signal s doit pouvoir lire exclusive-
ment par (i) I';, ¢ = 1,2 ou bien par (ii) I’environnement. D’un
autre cOté, v peut étre émis par (i) (E1 N E2), (ii) (E1\Es2), (iii)
(E2\E1) ou bien par (iv) (V\(E1 U E3)). Si v € (Ey N E2)(s)
alors A(v, ) doit étre neutre, car 'addition ne serait pas définie
sinon. Nous procédons par une analyse de cas sur les 8 situa-
tions. Notez que si I'environnement regoit v alors le contexte
d smport Imp;, Imp, 5 sera vide alors que si I'; regoit v alors
Exp, sera vide.

(N) Pour ce cas ci, il y a une seule régle a considérer qui est (next). Sup-
posons que ' P et P = wvs: p P”. Typer (vs: p Q1) | Q2 requiert les

mémes conditions que pour typer vs: p (Q1 | Q2). Donc T'Fwvs: p P”

et I';s : p = P”. Par définition de la régle (next), P” EV) P avec

V| E. En utilisant ’hypothése d’induction et le lemme d’affaiblisse-
ment, on obtient 1 (I',;s: p) = P. Dout (I')Fvs:tp F P.

O
A présent, nous voudrions montrer que les processus typables dans le sys-
téme de types que ’on vient de décrire sont effectivement déterministes. Pour
ce faire, nous commencgons par introduire une notion de bisimulation typée
qui raffine celle donnée dans la définition [J] en se focalisant sur les proces-
sus typés et les transitions typées. Prenons Cxt I’ensemble des contextes. Si
I’ € Crt, nous considérerons que Pr(I") est ’ensemble des processus typables
dans le contexte I'.

Définition 48 (Bisimulation typée). Une bisimulation typée est une fonc-
tion R indéxée sur Cat telle que pour tout contexte I', Rr est une relation
symétrique sur Pr(T) satisfaisant :

PRrQ P—?—>P’ bn(a) N f(Q) =0
3Q (Q % Q" P RraQ)

Nous dénotons par ~' la plus grande bisimulation typée.

Comme attendu, la bisimulation typée est plus faible que la bisimulation
non typée : Si on ne peut pas distinguer entre deux processus en exécutant
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des actions arbitraires, alors nous ne pouvons pas les distinguer en exécutant
des actions qui sont compatibles avec le typage.

Proposition 49. Si P,Q € Pr(T') et P ~ Q alors P =L Q.

PREUVE. Il suffit de prouver que la relation suivante est une bisimulation
typée :

PRrQ si PQePr(T)etP~Q.

Supposons que P Rr Q, P % Q, et bn(a) N fm(Q) = 0. Alors :

PP (par définition de la transition typée)

I'a) - P’ (par lemme de préservation de typage par réduction)
Q= Q,P ~Q (par définition de la bisimulation standard)

INa) - Q' (par lemme de préservation de typage par réduction)

Cela nous permet de déduire que P’ Rpq) Q'

O

Nous écrirons P ~1T:> QsiP % Q ou P = (). Le lemme suivant déclare

une propriété de commutation forte des actions 7 typées et nous en déduisons
que la bisimulation typée est invariante sous les actions 7.

Lemme 50.

1. Si P % P; pour i = 1,2 alors il existe un Q tel que P, «Izj Q pour

i=1,2.

2. Si P :;> Q alors P~k Q.

PREUVE.

1. Une inspection de la table du systéeme de transitions étiquetées

révéle que deux réductions 7 peuvent se superposer si elles sont pro-
duites par deux synchronisations sur le méme signal, disons s. Dans ce
cas la, s doit avoir un usage de catégorie 2 ou 5. Si il fait partie de la
catégorie 2, le typage garantit l’existence d’au plus une valeur émise
sur s de telle sorte qu’on puisse supposer que l'on soit dans la situation
suivante :

P =C[s(z).P1,Q1 | s(x).P2, Q2 | Se]

Puisqu’un signal persiste dans l'instant, il est possible de clore le dia-
gramme en une étape. D’un autre cété, Si 'usage de s est de catégorie 5
alors il n’existe qu’au plus un destinataire et donc aucune interférence
ne peut avoir lieu.

. Nous démontrons que % est une bisimulation typée. Si P = @ alors le

résultat est direct. Sinon, nous supposerons que P % Q. Clairement,
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P peut simuler de facon faible toutes les actions que @) pourrait exé-
cuter seulement en exécutant au début une action supplémentaire 7.
Supposons donc que P % P’. Notez que a # N puisque P pourrait

exécuter une action 7.
. . T T
a = 7 Dans ce cas ci, nous appliquons (1) en remarquant que ~>C=.
r T

a=sv Ici, P = (P | 5v) et nous pouvons clore le diagramme en
faisant Q@ 2% (Q | 5v).

a = vtsv Encore une fois, puisque la valeur a été émise sur un signal
persistant, il est équivalent d’utiliser une synchronisation interne.
A partir de 13, il suffirait d’exporter la valeur vers I’environnement
ou de I'importer.

O
La deuxiéme propriété clé est que le calcul a la fin de I'instant est déter-
ministe.
Lemme 51. Si P % P; pour i =1,2 alors Py &1 Py.
PRrREUVE. Grice au lemme qui assure la préservation du typage par réduction,
nous savons que 1 (I') F P;. Si nous arrivons a montrer que P, ~ P, alors
nous pourrons conclure en utilisant la proposition [49]
D’apres la régle (next) du systéme de transitions étiquetées, nous devons
avoir :
— P>=vs; P, pouri=1,2
— s1 permutation de so
-~ pr 2, P! pouri=1,2
- Vi|-E, pour i =1,2
~ P, =vs;P/ pouri=1,2
En utilisant le lemme [6](2) et le fait 36 nous arrivons a garantir que
P/ = P}l et P, = Ps.
O
En combinant les deux lemmes précédents, nous en déduisons que les
processus typables sont déterministes.

Théoréme 52 (Déterminisme). Si P ]:FV> : % % Pi=12T =tT

alors P; %%, Ps.

PREUVE. La preuve est directe et utilise les résultats des lemmes [50(2) et
en plus de la définition de la bisimulation typée.
0
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Chapitre 3

Canaux

I’étude du déterminisme dans le cadre d’un calcul synchrone avec sig-
naux a permis de développer une théorie des types qui s’appuie sur la
notion d’usage de signaux. Ces usages déterminent ’ensemble des utilisations
possibles d’un signal pendant un instant.

Les signaux sont utilisés comme moyen de communication de base dans
S7. Lors de chaque émission d’un signal, il y a une récursion cachée puisqu’un
signal émis une fois peut étre re¢u un nombre arbitraire de fois. Cette méth-
ode de diffusion est spécifique aux signaux. En effet, la communication en
utilisant des canaux se fait de pair & pair. Pour compléter ce mécanisme, on
peut imaginer ajouter un opérateur de réplication. Ce dernier permettra, par
exemple, de programmer un serveur pouvant recevoir plusieurs requétes sur
le méme canal pendant le méme instant.

L’algebre des usages présentée dans 2.5.1] est totalement agnostique aux
mécanismes de communication. Elle peut donc étre réutilisée, en partie, dans
d’autres modeéles pour résoudre la question de la gestion des ressources. En
particulier, nous allons présenter dans ce chapitre un calcul de processus
synchrone avec canaux et utiliser la notion d’usages dans un nouveau sys-
téme de types pour identifier un fragment de processus déterministes dans
Tapis (3.4).

Bien que les deux calculs utilisent des moyens de communication dif-
férents, nous montrerons dans comment TAPIS se compare & S7 et & SL
[BDS96, son ancétre. Au dela de ces différences, la sémantique de TAPIS qui
sera détaillée dans se veut plus simple que celle de S7. En particulier, a la
fin de I'instant, I’environnement ne collecte pas les valeurs émises durant 1’in-
stant et les processus légers ne font pas partie des programmes de TAPIS. De
plus, analyse de confluence qui sera présentée dans ce chapitre ne dépend
plus de la théorie de bisimulation. Cela nous a permis de formaliser le calcul
en Coq en se focalisant sur I'aspect de gestion des ressources. Ce dernier
travail est présenté dans Il comprend la formalisation de la sémantique
opérationnelle de TAPIS ainsi que le systéme de types qui ’accompagne ou

o7
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nous avons prouvé en Coq la préservation des types par réduction.

3.1 Définitions

Le Tapis-calcul est une version synchrone du m-calcul avec communi-
cation asynchrone. On s’est inspiré du calcul TCCS pour imaginer TAPIS
en rajoutant des canaux riches, i.e. pouvant transporter des valeurs, et des
canaux en particulier. Pour la gestion du temps, on a gardé le modéle SL
comme référence tout en faisant attention a la cohérence, au niveau séman-
tique, du langage final. Les processus de TAPIS sont définis dans le tableau
et leur comportement est défini comme suit :

— Le processus 0 est le processus nul, qui ne fait rien;

— P | Q exécute P et @ en paralléle;

— a(x).P représente le méme processus dans le m-calcul;

— la(x).P est la version répliquée de a(x).P;

— L’opérateur >, appelé else-next, a été introduit dans [Ama09]. Il est
utilisé pour séparer le calcul qui doit étre fait pendant I'instant présent
de ceux qui doivent étre préparés pour les instants suivants. Ainsi,
a(z).P > @ représente le processus qui essaye de recevoir une infor-
mation sur le canal a et continue avec le processus P dans l'instant
courant, ou avec le processus () dans 'instant suivant si la réception
échoue.

— a(x).P !> @ se comporte comme la(x).P dans l'instant courant et
comme () dans I'instant suivant. Cette construction n’existe pas dans
le Sw-calcul et est nouvelle. Nous montrerons un exemple d’utilisation
plus tard.

— [t > u]P, @ est une construction de filtrage qui essaye de reconnaitre
t suivant le filtre u. Le processus évolue en 0P, s’il existe une sub-
stitution € telle que match(t,u) = 0, et @ dans le cas contraire o
match(t,u) = 1. Cette construction fonctionne de la méme fagon que
la construction équivalente présentée dans St dans [2.1]

Dans la suite, on utilisera fn(P) pour désigner I’ensemble des noms libres

dans P.

TaAPIs offre & 'utilisateur un large choix d’interactions possibles grace
aux opérateurs - > - et - | > -. Les différentes possibilités sont représentées
dans le tableau [3.2] Le processus a(z).P !> Q exécute a(z).P de fagon
répliquée pendant l'instant courant, puis @), une seule fois, I'instant suivant.
Q) peut étre vu comme la continuation du processus dans le futur. La seule
partie répliquée est dans le processus P, car le comportement de ce dernier
dépend de la valeur récue sur le canal a. Mais, () est invariable car n’a aucune
relation avec les messages regus sur a.

Dans un contexte non typé, le dernier opérateur de réception introduit
a(z).P ! > @ peut étre dérivé a partir de la réception répliquée et de 'opéra-
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Canaux
Chan == al|b]...
Constructeurs
Cnst == x|c|d]|k...
Valeurs (v,0',...)
Val == Chan|k(Val,...,Val)
Variables (z,y,. . .)
Var == Chan|z|y]|...
Expressions (u,t,. . .)
Exp == Chan|Var|Cnst(Exp,...,Exp)
Filtres (u, v/, ...)
Pat == Cnst(Var,...,Var)
Processus
PQ = 0|P|Q|R|vaP|[teuP,Q
Actions
R w= a(t)|a(x).Pla(z).P>Q|la(z).P|a(x).P!>Q
TABLE 3.1 — Syntaxe des processus
. Repliqué Non Oui
Temporisé
Non a(x).P la(z).P
Oui a(x).P > Q a(z).P!>Q

TABLE 3.2 — Modes de réception dans TAPIS

59

teur else-next. Fn effet, on pourrait utiliser le codage suivant pour le définir :

a(z).P > QY AN | 14a(z).(A) | P),Q

Malheureusement, typer cet encodage afin de garantir la confluence méne

a quelques complications et nous a amené & prendre cet opérateur
comme un opérateur primitif dans le langage.

I'>

Exemple 53 (Une alarme simple). Voici une premiére version d’une alarme
qui émet un tictac d’horloge 4 chaque s’instant et qui peut s’écrire de la

maniére suivante :

tictac(*) | Wtictac(x).(0 > tictac(x))



60 CHAPITRE 3. CANAUX

Cependant, le tictac d’horloge émis ne pourra étre lu que par l'alarme,
elle-méme. Cela est di au fait que tictac(x) est un message émis sur un canal,
et non pas sur un signal. 1l ne sera donc recu qu’une seule et unique fois.
Pour résoudre ce défaut, voici une deuxiéme version qui fournit un service qui
émet un tictac d’horloge a tous les processus ayant demandé linscription :

P = ltictac(z).pause.(tictac(z) | T(x))

Ainsi, tous les processus intéressés par ce service devront envoyer sur le
canal tictac un canal sur lequel ils recevront les alertes, a partir de linstant
sutvant. Une réduction de I’horloge composée de facon paralléle avec un client
ressemblera o :

vz (tictac(z) | P) — v pause.(tictac{x) | T(%)) | P
Ny vz Tictaclz) | T(x) | P
%

Notez le fait que le processus P ne change pas en fonction du temps car les
réplications sans un else-next ne sont pas sensibles au tics de [’horloge.

3.2 Sémantique

Nous allons définir la sémantique du TAPIs-calcul & I’aide d’un systéme de

transition. Dans ce systéme, nous allons utiliser deux transitions différentes :

— une transition silencieuse, notée —», qui représente les interactions in-

ternes qui ont lieu pendant un méme instant. Ici, on cherche & spécifier

seulement les transitions internes des processus. En d’autres termes,

on s’intéresse aux transitions que le processus peut effectuer sans la
participation de ’environnement.

— et une transition de passage & 'instant suivant, notée iV—>, qui synchro-
nise ’ensemble des processus a la fin de l'instant, et commence une
nouvelle phase de calcul.

Afin de simplifier les régles de réduction que I'on va énoncer par la suite,

nous allons introduire les contextes d’évaluation suivants :

E =[] ] [l>P
F =111 []'>P

Intuitivement, le contexte d’évaluation E, ol on a remplacé le trou par
une réception, représente un processus qui a, potentiellement, un else-next
(>) et qui ne s’est pas répliqué. Tandis que F', avec la méme transformation,
représente ceux qui peuvent se répliquer. On notera le fait que ces contextes
doivent étre manipulés avec soin car il est tout & fait possible d’obtenir des
processus non valides. Par exemple, remplacer | | dans F' par une émission
a(t) donne, dans tous les cas, un processus qui ne peut étre obtenu a l'aide



3.2. SEMANTIQUE 61

de la grammaire des processus donnée en [3.1] Ce défaut n’est pas contourné
ou corrigé car l'utilisation des contextes dans le systéme de transition reste
bien localisé.

Le systéme de transition est décrit dans la table [3.3] ou la relation
d’équivalence sur les processus est définie comme suit :

pPlo=Pr PlQ=Q|P (P1Q)|R=P|(Q|R)
(vaP) | Q=va(P|Q) siad fn(Q)

vavb P=vbva P

Le premier groupe de régles de transition décrit ce qui se passe durant un
instant. Les régles (par), (v) et (=) sont plutét standard. Les régles (=) et
(=ind) sont utilisées pour le filtrage. Les deux régles (sync) et (!) décrivent les
synchronisations entre les processus. Les contextes d’évaluation sont utilisés
pour exprimer tous les cas possibles avec un minimum de régles. Cela nous
ameéne a considérer quatre cas pour chaque régle de synchronisation.

Le second groupe de régles est spécifique au TAPIS-calcul et décrit le
calcul a la fin de I'instant. Les émissions de valeurs disparaissent & la fin de
Vinstant, tel que le décrit la régle (>out). Les régles (>in) et (1) décrivent
les réceptions qui ne dépendent pas du temps et qui restent actives aussi
longtemps qu’il le faut, en attente de valeurs. Tandis que les régles (D>rec) et
(>eise) décrivent celles qui dépendent du temps, ot 'on se débarasse de la
partie qui préceéde lopérateur else-next (I>) au passage a I'instant suivant.

1l y a quelques différences sémantiques par rapport & TCCS. En parti-
culier, dans TAPIS, les processus oul I'opérateur else-next apparait sont les
réceptions uniquement. Le processus P > () n’est pas un processus valide
pour tout processus P dans TAPIS. Cela reste cohérent avec 'esprit du mod-
éle SL.

Exemple 54 (Une alarme un peu plus complexe). Maintenant que les régles
de transition sont établies, il est possible d’imaginer des exemples un peu
plus complexes et intéressants. L’alarme proposée dans la suite est capable
d’envoyer un entier représentant le nombre de cycles observés depuis sa mise
en marche, et qui peut étre remis a zéro sur demande :

ltick(z,r,n).r(y). o
pause.(tick(z,r, Z) | T(Z))
> (tick(z,r,S(n)) | T(S(n))))

Cette horloge prend trois arguments qui sont : x (le canal privé sur lequel
I’horloge préviendra les clients inscrits), r (un canal de remise a zéro) et n



62

CHAPITRE 3. CANAUX

(

P—P P—P
(par) PlQ—P|Q @) va P — va P’
_ind) match(t,u) =6 (ind) match(t,u) =1
[t P, Py — 0P 2 [t>ulPL, Py — Py
L P=P 5Q=Q
E =550 (SY0) “Fla(@). ] [alt) — (/2P
O P P Tat) — Flat@) Pl /4P
(Din) (x) Pia(m’) P (Delse) ( )P > Q LQ
(&) la(x).P RN la(z).P (Brec) a(z).P!>Q R Q
rp
() va P Y5 va P! (Bout) (t) N

php Qtq
(> par) PlQ+#-
PIQ5P|Q

TABLE 3.3 — Systéme de transition de TAPIS
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(un entier). Le client peut a tout instant demander a l’horloge de remetire le
compteur n a zéro.

Cet exemple suppose Uexistence d’'un type d’entier & la Peano dont I'tm-
plantation pourrait étre : Nat() = Z | S of Nat() ot le constructeur Z
représente le zéro, et S le successeur qui prend un entier comme argument.
La section parlera, plus en détails, des types inductifs et de leur usage
dans le systéme de types.

3.3 Comparaison

Dans cette section, on cherche a comparer TAPIS & SL et Sw. Dans une
premiére partie, on montrera comment coder les directives de communica-
tion de SL dans TAPIS. On montrera un moyen de simuler, dans une certaine
mesure, la programmation par signaux dans TAPIS & l'aide de canaux. En-
suite, on discutera de la différence en termes d’expressivité entre TAPIS et
S7. On commentera des exemples pour souligner les limites entres les deux
calculs.

Avant d’entamer la discussion sur la comparaison de TAPIS avec ces an-
cétres, il convient de remarquer qu’il est possible de définir des processus
légers récursifs dans TaAPIS. Leur codage est possible grace & la réception
répliquée :

let rec A(z) = P in Q "¢ 14(2).[A(x) /A(2)]P | [Alz)/A(2)]Q

Dans ce cas, il est important d’utiliser !- et non pas - !> . Utiliser
cette derniére aurait pour conséquence la définition du thread dans l'in-
stant courant seulement. Comme toute définition de thread, sa définition est
unique. Il est possible de garantir cela par typage. Dans la suite, on utilisera
ce codage come raccourci syntaxique pour définir des services.

3.3.1 SL

TAPIS est inspiré, entre autres, de SL[BDS96] ou les signaux sont utilisés
comme méchanisme de communication de base. En tant que tel, les signaux
peuvent aussi étre définis dans TAPIS.

Les opérations de base sur un signal sont I’émission et le test de présence.
Rappelons d’abord qu'un signal est censé persister durant un instant, ¢.e. une
valeur peut-étre recue plusieurs fois pendant un instant. Dans notre contexte,
les émissions et tests de présence seront implantés (respectivement) par des
réceptions et des émissions. Une émission sur un signal peut étre codée ainsi :

emit(a,v) = a(x).Z(v) | >0

Ce processus se compose de deux parties. La premiére, qui est a(x).Z(v),
est exécutée de facon répliquée, seulement durant l'instant courant. Quant
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a la seconde, elle n’est exécutée qu’une seule fois pendant l'instant suivant.
Chaque processus voulant recevoir ce qui a été émis sur le canal a devra
envoyer une requéte avec un canal de retour, sur lequel il recevra la valeur
recherchée. Ce codage a la bonne propriété d’expliciter le comportement
récursif et persistant caché dans cette opération. Quant au test de présence,
il pourrait s’écrire de la maniére suivante :

present a(x) do P else Q = vr(a(r) | r(x).P, Q)

Lors du test de présence, on envoie une requéte & 1’émetteur avec un
canal de retour sur lequel il répondra avec la valeur recherchée. Si a est
disponible dans Vinstant courant, alors P recevra, sur un canal privé, la
valeur recherchée. Sinon, dans l'instant suivant, le processus ayant fait la
demande se réduira & ). Cela correspond bien au comportement attendu.

En utilisant le codage présenté ci-dessus, il est possible d’extraire le frag-
ment suivant de TAPIS :

P,Q == 0

| AR

| vaP

| emit(a,v)
| present a(x) do P else Q
| letrec A(z) =P inQ

On arrive donc a extraire un sous-ensemble de TAPIS qui correspond &
ce que l'on trouve dans SL.

3.3.2 Srm

S7 et TAPIS sont des calculs de processus qui semblent assez proches.
Par rapport & Sw, TAPIS utilise des canaux pour la communication inter-
processus, a la place des signaux, et la réplication, & la place de threads
récursifs. Cela dit, S offre un méchanisme de réception a la fin de 'instant
qui est absent dans TAPIS. Cependant, il est intéressant de remarquer que
certains processus de S7 peuvent étre traduits en processus de TAPIS, méme
g’ils utilisent la réception & la fin de 'instant. Si ’on considére I'exemple
du Client-Serveur en S, vu dans le chapitre précédent, il est possible de le
réécrire en TAPIS de maniére assez simple, voir ’exemple [55]

Exemple 55 (Client-Serveur en TAPIS).

Server(s) = ls(req(t,v)).(0 > t{f(v))) B
Client(s,z,t) = vs (S{req(t,z)) | pause.(s'(z).t(x) > 0))

Chaque requéte recue par le serveur est traitée immédiatement. Le serveur
lit la requéte et envoie le résultat calculé pendant 'instant suivant. Quant au



3.4. DETERMINISME PAR TYPAGE 65

client, il envoie la requéte et essaye de recevoir le résultat pendant 'instant
suivant. Dans le cas du serveur, on note qu’il n’est plus nécessaire de fournir
une obligation de preuve pour garantir que l'utilisation des valeurs recgues
ne dépend pas de leur ordre d’arrivée. En utilisant la réception répliquée, on
sait que cela sera garanti grace aux propriétés de 'opérateur de composition
paralléle.

Néanmoins, Sw reste plus expressif que TAPIS. Prenons 'exemple simple
d’un processus de S7 qui calcule la moyenne des valeurs regues sur un signal,
sans connaitre leur nombre a ’avance, tel que montré dans ’exemple 1
ne semble pas évident que 'on puisse coder un processus déterministe qui
ferait le méme travail en TAPIS. La raison étant assez simple : Il faudrait
que ’on puisse collecter des éléments et les stocker dans une liste, pendant le
méme instant. Dans S, 'opération décrite est possible car I’environnement
collecte les valeurs et les ré-injecte dans le processus en effectuant une sub-
stitution (remplacement de /s par la liste, ou I’ensemble, des valeurs émises).
Cependant, il n’existe aucun équivalent en TAPIS & cette opération.

Exemple 56 (Calcul de moyenne en Sw). Le processus suivant regoit une
référence a un signal, et calcule, o linstant suivant, la moyenne de toutes les
valeurs recues sur ce dernier. Le résultal est envoyé a celui qui l'a demandé
a la fin du calcul.

Avg(s,r) pause.Avg _aux(s,r,!s,0,0)
Avg _aux(s,r,l,s,n) = [ cons(x,l')] Avg aux(s,r,l',s+x,n+1)
,[n = 0] 70), 7(3)

En utilisant le code des appels aux processus légers donné précédemment,
on peut écrire le processus suivant en TAPIS pour calculer la moyenne :

Avg(s,z,n,7) = s(y).Avg(s,z +y,n+ 1,7) > (T(x/n) | Avg(s,0,0,7))

Cependant, le comportement d’un processus utilisant Avg se sera pas garanti
d’étre déterministe puisqu’il est possible d’envoyer de fagon concurrente
plusieurs fois sur le canal Avg et on ne saura différencier les différentes émis-
sions faites durant un instant pour calculer le résultat final.

3.4 Déterminisme par typage

La propriété de confluence a été étudiée dans [NS97| ou on utilise la
technique “port-uniqueness” pour garantir la confluence des processus typés.
Cependant, cette technique ne permet pas de typer le processus a(b1) | a(bs)
bien qu’il soit confluent. Dans le systéme de types que 'on présente dans
cette section, on adapte ce qui a été fait pour Sm ol on a identifié les situ-
ations qui doivent étre analysées de facon & garantir le déterminisme. Cela
permet d’identifier plus de processus confluents par rapport a ce qui a été



66 CHAPITRE 3. CANAUX

proposé dans [NS97]. On note cependant qu’il n’est pas possible, dans le
formalisme étudié, que plusieurs processus puissent recevoir la méme valeur
dans un instant tout en étant déterministes. Les situations déterministes sont
résumeées dans ce qui suit :

— le premier cas est trés simple : deux processus s’échangent une valeur.
Dans ce cas, ’émetteur et le récepteur sont uniques.

— le second cas fait intervenir plus que deux processus : un processus
recoit des valeurs émises par d’autres processus. Ici, seulement le ré-
cepteur est unique.

Les autres cas restant ne sont pas déterministes. Une analyse assez simple
permet de le vérifier. En particulier, le cas ol un seul processus envoie la
méme valeur a plusieurs processus n’est pas déterministe car la valeur ne
pourra étre recue que par un seul autre processus. Néanmoins, cette situation
peut-étre encodée en TAPIS en utilisant la méme technique utilisée pour
simuler les signaux en avec des canaux (c’est-a-dire, en inversant émissions
et réceptions et en utilisant un canal de retour).

La suite décrira le systéme de types proposé pour garantir la confluence.
Dans un premier temps, jlintroduirai les usages et types utilisés. Puis, on
parlera des régles de typage et des propriétés et théorémes démontrés.

3.4.1 Usages

Dans cette partie, nous utiliserons les usages tels que détaillés dans la
section 2.5.1} Contrairement a St ou il y a deux formes de réception possibles
(réception dans I'instant et réception a la fin de I'instant), on n’en a qu’une
seule dans TAPIS. On se contentera donc de considérer quun couple, au lieu
d’un triplet, pour les usages de canaux dans linstant ol :

— La premiére composante représentera le nombre de ressources disponibles

(ou autorisées) en émissions,

— et la seconde sera réservée au nombre de ressources autorisées pour la

réception.

Chaque usage de canal (a,b) sera donc un couple composé d’un usage qui
appartient a ’ensemble L = {0, 1,00}. Parmi les 9 possibilités, nous allons
utiliser seulement 6 usages. La sélection des usages principaux peut étre jus-
tifiée de la maniére suivante : Tout d’abord, nous devons exclure 'usage o1l a
et b sont égaux a zéro. Ensuite, nous devons faire une analyse par rapport aux
autres possibilités. Si a est égal & oo, alors b doit étre différent de oo, sinon
I"usage que 'on pourrait faire d’un canal avec de telles ressources ne serait pas
déterministe (i.e. tous les processus peuvent envoyer et écouter sur le méme
canal. Il n’y a aucun moyen de garantir, par exemple, qu’un tel processus
sera toujours capable de recevoir). On obtient donc la premiére famille dont
I'usage principal est (co,1) (le deuxiéme usage de cette famille est (oo, 0),
ou la ressource utilisée pour la réception a été consommée). Ensuite, si a est
égal & 1, alors b ne peut pas étre égal a co car cela voudrait dire que plusieurs
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processus pourraient recevoir ce qu'un seul processus aurait envoyé, ce qui
résulterait en un comportement non déterministe. Ce comportement interdit
peut étre retrouvé en utilisant la premiére famille d’usages, en utilisant la
technique décrite dans la section Ainsi, on trouve la deuxiéme famille
dont I'usage principal est (1,1). Les familles d’usages que ’on va considérer
dans la suite sont décrites dans la figure [3.1] Dans la figure mentionnée, les
familles d’usages sont ordonnées de gauche a droite, et les usages principaux
apparaissent en haut.

(00, 1)

(1,1
i S
(00,0) (0,1) (1,0)
\
(0,0

)

)

FIGURE 3.1 — Usages

Dans la suite, nous utiliserons le symbole U pour désigner ’ensemble des
usages retenus, et par U(i) 'ensemble des usages de la famille d’usages i,
pour i € {1,2}. L’opération d’addition @ sur les usages est définie seulement
pour des usages du méme ensemble U(¢) pour un ¢ donné. Le résultat est
considéré comme défini si et seulement si ce dernier appartient au méme
ensemble de départ, i.e. pour u,u’ € U(i), u @ v’ est défini si u @ v’ € U(i)
pour ¢ € {1,2}. On utilisera la méme convention pour les opérations de
soustraction et de comparaison.

Similairement & ce qui a été considéré pour Sw (c¢f. section , le
systéme de types qui sera présenté dans la section utilisera des mots
infinis de couples sur 'alphabet L, i.e. u € (L?)¥. Ces mots seront appelés
usages de canauz. Dans la suite, on parlera d’usages uniformes g’ils sont de
la forme u* ou non-uniformes quand ils sont de la forme u - v* et u # v. De
plus, on classifiera les usages principalement suivant deux critéres :

affine qui contient au moins un 1.
neutre qui n’est pas affine.

Contrairement & ce qui a été étudié pour S, toutes les familles d’usage
considérées pour TAPIS conservent les contraintes sur les valeurs affines. 11
n’est donc pas nécessaire d’avoir le troisiéme critére de classification pour les
usages qui préservent 'affinité.

3.4.2 Types

TAPIS offrant la possibilité d’avoir du filtrage sur les valeurs, il est naturel
de considérer dans le systéme de typage les types inductifs, les canaux et le
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Types neutres (u est neutre)
ko u=Tx(kl,. -y kn) | Chyw (k)| 1
Types affines (u est affine)
A o=Ti(o1,...,00) | Chys(0)
Types uniformes
o t=kK|A
Types non-uniformes (v et w sont affines)
p =0 |Chyye (k)| Chyye (o)

TABLE 3.4 — Types

type unit.
Un type inductif est défini avec la donnée d’un usage de type et les
différents cas de l'inductif. Par exemple, le type des listes d’éléments de

type o :

nil

Listy (o) =
| cons of o, Listy(o)

La définition d’un type inductif précise un usage qui est dans ’ensemble
{1, 00}. Cet usage sert a signler l'usage que 'on va faire de la donnée stockée
dans une valeur de ce type. Si 'usage est 1 alors le type sera affine et il
ne pourra y avoir qu'un seul pointeur sur cette valeur. Sinon, le type sera
neutre et la valeur pourra étre utilisée sans aucune contrainte. Cela dit, une
autre contrainte vient se rajouter a celles déja citées pour garder une certaine
cohérence dans la définition des types inductifs : un type inductif neutre ne
peut pas utiliser de types affines.

Les types pour les canaux sont notés Chy (o). Cela représente un canal
transportant des valeurs de type o suivant l'usage de canal w. Similairement
aux types inductifs, si o est affine alors 'usage u doit étre affine également.

Enfin, le type particulier singleton, noté 1, n’est habité que par une
unique valeur, notée (). Ce type est aussi appelé unit dans d’autres lan-
guages.

Pour résumer les différentes combinaisons possibles, nous organiserons
les types sur différents niveaux. Dans cette classification, nous aurons le
groupe des types affines qui sera représenté par A. Ensuite, un autre groupe
de types représentera les types neutres, noté k. Enfin, deux autres groupes
o et p représenteront (respectivement) les types uniformes et ceux qui ne le
sont pas. Cette classification est résumée dans le tableau (3.4l

L’opération partielle d’addition sur les usages est étendue pour les types
de la facon suivante :

Cu(o) ® Cy(0) = Cuaw(o)
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ou C € {Ch,T} et en supposant que u @ v est bien défini.

Pour les besoins du systéme de types, nous définissons un contexte de
typage, noté I', comme une fonction partielle des variables aux types ol son
domaine est noté¢ dom(I'). L’opération d’addition I'; @ I'y sur les contextes
est définie comme suit :

Ii(z) ®Ta(x) stz e dom(I'y) Ndom(Ty)

) Ti(=) sinon si x € dom(I';)
(M1 ®T2) (2) = Ty(x) sinon si « € dom(I'3)
) sinon

Nous utilisons la notation (I'y®I'e) | pour dire que la somme est définie et
que tous les types sont sommeés correctement, suivant l'opération d’addition
définie sur ces types, i.e. Vo € dom(I'1) Ndom(Ts), (T'1(z) @ T2(z)) .

L’opération shift est également étendue aux contextes de telle sorte que
(Tt I')(z) = Chyy(o) si I'(z) = Chy(o) et (1 I')(z) = I'(z) sinon. D’autre
part, I', x : ¢ dénote le contexte typage I' auquel on aurait ajouté la paire
x : o. Enfin, un contexte I' est dit uniforme (respectivement neutre) s’il
associe que des types uniformes (respectivement neutres) aux variables. De
plus, nous utilisons les notations s(I") quand T est neutre et ¢(I') quand T’
est uniforme.

3.4.3 Reégles de typage

Le systéme de typage est décrit formellement dans le tableau Nous
supposons que chaque canal nouvellement créé vient avec son type. Nous
utiliserons des jugements de typage de la forme I' = P, ol P est un processus
et I' un contexte de typage, ou I' -1 : o, ol ¢ est un terme dont le type est
o et typé dans le contexte I'. Le contexte de typage I' donne une idée sur
I’ensemble des actions qui peuvent étre utilisées dans P ou t. Pour garantir
la confluence, il suffit de limiter les communications aux deux cas suivants :

— Durant chaque instant, il est possible d’envoyer au plus une valeur et
recevoir au plus une fois.

— Quand un processus offre un service, ce service doit étre unique et
un nombre arbitraire de clients doivent étre capables d’envoyer leurs
requétes au service.

Par rapport au systéme de typage pour S7 présenté dans le chapitre

il y a quelques différences qu’on doit souligner. Tout d’abord, ’ensemble des
usages utilisés est différent pour les raisons évoquées dans la section
Ensuite, le contexte de typage qui type la continuation dans 'instant des
processus répliqués doit étre neutre. Cela est nécessaire pour pouvoir prouver
le lemme de préservation du typage par réduction. Enfin, un processus qui
ne dépend pas du temps doit étre typé dans un contexte uniforme, i.e. qui
associe des types neutres & chaque valeur.
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Processus
Iya: Chyw(o) - P ¢(Chy« (0))
(0) r+o @) I'+va: Chyw(o) P
TP 1.2 TokFa:Chywo(o) Tebe:o
(par) T @TsF P P (out) u(l) >0
teiz e T, ®T. Fale)
T'otka: Chyyo(o) Tpyx:ob P I'yta: Chyw(oc) Tp,x:0k P
(>in) u=(0,1) TTe®Tp)FQ (in) u=(0,1) <(Cp,z:0)

T.®lpFal@).P>Q T.®lpFa(z).P

ot a: Chyye(o) T'p,x:iok P ) )
w=(00,1) 1ToFQ T'ebFa:Chyo(o) Tpyx:ok P

(! >in) ATp) (Yn) u=(00,1) <(o) »(Tp)

|
T, 6TraToF a@). P15 Q Fa®Tp Fla(z).P

k:(o1,...,0n) = Tulo1,...,0m) Mike:Tu(ot,...;om)
(m¢) Io,21:01,...,Tn 0, P el P
F1 EBFQ = [6[2 k(ml,...,xn)]Pl,Pg

Termes
Fi}—ei:ai izl,...,n

(vare) k:(o1,...,0n) = Tu(o1,...,0m)

Dyx: Tu(o) Fx: Tu(o) (c)

F1(C) = Chu,vw (O’)
Fl (&) FQ Fec: Chu.vw (O’)

(varch)

FO@F1@"~@Fn}_k(eh...,en):Tu(O'l,...

TABLE 3.5 — Systéme de types affine pour TAPIS
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3.4.4 Reésultats

Le but est de montrer que tout processus typable est confluent. Avant
de pouvoir s’attaquer & la démonstration de ce théoréme, il faut s’assurer
que le systéme de types a de bonnes propriétés. Les preuves des différents
lemmes qui vont suivre seront commentées de facon succinte puisqu’elles
feront I'objet d’un développement plus important dans la section

Tout d’abord, il faut montrer quelques propriétés de base comme le
lemme d’affaiblissement et la substitution qui vont étre utilisées plus tard.
Ensuite, il convient de démontrer la préservation du typage par réduction.
Enfin, on énoncera et démontrera le théoréme de confluence.

Lemme 57 (Affaiblissment).

r~u:T (Tal)l
Tel' FU:T

PREUVE.

L’idée de la preuve est assez simple et repose sur deux éléments essentiels :

— L’opération d’addition @ sur les types et contextes est associative et
commutative.

— Les régles de typage sont formulées de telle sorte que ’on puisse ajouter
des ressources sans casser le typage. Cela est particuliérement vrai
pour la régle (vare,) o Uon cherche seulement a savoir si la ressource
présente dans le contexte de typage suffit pour ce dont on a besoin.
Les autres régles sont construites avec ce principe & I’esprit.

Par induction sur les régles de typage et en utilisant les faits mentionnés,

on arrive & obtenir le résultat voulu.
O

Similairement, le lemme de substitution s’énonce comme suit :

Lemme 58 (Substitution).

Loe:pbU:T T'Fo:p eIl
Frelbv/z)U:T

PrREUVE. Par induction sur la taille du terme U, et ensuite par cas sur la
forme de U. Pour chaque cas, il faut distinguer 3 sous-cas suivant ’em-
placement de la variable & substituer x. Elle peut se trouver soit & gauche
(seulement), soit a droite (seulement), ou bien dans les deux.
O
Les régles de réduction sont définies modulo congruence structurelle.
Nous devons donc montrer que deux processus équivalents peuvent étre typés
dans le méme environnement de typage. Le lemme 59| énonce et prouve cela.

Lemme 59.
P=qQ
''rP <= T'FQ
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PREUVE. Il suffit de remarquer que 'opérateur de composition paralléle ainsi
que 'opération d’addition & sur les types sont associatifs et commutatifs. Le
résultat est obtenu par induction sur la définition de la relation de congruence
structurelle.
O
Enfin, le lemme de préservation des types aprés réduction dit que :
— Si P est typable dans un contexte I' et se réduit & P’ dans le méme
instant, alors P’ est typable dans le méme contexte.
— Si P est typable dans un contexte I' et se réduit & P’ a la fin de I'instant,
alors P’ est typable dans le contexte 1T
Cela peut étre décrit formellement de la maniére suivante :

Lemme 60 (Préservation des types par réduction).

1)FI—P PP o) THP p X pr
F}_Pl TFl_PI

PREUVE.
Par induction sur la transition activée, et par cas sur le processus P.
O
Pour simplifier ’énoncé de certains lemmes, nous allons introduire une
notion de transition typée.

Définition 61 (Transitions typées).

- Onécm'tP?QsiF}—PetP%Q

- Onécm'tP%QsiFl—P etPLQ

Avant de pouvoir prouver la confluence des processus typés, nous de-
vons montrer que les réductions commutent dans 'instant, et qu’elles sont
déterministes & la fin de l'instant.

Lemme 62 (Commutation des réductions dans l'instant). Pour tout proces-
sus P, on a :
P

AN

N Ve
N 7

r~, 7T
3Q
ot la relation --»r=I1d U — et 1d la relation identité.

PREUVE. La preuve se fait par analyse de cas sur les transitions possibles.
Une premiére passe permet d’éliminer des cas non problématiques c¢-a-d qui
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ne sont pas en conflit. Par exemple, les régles (par) et (='Y) n’agissent pas
sur les mémes processus et ne sont donc pas en conflit. Parmi les cas restants
et intéressants, on retouve celui ol un processus P est capable de déclencher
deux synchronisations différentes sur un méme canal. Plusieurs sous-cas exis-
tent mais un seul est typable, celui ol deux processus émettent vers le méme
canal et durant le méme instant. Nous allons donc nous concentrer sur ce
cas 1a en particulier ou P ressemblerait (& équivalence preés) a :

P =la(x).P|a(v) | a(va) | R

Grace a la réception répliquée, il est toujours possible de recevoir un
nombre arbitraire de valeurs, sans mettre en jeu la confluence. Il est donc
possible de clore le diagramme en une étape de la fagon suivante :

x).Q | avi) | a(va) |

/\

().Q | [v1/%]Q | @(v2) | r).Q | a(v1) | [v2/2]Q | R

\/

z).Q | [v1/7]Q | [v2/2]Q | R
O

Lemme 63 (Confluence a la fin de Uinstant). Pour tout processus P, on a :

PREUVE. Aucune communication n’est établie & la fin de I'instant. Il n’y a
donc aucune source de conflit possible. En utilisant le fait que 'opérateur de
composition paralléle est associatif et commutatif, il est possible d’en déduire
que P; et P, sont équivalents.
O
En combinant les deux derniers lemmes, on arrive & démontrer que tout
processus typable est confluent.

Théoréme 64. Tout processus typable est confluent.

PREUVE.

La preuve de ce théoréme est directe en utilisant les lemmes [62] et [63]
O
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3.5 Formalisation en Coq

Le lemme principal qui permet de montrer que les processus typés
sont confluents est le lemme de la préservation du typage par réduction. La
preuve de ce dernier est surprenamment technique & cause des usages et des
opérations d’addition qui y sont associées. Cela a motivé la formalisation
compléte de TAPIS avec ses systémes de réduction et de types, ainsi que la
preuve de la préservation des types par réduction. Nous avons choisi I'as-
sistant de preuve Coq|CDTI10] pour ce travail. Puisque les détails et choix
techniques du calcul et du systéme de types associés ont déja été abordés
dans la partie précédente, nous allons nous concentrer, ici, sur leur implan-
tation en Coq.

3.5.1 Syntaxe

En Coq, la syntaxe de TAPIs est définie de la facon suivante :

Inductive term :=

| Tindex : index-> term
| Tname : name-> term
| Tconstr : constr-> list term-> term.

Inductive process :=

| Pnull : process

| Ppar : process-> process-> process

| Psend : term-> term-> process

| Precv : term-> process-> process

| Precv_elsenext : term-> process-> process-> process

| Precv_dup : term-> process-> process

| Precv_dup_elsenext : term-> process-> process-> process

| Pnu : process-> process

| Pmatch : term-> constr-> nat-> process-> process-> process.

Un point clé dans la formalisation du calcul en Coq est la représenta-
tion des variables. On utilise 'approche locally nameless qui a été intro-
duite par McKinna, Pollack, Gordon et McBride [MMO04, IMP99l [Gor94].
Cette technique consiste a utiliser les indices de De Bruijn pour les variables
lites (Tindex) et des noms pour les variables libres (Tname). Cela nous évite
la majorité des problémes liés & 'alpha conversion puisque des termes al-
pha-équivalents auront des représentations identiques. Comme décrit dans
[ACPT08], cette technique utilise deux opérations de base sur les objets du
langage (termes et processus) qui sont open et close oil, intuitivement, 'une
est le dual de 'autre :

open : index -> B -> A -> B Prend en argument un indice de De Bruijn
k, deux termes u et t et remplace les occurrences de k dans t avec
u. Cette opération n’a aucun effet si k n’est pas utilisé dans ¢t. Nous
utiliserons la notation t@u pour le terme t ouvert avec u a l'indice 0.
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close : index -> name -> B -> B Remplace le nom z dans ¢ avec I'indice
de De Bruijn k.

Bien que les opérations open et close soient, fondamentalement, des
opérations de substitutions, on a décidé de garder la méme notation utilisée
dans |[ACPT08| pour les différencier de 'implantation plus courante de la
substitution qui gére autrement les indices de De Bruijn.

Par convention, nous supposerons que le premier argument de open ou
close) est égal a zéro quand il est omis. Dans la suite, nous utilisons quelques
autres fonctions implantées autour des fonctions open et close. Parmi ces
fonctions, on peut citer open_nb’ et opens_p. Elles itérent sur un processus
donné en argument en utilisant une liste de noms. La fonction open_nb’
commence la premiére “ouverture” avec un indice 0 et elle finit avec n ou
n—+ 1 est la taille de la liste de noms prise en argument. Quant a la fonction
opens_p, elle effectue un traitement similaire & celui de open_nb’ sauf qu’elle
commence avec un indice k au lieu de 0.

On dispose de plus d’une troisiéme opération, plutdt standard, sur les
termes et processus qui est la substitution. Son symbole de fonction dans la
suite sera subst : name -> A -> B -> B ol name est le type des noms, A
le type de 'objet qui replacera le nom passé en premier argument et enfin B
le type de l'objet ot I'opération sera exécutée. Nous noterons t [x:=u] pour
le terme t ou le nom x est remplacé par u.

Les deux catégories syntaxiques dont on dispose ici sont les termes et
les processus. Les termes sont des variables (Tindex et Tname) ou bien un
constructeur (Tconstr) ou le premier argument est un identificateur du con-
structeur choisi que I’on détaillera plus tard. Quant aux processus, on reprend
les constructions définies dans [3.1] Il y a 4 constructeurs dont le nom com-
mence avec Precv. Ils servent & représenter les 4 maniéres différentes de
recevoir dans TAPIS. Ils sont décrits dans la table

Exemple 65 (Horloge/Alarme). On reprend l'ezemple (55 de ’alarme sim-
ple. En Coq, le méme processus s’écrirait de la facon suivante :

let z := Tindez 0 in

let pause P := Pnu (Precv_elsenezt z Pnull P) in
let star := Tconstr 0 mnil in

let tac := Tname 0 in

Precv_dup tac (pause (Psend tac © // Psend z star))

Les opérations open, close et subst sont des opérations de base qui
seront utilisées tout au long du développement. Il convient donc de vérifier
que leur définition est correcte. Pour ce faire, nous avons prouvé ces quelques
lemmes :

Class subst_props A B (x ... *) := {
subst_close_fresh : forall (t:B) (x:name),

x ¢ FV t -> close x t = t;
subst_close_open : forall (x:name) (t:B),
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x € FV. t -> close x (t @ x) = t;

subst_fresh : forall (x:name) u (t:B),
x € FV t -> tlx:=ul] = t;

subst_open : forall (x:name) (u:A) (t:B) (w:A),
locally_closed u ->

(t @ w)[x := ul = (t[lx:=ul) @ (wlx:=ul);
subst_open_var : forall (x:name) (u:A) (t:B) (y:name),

locally_closed u -> x <> y ->

(t @ (Tname y))[x := ul = (t[x := ul]) @ (Tname y);
subst_intro : forall (x:name) (u:A) (t:B),

locally_closed u -> x € FV t ->

(t @ (Tname x))[x := u] =t @ u

Par exemple, le lemme subst_fresh s’assure que l'opération subst x u t
résulte en t si x n’apparait pas comme variable libre dans t.

Les opérations open, close et subst partagent les mémes propriétés sur
les processus et sur les termes. Pour gérer efficacement ces catégories syntax-
iques, nous avons fait appel & des classes de type telles que celles décrites dans
[SO08|. Ainsi, toutes ces propriétés sont rassemblées dans une seule classe
de types nommée subst_props. Le lecteur attentif remarquera la surcharge
des noms et des notations utilisés.

3.5.2 Sémantique
Relation d’équivalence structurelle

La sémantique du calcul considéré utilise une relation d’équivalence struc-
turelle (=) définie sur les processus. Les détails sur cette relation peuvent
étre lus dans la section 3.2

En Coq, cette relation est nommée peq et est implantée comme un in-
ductif qui a cette forme :

Inductive peq : process -> process -> Prop :=
| peq_neutral : forall P,
P // Pnull = P
| peq_commut : forall P Q,
P// Q=Q//P
| peq_assoc : forall P Q R,

(p // Q) // R=P // (Q // R)
| peq_refl : forall P,

P =P

| peq_trans : forall P Q R,
P=Q ->
Q =R ->
P =R

| peq_sym : forall P Q,
P=Q ->
Q =P

| peq_par : forall P P’ Q Q°,

P =P ->
=Q’ ->
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P // Q=P //Q

| peq_nu : forall P P’ L,
(forall a, a ¢ L ->P @ a =P’ @ a) ->
Pnu P = Pnu P’

| peq_recv : forall P P’ a L,
(forall b, b ¢ L ->P @ b =P’ @ b) ->
Precv a P = Precv a P’

| peq_prenex : forall P Q,
(Pnu P) // Q = Pou (P // 1lift Q)

| peq_exchange : forall P Q L,
(forall a b, a g L ->b &L ->a <>b ->

open_nb’ (a::b::nil) P = open_nb’ (b::a::nil) Q
) ->
Pnu (Pnu P) = Pnu (Pnu Q)
where "P = Q" := (peq P Q).

Certaines reégles quantifient universellement sur un ensemble de noms,
généralement appelé L, qui nous aide & choisir un nom suffisamment frais
par rapport au terme (ou processus) manipulé. Cette technique est connue
sous le nom de “quantification cofinie” [ACP*08]. A premiére vue, cette ap-
proche peut paraitre différente de celle qui est plus standard et qui consiste a
contraindre la nouvelle variable & ne pas apparaitre dans ’ensemble des noms
libres de l'objet de la régle, disons P. Cela dit, il n’en est rien puisqu’elles
coincident pour L = fn(P). De plus, quand on construit une nouvelle déri-
vation & partir d’une autre, cette technique nous permet d’éviter de nous
préoccuper des variables de renommage en élargissant assez ’ensemble de
noms L.

On remarquera que la régle peq_prenex ne suit pas totalement les recom-
mandations du style locally nameless puisqu’il est utilise explicitement la
fonction 1ift pour manipuler les indices de De Bruijn présents dans le pro-
cessus Q. En fait, cette régle est la seule qui utilise 1ift explicitement. A
premiére vue, cela peut paraitre pas trés naturel, mais, heureusement, on
peut Pexpliquer assez facilement.

Nous supposons que les processus manipulés par peq sont bien formés
(c’est a dire qu'ils ne contiennent pas d’indices de De Bruijn orphelins, sans
lieur associé).

La régle d’équivalence comprend deux sens de conversion : celle qui fait
passer le processus @ sous le lieur Pnu, et celle qui I'extrait.

Le premier sens est assez facile puisque ) est supposé étre bien formé.
Par contre, I’autre sens ’est moins. En particulier, on doit vérifier que les
variables liées ne sont pas mélangées aprés extraction de (). Cette vérification
est garantie par l'utilisation de 1ift, qui nous assure que la variable d’indice
n + 1 aura 'indice n aprés extraction.

En fait, il existe un moyen de réparer cette régle en combinant open et
close. Le probléme se raméne donc & choisir I'opération qui est plus facile
a composer avec open. Nous avons fait le choix de 1ift, car elle n’opére que
sur 'indice des variables liées et ne change ni leur nombre, ni ’ensemble des
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variables libres dans le terme considéré, contrairement & close.

Systéme de transitions

Le systéme de transitions utilise deux transitions définies de fagon induc-

tive :

— La relation ---> précise les interactions possibles durant I'instant.

Inductive internal_transition

process -> process -> Prop :=

it_comp
forall P P’ Q,
P --->P> ->P // Q ---> P’ // Q

it_nu

forall P P’ L,
(forall x, x ¢ L ->P @ x ---> P’ @ x) ->
Pnu P ---> Pnu P?

it_ind_match
forall t constr arity tl P; Ps,
do_match t constr arity = Some tl ->
Pmatch t constr arity P; P> ---> opens_p O tl P
it_ind_no_match
forall t constr arity P1 P2,
do_match t constr arity = None ->
Pmatch t constr arity P1 P2 ---> P2
it_eq
forall P P> Q Q°’,
P =P ->
P’ ---> Q> ->
R’ =Q ->
P --->Q
it_sync
forall P a t,
Precv a P // Psend a t ---> open P t
it_sync_elsenext
forall P Q a t,

Precv_elsenext a P Q // Psend a t ---> open P t
it_bang
forall P a t,

Precv_dup a P // Psend a t --->

Precv_dup a P // open P t
it_bang_elsenext
forall P Q a t,
Precv_dup_elsenext a P Q // Psend a t --->
Precv_dup_elsenext a P Q // open P t

where "P ---> Q" := (internal_transition P Q).

Les régles qui ne font pas intervenir de lieurs sont assez simples et
correspondent a la version “papier” de facon évidente.

Les autres régles font intervenir des fonctions pour manipuler les vari-
ables lices. A titre d’exemple, analysons le contenu des régles it_nu et
it_ind_match.
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it_nu La transition Pnu P vers Pnu P’ est possible quand P peut se
réduire vers un processus P’. Or, le processus P a un trou, une
variable liée d’indice 0 et la transition suppose que les proces-
sus manipulés sont localement clos. Il faudra donc remplacer la
variable liée d’indice 0 par un nom suffisamment frais.

En particulier, cette régle utilise une technique connue sous le
nom de “quantification co-finie”? [ACPT08]. La variable L est un
ensemble fini de noms. Intuitivement, ’ensemble L représente tous
les noms connus et les noms libres dans le terme ou processus con-
sidéré en particulier. Les conditions établies par la régles doivent
étre satisfaits quelque soit la valeur de L. Cela nous aide & garantir
que les noms choisit sont suffisamment frais.

it_ind_match Il s’agit la de vérifier que le constructeur utilisé a bien
I’arité indiquée, disons n. Puis, il suffit de continuer le calcul avec
le processus Py oul toutes les variables liées dont 'indice est in-
férieur & n ont été remplacées par des noms tirés de la liste t1.

— Quant a la relation -=->, elle sert & migrer le calcul de I'instant courant
vers l'instant suivant.

Inductive tick_transition : process -> process -> Prop :=
| tt_elsenext
forall a P Q, Precv_elsenext a P Q -=-> Q
| tt_dup_elsenext
forall a P Q, Precv_dup_elsenext a P Q -=-> Q
| tt_next
forall a P, Precv a P -=-> Precv a P
| tt_dup_next
forall a P, Precv_dup a P -=-> Precv_dup a P
| tt_nu
forall P P’ L,
(forall x, x ¢ L ->P @ x -=-> P’ @ x) ->
Pnu P -=-> Pnu P?
| tt_send
forall a t, Psend a t -=-> Pnull
| tt_par
forall P Q, (forall R, ~ (P // Q ---> R)) ->

forall P’ Q°’,
P -=->P’ ->Q -=->Q’ ->P // Q -=->P° // Q’
where "P -=-> Q" := (tick_transition P Q).

Ces régles sont plus simples que celles introduites par 'autre relation
de transition. Seulement la régle tt_nu fait intervenir des variables
fraiches de la méme maniére que précédemment.

3.5.3 Systéme de types

La formalisation correcte et efficace du systéme de types congu pour
TAPIS passe par la conception de plus petites composantes importantes pour
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représenter les types, les usages et les opérations d’addition autour de ces
structures. Nous allons détailler les choix faits pour chaque partie.

Usages

Les usages sélectionnés sont représentés dans la figure 3.1} Leur formali-
sation dans Coq est en fait assez simple :
— un type inductif pour chaque famille d’usages :

Inductive ukl := U81 | US80.
Inductive uk2 := U11 | UO01 | U10 | UOO.

— un type inductif pour représenter les familles d’usages :

Inductive usage_family := UK1 | UK2.

— un type dépendant :

Definition usage x := match x with
| UK1 => ukil
| UK2 => uk2

end.

La fonction usage est utilisée & chaque fois qu'une fonction ou un lemme
effectue un calcul ou exprime une propriété sur les usages. Cela nous permet
d’écrire des énoncés assez complexes de facon simple et flexible. Ce qui suit
est un exemple d’utilisation de usage.

Definition foo {uk} (x y : usage uk) :=

Types

Les types sont organisés en niveaux, comme le montre 3.4l Chaque niveau
est codé par un type inductif en Coq. Une premiére couche permet de for-
maliser les objets de base.

Inductive U := U1 | US.
Inductive sigma :=
| Channel : forall {uk}, channel_usage uk -> sigma -> sigma
| User_type : nat -> sigma.
Record user_type := {
UT_usage : U;
UT_args : list sigma;
UT_constructors : list (list sigma)

Il est possible de marquer la différence entre les divers genres de types :
neutre, affine, uniforme ou encore général. Le genre neutre est codé de la
maniére suivante en Coq :

Inductive neutral {i : raw_envil} : sigma -> Prop :=
| isn_channel
forall uk (su : channel_usage uk) sigma,
su_is_neutral su = true ->
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neutral sigma ->
neutral (Channel su sigma)
| isn_user
forall t T,
nth_error i t = Some T ->
UT_usage T = U8 ->
neutral (User_type t)

Les autres genres sont définis de facon analogue.

Nous utilisons une structure particuliére pour référencer les types connus.
Cette structure porte le nom de envi et contient, entre autres, la liste des
types définis par I'utilisateur. Ainsi, pour représenter un type dans cette liste,
on utilisera User_type n oil n est la position du type dans la liste en ques-
tion. La structure de cet environnement comporte une premiére composante
envi_raw qui est une liste de types définis par l'utilisateur qui stocke, pour
chacun d’entre eux, les informations suivantes :

UT_usage l'usage de la donnée dans € {1,00}. Les types déclarés avec un
usage 0 ne peuvent pas étre utilisés. Nous avons donc décidé de ne pas
les considérer. L’usage indique combien de fois une valeur de ce type
peut étre partagée ou utilisée, ou 1 signifie au plus une fois et co un
nombre arbitraire de fois.

UT_args la liste des arguments du type.

UT_constructors la liste des constructeurs en précisant leurs arguments.
Chaque constructeur est identifié par sa position dans la liste.

La hiérarchie des types a été concue de telle sorte que les contraintes
de déterminisme ou d’affinité ne puissent pas étre violées. Or, la struc-
ture de envi_raw n’impose rien qui puisse nous prémunir de ces situations
dégénérées. Pour ce faire, nous avons rajouté i la structure envi le nécessaire.
En particulier, nous supposerons que les propriétés suivantes sont toujours
vraies :

— Les types affines n'utilisent que des types affines ou neutres. Remarquez

que l'inverse n’est pas vrai.
envi_wfy : forall T,
In T envi_raw ->
UT_usage T = U1 ->
(forall t, In t (UT_constructors T) ->

Forall affine t)
/\ Forall affine (UT_args T);

— Les types neutres peuvent utiliser des types neutres seulement.

envi_wf; : forall T,
In T envi_raw ->
UT_usage T = U8 ->
(forall t, In t (UT_constructors T) ->
Forall neutral t)
/\ Forall neutral (UT_args T);
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— Les types définis par Uutilisateur sont uniformes.

envi_wfo : forall T,
In T envi_raw ->
(forall t, In t (UT_constructors T) ->
Forall uniform t)
/\ Forall uniform (UT_args T)

Additions

Les usages et types précédemment définis sont des objets qui peuvent
représenter une certaine quantité de ressources existantes. Quand on raisonne
de maniére compositionnellee sur les processus, il est souvent nécessaire de
pouvoir additionner ces ressources (tant que cela est possible). Il a donc été
nécessaire d’implanter des opérations d’addition dont le comportement a été
décrit dans et Ces opérations sont associatives, commutatives et
partielles. A notre connaissance, il n’existe pas de moyen canonique de gérer
de telles opérations dans Coq. Nous avons considéré 3 approches (disons,
pour les additions de valeurs de type A) :

1. des fonctions binaires retournant une valeur de type option A. Le type
de ces fonctions est donc A -> A -> option A.

2. des relations ternaires de type A -> A -> A -> Prop ou le troisiéme
argument est le résultat supposé du calcul.

3. des fonctions binaires opérant sur des option A:option A -> option
A -> option A.

La premiére solution semble la plus naturelle pour des fonctions partielles
mais l'asymeétrie entre les entrées et sorties la rend difficile & composer. En
particulier, il est nécessaire de nommer explicitement les résultats intermé-
diaires pour exprimer 'associativité. Cela nous méne & des formulations de
ce style :
forall x y z r1 r2,

f xy = Some r1 /\ f rl z = Some r2 ->
exists r3, f y z = Some r3 /\ f x r3 = Some r2

Cette formulation de l’associativité est particuliérement pénible & ma-
nipuler dans les preuves. Cela nous a forcé a chercher une meilleure facon de
la représenter.

La deuxiéme solution meéne & des définitions proches de celles écrites sur
papier. Son utilisation est aussi facilitée grace aux tactiques Coq induction
et inversion. Cependant, cette solution a les mémes défauts que la premiére
solution, par rapport a la difficulté de les composer.

Enfin, la troisiéme solution, celle adoptée dans notre développement, est
pratique et résout le probléme de composition. Cela nous permet de tirer
bénéfice de techniques de raisonnement sur des opérations associatives et
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commutatives développées en Coq [BP11|. En particulier, nous utilisons la
tactique aac pour résoudre des équations de réécriture complexes.

Pour chaque type d’objet (usage, usage de canal, type, ...), nous avons
implanté l'opération d’addition associée en suivant la signature de fonction
donnée dans la troisiéme solution. Pour uniformiser ce travail, nous avons
créé une classe qui requiert les propriétés d’associativité et de commutativité
et transformé les implantations faites en instances de cette classe. Cela nous
permet d’utiliser des noms et symboles de fonctions génériques (& et +)
pour tous les types et de facon transparente. De plus, nous fournissons une
preuve générique de I’équivalence de cette formulation avec celle qui utilise
des fonctions ternaires.

Régles de typage

La traduction des régles de typage en Coq est directe. Leur écriture a été
facilitée grace au travail qui a été fait en amont sur les additions et les types.
Des notations Coq nous permettent méme de retrouver la notation utilisée
sur papier pour les jugements de typage.

Les contextes de typage ont été implantés a I’aide de la structure d’ensem-
ble FMap de Coq ot les clés sont des name et les valeurs des sigma.

3.5.4 Reésultats obtenus

Le résultat principal prouvé en Coq est la préservation des types par
réduction. Dans la suite, nous mentionnerons les lemmes principaux util-
isés pour aboutir au résultat final. Le cheminement des preuves ressemble
a celui qu’on aurait suivi pour faire les preuves sur papier. Néanmoins, il
faut souligner que le plus important dans ce travail a été la représentation
et gestion des lieurs, la gestion des opérations d’addition et la représentation
des usages et types.

Dans les régles de typage, on suppose manipuler des termes et processus
localement clos. Plus précisément, nous voudrions que tout objet typable
n’ait aucune variable de De Bruijn orpheline et que les noms libres dans le
terme soient liés dans le contexte de typage. Les lemmes suivants s’assurent
de la validité des propriétés mentionnées.

Lemma typ_term_locally_closed : forall I' t s,
't : s -> locally_closed t.

Lemma typ_process_locally_closed : forall I' P,
I' P -> locally_closed P.

Ces deux lemmes sont prouvés par induction sur les jugements de typage.
Dans la suite, les lemmes de renommage seront nécessaires.

Lemma typ_term_renaming : forall (t:term) n I' s ty,
forall x, x € dom I' -> x ¢ FV t -> I',x:s F (t @ x) ty ->
forall y, y € dom I' -> y € FV t -> I',y:s F (¢t @ y) ty.
Lemma typ_renaming : forall I' s (P:process),
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forall x, x € dom I' -> x € FV P -> [',x:s W P @ x ->
forall y, y € dom ' -> y € FV P -> T',y:s - P @ y.

Une derniére étape avant d’atteindre le théoréme final est la preuve du
lemme de substitution. A son tour, ce dernier a besoin des lemmes suivants
— Le lemme d’affaiblissment déclare qu’enrichir le contexte de typage
avec de nouvelles ressources ou de nouveaux noms ne casse pas le ty-

page :
Lemma weakening : forall I'y I'> I's P,
1T+ === 1I's -> I1'+ P -> I'sk P.

Notez ici que + represente 'opération partielle d’addition pour les en-
vironnements. Elle tient en compte des ressources. Il ne suffit pas de
fusionner les environnements pour retrouver leur somie, comme nous
avons ’habitude de faire dans d’autres systémes. Dans notre contexte,
il est nécessaire de faire ’addition point & point.
— Le lemme de renforcement déclare que la suppression de ressources non
utilisées du contexte de typage ne casse pas le typage :
Lemma strengthening_p: forall n, forall P, p_size P<=n ->
forall T' x s,
x ¢ FI P ->x & dom I' -> (I',x:s) W P ->TF P.
— Des processus équivalents doivent étre typables dans le méme contexte
de typage :
Instance typ_equiv
Proper (eq ==> peq ==> iff) typ_process.
En d’autres termes, VI' P} Po, PL=P, =T F P < T'I Ps.
En utilisant ces lemmes, on peut enfin prouver le résultat final décrit
dans le lemme [66

Lemme 66 (Préservation des types par réduction en Coq).

Lemma subject_reduction_1 : forall P P’ T,
'-p ->P ---> P> ->TF P,

Lemma subject_reduction_2 : forall P P’ T,
'p ->pP -=->pP° ->1I'F P,

Ce développement en Coq est une partie importante de cette thése. Il
a nécessité un an/homme de travail et représente aujourd’hui 12k lignes de
code. Cette durée se place largement au-dessus des premiéres estimations de
durées faites au commencement du travail [Ben06]. Il a fallu tester plusieurs
représentations pour les termes et diverses structures pour bien modéliser les
additions de facon efficace. Les tailles et contenus des divers modules Coq
développés dans ce travail sont résumés dans le tableau 1l est disponible
en ligne [DG11] sous la licence libre CeCILL [cec6] 2.0. La consultation de
la documentation du développement en Coq est plus facile en ligne. Pour
cette raison 14, on n’a pas éprouvé le besoin de l'inclure en annexe dans ce
document.
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Fichier

Lignes ‘ Contenu

Corelibrary.v | 343 Extensions a la librairie standard

Syntax.v 743 Définitions des termes, processus et environnements
Additions.v 2109 Définitions des additions partielles

Names.v 2719 Constructions relatives a la technique “Locally nameless”
Typing.v 3014 Lemmes auxiliaires & propos du typage et gestion des noms
Tpi.v 3071 Lemmes principaux

TABLE 3.6 — Coq modules




86

CHAPITRE 3. CANAUX



Chapitre 4

Conclusion

Dans cette thése, nous avons étudié le probléme du déterminisme dans
le contexte de calculs concurrents synchrones. Nous avons mené cette étude
dans deux calculs différents. Le premier est une extension du modele SL qui
intégre les fonctionnalités de passage de noms et de valeurs empruntés au
m-calcul. Le deuxiéme est une extension du calcul TCCS avec des canaux
riches.

Pour S7, nous avons introduit une nouvelle sémantique basée sur une
notion de bisimulation étiquetée qui est associée & un nouveau systéme de
transitions étiquetées et nous avons montré que notre bisimulation coin-
cidait avec celle qui a été introduite originellement pour S7. Dans les deux
contextes, nous avons concu des systémes de types pour garantir le déter-
minisme. Puis, nous avons formalisé le systéme de types pour TAPIS et nous
avons montré qu’il avait de bonnes propriétés mathématiques.

Dans cette conclusion, nous allons présenter quelques perspectives de
recherche en lien avec les travaux présentés dans ce manuscrit.

Implantation de ’analyse statique pour le déterminisme Nous avons
décrit les conditions & satisfaire pour montrer que le comportement d’un
programme est déterministe. La preuve du premier systéme repose sur une
théorie d’équivalence basée sur la notion de bisimulation que nous avons in-
troduits. Cependant, comme nous 'avons montré dans le chapitre [3] il est
possible de présenter une version du systéme qui ne dépend plus de la bisim-
ulation. Cela représente un avantage considérable et permet I'implantation
de notre analyse statique dans des langages réactifs ou synchrones comme
Reactive ML [MPO5].

Futurs développements dans la formalisation en Coq Le développe-
ment en Coq présenté dans la section formalise la preuve de préserva-
tion de typage par réduction. Nous aimerions arriver & formaliser la preuve
de confluence dans TAPIS en Coq pour compléter le travail. Un autre axe
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de développement serait 1’extraction, en code certifié, d’un vérificateur de
types pour le systémes de typage de TAPIS. Cela pourrait simplifier l'inté-
gration d’une telle analyse statique dans un langage existant en ayant plus
de garanties.

Une nouvelle approche pour la représentation des noms L’approche
“locally nameless” utilisée dans notre développement Coq pour représenter
les variables est assez intéressante et pratique & l'utilisation. Cependant, elle
comporte quelques problémes de compositionnalité puisqu’elle ne permet
pas, en ’état, d’ouvrir un terme de facon partielle. En d’autres termes, si
un lieur liant n variables se trouve a la téte d’un terme, 'approche actuelle
est de trouver n noms frais (par rapport a ce terme) et d’ouvrir ce dernier
pour l'explorer. Cependant, on ne peut pas appliquer une ouverture de m
noms, oll m < n. Permettre cette application partielle pourrait donner plus
de flexibilité lors de la manipulation des fonctions open et close. Cette
extension ne changera pas la puissance de ’approche mais pourrait améliorer
I’expérience de son utilisateur.
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