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Préambule

Depuis mes " premiers pas " dans le monde de la recherche, je me suis intéressée à la

physique des milieux divisés. J'entends par milieu divisé un milieu homogène à grande échelle

formé d'une phase continue et d'une phase dispersée. En thèse à l'université d'Orsay, j'ai

étudié les suspensions macroscopiques �uidisées (grains solides dans un liquide visqueux).

Pendant mon post-doctorat à l'Université du Massachusetts, j'ai étudié les gaz granulaires

(grains solides dans un gaz). En�n, depuis mon arrivée au L.P.M.D.I. à l'université de Marne-

la-Vallée à l'automne 2000 j'ai étudié les mousses aqueuses (bulle d'air dans un liquide). À

l'origine expérimentatrice, j'ai développé depuis 2007 des simulations numériques "simples"

sous Surface Evolver ou Comsol comme outil d'aide à la compréhension ou à l'exploitation de

résultats expérimentaux.

Ce manuscript d'Habilitation à Diriger des Recherches présente mes travaux de recherche

pour la période 2000-2011, pendant laquelle je me suis intéressée à la description et à la

compréhension de la dynamique d'écoulement des mousses aqueuses ainsi qu' à l'écoulement

de liquide et de particules dans un tel milieu. Une brève introduction aux mousses aqueuses

dé�nit le matériau et ses propriétés caractéristiques ainsi qu'un vocabulaire parfois spéci�que à

la communauté "mousse". Les problèmatiques et leur contexte sont présentés plus précisément

au début de chaque chapitre ou sous-chapitre.

Bien évidemment, ces résultats sont le fruit d'un travail en equipes avec des chercheurs,

enseignants chercheurs et doctorants du laboratoire L.P.M.D.I.. Une petite partie des résultats

présentés est issue d'une collaboration avec Saint Gobain Recherche et le laboratoire S.V.I.

d'Aubervilliers.
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Brève présentation des mousses aqueuses

Une mousse aqueuse est un empilement de bulles de savon qui perdent leur forme sphérique

lorqu'elles sont mises en contact les unes avec les autres. Elles se facettent, et partagent avec

chacune de leurs voisines un �lm de savon.

Les principaux paramètres physiques régissant les propriétés d'une mousse sont : la ten-

sion de surface des interfaces liquide/air, la taille des bulles et la fraction liquide φl égale au

rapport du volume de liquide sur le volume total de mousse : φl =
volumeliquide
volumetotal

(= 1−φg où φg
est la fraction de gaz). Un empilement de sphères dures monodisperse est compact pour un

fraction de vide égale à 0.36. Ainsi, pour des fractions liquides supérieures à 0.36 environ, il est

plus approprié de parler de suspension de bulles que de mousse car en moyenne les bulles ne

sont plus en contact les unes aux autres et l'essentiel des propriétés physiques caractéristiques

d'une mousse ne sont plus véri�ées.

Pour des fractions liquides inférieures à 0.36, trois bulles voisines ont leur trois �lms com-

muns qui se joignent pour former un petit canal appelé bord de Plateau du nom de Mr Joseph

Plateau, comme illustrée sur le schéma de la �gure 1. La junction entre quatres bords de

Plateau appartenant à quatres bulles voisines s'appelle vertex ou noeud. Pour des fractions

liquides tendant vers zéro, on parle de mousse sèche. Dans cette limite, la géométrie d'une

mousse à l'équilibre suit les lois de Plateau :

� l'angle entre chaque �lm est de 120o

� l'angle entre les bord de Plateau est égale à 109, 471o (arccos(−1/3)), égale à l'angle au

centre d'un tétraèdre régulier.

Les �lms de savon qui joignent les bulles entre elles "rigidi�ent" l'empilement. On dit

qu'une mousse est un matériau à seuil dont le comportement peut être solide ou liquide en

7
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Figure 1 � Image couleur d'une mousse reposant sur une bain de liquide. Les bulles sont
sphériques en bas et polyhédriques en haut. Les canaux sont d'autant plus �ns qu'ils sont loin
du réservoir de liquide. N.B : l'irisation des �lms illustrent leur épaisseur.

fonction de la contrainte qui lui est appliquée. Pour des contraintes inférieures à une contrainte

seuil σy, la mousse se déforme élastiquement (toute transformation est réversible). Pour des

contraintes appliquées supérieures à σy, la mousse présente des régions où la déformation est

plastique du fait de réarrangements topologique entre bulles (changement de premier voisin)

identi�ables par la disparition et apparition de �lm (cf. �gure 2).

La loi rhéologique classiquement utilisée pour décrire la relation contrainte (σ)- vitesse de

déformation (ε̇) d'une mousse est la loi d'Herschel-Bulkley :

σ = σy + ηpε̇
β si σ > σy (0.0.1)

où ηp est un paramètre physique relatif à la viscosité et β un paramètre d'ajustement (variable

entre 0.2 et 0.8 et dépendant de la rhéologie interfaciale). Cette loi permet de décrire la plu-

part des résultats de l'écoulement d'une mousse à l'échelle macroscopique. Cependant, le lien

avec les mécasnismes observés à l'échelle microscopique : réarrangment de �lms entre bulles et

mésoscopique : écoulement non-uniforme ne fait pas encore l'unanimité dans la communauté

scienti�que à l'heure actuelle.

Une mousse aqueuse soumise à une contrainte inférieure à son seuil d'écoulement n'est pas

pour autant dans un état �gé. En e�et, une mousse vieillit suivant des mécanismes propres
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Figure 2 � Succession d'images illustrant un réarrangement T1 de bulles dans une mousse
3D.

à la �uidité de ces constituants élémentaires (liquide et gaz), la vie d'une mousse est bien

souvent éphémère même si elle parait tenace lorsqu'on veut s'en débarasser (rinçage d'un vê-

tement !). On distingue trois mécanismes de vieillissement : le mûrissement, le drainage et la

coalescence. Ces mécanismes agissent généralement simultanément cependant on cherche à les

étudier séparemment au laboratoire. Décrivons brièvement un à un chacun de ces mécanismes.

Le mûrissement : La tension de surface entre gaz et liquide moussant entraine un saut de

pression entre la phase gazeuse et liquide d'autant plus importante que l'interface est courbée

(loi de Laplace). Il en résulte une di�érence de pression entre les bulles de di�érentes tailles

constituant une mousse : la pression, et par conséquent la concentration en gaz, est plus grande

dans les petites bulles que dans les grosses bulles. Les petites bulles sont donc amenées à dis-

paraître au détriment des plus grosses qui grandissent par di�usion du gaz des petites bulles

vers les grosses bulles. Au laboratoire, a�n de minimiser l'e�et du mûrissement, on travaille

soit sur des intervalles de temps court, soit avec une assemblée de bulles monodisperses, soit

encore avec un gaz dont la solubilité dans la phase liquide est faible (les �lms entre les bulles

deviennent alors des frontières plus di�cilement franchissables).

Le drainage : Sous l'e�et de gradient de pression induit par la gravité ou la capillarité, la

phase liquide est mise en écoulement : on parle de drainage. La mousse peut alors être vue

comme un milieu poreux à géométrie variable.

Sous l'e�et de la pesanteur, le liquide plus dense que les bulles s'écoule vers le bas du récipient

alors que les bulles se concentrent en haut de celui-ci : à l'équilibre il existe donc un très fort

gradient vertical de fraction liquide (�gure 3).

Le drainage capillaire (ou succion capillaire), est le moteur de l'amincissement d'un �lm entre



10

Figure 3 � Image d'une mousse 2D reposant sur une bain de liquide. Les bulles sont sphériques
en bas et polyhédriques en haut. Les canaux sont d'autant plus �ns qu'ils sont loin du réservoir
de liquide.

bulle. En e�et du fait de la courbure plus importante dans les bords de Plateau que dans un

�lm quasi plat, la pression du liquide est plus importante dans la région des bords de plateau

qu'à l'intérieur d'un �lm. Le liquide s'écoule ainsi vers les bords de Plateau et le �lm s'amincit

ainsi jusqu'à se rompre sauf si d'autres forces s'y opposent.

La coalescence ou rupture de �lm : La présence de surfactants aux interfaces permet de

stabiliser un �lm plat par l'action de forces répulsives entre les deux interfaces du �lm, ces

forces peuvent avoir diverses origines : électrostatiques ou stériques par exemple. Cependant

un �lm de savon n'atteint jamais un état d'équilibre stable. La moindre �uctuation d'épaisseur

qui équivaut à des variations locales de la courbure de l'interface engendre l'écoulement du

liquide et l'amincissement localisé du �lm . Le �lm rompt localement et se retracte vers sa

périphérie. La disparation de ce �lm crée des réarrangements topologiques dans son voisinage

(quelques bulles).

Au-delà de l'e�et de stabilisation des �lms �ns, les surfactants ont un e�et sur la mobi-

lité des interfaces. Cet e�et di�érencie de manière quantitative les propriétés physiques des

mousses, aussi bien en ce qui concerne leur stabilité : drainage, fraction liquide minimale avant

la rupture que dans leur comportement rhéologique. En e�et, la structure d'une mousse reste

rarement �gée, chaque restructuration provoque la disparition et apparition d'un �lm et donc

l'écoulement de liquide dans un espace con�né par des interfaces liquide/air.



Chapitre 1

Rhéologie des mousses aqueuses

Collaborations : Michèle Adler (DR), Sylvie Cohen-Addad (MCF), Reinhard Höhler (PROF),

Sébastien Vincent-Bonnieu (étudiant DEA), Sophie Berthet (étudiante Maîtrise).

Connaître la rhéologie des mousses aqueuses est bien évidemment crucial dans la mise

en place et la modélisation de procédés industriels mais cela représente également un enjeu

plus fondamental. Depuis une quinzaine d'années une nouvelle dénomination de matériau est

apparue : les matériaux mous vitreux. Ce sont des matériaux qui ont pour caractéristique

de s'écouler lorqu'ils sont soumis à une contrainte supérieure à une contrainte seuil et dont

l'origine microscopique est liée à l'existence de réarrangements plastiques localisés (dans des

zones mésoscopiques où la contrainte est supérieure à une contrainte seuil).

La mousse peut être vue comme un tel matériau dont la sollicitation mécanique à grande

déformation entraîne des réarrangements de bulles voisines les unes par rapport aux autres

facilement identi�able par la disparition et apparition de �lms. Ce changement topologique

est habituellement dénommé T1. La �gure 2 illustre un réarrangement de bulles dans une

mousse 3D cisaillée parallèlement à l'axe horizontal de l'image. Comprendre les liens entre

les mécanismes observés à l'échelle microscopique et les comportements mécaniques à l'échelle

macroscopique d'une mousse est un enjeu scienti�que de grande ampleur auquel prennent part

les physiciens, les chimistes et les mécaniciens qu'ils soient expérimentateurs ou numériciens

...

Les paramètres physiques identi�és dont dépend l'état de blocage de la mousse (Jamming-

�gure 1.1) sont la contrainte (load) et la fraction volumique de gaz (1/densité), cependant

au début des années 2000 la dépendance de la contrainte seuil en fonction de la fraction

volumique de gaz ne semblait pas être bien dé�nie. Par ailleurs, de même que pour d'autres

11
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Figure 1.1 � Diagramme de phase de transition quasi-solide / liquide d'après A. Liu [1] : la
région grisée proche de l'origine décrit un état quasi-solide ou bloqué (jammed)

systèmes athermiques, la question d'une pseudo-température dont dépendrait la fréquence des

réarrangements microscopiques et leur seuil reste ouverte ...

Je présente ici les résultats de travaux expérimentaux sur la rhéologie des mousses aqueuses

sèches proche de leur mise en écoulement : dynamique des prémices de l'écoulement ; contrainte

seuil d'écoulement ; non-linéarité et localisation du cisaillement au-delà du seuil d'écoulement.

1.1 Seuil d'écoulement d'une mousse : existe-t-il une va-

leur bien dé�nie ?

Publications : Colsua 2005.

Il est important de comparer des mesures rhéologiques obtenues dans di�érentes géomé-

tries car bien souvent le rhéometre est une "boite noire" dans laquelle les déformations et

contraintes ne sont pas nécessairement homogènes (localisation, glissement ...). Ainsi les lois

macroscopiques obtenues reliant contrainte et déformation peuvent être dépendantes du dis-

postif expérimental ! Cependant, si les contraintes et déformations locales sont connues (image-

rie confocale ou IRM), une loi de comportement �able peut alors être établie pour le matériau
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Figure 1.2 � Diagramme d'état quasi-solide/ quasi-liquide

[2].

Dans un premier temps, nous avons testé la robustesse de la détermination de la contrainte

seuil d'écoulement de mousses aqueuses par di�érentes méthodes expérimentales. Nous avons

montré une bonne adéquation entre des résultats obtenus à partir d'écoulement sur plan incliné

ou d'expérience en mode oscillatoire dans une géométrie Couette cylindrique (faible gap) à

contrainte ou déformation imposée.

Dans un deuxième temps, nous avons comparé nos résultats à ceux de la littérature, ces

résultats correspondant à di�érentes fractions volumiques de liquide, di�érentes tailles de

bulles et di�érentes solutions moussantes. L'élasticité d'une mousse étant conditionnée par

la déformation des interfaces des bulles, nous nous attendons à ce que la contrainte seuil

d'écoulement (de même que le module élastique, cf. [3] ) soit proportionnelle à γ/R32. γ est

la tension de surface liquide/air et R32 est le rayon de Sauter égal au rapport du troisième et

deuxième moment de la distribution des rayons des bulles constituant la mousse et réprésente

la surface moyenne des interfaces par unité de volume. Cependant cette dernière valeur est

rarement connue pour l'ensemble des expériences que nous avons pu collecter, et pour lesquels

nous avons uniquement une estimation du rayon moyen R des bulles.

La représentation graphique de la variation de la contrainte seuil normalisée par γ/R en

fonction de la fraction volumique de gaz (φg) montre une très grande dispersion des points

(�gure 1.2a). Cette dispersion est fortement réduite si nous normalisons la contrainte seuil par
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le module élastique de la mousse (�gure 1.2b). Rappellons que le module élastique est aussi

proportionnel à γ/R32 [3]. La dispersion de la contrainte seuil normalisée par γ/R s'expliquerai

alors par une mauvaise connaissance de R et/ou une di�érence entre R et R32 en raison de la

polydispersité des mousses utilisées.

Cette étude expérimentale et comparative nous permet de conlure que, si on s'a�ranchit

des incertitudes concernant la distribution en taille des bulles qui constituent la mousse, la

contrainte seuil d'écoulement d'une mousse aqueuse est bien dé�nie et que, sur une large

gamme de fraction volumique de gaz [0.7-1], elle peut être décrite par la loi : Σy/G0 =

0.39 × (φg − 0.64)/φg où G0 est le module élastique aux petites déformations. Notons, que

cette loi véri�e bien que lorsque les bulles n'ont plus de �lms en commun (φg = 0.64) alors la

contrainte seuil s'annule.

1.2 Dynamique du seuil d'écoulement

Publications : PRE 2003.

L'observation du réseau de bord de Plateau à l'intérieur d'une mousse sèche (Φl < 0.01%)

par microscopie confocale permet d'identi�er un T1 induit par des cycles de cisaillement à taux

de déformation constant dans une géométrie Couette plan dans une mousse à 3 dimensions .

L'étude de l'apparition des premiers réarrangments induits par cisaillement a permis d'ap-

porter quelques conclusions signi�catives :

� aux petites déformation ces évênements sont irréversibles, et locaux et sont donc bien des

évènements plastiques à une échelle mésoscopique ; la déformation à laquelle apparaissent

ces évènements dépend de l'histoire de l'échantillon, elle augmente après un cycle de

cisaillement à grande amplitude.

� la vitesse de cisaillement augmente la déformation seuil à laquelle le premier T1 apparait.

.

La dépendance de la déformation seuil avec la vitesse de déformation peut être décrite par

une fonction linéaire : γc = γc0 + T γ̇ où dans le cas de la mousse utilisée (SDS + PEO +

dodecanol + butanol) γc0 = 0.05 ± 0.05 (déformation quasistatique) et T = 1.08 ± 0.14s. Ce

temps caractéristique est de l'ordre de grandeur du temps pendant lequel un réarrangement

est observable pendant l'expérience autrement dit temps de relaxation d'un T1.
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Ce travail expérimental a mis en évidence l'augmentation de la déformation à laquelle

apparait le premier réarrangement induit par cisaillement avec la vitesse de cisaillement et

suggère que cet e�et est dépendant du temps de relaxation d'un T1.

1.3 Localisation au-delà du seuil d'écoulement

Publications : PRE 2003, EPJE 2008.

A�n de sonder l'homogénéité des déformations, nous avons cherché à mesurer les pro�ls

de vitesse pour chacun des montages expérimentaux.

Nous avons conclu que aussi bien en géométrie Couette plan que en géométrie Couette

cylindrique (faible gap), les pro�ls de vitesses mesurés dans l'entrefer sont linéaires aux faibles

déformations et peuvent dévier d'un pro�l linéaire pour des déformations très supérieures au

seuil d'écoulement.

Dans le cas de cisaillement à taux de déformation constant dans le temps en partant

d'une situation au repos dans une géométrie Couette plan, nous n'observons aucun pro�l type

(déviation par rapport au pro�l linéaire non reproductible). A l'inverse, nous observons de

manière systématique une déviation plus marquée proche du centre de l'entrefer dans le cas

d'une géométrie Couette cylindrique en mode oscillant.

Les observations de ces expériences ne sont pas en contradiction avec d'autres expériences

récentes sur les mousses ne présentant pas de localisation [4]. En e�et, la localisation observée

est peut-etre due au fait que le cisaillement se fait à partir d'un état au repos et non à partir

d'un état fortement cisaillé et nous pourrions invoquer des pro�ls de vitesse transitoire [5]. En-

�n la non reproductibilité des pro�ls est également cohérente avec un mécanisme d'instabilités

[6].

1.4 Au-delà du seuil : non-linéarité en mode oscillatoire

Publications : EPJE 2008.

Nous avons montré qu'au-delà du seuil d'écoulement la rhéologie d'une mousse, mesurée au

premier ordre harmonique (module complexe G∗ = G′+ iG”, où G′ est le module élastique et

G” est le module visqueux ou de perte), est indépendante de la physico-chimie une fois pris en
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compte l'élasticité et la déformation seuil. Cette rhéologie linéaire aux grandes déformations

est très bien décrite par un modèle élasto-plastique. Notons que la rhéologie linéaire aux plus

faibles déformation peut être décrite par un modèle viso-élasto-plastique permettant de décrire

la dissipation visqueuse aux faibles déformations [7].

Cependant la rhéologie non-linéaire peut correspondre à près de 10% de l'amplitude du

signal mesuré et est essentiellement décrite par l'harmonique 3. La variation de l'amplitude

non-linéaire (résidu) en fonction de l'amplitude des déformations présente une signature dif-

férente pour chaque mousse étudiée. La rhéologie non-linéaire aux grandes déformations peut

donc être un test utile pour distinguer des mousses entre elles et tester des modèles théoriques

ou numériques.

L'augmentation du résidu avec l'amplitude des déformations est moins importante que

l'augmentation attendue par un modèle élasto-plastique et d'autant moins importante que la

mousse est humide. Nos résultats expérimentaux sont également comparés à un modèle de mi-

lieux mous vitreux dont les données des harmoniques d'ordre supérieur à 1 ont précédemment

été publiées, mais l'accord est moyennement satisfaisant.

D'autres résultats expérimentaux mériteraient d'être obtenus a�n de tester la réponse rhéo-

logique non-linéaire en fonction des di�érents paramètres physico-chimique, (fraction liquide,

mobilité des interfaces et temps de relaxation des réarrangements), ces expériences sont actuel-

lement en cours dans l'équipe de S. Cohen-Addad et R. Hohler. Ces expériences sur les mousses

pourront alors être confronter de manière plus systématique à d'autres systèmes complexes et

d'autres modèles théoriques et numériques.
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éb
ra

u
d
,

an
d

M
.

E
.

C
at

es
,

P
h
y
s.

R
ev

.

L
et

t.
78

,
2
0
2
0

�1
9
9
7
�;

P.
H

éb
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té

P
a
ri
s-
E
st
,
L
a
b
o
ra
to
ir
e
d
e
P
h
y
si
q
u
e
d
es

M
a
té
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lo

n
e

a
e-
m
a
il
:
f
l
o
r
e
n
c
e
.
r
o
u
y
e
r
@
u
n
i
v
-
m
l
v
.
f
r

d
o
es

n
ot

al
lo

w
to

d
is

ti
n
gu

is
h

w
h
et

h
er

th
e

d
is

si
p
at

io
n

of
a

p
re

d
om

in
an

tl
y

el
as

ti
c

sa
m

p
le

is
of

v
is

co
u
s

or
p
la

st
ic

or
i-

gi
n
.
In

co
n
tr

as
t,

a
L
is

sa
jo

u
s

p
lo

t
d
o
es

d
ir

ec
tl

y
al

lo
w

su
ch

a
d
is

ti
n
ct

io
n

si
n
ce

it
ex

h
ib

it
s

a
ch

ar
ac

te
ri

st
ic

si
gn

at
u
re

of
th

e
n
on

li
n
ea

r
re

sp
on

se
.
It

h
as

th
e

sh
ap

e
of

an
el

li
p
se

fo
r

v
is

co
u
s

d
is

si
p
at

io
n

or
of

a
p
ar

al
le

lo
gr

am
fo

r
p
la

st
ic

d
is

si
-

p
a
ti

o
n
.
T

h
er

ef
o
re

,
L
is

sa
jo

u
s

d
a
ta

p
ro

v
id

e
th

e
o
p
p
o
rt

u
n
it
y

to
te

st
p
h
y
si

ca
l
fo

am
rh

eo
lo

gy
m

o
d
el

s
p
re

d
ic

ti
n
g

th
e

on
-

se
t

of
p
la

st
ic

re
sp

on
se

w
it

h
in

cr
ea

si
n
g

st
ra

in
am

p
li
tu

d
e,

co
rr

es
p
on

d
in

g
on

th
e

lo
ca

l
sc

al
e

to
th

e
on

se
t

of
st

ra
in

-
in

d
u
ce

d
ir

re
ve

rs
ib

le
b
u
b
b
le

re
a
rr

a
n
g
em

en
ts

.
T

h
e

ev
o
lu

ti
o
n

of
th

e
co

m
p
le

x
sh

ea
r

m
o
d
u
lu

s
w

it
h

st
ra

in
am

p
li
tu

d
e

al
so

p
ro

v
id

es
in

fo
rm

at
io

n
ab

ou
t

th
e

m
ec

h
an

is
m

s
in

vo
lv

ed
in

th
e

sa
m

p
le

d
ef

or
m

at
io

n
,
b
u
t

th
e

fo
ll
ow

in
g

ex
am

p
le

sh
ow

s
th

at
su

ch
ev

id
en

ce
al

on
e

ca
n

b
e

m
is

le
ad

in
g.

In
a

re
ce

n
t

ex
p
er

im
en

ta
l

st
u
d
y

of
a

b
io

lo
gi

ca
l

y
ie

ld
st

re
ss

fl
u
id

[1
1]

th
e

co
m

p
le

x
sh

ea
r

m
o
d
u
lu

s
w

as
fo

u
n
d

to
b
e

al
m

os
t

in
d
e-

p
en

d
en

t
of

st
ra

in
am

p
li
tu

d
e

u
p

to
th

e
y
ie

ld
st

ra
in

so
th

at
on

e
m

ig
h
t

h
av

e
ex

p
ec

te
d

th
at

th
e

rh
eo

lo
gi

ca
l
re

sp
on

se
is

li
n
ea

r
in

th
is

en
ti

re
ra

n
ge

.
R

em
ar

ka
b
ly

,
a

L
is

sa
jo

u
s

p
lo

t
re

ve
a
le

d
th

a
t

th
is

is
n
o
t

tr
u
e:

st
ro

n
g

st
ra

in
h
a
rd

en
in

g
is

ob
se

rv
ed

w
it

h
in

ea
ch

st
ra

in
cy

cl
e.

M
ot

iv
at

ed
b
y

th
is

co
n
-

te
x
t,

w
e

st
u
d
y

in
th

e
p
re

se
n
t
p
ap

er
th

e
os

ci
ll
at

or
y

re
sp

on
se

of
3D

fo
am

at
th

e
tr

an
si

ti
on

fr
om

so
li
d
-l
ik

e
to

li
q
u
id

-l
ik

e
b
eh

av
io

u
r,

d
et

ec
ti

n
g

fo
r

th
e

fi
rs

t
ti

m
e

th
e

fu
ll

st
re

ss
h
a
r-

m
on

ic
s

sp
ec

tr
u
m

.

R
h
eo

lo
gi

ca
l
st

u
d
ie

s
of

fl
ow

in
g

fo
am

,
at

a
m

ac
ro

sc
op

ic
sc

al
e,

re
q
u
ir

e
gr

ea
t

ca
re

,
b
ec

au
se

th
e

en
gi

n
ee

ri
n
g

st
ra

in
,
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2
T
h
e
E
u
ro
p
ea
n
P
h
y
si
ca
l
J
o
u
rn
a
l
E

d
ed

u
ce

d
fr

om
th

e
re

la
ti

ve
m

ot
io

n
of

th
e

sa
m

p
le

b
ou

n
d
-

ar
ie

s,
ca

n
b
e

d
iff

er
en

t
fr

om
th

e
lo

ca
l

st
ra

in
re

le
va

n
t

fo
r

p
h
y
si

ca
l
m

o
d
el

s,
an

d
it

is
p
os

si
b
le

th
at

a
so

li
d
-l
ik

e
re

gi
on

an
d

a
li
q
u
id

-l
ik

e
re

gi
on

co
ex

is
t

in
th

e
sa

m
e

sa
m

p
le

.
T

h
is

p
h
en

om
en

on
is

k
n
ow

n
as

fl
ow

lo
ca

li
za

ti
on

[7
,1

2]
.
S
in

ce
th

e
co

n
d
it

io
n
s
u
n
d
er

w
h
ic

h
th

e
fl
ow

of
fo

am
is

lo
ca

li
ze

d
ar

e
n
ot

ye
t

cl
ea

r
[4

,5
,7

,8
,1

2–
14

],
a

re
li
ab

le
in

te
rp

re
ta

ti
on

of
en

gi
-

n
ee

ri
n
g

st
ra

in
in

te
rm

s
of

lo
ca

l
st

ra
in

re
q
u
ir

es
in

si
tu

ob
-

se
rv

at
io

n
of

th
e

sa
m

p
le

d
ef

or
m

at
io

n
d
u
ri

n
g

th
e

rh
eo

lo
gi

ca
l

ex
p
er

im
en

t.
W

e
fo

ll
ow

th
is

ap
p
ro

ac
h

an
d

id
en

ti
fy

th
e

li
m

-
it

s
of

th
e

ra
n
ge

of
st

ra
in

s
w

h
er

e
th

e
fl
ow

is
h
om

og
en

eo
u
s.

T
h
e

p
ap

er
is

or
ga

n
iz

ed
as

fo
ll
ow

s:
In

S
ec

ti
on

2.
1,

w
e

fi
rs

t
p
ro

v
id

e
a

b
ri

ef
ov

er
v
ie

w
of

n
on

li
n
ea

r
rh

eo
lo

gi
ca

l
d
at

a
fo

r
fo

am
s

an
d

co
n
ce

n
tr

at
ed

em
u
ls

io
n
s.

In
S
ec

ti
on

2.
2,

w
e

p
re

se
n
t

th
eo

re
ti

ca
l

m
o
d
el

s
an

d
w

e
fo

cu
s

on
th

os
e

w
h
er

e,
in

ad
d
it

io
n

to
co

n
ve

n
ti

on
al

rh
eo

lo
gi

ca
l
ch

ar
ac

te
ri

st
ic

s,
th

e
fu

ll
h
ar

m
on

ic
s

sp
ec

tr
u
m

of
th

e
os

ci
ll
at

or
y

st
re

ss
re

sp
on

se
h
as

b
ee

n
p
re

d
ic

te
d
.
S
o

fa
r,

th
e

so
ft

gl
as

sy
rh

eo
lo

gy
(S

G
R

)
m

o
d
el

an
d

a
si

m
p
le

el
as

to
p
la

st
ic

m
o
d
el

fu
lfi

l
th

is
cr

it
er

io
n
.

S
ec

ti
on

3
d
es

cr
ib

es
th

e
sa

m
p
le

p
re

p
ar

at
io

n
an

d
th

e
ex

p
er

-
im

en
ta

l
p
ro

ce
d
u
re

s
ar

e
gi

ve
n

in
S
ec

ti
on

s
4

an
d

5.
In

S
ec

-
ti

on
6,

ex
p
er

im
en

ta
l
an

d
th

eo
re

ti
ca

l
re

su
lt

s
ar

e
co

m
p
ar

ed
an

d
d
is

cu
ss

ed
in

th
e

fr
am

ew
or

k
of

ot
h
er

re
ce

n
t

ex
p
er

i-
m

en
ts

.
O

n
th

is
b
as

is
,

d
ir

ec
ti

on
s

fo
r

fu
rt

h
er

d
ev

el
op

m
en

t
of

fo
am

rh
eo

lo
gy

m
o
d
el

s
ar

e
p
oi

n
te

d
ou

t.

2
P
re

v
io

u
s

n
o
n
li
n
e
a
r

rh
e
o
lo

g
ic

a
l
e
x
p
e
ri
m

e
n
ts

a
n
d

m
o
d
e
ls

2
.1

E
x
p
e
ri
m

e
n
ts

p
ro

b
in

g
n
o
n
li
n
e
a
r

rh
e
o
lo

g
y

o
f
3
D

fo
a
m

s
a
n
d

c
o
n
c
e
n
tr

a
te

d
e
m

u
ls
io

n
s

E
xp

er
im

en
ts

p
ro

b
in

g
th

e
so

li
d
-l
iq

u
id

tr
a
n
si
ti
o
n

E
x
p
er

im
en

ta
ll
y,

th
e

n
on

li
n
ea

r
rh

eo
lo

gi
ca

l
re

sp
on

se
of

3D
fo

am
at

th
e

tr
an

si
ti

on
fr

om
so

li
d
-l
ik

e
to

li
q
u
id

-l
ik

e
b
e-

h
av

io
u
r

h
as

b
ee

n
st

u
d
ie

d
b
y

m
ea

su
re

m
en

ts
of

th
e

st
re

ss
re

sp
on

se
to

a
st

ea
d
y

ap
p
li
ed

sh
ea

r
ra

te
[4

–6
,1

5]
,

an
d

to
st

ra
in

st
ep

s
su

p
er

im
p
os

ed
to

su
ch

a
co

n
st

an
t

st
ra

in
ra

te
[1

3]
.

T
h
es

e
d
at

a
al

on
e

d
o

n
ot

fu
ll
y

ch
ar

ac
te

ri
ze

th
e

n
on

li
n
ea

r
re

sp
on

se
:

A
s

th
e

sa
m

p
le

p
as

se
s

fr
om

so
li
d
-

li
ke

to
li
q
u
id

-l
ik

e
b
eh

av
io

u
r,

th
er

e
is

tr
an

si
en

t
b
eh

av
io

u
r,

ev
id

en
ce

d
b
y

v
is

co
si

ty
b
if
u
rc

at
io

n
d
y
n
am

ic
s

[1
6]

an
d

th
e

st
re

ss
ov

er
sh

o
ot

re
p
or

te
d

in
sh

ea
r

st
ar

t-
u
p

ex
p
er

i-
m

en
ts

[1
5]

.
T
ra

n
si

en
t

d
y
n
am

ic
s

h
av

e
al

so
b
ee

n
p
ro

b
ed

b
y

ap
p
ly

in
g

os
ci

ll
at

or
y

st
ra

in
[8

,1
2,

17
].

A
t
am

p
li
tu

d
es

fa
r
b
e-

lo
w

th
e

y
ie

ld
st

ra
in

,
th

e
st

re
ss

is
si

n
u
so

id
al

an
d

it
s

am
-

p
li
tu

d
e

sc
al

es
li
n
ea

rl
y

w
it

h
st

ra
in

am
p
li
tu

d
e.

W
h
en

th
e

st
ra

in
am

p
li
tu

d
e

is
in

cr
ea

se
d

n
on

li
n
ea

r
re

sp
on

se
su

ch
as

sh
ea

r-
in

d
u
ce

d
n
or

m
al

st
re

ss
es

se
ts

in
[1

8]
.

B
ey

on
d

th
e

y
ie

ld
st

ra
in

,
th

er
e

is
a

cr
os

so
ve

r
of

th
e

re
al

an
d

im
ag

i-
n
ar

y
p
ar

ts
of

th
e

co
m

p
le

x
sh

ea
r

m
o
d
u
lu

s
as

a
fu

n
ct

io
n

of
st

ra
in

am
p
li
tu

d
e.

T
h
is

fe
at

u
re

is
of

te
n

u
se

d
as

a
cr

it
er

io
n

to
d
et

er
m

in
e

th
e

y
ie

ld
st

ra
in

[8
].

M
or

eo
ve

r,
os

ci
ll
at

or
y

ex
-

p
er

im
en

ts
p
ro

b
in

g
h
ow

so
ft

d
is

or
d
er

ed
m

at
er

ia
ls

y
ie

ld
as

a
fu

n
ct

io
n

of
st

ra
in

ra
te

am
p
li
tu

d
e

h
av

e
re

ce
n
tl

y
sh

ow
n

th
at

fr
eq

u
en

cy
an

d
st

ra
in

am
p
li
tu

d
e

d
ep

en
d
en

ce
ca

n
b
e

ex
p
la

in
ed

in
te

rm
s

of
a

st
ru

ct
u
ra

l
re

la
x
at

io
n

ti
m

e
w

h
ic

h
d
ep

en
d
s

on
st

ra
in

am
p
li
tu

d
e

[9
].

H
ow

ev
er

n
on

e
of

th
es

e

os
ci

ll
at

or
y

ex
p
er

im
en

ts
m

ak
e

u
se

of
th

e
in

fo
rm

at
io

n
co

n
-

ta
in

ed
in

th
e

h
ar

m
on

ic
s

sp
ec

tr
u
m

of
th

e
st

re
ss

re
sp

on
se

,
w

h
ic

h
p
ro

v
id

es
th

e
si

gn
at

u
re

o
f
th

e
p
h
y
si

ca
l
p
ro

ce
ss

es
in

-
vo

lv
ed

in
d
is

si
p
at

io
n
,
as

ex
p
la

in
ed

in
th

e
in

tr
o
d
u
ct

io
n
.

F
lo

w
lo

ca
li
za

ti
o
n

F
lo

w
lo

ca
li
za

ti
on

of
a

y
ie

ld
st

re
ss

fl
u
id

ca
n

o
cc

u
r

as
a

d
i-

re
ct

co
n
se

q
u
en

ce
of

st
re

ss
h
et

er
og

en
ei

ty
.

F
or

ex
am

p
le

,
if

a
st

ea
d
y

to
rq

u
e

is
ap

p
li
ed

in
a

cy
li
n
d
ri

ca
l
C

ou
et

te
ge

om
-

et
ry

,
th

e
st

re
ss

in
cr

ea
se

s
w

it
h

d
ec

re
as

in
g

d
is

ta
n
ce

fr
om

th
e

in
n
er

cy
li
n
d
er

.
If

th
e

st
re

ss
re

m
a
in

s
la

rg
er

th
an

th
e

y
ie

ld
st

re
ss

on
ly

in
th

e
v
ic

in
it
y

of
th

is
cy

li
n
d
er

,
lo

ca
li
ze

d
fl
ow

se
ts

in
.
P

re
v
io

u
s

au
th

o
rs

h
av

e
ru

le
d

ou
t

ot
h
er

fo
rm

s
of

lo
ca

li
ze

d
fo

am
fl
ow

b
ec

au
se

th
ey

ob
ta

in
ed

co
m

p
at

ib
le

re
su

lt
s

in
d
iff

er
en

t
rh

eo
lo

gi
ca

l
ge

om
et

ri
es

[4
,8

].
M

u
lt

ip
le

li
gh

t
sc

at
te

ri
n
g

st
u
d
ie

s
of

th
e

fl
ow

p
ro

fi
le

in
C

ou
et

te
ex

-
p
er

im
en

ts
[4

]
an

d
ob

se
rv

at
io

n
of

th
e

b
u
b
b
le

m
ot

io
n

at
th

e
fr

ee
sa

m
p
le

su
rf

ac
e

fo
r

sa
m

p
le

s
ob

ta
in

ed
w

it
h

a
va

ri
et

y
of

fo
am

in
g

so
lu

ti
on

s
in

th
e

p
la

te
-p

la
te

ge
om

et
ry

[5
]
p
ro

v
id

ed
ad

d
it

io
n
al

ev
id

en
ce

in
fa

vo
u
r

of
th

is
co

n
cl

u
si

on
.
H

ow
ev

er
,

ot
h
er

ex
p
er

im
en

ts
w

it
h

3D
fo

am
s

h
av

e
ev

id
en

ce
d

fl
ow

lo
-

ca
li
za

ti
on

th
at

ca
n
n
ot

b
e

in
te

rp
re

te
d

as
a

d
ir

ec
t

co
n
se

-
q
u
en

ce
of

st
re

ss
h
et

er
og

en
ei

ty
.

C
o
ex

is
te

n
ce

of
so

li
d
-l
ik

e
an

d
fl
ow

in
g

re
g
io

n
s

h
as

b
ee

n
ob

se
rv

ed
in

si
d
e

d
ry

3D
fo

am
u
n
d
er

go
in

g
st

ea
d
y

p
la

n
ar

sh
ea

r
st

ar
t-

u
p

fl
ow

w
h
er

e
th

e
st

re
ss

is
h
om

og
en

eo
u
s
[1

4]
.
M

or
eo

ve
r,

M
R

I
ob

se
rv

at
io

n
s
of

th
e

fl
ow

in
th

e
cy

li
n
d
ri

ca
l
C

ou
et

te
ge

om
et

ry
h
av

e
sh

ow
n

th
at

st
ea

d
y

fl
ow

is
im

p
os

si
b
le

b
el

ow
a

cr
it

ic
al

st
ra

in
ra

te
γ̇
c

[7
].

T
h
is

m
ea

n
s

th
at

fo
r

an
en

gi
n
ee

ri
n
g

st
ra

in
ra

te
sm

al
le

r
th

an
γ̇
c
,
p
ar

t
of

th
e

sa
m

p
le

m
u
st

re
m

ai
n

so
li
d
-l
ik

e
w

h
er

ea
s

an
ot

h
er

p
a
rt

fl
ow

s
a
t

a
sh

ea
r

ra
te

γ̇
c
.

A
t

st
ra

in
ra

te
s

γ̇
la

rg
er

th
an

γ̇
c
,
th

e
st

re
ss

w
as

fo
u
n
d

to
sc

al
e

w
it

h
γ̇

fo
ll
ow

in
g

a
p
ow

er
la

w
.
In

os
ci

ll
at

or
y

sh
ea

r
ex

p
er

im
en

ts
,

sh
ea

r
lo

ca
li
za

ti
on

in
th

e
m

id
dl

e
of

th
e

ga
p

h
as

b
ee

n
ob

-
se

rv
ed

[1
2]

.
T

h
is

is
an

u
n
ex

p
ec

te
d

fo
rm

of
fl
ow

lo
ca

li
za

ti
on

b
ec

au
se

th
e

st
re

ss
is

h
ig

h
es

t
in

th
e

v
ic

in
it
y

of
th

e
in

n
er

cy
li
n
d
er

.
L
et

u
s
n
ot

e
th

at
th

e
fl
ow

of
2D

fo
am

s
h
as

re
ce

n
tl

y
b
ee

n
st

u
d
ie

d
b
y

m
an

y
au

th
or

s,
b
u
t
w

e
w

il
l
n
ot

d
is

cu
ss

th
is

w
or

k
in

th
e

p
re

se
n
t

p
ap

er
fo

cu
ss

ed
on

3D
fo

am
s.

T
h
e

fl
ow

p
ro

fi
le

at
th

e
fr

ee
su

rf
ac

e
of

co
n
ce

n
tr

at
ed

em
u
ls

io
n
s

h
as

b
ee

n
st

u
d
ie

d
in

st
ea

d
y
-s

h
ea

r
ex

p
er

im
en

ts
u
si

n
g

a
C

ou
et

te
ce

ll
[1

9]
.

F
or

em
u
ls

io
n
s

w
it

h
d
is

p
er

se
d

vo
lu

m
e

fr
ac

ti
on

s
w

el
l
ab

ov
e

0.
7,

lo
ca

li
ze

d
fl
ow

is
re

p
or

te
d

w
h
er

ea
s

in
m

or
e

d
il
u
te

em
u
ls

io
n
s,

th
e

fl
ow

w
as

fo
u
n
d

to
b
e

h
om

og
en

eo
u
s

[1
9]

.
In

ot
h
er

re
ce

n
t

st
ea

d
y
-fl

ow
ex

-
p
er

im
en

ts
w

it
h

em
u
ls

io
n
s,

st
ra

in
lo

ca
li
za

ti
on

w
as

fo
u
n
d

on
ly

in
th

e
p
re

se
n
ce

of
at

tr
ac

ti
ve

in
te

ra
ct

io
n
s

b
et

w
ee

n
th

e
d
ro

p
le

ts
[2

0]
.

2
.2

M
o
d
e
ls

fo
r

th
e

rh
e
o
lo

g
y

o
f
so

ft
d
is
o
rd

e
re

d
m

a
te

ri
a
ls

F
lu

id
it
y

m
o
d
el

s
ar

e
b
as

ed
on

a
sc

al
ar

m
ea

su
re

of
th

e
“d

e-
gr

ee
of

ja
m

m
in

g”
or

st
ru

ct
u
ra

l
re

la
x
at

io
n

ti
m

e,
co

u
p
le

d
to

th
e

fl
ow

h
is

to
ry

of
th

e
m

at
er

ia
l:

F
lo

w
b
re

ak
s

u
p

th
e

ja
m

m
ed

st
ru

ct
u
re

an
d

re
d
u
ce

s
th

e
v
is

co
si

ty
.

In
co

n
tr

as
t,

ag
in

g
re

-e
st

a
b
li
sh

es
th

e
ja

m
m

ed
st

ru
ct

u
re

an
d

en
h
an

ce
s

th
e

v
is

co
si

ty
[2

1–
23

].
T

h
e

m
os

t
d
et

ai
le

d
ap

p
ro

ac
h

of
th

is

F
.
R
o
u
y
er

et
a
l.
:
L
a
rg
e
a
m
p
li
tu
d
e
o
sc
il
la
to
ry

st
ra
in

re
sp
o
n
se

o
f
a
q
u
eo
u
s
fo
a
m

3

k
in

d
is

b
as

ed
on

a
M

ax
w

el
l

eq
u
at

io
n

∂
t
σ

=
−a

σ
+

G
γ̇
,

w
h
er

e
th

e
p
ar

am
et

er
a

is
th

e
fl
u
id

it
y

[2
2]

.
A

gi
n
g

an
d

sh
ea

r
re

ju
ve

n
at

io
n

ar
e

ex
p
re

ss
ed

b
y

a
n
on

li
n
ea

r
d
iff

er
-

en
ti

al
eq

u
at

io
n

th
at

d
es

cr
ib

es
th

e
sp

at
ia

l
an

d
te

m
p
or

al
ev

ol
u
ti

on
of

a
,
as

w
el

l
as

it
s

co
u
p
li
n
g

to
st

re
ss

a
n
d

st
ra

in
ra

te
.
T

h
is

m
o
d
el

p
re

d
ic

ts
fl
ow

h
et

er
og

en
ei

ti
es

re
m

in
is

ce
n
t

of
sh

ea
r
b
an

d
in

g,
b
u
t
w

h
ic

h
ar

e
n
ot

in
tr

in
si

c
to

th
e

sa
m

p
le

in
th

e
se

n
se

th
at

th
ey

ar
e

d
ep

en
d
en

t
on

th
e

b
o
u
n
d
a
ry

co
n
-

d
it

io
n
s

fo
r

th
e

fl
u
id

it
y

at
th

e
w

al
ls

co
n
fi
n
in

g
th

e
sa

m
p
le

.

T
h
e

S
G

R
M

o
d
el

T
h
e

so
ft

gl
as

sy
rh

eo
lo

gy
(S

G
R

)
m

o
d
el

is
m

ot
iv

at
ed

b
y

th
e

st
ri

k
in

gl
y

si
m

il
ar

rh
eo

lo
gy

of
fo

am
s,

em
u
ls

io
n
s,

p
as

te
s

an
d

ot
h
er

cl
os

e
p
ac

k
in

gs
of

sm
al

l
so

ft
u
n
it

s,
su

gg
es

ti
n
g

th
at

a
ge

n
er

ic
m

ec
h
an

is
m

m
ay

b
e

in
vo

lv
ed

.
T

h
e

m
o
d
el

ex
p
la

in
s

th
e

rh
eo

lo
gi

ca
l
b
eh

av
io

u
r

in
te

rm
s

of
th

e
d
y
n
am

-
ic

s
of

m
es

os
co

p
ic

el
em

en
ts

[2
4,

25
].

T
h
ey

ar
e

ch
os

en
su

ffi
-

ci
en

tl
y

la
rg

e
co

m
p
ar

ed
to

th
e

b
u
b
b
le

s,
gr

ai
n
s

or
d
ro

p
le

ts
so

th
at

th
e

lo
ca

l
p
ac

k
in

g
st

ru
ct

u
re

is
n
ot

re
so

lv
ed

in
d
et

ai
l

an
d

so
th

at
th

e
lo

ca
l
st

ra
in

,
st

re
ss

an
d

y
ie

ld
st

re
ss

of
an

el
em

en
t

ar
e

w
el

l-
d
efi

n
ed

q
u
an

ti
ti

es
.
A

t
th

e
sa

m
e

ti
m

e,
th

e
m

es
os

co
p
ic

le
n
gt

h
sc

al
e

is
ch

os
en

sm
al

l
en

ou
gh

to
ca

p
tu

re
sp

at
ia

l
va

ri
at

io
n
s

of
lo

ca
l

st
ra

in
,

st
re

ss
an

d
y
ie

ld
st

re
ss

.
T

h
e

S
G

R
m

o
d
el

u
se

s
a

si
m

p
le

m
ea

n
-fi

el
d

co
u
p
li
n
g

b
e-

tw
ee

n
m

es
os

co
p
ic

an
d

m
ac

ro
sc

op
ic

st
re

ss
an

d
it

d
es

cr
ib

es
in

te
ra

ct
io

n
s

b
et

w
ee

n
m

es
os

co
p
ic

re
gi

on
s

in
te

rm
s

of
an

eff
ec

ti
ve

n
oi

se
te

m
p
er

at
u
re

,
d
en

ot
ed

x
.

In
m

or
e

d
et

ai
l,

th
e

S
G

R
m

o
d
el

d
es

cr
ib

es
an

en
se

m
b
le

of
m

es
os

co
p
ic

el
em

en
ts

of
th

e
m

at
er

ia
l,

ea
ch

of
w

h
ic

h
is

ch
ar

ac
te

ri
ze

d
b
y

it
s
lo

ca
l
y
ie

ld
en

er
gy

d
en

si
ty

E
a
n
d

st
ra

in
l,

th
e

la
tt

er
b
ei

n
g

m
ea

su
re

d
re

la
ti

ve
to

a
lo

ca
l
eq

u
il
ib

ri
u
m

co
n
fi
gu

ra
ti

on
.
E

le
m

en
ts

ar
e

as
su

m
ed

to
d
ef

or
m

el
as

ti
ca

ll
y,

w
it

h
l

in
cr

em
en

ti
n
g

in
st

ep
w

it
h

th
e

gl
ob

al
st

ra
in

γ
,
u
n
-

ti
l

th
ei

r
lo

ca
l

el
as

ti
c

en
er

gy
re

ac
h
es

va
lu

es
of

or
d
er

E
;

th
ey

th
en

y
ie

ld
st

o
ch

as
ti

ca
ll
y.

T
h
e

el
as

ti
c

en
er

gy
is

ta
ke

n
to

b
e

of
th

e
si

m
p
le

q
u
ad

ra
ti

c
fo

rm
k
l2

/2
,

w
it

h
k

a
lo

-
ca

l
el

as
ti

c
co

n
st

an
t

th
at

is
as

su
m

ed
to

b
e

u
n
if
or

m
ac

ro
ss

th
e

m
at

er
ia

l
fo

r
si

m
p
li
ci

ty
.
T

h
e

y
ie

ld
ra

te
is

th
e

p
ro

d
u
ct

of
a

m
ic

ro
sc

op
ic

in
ve

rs
e

at
te

m
p
t

ti
m

e
1
/τ

0
,
an

d
an

ac
ti

-
va

ti
on

fa
ct

or
d
et

er
m

in
ed

b
y

th
e

d
iff

er
en

ce
of

th
e

ac
tu

al
el

as
ti

c
en

er
gy

to
th

e
y
ie

ld
va

lu
e.

A
ft

er
a

y
ie

ld
,

el
em

en
ts

ar
e

ta
ke

n
to

h
av

e
ze

ro
lo

ca
l
st

ra
in

(l
=

0)
re

la
ti

ve
to

a
n
ew

lo
ca

l
eq

u
il
ib

ri
u
m

co
n
fi
gu

ra
ti

on
,
as

w
el

l
as

a
n
ew

y
ie

ld
en

-
er

gy
d
ra

w
n

ra
n
d
om

ly
fr

om
so

m
e

fi
x
ed

d
is

tr
ib

u
ti

on
ρ
(E

).
T

h
is

d
is

tr
ib

u
ti

on
on

e
p
re

su
m

es
to

b
e

of
ex

p
on

en
ti

al
fo

rm
,

ρ
(E

)
=

(1
/E

0
)
ex

p
(−

E
/E

0
),

fo
r

E
>

0.
T

h
e

m
ea

n
E

0

of
th

is
is

u
se

d
to

m
ak

e
th

e
eff

ec
ti

ve
te

m
p
er

at
u
re

p
ar

am
e-

te
r

x
d
im

en
si

on
le

ss
,
i.
e.

th
e

en
er

gy
(d

en
si

ty
)

av
ai

la
b
le

fo
r

ac
ti

va
ti

on
is

w
ri

tt
en

as
x
E

0
.

M
at

h
em

at
ic

al
ly

,
th

e
ab

ov
e

as
su

m
p
ti

on
s

ar
e

su
m

m
a-

ri
ze

d
in

th
e

m
as

te
r

eq
u
at

io
n

fo
r

th
e

p
ro

b
ab

il
it
y

P
(E

,l
,t

)
of

a
gi

ve
n

el
em

en
t

h
av

in
g

y
ie

ld
en

er
gy

E
an

d
st

ra
in

l
at

ti
m

e
t:

∂
P ∂
t

=
−γ̇

(t
)
∂
P ∂
l
−

1 τ 0
ex

p

( −
E
−k

l2
/2

x
E

0

) P
+

Y
(t

)δ
(l

)ρ
(E

). (1
)

T
h
e

fi
rs

t
te

rm
o
n

th
e

ri
g
h
t

co
rr

es
p
o
n
d
s

to
th

e
u
n
if
o
rm

in
cr

em
en

t
in

th
e

lo
ca

l
st

ra
in

s
of

al
l
el

em
en

ts
th

at
d
o

n
ot

y
ie

ld
,
a
cc

o
rd

in
g

to
l̇
=

γ̇
.
T

h
e

se
co

n
d

gi
ve

s
th

e
d
ec

re
as

e
in

p
ro

b
a
b
il
it
y

d
u
e

to
y
ie

ld
in

g
,
a
n
d

th
e

th
ir

d
th

e
co

rr
es

p
o
n
d
-

in
g

in
cr

ea
se

in
p
ro

b
a
b
il
it
y

w
h
en

el
em

en
ts

a
re

“
re

b
o
rn

”
af

te
r

a
y
ie

ld
;

th
e

fa
ct

or
Y

(t
)

ca
n

b
e

fo
u
n
d

fr
om

th
e

re
-

q
u
ir

em
en

t
of

co
n
se

rv
at

io
n

of
p
ro

b
ab

il
it
y.

O
n
ce

P
(E

,l
,t

)
h
as

b
ee

n
d
et

er
m

in
ed

,
th

e
gl

ob
al

st
re

ss
Σ

is
ta

ke
n

as
th

e
av

er
ag

e
of

al
l
lo

ca
l
st

re
ss

es
k
l
ac

ro
ss

th
is

d
is

tr
ib

u
ti

on
.

It
is

p
os

si
b
le

,
in

fa
ct

,
to

so
lv

e
fo

r
P

(E
,l

,t
)

an
al

y
ti

ca
ll
y

fo
r

a
gi

ve
n

st
ra

in
h
is

to
ry

γ
(t

),
a
n
d

th
is

le
a
d
s

to
tw

o
co

u
p
le

d
co

n
st

it
u
ti

ve
in

te
gr

al
eq

u
at

io
n
s
fo

r
Σ

(t
)
an

d
Y

(t
)

[2
4]

.
O

n
e

ca
n

sh
ow

th
at

a
gl

as
s

(o
r

ja
m

m
in

g)
tr

an
si

ti
on

ta
ke

s
p
la

ce
in

th
e

S
G

R
m

o
d
el

at
x

=
1

[2
5,

26
].

F
or

sm
al

le
r

x
an

d
in

th
e

ab
se

n
ce

of
st

ea
d
y

sh
ea

r,
th

e
sy

st
em

co
n
ti

n
u
es

to
ev

ol
ve

w
it

h
ou

t
ev

er
re

ac
h
in

g
eq

u
il
ib

ri
u
m

:
it

ag
es

.
W

e
w

il
l

se
e,

h
ow

ev
er

,
th

at
th

e
ex

p
er

im
en

ta
l

d
at

a
p
re

se
n
te

d
b
el

ow
ca

n
b
e

re
as

on
ab

ly
fi
tt

ed
u
si

n
g

va
lu

es
of

x
gr

ea
te

r
th

an
u
n
it
y.

C
on

se
q
u
en

tl
y

w
e

w
il
l
fo

cu
s
on

th
e

st
ea

d
y
-s

ta
te

p
re

d
ic

ti
on

s
of

th
e

m
o
d
el

.
F
or

os
ci

ll
at

or
y

st
ra

in
,
in

p
ar

ti
cu

-
la

r,
th

e
a
m

p
li
tu

d
e

a
n
d

fr
eq

u
en

cy
d
ep

en
d
en

t
co

m
p
le

x
sh

ea
r

m
o
d
u
lu

s
G

∗ (
Γ

0
,ω

)
a
n
d

th
e

re
si

d
u
a
l
q

(s
ee

S
ec

t.
4

fo
r

d
ef

-
in

it
io

n
s)

ca
n

th
en

b
e

fo
u
n
d

b
y

so
lv

in
g

th
e

co
n
st

it
u
ti

ve
eq

u
at

io
n

n
u
m

er
ic

al
ly

as
ou

tl
in

ed
in

re
fe

re
n
ce

[2
6]

.
W

e
b
ri

efl
y

d
is

cu
ss

w
h
ic

h
p
a
ra

m
et

er
s

a
p
p
ea

r
w

h
en

fi
t-

ti
n
g

p
re

d
ic

ti
on

s
of

th
e

S
G

R
m

o
d
el

to
ex

p
er

im
en

ta
l
d
at

a.
T

h
e

el
as

ti
c

(G
′ )

an
d

v
is

co
u
s

(G
′′ )

co
m

p
o
n
en

ts
o
f
th

e
co

m
-

p
le

x
m

o
d
u
lu

s
G

∗
=

G
′ +

iG
′′

b
ot

h
sc

al
e

w
it

h
th

e
lo

ca
l

el
as

ti
c

co
n
st

an
t

k
;
th

is
ca

n
b
e

el
im

in
at

ed
b
y

n
or

m
al

iz
in

g
b
y

th
e

li
n
ea

r
re

sp
on

se
li
m

it
va

lu
e

(d
en

ot
ed

G
b
el

ow
)

of
G

′
at

ea
ch

gi
ve

n
an

gu
la

r
fr

eq
u
en

cy
ω
.

T
h
e

d
ep

en
d
en

ce
o
n

fr
eq

u
en

cy
o
f

th
e

S
G

R
p
re

d
ic

ti
o
n
s

is
th

ro
u
g
h

th
e

d
i-

m
en

si
on

le
ss

co
m

b
in

at
io

n
Ω

=
ω
τ 0

.
S
im

il
ar

ly
,

th
e

d
ep

en
-

d
en

ce
on

th
e

st
ra

in
am

p
li
tu

d
e

Γ
0

is
th

ro
u
gh

a
sc

al
ed

st
ra

in
Γ

0
/Γ

S
G

R
;
th

e
re

le
va

n
t
sc

al
e

is
se

t
b
y

Γ
S
G

R
=

√ E
0
/k

.
T

h
e

fi
tt

in
g

p
ro

ce
d
u
re

th
er

ef
o
re

in
v
o
lv

es
fi
n
d
in

g
o
p
ti

m
a
l
va

lu
es

fo
r

x
,
Ω

a
n
d

Γ
S
G

R
.
T

h
e

re
su

lt
ca

n
n
ot

b
e

ca
st

in
an

y
si

m
-

p
le

ex
p
li
ci

t
fo

rm
b
u
t

ex
am

p
le

s
of

th
e

va
ri

at
io

n
of

G
∗

w
it

h
am

p
li
tu

d
e

ca
n

b
e

fo
u
n
d

in
S
ec

ti
on

6.
4

b
el

ow
.

V
is
co

el
a
st

o
p
la

st
ic

m
o
d
el

s

S
ev

er
al

co
n
st

it
u
ti

ve
la

w
s

[1
,2

6–
29

],
b
as

ed
on

th
e

as
so

ci
a-

ti
on

of
sp

ri
n
gs

,
sl

id
er

s
an

d
v
is

co
u
s

el
em

en
ts

,
h
av

e
b
ee

n
p
ro

p
os

ed
to

d
es

cr
ib

e
p
h
en

om
en

ol
og

ic
al

ly
th

e
h
om

og
e-

n
eo

u
s

fl
ow

of
co

m
p
le

x
y
ie

ld
st

ra
in

fl
u
id

s
si

m
il
ar

to
fo

am
s.

If
th

e
d
ef

or
m

at
io

n
is

q
u
as

is
ta

ti
c,

v
is

co
u
s
eff

ec
ts

va
n
is

h
an

d
el

as
to

p
la

st
ic

b
eh

av
io

u
r
is

ex
p
ec

te
d

to
b
e

d
om

in
an

t.
In

th
is

ca
se

,
fo

am
m

ay
b
e

m
im

ic
ke

d
b
y

a
sp

ri
n
g

co
n
n
ec

te
d

in
se

-
ri

es
w

it
h

a
sl

id
er

.
T

h
e

sp
ri

n
g

re
p
re

se
n
ts

th
e

st
a
ti

c
el

a
st

ic
re

sp
o
n
se

,
ch

a
ra

ct
er

iz
ed

b
y

a
sh

ea
r
m

o
d
u
lu

s
G

,
w

h
er

ea
s
th

e
sl

id
er

sc
h
em

at
ic

al
ly

d
es

cr
ib

es
th

e
y
ie

ld
in

g
(c

f.
F
ig

.
1a

).
It

b
eh

av
es

a
s

a
ri

g
id

li
n
k

w
h
en

su
b
je

ct
ed

to
a

fo
rc

e
w

h
o
se

m
ag

n
it

u
d
e

is
b
el

ow
a

th
re

sh
ol

d
an

d
it

sl
id

es
fr

ee
ly

fo
r

fo
rc

es
of

la
rg

er
m

ag
n
it

u
d
e

(c
f.

F
ig

.
1b

).
In

a
m

at
er

ia
l,

th
e

fo
rc

e
an

d
it

s
th

re
sh

ol
d

va
lu

e,
re

sp
ec

ti
ve

ly
,

co
rr

es
p
on

d
to

th
e

st
re

ss
Σ

an
d

th
e

y
ie

ld
st

re
ss

Σ
y

w
h
er

e
p
la

st
ic

fl
ow

se
ts

in
.
T
o

ou
r

k
n
ow

le
d
ge

,
th

e
fi
rs

t
an

al
y
ti

ca
l
p
re

d
ic

ti
on

of
th

e
st

re
ss

re
sp

on
se

to
an

os
ci

ll
at

or
y

st
ra

in
of

an
el

as
to

p
la

st
ic

m
at

er
ia

l
is

p
re

se
n
te

d
in

[2
8]

.
T

h
e

co
m

p
le

x
m

o
d
u
lu

s
an

d
th

e
st

re
ss

h
a
rm

o
n
ic

sp
ec

tr
u
m

a
re

g
iv

en
in

A
p
p
en

d
ix

A
.

HDR - Florence ROUYER- Articles en lien avec le chapitre 1 : Rhéologie des mousses aqueuses 



4
T
h
e
E
u
ro
p
ea
n
P
h
y
si
ca
l
J
o
u
rn
a
l
E

F
ig

.
1
.
(a
)
S
ch
em

a
ti
c
m
o
d
el

o
f
el
a
st
o
p
la
st
ic

b
eh

av
io
u
r
b
a
se
d

o
n
a
sp
ri
n
g
a
n
d
a
sl
id
er
,
re
p
re
se
n
ti
n
g
,
re
sp
ec
ti
v
el
y,

a
n
el
a
st
ic

m
o
d
u
lu
s

G
a
n
d
a
y
ie
ld

st
re
ss

Σ
y
.
(b
)
S
tr
es
s-
st
ra
in

re
la
ti
o
n
sh
ip

o
f
su
ch

a
n
el
a
st
o
p
la
st
ic

el
em

en
t.

T
o

in
tr

o
d
u
ce

sc
h
em

at
ic

al
ly

v
is

co
el

as
ti

c
b
eh

av
io

u
r

at
lo

w
st

ra
in

am
p
li
tu

d
es

an
d

to
fi
t

th
e

y
ie

ld
in

g
tr

an
si

ti
on

m
or

e
ac

cu
ra

te
ly

,
an

ad
d
it

io
n
al

v
is

co
u
s

el
em

en
t

an
d

a
p
h
e-

n
om

en
ol

og
ic

al
y
ie

ld
fu

n
ct

io
n

h
av

e
b
ee

n
in

tr
o
d
u
ce

d
[2

6,
27

].
A

si
m

il
ar

m
o
d
el

h
as

al
so

re
ce

n
tl

y
b
ee

n
p
ro

p
os

ed
in

th
e

co
n
te

x
t

of
co

m
p
le

x
p
ol

y
m

er
ic

fl
u
id

s
[3

0]
.

T
o

su
m

m
ar

iz
e,

th
es

e
v
is

co
el

as
to

p
la

st
ic

m
o
d
el

s
in

vo
lv

in
g

sp
ri

n
gs

,
sl

id
er

s
an

d
v
is

co
u
s

el
em

en
ts

d
o

n
ot

ex
p
la

in
th

e
p
h
y
si

ca
l
m

ec
h
a-

n
is

m
s

in
vo

lv
ed

in
fo

am
rh

eo
lo

gy
on

th
e

b
u
b
b
le

or
m

es
o-

sc
op

ic
sc

al
e,

b
u
t

th
ey

h
av

e
th

e
m

er
it

of
p
ro

v
id

in
g

si
m

p
le

co
n
st

it
u
ti

ve
la

w
s

w
h
er

e
th

e
in

fo
rm

at
io

n
co

n
ta

in
ed

in
ex

-
p
er

im
en

ta
l
d
at

a
is

re
d
u
ce

d
to

a
re

la
ti

ve
ly

sm
al

l
n
u
m

b
er

of
p
ar

am
et

er
s.

H
ow

ev
er

,
th

ey
ar

e
re

st
ri

ct
ed

to
fl
ow

re
gi

m
es

w
h
er

e
st

ra
in

lo
ca

li
za

ti
on

d
o
es

n
ot

o
cc

u
r.

3
S
a
m

p
le

s

W
e

u
se

st
ab

le
fo

am
s

fo
r

w
h
ic

h
d
ra

in
ag

e,
co

ar
se

n
in

g
an

d
b
u
b
b
le

co
al

es
ce

n
ce

ar
e

n
eg

li
gi

b
le

ov
er

th
e

d
u
ra

ti
on

of
a

rh
eo

lo
gi

ca
l

m
ea

su
re

m
en

t.
W

e
st

u
d
y

G
il
le

tt
e

sh
av

in
g

cr
ea

m
w

h
ic

h
h
as

b
ee

n
u
se

d
in

m
an

y
rh

eo
lo

gi
ca

l
ex

p
er

-
im

en
ts

p
u
b
li
sh

ed
in

th
e

li
te

ra
tu

re
[2

].
It

s
m

ea
su

re
d

ga
s

vo
lu

m
e

fr
ac

ti
on

is
92

.5
±

0.
5%

.
W

e
al

so
in

ve
st

ig
at

e
a

se
c-

on
d

k
in

d
of

fo
am

th
at

w
il
l
b
e

ca
ll
ed

A
O

K
.
It

is
ge

n
er

at
ed

b
y

in
je

ct
in

g
a

ga
s
an

d
a

p
ol

y
m

er
su

rf
ac

ta
n
t
b
as

ed
aq

u
eo

u
s

so
lu

ti
on

in
to

a
co

lu
m

n
fi
ll
ed

w
it

h
gl

as
s
b
ea

d
s,

as
d
es

cr
ib

ed
el

se
w

h
er

e
[1

4]
.

T
h
is

so
lu

ti
on

co
n
ta

in
s

1.
5%

g/
g

so
d
iu

m
α
-o

le
fi
n

su
lf
on

at
e

(A
O

K
,

W
it

co
C

h
em

ic
al

s)
,

0.
2%

g/
g

P
ol

ye
th

y
le

n
e-

ox
id

e
(M

w
=

3
×

10
5
g

m
ol

−
1
,
A

ld
ri

ch
)

an
d

0.
4%

g/
g

d
o
d
ec

an
ol

(A
ld

ri
ch

).
It

s
su

rf
ac

e
te

n
si

on
an

d
v
is

-
co

si
ty

ar
e

si
m

il
ar

to
th

os
e

of
th

e
G

il
le

tt
e

fo
am

in
g

so
lu

ti
on

.
T

h
e

ga
s

is
n
it

ro
ge

n
co

n
ta

in
in

g
p
er

fl
u
or

oh
ex

an
e

va
p
ou

r.
T

h
e

m
ea

su
re

d
ga

s
vo

lu
m

e
fr

ac
ti

on
of

th
e

A
O

K
fo

am
sa

m
-

p
le

s
is

97
.0

±
0.

3%
.

A
ll

ex
p
er

im
en

ts
ar

e
p
er

fo
rm

ed
at

a
te

m
p
er

at
u
re

of
21

±
1
◦ C

.
T
o

m
im

im
iz

e
th

e
rh

eo
lo

gi
ca

l
m

em
or

y
of

th
e

fl
ow

h
is

to
ry

d
u
e

to
sa

m
p
le

in
je

ct
io

n
in

to
th

e
rh

eo
m

et
er

,
G

il
le

tt
e

sa
m

p
le

s
ar

e
al

lo
w

ed
to

co
ar

se
n

fo
r

ei
th

er
30

or
60

m
in

u
te

s
b
ef

or
e

th
e

ex
p
er

im
en

t
is

st
ar

te
d
.

T
h
is

le
ad

s
to

av
er

ag
e

b
u
b
b
le

d
ia

m
et

er
s
eq

u
al

to
28

μ
m

an
d

36
μ
m

,
re

sp
ec

ti
ve

ly
.

F
or

A
O

K
fo

am
,

th
e

ex
p
er

im
en

ts
ar

e
d
on

e
20

m
in

u
te

s
af

te
r

sa
m

p
le

in
je

ct
io

n
w

h
en

th
e

av
er

ag
e

b
u
b
b
le

d
ia

m
et

er
is

50
μ
m

.
N

ot
e

th
at

A
O

K
fo

am
s

co
ar

se
n

m
u
ch

m
or

e
sl

ow
ly

th
an

G
il
le

tt
e

fo
am

s.

4
R
h
e
o
lo

g
ic

a
l
e
x
p
e
ri
m

e
n
ts

a
n
d

d
a
ta

a
n
a
ly

si
s

Im
m

ed
ia

te
ly

af
te

r
it

s
p
ro

d
u
ct

io
n
,
th

e
fo

am
is

in
je

ct
ed

in
to

th
e

cy
li
n
d
ri

ca
l
C

ou
et

te
ce

ll
of

a
rh

eo
m

et
er

(B
oh

li
n

C
V

O
R

-
15

0)
w

it
h

an
in

n
er

ra
d
iu

s
r i

=
21

m
m

,
an

ou
te

r
ra

d
iu

s
r o

=
25

m
m

an
d

a
ro

to
r

h
ei

gh
t

H
=

48
m

m
.

T
o

p
re

ve
n
t

w
al

l
sl

ip
,

cl
os

el
y

sp
ac

ed
0.

2
m

m
d
ee

p
gr

o
ov

es
p
ar

al
le

l
to

th
e

ax
is

of
th

e
cy

li
n
d
er

s
ar

e
ca

rv
ed

in
to

th
e

su
rf

ac
es

in
co

n
-

ta
ct

w
it

h
th

e
fo

am
.

T
h
e

ai
r

in
co

n
ta

ct
w

it
h

th
e

sa
m

p
le

s
is

sa
tu

ra
te

d
w

it
h

h
u
m

id
it
y

to
av

oi
d

ev
ap

or
at

io
n
.

W
h
en

th
e

sa
m

p
le

h
as

ag
ed

as
d
es

cr
ib

ed
in

th
e

p
re

v
io

u
s

se
ct

io
n
,

w
e

ap
p
ly

a
si

n
u
so

id
al

sh
ea

r
st

ra
in

b
y

ro
ta

ti
n
g

th
e

in
n
er

cy
li
n
d
er

.
T

h
e

fr
eq

u
en

cy
ν

=
ω
/
2π

,
is

fi
x
ed

ei
th

er
to

1
H

z
or

0.
3

H
z

an
d

th
e

st
ra

in
a
m

p
li
tu

d
e

Γ
0

is
in

cr
ea

se
d

fr
om

10
−

3

to
3.

T
h
is

sw
ee

p
is

d
iv

id
ed

in
to

st
ep

s
w

h
er

e
th

e
am

p
li
tu

d
e

is
co

n
st

an
t,

la
st

in
g

5
se

co
n
d
s

fo
r

1
H

z
an

d
10

se
co

n
d
s

fo
r

0.
3

H
z.

T
h
e

rh
eo

m
et

er
is

op
er

at
in

g
in

a
co

n
tr

ol
le

d
st

ra
in

m
o
d
e.

D
u
ri

n
g

th
e

ex
p
er

im
en

t
it

re
co

rd
s

as
a

fu
n
ct

io
n

of
ti

m
e

th
e

en
gi

n
ee

ri
n
g

st
ra

in
Γ

(t
)

=
Γ

0
R

e[
ex

p
(−

iω
t)

],
w

h
ic

h
is

d
ed

u
ce

d
fr

om
th

e
an

gl
e

of
ro

ta
ti

on
of

th
e

in
n
er

cy
li
n
d
er

θ(
t)

as

Γ
(t

)
=

8
r2 i

r2 o
θ(

t)

(r
i
+

r o
)3

(r
i
−

r o
)

.
(2

)

N
ot

e
th

at
fo

r
li
n
ea

r
el

as
ti

c
or

N
ew

to
n
ia

n
m

at
er

ia
ls

,
th

is
m

ac
ro

sc
op

ic
q
u
an

ti
ty

is
eq

u
al

to
th

e
st

ra
in

in
th

e
m

id
d
le

of
th

e
ga

p
.

T
h
e

rh
eo

m
et

er
al

so
re

co
rd

s
th

e
sh

ea
r

st
re

ss
in

th
e

m
id

d
le

of
th

e
ga

p
Σ

(t
)

w
h
ic

h
is

d
ed

u
ce

d
fr

om
th

e
to

rq
u
e

M
(t

)
a
p
p
li
ed

to
th

e
in

n
er

cy
li
n
d
er

Σ
(t

)
=

2M
(t

)

π
H

(r
o

+
r i

)2
.

(3
)

T
o

fi
rs

t
or

d
er

in
(r

o
−

r i
)/

r i
,
th

is
st

re
ss

is
eq

u
al

to
th

e
sp

a-
ti

al
ly

av
er

ag
ed

st
re

ss
in

th
e

sa
m

p
le

,
an

d
in

th
e

fo
ll
ow

in
g,

w
e

w
il
l
n
eg

le
ct

th
e

d
is

ti
n
ct

io
n

b
et

w
ee

n
th

es
e

tw
o

st
re

ss
es

.
T
o

an
al

y
ze

th
e

st
re

ss
d
at

a,
w

e
d
ec

om
p
os

e
th

em
as

fo
ll
ow

s:

Σ
(t

)
=

Γ
0
R

e
[ G

∗
(Γ

0
,ω

)
eiω

t
] +

Δ
Σ

(t
).

(4
)

T
h
e

fi
rs

t
te

rm
is

th
e

fu
n
d
a
m

en
ta

l
h
ar

m
on

ic
co

m
p
on

en
t.

It
is

re
la

te
d

to
th

e
ap

p
li
ed

st
ra

in
v
ia

G
∗ (

Γ
0
,ω

),
d
efi

n
ed

as
th

e
ra

ti
o

of
th

e
fu

n
d
am

en
ta

l
h
ar

m
on

ic
co

m
p
on

en
ts

of
sh

ea
r

st
re

ss
an

d
st

ra
in

.
N

ot
e

th
at

in
th

e
li
m

it
of

sm
al

l
st

ra
in

am
p
li
tu

d
e,

G
∗ (

Γ
0
,ω

)
d
o
es

n
ot

d
ep

en
d

on
Γ

0
an

d
co

n
ve

rg
es

to
th

e
u
su

al
li
n
ea

r
co

m
p
le

x
sh

ea
r

m
o
d
u
lu

s.
T

h
e

se
co

n
d

te
rm

in
eq

u
at

io
n

(4
),

Δ
Σ

(t
),

co
n
ta

in
s

th
e

co
n
tr

ib
u
ti

on
s

of
al

l
th

e
h
ig

h
er

st
re

ss
h
ar

m
on

ic
s

Δ
Σ

(t
)

=

∞ ∑ n
=

2

h
n

co
s(

n
ω
t
+

ϕ
n
),

(5
)

w
h
er

e

h
n

=
π ω

∣ ∣ ∣ ∣ ∣∫ 2π
/
ω

0

e−
in

ω
t
Σ

(t
)d

t∣ ∣ ∣ ∣ ∣.
(6

)

A
s

sh
ow

n
in

F
ig

u
re

2
th

e
th

ir
d

h
a
rm

o
n
ic

(n
=

3
)

p
ro

v
id

es
th

e
d
om

in
an

t
p
ar

t
of

th
e

n
on

li
n
ea

r
re

sp
on

se
,
an

d
co

n
tr

i-
b
u
ti

o
n
s

fr
o
m

h
a
rm

o
n
ic

s
w

h
er

e
n

is
ev

en
or

gr
ea

te
r

th
an

9

F
.
R
o
u
y
er

et
a
l.
:
L
a
rg
e
a
m
p
li
tu
d
e
o
sc
il
la
to
ry

st
ra
in

re
sp
o
n
se

o
f
a
q
u
eo
u
s
fo
a
m

5

F
ig

.
2
.
S
tr
es
s
re
si
d
u
a
l
q
d
efi

n
ed

in
eq
u
a
ti
o
n
(7
)
a
n
d
o
d
d
h
a
r-

m
o
n
ic
s
fr
o
m

n
=

3
to

9
ve

rs
u
s
n
o
rm

a
li
se
d
st
ra
in

a
m
p
li
tu
d
e,

fo
r
A
O
K

fo
a
m

a
t
1
H
z.

T
h
e
h
a
rm

o
n
ic
s
a
re

n
o
rm

a
li
ze
d
in

th
e

sa
m
e
w
ay

a
s
th
e
st
re
ss

re
si
d
u
a
l.

ar
e

fo
u
n
d

to
b
e

in
si

gn
ifi

ca
n
t.

T
o

q
u
an

ti
fy

th
e

n
o
n
li
n
ea

ri
ty

of
th

e
rh

eo
lo

gi
ca

l
re

sp
on

se
in

a
gl

ob
al

w
ay

,
w

e
d
efi

n
e

th
e

st
re

ss
re

si
d
u
al

q
as

th
e

d
im

en
si

on
le

ss
ro

ot
-m

ea
n
-s

q
u
ar

e
va

ri
at

io
n

of
Δ

Σ
(t

)

q
=

√ ∫
Δ

Σ
2
(t

)d
t

∫ Σ
2
(t

)d
t

=

√ √ √ √
∑ 4 i=

1
h

2 2
i+

1

h
2 1

+
∑ 4 i=

1
h

2 2
i+

1

.
(7

)

In
ou

r
ex

p
er

im
en

ts
,
q

is
al

m
os

t
eq

u
al

to
th

e
am

p
li
tu

d
e

of
th

e
th

ir
d

h
ar

m
on

ic
.

W
e

n
ev

er
th

el
es

s
d
is

cu
ss

ou
r

d
at

a
in

te
rm

s
of

q
to

p
ro

v
id

e
a

co
n
n
ec

ti
on

w
it

h
th

e
S
G

R
m

o
d
el

.
W

e
al

so
an

al
y
se

th
e

F
ou

ri
er

sp
ec

tr
u
m

of
th

e
re

co
rd

ed
st

ra
in

si
gn

al
Γ

(t
)

w
h
ic

h
sh

ou
ld

id
ea

ll
y

b
e

p
er

fe
ct

ly
si

n
u
-

so
id

al
.
It

s
an

h
ar

m
on

ic
re

si
d
u
al

,
d
efi

n
ed

in
an

al
og

y
w

it
h

q,
is

fo
u
n
d

to
b
e

sm
al

le
r

th
an

0.
00

2.
T

h
er

ef
or

e,
w

e
co

n
cl

u
d
e

th
at

n
on

li
n
ea

r
st

re
ss

re
sp

on
se

w
it

h
q

w
el

l
ab

ov
e

0.
00

2
is

d
u
e

on
ly

to
th

e
n
on

li
n
ea

r
rh

eo
lo

gi
ca

l
re

sp
on

se
of

th
e

fo
am

.

5
M

e
a
su

re
m

e
n
t

o
f
th

e
lo

c
a
l
st

ra
in

a
n
d

st
re

ss

B
ef

or
e

th
e

sh
ea

r
ex

p
er

im
en

t
w

e
d
ra

w
a

b
la

ck
ra

d
ia

l
li
n
e

on
th

e
fr

ee
fo

am
su

rf
ac

e
b
et

w
ee

n
th

e
tw

o
cy

li
n
d
er

s,
u
si

n
g

a
su

sp
en

si
on

m
ad

e
of

ca
rb

on
b
la

ck
p
ar

ti
cl

es
d
is

p
er

se
d

in
th

e
fo

am
in

g
so

lu
ti

on
.
W

h
en

os
ci

ll
at

or
y

sh
ea

r
is

ap
p
li
ed

b
y

ro
ta

ti
n
g

th
e

in
n
er

cy
li
n
d
er

,
th

e
b
u
b
b
le

s
m

ov
e

to
a

g
o
o
d

ap
p
ro

x
im

at
io

n
on

tr
a
je

ct
or

ie
s

w
h
os

e
ra

d
ia

l
co

or
d
in

at
e

r
is

co
n
st

an
t

(c
f.

F
ig

.
3)

.
T

h
e

b
la

ck
li
n
e

is
u
se

d
as

a
tr

ac
er

an
d

w
e

re
co

rd
it

s
d
ef

or
m

ed
sh

ap
e

as
a

fu
n
ct

io
n

of
ti

m
e

u
s-

in
g

a
C

C
D

ca
m

er
a.

T
h
e

cu
rv

il
in

ea
r

d
is

p
la

ce
m

en
t

of
tr

ac
er

p
oi

n
ts

al
on

g
th

ei
r

ci
rc

u
la

r
tr

a
je

ct
or

ie
s

is
ob

se
rv

ed
as

a
fu

n
ct

io
n

of
r

an
d

ti
m

e
t.

F
o
r

r
=

r i
,

th
e

b
u
b
b
le

s
m

ov
e

w
it

h
in

ex
p
er

im
en

ta
l
ac

cu
ra

cy
at

th
e

sa
m

e
ve

lo
ci

ty
as

th
e

in
n
er

cy
li
n
d
er

a
n
d

a
t

r
=

r o
th

ey
ar

e
im

m
ob

il
e.

T
h
is

ob
-

se
rv

at
io

n
ex

cl
u
d
es

an
y

w
al

l
sl

ip
.

F
ig

.
3
.
T
o
p
v
ie
w

o
f
th
e
C
o
u
et
te

ce
ll
il
lu
st
ra
ti
n
g
th
e
co
o
rd
i-

n
a
te
s
u
se
d
in

th
e
a
n
a
ly
si
s.
T
h
e
d
a
sh
ed

li
n
e
re
p
re
se
n
ts

th
e
tr
a
ce
r

p
o
si
ti
o
n
b
ef
o
re

sh
ea
r,

a
n
d
th
e
co
n
ti
n
u
o
u
s
th
ic
k
li
n
e
sh
ow

s
it
s

p
o
si
ti
o
n
a
ft
er

ro
ta
ti
o
n
o
f
th
e
in
n
er

cy
li
n
d
er
.
T
h
e
th
ic
k
a
rr
ow

re
p
re
se
n
ts

th
e
a
m
p
li
tu
d
e
o
f
th
e
cu

rv
il
in
ea
r
tr
a
ce
r
d
is
p
la
ce
m
en
t

s 0
(r
),

m
ea
su
re
d
a
t
a
ti
m
e

t
w
h
en

Γ
(t
)
re
a
ch
es

it
s
m
a
x
im

u
m

va
lu
e

Γ
0
.

W
e

fo
cu

s
n
ex

t
o
n

th
e

a
m

p
li
tu

d
e

o
f
th

e
b
u
b
b
le

d
is

p
la

ce
-

m
en

ts
d
u
ri

n
g

o
n
e

o
sc

il
la

ti
o
n

p
er

io
d
.
T

h
e

a
m

p
li
tu

d
e

o
f
th

e
cu

rv
il
in

ea
r

b
u
b
b
le

d
is

p
la

ce
m

en
t

a
t

a
ra

d
iu

s
r

is
d
en

ot
ed

s 0
(r

).
T

h
e

lo
ca

l
sh

ea
r

st
ra

in
am

p
li
tu

d
e

γ
0
(r

)
is

ex
tr

ac
te

d
fr

om
th

is
fu

n
ct

io
n

b
y

th
e

fo
ll
ow

in
g

ex
p
re

ss
io

n
,
ap

p
li
ed

fo
r

a
cl

os
el

y
sp

ac
ed

se
t
of

ra
d
ii
,
co

ve
ri

n
g

th
e

ra
n
ge

r i
<

r
<

r o
:

γ
0
(r

)
=

∂
s 0

(r
)

∂
r

−
s 0

(r
)

r
.

(8
)

T
h
e

d
er

iv
at

iv
e

in
th

is
ex

p
re

ss
io

n
is

ev
al

u
at

ed
ap

p
ro

x
i-

m
at

el
y

b
y

co
n
st

ru
ct

in
g

a
ta

n
ge

n
t

to
th

e
ex

p
er

im
en

ta
l

s 0
(r

)
cu

rv
e.

D
u
e

to
th

e
im

p
er

fe
ct

io
n

o
f

th
e

tr
a
ce

r,
th

is
co

n
st

ru
ct

io
n

is
n
ot

ac
cu

ra
te

fo
r

r
ve

ry
cl

o
se

to
ei

th
er

r o
or

r i
a
n
d

th
e

co
rr

es
p
o
n
d
in

g
p
o
in

ts
a
re

o
m

it
te

d
.
T

h
e

se
co

n
d

te
rm

th
at

is
su

b
tr

ac
te

d
on

th
e

ri
gh

t-
h
an

d
si

d
e

re
p
re

se
n
ts

th
e

ch
a
n
g
e

o
f
s 0

w
it

h
r

ex
p
ec

te
d

fo
r

a
ri

gi
d

ro
ta

ti
on

w
it

h
-

o
u
t

a
n
y

st
ra

in
.

S
im

il
ar

ly
,

w
e

ca
n

lo
ok

at
st

re
ss

am
p
li
tu

d
es

,
d
en

ot
in

g
Σ

0
a
n
d

σ
0
(r

)
th

e
am

p
li
tu

d
es

of
th

e
fu

n
d
am

en
ta

l
h
ar

m
on

ic
co

m
p
on

en
ts

of
th

e
sh

ea
r

st
re

ss
Σ

(t
)

an
d

of
th

e
lo

ca
l
st

re
ss

σ
a
t

a
ra

d
iu

s
r.

S
in

ce
in

er
ti

al
fo

rc
es

ac
ti

n
g

on
th

e
fo

am
ar

e
n
eg

li
gi

b
le

in
th

e
in

ve
st

ig
at

ed
ra

n
ge

of
fr

eq
u
en

ci
es

an
d

st
ra

in
am

p
li
tu

d
es

,
an

d
in

v
ie

w
of

eq
u
at

io
n

(3
),

th
ey

ar
e

re
la

te
d

as
fo

ll
ow

s
[3

1]
:

σ
0
(r

)
=

Σ
0
(r

o
+

r i
)2

4
r2

.
(9

)

6
R
e
su

lt
s

a
n
d

d
is
c
u
ss

io
n

6
.1

O
n
se

t
o
f
st

ra
in

lo
c
a
li
z
a
ti
o
n

T
o

m
on

it
or

fl
ow

h
om

og
en

ei
ty

,
w

e
ob

se
rv

e
th

e
b
u
b
b
le

m
o-

ti
on

at
th

e
fr

ee
su

rf
ac

e
of

G
il
le

tt
e

sa
m

p
le

s
as

d
es

cr
ib

ed
in
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6
T
h
e
E
u
ro
p
ea
n
P
h
y
si
ca
l
J
o
u
rn
a
l
E

F
ig

.
4
.
a
)
N
o
rm

a
li
ze
d
a
m
p
li
tu
d
e
o
f
th
e
cu

rv
il
in
ea
r
d
is
p
la
ce
-

m
en
t
ve

rs
u
s
ra
d
ia
l
d
is
ta
n
ce

fo
r
in
cr
ea
si
n
g
st
ra
in

a
m
p
li
tu
d
es

Γ
0

p
p
li
ed

to
th
e
sa
m
e
sa
m
p
le

(G
il
le
tt
e
fo
a
m
,
b
u
b
b
le

d
ia
m
et
er

=
2
8

μ
m
)
a
t
1
H
z.

T
h
e
d
a
sh
ed

li
n
e
co
rr
es
p
o
n
d
s
to

th
e
d
is
p
la
ce
-

m
en
t
ex
p
ec
te
d
fo
r
li
n
ea
r
el
a
st
ic
d
ef
o
rm

a
ti
o
n
o
r
N
ew

to
n
ia
n
fl
ow

(E
q
.
(1
0
)
w
it
h

A
=

−0
.1
1
m
m

−
1
a
n
d

B
=

7
1
m
m
).
T
y
p
ic
a
l
er
-

ro
r
b
a
rs

a
re

in
d
ic
a
te
d
.
b
)
L
o
ca
l
st
ra
in

a
m
p
li
tu
d
es

d
er
iv
ed

fr
o
m

(a
)
u
si
n
g
eq
u
a
ti
o
n
(8
)
p
lo
tt
ed

ve
rs

u
s
th
e
ra
d
ia
l
co
o
rd
in
a
te
.
T
h
e

d
o
tt
ed

li
n
es

co
rr
es
p
o
n
d
to

th
e
lo
ca
l
a
m
p
li
tu
d
e
ex
p
ec
te
d
in

th
e

m
id
d
le

o
f
th
e
g
a
p
fo
r
li
n
ea
r
el
a
st
ic

d
ef
o
rm

a
ti
o
n
o
r
N
ew

to
n
ia
n

fl
ow

(γ
0
((

r i
+

r o
)/
2
)
=

Γ
0
).

S
ec

ti
on

5.
A

s
a

re
fe

re
n
ce

,
w

e
ca

lc
u
la

te
th

e
d
is

p
la

ce
m

en
t

s 0
(r

)
fo

r
a

N
ew

to
n
ia

n
fl
u
id

or
a

li
n
ea

rl
y

el
as

ti
c

so
li
d
.

In
b
ot

h
ca

se
s

th
e

d
is

p
la

ce
m

en
t

am
p
li
tu

d
e

s 0
(r

),
n
or

m
al

iz
ed

b
y

th
e

d
is

p
la

ce
m

en
t

am
p
li
tu

d
e

of
th

e
ro

to
r,

s 0
(r

i)
is

p
re

-
d
ic

te
d

b
y

s 0
(r

)

s 0
(r

i)
=

A
r

+
B r

,
(1

0)

w
h
er

e
th

e
co

n
st

an
ts

A
an

d
B

a
re

ch
o
se

n
to

fi
t

th
e

b
o
u
n
d
-

ar
y

co
n
d
it

io
n
s

at
r i

an
d

r o
.

F
ig

u
re

4a
co

m
p
ar

es
eq

u
a-

ti
on

(1
0)

to
th

e
n
or

m
al

iz
ed

d
is

p
la

ce
m

en
t

am
p
li
tu

d
es

m
ea

-
su

re
d

fo
r
G

il
le

tt
e

fo
am

d
u
ri

n
g

a
st

ra
in

am
p
li
tu

d
e

sw
ee

p
.
In

v
ie

w
of

th
e

ex
p
er

im
en

ta
l
u
n
ce

rt
ai

n
ty

,
th

e
d
at

a
fo

r
Γ

0
=

0.
3

an
d

0.
5

ar
e

in
go

o
d

ag
re

em
en

t
w

it
h

eq
u
at

io
n

(1
0)

.
H

ow
-

F
ig

.
5
.
Im

a
g
e
o
f
th
e
fr
ee

to
p
su
rf
a
ce

o
f
G
il
le
tt
e
fo
a
m

in
th
e

C
o
u
et
te

ce
ll
.
T
h
e
a
p
p
li
ed

st
ra
in

a
m
p
li
tu
d
e

Γ
0
is

0
.9

a
n
d
th
e

p
ic
tu
re

is
ta
k
en

cl
o
se

to
a
n
in
st
a
n
t
w
h
er
e

Γ
(t
)
∼ =

0
.
T
h
e
ro
to
r

a
n
d
th
e
st
a
to
r
a
p
p
ea
r
in

b
la
ck
.
A

d
o
tt
ed

li
n
e
is

d
ra
w
n
a
t
th
e

ra
d
iu
s
w
h
er
e
th
e
lo
ca
l
st
ra
in

is
m
a
x
im

u
m
.

ev
er

,
fo

r
th

e
la

rg
es

t
am

p
li
tu

d
e

Γ
0

=
0.

7
th

er
e

a
re

d
ev

ia
-

ti
on

s
la

rg
er

th
an

th
e

er
ro

r
b
ar

.
T

h
es

e
re

su
lt

s
ar

e
fu

rt
h
er

an
al

y
ze

d
in

F
ig

u
re

4b
w

h
er

e
th

e
lo

ca
l

st
ra

in
am

p
li
tu

d
e

γ
0
(r

)
is

d
er

iv
ed

fr
om

th
e

m
ea

su
re

d
va

lu
es

of
s 0

(r
)

u
si

n
g

eq
u
at

io
n

(8
).

F
or

a
li
n
ea

rl
y

el
as

ti
c

m
at

er
ia

l
or

a
N

ew
to

-
n
ia

n
fl
u
id

,
γ
0
(r

)
is

ex
p
ec

te
d

to
sc

al
e

w
it

h
1
/r

2
,

as
th

e
st

re
ss

.
In

ou
r

ge
om

et
ry

,
th

is
im

p
li
es

γ
0
(r

i)
∼ =

1.
20

Γ
0

an
d

γ
0
(r

o
)
∼ =

0.
85

Γ
0
,

in
ro

u
gh

ag
re

em
en

t
w

it
h

ou
r

d
at

a
fo

r
Γ

0
=

0.
3

a
n
d

0
.5

.
H

ow
ev

er
,
fo

r
Γ

0
=

0.
7

th
e

d
ef

or
m

at
io

n
h
as

a
m

ax
im

u
m

n
ea

r
th

e
m

id
d
le

of
th

e
ga

p
w

h
er

e
th

e
lo

ca
l

st
ra

in
re

ac
h
es

2Γ
0
.

T
h
is

is
th

e
si

gn
at

u
re

of
st

ra
in

lo
ca

l-
iz

at
io

n
,
se

tt
in

g
in

ab
ov

e
Γ

0
=

0.
6
±

0
.1

as
re

p
or

te
d

p
re

v
i-

ou
sl

y
[1

2]
.
M

or
eo

ve
r,

ab
ov

e
a

st
ra

in
am

p
li
tu

d
e

of
0.

9
±0

.1
,

w
e

sy
st

em
at

ic
al

ly
ob

se
rv

e
a

sh
ar

p
d
is

co
n
ti

n
u
it
y

in
th

e
d
is

-
p
la

ce
m

en
t

p
ro

fi
le

,
in

d
ic

at
in

g
a

st
ro

n
gl

y
lo

ca
li
ze

d
st

ra
in

as
sh

ow
n

in
F
ig

u
re

5.
T

h
e

p
ic

tu
re

is
b
lu

rr
ed

cl
os

e
to

th
e

ro
to

r
b
ec

au
se

in
th

is
re

gi
on

th
e

b
u
b
b
le

s
m

ot
io

n
is

fa
st

er
th

an
cl

os
e

to
th

e
st

at
or

.
T

h
e

q
u
an

ti
ta

ti
ve

an
al

y
si

s
p
re

se
n
te

d
in

F
ig

u
re

4
w

as
ca

rr
ie

d
ou

t
on

ly
fo

r
on

e
ty

p
e

of
fo

am
sa

m
-

p
le

b
u
t,

q
u
al

it
at

iv
el

y,
st

ra
in

lo
ca

li
za

ti
on

on
ly

cl
os

e
to

th
e

m
id

d
le

of
th

e
ga

p
fo

r
st

ra
in

am
p
li
tu

d
es

la
rg

er
th

an
ab

ou
t

0.
6

is
ob

se
rv

ed
fo

r
al

l
of

th
e

in
ve

st
ig

at
ed

fo
am

s
an

d
fr

e-
q
u
en

ci
es

.
S
in

ce
in

cy
li
n
d
ri

ca
l
C

ou
et

te
ge

om
et

ry
th

e
st

re
ss

in
cr

ea
se

s
w

it
h

d
ec

re
as

in
g

d
is

ta
n
ce

fr
om

th
e

ax
is

of
th

e
cy

li
n
d
er

s,
lo

ca
li
za

ti
on

w
ou

ld
a

pr
io

ri
b
e

ex
p
ec

te
d

cl
os

e
to

th
e

in
n
er

cy
li
n
d
er

as
m

en
ti

on
ed

in
S
ec

ti
on

2.
1.

T
h
u
s,

w
e

ca
n

ex
cl

u
d
e

st
re

ss
h
et

er
og

en
ei

ty
as

th
e

d
ir

ec
t

or
ig

in
of

th
e

ob
se

rv
ed

lo
ca

li
za

ti
on

.
M

or
eo

ve
r,

at
le

as
t

in
si

m
p
le

sh
ea

r
an

d
st

ea
d
y

fl
ow

,
th

e
fl
u
id

it
y

m
o
d
el

ou
tl

in
ed

in
S
ec

ti
on

2.
2

p
re

d
ic

ts
fl
ow

th
at

is
lo

ca
li
ze

d
in

th
e

v
ic

in
it
y

of
b
ou

n
d
ar

ie
s,

co
n
tr

ar
y

to
ou

r
ob

se
rv

at
io

n
s.

T
h
es

e
fe

at
u
re

s
d
em

on
st

ra
te

th
at

fo
r

th
e

fo
am

s
in

ve
s-

ti
ga

te
d

h
er

e,
th

er
e

ex
is

ts
a

re
gi

m
e

of
lo

ca
li
ze

d
os

ci
ll
at

or
y

fl
ow

w
h
ic

h
is

ex
p
la

in
ed

n
ei

th
er

b
y

st
re

ss
h
et

er
og

en
ei

ty
,

n
or

b
y

fl
u
id

it
y

m
o
d
el

s.
O

u
r

re
su

lt
s

al
so

sh
ow

th
at

th
is

lo
-

ca
li
ze

d
fl
ow

on
ly

se
ts

in
at

st
ra

in
am

p
li
tu

d
es

w
el

l
ab

ov
e

th
e

y
ie

ld
st

ra
in

.
A

s
a

co
n
se

q
u
en

ce
,
th

er
e

is
a

w
el

l-
d
efi

n
ed

re
gi

m
e

w
h
er

e
it

is
le

gi
ti

m
at

e
to

co
m

p
ar

e
ou

r
d
at

a
to

m
o
d
-

el
s

of
y
ie

ld
in

g
th

at
d
o

n
ot

p
re

d
ic

t
fl
ow

lo
ca

li
za

ti
on

.

F
.
R
o
u
y
er

et
a
l.
:
L
a
rg
e
a
m
p
li
tu
d
e
o
sc
il
la
to
ry

st
ra
in

re
sp
o
n
se

o
f
a
q
u
eo
u
s
fo
a
m

7

F
ig

.
6
.
C
o
m
p
a
ri
so
n
o
f
lo
ca
l
a
n
d
m
a
cr
o
sc
o
p
ic
n
o
rm

a
li
se
d
st
re
ss

a
m
p
li
tu
d
es

ve
rs

u
s
st
ra
in

a
m
p
li
tu
d
e.

T
h
e
li
n
es

co
rr
es
p
o
n
d
to

th
e
m
a
cr
o
sc
o
p
ic

st
re
ss

a
m
p
li
tu
d
e

Σ
0
/
Σ

y
ve

rs
u
s
en

g
in
ee
ri
n
g

st
ra
in

a
m
p
li
tu
d
e

Γ
0
.
T
h
e
sy
m
b
o
ls

re
p
re
se
n
t
th
e
lo
ca
l
st
re
ss

a
m
p
li
tu
d
e
n
o
rm

a
li
ze
d
b
y
th
e
y
ie
ld

st
re
ss
,
σ

0
(r
)/

Σ
y

ve
rs

u
s
lo
-

ca
l
st
ra
in

a
m
p
li
tu
d
e

γ
0
(r
).

T
h
es
e
d
a
ta

a
re

d
ed

u
ce
d
fr
o
m

F
ig
-

u
re

4
.
T
y
p
ic
a
l
er
ro
r
b
a
rs

fo
r

γ
0
(r
)
a
n
d

σ
0
(r
)/

Σ
y
a
re

d
ra
w
n
.

T
h
e
sa
m
p
le

is
G
il
le
tt
e
fo
a
m

(a
v
er
a
g
e
b
u
b
b
le

si
ze

=
2
8

μ
m
)

a
n
d
th
e
fr
eq
u
en

cy
is

1
H
z.

6
.2

L
o
c
a
l
c
o
n
st

it
u
ti
v
e

re
la

ti
o
n

W
e

n
ow

u
se

eq
u
at

io
n

(8
)

an
d

eq
u
at

io
n

(9
)

to
d
ed

u
ce

fr
om

ou
r

ob
se

rv
at

io
n
s

th
e

co
n
st

it
u
ti

ve
la

w
re

la
ti

n
g

lo
ca

l
st

re
ss

am
p
li
tu

d
e

σ
0
(r

)
an

d
st

ra
in

am
p
li
tu

d
e

γ
0
(r

).
In

F
ig

u
re

6
,

th
is

re
la

ti
on

is
co

m
p
ar

ed
to

th
e

on
e

b
et

w
ee

n
Σ

0
a
n
d

Γ
0
.

H
er

e
st

re
ss

es
ar

e
n
or

m
al

iz
ed

b
y

th
e

y
ie

ld
st

re
ss

Σ
y

w
h
ic

h
is

d
et

er
m

in
ed

as
ex

p
la

in
ed

in
S
ec

ti
on

6.
3.

F
or

Γ
0

<
0
.6

,
al

l
th

e
d
at

a
ar

e
co

n
si

st
en

t,
sh

ow
in

g
th

at
in

ou
r

ca
se

th
e

co
n
ti

n
u
u
m

d
es

cr
ip

ti
on

of
fo

am
fl
ow

is
in

d
ee

d
va

li
d
.

T
h
is

ve
ri

fi
ca

ti
on

is
n
ec

es
sa

ry
,

si
n
ce

it
h
as

b
ee

n
su

gg
es

te
d

on
th

e
b
as

is
of

p
re

v
io

u
s

M
R

I
m

ea
su

re
m

en
ts

of
G

il
le

tt
e

fo
am

s
st

ea
d
il
y

fl
ow

in
g

in
a

C
ou

et
te

ge
om

et
ry

th
at

in
re

gi
on

s
of

th
e

or
d
er

of
25

b
u
b
b
le

d
ia

m
et

er
s,

th
e

co
n
ti

n
u
u
m

d
es

cr
ip

-
ti

on
ca

n
b
re

ak
d
ow

n
[7

].
In

ou
r

ex
p
er

im
en

ts
th

is
w

ou
ld

co
rr

es
p
on

d
to

a
si

gn
ifi

ca
n
t

fr
ac

ti
on

of
th

e
ga

p
.

A
t

st
ra

in
am

p
li
tu

d
es

Γ
0

la
rg

er
th

an
0.

6
th

er
e

cl
ea

rl
y

ar
e

d
ev

ia
ti

on
s

b
et

w
ee

n
lo

ca
l
an

d
m

ac
ro

sc
op

ic
rh

eo
lo

gi
ca

l
b
eh

av
io

u
rs

.
In

d
ee

d
,
a

n
ar

ro
w

ra
n
ge

of
σ

0
(r

)
co

rr
es

p
o
n
d
s

to
a

w
id

e
ra

n
ge

of
γ
0
(r

).
T

h
is

lo
ca

l
rh

eo
lo

gi
ca

l
b
eh

av
io

u
r

co
n
fi
rm

s
th

at
th

e
ob

se
rv

ed
st

ra
in

lo
ca

li
za

ti
on

is
n
ot

in
-

F
ig

.
7
.
a
)
P
a
ra
m
et
ri
c
p
lo
ts

o
f
st
re
ss

Σ
(t
)
ve

rs
u
s
st
ra
in

Γ
(t
)
fo
r

a
p
p
li
ed

st
ra
in

a
m
p
li
tu
d
es

Γ
0
=

0
.0
5
5
,
0
.1
5
,
0
.2
5
,
0
.4
3
,
0
.7
2
a
n
d

1
.2

co
rr
es
p
o
n
d
in
g
to

co
n
to
u
rs

o
f
in
cr
ea
si
n
g
th
ic
k
n
es
se
s.

T
h
e

fr
eq
u
en

cy
is

eq
u
a
l
to

1
H
z.

T
h
e
sa
m
p
le

is
G
il
le
tt
e
fo
a
m

(b
u
b
-

b
le

si
ze

2
8

μ
m
).

P
a
n
el
s
b
)
a
n
d
c)

sc
h
em

a
ti
ca
ll
y
il
lu
st
ra
te

th
e

re
sp
o
n
se

ex
p
ec
te
d
fo
r
v
is
co
el
a
st
ic

a
n
d
el
a
st
o
p
la
st
ic

re
sp
o
n
se
,

re
sp
ec
ti
v
el
y.

d
u
ce

d
b
y

th
e

st
re

ss
va

ri
a
ti

o
n

in
th

e
g
a
p
.

M
o
re

ov
er

,
it

is
co

n
si

st
en

t
w

it
h

th
e

co
ex

is
te

n
ce

of
li
q
u
id

-l
ik

e
an

d
so

li
d
-l
ik

e
re

gi
on

s
re

p
or

te
d

in
[3

2]
.
T

h
is

fi
n
d
in

g
is

ro
b
u
st

w
it

h
re

sp
ec

t
to

ch
an

ge
s

of
b
u
b
b
le

si
ze

in
th

e
in

ve
st

ig
at

ed
ra

n
ge

.

6
.3

N
o
n
li
n
e
a
r

rh
e
o
lo

g
ic

a
l
re

sp
o
n
se

A
ty

p
ic

a
l
L
is

sa
jo

u
s
p
lo

t
sh

ow
in

g
Γ

(t
)
ve

rs
us

Σ
(t

)
is

sh
ow

n
in

F
ig

u
re

7a
fo

r
a

G
il
le

tt
e

sa
m

p
le

.
T

h
e

sa
m

e
q
u
al

it
at

iv
e

b
eh

av
io

u
r

is
fo

u
n
d

fo
r

al
l
in

ve
st

ig
at

ed
sa

m
p
le

s.
A

t
sm

al
l

am
p
li
tu

d
es

,
th

e
p
lo

t
h
as

an
el

li
p
ti

c
sh

ap
e

(F
ig

.
7b

),
as

ex
-

p
ec

te
d

fo
r

li
n
ea

r
v
is

co
el

as
ti

c
b
eh

av
io

u
r.

W
it

h
in

cr
ea

si
n
g

st
ra

in
am

p
li
tu

d
e,

a
cr

os
so

ve
r

to
a

p
ar

al
le

lo
gr

am
-s

h
ap

ed
L
is

sa
jo

u
s

p
lo

t
is

ob
se

rv
ed

,
as

ex
p
ec

te
d

fo
r

el
as

to
p
la

st
ic

m
at

er
ia

ls
(F

ig
.

7b
)

(f
or

fu
rt

h
er

d
et

ai
ls

se
e

A
p
p
.

A
),

an
d

in
q
u
al

it
at

iv
e

ag
re

em
en

t
w

it
h

L
is

sa
jo

u
s

p
lo

ts
p
re

d
ic

te
d

in
th

e
fr

am
ew

or
k

of
th

e
S
G

R
m

o
d
el

[2
4]

.
A

va
ri

et
y

of
co

m
p
le

x
fl
u
id

s
sh

ow
in

g
si

m
il
ar

b
eh

av
io

u
r

h
av

e
b
ee

n
cl

as
-

si
fi
ed

in
a

p
h
en

om
en

ol
og

ic
al

su
rv

ey
of

la
rg

e
am

p
li
tu

d
e

os
-

ci
ll
at

or
y

st
ra

in
re

sp
on

se
s

[1
0]

.
T

h
es

e
m

at
er

ia
ls

ty
p
ic

al
ly

p
re

se
n
t

a
y
ie

ld
st

re
ss

,
a
n
d

th
e

fl
a
t

a
n
d

st
ee

p
p
a
rt

s
o
f

th
e

L
is

sa
jo

u
s

d
ia

g
ra

m
fo

r
la

rg
e

st
ra

in
a
m

p
li
tu

d
es

co
rr

e-
sp

o
n
d

to
li
q
u
id

-l
ik

e
a
n
d

so
li
d
-l
ik

e
re

sp
o
n
se

w
h
ic

h
a
lt

er
-

n
at

el
y

p
re

d
om

in
at

e
d
u
ri

n
g

th
e

os
ci

ll
at

io
n
s.

T
o

an
al

y
ze

th
is

b
eh

av
io

u
r

q
u
a
n
ti

ta
ti

ve
ly

,
w

e
fi
rs

t
fo

cu
s

o
n

th
e

fu
n
d
a
m

en
-

ta
l
fr

eq
u
en

cy
co

m
p
on

en
ts

of
st

re
ss

an
d

st
ra

in
fr

om
w

h
ic

h
w

e
d
ed

u
ce

th
e

am
p
li
tu

d
e

d
ep

en
d
en

t
co

m
p
le

x
sh

ea
r

m
o
d
-

u
lu

s
G

∗ (
Γ

0
,ω

)
=

G
′ (

Γ
0
,ω

)
+

iG
′′ (

Γ
0
,ω

)
d
efi

n
ed

in
eq

u
a
-

ti
on

(4
).

T
h
e

in
se

rt
of

F
ig

u
re

8a
sh

ow
s

th
e

ty
p
ic

al
ev

ol
u
-

ti
on

of
G

′ (
Γ

0
,ω

)
w

it
h

st
re

ss
a
m

p
li
tu

d
e

Σ
0
.
T

h
er

e
is

a
li
n
-

ea
r

re
gi

m
e

at
sm

al
l
Σ

0
,
ch

ar
ac

te
ri

ze
d

b
y

a
co

n
st

an
t

m
o
d
-

u
lu

s
th

at
w

il
l
b
e

d
en

ot
ed

G
,
a
n
d

fo
ll
ow

ed
b
y

th
e

n
o
n
li
n
ea

r
re

gi
m

e
w

h
er

e
G

′ (
Γ

0
,ω

)
d
ec

re
as

es
fo

ll
ow

in
g

a
p
ow

er
la

w
.

T
h
e

in
te

rs
ec

ti
on

b
et

w
ee

n
th

es
e

tw
o

as
y
m

p
to

ti
c

re
gi

m
es

is
u
se

d
to

es
ti

m
at

e
th

e
y
ie

ld
st

re
ss

Σ
y

as
il
lu

st
ra

te
d

b
y

th
e

ge
om

et
ri

ca
l
co

n
st

ru
ct

io
n
.
S
im

il
ar

cr
it

er
ia

h
av

e
b
ee

n
u
se

d
in

m
an

y
p
re

v
io

u
s

st
u
d
ie

s
to

d
et

ec
t

y
ie

ld
in

g
[8

,1
0,

19
].

T
h
e

cr
it

er
io

n
th

at
w

e
u
se

h
er

e
h
as

b
ee

n
sh

ow
n

to
b
e

co
n
si

st
en

t
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8
T
h
e
E
u
ro
p
ea
n
P
h
y
si
ca
l
J
o
u
rn
a
l
E

F
ig

.
8
.
N
o
rm

a
li
se
d
el
a
st
ic

a
n
d
lo
ss

sh
ea
r
m
o
d
u
li

ve
rs

u
s
n
o
r-

m
a
li
se
d
st
ra
in

a
m
p
li
tu
d
e.

T
h
e
sy
m
b
o
ls

co
rr
es
p
o
n
d
to

G
il
le
tt
e

a
n
d

A
O
K

fo
a
m
s
a
t
tw

o
fr
eq
u
en

ci
es
,
a
s
sh
ow

n
in

th
e
le
g
en

d
o
f
p
a
n
el

(b
).

T
h
e
fu
ll
li
n
e
co
rr
es
p
o
n
d
s
to

th
e
el
a
st
o
p
la
st
ic

o
s-

ci
ll
a
to
ry

re
sp
o
n
se

(E
q
.
(A

.2
))
.
T
h
e
o
th
er

li
n
es

sh
ow

th
e
p
re
-

d
ic
ti
o
n
o
f
th
e
S
G
R

m
o
d
el

(s
ee

te
x
t)

(d
a
sh
ed

li
n
e:

x
=

1
.0
7
,

Ω
=

0
.3

a
n
d

Γ
S
G

R
=

Γ
y
,
d
o
tt
ed

li
n
e:

x
=

1
.0
5
,

Ω
=

0
.3

a
n
d

Γ
S
G

R
=

0
.8
5
Γ

y
).

In
th
e
h
a
tc
h
ed

re
g
io
n
,
th
e
o
n
se
t
o
f
st
ra
in

lo
-

ca
li
za
ti
o
n
is

o
b
se
rv
ed

.
T
h
e
in
se
rt

in
a
)
sh
ow

s
th
e
ev
o
lu
ti
o
n
o
f

th
e
el
a
st
ic

m
o
d
u
lu
s
w
it
h
st
re
ss

a
m
p
li
tu
d
e
fo
r
A
O
K

fo
a
m
.

w
it

h
ot

h
er

m
et

h
o
d
s

fo
r

d
et

ec
ti

n
g

th
e

y
ie

ld
st

re
ss

in
3D

fo
am

s
[1

2]
.
F
ro

m
th

is
es

ti
m

at
io

n
,
w

e
d
er

iv
e

th
e

y
ie

ld
st

ra
in

am
p
li
tu

d
e

u
si

n
g

th
e

re
la

ti
on

Σ
y

=
|G

∗ (
Γ

y
,ω

)|Γ
y
.
W

it
h
in

th
e

st
u
d
ie

d
ra

n
ge

of
fr

eq
u
en

cy
an

d
b
u
b
b
le

si
ze

,
w

e
ob

ta
in

Γ
y

=
0.

15
±

0.
01

fo
r

G
il
le

tt
e

fo
am

,
an

d
Γ

y
=

0.
22

±
0.

02
fo

r
th

e
A

O
K

fo
am

.
F
ig

u
re

8a
an

d
b

sh
ow

th
e

ev
ol

u
ti

on
of

th
e

el
as

ti
c

an
d

lo
ss

m
o
d
u
li

n
or

m
al

iz
ed

b
y

G
as

a
fu

n
c-

ti
on

of
th

e
n
or

m
al

iz
ed

st
ra

in
am

p
li
tu

d
e

Γ
0
/Γ

y
.

W
e

n
o-

ti
ce

th
e

ev
ol

u
ti

on
of

G
∗

w
it

h
st

ra
in

am
p
li
tu

d
e

u
su

al
ly

ob
-

se
rv

ed
fo

r
fo

am
s:

A
t

sm
al

l
Γ

0
a

so
li
d
-l
ik

e
re

gi
m

e
w

h
er

e
G

′′ (
Γ

0
,ω

)
�

G
,

at
la

rg
e

Γ
0

li
q
u
id

-l
ik

e
b
eh

av
io

u
r

w
it

h
G

′ (
Γ

0
,ω

)
�

G
′′ (

Γ
0
,ω

)
an

d
a

cr
os

so
ve

r
b
et

w
ee

n
G

′ (
Γ

0
,ω

)
an

d
G

′′ (
Γ

0
,ω

)
cl

os
e

to
th

e
m

ax
im

u
m

of
G

′′ (
Γ

0
,ω

).
O

u
r

re
su

lt
s

ar
e

in
q
u
al

it
at

iv
e

ag
re

em
en

t
w

it
h

p
re

v
io

u
sl

y
re

-
p
or

te
d

d
at

a
fo

r
m

o
d
er

at
el

y
d
ry

fo
am

s
[8

,1
2]

an
d

co
n
-

ce
n
tr

at
ed

em
u
ls

io
n
s

[3
3]

.
L
et

u
s

re
ca

ll
th

at
G

sc
al

es
as

su
rf

ac
e

te
n
si

on
d
iv

id
ed

b
y

th
e

m
ea

n
b
u
b
b
le

ra
d
iu

s
an

d
th

at
th

e
co

m
p
le

x
sh

ea
r

m
o
d
u
lu

s
at

lo
w

fr
eq

u
en

cy
sc

al
es

F
ig

.
9
.
S
tr
es
s
re
si
d
u
a
l

q
d
efi

n
ed

in
eq
u
a
ti
o
n
(7
)

ve
rs

u
s
n
o
r-

m
a
li
se
d
st
ra
in

a
m
p
li
tu
d
e,
fo
r
G
il
le
tt
e
a
n
d
A
O
K

fo
a
m
s
a
s
sh
ow

n
in

th
e
le
g
en

d
.
T
h
e
co
n
ti
n
u
o
u
s
li
n
e
co
rr
es
p
o
n
d
s
to

th
e
el
a
st
o
-

p
la
st
ic

o
sc
il
la
to
ry

re
sp
o
n
se

(E
q
.
(A

.2
))
.
T
h
e
o
th
er

li
n
es

co
r-

re
sp
o
n
d
to

th
e
S
G
R

m
o
d
el

(d
a
sh
ed

li
n
e:

x
=

1
.0
7
,

Ω
=

0
.3

a
n
d

Γ
S
G

R
=

Γ
y
,
d
o
tt
ed

li
n
e:

x
=

1
.0
5
,

Ω
=

0
.3

a
n
d

Γ
S
G

R
=

0
.8
5
Γ

y
).
In

th
e
h
a
tc
h
ed

re
g
io
n
,
th
e
o
n
se
t
o
f
st
ra
in

lo
ca
li
za
ti
o
n

is
o
b
se
rv
ed

.

as
G

.
T

h
er

ef
or

e,
th

e
n
or

m
al

iz
at

io
n

b
y

G
al

lo
w

s
va

ri
at

io
n
s

in
av

er
ag

e
b
u
b
b
le

si
ze

b
et

w
ee

n
d
iff

er
en

t
sa

m
p
le

s
to

b
e

ta
ke

n
in

to
ac

co
u
n
t.

F
or

Γ
0

<
Γ

y
,

on
ly

th
e

n
or

m
al

iz
ed

G
′ (

Γ
0
,ω

)
d
at

a
ar

e
si

m
il
ar

fo
r

al
l
k
in

d
s

of
fo

am
s,

w
h
er

ea
s

th
e

n
or

m
al

iz
ed

G
′′ (

Γ
0
,ω

)
is

sm
al

le
r

fo
r

A
O

K
fo

am
th

an
fo

r
G

il
le

tt
e

fo
am

.
T

h
is

ca
n

b
e

ex
p
la

in
ed

b
y

th
e

d
iff

er
en

ce
s

in
ga

s
vo

lu
m

e
fr

ac
ti

on
[8

]
an

d
ra

te
of

co
ar

se
n
in

g
in

d
u
ce

d
b
u
b
b
le

re
ar

ra
n
ge

m
en

ts
[3

4,
35

].
F
or

Γ
0

>
Γ

y
th

e
G

∗
d
at

a
ob

ta
in

ed
at

1
H

z
an

d
0.

3
H

z
w

it
h

A
O

K
fo

am
an

d
w

it
h

G
il
le

tt
e

fo
am

fo
r

b
ot

h
in

ve
st

ig
at

ed
b
u
b
b
le

si
ze

s
su

p
er

im
-

p
os

e
to

a
go

o
d

ap
p
ro

x
im

at
io

n
.
R

em
ar

ka
b
ly

,
at

th
e

st
ra

in
am

p
li
tu

d
e

w
h
er

e
th

e
on

se
t

o
f

lo
ca

li
ze

d
fl
ow

is
ob

se
rv

ed
,

th
er

e
a
re

n
o

d
is

ti
n
ct

iv
e

fe
a
tu

re
s
o
n

th
e

cu
rv

es
re

p
re

se
n
ti

n
g

th
e

G
∗

d
at

a.
M

or
eo

v
er

,
w

e
n
ot

ic
e

th
at

y
ie

ld
in

g
an

d
st

ra
in

lo
ca

li
za

ti
on

in
d
u
ce

d
b
y

os
ci

ll
at

or
y

d
ef

or
m

at
io

n
ar

e
cl

ea
rl

y
d
is

ti
n
ct

p
h
en

om
en

a,
si

n
ce

th
ey

se
t

in
at

w
el

l-
se

p
ar

at
ed

st
ra

in
am

p
li
tu

d
es

.
T

h
is

re
su

lt
is

q
u
al

it
at

iv
el

y
co

n
si

st
en

t
w

it
h

p
re

v
io

u
s

ob
se

rv
at

io
n
s

of
y
ie

ld
in

g
an

d
lo

ca
li
za

ti
on

in
st

ea
d
y

sh
ea

r
st

ar
t-

u
p

ex
p
er

im
en

ts
w

it
h

d
ry

fo
am

[1
4]

.

F
in

a
ll
y,

w
e

p
lo

t
in

F
ig

u
re

9
th

e
a
n
h
a
rm

o
n
ic

re
si

d
-

u
al

st
re

ss
q

d
efi

n
ed

in
eq

u
at

io
n

(7
).

F
or

st
ra

in
am

p
li
tu

d
e

Γ
0
�

Γ
y
,
th

e
ob

se
rv

ed
sm

al
l
le

ve
l
of

an
h
ar

m
on

ic
it
y

is
to

o
cl

os
e

to
th

e
li
m

it
of

d
et

ec
ti

on
to

b
e

in
te

rp
re

te
d

q
u
an

ti
ta

-
ti

ve
ly

.
H

ow
ev

er
,

fo
r

Γ
0
≥

Γ
y
,

q
in

cr
ea

se
s

b
y

m
or

e
th

an
on

e
or

d
er

of
m

ag
n
it

u
d
e

as
th

e
st

ra
in

in
cr

ea
se

s
b
y

a
fa

c-
to

r
of

3.
A

t
am

p
li
tu

d
es

w
h
er

e
st

ra
in

lo
ca

li
za

ti
on

se
ts

in
,

th
e

re
si

d
u
al

st
re

ss
sa

tu
ra

te
s.

In
co

n
tr

as
t

to
th

e
m

o
d
u
lu

s
G

∗ (
Γ

0
,ω

)
w

h
ic

h
is

ve
ry

si
m

il
ar

fo
r
G

il
le

tt
e

an
d

A
O

K
fo

am
fo

r
Γ

0
>

Γ
y
,
th

e
re

sp
ec

ti
ve

st
re

ss
re

si
d
u
al

s
ar

e
cl

ea
rl

y
d
is

-
ti

n
ct

:
q

ri
se

s
m

u
ch

fa
st

er
w

it
h

st
ra

in
am

p
li
tu

d
e

fo
r

A
O

K
fo

am
co

m
p
ar

ed
to

G
il
le

tt
e

fo
am

.
W

e
fi
n
al

ly
n
ot

e
th

at
th

e
st

re
ss

re
si

d
u
al

s
m

ea
su

re
d

fo
r

an
ap

p
li
ed

st
ra

in
os

ci
ll
at

io
n

fr
eq

u
en

cy
of

1
H

z
an

d
0.

3
H

z
ar

e
ve

ry
si

m
il
ar

.
T

h
es

e
la

t-

F
.
R
o
u
y
er

et
a
l.
:
L
a
rg
e
a
m
p
li
tu
d
e
o
sc
il
la
to
ry

st
ra
in

re
sp
o
n
se

o
f
a
q
u
eo
u
s
fo
a
m

9

te
r

fi
n
d
in

gs
st

ro
n
gl

y
ar

gu
e

ag
ai

n
st

ar
ti

fa
ct

s
re

la
te

d
to

th
e

li
m

it
ed

fr
eq

u
en

cy
b
an

d
w

id
th

of
th

e
rh

eo
m

et
er

.

6
.4

C
o
m

p
a
ri
so

n
o
f
o
u
r

d
a
ta

w
it
h

m
o
d
e
ls

T
o

in
tr

o
d
u
ce

th
e

d
is

cu
ss

io
n

of
sp

ec
ifi

c
m

o
d
el

s,
w

e
fi
rs

t
re

-
ca

ll
re

ce
n
t

m
ea

su
re

m
en

ts
sh

ow
in

g
th

at
th

e
co

m
p
le

x
sh

ea
r

m
o
d
u
lu

s
of

fo
am

s
sc

al
es

w
it

h
st

ra
in

am
p
li
tu

d
e

an
d

fr
e-

q
u
en

cy
as

ex
p
ec

te
d

if
a

si
n
gl

e
st

ru
ct

u
ra

l
re

la
x
at

io
n

ti
m

e
d
ep

en
d
en

t
on

st
ra

in
ra

te
am

p
li
tu

d
e

go
ve

rn
ed

th
e

st
re

ss
re

la
x
at

io
n

an
d

th
e

re
ar

ra
n
ge

m
en

t
p
ro

ce
ss

es
on

th
e

b
u
b
-

b
le

sc
al

e.
T

h
is

re
la

x
at

io
n

ti
m

e
ch

ar
ac

te
ri

ze
s

th
e

d
y
n
am

ic
s

gl
ob

al
ly

,
b
u
t

it
d
o
es

n
ot

in
d
ic

at
e

h
ow

b
u
b
b
le

re
a
rr

a
n
g
e-

m
en

t
ev

en
ts

ar
e

d
is

tr
ib

u
te

d
in

ti
m

e
w

it
h
in

a
st

ra
in

cy
cl

e.
T

h
is

is
a

n
ew

fe
at

u
re

th
at

ou
r

h
ar

m
on

ic
s

(o
r

L
is

sa
jo

u
s)

d
at

a
al

lo
w

u
s

to
p
ro

b
e.

A
n

an
al

og
y

w
it

h
th

e
G

re
en

T
o-

b
ol

sk
y

m
o
d
el

[3
6]

,
w

el
l

k
n
ow

n
in

p
ol

y
m

er
rh

eo
lo

gy
,

su
g-

ge
st

s
th

at
re

ar
ra

n
ge

m
en

ts
th

at
re

la
x

st
re

ss
an

d
th

at
o
c-

cu
r

ra
nd

om
ly

in
ti

m
e

w
ou

ld
le

ad
to

M
ax

w
el

l
li
q
u
id

b
e-

h
av

io
u
r.

(H
er

e,
w

e
m

ak
e

th
e

si
m

p
li
fy

in
g

as
su

m
p
ti

on
th

at
fo

am
el

as
ti

ci
ty

in
th

e
ab

se
n
ce

of
an

y
re

ar
ra

n
ge

m
en

ts
is

li
n
ea

r)
.

F
or

a
M

ax
w

el
l

li
q
u
id

th
e

L
is

sa
jo

u
s

p
lo

t
h
as

an
el

li
p
ti

ca
l
sh

ap
e.

T
h
is

is
ap

p
ro

x
im

at
el

y
tr

u
e

fo
r

st
ra

in
am

-
p
li
tu

d
es

u
p

to
th

e
y
ie

ld
st

ra
in

,
b
u
t

at
h
ig

h
er

am
p
li
tu

d
es

th
e

p
lo

ts
cl

ea
rl

y
h
av

e
a

d
iff

er
en

t
sh

ap
e,

re
se

m
b
li
n
g

a
p
ar

-
al

le
lo

gr
am

.
W

e
fi
n
d

th
is

b
eh

av
io

u
r

u
p

to
th

e
h
ig

h
es

t
in

-
ve

st
ig

at
ed

st
ra

in
am

p
li
tu

d
es

w
h
er

e
w

e
ob

se
rv

e
fl
ow

lo
ca

l-
iz

at
io

n
.
T

h
e

p
ar

al
le

lo
gr

am
-s

h
ap

ed
p
lo

t
ar

is
es

b
ec

au
se

re
-

ar
ra

n
ge

m
en

ts
ty

p
ic

al
ly

o
cc

u
r
on

ly
if

en
ou

gh
el

as
ti

c
en

er
gy

h
as

b
ee

n
b
u
il
t

u
p

lo
ca

ll
y.

O
u
r

d
at

a
co

n
ta

in
th

e
si

gn
at

u
re

of
th

is
p
ro

ce
ss

,
an

d
th

er
ef

or
e

al
lo

w
u
s

to
re

fi
n
e

th
e

p
h
y
si

-
ca

l
d
es

cr
ip

ti
on

of
th

e
p
ro

ce
ss

of
y
ie

ld
in

g.
O

n
th

is
b
as

is
,
w

e
d
is

cu
ss

in
th

e
fo

ll
ow

in
g

p
ar

ag
ra

p
h
s

th
e

el
as

to
p
la

st
ic

an
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ro

ad
ra

n
ge

,
Ω

=
0.

3
±

0.
2

fo
r

b
ot

h
G

il
le

tt
e

an
d

A
O

K
.

T
ra

n
sl

at
in

g
to

th
e

at
te

m
p
t

fr
eq

u
en

cy
v
ia

Ω
=

2π
ν
τ 0

w
it

h
ν

=
0.

3
H

z
or

1
H

z,
on

e
ge

ts
va

lu
es

of
τ 0

in
th

e
ra

n
ge

fr
om

0.
01

s
to

0.
3

s.
A

s
re

ga
rd

s
th

e
st

ra
in

sc
al

e,
fi
-

n
al

ly
,

Γ
S
G

R
=

Γ
y

is
sa

ti
sf

ac
to

ry
fo

r
th

e
G

il
le

tt
e

fo
am

,
w

h
il
e

fo
r

A
O

K
th

e
b
es

t
fi
t

va
lu

e
is

sl
ig

h
tl

y
sm

al
le

r
at

Γ
S
G

R
≈

0.
85

Γ
y
.

T
h
e

fi
tt

ed
st

ra
in

sc
al

e
is

th
er

ef
or

e
cl

os
e

to
Γ

y
as

ex
p
ec

te
d
.

T
h
e

S
G

R
p
re

d
ic

ti
on

s
u
si

n
g

th
e

p
ar

am
et

er
va

lu
es

gi
ve

n
ab

ov
e

ar
e

sh
ow

n
in

F
ig

u
re

s
7

an
d

8.
F
or

al
l
fo

am
s

an
d

fr
e-

q
u
en

ci
es

in
ve

st
ig

at
ed

,
th

e
p
re

d
ic

te
d

el
as

ti
c

m
o
d
u
lu

s
G

′ /
G

ag
re

es
w

it
h

th
e

ex
p
er

im
en

ta
l

d
at

a
fo

r
st

ra
in

am
p
li
tu

d
es

u
p

to
Γ

0
/Γ

y
ar

ou
n
d

2,
w

it
h

d
ev

ia
ti

on
s

se
tt

in
g

in
at

la
rg

er
st

ra
in

am
p
li
tu

d
es

.
T

h
e

p
re

d
ic

ti
on

s
fo

r
th

e
lo

ss
m

o
d
u
lu

s
G

′′ /
G

ag
re

e
q
u
it

e
w

el
l
ac

ro
ss

th
e

w
h
ol

e
ra

n
ge

of
Γ

0
ca

lc
u
-

la
te

d
.
F
or

th
e

A
O

K
fo

am
,
al

so
th

e
an

h
ar

m
on

ic
re

si
d
u
al

q
is

p
re

d
ic

te
d

ra
th

er
w

el
l
b
y

th
e

m
o
d
el

,
w

h
il
e

fo
r
th

e
G

il
le

tt
e

fo
am

th
e

on
se

t
of

an
h
ar

m
on

ic
it
y

is
p
re

d
ic

te
d

to
b
e

m
u
ch

st
ee

p
er

th
an

ob
se

rv
ed

ex
p
er

im
en

ta
ll
y.

T
h
e

lo
w

er
q
u
al

it
y

of
th

e
p
re

d
ic

ti
on

s
fo

r
G

′ /
G

an
d

q
m

ay
in

p
ar

t
b
e

d
u
e

to
th

e
fa

ct
th

a
t

th
e

S
G

R
m

o
d
el

ca
n
n
o
t

ca
p
tu

re
th

e
o
b
se

rv
ed

on
se

t
of

st
ra

in
lo

ca
li
za

ti
on

at
la

rg
e

va
lu

es
of

Γ
0
/Γ

y
,
gi

ve
n

th
at

it
tr

ea
ts

el
em

en
ts

fr
om

al
l
ar

ea
s

of
th

e
sa

m
p
le

as
st

a-
ti

st
ic

al
ly

in
d
is

ti
n
gu

is
h
ab

le
.
In

ad
d
it

io
n
,
it

is
li
ke

ly
th

at
th

e

ex
p
on

en
ti

al
fo

rm
of

th
e

y
ie

ld
ra

te
as

su
m

ed
in

th
e

m
o
d
el

,
cf

.
eq

u
at

io
n

(1
),

b
ec

om
es

u
n
re

al
is

ti
c

fo
r

la
rg

e
st

ra
in

am
-

p
li
tu

d
es

:
P

h
y
si

ca
ll
y

on
e

ex
p
ec

ts
th

at
ev

en
el

em
en

ts
w

h
ic

h
ar

e
st

ra
in

ed
b
ey

on
d

th
ei

r
y
ie

ld
b
ar

ri
er

ca
n
n
ot

y
ie

ld
ar

-
b
it

ra
ri

ly
q
u
ic

k
ly

,
so

th
at

th
e

ex
p
on

en
ti

al
in

cr
ea

se
of

th
e

y
ie

ld
ra

te
w

it
h

l2
m

u
st

b
e

cu
t

off
ev

en
tu

al
ly

.
O

n
e

m
ig

h
t

ex
p
ec

t
th

at
th

is
w

ou
ld

re
st

or
e

a
so

m
ew

h
at

m
or

e
gr

ad
u
al

d
ec

re
as

e
of

G
′ /

G
,

in
li
n
e

w
it

h
ex

p
er

im
en

ta
l

d
at

a,
th

an
p
re

d
ic

te
d

b
y

th
e

S
G

R
m

o
d
el

.
In

d
ep

en
d
en

tl
y

of
th

es
e

tw
o

sh
or

tc
om

in
gs

,
w

h
y

th
e

m
o
d
el

p
re

d
ic

ti
on

fo
r

th
e

an
h
ar

-
m

on
ic

it
y

q
is

so
m

u
ch

m
or

e
ac

cu
ra

te
fo

r
th

e
A

O
K

th
an

fo
r

th
e

G
il
le

tt
e

fo
am

re
m

ai
n
s

u
n
cl

ea
r.

T
o

ex
p
lo

re
th

e
ab

ov
e

su
gg

es
ti

o
n

fu
rt

h
er

,
w

e
h
av

e
in

ve
s-

ti
ga

te
d

a
m

o
d
ifi

ed
S
G

R
m

o
d
el

w
h
er

e
th

e
ex

p
on

en
ti

al
in

eq
u
at

io
n

(1
)

is
re

p
la

ce
d

w
it

h
u
n
it
y

w
h
en

th
e

ex
p
on

en
t

b
e-

co
m

es
p
os

it
iv

e,
i.
e.

on
ce

an
el

em
en

t
h
as

b
ee

n
st

ra
in

ed
p
as

t
it

s
n
ot

io
n
al

y
ie

ld
p
oi

n
t.

B
ec

au
se

th
e

l
d
ep

en
d
en

ce
th

en
n
o

lo
n
ge

r
ap

p
ea

rs
as

a
si

m
p
le

fa
ct

or
,
th

is
m

o
d
el

is
n
ot

ea
sy

to
st

u
d
y

an
al

y
ti

ca
ll
y,

b
u
t

ca
n

b
e

si
m

u
la

te
d

effi
ci

en
tl

y
u
si

n
g

w
ai

ti
n
g

ti
m

e
M

on
te

C
ar

lo
te

ch
n
iq

u
es

[4
0]

.
A

t
la

rg
e

st
ra

in
am

p
li
tu

d
es

m
os

t
S
G

R
el

em
en

ts
ar

e
p
u
sh

ed
q
u
ic

k
ly

in
to

th
e

re
gi

m
e

w
h
er

e
th

e
cu

to
ff

on
th

e
y
ie

ld
ra

te
k
ic

k
s

in
,
an

d
on

e
ca

n
sh

ow
an

al
y
ti

ca
ll
y

th
at

th
e

p
re

d
ic

ti
on

s
fo

r
G

∗ (
ω
)

th
en

b
ec

om
e

am
p
li
tu

d
e

in
d
ep

en
d
en

t
an

d
re

d
u
ce

to
th

os
e

of
a

M
ax

w
el

l
m

o
d
el

w
it

h
re

la
x
at

io
n

ti
m

e
τ 0

.
T
o

re
ct

if
y

th
is

cl
ea

rl
y

u
n
p
h
y
si

ca
l
b
eh

av
io

u
r,

on
e

ca
n

in
ad

d
it

io
n

p
os

tu
la

te
th

at
th

e
b
as

ic
y
ie

ld
ra

te
1/

τ 0
in

eq
u
a-

ti
on

(1
)

sh
ou

ld
in

cr
ea

se
w

it
h

st
ra

in
ra

te
an

d
b
e

re
p
la

ce
d

w
it

h
1/

τ 0
+

bγ̇
fo

r
so

m
e

co
n
st

an
t

b,
se

e,
e.

g.
[9

,4
1]

.
T

h
e

p
re

d
ic

ti
on

s
of

th
is

ve
rs

io
n

of
th

e
S
G

R
m

o
d
el

ca
n

st
il
l
b
e

w
or

ke
d

ou
t

an
al

y
ti

ca
ll
y

in
th

e
li
m

it
of

la
rg

e
st

ra
in

am
p
li
-

tu
d
es

.
In

tr
ig

u
in

gl
y,

w
e

fi
n
d

—
an

d
h
av

e
co

n
fi
rm

ed
b
y

co
m

-
p
ar

in
g

w
it

h
si

m
u
la

ti
on

re
su

lt
s—

th
at

G
′

an
d

G
′′

d
ec

ay
w

it
h

st
ra

in
am

p
li
tu

d
e

ac
co

rd
in

g
to

th
e

sa
m

e
p
ow

er
la

w
s

as
in

th
e

el
as

to
p
la

st
ic

m
o
d
el

,
se

e
eq

u
at

io
n
s

(1
1,

12
).

T
h
is

su
p
p
or

ts
th

e
v
ie

w
ex

p
re

ss
ed

ab
ov

e
th

at
su

ch
a

m
o
d
ifi

ed
S
G

R
m

o
d
el

sh
ou

ld
b
e

ca
p
ab

le
o
f
p
ro

d
u
ci

n
g

a
go

o
d

ov
er

al
l

fi
t

to
th

e
ex

p
er

im
en

ta
l
d
at

a.
B

ec
au

se
re

su
lt

s
at

in
te

rm
e-

d
ia

te
st

ra
in

am
p
li
tu

d
es

cu
rr

en
tl

y
h
av

e
to

b
e

ob
ta

in
ed

b
y

si
m

u
la

ti
on

,
w

e
h
av

e
n
ot

,
h
ow

ev
er

,
at

te
m

p
te

d
d
et

ai
le

d
fi
ts

of
th

e
re

le
va

n
t

m
o
d
el

p
ar

am
et

er
s.

6
.5

C
o
n
n
e
c
ti
o
n

w
it
h

th
e

fo
a
m

m
ic

ro
st

ru
c
tu

re
a
n
d

it
s

d
y
n
a
m

ic
s

F
ro

m
a

p
h
y
si

ci
st

’s
p
oi

n
t

of
v
ie

w
,

a
co

m
p
le

te
m

o
d
el

of
fo

am
rh

eo
lo

gy
sh

ou
ld

ex
p
la

in
h
ow

th
e

m
ac

ro
sc

op
ic

re
-

sp
on

se
ar

is
es

d
u
e

to
p
ro

ce
ss

es
on

th
e

sc
al

e
of

th
e

b
u
b
-

b
le

s
an

d
th

e
li
q
u
id

fi
lm

s.
A

t
th

is
le

ve
l

of
u
n
d
er

st
an

d
in

g
it

sh
ou

ld
b
e

p
os

si
b
le

to
p
re

d
ic

t
a
ll

th
e

fr
ee

p
ar

am
et

er
s

of
p
h
en

om
en

ol
og

ic
al

m
o
d
el

s.
In

h
is

p
io

n
ee

ri
n
g

w
or

k
,
P

ri
n
ce

n
h
as

p
ro

v
id

ed
in

si
gh

t
a
b
ou

t
th

e
d
ep

en
d
en

ce
of

th
e

sh
ea

r
m

o
d
u
lu

s
an

d
th

e
y
ie

ld
st

re
ss

on
b
u
b
b
le

si
ze

[1
,2

].
T

h
is

is
en

ou
gh

to
p
re

d
ic

t
th

e
fr

ee
p
a
ra

m
et

er
s

fr
om

a
b
as

ic
el

as
to

-
p
la

st
ic

m
o
d
el

fr
om

fo
am

li
q
u
id

fr
ac

ti
on

,
su

rf
ac

e
te

n
si

on
of

th
e

fo
am

in
g

li
q
u
id

an
d

b
u
b
b
le

si
ze

,
or

to
fi
x

th
e

el
as

ti
c

co
n
st

an
t

of
th

e
m

es
os

co
p
ic

re
gi

on
s

an
d

th
e

sc
al

e
of

th
e

d
is

tr
ib

u
ti

o
n

o
f

tr
a
p

d
ep

th
s

in
th

e
S
G

R
m

o
d
el

.
P

ro
v
id

in
g

a
m

ic
ro

sc
op

ic
in

te
rp

re
ta

ti
on

of
th

e
eff

ec
ti

ve
n
oi

se
te

m
p
er

-

F
.
R
o
u
y
er

et
a
l.
:
L
a
rg
e
a
m
p
li
tu
d
e
o
sc
il
la
to
ry

st
ra
in

re
sp
o
n
se

o
f
a
q
u
eo
u
s
fo
a
m

1
1

a
tu

re
x

in
th

e
S
G

R
m

o
d
el

is
m

or
e

ch
al

le
n
gi

n
g.

T
o

d
is

cu
ss

th
is

p
oi

n
t,

w
e

re
ca

ll
th

at
q
u
ie

sc
en

t
co

ar
se

n
in

g
fo

am
s

h
av

e
in

tr
in

si
c,

n
on

-t
h
er

m
al

d
y
n
am

ic
s

d
u
e

to
th

e
L
ap

la
ce

p
re

s-
su

re
d
ri

ve
n

d
iff

u
si

ve
ga

s
ex

ch
an

ge
b
et

w
ee

n
n
ei

g
h
b
o
u
ri

n
g

b
u
b
b
le

s
[1

].
It

in
d
u
ce

s
in

te
rm

it
te

n
t

st
ru

ct
u
ra

l
re

a
rr

a
n
g
e-

m
en

ts
in

sm
al

l
b
u
b
b
le

cl
u
st

er
s.

O
n
e

m
ig

h
t

th
er

ef
o
re

co
r-

re
la

te
th

e
ra

te
of

co
ar

se
n
in

g
to

th
e

eff
ec

ti
ve

n
oi

se
te

m
p
er

-
at

u
re

.
In

d
ee

d
,
th

e
G

il
le

tt
e

fo
am

th
at

co
ar

se
n
s

fa
st

er
al

so
h
as

th
e

h
ig

h
er

n
oi

se
te

m
p
er

at
u
re

,
ac

co
rd

in
g

to
th

e
fi
ts

re
-

p
or

te
d

ab
ov

e.
H

ow
ev

er
,
th

e
ra

te
of

b
u
b
b
le

re
ar

ra
n
ge

m
en

ts
is

k
n
ow

n
to

b
e

en
h
an

ce
d

b
y

st
ea

d
y

fl
ow

[4
1]

,
so

th
a
t

th
e

n
oi

se
te

m
p
er

at
u
re

w
ou

ld
h
av

e
to

d
ep

en
d

on
sh

ea
r

ra
te

,
a

p
os

si
b
il
it
y

w
h
ic

h
is

n
ot

co
n
si

d
er

ed
in

th
e

st
a
n
d
a
rd

S
G

R
m

o
d
el

.
M

or
eo

ve
r,

p
re

v
io

u
s

ex
p
er

im
en

ts
an

d
si

m
u
la

ti
o
n
s

h
av

e
sh

ow
n

h
ow

co
ar

se
n
in

g
in

d
u
ce

d
re

ar
ra

n
ge

m
en

ts
re

la
x

st
re

ss
an

d
le

ad
on

a
m

ac
ro

sc
op

ic
sc

al
e

to
M

ax
w

el
l
li
q
u
id

b
eh

av
io

u
r
in

th
e

lo
w

fr
eq

u
en

cy
li
m

it
[3

4,
35

,3
8]

.
A

M
ax

w
el

l
li
q
u
id

,
m

im
ic

ke
d

b
y

a
sp

ri
n
g

in
se

ri
es

w
it

h
a

v
is

co
u
s

el
e-

m
en

t,
is

ch
ar

ac
te

ri
ze

d
b
y

a
si

n
gl

e
ch

ar
ac

te
ri

st
ic

ti
m

e
τ
.
A

s
a

co
n
se

q
u
en

ce
,
G

′
p
ro

gr
es

si
ve

ly
go

es
to

ze
ro

fo
r

fr
eq

u
en

-
ci

es
su

ch
th

at
ω
τ

<
1,

in
ag

re
em

en
t

w
it

h
ex

p
er

im
en

ta
l

d
at

a
re

p
or

te
d

in
[1

3]
.

T
h
e

re
su

lt
s

of
cr

ee
p

ex
p
er

im
en

ts
ar

e
co

n
si

st
en

t
w

it
h

th
es

e
fi
n
d
in

gs
[3

4]
.
In

th
e

S
G

R
m

o
d
el

a
la

rg
e

sp
ec

tr
u
m

of
re

la
x
at

io
n

ti
m

es
is

p
re

d
ic

te
d

an
d

th
e

ex
p
er

im
en

ta
ll
y

ob
se

rv
ed

ve
ry

lo
w

fr
eq

u
en

cy
b
eh

av
io

u
r

of
th

e
co

m
p
le

x
sh

ea
r

m
o
d
u
lu

s
is

n
ot

fo
u
n
d

fo
r

x
=

1.
07

.
A

n
ad

d
it

io
n
al

fe
at

u
re

n
ot

ca
p
tu

re
d

b
y

th
e

S
G
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ö
h
le
r,
S
.
C
o
h
en

-A
d
d
a
d
,
J
.
P
h
y
s.
:
C
o
n
d
en

s.
M
a
tt
er

1
7
,

R
1
0
4
1
(2
0
0
5
).

3
.
A
.M

.
K
ra
y
n
ik
,
A
n
n
u
.
R
ev
.
F
lu
id

M
ec
h
.
2
0
,
3
2
5
(1
9
8
8
).

4
.
A
.D

.
G
o
p
a
l,
D
.J
.
D
u
ri
a
n
,
J
.
C
o
ll
o
id

In
te
rf
a
ce

S
ci
.
2
1
3
,
1
6
9

(1
9
9
9
).

5
.
N
.D

.
D
en

k
ov

,
V
.
S
u
b
ra
m
a
n
ia
n
,
D
.
G
u
ro
v
ic
h
,
A
.
L
ip
s,
C
o
l-

lo
id
s
S
u
rf
.
A

2
6
3
,
1
2
9
(2
0
0
5
).

6
.
N
.D

.
D
en

k
ov

,
S
.
T
ch
o
la
k
ov
a
,
K
.
G
o
le
m
a
n
ov

,
K
.P
.
A
n
a
n
-

th
a
p
a
d
m
a
n
a
b
h
a
n
,
A
.
L
ip
s,

P
h
y
s.

R
ev
.
L
et
t.

1
0
0
,
1
3
8
3
0
1

(2
0
0
8
).

7
.
S
.
R
o
d
ts
,
J
.C

.
B
a
u
d
ez
,
P
.
C
o
u
ss
o
t,

E
u
ro
p
h
y
s.

L
et
t.

6
9
,

6
3
6
(2
0
0
5
).

8
.
A
.
S
a
in
t-
J
a
lm

es
,
D
.J
.
D
u
ri
a
n
,
J
.
R
h
eo
l.

4
3
,
1
4
1
1
(1
9
9
9
).

9
.
H
.M

.
W

y
ss
,
K
.
M
iy
a
za
k
i,
J
.
M
a
tt
ss
o
n
,
Z
.
H
u
,
D
.R

.
R
ei
ch
-

m
a
n
,
D
.A

.
W
ei
tz
,
P
h
y
s.

R
ev
.
L
et
t.

9
8
,
(2
0
0
7
).

1
0
.
K
.
H
y
u
n
,
S
.H

.
K
im

,
K
.H

.
A
h
n
,
S
.J
.
L
ee
,
J
.
N
o
n
-N

ew
to
n
ia
n

F
lu
id

M
ec
h
.
1
0
7
,
5
1
(2
0
0
2
).

1
1
.
R
.H

.
E
w
o
ld
t,

C
.
C
la
se
n
,
A
.E
.
H
o
so
i,
G
.H

.
M
cK

in
le
y,

S
o
ft

M
a
tt
er

3
,
6
3
4
(2
0
0
7
).

1
2
.
F
.
R
o
u
y
er
,
S
.
C
o
h
en

-A
d
d
a
d
,
R
.
H
o
h
le
r,

C
o
ll
o
id
s
S
u
rf
.
A
:

P
h
y
si
co
ch
em

.
E
n
g
in
.
A
sp
.
2
6
3
,
1
1
1
(2
0
0
5
).

1
3
.
A
.D

.
G
o
p
a
l,

D
.J
.
D
u
ri
a
n
,
P
h
y
s.

R
ev
.
L
et
t.

9
1
,
1
8
8
3
0
3

(2
0
0
3
).

1
4
.
F
.
R
o
u
y
er
,
S
.
C
o
h
en

-A
d
d
a
d
,
M
.
V
ig
n
es
-A

d
le
r,

R
.
H
o
h
le
r,

P
h
y
s.

R
ev
.
E

6
7
,
0
2
1
4
0
5
(2
0
0
3
).

1
5
.
S
.A

.
K
h
a
n
,
C
.A

.
S
ch
n
ep

p
er
,
R
.C

.
A
rm

st
ro
n
g
,
J
.
R
h
eo
l.

3
2
,
6
9
(1
9
8
8
).

1
6
.
F
.
D
a
C
ru
z,

F
.
C
h
ev
o
ir
,
D
.
B
o
n
n
,
P
.
C
o
u
ss
o
t,

P
h
y
s.

R
ev
.

E
6
6
,
0
5
1
3
0
5
(2
0
0
2
).

F
.
R
o
u
y
er

et
a
l.
:
L
a
rg
e
a
m
p
li
tu
d
e
o
sc
il
la
to
ry

st
ra
in

re
sp
o
n
se

o
f
a
q
u
eo
u
s
fo
a
m

1
3

1
7
.
S
.
C
o
h
en

-A
d
d
a
d
,
R
.
H
ö
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HDR - Florence ROUYER- Articles en lien avec le chapitre 1 : Rhéologie des mousses aqueuses 



Chapitre 2

Transport de liquide et stabilité d'une

mousse aqueuse ou de verre fondu

Collaborations : Olivier Pitois (MDC), Elise Lorenceau (CR), Nicolas Louvet (Doctorant

UPEMLV) pour les mousses aqueuses et Franck Pigeonneau (IR Saint Gobain Recherche) et

Helena Kocarkova (Doctorante UPEMLV) pour les mousses de verre

L'existence d'une mousse est conditionnée par la stabilité des �lms qui entourent les bulles

qui la constituent. Ces �lms sont d'autant plus sujets à la rupture qu'ils s'amincissent [1].

Il est donc important de connaître les propriétes d'écoulement de liquide dans les �lms et le

réseau des bords de Plateau pour mieux appréhender la vie d'une mousse.

La phase liquide de la mousse est continue et la mousse est ainsi perméable au liquide. La

particularité de ce milieu poreux est d'avoir des pores délimitées par des interfaces (liquide-air)

déformables et �uides dont la géométrie peut être variable (la taille des pores dépend de la

fraction liquide φl ) et dont les conditions limites d'écoulement sont propres à des interfaces

�uides (vitesse non nulle aux interfaces).

La grande majorité des modèles de drainage de liquide dans une mousse aqueuse considère

les dissipations visqueuses dans le réseau liquide que forment les bords de Plateau et n÷uds

et font totalement abstraction de l'écoulement du liquide dans les �lms [2, 3, 4, 5]. Notons que

les �lms sont généralement très �ns et représentent une in�me partie du liquide de la mousse.

Cependant il a été observé, aussi bien au sein d'une mousse [6] qu'à l'échelle d'un bord de

Plateau unique [7], des mouvements de recirculation de liquide dans les �lms.

La géométrie habituellement utilisée pour décrire le drainage de liquide dans une mousse

consiste en un réseau de bords de Plateau et de noeuds résultant de la jonction des �lms

18



19

Figure 2.1 � Schéma illustrant le géométrie modèle de la phase liquide d'une mousse contenue
dans le réseau de bords de Plateau et noeuds. a) cellule de Kelvin ; b) un bord de Plateau
joignant deux noeuds ; c) section d'un bord de Plateau.

entre bulles dans un empilement de cellule modèle dite cellule de Kelvin (cf. �gure 2.1.a et

b). La section "idéale" d'un bord de Plateau est un triangle équilatéral délimité par des arcs

de cercle de rayon RPB et de centre extérieur au triangle (cf. �gure 2.1.c). Si le volume de

liquide contenu dans les �lms est négligé, la relation entre la géométrie des bords de Plateau

(courbure- RPB et longueur- L) et la fraction liquide au sein de la mousse peut alors s'écrire :

φl ≈ 0.141(RPB/L)2 (2.0.1)

La mobilité des interfaces �uides est modélisé par la notion de viscosité interfaciale qui

traduit la résistance d'une interface �uide à son propre cisaillement. La contrainte de surface

σsurface générée par le cisaillement de l'interface est proportionnelle au paramètre de viscosité

interfaciale de cisaillement noté ηs et à la variation du taux de cisaillement de l'interface

qui s'écrit comme le laplacien surfacique de la vitesse : σsurface = ηs∆s
−→v . Pour décrire un

écoulement à l'équilibre, une condition de vitesse nulle aux jonctions avec les �lms (coin du

bord de Plateau) est classiquement supposée, ainsi que l'égalité des contraintes à l'interface

(la contrainte de cisaillement de l'interface est égale à la contrainte visqueuse sur l'interface

de l'écoulement dans le volume du �uide de viscosité η). Cet équilibre impose les conditions

limites suivantes :

� −→v = 0 aux jonctions entre bord de Plateau et �lm (coin)

� ηs∆s
−→v = η−→n .

−→
∇−→v sur les interfaces, où −→n est la normale sortante à la surface.

L'adimensionnement de cette dernière équation fait apparaître un nombre sans dimension
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Figure 2.2 � Pro�ls type de vitesse dans une section de bord de Plateau "ideal" pour Bq=1 ;
0.1 et 0.01.

appelé nombre de Boussinesq (Bq) qui est caractéristique du mode d'écoulement dans un canal

de largeur caractéristique L : Bq = ηs
ηL
. Avec ces considérations, il est possible de modéliser

l'écoulement de liquide à l'échellement locale dans un canal ayant la forme d'un bord de

Plateau "ideal" en faisant varier le nombre de Boussinesq (cf. �gure 2.2). Pour Bq << 1,

l'écoulement tend vers un écoulement de type bouchon pour lequel les dissipations visqueuses

seront faibles comparés à des écoulements à plus grand Bq pour lesquels l'écoulement tend

vers une écoulement de type "Poiseuille" avec des vitesses nulles aux interfaces. Le nombre de

Bq est caractéristique de la mobilité des interfaces.

Dans ce chapitre je presente mes travaux concernant les écoulements de liquide aux dif-

férentes échelles : celle d'une mousse dans sa globalité et celle des éléments constitutifs de

celle-ci (Bord de Plateau et N÷ud ) en considérant l'e�et d'un couplage entre l'écoulement de

liquide dans les canaux et dans les �lms par e�et Marangoni. En�n je terminerai par l'étude

de l'écoulement de liquide dans un �lm de verre fondu et l'e�et sur sa stabilité.

2.1 Perméabilité d'une mousse aqueuse et d'une suspen-

sion de bulles

Publications : EPJE 2009, Langmuir 2009, PoF 2010.

Plus l'interface liquide-air est mobile, plus elle est facilement entrainée par l'écoulement de
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liquide et moins elle s'oppose à l'écoulement. La perméabilité d'une mousse est donc d'autant

plus grande que les interfaces qui entourent les bulles sont mobiles. Quantitativement la per-

méabilité (k) d'un milieu poreux est décrite par la loi de Darcy : Q/S = k
η

∆P
L

et a la dimension

d'une longueur au carré. Un raisonnement par analogie avec la loi de Poiseuille dans un canal

montre que la perméabilité est de l'ordre de grandeur de la section transverse du canal. Dans

le cas d'une mousse, la taille caractéristique des canaux dépend à la fois de la taille des bulles

et de la fraction liquide.

Jusque récemment, les propriétés de drainage des mousses étaient généralement présentées

en terme de variation de la vitesse de front de drainage en fonction du débit imposé en drainage

forcé (cf. �gure 2.3 pour l'illustration du principe de l'expérience de drainage forcé) qui ne

permet pas de comparer des expériences réalisées avec des paramètres physiques di�érents

(taille de bulles ou viscosité de �uide). Il est possible de comparer sur une même représentation

graphique l'ensemble des résultats de la littérature et d'expériences menées au laboratoire

en normalisant la perméabilité des mousses par le diamètre moyen de leurs bulles au carré

(k/D2) pour di�érentes fractions volumiques de liquide et di�érentes rhéologies interfaciales.

L'ensembles des courbes obtenues dans une représentation k/D2 en fonction de φl se regroupe

en un faisceau de courbes de pente d'autant plus faible que la perméabilité est grande et

se rejoignant aux grandes fractions liquide (cf. �gure 2.4). Une des mousses produites au

laboratoires s'identi�e comme l'une des mousses les plus perméables et une autre comme la

moins perméable pour une fraction liquide donnée. Nous y ferons référence par la suite et

les nommerons mousse à interface "mobile" (Bq << 1) et mousse à interface "immobile"

(Bq ' 1).

Pour des faibles fractions liquide, il est possible d'extraire une loi de puissance de la perméa-

bilité en fonction de la fraction liquide : k/D2 ∝ φnl . Pour les mousses à interface "immobile",

n = 2 et cette valeur se justi�e à l'aide d'un modèle de dissipation visqueuse dominée par les

bords de Plateau (modèle de canaux) [3]. A l'opposé, pour des mousses à interface "mobile",

n = 3/2 et cette valeur se justi�e à l'aide d'un modèle de dissipation visqueuse dominé par les

jonctions entre les bords de Plateau (modèle des noeuds) [4]. Cependant ces lois de puissances

ne sont plus véri�ées pour des fractions liquides supérieures à 0.1 . Notons que la justi�cation

de ces lois de puissance n'est valide que pour des fractions liquides bien plus faibles puisqu'elles

supposent une géométrie véri�ant l'équation 2.0.1 obtenue en négligeant le volume des noeuds

et des �lms. Une modélisation plus précise de la géométrie des bords de Plateau à plus forte
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Figure 2.3 � Schéma d'illustration du principe de l'expérience de drainage forcé : 3 images
successives d'une colonne verticale de mousse initialement sèche et arrosée par le haut par un
débit de liquide imposé

Figure 2.4 � Perméabilité normalisée d'une mousse en fonction de la fraction liquide pour
di�érentes solutions moussantes
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Figure 2.5 � Perméabilité normalisée d'une mousse en fonction de la fraction liquide pour
les solutions dites "mobiles" et "immobiles" mesurée en drainage forcé et en lit �uidisé

fraction liquide semble indiquer que le paramètre intrinsèque caractérisant la �uidité des inter-

faces d'une mousse pour décrire son drainage n'est pas la viscosité de surface mais le nombre

de Boussinesq.

A�n de sonder la perméabilité d'une assemblée de bulles pour des fractions liquide élevées,

nous avons e�ectué des mesures dans un lit �uidisé de bulles. Nous montrons que jusqu'à des

fractions liquides proche de 0.6, la perméabilité d'une assemblée de bulles avec des interfaces

"mobiles" est toujours plus élevée que celle avec des interfaces "immobiles" (cf. �gure 2.5). La

perméabilité d'une assemblée "diluée" de bulles quelque soit la phyisco-chimie des interfaces,

tend vers celle attendue pour une assemblée de sphères dures. La rigidi�cation des interfaces

des bulles avec l'augmentation de la fraction liquide est e�ective bien au-delà de la fraction

de liquide à laquelle la surface des �lms séparant les bulles s'annule (φl > 0.36, c'est-à-dire

lorsque que les bulles ne sont plus au contact - la mousse devient une suspension de bulles

disjointes). Cette rigidi�cation s'opère progressivement entre φl = 0.36 et φl = 0.6 . L'ensemble

de la courbe de perméabilité mesurée, sur 7 décades, pour des interfaces "immobiles" est

parfaitement décrite par le modèle de Carman-Kozeny prenant en compte la surface e�ective

des canaux.
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Une conclusion de ces premiers travaux est que la compréhension de l'écoulement de liquide

à l'échelle macroscopique est bonne tant que les interfaces des bulles se comportent comme des

parois solides. Cependant la modélisation de l'écoulement de liquide pour des interfaces mobiles

n'est pas encore satisfaisante. Notons que la mobilité des interfaces est liée à la mobilité des

surfactants susceptible d'induire des courants Marangoni. Nous considérons alors l'écoulement

de liquide à l'échelle microscopique (quelques bords de Plateau connectés entre eux par un

noeud et leurs �lms adjacents) a�n de mieux comprendre l'origine et les e�ets d'un couplage

entre l'écoulement dans les bords de Plateau et des recirculations dans les �lms [6, 7].

2.2 Ecoulement de liquide à l'échelle locale : considération

des écoulements Marangoni dans les �lms

Publications : Colsua 2008, EPJE 2009.

2.2.1 Modèle de Recirculation de liquide dans les �lms

Par simple conservation du débit surfacique sur une face d'un noeud joignant 2 faces de

bord de Plateau, nous montrons que la concentration de surface en amont et en aval d'un

n÷ud ne peuvent être égales. En e�et dans le cas de la géométrie représentée sur la �gure 2.6 :

qamonts = uRΓeq > qavals = 2(u/3)RΓeq, et ainsi la concentration de surface de surfactants (Γ)

est plus importante à la sortie qu'à l'entrée d'un bord de Plateau. Aussi, nous proposons qu'il

se développe au niveau des jonctions entre canal et �lm (�èche verte sur le dessin) un courant

de Marangoni orienté dans le sens opposé à l'écoulement du fait d'une valeur de tension de

surface plus élevée en amont qu'en aval d'un bord de Plateau.

Nous remettons alors en question la première condition aux limites précédemment énoncé

pour un écoulement à l'équilibre à savoir −→v = 0 aux jonctions entre bord de Plateau et

�lm (coin). Nous proposons d'introduire une amplitude de vitesse Vup et une longueur ζ

caractéristiques du contre-écoulement généré par les contraintes Marangoni dans le �lm, nous

dé�nissons ainsi une zone de transition à l'intérieur d'un bord de Plateau se déplaçant en sens

contraire à l'écoulement moyen et d'étendue spatiale ζ (cf. �gure 2.7).
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Figure 2.6 � Schéma illustrant le modèle de recirculation.

L'équilibre des contraintes visqueuses et de Marangoni dans cette zone de transition ainsi

que la conservation des surfactants à la surface d'un bord de plateau (courant Marangoni,

di�usion vers le volume et transport en surface), permettent l'estimation de l'amplitude du

contre-écoulement en fonction des di�érents paramètre physico-chimique du liquide. Ce mo-

dèle prédit que l'amplitude des contre-écoulements est proportionnelle (avec un préfacteur

d'ordre 1) à la vitesse débitante du liquide dans le canal. Ce dernier point est en accord avec

l'observations de mouvements dans le �lm dans une zone très proche du bord de plateau

(vraisemblablement le déplacement de lentilles liquide plus épaisses que le �lm).

Les conséquences de ces courants Marangoni sont :

� diminution de la section hydrodynamique et perméabilité du canal. La variation relative

de la perméabilité avec l'amplitude du contre-écoulement est présentée au paragraphe

2.2.2.

� formation d'un pincement à la jonction du bord de Plateau et d'un �lm (coin), et donc

une déformation de la section de bord Plateau comme pour le cas de la régénération

marginale dans un �lm vertical [8]. L'in�uence de la géométrie de la section sur la

perméabilité d'un bord de Plateau est également présentée au paragraphe 2.2.2.
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Figure 2.7 � Schéma représant la zone de transition entre un bord de Plateau et un �lm.

� épaississement du �lm d'autant plus important que l'écoulement dans le bord de Plateau

est grand car la recirculation du liquide dans le �lm est d'autant plus importante que le

courant Marangoni est grand. Nous verrons au paragraphe 2.3 que cet e�et in�uence le

mûrissement d'une mousse.

2.2.2 Modélisation de la perméabilité d'un bord de Plateau et l'in-

�uence des jonctions avec les �lms

Nous présentons ici des résultats numériques quanti�ant l'e�et de la zone de transition

sur la perméabilité d'un bord de Plateau par rapport au cas classiquement modélisé [9, 10] et

présenté à l'introduction de ce chapitre. Nous considérons d'une part l'in�uence de la géométrie

et d'autre part l'in�uence de la condition limite d'écoulement dans les coins.

La perméabilité est calculée à partir de simulations numériques par éléments �nis avec le

logiciel Comsol. Nous considérons ici un bord de Plateau in�ni. La modélisation la plus simple

se fait alors à 2D et correspond à l'écoulement (u(r)) à travers un sixième de section d'un bord

de Plateau comme illustrée par la zone rouge de la �gure 2.8.a (symétrie de la géométrie par

rapport aux 3 axes portés par le centre et chacun des trois coins). L'équation du mouvement

du �uide est l'équation de Stokes adimensionnée qui s'écrit ∆u = 1. La �uidité de l'interface
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Figure 2.8 � a) Schéma de la section d'un bord de Plateau, la zone rouge représente 1/6
ième de la géométrie et correspond à la section e�ectivement considérée pour les simulations
numériques. b) Perméabilité d'un bord de Plateau en fonction de l'angle θ entre les arcs de
cercle le délimitant. La perméabilité k0 correspond à la perméabilité d'un bord de Plateau
idéal. c) Perméabilité d'un bord de Plateau en fonction de la vitesse de remontée à la jonction
avec le �lm

liquide-air est également modélisée par l'équation adimensionnée −→n .
−−→
grad u = Bo ∆su qui est

introduite sous forme de "weak term" aux coins des bords de Plateau [11].

In�uence de la géométrie des jonctions :

Nous considérons ici la géométrie du bord de Plateau limitée par les pincements à la

jonction avec les �lms où la vitesse du �uide est nulle. Nous varions continuement la

section d'un bord de Plateau de la forme triangulaire isocèle délimitée par des arcs de

cercle de rayon RPB à la forme triangulaire isocèle délimitée par des segments droits de

longueur RPB en variant le demi-angle (θ) entre chaque arc de cercle délimitant le canal

de 0◦ à 60◦ (cf. �gure 2.8.a).

Pour Bq ≤ 1 la perméabilité décroit avec θ et de manière signi�cative aux petits angles.
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Notons que pour des interfaces entièrement immobiles (paroi solide), la perméabilité

augmente avec θ car la section s'"ouvre" et donc le rayon hydraulique et la surface

spéci�que des canaux augmentent. Par conséquent, il est évident que la perméabilité

d'un canal augmente avec θ lorsque les interfaces tendent vers des parois solides. À

l'inverse pour Bq > 1 la perméabilité augmente légèrement avec θ. Qualitativement,

la diminution de la perméabilité peut s'expliquer à faible Bq par la localisation des

gradients de vitesse proche du pincement (point de vitesse nulle) et donc une dissipation

plus grande lorsque cette zone s'agrandit quand θ augmente.

Ainsi nous montrons qu'une modi�cation de la géométrie "idéale" habituellement consi-

dérée pour la modélisation du drainage dans une mousse aqueuse peut se traduire par

une diminution de moitié de la vitesse moyenne d'écoulement pour Bq = 0.01 et θ entre

5◦ − 10◦.

In�uence des conditions limites d'écoulement : Nous reprenons le modèle de simulation

numérique précédemment exposé en modi�ant la condition limite de l'écoulement au

point de jonction avec le �lm, c'est-à-dire en variant la vitesse (Vup) dans un sens opposé

à l'écoulement moyen. La taille de la zone de contre-écoulement ζ augmente avec Vup

(cf. insert �gure 2.8.c). La section hydrodynamique contribuant au drainage est donc

diminuée et la vitesse maximale au centre du canal est plus importante que dans le cas

"idéal" par conservation du débit.

La perméabilité du canal varie de manière signi�cative (de moitié) pour Vup de l'ordre

de la vitesse débitante (cf. �gure 2.8) ce qui correspond à ζ de l'ordre d'un dixième du

rayon de courbure du bord de Plateau.

Ces simulations numériques ainsi que l'obervation faite lors des expériences nous per-

mettent de conforter le modèle de recirculation présenté au paragraphe 2.2.1 et montrent

ainsi les défaillances des modèles jusqu'alors utilisés pour décrire quantitativement le drainage

de liquide dans une mousse aqueuse. Il serait intéressant d'entreprendre une modélisation nu-

mérique plus complète qui prendrait en compte le couplage entre l'écoulement de liquide en

volume et aux interfaces dans les bords de Plateau et les �lms via le tranfert des surfactants à

l'échelle d'une jonction (�gure2.6). Mais cela nécessite une maitrise de l'outils numérique bien

au-delà de mes moyens et de mes objectifs ...
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2.3 Couplage drainage-mûrissement à l'échelle microsco-

pique

Publications : JCIS 2009.

Un dispositif expérimental permet d'isoler une bulle en situation de drainage forcé (cf.

�gure 2.9). Un gaz (C6F14) peu soluble dans la solution moussante est utilisé pour créer une

bulle sous un bord de Plateau vertical. Une di�érence de concentration de ce gaz, de part

et d'autres des �lms qui forment cette bulle, entraine un �ux di�usif de gaz soluble (N2) de

l'extérieur vers l'intérieur de la bulle. Il est ainsi possible de reproduire à l'échelle locale une

expérience de mûrissement. De plus, un drainage imposé de liquide dans le bord de Plateau

supérieur permet d'étudier le couplage drainage - mûrissement.

Les expériences montrent que les bulles en situation de drainage mûrissent d'autant moins

vite que le débit de liquide imposé dans les canaux est grand. Qualitativement cela s'explique

par un épaississement des �lms qui entourent la bulle sous l'e�et de l'écoulement de liquide

dans les bords de Plateau (en accord avec le modèle 2.2.1) : plus les �lms sont épais, plus le

temps di�usion du gaz à travers les �lms est grand. Une description quantitative des données

expérimentales nécessite la connaissance de l'épaisseur (e) et la surface (A) des �lms à tra-

verser. En e�et l'accroissement du volume (V ) de la bulle est imposé par le �ux de gaz N2

à travers les trois �lms : dV/dt = 3ADm
∆C
e
Sνm où ∆C = C0V0/V avec Dm le coe�cient de

di�usion moléculaire, C0 la concentration initiale de C6F14, V0 le volume inital de la bulle, S

la solubilité de N2 et νm le volume molaire d'un gaz parfait.

Il est possible expérimentalement de mesurer l'épaisseur des �lms par interférométrie en

lumière blanche. Il est beaucoup plus di�cile d'accéder expérimentalement à la surface des

�lms entourants la bulle car non seulement leur limite géométrique avec les bords de Plateau

est le lieu de multiple ré�exion (faible rayon de courbure des bords Plateau) mais en plus les

�lms sont courbes (d'autant plus que la bulle est petite et se rapproche d'une forme sphérique).

Nous avons donc utilisé le logiciel Surface Evolver pour modéliser numériquement en condi-

tion statique la géométrie de la bulle sous un bord de Plateau dans les conditions de l'expé-

rience (cf. �gure 2.9). Les paramètres imposés dans la simulation sont : - la hauteur initiale

du bord de Plateau ; - les orientations des 3 �lms verticaux (120o entre chaque) ; - le volume

de la bulle ; - la tension de surface et la masse volumique du liquide.
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Figure 2.9 � a) Montage expérimental d'une bulle en situation de drainage forcé. b) Simula-
tion sous Surface evolver de la géométrie expérimentale.

Figure 2.10 � a) Dépendance du volume de la bulle en fonction de la hauteur L. b) Dépen-
dance de l'aire des �lms entourant la bulle en fonction de la hauteur L.

Nous mesurons numériquement la hauteur des �lms L (qui est aussi mesurable expérimen-

talement cf. �gure 2.9) et leur surface pour des volumes de bulles variant de 0.05 à 0.2 cm3

correspondant aux tailles bulles de l'expérience (cf .�gure 2.10).

Ces conditions géométriques étant prise en compte il est possible de décrire sans paramètre

ajustable la variation de la taille de la bulle au cours du temps. A l'exception des petites bulles

pour lesquelles des épaississements au coeur du �lm sont observés.

L'analyse complète et précise de ces expériences montre ainsi que l'épaississement des �lms

dans une mousse en condition de drainage est nécessaire. Ce résultat expliquerai les désaccords

entre expériences dans une mousse et théorie concernant la dépendance du mûrissement avec
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la fraction liquide [12]. En e�et ces théories considérent la diminution de la surface des �lms

lorsque la fraction liquide augmente mais une épaisseur de �lm indépendante de φl.

2.4 Drainage d'un �lm de verre fondu et stabilité d'une

bulle unique à la surface d'un liquide

Publications : 1 article en préparation pour soumission à "JCIS" sur le sujet de drainage

dans un �lm au-dessus d'une bulle à la surface d'un bain liquide ; 1 article en préparation pour

soumission à "Glass Technology : European Journal of Glass Science and Technology Part A"

sur le sujet de stabilité de bulles de verre.

Cette étude est menée en collaboration avec F. Pigeonneau et H. Kocarkova (doctorante

- soutenance prévue �n octobre 2011) du laboratoire Surface des Verres et des Interfaces

(S.V.I- UMR CNRS- St Gobain Recherche) et a pour objectif initial de mieux comprendre

la formation de mousse dans les fours verriers. Néanmoins, nous verrons que cette étude

n'est pas exclusivement dédiée à l'industrie verrière et qu'elle présente des résultats nouveaux

concernant l'hydrodynamique des écoulements à interfaces libres.

La condition essentielle à la formation d'une mousse est l'existence dans les premiers ins-

tants d'une bulle unique. Si cette bulle ne disparaît pas avant d'être rejointe par une autre

bulle et ainsi de suite, alors une mousse peut etre créée. Nous avons donc étudié le compor-

tement d'une bulle unique à la surface d'un verre fondu : de l'amincissement du �lm liquide

qui la recouvre jusqu'à sa rupture qui génére dans certains cas de très petites bulles.

2.4.1 Présentation des verres fondus

Un verre est un milieu amorphe constitué d'oxyde de silicium, il est obtenu par fusion

de grains de silice (SiO2) et de carbonate (de calcium CaCO3 et/ou de sodium NaCO3).

Dans les premiers instants de ce procédé, de nombreuses bulles sont présentes dans le mélange

fondu. Le gaz constituant ces bulles est soit issu d'un simple piégeage d'air entre grains ou

alors de réactions chimiques. En e�et, bien souvent des produits d'a�nage (notamment le

sulfate de sodium - Na2SO4) sont ajoutés au mélange a�n de créer des bulles dont le rôle
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est celui d'un agitateur pour obtenir un mélange plus homogène. Les bulles grossissent au

sein du bain de verre fondu, et sont poussées sous l'e�et de la gravité vers la surface. Pour

certains types de verre, une mousse relativement stable se forme. Si la présence de bulles en

mouvement est souhaitable dans les premiers instants de l'a�nage du verre, la mousse présente

un inconvénient majeur par la suite. En e�et, la mousse forme un écran thermique entre le

bain de verre fondu et l'atmosphère du four qui est la source de chau�age dans de nombreux

procédés industriels.

Depuis la deuxième moitié du 20eme siècle de nombreuses études, motivées par l'amélio-

ration du rendement en énergie calori�que, ont vues le jour. Ces études sont bien souvent

qualitatives et comparent des expériences pour lesquelles di�érents paramètres physiques ou

physico-chimiques sont variés et fournissent rarement des modèles physiques quantitatifs. Elles

ont néanmoins permis de montrer que la température et l'atmosphère dans le four sont des

facteurs in�uençant l'apparition et la stabilité d'une mousse de verre. Ces facteurs dépendent

de la composition chimique du verre. Avant de présenter nos résultats, je résume et commente

ci-dessous l'essentiels des résultats reportés dans la litterature verrière relatifs à un �lm de

verre fondu (�lm vertical ou au-dessus d'une bulle à la surface d'un bain) :

� La tension de surface d'un verre fondu, mesurée par la méthode de goutte pen-

dante par exemple, est grande par rapport à celle des solutions aqueuses (de l'ordre de

350mN/m) et dépend de sa composition chimique. Certains composants abaissent ou

augmentent la tension de surface du verre (cf. table ci-dessous).

composants chimiques composants chimiques

diminuant la tension de surface augmentant la tension de surface

V ; B ; Ti ; Na ; K ; Rb ; Cs Cd ; Zn ; Ce ; Zr ; Ni ; Co ; Fe ; Al ; Mn ; Li ;

Alkaline earth metal
Cet e�et peut-etre interprété par la polarisabilité des atomes, plus un atome est grand,

plus il est polarisable et plus il diminue la tension de surface. C'est en ce sens que certains

composants chimiques dans le verre peuvent être appelés surfactants car ils agissent sur

la valeur de la tension de surface bien qu'ils soient di�érents des surfactants amphi-

liles habituellement rencontrés dans le cas des mousses aqueuses et responsables de la

stabilisation des �lms séparant les bulles dans une mousse. L'action de ces composants

chimiques dans un verre fondu se comparerait plutot à celui de l'alcool qui diminue la

tension de surface de l'eau. Ainsi une évaporation d'un composant diminuant la tension
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de surface (V ; B ; Ti ; Na ; K ; Rb ; Cs dans le verre ou alcool dans l'eau) augmente la

tension de surface de la solution. Une conséquence bien connue de cet e�et est l'appa-

rition des larmes de vin sur les bords d'un verre à la surface d'un liquide alcoolisé par

courant Marangoni.

� L'amincissement d'un �lm de verre fondu ralentit au cours du temps [13, 14] : 1- au

début, l'épaisseur h du �lm décroît exponentiellement jusqu'à des épaisseurs de l'ordre de

la centaine de nanomètres. Cette décroissance exponentielle de h s'explique par le fait que

les interfaces sont mobiles (pas de viscosité de surface). Le taux d'amincissement décroît

comme l'inverse de la viscosité du verre fondu 1
h
dh
dt
∝ 1/η. 2- Pour des épaisseurs plus

faibles, un fort ralentissement voir un arrêt du drainage du �lm est évoqué et les �lms sont

quali�és de "metastable" [13]. Ce ralentissement suggère une rigidi�cation des interfaces

lorsque le �lm devient très mince. P. Laimbock [14] propose une origine physique à cette

rigidi�cation des interfaces par e�et Marangoni. Il suppose qu'un composant tel que

l'oxide de sodium (Na2O) joue le role d'un surfactant en dessous de la cmc (interface

non saturé) et qu'ainsi la tension de surface est plus grande là où le �lm est le plus mince

par conservation des espèces lors de l'étirement du �lm (cf. �gure 2.11a).

� La relation entre le temps de vie d'un �lm et la dynamique de drainage de celui-ci

est sujet à controverse. D'après Berkeens et Schaaf [15, 16], le temps de vie d'un �lm

se déduit simplement du temps nécessaire pour qu'un �lm draine d'une épaisseur h0

initiale jusqu'à une épaisseur critique hc (critère de Schedulko écrit en considérant des

interactions de Van der Waals uniquement) en dessous de laquelle toute perturbation

d'épaisseur du �lm est instable et mène à la rupture du �lm. Considérant que les in-

terfaces des �lms ne sont jamais exclusivement mobiles ou immobiles, ils proposent une

écriture du temps de vie d'une bulle comme la somme des temps de vie estimés pour des

interfaces mobiles et pour des interfaces immobiles pondérée par un facteur d'immobilité

de surface. Cette approche suppose donc qu'il existe un temps de vie bien de�ni pour

une bulle de taille donnée et une composition de verre fondu connues ! Selon Hrma [17],

le temps de vie d'une bulle à la surface d'un bain de verre fondu n'est pas uniquement

dépendant du drainage du �lm en surface. Il distingue deux étapes dans la vie d'un

�lm : le drainage du �lm jusqu'à une épaisseur critique suivi de la survie du �lm �n à

cette épaisseur critique. Cette dernière approche suppose donc qu'il est possible que le

drainage d'un �lm de verre fondu soit stoppé à partir d'une certaine épaisseur comme
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Figure 2.11 � a) Schéma illustrant le courant Marangoni suite à un étirement local d'un
�lm �n. b) et c) Schémas illustrants la rupture d'un �lm par étalement (b) ou étirement (c)
d'une gouttelette de tension de surface plus faible que le liquide contenu dans le �lm. Schéma
extraits du livre "Les mousses - Structure et Dynamique", édition Belin, collection Echelles

cela est le cas pour des �lms de savons stabilisés par des surfactants dont l'encombre-

ment stérique ou les répulsions électrostatiques su�sent à contre-balancer la succion

capillaire. Cette dernière hypothèse est évoquée dans le travail de Cable et al. [18] mais,

à notre connaissance, n'a jamais été démontrée.

� La présence de sulfate dans le gaz ou dans le verre fondu sous forme composé avec

un agent d'a�nage (bien souvent avec le sodium) agit sur le temps de vie d'un �lm de

verre fondu. Cette action dépend de la température. A basse température (inférieure

a 1100oC), le sulfate associé au sodium (Na2SO4- sulfate de sodium) est un liquide

appelé "Sulfate gall" immiscible dans le verre fondu et ayant une tension de surface

avec l'air (200mN/m) beaucoup plus faible que le verre (350mN/m). Cette "gall" migre

en surface du verre fondu dans une con�guration plus favorable énergétiquement. Ainsi

à basse température le présence de sulfate diminue le temps de vie d'un �lm de verre

fondu [13, 14], par des mécanismes de rupture analogues à ceux bien connue de la rupture

d'un �lm de savon (rôle du verre fondu) par une gouttelette d'huile (rôle de la "gall")

(cf. �gure 2.11b-c). La distinction entre les deux scénarios se fait à partir du paramètre

d'étalement faisant intervenir la tension de surface entre la "gall" et le verre fondu, qui à

ma connaissance n'est pas connue. A plus forte température cette "gall" se mélange dans

le verre fondu (mélange complet au-delà de 1300oC) et le sulfate et l'agent d'a�nage

(sodium, potassium etc ...) s'évapore vers l'atmosphère. Dans des conditons d'oxidation,
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les gaz dégagés sont sous forme Na2O et SO3 alors que dans des conditons de reduction,

les gaz dégagés sont sous forme Na2S et CO2.

� L'évaporation de sodium et de potassium est d'autant plus active que la tempé-

rature du four est élévée (fort accroissement au-delà de 1300oC) et que l'atmosphère

environnante est en mouvement (vitesse de convection favorise l'évaporation par un re-

nouvellement de l'air à la surface du verre fondu). La présence de vapeur d'eau dans

l'atmosphère favorise également l'évaporation du sodium. La présence de Bore (B) est

également un facteur favorable à l'évaporation de sodium et potassium. Les travaux de

Kucuk et al. [19] montrent que l'évaporation de sodium engendre une augmentation de

la tension de surface dans un verre avec du calcium alors que l'évaporation de potassium

n'in�uence pas la tension de surface dans un verre sans calcium. Ces di�érences s'expli-

queraient par une di�usion plus rapide pour le potassium que pour le sodium qui serait

"bloqué" par la présence de calcium dans un verre sodo-sili-calcite. Ainsi une diminution

de la concentration de sodium dans une �ne couche sous la surface du verre fondu est

attendue.

2.4.2 Drainage d'un �lm liquide aux interfaces mobiles au-dessus

d'une bulle unique à la surface d'un liquide visqueux

A�n de caractériser le drainage du �lm au-dessus d'une bulle à la surface d'un bain de

verre fondu, un montage interférométrique est disposé au-dessus d'un four (cf. �gure 2.12)

dans lequel une bulle de taille contrôlée peut être créée au fond d'un récipient en platine.

Pour l'ensemble des expériences réalisées (tous types de verre confondu), il est obervé un

décroissance exponentielle de l'épaisseur du �lm au cours du temps :

h(t) = h0 exp(−t/τdrainage) (2.4.1)

Ce résultat est en accord avec les études précédemment citées (cf. paragraphe 2.4.1). Qua-

litativement nous observons que le drainage est d'autant plus rapide que la température est

élevée (viscosité faible) et que la bulle est grosse. Par un argument dimensionnel à l'échelle
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Figure 2.12 � Schéma illustrant le montage expérimental

de la bulle considérant uniquement les e�ets de la pesanteur (moteur du drainage) et la vis-

cosité dynamique du liquide (frein au drainage), un temps caractéristique peut être déduit :

τdim = η/(ρgD), ce temps caractéristique est d'autant plus petit que la viscosité du �uide

est faible et que la bulle est grosse, et semble en accord avec l'expérience. Cependant les

courbes de drainage mesurées pour di�érentes tailles de bulles et adimensionné par τdim ne se

superposent pas (cf. �gure 2.13a).

En temps relatif le �lm au dessus d'une petite bulle s'amincit plus vite que le �lm au-

dessus d'une grosse bulle. Qualitativement, ce résultat peut être compris par le fait que plus

la bulle est petite moins elle déforme l'interface et la surface du �lm �n (Scap) représente une

moins grande proportion de la surface de la bulle (cf. schéma �gure 2.13b). Ainsi la dissipation

visqueuse de l'écoulement de liquide dans un �lm �n est en proportion moins importante pour

une petite bulle que pour une grosse bulle (la force motrice étant toujours �xée par la taille

de la bulle).

Plus précisement, la forme quasistatique du �lm au dessus-d'une bulle à la surface d'un bain

liquide est régie par la gravité qui pousse la bulle hors du liquide et par la tension de surface

du liquide qui résiste à la déformation et dépend ainsi du nombre de Bond : Bo = ρgD2/γ. Sur
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Figure 2.13 � a) Courbe de variation relative de l'épaisseur du �lm h(t)/h0 en fonction du
temps adimensionné t/τdim en coordonnées log-lin. b)Schéma illustrant la forme d'une bulle à
la surface d'un bain pour Bo tendant vers 0 et Bo=26, et les paramètres physiques Rcap, hcap,
Scap. c) Coube de variation adimensionnée de la surface du �lm �n Scap/(D/2)2 en fonction
de Bo. d) Coube de variation adimensionnée du taux d'amincissement de �lm (a) en fonction
du nombre de Bond (Bo).
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la �gure 2.13c des résultats extraits des travaux de Princen datant de 1963 [20] représentent la

variation de la surface de la bulle adimensionnée par (D/2)2 en fonction du nombre de Bond.

Nous choisissons une régression de type : Scap/(D/2)2 = 2π(2)2/3(A × Bo + Bo2)/(B + C ×
Bo + Bo2) où A = 94.7, B = 901.96 et C = 142.46 qui satisfait, Scap ∝ Bo dans la limite

Bo = 0 et Scap/(D/2)2 = 2π( Rcap

(D/2)
)2 = 2π(2)2/3 dans la limite Bo→∞.

Finalement, nous représentons sur un même graphique (�gure 2.13d) l'ensemble des taux

d'amincissement adimensionnées en fonction de Bo obtenus pour di�érents verres fondus à dif-

férentes températures et dans di�érentes atmosphères. Le taux adimensionné d'amincissement

de �lm se dé�nit : a = τdim
h

dh
dt

= τdim/τdrainage.

Les points sont dispersés mais montrent un décroissance systématique de a en fonction de

Bo aux petits nombres de Bo pour rejoindre une valeur proche de 0.1 aux grands nombres de

Bo. Des simulations numériques par une méthode d'éléments intégrals aux frontières (point

noir) ainsi qu'un modèle théorique (courbe rouge) décrivent bien les résultats expérimentaux.

Nous avons écrit le modèle théorique en supposant que le moteur de l'écoulement de liquide

dans le �lm �n au-dessus de la bulle est la pression appliquée par le poids de la bulle sur la

surface de ce �lm �n (4π/3(D/2)3ρg/Scap) et que le frein à cet écoulement est un contrainte

visqueuse d'origine élongationnelle (3η 1
h
dh
dt
). Nous en déduisons une expression analytique du

taux adimensionné d'amincissement du �lm liquide au dessus d'une bulle :

a =
τdim

τdrainage
=

2π

9

(D/2)2

Scap
=

1

9(2)2/3

901.96 + 142.46Bo+Bo2

94.7Bo+Bo2
(2.4.2)

Les travaux expérimentaux de Debregeas et al. obtenus pour de grosses bulles d'air à la

surface du PDMS sont en très bon accord avec nos résultats dans la limite des grands nombres

de Bond [21]. En e�et, nous déduisons de leur �gure 1.a 1/τdrainage = 1.63(s−1m−1)Rcap soit

a = τdim/τdrainage = 0.104. Notons que leur modèle d'écoulement gravitaire bouchon dans une

�ne calotte sphérique prédit a = 0.63 et surestime ainsi d'un facteur 6 environ les résultats

expérimentaux ! Ce facteur peut être corrigé en considérant que les dissipations visqueuses

sont élongationnelles et ainsi être divisé par 3. Mais cela n'est pas su�sant ... De mon point

de vue la grande di�érence entre notre modèle et le leur est le moteur de l'écoulement : le

poids du liquide (leur modèle) et le poids apparent de la bulle (notre modèle).

Ces résultats con�rment que l'épaisseur d'un �lm décroit exponentiellement dans le temps

et que par conséquent les interfaces d'un �lm de verre fondu sont mobiles. Cependant, nous
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montrons qu'un simple argument dimensionnel n'est pas su�sant pour déterminer le temps

caractéristique de drainage d'un �lm au dessus d'une bulle quelque soit sa taille. En e�et, les

petites bulles drainent relativement plus vite que les grosses bulles. Grâce au modèle théorique

nous établissons un forme analytique du taux d'amincissement du �lm liquide au-dessus d'une

bulle en fonction du nombre de Bond qui permet ainsi de prédire le temps caractéristique de

drainage en fonction des paramètres physiques suivants : taille de bulle, tension de surface et

viscosité du verre fondu.

2.4.3 Temps de vie d'une bulle unique à la surface d'un liquide : e�et

Marangoni par évaporation de Sodium

Nous dé�nisson le temps de vie d'une bulle par l'intervalle de temps pendant lequel la forme

de la bulle vue de dessus reste �gée à la surface du bain liquide c'est-à-dire le temps que la bulle

reste à la surface après avoir déformé celle-ci et avant la rupture du �lm supérieur. Notons que

la bulle est �gée mais que le liquide s'écoule dans le �lm (les franges d'interférence évoluent

dans le temps). Si aucun e�et stabilisant n'est attendu pour un �lm de verre fondu, le temps

de vie d'une bulle à la surface liquide serait unique et proportionel au temps caractéristique

de drainage (cf. "Présentation des verres fondus").

Pour des températures de chau�age du four inférieures à 1300oC, les temps de vie de bulle

pour l'ensemble des verres testés sont très peu dispersés et sont environ 10 fois plus grand que

le temps caractéristique de drainage calculé à partir de l'équation 2.4.2 (cf. �gure 2.14 pour

le verre avec du Fe à 0.1% et le verre avec de Bore à 1%)).

Pour des températures de chau�age du four supérieures à 1300oC, cette proportionnalité

n'est plus véri�ée pour l'ensemble des verres testés. Les temps de vie sont très dispersés et

peuvent être de 10 fois à 100 fois plus grand que le temps de drainage ! Le �lm ne peut pas

drainer sur un temps si long, il existe donc un mécanisme stabilisant pour les �lms de verre à

température supérieure à 1300oC.

Dans les premiers instants, l'observation des franges d'interférence dans le �lm montrent

un drainage "régulier" du �lm pendant lequel les franges sont à peu près circulaires, elles

apparaissent proche du sommet de la bulle et s'ouvrent du centre vers la périphérie de la bulle

où elles disparaissent. La durée du drainage régulier est d'environ 10τdrainage et réprésente la
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majeure partie du temps de vie des bulles à faible température. Cela correspond au temps

nécessaire pour qu'un �lm s'amincisse d'un facteur 104 environ, ce qui est réalisé lorsqu'un

�lm épais de quelques centaines de µm s'amincit jusqu'à des épaisseurs de quelques dizaines

de nm.

Aux plus fortes températures, nous observons à la suite du drainage "régulier" que les

franges se déforment (boucles pas circulaires), que certaines parties se �gent et que d'autres

parties se déplacent vers le sommet de la bulle. Ces motifs et mouvements semblent chaotiques

et sont comparables à ceux décrits dans le cas d'un bulle hémisphérique chau�ée à l'équateur

[22].

Des analyses chimiques par SIMS sur un �lm de verre refroidi (verre avec du Fe à 0.1%)

initialement étiré dans un état fondu à un température Tetirement égale à 1200oC et 1400oC

montrent un apauvrissement en sodium à la surface du �lm bien plus important pour Tetirement

égale à 1400oC qu'à 1200oC. Ces mesures sont en accord avec l'explication de Kucuk et al

concernant la diminution de la tension de surface dans le temps à une température de 1400oC,

du fait de l'évaporation de Sodium en surface et d'une di�usion trop lente du sodium du

volume vers la surface. De plus, il est à noté qu'un verre fondu voit sa masse volumique

diminué avec sa concentration en sodium [23].

Ainsi, l'évaporation de sodium engendre une augmentation de la tension de surface à la

surface du �lm et de la densité du liquide dans le �lm par rapport au bain liquide. Quantita-

tivement nous estimons pour un �lm de 100nm la variation de concentration en Na2O entre

le �lm et le bain liquide, serait d'environ 4% ; ce qui implique une variation de tension de

surface d'environ 4mN/m à (1400oC), soit une variation de tension de surface d'environ 1%

et une variation de densité d'environ 0.1%. C'est donc l'e�et de l'évaporation sur la tension

de surface qui apparait le plus important. Un modélisation numérique du drainage d'un �lm

vertical montre qu'une telle variation de tension de surface permettrai de stabiliser le �lm à

des épaisseurs d'environ 100nm. (travail en cours).

Pour conclure, nous proposons qu'un courant Marangoni généré par l'évaporation de so-

dium est capable de s'opposer au drainage du �lm et donc d'augmenter de manière signi�cative

le temps de vie d'une bulle à la surface d'un bain de verre fondu. Ce scénario pour expliquer

la stabilité des bulles est analogue aux larmes de vins observé sur les bords d'un verre rempli

d'une boisson alcoolisée et est di�érent de celui proposé par Laimbock qui comparait le sodium

à un surfactant en dessous de la cmc.
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Figure 2.14 � temps de vie en fonction du temps caractéristique de drainage

2.4.4 Apparition de bulles "�lles" lors de la rupture d'une bulle

unique à la surface d'un liquide

Pour des températures élévées et des verres au Bore (faible viscosité), nous observons de

très petites bulles dites "�lles" disposées en corolle à la périphérie de la bulle initiale dite

"mère" (cf. �gure 2.15). Il est important de noté qu'une petite bulle à tous les atouts pour

vivre plus longtemps qu'une grosse bulle (temps de drainage absolue plus grand et épaisseur

critique du �lm plus petite). Il est donc possible que la rupture d'une grosse bulle soit à

l'origine d'un amas de petites bulles (les petites bulles s'attirent entre elle du fait des forces

capillaires) qui peut être très stable et généré une mousse.

Bird et al. ont observé de telles bulles �lles et présentent un critère d'apparition de ces

bulles �lles [24] dépendant des nombres de Reynolds (Re = ρDU/2µ) et des nombres Capillaire

(Ca = Uµ/γ) où la vitesse U est celle d'ouverture du �lm : - pour Re < 2, il n'y a pas formation

de corolle de petites bulles ; pour Re > 2, il y a formation d'une corolle de petites bulles si Ca

est plus petit que l'unité et de deux corolles de petites bulles si Ca est plus grand que l'unité.

Le dispositif d'acquisition vidéo initialement utilisé pour la mesure de l'amincissement du

�lm ne permettait pas la mesure de la vitesse de l'ouverture du �lm pendant sa rupture.

Néanmoins, nous estimons la vitesse d'ouverture à partir de la vitesse de Taylor-Culick (limite
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Figure 2.15 � Image vue de dessous d'une bulle à la surface d'un bain liquide avant (vue de
gauche) et après (vue de droite) la rupture du �lm supérieur.

inertielle) et établissons que le critère d'apparition de bulle �lle correspondrait à des nombres

de Reynolds d'au moins un ordre de grandeur plus grand que l'unité. A�n de mieux quanti�er

ce seuil d'apparition de petites bulles �lles dans le verre, des expériences sont envisagées mais

avec une caméra rapide cette fois-ci !
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N

A
L

E

P
e
rm

e
a
b
il
it
y

o
f
a
q
u
e
o
u
s

fo
a
m

s

E
.
L
or

en
ce

au
a
,
N

.
L
o
u
v
et

,
F
.
R

o
u
y
er

,
an

d
O

.
P

it
o
is

U
n
iv
er
si
té

P
a
ri
s-
E
st
,
L
a
b
o
ra
to
ir
e
d
e
P
h
y
si
q
u
e
d
es

M
a
té
ri
a
u
x
D
iv
is
és

et
d
es

In
te
rf
a
ce
s,

U
M
R

8
1
0
8
d
u

C
N
R
S
,
5
B
o
u
le
va
rd

D
es
ca
rt
es
,
7
7
4
5
4
M
a
rn
e-
la
-V

a
ll
ée

ce
d
ex

2
,
F
ra
n
ce

R
ec
ei
v
ed

1
9
M
ay

2
0
0
8
a
n
d
R
ec
ei
v
ed

in
fi
n
a
l
fo
rm

2
0
O
ct
o
b
er

2
0
0
8

P
u
b
li
sh
ed

o
n
li
n
e:

3
F
eb

ru
a
ry

2
0
0
9
–

c ©
E
D
P

S
ci
en

ce
s
/
S
o
ci
et
à
It
a
li
a
n
a
d
i
F
is
ic
a
/
S
p
ri
n
g
er
-V

er
la
g
2
0
0
9

A
b
st

ra
c
t.

W
e
p
er
fo
rm

fo
rc
ed

-d
ra
in
a
g
e
ex
p
er
im

en
ts

in
a
q
u
eo
u
s
fo
a
m
s
a
n
d
co
m
p
a
re

th
e
re
su
lt
s
w
it
h
d
a
ta

av
a
il
a
b
le

in
th
e
li
te
ra
tu
re
.
W
e
sh
ow

th
a
t
a
ll
th
e
d
a
ta

ca
n
b
e
a
cc
u
ra
te
ly

co
m
p
a
re
d
to
g
et
h
er

if
th
e
d
im

en
-

si
o
n
le
ss

p
er
m
ea
b
il
it
y
o
f
th
e
fo
a
m

is
p
lo
tt
ed

a
s
a
fu
n
ct
io
n
o
f
li
q
u
id

fr
a
ct
io
n
.
U
si
n
g
th
is

se
t
o
f
co
o
rd
in
a
te
s

h
ig
h
li
g
h
ts

th
e
fa
ct

th
a
t
a
la
rg
e
p
a
rt

o
f
th
e
p
u
b
li
sh
ed

ex
p
er
im

en
ta
l
re
su
lt
s
co
rr
es
p
o
n
d
s
to

re
la
ti
v
el
y
w
et

fo
a
m
s
(ε

∼
0
.1
).

Y
et
,
m
o
st

o
f
th
e
fo
a
m

d
ra
in
a
g
e
m
o
d
el
s
a
re

b
a
se
d

o
n

g
eo
m
et
ri
ca
l
co
n
si
d
er
a
ti
o
n
s
o
n
ly

va
li
d
fo
r
d
ry

fo
a
m
s.
W
e
th
er
ef
o
re

d
is
cu

ss
th
e
ra
n
g
e
o
f
va
li
d
it
y
o
f
th
e
d
iff
er
en
t
m
o
d
el
s
in

th
e
li
te
ra
tu
re

a
n
d

th
ei
r
co
m
p
a
ri
so
n
to

ex
p
er
im

en
ta
l
d
a
ta
.
W
e
p
ro
p
o
se

ex
te
n
si
o
n
s
o
f
th
es
e
m
o
d
el
s
co
n
si
d
er
in
g
th
e
g
eo
m
et
ry

o
f

fo
a
m

in
th
e
re
la
ti
v
el
y
w
et
-f
o
a
m

li
m
it
.
W
e
ev
en
tu
a
ll
y
sh
ow

th
a
t
if
th
e
fo
a
m

g
eo
m
et
ry

is
co
rr
ec
tl
y
d
es
cr
ib
ed

,
fo
rc
ed

d
ra
in
a
g
e
ex
p
er
im

en
ts

ca
n
b
e
u
n
d
er
st
o
o
d
u
si
n
g
a
u
n
iq
u
e
p
a
ra
m
et
er

—
th
e
B
o
u
ss
in
es
q
n
u
m
b
er
.

P
A
C
S
.
4
7
.5
6
.+

r
F
lo
w
s
th
ro
u
g
h
p
o
ro
u
s
m
ed

ia
–
4
7
.5
7
.B
c
F
o
a
m
s
a
n
d
em

u
ls
io
n
s
–
6
8
.0
3
.C

d
S
u
rf
a
ce

te
n
si
o
n

a
n
d
re
la
te
d
p
h
en

o
m
en

a

1
In

tr
o
d
u
c
ti
o
n

T
h
e

co
m

p
le

x
rh

eo
lo

gy
of

fo
am

s
an

d
th

e
fe

w
q
u
an

ti
ty

of
li
q
u
id

th
at

th
ey

co
n
ta

in
m

ak
e

th
em

in
te

re
st

in
g

m
at

er
ia

ls
fo

r
va

ri
ou

s
in

d
u
st

ri
al

ap
p
li
ca

ti
on

s.
F
or

ex
am

p
le

,
th

ey
ap

-
p
ea

r
as

al
te

rn
at

iv
e

ec
ol

og
ic

al
m

at
er

ia
ls

to
cl

as
si

ca
l
li
q
u
id

s
fo

r
d
ec

on
ta

m
in

at
io

n
of

ra
d
io

ac
ti

ve
ta

n
k

[1
].

In
th

is
co

n
te

x
t

of
su

st
ai

n
ab

le
d
ev

el
op

m
en

t,
it

is
im

p
or

ta
n
t

to
k
n
ow

h
ow

th
e

li
q
u
id

p
h
a
se

fl
ow

s
w

it
h
in

th
e

p
o
ro

u
s

sk
el

et
o
n

m
a
d
e

of
b
u
b
b
le

s
to

tr
an

sp
or

t
th

e
re

q
u
ir

ed
ac

ti
ve

ag
en

ts
.

Y
et

,
li
q
u
id

fo
am

s
ar

e
d
iff

er
en

t
fr

om
cl

as
si

ca
l
p
or

ou
s

m
at

er
ia

ls
:

th
e

d
is

p
er

se
d

m
at

ri
x

is
n
ot

ri
gi

d
an

d
ca

n
d
ef

or
m

.
A

s
a

co
n
se

q
u
en

ce
,
th

e
lo

ca
l
li
q
u
id

co
n
te

n
t

is
n
ot

co
n
st

an
t

an
d

ca
n

ad
ju

st
u
n
d
er

ex
te

rn
a
l

co
n
d
it

io
n
s.

F
or

ex
a
m

p
le

,
d
u
e

to
th

e
la

rg
e

d
en

si
ty

co
n
tr

as
t

b
et

w
ee

n
th

e
ga

s
an

d
th

e
li
q
-

u
id

p
h
a
se

,
th

e
co

n
ti

n
u
o
u
s

p
h
a
se

ir
re

v
er

si
b
ly

fl
ow

s
u
n
d
er

gr
av

it
y.

T
h
is

p
ro

ce
ss

is
ca

ll
ed

d
ra

in
ag

e.
D

ra
in

ag
e

h
as

b
ee

n
ex

te
n
si

ve
ly

st
u
d
ie

d
in

th
e

si
tu

at
io

n
of

fo
rc

ed
-d

ra
in

ag
e

ex
-

p
er

im
en

t
w

h
er

e
a

co
n
st

an
t

fl
u
x

of
li
q
u
id

is
ad

d
ed

at
th

e
to

p
o
f

u
n
if
o
rm

d
ry

fo
a
m

.
A

s
a

re
su

lt
,

a
u
n
if
o
rm

li
q
u
id

fr
on

t
in

va
d
es

th
e

fo
am

an
d

it
s

ve
lo

ci
ty

of
im

p
re

gn
at

io
n

is
m

ea
su

re
d

as
a

fu
n
ct

io
n

of
th

e
li
q
u
id

fl
ow

ra
te

.
T

h
is

ge
-

om
et

ry
is

of
p
ec

u
li
ar

in
te

re
st

in
th

e
fr

am
ew

or
k

of
p
or

ou
s

m
ed

ia
:
fo

rc
ed

-d
ra

in
ag

e
ex

p
er

im
en

ts
in

d
ee

d
m

im
ic

th
e

ex
-

p
er

im
en

ta
l

m
ea

su
re

m
en

t
of

th
e

p
er

m
ea

b
il
it
y

of
cl

as
si

ca
l

p
or

o
u
s

m
ed

ia
[2

].

a
e-
m
a
il
:
e
l
i
s
e
.
l
o
r
e
n
c
e
a
u
@
u
n
i
v
-
m
l
v
.
f
r

W
it

h
in

th
e

la
st

tw
en

ty
ye

ar
s,

a
la

rg
e

n
u
m

b
er

of
ex

p
er

im
en

ta
l

[3
–1

4]
,

n
u
m

er
ic

al
[1

5,
16

]
an

d
th

eo
re

ti
ca

l
w

or
k
s

[1
7–

21
]
h
av

e
b
ee

n
d
ev

ot
ed

to
fo

rc
ed

d
ra

in
ag

e.
T

h
e

ve
lo

ci
ty

of
fo

am
d
ra

in
ag

e
is

a
b
al

an
ce

b
et

w
ee

n
gr

av
it
y

an
d

th
e

v
is

co
u
s
b
u
lk

sh
ea

r
d
is

si
p
a
ti

o
n

in
th

e
fl
u
id

n
et

w
or

k
(t

h
e

P
la

te
au

b
or

d
er

s
or

th
e

n
o
d
es

)
as

in
cl

as
si

ca
l
p
or

ou
s

m
at

e-
ri

al
.
N

ot
e

th
at

,
w

h
il
e

so
m

e
ex

p
er

im
en

ta
l
re

su
lt

s
ar

e
of

te
n

as
so

ci
at

ed
w

it
h

on
e

of
th

e
li
m

it
in

g
ca

se
s

co
rr

es
p
on

d
in

g
to

d
is

si
p
at

io
n

in
P

la
te

au
b
or

d
er

or
in

n
o
d
es

,
m

os
t

of
th

e
re

al
m

ea
su

re
m

en
ts

ar
e

in
b
et

w
ee

n
.
Y

et
,
fo

r
aq

u
eo

u
s

fo
am

s,
th

e
p
re

ci
se

k
n
ow

le
d
ge

of
th

e
v
is

co
u
s

sh
ea

r
d
is

si
p
at

io
n

is
n
ot

ea
sy

to
d
et

er
m

in
e.

In
d
ee

d
,

th
e

b
ou

n
d
ar

ie
s

b
et

w
ee

n
th

e
d
is

p
er

se
d

an
d

li
q
u
id

p
h
as

es
ar

e
li
q
u
id

/a
ir

in
te

rf
ac

es
ed

ge
d

w
it

h
su

rf
ac

ta
n
ts

.
T

h
es

e
ca

n
fl
ow

w
it

h
th

e
li
q
u
id

p
h
as

e,
th

u
s

th
e

v
el

o
ci

ty
at

th
e

in
te

rf
a
ce

d
o
es

n
o
t

n
ec

es
sa

ri
ly

va
n
-

is
h
.
T

h
er

ef
o
re

,
to

u
n
d
er

st
a
n
d

fo
a
m

d
ra

in
a
g
e,

th
e

rh
eo

lo
g
y

of
th

e
m

on
ol

ay
er

of
su

rf
ac

ta
n
ts

at
th

e
li
q
u
id

ai
r/

in
te

rf
ac

e
d
u
e

to
th

e
li
q
u
id

fl
ow

m
u
st

b
e

ta
k
en

in
to

a
cc

o
u
n
t.

S
o

fa
r,

tw
o

m
a
in

b
eh

av
io

u
rs

h
av

e
b
ee

n
ex

h
ib

it
ed

.
W

h
il
e

n
o
n
-

m
ob

il
e

su
rf

ac
ta

n
ts

ar
e

st
at

ic
an

d
im

p
os

e
a

va
n
is

h
in

g
ve

-
lo

ci
ty

at
th

e
ri

gi
d

in
te

rf
ac

e,
m

ob
il
e

su
rf

ac
ta

n
ts

fl
ow

w
it

h
th

e
li
q
u
id

p
h
a
se

.
T

h
e

v
el

o
ci

ty
p
ro

fi
le

w
it

h
in

th
e

P
la

te
a
u

b
or

d
er

s
cr

os
s-

se
ct

io
n

of
fo

a
m

m
ad

e
w

it
h

n
on

-m
ob

il
e

su
r-

fa
ct

an
ts

is
P
oi

se
u
il
le

-l
ik

e
a
n
d

th
e

on
e

of
m

ob
il
e

su
rf

ac
ta

n
ts

is
cl

os
e

to
a

p
lu

g
fl
ow

[2
2
,2

3]
.
T

h
e

v
is

co
u
s
b
u
lk

d
is

si
p
at

io
n

as
so

ci
at

ed
w

it
h

th
es

e
tw

o
ve

lo
ci

ty
p
ro

fi
le

s
ar

e
d
iff

er
en

t,
th

e
fi
rs

t
on

e
b
ei

n
g

m
u
ch

m
o
re

d
is

si
p
a
ti

v
e

th
a
n

th
e

se
co

n
d

on
e,

th
u
s

le
ad

in
g

to
d
iff

er
en

t
k
in

et
ic

s
of

d
ra

in
ag

e.
It

h
as

2
9
4

T
h
e
E
u
ro
p
ea
n
P
h
y
si
ca
l
J
o
u
rn
a
l
E

al
so

b
ee

n
sh

ow
n

th
at

m
ob

il
e

su
rf

ac
ta

n
ts

as
so

ci
at

ed
w

it
h

co
su

rf
ac

ta
n
ts

ca
n

ex
h
ib

it
ri

gi
d
-l
ik

e
b
eh

av
io

u
r

[1
2
,2

4
–
2
7
].

D
es

p
it

e
th

e
la

rg
e

n
u
m

b
er

of
ex

p
er

im
en

ts
a
n
d

th
e

im
-

p
re

ss
iv

e
th

eo
re

ti
ca

l
fr

am
ew

or
k

d
ev

ot
ed

to
d
ra

in
ag

e
[3

–2
7]

,
se

ve
ra

l
q
u
es

ti
on

s
re

m
ai

n
op

en
.

F
ir

st
,
fo

am
s

of
sm

al
l
b
u
b
b
le

s
m

ad
e

ou
t

of
m

o
b
il
e

su
r-

fa
ct

a
n
ts

ex
h
ib

it
u
n
ex

p
ec

te
d

b
eh

av
io

u
r.

T
h
e

su
rf

a
ce

m
o
-

b
il
it
y

of
fo

am
s

h
as

b
ee

n
ob

se
rv

ed
to

co
n
ti

n
u
ou

sl
y

d
e-

cr
ea

se
w

it
h

th
e

b
u
b
b
le

d
ia

m
et

er
u
n
ti

l
a

cr
it

ic
al

d
ia

m
e-

te
r

of
50

0
μ
m

is
re

ac
h
ed

.
B

el
ow

th
is

cr
it

ic
al

d
ia

m
et

er
,
th

e
su

rf
ac

e
m

ob
il
it
y

in
cr

ea
se

s
ag

ai
n
.
T

h
is

is
q
u
it

e
u
n
ex

p
ec

te
d

si
n
ce

th
e

d
ra

in
ag

e
of

fo
am

of
b
u
b
b
le

s
la

rg
er

th
a
n

5
0
0
μ
m

w
it

h
th

e
sa

m
e

su
rf

ac
ta

n
ts

is
in

ag
re

em
en

t
w

it
h

th
eo

ry
[7

].
T

h
en

,
ex

p
er

im
en

ts
of

te
n

re
p
or

t
a

fr
on

t
ve

lo
ci

ty
si

g
n
if
-

ic
an

tl
y

la
rg

er
th

an
w

h
at

is
p
re

d
ic

te
d

b
y

th
eo

ry
:

th
e

ve
-

lo
ci

ty
fr

on
t

h
as

b
ee

n
ob

se
rv

ed
to

sc
al

e
w

it
h

th
e

fl
ow

ra
te

p
ow

er
0.

55
w

h
ic

h
is

si
gn

ifi
ca

n
tl

y
la

rg
er

th
an

th
e

va
lu

e
0
.5

p
re

d
ic

te
d

b
y

th
eo

ry
[7

,1
0,

12
]
an

d
p
re

se
n
t

p
ap

er
.

L
as

t,
so

fa
r
n
o

co
n
se

n
su

s
h
as

b
ee

n
re

ac
h
ed

fo
r
th

e
va

lu
e

of
th

e
h
y
d
ro

d
y
n
am

ic
re

si
st

an
ce

of
a

n
o
d
e:

w
h
en

co
m

p
ar

ed
al

to
ge

th
er

,
th

e
av

ai
la

b
le

va
lu

es
fo

r
th

e
h
y
d
ro

d
y
n
a
m

ic
re

-
si

st
an

ce
of

a
n
o
d
e

sp
an

ov
er

m
or

e
th

an
on

e
or

d
er

of
m

ag
-

n
it

u
d
e

as
d
is

cu
ss

ed
in

[2
8]

.
T
o

ad
d
re

ss
th

es
e

p
oi

n
ts

,
w

e
p
re

se
n
t

n
ew

d
at

a
of

fo
rc

ed
fo

a
m

d
ra

in
a
g
e

ex
p
er

im
en

ts
an

d
co

m
p
a
re

th
em

w
it

h
ex

p
er

-
im

en
ta

l
re

su
lt

s
fr

om
th

e
li
te

ra
tu

re
.

F
or

ea
ch

se
t

of
d
at

a,
w

e
ex

tr
ac

t
th

e
p
er

m
ea

b
il
it
y

of
th

e
fo

am
n
or

m
al

iz
ed

b
y

th
e

sq
u
a
re

o
f
b
u
b
b
le

d
ia

m
et

er
an

d
re

p
or

t
it

a
s
a

fu
n
ct

io
n

o
f
th

e
li
q
u
id

fr
a
ct

io
n
.

In
d
ee

d
,

it
is

a
cl

a
ss

ic
a
l

fe
a
tu

re
o
f

p
or

o
u
s

m
at

er
ia

ls
to

ch
ar

ac
te

ri
ze

a
m

ed
ia

st
u
d
y
in

g
th

e
p
er

m
ea

b
il
-

it
y

as
a

fu
n
ct

io
n

of
th

e
li
q
u
id

fr
ac

ti
on

[2
],

a
n
d

th
is

h
a
s

b
ee

n
su

cc
es

sf
u
ll
y

ap
p
li
ed

to
aq

u
eo

u
s

fo
am

s
[5

,7
–3

0]
.

W
e

sh
ow

th
at

th
e

d
is

cr
ep

an
cy

ob
se

rv
ed

b
et

w
ee

n
ex

p
er

im
en

ts
a
n
d

th
eo

ry
ca

n
b
e

ex
p
la

in
ed

co
n
si

d
er

in
g

th
e

ev
o
lu

ti
o
n

in
fo

am
ge

om
et

ry
w

it
h

in
cr

ea
si

n
g

li
q
u
id

fr
ac

ti
on
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2
E
x
p
e
ri
m

e
n
ta

l
se

t-
u
p

W
e

p
er

fo
rm

fo
rc

ed
-d

ra
in

a
g
e

ex
p
er

im
en

ts
u
si

n
g

tw
o

d
if
-

fe
re

n
t

fo
am

in
g

so
lu

ti
on

s.
T
o

ob
ta

in
th

e
fo

am
,

w
e

re
le

as
e

in
to

th
e

aq
u
eo

u
s

so
lu

ti
o
n
s

a
sl

ow
fl
ow

of
C

6
F

1
4

ga
s

ei
th

er
th

ro
u
g
h

a
b
lu

n
t-

en
d

sy
ri

n
g
e

n
ee

d
le

o
r

th
ro

u
g
h

a
p
o
ro

u
s

gl
as

s
fr

it
.
T

h
e

fo
am

sh
ow

s
n
o

si
gn

of
co

ar
se

n
in

g
ov

er
th

e
co

u
rs

e
of

a
d
ay

.
T
o

m
ea

su
re

th
e

d
ia

m
et

er
of

th
e

b
u
b
b
le

s
w

e
sa

m
p
le

te
n
s

of
b
u
b
b
le

s,
sq

u
ee

ze
th

em
b
et

w
ee

n
tw

o
gl

as
s

p
la

te
s

se
p
a-

ra
te

d
fr

om
10

0
μ
m

an
d

m
ea

su
re

th
e

su
rf

ac
e

ex
p
o
se

d
w

it
h

a
m

ic
ro

sc
op

e.
U

si
n
g

vo
lu

m
e

co
n
se

rv
at

io
n
,
w

e
ca

lc
u
la

te
th

e
v
o
lu

m
e

o
f

g
a
s

in
si

d
e

th
e

b
u
b
b
le

an
d

th
e

d
ia

m
et

er
D

b
of

th
e

b
u
b
b
le

.
T

h
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m
et

h
o
d

en
su

re
s

a
ve

ry
go

o
d

p
re

ci
si

o
n

ov
er

th
e

m
ea

su
re

m
en

t
of

th
e

b
u
b
b
le

s
d
ia

m
et

er
.

T
y
p
ic

a
ll
y,

th
e

st
a
n
d
a
rd

d
ev

ia
ti

o
n

o
f

th
e

b
u
b
b
le

s
d
is

-
tr

ib
u
ti

on
is

le
ss

th
an
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w

h
en

th
e

fo
am

is
p
ro

d
u
ce

d
w

it
h

a
n
ee

d
le

.
T

h
e

fo
am

ob
ta

in
ed

fr
om

th
e

p
or

ou
s

g
la

ss
fr

it
is

le
ss

re
gu

la
r

w
it

h
a

ty
p
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al
st

an
d
ar

d
d
ev

ia
ti

on
of
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%

.
T
o

p
er

fo
rm

th
e

fo
rc

ed
d
ra

in
a
g
e

ex
p
er

im
en

t,
th

e
fo

a
m

is
p
u
t
in

si
d
e

a
P
er

sp
ex

tu
b
e.

W
e

u
se

tw
o

d
iff

er
en

t
cy

li
n
d
ri

-
ca

l
tu

b
es

,
re

sp
ec

ti
v
el

y,
50

an
d

60
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lo
n
g

w
it

h
a

se
ct

io
n

S

of
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.9
0

an
d

8.
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2

cr
os

s-
se

ct
io

n
ar

ea
s.

W
e

m
ak

e
su

re
th

at
th

e
se

ct
io

n
of

th
e

tu
b
es

co
n
ta

in
s

at
le

as
t

20
b
u
b
b
le

s.
T

h
e

b
o
tt

o
m

o
f

th
e

tu
b
e

is
in

co
n
ta

ct
w

it
h

th
e

fo
a
m

in
g

so
lu

ti
o
n

v
ia

th
e

g
la

ss
fr

it
or

th
e

n
ee

d
le

a
n
d

th
e

to
p

o
f

th
e

tu
b
e

is
o
p
en

.
T

h
e

fo
a
m

in
g

so
lu

ti
o
n

is
co

m
p
o
se

d
o
f

d
is

ti
ll
ed

w
at

er
an

d
su

rf
ac

ta
n
ts

.
W

e
u
se

d
T

T
A

B
(T

et
ra

d
e-

cy
lT

ri
m

et
h
y
lA

m
m

on
iu

m
B

ro
m

id
e)

at
3

g
/
L

w
h
ic

h
is

w
el

l
a
b
ov

e
th

e
C

M
C

of
1

g
/
L
.
It

is
u
se

d
p
u
re

or
m

ix
ed

w
it

h
d
o
-

d
ec

an
ol

at
co

n
ce

n
tr

at
io

n
0.

2
g
/
L
.
A

ll
th

e
su

rf
a
ct

a
n
ts

w
er

e
p
u
rc

h
a
se

d
fr

o
m

A
ld

ri
ch

a
n
d

u
se

d
a
s

re
ce

iv
ed

.
T

h
e

fo
a
m

-
in

g
so

lu
ti

o
n

h
a
s

a
su

rf
a
ce

te
n
si

o
n

γ
=

38
±

1
m

N
/
m

,
a

v
is

co
si

ty
η

=
1

m
P
a

s
an

d
a

d
en

si
ty

ρ
=

10
00

k
g
/
m

3
.

P
ri

or
to

an
y

m
ea

su
re

m
en

t,
w

e
w

ai
t

fo
r

tw
en

ty
m

in
u
te

s
fo

r
th

e
fo

a
m

in
si

d
e

th
e

so
lu

ti
o
n

to
re

a
ch

st
a
ti

c
eq

u
il
ib

ri
u
m

.
T

h
is

en
su

re
s

a
v
er

y
d
ry

,
w

el
l-
d
ra

in
ed

fo
a
m

w
it

h
n
o

si
g
n

o
f

ev
o
lu

ti
o
n
.
T

h
is

eq
u
il
ib

ri
u
m

b
ei

n
g

re
a
ch

ed
,
a

co
n
st

a
n
t

fl
u
x

of
th

e
so

ap
so

lu
ti

on
Q

is
a
d
d
ed

a
t

th
e

to
p

o
f

th
e

fo
a
m

-
in

g
tu

b
e.

T
y
p
ic

a
ll
y,

Q
ra

n
ge

s
fr

om
0.

1
to

50
m

L
/
m

in
.
T

h
e

fo
a
m

is
u
n
if
o
rm

ly
il
lu

m
in

a
te

d
fr

o
m

on
e

si
d
e

a
n
d

a
d
ig

i-
ta

l
ca

m
er

a
w

it
h

a
fi
el

d
of

v
ie

w
of
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b
y

10
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re
co

rd
s

th
e

tr
an

sm
it

te
d

li
gh

t
at

a
fr

am
e

ra
te

of
10

im
ag

es
/s

ec
on

d
.

W
et

fo
am

s
tr

an
sm

it
le

ss
li
gh

t
th

an
d
ry

fo
am

s,
so

th
e

ca
m

-
er

a
ea

si
ly

d
et

ec
ts

th
e

li
q
u
id

ve
lo

ci
ty

v l
in

th
e

la
b
o
ra

to
ry

fr
am

e.
T

h
e

b
ot

to
m

of
th

e
fo

am
co

lu
m

n
—

in
co

n
ta

ct
w

it
h

th
e

ri
gi

d
gl

as
s

fr
it

or
w

it
h

th
e

n
ee

d
le

—
is

st
at

ic
,
th

u
s,

as
li
q
u
id

is
in

tr
o
d
u
ce

d
in

th
e

to
p

o
f

th
e

co
lu

m
n
,

th
e

fo
a
m

ex
p
a
n
d
s

a
n
d

th
e

b
u
b
b
le

s
m

ov
e

u
p
.

W
e

m
ea

su
re

th
e

a
s-

ce
n
d
in

g
v
el

o
ci

ty
o
f

th
e

b
u
b
b
le

U
a
n
d

ev
en

tu
a
ll
y

d
ed

u
ce

th
e

fr
o
n
t

v
el

o
ci

ty
v f

—
th

a
t

is
th

e
li
q
u
id

v
el

o
ci

ty
in

th
e

fr
a
m

e
o
f
th

e
b
u
b
b
le

s—
fr

o
m

v l
a
n
d

U
u
si

n
g

v f
=

v l
+

U
.

W
e

a
ls

o
m

a
ke

su
re

th
a
t

th
e

u
p
w

a
rd

m
o
ti

o
n

o
f
th

e
fo

a
m

is
in

d
ee

d
d
u
e

to
ex

p
a
n
si

o
n

a
s

li
q
u
id

is
in

tr
o
d
u
ce

d
a
t

th
e

to
p

o
f
th

e
co

lu
m

n
ch

ec
k
in

g
th

a
t

U
=

Q
/
S

.

3
R
e
su

lt
s

a
n
d

c
o
m

p
a
ri
so

n
w

it
h

th
e

li
te

ra
tu

re

3
.1

E
x
p
e
ri
m

e
n
ta

l
re

su
lt
s

T
o

a
n
a
ly

ze
o
u
r

d
a
ta

a
n
d

co
m

p
a
re

th
em

w
it

h
ex

is
ti

n
g

re
-

su
lt

s
fr

o
m

th
e

li
te

ra
tu

re
,
w

e
ca

lc
u
la

te
th

e
li
q
u
id

fr
a
ct

io
n

ε
an

d
th

e
m

ac
ro

sc
op

ic
p
er

m
ea

b
il
it
y

k
o
f
th

e
fo

a
m

.
T

h
e

u
se

of
th

e
m

ac
ro

sc
op

ic
p
er

m
ea

b
il
it
y

k
a
n
d

th
e

li
q
u
id

fr
a
ct

io
n

ε
is

a
cl

as
si

ca
l

fe
at

u
re

of
p
or

ou
s

m
ed

ia
[2

]
an

d
h
as

b
ee

n
re

ce
n
tl

y
p
ro

ve
d

to
b
e

al
so

ac
cu

ra
te

fo
r
aq

u
eo

u
s

fo
am

in
[5

,
7–

30
].

ε,
d
efi

n
ed

a
s

th
e

vo
lu

m
e

o
f
li
q
u
id

in
a

m
a
cr

o
sc

o
p
ic

fo
am

re
gi

on
d
iv

id
ed

b
y

th
e

to
ta

l
vo

lu
m

e
of

th
e

sa
m

e
re

-
gi

on
,
is

gi
ve

n
b
y

ε
=

Q S
v f

.
(1

)

T
h
en

,
w

e
ex

tr
a
ct

th
e

p
er

m
ea

b
il
it
y

k
o
f
th

e
fo

a
m

u
si

n
g

th
e

fo
ll
ow

in
g

re
la

ti
o
n

d
efi

n
ed

b
y

D
a
rc

y
fo

r
g
ra

v
it
y

d
ri

v
en

fl
ow

th
ro

u
g
h

p
o
ro

u
s

m
ed

ia
[2

]:

ρ
g

=
η

Q k
S

.
(2

)

N
o
te

th
a
t

th
e

a
b
ov

e
d
efi

n
it

io
n

o
f
th

e
p
er

m
ea

b
il
it
y

d
iff

er
s

fr
om

th
e

m
ic

ro
sc

op
ic

p
er

m
ea

b
il
it
y

re
p
or

te
d

in
[5

,6
].
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E
.
L
o
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n
ce
a
u

e
t
a
l.
:
P
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m
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b
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it
y
o
f
a
q
u
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u
s
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a
m
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2
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0
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1
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1
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1
0
0
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0
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0
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1
0
.1

1

D
b
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T

T
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B
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D
b
 =
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T

T
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)

D
b
=

1
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 m
m

 (
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T
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B
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D
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=

1
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 m
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D
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=

1
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m
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T
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D
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=

1
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m
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T

T
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D
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=

0
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T
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D
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=

2
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T
A

B
+

D
o

d
.)

D
b
=

1
.0

 m
m
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T

T
A

B
+

D
o

d
.)

ε

k/
D

b
2

(1
0

6
)

F
ig

.
1
.
F
o
a
m

p
er
m
ea
b
il
it
y
sc
a
le
d
w
it
h
th
e
sq
u
a
re

o
f
th
e
b
u
b
b
le

d
ia
m
et
er

a
s
a
fu
n
ct
io
n
o
f
th
e
li
q
u
id

fr
a
ct
io
n
.
C
lo
se
d
sy
m
b
o
ls
:

T
T
A
B

fo
a
m

(C
T

T
A

B
=

3
g
/
L
),

o
p
en

sy
m
b
o
ls
:
T
T
A
B
+
d
o
d
ec
a
n
o
l
fo
a
m

(C
T

T
A

B
=

3
g
/
L
,
C

d
o
d
e
c
a
n
o
l
=

0
.2
g
/
L
).

T
h
e
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o
d
a
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n
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o
f
ex
p
o
n
en
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2
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a
n
d
1
.5
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ra
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a
t
th
er
e
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n
o
t
a
u
n
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u
e
p
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w

b
et
w
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n

k
/
D

b
2
a
n
d

ε.

W
e

sc
al

e
th

e
p
er

m
ea

b
il
it
y

w
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h
th

e
sq

u
ar

e
of

th
e
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ar
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te

ri
st
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n
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h
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th
e
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—

D
b

th
e

b
u
b
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b
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d
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m
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er
—

an
d

re
p
or

te
d

k
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b
2

in
a

lo
ga

ri
th

m
ic

sc
al

e
in

F
ig

u
re

1
a
s

a
fu

n
ct

io
n

o
f
th

e
li
q
u
id

fr
a
ct

io
n

ε.
W

e
o
b
se

rv
e
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F
ig

u
re

1
th

a
t

th
e

p
er

m
ea

b
il
it
y

of
th

e
fo

am
is

,
as

ex
p
ec

te
d
,

an
in
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ea

si
n
g

fu
n
ct
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n
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ε:
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th

e
li
q
u
id

fr
ac

ti
on

in
cr
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se

s,
th

e
fo
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d
am

p
en

s
an

d
th

e
ty

p
-
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al

d
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en
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s

of
th

e
fo

am
n
et

w
or

k
ch

an
ge

.
W

e
al

so
se

e
th

at
al

l
ou

r
d
at

a
co

ll
ap

se
on

tw
o

d
iff

er
en

t
cu

rv
es

—
co

rr
es

p
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d
in

g
to

th
e

tw
o

d
iff

er
en

t
so

lu
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s—

w
h
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ev
er
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e

d
ia

m
et

er
of

th
e

b
u
b
b
le

s.
W

h
il
e

th
e

tw
o
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rv

es
a
re

w
el

l
se

p
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at
ed
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lo

w
li
q
u
id
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ti
on

(t
h
e

p
er

m
ea

b
il
it
y

of
th

e
T

T
A

B
fo

am
is

fo
u
r

ti
m

es
la

rg
er

th
an

th
e

p
er

m
ea

b
il
it
y

of
th

e
T

T
A

B
+

d
o
d
ec

an
ol

fo
am

at
ε

=
0.

01
),

th
ey

ge
t

cl
os

er
w

h
en

ε
∼

0.
1.

T
h
is

ex
p
er

im
en

ta
ll
y

sh
ow

s
th

at
w

it
h
in

th
e

ra
n
ge

of
D

b
a
n
d

ε
in

ve
st

ig
at

ed
,
th

e
d
ep

en
d
en

cy
of

th
e

p
er

m
ea

b
il
-

it
y

w
it

h
th

e
b
u
b
b
le

d
ia

m
et

er
is

on
ly

D
b
2
.

A
d
d
it

io
n
a
ll
y,

w
e

n
ot

if
y

th
at

,
fo

r
a

gi
ve

n
so

ap
so

lu
ti

on
,
d
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er
en

t
ra

n
ge

s
of

li
q
u
id

fr
ac

ti
on

ar
e

in
ve

st
ig

at
ed

w
h
en

D
b

is
ch

a
n
g
ed

;
a

ca
re

fu
l

lo
o
k

a
t

th
e

d
a
ta

sh
ow
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ve
rt

ex
o
r

n
o
d
es

w
h
er

e
fo

u
r

P
la

te
au

b
or

d
er

s
m

ee
t.

W
e

d
en

ot
e

as
r

th
e

ra
d
iu

s
of

th
e

P
la

te
au

B
or

d
er

an
d

r c
it

s
m

in
im

u
m

va
lu

e.
L

is
th

e
le

n
gt

h
of

th
e

P
la

te
au

b
or

d
er

an
d

L
n

n
th

e
m

in
im

u
m

n
o
d
e

to
n
o
d
e

d
is

ta
n
ce

.
D

b
re

fe
rs

to
th

e
b
u
b
b
le

d
ia

m
et

er
.
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E
.
L
o
re
n
ce
a
u

e
t
a
l.
:
P
er
m
ea
b
il
it
y
o
f
a
q
u
eo
u
s
fo
a
m
s

2
9
7

r c
L

n
n

L

a)
b

)

F
ig

.
3
.
a
)
K
el
v
in

ce
ll
in

th
e
d
ry

li
m
it
.
b
)
T
w
o
n
o
d
es

a
n
d
a

P
la
te
a
u
b
o
rd
er

in
th
e
w
et

li
m
it
.

th
e

sa
k
e

of
cl

a
ri

ty
,
th

e
P

la
te

a
u

b
o
rd

er
s

w
il
l
b
e

re
fe

rr
ed

to
a
s

P
B

in
th

e
fo

ll
ow

in
g
.

W
e

re
ca

ll
th

at
al

l
th

e
m

o
d
el

s
fo

r
fo

rc
ed

fo
am

d
ra

in
ag

e
co

n
si

d
er

ed
th

e
si

m
p
le

st
id

ea
li
ze

d
m

on
o
d
is

p
er

se
fo

am
st

ru
ct

u
re

,
th

e
K

el
v
in

fo
am

,
co

n
st

it
u
te

d
of

re
gu

la
r

te
tr

ak
ai

d
ec

ah
ed

ra
l
b
u
b
b
le

s
(c

al
le

d
K

el
v
in

ce
ll
s)

or
ga

n
is

ed
in

a
b
cc

la
tt

ic
e.

W
e

d
is

p
la

y
in

F
ig

u
re

3
a

K
el

v
in

ce
ll

ob
-

ta
in

ed
in

th
e

d
ry

li
m

it
u
si

n
g

S
u
rf

a
ce

ev
o
lv

er
so

ft
w

a
re

[3
2
]

an
d

tw
o

n
o
d
es

an
d

a
P

la
te

au
b
or

d
er

in
th

e
w

et
li
m

it
.

4
.1

D
ry

-f
o
a
m

m
o
d
e
ls

W
e

fi
rs

t
d
es

cr
ib

e
d
ra

in
ag

e
m

o
d
el

s
w

h
er

e
d
ry

fo
am

s
ar

e
co

n
st

it
u
te

d
of

lo
n
g

an
d

sl
en

d
er

P
B

.
B

ef
or

e
d
es

cr
ib

in
g

th
e

d
iff

er
en

t
m

o
d
el

s,
w

e
re

ca
ll

se
ve

ra
l

fe
at

u
re

s
of

d
ry

fo
am

s
(ε

<
0.

01
)

w
h
ic

h
ar

e
co

m
m

on
ly

u
se

d
in

th
e

d
iff

er
en

t
m

o
d
-

el
s

d
es

cr
ib

ed
in

th
is

se
ct

io
n
.

In
th

is
li
m

it
of

d
ry

fo
am

,
se

ve
ra

l
q
u
an

ti
ti

es
m

at
ch

:
r

=
r c

,
an

d
L

=
L

n
n
.

T
h
en

,
n
eg

le
ct

in
g

th
e

vo
lu

m
e

of
th

e
n
o
d
es

,
th

er
e

is
a

si
m

p
le

re
la

ti
on

b
et

w
ee

n
ε,

r
a
n
d

L
:

ε
=

12
(√ 3

−
π
/2

)r
2 c
L

n
n

27
/
2
L

3 n
n

=
0.

17
1

r2 L
2

.
(3

)

T
h
e

ac
cu

ra
cy

of
th

is
ex

p
re

ss
io

n
ca

n
b
e

ev
al

u
at

ed
.

In
-

d
ee

d
,
th

e
co

m
p
le

te
re

la
ti

on
th

at
in

cl
u
d
es

th
e

n
o
d
es

vo
lu

m
e

—
gi

ve
n

in
S
ec

ti
on

4.
2—

h
as

b
ee

n
co

m
p
u
te

d
u
p

to
ε

=
0.

1
(s

ee
E

q
.

(8
))

.
T

h
e

er
ro

r
co

m
m

it
te

d
u
si

n
g

eq
u
at

io
n

(3
)

ra
th

er
th

an
eq

u
at

io
n

(8
)

is
le

ss
th

an
25

%
if

ε
<

0.
02

.
T

h
u
s,

an
y

m
o
d
el

u
si

n
g

eq
u
at

io
n

(3
)

ra
th

er
th

an
(8

)
is

re
as

on
ab

ly
ac

cu
ra

te
u
p

to
ε

=
0.

02
.

T
h
e

la
st

p
o
in

t
w

o
rt

h
n
o
ti

n
g

in
th

e
d
ry

-f
o
a
m

li
m

it
is

th
at

L
n

n
a
n
d

D
b

a
re

p
ro

p
or

ti
o
n
a
l.

F
or

K
el

v
in

fo
a
m

,
it

y
ie

ld
s

D
b

=
2.

78
L

n
n

=
2.

78
L

.
(4

)

In
a

p
io

n
ee

r
w

or
k

[3
],

W
ea

ir
e

e
t

a
l.

p
ro

p
os

ed
a

m
o
d
el

fo
r

d
ry

fo
am

s
to

ex
p
la

in
th

ei
r

ex
p
er

im
en

ta
l

ob
se

rv
at

io
n
s

w
h
er

e
α

=
0.

5.
T

h
ey

co
n
si

d
er

ed
th

e
v
is

co
u
s

d
is

si
p
at

io
n

in
a

n
et

w
or

k
of

lo
n
g

an
d

sl
en

d
er

P
B

.
A

ss
u
m

in
g

a
q
u
as

i-
P
oi

se
u
il
le

fl
ow

an
d

ri
gi

d
in

te
rf

ac
es

in
th

e
se

ct
io

n
of

th
e

P
B

,
y
ie

ld
s

v f
∼

ρ
g
r2

/η
.

U
si

n
g

eq
u
at

io
n
s

(2
)

an
d

(3
),

it
co

m
es

k
=

8.
5

10
−

4
ε2

D
2 b
.

(5
)

T
h
e

p
er

m
ea

b
il
it
y

in
eq

u
at

io
n

(5
)

va
ri

es
w

it
h

ε2
,
w

h
ic

h
is

in
ve

ry
go

o
d

ag
re

em
en

t
w

it
h

th
e

T
T
A

B
+

d
o
d
ec

an
ol

d
at

a
in

F
ig

u
re

1
a
n
d

th
e

d
a
ta

la
b
el

le
d

{A
S
J

(2
00

4)
C

as
ei

n
D

b
=

0.
2
-8

m
m

,
A

S
J

(2
0
0
7
)

S
D

S
+

D
o
d

D
b

=
3.

2
m

m
,

N
L
(2

00
8)

T
T
A

B
+

D
o
d

D
b

=
1-

2
m

m
}

in
F
ig

u
re

2.
T

h
e

n
u
m

er
ic

al
co

effi
ci

en
t

of
eq

u
at

io
n

(5
)

is
re

la
te

d
to

th
e

p
e-

cu
li
ar

sh
ap

e
of

th
e

P
B

cr
os

s-
se

ct
io

n
.
W

e
ob

se
rv

e
th

at
th

e
co

rr
es

p
o
n
d
in

g
eq

u
a
ti

o
n
,
w

h
ic

h
is

p
lo

tt
ed

in
F
ig

u
re

4
fr

o
m

ε
=

0.
00

1
u
p

to
ε

=
0.

02
sy

st
em

at
ic

al
ly

u
n
d
er

es
ti

m
at

es
th

e
p
er

m
ea

b
il
it
y

of
al

l
th

e
ex

p
er

im
en

ta
l
d
at

a.
In

d
ee

d
,
as

p
ro

ve
d

la
te

r
b
y

K
o
eh

le
r

e
t

a
l.
,
th

e
fl
ow

p
ro

fi
le

is
n
ev

er
a

re
al

P
oi

se
u
il
le

[2
2]

.
Y

et
,

it
co

rr
ec

tl
y

d
es

cr
ib

es
th

e
va

ri
a-

ti
on

of
th

e
p
er

m
ea

b
il
it
y

w
it

h
th

e
li
q
u
id

fr
ac

ti
on

fo
r

ri
gi

d
su

rf
ac

ta
n
ts

.
T

h
is

m
o
d
el

is
u
su

al
ly

re
fe

rr
ed

to
as

c
h
a
n
n
e
l

d
o
m

in
a
te

d
.

T
h
en

,
co

n
si

d
er

in
g

th
a
t

d
is

si
p
a
ti

o
n

o
cc

u
rs

in
th

e
d
if
-

fe
re

n
t

co
n
st

it
u
ti

ve
el

em
en

ts
of

th
e

fo
am

,
th

e
n
o
d
es

an
d

th
e

ch
a
n
n
el

s,
K

o
eh

le
r
e
t
a
l.

p
ro

p
os

ed
a

d
iff

er
en

t
in

te
rp

re
-

ta
ti

on
of

n
ew

fo
rc

ed
-d

ra
in

ag
e

ex
p
er

im
en

ts
[5

,6
].

In
d
ee

d
,

th
ey

ob
se

rv
e

an
ex

p
on

en
t

α
=

0.
4

q
u
an

ti
ta

ti
ve

ly
d
iff

er
en

t
fr

o
m

α
=

0.
5

re
p
or

te
d

b
y

W
ea

ir
e.

In
th

e
ca

se
of

m
ob

il
e

su
rf

a
ce

s,
th

e
fl
ow

in
th

e
lo

n
g

an
d

sl
en

d
er

ch
a
n
n
el

s
is

n
ea

rl
y

p
lu

g-
li
ke

an
d

ex
h
ib

it
s

n
o

v
is

co
u
s

d
is

si
p
at

io
n
.
In

th
at

ca
se

,
th

e
fl
ow

is
n
o
d
e
-d

o
m

in
a
te

d
a
n
d

th
e

p
er

m
ea

b
il
it
y

g
iv

en
b
y

k
=

6.
7

10
−

4
ε3

/
2
D

2 b
.

(6
)

T
h
e

n
u
m

er
ic

al
co

effi
ci

en
t

in
eq

u
at

io
n

(6
)

is
d
ed

u
ce

d
fr

om
K

o
eh

le
r’

s
re

su
lt

s
af

te
r

a
co

rr
ec

ti
on

to
co

n
ve

rt
th

e
P

la
te

au
b
or

d
er

le
n
gt

h
in

to
b
u
b
b
le

d
ia

m
et

er
.
E

q
u
at

io
n

(6
)

—
p
lo

tt
ed

in
F
ig

u
re

4—
d
es

cr
ib

es
q
u
it

e
w

el
l

th
e

ex
p
er

i-
m

en
ta

l
d
at

a
co

rr
es

p
on

d
in

g
to

a
m

ob
il
e

su
rf

ac
ta

n
t

fo
r

ε
b
et

w
ee

n
0.

00
1

an
d

0.
02

.
H

ow
ev

er
,

it
gi

ve
s

n
o

in
si

gh
t

on
th

e
p
er

m
ea

b
il
it
y

ab
ov

e
ε

=
0.

02
fo

r
m

ob
il
e

su
rf

ac
ta

n
t.

T
o

q
u
an

ti
fy

th
e

tr
an

si
ti

on
b
et

w
ee

n
th

e
n
o
d
e
-d

o
m

in
a
te

d

re
gi

m
e

an
d

th
e

c
h
a
n
n
e
l-
d
o
m

in
a
te

d
li
m

it
,
o
n
e

ca
n

u
se

th
e

an
al

y
ti

ca
l
or

n
u
m

er
ic

al
re

su
lt

s
of

[1
5,

20
,2

1]
w

h
er

e
th

e
fl
ow

in
a

si
n
gl

e
P

B
w

it
h

in
te

rf
ac

es
th

at
ar

e
n
ei

th
er

p
er

fe
ct

ly
ri

gi
d

n
or

p
er

fe
ct

ly
m

o
b
il
e

is
co

n
si

d
er

ed
.

T
o

q
u
an

ti
fy

th
e

co
u
p
li
n
g

b
et

w
ee

n
b
u
lk

an
d

su
rf

a
ce

sh
ea

r
fl
ow

s,
th

e
su

rf
a
ce

sh
ea

r
v
is

co
si

ty
an

d
B

o
a
re

in
tr

o
d
u
ce

d
a
n
d

th
e

va
ri

a
ti

o
n

of
th

e
av

er
ag

e
ve

lo
ci

ty
of

li
q
u
id

w
it

h
B

o
is

ca
lc

u
la

te
d
.

F
or

h
ig

h
va

lu
e

of
B

o
(l

ow
su

rf
a
ce

m
o
b
il
it
y
),

th
e

fl
ow

is
P
oi

se
u
il
le

li
ke

,
th

e
in

te
rf

ac
es

d
o

n
ot

fl
ow

an
d

th
e

av
er

ag
e

ve
lo

ci
ty

d
o
es

n
ot

d
ep

en
d

on
B

o.
Y

et
,

as
B

o
d
ec

re
as

es
,

th
e

av
er

ag
e

v
el

o
ci

ty
in

cr
ea

se
s

a
n
d

ev
en

tu
al

ly
re

ac
h
es

a
re

gi
m

e
w

h
er

e
it

sc
al

es
w

it
h

(B
o)

−
1
/
2

[1
5]

.
F
ol

lo
w

in
g

p
re

-
v
io

u
s

ap
p
ro

ac
h
es

[1
0,

6]
,

S
ai

n
t-

J
al

m
es

e
t

a
l.

[7
]

q
u
a
n
ti

fy
th

e
tr

an
si

ti
on

b
et

w
ee

n
th

e
n
o
d
e
-d

o
m

in
a
te

d
re

gi
m

e
an

d
th

e
c
h
a
n
n
e
l-
d
o
m

in
a
te

d
re

gi
m

e.
T
o

d
es

cr
ib

e
th

e
ex

p
er

im
en

ta
l

d
at

a,
th

ey
co

n
si

d
er

th
e

as
so

ci
at

io
n

in
se

ri
es

of
a

1/
2

n
o
d
e

a
n
d

a
P

la
te

a
u

b
o
rd

er
.
T

h
e

fr
o
n
t
v
el

o
ci

ty
th

er
ef

o
re

d
ep

en
d
s

on
b
ot

h
th

e
p
er

m
ea

b
il
it
y

of
th

e
ch

an
n
el

an
d

th
e

n
o
d
e.

T
h
e

ke
y

p
oi

n
t

is
th

at
th

e
p
er

m
ea

b
il
it
y

of
th

e
ch

an
n
el

s
a
n
d

th
e

n
o
d
es

a
re

n
o
t

co
n
st

a
n
t

an
d

b
o
th

d
ep

en
d

a
p
ri

o
ri

on
B

o.
W

h
il
e

L
eo

n
a
rd

an
d

L
em

li
ch

ca
lc

u
la

ti
on

[2
0]

p
re

-
d
ic

ts
th

e
va

ri
a
ti

o
n

o
f

th
e

ch
a
n
n
el

p
er

m
ea

b
il
it
y

w
it

h
B

o,
th

er
e

is
ye

t
n
o

m
o
d
el

d
es

cr
ib

in
g

h
ow

th
e

n
o
d
e

p
er

m
ea

b
il
-

it
y

ev
ol

ve
s

w
it

h
B

o.
T

h
e

n
o
d
e

p
er

m
ea

b
il
it
y

K
n

is
th

u
s

se
t

co
n
st

an
t.

2
9
8

T
h
e
E
u
ro
p
ea
n
P
h
y
si
ca
l
J
o
u
rn
a
l
E

0
.0

1

0
.11

1
0

1
0
0 0

.0
0
1

0
.0

1
0
.1

1

T
T

A
B

T
T

A
B

+
D

O
H

K
o

e
h

le
r

W
e
a
ir

e

N
e
e
th

li
n
g

S
a
in

t 
Ja

lm
e
s 

m
o

b
il

e
 D

b
=

0
.5

m
m

S
a
in

t 
Ja

lm
e
s 

m
o

b
il

e
 D

b
=

1
0

m
m

S
a
in

t 
Ja

lm
e
s 

ri
g

id
e
 D

b
=

0
.5

m
m

S
a
in

t 
Ja

lm
e
s 

ri
g

id
e
 D

b
=

1
0

m
m

L
a
rs

o
n

 B
C

C

L
a
rs

o
n

 F
C

C

ε

k/
D

b
2

(1
0
6
)

F
ig

.
4
.
(C

o
lo
u
r
o
n
li
n
e)

E
x
p
er
im

en
ta
l
d
a
ta

o
f
F
ig
u
re

1
a
n
d
th
e
d
iff
er
en
t
m
o
d
el
s
d
is
cu

ss
ed

in
S
ec
ti
o
n
4
.
T
h
e
tw

o
sh
a
d
ed

re
g
io
n
s

co
rr
es
p
o
n
d
to

th
e
ra
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in

g
ξ

=
1.

50
[3

4]
—

or
fr

om
ge

om
et

ri
ca

l
co

n
si

d
-

er
a
ti

o
n
s

—
y
ie

ld
in

g
ξ

=
2.

31
[4

].
T

h
e

ge
om

et
ry

of
th

e
fo

am
b
ei

n
g

cl
ea

rl
y

id
en

ti
fi
ed

,
N

ee
th

li
n
g

e
t

a
l.

or
C

ar
ri

er
e
t

a
l.

co
n
si

d
er

th
e

as
so

ci
at

io
n

in
se

ri
es

of
a

P
B

a
n
d

a
n
o
d
e

as
p
ro

p
os

ed
in

[1
0,

4]
.
In

p
ar

-
ti

cu
la

r,
th

e
m

o
d
el

p
ro

p
os

ed
b
y

N
ee

th
li
n
g

e
t
a
l.

w
as

ex
p
er

-
im

en
ta

ll
y

ve
ri

fi
ed

fo
r

tw
o

ty
p
es

of
m

ob
il
e

su
rf

ac
ta

n
ts

an
d

va
ri

o
u
s

b
u
b
b
le

s
si

ze
s.

T
h
e

ty
p
ic

a
l
p
er

m
ea

b
il
it
y

of
a

n
o
d
e

ex
tr

ac
te

d
fr

om
th

ei
r

ex
p
er

im
en

ts
is

in
go

o
d

ag
re

em
en

t
w

it
h

n
u
m

er
ic

al
p
re

d
ic

ti
on

s
an

d
m

ea
su

re
m

en
t

at
th

e
n
o
d
e

sc
al

e
[2

8]
.
T

h
is

m
o
d
el

,
p
lo

tt
ed

in
F
ig

u
re

4,
d
es

cr
ib

es
w

el
l

th
e

ex
p
er

im
en

ta
l
d
at

a
ob

ta
in

ed
w

it
h

T
T
A

B
fo

r
ε

b
et

w
ee

n
0.

00
1

an
d

0.
1.

N
ev

er
th

el
es

s,
d
es

p
it

e
th

is
u
se

fu
l
w

or
k
,
th

e
m

o
d
el

of
fo

am
d
ra

in
ag

e
as

d
es

cr
ib

ed
b
y

N
ee

th
li
n
g

e
t

a
l.

st
il
l
la

ck
s

se
ve

ra
l
is

su
es

:
i)

th
e

su
rf

ac
e

rh
eo

lo
gy

of
su

rf
ac

-
ta

n
ts

is
n
ot

co
n
si

d
er

ed
;
ii
)
it

is
u
se

le
ss

fo
r
fo

am
w

it
h

li
q
u
id

fr
ac

ti
on

la
rg

er
th

an
ε

=
0.

1
d
u
e

to
th

e
li
m

it
ed

ra
n
ge

of
va

li
d
it
y

of
eq

u
at

io
n

(8
).

Y
et

,
as

ca
n

b
e

se
en

in
F
ig

u
re

2,
an

im
p
or

ta
n
t

p
ar

t
o
f

th
e

ex
p
er

im
en

ta
l

d
at

a
co

rr
es

p
on

d
s

to
ε

>
0.

1.
F
or

ce
d

fo
am

d
ra

in
ag

e
ex

p
er

im
en

ts
of

w
et

fo
am

ca
n

al
so

b
e

d
es

cr
ib

ed
u
si

n
g

n
u
m

er
ic

al
ca

lc
u
la

ti
on

s
of

p
er

m
ea

b
il
-

it
y

fo
r

a
p
er

io
d
ic

gr
ai

n
m

o
d
el

of
p
or

ou
s

m
ed

ia
p
ro

p
os

ed
b
y

L
ar

so
n

e
t

a
l.

[3
5]

in
th

e
li
m

it
of

ri
gi

d
in

te
rf

ac
es

.
In

th
is

w
or

k
,

th
e

ra
d
iu

s
o
f

th
e

so
li
d

sp
h
er

es
is

a
ll
ow

ed
to

in
cr

ea
se

p
as

t
th

e
p
o
in

t
o
f

to
u
ch

in
g,

th
u
s

m
im

ic
k
in

g
th

e
fa

ce
ts

of
b
u
b
b
le

s.
T

h
e

ov
er

la
p
p
in

g
sp

h
er

es
th

en
fo

rm
a

m
ed

iu
m

w
it

h
li
q
u
id

fr
a
ct

io
n

th
at

ca
n

va
ry

b
et

w
ee

n
0

an
d

th
e

cl
os

ed
-p

ac
k
in

g
va

lu
e.

T
h
is

ge
om

et
ry

sp
ec

ifi
ca

ti
on

d
e-

sc
ri

b
es

q
u
it

e
w

el
l

w
et

fo
am

n
ea

r
th

e
cl

os
e-

p
ac

k
in

g
li
m

it
,

h
ow

ev
er

,
in

th
e

d
ry

li
m

it
it

en
su

re
s

th
a
t

P
B

cr
o
ss

-s
ec

ti
o
n
s

a
re

en
cl

o
se

d
b
y

th
re

e
ci

rc
u
la

r
a
rc

s
th

a
t

a
re

n
o
t

a
lw

ay
s

ta
n
ge

n
t

b
u
t

in
st

ea
d

ex
h
ib

it
a

n
on

-z
er

o
co

n
ta

ct
an

gl
e

θ.
A

ty
p
ic

a
l

va
lu

e
of

θ
ex

tr
ac

te
d

fr
om

L
ar

so
n

m
o
d
el

in
th

e
d
ry

li
m

it
is

2
5◦

fo
r

ε
=

0.
05

.
V

ar
ia

ti
on

s
of

co
n
ta

ct
an

gl
e,

w
h
ic

h
h
av

e
b
ee

n
ob

se
rv

ed
ex

p
er

im
en

ta
ll
y

(s
o

fa
r,

va
lu

es
u
p

to
θ
∼

10
◦

h
av

e
b
ee

n
re

p
or

te
d

[3
6
])

a
re

k
n
ow

n
to

in
fl
u
-

en
ce

d
ra

in
ag

e
ve

lo
ci

ty
[3

7]
.
Y

et
,
th

e
25

◦
va

lu
e

d
u
e

to
th

e
ge

om
et

ri
ca

l
as

su
m

p
ti

on
of

L
ar

so
n

is
fa

r
to

o
la

rg
e

to
b
e

co
m

p
at

ib
le

w
it

h
th

e
ex

p
er

im
en

ta
l
ob

se
rv

at
io

n
s.

W
e

th
er

e-
fo

re
o
n
ly

u
se

L
a
rs

o
n
’s

re
su

lt
s

fo
r

ε
b
et

w
ee

n
0.

1
an

d
th

e
cl

os
e-

p
ac

k
in

g
li
q
u
id

fr
ac

ti
on

.
T

h
re

e
d
iff

er
en

t
la

tt
ic

es
,
si

m
-

p
le

cu
b
ic

(s
c)

,
fa

ce
ce

n
tr

ed
cu

b
ic

(f
cc

)
an

d
b
o
d
y

ce
n
tr

ed
cu

b
ic

(b
cc

)
ar

e
in

ve
st

ig
at

ed
.
W

e
ex

tr
ac

t
th

e
p
er

m
ea

b
il
it
y

a
s
d
efi

n
ed

in
eq

u
a
ti

o
n

(1
)
a
n
d

th
e

li
q
u
id

fr
a
ct

io
n

u
si

n
g

th
e

ca
lc

u
la

ti
on

p
ro

v
id

ed
in

[1
3]

fo
r

fc
c

an
d

b
cc

la
tt

ic
es

.
T

h
e

co
rr

es
p
o
n
d
in

g
re

su
lt

s
a
re

p
lo

tt
ed

in
F
ig

u
re

4
.

B
o
th

,
th

e
fc

c
an

d
b
cc

cu
rv

es
ar

e
in

re
a
so

n
a
b
le

a
g
re

em
en

t
w

it
h

th
e

T
T
A

B
+

D
O

H
d
at

a
an

d
T

T
A

B
d
at

a
fo

r
0.

12
<

ε
<

0.
26

.
W

e
st

re
ss

th
at

th
is

go
o
d

ac
cu

ra
cy

is
ob

ta
in

ed
w

it
h
ou

t
an

y
ad

ju
st

ab
le

p
ar

am
et

er
.

3
0
0

T
h
e
E
u
ro
p
ea
n
P
h
y
si
ca
l
J
o
u
rn
a
l
E

5
D

is
c
u
ss

io
n

S
in

ce
th

e
ra

n
ge

of
li
q
u
id

fr
ac

ti
on

in
ve

st
ig

at
ed

in
fo

a
m

d
ra

in
a
g
e

ex
p
er

im
en

ts
is

q
u
it

e
la

rg
e

(f
ro

m
0
.0

0
0
5

u
p

to
0.

25
),

an
d

th
at

cu
rr

en
t

fo
am

d
ra

in
ag

e
m

o
d
el

s
a
re

re
la

-
ti

v
el

y
effi

ci
en

t
fo

r
lo

w
ε,

w
e

p
ro

p
os

e
to

ex
te

n
d

th
es

e
m

o
d
el

s
to

w
et

fo
am

s
b
y

p
re

ci
se

ly
d
es

cr
ib

in
g

w
et

-f
oa

m
ge

om
et

ry
.

W
e

sh
ow

th
at

th
es

e
m

o
d
ifi

ca
ti

on
s

al
lo

w
u
s

to
fi
t

ex
p
er

i-
m

en
ta

l
d
at

a
ov

er
th

e
w

h
ol

e
ra

n
ge

of
ε.

5
.1

F
o
a
m

g
e
o
m

e
tr

y

5
.1

.1
C
u
rv

a
tu

re
o
f
th

e
in

te
rf
a
ce

s

A
n
o
th

er
a
p
p
ro

a
ch

to
si

m
u
la

ti
o
n
s

p
er

fo
rm

ed
w

it
h

S
u
rf

a
ce

E
vo

lv
er

p
re

se
n
te

d
in

eq
u
at

io
n

(8
)

co
n
si

st
s

in
co

n
si

d
er

in
g

th
e

os
m

o
ti

c
p
re

ss
u
re

Π
,

w
h
ic

h
is

th
e

p
re

ss
u
re

d
iff

er
en

ce
b
et

w
ee

n
th

e
at

m
os

p
h
er

e
P

0
a
n
d

th
e

p
re

ss
u
re

in
th

e
li
q
u
id

p
h
as

e
P

l.
It

ca
n

b
e

ex
p
re

ss
ed

u
si

n
g

th
e

p
re

ss
u
re

d
iff

er
en

ce
b
et

w
ee

n
th

e
li
q
u
id

p
h
as

e
P

l
a
n
d

th
e

b
u
b
b
le

P
b
:

Π
=

P
0
−P

l
=

(P
0
−P

b
)+

(P
b
−P

l)
=

(P
0
−P

b
)+

γ r
.

(1
2)

W
e

re
ca

ll
th

at
in

eq
u
at

io
n

(1
2)

r
is

d
efi

n
ed

a
s

th
e

ch
a
ra

c-
te

ri
st

ic
ra

d
iu

s
o
f
cu

rv
a
tu

re
o
f
th

e
in

te
rf

a
ce

b
y

γ
C

=
γ
/r

,
w

h
er

e
C

is
th

e
cu

rv
a
tu

re
o
f
th

e
in

te
rf

a
ce

.
In

w
et

fo
am

s
(ε

>
0.

1
),

th
e

b
u
b
b
le

s
a
re

n
ea

rl
y

sp
h
er

i-
ca

l,
h
en

ce
P

b
−

P
0
∼ =

4γ
/D

b
.
In

d
ri

er
fo

am
s,

P
b
−

P
0

is
u
n
-

k
n
ow

n
.
Y

et
,
th

e
ap

p
ea

ra
n
ce

of
fl
at

fi
lm

s
b
et

w
ee

n
d
iff

er
en

t
b
u
b
b
le

s
—

th
at

co
rr

es
p
on

d
s
to

a
su

rf
ac

e
en

er
gy

d
ec

re
a
se

—
le

a
d
s

to
an

in
cr

ea
se

o
f
th

e
ra

d
iu

s
o
f
cu

rv
a
tu

re
o
f
th

e
b
u
b
-

b
le

s.
H

en
ce

,
P

b
−

P
0
≤

4γ
/D

b
.
T

h
is

y
ie

ld
s

r D
b
≥

1

4
+

Π
D

b
/γ

.
(1

3)

T
h
e

tw
o

te
rm

s
of

eq
u
at

io
n

(1
3)

ar
e

st
ri

ct
ly

eq
u
al

fo
r
fo

am
s

at
a

li
q
u
id

fr
ac

ti
on

n
ea

r
th

e
ra

n
d
om

cl
os

e-
p
a
ck

in
g

li
q
u
id

fr
ac

ti
on

.
T

h
e

se
co

n
d

te
rm

of
eq

u
at

io
n

(1
3)

th
er

ef
or

e
gi

ve
s

a
go

o
d

ap
p
ro

x
im

at
io

n
of

r/
D

b
in

th
e

li
m

it
of

w
et

fo
am

s.
It

is
ob

v
io

u
sl

y
le

ss
ac

cu
ra

te
fo

r
d
ry

fo
am

s.
Y

et
,
w

h
en

th
e

P
B

a
re

lo
n
g

an
d

sl
en

d
er

it
h
a
s

ri
g
o
ro

u
sl

y
b
ee

n
sh

ow
n

th
a
t

P
b
−

P
0

is
n
eg

li
gi

b
le

an
d

th
at

r/
D

b
=

γ
/Π

D
b

[3
8]

.
M

u
ch

w
or

k
h
as

b
ee

n
d
ev

ot
ed

to
os

m
ot

ic
p
re

ss
u
re

;
ex

-
p
re

ss
io

n
s

fo
r

os
m

ot
ic

p
re

ss
u
re

in
th

e
w

et
an

d
d
ry

li
m

it
s

h
av

e
b
ee

n
d
ed

u
ce

d
fr

om
th

eo
re

ti
ca

l
co

n
si

d
er

at
io

n
s.

E
x
-

p
er

im
en

ta
l

or
n
u
m

er
ic

al
d
at

a
on

p
ol

y
d
is

p
er

se
,

m
on

o
d
is

-
p
er

se
em

u
ls

io
n
s

an
d

m
on

o
d
is

p
er

se
fo

am
s

ca
n

al
so

b
e

fo
u
n
d

[3
8–

43
].

F
or

in
te

rm
ed

ia
te

va
lu

es
of

ε
(i

n
th

e
ra

n
g
e

[0
.0

05
;0

.2
6]

),
a

re
ce

n
t

p
ap

er
p
ro

v
id

es
a

u
se

fu
l

em
p
ir

ic
al

re
la

ti
on

fo
r

th
e

re
d
u
ce

d
os

m
ot

ic
p
re

ss
u
re

Π̃
=

D
b
Π

/
(2

γ
)

b
as

ed
on

ex
p
er

im
en

ts
on

m
on

o
d
is

p
er

se
fo

am
s

an
d

n
u
m

er
-

ic
al

si
m

u
la

ti
on

s
[4

3] Π̃
=

7.
3
(ε

−
ε f

c
c
)2

√ ε
.

(1
4)

In
eq

u
at

io
n

(1
4)

,
th

e
os

m
ot

ic
p
re

ss
u
re

va
n
is

h
es

fo
r

ε
=

ε f
c
c

=
0.

26
.

In
d
ee

d
at

th
is

li
q
u
id

fr
ac

ti
on

,
th

e
m

o
n
o
d
is

-
p
er

se
b
u
b
b
le

s
th

at
ar

e
ar

ra
n
ge

d
in

a
fc

c
st

ru
ct

u
re

ce
a
se

to

0

0
.1

0
.2

0
.3 0

.0
0

0
1

0
.0

0
1

0
.0

1
0

.1
1

b
r/

D
E

q
u
at

io
n
 1

0

E
q
u
at

io
n
 1

4

Π
 K

er
n

 (
re

f.
 3

8
)

E
q
u
at

io
n
 1

5

Π
 P

ri
n

ce
n

 (
re

f.
 4

1
)

Π
 L

ac
as

se
 (

re
f.

 3
9

)

ε

F
ig

.
5
.
T
y
p
ic
a
l
ra
d
iu
s
o
f
cu

rv
a
tu
re

o
f
th
e
fo
a
m

sc
a
le
d
w
it
h
th
e

b
u
b
b
le

d
ia
m
et
er

a
s
a
fu
n
ct
io
n
o
f
th
e
li
q
u
id

fr
a
ct
io
n
.

to
u
ch

ea
ch

o
th

er
,

an
d

th
e

p
re

ss
u
re

in
th

e
li
q
u
id

re
a
ch

es
th

e
a
tm

o
sp

h
er

ic
p
re

ss
u
re

(p
ro

v
id

ed
th

a
t
g
ra

v
it
y

ca
n

b
e

n
e-

gl
ec

te
d
).

T
h
is

co
ll
ap

se
at

ε
=

ε f
c
c

=
0.

2
6

is
in

a
d
eq

u
a
te

in
th

e
co

n
te

x
t

o
f
fo

a
m

d
ra

in
a
g
e

w
h
er

e
th

e
b
u
b
b
le

s
a
re

p
o
ly

-
d
is

p
er

se
,
ye

t,
as

ca
n

b
e

se
en

in
[4

3]
,
th

e
ex

p
re

ss
io

n
gi

ve
n

in
(1

4)
al

so
d
es

cr
ib

es
os

m
ot

ic
p
re

ss
u
re

d
at

a
co

n
ce

rn
in

g
p
ol

y
d
is

p
er

se
em

u
ls

io
n
s

u
p

to
ε

=
0.

2.
A

m
or

e
ac

cu
ra

te
ex

p
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R
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0
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R
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R
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q
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n
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R
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P
a
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q
u
e
d
es

M
a
té
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R
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b
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ra
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p
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b
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b
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p
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b
st
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c
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o
u
g
h
ex
te
n
si
v
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u
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ie
d
in
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p
a
st
,
d
ra
in
a
g
e
o
f
a
q
u
eo
u
s
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a
m
s
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il
l
o
ff
er
s
m
a
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r
u
n
a
d
-

d
re
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ed
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su
es
.
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m
o
n
g
th
em

,
th
e
b
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u
r
o
f
fo
a
m
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s
d
u
ri
n
g
d
ra
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a
g
e
h
a
s
g
re
a
t
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g
n
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ca
n
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a
s
th
e
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k
n
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o
f
th
e
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lm
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is

k
n
ow

n
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n
tr
o
l
th
e
O
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w
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ld

ri
p
en
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g
in

fo
a
m
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h
ic
h
in
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rn

im
p
a
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s
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q
u
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d
ra
in
a
g
e.

W
e
p
ro
p
o
se

a
m
o
d
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re
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n
g
th
e
fi
lm
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b
eh
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r
to

th
e
li
q
u
id

fl
ow

in
fo
a
m
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a
n
n
el
s.
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a
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m
ed

th
a
t
M
a
ra
n
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o
n
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d
ri
v
en
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rc
u
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o
n
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u
n
te
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k
e
p
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e
tr
a
n
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ti
o
n
a
l
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g
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n
b
et
w
ee
n
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e
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a
m
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a
n
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a
n
d
th
e
a
d
jo
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g
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n
d
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e
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b
s
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a
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ic
it
y
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o
d
u
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d
a
s
a
re
le
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n
t
p
a
ra
m
e-

te
r.
T
h
e
v
el
o
ci
ty

o
f
th
es
e
co
u
n
te
rfl
ow

s
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fo
u
n
d
to

b
e
p
ro
p
o
rt
io
n
a
l
to

th
e
li
q
u
id

v
el
o
ci
ty

in
th
e
ch
a
n
n
el
.
T
h
e

re
su
lt
in
g
ch
a
n
n
el

p
er
m
ea
b
il
it
y
is

d
et
er
m
in
ed

a
n
d
it

is
sh
ow

n
th
a
t
M
a
ra
n
g
o
n
i
st
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d
o
n
o
t
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n
tr
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u
te

to
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g
id
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y
th
e
ch
a
n
n
el
’s
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a
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n
g
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n
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a
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h
th
e
d
ra
in
a
g
e
o
f
h
o
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n
ta
l
th
in
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q
u
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fi
lm
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ex
p
er
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en
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l
d
a
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p
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v
id
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n
d
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p
p
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p
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p
o
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d
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o
d
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P
A
C
S
.
4
7
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7
.B
c
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o
a
m
s
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n
d
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–
6
8
.0
3
.C

d
S
u
rf
a
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te
n
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o
n
a
n
d
re
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te
d
p
h
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o
m
en

a

1
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c
ti
o
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h
e
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e
p
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q
u
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s
h
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e
b
ee

n
ex

te
n
-
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ve
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u
d
ie

d
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th
e

p
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t
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],

b
u
t

a
ge

n
er
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am
d
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e
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h
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b
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n
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re
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n
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y
p
ro
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p
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e
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d
ra

in
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e
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u
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n
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n
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q
u
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d
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ra
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e
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p
er
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b
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ex
p
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-
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ev
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it

s
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m

in
at

io
n
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A
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e
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er
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b
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b
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q
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b
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b
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b
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n
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n
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p
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b
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p
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p
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e

o
th

er
h
a
n
d
,

w
h
er

ea
s

in
te

rf
a
ci

a
l

el
a
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b
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b
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b
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u
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n
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p
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b
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9
].
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p
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d
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g
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e
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b
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u
b
b
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[1

9]
.
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e
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e
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b
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th
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b
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b
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p
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3]
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u
n
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a
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n
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t.
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t
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n
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d
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n
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p
h
en

om
en

on
an

d
th

is
co

n
st

it
u
te

s
a

li
m

it
in

g
st

ag
e

in
th

e
co

m
p
le

te
u
n
d
er

st
an

d
in

g
of

th
e

co
ar

se
n
in

g
of

d
ra

in
-

in
g

fo
am

s
[2

4]
.

O
n

th
e

ot
h
er

h
an

d
,

d
ra

in
in

g
p
ro

p
er

ti
es

of
is

ol
at

ed
ve

rt
ic

al
th

in
fi
lm

s
h
av

e
re

ce
iv

ed
co

n
si

d
er

ab
le

at
te

n
-

ti
on

[2
5–

28
].

D
es

p
it

e
si

gn
ifi

ca
n
t

p
ro

gr
es

s
in

ou
r

u
n
d
er

-
st

a
n
d
in

g
o
f
th

in
-fi

lm
b
eh

av
io

u
r,

a
fu

ll
h
y
d
ro

d
y
n
a
m

ic
a
n
a
l-

y
si

s
d
es

cr
ib

in
g

th
e

fl
ow

b
eh

av
io

u
r

in
cl

u
d
in

g
m

ic
el

la
r

k
i-

n
et

ic
s,

su
rf

ac
ta

n
t

ad
so

rp
ti

on
an

d
d
es

or
p
ti

on
eff

ec
ts

,
an

d
M

ar
an

go
n
i

st
re

ss
es

,
is

n
ot

ye
t

av
ai

la
b
le

in
th

e
li
te

ra
-

tu
re

.
O

n
e

ca
n

n
ot

ic
e

si
m

il
ar

it
ie

s
w

it
h

th
e

w
or

k
p
er

fo
rm

ed
w

it
h
in

th
e

co
n
te

x
t

of
fo

am
d
ra

in
ag

e
[6

,1
1,

19
]:

so
m

e
st

u
d
-

ie
s

[2
5,

29
]
h
av

e
re

p
or

te
d

th
at

fi
lm

d
ra

in
ag

e
is

in
fl
u
en

ce
d

b
y

la
te

ra
l
fl
ow

in
to

th
e

P
la

te
au

b
or

d
er

s
(n

ea
r

th
e

ve
rt

ic
al

w
ir

es
of

th
e

fr
am

e)
,

at
tr

ib
u
te

d
to

ca
p
il
la

ry
su

ct
io

n
an

d
m

ar
gi

n
al

re
ge

n
er

at
io

n
.

In
th

is
p
ap

er
,
w

e
p
ro

p
os

e
a

n
ew

m
ec

h
an

is
m

ac
co

u
n
ti

n
g

fo
r

al
l

ex
p
er

im
en

ta
l

as
p
ec

ts
of

fo
am

d
ra

in
ag

e,
in

cl
u
d
in

g
lo

w
ch

an
n
el

p
er

m
ea

b
il
it
y

an
d

fi
lm

sw
el

li
n
g.

T
h
e

as
so

ci
at

ed
m

o
d
el

co
n
tr

as
ts

w
it

h
ex

is
ti

n
g

on
es

as
it

is
b
as

ed
on

th
e

ex
is

te
n
ce

of
re

ci
rc

u
la

ti
on

ce
ll
s

in
th

e
fi
lm

s,
en

su
ri

n
g

th
e

co
n
se

rv
at

io
n

of
su

rf
ac

ta
n
t

m
ol

ec
u
le

s
at

th
e

su
rf

ac
e

of
th

e
ch

an
n
el

s.
R

at
h
er

th
an

a
co

m
p
le

te
an

d
ri

go
ro

u
s

tr
ea

tm
en

t
fo

r
th

e
su

rf
ac

ta
n
t

co
n
se

rv
at

io
n
,
w

e
fo

cu
s

on
th

e
m

in
im

al
in

gr
ed

ie
n
ts

al
lo

w
in

g
fo

r
th

e
fi
lm

sw
el

li
n
g

p
h
en

om
en

on
to

b
e

re
la

te
d

to
th

e
li
q
u
id

fl
ow

in
fo

am
ch

an
n
el

s.
N

ew
ex

-
p
er

im
en

ta
l

d
at

a
ar

e
p
ro

v
id

ed
an

d
su

p
p
or

t
th

e
p
ro

p
os

ed
m

o
d
el

.

2
M

o
d
e
l
fo

r
li
q
u
id

fl
o
w

th
ro

u
g
h

fo
a
m

c
h
a
n
n
e
ls

E
x
is

ti
n
g

m
o
d
el

s
ar

e
b
as

ed
on

an
in

fi
n
it

e
ch

an
n
el

[2
,1

0,
30

],
as

su
m

in
g

tr
an

sl
at

io
n
al

sy
m

m
et

ry
fo

r
b
ot

h
b
u
lk

an
d

su
r-

fa
ce

ve
lo

ci
ty

p
ro

fi
le

s.
It

is
th

u
s

as
su

m
ed

th
at

th
e

q
u
an

ti
ty

of
su

rf
ac

ta
n
t

m
ol

ec
u
le

s
co

n
ve

ct
ed

al
on

g
th

e
ch

an
n
el

’s
su

r-
fa

ce
b
y

u
n
it

of
ti

m
e

is
ex

ac
tl

y
th

e
sa

m
e

as
th

at
en

te
ri

n
g

th
e

ch
an

n
el

’s
su

rf
ac

e
u
p
st

re
am

as
w

el
l
as

th
at

le
av

in
g

th
e

ch
an

n
el

’s
su

rf
ac

e
d
ow

n
st

re
am

.
H

ow
ev

er
,

th
es

e
b
ou

n
d
ar

y
co

n
d
it

io
n
s

a
re

n
o
t

a
p
p
ro

p
ri

a
te

fo
r

th
e

li
q
u
id

fl
ow

th
ro

u
g
h

th
e

ch
an

n
el

s
n
et

w
or

k
,

b
ec

au
se

th
e

su
rf

ac
ta

n
t

co
n
ce

n
tr

a-
ti

on
is

co
n
ti

n
u
al

ly
ch

an
gi

n
g.

T
h
is

ca
n

b
e

u
n
d
er

st
o
o
d

co
n
-

si
d
er

in
g

th
e

si
tu

at
io

n
d
ep

ic
te

d
in

fi
g.

1.
T

h
e

b
u
lk

li
q
u
id

fl
ow

ra
te

is
Q

in
th

e
ch

a
n
n
el

u
p
st

re
a
m

o
f

th
e

n
o
d
e

a
n
d

Q
/3

in
th

e
th

re
e

ch
a
n
n
el

s
d
ow

n
st

re
a
m

o
f

th
e

n
o
d
e.

A
s

th
e

as
su

m
ed

ve
lo

ci
ty

p
ro

fi
le

fo
r

b
u
lk

li
q
u
id

fl
ow

is
n
ot

cr
u
ci

al
fo

r
th

e
fo

ll
ow

in
g,

w
e

si
m

p
li
fy

th
e

p
re

se
n
t

d
is

cu
s-

si
on

in
co

n
si

d
er

in
g

a
p
lu

g-
li
ke

p
ro

fi
le

,
so

th
at

th
e

su
rf

ac
e

F
ig

.
1
.
F
lo
w
s
fo
r
th
e
su
rf
a
ct
a
n
t
a
t
th
e
su
rf
a
ce

o
f
th
e
fo
a
m

ch
a
n
n
el
s
in

fo
a
m
.
N
o
te

th
a
t
ea
ch

su
rf
a
ce

o
f
th
e
u
p
p
er

ch
a
n
-

n
el

b
ra
n
ch
es

in
to

tw
o
lo
w
er

ch
a
n
n
el
s.

T
h
e
su
rf
a
ce

fl
ow

ra
te

o
f

th
e
su
rf
a
ct
a
n
t
u
p
st
re
a
m

o
f
th
e
n
o
d
e
(q

u
p

S
)
is

la
rg
er

th
a
n
th
e

su
rf
a
ce

fl
ow

ra
te

d
ow

n
st
re
a
m

o
f
th
e
n
o
d
e
(q

d
o
w

n

S
),

in
v
o
lv
in
g
a

co
n
ti
n
u
a
l
re
a
d
ju
st
m
en
t
o
f
th
e
su
rf
a
ct
a
n
t
co
n
ce
n
tr
a
ti
o
n
a
t
th
e

n
o
d
e
su
rf
a
ce
.

fl
ow

is
d
ir

ec
tl

y
p
ro

p
or

ti
on

al
to

th
e

b
u
lk

fl
ow

.
F
ar

fr
om

th
e

n
o
d
e,

th
e

v
el

o
ci

ty
a
t

th
e

su
rf

ac
e

of
th

e
ch

an
n
el

is
co

n
-

st
an

t
an

d
eq

u
al

to
u
,

an
d

th
e

su
rf

ac
e

co
n
ce

n
tr

at
io

n
of

th
e

su
rf

ac
ta

n
t

is
Γ

=
Γ

e
q
.
T

h
e

ra
d
iu

s
o
f
cu

rv
a
tu

re
o
f
th

e
ch

an
n
el

R
co

rr
es

p
o
n
d
s

al
so

to
th

e
ch

an
n
el

’s
w

id
th

.
T

h
e

su
rf

ac
e

fl
ow

ra
te

o
f

su
rf

ac
ta

n
t

u
p
st

re
am

of
th

e
n
o
d
e

is
th

u
s

qu
p

S
≈

R
u
Γ

e
q
,

w
h
er

ea
s

th
e

su
rf

ac
e

fl
ow

ra
te

d
ow

n
-

st
re

am
of

th
e

n
o
d
e

is
qd

o
w

n
S

≈
2R

(u
/3

)Γ
e
q
,

b
ec

au
se

th
e

su
rf

a
ce

o
f

th
e

u
p
p
er

ch
a
n
n
el

sp
li
ts

u
p

in
to

tw
o

n
ew

su
r-

fa
ce

s,
so

th
at

qd
o
w

n
S

<
qu

p
S

.
T

h
is

m
ea

n
s

th
at

th
e

su
rf

ac
ta

n
t

co
n
ce

n
tr

at
io

n
at

th
e

ch
an

n
el

’s
su

rf
ac

e
is

gr
ea

te
r

cl
os

e
to

th
e

n
o
d
e

(u
p
st

re
am

).
T

h
is

re
su

lt
ca

n
b
e

ge
n
er

al
iz

ed
to

ot
h
er

fl
ow

co
n
fi
gu

ra
ti

on
s

fo
r

th
e

ju
n
ct

io
n

an
d

sh
ow

s
th

at
th

e
as

su
m

p
ti

on
of

co
n
st

an
t

su
rf

ac
e

co
n
ce

n
tr

at
io

n
fo

r
th

e
su

rf
ac

ta
n
t

ca
n
n
ot

ap
p
ly

to
th

e
ch

an
n
el

n
et

w
or

k
.

In
th

e
fo

ll
ow

in
g,

w
e

as
su

m
e

th
at

th
is

ex
ce

ss
(o

r
la

ck
)

of
su

rf
ac

ta
n
t

m
ol

ec
u
le

s
is

p
ar

tl
y

co
u
n
te

ra
ct

ed
b
y

d
iff

u
si

on
in

to
/
fr

o
m

th
e

b
u
lk

a
n
d

b
y

su
rf

a
ce

fl
ow

s.
M

o
re

p
re

ci
se

ly
,
w

e
as

su
m

e
th

at
co

n
ve

ct
io

n
of

su
rf

ac
ta

n
t
m

ol
ec

u
le

s
ta

ke
s
p
la

ce
in

th
e

fi
lm

s
an

d
is

d
ri

ve
n

b
y

su
rf

ac
e

te
n
si

on
gr

ad
ie

n
ts

on
th

e
su

rf
ac

es
of

th
e

to
p

an
d

b
ot

to
m

of
th

e
ch

an
n
el

s
(s

ee
th

e
w

h
it

e
ar

ro
w

s
in

fi
g.

2)
.
N

ot
e

th
at

th
e

ex
is

te
n
ce

of
su

ch
a

m
ec

h
an

is
m

is
su

gg
es

te
d

b
y

th
e

re
ce

n
tl

y
re

p
or

te
d

p
at

te
rn

s
of

fo
am

fi
lm

s
u
n
d
er

d
ra

in
in

g
co

n
d
it

io
n
s

[6
,1

9]
.

2
.1

R
e
c
ir
c
u
la

ti
o
n

m
o
d
e
l

L
et

u
s

co
n
si

d
er

n
ow

th
e

si
m

p
le

r
si

tu
at

io
n

of
a

si
n
gl

e
ch

an
-

n
el

su
rf

ac
e

el
em

en
t

an
d

it
s

ad
jo

in
in

g
fi
lm

’s
su

rf
ac

e,
as

d
e-

p
ic

te
d

in
fi
g.

2.
T

h
e

le
n
gt

h
of

th
e

sy
st

em
is

L
a
n
d

re
p
re

-
se

n
ts

th
e

ty
p
ic

al
le

n
gt

h
of

a
co

n
ve

ct
io

n
ce

ll
,
i.
e.

fi
lm

si
ze

.
In

ot
h
er

w
or

d
s,

L
d
o
es

n
ot

n
ec

es
sa

ri
ly

eq
u
al

th
e

le
n
gt

h
of

a
si

n
gl

e
P

la
te

au
b
or

d
er

b
u
t

m
ay

re
p
re

se
n
t

se
ve

ra
l
P

la
te

au
b
or

d
er

s
al

on
g

a
b
u
b
b
le

fi
lm

,
as

su
gg

es
te

d
in

[6
,1

9]
.

O
.
P
it
o
is

et
a
l.
:
R
ec
ir
cu

la
ti
o
n
m
o
d
el

fo
r
li
q
u
id

fl
ow

in
fo
a
m

ch
a
n
n
el
s

2
9

F
ig

.
2
.
S
in
g
le
-c
h
a
n
n
el

su
rf
a
ce

el
em

en
t
a
n
d
it
s
a
d
jo
in
in
g
fi
lm

su
rf
a
ce
.
D
ev
ia
ti
o
n
s
o
f
su
rf
a
ce

co
n
ce
n
tr
a
ti
o
n

w
it
h

re
sp
ec
t
to

eq
u
il
ib
ri
u
m

in
d
u
ce

m
o
le
cu

la
r
ex
ch
a
n
g
es

w
it
h
th
e
b
u
lk

o
f
th
e

ch
a
n
n
el

(w
it
h
fl
ow

ra
te
s

qv
)
a
n
d
w
it
h
th
e
su
rf
a
ce

o
f
th
e
fi
lm

s,
a
ss
u
m
in
g
a
d
iff
u
si
v
e
fl
ow

(q
s
)
a
n
d

a
M
a
ra
n
g
o
n
i-
d
ri
v
en

fl
ow

(q
M
).

D
u
e
to

th
e
p
re
se
n
ce

o
f
th
e
fi
lm

th
a
t
a
ct
s
a
s
a
re
se
rv
o
ir

o
f
su
rf
a
ct
a
n
ts
,
it

is
a
ss
u
m
ed

th
a
t
th
e
M
a
ra
n
g
o
n
i
fl
ow

ta
k
es

p
la
ce

in
th
e
tr
a
n
si
ti
o
n
a
l
re
g
io
n
(b
la
ck

a
rr
ow

s)
ra
th
er

th
a
n
a
t

th
e
ch
a
n
n
el

su
rf
a
ce
.

L
et

z
b
e

th
e

co
or

d
in

at
e

al
on

g
th

e
ax

is
of

th
e

ch
a
n
n
el

an
d

co
or

d
in

at
es

(y
,z

)
ar

e
u
se

d
al

on
g

th
e

fi
lm

’s
su

rf
a
ce

.
T

h
e

ch
an

n
el

’s
cr

os
s-

se
ct

io
n

is
A

.
U

n
d
er

st
at

io
n
a
ry

co
n
d
i-

ti
on

s,
th

e
ve

lo
ci

ty
at

th
e

su
rf

ac
e

of
th

e
ch

an
n
el

is
co

n
st

a
n
t

an
d

eq
u
al

to
u

as
sh

ow
n

in
fi
g.

2.
F
ar

fr
om

ch
an

n
el

’s
en

d
s,

th
e

su
rf

ac
e

co
n
ce

n
tr

at
io

n
of

su
rf

ac
ta

n
t

is
Γ

=
Γ

e
q
,
so

th
at

th
e

su
rf

ac
e

fl
ow

ra
te

of
su

rf
ac

ta
n
t

co
n
ve

ct
ed

al
on

g
th

e
ch

an
n
el

ca
n

b
e

ap
p
ro

x
im

at
ed

b
y

q
�

u
R

Γ
e
q
.

(1
)

A
t

b
ot

h
ch

an
n
el

’s
en

d
s,

th
e

su
rf

ac
e

fl
ow

ra
te

o
f

su
rf

a
c-

ta
n
t

q e
ex

ch
an

ge
d

w
it

h
th

e
n
o
d
e

su
rf

ac
e

d
iff

er
s

fr
o
m

q
(i

n
d
u
ci

n
g

an
ex

ce
ss

or
a

la
ck

of
su

rf
ac

ta
n
t

as
ex

p
la

in
ed

ab
ov

e)
,
so

th
at

su
rf

ac
e

co
n
ce

n
tr

at
io

n
gr

ad
ie

n
ts

ta
ke

p
la

ce
ov

er
th

e
ch

ar
ac

te
ri

st
ic

le
n
gt

h
of

th
e

n
o
d
e,

i.
e.

R
.
A

s
th

e
p
re

ci
se

va
lu

e
of

q e
h
as

n
o

p
ar

ti
cu

la
r

im
p
or

ta
n
ce

,
w

e
se

t
q e

=
0

in
th

e
fo

ll
ow

in
g.

A
t

th
e

su
rf

ac
e

of
b
ot

h
ch

an
n
el

’s
en

d
s,

th
e

su
rf

ac
ta

n
t

co
n
ce

n
tr

at
io

n
is

as
su

m
ed

to
b
e

Γ
−

a
n
d

Γ
+
,

u
p
st

re
am

an
d

d
ow

n
st

re
am

,
re

sp
ec

ti
ve

ly
.

D
ev

i-
at

io
n
s

of
su

rf
ac

e
co

n
ce

n
tr

at
io

n
w

it
h

re
sp

ec
t

to
eq

u
il
ib

-
ri

u
m

ar
e

su
p
p
os

ed
to

b
e

sm
al

l:
(Γ

e
q
−

Γ
−

)
�

Γ
e
q

a
n
d

(Γ
+

−
Γ

e
q
)
�

Γ
e
q
.

In
th

e
fo

ll
ow

in
g,

w
e

co
n
si

d
er

th
a
t

(Γ
e
q
−

Γ
−

)
=

(Γ
+
−

Γ
e
q
)

=
Δ

Γ
.

T
h
es

e
d
ev

ia
ti

o
n
s

in
-

d
u
ce

m
ol

ec
u
la

r
ex

ch
an

ge
s

w
it

h
th

e
b
u
lk

of
th

e
ch

an
n
el

,
at

a
fl
ow

ra
te

qV
,
an

d
w

it
h

th
e

su
rf

ac
e

of
th

e
fi
lm

s
th

at
ac

t
as

re
se

rv
oi

rs
w

it
h

a
su

rf
ac

e
co

n
ce

n
tr

at
io

n
Γ

e
q
.
T

h
e

su
rf

a
ce

ex
ch

an
ge

s
in

vo
lv

e
a

d
iff

u
si

ve
fl
ow

,
at

a
fl
ow

ra
te

qS
,
a
n
d

a
M

ar
an

go
n
i-
d
ri

ve
n

fl
ow

,
at

a
fl
ow

ra
te

qM
,
re

su
lt

in
g

fr
o
m

th
e

d
ev

ia
ti

on
s

in
su

rf
ac

e
te

n
si

on
as

so
ci

at
ed

to
th

e
d
ev

ia
-

ti
on

s
in

su
rf

ac
ta

n
t

su
rf

ac
e

co
n
ce

n
tr

at
io

n
.
In

th
e

fo
ll
ow

in
g,

w
e

d
er

iv
e

ex
p
re

ss
io

n
s

fo
r

qV
,
qS

a
n
d

qM
.

S
u
rf

a
ce

d
iff

u
si

o
n

o
f
su

rf
a
ct

a
n
t

is
d
ri

ve
n

b
y

co
n
ce

n
tr

a
-

ti
on

d
ev

ia
ti

on
s

Δ
Γ

ov
er

a
d
is

ta
n
ce

of
th

e
or

d
er

of
R

qS
≈

D
S

Δ
Γ R

·R
=

D
S
Δ

Γ
,

(2
)

w
h
er

e
D

S
is

th
e

su
rf

ac
e

d
iff

u
si

on
co

effi
ci

en
t.

N
ot

e
th

at
th

e
co

n
ce

n
tr

at
io

n
d
ev

ia
ti

on
is

re
la

te
d

to
th

e
d
iff

er
en

ce
in

co
n
ce

n
tr

at
io

n
at

th
e

ch
an

n
el

’s
su

rf
ac

e
Δ

Γ
=

(Γ
+
−Γ

−
)/

2,
so

th
at

qS
≈

D
S

(Γ
+
−

Γ
−

)

2
.

(3
)

T
h
e

co
n
ce

n
tr

at
io

n
gr

ad
ie

n
t

(Γ
+
−

Γ
−

)/
L

in
d
u
ce

s
a

M
a
ra

n
g
o
n
i
st

re
ss

τ M
=

d
γ

d
z
≈

E Γ
e
q

( Γ
+
−

Γ
−

L

) ,
(4

)

w
h
er

e
th

e
G

ib
b
s

el
a
st

ic
it
y

E
=

−Γ
(d

γ
/d

Γ
)

�
−Γ

e
q
(d

γ
/d

Γ
) e

q
h
as

b
ee

n
in

tr
o
d
u
ce

d
[3

1]
.

A
s

a
re

su
lt

,
a

M
a
ra

n
g
o
n
i-
d
ri

ve
n

fl
ow

ta
ke

s
p
la

ce
in

th
e

fi
lm

/
ch

a
n
n
el

tr
a
n
si

ti
o
n
a
l

re
g
io

n
,

in
th

e
o
p
p
o
si

te
d
ir

ec
ti

o
n

to
th

e
fl
ow

in
th

e
ch

an
n
el

.
W

e
as

su
m

e
th

e
ch

ar
ac

te
ri

st
ic

le
n
gt

h
an

d
ve

lo
ci

ty
fo

r
th

is
fl
ow

to
b
e,

re
sp

ec
ti

ve
ly

,
ς

a
n
d

V
u

p
.
N

ot
e

th
at

ς
a
n
d

V
u

p
al

so
se

t
th

e
su

rf
ac

e
fl
ow

ra
te

of
su

rf
ac

ta
n
t

co
n
ve

ct
ed

b
y

th
e

co
u
n
te

rfl
ow

in
th

e
tr

a
n
si

ti
o
n
a
l

re
g
io

n
:

qM
≈

ςV
u

p
Γ

e
q
.

N
eg

le
ct

in
g

th
e

b
u
lk

v
is

co
u
s

st
re

ss
in

th
e

tr
an

si
ti

on
al

re
gi

on
[1

0]
,
th

e
M

ar
an

go
n
i
st

re
ss

is
re

la
te

d
to

ς
fr

o
m

th
e

in
te

rf
a
ci

a
l
st

re
ss

b
a
la

n
ce

(e
x
ce

p
t

a
t

b
o
th

ch
a
n
-

n
el

’s
en

d
s)

τ M
≈

μ
S

V
u

p

ς2
,

(5
)

al
lo

w
in

g
fo

r
th

e
ch

ar
ac

te
ri

st
ic

ve
lo

ci
ty

to
b
e

ex
p
re

ss
ed

as
a

fu
n
ct

io
n

of
th

e
co

n
ce

n
tr

at
io

n
d
ev

ia
ti

on

V
u

p
≈

ς2
E

μ
S
L

( Γ
+
−

Γ
−

Γ
e
q

)
(6

)

a
n
d

th
e

co
rr

es
p
o
n
d
in

g
su

rf
a
ce

fl
ow

ra
te

is

qM
=

V
u

p
Γ

e
q
ς
≈

E
ς3

μ
S
L

( Γ
+
−

Γ
−

) .
(7

)

T
h
e

or
d
er

of
m

ag
n
it

u
d
e

of
ς

co
rr

es
p
o
n
d
s

to
th

e
ch

a
r-

ac
te

ri
st

ic
si

ze
ov

er
w

h
ic

h
su

rf
ac

e
ve

lo
ci

ty
gr

ad
ie

n
ts

ta
ke

p
la

ce
.

F
or

sm
al

l
B

ou
ss

in
es

q
n
u
m

b
er

s,
ve

lo
ci

ty
va

ri
at

io
n
s

ar
e

k
n
ow

n
to

b
e

es
se

n
ti

al
ly

co
n
fi
n
ed

w
it

h
in

th
e

co
rn

er
of

th
e

cr
os

s-
se

ct
io

n
,

so
th

at
ς/

R
is

ex
p
ec

te
d

to
b
e

sm
al

l
(s

ee
fi
g.

3b
).

M
or

e
p
re

ci
se

ly
,

ς/
R

ca
n

b
e

es
ti

m
at

ed
fr

om
th

e
fo

rc
e

b
a
la

n
ce

fo
r

th
e

ch
a
n
n
el

.
N

eg
le

ct
in

g
b
u
lk

v
is

co
u
s

st
re

ss
in

th
e

th
in

tr
a
n
si

ti
o
n
a
l

re
g
io

n
,

th
e

d
ri

v
in

g
p
re

s-
su

re
Δ

P
in

d
u
ce

s
a

fo
rc

e,
f m

=
A

Δ
P

,
w

h
ic

h
is

op
p
os

ed
b
y

th
e

fo
rc

e
a
ri

si
n
g

fr
o
m

sh
ea

ri
n
g

th
e

N
ew

to
n
ia

n
su

rf
a
ce

f S
=

6L
μ

S
d
u
/
d
y

(t
h
e

co
effi

ci
en

t
6

ac
co

u
n
ts

fo
r

th
e

th
re

e
tr

a
n
si

ti
o
n
a
l

re
g
io

n
s,

ea
ch

o
f

th
em

co
u
n
ti

n
g

a
s

tw
o

in
te

r-
fa

ce
s)

.
T

h
is

gi
ve

s
th

e
va

ri
at

io
n

of
th

e
su

rf
ac

e
ve

lo
ci

ty

d
u

d
y
≈

A 6
μ

S

Δ
P L

.
(8

)
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3
0

T
h
e
E
u
ro
p
ea
n
P
h
y
si
ca
l
J
o
u
rn
a
l
E

F
ig

.
3
.
(a
)
C
h
a
n
n
el

p
er
m
ea
b
il
it
y
ra
ti
o
a
s
a
fu
n
ct
io
n
o
f
th
e
ra
ti
o
o
f
th
e
co
u
n
te
rfl
ow

v
el
o
ci
ty

w
it
h
b
u
lk

ch
a
n
n
el

v
el
o
ci
ty
,
fo
r

B
o
=

0
.0
1
a
n
d

B
o
=

0
.1
.
E
q
u
a
ti
o
n
(1
7
)
is

p
lo
tt
ed

fo
r
co
m
p
a
ri
so
n
.
In

th
e
in
se
t:

ch
a
ra
ct
er
is
ti
c
si
ze

fo
r
th
e
co
u
n
te
rfl
ow

a
s
a

fu
n
ct
io
n
o
f
th
e
v
el
o
ci
ty

ra
ti
o
,
fo
r

B
o
=

0
.0
1
a
n
d

B
o
=

0
.1
.
(b
)
S
k
et
ch

o
f
th
e
tr
a
n
si
ti
o
n
a
l
re
g
io
n
sh
ow

in
g
th
e
u
p
w
a
rd

co
u
n
te
rfl
ow

v
el
o
ci
ty

a
n
d
th
e
b
u
lk

ch
a
n
n
el

v
el
o
ci
ty
.

R
ep

la
ci

n
g

d
u
/
d
y

w
it

h
v̄
/ς

[1
0
]

a
n
d

in
tr

o
d
u
ci

n
g

th
e

p
er

-

m
ea

b
il
it
y

fa
ct

or
fo

r
th

e
ch

an
n
el

,
i.
e.

k̃
=

μ
v̄
/A

(Δ
P

/L
),

ς
is

ob
ta

in
ed

ς
≈

6k̃
μ

S μ
.

(9
)

F
or

lo
w

B
ou

ss
in

es
q

n
u
m

b
er

s,
i.
e.

B
o
≈

0.
01

,
k̃
≈

1
[1

0,
30

],
so

th
at

ς
≈

10
−

5
m

w
it

h
μ

S
≈

10
−

8
k
g
/s

,
μ
≈

10
−

3
P
a

s.
N

ot
e

th
at

fo
r
la

rg
er

B
ou

ss
in

es
q

n
u
m

b
er

s,
i.
e.

B
o
≈

1,
b
u
lk

v
is

co
u
s

st
re

ss
h
as

to
b
e

ta
ke

n
in

to
ac

co
u
n
t

in
th

e
fo

rc
e

b
al

an
ce

an
d

d
u
/
d
y
�=

v̄
/ς

in
th

e
tr

an
si

ti
on

al
re

gi
on

[1
0]

.
It

is
in

te
re

st
in

g
to

es
ti

m
at

e
th

e
ra

ti
o

of
fl
ow

ra
te

s
qM

an
d

qS

qS qM
≈

D
S
μ

S
L

2E
ς3

.
(1

0)

T
y
p
ic

al
va

lu
es

ar
e

D
S

∼
10

−
1
1
m

2
/s

,
μ

S
∼

10
−

8
k
g
/s

,
L
∼

10
−

3
m

,
E

∼
10

−
2
N

/m
an

d
ς
∼

10
−

5
m

.
N

u
m

er
ic

al
ly

,
w

e
fi
n
d

th
a
t

qS
/q

M
�

1.
F
ro

m
th

is
p
oi

n
t,

qS
is

th
u
s

n
eg

le
ct

ed
.

E
x
ch

an
ge

of
su

rf
ac

ta
n
ts

w
it

h
th

e
b
u
lk

li
q
u
id

at
th

e
su

rf
ac

e
of

b
ot

h
ch

an
n
el

’s
en

d
s

ca
n

b
e

m
o
d
el

ed
as

a
tr

an
sp

or
t

of
m

ol
ec

u
le

s
li
m

it
ed

b
y

d
iff

u
si

on
(f

as
t

ad
so

rp
-

ti
on

/d
es

or
p
ti

on
)

w
it

h
a

d
iff

u
si

on
co

effi
ci

en
t

D
.
T

h
e

b
u
lk

co
n
ce

n
tr

at
io

n
gr

ad
ie

n
t

is
∼

Δ
C

/R
an

d
ca

n
b
e

re
la

te
d

to
th

e
su

rf
ac

e
co

n
ce

n
tr

at
io

n
u
si

n
g

th
e

ra
ti

o
of

b
u
lk

an
d

su
r-

fa
ce

co
n
ce

n
tr

at
io

n
s
β

=
(d

Γ
/
d
C

) e
q
:
Δ

C
≈

Δ
Γ

/β
.
β

is
d
e-

ri
ve

d
fr

om
th

e
L
an

gm
u
ir

eq
u
at

io
n
:
1/

β
=

(2
a
/Γ

e
q
)(

C
/a

+
1)

2
�

C
2
/a

Γ
e
q
,

w
h
er

e
a

is
th

e
S
zy

sz
ko

w
sk

i
co

n
ce

n
tr

a-
ti

on
.
W

it
h

ty
p
ic

al
va

lu
es

C
≈

1
k
g
/m

3
,
Γ

e
q
≈

10
−

6
k
g
/m

2

an
d

a
≈

0.
1

k
g
/m

3
,
th

e
or

d
er

of
m

ag
n
it

u
d
e

of
β

is
10

−
7
m

.
T

h
u
s,

th
e

co
rr

es
p
on

d
in

g
fl
ow

ra
te

ca
n

b
e

ap
p
ro

x
im

at
ed

b
y

qV
≈

D

( Δ
C R

) R
2
≈

R
D 2β

( Γ
+
−

Γ
−

) .
(1

1)

T
h
e

co
n
se

rv
at

io
n

of
su

rf
ac

ta
n
t
m

ol
ec

u
le

s
at

th
e

su
rf

ac
e

of
b
ot

h
ch

an
n
el

’s
en

d
s

ca
n

b
e

w
ri

tt
en

as

q
�

qV
+

qM
.

(1
2)

W
e

re
ca

ll
th

at
in

th
e

ab
ov

e
eq

u
at

io
n
,

qS
h
as

b
ee

n
n
e-

gl
ec

te
d

an
d

q e
h
as

b
ee

n
se

t
to

ze
ro

.
U

si
n
g

eq
s.

(1
),

(7
)

an
d

(1
1)

,
eq

.
(1

2)
b
ec

om
es

u
R

Γ
e
q

=
R

D

2β

μ
S
V

u
p
Γ

e
q
L

E
ς2

+
ςV

u
p
Γ

e
q
.

(1
3)

A
s

m
en

ti
on

ed
ab

ov
e,

th
e

su
rf

ac
e

ve
lo

ci
ty

ap
p
ro

x
im

at
el

y
eq

u
al

s
th

e
b
u
lk

ve
lo

ci
ty

fo
r
sm

al
l
B

ou
ss

in
es

q
n
u
m

b
er

s,
i.
e.

u
�

v̄
,
so

th
at

th
e

ra
ti

o
V

u
p
/v̄

ca
n

b
e

ap
p
ro

x
im

at
ed

b
y

V
u

p

v̄
=

( D 2
β

μ
S
L

E
ς2

+
ς R

) −1
.

(1
4)

T
y
p
ic

al
va

lu
es

ar
e

D
∼

10
−

9
m

2
/s

,
μ

S
∼

10
−

8
k
g
/s

,
L

∼
10

−
3
m

,
E

∼
10

−
2
N

/m
,

R
∼

10
−

4
m

,
ς
∼

10
−

5
m

an
d

β
∼

10
−

7
m

.
N

u
m

er
ic

al
ly

,
w

e
fi
n
d

th
at

ς/
R

∼
0.

1
an

d
D 2
β

μ
S

L
E

ς
2
∼

0.
1.

T
h
u
s,

th
e

co
u
n
te

rfl
ow

ve
lo

ci
ty

is
ex

p
ec

te
d

to
b
e

p
ro

-
p
or

ti
on

al
to

th
e

b
u
lk

li
q
u
id

ve
lo

ci
ty

w
it

h
th

e
sa

m
e

or
d
er

of
m

ag
n
it

u
d
e.

M
or

eo
ve

r,
in

d
ep

en
d
en

tl
y

of
th

e
b
u
lk

li
q
u
id

ve
-

lo
ci

ty
,
th

e
co

u
n
te

rfl
ow

v
el

o
ci

ty
is

in
fl
u
en

ce
d

b
y

th
e

G
ib

b
s

el
as

ti
ci

ty
.
F
in

al
ly

,
fr

om
(6

),
th

e
su

rf
ac

e
co

n
ce

n
tr

at
io

n
d
e-

v
ia

ti
on

Δ
Γ

/Γ
e
q

is
of

th
e

or
d
er

V
u

p
μ

S
L

/E
ς2

a
n
d

Δ
γ
/γ

e
q
≈

(E
/γ

e
q
)Δ

Γ
/Γ

e
q
∼

0.
1,

w
it

h
V

u
p
≈

v̄
≈

10
−

2
m

/s
.

2
.2

C
h
a
n
n
e
l
p
e
rm

e
a
b
il
it
y

T
h
e

fo
re

go
in

g
a
n
al

y
si

s
su

gg
es

ts
th

a
t

th
e

ch
an

n
el

p
er

m
e-

ab
il
it
y

ca
n

b
e

d
et

er
m

in
ed

fo
ll
ow

in
g

th
e

ap
p
ro

ac
h

p
ro

p
os

ed
b
y

L
em

li
ch

,
ex

ce
p
t

th
a
t

th
e

li
q
u
id

v
el

o
ci

ty
at

th
e

co
rn

er
s

of
th

e
ch

an
n
el

’s
cr

os
s-

se
ct

io
n

is
n
ot

se
t

to
ze

ro
,

b
u
t

in
-

st
ea

d
is

se
t

to
V

u
p
.

T
h
is

im
p
li
es

th
at

th
e

h
y
d
ro

d
y
n
am

ic
re

si
st

an
ce

of
th

e
ch

a
n
n
el

is
n
ow

d
ep

en
d
en

t
n
ot

on
ly

on
th

e
B

ou
ss

in
es

q
n
u
m

b
er

b
u
t

al
so

on
V

u
p
.
W

e
n
ow

p
re

se
n
t

n
u
-

m
er

ic
al

ca
lc

u
la

ti
on

s
fo

r
th

e
ch

an
n
el

p
er

m
ea

b
il
it
y

as
su

m
in

g
th

es
e

m
o
d
ifi

ed
b
ou

n
d
ar

y
co

n
d
it

io
n
s.

O
.
P
it
o
is

et
a
l.
:
R
ec
ir
cu

la
ti
o
n
m
o
d
el

fo
r
li
q
u
id

fl
ow

in
fo
a
m

ch
a
n
n
el
s

3
1

W
e

co
n
si

d
er

a
ch

an
n
el

cr
os

s-
se

ct
io

n
of

ar
ea

A
in

a
p
la

n
e

(x
,y

).
In

th
e

p
la

n
e,

th
e

ch
a
n
n
el

b
o
u
n
d
a
ri

es
a
re

th
re

e
ci

r-
cu

la
r

ar
cs

of
ra

d
iu

s
R

w
h
os

e
ce

n
te

rs
ar

e
ou

ts
id

e
th

e
d
o-

m
ai

n
an

d
fo

rm
an

eq
u
il
at

er
al

tr
ia

n
gl

e.
T

h
is

ge
om

et
ry

h
as

th
re

e
ax

es
of

sy
m

m
et

ry
,
th

u
s

on
ly

on
e-

si
x
th

of
th

e
ar

ea
is

co
n
si

d
er

ed
in

th
e

si
m

u
la

ti
on

(s
ee

fi
g.

3b
).

T
h
e

li
q
u
id

fl
ow

th
ro

u
gh

th
e

ch
an

n
el

is
as

su
m

ed
to

b
e

u
n
ia

x
ia

l
an

d
st

at
io

n
-

n
a
ry

,
i.
e.

�v
=

v
(x

,y
)�e

z
.

T
y
p
ic

al
va

lu
es

fo
r

th
e

R
ey

n
ol

d
s

n
u
m

b
er

fo
r

th
e

li
q
u
id

fl
ow

ar
e

sm
al

le
r

th
an

u
n
it
y,

so
th

a
t

th
e

S
to

ke
s

eq
u
at

io
n

is
u
se

d

Δ
v

=
−

1 μ

d
p

d
z

,
(1

5)

w
h
er

e
p

is
th

e
li
q
u
id

p
re

ss
u
re

(t
h
e

p
re

ss
u
re

g
ra

d
ie

n
t

in
-

cl
u
d
es

gr
av

it
y

fo
rc

es
).

P
ar

ti
al

m
ob

il
it
y

of
ch

a
n
n
el

in
te

r-
fa

ce
s

is
ob

ta
in

ed
b
al

an
ci

n
g

th
e

b
u
lk

v
is

co
u
s

st
re

ss
w

it
h

th
e

su
rf

ac
e

v
is

co
u
s

st
re

ss
[2

]
on

th
e

ci
rc

u
la

r
b
o
u
n
d
a
ry

μ
(�n

·� ∇
v
)

=
μ

S
Δ

S
v
,

(1
6)

w
h
er

e
�n

is
th

e
ve

ct
or

n
or

m
al

to
th

e
ch

an
n
el

’s
su

rf
ac

e
an

d
Δ

S
is

th
e

su
rf

ac
e

L
ap

la
ci

an
.
F
in

al
ly

,
w

e
co

n
si

d
er

th
a
t

th
e

ve
lo

ci
ty

is
V

u
p

at
th

e
co

rn
er

(u
p
w

ar
d
s)

.
T

h
es

e
eq

u
a
ti

o
n
s

ar
e

m
ad

e
d
im

en
si

on
le

ss
an

d
so

lv
ed

n
u
m

er
ic

al
ly

u
si

n
g

R
an

d
V

=
(d

p
/d

z
)R

2
/μ

as
le

n
gt

h
an

d
ve

lo
ci

ty
sc

al
es

,
an

d
th

e
B

o
u
ss

in
es

q
n
u
m

b
er

B
o

=
μ

S
/
μ
R

.
N

u
m

er
ic

al
re

so
lu

-
ti

on
is

p
er

fo
rm

ed
fo

r
tw

o
va

lu
es

fo
r

B
o

an
d

se
ve

ra
l
ra

ti
o

V
u

p
/v̄

,
p
ro

v
id

in
g

va
lu

es
fo

r
th

e
ch

an
n
el

p
er

m
ea

b
il
it
y

fa
c-

to
r

k̃
=

μ
v̄
/A

(d
p
/d

z
).

N
ot

e
th

at
d
u
e

to
th

e
co

u
n
te

rfl
ow

s,
th

e
eff

ec
ti

ve
cr

os
s-

se
ct

io
n
al

ar
ea

A
e
ff

av
ai

la
b
le

to
th

e
li
q
-

u
id

fl
ow

(n
ot

in
cl

u
d
in

g
th

e
re

ci
rc

u
la

ti
on

fl
ow

)
is

sl
ig

h
tl

y
sm

al
le

r
th

an
th

e
ge

om
et

ri
c

cr
os

s-
se

ct
io

n
A

.
T

h
e

v
el

o
ci

ty
v̄

is
th

u
s

d
efi

n
ed

as
v̄

=
(1

/A
e
ff
)
∫∫ A

e
f
f

v
d
s.

R
es

u
lt

s
a
re

ex
p
re

ss
ed

as
th

e
ra

ti
o

k̃
/k̃

0
,
w

h
er

e
k̃
0

is
th

e
L
em

li
ch

p
er

-
m

ea
b
il
it
y

fa
ct

or
(t

h
u
s

co
rr

es
p
on

d
in

g
to

V
u

p
=

0
),

a
n
d

a
re

p
lo

tt
ed

as
a

fu
n
ct

io
n

of
V

u
p
/v̄

in
fi
g.

3a
.
W

h
at

ev
er

is
th

e
va

lu
e

fo
r

B
o,

th
e

ch
an

n
el

p
er

m
ea

b
il
it
y

is
n
ot

ic
ea

b
ly

re
-

d
u
ce

d
as

V
u

p
/v̄

re
ac

h
es

u
n
it
y.

M
or

e
p
re

ci
se

ly
,
th

e
ch

a
n
n
el

p
er

m
ea

b
il
it
y

is
re

d
u
ce

d
b
y

a
fa

ct
or

2
fo

r
V

u
p
/v̄

=
1.

T
h
e

ev
ol

u
ti

on
fo

r
k̃
/k̃

0
ca

n
b
e

d
es

cr
ib

ed
b
y

th
e

fu
n
ct

io
n
al

fo
rm

k̃
/k̃

0
�

f
(V

u
p
/v̄

)
w

it
h

f
(V

u
p
/v̄

)
=

1

1
+

V
u

p
/v̄

.
(1

7)

T
h
e

ch
ar

ac
te

ri
st

ic
si

ze
ς

ov
er

w
h
ic

h
th

e
co

u
n
te

rfl
ow

ta
ke

s
p
la

ce
in

th
e

tr
an

si
ti

on
al

re
gi

on
ca

n
b
e

d
et

er
m

in
ed

fr
om

th
e

n
u
m

er
ic

al
re

su
lt

s,
as

th
e

d
is

ta
n
ce

se
p
ar

at
in

g
th

e
co

rn
er

of
th

e
cr

os
s-

se
ct

io
n

w
it

h
th

e
p
oi

n
t

co
rr

es
p
on

d
in

g
to

v
=

0
(s

ee
fi
g.

3b
).

T
ak

in
g

R
≈

10
−

4
m

,
μ

S
≈

10
−

8
k
g
/
s,

μ
≈

10
−

3
P
a

s,
a
n
d

V
u

p
/v̄

≈
1,

th
e

B
ou

ss
in

es
q

n
u
m

b
er

is
se

t
to

0.
1

an
d

gi
ve

s
th

e
n
u
m

er
ic

al
re

su
lt

ς
≈

10
−

5
m

,
w

ic
h

is
in

go
o
d

ag
re

em
en

t
w

it
h

th
e

va
lu

e
d
ed

u
ce

d
fr

om
eq

.
(6

).

2
.3

F
il
m

sw
e
ll
in

g

It
is

n
ow

as
su

m
ed

th
at

th
e

M
ar

an
go

n
i

fl
ow

d
ri

ve
s

so
m

e
am

ou
n
t

of
b
u
lk

li
q
u
id

in
th

e
fi
lm

of
th

ic
k
n
es

s
e

(t
h
ro

u
g
h

th
e

w
el

l-
k
n
ow

n
M

ar
an

go
n
i
eff

ec
t)

at
a

fl
ow

ra
te

q i
n
≈

ςe
V

u
p
.

(1
8)

N
ot

e
th

at
su

ch
a

li
q
u
id

ex
ch

an
ge

la
te

ra
l
fl
ow

h
as

b
ee

n
al

re
ad

y
en

v
is

ag
ed

b
y

ot
h
er

s
in

th
e

p
as

t
[2

5,
29

].
M

or
e-

ov
er

,
th

e
b
eh

av
io

u
r

o
f

fo
a
m

fi
lm

s
u
n
d
er

d
ra

in
a
g
e

co
n
d
i-

ti
on

s
h
as

b
ee

n
fo

u
n
d

to
re

se
m

b
le

th
e

d
ra

in
ag

e
of

th
in

h
or

-
iz

on
ta

l
fi
lm

s,
ex

h
ib

it
in

g
ch

ar
ac

te
ri

st
ic

d
im

p
le

an
d

p
in

ch
in

g
n
ea

r
th

e
fi
lm

ed
g
e.

T
h
e

M
a
ra

n
g
o
n
i
eff

ec
t

h
a
s

to
b
e

st
ro

n
g

en
o
u
g
h

to
o
p
en

th
e

b
o
rd

er
p
in

ch
.

It
ca

n
b
e

fu
rt

h
er

a
s-

su
m

ed
th

a
t
th

e
en

te
ri

n
g

li
q
u
id

is
co

n
ve

ct
ed

a
lo

n
g

th
e

tr
a
n
-

si
ti

on
al

re
gi

on
,
fo

rm
in

g
a

d
im

p
le

d
in

te
rf

ac
e

ar
ea

(b
u
lg

e)
,

cl
o
se

to
th

e
b
o
rd

er
p
in

ch
.

T
h
is

lo
ca

l
in

te
rf

a
ce

d
ef

o
rm

a
-

ti
on

in
d
u
ce

s
a

re
la

x
at

io
n

fl
ow

to
w

ar
d
s

th
e

fi
lm

(r
at

h
er

th
a
n

th
ro

u
g
h

th
e

p
in

ch
to

w
a
rd

s
th

e
P

la
te

a
u

b
o
rd

er
)

[3
2
],

a
n
d

a
s

a
re

su
lt

,
th

e
li
q
u
id

is
p
a
rt

ly
a
b
so

rb
ed

b
y

th
e

fi
lm

w
h
os

e
th

ic
k
n
es

s
in

cr
ea

se
s

at
th

e
sa

m
e

ti
m

e.
T

h
is

in
cr

ea
se

is
ex

p
ec

te
d

to
st

op
as

q o
u
t
,

th
e

li
q
u
id

fl
ow

ra
te

to
w

a
rd

s
P

la
te

au
b
or

d
er

s
(d

u
e

to
ca

p
il
la

ry
su

ct
io

n
),

b
al

an
ce

s
th

e
M

a
ra

n
g
o
n
i
d
ri

v
en

fl
ow

ra
te

,
i.
e.

q i
n
≈

q o
u
t
.
T

h
e

fl
ow

ra
te

of
li
q
u
id

ex
ch

an
ge

b
et

w
ee

n
th

e
P

la
te

au
b
or

d
er

an
d

th
e

fi
lm

is
o
b
v
io

u
sl

y
st

ro
n
g
ly

d
ep

en
d
en

t
o
n

th
e

th
ic

k
n
es

s
o
f

th
e

p
in

ch
.
T

h
is

in
fo

rm
at

io
n

is
n
ot

av
ai

la
b
le

fo
r
fo

am
fi
lm

s,
w

h
ic

h
re

n
d
er

s
d
iffi

cu
lt

th
e

es
ti

m
a
ti

o
n

o
f

th
e

co
rr

es
p
o
n
d
-

in
g

li
q
u
id

fl
ow

ra
te

,
q o

u
t
.
H

ow
ev

er
,
an

es
ti

m
at

io
n

w
il
l
b
e

m
a
d
e

in
se

ct
.
4

fo
r

th
e

co
n
fi
g
u
ra

ti
o
n

co
rr

es
p
o
n
d
in

g
to

th
e

ex
p
er

im
en

ta
l
sy

st
em

p
re

se
n
te

d
in

th
e

fo
ll
ow

in
g.

3
E
x
p
e
ri
m

e
n
ts

T
h
e

ex
p
er

im
en

ta
l
se

tu
p

u
se

d
in

th
is

st
u
d
y

h
as

b
ee

n
p
re

-
v
io

u
sl

y
d
es

cr
ib

ed
an

d
m

or
e

d
et

ai
ls

ca
n

b
e

fo
u
n
d

el
se

-
w

h
er

e
[1

1]
.

W
e

ju
st

re
ca

ll
th

at
a

ve
rt

ic
al

P
la

te
au

b
or

d
er

a
n
d

th
e

th
re

e
a
d
jo

in
in

g
fi
lm

s
a
re

fo
rm

ed
o
n

w
it

h
d
ra

w
in

g
a

tr
ip

o
d

fr
om

a
re

se
rv

oi
r

co
n
ta

in
in

g
th

e
fo

am
in

g
so

lu
ti

on
,

an
d

th
at

li
q
u
id

ca
n

b
e

in
je

ct
ed

th
ro

u
gh

th
e

ch
an

n
el

at
a

co
n
tr

ol
le

d
fl
ow

ra
te

Q
.
T

h
e

re
su

lt
in

g
li
q
u
id

ve
lo

ci
ty

is
o
f

th
e

or
d
er

10
m

m
/
s,

w
h
ic

h
co

rr
es

p
o
n
d
s

to
m

ea
su

re
d

v
el

o
c-

it
ie

s
d
u
ri

n
g

fo
a
m

d
ra

in
a
g
e

ex
p
er

im
en

ts
.

T
h
e

so
ap

so
lu

ti
on

is
co

m
p
os

ed
of

T
T
A

B
(T

et
ra

d
e-

cy
lT

ri
m

et
h
y
lA

m
m

on
iu

m
B

ro
m

id
e)

at
a

co
n
ce

n
tr

at
io

n
3

g
/
L

in
p
u
re

w
a
te

r.
T

h
is

co
n
ce

n
tr

a
ti

o
n

is
a
b
ov

e
th

e
C

M
C

(1
g
/
L
).

T
h
e

su
rf

a
ce

te
n
si

o
n

is
γ
≈

38
m

N
/
m

,
th

e
d
en

si
ty

ρ
=

10
00

k
g
/
m

3
a
n
d

th
e

b
u
lk

sh
ea

r
v
is

co
si

ty
η

=
1

m
P
a

s.

3
.1

M
a
ra

n
g
o
n
i-
d
ri
v
e
n

c
o
u
n
te

rfl
o
w

In
ve

st
ig

at
io

n
of

co
u
n
te

rfl
ow

ve
lo

ci
ti

es
h
as

b
ee

n
p
er

fo
rm

ed
.

T
h
e

ty
p
ic

al
le

n
gt

h
ov

er
w

h
ic

h
V

u
p

h
as

to
b
e

m
ea

su
re

d
is

ex
p
ec

te
d

to
b
e

of
th

e
or

d
er

of
10

−
5
m

.
W

e
w

er
e

n
o
t

a
b
le

to
m

ea
su

re
li
q
u
id

ve
lo

ci
ti

es
ov

er
su

ch
sm

al
l

le
n
gt

h
s.

In
-

st
ea

d
,

w
e

fo
ll
ow

ed
th

e
u
p
w

a
rd

m
o
ti

o
n
s

o
f

su
rf

a
ce

ir
re

g
-

u
la

ri
ti

es
(t

h
in

sp
ot

s)
in

th
e

fi
lm

s,
n
ea

r
th

e
ch

an
n
el

/fi
lm

tr
an

si
ti

on
al

re
gi

on
.

T
h
e

sp
ot

s
ap

p
ea

r
at

th
e

b
ot

to
m

of
th

e
fi
lm

a
n
d

th
en

,
th

ey
a
re

d
ra

g
g
ed

b
y

th
e

co
u
n
te

rfl
ow

.
N

ot
e

th
at

,
al

th
ou

gh
cl

os
e

to
th

e
co

rn
er

of
th

e
ch

an
n
el

,
th

es
e

sp
ot

s
se

em
to

m
ov

e
ap

ar
t

fr
om

th
e

ch
an

n
el

,
w

it
h
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3
2

T
h
e
E
u
ro
p
ea
n
P
h
y
si
ca
l
J
o
u
rn
a
l
E

F
ig

.
4
.
(a
)
P
ic
tu
re

o
f
th
e
ch
a
n
n
el
/
fi
lm

tr
a
n
si
ti
o
n
a
l
re
g
io
n
.
(b
)
C
o
u
n
te
rfl
ow

v
el
o
ci
ty

a
s
a
fu
n
ct
io
n
o
f
th
e
li
q
u
id

v
el
o
ci
ty

in
th
e

ch
a
n
n
el
.

a
se

p
ar

at
in

g
d
is

ta
n
ce

w
h
ic

h
ca

n
b
e

re
as

on
ab

ly
es

ti
m

at
ed

to
b
e

tw
o

or
d
er

s
of

m
ag

n
it

u
d
e

sm
al

le
r

th
an

R
.
T

h
is

d
is

-
ta

n
ce

p
re

su
m

ab
ly

co
rr

es
p
on

d
s

to
th

e
ty

p
ic

al
w

id
th

of
th

e
p
in

ch
b
et

w
ee

n
th

e
ch

an
n
el

an
d

th
e

fi
lm

.
D

u
ri

n
g

th
ei

r
u
p
w

ar
d

m
ot

io
n
,

th
e

sp
ot

s
ar

e
st

re
tc

h
ed

b
y

th
e

sh
ea

r
fl
ow

(m
id

d
le

of
th

e
fi
lm

in
fi
g.

4a
)

so
th

at
th

ei
r

la
te

ra
l

sp
re

ad
ra

p
id

ly
re

ac
h
es

a
sm

al
l

va
lu

e.
T

h
is

va
lu

e
is

n
ot

m
ea

su
ra

b
le

,
b
u
t

th
e

sp
ot

s
re

m
ai

n
d
is

ti
n
gu

is
h
-

ab
le

,
al

lo
w

in
g

fo
r
th

ei
r
ve

lo
ci

ty
to

b
e

m
ea

su
re

d
.
A

sc
en

d
in

g
ve

lo
ci

ti
es

w
er

e
d
ed

u
ce

d
fr

om
sp

at
io

-t
em

p
or

al
im

ag
es

ob
-

ta
in

ed
al

on
g

a
ve

rt
ic

al
li
n
e

cl
os

e
to

th
e

p
in

ch
.
B

ec
au

se
of

th
e

sm
al

l
la

te
ra

l
sp

re
ad

of
th

es
e

p
at

te
rn

s,
it

is
as

su
m

ed
th

at
th

e
ve

lo
ci

ty
of

th
e

d
ra

gg
ed

sp
ot

s
is

of
th

e
sa

m
e

or
-

d
er

of
m

ag
n
it

u
d
e

as
V

u
p
,

al
th

ou
gh

p
ro

b
ab

ly
sm

al
le

r
d
u
e

to
th

ei
r

fi
n
it

e
si

ze
.
T

h
e

m
ea

su
re

m
en

t
fo

r
th

e
ev

ol
u
ti

on
of

th
e

sp
ot

s
ve

lo
ci

ty
p
ro

v
id

es
u
se

fu
l

in
fo

rm
at

io
n

ab
ou

t
th

e
ev

ol
u
ti

on
of

V
u

p
w

it
h

th
e

li
q
u
id

ve
lo

ci
ty

in
th

e
ch

an
n
el

.
In

fi
g.

4b
,
re

su
lt

in
g

va
lu

es
ar

e
p
lo

tt
ed

as
a

fu
n
ct

io
n

of
v̄
,

d
et

er
m

in
ed

as
th

e
ra

ti
o

of
th

e
in

je
ct

ed
li
q
u
id

fl
ow

ra
te

to
th

e
ch

an
n
el

’s
cr

os
s-

se
ct

io
n

ar
ea

.
F
ir

st
of

al
l,

th
e

or
-

d
er

of
m

ag
n
it

u
d
e

of
th

e
co

u
n
te

rfl
ow

ve
lo

ci
ty

is
th

e
sa

m
e

as
v̄
,

su
gg

es
ti

n
g

th
at

V
u

p
/v̄

∼
1.

M
or

eo
ve

r,
th

is
ve

lo
ci

ty
is

fo
u
n
d

to
b
e

p
ro

p
or

ti
on

al
to

th
e

li
q
u
id

ve
lo

ci
ty

in
th

e
ch

an
n
el

,
so

th
at

V
u

p
∝

v̄
,
in

ag
re

em
en

t
w

it
h

th
e

ev
ol

u
ti

on
p
re

d
ic

te
d

b
y

eq
.
(1

4)
.

T
h
e

p
re

se
n
t

m
o
d
el

re
li
es

on
th

e
p
re

se
n
ce

of
sm

al
l
su

r-
fa

ce
te

n
si

on
d
ev

ia
ti

on
s

al
on

g
th

e
ch

an
n
el

.
T

h
is

as
su

m
p
-

ti
on

ca
n

b
e

te
st

ed
th

ro
u
gh

th
e

p
re

se
n
t

ex
p
er

im
en

t.
T

h
e

L
ap

la
ce

la
w

re
la

te
s
th

e
li
q
u
id

p
re

ss
u
re

to
R

:
p

l
�

p
0
−γ

/
R

.
In

th
e

p
re

se
n
t
ex

p
er

im
en

t,
th

e
li
q
u
id

p
re

ss
u
re

a
t
th

e
ch

a
n
-

n
el

’s
en

tr
an

ce
is

[1
1]

p
l
�

p
0
−

ρ
g
L

+
Δ

P
,

so
th

at
th

e
eff

ec
ti

ve
va

lu
e

fo
r

th
e

su
rf

ac
e

te
n
si

on
(d

y
n
am

ic
al

)
ca

n
b
e

ex
p
re

ss
ed

as
:
γ
≈

(A
/δ

a
)1

/
2
(ρ

g
L
−

Δ
P

),
w

h
er

e
δ a

=
0.

16
1

is
a

co
n
st

an
t
re

la
ti

n
g

th
e

ch
an

n
el

’s
cr

os
s-

se
ct

io
n

ar
ea

to
R

.
F
ro

m
ex

p
er

im
en

ta
l
re

su
lt

s,
w

e
fi
n
d

th
at

Δ
γ
/γ

e
q
≈

3/
38

∼
0.

1
w

h
ic

h
va

li
d
at

es
th

e
as

su
m

p
ti

on
m

ad
e

in
th

e
m

o
d
el

.
M

o
re

ov
er

,
γ

is
fo

u
n
d

to
in

cr
ea

se
as

a
fu

n
ct

io
n

of
Δ

P
or

v̄
,

w
h
ic

h
is

al
so

in
ag

re
em

en
t

w
it

h
th

e
p
re

se
n
t

m
o
d
el

.
U

n
fo

r-
tu

n
at

el
y,

d
u
e

to
u
n
ce

rt
ai

n
ti

es
in

th
e

m
ea

su
re

m
en

t
of

A
,

th
e

d
at

a
d
o

n
ot

al
lo

w
fo

r
a

cl
ea

r
fu

n
ct

io
n
al

fo
rm

to
b
e

d
et

er
m

in
ed

.

F
ig

.
5
.
S
ta
ti
o
n
a
ry

th
ic
k
n
es
s
o
f
a
d
jo
in
in
g
fi
lm

s
a
s
a
fu
n
ct
io
n
o
f

th
e
li
q
u
id

v
el
o
ci
ty

in
th
e
ch
a
n
n
el
.
T
h
e
in
te
rc
ep

t
o
f
th
e
d
a
sh
-

li
n
e
a
t

v̄
=

0
is

in
re
a
so
n
a
b
le

a
g
re
em

en
t
w
it
h
th
e
th
ic
k
n
es
s
o
f

co
m
m
o
n
b
la
ck

fi
lm

s
w
it
h
th
is

so
lu
ti
o
n
.

3
.2

F
il
m

s
th

ic
k
n
e
ss

T
h
e

fi
lm

s’
th

ic
k
n
es

s
e

is
m

ea
su

re
d

b
y

il
lu

m
in

at
in

g
on

e
fi
lm

w
it

h
w

h
it

e
li
gh

t.
E

ac
h

re
su

lt
in

g
co

lo
r

fr
in

ge
co

rr
e-

sp
on

d
s

to
a

w
av

el
en

gt
h

λ
re

la
te

d
to

e
b
y

[2
5]

:
I
/
I m

=
si

n
2
(2

π
n
e/

λ
co

s
Φ

),
w

h
er

e
n

is
th

e
re

fr
ac

ti
ve

in
d
ex

of
th

e
so

ap
so

lu
ti

on
(n

≈
1.

41
),

Φ
is

th
e

an
gl

e
b
et

w
ee

n
th

e
re

-
fl
ec

te
d

ra
y

an
d

th
e

n
or

m
al

to
th

e
fi
lm

,
I
/
I m

th
e

in
te

n
si

ty
ra

ti
o

w
h
er

e
th

e
su

b
sc

ri
p
t

m
re

fe
rs

to
th

e
m

ax
im

u
m

m
ea

-
su

re
d

in
te

n
si

ty
.

T
h
e

sm
al

le
st

m
ea

su
ra

b
le

fi
lm

th
ic

k
n
es

s
co

rr
es

p
on

d
s
to

th
e

fi
rs

t
in

te
n
si

ty
m

ax
im

u
m

,
i.
e.

,
e

=
λ
/4

n
.

B
la

ck
fi
lm

s
ar

e
th

u
s

o
b
se

rv
ed

a
s

so
on

as
e
≤

70
n
m

.
N

ot
e

th
at

th
is

va
lu

e
is

la
rg

er
th

an
th

e
k
n
ow

n
va

lu
e

fo
r

th
e

co
m

-
m

on
b
la

ck
fi
lm

w
it

h
th

es
e

so
lu

ti
on

s
[1

1,
33

].
A

t
h
ig

h
fl
ow

ra
te

,
fi
lm

s
ex

h
ib

it
an

ap
p
ro

x
im

at
el

y
fl
at

th
ic

k
n
es

s
p
ro

-
fi
le

[1
1]

.
In

co
n
tr

as
t,

at
lo

w
fl
ow

ra
te

s,
th

e
fi
lm

th
ic

k
n
es

s
w

as
fo

u
n
d

to
ev

ol
ve

as
a

fu
n
ct

io
n

of
z

an
d

an
av

er
ag

e
fi
lm

th
ic

k
n
es

s
w

as
th

er
ef

or
e

d
efi

n
ed

as
:
ē

=
1 L

∫ L 0
e(

z
)d

z
.
C

o
r-

re
sp

on
d
in

g
va

lu
es

of
ē

ar
e

p
lo

tt
ed

in
fi
g.

5
as

a
fu

n
ct

io
n

O
.
P
it
o
is

et
a
l.
:
R
ec
ir
cu

la
ti
o
n
m
o
d
el

fo
r
li
q
u
id

fl
ow

in
fo
a
m

ch
a
n
n
el
s

3
3

of
th

e
av

er
ag

e
li
q
u
id

ve
lo

ci
ty

in
th

e
ch

an
n
el

.
T

h
e

fi
lm

s’
th

ic
k
n
es

s
is

fo
u
n
d

to
in

cr
ea

se
li
n
ea

rl
y

as
a

fu
n
ct

io
n

of
v̄
.

4
D

is
c
u
ss

io
n

F
ir

st
,

w
e

d
is

cu
ss

th
e

re
su

lt
s

fo
r

th
e

co
u
n
te

rfl
ow

ve
lo

ci
ty

an
d

th
e

fi
lm

th
ic

k
n
es

s.
B

ot
h

of
th

em
w

er
e

fo
u
n
d

to
in

-
cr

ea
se

li
n
ea

rl
y

as
a

fu
n
ct

io
n

of
th

e
av

er
ag

e
li
q
u
id

ve
lo

ci
ty

in
th

e
ch

an
n
el

.
T

h
e

ex
p
er

im
en

ta
l

sy
st

em
co

rr
es

p
o
n
d
s

to
th

e
si

tu
at

io
n

d
ep

ic
te

d
in

fi
g.

2,
i.
e.

a
ve

rt
ic

al
fi
lm

fa
c-

in
g

a
st

ra
ig

h
t

P
la

te
au

b
or

d
er

.
T

h
e

fi
lm

ar
ea

is
L

2
a
n
d

th
e

th
ic

k
n
es

s
is

e.
D

u
e

to
th

e
p
re

se
n
ce

of
p
in

ch
es

n
ea

r
th

e
ve

rt
ic

al
P

la
te

au
b
or

d
er

,
on

e
ca

n
re

as
on

ab
ly

as
su

m
e

th
at

li
q
u
id

le
av

es
th

e
fi
lm

to
w

ar
d
s

th
e

b
ot

to
m

.
T

h
is

si
tu

-
at

io
n

co
rr

es
p
on

d
s
to

th
e

d
ra

in
ag

e
of

a
ve

rt
ic

al
fi
lm

co
n
ti

n
-

u
ou

sl
y

fe
d

on
li
q
u
id

(w
et

te
d
)
b
y

th
e

co
u
n
te

rfl
ow

.
A

lt
h
ou

gh
th

e
d
ra

in
ag

e
of

ve
rt

ic
al

fi
lm

s
h
as

b
ee

n
ex

te
n
si

ve
ly

st
u
d
ie

d
in

th
e

p
as

t,
ou

r
u
n
d
er

st
an

d
in

g
of

d
ra

in
ag

e
ve

lo
ci

ti
es

re
-

m
ai

n
s

in
co

m
p
le

te
,
es

p
ec

ia
ll
y

re
ga

rd
in

g
in

te
rf

ac
ia

l
b
ou

n
d
-

ar
y

co
n
d
it

io
n
s

an
d

th
ei

r
re

la
ti

on
to

M
ar

an
go

n
i

st
re

ss
es

an
d

th
e

as
so

ci
at

ed
su

rf
ac

ta
n
t

ad
so

rp
ti

on
an

d
d
es

or
p
ti

on
eff

ec
ts

.
It

w
as

re
ce

n
tl

y
sh

ow
n

th
at

eff
ec

ti
ve

in
te

rf
ac

ia
l
m

o-
b
il
it
y

ca
n

b
e

ac
co

u
n
te

d
fo

r
b
y

re
p
la

ci
n
g

th
e

co
n
ve

n
ti

on
al

n
o-

sl
ip

b
ou

n
d
ar

y
co

n
d
it

io
n

b
y

an
eff

ec
ti

ve
sl

ip
b
o
u
n
d
a
ry

co
n
d
it

io
n
.

T
h
e

in
tr

o
d
u
ct

io
n

of
th

is
eff

ec
ti

ve
sl

ip
p
ar

am
-

et
er

en
ab

le
s

fo
r

m
ea

su
re

d
fi
lm

th
in

n
in

g
ra

te
s

to
b
e

d
e-

sc
ri

b
ed

[3
4]

w
it

h
a

p
ow

er
la

w
fu

n
ct

io
n
.

W
e

as
su

m
e

th
at

th
e

d
ra

in
ag

e
b
eh

av
io

u
r

of
th

e
p
re

se
n
t

w
et

te
d

fi
lm

is
si

m
i-

la
r

to
th

e
on

e
co

rr
es

p
on

d
in

g
to

fr
es

h
su

sp
en

d
ed

fi
lm

s.
A

t
ve

ry
sh

or
t

ti
m

es
,
th

e
d
ec

re
as

e
in

fi
lm

th
ic

k
n
es

s
ca

n
b
e

d
e-

sc
ri

b
ed

w
it

h
an

ex
p
on

en
ti

al
fu

n
ct

io
n
:

e
�

e 0
e−

α
t
,

w
h
er

e
α

is
th

e
th

in
n
in

g
co

effi
ci

en
t

[3
4]

.
T

h
e

th
in

n
in

g
ra

te
is

th
u
s

d
e/

d
t

=
−α

e
a
n
d

th
e

fl
ow

ra
te

o
f

th
e

li
q
u
id

le
av

in
g

th
e

fi
lm

is
q o

u
t

=
−L

2
d
e/

d
t

=
α
eL

2
.

N
ot

e
th

at
th

e
fi
lm

is
co

n
ti

n
u
ou

sl
y

w
et

te
d

an
d

th
at

th
e

fi
lm

’s
th

ic
k
n
es

s
is

co
n
-

st
an

t,
i.
e.

e
≡

e 0
.
F
or

S
D

S
so

lu
ti

on
s

ab
ov

e
th

e
C

M
C

,
B

er
g

et
al

.[
34

]
h
av

e
es

ta
b
li
sh

ed
th

e
ex

p
re

ss
io

n
fo

r
th

e
th

in
n
in

g
co

effi
ci

en
t:

α
=

B
e 0

,
w

it
h

th
e

co
n
st

an
t

B
�

10
4
m

−
1
s−

1
.

q o
u
t

th
u
s

is
:

q o
u
t
=

B
L

2
e2

.
(1

9)

T
h
e

st
at

io
n
ar

y
va

lu
e

fo
r

th
e

fi
lm

’s
th

ic
k
n
es

s
ca

n
b
e

ob
-

ta
in

ed
fr

om
th

e
b
al

an
ce

of
q o

u
t

w
it

h
q i

n
gi

ve
n

b
y

eq
.
(1

8)

e
≈

ςV
u

p

B
L

2
.

(2
0)

T
h
e

li
n
ea

r
re

la
ti

on
m

ea
su

re
d

fo
r

th
e

ev
ol

u
ti

on
of

V
u

p
as

a
fu

n
ct

io
n

of
v̄

en
ab

le
s

th
e

fi
lm

th
ic

k
n
es

s
to

b
e

fi
n
a
ll
y

ex
p
re

ss
ed

as

e
≈

ς

B
L

2

( V
u

p

v̄

) v̄
.

(2
1)

T
h
e

fi
lm

’s
th

ic
k
n
es

s
is

th
u
s

ex
p
ec

te
d

to
in

cr
ea

se
li
n
ea

rl
y

w
it

h
th

e
li
q
u
id

ve
lo

ci
ty

in
th

e
ch

an
n
el

.
T

h
is

is
in

ag
re

e-
m

en
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é

Pa
ri

s-
es

t,
La

bo
ra

to
ir

e
de

Ph
ys

iq
ue

de
s

M
at

ér
ia

ux
D

iv
is

és
et

de
s

In
te

rf
ac

es
,

U
M

R
CN

R
S

81
08

,5
bv

d
D

es
ca

rt
es

,7
74

54
M

ar
ne

la
Va

llé
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p
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=
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v
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p
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v
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v
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p
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d
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p
re

se
n

t

th
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v
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m
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p
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p
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p
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=
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d
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d
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d
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e
sq

n
u

m
b

e
r

Bo
fo

r
fi

v
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◦
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◦
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Chapitre 3

Transport de particules dans une mousse

aqueuse

Des particules solides sont bien souvent présentes dans la phase liquide d'une mousse

comme par exemple lors de processus de �otattion utilisés notamment pour la séparation du

minerai (�gure 3.1a). Un autre exemple est celui de mousses très stables visibles en bord de

mer qui sont chargées en Phaeocystis (�gure 3.1b). Ce dernier est un plancton végétal marin

qui peut se trouver sous forme de cellule isolée, ou d'agrégat de cellules regroupées en colonies

et pouvant formé un gel.

Ces particules sont alors amenées à être transportées et dispersées dans la mousse comme

dans un milieu poreux. Cependant comme nous l'avons vu dans le chapitre précédent les pores

de ce milieu poreux sont déformables et ont des parois �uides ne véri�ant pas les conditions de

non-glissement du fait de la mobilité des surfactants sur l'interface liquide-air. Le transport de

particules dans un tel système est donc loin d'être trivial et présente un intérêt fondamental.

Dans le cas de la sédimentation ce qui pourra être le cas dans une mousse à l'équilibre

(�uide au repos), il est bien connu qu'une particule le long d'une paroi solide sédimente moins

vite [1] qu'en milieu in�ni, inversement une particule le long d'une interface mobile sédimente

plus vite qu'en milieu in�ni [2]. Dans un bord de Plateau une petite particule peut être dans

une position centrale loin des interfaces, ou proche d'une interface voire de deux interfaces,

celles-ci pouvant être mobiles ou immobiles (comparable à des parois solides). La synergie

entre les di�érents paramètres de positionnement, de con�nement et de mobilité des interfaces

sur la simple vitesse de sédimentation d'une particule unique dans un bord de Plateau apparaît

ainsi complexe et propice à une grande variété de comportement.
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Figure 3.1 � a) Image en surface d'un cuve �otta-
tion de minérai, extraite d'une page internet de J. Cilliers :
http ://www3.imperial.ac.uk/engineering/research/impact/casestudies/jancilliers ; b) Image
illustrant une mousse contenant des particules de plancton. Source Ifremer - E�orescence
de Phaeocystis observée en avril 2002 à l'embouchure de la rivière Le Wimereux à marée
montante - Photo N. Cuvelier

Dans le cas de particules transportées par l'écoulement du �uide intersticiel, ce qui corres-

pondra à une situation de drainage d'une mousse, les paramètres précédemment cités appa-

raissent également très in�uants sur le transport d'une particule. Deux cas extrêmes peuvent

être distingués : 1- une petite particule située dans une zone de contre-écoulement (cf 2.2.1)

est susceptible d'être transportée dans un sens opposé à l'écoulement moyen ; 2- une particule

moyenne au centre du canal est susceptible d'être transportée plus rapidement que l'écoule-

ment moyen (pro�l de vitesse de type Poiseuille) [3].

Dans le cadre de l'ANR " Micro�uidique particulaire appliquée aux mousses " (ANR-05-

JCJC-0234-01) et des thèses de N. Louvet et de C. Fritz, nous nous sommes intéressés à cette

problématique. Je me suis particulièrement investie dans l'étude de la sédimentation et le

transport de particules dans les canaux �uides d'une mousse aqueuse. En complément des

expériences menées au laboratoire, j'ai développé des simulations numériques sous COMSOL

Multiphysics qui modélise la " �uidité " des interfaces (cf. chapitre précédent paragraphe

2.2.2). Comme cela sera mis en évidence par la suite, ces simulations permettent une compré-

hension plus précise de l'in�uence de chacun des paramètres physiques : con�nement - mobilité

des interfaces - poids de particules - vitesse d'écoulement.
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3.1 Sédimentation

Publications : Softmatter 2010.

Une unique particule solide plus petite que le cercle inscrit à l'intérieur de la section du

bord de Plateau (cf. �gure 3.2.a) et plus dense que le liquide sédimente sous l'e�et de son

propre poids. Nous notons sa vitesse Vsed. Récemment, Olivier Pitois et ses collaborateurs ont

mis en évidence une large variation des vitesses de sédimentation en fonction de la taille et

du positionnement de la particule dans un bord de Plateau aux interfaces mobiles [4]. Dans

la continuité de leur travail, j'ai étudié l'e�et de la mobilité des interfaces.

Les expériences sont menées à l'échelle d'une mousse ou d'un bord de Plateau vertical

unique avec deux solutions moussantes modèles, engendrant pour l'une des interfaces mobiles,

et pour l'autre des interfaces immobiles (cf. 2.1).

Pour les simulations numériques, nous supposons que la particule est sphérique de rayon

d et qu'elle a atteint un mouvement stationnaire suivant l'axe du bord de Plateau. Le mou-

vement du liquide est modélisé par l'équation de Stokes adimensionnée et la mobilité des

interfaces est modélisée par le nombre de Boussinesq dé�ni à l'échelle du rayon de bord de

Plateau sur une gamme de valeur allant de 0.001 à 1, comme cela a été présentée au chapitre

précédent au paragraphe 2.2.2. Les simulations sont réalisées dans le référentiel de la particule

en mouvement. Ainsi une vitesse nulle est imposée à la surface de la particule et nous varions

le paramètre de vitesse vp imposée à l'entrée, à la sortie et aux coins du bord de Plateau (cf.

�gure 3.2.b). Lorsque la force de l'écoulement autour de la sphère s'oppose exactement au

poids de la particule Fg (norme égale et sens opposé), la vitesse vp est alors égale à vitesse de

sédimentation ; en choisissant un adimensionnement des vitesses par la vitesse de Stokes, un

adimensionnement des longueurs par RPB et un adimensionnement de la viscosité par celle

du �uide, alors Fg s'écrit 3π(d/RPB).

Les expériences dans un bord de Plateau vertical montrent que la vitesse de sédimentation

d'une telle particule dépend de la mobilité des interfaces, de sa positon dans le canal, et

du con�nement (λ = d/dlim) : une particule sédimente d'autant plus vite qu'elle est proche

des interfaces et que celles-ci sont �uides (cf. �gure 3.3a). La gamme de vitesse accessible

s'étale sur près d'une décade : entre deux fois et un tiers de la vitesses de Stokes. Dans le

cas d'interfaces mobiles, une petite particule située proche du coin d'un bord de Plateau

sédimente plus vite qu'en milieu in�ni car le �uide et les interfaces à proximité de la particule
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Figure 3.2 � a) Schéma illustrant le positionnement d'une "petite" particle dans une section
de bord de Plateau b) Schéma illustrant les conditions aux limites des vitesses imposées dans
le référentiel de la particule

sont entrainés vers le bas et le contre-écoulement de �uide s'e�ectue dans une zone "large"

opposée au coin. Dans ce cas, la vitesse de la particule diminue avec la distance aux interfaces :

la vitesse est maximale au coin et minimale au centre du bord de Plateau. Inversement, dans

le cas d'interfaces immobiles, une petite particule située proche du coin d'un bord de Plateau

sédimente moins vite qu'en milieu in�ni car le contre-écoulement de �uide s'e�ectue dans

une zone "étroite". Dans ce dernier cas, la vitesse de la particule augmente avec la distance

aux interfaces : la vitesse est minimale au coin et maximale au centre du bord de Plateau.

En�n, notons que, d'après ces expériences, la vitesse au centre du bord de Plateau apparaît

indépendante de la mobilité des interfaces.

L'étude numérique de la sédimentation de particules solides dans les bords de Plateau

permet de reproduire les résultats expérimentaux obtenus dans un bord de Plateau unique

vertical pour des paramètres de con�nement variant entre 0.1 et 0.8 et avec un nombre de

Boussinesq de l'ordre 0.001 pour des interfaces mobiles et de l'ordre de 1 pour des interfaces

immobiles (cf. �gure 3.3a).

Les résultats expérimentaux obtenus dans une mousse sont très peu dispersés pour un

con�nement donné. Cette faible dispersion des vitesses s'explique par le fait que les particules

sédimentent à l'intérieur d'un canal incliné vers la position la plus basse d'une section, ce

positionnement est con�rmé par l'observation des particules dans l'expérience. De plus, ces

expériences mettent en évidence une forte in�uence du con�nement lorsque les interfaces sont
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Figure 3.3 � Vitesse de sédimentation normalisée : a) in�uence de la position de la particule
pour un paramètre de con�nement λ = 0.2 et di�érente mobilité des interfaces, les rectangles
blancs et gris correspondent respectivement aux expériences avec des interfaces mobiles et im-
mobiles, les courbes numériques sont obtenues pour des Bq = 0.001(×); 0.01(4); 0.1(�); 1(�) ;
b) Vitesses expérimentales mesurées dans un canal incliné d'un angle θ dans une mousse et
normalisées (Vp/(VStokessin(θ)) en fonction du paramètre de con�nement λ pour des interfaces
dites mobiles (symbol vide) et des interfaces dites immobiles (symbol plein) et comparées aux
valeurs maximales et minimales obtenues pour des simulations avec un nombre de Bq = 0.001
(gris) et Bq = 1 (noire).
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mobiles et quasiment pas d'e�et du con�nement sur la vitesse des particules lorsque les inter-

faces sont immobiles (cf. �gure 3.3b). Ces expériences sont bien décrites par les simulations de

particules proches des coins. En�n, nous notons que pour des interfaces mobiles les particules

sédimentent plus vite dans le canal d'une mousse qu'en milieu in�ni tant que son paramètre

de con�nement (λ) est plus petit qu'un-demi.

Les résultats numériques nous permettent d'étudier de manière systématique l'e�et du

paramètre de con�nement λ et de mobilité Bq. Pour la position extrême où l'in�uence de ces

paramètres est la plus importante sur la vitesse de sédimentation de la particule, c'est-à-dire

quand celle-ci est située dans un coin de bord de Plateau, nous mettons en evidence que les

e�ets de con�nement et de mobilité de surface peuvent être découplés. En e�et, la vitesse

d'une particule dans un coin de bord de Plateau peut être décrite comme le produit de la

vitesse de Stokes, d'une fonction du paramètre λ et d'une fonction du nombre de Boussinesq

particulaire Bq′ dé�ni à l'échelle du diamètre de la particule (Bq′ = BqRPB

d
), soit :

Vcoin = VStokesh(λ)g(Bq′) (3.1.1)

où les fonctions h et g sont approximées par h(λ) = 1 − 1.488λ + 0.535λ2 et g(Bq′) =

(4.3 +Bq′)/(1.8 + 2.2Bq′).

La fonction h est relative au con�nement et correspond à la vitesse au centre du canal

qui est quasi-independante de la mobilité de l'interface (cf. �gure 3.3a), arbitrairement nous

choisisions h = Vsed/VStokes pour une particule centrée et pour Bq = 1. La fonction g est

relative à la mobilité des interfaces. Rappelons que la position la plus probable d'une particule

dans un bord de Plateau d'une mousse est celle dans un coin car les canaux sont pour la plupart

inclinés par rapport à la gravité, nous disposons ainsi d'une fonction pour estimer la vitesse

de sédimentation d'une particule dans une mousse (cf. �gure 3.3b). En�n nous montrons que

pour un paramètre de con�nement �xé, il existe une mobilité de surface pour laquelle la vitesse

de la particule devient indépendante de la position dans le canal correspondant à des nombres

de Boussinesq particulaires (Bq′) de l'ordre de 2.
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3.2 Transport de particules par écoulement de la phase

liquide

En plus de la sédimentation, l'écoulement de liquide au sein du réseau de bord de Plateau

peut être le moteur du transport de particules dans une mousse.

Les expériences sont menées à l'échelle d'une mousse ou d'un bord de Plateau vertical

unique avec une solution moussante engendrant des interfaces mobiles (cf. 2.1) et avec des

particules de même densité que le �uide ou plus dense que celui-ci.

Les simulations numériques pour modéliser le transport d'une particule isodense sont si-

milaires à celles de l'étude de la sédimentation à l'exception des conditions limites et de

l'adimensionnement des vitesses (cf. �gure 3.4). Une vitesse d'écoulement est imposée à l'en-

trée et à la sortie du canal. Une vitesse de remontée est imposée au coin des sections du

bord de Plateau pour la modélisation du contre-écoulement (cf. paragraphe 2.2.1). L'adimen-

sionnement des vitesses se fait par la vitesse moyenne débitante e�ective, c'est-à-dire, tel que
1
A

∫
A
H(v)v(r)dr = 1, où H est la fonction Heavyside. Nous déduisons ainsi la vitesse de trans-

port de la particule isodensité par l'écoulement de liquide pour laquelle la force de l'écoulement

autour de la sphère s'annule. Il est à noter que nos résultats numériques pour les particules

situées au centre du canal sont en très bon accord (moins de 0.2% d'erreur) avec la loi de

Faxen qui prédit la vitesse d'une particule à partir de la connaissance du champ de vitesse de

l'écoulement "rampant" non perturbé (sans particule) : vparticule(r) = vecoulement(r) + d2

24
∆v.

Cependant, de même que pour des particules proches des bords d'un canal aux parois solides

pour lesquelles il existe des interactions hydrodynamiques entre paroi et particule [3], la loi

de Faxen surestime la vitesse des particules proches des coins (là où la condition limite de

vitesse est imposée) et d'autant plus que les particules sont petites pour lesquelles l'erreur

peut atteindre 8%.

A�n de s'a�ranchir dans un premier temps des e�ets de sédimentation et de dispersion liés

au réseau de la mousse, des expériences et des simulations sont menées pour des particules

isodenses à l'échelle d'un canal unique. La comparaison de ces résultats expérimentaux et

numériques permettent d'identi�er les paramètres pertinents pour modéliser le transport de

particules provoqué par l'écoulement de la phase liquide.
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Figure 3.4 � Schéma illustrant les conditions aux limites des vitesses imposées dans le ré-
férentiel de la particule pour une modélisation de transport d'une particule isodensité par
l'écoulement de �uide

Les expériences montrent une très grande dispersion des vitesses pour des particules faible-

ment con�nées (cf. �gure 3.5). Les vitesses les plus faibles sont presque nulles et correspondent

à des particules proches d'un coin, à l'opposé, les vitesses les plus élevées peuvent atteindre

1.3 fois la vitesse moyenne du liquide et correspondent à des particules localisées au centre du

canal.

La modélisation considérant des vitesses nulles au coin du bord de Plateau (pas de contre-

écoulement à l'intérieur du canal- theorie de Lemlich) ne permet pas de reproduire les résultats

expérimentaux. Cependant, les modélisations considérant une vitesse de contre-écoulement

trois fois supérieure à l'écoulement moyen permet de reproduire les résultats expérimentaux.

Nous avons ici une nouvelle preuve que les contre-écoulements de liquide induit par e�et

Marangoni empiètent sur la géométrie du canal et que la vitesse ne s'annule pas à la jonction

géométrique entre bord de Plateau et �lm.

Toujours à l'échelle d'un canal unique, les résultats expimentaux obtenus pour des parti-

cules denses se comparent très bien aux résultats numériques des particules isodenses dans un

coin du canal dès l'instant où la vitesse de sédimentation (cf. équation 3.1.1) est rétranchée à

la vitesse de la particule. Notons que, du fait de l'injection en forme d'"entonnoir" du dispositif

expérimental, les particules denses se localisent en périphérie du bord de Plateau et donc dans

les coins de celui-ci. La vitesse d'une particule dense dans un bord de Plateau est donc égale

à la somme de la vitesse de sédimentation de celle-ci et de la vitesse d'une particule isodensité

de même taille transportée par l'écoulement du �uide. Ce résultat est conforme au théorème

de superposition pour des écoulements à faible Reynolds.
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Figure 3.5 � Vitesse des particules isolées dans un bord de Plateau vertical normalisée par
la vitesse moyenne de l'écoulement en fonction du paramètre de con�nement : a) résultats
expérimentaux pour des particules isodensités (+) et particules plus denses que le liquide
(o). b) résultats numériques obtenus pour une mobilité interfaciale, les courbes continues et
pointillées correspondent respectivement aux vitesses minimales et maximales des particules
dans un canal de mobilité interfaciale Bq = 0.1 (noir) et Bq = 0.01 (gris) avec des conditions
limites de vitesse nulle au coin ; les zones grises représentes les gammes de vitesses accessibles
aux particules dans un canal de mobilité interfaciale Bq = 0.1 (gris foncé) et Bq = 0.01 (gris
clair) avec des conditions limites de vitesse de remontée égale à trois fois la vitesse moyenne
du liquide.
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Nous pouvons à présent nous intéresser au transport de particules denses dans le réseau de

bord de Plateau. Expérimentalement, nous mesurons le temps nécessaire à ces particules pour

parcourir une hauteur H au sein d'une mousse en situation de drainage forcée. Nous corrigeons

l'e�et de la sédimentation en corrigeant le temps de transport : tc = H/(H/ttransport−Vsed/3),

où le facteur 1/3 moyenne les orientations des di�érents canaux dans le réseau de la mousse

et Vsed est déduit de l'équation 3.1.1. Les vitesses des particules dans la mousse corrigées de la

sédimentation et normalisées par la vitesse débitante augmente en moyenne avec le paramètre

de con�nement (cf. �gure 3.6.a), de manière analogue au transport de particules dans un canal

unique. Cependant, cette comparaison entre le transport à l'échelle d'un canal et à l'échelle

d'une mousse ne peut être que qualitative. En e�et, au très grand rapport d'aspect, la vitesse

corrigée d'une particule peut atteindre 1.6 fois la vitesse moyenne du liquide alors que dans un

canal unique la vitesse corrigée ne dépasse pas 1.3 fois la vitesse du liquide. Nous suspectons

alors un e�et lié au réseau des canaux. De plus, nous remarquons que les valeurs obtenues

pour des con�nements identiques mais pour des particules di�érentes se comparent très mal

(par exemple pour λ ∼ 0.6 et des particules de diamètre 42.5 et 85µm) : les particules les plus

grosses sont transportées plus vite que les plus petites. Nous expliquons ces di�érences par le

fait que les particules les plus denses sédimentent à l'échelle des jonctions entre les canaux et

sont donc dirigés vers les canaux les plus verticaux et donc plus "rapides". Cette hypothèse

peut être testée en comparant les temps de transport convectif et de sédimentation dans

une jonction pour l'ensemble des mesures. Ce rapport des temps peut s'écrire : 0.16vl/VStokes.

Lorsque le temps de sédimentation est petit devant le temps de convection (0.16vl/VStokes < 1),

les particules sont en moyennes plus rapides que le liquide et leur vitesse sont relativement

peu dispersées, inversement si la sédimentation dans les jonctions entre les canaux est lente

(0.16vl/VStokes > 1), les particules vont en moyenne moins vite que le liquide et leur vitesse

sont très dispersées (cf. �gure 3.6.b et .c). Nous pouvons alors conclure que plus les particules

sont denses plus leur trajet parcouru dans la mousse s'approche de la verticale (plus court

et moins dispersé). Ce trajet s'apparente à celui de petites particules dans un empilement

sec de sphères [6]. A l'opposé, des particules légères se comportent comme des "traceurs" de

l'écoulement liquide à travers le réseau de bord de Plateau dont les trajectoires sont beaucoup

plus aléatoires et dispersées [7].
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Figure 3.6 � a) Vitesses de particules isolées dans une mousses corrigés de l'e�et de sédi-
mentation et normalisées par la vitesse moyenne de l'écoulement en fonction du parmètre de
con�nement. b)Mêmes vitesses que précédemment mais en fonction du rapport d'un temps
de sédimentation et de convection. c)Coe�cient de dispersion normalisé en fonction du rap-
port d'un temps de sédimentation et de convection. Les symboles o, � et � correspondent
respectivement à des particles de diamètre égale à 22.5, 42.5 et 85µm
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f
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n
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n
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d
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a
t
th
e

sc
a
le
o
f
th
e
p
a
rt
ic
le
:
B
o
0 ¼

m
s

m
d
¼

B
o

2
l
ð2
=

ffiffiffi 3p
�
1
Þ.1

1
T
h
e
p
a
ra
m
et
er

B
o
is
v
a
ri
ed

fr
o
m

0
.0
0
1
to

1
.
F
o
r
g
iv
en

l
,
x
a
n
d
B
o
,
a
p
a
ra
m
et
ri
c

si
m
u
la
ti
o
n
th
a
t
v
a
ri
ed

V
* p
is
ru
n
fo
r
a
t
le
a
st
th
re
e
v
a
lu
es

o
f
V

* p
th
a
t

p
er
m
it

to
ch
ec
k

fo
r
th
e
p
ro
p
o
rt
io
n
a
li
ty

re
la
ti
o
n
:
F
* V
¼

a
V

* p
.

In
d
ee
d
,
w
e
a
re

co
n
ce
rn
ed

w
it
h
lo
w
p
a
rt
ic
u
la
te
R
ey
n
o
ld
s
n
u
m
b
er
,

so
th
a
t

th
e

o
n
ly

h
y
d
ro
d
y
n
a
m
ic

fo
rc
e

is
th
e

v
is
co
u
s

d
ra
g

F
V
¼

f3
p
d
V
p
w
h
er
e
f
is
a
co
rr
ec
ti
o
n
fa
ct
o
r
d
u
e
to

th
e
p
re
se
n
ce

o
f

th
e
ch
a
n
n
el
w
a
ll
s.
B
a
la
n
ci
n
g
F
* V
w
it
h
th
e
d
im

en
si
o
n
le
ss

b
u
o
y
a
n
cy

fo
rc
e
o
f
th
e
sp
h
er
e
(F

* g
¼

3
p
d
),
w
e
th
u
s
d
ed
u
ce

th
e
n
o
rm

a
li
ze
d

te
rm

in
a
l
se
tt
li
n
g
v
el
o
ci
ty

o
f
th
e
p
a
rt
ic
le
fo
r:
V

* p
¼
v/
v S

to
k
e
s
¼
1
/f
¼

3
p
d
/a
.

4
.

R
es
u
lt
s

A
ty
p
ic
a
l
ex
a
m
p
le
o
f
th
e
m
ea
su
re
m
en
ts
p
er
fo
rm

ed
w
it
h
th
e
fo
a
m

ex
p
er
im

en
t
is
p
re
se
n
te
d
in

F
ig
.
4
.
In

th
is
fi
g
u
re
,
D
z*

¼
z*

�
zo
*
,

w
h
er
e
zo
*
is
th
e
p
o
si
ti
o
n
z*

fo
r
w
h
ic
h
th
e
p
a
rt
ic
le
re
a
ch

a
st
a
b
le

p
o
si
ti
o
n
in

th
e
cr
o
ss
-s
ec
ti
o
n
o
f
th
e
ch
a
n
n
el
.
It

is
im

p
o
rt
a
n
t
to

n
o
te

th
a
t
a
s
th
e
p
a
rt
ic
le
s
en
te
r
a
P
B

ch
a
n
n
el

(f
ro
m

a
n
o
d
e)
,
it

n
ee
d
s
so
m
e
d
is
ta
n
ce

fo
r
th
em

to
fi
n
d
a
st
a
b
le

p
o
si
ti
o
n
in

th
e

ch
a
n
n
el

cr
o
ss
-s
ec
ti
o
n
,
o
v
er

w
h
ic
h

th
e
v
el
o
ci
ty

ev
o
lv
es

to
w
a
rd

a
co
n
st
a
n
t
v
a
lu
e.

F
ro
m

th
e
p
re
se
n
t
re
su
lt
s,

it
a
p
p
ea
rs

th
a
t
th
e

F
ig
.
3

(a
)
E
x
a
m
p
le

o
f
m
es
h
u
se
d
to

co
m
p
u
te

th
e
se
tt
li
n
g
v
el
o
ci
ty

o
f

a
sp
h
er
e
in
si
d
e
a
P
la
te
a
u
b
o
rd
er
.
T
h
e
sp
h
er
e
(f
o
r
l
¼

0
.4
)
d
ra
w
n
in

re
d

co
lo
u
r.
(b
)
S
k
et
ch

o
f
a
P
la
te
a
u
b
o
rd
er

cr
o
ss
-s
ec
ti
o
n
.

F
ig
.
4

T
y
p
ic
a
l
ex
a
m
p
le

o
f
th
e
p
o
si
ti
o
n
m
ea
su
re
m
en
ts

a
s
a
fu
n
ct
io
n
o
f

ti
m
e
p
er
fo
rm

ed
w
it
h
th
e
fo
a
m

ex
p
er
im

en
t
fo
r
so
lu
ti
o
n
A

(s
q
u
a
re
s)

a
n
d

so
lu
ti
o
n
B
(c
ir
cl
es
).

T
h
is
jo
u
rn
al

is
ª

T
h
e
R
o
ya
l
So

ci
e
ty

o
f
C
h
e
m
is
tr
y
2
0
1
0

So
ft
M
a
tt
er
,
2
0
1
0
,
6
,
3
8
6
3
–
3
8
6
9

|
3
8
6
5

p
a
rt
ic
le
s
re
a
ch

a
co
n
st
a
n
t
v
el
o
ci
ty

(V
)
w
it
h

th
e
tw

o
fo
a
m
in
g

so
lu
ti
o
n
s.
A
s
a
q
u
a
li
ta
ti
v
e
in
fo
rm

a
ti
o
n
,
it
is
d
ed
u
ce

fr
o
m

F
ig
.
4

th
a
t
V
(A

)
>

V
(B
),

a
s
ex
p
ec
te
d

fr
o
m

th
e
lo
w
er

‘‘
m
o
b
il
it
y
’’
o
f

so
lu
ti
o
n
(B
).

V
el
o
ci
ti
es

m
ea
su
re
d

fo
r
p
a
rt
ic
le
s
m
o
ti
o
n
s
in

th
e
fo
a
m

a
re

p
re
se
n
te
d
in

F
ig
.5
.W

e
h
a
v
e
g
ro
u
p
ed

re
su
lt
s
o
b
ta
in
ed

fo
r
P
la
te
a
u

b
o
rd
er
s
in
cl
in
ed

o
f
a
n
g
le
q
¼

5
5
�

2
�
a
n
d
q
¼

7
0
�

2
� ,
fo
r
w
h
ic
h

d
a
ta

w
er
e
si
g
n
ifi
ca
n
t;
th
e
ef
fe
ct
o
f
th
is
a
n
g
le
is
ta
k
en

in
to

a
cc
o
u
n
t

in
th
e
re
p
o
rt
ed

v
a
lu
es
:
V

* p
¼
V
/(
V
S
to
k
e
ss
in
q
)
¼

1
/f
.
T
h
is
se
t
o
f
d
a
ta

co
n
fi
rm

s
th
e
in
fo
rm

a
ti
o
n
g
iv
en

b
y
F
ig
.
4
:
se
d
im

en
ta
ti
o
n
v
el
o
ci
-

ti
es

a
re

st
ro
n
g
ly

d
ep
en
d
en
t
o
n
th
e
su
rf
a
ct
a
n
t
u
se
d
to

st
a
b
il
iz
e
th
e

in
te
rf
a
ce
s.

In
d
ee
d
,
tw

o
d
is
ti
n
ct

cu
rv
es

a
p
p
ea
r
in

sp
it
e
o
f
so
m
e

sc
a
tt
er

in
th
e
d
a
ta
,
ea
ch

cu
rv
e
co
rr
es
p
o
n
d
in
g
to

a
g
iv
en

so
lu
ti
o
n
.

T
h
is

‘‘
m
o
b
il
it
y
’’
ef
fe
ct

is
v
er
y
la
rg
e
fo
r
lo
w

v
a
lu
es

o
f
l
,
b
u
t
is

st
ro
n
g
ly

re
d
u
ce
d

a
s
l

in
cr
ea
se
s,

a
lt
h
o
u
g
h

a
lw
a
y
s
n
o
ti
ce
a
b
le
.

M
o
re

q
u
a
n
ti
ta
ti
v
el
y
,
a
t
lo
w

l
th
e
m
ea
su
re
d
v
el
o
ci
ty

fo
r
so
lu
ti
o
n

(A
)
is

tw
ic
e

th
e

S
to
k
es

v
el
o
ci
ty
,
w
h
ic
h

is
te
n
fo
ld

th
e

o
n
e

m
ea
su
re
d
fo
r
so
lu
ti
o
n
(B
).
F
o
r
th
is
la
tt
er
,
a
ll
m
ea
su
re
d
v
el
o
ci
ti
es

a
re

sm
a
ll
er

th
a
n
th
e
S
to
k
es

v
el
o
ci
ty
.
T
h
is

sh
o
w
s
th
a
t
th
e
in
te
r-

fa
ci
a
l
m
o
b
il
it
y

is
a

ce
n
tr
a
l
p
a
ra
m
et
er

in
th
is

p
ro
b
le
m
.
T
h
e

co
n
fi
n
em

en
t
p
a
ra
m
et
er

l
h
a
s
a
g
re
a
t
in
fl
u
en
ce

o
n
th
e
m
o
ti
o
n
s
o
f

sp
h
er
es

in
fo
a
m

(A
),
b
u
t
th
er
e
is
n
o
ev
id
en
ce

fo
r
su
ch

a
n
ef
fe
ct
fo
r

so
lu
ti
o
n
(B
).

E
x
p
er
im

en
ta
l
v
el
o
ci
ty

v
a
lu
es

o
b
ta
in
ed

fo
r
so
lu
ti
o
n

(B
)
a
re

re
p
o
rt
ed

a
s
a
fu
n
ct
io
n
o
f
th
e
p
o
si
ti
o
n
o
f
th
e
p
a
rt
ic
le

a
lo
n
g
th
e

m
ed
ia
n
a
x
is

in
F
ig
.
6
,
a
n
d
co
m
p
a
re
d
w
it
h
re
su
lt
s
a
lr
ea
d
y
p
u
b
-

li
sh
ed

fo
r
so
lu
ti
o
n
(A

).
4
A
s
a
lr
ea
d
y
ex
p
la
in
ed
,
w
e
fo
cu
ss
ed

o
n
th
e

sm
a
ll
es
t
co
n
fi
n
em

en
t
p
a
ra
m
et
er
,
i.
e.

l
¼

0
.2
,
fo
r
w
h
ic
h

th
e

n
u
m
b
er

o
f
p
o
si
ti
o
n
s
th
a
t
ca
n
b
e
d
is
ti
n
g
u
is
h
ed

ex
p
er
im

en
ta
ll
y
is

th
e
la
rg
es
t.
T
h
e
v
el
o
ci
ty

a
p
p
ea
rs

to
b
e:

m
in
im

u
m

a
s
th
e
sp
h
er
e

lo
ca
te
s
a
t
th
e
co
rn
er

o
f
th
e
ch
a
n
n
el
cr
o
ss
-s
ec
ti
o
n
,
m
a
x
im

u
m

a
s
it

lo
ca
te
s
in

th
e
ce
n
tr
a
l
a
re
a
o
f
th
e
cr
o
ss
-s
ec
ti
o
n
.
It
ca
n
b
e
sa
id

th
a
t

th
e
v
el
o
ci
ty

d
ec
re
a
se
s
a
s
th
e
sp
h
er
e
se
tt
le
s
cl
o
se
r
to

th
e
w
a
ll
s.
A

n
o
rm

a
li
ze
d
v
el
o
ci
ty

V
* p
¼

V
2
z

0
.2

is
m
ea
su
re
d
a
s
th
e
sp
h
er
e
is

cl
o
se

to
tw

o
w
a
ll
s
(c
o
rn
er
),
V

* p
¼

V
1
z

0
.4

a
s
it
is
cl
o
se

to
o
n
e

w
a
ll
,
V

* p
¼

V
0
z

0
.7

a
s
th
er
e
is
n
o
w
a
ll
cl
o
se

to
th
e
sp
h
er
e.

T
h
e

n
o
rm

a
li
ze
d
v
el
o
ci
ty

V
0
fo
r
sp
h
er
es

in
th
e
ce
n
tr
a
l
zo
n
e
m
ea
su
re
d

fo
r
so
lu
ti
o
n
A

a
n
d
so
lu
ti
o
n
B
a
re

id
en
ti
ca
l.

D
ep
en
d
en
ce

o
f
th
e
n
u
m
er
ic
a
l
v
el
o
ci
ty

w
it
h
th
e
sp
h
er
e
p
o
si
ti
o
n

is
p
re
se
n
te
d
in

F
ig
.
6
fo
r
B
o
¼
0
.0
0
1
,0
.0
1
,
0
.1
a
n
d
1
.F

o
r
sm

a
ll
B
o

v
a
lu
es
,
th
e
v
el
o
ci
ty

is
m
a
x
im

u
m

a
s
th
e
sp
h
er
e
is
a
t
th
e
co
rn
er

o
f

th
e
cr
o
ss
-s
ec
ti
o
n
,
m
in
im

u
m

a
s
it

is
a
t
th
e
ce
n
tr
e
o
f
th
e
cr
o
ss
-

se
ct
io
n
,
a
n
d
in
te
rm

ed
ia
te
a
s
it
is
a
t
th
e
o
p
p
o
si
te
in
te
rf
a
ce
.
F
o
r
th
e

la
rg
er

B
o
v
a
lu
e,

th
is
o
rd
er

re
v
er
se
s:
th
e
v
el
o
ci
ty

is
m
in
im

u
m

a
s

th
e
sp
h
er
e
is
a
t
th
e
co
rn
er

o
f
th
e
cr
o
ss
-s
ec
ti
o
n
a
n
d
m
a
x
im

u
m

a
s
it

is
a
t
th
e
ce
n
tr
e
o
f
th
e
cr
o
ss
-s
ec
ti
o
n
.
F
o
r
th
e
in
te
rm

ed
ia
te

v
a
lu
e
o
f

B
o
,t
h
e
d
ep
en
d
en
ce

o
f
th
e
v
el
o
ci
ty

w
it
h
th
e
sp
h
er
e
p
o
si
ti
o
n
is
v
er
y

w
ea
k
a
n
d
th
e
p
ro
fi
le

is
es
se
n
ti
a
ll
y
fl
a
t.
F
o
r
p
o
si
ti
o
n
o
f
sp
h
er
e
in

th
e
ce
n
tr
a
l
zo
n
e,

th
e
in
fl
u
en
ce

o
f
B
o
is
w
ea
k
.

In
F
ig
.
5
,
n
u
m
er
ic
a
l
v
a
lu
es

fo
r
m
a
x
im

u
m

a
n
d
m
in
im

u
m

sp
h
er
e

v
el
o
ci
ti
es

a
re

p
lo
tt
ed

a
s
a
fu
n
ct
io
n
o
f
l
fo
r
B
o
¼

0
.0
0
1
a
n
d
B
o
¼

1
.
It
ca
n
b
e
n
o
te
d
th
a
t:
(i
)
v
el
o
ci
ti
es

co
rr
es
p
o
n
d
in
g
to

B
o
¼

0
.0
0
1

a
re

la
rg
er

th
a
n
th
o
se

fo
r
B
o
¼

1
;
(i
i)

v
el
o
ci
ti
es

a
re

d
ec
re
a
si
n
g

fu
n
ct
io
n
s
o
f
l
;
(i
ii
)
fo
r
b
o
th

B
o

v
a
lu
es
,
th
e
l
-d
ep
en
d
en
ce

is

st
ro
n
g
er

fo
r

th
e

m
a
x
im

u
m

v
el
o
ci
ty

th
a
n

fo
r

th
e

m
in
im

u
m

v
el
o
ci
ty
.

5
.

D
is
cu
ss
io
n

R
es
u
lt
s
fo
r
th
e
se
d
im

en
ta
ti
o
n
o
f
fi
n
e
p
a
rt
ic
le
s
in

fo
a
m
s
(A

)
a
n
d

(B
)
h
a
v
e
re
v
ea
le
d
a
v
er
y
st
ro
n
g
ef
fe
ct

o
f
th
e
in
te
rf
a
ci
a
l
m
o
b
il
it
y
,

es
p
ec
ia
ll
y
a
t
lo
w

l
(F
ig
.
5
).

C
o
m
p
a
ri
so
n
s
w
it
h

d
a
ta

o
b
ta
in
ed

fr
o
m

b
o
th

th
e
v
er
ti
ca
l
P
la
te
a
u
b
o
rd
er

ex
p
er
im

en
t
a
n
d
n
u
m
er
ic
a
l

si
m
u
la
ti
o
n
s
o
f
F
ig
.
6
su
g
g
es
t
th
a
t
th
e
m
ea
su
re
d
v
el
o
ci
ty

in
fo
a
m

is
a
lw
a
y
s
cl
o
se

to
th
e
v
el
o
ci
ty

ex
p
ec
te
d
a
t
a
co
rn
er

o
f
th
e
ch
a
n
n
el
s

cr
o
ss
-s
ec
ti
o
n
,
i.
e.

(i
)
m
a
x
im

u
m

fo
r
h
ig
h

in
te
rf
a
ci
a
l
m
o
b
il
it
y

(s
o
lu
ti
o
n
A
,
sm

a
ll
B
o
),
(i
i)
m
in
im

u
m

fo
r
lo
w
in
te
rf
a
ci
a
l
m
o
b
il
it
y

F
ig
.
5

N
o
rm

a
li
ze
d

se
tt
li
n
g

v
el
o
ci
ty

a
s

a
fu
n
ct
io
n

o
f
co
n
fi
n
em

en
t

p
a
ra
m
et
er
:
E
x
p
er
im

en
ta
l
d
a
ta

m
ea
su
re
d
w
it
h
in

fo
a
m

m
a
d
e
fr
o
m

so
lu
-

ti
o
n
s
(A

)
a
n
d
(B
)
a
re

re
sp
ec
ti
v
el
y
re
p
re
se
n
te
d
b
y
o
p
en

a
n
d
fu
ll
sy
m
b
o
ls
.

M
in
im

a
l
(d
a
sh

li
n
e)

a
n
d
m
a
x
im

a
l
(c
o
n
ti
n
u
o
u
s
li
n
e)

v
a
lu
es

o
b
ta
in
ed

fr
o
m

n
u
m
er
ic
a
l
si
m
u
la
ti
o
n
s
fo
r
B
o
¼

0
.0
0
1
a
n
d
1
a
re

re
sp
ec
ti
v
el
y
p
re
se
n
te
d
b
y

g
re
y
a
n
d
b
la
ck

li
n
es
.

F
ig
.
6

N
o
rm

a
li
ze
d

se
tt
li
n
g
v
el
o
ci
ty

a
s
a
fu
n
ct
io
n

o
f
x
fo
r
l
¼

0
.2
.

E
x
p
er
im

en
ta
l
d
a
ta

o
b
ta
in
ed

in
th
e
P
la
te
a
u
b
o
rd
er

a
p
p
a
ra
tu
s
fo
r
so
lu
ti
o
n

(A
)
a
n
d

(B
)
a
re

re
sp
ec
ti
v
el
y

re
p
re
se
n
te
d

b
y

o
p
en

a
n
d

g
re
y

b
o
x
es
.

N
u
m
er
ic
a
l
re
su
lt
s
a
re

re
p
re
se
n
te
d
b
y
sq
u
a
re
s,

d
ia
m
o
n
d
s,

tr
ia
n
g
le
s
a
n
d

ti
m
es

li
n
es

fo
r
re
sp
ec
ti
v
el
y
fo
r
B
o
¼1

,
0
.1
,
0
.0
1
,
0
.0
0
1
.

3
8
6
6

|
So
ft
M
a
tt
er
,
2
0
1
0
,
6
,
3
8
6
3
–
3
8
6
9

T
h
is
jo
u
rn
al

is
ª

T
h
e
R
o
ya
l
So

ci
e
ty

o
f
C
h
e
m
is
tr
y
2
0
1
0
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e
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er
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b
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.
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e
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er
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b
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n
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b
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n
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ra
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e
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b
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i.
e.
a
co
rn
er
.
E
v
en

if

th
e
p
a
rt
ic
le

w
er
e
p
o
si
ti
o
n
ed

a
lo
n
g
th
e
ce
n
tr
a
l
a
x
is
o
f
a
p
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n
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b
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n
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b
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b
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b
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b
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ra
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b
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p
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v
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v
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b
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n
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n
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v
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.
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b
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b
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b
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e
se
tt
li
n
g
o
f
sp
h
er
es

a
x
ia
ll
y
ce
n
tr
ed

in
v
er
ti
ca
l

tu
b
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d
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b
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ra
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b
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p
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h
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v
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b
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ra
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b
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¼
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b
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p
o
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b
il
it
y
p
a
ra
m
et
er

o
f
so
lu
ti
o
n
(B
)
h
a
s

b
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d
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p
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.
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d
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h
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b
o
tt
o
m

w
a
ll

o
f
in
cl
in
ed

so
li
d
ch
a
n
n
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n
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p
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d
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p
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(b
u
t
w
e
w
er
e

n
o
t
a
b
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ro
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a
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b
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b
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b
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b
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p
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b
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<
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ra
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b
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b
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ra
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w
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b
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d
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p
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b
e
ex
p
ec
te
d
,
d
u
e
to

th
e
h
ig
h
m
o
b
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v
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d
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b
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b
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b
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v
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b
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n
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b
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b
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h
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w
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p
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b
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b
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b
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b
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b
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e
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v
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b
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b
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ra
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b
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.
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m
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v
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b
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b
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p
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p
le
te

se
t
o
f
n
u
m
er
ic
a
l
d
a
ta

fo
r

V
2
(w

e
re
ca
ll
th
a
t
d
u
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b
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a
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b
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w
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l
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h
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d
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a
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h
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a
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b
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Conclusions et Perspectives

Certaines des propriétés physiques des mousses présentées ici sont communes aux proprié-

tés physiques d'autres matériaux appartenant à la physique des milieux divisés :

� du point de vue rhéophysique : la mousse est un �uide à seuil dont la réponse mécanique

à une sollicitation oscillatoire peut être décrite au premier ordre harmonique par des

propriétés viscoélastiques. Ce comportement est similaire à celui des émulsions et pâtes

granulaires. De plus, des bandes cisaillement peuvent être observées aux plus grandes

déformations.

� du point de vue hydrodynamique : le liquide s'écoule à l'intérieur de la phase continue

d'une mousse stabilisée par des interfaces "immobiles" comme dans un empilement de

grains solides non-déformables dont la perméabilité est décrite par la loi de Carman-

Kozeny qui prend en compte la surface spéci�que du réseau de pores.

� d'un point de vue du transport de particules solides à travers la phase continue : la tra-

jectoire de particules denses est guidée par la gravité vers les canaux les plus "verticaux"

du réseau de la mousse, leur dispersion est comparable à celle de petits grains à travers

un empilement de plus gros grains secs.

Mais, un milieu granulaire constitué de particules solides ne peut pas modéliser une mousse,

bien au contraire ! Les trois points précédemment cités correspondent à des particularités

parmi l'ensemble des comportements observées dans le cas des mousses et des empilements

d'objets (mou ou dur) pour lesquelles les propriétés de contact entre objets et les propriétés

des interfaces sont identiques ou n'interviennent pas. En e�et, comme cela a été montré tout

au long de ce manuscript, la �uidité des interfaces des bulles et leur variabilité rhéologique

in�uencent fortement les propriétés de transport dans une mousse.
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Dans l'ensemble des chapites 2 et 3 de ce manuscript, cette mobilité a été variée expérimen-

talement avec 2 solutions moussantes "modèles" et numériquement en étudiant les écoulements

sur une vaste gamme de nombre de Boussinesq (10−3 − 1). La modélisation de cette mobi-

lité à l'échelle de la mousse n'est pas encore complète, cependant les études à l'échelle locale

montrent que l'e�et de recirculation de liquide dans les �lms induite par contrainte de Ma-

rangoni doit être prise en compte. Nous avons montré l'importance d'une zone de transition

aux coins des sections des bords de Plateau dans laquelle le liquide s'écoule à contre courant

et qui a�ecte la géométrie des canaux ainsi que les conditions limites de l'écoulement. En

particulier, cet e�et permet de comprendre pourquoi de petites particules sont transportées

moins vite dans un bord de Plateau que le liquide alors que pour des interfaces mobiles (écou-

lement bouchon), on s'attendrait à ce que les particules soient transportées à la vitesse de

l'écoulement.

Dans le cas spéci�que du verre fondu, là encore la �uidité des interfaces a son importance.

En e�et nous avons montré que les �lms �ns peuvent être stabilisés par des phénomènes

d'évaporation de substances chimiques "surfaces actives" qui induisent des courants Marangoni

dans le sens opposé au drainage gravitaire. La thèse d'Helena se termine le 14 novembre 2011

mais le sujet n'est pas clos et nécessite encore des expériences ... J'aimerai poursuivre ce travail

en collaboration avec Saint-Gobain Recherche a�n de mieux caractériser la corrélation entre

le phénomène d'évaporation et la stabilité des �lms de verre fondu en menant des expériences

en atmosphère contrôlée. Ce travail pourra faire l'objet d'un stage de Master deuxième année.

En�n, nous avons pour projet de poursuivre l'étude à l'échelle d'une mousse dans le cadre

d'une deuxième bourse CIFRE, a�n de pouvoir appréhender la problématique industrielle :

peut-on prédire la hauteur d'une mousse au-dessus d'un bain de verre fondu à partir du taux

de gaz crée dans le fondu ?

Pendant les trois prochaines années, je m'intéresserai au transport de gouttelettes d'huile

dans une mousse aqueuse (projet ANR WOLF - water oil laden foam - porté par Elise Lo-

renceau). J'adapterai les outils numeriques développés pour les particules solides au cas de

goutelettes a�n de prendre en compte la �uidité de leur interface ainsi que leur déformabilité.

L'intérêt de ces études est de comprendre les mécanismes physiques d'imbibition et de frac-

tionnement de gouttelette d'huile dans une mousse. Ce problème a des multiples applications :

récupération du pétrole, décontamination ...
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Figure 3.7 � (gauche) monocouche de grains comprimés dans une cuve de Langmuir, (milieu)
agrandissement d'un pli de �ambement (droite) �ambement d'une goutte enrobée pendant son
séchage.

Un autre sujet d'étude me tient à coeur et concerne les propriétés physiques des interfaces

liquide/air décorées de particules solides. Depuis une petite dizaine d'années, à l'instar des

émulsions dites de Pickering, de nombreuses équipes de recherche s'intéressent à la stabilisation

de mousses par des particules solides [1]. Dans ce cas, la rhéologie des interfaces devient

très complexe. En e�et, les interfaces forment alors un milieu granulaire à deux dimensions

dont les propriétés mécaniques sont largement méconnues. Ainsi, comment ces interfaces se

déforment-elles et comment leur rhéologie dépend du taux de couverture en particules, sont

des questions ouvertes. Des expériences récentes montrent que de telles interfaces �ambent et

s'apparentent à une coque solide pour des taux de couverture en grains inférieures à la fraction

surfacique d'empilement compact désordonné [2], alors que des études antérieures modélisent

l'arrangement des grains au seuil de �ambement par un empilement hexagonal compact [3, 4].

Les interfaces décorées de particules sont donc sujets à une problématique plus fondamen-

tale : peut-on dé�nir une fraction surfacique pour un empilement lâche à deux dimensions ?

comment celle-ci dépend des interactions entre grains et donc de leurs propriétés physiques

(angle de contact - densité ...). Ce travail est lié à une collaboration avec N. Menon débutée

en Juillet 2010 à UMass où j'ai initié des expériences d'empilement granulaire 2D immergé.

Au L.P.M.D.I, des expériences ont débuté au printemps dernier dans le cadre d'un stage de

M1. Ces expériences de compression d'interfaces décorées de particules micrométriques hydro-

phobes ont été menées dans une cuve de Langmuir ou lors du séchage de goutte. Le dispositif

de la cuve de Langmuir équipé d'une balance de Langmuir permet la mesure instantanée de
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la surpression en surface à l'aide d'une plaque de Wilhemy, de plus, deux cameras permettent

la mesure de la concentration surfacique moyenne et locale des grains sur l'interface ainsi

que l'observation de la déstabilisation de l'interface (plis de �ambement). Les premiers ré-

sultats montrent un e�et important de la relaxation des pressions de type viscoélastique et

des plis de l'interface lorsque celle-ci est rapidement mise sous contraintes. Nous avons pour

projet de quanti�er de manière systématique la relaxation (temps de relaxation, ajustement

des coe�cients visqueux et élastiques par un modèle de type Zener) pour di�érents taux de

recouvrement imposés (φi). Nous chercherons alors à identi�er les mécanismes microscopiques

qui régissent les comportements visqueux et élastiques aux temps cours et aux temps longs :

contacts entre grains, ponts capillaires, dissipations visqueuse dans le �uide sous la mono-

couche de grains. La mesure de la surpression aux temps long permettra ainsi de déduire la

tension de surface d'une telle interface en fonction de la concentration surfacique. Par ailleurs,

la fraction surfacique (φic) à laquelle les plis de �ambement ne peuvent plus relaxer permettra

de mesurer une fraction surfacique minimum d'empilement de grains à 2D. Nous serons alors

à même de comparer cette fraction à celle d'un empilement compact et ainsi de déterminer si

il existe des empilements lâches à 2D, et comment la valeur de φic dépend des contacts entre

grains (bulles ou grains solides) et des propriétés de l'interface liquide-air... En�n les expé-

riences de séchage de gouttes correspondant à des compressions quasi-statiques permettent

d'étudier le seuil de �ambage dans le cas d'interface courbe.
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