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▲❡s ♣r♦❣rès ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ séq✉❡♥ç❛❣❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❞é❝❡♥♥✐❡ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❛✉①
❝❤❡r❝❤❡✉rs ❡♥ s❝✐❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ✈✐❡ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝ès à ✉♥❡ q✉❛♥t✐té t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❣é♥♦♠✐q✉❡s✳ ❙✐ ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡s ❛✈❛♥❝é❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❡♥ ❜✐♦❧♦❣✐❡✱ ♠é❞❡❝✐♥❡
♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❛❣r♦♥♦♠✐❡✱ ❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡
❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té t♦✉❥♦✉rs ❣r❛♥❞✐ss❛♥t❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐ss✉❡s ❞❡s ♣r♦❥❡ts ❞❡ séq✉❡♥ç❛❣❡
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❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♣r♦✲
té✐q✉❡s ❡♥ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ❛♣♣❛r❡♥tés✳ ❯♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣r♦té✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥❡
♣r♦té✐♥❡ q✉✐ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❡t é✈♦❧✉❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦té✐♥❡✳ ❉❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
❛♣♣❛r❡♥tés ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦té✐♥❡s ❡t ❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡
❝❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐té str✉❝t✉r❛❧❡ ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s✳ P❧✉s✐❡✉rs
♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s sé✲
q✉❡♥❝❡s ❞❡ ♣r♦té✐♥❡s ❡t ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❡✉r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ❛♣♣❛r❡♥tés ❞❡ ❢❛ç♦♥
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ▼❑❉❖▼✷✳ ▼❑❉❖▼✷ ❡st ✉♥ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧ ✿ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ♣r♦té✐q✉❡s✱ ▼❑❉❖▼✷ ✐♥❢èr❡ ❧❡s
❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ❧❡s ✉♥❡s ❛♣rès ❧❡s ❛✉tr❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝ré❡r ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
séq✉❡♥❝❡s ♣r♦té✐q✉❡s ❡♥ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ♥♦♥✲r❡❝♦✉✈r❛♥t❡s✳ ▼❑❉❖▼✷ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❡s✲
s❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ Pr♦❉♦♠✱ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ♣r♦té✐q✉❡s✳
❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ▼❑❉❖▼✷ ❡t s❛ séq✉❡♥t✐❛❧✐té ♦♥t r❡♥❞✉ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ Pr♦❉♦♠ ❞❛♥s ❞❡s ❞é❧❛✐s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ✶✵ ❛♥s
♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳

❆✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ Pr♦❉♦♠✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠é✲
t❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✐♥❢ér❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ♣r♦té✐q✉❡s t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✲
✈❛♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ❢♦✉r♥✐t ▼❑❉❖▼✷✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✐str✐❜✉é✱ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✱ q✉✐✱ t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ q✉❡ ▼❑✲
❉❖▼✷✱ ♣❡r♠❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s✐♠✉❧t❛♥é ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛♠✐❧❧❡s s✉r ✉♥❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐str✐❜✉é✳
▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ❞♦✐t s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛♠✐❧❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ❧❡
rés✉❧t❛t ✜♥❛❧ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❝❤❡✈❛✉❝❤❛♥t❡s✳ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ❡ss❛②❡✱ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s
❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✱ ❞✬é✈✐t❡r ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s
♣♦✉✈❛♥t s❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡r✳ ▲❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❝♦♥✢✐❝t✉❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❝❡tt❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ é❝❤♦✉❡ s♦♥t
❞ét❡❝té❡s ❡t r❡❝❛❧❝✉❧é❡s s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❚♦✉t ❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉
❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s✱ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s
♥♦♥✲r❡❝♦✉✈r❛♥t❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ ❞✬❛ss✉r❡r ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷
é✈✐t❡ ❧❛ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❡t ❛✐♥s✐ é✈✐t❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ q✉✐ ♣é✲
♥❛❧✐s❡r❛✐❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳▼P■❴▼❑❉❖▼✷ à ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝ré❡r ✉♥❡
✈❡rs✐♦♥ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ Pr♦❉♦♠ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡♥ ✷✵✶✵✱ ❝❛❧❝✉❧❛♥t

✐✐✐



✐✈ ❘➱❙❯▼➱

❡♥ ✷✵ ❥♦✉rs ❝❡ q✉✐ ❛✉r❛✐t ♣r✐s ♣❧✉s ❞❡ ✶✷ ❛♥s à ❝❛❧❝✉❧❡r séq✉❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✳
❯♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ♣r♦té✐q✉❡s ❛ été ❞é✜♥✐❡s ❛✜♥

❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts✳ ❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s
❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
❡♥ ❢❛♠✐❧❧❡s✳ ❚♦✉t ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡ Pr♦❉♦♠✱ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ❝ré❡ ❞❡s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s q✉✐ r❡st❡♥t ❝♦❤ér❡♥t❡s ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ❝réé❡s
♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ séq✉❡♥t✐❡❧▼❑❉❖▼✷✳ ❯♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ♣r♦té✐q✉❡s ❡st
s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ♣r♦té✐q✉❡s ♣♦✉r
❞❡s ét✉❞❡s ♣❤②❧♦❣é♥ét✐q✉❡s ❡♥ ❣é♥♦♠✐q✉❡ é✈♦❧✉t✐✈❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ sé♣❛ré ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s
❡♥tr❛î♥❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❞❡s ✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❯♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ séq✉❡♥❝❡s
♣ré✲❝❛❧❝✉❧é❡s✱ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸✳ ❙✉r ❧❛
❜❛s❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é ♣♦✉r▼P■❴▼❑❉❖▼✷✱ ❝❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡t ❧❛
❝ré❛t✐♦♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ♣r♦té✐q✉❡s ❡t ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ♣r♦té✐q✉❡s ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡s ♠ê♠❡s ❞♦♠❛✐♥❡s✳ ❚♦✉t ❡♥ ❛♠é❧✐♦r❛♥t ❧❡
rés✉❧t❛t ❞❡s ❞❡✉① ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s✱▼P■❴▼❑❉❖▼✸ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❜❛s❛♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s s✉r ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s s✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s✱
✉♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ q✉✐ ✈✐❡♥t ❛tté♥✉❡r ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ séq✉❡♥❝❡s à tr❛✐t❡r✳



❆❜str❛❝t

■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ✈❛st ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❣❡♥♦♠✐❝ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ ✬♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✬
s❡q✉❡♥❝✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞r✐✈❡s ♥❡✇ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ ♠❛♥②
✜❡❧❞s ♦❢ ❧✐❢❡ s❝✐❡♥❝❡s✱ ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡s❡ ❞❛t❛ ❛❧s♦ ❝❛❧❧s ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t
❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❡✈❡r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧♦❛❞✳

■♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ Pr♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥s
❛r❡ ❞✐s❝r❡t❡ str✉❝t✉r❛❧✴❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ✉♥✐ts t❤❛t ♠❛② ♦❝❝✉r ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦t❡✐♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✲
r✐❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡s❡ ❞♦♠❛✐♥s ✐s ❛t t❤❡ r♦♦t ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦t❡✐♥ ❞✐✈❡rs✐t②✳
❖✈❡r t❤❡ ②❡❛rs✱ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡r t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ ♣r♦t❡✐♥s ✐♥t♦ ❞♦♠❛✐♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ ❞♦♠❛✐♥s ✐♥t♦ ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❖♥❡
s✉❝❤ ♠❡t❤♦❞ ✐s▼❑❉❖▼✷✳ ▼❑❉❖▼✷ ✐s ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✇♦r❦s ✐♥ ❛ ❣r❡❡❞② ❢❛s❤✐♦♥✿
st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❢❛♠✐❧✐❡s ❛r❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ♦♥❡ ❛t ❛ t✐♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❝r❡❛t❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ s♣❛❝❡ ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥
❢❛♠✐❧✐❡s✳ ▼❑❉❖▼✷ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ✐♥ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢ Pr♦❉♦♠✱ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧②
❞❛t❛❜❛s❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ▼❑❉❖▼✷ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡
✉♥❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡ ❡✈❡r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ ❢✉rt❤❡r ✉♣❞❛t❡s ♦❢ Pr♦❉♦♠✱ ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t❤❛t ❝❛♥ ❡✣❝✐❡♥t❧②
✐♥❢❡r ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ▼❦❉♦♠✷✳
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✳ ❲❤✐❧❡ r❡t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s✐❝
❤❡✉r✐st✐❝✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ▼❑❉❖▼✷ ✐♥ t❤❛t ✐t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❞♦✲
♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❝r♦ss ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ♥❡❡❞s t♦
❡♥s✉r❡ t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ t❤❡ ❡♥❞ r❡s✉❧t ✐s st✐❧❧ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ✉s❡s ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❛✈♦✐❞ s✉❝❤
♦✈❡r❧❛♣s ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❘❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞ t♦
❡♥s✉r❡ t❤❛t ♥♦ ♦✈❡r❧❛♣ r❡♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ Pr♦❜❧❡♠s ♦❢ ❧♦❛❞✲❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ❲❤✐❧❡ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ r❡❛s♦♥✲
❛❜❧❡ s♣❡❡❞✉♣ ♦♥ ❛ s♠❛❧❧ ❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ s♣❡❡❞✉♣✳
▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ Pr♦❉♦♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❧❧
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s ♦❢ ✷✵✶✵✱ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ✐♥ ✷✵ ❞❛②s ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❤❛t
✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❛❦❡♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✷ ②❡❛rs t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✳

❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ss❡ss❡❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s✐♠✐✲
❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❞♦♠❛✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣s✳ ❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❜♦t❤ ❞♦♠❛✐♥
❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ❞♦♠❛✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❲❤✐❧❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
t✐♠❡ ♦❢ Pr♦❉♦♠✱ t❤❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st✐❧❧ ❝r❡❛t❡s r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

Pr♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
❢♦r ♣❤②❧♦❣❡♥❡t✐❝ st✉❞✐❡s ✐♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❣❡♥♦♠✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s❡♣❛r❛t❡❧② t❤❡ t✇♦ t②♣❡s
♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✇❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ❛r❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✳
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❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ❢r♦♠ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ♣r♦t❡✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s✱ ✇❤✐❝❤
✇❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡❝♦♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ✉♣♦♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✱ t❤✐s ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❜♦t❤ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸
❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❣❛✐♥s ❜② ❜❛s✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❢❛♠✐❧✐❡s
r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ❢❛❝❡ ♦❢
t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s✳
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✹✳✶ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ P❙■✲❇▲❆❙❚ ❛♥❞ ❍▼▼❊❘ ♦♥ t❤❡ ❘❡❢Pr♦t✲
❉♦♠ ❞❛t❛s❡t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✹✳✷ ❙♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❯♥✐Pr♦t ✷✵✶✵❴✵✼ ✇✐t❤ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷
✹✳✸ ❙♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ Pr♦❉♦♠ ✷✵✶✵✳✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

①✐✐✐
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

Pr♦t❡✐♥s ❛r❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ❣❡♥❡s ❛♥❞ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠ ♦❢ ❧✐✈✐♥❣ ♦r❣❛♥✐s♠s✳
❆ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❜✐♦❧♦❣② ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ ♣r♦t❡✐♥s ❢✉♥❝t✐♦♥
❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡② ❤❛✈❡ ❡✈♦❧✈❡❞✳ Pr♦t❡✐♥s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥❛❧ ✉♥✐ts ❝❛❧❧❡❞ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r✐❧② r❡❧❛t❡❞ ❞♦♠❛✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦t❡✐♥s✳
■♥ ❢❛❝t✱ ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✲
r✐❛❧ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡s❡ ❞♦♠❛✐♥s ❛❝r♦ss ♣r♦t❡✐♥s✳ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢
♣r♦t❡✐♥s ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❞❛t❛✳ ❘❡s♦❧✈✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥
❞♦♠❛✐♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✐s ❛❧s♦ ❛ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ ❢♦r ♣r♦t❡✐♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❡✐t❤❡r ❢♦r ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s
♣✉r♣♦s❡s ♦r ❢♦r ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② st✉❞✐❡s✳

Pr♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥s s❤❛r✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❤✐st♦r② ❝❛♥ ♦❢t❡♥ ❜❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❜② s❡q✉❡♥❝❡
s✐♠✐❧❛r✐t②✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❢② ❞♦♠❛✐♥s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s
♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❙♦♠❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❣❛t❤❡r ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❜② ♠❛♥✉❛❧❧② ❞r✐✈❡♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
t♦♦❧s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡s❡ ❞❛t❛❜❛s❡s r❡st ♦♥ ❤✉♠❛♥ ❡①♣❡rt✐s❡
❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s✉❝❤ ❛s str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❣❛r❞❡❞
❛s ❝❧♦s❡❧② ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ✏❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ tr✉t❤✑✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ r❡✲
q✉✐r❡s ❡①♣❡rt✐s❡ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ r❡♥❞❡r t❤❡♠ ✉♥s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❛st ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♥♦✇❛❞❛②s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡
❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧② ❞❛t❛❜❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ r❛✇ ❞❛t❛❜❛s❡s ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s ✐s ❝♦♥✲
st❛♥t❧② ✇✐❞❡♥✐♥❣ ❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛t ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♣❛❝❡✳ ❚♦ ❜r✐❞❣❡ t❤✐s ❣❛♣✱
s♦♠❡ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝✐❛♥s ❤❛✈❡ t❤✉s ❞❡s✐❣♥❡❞ s②st❡♠s t♦ ❢✉❧❧② ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❜✉✐❧❞ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧②
❞❛t❛❜❛s❡s✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❢✉❧❧② ❛✉t♦♠❛t❡❞ ♣r♦❥❡❝ts ✐s t❤❡ Pr♦❉♦♠ ❞❛t❛❜❛s❡✳ Pr♦❉♦♠ ❛✐♠s ❛t ❜❡✐♥❣ ❛
❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ r❡♣♦s✐t♦r② ♦❢ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s ❞♦♠❛✐♥s ❜✉✐❧t ❜② ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♣r♦❝❡ss ❜❛s❡❞
s♦❧❡❧② ♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ s✐♠✐❧❛r✐t②✳ Pr♦❉♦♠ ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛❧❧ ❦♥♦✇♥ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞✱
s✐♥❝❡ ✶✾✾✽✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❜✉✐❧t ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛❧❧❡❞ ▼❑❉❖▼✷✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s q✉❛❞r❛t✐❝ ✐♥ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❞❛t❛❜❛s❡ ♣r♦❝❡ss❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s♣❡❡❞
♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ Pr♦❉♦♠ ❛t ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡
❧❡✈❡❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ▼❑❉❖▼✷ t♦♦❦ ✷ ♠♦♥t❤s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ Pr♦❉♦♠ ✐♥ ✷✵✵✷✱ ✐t
♥❡❡❞❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✺ ♠♦♥t❤s ✐♥ ✷✵✵✼✳ ❚❤❡ ❧❛t❡st r❡❧❡❛s❡ ♦❢ Pr♦❉♦♠ ✇❛s r❡❧❡❛s❡❞ ✐♥ ✷✵✵✽✱ ❛♥❞
✐t t♦♦❦ ♦♥❡ ❛♥❞ ❛ ❤❛❧❢ ②❡❛r t♦ ❜✉✐❧❞✳

■t ❤❛s t❤✉s ❜❡❝♦♠❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ Pr♦❉♦♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧
▼❑❉❖▼✷ ♣r♦❣r❛♠✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r✉♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✉♣❞❛t❡s ❜② ❝❧✉st❡r✐♥❣
❤♦♠♦❧♦❣♦✉s ❞♦♠❛✐♥s ✐♥t♦ ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ Pr♦❉♦♠ ❢❛♠✐❧✐❡s✱ ❛♥❞ r✉♥♥✐♥❣▼❑❉❖▼✷ ♦♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✲
✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❧✐♠✐t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ❍♦✇❡✈❡r s✉❝❤ ❛ ❣r❡❡❞② ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇♦✉❧❞ ❢♦r❜✐❞ t❤❡ r❡✲❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥❢❡rr❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡
❧✐❣❤t ♦❢ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② ♥❡✇ ❡✈✐❞❡♥❝❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❧❛t❡st r❡❧❡❛s❡ ♦❢ Pr♦❉♦♠ t♦ ❜❡ t❤❡ ❧❛st✱

✶
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✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧② ❝❧✉st❡r✐♥❣
❛t ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♦♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠s✳ ❚❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t r❡❧❛t❡s ♦✉r ✇♦r❦ ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝✳

❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥

❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② ❝❤❛♣t❡r ❛♥❞ ✸ ❝❤❛♣t❡rs ♦✉t❧✐♥✐♥❣ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❝❤❛♣t❡r ✐s s♣❧✐t ✐♥ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣❛rts✳ ❚♦ ❜❡❣✐♥
✇✐t❤✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ ❛ ❜✐♦❧♦❣②
❛♥❞ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♥♦t✐♦♥s✱ t♦♦❧s✱
❛♥❞ ♣❧❛t❢♦r♠s ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ✇♦r❦✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✷ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡s✐❣♥✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡st✐♥❣ ♦❢ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✱ ❛
♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❞✐str✐❜✉t❡❞✱ ❛♥❞ s❝❛❧❛❜❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ Pr♦❉♦♠ r❡❧❡❛s❡s
♦♥ ❣✐❣❛❜✐t s❝❛❧❡ ❞❛t❛s❡ts✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞
t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❛r❡ t❡st❡❞ ♦♥ ❝✉rr❡♥t s❝❛❧❡ ❞❛t❛s❡t✳

❖✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝❧♦s❡❧② r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ s❡✲
q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s ✉s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥
❞♦♠❛✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❛♥❞ ❛ss❡ss
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♦✉r ❝r✐t❡r✐❛ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ❜♦t❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❧✐♥❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞♦♠❛✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ❝r✐t❡r✐❛✱ ✇❡
t❤❡♥ ❛ss❡ss t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✳
❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ❦♥♦✇♥ t♦ ❝❛✉s❡ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛♠✐❧✐❡s
♦❢ Pr♦❉♦♠✳ ❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss❡ss ✐ts ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳ ❲❡ t❤❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❞❡✜♥❡ ❢❛♠✐❧✐❡s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜②
Pr♦❉♦♠✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s ♣r♦t❡✐♥ ❞♦✲
♠❛✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ♦♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❣❧♦❜❛❧❧② ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❇② ❣r♦✉♣✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥t♦ ❢❛♠✐✲
❧✐❡s✱ ✇❡ ❛✐♠ ❛t s♦❧✈✐♥❣ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s ❛t ♦♥❝❡✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ t❤❛t▼P■❴▼❑❉❖▼✷
✐s ❛ ❤✐❣❤❧② s❝❛❧❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❞❛t❛s❡ts✱ ✐t ♠✉st ✉s❡
♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡s♦✉r❝❡s t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳ ●r♦✉♣✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥t♦
❢❛♠✐❧✐❡s ✇♦✉❧❞ ❤❡❧♣ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✱ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♥❡✇ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ Pr♦❉♦♠✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s
t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s✱ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ♣r♦t❡✐♥
s❡q✉❡♥❝❡s s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥t♦ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❲❡ ♣❧❛❝❡ ♦✉r ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ t❤❡ ❍❖●❊◆❖▼ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤♦✇ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❍❖●❊◆❖▼ ❛♥❞ Pr♦❉♦♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛✐♥❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s
❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♣❛✐r❡❞ ❞❛t❛❜❛s❡s ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t
t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ♣r♦t❡✐♥
❢❛♠✐❧✐❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚♦ ♠♦t✐✈❛t❡ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦
❛♥❛❧②③❡ ❤♦♠♦❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦t❡✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ❛♥❞ ♦✉t❧✐♥❡ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠❡r✐ts ❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❆s ✇❡ ❞✐❞ ❢♦r ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✱ ✇❡
❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛t ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♦♥ ❛ ❝✉rr❡♥t ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢
♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ♦✉r ✇♦r❦ ❛♥❞ ♦✉t❧✐♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❡✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s✳



❈❤❛♣t❡r ✶

Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst t❤r❡❡ s❡❝t✐♦♥s ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s ♦❢ r❡s❡❛r❝❤
❢r♦♠ ❛ ❜✐♦❧♦❣② ❛♥❞ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡
♥♦t✐♦♥s ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞
t❤❡✐r ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♠❛❦❡s ❣r❡❛t ✉s❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
t♦♦❧s t♦ ❞❡t❡❝t s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✱ ✇❡ ♦✉t❧✐♥❡ ❤♦✇ t❤❡s❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s
❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ❇▲❆❙❚✱ P❙■✲❇▲❆❙❚ ❛♥❞ ❍▼▼❊❘✱ t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞
s❡q✉❡♥❝❡ s✐♠✐❧❛r✐t② s❡❛r❝❤ t♦♦❧s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ♣r❡s❡♥ts ✈❛r✐♦✉s ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s ❞❛t❛❜❛s❡s✳
❚❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❞❛t❛❜❛s❡s ❞✐✛❡r ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡② ❝♦♥t❛✐♥✱ ❢r♦♠ ♦♥❧② ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s t♦
❤✐❣❤❧② ❝✉r❛t❡❞ ❛♥❞ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✇❛② t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ r❛♥❣❡s ❢r♦♠
♠❛♥✉❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ ❢✉❧❧② ❛✉t♦♠❛t✐❝ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳

❆✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡s❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ s✐♠✐❧❛r✐t② s❡❛r❝❤ ❛t ❧❛r❣❡
s❝❛❧❡ r❡q✉✐r❡s ♠❛ss✐✈❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡ ❢r❛♠❡
t❤r♦✉❣❤ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣❧❛t❢♦r♠s
✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ✇♦r❦✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✺ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ▼P■✱ t❤❡ ♠♦st
✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t
✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳

✶✳✶ Pr♦t❡✐♥s ❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥s

Pr♦t❡✐♥s ❛r❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ❣❡♥❡s ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ❣❡❛rs ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠ ♦❢ ❧✐✈✐♥❣ ♦r❣❛♥✐s♠s✳
❆ ♣r♦t❡✐♥ ✐s ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ❝❤❛✐♥❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❙✐♥❝❡ ❛♠✐♥♦
❛❝✐❞s ❧♦s❡ t❤❡✐r ❛♠✐♥❡ ❛♥❞ ❛❝✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❝❤❛✐♥❡❞ t♦❣❡t❤❡r✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ t❡r♠ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞
r❡s✐❞✉❡ ♦r s✐♠♣❧② r❡s✐❞✉❡ t♦ ♥❛♠❡ ✇❤❛t ✐s ❧❡❢t ♦❢ ❛♥ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ❝❤❛✐♥✳ Pr♦t❡✐♥
♠♦❧❡❝✉❧❡s ❢♦❧❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡✐r s❡q✉❡♥❝❡s ❬✸❪✳ ❚❤❡
s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❞❡❞ ♣r♦t❡✐♥✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✐❞✉❡s✱ t❤❡✐r
❡①♣♦s✉r❡ ♦r ♥♦t ♦♥ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
t❤❡ ♣r♦t❡✐♥✳ ❆ ♣r♦t❡✐♥ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤r❡❡ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✿

• ✐ts s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ r❡s✐❞✉❡s❀

• ✐ts t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦♥❝❡ ❢♦❧❞❡❞❀

• ✐ts ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦r ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳

✸
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Pr♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❜s❡r✈❡❞ t♦❞❛② ❤❛✈❡ ❡✈♦❧✈❡❞ ❢r♦♠ ❛♥❝❡str❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s t❤r♦✉❣❤ ♠✉t❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡✐r ❝♦❞✐♥❣ ❣❡♥❡s ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❛ tr✐❛❧ ❛♥❞ ❡rr♦r ♣r♦❝❡ss ❝♦♠♣❛r❡❞ ❜② ❏❛❝♦❜ t♦ t❤❡
✇♦r❦ ♦❢ ❛ t✐♥❦❡r❡r ❬✷✻❪✳ ❚❤✐s ✏t✐♥❦❡r✐♥❣✑ ❧❡❛✈❡s tr❛❝❡s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡s❡ ♠✉t❛t✐♦♥s✱ t✇♦ r❡❧❛t❡❞ ♦r
❤♦♠♦❧♦❣♦✉s s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐❧❧ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❜❡❛r ❛ r❡s❡♠❜❧❛♥❝❡ t♦ t❤❡✐r ❝♦♠♠♦♥ ❛♥❝❡st♦r ❛♥❞ ♠❛②
t❤❡r❡❢♦r❡ s❤❛r❡ s♦♠❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥t s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s ✐s
✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ s✐❣♥ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ♦r✐❣✐♥ ♦r ❤♦♠♦❧♦❣②✳

❙♦♠❡ ♣r♦t❡✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ❝♦❧❧❛❣❡ ♦r ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❣✐♦♥s ❝❛❧❧❡❞
♠♦❞✉❧❡s ♦r ❞♦♠❛✐♥s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ ❝❤❛✐♥✱ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡
❣❡♥❡✱ t❤❡s❡ ❞♦♠❛✐♥s ♠❛② ❤❛✈❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t✿ t❤❡② ♠❛② ❢♦❧❞ ❬✺✺❪✱
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❡✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣❛rt ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❬✶✵❪ ❢r♦♠ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥✳ ❍♦♠♦❧♦❣♦✉s
❞♦♠❛✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❣❧♦❜❛❧❧② ♥♦♥✲❤♦♠♦❧♦❣♦✉s ♣r♦t❡✐♥s✱ ♦❢t❡♥ ❛❞♦♣t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡
❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❞♦♠❛✐♥ ♣r♦t❡✐♥s ❜② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❜❧♦❝❦s t❤r♦✉❣❤ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❞♦♠❛✐♥ s❤✉✤✐♥❣ ❬✻❪ ❛♥❞ ✐s ❛
♠❛❥♦r ❝❛✉s❡ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❞✐✈❡rs✐t②❀ ✐t ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❛t ♠✉❧t✐✲❞♦♠❛✐♥ ♣r♦t❡✐♥s ♠❛❦❡ ✉♣ ❛❜♦✉t ✽✵✪
♦❢ ❡✉❦❛r②♦t✐❝ ♣r♦t❡✐♥s ❛♥❞ ❛❜♦✉t ✻✺✪ ♦❢ ♣r♦❦❛r②♦t✐❝ ♣r♦t❡✐♥s ❬✹❪✳

Pr♦t❡✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ❣r♦✉♣❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r s❡q✉❡♥❝❡s✱ str✉❝t✉r❡s✱ ♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❈❤❛r❛❝✲
t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦ r❡q✉✐r✐♥❣ ❡①♣❡rt✐s❡ ❛♥❞
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❖❜t❛✐♥✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s ❤♦✇❡✈❡r ✐s ♥♦✇❛❞❛②s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❡❛s② ❛♥❞ ❛❢✲
❢♦r❞❛❜❧❡✳ ❍✐❣❤ t❤r♦✉❣❤♣✉t s❡q✉❡♥❝✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛ ✇❡❛❧t❤ ♦❢ ❣❡♥♦♠✐❝ ❞❛t❛✱
❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❡♥❡s✳ ❋r♦♠ ❤♦♠♦❧♦❣② r❡❧❛t✐♦♥✲
s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ ♣r♦t❡✐♥s✳ ■❢ ♣r♦t❡✐♥s
❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛♠✐❧② ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r s❡q✉❡♥❝❡s✱ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡② ❛❧s♦ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r str✉❝t✉r❡s
❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② s✐♠✐❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ✐♥ ❛
❢❛♠✐❧② ♠❛② ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♣r♦t❡✐♥s ❜② ❤♦♠♦❧♦❣②✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❢✉❧❧ ♣r♦t❡✐♥s✱ ❞♦♠❛✐♥s
❝❛♥ ❜❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r s❡q✉❡♥❝❡ ♦r str✉❝t✉r❛❧
s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✳

✶✳✷ ❍♦♠♦❧♦❣② s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

✶✳✷✳✶ Pr♦t❡✐♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥t

❋r♦♠ ❛ ♣✉r❡❧② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❛ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇ ❛s ❛ t❡①t str✐♥❣
❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛ ✷✵ ❧❡tt❡r ❛❧♣❤❛❜❡t✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡s✐❞✉❡✿

ΣAA = {A, C,D, E, F,G, H, I,K, L, M, N, P,Q, R, S, T, V,W, Y }
❉❡t❡❝t✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ ✐ts s✐♠♣❧❡st ❢♦r♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣✉tt✐♥❣ ♠❛t❝❤✐♥❣
♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ t❡①t str✐♥❣s✱ ✐♥ ❛ ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❊①❛❝t ♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥s
❛r❡ ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s②♠❜♦❧ ❵⑤✬✳ ❚✇♦ ❞✐✈❡r❣✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ♠❛② ❞✐✛❡r ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✿ ♥❡✇ r❡s✐❞✉❡s
♠❛② ❜❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ♦r ❞❡❧❡t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❣❛♣s ✐♥ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts✱
s②♠❜♦❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ s②♠❜♦❧ ❵✲✬ ✐♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ r❡s✐❞✉❡s ❝❛♥ ❜❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② ♦t❤❡rs
s✉❝❤ ❛s ✐♥ t❤❡ ❢♦✉r ❧❡❢t♠♦st ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✳ ◆❛t✉r❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❝ts ❛s ❛ ✜❧t❡r ❛♥❞ s♦♠❡
♠✉t❛t✐♦♥s✱ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ❝❧♦s❡ r❡s✐❞✉❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛♥ ♦t❤❡rs✳ ■♥ ♦✉r
❡①❛♠♣❧❡✱ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✐❧❛r r❡s✐❞✉❡s ❛r❡ ♠❛r❦❡❞ ❜② t❤❡ s②♠❜♦❧ ❵✰✬✳

❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐s ❛ss❡ss❡❞ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ s❝♦r❡ t♦ ❡❛❝❤ ♠❛t❝❤✱ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❛♥❞
❣❛♣s✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ s❝♦r✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s ✐s t❤❡ ❇▲❖❙❯▼✻✷ ♠❛tr✐① ❬✷✹❪
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✳✷✳✶✳ ❇▲❖❙❯▼ st❛♥❞s ❢♦r ❇▲❖❝❦s ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ ❙❯❜st✐t✉t✐♦♥ ▼❛tr✐①✳
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◆ ❊ P ❊ ▲ ◗ ❆ ❍ ❆ ● ❉ ❈ ● ❱ ❆ ❑ ❑ ❆ ❱ ❆ ▲ ❚ ◆ ❆ ❱ ❆ ❉ ❋ ▼ P ◆ ❆ ◆ ❙ ❆ ● ❆ ❍ ❆ ▲ ❑ ❑

✰ ⑤ ⑤ ⑤ ⑤ ⑤ ⑤ ⑤ ⑤ ⑤ ✰ ✰ ⑤ ✰ ✰ ⑤ ⑤

● ❙ ● ❉ ▲ ▲ ❨ ▲ ❉ ❙ ▲ ❚ ❋ ❱ ● ❑ ❑ ● ❱ ✲ ✲ ✲ ◆ ❚ ■ ❆ ❉ ❨ ▲ P ❙ ❈ ❉ ❙ ❆ ▲ ❨ ▲ ❉ ❉ ▲ ❚

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s✳

▼❛t❝❤ s❝♦r❡s ✐♥ t❤❡ ❇▲❖❙❯▼✻✷ ♠❛tr✐① ✇❡r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❡❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✐♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥t
♦❢ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❜❧♦❝❦s✳ ❉✐❛❣♦♥❛❧ s❝♦r❡s r❡✢❡❝t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♠✐♥♦✲
❛❝✐❞s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❚r②♣t♦♣❤❛♥ ✭❲✮ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② r❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r r❡s✐❞✉❡s✱ ♠❛t❝❤✐♥❣ t✇♦
❚r②♣t♦♣❤❛♥ r❡s✐❞✉❡s ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t t❤❛♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t ❛♠✐♥♦✲❛❝✐❞s s✉❝❤
❛s ▲❡✉❝✐♥❡ ✭▲✮ ♦r ❙❡r✐♥❡ ✭❙✮✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥s s❝♦r❡ ❢♦r ✷ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣s❡✉❞♦✲
r❡s✐❞✉❡s✿ t❤❡ ❳ st❛♥❞s ❢♦r ✏❛♥② r❡s✐❞✉❡✑❀ t❤❡ ✯ st❛♥❞s ❢♦r ❡♥❞ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡ ❝♦❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣r♦t❡✐♥✳ ●❛♣s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② s❝♦r❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ❛✣♥❡
❢✉♥❝t✐♦♥ f(g) = Go +(g−1)Ge✱ ✇❤❡r❡ g ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❣❛♣✱ Go ✐s t❤❡ ❝♦st ❢♦r ♦♣❡♥✐♥❣ ❛ ❣❛♣
❛♥❞ Ge ✐s t❤❡ ❝♦st ❢♦r ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❣❛♣✳ ❇② ❞❡❢❛✉❧t ✐♥ ❇▲❆❙❚ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ Go = 11 ❛♥❞ Ge = 1✳

❆ ✹

❘ ✲✶ ✺

◆ ✲✷ ✵ ✻

❉ ✲✷ ✲✷ ✶ ✻

❈ ✵ ✲✸ ✲✸ ✲✸ ✾

◗ ✲✶ ✶ ✵ ✵ ✲✸ ✺

❊ ✲✶ ✵ ✵ ✷ ✲✹ ✷ ✺

● ✵ ✲✷ ✵ ✲✶ ✲✸ ✲✷ ✲✷ ✻

❍ ✲✷ ✵ ✶ ✲✶ ✲✸ ✵ ✵ ✲✷ ✽

■ ✲✶ ✲✸ ✲✸ ✲✸ ✲✶ ✲✸ ✲✸ ✲✹ ✲✸ ✹

▲ ✲✶ ✲✷ ✲✸ ✲✹ ✲✶ ✲✷ ✲✸ ✲✹ ✲✸ ✷ ✹

❑ ✲✶ ✷ ✵ ✲✶ ✲✸ ✶ ✶ ✲✷ ✲✶ ✲✸ ✲✷ ✺

▼ ✲✶ ✲✶ ✲✷ ✲✸ ✲✶ ✵ ✲✷ ✲✸ ✲✷ ✶ ✷ ✲✶ ✺

❋ ✲✷ ✲✸ ✲✸ ✲✸ ✲✷ ✲✸ ✲✸ ✲✸ ✲✶ ✵ ✵ ✲✸ ✵ ✻

P ✲✶ ✲✷ ✲✷ ✲✶ ✲✸ ✲✶ ✲✶ ✲✷ ✲✷ ✲✸ ✲✸ ✲✶ ✲✷ ✲✹ ✼

❙ ✶ ✲✶ ✶ ✵ ✲✶ ✵ ✵ ✵ ✲✶ ✲✷ ✲✷ ✵ ✲✶ ✲✷ ✲✶ ✹

❚ ✵ ✲✶ ✵ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✷ ✲✷ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✷ ✲✶ ✶ ✺

❲ ✲✸ ✲✸ ✲✹ ✲✹ ✲✷ ✲✷ ✲✸ ✲✷ ✲✷ ✲✸ ✲✷ ✲✸ ✲✶ ✶ ✲✹ ✲✸ ✲✷ ✶✶

❨ ✲✷ ✲✷ ✲✷ ✲✸ ✲✷ ✲✶ ✲✷ ✲✸ ✷ ✲✶ ✲✶ ✲✷ ✲✶ ✸ ✲✸ ✲✷ ✲✷ ✷ ✼

❱ ✵ ✲✸ ✲✸ ✲✸ ✲✶ ✲✷ ✲✷ ✲✸ ✲✸ ✸ ✶ ✲✷ ✶ ✲✶ ✲✷ ✲✷ ✵ ✲✸ ✲✶ ✹

❳ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✶ ✲✶

✯ ✲✹ ✲✹ ✲✹ ✲✹ ✲✹ ✲✹ ✲✹ ✲✹ ✲✹ ✲✹ ✲✹ ✲✹ ✲✹ ✲✹ ✲✹ ✲✹ ✲✹ ✲✹ ✲✹ ✲✹ ✲✹ ✶

❆ ❘ ◆ ❉ ❈ ◗ ❊ ● ❍ ■ ▲ ❑ ▼ ❋ P ❙ ❚ ❲ ❨ ❱ ❳ ✯

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ❇▲❖❙❯▼✻✷ s❝♦r✐♥❣ ♠❛tr✐①✳

❚❤❡ ❜❡st ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s S1 ❛♥❞ S2 ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❡❡❞❧❡♠❛♥✲
❲✉♥s❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✸✾❪✳ S1 ❛♥❞ S2 ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s ❛♥❞ ②❡t s❤❛r❡ ❛ ❧♦❝❛❧
❤♦♠♦❧♦❣② s✉❝❤ ❛s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t✇♦ ♣r♦t❡✐♥s s❤❛r✐♥❣ ❛ r❡❧❛t❡❞ ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ❛ ❣❧♦❜❛❧
❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ S1 ❛♥❞ S2 ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❣❡t ❛ ❣♦♦❞ s❝♦r❡ ✇❤✐❧❡ ❛♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦
s❡q✉❡♥❝❡s t♦ t❤❡✐r ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s r❡❣✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ s❝♦r❡❞ ♠♦r❡ ❢❛✈♦r❛❜❧②✳ ❚❤❡ ❙♠✐t❤✲❲❛t❡r♠❛♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✹✺❪✱ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❡❡❞❧❡♠❛♥✲❲✉♥s❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛❧❧♦✇s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ❧♦❝❛❧
❛❧✐❣♥♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❜❡st ♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ S1 ❛♥❞
S2✳ ❇♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(mn) ✇❤❡r❡ m
✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ S1 ❛♥❞ n ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ S2✳
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✶✳✷✳✷ ❇❧❛st

❙❡✈❡r❛❧ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s r❡q✉✐r❡ ❛❧✐❣♥✐♥❣ ❛ q✉❡r② s❡q✉❡♥❝❡ ❛❣❛✐♥st ❛ ❧❛r❣❡r s❡t ♦❢ t❛r❣❡t
s❡q✉❡♥❝❡s t♦ ✜♥❞ ❧♦❝❛❧ ♠❛t❝❤❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦♥❡ ♠❛② ❛s❦ ✐❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ♦❢ ❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s
♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ r❡❝❡♥t❧② s❡q✉❡♥❝❡❞ ❣❡♥♦♠❡ ②❡t t♦ ❜❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞✳ ❯s✐♥❣ t❤❡
❙♠✐t❤✲❲❛t❡r♠❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❛♥s✇❡r t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ tr②✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧♦❝❛❧
❛❧✐❣♥♠❡♥ts ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ t❛r❣❡t s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s✉❛❧❧② ✜♥❞ ♥♦♥❡ ♦r ✈❡r② ❢❡✇ ❣♦♦❞ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts✳

❇▲❆❙❚ ❬✶❪ st❛♥❞s ❢♦r ❇❛s✐❝ ▲♦❝❛❧ ❆❧✐❣♥♠❡♥t ❙❡❛r❝❤ ❚♦♦❧✳ ❇▲❆❙❚ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧②
s❡❛r❝❤ ❢♦r ❧♦❝❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❛ q✉❡r② s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ t❛r❣❡t s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❲❤✐❧❡
t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❇▲❆❙❚ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❙♠✐t❤✲❲❛t❡r♠❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❇▲❆❙❚
❤❡✉r✐st✐❝❛❧❧② ❛✈♦✐❞s ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ❜② st❛rt✐♥❣ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ✐♥ ❤✐❣❤ s❝♦r✐♥❣
r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ st♦♣♣✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t s❝♦r❡ ❞r♦♣s ❜❡❧♦✇ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❆ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢
❛ ❇▲❆❙❚ s❡❛r❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ ✸ st❡♣s✿

✶✳ ❆❧❧ t❤❡ k ❧❡tt❡r ✇♦r❞s✱ ♦r s❡❡❞s✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ q✉❡r②
❛r❡ ❧✐st❡❞✳ ❯s✉❛❧❧②✱ k = 3 ❢♦r ♣r♦t❡✐♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts✳

✷✳ ❙❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❞❛t❛❜❛s❡ ❛r❡ s❝❛♥♥❡❞ ❢♦r ❡①❛❝t ♦r ♥❡❛r❧② ❡①❛❝t ♠❛t❝❤❡s ♦❢ t❤❡
s❡❡❞s✳

✸✳ ■❢ ❛ s❡❡❞ ♠❛t❝❤❡s✱ ❇▲❆❙❚ ✇✐❧❧ tr② t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♠❛t❝❤ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t s✐❞❡s ♦❢
t❤❡ s❡❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❙♠✐t❤✲❲❛t❡r♠❛♥
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t s❝♦r❡ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❞r♦♣ ❧♦❝❛❧❧② t♦ ❛❧❧♦✇ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ■❢ t❤❡ s❝♦r❡ ❞r♦♣s ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞✱ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t st♦♣s
❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❝♦r❡ ✇❛s ♠❛①✐♠❛❧✳

▲♦❝❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ❢♦✉♥❞ ❜② ❇▲❆❙❚ ❛r❡ ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♠❛t❝❤❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛
❇▲❆❙❚ ♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ t♦♣ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❡ q✉❡r② s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦tt♦♠
♦♥❡ ✐s ❛ t❛r❣❡t s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❧✐♥❡ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t s❝♦r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥
t❤❡ q✉❡r② ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ s❡❡❞ ❆❉❋ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❡r② s❡q✉❡♥❝❡ ✜♥❞s ❛ ❤✐❣❤ s❝♦r✐♥❣
♠❛t❝❤ ♦♥ ❛ t❛r❣❡t s❡q✉❡♥❝❡ ✭❞❛r❦ ❣r❛② ③♦♥❡✮✳ ❚❤❡ ♠❛t❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❡❞ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ❧❡❢t✇❛r❞ ❛♥❞
r✐❣❤t✇❛r❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❡❞✳ ❚❤❡ s❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ s❝♦r❡s ❢r♦♠
t❤❡ st❛rt ♦❢ t❤❡ s❡❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ st♦♣s ✇❤❡♥ t❤❡ s❝♦r❡ ❞r♦♣s ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥
t❤r❡s❤♦❧❞✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ s❡t t❤❡ t♦❧❡r❛t❡❞ ❞r♦♣ t♦ ✶✺ ♣♦✐♥ts✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❧❡❢t✇❛r❞ ❛❧✐❣♥♠❡♥t
r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠❛①✐♠❛❧ s❝♦r❡ ♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ✶✹✳ ❇▲❆❙❚ ✇✐❧❧ tr② t♦ ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♠❛t❝❤ t♦ t❤❡
❧❡❢t ❜✉t st♦♣s ♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ✻✱ ❛s t❤❡ s❝♦r❡ ❞r♦♣s ❜② ✶✼ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s t❤❡ ❧❛st ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❛s r❡❛❝❤❡❞✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐s
❞❡❧✐♥❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐❣❤t ❣r❛② ③♦♥❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✇✐t❤ ❇▲❆❙❚✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛t❝❤

❙❝♦r✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ s❝♦r❡ ♦❢
❛♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❤♦✇❡✈❡r t❡❧❧ ✉s ✐❢ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐s ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❛♥❞ r❡✢❡❝ts ❛♥
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✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❤♦♠♦❧♦❣②✱ ♦r ✐❢ t❤❡ t✇♦ ❛❧✐❣♥❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥r❡❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧
s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❇▲❆❙❚ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐s ❛ss❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✐ts ❊✲✈❛❧✉❡ ❬✷✽❪✿

E(S) = Kmne−λS

✇❤❡r❡ m ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ q✉❡r②✱ n ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛♥❞ S ✐s t❤❡ s❝♦r❡ ♦❢
t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ K ❛♥❞ λ ❛r❡ s❝❛❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts ❬✷✽❪✳ ❚❤❡ ❊✲✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛t❝❤❡s ✇✐t❤ ❛ s❝♦r❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ S✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ❛♥❞ ♦❢
t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ E✲✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳

✶✳✷✳✸ P❙■✲❇▲❆❙❚

P❙■✲❇▲❆❙❚ ❬✷❪ st❛♥❞s ❢♦r P♦s✐t✐♦♥ ❙♣❡❝✐✜❝ ■t❡r❛t✐✈❡ ❇▲❆❙❚✳ ❆s ✐ts ♥❛♠❡ s❛②s✱ ✐t ✐s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡
t♦♦❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❛r❝❤ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡✜♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❇▲❆❙❚ s❡❛r❝❤❡s✳ ❚❤❡ ✜rst
✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ P❙■✲❇▲❆❙❚ s❡❛r❝❤ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥ ❛s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❇▲❆❙❚ s❡❛r❝❤
♦❢ t❤❡ q✉❡r② ❛❣❛✐♥st t❤❡ t❛r❣❡t ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡
❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ q✉❡r② ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ▲♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r
❛❧❧ ✷✵ ❛♠✐♥♦❛❝✐❞s ❛t ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛♥❞ t❛❜✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❛ P♦s✐t✐♦♥ ❙♣❡❝✐✜❝ ❙❝♦r✐♥❣
▼❛tr✐① ✭P❙❙▼✮✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ P❙❙▼ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠✐♥♦❛❝✐❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
♠❛tr✐① t♦ s❝♦r❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ✇✐t❤ t❛r❣❡t s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥
❛r❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s t✉r♥❡❞ ✐♥t♦ ❛ P❙❙▼ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ✐♥♣✉t ❢♦r ❛ t❤✐r❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞
s♦ ♦♥✳ ❚❤❡ s❡❛r❝❤ ✐s ✐t❡r❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t✇♦ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ♦r ✉♥t✐❧ ❛ ♠❛①✐♠✉♠
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❊❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ P❙■✲❇▲❆❙❚ t❛❦❡s s❧✐❣❤t❧② ❧♦♥❣❡r ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡
t❤❛♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❇▲❆❙❚ s❡❛r❝❤✳ ❇② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♠♦r❡ s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛♥ ❥✉st t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ q✉❡r② t♦ ✜♥❞ ♠❛t❝❤❡s✱ P❙■✲❇▲❆❙❚ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t ♠♦r❡ ❞✐st❛♥t ❤♦♠♦❧♦❣② t❤❛♥
❇▲❆❙❚ ❬✷❪✳

✶✳✷✳✹ ❍▼▼❊❘

❍▼▼❊❘ ❬✷✼❪ ✐s ♥♦t str✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t s❡❛r❝❤ t♦♦❧ ❛s ✐t s❡❛r❝❤❡s ❢♦r ❛❧✐❣♥✲
♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❍✐❞❞❡♥ ▼❛r❦♦✈ ▼♦❞❡❧s ✭❍▼▼✮ ❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s ✭♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✮✳ ❍▼▼s
❛r❡ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ❛❦✐♥ t♦ P❙❙▼s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥ ❍▼▼ ❣✐✈❡s t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ r❡s✐❞✉❡✱ ♦❢ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦r ✐♥s❡rt✐♥❣ ❛ ❣❛♣✱ ♦r ♦❢ ❞❡❧❡t✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❍▼▼ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ B ❛♥❞ E r❡♣r❡s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ I✱ M ✱ ❛♥❞ D st❛t❡s r❡♣r❡s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ■♥s❡r✲
t✐♦♥✱ ▼❛t❝❤✱ ❛♥❞ ❉❡❧❡t✐♦♥ st❛t❡s✳ ❚♦ ❡❛❝❤ ❛rr♦✇ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❣♦✐♥❣
❢r♦♠ ♦♥❡ st❛t❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❆ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ I ❛♥❞ M st❛t❡ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥s❡rt✐♥❣ ♦r ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ r❡s✐❞✉❡ ❛t t❤✐s ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❍▼▼❊❘ ❤❛s t✇♦ ♠❛✐♥
❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❝♦r❡✲❜❛s❡❞ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s✳ ❍▼▼s ✉s❡❞ ❜② ❍▼▼❊❘
❛r❡ ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡② ❛❧❧♦✇ ♣♦s✐t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝
❣❛♣ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❛✣♥❡ ❣❛♣ ♣❡♥❛❧t②✳ ❍▼▼s ❛r❡ ❛❧s♦
❡❛s✐❡r t♦ ✐♥t❡r♣r❡t st❛t✐st✐❝❛❧❧②✳ ❇② ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ s❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✱ s❝♦r❡✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s
♦♥❧② t❛❦❡ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s❝♦r✐♥❣ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❖♥ ❝❧♦s❡❧②
r❡❧❛t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s✱ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s ♠✐❣❤t ❜❡ ❝❧❡❛r ❡♥♦✉❣❤ t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡
❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖♥ ♠♦r❡ ❞✐st❛♥t❧② r❡❧❛t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ❝❧❡❛r ❤♦✇
t❤❡ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞✳ ❆ s❝♦r❡ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ❜② ♦♥❧② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
s❝♦r✐♥❣ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✱ ✇✐❧❧ ♠✐ss t❤✐s ❤♦♠♦❧♦❣②✳ ❍▼▼❊❘✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡
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t❤❛t s❡✈❡r❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♣❛t❤s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❜② ♠❛r❣✐♥❛❧✐③❛t✐♦♥
♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s ❬✶✸❪✳

❉✶ ❉✷ ❉✶ ❉✷

▼✶ ▼✷ ▼✸ ▼✹

■✶ ■✷ ■✸

❇ ❊

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ❍▼▼ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ✹ ♣♦s✐t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳

❉❡s♣✐t❡ ✐ts t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✱ ❍▼▼❊❘ ❤❛s ♥♦t r❡♣❧❛❝❡❞ ❇▲❆❙❚ ❛♥❞ P❙■✲❇▲❆❙❚ ✉♣
t♦ ♥♦✇ ❛s t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ ♣r♦t❡✐♥ s✐♠✐❧❛r✐t② s❡❛r❝❤ t♦♦❧✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ❍▼▼❊❘ ✸✳✵✱ r❡❧❡❛s❡❞ ✐♥ ▼❛r❝❤ ✷✵✶✵✱ ❤❛s s❡❡♥ ❣r❡❛t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts
❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡❛s❡ ♦❢ ✉s❡✱ ❛❞❞✐♥❣ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❝❛rr② ♦✉t s❡q✉❡♥❝❡✲s❡q✉❡♥❝❡
❛❧✐❣♥♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❡❡❞✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ❍▼▼❊❘ ❛ ✈✐❛❜❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡
♣r♦❥❡❝ts ❧✐❦❡ ♦✉rs✳

✶✳✸ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡s

✶✳✸✳✶ ❯♥✐Pr♦t

❯♥✐Pr♦t ❬✺✷❪ st❛♥❞s ❢♦r ❯◆■✈❡rs❛❧ P❘❖❚❡✐♥ r❡s♦✉r❝❡✳ ❚❤✐s ✐t ✐s ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s✳
❯♥✐Pr♦t ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜s❡ts✱ ❙✇✐ss✲Pr♦t ❛♥❞ ❚r❊▼❇▲✳ ❙✇✐ss✲Pr♦t ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♦❢
t❤❡ t✇♦ s✉❜s❡ts✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s ♠❛♥✉❛❧❧② ❝✉r❛t❡❞ ❛♥❞ ❛♥♥♦t❛t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚r❊▼❇▲ ❝♦♥t❛✐♥s
s❡q✉❡♥❝❡s tr❛♥s❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❣❡♥❡ s❡q✉❡♥❝❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❣❡♥♦♠❡ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ♣r♦❥❡❝ts t❤❛t ❛r❡
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛♥♥♦t❛t❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❙✇✐ss✲Pr♦t ❛♥❞ ❚r❊▼❇▲ ♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs
❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡s ✇❡❧❧ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❣❡♥♦♠❡
s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ♣r♦❥❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❞❛t❛ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♥✉❛❧❧② r❡✈✐❡✇❡❞✿ ❙✇✐ss✲Pr♦t ✐s
❛❧♠♦st ✸✵ t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❚r❊▼❇▲✳ ■♥ t❤❡ r❡❧❡❛s❡ ✷✵✶✶❴✵✻ r❡❧❡❛s❡❞ ✐♥ ❏✉♥❡ ✷✵✶✶✱ ❙✇✐ss✲
Pr♦t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✺✷✾✱✵✺✻ s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ ❚r❊▼❇▲ ✶✺✱✹✵✵✱✽✼✻ s❡q✉❡♥❝❡s✳

✶✳✸✳✷ ▼❛♥✉❛❧❧② ❝✉rr❛t❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ❞❛t❛❜❛s❡s

❙❈❖P

❙❈❖P ❬✸✽❪ ✐s ❛ ♠❛♥✉❛❧❧② ❝✉r❛t❡❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s✱ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤r❡❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ Pr♦t❡✐♥ ❉❛t❛ ❇❛♥❦ ✭P❉❇✮ ❬✾❪✳ ❙❈❖P ❣r♦✉♣s ❞♦♠❛✐♥s ✐♥ ❛ ✹
❧❡✈❡❧ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♠♦st❧② ♦♥ t❤❡✐r str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✳ ❉♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥
✐❞❡♥t✐✜❡rs ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ A.B.C.D ❣✐✈✐♥❣ t❤❡✐r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧✿

A ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✶✶ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s ❜❛s❡❞ ♠♦st❧② ♦♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
s❡❝♦♥❞❛r② ✭t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✮ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳



✶✳✸✳ ❇■❖▲❖●■❈❆▲ ❉❆❚❆❇❆❙❊❙ ✾

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❯♥✐Pr♦t✴❙✇✐ss✲Pr♦t ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ❯♥✐Pr♦t✴❚r❊▼❇▲ ✭❜♦t✲
t♦♠✮ ♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs ❬✼✵✱ ✻✾❪✳



✶✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ P❘❊▲■▼■◆❆❘■❊❙

B r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢♦❧❞ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❉♦♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦❧❞ s❤❛r❡ ♠❛❥♦r str✉❝t✉r❛❧
s✐♠✐❧❛r✐t②✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ❢♦❧❞ ❤♦✇❡✈❡r ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♦r✐❣✐♥✳

C ❞❡✜♥❡s t❤❡ s✉♣❡r❢❛♠✐❧② ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❉♦♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s✉♣❡r❢❛♠✐❧② s❤❛r❡ ❡♥♦✉❣❤
str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s t♦ s✉❣❣❡st ❛ ♣r♦❜❛❜❧❡ ❤♦♠♦❧♦❣②✳

D ❝❧❛ss✐❢② t♦❣❡t❤❡r ❞♦♠❛✐♥s ✐♥t♦ ❢❛♠✐❧② t❤❛t ❛r❡ str♦♥❣❧② ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❜❡ ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s✳ ▼♦st
♦❢ t❤❡ t✐♠❡ t❤✐s ❜❡❧✐❡❢ ✐s ❜❛❝❦❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤ s❡q✉❡♥❝❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ✭♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✵✪ ♦❢ ✐❞❡♥t✐t②✮
♦r str♦♥❣ str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡✳

❆s ♦❢ r❡❧❡❛s❡ ✶✳✼✺✱ r❡❧❡❛s❡❞ ✐♥ ❏✉♥❡ ✷✵✶✵✱ ❙❈❖P ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✶✶✵✱✽✵✵ ❞♦♠❛✐♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✸✽✱✷✷✶
t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡s✳

P❢❛♠

P❢❛♠ ❬✶✹❪ ✐s ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s✳ P❢❛♠ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ❛ s❡♠✐
♠❛♥✉❛❧ ♣r♦❝❡ss✳ ❊❛❝❤ ❢❛♠✐❧② ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ❍▼▼ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥
♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡ ♠❛♥✉❛❧❧② ❝✉r❛t❡❞✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ♠❛♥✉❛❧❧② ❝✉r❛t❡❞ ❢❛♠✐❧✐❡s
❦♥♦✇♥ ❛s P❢❛♠✲❆ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢❛♠✐❧✐❡s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❆❞❞❛
❞❛t❛❜❛s❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✸✮ ❝❛❧❧❡❞ P❢❛♠✲❇✳ ❚❤❡ ❧❛st r❡❧❡❛s❡ ♦❢ P❢❛♠✱ P❢❛♠ ✷✺✳✵ ✇❛s r❡❧❡❛s❡❞
✐♥ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✶✳ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ✶✷✱✷✼✸ ❢❛♠✐❧✐❡s ✐♥ P❢❛♠✲❆ ❛♥❞ ✶✹✷✱✸✵✸ ❢❛♠✐❧✐❡s ✐♥ P❢❛♠✲❇✳ P❢❛♠✲❆
❍▼▼s ❝♦✈❡r ✺✸✳✽✻✪ ♦❢ t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ✐♥ ❯♥✐Pr♦t ❬✻✻❪✳

✶✳✸✳✸ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❞❛t❛❜❛s❡s

▼❛♥✉❛❧ ♦r s❡♠✐✲♠❛♥✉❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ t❤❡ ❜❡st s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣♦✐♥t
♦❢ ✈✐❡✇ ❜② t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❡①♣❡rt✐s❡ t❤❡② ❝♦♥✈❡②✱ ❜✉t t❤❡✐r str❡♥❣t❤ ✐s ❛❧s♦ t❤❡✐r ❜✐❣❣❡st ✇❡❛❦✲
♥❡ss✳ ❚❤❡ ❜❡st r❡♣♦rt❡❞ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐s t❤❛t ♦❢ P❢❛♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦✈❡rs ❛❜♦✉t ✺✸✪ ♦❢ t❤❡ ❛♠✐♥♦✲❛❝✐❞s
♦❢ ❦♥♦✇♥ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ♦♥❧② s❧♦✇❧② ❬✶✹❪✳ ❚❤✐s ❣❛♣ ♠✐❣❤t ❡✈❡♥
✇✐❞❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❣r♦✇t❤ ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡
❯♥✐Pr♦t ❞❛t❛❜❛s❡ ❬✺✼❪ ❞♦✉❜❧❡s ✐♥ s✐③❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡✈❡r② t✇♦ ②❡❛rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❣❡♥♦♠❡ ❛♥❞
♠❡t❛❣❡♥♦♠❡ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ✐s ❢❛r ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝✉rr❡♥t ❞❛t❛ ❬✺✽❪✳ ❚❤✐s ❣❛♣ ✐♥ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❤❛s ❥✉st✐✜❡❞ ❡✛♦rts t♦ ❝r❡❛t❡ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t
❝♦✉❧❞ ✐♥❢❡r ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ ❤♦♠♦❧♦❣② r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s
❜❡t✇❡❡♥ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ▼❑❉❖▼✷✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ Pr♦❉♦♠ ❢❛❧❧s ✐♥t♦ t❤❛t ❝❛t❡❣♦r②✳ ■♥
t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✱ ❆❉❉❆ ❛♥❞ ❊❱❊❘❊❙❚✱ t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s❝♦♣❡ ❛s▼❑✲
❉❖▼✷ ❛♥❞ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛s❡ts✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢
▼❑❉❖▼✷ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜✉t ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ▼❑❉❖▼✷ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳

❆❉❉❆

❆❉❉❆ ❬✷✸❪ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❉♦♠❛✐♥ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆❉❉❆ ✐s ❛ t✇♦ st❡♣
♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ✜rst ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡♥ ❣r♦✉♣s t❤❡♠ ✐♥t♦ ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡
s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥t♦ ✺ st❡♣s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❆❉❉❆ st❛rts ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥♣✉t ❞❛t❛s❡t ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❋♦r ✐ts ♠♦st r❡❝❡♥t r❡❧❡❛s❡✱
❆❉❉❆ ✐♥♣✉t ❞❛t❛s❡t ✇❛s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✳✺ ♠✐❧❧✐♦♥ ♥♦♥✲r❡❞✉♥❞❛♥t s❡q✉❡♥❝❡s
✭♥r❞❜✮✳
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✷✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t s❡t ✐s ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❜② ❣r♦✉♣✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r s❡q✉❡♥❝❡s s❤❛r✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✹✵✪ ✐❞❡♥✲
t✐t②✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ✷✹✾✱✷✻✹ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s❡q✉❡♥❝❡s ✭♥r❞❜✹✵ ✮✳

✸✳ ❆ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♥r❞❜✹✵ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ ❇▲❆❙❚✳

✹✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ❢♦✉♥❞ ❜② ❇▲❆❙❚✱ t❤❡ ❆❉❉❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞✲
❛r✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❧♦❜❛❧❧② ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ s♣❧✐t ❜② ❛ ❞♦♠❛✐♥
❜♦✉♥❞❛r② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s✐❞✉❡ ♣❛✐rs t❤❛t ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤♦✉t
❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡
✇✐t❤ t✇♦ ❞♦♠❛✐♥s✳ ■♥ t❤❡ ❧❛t❡st r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ❆❉❉❆✱ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ✷✳✼ ♠✐❧❧✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥s ❞❡✜♥❡❞
✇❤❡♥ r❡♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦♥t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✶✳✺ ♠✐❧❧✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s✳

✺✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ❞♦♠❛✐♥s✱ ❛ ❣r❛♣❤ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✇❤❡r❡ ✈❡rt✐❝❡s ❛r❡ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞
❡❞❣❡s ❛r❡ ❇▲❆❙❚ ♠❛t❝❤❡s✳ ❊❛❝❤ ❇▲❆❙❚ ♠❛t❝❤✱ t❤❛t ✐s ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ✐s
✈❡r✐✜❡❞ ✈✐❛ ❛ ♣r♦✜❧❡✲❜❛s❡❞ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞♦♠❛✐♥s ❧✐♥❦❡❞ ❜② t❤❡
❡❞❣❡✳ ❙♣✉r✐♦✉s ❡❞❣❡s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❡❛❝❤ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❛❢t❡r ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛❧❧ ❡❞❣❡s ❞❡✜♥❡s ❛ ❢❛♠✐❧②✳ ❚❤❡ ❧❛t❡st r❡❧❡❛s❡ ♦❢
❆❉❉❆ ❞❡✜♥❡❞ ✶✷✸✱✵✵✵ ❢❛♠✐❧✐❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❉♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡ ❊❆✻❴❆❘❆❚❍ ❢r♦♠ ❆r❛❜✐❞♦♣s✐s t❤❛❧✐❛♥❛ ✐♥
P❢❛♠ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ❆❉❉❆ ✭♠✐❞❞❧❡✮✱ ❛♥❞ ❇▲❆❙❚ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ✭❜♦tt♦♠✮ ❬✷✸❪✳

❊✈❡r❡st

❊❱❊❘❊❙❚ st❛♥❞s ❢♦r ❊❱♦❧✉t✐♦♥❛r② ❊♥s❡♠❜❧❡s ♦❢ ❘❡❝✉rr✐♥❣ ❙❡❣♠❡♥❚s ❬✹✷❪✳ ❚❤❡ ❊❱❊❘❊❙❚
♣r♦❝❡ss ✐s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✻ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿

✶✳ ❋r♦♠ ❛♥ ✐♥♣✉t ❞❛t❛s❡t ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛❧❧ ♦❢ ❙✇✐ss✲Pr♦t ✭✷✶✶✱✵✵✵ s❡✲
q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡st r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ❊❱❊❘❊❙❚✮✱ ❛ ♥♦♥✲r❡❞✉♥❞❛♥t ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②
❣r♦✉♣✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ♦♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✾✺✪ ♦❢ t❤❡✐r ❧❡♥❣t❤ ✇✐t❤
❛♥ ❊✲✈❛❧✉❡ ❜❡❧♦✇ 10−90✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲r❡❞✉♥❞❛♥t ❞❛t❛❜❛s❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✶✷✺✱✵✵✵ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡
❧❛t❡st r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ❊❱❊❘❊❙❚✳

✷✳ ■♥t❡r♥❛❧ r❡♣❡❛ts ❛r❡ s❤♦rt r❡♣❡❛t❡❞ s❡❣♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣r♦t❡✐♥✳ ❇❧❛st ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ✇✐t❤
s❡q✉❡♥❝❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ r❡♣❡❛ts ❛r❡ ❤❛r❞ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t✳ ❲❤❡♥ ♦♥❡ s✉❝❤ ❝❛s❡ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞✱ ❛❧❧
❜✉t t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ❧❛st ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡♣❡❛t ❛r❡ ♠❛s❦❡❞✳
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✸✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❇▲❆❙❚ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❙t❡♣ ✶✱ s❡❣♠❡♥ts s❤❛r✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ ♦t❤❡r s❡❣✲
♠❡♥ts ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ ♣✉t❛t✐✈❡ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❆t t❤✐s st❛❣❡ t❤❡ ❧❛t❡st
r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ❊❱❊❘❊❙❚ ❞❡✜♥❡❞ ✺✶✱✵✵✵✱✵✵✵ s❡❣♠❡♥ts✳

✹✳ ❖♥ ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡✱ s❡❣♠❡♥ts ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♦♥ ❛t ❧❡❛st ✺✵✪ ♦❢ t❤❡✐r ❧❡♥❣t❤ ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞✳

✺✳ ●r♦✉♣s ♦❢ s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❝❧✉st❡r❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r s✐♠✐❧❛r✐t②✳ ❚❤❡
s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♠❡r❣❡s ❢♦r♠ ❛ tr❡❡ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ ❧❡❛✈❡s ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❛r❡ s✐♥❣❧❡ ❣r♦✉♣s
✇❤✐❧❡ t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛❧❧ t❤❡ ❣r♦✉♣s ♠❡r❣❡❞ ✐♥t♦ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r✳

✻✳ ❯s✐♥❣ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❬✸✷❪ tr❛✐♥❡❞ ♦♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ P❢❛♠ ❢❛♠✐❧✐❡s ✭❝❧✉st❡r s✐③❡✱
s✐♠✐❧❛r✐t② ✇✐t❤✐♥ ❝❧✉st❡r✱ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ✐♥ ❝❧✉st❡r✱ ❡t❝✮✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❝❧✉st❡rs ❛r❡ t❡st❡❞✳

✼✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥ ❍▼▼ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞✳

✽✳ ❆ ♥❡✇ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ s❡❣♠❡♥ts ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② s❝❛♥♥✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❍▼▼
❝r❡❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✳ ❙t❡♣s ✹ t♦ ✽ ❛r❡ r❡♣❡❛t❡❞✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s ♥❡✇ s❡❣♠❡♥t
s❡t✳

✾✳ ❍▼▼s ✇❤✐❝❤ r❡❝r✉✐t t❤❡ s❛♠❡ s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ t♦❣❡t❤❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❢❛♠✐❧✐❡s✱
❧❡❛✈✐♥❣ ✷✵✱✷✸✵ ✜♥❛❧ ❢❛♠✐❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡st ❊❱❊❘❊❙❚ r❡❧❡❛s❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❱❊❘❊❙❚ ♣r♦❝❡ss ❬✹✷❪✳



✶✳✹✳ P❆❘❆▲▲❊▲ ❈❖▼P❯❚■◆● ▼❊❆◆❙ ✶✸

Pr♦❉♦♠

Pr♦❉♦♠ ❬✹✽❪ ✐s ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ❜✉✐❧t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❑❉❖▼✷
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✾❪✳ ▼❑❉❖▼✷ ✐s ❛ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❤❡✉r✐st✐❝ t❤❛t t❤❡
s❤♦rt❡st s❡❣♠❡♥t ✐♥ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❛ ♠♦♥♦✲❞♦♠❛✐♥ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❯♥t✐❧ t❤❡
❞❛t❛❜❛s❡ ✐s ❡♠♣t②✱ ❛ ❢❛♠✐❧② ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ s❤♦rt❡st s❡q✉❡♥❝❡
✈✐❛ P❙■✲❇▲❆❙❚ ❬✷❪ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧② ❞❛t❛❜❛s❡✱ Pr♦❉♦♠✱ ❤❛s ❧❛st ❜❡❡♥ ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ ✷✵✵✽ ❛♥❞ ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥
❛ ✷✵✵✻ s♥❛♣s❤♦t ♦❢ ❯♥✐Pr♦t✳ ❚❤✐s ❧❛st r❡❧❡❛s❡ ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✷✱✵✵✶✱✶✷✽ s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞
✶✱✼✶✻✱✶✶✹ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s✳

❚❤❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❛❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❣♦❛❧ ❜✉t ❡♠♣❧♦② ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s t♦
r❡❛❝❤ ✐t✳ ❆❧❧ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦♥ ❤♦♠♦❧♦❣② r❡❧❛t✐♦♥✲
s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❇♦t❤ ❊❱❊❘❊❙❚ ❛♥❞ ❆❉❉❆ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣❧♦❜❛❧ ❛❧❧ ✈s
❛❧❧ ❇▲❆❙❚ t♦ ❞❡t❡❝t s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ s❡q✉❡♥❝❡s✳ P❙■✲❇▲❆❙❚ ✐s ❛ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
t❤❛♥ ❇▲❆❙❚ ❜✉t ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠✉❧t✐✲❞♦♠❛✐♥ ♣r♦t❡✐♥s✱ ✐ts ✐t❡r❛t✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♠❛② ❣❡♥❡r❛t❡
❝❤✐♠❡r✐❝ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ ❣r♦✉♣ t♦❣❡t❤❡r ✉♥r❡❧❛t❡❞ ♣r♦t❡✐♥s✳ ▼❑❉❖▼✷ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜②
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✱ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ P❙■✲❇▲❆❙❚ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❇▲❆❙❚✳ ❆❉❉❆
♠❛❦❡s ✉♣ ❢♦r t❤❡ ❧❡ss❡r s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❇▲❆❙❚ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❝❛r❡❢✉❧ s✐♥❣❧❡✲❧✐♥❦❛❣❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦
tr❛♥s✐t✐✈❡❧② ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❊❱❊❘❊❙❚ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ r❡✜♥❡s ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ ❢❛♠✐❧✐❡s
♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ♣r♦✜❧❡ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✳

❊❱❊❘❊❙❚ ✇❛s ❧❛st ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ ✷✵✵✻ ❛♥❞ ❤❛s ♥❡✈❡r ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ♦♥ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥
❙✇✐ss✲Pr♦t✳ ❇♦t❤ ❆❉❉❆ ❛♥❞ Pr♦❉♦♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦✈❡r ❛❧❧ ❦♥♦✇♥ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s
❛t ♦♥❡ ♣♦✐♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r ❆❉❉❆ ✇❛s ❧❛st ✉♣❞❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✷✵✵✼ s♥❛♣s❤♦t ♦❢ ❯♥✐Pr♦t ❬✶✹❪✱ ❛♥❞
Pr♦❉♦♠ ✇✐t❤ ❛ ✷✵✵✻ s♥❛♣s❤♦t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦❞❛② ♥♦ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❞❛t❛❜❛s❡ ❝♦✈❡rs t❤❡ ✇❤♦❧❡
s❡t ♦❢ ❦♥♦✇♥ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡✱ ❛t ❧❡❛st ❢♦r Pr♦❉♦♠✱ t♦ t❤❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ t✐♠❡ t❤❛t
✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss ❛❧❧ ❦♥♦✇♥ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❯♣❞❛t✐♥❣ Pr♦❉♦♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝✉rr❡♥t ❞❛t❛
✇♦✉❧❞ t❛❦❡ ♦✈❡r ✶✷ ②❡❛rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ▼❑❉❖▼✷ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❊❱❊❘❊❙❚ ❛♥❞ ❆❉❉❆ ❛r❡
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ st❡♣s t❤❛t ❛r❡✱ ❢♦r t❤❡ ♠♦st ♣❛rt✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✉❜t❛s❦s
t❤❛t ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❇♦t❤ ❊❱❊❘❊❙❚ ❛♥❞ ❆❉❉❆ ❛❧r❡❛❞② ✉s❡ ♣❛r❛❧❧❡❧
❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ ♣❛rt ❞✉r✐♥❣ t❤❡✐r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ▼❑❉❖▼✷ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦♠♣✉t❡s
❢❛♠✐❧✐❡s ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✱ ❛♥❞ ✐s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❝❡ss✳ ❋♦r ❛ ♥❡✇ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ Pr♦❉♦♠ t♦ ❜❡
♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♠❛♥❞❛t♦r②✳

✶✳✹ P❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❡❛♥s

✶✳✹✳✶ ❙❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ♣❧❛t❢♦r♠s

❙❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ♣❧❛t❢♦r♠s ❛r❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ♦r ♣r♦❝❡ss♦r ❝♦r❡s✱ s❤❛r✲
✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ❛❧s♦ ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❙②♠♠❡tr✐❝
▼✉❧t✐✲Pr♦❝❡ss♦r ✭❙▼P✮ ♦r ❯♥✐✜❡❞ ▼❡♠♦r② ❆❝❝❡ss ✭❯▼❆✮ s②st❡♠s ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs
✭❈P❯✮ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡q✉❛❧ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡♠♦r② ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳✼✮✳ ▼♦st ♦❢ t♦❞❛②✬s ❝♦♠♣✉t❡rs✱
❢r♦♠ ❧❛♣t♦♣s t♦ s❡r✈❡rs ❛r❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ♣❧❛t❢♦r♠s✳ ❖♥ ❛♥ ❙▼P s②st❡♠✱ ❛ ❝❧❛ss✐❝ s❡q✉❡♥t✐❛❧
♣r♦❣r❛♠ ✐s ♦♥❧② ❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❈P❯s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ s❡✈❡r❛❧ ❈P❯s ❛t ♦♥❝❡✱ ❛ ♣r♦❣r❛♠
♠✉st ❞❡✜♥❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✉❜t❛s❦s ♦r t❤r❡❛❞s t❤❛t ❝❛♥ r✉♥ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦r❡s✳
❉❡✜♥✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✉❜t❛s❦s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❡✐t❤❡r ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♦r ✐♠♣❧✐❝✐t❧② t❤r♦✉❣❤ ❧✐❜r❛r✐❡s s✉❝❤
❛s ❖♣❡♥▼P ❬✼❪✳

❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ♦♥ ❛♥ ❙▼P ❤❛s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❛s ❛❧❧ t❤❡ t❤r❡❛❞s
❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧②
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tr❛♥s❢❡r t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❈P❯ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠ ❡♥s✉r❡s ❞❛t❛ ❝♦♥s✐st❡♥❝②
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝❛❝❤❡ ♦❢ t❤❡ ❈P❯s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r②✱ ✐t ✐s ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ r❡s♣♦♥s✐❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t✇♦ t❤r❡❛❞s ❞♦ ♥♦t ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳

▼❛✐♥ ♠❡♠♦r②

❇✉s

❈P❯

❈❛❝❤❡

❈P❯

❈❛❝❤❡

❈P❯

❈❛❝❤❡

❈P❯

❈❛❝❤❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❙▼P s②st❡♠✳

✶✳✹✳✷ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ♣❧❛t❢♦r♠s

❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❢♦r♠ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣❧❛t❢♦r♠s ❛r❡ ❝❧✉st❡rs✳ ❆ ❝❧✉st❡r ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ s❡t
♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡s ❧✐♥❦❡❞ t♦❣❡t❤❡r t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✳
❊❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐♥ ❛ ❝❧✉st❡r ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♥♦❞❡✳ ❈❧✉st❡rs r❛♥❣❡ ❢r♦♠ s✐♠♣❧❡ ♦✛✲t❤❡✲s❤❡❧❢
♠❛❝❤✐♥❡s ❧✐♥❦❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❜② ❛ ❧♦❝❛❧ ❊t❤❡r♥❡t ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡❞ ✈✐❛ s♦❢t✇❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s s✉❝❤
❛s ❇❡♦✇✉❧❢ ❬✹✾❪ t♦ ❧❛r❣❡ s✉♣❡r❝♦♠♣✉t❡rs ♦❢ s❡✈❡r❛❧ t❤♦✉s❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡s ❧✐♥❦❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❜② ❢❛st
♣r♦♣r✐❡t❛r② ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ ■❇▼ ❇❧✉❡ ●❡♥❡ s✉♣❡r❝♦♠♣✉t❡rs ❬✺✵❪✳

◆
❡t
✇
♦r
❦

▼❛✐♥ ♠❡♠♦r②

❇✉s

❈P❯

❈❛❝❤❡

❈P❯

❈❛❝❤❡

❈P❯

❈❛❝❤❡

❈P❯

❈❛❝❤❡

▼❛✐♥ ♠❡♠♦r②

❇✉s

❈P❯

❈❛❝❤❡

❈P❯

❈❛❝❤❡

❈P❯

❈❛❝❤❡

❈P❯

❈❛❝❤❡

▼❛✐♥ ♠❡♠♦r②

❇✉s

❈P❯

❈❛❝❤❡

❈P❯

❈❛❝❤❡

❈P❯

❈❛❝❤❡

❈P❯

❈❛❝❤❡

▼❛✐♥ ♠❡♠♦r②

❇✉s

❈P❯

❈❛❝❤❡

❈P❯

❈❛❝❤❡

❈P❯

❈❛❝❤❡

❈P❯

❈❛❝❤❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r✳

❖♥ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♣❧❛t❢♦r♠s✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ❞♦ ♥♦t s❤❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦r②✳ ■♥st❡❛❞✱ ❞❛t❛
tr❛♥s❢❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss♦rs ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r✳ ❊✈❡♥
❢❛st ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦♣❡r❛t❡ s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s❧♦✇❡r t❤❛♥ ❛ ❈P❯✳
❲❤❡♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛✐♠❡❞ ❛t ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣❧❛t❢♦r♠s✱ ♦♥❡ ♠✉st t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦sts ♠❛② ♦✉t✇❡✐❣❤ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ❆ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠
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♠✉st t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s s❝❛r❝❡❧② t♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ♦✈❡r❧❛♣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✇✐t❤
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❣r✐❞s ❛❧s♦ ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣❧❛t❢♦r♠s✳ ❆ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❣r✐❞ ✐s ❛ s❡t
♦❢ ❝❧✉st❡rs ❧✐♥❦❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❜② ❛ ✇✐❞❡ ❛r❡❛ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞
❣r✐❞s ❢r♦♠ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❛r❡✿ ❣r✐❞s ❛r❡ ♠♦r❡ ♣r♦♥❡ t❤❛♥ ❝❧✉st❡rs t♦ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r❡s♦✉r❝❡s ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s❀ ✇❤✐❧❡ ♥♦❞❡s ✐♥
❛ ❝❧✉st❡r ❝♦♠♠♦♥❧② s❤❛r❡ ❛ ♥❡t✇♦r❦❡❞ ✜❧❡ s②st❡♠✱ ❝❧✉st❡rs ✐♥ ❛ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❣r✐❞ ❞♦ ♥♦t ✉s✉❛❧❧②
❤❛✈❡ ❛ s❤❛r❡❞ st♦r❛❣❡✳

❚❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ♠✉❧t✐✲t❤r❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❛r❡ ♥♦t ♠✉t✉❛❧❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡✳
❉✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❙▼P s②st❡♠s✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
✉s❡ ❜♦t❤ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✿ ❛ ♠❛❝r♦ ❧❡✈❡❧✱ ♦r ❝♦❛rs❡ ❣r❛✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✱ t♦ ❞✐str✐❜✉t❡ ❧❛r❣❡
✉♥✐ts ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ❛♥❞ ❛ ♠✐❝r♦ ❧❡✈❡❧✱ ♦r ✜♥❡ ❣r❛✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✱
t♦ ❢✉rt❤❡r s♣❧✐t ❡❛❝❤ ✉♥✐t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✳

❇❡s✐❞❡s t❤❡ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣❧❛t❢♦r♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣❧❛t❢♦r♠s t❤❛t
❛❧❧♦✇ ✜♥❡r ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ s✉❝❤ ❛s ●❡♥❡r❛❧ P✉r♣♦s❡ ●r❛♣❤✐❝❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❯♥✐ts ✭●P●P❯✮ ♦r ❝♦❛rs❡r
♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ s✉❝❤ ❛s ❞❡s❦t♦♣ ❣r✐❞s✳ ❚❤❡s❡ ♣❧❛t❢♦r♠s ❤♦✇❡✈❡r ❛r❡ ♥♦t ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳

✶✳✹✳✸ P❧❛t❢♦r♠s ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ✇♦r❦

●r✐❞✬✺✵✵✵

●r✐❞✬✺✵✵✵ ❬✻✵❪ ✐s ❛ ❋r❡♥❝❤ r❡s❡❛r❝❤ ❣r✐❞ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛s ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st❜❡❞ ❢♦r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳ ❚❤❡ ●r✐❞✬✺✵✵✵ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✷✺ ❝❧✉st❡rs r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛❧♠♦st ✼✱✺✵✵
❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝♦r❡s s❝❛tt❡r❡❞ ♦✈❡r ✶✵ s✐t❡s ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❘❊◆❆❚❊❘ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❛♥❞
r❡s❡❛r❝❤ ♥❡t✇♦r❦ ❬✻✼❪✳ ❇❡✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ●r✐❞✬✺✵✵✵ ✐s ♠♦r❡ ❝✉st♦♠✐③❛❜❧❡ t❤❛♥
❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❧❛t❢♦r♠ ✉s✉❛❧❧② ✐s✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐ts ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞
s♦❢t✇❛r❡ ♠❛❦❡s ✐t ❛ ❧❡ss ❛❞❛♣t❡❞ ♣❧❛t❢♦r♠ ❢♦r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ r♦✉t✐♥❡ ❥♦❜s✳

❈■◆❊❙

❈■◆❊❙ ❬✺✾❪ st❛♥❞s ❢♦r ❈❡♥tr❡ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❞❡ ❧✬❊♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ❙✉♣❡r✐❡✉r✳ ❈■◆❊❙ ♣r♦✲
✈✐❞❡s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❡❛♥s ❢♦r ❋r❡♥❝❤ ✉♥✐✈❡rs✐t✐❡s ❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❤♦✉rs ❛r❡ ❛❧❧♦tt❡❞ t✇✐❝❡
❛ ②❡❛r t♦ s❡❧❡❝t❡❞ ♣r♦❥❡❝ts✳ ❲❡ ✇❡r❡ ❣r❛♥t❡❞ ✷✹✵✱✵✵✵ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❤♦✉rs ❜♦t❤ ✐♥ ✷✵✶✵ ❛♥❞ ✷✵✶✶
♦♥ t❤❡ ❥❛❞❡ ❝❧✉st❡r✳

❏❛❞❡ ❬✻✶❪ ✐s ❛ ❙●■ ❆▲❚■❳ ■❈❊ ❝❧✉st❡r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✷✸✱✵✹✵ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝♦r❡s✱ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥ ✷✱✽✽✵
♥♦❞❡s✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✷ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ◗✉❛❞✲❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ✭❡✐t❤❡r ❊✺✹✼✷ ♦r ❳✺✺✻✵✮ ❛♥❞
❡✐t❤❡r ✸✵ ●❇ ♦r ✸✹ ●❇ ♦❢ ♠❡♠♦r②✳ ◆♦❞❡s ❛r❡ ❞✐s❦❧❡ss✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❧♦❝❛❧ st♦r❛❣❡
❜❡s✐❞❡s t❤❡✐r ♠❡♠♦r②✳ ❋♦r ♣❡rs✐st❡♥t st♦r❛❣❡✱ ❥❛❞❡ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ✺✵✵ ❚❇ ♥❡t✇♦r❦❡❞ ✜❧❡ s②st❡♠✳
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❖♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣❧❛t❢♦r♠s✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜②
t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳ ▼P■ ❬✻✸❪ st❛♥❞s ❢♦r ▼❡ss❛❣❡ P❛ss✐♥❣ ■♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ ✐s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭❆P■✮ t❤❛t ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛
❞❡ ❢❛❝t♦ st❛♥❞❛r❞ ✐♥ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳ ❆ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ▼P■ ✐s ❛ s❡t ♦❢
s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♦r ♠✉❧t✐t❤r❡❛❞❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡✐r r❛♥❦ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ❜② ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣
♠❡ss❛❣❡s✳ ❚❤❡ ▼P■ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✜♥❡s ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡s t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❡ss❛❣❡s



✶✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ P❘❊▲■▼■◆❆❘■❊❙

❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡
♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿

P♦✐♥t t♦ ♣♦✐♥t ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✿ ❛ ♣♦✐♥t t♦ ♣♦✐♥t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦♠♠✉♥✐✲
❝❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t✇♦ ♥♦❞❡s✱ ❛ s❡♥❞❡r ❛♥❞ ❛ r❡❝❡✐✈❡r✳ ❆ ♣♦✐♥t t♦ ♣♦✐♥t ♠❡ss❛❣❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞
❜② t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡ s❡♥❞❡r✱ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛♥❞ ❛ t❛❣ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡✳ ❚❤❡
s❡♥❞❡r ✐♥✐t✐❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜② ❝❛❧❧✐♥❣ ▼P■❴❙❡♥❞ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ✐♥ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✱
♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ t❤❡ s❡♥❞❡r ♠✉st ❝❛❧❧ ▼P■❴❘❡❝✈✳ ❚❤❡s❡ ❝❛❧❧s ❛r❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣✱ t❤❛t ✐s✱ ❜♦t❤
❝❛❧❧s t♦ ▼P■❴❙❡♥❞ ❛♥❞ ▼P■❴❘❡❝✈ r❡t✉r♥ ♦♥❧② ♦♥❝❡ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡✐✈❡❞✳ ❇❧♦❝❦✐♥❣
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡ t❤❡ s✐❞❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♥♦❞❡s✳

P♦✐♥t t♦ ♣♦✐♥t ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✿ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞ ❝❛♥ r❡t✉r♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s❡♥t t♦ ❛❧❧♦✇ ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ❝❛rr② ♦♥ t❤❡✐r
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss❡s✱ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✇✐t❤
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ◆♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ ▼P■❴■s❡♥❞ ♦♥
t❤❡ s❡♥❞❡r s✐❞❡ ❛♥❞ ▼P■❴■r❡❝✈ ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s✐❞❡✳ ❚❤❡ ■ ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥❛♠❡s st❛♥❞s ❢♦r
✐♠♠❡❞✐❛t❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝❛❧❧s s❤♦✉❧❞ r❡t✉r♥ ❛s s♦♦♥ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❝❛❧❧❡r ❜❡❢♦r❡ t❤❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❤❛s ❛❝t✉❛❧❧② ♦❝❝✉rr❡❞✳ ◆♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ❝❛❧❧s r❡t✉r♥ ❛ r❡q✉❡st t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧❛t❡ ♦♥✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s r❡q✉❡st✱ ♣r♦❝❡ss❡s ♠✉st ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❤❛s ♦❝❝✉rr❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❝❛❧❧s t♦ ▼P■❴❲❛✐t ✭❜❧♦❝❦✐♥❣✮ ♦r ▼P■❴❚❡st ✭♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣✮✳

❱❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ ❛ ✜♥❡r ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡s❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❤❛♥✲
❞❧❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇✐t❤ ▼P■❴■❜s❡♥❞✱ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ✐s ❜✉✛❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡♥❞❡r s✐❞❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡
r❡❝❡✐✈❡r ✐s r❡❛❞②❀ ▼P■❴■ss❡♥❞ ✐s ✉♥❜✉✛❡r❡❞ ❜✉t t❤❡ s❡♥❞❡r ♠✉st ♥♦t r❡✉s❡ ♦r ❞❡str♦② t❤❡
s❡♥t ❞❛t❛ ❜❡❢♦r❡ ❡✐t❤❡r ▼P■❴❲❛✐t ❤❛s r❡t✉r♥❡❞ ♦r ▼P■❴❚❡st ✐♥❞✐❝❛t❡s ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
tr❛♥s❢❡r✳

❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐s ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ▼P■ ❧✐❜r❛r②❀ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ✐s ♥♦t ♠✉❧t✐✲t❤r❡❛❞❡❞✱ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
❝❛♥ ♦♥❧② ♣r♦❣r❡ss ✇❤❡♥ t❤❡ ▼P■ ❧✐❜r❛r② ✐s ❛❝❝❡ss❡❞ ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r ❝❛❧❧s t♦ ▼P■❴❚❡st ❛r❡ ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦❣r❡ss ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧②✳ ❇♦t❤ t②♣❡s ♦❢
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠✐①❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛♥ ▼P■❴■s❡♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❜② ❛♥ ▼P■❴❘❡❝✈

♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s✐❞❡✳

❈♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✿ ❈♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ t❛s❦s✱ ♦r ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t♦rs ❛♥❞ ❛r❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❝❛❧❧s ✐s
▼P■❴❇❝❛st t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ s❡♥❞ ❛ ♠❡ss❛❣❡ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s✳ ▼❡ss❛❣❡s s❡♥t
t❤r♦✉❣❤ ▼P■❴❇❈❛st t♦ n ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡♥t ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❛♥ n ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❡ss❛❣❡s
❜② ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ✜rst r❡❝❡✐✈✐♥❣ ♥♦❞❡s r❡✲s❡♥❞ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s✳

▼❡ss❛❣❡s s❡♥t t❤r♦✉❣❤ ▼P■ ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ ❛♥② s✐③❡✳ ▼P■ ✉s✉❛❧❧② ❞❡❛❧s ❞✐✛❡r❡♥t❧② ✇✐t❤ s❤♦rt
❛♥❞ ❧❛r❣❡ ♠❡ss❛❣❡s ✭t❤❡ ❧✐♠✐t ❜❡t✇❡❡♥ s❤♦rt ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❜❡✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞✮✳ ❙❤♦rt
♠❡ss❛❣❡s ❛r❡ s❡♥t ❞✐r❡❝t❧② ❛♥❞ ❜✉✛❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s✐❞❡✳ ❋♦r ❧❛r❣❡r ♠❡ss❛❣❡✱ ❛ r❡♥❞❡③✲✈♦✉s
♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ✉s❡❞✱ ❚❤❡ s❡♥❞❡r ✜rst s❡♥❞s ❛ s❤♦rt ♠❡ss❛❣❡ t♦ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r
✐s r❡❛❞② ❛♥❞ ❤❛s ❡♥♦✉❣❤ ♠❡♠♦r② t♦ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❡ss❛❣❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❡ss❛❣❡ ✐s
s❡♥t✳ ❚❤❡ ▼P■ ❧✐❜r❛r② ♠❛② ❡♥❢♦r❝❡ ❛ ✢♦✇ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛r✐❧② ❧✐♠✐t ♦r ❜❧♦❝❦
♥❡✇ ♠❡ss❛❣❡s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛ ♥♦❞❡ ✐s ♥♦t ♦✈❡r✇❤❡❧♠❡❞ ❜② ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s✳

❚❤❡ ▼P■ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✜♥❡s ❋♦rtr❛♥✱ ❈ ❛♥❞ ❈✰✰ ❜✐♥❞✐♥❣s✳ ❍♦✇❡✈❡r ❈✰✰ ❜✐♥❞✐♥❣s ❛r❡
♠❛r❦❡❞ ❢♦r ❞❡♣r❡❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❬✻✹❪✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡



✶✳✺✳ ▼P■ ✶✼

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▼P■ st❛♥❞❛r❞ s✉❝❤ ❛s ▼P■❈❍✷ ❬✷✶❪ ❛♥❞ ❖♣❡♥▼P■ ❬✶✻❪✳ ❆❞❞✐t✐♦♥✲
❛❧❧②✱ ❤❛r❞✇❛r❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡rs ✉s✉❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡ ▼P■ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s t❛✐❧♦r❡❞ ❢♦r t❤❡✐r ♠❛❝❤✐♥❡s✱
s♦♠❡t✐♠❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦♣❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳



✶✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ P❘❊▲■▼■◆❆❘■❊❙



❈❤❛♣t❡r ✷

P❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ Pr♦❉♦♠

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧② ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡
♠❡t❤♦❞s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ✐t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ▼❑❉❖▼✷✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡
Pr♦❉♦♠ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ❢♦r Pr♦❉♦♠ ❛s ❛ ❞❛t❛ s♦✉r❝❡ ❢♦r ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❜✐♦❧♦❣② ✐s st✐❧❧
str♦♥❣✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡❛❝❤ ②❡❛r✱ t❤❡ Pr♦❉♦♠ ✇❡❜ s❡r✈❡r ❤❛♥❞❧❡s ✻✵✱✵✵✵ ✉♥✐q✉❡ ✈✐s✐t♦rs✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ t❤❛♥
✶✱✺✵✵✱✵✵✵ q✉❡r✐❡s✳ ❚❤❡ s✉r✈✐✈❛❧ ♦❢ Pr♦❉♦♠ ❛s ❛ ✈✐❛❜❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛ss✐✈❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥❡✇ s❡q✉❡♥❝❡s ♣♦✉r✐♥❣ ✐♥ ❡✈❡r② ❞❛②✳ ❚❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t r❡❧❡❛s❡ ♦❢ Pr♦❉♦♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞
Pr♦❉♦♠ ✷✵✵✻✳✶ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇❛s ❜✉✐❧t ❛❣❛✐♥st t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
✐♥ ❯♥✐Pr♦t ✐♥ ✷✵✵✻✳ ■t t♦♦❦ ✶✺ ♠♦♥t❤s ❢♦r▼❑❉❖▼✷ t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧② ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ■♥
t❤❡ ♠❡❛♥t✐♠❡✱ ❯♥✐Pr♦t ❦❡♣t ♦♥ ❣r♦✇✐♥❣ ❛♥❞ ✉♣♦♥ ✐ts r❡❧❡❛s❡ ✐♥ ❧❛t❡ ✷✵✵✽✱ Pr♦❉♦♠ ✷✵✵✻✳✶ ✇❛s
❛❧r❡❛❞② ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧❡ss t❤❛♥ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ▼❑❉❖▼✷ ✐s ♥♦✇ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥
Pr♦❉♦♠ ✉♣✲t♦✲❞❛t❡✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ Pr♦❉♦♠ r❡❧❡❛s❡ t♦❞❛②
✇♦✉❧❞ t❛❦❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵ ②❡❛rs ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❛♥ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ❞✉r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ Pr♦❉♦♠ ♦♥ ✉♣✲t♦✲❞❛t❡ ❛♥❞ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✲
s✐❣♥❡❞ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✱ ❛ ♥❡✇ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❖✉r ❛✐♠ ✐♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷
✇❛s t✇♦❢♦❧❞✿ ✶✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ✇❛♥t t♦ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t✱ ❛♥❞ t❤✉s ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ st❛② ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ▼❑❉❖▼✷❀ ✷✮
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✇❡ ✇❛♥t❡❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢
❤❛r♥❡ss✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ Pr♦❉♦♠ ✐♥ ❛
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡ ❢r❛♠❡✳ ❙❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛♣♣❡❛r❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❡ ▼❑❉❖▼✷ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❧✐❡❞ ✉♣♦♥✳ ▼❑❉❖▼✷ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ s♦♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t
❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
❛r❡ ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧② ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ st❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ▼❑❉❖▼✷✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷
✇❡ ❡①♣❧♦r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧ t❤❡✐r ♣r♦s ❛♥❞ ❝♦♥s✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❛♥❞ ✷✳✹ t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐s✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s r❡✜♥❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss ❜♦t❤
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❧❛st t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ ✇❡ t❡st ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ♦♥ s♠❛❧❧ ❞❛t❛s❡ts t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ✐ts
♣❛r❛❧❧❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻ ✇❡ ❢✉rt❤❡r s❤♦✇ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ✉s✐♥❣
▼P■❴▼❑❉❖▼✷ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ Pr♦❉♦♠ ❢r♦♠ ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ ❯♥✐Pr♦t ❛s
♦❢ ❏✉❧② ✷✵✶✵✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐s ❛ss❡ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳

✶✾
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✷✳✶ ❚❤❡ ▼❑❉❖▼✷ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✷✳✶✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ♦✈❡r✈✐❡✇

▼❑❉❖▼✷ ✐s ❛ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❛t ❞❡✜♥❡s ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ♦♥❡ ❛❢t❡r t❤❡ ♦t❤❡r✱
r❡♠♦✈✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛s ✐t ❣♦❡s✱ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s ❡♠♣t② ❬✶✾❪✳ ❊❛❝❤
✐t❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥t♦ ✺ st❡♣s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ Pr♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ Pr♦❉♦♠ ❤❛✈❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✷✵ r❡s✐❞✉❡s✿ ▼❑❉❖▼✷
❞✐s❝❛r❞s ❛❧❧ s❤♦rt❡r s❡q✉❡♥❝❡s✳

✷✳ ❚❤❡ s❤♦rt❡st s❡q✉❡♥❝❡ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ♦♥❡ ❞♦♠❛✐♥✳
❚❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤❡ str♦♥❣❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

✸✳ Pr♦t❡✐♥s ♦❢t❡♥ ❝♦♥t❛✐♥ r❡♣❡❛t❡❞ s❡❣♠❡♥ts ❬✸✹❪✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❛♥❞❡♠ r❡♣❡❛ts ✭❜❛❝❦ t♦ ❜❛❝❦
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s s❡❣♠❡♥ts✮✳ ▼❑❉❖▼✷ tr✐❡s t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡s❡ ❝❛s❡s ❛♥❞ ✐❢ ❛
r❡♣❡❛t ✐s ❢♦✉♥❞✱ t❤❡ r❡♣❡❛t ♠♦t✐❢ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡q✉❡♥❝❡✳

✹✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ✭♦r r❡♣❡❛t ✉♥✐t✮ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ q✉❡r② t♦ s❡❛r❝❤ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❙❡❣♠❡♥ts
♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❢♦✉♥❞ ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ q✉❡r② ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❞♦♠❛✐♥s✳ ❆ ♥❡✇ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧②
✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ q✉❡r② ❛♥❞ t❤❡ ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s s❡❣♠❡♥ts✳

✺✳ ❆❧❧ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡✇❧② ❞❡✜♥❡❞ ❢❛♠✐❧② ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❉♦♠❛✐♥s
❛r❡ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❘❡♠♦✈✐♥❣ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡①tr❡♠✐t✐❡s ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡
✇✐❧❧ s❤♦rt❡♥ t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡✳ ❘❡♠♦✈✐♥❣ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐❧❧ s♣❧✐t
t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ t✇♦ ♥❡✇ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❇♦t❤ ♦❢
t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝r❡❛t❡ s❤♦rt❡r s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ ♥❡✇ s❤♦rt❡st s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ♣s❡✉❞♦ ❝♦❞❡ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✈❡r ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ q✉❡r② ✜♥❞s ♥♦ r❡s✉❧ts✱ s♦♠❡ r❡s✉❧ts✱ ♦r ✐❢ t❤❡ q✉❡r②
✐s ❛ r❡♣❡❛t✳

✷✳✶✳✷ ❘✉♥t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ▼❑❉❖▼✷

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ r✉♥t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ✕ ♦r ♣r♦✜❧✐♥❣ ✕ ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✐s t♦ ✜♥❞ ❤♦✇ ♠✉❝❤ t✐♠❡ ✐s s♣❡♥t ✐♥
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ t❤✐s ♣r♦❣r❛♠✳ ❚❤✐s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② r❡❝♦r❞✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❛
♣r♦❣r❛♠ ❡♥t❡rs ❛♥❞ ❧❡❛✈❡s ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② s❧♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱
t❤❡ t✐♠❡✲❦❡❡♣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠✳ ❑♥♦✇✐♥❣ ❤♦✇ t✐♠❡ ✐s s♣❡♥t ❛❝r♦ss ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❤❡❧♣s ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❤♦ts♣♦ts✱ t❤❛t
✐s✱ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ t❤❛t ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❛♥❞ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞
♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❡✛♦rts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦❝✉s❡❞✳ ▼❑❉❖▼✷ ❜❡✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ P❡r❧ s❝r✐♣t✱ t❤❡
♣r♦✜❧✐♥❣ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ P❡r❧✬s ❉❡✈❡❧✿✿❉Pr♦❢ ♣r♦✜❧❡r✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❛❜r✐❞❣❡❞
r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦✜❧✐♥❣ ♦❢ ▼❑❉❖▼✷ ♦♥ ✜✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛❜❛s❡ s✐③❡s✳

❲❡ ♣r♦✜❧❡❞▼❑❉❖▼✷ r✉♥♥✐♥❣ ❛❣❛✐♥st ✹ s✉❜s❡ts ♦❢ t❤❡ ❙✇✐ss✲Pr♦t ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
s✐③❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦✜❧✐♥❣ r❡s✉❧ts r❡✈❡❛❧ t❤❛t t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s Ps✐❇❧❛st ❛♥❞ ❯♣❞❛t❡❉❇ r❡♣r❡s❡♥t ♠♦st
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❞❛t❛❜❛s❡ t❡st❡❞✱ Ps✐❇❧❛st ❛♥❞
❯♣❞❛t❡❉❇ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛❧♠♦st ✾✵✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ▼❑❉❖▼✷✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❢♦r ♣❛rs✐♥❣ t❤❡ P❙■✲❇▲❆❙❚ ♦✉t♣✉t✱ ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡❛❝❤ ❢❛♠✐❧② ❞♦❡s ♥♦t
❝♦♥t❛✐♥ ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞ s❡❣♠❡♥ts ♦r ✇r✐t✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ♦✉t♣✉t✱ t❡♥❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② ❧❡ss ♦❢
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ▼❑❉❖▼✷

■♥♣✉t ✿ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s

❖✉t♣✉t✿ ❢❛♠✐❧✐❡s✱ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥
❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s

❉❛t❛✿ q✉❡r②✱ ❛ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡
❉❛t❛✿ ❢❛♠✐❧②✱ ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ s❡❣♠❡♥ts

✇❤✐❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♥♦t ❡♠♣t② ❞♦

✶ ❢♦r❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ s❡q ✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s

❞♦
✐❢ s❡q s❤♦rt❡r t❤❛♥ ✷✵ r❡s✐❞✉❡s
t❤❡♥

r❡♠♦✈❡ s❡q ❢r♦♠ s❡q✉❡♥❝❡s

✷ q✉❡r② ← s❤♦rt❡st s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥
s❡q✉❡♥❝❡s

✸ ✐❢ q✉❡r② ❝♦♥t❛✐♥s ❛ r❡♣❡❛t t❤❡♥
q✉❡r② ← r❡♣❡❛t ♠♦t✐❢

✹ ❢❛♠✐❧② ← ♣s✐❜❧❛st✭q✉❡r②✱ s❡q✉❡♥❝❡s✮
❛❞❞ ❢❛♠✐❧② t♦ ❢❛♠✐❧✐❡s

✺ ❢♦r❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t s❡❣ ✐♥ ❢❛♠✐❧② ❞♦

r❡♠♦✈❡ s❡❣ ❢r♦♠ s❡q✉❡♥❝❡s

❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s❤♦rt s❡q✉❡♥❝❡s

■t❡r❛t✐♦♥ ✐✰✶

❙t❡♣ ✶

❙t❡♣ ✹

▼❛t❝❤ ♦❢ r❡♣❡❛t▼❛t❝❤❡s◆♦ ♠❛t❝❤

P❙■✲❇▲❆❙❚ s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤❡ q✉❡r②✲s❡q✉❡♥❝❡

❉❛t❛❜❛s❡ ✉♣❞❛t❡❙t❡♣s ✺

q✉❡r②✲s❡q✉❡♥❝❡

■♥t❡r♥❛❧ r❡♣❡❛t ❞❡t❡❝t✐♦♥

◗✉❡r②✲s❡q✉❡♥❝❡ s❡❧❡❝t✐♦♥❙t❡♣ ✷

❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s❤♦rt s❡q✉❡♥❝❡s❙t❡♣ ✶

■t❡r❛t✐♦♥ ✐

❙t❡♣ ✸

q✉❡r②✲s❡q✉❡♥❝❡

②❡s♥♦

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢
▼❑❉❖▼✷ ❬✶✾❪✳
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t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ❛s t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❣r♦✇s✳ Ps✐❇❧❛st ❝❛rr✐❡s ♦✉t ❙t❡♣ ✹ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢
▼❑❉❖▼✷✳ ❆s ✐ts ♥❛♠❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s✱ ✐t ✉s❡s P❙■✲❇▲❆❙❚ ❬✷❪ t♦ s❡❛r❝❤ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❢♦r s❡❣♠❡♥ts
t❤❛t ❛r❡ ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ q✉❡r②✳ ❯♣❞❛t❡❉❇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❙t❡♣ ✺ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ■ts ♦❜❥❡❝✲
t✐✈❡s ❛r❡ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ♥❡✇❧② ❝r❡❛t❡❞ ❢❛♠✐❧✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ t♦ s♦rt t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡✐r s✐③❡ ❛♥❞ t♦ r❡❢♦r♠❛t t❤❡ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❢♦r P❙■✲❇▲❆❙❚✳ ❆♥② ❛tt❡♠♣t
t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝t t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ▼❑❉❖▼✷ s❤♦✉❧❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞
♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
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❉❛t❛❜❛s❡ s✐③❡ ✭t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ r❡s✐❞✉❡s✮

P
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ss
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❣
t✐
♠
❡
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✮ ❚♦t❛❧ ❝♦♠♣✉t❡ t✐♠❡

❯♣❞❛t❡❉❇
Ps✐❇❧❛st
❖t❤❡rs

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ▼❑❉❖▼✷ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ s✐③❡✳

✷✳✷ P❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s

❚❤❡ ♣r♦✜❧✐♥❣ ♦❢ ▼❑❉❖▼✷ r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦st t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡
P❙■✲❇▲❆❙❚ s❡❛r❝❤✳ ❲❡ s❡❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿

■♥t❡r♥❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✿ ❲❡ ❝❛❧❧ ✐♥t❡r♥❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ P❙■✲❇▲❆❙❚
✐ts❡❧❢✱ t❤❛t ✐s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛❧❧♦✇ P❙■✲❇▲❆❙❚ t♦ ✉s❡ ✷ ♦r ♠♦r❡ ❝♦r❡s t♦ ♣r♦❝❡ss ❛
q✉❡r②✳

❊①t❡r♥❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✿ ❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ ✇❡
❛❧❧♦✇ s❡✈❡r❛❧ q✉❡r✐❡s t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❡❛❝❤ P❙■✲❇▲❆❙❚ ✐♥st❛♥❝❡ ✉s✐♥❣ ♦♥❡
❝♦r❡✳

❚❤❡s❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♠✉t✉❛❧❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
♠❡r✐ts ❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s✱ ✇❡ ♠❛② ❞❡❝✐❞❡ t♦ ✉s❡ ♦♥❡✱ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ♦r ❜♦t❤ ❝♦♠❜✐♥❡❞✳

✷✳✷✳✶ P❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ P❙■✲❇▲❆❙❚

P❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ P❙■✲❇▲❆❙❚ ♠❡❛♥s ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ ✷ ♦r ♠♦r❡ ❝♦r❡s ❢♦r P❙■✲❇▲❆❙❚ t♦ ♣r♦❝❡ss ❡❛❝❤
q✉❡r②✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ❣r❡❛t ❛❞✈❛♥t❛❣❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t♦
❧❡❛✈❡ ✉♥t♦✉❝❤❡❞ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ◆♦
❝❤❛♥❣❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ q✉❡r✐❡s✱ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❢❛st❡r✳ ❚❤❡
♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦✉❧❞ ❞❡❧✐✈❡r t❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡ ♦✉t♣✉t✳
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❚❤✐s str❛t❡❣② ❝❛♥ q✉✐❝❦❧② ❜❡ t❡st❡❞ s✐♥❝❡ P❙■✲❇▲❆❙❚ ❛❧r❡❛❞② ❤❛s ❛♥ ♦♣t✐♦♥ t❤❛t ❧❡ts t❤❡
✉s❡r s❡t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤r❡❛❞s✳ ❲❡ t❡st❡❞ t❤✐s ♦♣t✐♦♥ ✉s✐♥❣ q✉❡r② s❡ts ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ❞❛t❛❜❛s❡
❢r♦♠ t❤❡ ❘❡❢Pr♦t❉♦♠ ❬✶✽❪ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡t t♦ t❡st t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣
s❡✈❡r❛❧ t❤r❡❛❞s✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s♣❡❡❞✉♣✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ t❤❡ s♣❡❡❞✉♣ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
r❡s♦✉r❝❡s ✉s❡❞✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤r❡❛❞s✳ P❙■✲❇▲❆❙❚ ♠✉❧t✐✲t❤r❡❛❞✐♥❣ ②✐❡❧❞s
s✉❜♦♣t✐♠❛❧ r❡s✉❧ts✱ r❡❛❝❤✐♥❣ ♦♥❧② ❛ ✶✳✻✵ s♣❡❡❞✉♣ ✇✐t❤ ✽ t❤r❡❛❞s ✭✇✐t❤ ✽ ❝♦r❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✮✳ ❖♥❡
♠❛② s❛② t❤❛t t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ❛ s✉❜✲♣❛r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t r❡✢❡❝t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣② ✐ts❡❧❢✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ♠♦r❡ ❝❧♦s❡❧② ❛t ❤♦✇ P❙■✲❇▲❆❙❚ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜❡❧♦✇✱ ✐t
❛♣♣❡❛rs t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡❛❧❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ r❡❛❝❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s♣❡❡❞✉♣ ✇✐t❤ t❤✐s str❛t❡❣②✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❙♣❡❡❞✉♣ ✭t♦♣ ❣r❛♣❤✮ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭❜♦tt♦♠ ❣r❛♣❤✮ ♦❢ P❙■✲❇▲❆❙❚ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤r❡❛❞s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡❞ s❡ts ♦❢ q✉❡r✐❡s ❢r♦♠ t❤❡
❘❡❢Pr♦t❉♦♠ ❞❛t❛s❡t ❬✶✽❪✳ ❚❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ t❡sts ❤❛❞ ✽ ❝♦r❡s ❛♥❞ P❙■✲❇▲❆❙❚ ✇❛s
s❡t✉♣ ✉♣ t♦ st♦♣ ❛❢t❡r ✷ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❆ t②♣✐❝❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ▼❑❉❖▼✷ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✐♥
❛✈❡r❛❣❡ q✉✐t❡ s❤♦rt✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ▼❑❉❖▼✷ ♥❡❡❞❡❞ ✽✽✱✼✽✽ ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ♣r♦❝❡ss ❛ ❞❛t❛❜❛s❡
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✻✾✱✻✷✶ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❧❛st✐♥❣ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✵✳✺✽ s❡❝♦♥❞s✳ ❆ ♣❛r❛❧❧❡❧
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ P❙■✲❇▲❆❙❚ ✇♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❛ ✈❡r② ✜♥❡✲❣r❛✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✳ ❋♦r s✉❝❤ ❛ ♣❛r✲
❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ t♦ ❞❡❧✐✈❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t s♣❡❡❞✲✉♣s✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ r❡❛❧❧② ❧♦✇✳
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■❢ t❤❡ ❧♦❛❞ ✐s ♥♦t ❛❧♠♦st ♣❡r❢❡❝t❧② ❜❛❧❛♥❝❡❞✱ t❤❡ ❧♦ss ✐♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛✲
t✐♦♥ ✇✐❧❧ q✉✐❝❦❧② ♦✉t✇❡✐❣❤ ✐ts ❜❡♥❡✜ts✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ P❙■✲❇▲❆❙❚ ♠❛❦❡s ❛♥②
♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❛tt❡♠♣t ♣r♦♥❡ t♦ ♣♦♦r ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞ ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✱ ❛
P❙■✲❇▲❆❙❚ s❡❛r❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✿ ✐t ✐s ❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ♦❢ ❇▲❆❙❚ s❡❛r❝❤❡s✳ ❚❤❡
✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝ ❇▲❆❙❚ s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤❡ q✉❡r② s❡q✉❡♥❝❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❆❢t❡r t❤✐s
✜rst st❡♣✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝ s❝♦r✐♥❣ ♠❛tr✐① ✭P❙❙▼✮
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❧✐❣♥✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ r❡s✐❞✉❡ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❡r②✳ ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞
✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ P❙❙▼ ✐s ✉s❡❞ ❛s q✉❡r② ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤✐s s❡❝♦♥❞ ✐t❡r✲
❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛❣❛✐♥ t✉r♥❡❞ ✐♥t♦ ❛ P❙❙▼✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ❣♦❡s ♦♥ ✉♥t✐❧ ❡✐t❤❡r t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s
❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ♦r ✉♥t✐❧ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✭✐♥ ▼❑❉❖▼✷✱
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ P❙■✲❇▲❆❙❚ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s s❡t t♦ ✶✵✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❙❙▼ ✐s
❛ str♦♥❣ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ t❤r❡❛❞s✿ t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t st❛rt ✇✐t❤♦✉t
t❤❡ ♥❡✇ P❙❙▼ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤✐s P❙❙▼ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❛❧❧ t❤❡
r❡s✉❧ts ♠✉st ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡ ✐t✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦♥❣❡st t❤r❡❛❞ ✜♥✐s❤❡s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡
❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦♥ ♦♥❡ ❝♦r❡✱ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦r❡s ❛r❡ ❧❡❢t ✐❞❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦t❤✐♥❣ ❝❛♥ st❛rt ✉♥❧❡ss
❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❑❡❡♣✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ✇❛st❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♠✐♥✐✲
♠✉♠ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛ ❣♦♦❞ ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ t❤r❡❛❞s s♦ t❤❛t t❤❡② ❛❧❧ t❡r♠✐♥❛t❡
❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ t❤r❡❛❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❤♦✇
♠❛♥② ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ✐t ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ❬✶✼❪✳ ◆♦ ♠❛tt❡r
❤♦✇ ✇❡❧❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s✱ s✉❝❤ ❛ t✐❣❤t❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡
♦♥ ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ✐s ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ❞❡❧✐✈❡r ✉s❡❢✉❧ s♣❡❡❞✲✉♣s✳ ❲✐t❤ ❛ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥
②✐❡❧❞✐♥❣ s✉❝❤ ♣♦♦r r❡s✉❧ts✱ ❝❤❛♥❝❡s ❛r❡ t❤❛t ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ♣❡r❢♦r♠ ❡✈❡♥ ✇♦rs❡
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇▲❆❙❚ t♦♦❧ s✉✐t❡✱ ♠♣✐❇▲❆❙❚ ❬✽❪✱ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ P❙■✲❇▲❆❙❚ ❢♦r
s✐♠✐❧❛r r❡❛s♦♥s ❬✻✺❪✳

✷✳✷✳✷ ❘✉♥♥✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ str❛t❡❣②✱ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ P❙■✲❇▲❆❙❚✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♥❣
t❤❡ ❧♦❛❞ ♦❢ ♦♥❡ q✉❡r② ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ❝♦r❡s✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇ s❡✈❡r❛❧ q✉❡r✐❡s t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳
❚❤✐s ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❣✐✈❡s ✉s ♠♦r❡ r♦♦♠ t♦ ♠❛♥❡✉✈❡r s✐♥❝❡ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
✇❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r✉♥♥✐♥❣ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛r❡ ❧❛r❣❡r ❛♥❞ ❧❡ss ❝♦✉♣❧❡❞✳ ■❢ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇❡r❡
t♦t❛❧❧② ❞❡❝♦✉♣❧❡❞✱ ▼❑❉❖▼✷ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ❡♠❜❛rr❛ss✐♥❣❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❜❧❡♠✿ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦
r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ ❤♦✇ ♠❛♥② ✐t❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r✉♥ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧② ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡
✇♦✉❧❞ ❜❡ ❤♦✇ t♦ s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❡s❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ❜❡st ❛❜s♦r❜ t❤❡✐r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞
t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss✳

▼❑❉❖▼✷ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦♥❡ ❛❢t❡r t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥ ❛ ❣r❡❡❞②
✇❛②✿ ❞❡♣❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧♦❣✐❝ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛② ❤❛✈❡ r❡♣❡r❝✉ss✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✳
❚❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥▼❑❉❖▼✷ ❤❛s t✇♦ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿ ✜rst❧② ✐t ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❡❛❝❤
❢❛♠✐❧② ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ♠♦♥♦✲❞♦♠❛✐♥ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧②✱ ❜② ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡
❞❛t❛❜❛s❡ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ ♥❡✇ ❢❛♠✐❧② ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞✱ ✐t ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❢❛♠✐❧✐❡s ❝❛♥♥♦t ♦✈❡r❧❛♣✳ ■❢
s❡✈❡r❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ t♦ ❜❡ r✉♥ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ♦✉r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ str❛t❡❣② ♠✉st ♥♦t ♦♥❧② ❛❞❞r❡ss ❧♦❛❞
❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✐t ♠✉st ❛❧s♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t✱ ❢r♦♠ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ s♦♠❡
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ♠❛② ❜❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ♦t❤❡rs✳ ❨❡t ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥s r❛✐s❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤✐s
str❛t❡❣② ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ✇♦rt❤ tr②✐♥❣ ❛s t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ♣r♦✈❡♥ ✉♥✜t ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡
s❝❛❧❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❛♥❞ ♦✉t❧✐♥❡
✇❛②s t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡♠✳
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✷✳✸ ❋r♦♠ ❛ str❛t❡❣② t♦ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❖❢ t❤❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ♦♥❧② ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ q✉❡r✐❡s
❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ♦✛❡rs t❤❡ ♣r♦s♣❡❝t ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✇❛❧❧✲❝❧♦❝❦ t✐♠❡ ♦❢ ▼❑❉❖▼✷✳
■♥ ✐ts s✐♠♣❧❡st ❢♦r♠✱ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ❞❛t❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▼❑❉❖▼✷ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❛ ♠❛st❡r✲✇♦r❦❡r s❝❤❡♠❡✿ ❖♥❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛st❡r✱ ✐s ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ q✉❡r✐❡s
t♦ t❤❡ ✇♦r❦❡r ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t r✉♥ P❙■✲❇▲❆❙❚ s❡❛r❝❤❡s ❛♥❞ s❡♥❞ r❡s✉❧ts ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♠❛st❡r
♣r♦❝❡ss✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ♠❛st❡r ♥♦❞❡ ✐♥ ❛ ♥❛✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
s❝❤❡♠❡✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱▼❑❉❖▼✷ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛♥ ❡♠❜❛rr❛ss✐♥❣❧②
♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ P❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s
t❤❛t ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦r r❡s✉❧t q✉❛❧✐t②✿

❖r❞❡r ♦❢ t❤❡ q✉❡r✐❡s✿ ❇② ❛❧✇❛②s s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ s❤♦rt❡st s❡q✉❡♥❝❡ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱▼❑❉❖▼✷
✇❛s ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ❢❛♠✐❧✐❡s ✇❡r❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ♦♥❡
❞♦♠❛✐♥✳ ❇② s❡❧❡❝t✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ q✉❡r✐❡s ❛t ♦♥❝❡✱ ✇❡ ♠❛② ❛❧t❡r t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
♠❛♥♥❡r✳

▲♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣✿ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ♠❛② ❛r✐s❡ ❡✈❡♥ ✐♥ ❛♥ ❡♠❜❛rr❛ss✐♥❣❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜✉t ✐♥
▼❑❉❖▼✷ ✐t ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② str✐♥❣❡♥t✳ ❘✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t P❙■✲❇▲❆❙❚ ✐♥st❛♥❝❡s
♠❛② ✈❛r② ❜② s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳

❖✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❢❛♠✐❧✐❡s✿ ❇② ❝r❡❛t✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❢❛♠✐❧✐❡s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡♥❝♦✉♥t❡r s✐t✉❛t✐♦♥s
t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧✐t② ♦❢ ▼❑❉❖▼✷ ♣r♦❤✐❜✐t❡❞✿ ❚✇♦ ❢❛♠✐❧✐❡s ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠❛②
❝❧❛✐♠ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛t ✇❤✐❝❤ ♣♦✐♥t ✇❡ ♠✉st ❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡
t✇♦ ❢❛♠✐❧✐❡s ❤❛s t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♦✈❡r t❤❡ ♦t❤❡r✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♣♦s❡❞ ❜② t❤✐s ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❛♥❞ ❤❛✈❡ s❤❛♣❡❞
t❤❡ ✇❛② ✇❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ♦✉r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✉♣❞❛t❡s ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❡❝♦♥❞
♠♦st t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛✈❡ ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❛t t❤✐s st❛❣❡ ♦❢ ♦✉r
❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡② ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✿ ▼❛st❡r ✐♥ ❛ ♥❛✐✈❡ ♠❛st❡r✲✇♦r❦❡r ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❑❉❖▼✷ ♦✈❡r n ♣r♦✲
❝❡ss❡s✳
✇❤✐❧❡ ❉❛t❛❜❛s❡ ✐s ♥♦t ❡♠♣t② ❞♦

❙❡❧❡❝t n− 1 s❡q✉❡♥❝❡s
❙❡♥❞ ✶ s❡q✉❡♥❝❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ n− 1 ✇♦r❦❡rs
●❛t❤❡r t❤❡ r❡s✉❧ts
❘❡s♦❧✈❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✢✐❝ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ r❡s✉❧ts
❯♣❞❛t❡ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡

✷✳✸✳✶ ❖r❞❡r ♦❢ t❤❡ q✉❡r✐❡s

❲❤✐❧❡ r✉♥♥✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ q✉❡r✐❡s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ st✐❧❧ ✇❛♥t ♦✉r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ st❛② ❛s
❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♦♥❡✿ s❡q✉❡♥❝❡s r✉♥♥✐♥❣ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♠✉st ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛♠♦♥❣
t❤❡ s❤♦rt❡st s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ s❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡s❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡
♠♦♥♦✲❞♦♠❛✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ▼❑❉❖▼✷ ❛❧r❡❛❞② ♠❛❦❡s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②
❞❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜❡st ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦ ❜❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ t✐❡✳ ■❢ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛t ❛
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❣✐✈❡♥ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❤♦rt❡st s❡❣♠❡♥t ✐s ✺✵ r❡s✐❞✉❡ ❧♦♥❣✱ ▼❑❉❖▼✷ st✐❧❧ ❤❛s t♦ ❝❤♦♦s❡ ✇❤✐❝❤ ♦❢
t❤❡ ✺✵ r❡s✐❞✉❡✲❧♦♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ♥❡①t ❢❛♠✐❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡✈❡♥ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣
♠❛♥② s❡q✉❡♥❝❡s ❛t ♦♥❝❡✱ t❤✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ str❛t❡❣② ✇♦✉❧❞ ♥♦t str❛② ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s✳

❯♥❞❡r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▼❑❉❖▼✷ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❛ q✉❡r② S1 ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡
❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ s❤♦rt❡st s❡q✉❡♥❝❡ S2✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣✐❝s ♦❢ ▼❑❉❖▼✷✱ S2 ✐s ♥♦✇ t❤❡
♠♦st ❧✐❦❡❧② s❡q✉❡♥❝❡ t♦ ❜❡ ♠♦♥♦✲❞♦♠❛✐♥✱ ✐t s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ t❤❡ ♥❡①t q✉❡r②✳ ■♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧
❡①❡❝✉t✐♦♥✱ t❤❡ q✉❡r② S1 ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛♠♦♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r q✉❡r✐❡s t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ S2 ❛♥❞
t❤❛t✱ ✐♥ ❡✛❡❝t✱ ❛r❡ ♦✈❡rt❛❦✐♥❣ S2 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧♦❣✐❝s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ st❛② tr✉❡ t♦ t❤❡
s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✉❧❞ ❝❛♥❝❡❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❝✉rr❡♥t❧② r✉♥♥✐♥❣ ✐t❡r❛t✐♦♥s
❛♥❞ st❛rt ♦✈❡r ❢r♦♠ S2✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s t❡st❡❞ ✐♥ ❛ ✜rst ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❛tt❡♠♣t ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t
✐♥ ✷✵✵✹ ❜② ❇❧❛♥q✉❛rt ❬✺❪ ❜✉t ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤✐s ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❝♦✉❧❞ ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❛
♠❛①✐♠✉♠ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ ✶✳✼✶✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢❛st❡r t❤❛♥▼❑❉❖▼✷
✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤✐s ❛ ♣r✐♦r✐ ❢♦r❜✐❞s t❤❛t ❛ s❤♦rt s❡q✉❡♥❝❡✱ ♣r♦❞✉❝❡❞
❜② t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜rst n q✉❡r②✲s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡s❡ n q✉❡r②✲s❡q✉❡♥❝❡s
❛r❡ ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r r❡s✉❧ts r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥
✇✐❧❧ ♥♦t ♣r♦❝❡ss q✉❡r②✲s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▼❑❉❖▼✷ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s
✇✐❧❧ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳

✷✳✸✳✷ ▲♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣

❲❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ P❙■✲❇▲❆❙❚ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s t❤❛t t❤❡ t✐❣❤t ❝♦✉♣❧✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❛❞s ❛♥❞ t❤❡ ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ❡❛❝❤ t❤r❡❛❞ ♠❛❞❡ ✐t ✐♠♣♦s✲
s✐❜❧❡ t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ❧♦❛❞ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❇▲❆❙❚ s❡❛r❝❤❡s ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t
✇♦r❦❡rs✳ P❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ P❙■✲❇▲❆❙❚✱ ✇❡ ♥♦✇ ♥❡❡❞ t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ❧♦❛❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✐♥✲
st❛♥❝❡s ♦❢ P❙■✲❇▲❆❙❚✳ ❚❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ P❙■✲❇▲❆❙❚ ✐s ❛t ❧❡❛st ❛s ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ❛s t❤❡
r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ✐ts ✐♥t❡r♥❛❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ s❤♦rt❡st ❛♥❞ t❤❡ ❧♦♥❣❡st r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ P❙■✲❇▲❆❙❚
✐♥st❛♥❝❡s ✇❤✐❧❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ✺✺✻✱✾✻✹ s❡q✉❡♥❝❡s✿ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ q✉❡r② ✇❛s
✸✳✷✶ s✱ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✷✳✺✾ s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✷✻✻ s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ✜rst str❛t❡❣②✱ ♦✉r
✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ Pr♦✈✐❞❡❞ ✇❡ ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ ❝♦♥✢✐❝ts ❜❡t✇❡❡♥
r❡s✉❧ts ❛❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✇❛✐t ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② r✉♥♥✐♥❣
P❙■✲❇▲❆❙❚ s❡❛r❝❤❡s t♦ st❛rt ❛ ♥❡✇ ♦♥❡✳ ❖✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❜s♦r❜ t❤❡ ✐rr❡❣✉❧❛r✐t✐❡s
✐♥ P❙■✲❇▲❆❙❚ r✉♥ t✐♠❡s ❜② ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦❡rs✱ t❤❡ ♠❛st❡r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡♠ ✇✐t❤ ❛
♥❡✇ q✉❡r② ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡② ✜♥✐s❤ ♦♥❡✳

■♥ t❤✐s ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ ✜rst ✇♦r❦❡rs t♦ ✜♥✐s❤ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ✇❛✐t ❢♦r t❤❡ ♠♦r❡
❧♦❛❞❡❞ ✇♦r❦❡rs t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡✐r q✉❡r✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡② st✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ✇❛✐t ❢♦r t❤❡ ♠❛st❡r t♦
s❡❧❡❝t ♥❡✇ q✉❡r✐❡s ❜❡❢♦r❡ r❡s✉♠✐♥❣ ✇♦r❦✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ t✐♠❡ ✇♦r❦❡rs ♥❡❡❞ t♦ ✇❛✐t ❢♦r
t❤❡ ♠❛st❡r✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t❤❡ ♠❛st❡r t♦ st❛rt s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♥❡①t q✉❡r✐❡s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✇♦r❦❡rs ❤❛✈❡
✜♥✐s❤❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡✐r ❛❧❧♦tt❡❞ t❛s❦✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ✇♦r❦❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛ s❤♦rt q✉❡r② t❤❛t ❞♦❡s
♥♦t ✜♥❞ ❛♥② ♠❛t❝❤ ✇✐❧❧ r❡t✉r♥ ✐ts r❡s✉❧t ❛❧♠♦st ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✱ ♥♦t ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♠❛st❡r ❡♥♦✉❣❤ t✐♠❡
t♦ s❡❧❡❝t ♥❡✇ q✉❡r✐❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ t❤❡ ♠❛st❡r ♥❡❡❞s t♦ s❡♥❞ ❜❛t❝❤❡s ♦❢
s❡✈❡r❛❧ q✉❡r✐❡s t♦ ❡❛❝❤ ✇♦r❦❡r✳ ❲❤❡♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦❡r ✐s ❛❧r❡❛❞② ❤❛❧❢✇❛② t❤r♦✉❣❤ ✐ts ❛❧❧♦tt❡❞
❜❛t❝❤✱ t❤❡ ♠❛st❡r st❛rts s❡❧❡❝t✐♥❣ ♥❡✇ q✉❡r✐❡s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✇♦r❦❡rs✳ ❚❤❡ q✉❡r② s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜② t❤❡
♠❛st❡r ♥♦✇ ❤❛♣♣❡♥s ❜❡❢♦r❡ ✐t r❡❝❡✐✈❡s ❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❦❡rs✿ ✐t ❛♥t✐❝✐♣❛t❡s t❤❛t ❛❧❧
✇♦r❦❡rs ✇✐❧❧ ✜♥✐s❤ ✐♥ ❛ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡ ❛♥❞ ✇✐❧❧ s♦♦♥ ♥❡❡❞ ♥❡✇ q✉❡r✐❡s✳ ■t ♠✐❣❤t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❤♦✇❡✈❡r
t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦❡rs ✇✐❧❧ s♣❡♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts q✉❡r✐❡s✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞
q✉❡✉✐♥❣ q✉❡r✐❡s ♦♥ ❛♥ ❛❧r❡❛❞② ♦✈❡r❧♦❛❞❡❞ ✇♦r❦❡r✱ t❤❡ ♠❛st❡r ✇✐❧❧ ♥♦t s❡♥❞ ♥❡✇ q✉❡r✐❡s t♦ ❛ ♥♦❞❡
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Pr♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ✭s✮

❋
r❡
q
✉
❡♥
❝②

✵ ✺✵ ✶✵✵ ✶✺✵ ✷✵✵ ✷✺✵

✶
✶✵

✶✵
✵✵

✶❡
✰
✵✺

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s ♦❢ q✉❡r✐❡s ❢♦r t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❛ ✺✺✻✱✾✻✹ s❡q✉❡♥❝❡
❞❛t❛❜❛s❡✳

✇❤✐❝❤ st✐❧❧ ❤❛s ❛ ❢✉❧❧ ❜❛t❝❤ ♦❢ q✉❡r✐❡s ❧❡❢t t♦ ♣r♦❝❡ss✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✭t♦♣ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✮ ❛♥❞ ❛♥ ❛s②♥✲

❝❤r♦♥♦✉s ✭❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✮ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥
✐s ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ✐♥ ❜♦t❤ s❝❤❡♠❡s✱ ❜✉t ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦♥✇❛r❞s✱ t❤❡ ✐♥❛❝t✐✈✐t② ♣❡r✐♦❞
❢♦r t❤❡ ✇♦r❦❡rs ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ✇❛❧❧✲❝❧♦❝❦ t✐♠❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡
✇♦r❦❡rs ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇♦r❦❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♠❛st❡r✳

❲♦r❦❡r ✹

❲♦r❦❡r ✶

❲♦r❦❡r ✸

❲♦r❦❡r ✷

▼❛st❡r

❚✐♠❡

❲♦r❦❡r ✹

❲♦r❦❡r ✶

❲♦r❦❡r ✸

❲♦r❦❡r ✷

▼❛st❡r

❚✐♠❡

◗✉❡r② s❡❧❡❝t✐♦♥

■t❡r❛t✐♦♥ ✶

■t❡r❛t✐♦♥ ✷

■♥❛❝t✐✈✐t②

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✭❜♦tt♦♠✮
❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❚❤❡ t❛r❣❡t ❞❛t❛❜❛s❡ ♠✉st ❜❡ r❡❣✉❧❛r❧② ✉♣❞❛t❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ❞♦♠❛✐♥s✳ ■❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦❡rs ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✱
❛t ❛♥② t✐♠❡ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ❛ ✇♦r❦❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛ q✉❡r② ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤❡ ♠❛st❡r ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t t♦ st♦♣ ❛❧❧ t❤❡ ✇♦r❦❡rs ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞
r❡✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇♦r❦❡rs✳ ❆s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✇♦r❦❡rs ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡
✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✇♦r❦❡rs t♦ ✇♦r❦ ♦♥ ✉♣✲t♦✲❞❛t❡
❞❛t❛❜❛s❡s ✇✐t❤♦✉t st♦♣♣✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✇♦r❦❡rs✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❡❛❝❤ ✇♦r❦❡r ✐ts ♦✇♥ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡
❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ ✇♦r❦❡r ✇✐❧❧ r❡❝❡✐✈❡✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ q✉❡r②✱ ❛ ❧✐st ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ s✐♥❝❡ ✐ts ❧❛st ✉♣❞❛t❡✳ ❚❤❡ ✇♦r❦❡r ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ❢r♦♠ ✐ts ♦✇♥
❞❛t❛❜❛s❡ ♣r✐♦r t♦ st❛rt✐♥❣ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ q✉❡r②✳ ❉✉♣❧✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
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t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✉♣❞❛t❡s✱ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ♠❛② s❡❡♠ ❧✐❦❡ ❛♥ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
❛♥❞ ❛ ✇❛st❡ ♦❢ st♦r❛❣❡ s♣❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ s❤❛r❡❞ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛❧❧ t❤❡ ✇♦r❦❡rs ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡
t♦ st♦♣ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❝♦✉❧❞ st❛rt ❛♥❞ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ✇❛✐t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❛st❡r ♣❡r❢♦r♠s t❤❡
✉♣❞❛t❡✳ ❚❤❡ ✇♦r❦❡rs ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❝❡ss q✉❡r✐❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❜✉t ❛❧s♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②
♣r✐♦r t♦ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❛s ✇❡❧❧✱ ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ♦t❤❡r ✇♦r❦❡rs t♦ ✜♥✐s❤✳ ❲✐t❤ ♦♥❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ♣❡r ✇♦r❦❡r✱
❡❛❝❤ ✇♦r❦❡r st✐❧❧ ❝❛♥♥♦t r✉♥ q✉❡r✐❡s ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ✉♣❞❛t✐♥❣ ✐ts ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❜✉t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t♦
✇❛✐t ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✇♦r❦❡rs t♦ st♦♣ ❜❡❢♦r❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✐ts ✉♣❞❛t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ r❡♣❧✐❝❛t✐♥❣ t❤❡
❞❛t❛❜❛s❡ r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ✇♦r❦ ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❦❡rs✱ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ✇❛❧❧ ❝❧♦❝❦ t✐♠❡ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡
s❧♦✇❡r t❤❛♥ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❞❛t❛❜❛s❡✳

❲❤✐❧❡ ✇❡ tr② t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ✇♦r❦❡rs ❛s ❜✉s② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ q✉❡r✐❡s✱ ✇❡ ✇❛♥t ❡①❛❝t❧② t❤❡
♦♣♣♦s✐t❡ ❢♦r t❤❡ ♠❛st❡r✳ ❚❤❡ ♠❛st❡r ♥♦❞❡ ♣❧❛②s ❛ ♣✐✈♦t❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ❛ ♠❛st❡r ✇♦r❦❡r s❝❤❡♠❡✳ ■❢ t❤❡
♠❛st❡r ✐s ♦✈❡r❧♦❛❞❡❞✱ ✐t ❝❛♥ q✉✐❝❦❧② ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❧❡ss
✇♦r❦ t❤❡ ♠❛st❡r ❤❛s t♦ ❞♦✱ t❤❡ ♠♦r❡ ✇♦r❦❡rs ✐t ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡✳ ❇② ❞❡❧❡❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✉♣❞❛t❡s
t♦ t❤❡ ✇♦r❦❡rs ✇❡ ❛❧s♦ ✉♥❧♦❛❞ t❤❡ ♠❛st❡r ♥♦❞❡ ❢r♦♠ ❛ ❝♦st❧② t❛s❦✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❜② ❣✐✈✐♥❣ ❡❛❝❤ ✇♦r❦❡r
❛ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✇❡ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❧❛st r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❛st❡r t♦ ❛❝t✉❛❧❧② ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♣② ♦❢
t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚♦ ❦❡❡♣ tr❛❝❦ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ s❡❣♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡
✉♣❞❛t❡s✱ t❤❡ ♠❛st❡r ♥♦❞❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞s ♠❡t❛❞❛t❛ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡s❡ s❡❣♠❡♥ts✿ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r
❛♥❞ st❛rt✴❡♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ✭♦r st❛rt ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤✮ s✉✣❝❡ t♦ ✉♥✐q✉❡❧② ✐❞❡♥t✐❢② ❛ s❡❣♠❡♥t✳

❆♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡s ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♥♦❞❡s✳ ❯s✐♥❣ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❛♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s ♣r♦♥❡
t♦ tr✐❣❣❡r ❞❡❛❞❧♦❝❦s✳ ❲❤❡♥ t✇♦ ♥♦❞❡s ✇❛♥t t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱
❜♦t❤ s✐❞❡s ♠✉st ❜❡ r❡❛❞② ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♦❝❝✉r✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡ ♠❛st❡r ♥♦❞❡
❤❛s t♦ s❡♥❞ ♥❡✇ q✉❡r✐❡s ♦r ❛♥ ✉♣❞❛t❡ ♠❡ss❛❣❡ t♦ ❛ ✇♦r❦❡r wi✱ ✐t ❤❛s t♦ ✇❛✐t ❢♦r t❤❡ ✇♦r❦❡r t♦ ❜❡
r❡❛❞② t♦ r❡❝❡✐✈❡✳ ■❢ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥t✐♠❡ wi tr✐❡s t♦ s❡♥❞ ❛ q✉❡r② r❡s✉❧t ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♠❛st❡r✱ ❜♦t❤ ♥♦❞❡s
❣❡t st✉❝❦ ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧② ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ♥♦❞❡ t♦ ✜♥✐s❤ ✐ts ❝✉rr❡♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ s②♥❝❤r♦♥♦✉s
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡①❝❤❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡ ♠✉st ❜❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② s❝❤❡❞✉❧❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞
t❤❡s❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❊✈❡♥ ✐♥ ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❢r❡❡ s❝❤❡♠❡✱ ✉s✐♥❣ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s st✐❧❧ ❤❛s
s♦♠❡ ✉♥✇❛♥t❡❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳ ■❢ wi ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛ q✉❡r② ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛st❡r ♥♦❞❡ st❛rts
s❡♥❞✐♥❣ ✐t ❛ ♠❡ss❛❣❡✱ t❤❡ ♠❛st❡r ♥♦❞❡ ✇✐❧❧ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❜❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦♥
wi✳ ■❢ ♦t❤❡r ✇♦r❦❡rs ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥t✐♠❡ ♥❡❡❞ t♦ s❡♥❞ t❤❡✐r r❡s✉❧ts ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♠❛st❡r✱ t❤❡② ✐♥ t✉r♥
❣❡t ❜❧♦❝❦❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ❜② r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢
t❤❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡s✳

✷✳✸✳✸ ❉❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❢❛♠✐❧✐❡s

❇② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❢❛♠✐❧✐❡s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ✇❡ ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ r✉♥ ✐♥t♦ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t✇♦ ❢❛♠✐❧✐❡s
❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❧❛✐♠ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ♠❛② ♦❝❝✉r ❢♦r t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t r❡❛s♦♥s✿

• ❚❤❡ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ q✉❡r✐❡s ♠❛② ❜♦t❤ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧②✳ ■♥ t❤❛t
❝❛s❡✱ ❜♦t❤ q✉❡r✐❡s ✇✐❧❧ ❣❛t❤❡r ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♦r ❤✐❣❤❧② s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t s❡ts ❛♥❞ ❡❛❝❤ q✉❡r② ✇✐❧❧
❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t s❡t ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ♠❛② ♦❝❝✉r ❢❛✐r❧② r❡❣✉❧❛r❧②✳ ■♥❞❡❡❞✱
❡❛❝❤ t✐♠❡ ✇❡ s❡❧❡❝t ♥❡✇ q✉❡r✐❡s✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ s❤♦rt❡st t❤❛t ❤❛✈❡ ❡①❛❝t❧②
♦r ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❧❡♥❣t❤✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s ❞♦♠❛✐♥ ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ s✐♠✐❧❛r ✐♥
❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❡❧✐❣✐❜❧❡ ❛s q✉❡r✐❡s ❛t ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳

• ❖✈❡r❧❛♣s ❜❡t✇❡❡♥ r❡s✉❧t s❡ts ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❢♦rt✉✐t♦✉s❀ t✇♦ q✉❡r✐❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ♠❛② st✐❧❧ ♦✈❡r❧❛♣ ♦✈❡r ❛ ❢❡✇ r❡s✐❞✉❡s ✐❢ ❛ ♠❡♠❜❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❢❛♠✐❧②
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✐s ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❛ ♠❡♠❜❡r ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢❛♠✐❧② ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡✳ ■♥❞❡❡❞
❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ♥♦t s❤❛r♣❧② ❞❡✜♥❡❞✳ ■♥ ▼❑❉❖▼✷✱ ❛♥ ✐♥❢❡rr❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ❡♥❞s
✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❡♥❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♠✐❣❤t ❡①t❡♥❞ ❛❝r♦ss t❤❡ tr✉❡ ❞♦♠❛✐♥
❜♦✉♥❞❛r② ❞✉❡ t♦ ✐♥❝✐❞❡♥t❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t②✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥✳
❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♥❛t✉r❡✱ t❤❡
▼❑❉❖▼✷ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② t❛❦✐♥❣ ❝❛r❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❡❝✉❧✐❛r✐t✐❡s ✭②❡t ✐♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②
✇❛②✮✳ ■♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳

◗✉❡r② ✶

◗✉❡r② ✷

❖✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ r❡s✉❧ts

■t❡r❛t✐♦♥ ✶

◗✉❡r② ✶

◗✉❡r② ✷

· · · ❉❛t❛❜❛s❡ ✉♣❞❛t❡ · · ·

■t❡r❛t✐♦♥ ✶

■t❡r❛t✐♦♥ ✷

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥✢✐❝t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ r❡s✉❧ts✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ✭r✐❣❤t✲❤❛♥❞
s✐❞❡✮✱ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✉♣❞❛t❡ ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✈❡r❧❛♣ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥✢✐❝t ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧
✈❡rs✐♦♥ ✭❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐③❡✮✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❡s❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✇❡ st✐❧❧ ❡①♣❡❝t ♦✉r ❡♥❞ r❡s✉❧ts t♦ ❜❡ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥
s♣❛❝❡ ✐♥t♦ ♥♦♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❊✈❡♥ ✐♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ q✉❡r✐❡s ❛r❡ st✐❧❧ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❛
s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❢❛s❤✐♦♥ ❜② t❤❡ ♠❛st❡r✱ q✉❡r✐❡s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ t❤✐s ♦r❞❡r✐♥❣ t♦ s♦❧✈❡
t❤❡ ❝♦♥✢✐❝ts✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r✐♦r✐t✐③❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ t❤❡ q✉❡r✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ♦✉t❧✐♥❡❞
♣r❡✈✐♦✉s❧② t❤❛t q✉❡r✐❡s ♠❛② ❤❛✈❡ ✇✐❞❡❧② ✈❛r②✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛st❡r
♠❛② r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ q✉❡r② S2 ❜❡❢♦r❡ t❤❛t ♦❢ q✉❡r② S1 ❡✈❡♥ ✐❢ S2 ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ❛❢t❡r S1✳ ■♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥✢✐❝t✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ r❡s✐❞✉❡s t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢
t❤❡ ♦❧❞❡st q✉❡r②✱ t❤❛t ✐s✱ t♦ t❤❡ q✉❡r② t❤❛t ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ❡❛r❧✐❡r ❜② t❤❡ ♠❛st❡r✳ ❚❤❡ ♠❛st❡r ♠✉st
t❤❡r❡❢♦r❡ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ ✇❛✐t✐♥❣ ❧✐st ♦❢ r❡s✉❧ts t♦ q✉❡✉❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss t❤❡♠ ✐♥ ❛♥ ♦r❞❡r❧②
❢❛s❤✐♦♥✱ ♥♦ r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✉♥❧❡ss ❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s q✉❡r✐❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡❞✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣ ❞✉❡ t♦ ❤♦♠♦❧♦❣②✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐s ❧♦st ❢♦r ❣♦♦❞ s✐♥❝❡ ❜♦t❤ r❡s✉❧ts
r❡✢❡❝t t❤❡ s❛♠❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❤♦♠♦❧♦❣② r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts✳ ■♥ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
♦♥❧② t❤❡ ✜st s❡❧❡❝t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ s♦ ✐t s❡❡♠s ❧♦❣✐❝❛❧ t♦ ❞✐s❝❛r❞ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳ ■❢ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣ ❞✉❡ t♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥s✱ ♦♥❡ ♠❛② t❤✐♥❦ t❤❛t ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ r❡❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢❛♠✐❧②✱ s❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❢❡✇ ❝♦♠♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✐❞✉❡s ♦✛ t❤❡
♠♦st r❡❝❡♥t q✉❡r② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❢❛✐r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s
♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ■❢ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧✱ ❛ ❢❡✇ r❡s✐❞✉❡s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ s❡❣♠❡♥t ♠❛②
♠❛❦❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ✐ts ♠❛t❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❡r② ❢❛❧❧ ❜❡❧♦✇ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
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t❤❡ ♠❛t❝❤ t♦ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t✳ ❯s✐♥❣ P❙■✲❇▲❆❙❚ ♠❛❦❡s t❤❡ ♠❛tt❡r ❡✈❡♥ ✇♦rs❡✿ ✐❢ t❤✐s s❡❣♠❡♥t ✇❛s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❙❙▼✱ ✐t ♠❛② ❤❛✈❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ♦t❤❡r ♠❛t❝❤❡s t❤❛t ✇♦✉❧❞
♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✇❡r❡ t❤♦s❡ r❡s✐❞✉❡s ❛❜s❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❛♥
✐♥❝✐❞❡♥t❛❧ ♠❛t❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❡s✉❧t ❛s t❛✐♥t❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝❛r❞ ✐t ❝♦♠♣❧❡t❡❧②✳ ❚❤❡
s❛♠❡ q✉❡r② ♠❛② ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛❣❛✐♥ ♦♥❝❡ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉♣❞❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣
r❡s✐❞✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♠♦✈❡❞✳

❊❛❝❤ t✐♠❡ ✇❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r ❛ ❝♦♥✢✐❝t✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❝❛✉s❡✱ ✇❡ ♠✉st t❤r♦✇ ❛✇❛② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡ t✐♠❡ s♣❡♥t ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❛t r❡s✉❧ts ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❛st❡❞✳ ■❢ ✐t ✐s ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t❛❧
♦✈❡r❧❛♣✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❡✈❡♥ ✇♦rs❡ s✐♥❝❡ ❢♦r ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ r❡s✐❞✉❡s✱ ✇❡ ♠✉st r❡❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ r❡s✉❧t ❛❣❛✐♥✳ ❆❧❧ t❤✐s t✐♠❡ s♣❡♥t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❢❛♠✐❧✐❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡♥❞
r❡s✉❧ts ✐s ❤❛r♠❢✉❧ t♦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡s❡ s✐t✉❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ✐❢ ✇❡
✇❛♥t ♦✉r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t✳ ❆✈♦✐❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♦✈❡r❧❛♣s ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡
❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✳ ❨❡t ✇✐t❤ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ✇❡ ♠❛②
❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❢♦r❡❝❛st ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥✢✐❝ts s✉✣❝✐❡♥t❧② ✇❡❧❧ t♦ ♣r❡✈❡♥t ♠♦st ♦❢ t❤❡♠✳

●✐✈❡♥ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❦♥♦✇ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛rts ♦❢
t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ t❤r♦✉❣❤ P❙■✲❇▲❆❙❚✳ ❋♦r t❤✐s ✇❡ r❡❧② ♦♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛❧❧ s❡q✉❡♥❝❡s
✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ✉s✐♥❣ ❇▲❆❙❚✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❇▲❆❙❚ s❡❛r❝❤ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜②
❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛tr✐① A✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐①✱ ✇❤❡r❡ ASi,Sj

6= 0 ✐❢ s❡q✉❡♥❝❡s Si ❛♥❞ Sj

✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ♠❛t❝❤ ❧♦❝❛❧❧②✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ♠❛tr✐① ❛s ❛ ❣✉✐❞❡✱ ✇❡ ♦♥❧② s❡❧❡❝t q✉❡r✐❡s t♦ r✉♥ ✐♥
♣❛r❛❧❧❡❧ ✐❢ t❤❡② ❞♦ ♥♦t s❤❛r❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ✐♥ t❤✐s ✜rst ❇▲❆❙❚ s❡❛r❝❤✿ ✐❢ ASi,Sj

6= 0✱ Si✱ Sj ✱ ♦r ❛♥②
s✉❜s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ Si ♦r Sj ✱ ♠❛② ♥❡✈❡r ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛s q✉❡r✐❡s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❙✐♥❝❡ ❛ P❙■✲❇▲❆❙❚
s❡❛r❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s ❜r♦❛❞❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❇▲❆❙❚ s❡❛r❝❤✱ t❤❡ ❛❧❧✲❛❣❛✐♥st✲❛❧❧ s❡❛r❝❤ ❝❛♥♥♦t
❛❜s♦❧✉t❡❧② ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♥♦♥✲❤♦♠♦❧♦❣♦✉s q✉❡r✐❡s ✇✐❧❧ ♥♦t ♦✈❡r❧❛♣✳ ❚❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♦✉❣❤t t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♦✈❡r❧❛♣s ✐s
✐♥❢r❡q✉❡♥t ❡♥♦✉❣❤ ♥♦t t♦ ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳
❲❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ✷✳✸✳✷ t❤❛t q✉❡r✐❡s ♠✉st ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ❧♦❛❞ ❛❝r♦ss
t❤❡ ✇♦r❦❡rs✳ ❚❤❡ q✉❡r✐❡s s❡❧❡❝t❡❞ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ♠✉st t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ♦♥❧② ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠
❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ t❤❡② ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❡❧❡❝t❡❞ q✉❡r✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡✐t❤❡r
st✐❧❧ r✉♥♥✐♥❣ ♦r ✇❤♦s❡ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❛♥❞ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳

■♥ ♦✉r s❝❤❡♠❡✱ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s S1 ❛♥❞ S2✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢ ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s s❡q✉❡♥❝❡s✱
❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s ❡✈❡♥ ✐❢ S1 ❛♥❞ S2 ❛r❡ ♥♦t t❤❡♠s❡❧✈❡s ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s✳ ❚❤✐s ❤❛s t✇♦
✉♥♣❧❡❛s❛♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇❤❡♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s r❡♠❛✐♥✐♥❣
✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛r❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢ ❧❛r❣❡r s❡q✉❡♥❝❡s✿ ✶✮ t❤✐s ♠❛② ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ q✉❡r②✲s❡q✉❡♥❝❡s t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♣❛rt✐❛❧ st❛r✈❛t✐♦♥ ✭♥♦t ❡♥♦✉❣❤ r✉♥♥❛❜❧❡ q✉❡r②✲
s❡q✉❡♥❝❡s t♦ ❤❛r♥❡ss ❛❧❧ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ r❡s♦✉r❝❡s✮❀ ✷✮ ❜② ❢♦r❜✐❞❞✐♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ s♠❛❧❧
q✉❡r✐❡s ❢♦r r❡❛s♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛♥② ♠♦r❡✱ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ♠✐❣❤t ❢♦r❝❡ ✉s t♦
s❡❧❡❝t ❜✐❣❣❡r q✉❡r✐❡s t❤❛♥ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❛❝t✉❛❧❧② ♥❡❡❞✳ ❘❡❝♦r❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤❡s ♦♥
t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❤❡❧♣ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♦♥ ♠❛t❝❤❡s ✐s ❦❡♣t ❛s ❜❛s✐❝ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥❞❡❡❞ q✉❡r② s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
❜② t❤❡ ♠❛st❡r t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s ❧✐❣❤t❧② ❧♦❛❞❡❞ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥ ✷✳✸✳✷✳
❚❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ✐♥ ✐ts ❜✐♥❛r② ❢♦r♠ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛ ♠❛ss✐✈❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ s❝❛❧✐♥❣
q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡❀ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ♠❛st❡r ❤❛♥❞❧❡ t❤✐s ♠♦st ❜❛s✐❝
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛✈♦✐❞ ❤✉rt✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛❧r❡❛❞②
❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✱ ❛❞❞✐♥❣ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛② ❞♦ ♠♦r❡ ❤❛r♠ t❤❛♥ ❣♦♦❞ ✐❢ ✐t s❧♦✇s
t❤❡ ♠❛st❡r ❞♦✇♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳

❘✉♥♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s t❤r♦✉❣❤ ❇▲❆❙❚ ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ✈❡r② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣
♣❤❛s❡✱ ❛❧♠♦st ❛s ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❛s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡✳ ❍♦✇❡✈❡r ❝♦♥tr❛r② t♦
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t❤❡ ▼❑❉❖▼✷ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤✐s ❛❧❧✲❛❣❛✐♥st✲❛❧❧ ❇▲❆❙❚ s❡❛r❝❤ ✐s ❡♠❜❛rr❛ss✐♥❣❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❝❛♥
t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ tr✐✈✐❛❧❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s s❡❛r❝❤ ✉s❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ❇▲❆❙❚ s❡❛r❝❤ ✇❤✐❝❤
✐s ❧❡ss t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ t❤❛♥ ❛ P❙■✲❇▲❆❙❚ s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤✐s ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❤❛s ❛
❧❛r❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ ✐t ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ r❡❛❝❤ ♦✉r ❣♦❛❧✿ t♦ ✈❡r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ✇❛❧❧✲
❝❧♦❝❦ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ Pr♦❉♦♠ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s
♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛❧❧ s❡q✉❡♥❝❡s ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥
❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s t❤❛t ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿ ✐ts ❝♦st ❝❛♥ ❜❡ s❤❛r❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣r♦❥❡❝ts✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ♣r♦s♣❡❝t ♦❢ r♦✉t✐♥❡❧② ❝r❡❛t✐♥❣ ♥❡✇ r❡❧❡❛s❡s ♦❢ Pr♦❉♦♠✱ ✇❡ ♠❛② ❡♥✈✐s✐♦♥ t♦
r❡✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ♣r♦t❡✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❍♦❣❡♥♦♠
❞❛t❛❜❛s❡ ❬✹✶❪✳

❖♣t✐♠✐③✐♥❣ ❞❛t❛❜❛s❡ ✉♣❞❛t❡s

❚❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✉♣❞❛t❡s ✐♥ ▼❑❉❖▼✷ ❛r❡ t❤❡r❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ♦♥❝❡ ❛ ♣r♦t❡✐♥ s❡❣♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥
❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ❛ ❢❛♠✐❧②✱ ✐t ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❛♣♣❡❛r ❛❣❛✐♥ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r s❡❛r❝❤ r❡s✉❧t ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
❜❡ ♣❛rt ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❢❛♠✐❧②✳ ■♥▼❑❉❖▼✷ t❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② r❡❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡
✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ❞♦♠❛✐♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♠♦✈❡❞ ❛♥❞ ❜② r❡❢♦r♠❛tt✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥t♦ ❇▲❆❙❚ ❢♦r♠❛t✳ ■t ✇♦✉❧❞ s❡❡♠ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t♦ ❛♠❡♥❞ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❇▲❆❙❚
❞❛t❛❜❛s❡ t❤❛♥ r❡❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥ ❛t ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✇r✐t✐♥❣ ✐♥t♦ ❛♥ ❛❧r❡❛❞② ❢♦r♠❛tt❡❞
❇▲❆❙❚ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s ♥♦t ♦✣❝✐❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞✳ ❋♦r t❤✐s ♠❛tt❡r✱ ▼❑❉❖▼✷ ✉s❡ ♦❢ P❙■✲❇▲❆❙❚
✐s ❛t ♦❞❞s ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛② ❇▲❆❙❚ t♦♦❧s ✇❡r❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❘❡❢♦r♠❛tt✐♥❣ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥
❇▲❆❙❚ ❢♦r♠❛t ✐s ❛ ❝♦st❧② ♣r♦❝❡ss t❤❛t r❡♦r❣❛♥✐③❡s t❤❡ ❞❛t❛ ❢♦r P❙■✲❇▲❆❙❚ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤✐s ✐s
❞❡❡♠❡❞ ✇♦rt❤② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❧♦♥❣✲❧✐✈❡❞✱ s♦ t❤❛t ♠❛♥② q✉❡r✐❡s
♠❛② ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦♥❝❡ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦r♠❛tt❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦st ♦❢ ❞❛t❛❜❛s❡ ❢♦r♠❛tt✐♥❣
✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜② t❤❡ t✐♠❡ s❛✈❡❞ ❡✈❡r② t✐♠❡ P❙■✲❇▲❆❙❚ ✉s❡s t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐♥
▼❑❉❖▼✷ t❤❡ ❧✐❢❡s♣❛♥ ♦❢ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♦♥❧② ♦♥❡ q✉❡r②✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s r❡❢♦r♠❛tt✐♥❣ t❤❡
❞❛t❛❜❛s❡ ❛ ❜✉r❞❡♥✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s ♥♦t ♦✣❝✐❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞✱ ✐t ✐s ♥♦t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❋♦r♠❛tt✐♥❣
❛ s❡t ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥t♦ ❇▲❆❙❚ ❢♦r♠❛t ❝r❡❛t❡s t❤r❡❡ ♥❡✇ ✜❧❡s✿ ❛ ❞❛t❛ ✜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
❞❛t❛✱ ❛ ❤❡❛❞❡r ✜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠❡t❛❞❛t❛ ✭❡✳❣✳✱ s❡q✉❡♥❝❡ ✐❞❡♥t✐✜❡rs✮ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❞❡① ✜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
t❤❡ st❛rt ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐ts ♠❡t❛❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♠❡t❛❞❛t❛ ✜❧❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ✜❧❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡s❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣
t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❢❛❝t✱ ✇❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ ♠❛s❦✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
t❤❛t r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ s❝♦r✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ P❙■✲❇▲❆❙❚ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ♠❛s❦❡❞ s❡❣♠❡♥ts ❝❛♥ ♥❡✈❡r
❛♣♣❡❛r ❛❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ q✉❡r② ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤
✇❡ ✉s❡ ✐♥▼❑❉❖▼✷✱ ❛♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥t st♦♣s ✐❢ ✐ts s❝♦r❡ ❞r♦♣s ❜② ✷✺ ♣♦✐♥ts ♦r ♠♦r❡ ✇✐t❤♦✉t ❣♦✐♥❣ ✉♣
❛❣❛✐♥✳ ■♥ t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ ❛❧♣❤❛❜❡t✱ ♦♥❡ s②♠❜♦❧✱ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦r ❵✯✬✱ s❝♦r❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
❜❛❞❧② ✇❤❡♥ ♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❛♥② ♦t❤❡r r❡s✐❞✉❡ t❤❛♥ ✐ts❡❧❢✳ ❆s ❵✯✬ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱
✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ ❜✉t ✐s ❛ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ❢♦r ❙❚❖P ❝♦❞♦♥s ✐♥ ❉◆❆✳
■♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❇▲❖❙❯▼✻✷ ❬✷✹❪ s❝♦r✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✉s❡❞ ❜② P❙■✲❇▲❆❙❚✱ ❛ ❵✯✬ ✐s ✇♦rt❤ −4 ♣♦✐♥ts
❛❣❛✐♥st ❛♥② r❡s✐❞✉❡ ♦t❤❡r t❤❛♥ ✐ts❡❧❢✳ ❙✐♥❝❡ ❞♦♠❛✐♥s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ▼❑❉❖▼✷ ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✷✵
♦r ♠♦r❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ r❡s✐❞✉❡s✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ r❡s✐❞✉❡s ♦❢ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ❜② ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❵✯✬ ❣✐✈❡s ✐t ❛♥
❛❧✐❣♥♠❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛t ❧❡❛st ✲✽✵✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝❛♥♥♦t
❛♣♣❡❛r ❛❣❛✐♥ ✐♥ ❛ s❡❛r❝❤ r❡s✉❧t✳ ❖✈❡r t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ❜② ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✱ ✉s✐♥❣
t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ r❡q✉✐r❡s ❛s ♠❛♥② ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛s ♦♥❡ ❢♦r♠❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞❛t❛❜❛s❡✳
❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ♠✉st ❤♦❧❞ ❛♥ ✐♥❞❡① t♦ ❦♥♦✇ ✇❤❡r❡ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✜❧❡✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❤♦✇❡✈❡r ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✏❢♦r ❢r❡❡✑ ❛s ❛♥ ✐♥❞❡① ✐s



✸✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ P❆❘❆▲▲❊▲■❩■◆● ❚❍❊ ❈❖◆❙❚❘❯❈❚■❖◆ ❖❋ P❘❖❉❖▼

❛❧r❡❛❞② ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❇▲❆❙❚ ❢♦r♠❛tt✐♥❣ ❛♥❞ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ❝❛♥ r❡✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❞❡①✳

✷✳✹ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ♦✉t❧✐♥❡❞

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥ts ♦❢ ♦✉r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
▼P■❴▼❑❉❖▼✷✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ▼P■❴▼❑❉❖▼✷
✐♥ ✐ts ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r♠ ♦♥ t❤❡ ♠❛st❡r ❛♥❞ ✇♦r❦❡r s✐❞❡s✳

✷✳✹✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s

❲❡ ♥♦t❡ S t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❧✐st ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s S1, · · · ,Sn✳ ❲❡ ✉s❡ Sb,e
i t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ s❡❣♠❡♥t ♦♥

s❡q✉❡♥❝❡ Si ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐♦♥ b t♦ ♣♦s✐t✐♦♥ e✳
❚❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❤♦♠♦❧♦❣② ♠❛tr✐① ✐s ♥♦t❡❞ A ✇❤❡r❡ ASi,Sj

6= 0 ✐❢ Si ❛♥❞ Sj ❛r❡ ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ ♠✉t✉❛❧❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❛s q✉❡r✐❡s✳

❆♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ q ♣r♦❝❡ss❡s P1, · · · ,Pq✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s
✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ ❛ s❡t W ♦❢ ✇♦r❦❡r ♣r♦❝❡ss❡s W1, · · · ,Wp ❛♥❞ ❛ ♠❛st❡r ♣r♦❝❡ssM0✳

▼P■ ♠❡ss❛❣❡s ❛r❡ ♥♦t❡❞ 〈T |D 〉 ✇❤❡r❡ T ✐s t❤❡ t②♣❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ❛♥❞ D
❛r❡ t❤❡ ❞❛t❛ s❡♥t✳ ❚❤❡ ♠❛st❡r ♣r♦❝❡ss s❡♥❞s t♦ t❤❡ ✇♦r❦❡rs ❡✐t❤❡r 〈 ◗❯❊❘■❊❙ | q 〉 ✇❤❡r❡ q ✐s ❛
❧✐st ♦❢ q✉❡r✐❡s t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ♦r 〈 ❯P❉❆❚❊ |u 〉 ✇❤❡r❡ u ✐s ❛ s❡t ♦❢ s❡❣♠❡♥ts t♦ ❜❡ ♠❛s❦❡❞ ✐♥
t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❲♦r❦❡rs s❡♥❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♠❛st❡r ♠❡ss❛❣❡ ♦❢ t②♣❡ 〈 ❘❊❙❯▲❚ | qs, f 〉 ✇❤❡r❡ qs ✐s
❛ s❡❣♠❡♥t ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛ q✉❡r② ❛♥❞ f t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧② ❝r❡❛t❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ qs✳

✷✳✹✳✷ ❲♦r❦❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ✇♦r❦❡r s✐❞❡ ♦❢ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ✐s ❢❛✐r❧② str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✿ ❛
✇♦r❦❡r ✐s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❧♦♦♣ ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ♠❡ss❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛st❡r✳ ▼❡ss❛❣❡s ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡ ♥❡✇
q✉❡r② ❜❛t❝❤❡s ♦r ❞❛t❛❜❛s❡ ✉♣❞❛t❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❦❡r ❛❝ts ✉♣♦♥ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r t❤❡②
❛r❡ r❡❝❡✐✈❡❞✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ❞❛t❛❜❛s❡ ✉♣❞❛t❡s ♦r q✉❡r② ❜❛t❝❤❡s✱ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ✐s ❛
❧✐st ♦❢ s❡❣♠❡♥ts✳ ■❢ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥s ◗❯❊❘■❊❙✱ t❤❡ ✇♦r❦❡r ❢❡t❝❤❡s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠
t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❡st❡❞ ❢♦r r❡♣❡❛ts✱ ❛♥❞ ❡✐t❤❡r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦r ✐ts ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣❡❛t ✐s
✉s❡❞ t♦ s❡❛r❝❤ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❢♦r ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s s❡❣♠❡♥ts ✉s✐♥❣ P❙■✲❇▲❆❙❚✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛t❝❤❡s
❛r❡ ♣❛rs❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ s❡t ♦❢ ♥♦♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s❡❣♠❡♥ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s t❤❡♥ s❡♥t ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♠❛st❡r
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❜❡❢♦r❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ♥❡①t q✉❡r②✳ ■❢ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ✐s ❛♥ ❯P❉❆❚❊ ♠❡ss❛❣❡✱ ❛❧❧ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ♠❛s❦❡❞ ✐♥ t❤❡ ❇▲❆❙❚ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② str✐♥❣s ♦❢ ❵✯✬✳

✷✳✹✳✸ ▼❛st❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦♦♣ ♦❢ t❤❡ ♠❛st❡r ♣r♦❝❡ss ✐s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻ ❛♥❞ ❣♦❡s ♦♥ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡
✐s ❡♠♣t②✳ ❚❤❡ ♠❛st❡r ♣r♦❝❡ss r❡❧✐❡s ♦♥ ✸ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✿

segments✿ ❛ s❡t ♦❢ s❡❣♠❡♥ts Sb,e
i r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ s❡❣♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ②❡t ♣❛rt

♦❢ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧②✳

workload✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ✇♦r❦❡r Wk✱ workload[Wk] ❤♦❧❞s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❡r✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧❧♦✲
❝❛t❡❞ t♦ t❤✐s ✇♦r❦❡r ❛♥❞ ❛r❡ st✐❧❧ t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞✳

result❴queue✿ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤✐s ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✐s t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ♦r❞❡r ❛s t❤❡ q✉❡r✐❡s ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♠❛st❡r s❡❧❡❝ts ❛ s❡❣♠❡♥t Sb,e

i ❛s q✉❡r②✱
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db← ❇▲❆❙❚ ❞❛t❛❜❛s❡ ❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ S
✇❤✐❧❡ db ♥♦t ❡♠♣t② ❞♦

❘❡❝❡✐✈❡ 〈 type | segments 〉 ❢r♦♠M0

✐❢ type ❂ ❯P❉❆❚❊ t❤❡♥

❢♦r Sb,e
i ∈ segments ❞♦

▼❛s❦ Si ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐♦♥ b t♦ ♣♦s✐t✐♦♥ e ✐♥ db

❡❧s❡ ✐❢ type ❂ ◗❯❊❘■❊❙ t❤❡♥

❢♦r s❡❣♠❡♥t Sb,e
i ∈ segments ❞♦

✐❢ Sb,e
i ❝♦♥t❛✐♥s ❛ r❡♣❡❛t Sb′,e′

i t❤❡♥

f ← P❙■✲❇▲❆❙❚(Sb′,e′

i , db)
❡❧s❡

f ← P❙■✲❇▲❆❙❚(Sb,e
i , db)

s❡♥❞ 〈❘❊❙❯▲❚ | Sb,e
i ✱ f 〉 t♦M0

✐t ♣✉s❤❡s Sb,e
i t♦ t❤❡ ❜❛❝❦ ♦❢ result❴queue✳ ❲❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r Sb,e

i ✐s r❡❝❡✐✈❡❞✱ ✐t t❛❦❡s
t❤❡ ♣❧❛❝❡ ♦❢ t❤❡ q✉❡r② s❡❣♠❡♥t ✐♥ result❴queue✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣✉❧❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r♦♥t ♦❢
t❤❡ q✉❡✉❡ ❢♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳

blocking✿ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ Si✱ blocking[Si] r❡❝♦r❞s ❤♦✇ ♠❛♥② ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❝✉r✲
r❡♥t❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❛s q✉❡r②✳ ❆ s❡❣♠❡♥t Sb,e

i ✐s s❡❧❡❝t❛❜❧❡ ❛s ❛ q✉❡r② ♦♥❧② ✐❢ blocking[Si] = 0✳

update✿ ❛ s❡t ♦❢ s❡❣♠❡♥ts t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❞♦♠❛✐♥s ❢r♦♠ r❡❝❡♥t❧② ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❢❛♠✐❧✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ②❡t
t♦ ❜❡ ♠❛s❦❡❞ ✐♥ t❤❡ ❇▲❆❙❚ ❞❛t❛❜❛s❡s ♦♥ t❤❡ ✇♦r❦❡rs✳

❚❤❡ ♠❛st❡r ✐s ❞✐s❝❤❛r❣❡❞ ♦❢ ❛❧❧ t❛s❦s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✇♦r❦❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ ✐ts ❧♦❛❞
❛s ❧♦✇ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❯❧t✐♠❛t❡❧②✱ t❤❡ ♠❛st❡r ♣r♦❝❡ss ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠s ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ♠✉st r❡♠❛✐♥
s❡q✉❡♥t✐❛❧✿ q✉❡r② s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡s✉❧t ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳

◗✉❡r② ❙❡❧❡❝t✐♦♥✿ ❚❤❡ q✉❡r② s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t
◗❯❊❘❨❴❚❍❘❊❙❍❖▲❉ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❡r✐❡s ♣❡r ❜❛t❝❤✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✇♦r❦❡r
t❤❛t ❤❛s ❢❡✇❡r t❤❛♥ ◗❯❊❘❨❴❚❍❘❊❙❍❖▲❉ q✉❡r✐❡s t♦ ♣r♦❝❡ss✱ ❛ ♥❡✇ ❧✐st ♦❢ q✉❡r✐❡s ✐s ❝r❡❛t❡❞✳
◗✉❡r✐❡s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② s❝❛♥♥✐♥❣ segments ❜② ♦r❞❡r ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❡❣♠❡♥t s✐③❡✳ ❆ s❡❣♠❡♥t Sb,e

i

✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✐❢ blocking[Si] = 0✳ ❖♥❝❡ ❛ s❡❣♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞✱ ✐t ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧✐st
♦❢ s❤♦rt❡st q✉❡r✐❡s✳ blocking ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❜② ✐♥❝r❡♠❡♥t✐♥❣ ❜② ♦♥❡ blocking[Sj ] ❢♦r ❛❧❧ s❡q✉❡♥❝❡s
Sj ✈❡r✐❢②✐♥❣ ASiSj

6= 0✳

❘❡s✉❧t ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✿ ❚♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ❛ ❢❛♠✐❧② f ✱ ✇❡ ♠✉st ❝❤❡❝❦ t❤❛t ♥♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❞♦♠❛✐♥s ♦✈❡r❧❛♣
✇✐t❤ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ s✐♠♣❧❡r ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t❡st r❡♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥ f ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤✐♥
segments✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t Sb,e

i ∈ f ✇❡ ♠✉st ✜♥❞ ❛ s❡❣♠❡♥t Sb′,e′

j ∈ segments s✉❝❤ t❤❛t

Sb,e
i ⊆ S

b′,e′

j ✱ t❤❛t ✐s✱ Sj = Si✱ b′ ≤ b ❛♥❞ e′ ≥ e✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦♦♣ ♦❢ t❤❡ ♠❛st❡r✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✱ ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ ✸ st❡♣s✿
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✿ ❙❡❧❡❝t◗✉❡r✐❡s
■♥♣✉t✿ ❆ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ result❴queue
❖✉t♣✉t✿ new❴queries✿ ❛ t❛❜❧❡ ♦❢ ❧✐st ♦❢ q✉❡r✐❡s

❢♦r❡❛❝❤ ✇♦r❦❡r Wk ❞♦

✐❢ workload[Wk] ≤ ◗❯❊❘❨❴❚❍❘❊❙❍❖▲❉ t❤❡♥

new❴queries[Wk]← ✭✮

❢♦r❡❛❝❤ Sb,e
i ∈ segments ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ s✐③❡ ❞♦

✐❢ blocking[Si] = 0 t❤❡♥

❙❡❧❡❝t Wk ❢♦r ✇❤✐❝❤ length(new❴queries[Wk]) ✐s ♠✐♥✐♠✉♠
✐❢ ❧❡♥❣t❤✭new❴queries[Wk]✮ ❂ ◗❯❊❘❨❴❚❍❘❊❙❍❖▲❉ t❤❡♥ ❜r❡❛❦

new❴queries[Wk]← new❴queries[Wk],Sb,e
i

result❴queue← result❴queue, (Sb,e
i , {})

workload[Wk]← workload[Wk] + 1
❢♦r❡❛❝❤ Sj ,ASi,Sj

6= 0 ❞♦

blocking[Sj ]← blocking[Sj ] + 1

r❡t✉r♥ new❴queries

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✿ ❋❛♠✐❧②■s❱❛❧✐❞
■♥♣✉t✿ f ✱ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧②
❖✉t♣✉t✿ ❚❘❯❊ ✐❢ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ✐s ✈❛❧✐❞✱ ❋❆▲❙❊ ♦t❤❡r✇✐s❡

❢♦r❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t Sb,e
i ∈ f ❞♦

✐❢ ∄Sb′,e′

j ∈ segments, Sb,e
i ⊆ S

b′,e′

j t❤❡♥

r❡t✉r♥ ❋❆▲❙❊

r❡t✉r♥ ❚❘❯❊
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✶✳ ■❢ queries❴needed ✐s s❡t t♦ ❚❘❯❊✱ t❤❡ ♠❛st❡r s❡❧❡❝t ♥❡✇ q✉❡r✐❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹
❞❡t❛✐❧❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ♠❛st❡r s❡♥❞s update t♦ ❛❧❧ t❤❡ ✇♦r❦❡rs ❛♥❞ s❡♥❞s ♥❡✇ q✉❡r✐❡s✳ update
✐s t❤❡♥ r❡s❡t t♦ ❛♥ ❡♠♣t② s❡t✳

✷✳ ❆ r❡s✉❧t ✐s r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ✇♦r❦❡r Wk✱ t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞ ❢♦r Wk ✐s ❞❡❝r❡♠❡♥t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳
■❢ t❤❡ ✇♦r❦❡r ❤❛s ❧❡ss t❤❛♥ ◗❯❊❘❨❴❚❍❘❊❙❍❖▲❉/2 q✉❡r✐❡s ❧❡❢t✱ queries❴needed ✐s s❡t
t♦ ❚❘❯❊ t♦ tr✐❣❣❡r t❤❡ q✉❡r② s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❡✇
❢❛♠✐❧② ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ result❴queue ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ t❤❡ q✉❡r② t❤❛t ❝r❡❛t❡❞ ✐t✳

✸✳ ❆❧❧ t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ q✉❡✉❡ ❛r❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳ ■❢ ❛ ❢❛♠✐❧② ✐s ✈❛❧✐❞✱ ✐ts ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ update✱ ❛♥❞ r❡♠♦✈❡❞
❢r♦♠ segments✱ ♣♦ss✐❜❧② s❤♦rt❡♥✐♥❣ ♦r s♣❧✐tt✐♥❣ s♦♠❡ s❡❣♠❡♥ts✳

✷✳✹✳✹ ◆♦t❡ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷

■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s

❚❤❡ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈✰✰ ❛♥❞ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s✱ ❢♦r t❤❡
♠♦st ♣❛rt✱ ❢❛✐t❤❢✉❧ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍♦✇❡✈❡r s♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡s ✇❡r❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✐♥ s♦♠❡ ▼P■ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛tt❡♠♣t❡❞ t♦ ♠❛❦❡
♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ▼P■ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ■t ❤❛s t❤✉s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②
❝♦♠♣✐❧❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ▼P■ ❧✐❜r❛r✐❡s s✉❝❤ ❛s ❖♣❡♥▼P■ ❬✷✵❪ ♦r ▼P■❈❍✷ ❬✷✶❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡
t♦ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✺ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛ ♥❡❝❡ss✐t② ❢♦r▼P■❴▼❑❉❖▼✷✳
▼P■ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② s❡♥❞ ♠❡ss❛❣❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▼P■❴■s❡♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ■ ✐♥ ▼P■❴■s❡♥❞ st❛♥❞s ❢♦r ✐♠♠❡❞✐❛t❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝❛❧❧ ❝❛♥ r❡t✉r♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❤❛s
❛❝t✉❛❧❧② r❡❝❡✐✈❡❞ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ s❡♥❞❡r ♠✉st t❡st t❤❛t t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ❤❛s ❤❛♣♣❡♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❝❛❧❧s s✉❝❤
❛s ▼P■❴❚❡st ♦r ▼P■❴❲❛✐t✳ ■♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♥♦♥✲❜❧♦❝❦✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝♦♥s✉♠❡ r❡s♦✉r❝❡s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡
❡❛❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r♦❣r❡ss r❡q✉✐r❡s ❛ ❤❛♥❞❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✐t✳ ❆♥ ▼P■ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛②
❤❛✈❡ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡s❡ ❤❛♥❞❧❡s✳ ❲❤❡♥ ✐t r✉♥s ♦✉t ♦❢ ❤❛♥❞❧❡s✱ ✐t ✇✐❧❧ ❡✐t❤❡r ❢❛✐❧ ♦r ❜❧♦❝❦
♥❡✇ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✉♥t✐❧ s♦♠❡ ❤❛♥❞❧❡s ❛r❡ ❢r❡❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✱ ✇♦r❦❡rs
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t✐♠❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛ q✉❡r②✱ t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡
✉♥❛❜❧❡ t♦ ❝❤❡❝❦ ❢♦r ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s✳ ❚❤❡ ♠❛st❡r ♣r♦❝❡ss ♠✉st t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❝❛✉t✐♦✉s ✇❤❡♥
s❡♥❞✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s t♦ ✇♦r❦❡rs ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❜❛❝❦❧♦❣ ♦❢ ②❡t ✉♥r❡❝❡✐✈❡❞ ♠❡ss❛❣❡s✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛
✢♦✇ ❝♦♥tr♦❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t♦♦ ❝✉♠❜❡rs♦♠❡✳ ■♥st❡❛❞ ✇❡ ❛❞❞❡❞ ❛ s❡❝♦♥❞ t❤r❡❛❞ t♦
❛❧❧ ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❤r❡❛❞ ❛❧❧♦✇s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s t♦ ♣r♦❣r❡ss
❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❛ ✇♦r❦❡r ✐s ♦t❤❡r✇✐s❡ ❜✉s② ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❤r❡❛❞ ✐s ✇♦❦❡♥ ✉♣
♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠ s❝❤❡❞✉❧❡r ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♣✉t t♦ s❧❡❡♣ ❛❢t❡r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡
♥❡❝❡ss❛r② s❡♥❞✴r❡❝❡✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❘❡st❛rt ♠❡❝❤❛♥✐s♠

❆♥ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛♥❞ ♠❛②
❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ r✉♥s✳ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ❝❛♥ ❜❡ st♦♣♣❡❞✱ ❡✐t❤❡r ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧②✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡
❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧♦tt❡❞ t✐♠❡ ❤❛s ❡①♣✐r❡❞✱ ♦r ✉♥✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧②✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛❢t❡r ❛ s②st❡♠ ♦r ❤❛r❞✇❛r❡
❢❛✐❧✉r❡✳ ❇❡❢♦r❡ ❧❛✉♥❝❤✐♥❣ t❤❡ ♥❡①t r✉♥✱ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❛♥❞ r❡❝♦r❞❡❞
t♦ ❞✐s❦ ❜② t❤❡ ♠❛st❡r ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r✉♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ ♥❡①t r✉♥ ✐s
t❤❡r❡❢♦r❡ st❛rt❡❞ ♦♥ ❛ s♠❛❧❧❡r ❞❛t❛❜❛s❡ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢❛♠✐❧✐❡s✳



✸✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ P❆❘❆▲▲❊▲■❩■◆● ❚❍❊ ❈❖◆❙❚❘❯❈❚■❖◆ ❖❋ P❘❖❉❖▼

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✿ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ♠❛st❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠
■♥♣✉t✿ S✱ ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s S1, . . . ,Sn

■♥♣✉t✿ A✱ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛tr✐① ♦❢ ❤♦♠♦❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ S
■♥♣✉t✿ W✱ ❛ s❡t ♦❢ ✇♦r❦❡r ♣r♦❝❡ss❡s W1, . . . ,Wp

❖✉t♣✉t✿ F ✱ ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s

❢♦r❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ Si ❞♦

segments← segments ∪ S0,length(Si)
i

blocking[Si]← 0

❢♦r❡❛❝❤ ✇♦r❦❡rs Wk ❞♦

workload[Wk]← 0

result❴queue← ()
update← {}
queries❴needed← ❚❘❯❊
✇❤✐❧❡ segments ♥♦t ❡♠♣t② ❞♦

✶ ✐❢ queries❴needed = ❚❘❯❊ t❤❡♥

queries← SelectQueries(result❴queue)
❢♦r❡❛❝❤ ✇♦r❦❡r Wk ❞♦

❙❡♥❞ 〈 ❯P❉❆❚❊ |update 〉 t♦ Wk

✐❢ ∃ queries[Wk] t❤❡♥
❙❡♥❞ 〈 ◗❯❊❘■❊❙ | queries[Wk] 〉 t♦ Wk

update← {}
queries❴needed← ❋❆▲❙❊

✷ ✇❛✐t ✉♥t✐❧ ❘❡❝❡✐✈❡ 〈 ❘❊❙❯▲❚ | Sb,e
q , f 〉 ❢r♦♠ ❛♥② ✇♦r❦❡r Wk

result❴queue[Sb,e
q ]← (Sb,e

q , f)
workload[Wk]← workload[Wk]− 1
✐❢ workload[Wk] ≤◗❯❊❘❨❴❚❍❘❊❙❍❖▲❉/2 t❤❡♥

queries❴needed← ❚❘❯❊

✸ ✇❤✐❧❡ result❴queue ♥♦t ❡♠♣t② ❛♥❞ front(result❴queue) ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ r❡s✉❧t ❞♦
(Sb,e

q , f)← front(result❴queue)
result❴queue← tail(result❴queue)
✐❢ FamilyIsV alid(f) t❤❡♥

❢♦r❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t Sb,e
i ∈ f ❞♦

segments← segments\{Sb,e
i }

update← update ∪ {Sb,e
i }

F ← F ∪ {f}
❢♦r❡❛❝❤ Sj , ASq ,Sj

6= 0 ❞♦

blocking[Sj ]← blocking[Sj ]− 1



✷✳✹✳ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ❖❯❚▲■◆❊❉ ✸✼

❍♦✇❡✈❡r r❡s✉❧ts t❤❛t ✇❡r❡ ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦r t❤❛t ✇❡r❡ ❤❡❧❞ ✐♥ q✉❡✉❡ ❛✇❛✐t✐♥❣ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛t t❤❡
t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ ❛r❡ ❧♦st ❛♥❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡❝♦♠♣✉t❡❞✳

▼❡♠♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ✇♦r❦❡r ♥♦❞❡s

❆♥ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ✇♦r❦❡r ♣r♦❝❡ss ♥❡❡❞s t♦ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❢❡t❝❤ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❛s q✉❡r✐❡s✳ ❚❤❡ P❙■✲❇▲❆❙❚ ♣r♦❝❡ss❡s ❛❧s♦ ♥❡❡❞
t♦ ❧♦❛❞ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥t♦ ♠❡♠♦r② t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ s❡❛r❝❤❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t✇♦
✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥ ♠❡♠♦r②✱ ✇❡ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠♠❛♣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ✐s ✉s❡❞
❜② P❙■✲❇▲❆❙❚ t♦ r❡❛❞ t❤❡ t❛r❣❡t ❇▲❆❙❚ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ♠♠❛♣ ✐s ❛ P❖❙■❳ s②st❡♠ ❝❛❧❧ ❬✻✷❪ t❤❛t
♠❛♣s ❜②t❡s ♦❢ ❛ ✜❧❡ t♦ ❛❞❞r❡ss❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✬ ♠❡♠♦r② s♣❛❝❡✳ ❉❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❧❡ ❛r❡ ❧♦❛❞❡❞
✐♥t♦ ♠❡♠♦r② ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❞❞r❡ss❡s ❛r❡ ❛❝❝❡ss❡❞✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡✱
❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ r❡❛❝❝❡ss❡❞ ✇✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ r❡❛❞✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
✜❧❡ ❛❣❛✐♥✳ ♠♠❛♣ ❛❧❧♦✇s t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s t♦ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❛ ✜❧❡✳ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷
t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧s♦ ✉s❡s ♠♠❛♣ t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ❇▲❆❙❚ ❞❛t❛❜❛s❡ ✇✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣
❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡♠♦r②✳ ■❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ r✉♥s ❤❛s ❡♥♦✉❣❤ ♠❡♠♦r②
t♦ ❤♦❧❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❇▲❆❙❚ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥ ♠❡♠♦r②✱ ❛❧❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❢❡t❝❤✐♥❣ q✉❡r② s❡q✉❡♥❝❡ ❞❛t❛✱
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ P❙■✲❇▲❆❙❚ s❡❛r❝❤❡s✱ ❛♥❞ ♠❛s❦✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥s✱ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♠❡♠♦r② ♦♥ ❛
❝♦♠♠♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛❢t❡r r❡❛❞✐♥❣ t❤❡ ✜❧❡ ♦♥❝❡✳

✷✳✹✳✺ ❆❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① st♦r❛❣❡ ❛♥❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ✐♥ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❧❛r❣❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ❣r♦✇s
q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❖✉r ✜rst ❝❤♦✐❝❡ t♦ st♦r❡ ❛♥❞ ❛❝❝❡ss
t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ✇❛s t♦ ✉s❡ ❛♥ ❙◗▲✐t❡✸ ❬✻✽❪ ❞❛t❛❜❛s❡ t❛❜❧❡✳ ❙◗▲✐t❡✸ ✐s ❛ ❧✐❣❤t✇❡✐❣❤t
❞❛t❛❜❛s❡ ❡♥❣✐♥❡ t❤❛t st♦r❡s ❛❧❧ ❞❛t❛ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦rt❛❜❧❡ ✜❧❡✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✇❛s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡
❡❛s❡ ♦❢ ✉s❡ ♦❢ ❙◗▲✐t❡✱ t❤❡ ✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛♥❞ ✐ts ❧♦✇
♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡✳ ❲❤✐❧❡ ❙◗▲✐t❡✸ ❞✐❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❛♥❞ q✉✐t❡ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② t♦ st♦r❡ ❛♥❞
r❡tr✐❡✈❡ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐❝❡s st♦r❡❞ ✐♥ ❙◗▲✐t❡✸ ❞✐❞ ♥♦t s❝❛❧❡ ✉♣ ✇❡❧❧✱ t♦
t❤❡ ♣♦✐♥t t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ❢♦r r❡❝❡♥t ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❯♥✐Pr♦t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❢♦r ❛
✷✶✵ ▼❇ ❞❛t❛s❡t✱ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① st♦r❡❞ ❛s ❛♥ ❙◗▲✐t❡✸ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛❧r❡❛❞② ♦❝❝✉♣✐❡s ♠♦r❡
t❤❛♥ ✷✳✸ ●❇✳

❚♦ r❡♣❧❛❝❡ ❙◗▲✐t❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛ ❢♦r♠❛t ❜❛s❡❞ ♦♥ ✸ ❜✐♥❛r② ✜❧❡s✿ t❤❡ ✜rst ✜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡
✐❞❡♥t✐✜❡rs ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s❀ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛ ❧✐st ♦❢ ✐ts ❛❞❥❛❝❡♥t
s❡q✉❡♥❝❡s❀ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❞❡① ✜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ✜❡❧❞s ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ✐❞❡♥t✐✜❡r ✐♥ t❤❡ ✜rst ✜❧❡✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❧✐st ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ ❛♥❞ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥❝✐❡s ❢♦r t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ■❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♥❡✇ ❞❛t❛❜❛s❡ ❢♦r♠❛t✳ ■❞❡♥t✐✲
✜❡rs ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ♥✉❧❧ t❡r♠✐♥❛t❡❞ t❡①t str✐♥❣s✳ ❙❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ✜❧❡ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
❜② t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞❡① ✜❧❡✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ✜❧❡s ❛r❡ ❧♦❛❞❡❞ ✐♥t♦ ♠❡♠♦r② ❜② ▼P■❴▼❑❉❖▼✷
✉s✐♥❣ ♠♠❛♣✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛♥❞❧❡s t❤❡ ❝❛❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❡♠♦r②✳ ❆s ✇❡ s❡❧❡❝t
s❡q✉❡♥❝❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r s✐③❡s✱ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❞❛t❛ ❢♦r s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ s✐♠✐❧❛r s✐③❡ ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡
❛❝❝❡ss❡❞ ❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❜② ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ st♦r❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝②
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❆❞❥❛❝❡♥❝✐❡s st♦r❡❞ ✐♥ t❤✐s
❢♦r♠❛t r❡q✉✐r❡ ✼ t♦ ✽ t✐♠❡s ❧❡ss ❞✐s❦ s♣❛❝❡ t❤❛♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ✐♥ ❙◗▲✐t❡✸ ❢♦r♠❛t✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ❢♦r♠❛t ✐♥ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✳ ❋r♦♠ t♦♣ t♦
❜♦tt♦♠✱ ❛rr❛②s r❡♣r❡s❡♥t ❜②t❡s ✐♥✿ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ✜❧❡✱ t❤❡ ✐♥❞❡① ✜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ✜❧❡✳ ■♥
t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠❛tr✐① st♦r❡s ❛❞❥❛❝❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥s ✭■❉✶✱ ■❉✷✮ ❛♥❞ ✭■❉✷✱ ■❉✸✮✳

✷✳✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✬s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❖✉r ❣♦❛❧ ✐♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ✇❛s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ r❡s✉❧ts ❝❧♦s❡
t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ▼❑❉❖▼✷ ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❝❡ss ❧❛r❣❡ ❞❛t❛s❡ts ✭♦♥ t❤❡ ●✐❣❛❜②t❡ s❝❛❧❡✮ ✐♥ ❛
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡✲❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ r❡s✉❧ts ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s st❛t❡♠❡♥t✱ t❤❛t ✐s✱ ❤♦✇ ❢❛st
❛♥❞ ❤♦✇ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝❛♥ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ♣r♦❝❡ss ❛ ❞❛t❛s❡t✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t✇♦ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡
r✉♥t✐♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✿

❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✿ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜②▼❑❉❖▼✷ ❛♥❞▼P■❴▼❑❉❖▼✷
✐♥ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ s❡t✉♣ t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛s❡t✳

P❛r❛❧❧❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✿ ✇❡ ❛ss❡ss t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ ❜② ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ t♦
♣r♦❝❡ss ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❞❛t❛s❡t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs✳

✷✳✺✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣

❲❡ ❜❛s❡❞ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr② ❞❛t❛s❡t ❢♦r Pr♦❉♦♠ ✷✵✵✸✳✶✱ ❤❡r❡ ❝❛❧❧❡❞
✬❉❇✬✳ ❚❤✐s ✺✺✻✱✾✻✹ s❡q✉❡♥❝❡ ❞❛t❛s❡t ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ ❜❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧②
s✐③❡❞ ❢♦r ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❲❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛ s♠❛❧❧❡r ❞❛t❛s❡t ❝❛❧❧❡❞ ❉❇✴✽ ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ s✉❜s❡t ♦❢ ❉❇
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✻✾✱✻✷✶ s❡q✉❡♥❝❡s ✭❛♥ ❡✐❣❤t❤ ♦❢ ❉❇✮ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ r✉♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡
t✐♠❡✳

✷✳✺✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▼❑❉❖▼✷ ❛♥❞ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ r✉♥ ♦❢ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷

❆❧t❤♦✉❣❤ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛s ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡t t♦ r✉♥
✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ✇♦r❦❡r s❡❧❡❝t✐♥❣ q✉❡r✐❡s ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✱ t❤✉s r❡♣❧✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ▼❑❉❖▼✷✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ✐♥▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ✭♠❛✐♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
✐♥ t❤❡ ✇❛② ❞❛t❛❜❛s❡ ✉♣❞❛t❡s ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞✮✱ ✇❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❉❇✴✽ ✇✐t❤ ❜♦t❤▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ❛♥❞
▼❑❉❖▼✷✳ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❉❇✴✽ ✉s✐♥❣ ▼❑❉❖▼✷ t♦♦❦ ✶✱✹✷✵ ♠✐♥✉t❡s ✇❤✐❧❡ ✐t t♦♦❦ ✶✱✵✹✸ ♠✐♥✉t❡s
✉s✐♥❣ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✳ ■♥ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ ✷✺✪ ❢❛st❡r
t❤❛♥ ▼❑❉❖▼✷✳



✷✳✺✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❊❱❆▲❯❆❚■❖◆ ❖❋ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✬❙ P❊❘❋❖❘▼❆◆❈❊ ✸✾

✷✳✺✳✸ P❛r❛❧❧❡❧ ❡✣❝✐❡♥❝②

❚♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ ❜②
▼P■❴▼❑❉❖▼✷ t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡ ❉❇✴✽ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿

• t❤❡ ✇❛❧❧✲❝❧♦❝❦ t✐♠❡ ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❡❧❛♣s❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts
❝♦♠♣❧❡t✐♦♥❀

• t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♠♣✉t❡ t✐♠❡ ✐s t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ✉s❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ✇❛❧❧✲❝❧♦❝❦
t✐♠❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs❀

• t❤❡ s♣❡❡❞✉♣ ✐s t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✶✲✇♦r❦❡r ❡①❡❝✉t✐♦♥❀

• t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♠♣✉t❡ t✐♠❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♠♣✉t❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✶✲✇♦r❦❡r
❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❚❤❡ s♣❡❡❞✉♣✱ ♣✐❝t✉r❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ✭❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❣r❛♣❤✮✱
r❡❛❝❤❡s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ s❧✐❣❤t❧② ❜❡❧♦✇ ✸✸✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛❢t❡r ❛ q✉✐❝❦ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡✱ t❤❡ s♣❡❡❞✉♣ s❤♦✇s
❛ ♣❧❛t❡❛✉ ❜❡t✇❡❡♥ ✸✾ ❛♥❞ ✼✾ ✇♦r❦❡rs ✭❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✸✷ ❛♥❞ ✸✸✮✱ ❜❡❢♦r❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳
❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ❛❧s♦ ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✽✱ r✐❣❤t✲❤❛♥❞
s✐❞❡ ❣r❛♣❤✮ ✇❤✐❝❤ ✐s q✉✐t❡ ❤✐❣❤ ✉♣ t♦ ❛r♦✉♥❞ ✸✶ ✇♦r❦❡rs✱ ❜❡❢♦r❡ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳ ❲❡
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❉❇✴✽✱ ♦✉r ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ✉♣ t♦ ✸✶ ✇♦r❦❡rs✳

◆✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ t✐♠❡ ❚♦t❛❧ ❝♦♠♣✉t❡ t✐♠❡ ❙♣❡❡❞✉♣ ❊✣❝✐❡♥❝②
✶ ✶✹❤✷✵✬✸✷✑ ✶✹❤✷✵✬✸✷✑ ✶✳✵✵ ✶✳✵✵
✷ ✼❤✵✾✬✸✼✑ ✶✹❤✶✾✬✶✹✑ ✷✳✵✵ ✶✳✵✵
✸ ✺❤✵✸✬✸✵✑ ✶✺❤✶✵✬✸✷✑ ✷✳✽✹ ✵✳✾✺
✼ ✷❤✶✷✬✺✵✑ ✶✺❤✷✾✬✺✹✑ ✻✳✹✽ ✵✳✾✸
✶✺ ✶❤✵✺✬✶✷✑ ✶✻❤✶✽✬✵✷✑ ✶✸✳✷✵ ✵✳✽✽
✸✶ ✵❤✸✸✬✸✷✑ ✶✼❤✶✾✬✺✶✑ ✷✺✳✻✺ ✵✳✽✸
✸✾ ✵❤✷✾✬✵✵✑ ✶✽❤✺✶✬✸✷✑ ✷✾✳✻✻ ✵✳✼✻
✹✼ ✵❤✷✻✬✹✽✑ ✷✶❤✵✵✬✵✷✑ ✸✷✳✶✵ ✵✳✻✽
✻✸ ✵❤✷✻✬✶✼✑ ✷✼❤✸✻✬✹✶✑ ✸✷✳✼✷ ✵✳✺✷
✼✾ ✵❤✷✻✬✶✵✑ ✸✹❤✷✽✬✷✹✑ ✸✷✳✽✼ ✵✳✹✷
✾✺ ✵❤✷✾✬✶✸✑ ✹✻❤✶✻✬✹✼✑ ✷✾✳✹✹ ✵✳✸✶
✶✷✼ ✵❤✹✵✬✷✽✑ ✽✺❤✹✵✬✷✻✑ ✷✶✳✷✻ ✵✳✶✼

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡s✉❧ts✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❢❛❝t♦rs t❤❛t ❝❛♥ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ s♣❡❡❞✉♣ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs ✐♥✲
❝r❡❛s❡s✿

• ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛❜❛s❡ s✐③❡✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ q✉❡r② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡✱ ②❡t ❛s t❤❡r❡ ❛r❡
♠♦r❡ ✇♦r❦❡rs✱ t❤❡ ♠❛st❡r ♥♦❞❡ ♠✉st ✇♦r❦ ❤❛r❞❡r t♦ s❡❧❡❝t q✉❡r✐❡s ❢♦r ❛❧❧ ✇♦r❦❡rs✳ ❚❤❡
❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐♠❡ t❤❡ ✇♦r❦❡rs s♣❡♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ q✉❡r✐❡s ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ t❤❡ ♠❛st❡r
♥❡❡❞s t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ s❡❧❡❝t ♥❡✇ q✉❡r✐❡s ✐s ❝r✉❝✐❛❧✳

• ❚❤❡ ♠♦r❡ ✇♦r❦❡rs t❤❡r❡ ❛r❡✱ t❤❡ ♠♦r❡ q✉❡r✐❡s ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡
❝❤❛♥❝❡s ♦❢ ❝♦♥✢✐❝ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❧✐❡s ✐♥ ♣❛rt ♦♥ ✐ts ❛❜✐❧✐t②
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✵ ✷✵ ✹✵ ✻✵ ✽✵ ✶✵✵ ✶✷✵

✵
✺

✶✺
✷✺

◆✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡r ♣r♦❝❡ss❡s

❙
♣
❡❡
❞
✉
♣

■❞❡❛❧ s♣❡❡❞✉♣

✵ ✷✵ ✹✵ ✻✵ ✽✵ ✶✵✵ ✶✷✵

✵✳
✷

✵✳
✹

✵✳
✻

✵✳
✽

✶✳
✵

◆✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡r ♣r♦❝❡ss❡s

❊
✣
❝✐
❡♥
❝②

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❙♣❡❡❞✉♣ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs ❢♦r t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❉❇✴✽ ❞❛t❛❜❛s❡✳



✷✳✻✳ ❈❖▼P❯❚■◆● P❘❖❉❖▼ ✷✵✶✵✳✶ ✹✶

t♦ ♣r❡❞✐❝t ❝♦♥✢✐❝ts ❜❡t✇❡❡♥ r❡s✉❧ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❡r✐❡s✳ ■❢ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❢❛✐❧ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ✇❛❧❧✲❝❧♦❝❦ t✐♠❡✳

❚❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ s♣❡❡❞✉♣ ❝♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❞✉❡ ❡✐t❤❡r t♦ t❤❡ ♠❛st❡r ♣r♦❝❡ss ❜❡✐♥❣
♦✈❡r❧♦❛❞❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs t♦ ♠❛♥❛❣❡✱ ♦r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❜② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
♦❢ ❝♦♥✢✐❝ts✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷ r❡♣♦rts t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ r❡s✉❧ts ✇❤♦s❡ ♦✉t♣✉t ❤❛❞ t♦ ❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs✿ ❡✈❡♥ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢
❝♦♥✢✐❝ts r❡♠❛✐♥s ❧♦✇✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ ❝♦♥✢✐❝ts ✐s t❤✉s s✉❝❝❡ss❢✉❧✿ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇❡
♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥❧② ✶✳✺✾✪ ❝♦♥✢✐❝ts ✇❤❡♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❉❇✴✽ ♦♥ ✸✾ ✇♦r❦❡rs✱ ✈s✳ ✷✺✳✷✪ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥✢✐❝t
♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

◆✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs ✶ ✷ ✸ ✼ ✶✺ ✸✶
✪ ♦❢ ❝♦♥✢✐❝ts ✵✳✸✼ ✵✳✹✼ ✵✳✺✺ ✵✳✼✵ ✵✳✾✷ ✶✳✸✺
◆✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs ✸✾ ✹✼ ✻✸ ✼✾ ✾✺ ✶✷✼
✪ ♦❢ ❝♦♥✢✐❝ts ✶✳✺✾ ✷✳✶✽ ✸✳✶✸ ✸✳✼✺ ✹✳✷✷ ✺✳✶✶

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ q✉❡r✐❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥✢✐❝ts ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs✱ ❢♦r
t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❉❇✴✽✳

❙✐♥❝❡ ♦✉r ❝♦♥✢✐❝t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❛♣♣❛r❡♥t❧② ❡✣❝✐❡♥t ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs✱
t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝② ♠✉st ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❛st❡r ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ ♣r♦s♣❡❝t ♦❢ tr②✐♥❣ t♦ ♣r♦❝❡ss
❣✐❣❛❜②t❡✲s❝❛❧❡ ❞❛t❛s❡ts ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s♣❡❡❞✉♣ r❡❛❝❤❡s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ t❤❛t ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✸✸
♠❛② ❧♦♦❦ r❛t❤❡r ❣r✐♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ s♣❡❡❞✉♣s✳
■♥❞❡❡❞✱ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ❞❛t❛❜❛s❡s q✉❡r② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡✱ ❛♥❞ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛s✐❡r t♦
✜♥❞ ♥♦♥ ✐♥t❡r✲❞❡♣❡♥❞❡♥t q✉❡r✐❡s✳ ❚♦ ✈❡r✐❢② t❤✐s✱ ✇❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ t❤❡ ❉❇ ❞❛t❛❜❛s❡ ✇✐t❤ ✸✾ ❛♥❞
✼✾ ✇♦r❦❡rs✱ ✇❤✐❝❤ t♦♦❦ ✺✼✱✹✷✹ s ❛♥❞ ✸✸✱✹✵✸ s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s
✇✐t❤ t❤♦s❡ ❢♦r ❉❇✴✽✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ❉❇ ✇❛s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ✶✳✼✷ ✇❤❡♥ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ✸✾ t♦ ✼✾
✇♦r❦❡rs✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❛t ♦❢ ❉❇✴✽ ✇❛s ♦♥❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ✶✳✶✶✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤❡
❧❛r❣❡r t❤❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❜② ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✳ ❚❤✐s ✇❛s ❢✉rt❤❡r ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ Pr♦❉♦♠✳

✷✳✻ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ Pr♦❉♦♠ ✷✵✶✵✳✶

❚♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♣r♦❝❡ss ❧❛r❣❡ ❞❛t❛s❡ts✱ ✇❡ ✉s❡❞
▼P■❴▼❑❉❖▼✷ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ❞♦♠❛✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❯♥✐Pr♦t ❬✺✼❪ r❡❧❡❛s❡
✷✵✶✵❴✼✳ ❆❢t❡r ♠❛s❦✐♥❣ ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② s❡q✉❡♥❝❡ s❡❣♠❡♥ts ✇✐t❤ ❙❊● ❬✺✻❪✱ ✇❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛ ❣❧♦❜❛❧
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛❧❧ s❡q✉❡♥❝❡s ✉s✐♥❣ ❇▲❆❙❚✳ ❚❤✐s ❜❧❛st s❡❛r❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✼✱✽✼✺✱✺✸✺✱✼✵✵ ♠❛t❝❤❡s
✇✐t❤ ❛♥ ❊✕✈❛❧✉❡ ❜❡❧♦✇ 10−4✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ♠❛t❝❤❡s✱ ✇❡ ❜✉✐❧t ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
✻✱✻✻✹✱✾✾✹✱✽✸✶ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ Pr♦❉♦♠ r❡❧❡❛s❡s ✇✐t❤▼❑✲
❉❖▼✷✱ ❯♥✐Pr♦t ✇❛s ✜❧t❡r❡❞ ❢♦r ♣❛rt✐❛❧ ♦r ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ✻✱✶✶✽✱✽✻✾ s❡q✉❡♥❝❡s ♦r
✷✱✶✾✹✱✸✽✷✱✽✹✻ r❡s✐❞✉❡s t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞✳ ❆ ✜rst ❜❛t❝❤ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ✇❛s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜❛s❡❞
♦♥ ✷✱✾✷✾ ❢❛♠✐❧✐❡s ❢r♦♠ ❙❈❖P ❬✸✽❪ r❡❧❡❛s❡ ✶✳✼✺✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ✶✱✽✾✻✱✸✺✶✱✽✾✻ r❡s✐❞✉❡s t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞
❜② ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t❤r♦✉❣❤ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ r✉♥s ♦♥
t❤❡ ❈■◆❊❙ ❥❛❞❡ ❝❧✉st❡r ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s ❝❧✉st❡rs ♦❢ ●r✐❞✬✺✵✵✵ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦♠❛t❡✱ ❛ ✶✻✲❝♦r❡ s❤❛r❡❞
♠❡♠♦r② ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❢♦r t❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇❛s s♣❧✐t ✐♥t♦ ✷✻ r✉♥s✳
❋♦r ❡❛❝❤ r✉♥ ❛t ❈■◆❊❙ ♦r ♦♥ ●r✐❞✬✺✵✵✵✱ ❛s ♠❛♥② ✇♦r❦❡r ♣r♦❝❡ss❡s ✇❡r❡ st❛rt❡❞ ❛s t❤❡r❡ ❛r❡
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❝♦r❡s ♦♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ s♦ t❤❛t ❡❛❝❤ ✇♦r❦❡r ♣r♦❝❡ss ❤❛❞ ❢✉❧❧ ❛❝❝❡ss t♦ ♦♥❡ ❝♦r❡✳ ❚❤❡ ♠❛st❡r ♣r♦❝❡ss
✇❛s tr❡❛t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❛♥❞ ✇❛s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛ ♥♦❞❡ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥
❢♦r t❤✐s ✇❛s t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ♠❛st❡r ♣r♦❝❡ss ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❢♦r
❤❛♥❞❧✐♥❣ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐①✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✸ s✉♠♠❛r✐③❡s ✈❛r✐♦✉s ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t♦♦❦
✶✷ ②❡❛rs ❛♥❞ ✷✸✸ ❞❛②s ♦❢ ❈P❯ t✐♠❡ ❛♥❞ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ✶✾ ❞❛②s ❛♥❞ ✹ ❤♦✉rs ♦❢ ✇❛❧❧✲❝❧♦❝❦
t✐♠❡✳ ❚❤❡ ✇♦r❦❡rs ✇❡r❡ ❦❡♣t ❜✉s② ✼✽✪ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛st❡r ♣r♦❝❡ss ✷✵✪✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ✇❛s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ q✉❡r✐❡s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ♦♥❧② ✸✳✺✪ ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧ts ❤❛❞ t♦ ❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❝♦♥✢✐❝ts✳ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✈❡r② ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞
❢♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛s❡ts✳

❈P❯ t✐♠❡ ✶✶✵✱✽✵✹ ❤♦✉rs ✭✶✷ ②❡❛rs✱ ✷✸✸ ❞❛②s✮
❲❛❧❧ ❝❧♦❝❦ t✐♠❡ ✹✻✵ ❤♦✉rs ✭✶✾ ❞❛②s✱ ✹ ❤♦✉rs✮

❆✈❣✳ ❲♦r❦❡r ❛❝t✐✈✐t② ✼✽✳✼✻✪
★ q✉❡r✐❡s ✺✱✻✷✻✱✷✼✼

★ ✐♥✈❛❧✐❞ q✉❡r✐❡s ✶✾✽✱✸✶✸ ✭✸✳✺✪✮

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ❙♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ Pr♦❉♦♠ ✷✵✶✵✳✶✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✹ s✉♠♠❛r✐③❡s s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts ❢♦r ❡❛❝❤ r✉♥✿

P❧❛t❢♦r♠✿ ♣❧❛t❢♦r♠ ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s r✉♥✳

❲❛❧❧✲❝❧♦❝❦ t✐♠❡✿ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉♥ ✐♥ ❤♦✉rs✳

◆✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs✿ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡r ♣r♦❝❡ss❡s✳

❈P❯ t✐♠❡✿ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈P❯ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✉s❡❞✿ ♦♥ ❥❛❞❡ ❛♥❞
●r✐❞✬✺✵✵✵ ❝❧✉st❡rs✱ t❤❡ ❈P❯ t✐♠❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s r❡s❡r✈❡❞ × ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝♦r❡s ♣❡r ♥♦❞❡s × ✇❛❧❧✲❝❧♦❝❦ t✐♠❡✳ ❖♥ t♦♠❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s❤❛r❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡✱ t❤❡ ❈P❯
t✐♠❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s × ✇❛❧❧✲❝❧♦❝❦ t✐♠❡✳

▼❛st❡r ❧♦❛❞✿ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛st❡r ♥♦❞❡ ✐s ❜✉s②✱ s❡❧❡❝t✐♥❣ q✉❡r✐❡s
♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ r❡s✉❧ts✳

❲♦r❦❡r ❧♦❛❞✿ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇♦r❦❡r ♥♦❞❡s ❛r❡ ❜✉s②✱ ❡✐t❤❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣
q✉❡r✐❡s ♦r ❛♣♣❧②✐♥❣ ❞❛t❛❜❛s❡ ✉♣❞❛t❡s✳

❈♦♥✢✐❝ts✿ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ✇❡r❡ ♥♦t ✈❛❧✐❞✳

❉❛t❛ ♣r♦❝❡ss❡❞✿ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛s❡t ♣r♦❝❡ss❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s r✉♥✳

❊✣❝✐❡♥❝② t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss❡❞
❈P❯ t✐♠❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✇❛❧❧✲❝❧♦❝❦ t✐♠❡✳ ❋r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛♥❡❧s r❡♣r❡s❡♥t✿

• t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡❀

• t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t q✉❡✉❡ ♣❧♦tt❡❞ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ r❡s✉❧t ✐s t❡st❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ q✉❡✉❡❀
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• t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ q✉❡r②✱ ♣❧♦tt❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r t❤✐s
q✉❡r②❀

• t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss ❛ q✉❡r②✱ ❛❧s♦ ♣❧♦tt❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧t ❢♦r t❤✐s q✉❡r②❀ ✳

• ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦❞❡s ♦✈❡r t✐♠❡✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❣❧♦❜❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t❧②✱ s♦♠❡ r✉♥s ✇❡r❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t
t❤❛♥ ♦t❤❡rs✳ ❋♦r s♦♠❡ r✉♥s s✉❝❤ ❛s r✉♥ ✶✺✱ t❤❡ ✇♦r❦❡r ❧♦❛❞ ✐s ❤✐❣❤ ②❡t ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧②
❧♦✇✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❛ r✉♥✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡
q✉❡✉❡❞ ❛♥❞ ❛✇❛✐t✐♥❣ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛r❡ ❧♦st✳ ❙❤♦rt r✉♥s t❡♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇❡r ❡✣❝✐❡♥❝② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
t❤✐s ❜♦r❞❡r ❡✛❡❝t✳ ❚❤✐s ✐s ❡①❛❝❡r❜❛t❡❞ ❛s q✉❡r✐❡s ❣❡t ❧♦♥❣❡r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ❧❛r❣❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣
t✐♠❡s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡✱ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ✇❛s st✐❧❧ ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t q✉❡r✐❡s ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ✇♦r❦❡r ❧♦❛❞✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ r❡s✉❧ts
q✉❡✉❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❞✐♠✐♥✐s❤❡s✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❛♥❞
♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✉s❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs✳ ❚❤✐s ✐s ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ r✉♥s
✶✾ t♦ ✷✷✱ ✇❤❡r❡ ✐t ❜❡❝❛♠❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✜♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t q✉❡r✐❡s ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✇♦r❦❡rs ✇❡r❡ ❧❡❢t ✐❞❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ✐t ✐s
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❘✉♥ ✷✺ ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤②
❛s ✐t ❡①❤✐❜✐ts ❛ r❛r❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✿ ♦♥ ✈❡r② ❧♦♥❣ q✉❡r✐❡s✱ t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣❡❛t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛② ❢❛✐❧ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❝❤❡s
❜❡t✇❡❡♥ r❡♣❡❛ts✳ ■♥▼P■❴▼❑❉❖▼✷✱ ✇❡ r❡✉s❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣❡❛t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✉s❡❞
❜② ▼❑❉❖▼✷ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡❧❡❛s❡s ♦❢ Pr♦❉♦♠ ✐t ❛♣♣❡❛rs ✐♠♣♦rt❛♥t t♦
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣❡❛t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜② ❛ ♥❡✇❡r✱ ♠♦r❡
r❡❧✐❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞✳
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✭❡✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ●r❛♣❤✐❝❛❧ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ♦♥ ❯♥✐Pr♦t ✷✵✶✵❴✵✼✳ ❋r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✿ ✭❛✮ s✐③❡ ♦❢ ❞❛t❛❜❛s❡
✐♥ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ❛♠✐♥♦✲❛❝✐❞s❀ ✭❜✮ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❡r✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡❀ t❤❡ ❞❛r❦ ❢r✐♥❣❡ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ q✉❡r✐❡s ❝✉rr❡♥t❧② ❜❡✐♥❣
♣r♦❝❡ss❡❞✱ t❤❡ ❧✐❣❤t ♣❛rt r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛❧r❡❛❞② ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛♥❞ ❛✇❛✐t✐♥❣ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥❀ ✭❝✮ q✉❡r② s✐③❡ ✐♥ ❛♠✐♥♦✲❛❝✐❞s❀ ✭❞✮ r✉♥ t✐♠❡
♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ q✉❡r✐❡s❀ ✭❡✮ ✇♦r❦❡r t✐♠❡✲❧✐♥❡✱ ❛ ❝♦❧♦✉r❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✇♦r❦❡r ✐s ❜✉s② ❡✐t❤❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ q✉❡r✐❡s ✭❜❧✉❡✮ ♦r ✉♣❞❛t✐♥❣
t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭r❡❞✮✳
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❈❤❛♣t❡r ✸

❈♦♠♣❛r✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ✇❡
s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤✐s ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦✉❧❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♣r♦❝❡ss ❣✐❣❛❜②t❡✲s❝❛❧❡ ♣r♦t❡✐♥ ❞❛t❛s❡ts✳ ❨❡t✱ ✇❡
❤❛❞ t♦ ❝✉t s♦♠❡ ❝♦r♥❡rs t♦ ❛❧❧♦✇ t❤✐s s♣❡❡❞✉♣✿ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ▼❑❉❖▼✷ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❤❛❞ t♦ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡
❞❡s✐❣♥❡❞ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ✇❛s ♠✐♥✐♠❛❧✱ ✐t r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ s❤♦✇♥
❤♦✇ ❝❧♦s❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ r❡s✉❧ts ❛❝t✉❛❧❧② ❛r❡✳

❉❛t❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ✜❡❧❞s ♦❢ st✉❞② ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t
❝❧✉st❡r✐♥❣s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s❡✈❡r❛❧
❡①✐st✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛✿ t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① ❬✷✺❪✱ ✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝ts t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ t✇♦
❝❧✉st❡r✐♥❣s❀ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❲❛❧❧❛❝❡ ✐♥❞✐❝❡s ❬✺✸❪ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❤♦✇ ✇❡❧❧ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞
✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣❀ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✸✻❪✱ ❛ ♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣s✳

❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡s❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❤❛✈❡ ♥❡✈❡r ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ❝♦♠✲
♣❛r✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣s
♠❛② ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛② ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞✱ ❜✉t ❞♦♠❛✐♥s t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛r❡ ♥♦t ❛t♦♠✐❝
❞❛t❛ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✲
✇❛r❞ t♦ ❛♣♣❧② ❣❧♦❜❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ t♦ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣s✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝
❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧② ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡①♣❡rt ❞❡✜♥❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ✐♥ ❛❞✲❤♦❝
✇❛②s ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❡①♣❡rt ❞❡✜♥❡❞ ❢❛♠✐❧✐❡s t♦ t❤❡✐r ❝❧♦s❡st ♠❛t❝❤ ✐♥ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳
❚❤❡ ❝❧♦s❡st ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢❛♠✐❧② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ✐s ❤❛r❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥❞ ♦❢t❡♥ r❡q✉✐r❡s t♦
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② s❡t t❤r❡s❤♦❧❞s ❛♥❞ r✉❧❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ❞♦❡s
♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❡q✉❛t❡s t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣s✳ ❋♦r t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✱
✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❤❛r❞ t♦ ❣❧♦❜❛❧❧② ❛ss❡ss t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ♠❡t❤✲
♦❞s✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛♣♣❧② ❣❧♦❜❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ t♦ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥
❝❧✉st❡r✐♥❣s ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜♦t❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❧✐♥❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞♦♠❛✐♥
❝❧✉st❡r✐♥❣✳

❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✳ ❇② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ q✉❡r✐❡s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷
❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❢❛♠✐❧✐❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ s❡❣♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧♦♥❣❡r ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❛♥ ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❲❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢
t❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳

❚❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❣r♦✇t❤ t❤❛t ♠♦t✐✈❛t❡❞ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❑❉❖▼✷ ❛❧s♦ ❤❛s ❛♥ ❡✛❡❝t ♦♥
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ P❙■✲❇▲❆❙❚✳ ❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❛ P❙■✲❇▲❆❙❚ s❡❛r❝❤ ✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❜② t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ ❞❛t❛❜❛s❡ ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ P❙■✲❇▲❆❙❚ r❡s✉❧ts

✹✼
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✉❧t✐♠❛t❡❧② ✐♠♣❛❝t t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ❛♥❞ ✇❡ ❛ss❡ss t❤✐s ✐♠♣❛❝t ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳

✸✳✶ ●❧♦❜❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝r✐t❡r✐❛

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✐♥✐t✐t✐❛❧ ❞❛t❛s❡t✱ t❤❛t ✐s✱ ❛ s❡t ♦❢ ♥♦♥✲❡♠♣t② ❞✐s❥♦✐♥t s✉❜s❡ts t❤❛t ❢♦r♠s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦✈❡r
♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts D = {d1, · · · , dn}✱
C = {c1, · · · , cp} ✐s ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ D ✐❢✿

• ∀c ∈ C, c 6= ∅❀

• ⋃

ci∈C

ci = D❀

• ∀ci, cj ∈ C, ci 6= cj =⇒ ci ∩ cj = ∅✳

✸✳✶✳✶ ❙✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣❛✐rs

❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ t✇♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ✐s t♦ ❝♦✉♥t ❤♦✇ ♠❛♥② ❡❧❡✲
♠❡♥ts ❝❧✉st❡r❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛r❡ st✐❧❧ ❝❧✉st❡r❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳ ❙❡✈❡r❛❧
♠❡❛s✉r❡s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ✐♥t✉✐t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts D =
{d1, · · · , dn}✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ n(n−1)

2 ❞✐st✐♥❝t ♣❛✐rs {di, dj} ∈ D2, di 6= dj ✳ ●✐✈❡♥ C = {c1, · · · , cp}
❛♥❞ C′ = {c′1, · · · , c′q} t✇♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ♦❢ D✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ π ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② π′✮ ❛s t❤❡ s❡ts ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢
♣♦✐♥ts ❝❧✉st❡r❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ C ✭r❡s♣✳ C′✮✿

π = {{di, dj} | ∃ck ∈ C, di ∈ ck ∧ dj ∈ ck}
π′ = {{di, dj} | ∃c′k ∈ C′, di ∈ c′k ∧ dj ∈ c′k}

❏❛❝❝❛r❞ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t

❚❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① ❬✷✺❪✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ J(C, C′) ❬✷✺❪✱
♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐rs ❝❧✉st❡r❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ C ❛♥❞ C′ r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ ♣❛✐rs ❝❧✉st❡r❡❞ ✐♥ C ♦r C′✿

J(C, C′) =
|π ∩ π′|
|π ∪ π′| .

J(C, C′) = 1 ✇❤❡♥ C = C′✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r C = C′ = {{d1}, {d2} · · · , {dn}} ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ✉♥❞❡✜♥❡❞✳
■♥✈❡rs❡❧②✱ J(C, C′) = 0 ✐❢ C = {{d1}, {d2} · · · , {dn}} ❛♥❞ C′ 6= C✳

❲❛❧❧❛❝❡ ✐♥❞✐❝❡s

❚❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❲❛❧❧❛❝❡ WI ❬✺✸❪ ✭r❡s♣✳ WII✮ ✐♥❞❡① ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ♣❛✐r ♦❢
♣♦✐♥ts ❝❧✉st❡r❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❧✉st❡r ♦❢ C ✭r❡s♣✳ C′✮ ❛r❡ ❛❧s♦ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥ C′ ✭r❡s♣✳ C✮✿

WI(C, C′) =
|π ∩ π′|
|π| ❛♥❞ WII(C, C′) =

|π ∩ π′|
|π′| .

WI ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇❤❡♥ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ C t♦ C′✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ WI = 0.5 ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ✐❢ ❛ ❝❧✉st❡r ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ ✷ s✉❜✲❝❧✉st❡rs ♦❢ ❡q✉❛❧ s✐③❡✳ WII ✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♠❡❛s✉r❡s
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❤♦✇ ✇❡❧❧ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ ❛ ❝❧✉st❡r c1 ✐♥ C ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
✶✱✵✵✵ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ❝❧✉st❡rs c′1 ❛♥❞ c′2 ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✺✵✵ ♣♦✐♥ts ❡❛❝❤ ✐♥ C′✱ WI(c) = 0.5
❛♥❞ WII = 1✳

✸✳✶✳✷ ❲❡✐❣❤t❡❞ ♣❛✐r ❜❛s❡❞ ✐♥❞✐❝❡s

❇❡❝❛✉s❡ WI ✱ WII ✱ ❛♥❞ J ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛✐rs ♦❢ r❡s✐❞✉❡s✱ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
sq✉❛r❡ ♦❢ ✐ts s✐③❡ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ✐♥❞❡①✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦✉♥t❡r❜❛❧❛♥❝❡ t❤✐s ❡✛❡❝t✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ✇❡✐❣❤t❡❞
✐♥❞✐❝❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❡❛❝❤ ❢❛♠✐❧② ✐s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s✐❞✉❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛♠✐❧②✳
❲❡✐❣❤t❡❞ ❲❛❧❧❛❝❡ ✐♥❞✐❝❡s WwI

❛♥❞ WwII
❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

WwI
(C, C′) =

1

n

∑

ci∈C

|ci|
∑

c′j∈C
′

|ci ∩ c′j | (|ci ∩ c′j | − 1)

|ci| (|ci| − 1)
,

❛♥❞

WwII
(C, C′) =

1

n

∑

ci∈C

|ci|
∑

c′j∈C
′

|ci ∩ c′j | (|ci ∩ c′j | − 1)

|c′j | (|c′j | − 1)
.

◆♦t✐♥❣ t❤❛t J(C, C′) ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

J(C, C′) =
|π ∩ π′|
|π ∪ π′|

=
|π ∩ π′|

|π|+ |π′| − |π ∩ π′|

=
1

|π|
|π∩π′| + |π′|

|π∩π′| − 1

J(C, C′) =
1

1
WI

+ 1
WII
− 1

,

✇❡ ❞❡✜♥❡ Jw(C, C′)✱ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ J(C, C′) ❛s✿

Jw(C, C′) =
1

1
WwI

+ 1
WwII

− 1
.

✸✳✶✳✸ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡

▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❝r✐t❡r✐❛ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲t❤❡♦r❡t✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡s❡
❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ C = {c1, · · · , cp} ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts D =
{d1, · · · , dn} ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X : D 7→ C✿ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ ♣♦✐♥t
di ∈ D✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r ci ∈ C t♦ ✇❤✐❝❤ di ❜❡❧♦♥❣s✳
❆ss✉♠✐♥❣ ❡q✉✐♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ p(ci)✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ r❛♥❞♦♠ ♣♦✐♥t
di ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❝❧✉st❡r ci ❛s✿

p(ci) =
|ci|
n

.
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❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡
❝❧✉st❡r✐♥❣ C✳ ❚❤❡ ✏❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✑ ❬✸✻❪ ✭V I✮ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ❝r✐t❡r✐❛ ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r② ❛♥❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡♥tr♦♣② ♦❢ t✇♦ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡
❡♥tr♦♣② H(C) ♦❢ C ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❡♥tr♦♣② ♦❢ ✐ts r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✿

H(C) = −
∑

ci∈C

p(ci) log (p(ci)) .

❚❤❡ ❡♥tr♦♣② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ H(C) = 0 ✐❢ C = {D} ❛♥❞ ✐s
♠❛①✐♠❛❧ ✐❢ C = {{d1}, {d2}, · · · , {dn}}✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ C′ = {c′1, · · · , c′q} ♦✈❡r D✱ ✇❡
❝❛♥ ❞❡✜♥❡ p(ci, c

′
j)✱ t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t d ∈ D t♦ ❜❡ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ci ∈ C ❛♥❞ ✐♥

t❤❡ ❝❧✉st❡r c′j ∈ C′✿

p(ci, c′j) =
|ci ∩ c′j |

n
.

❚❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ I(C, C′) ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❛♥✲
❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣s✿

I(X, Y ) =
∑

ci∈C

∑

c′j∈C
′

p(ci, c′j) log

(

p(ci, c′j)

p(ci)p(c′j)

)

.

I(C, C′) ❡①♣r❡ss❡s ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❡♥tr♦♣② ✭✐✳❡✳✱
t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✮ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳ ■❢ C = C′✱ I(C, C′) = H(C) = H(C′)✱ t❤❛t ✐s✱ ✐❢ ❜♦t❤ ❝❧✉st❡rs
❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❦♥♦✇✐♥❣ ♦♥❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❡♥tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r✳

❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣s V I(C, C′) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ▼❡✐❧➔ ❬✸✻❪
❛s✿

V I(C, C ′) = H(C) + H(C ′)− 2I(C, C ′).

V I ✐s ❛ tr✉❡ ♠❡tr✐❝ r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣s✳ V I(C, C′) = 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ C = C′✳ ■❢ C 6= C′ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡✿

V I(C, C′) ≥ 2

n
.

❚❤❡ ♥❡❛r❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♥❡✐❣❤❜♦r C′ ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ C ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t✇♦ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❝❧✉st❡rs ✐♥ C
❛r❡ ♠❡r❣❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ C′ ✭♦r ✐♥✈❡rs❡❧②✱ ✇❤❡♥ ❛ ✷✲♣♦✐♥t ❝❧✉st❡r ✐s s♣❧✐t✮✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ❛❧s♦ ❤❛s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✿

V I(C, C′) ≤ log n.

❚❤✐s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇✐t❤ C = {{d1}, {d2}, · · · , {dn}} ❛♥❞ C′ = {D}✳ V I ❛❧s♦ ✈❡r✐✜❡s ❛
str♦♥❣❡r ❜♦✉♥❞ ✐❢ max(|C|, |C′|) ≤ √n✿

V I(C, C′) ≤ 2 log
(

max(|C|, |C′|)
)

.
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✸✳✷ ❆ss❡ss✐♥❣ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣

✸✳✷✳✶ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣ s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞ ❢❛♠✐❧✐❡s

❆✉t❤♦rs ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❞♦♠❛✐♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✉s✉❛❧❧② ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❛ss❡ss t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡✐r
r❡s✉❧ts ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝r❡❛t❡❞ ❢❛♠✐❧✐❡s t♦ ❢❛♠✐❧✐❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❡①♣❡rt s♦✉r❝❡s ❬✷✸✱
✹✷❪ s✉❝❤ ❛s ❙❈❖P ❬✸✽❪ ♦r P❢❛♠ ❬✹✼❪✳ ❊❛❝❤ ❡①♣❡rt ❢❛♠✐❧② ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐ts ❝❧♦s❡st ♠❛t❝❤ ✐♥
t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ♦♥❡ ♦♥ ♦♥❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✿
t❤❡ ❝❧♦s❡st ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢❛♠✐❧② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ✐s ❤❛r❞ t♦ ❞❡✜♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✐♠✐❧❛r✐t②
❜❡t✇❡❡♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❡q✉❛t❡s t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
❝❧✉st❡r✐♥❣s✳

❚❤❡ ✏❜❡st ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢❛♠✐❧②✑ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✐s ✐❧❧✲❞❡✜♥❡❞✳ ▲❡t C = {c1, · · · , cp} ❜❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧② ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❛♥❞ C′ = {c′1, · · · , c′q} ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ s❡t ♦❢ ❢❛♠✲
✐❧✐❡s✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❢❛♠✐❧② ci ∈ C✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❜❡st ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢❛♠✐❧② c′j ∈ C′✳
❆ ✜rst ♠❡t❤♦❞ ♠❛② ❝♦♥s✐st ✐♥ ✜rst ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ♠❛t❝❤ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❛♥❞
t❤❡♥ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ✇✐t❤ ♠♦st ❞♦♠❛✐♥s ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡
❜❡st ♠❛t❝❤ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❢❛♠✐❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s✐❞✉❡s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❜♦t❤ ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❆s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ❜♦t❤ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

f ′jfi

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❢❛♠✐❧✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞
♠❛t❝❤✐♥❣ ❢❛♠✐❧✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡s✐❞✉❡s✳ ❋❛♠✐❧② f ′

j ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ✐♥ fi

✇✐t❤♦✉t ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ✐ts r❡s✐❞✉❡s✳

❆ s❡❝♦♥❞ ❞✐✣❝✉❧t② ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ ❢❛♠✐❧✐❡s ✐♥ C ✇✐t❤ t❤❡✐r
❜❡st ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ✐♥ C′ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❡q✉❛t❡ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ C ❛♥❞ C′✳
❆s ♥♦t❡❞ ❜② ▼❡✐❧➔ ❬✸✺❪✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝❧✉st❡rs✱ ✉♥♠❛t❝❤❡❞ ♣❛rts ❛r❡
✉♥❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ t❤r❡❡ ❢❛♠✐❧✐❡s✿ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✷
✐♥t✉✐t✐✈❡❧② s❡❡♠s ❢✉rt❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ tr✉t❤ t❤❛♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ❜♦t❤ ✇♦✉❧❞ ❣❡t t❤❡ s❛♠❡ s✐♠✐❧❛r✐t②
s❝♦r❡ ✇✐t❤ ❛ ❝❧✉st❡r ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

❈❧✉st❡r✐♥❣ ✶ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ✷❚r✉❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝❧✉st❡r ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❇♦t❤ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ✶ ❛♥❞ ✷ ❛r❡ ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥t ✐❢ ❡❛❝❤ ❢❛♠✐❧② ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐ts ❜❡st ♠❛t❝❤ ✐♥ t❤❡ tr✉❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳

❆❧❧ t❤❡s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ♠❛❦❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧② ❝❧✉st❡r✲
✐♥❣s ❝♦✉♥t❡r✲✐♥t✉✐t✐✈❡✱ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❛♥❞ ❤❛r❞ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥st❡❛❞ t♦ ✉s❡ r❡s✐❞✉❡s ❛s
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❛t♦♠✐❝ ❞❛t❛ t♦ ❛♣♣❧② ❣❧♦❜❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✳

✸✳✷✳✷ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ t♦ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s

●❧♦❜❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ❛s ❛❞✲❤♦❝ ♠❡t❤♦❞s✳
❚❤❡② ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣s✳
❚❤❡s❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❤♦✇❡✈❡r ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✐r❡❝t❧② t♦ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s✳

❆ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧② ❝❧✉st❡r✐♥❣ F s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ❞♦ ♥♦t
♠❛t❝❤ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts✱
❛r❡ ♥♦t ❛t♦♠✐❝ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳ ❆ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s ❞♦♠❛✐♥s f ∈ F ✐s ❛ s❡t ♦❢ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ s❤❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❤✐st♦r②✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ❝❛♥ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡rs✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ s❡❣♠❡♥t s1 ❝❛♥ ❜❡
❝❧✉st❡r❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡❝♦♥❞ s❡❣♠❡♥t s2 ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜✉t ♥♦t ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts t❤❡♠s❡❧✈❡s ❜❡✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧②
❜② t❤❡ t✇♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣s✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t s❡❣♠❡♥ts ✐s ✐❧❧✲❞❡✜♥❡❞✿ s❡❣♠❡♥ts
❛r❡ ♥♦t ❛t♦♠✐❝ ❞❛t❛✱ t❤❡② ❝❛♥ ♦✈❡r❧❛♣✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ s❡❣♠❡♥ts ✐♥ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❤❛♥ ✐♥
t❤❡ ♦t❤❡r✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧✉st❡r ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉s✲
t❡r✐♥❣s ✇✐t❤♦✉t r❡s♦rt✐♥❣ t♦ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❝r✐t❡r✐❛✱ t❤r❡s❤♦❧❞s✱ ❛♥❞ r✉❧❡s✱ t❤❛t r❡♥❞❡r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
❤❛r❞❡r t♦ ✐♥t❡r♣r❡t✳

❋♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❝❧✉st❡r✐♥❣s✱ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s s❡ts ♦❢
r❡s✐❞✉❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❡s ✐s ✐rr❡❧❡✈❛♥t✳ ❆ r❡s✐❞✉❡ ✐s
✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐t ❜❡❧♦♥❣s t♦✱ ❛♥❞ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡✳ ❘❡s✐❞✉❡s
❛r❡ ❛t♦♠✐❝ ❞❛t❛ t❤❛t ❛r❡ ✉♥❡q✉✐✈♦❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❧✉st❡r✐♥❣s✳ ❇② ❜❛s✐♥❣ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ♦♥
r❡s✐❞✉❡s✱ ✇❡ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜♦t❤ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥s ✐♥t♦ ❢❛♠✐❧✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳

❉♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ▼❑❉❖▼✷ ♦r ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ❞♦ ♥♦t ❝♦✈❡r t❤❡ ❢✉❧❧ ✐♥✐t✐❛❧
❞❛t❛s❡t✳ ❙❡❣♠❡♥ts s❤♦rt❡r t❤❛♥ ✷✵ r❡s✐❞✉❡s✱ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦♦ s♠❛❧❧ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱
❛r❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❋♦r ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❤♦✇❡✈❡r✱ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛s ♠❛♥② r❡s✐❞✉❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s✱ s❡❣♠❡♥t
❡①tr❡♠❛ t❤❛t ❛r❡ t♦♦ s❤♦rt t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛♥② ❢❛♠✐❧② ❛r❡
✈✐❡✇❡❞ ❛s s✐♥❣❧❡t♦♥ ❢❛♠✐❧✐❡s✱ t❤✉s ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ❜♦t❤ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛ s❡t✳

❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ✐♥❞✐❝❡s ♦♥ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s

●❧♦❜❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❛r❞✐♥❛❧s ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ ❝❧✉st❡r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣
❛ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧② f ∈ F ❛s ❛ s❡t ♦❢ r❡s✐❞✉❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ |f |✱ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ♦❢ f ❛s✿

|f | =
∑

Sb,e
i ∈f

(ei − bi + 1)

❈❛r❞✐♥❛❧s ❢♦r ❛❧❧ ❢❛♠✐❧✐❡s f ∈ F ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♥❡❛r❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ❛ ❧✐st ♦❢ s❡❣♠❡♥ts s♦rt❡❞ ❜②
❢❛♠✐❧②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❝❛r❞✐♥❛❧s ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❢❛♠✐❧✐❡s f ∈ F ❛♥❞ f ′ ∈ F ′ ✇❡
❞❡✜♥❡ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ P ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜♦t❤ ❝❧✉st❡r✐♥❣s
❛❣r❡❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ P ♦♥ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ t✇♦ ❞♦♠❛✐♥s ❞❡✜♥❡❞
❞✐✛❡r❡♥t❧② ✐♥ F ❛♥❞ F ′✳ ❙♦rt✐♥❣ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ P ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❢❛♠✐❧② f ∈ F ❛♥❞ f ′ ∈ F ′

❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❣r♦✉♣s s❡❣♠❡♥ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧s ♦❢ ❛❧❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s
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❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ t❤❡ s♦rt❡❞ ❧✐st ♦❢ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ P✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡r✐✈❡
❲❛❧❧❛❝❡ ✐♥❞✐❝❡s✱ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① ❛♥❞ V I ❞✐st❛♥❝❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✸✳✶✳✷ ❛♥❞
✸✳✶✳✸✳

F

F ′

P

S

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ F ✱ F ′ ❛♥❞ P ♦♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ S✳

✸✳✸ ▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ t❡st❡❞ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ❜② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❉❇✴✽✱ ❛
✻✾✱✻✷✶ s❡q✉❡♥❝❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♦♥ ❉❇✴✽✱
▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✉s❡ ✉♣ t♦ ✸✶ ✇♦r❦❡rs✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ s♣❡❡❞✉♣ ❛❜♦✈❡ ✷✺
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ✶✲✇♦r❦❡r ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❤❛s
❛s ❧✐tt❧❡ ❡✛❡❝t ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✿ q✉❡r✐❡s r✉♥♥✐♥❣ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛r❡ ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥r❡❧❛t❡❞
❛♥❞ t❤❡ ❢❡✇ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥✢✐❝ts ❜❡t✇❡❡♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ❛r❡ r❡s♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✇❛②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ♠♦r❡ ✇♦r❦❡rs ✇❡ ✉s❡✱ t❤❡ ♠♦r❡ q✉❡r✐❡s ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉rt❤❡r ✇❡ ❞❡♣❛rt
❢r♦♠ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ r❡s✉❧ts t♦ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛s ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs✳

❚♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ✐♥❢❡rr❡❞ ♦♥ ❉❇✴✽ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs t♦ t❤❡
❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ t♦♣ ❧❡❢t ❣r❛♣❤ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ s❤♦✇s
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ WwI

❛♥❞ WwII
✐♥❞✐❝❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs✳ WwI
✭r❡s♣✳ WwII✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜②

❢❛♠✐❧② s✐③❡✱ t❤❛t t✇♦ r❡s✐❞✉❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛♠✐❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✭r❡s♣✳
♣❛r❛❧❧❡❧✮ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❛❧s♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛♠✐❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✭r❡s♣✳ s❡q✉❡♥t✐❛❧✮
❝❧✉st❡r✐♥❣✳ WwI

❛♥❞ WwII
✐♥❞✐❝❡s s❧♦✇❧② ❞❡❝r❡❛s❡ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❛

♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❲❛❧❧❛❝❡ ✐♥❞✐❝❡s st❛② ❤✐❣❤✱ ❛❜♦✈❡ ✵✳✾✱ ❛s
❧♦♥❣ ❛s ❢❡✇❡r t❤❛♥ ✺✵ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤✐s ❞❡♥♦t❡s ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤
r❡❣❛r❞ t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✳ WwI

✐♥❞✐❝❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ WwII
✐♥❞✐❝❡s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧

❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❜❡tt❡r r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ t❤❛♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✐s tr✉❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡
tr❡♥❞s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ V I ❞✐st❛♥❝❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✱ t♦♣ r✐❣❤t ❣r❛♣❤✮✳ V I ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❢r♦♠
t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s❡❡♠s t♦ st❛❧❧ ❛t ❛r♦✉♥❞ ✵✳✽✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡
♦♥❡ ♠❛② ♦❜s❡r✈❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❝❤ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ✐s ❛r♦✉♥❞ ✷✺✳ ❖♥❡ ♠❛② ❛❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❡✈❡♥ t❤❡
♦♥❡ ✇♦r❦❡r ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❡
s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥✱ q✉❡r✐❡s ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ♦♥❡ ✇♦r❦❡r
❡①❡❝✉t✐♦♥✱ t❤❡ ✇♦r❦❡r ♥♦❞❡ r❡❝❡✐✈❡s s❡✈❡r❛❧ q✉❡r✐❡s ❛t ♦♥❝❡ ✭❜❡t✇❡❡♥ ✶✵ ❛♥❞ ✺✵✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ q✉❡r✐❡s✮✳

❇❡❝❛✉s❡ ❲❛❧❧❛❝❡ ✐♥❞✐❝❡s s❡❡♠ t♦ r❡❛❝❤ ❛ ♣❧❛t❡❛✉ ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✼✵ ✇♦r❦❡rs✱ t❤❡ ❜♦tt♦♠
❧❡❢t ❣r❛♣❤ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❲❛❧❧❛❝❡ ✐♥❞✐❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡
♣♦✐♥ts✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✱ WwI

✭r❡s♣✳ WwII
✮ ❢♦r ✶✺ ✇♦r❦❡r ♣r♦❝❡ss❡s ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
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✵✳
✵
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✶

✵✳
✷
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◆✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs

❱
■
❞
✐s
t❛
♥
❝❡
✭①
✲✶
✱
①
✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❖✈❡r❛❧❧ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs✳ ❚♦♣ ♣❛♥❡❧s ❝♦♠♣❛r❡
t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ s❡q✉❡♥t✐❛❧ r❡s✉❧ts✱ ❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧s ❝♦♠♣❛r❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ❝❧✉st❡r✐♥❣s✳ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧s
s❤♦✇s WwI

✱ WwII
✱ ❛♥❞ Jw ✐♥❞✐❝❡s✱ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧s✱ t❤❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✳
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t❤❛t t✇♦ r❡s✐❞✉❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛♠✐❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦▼P■❴▼❑❉❖▼✷ r✉♥ ♦♥ ✼ ✇♦r❦❡rs
✭r❡s♣✳ ✶✺ ✇♦r❦❡rs✮ ❛❧s♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛♠✐❧② ✇✐t❤ ✶✺ ✇♦r❦❡rs ✭r❡s♣✳ ✼ ✇♦r❦❡rs✮✳ ❈♦♥tr❛r② t♦
✇❤❛t t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ♣❧❛t❡❛✉ ♦❢ WwI

❛♥❞ WwII
✐♥❞✐❝❡s ❝♦✉❧❞ s✉❣❣❡st✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣s

st✐❧❧ ❡✈♦❧✈❡s s❧✐❣❤t❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❧❛t❡❛✉ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤✐s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ ❧✐♠✐t❡❞✿ ❛❧❧ ❲❛❧❧❛❝❡
✐♥❞✐❝❡s ❛r❡ ❛r♦✉♥❞ ✵✳✾✺✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ V I ❞✐st❛♥❝❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✱ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ❣r❛♣❤✮ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ❞♦❡s ♥♦t t❡♥❞ t♦✇❛r❞s ✵✳ ❚❤❡s❡ ❞✐st❛♥❝❡s r❡♠❛✐♥ ❤♦✇❡✈❡r r❡❧❛t✐✈❡❧②
s♠❛❧❧✱ ❛r♦✉♥❞ ✵✳✹✳

❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❡ ❝❤❛♥❝❡s ♦❢ ❝♦♥✢✐❝t ❜❡t✇❡❡♥ r❡s✉❧ts t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❡r ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ❢❛♠✐❧✐❡s
❛♥❞ t❤❛t✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❧❛r❣❡r ❢❛♠✐❧✐❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ✐♠♣❛❝t❡❞ ❜② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ t❤❛♥ ♦t❤❡rs✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ✜♥❞ ❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢❛♠✐❧② s✐③❡ ❛♥❞ Ww1

❡✈❡♥ ✇✐t❤ ✶✷✼
✇♦r❦❡rs✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ WwI
✐♥❞❡① ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞♦♠❛✐♥s

✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❚❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♣❛♥❡❧s ❛r❡ ③♦♦♠s ♦❢ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♣❛♥❡❧s ❢♦r ❢❛♠✐❧✐❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
❢❡✇❡r t❤❛♥ ✺✵ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❲❛❧❧❛❝❡ ✐♥❞✐❝❡s ❞♦ ❞❡❣r❛❞❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❲❛❧❧❛❝❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ❢❛♠✐❧② ❝❛♥ t❛❦❡ ❛♥② ✈❛❧✉❡✱ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✽✵✪ ♦❢ t❤❡s❡
❢❛♠✐❧✐❡s ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❞❡① ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✾✺✪✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ■♠♣❛❝t ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❛♠✐❧② s✐③❡✳ ❊❛❝❤ ♣❛♥❡❧ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡
♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❉❇✴✽ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❛♥❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ r✉♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇✐t❤ ✶✱
✸✶✱ ❛♥❞ ✶✷✼ ✇♦r❦❡rs✳

❋r♦♠ t❤✐s ❛ss❡ss♠❡♥t ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♣r❡s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛
♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs ✐s ♥♦t t♦♦ ❧❛r❣❡ ✭❜❡❧♦✇ ✹✵ ✇♦r❦❡rs✮✳ ❚❤❡



✺✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❈❖▼P❆❘■◆● P❘❖❚❊■◆ ❉❖▼❆■◆ ❈▲❯❙❚❊❘■◆●❙

❜♦✉♥❞ ♦♥ ✇♦r❦❡rs ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✖♣r❡s❡r✈✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s✖
✐s ❤♦✇❡✈❡r ❧❡ss str✐♥❣❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✖t❤❡
❡✣❝✐❡♥❝② s❤♦✉❧❞ st❛② ❤✐❣❤✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✱ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ st❛rts
s❤❛r♣❧② ❧♦♦s✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛❜♦✈❡ ✸✵ ✇♦r❦❡rs ✇❤✐❧❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❉❇✴✽✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs t❤❛t
▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ❝❛♥ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✉s❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✮✱ ❜✉t
s♦ ❞♦❡s t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✿ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤❡ ❧❡ss ❧✐❦❡❧② ❝♦♥✢✐❝ts ❜❡❝♦♠❡ ❛♥❞✱ ❛s
♠♦r❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ s✐♠✐❧❛r s✐③❡ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤♦✉t
❞❡♣❛rt✐♥❣ t♦♦ ♠✉❝❤ ❢r♦♠ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ■t t❤❡r❡❢♦r❡ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ ✉♥r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦
❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛s ❛ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡ ❢♦r ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡
q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

✸✳✹ ❊✛❡❝t ♦❢ ✐♥♣✉t ❞❛t❛s❡t ❣r♦✇t❤ ♦♥ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ r❡❧❡❛s❡s ♦❢ Pr♦❉♦♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❦♥♦✇♥ t♦
❝❛✉s❡ t❤❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ✐♥t♦ s✉❜❢❛♠✐❧✐❡s ✐♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ r❡❧❡❛s❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡
❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ❦♥♦✇♥✱ st✉❞②✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❡st✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ str❛t❡❣✐❡s ✇✐t❤
▼❑❉❖▼✷ ♦♥ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❞❛t❛❜❛s❡s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❛❦❡♥ ♠♦♥t❤s ♦r ②❡❛rs✳ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷
♥♦✇ ♦✛❡rs t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ q✉✐❝❦❧② ❝❛rr② ♦✉t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss❡ss
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✳

❚❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛❜❛s❡ ♠❛② ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ✐♥ t✇♦
✇❛②s✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ✜❣✉r❡ ✸✳✻✳ ❆ ♥❡✇ s❤♦rt❡r s❡q✉❡♥❝❡ ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ s♣❧✐t ❢❛♠✐❧✐❡s
✈❡rt✐❝❛❧❧② ✿ ❢❛♠✐❧✐❡s t❤❛t ✇❡r❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② t❤♦✉❣❤t t♦ ❜❡ ♠♦♥♦✲❞♦♠❛✐♥ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣
❢❛♠✐❧✐❡s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

❚❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛❜❛s❡ ♠❛② ❛❧s♦ s♣❧✐t ❢❛♠✐❧✐❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧②✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s✉❜❞✐✲
✈✐s✐♦♥ ✐s ✉♥✇❛♥t❡❞ ❛♥❞ ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛② P❙■✲❇▲❆❙❚ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢
❛❧✐❣♥♠❡♥ts✳

❚❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s ✐s ❛ss❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❊✕✈❛❧✉❡ ✭s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✮✳ ❚❤❡ ❊✕✈❛❧✉❡ ✐♥ ❇▲❆❙❚ ❛♥❞ P❙■✲❇▲❆❙❚ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②✿

E =
N

2S′
,

✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s✐❞✉❡s ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ S′ ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s❝♦r❡ ♦❢
t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❬✷❪✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❊✕✈❛❧✉❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ s✐③❡✱ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢
❤♦♠♦❧♦❣② s❡❛r❝❤❡s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②✳ ▼❛t❝❤❡s t❤❛t✱ ✐♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❛t❛❜❛s❡
❤❛❞ ❛♥ ❊✕✈❛❧✉❡ ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ ❢❛♠✐❧②✱ ♠❛② ❜❡ ❞❡❡♠❡❞ ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡♥♦✉❣❤
✐♥ ❛ ❧❛r❣❡r ❞❛t❛❜❛s❡✳

❚♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤❡ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞❛t❛❜❛s❡ ❣r♦✇t❤✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❋❛❧s❡ ❉✐s❝♦✈❡r②
❘❛t❡s ✭❋❉❘✮ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❊✕✈❛❧✉❡s ❛s ❤♦♠♦❧♦❣② ❝r✐t❡r✐♦♥✿

❋❉❘ =
❊✕✈❛❧✉❡
rank

,

✇❤❡r❡ r❛♥❦ ✐s t❤❡ r❛♥❦ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠❛t❝❤❡s s♦rt❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❊✕✈❛❧✉❡s✳ ❋❉❘ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦
❜❡ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛s ❜♦t❤ ❊✕✈❛❧✉❡s ❛♥❞ r❛♥❦s
s❝❛❧❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ ❞❛t❛❜❛s❡ s✐③❡✳



✸✳✹✳ ❊❋❋❊❈❚ ❖❋ ■◆P❯❚ ❉❆❚❆❙❊❚ ●❘❖❲❚❍ ❖◆ P❘❖❚❊■◆ ❉❖▼❆■◆ ❈▲❯❙❚❊❘■◆● ✺✼

❍♦r✐③♦♥t❛❧ s♣❧✐t❱❡rt✐❝❛❧ s♣❧✐t

◆❡✇ s❤♦rt s❡q✉❡♥❝❡

❊✕✈❛❧✉❡ t❤r❡s❤♦❧❞

❊✕✈❛❧✉❡ t❤r❡s❤♦❧❞

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ ❛ ❢❛♠✐❧②✳ ■♥ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ s♣❧✐tt✐♥❣
s❝❡♥❛r✐♦ ✭❧♦✇❡r ❧❡❢t ❝♦r♥❡r✮✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ s❤♦rt❡r s❡❣♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ s♣❧✐ts ❛❧❧
❞♦♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ✐♥ t✇♦✳ ■♥ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s♣❧✐tt✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦ ✭❧♦✇❡r r✐❣❤t ❝♦r♥❡r✮✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞
❊✲✈❛❧✉❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❣r♦✇t❤ s♣❧✐ts t❤❡ ❢❛♠✐❧② ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜❢❛♠✐❧✐❡s ♦r ♠♦r❡✳

✸✳✹✳✶ ❆ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❞❛t❛❜❛s❡ ❣r♦✇t❤ ♦♥ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❲❡ t❡st❡❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❞❛t❛❜❛s❡ ❣r♦✇t❤ ♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ❜② r✉♥♥✐♥❣ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ♦♥
✹ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❧❛r❣❡r ♥❡st❡❞ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❉❇ ❛♥❞ ❉❇✴✽ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✉s❡❞✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡
❉❇✴✹ ❛♥❞ ❉❇✴✷ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛ ❢♦✉rt❤ ❛♥❞ ❛ ❤❛❧❢ ♦❢ ❉❇✳ ❋r♦♠ ❉❇ t♦ ❉❇✴✽✱
t❤❡s❡ ❞❛t❛❜❛s❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝♦♥t❛✐♥ ✺✺✻✱✾✻✹❀ ✷✼✽✱✹✽✷❀ ✶✸✾✱✷✹✶❀ ❛♥❞ ✻✾✱✻✷✶ s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ ❛r❡
♥❡st❡❞ s♦ t❤❛t

❉❇✴✽ ⊂ ❉❇✴✹ ⊂ ❉❇✴✷ ⊂ ❉❇.

❲❡ r❛♥ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ✇✐t❤ ✸✾ ✇♦r❦❡rs ♦♥ t❤❡ ❢♦✉r ❞❛t❛❜❛s❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❊✕✈❛❧✉❡
❝r✐t❡r✐♦♥ ❛s ❢♦r Pr♦❉♦♠ r❡❧❡❛s❡s✿ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ s❡❣♠❡♥t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ ❛ ❢❛♠✐❧② ✐❢
t❤❡ ❊✕✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐ts ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ q✉❡r② ✐s ❜❡❧♦✇ 10−6✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❲❛❧❧❛❝❡
✐♥❞✐❝❡s ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ ♥❡st❡❞ ❞❛t❛❜❛s❡s ❉❇✴✽ t♦ ❉❇✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ WwI

❛♥❞ WwII
✐♥❞✐❝❡s

❢♦r t❤❡s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✳ WwI
✐♥❞✐❝❡s ♣r♦❜❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛♠✐❧✐❡s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♣r♦t❡✐♥

s❡ts ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❧❛r❣❡r s❡ts✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ WwI

✐♥❞❡① ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ❢❛♠✐❧✐❡s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❧❛r❣❡r s❡q✉❡♥❝❡ s❡ts ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❊✲✈❛❧✉❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡✮✳

❚❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ WwII
✐♥❞✐❝❡s✳ ❚❤❡r❡✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡

❞❛t❛❜❛s❡ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤✐s ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ tr❡♥❞s
❛r❡ s❡❡♥ ❛s ❢♦r t❤❡ WwI

✐♥❞✐❝❡s✱ ❜✉t t❤❡s❡ tr❡♥❞s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠✐❧❞❡r ❛s ❚❤❡ WwII
✐♥❞✐❝❡s

st❛②s ♥❡❛r❧② st❛❜❧❡✱ ❛r♦✉♥❞ ✵✳✽✵✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❝❛♥ ❜❡
❜❡tt❡r r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts s✉❜s❡ts✱ t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐s tr✉❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥✈❡②s
t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ✇❤❛t ✇❡ s❡❡ ✐♥ t❤❡s❡ t❛❜❧❡s ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ ❢❛♠✐❧✐❡s ✐♥❞✉❝❡❞
❜② t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❞❛t❛❜❛s❡s✳

✸✳✹✳✷ ❊✛❡❝t ♦❢ ❋❉❘ ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❋❉❘ ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ✇❡ r❛♥
▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ♦♥ t❤❡ ❢♦✉r ♥❡st❡❞ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ t❤✐s t✐♠❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❋❉❘ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ 10−6 ✐♥st❡❛❞
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WwI
WwII

❉❇✴✹ ❉❇✴✷ ❉❇ ❉❇✴✹ ❉❇✴✷ ❉❇
❉❇✴✽ ✵✳✼✺ ✵✳✻✺ ✵✳✺✻ ✵✳✽✷ ✵✳✽✵ ✵✳✽✵
❉❇✴✹ ✵✳✼✷ ✵✳✻✶ ✵✳✽✶ ✵✳✼✽
❉❇✴✷ ✵✳✼✵ ✵✳✼✽

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ WwI
❛♥❞ WwII

✐♥❞✐❝❡s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ♥❡st❡❞ ❞❛t❛❜❛s❡s
✇❤✐❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊✕✈❛❧✉❡✳

♦❢ ❊✕✈❛❧✉❡ ❛s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ ❛ ❢❛♠✐❧②✳ ❲❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❋❉❘ t♦ r❡s✉❧t ✐♥
❧❛r❣❡r ❢❛♠✐❧✐❡s ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ❛♥❞ ✐♥ ❛ ❜❡tt❡r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❞❛t❛❜❛s❡ ❣r♦✇t❤✳
❲❡ ♣❧♦t ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✱ ❢♦r ❝❧✉st❡r✐♥❣s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❋❉❘✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ❢❛♠✐❧② ❤❛s
❛t ❧❡❛st n ❞♦♠❛✐♥s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ n✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ✉s✐♥❣ ❋❉❘ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❊✕✈❛❧✉❡
❞♦❡s r❡s✉❧t ✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛r❣❡ ❢❛♠✐❧✐❡s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② t❛❜❧❡ ✸✳✶✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❉❘ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❢ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✱ ♣r❡s✉♠❛❜❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐s ❝♦✉♥t❡r✲
❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❧❛r❣❡r ❢❛♠✐❧✐❡s t❤❛t
❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❋❉❘ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✮ t❡♥❞ t♦ ❜❡ s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❢❛♠✐❧✐❡s ✇✐t❤ s❤♦rt❡r ❞♦♠❛✐♥s✳

WwI
WwII

❉❇✴✹ ❉❇✴✷ ❉❇ ❉❇✴✹ ❉❇✴✷ ❉❇
❉❇✴✽ ✵✳✼✶ ✵✳✻✶ ✵✳✺✹ ✵✳✽✵ ✵✳✼✼ ✵✳✼✼
❉❇✴✹ ✵✳✻✾ ✵✳✺✾ ✵✳✼✼ ✵✳✼✺
❉❇✴✷ ✵✳✻✻ ✵✳✼✹

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ WwI
❛♥❞ WwII

✐♥❞✐❝❡s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ♥❡st❡❞ ❞❛t❛❜❛s❡s
✇❤✐❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❉❘✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ s❤♦✇ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥ ❧❡♥❣t❤ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛❜❛s❡ s✐③❡✳ ❆s t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡
❣r♦✇s✱ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ s♦♠❡ s❡❣♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ t❤♦✉❣❤t t♦ ❜❡ ♠♦♥♦✲❞♦♠❛✐♥
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❧❡ss ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛r❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ s❤♦rt❡r s❡❣♠❡♥ts✱ ♣✉s❤✐♥❣ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡ ❞♦✇♥✳ ❯s✐♥❣ ❋❉❘ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛❧✇❛②s ❧❡❛❞s t♦ s❤♦rt❡r ❞♦♠❛✐♥s ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡
t❤❛♥ ✉s✐♥❣ ❊✕✈❛❧✉❡✳

■t ❤❛❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜❡❡♥ ❢♦r❡❝❛st✱ ❜✉t ♥♦t ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✱ t❤❛t t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❞❛t❛❜❛s❡s ❤❛❞
❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s✱ ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ✐♥t♦ s✉❜✲
❢❛♠✐❧✐❡s ❞✉❡ t♦ ❛ ❧♦ss ✐♥ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦❧♦❣② s❡❛r❝❤✳ ❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤✐s ✐♠♣❛❝t ❛♥❞
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❋❉❘ ❝♦✉❧❞ ♠✐t✐❣❛t❡ ✐t✳ ■t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ✉s✐♥❣ ❋❉❘ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❊✕
✈❛❧✉❡ ❞♦❡s ❡♥❛❜❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ ❧❛r❣❡r ❢❛♠✐❧✐❡s✱ ❜✉t ✐t ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s ❞♦♠❛✐♥ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣
✇❤❡t❤❡r t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
♣r♦t❡✐♥ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❢✉rt❤❡r st✉❞②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❈♦♥tr❛r② t♦ ♦✉r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ t❤❡
✉s❡ ♦❢ ❛♥ ❋❉❘ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❊✲✈❛❧✉❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❣❧♦❜❛❧❧② ✐♠♣r♦✈❡
t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
❝❧✉st❡r✐♥❣s ♣r♦❞✉❝❡❞✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊✲✈❛❧✉❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r ♦♣t✐♦♥ t❤❛♥
✉s✐♥❣ ❋❉❘✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ■♠♣❛❝t ♦❢ ❋❉❘ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦♥ ❢❛♠✐❧② s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
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❲✐t❤ ❋❉❘
❲✐t❤♦✉t ❋❉❘

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ s✐③❡✱ ✇✐t❤ ❛♥❞
✇✐t❤♦✉t ❋❉❘✳



❈❤❛♣t❡r ✹

❈♦♥s✐st❡♥t ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s

❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✱ ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥s ♦✈❡r ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠✳
❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ✇❛s ❤✐❣❤❧② s❝❛❧❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❛t ✐t ❝♦✉❧❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♣r♦❝❡ss
❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❞❛t❛s❡ts✳ ❨❡t✱ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❣r♦✇s✱ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡s♦✉r❝❡s
✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♥❡✇ r❡❧❡❛s❡s ♦❢ Pr♦❉♦♠✳ ❆s ❯♥✐Pr♦t ❣❡ts ❧❛r❣❡r✱ t❤❡ ♥❡✇ s❡q✉❡♥❝❡s
t❤❛t ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥t♦ ❯♥✐Pr♦t ❛r❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ s✐♠✐❧❛r t♦ s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❧r❡❛❞②
♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s ❣❡♥❡s ♠❛② ❡①✐st ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❡q✉❡♥❝❡❞ ❣❡♥♦♠❡s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❛♣✐❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❡♥✈✐s✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛ ♥❡✇
❛❧❣♦r✐t❤♠✱▼P■❴▼❑❉❖▼✸✱ t❤❛t ❝❛♥ ✐♥❢❡r ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❣❧♦❜❛❧❧②
❤♦♠♦❧♦❣♦✉s s❡q✉❡♥❝❡s✳

❚❤✐s ♥❡✇ str❛t❡❣② ✐s ❛❧s♦ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ❛ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥♦♠✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❛t ❞r✐✈❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡s ❛♥❞ ❣❡♥♦♠❡s✱ ♣r♦t❡✐♥
❞♦♠❛✐♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❝♦♠♣✉t✐♥❣ s❡♣❛r❛t❡❧② t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ♦❢t❡♥ ❧❡❛❞ t♦ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❛② ❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝❡s S1 ❛♥❞ S2 ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛♠✐❧② ✇❤✐❧❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❞♦♠❛✐♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ t❤❡s❡ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s ❞♦ ♥♦t s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❲❡
t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧s♦ ❡♥✈✐s✐♦♥ ♦✉r ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ❜❡✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜✉✐❧❞
♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s s❡q✉❡♥❝❡ ❢❛♠✐❧✐❡s✱ ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥s✳

❲❡ ❜❛s❡❞ ♦✉r ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ❍♦❣❡♥♦♠❬✹✶❪ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❍♦❣❡♥♦♠
❛♥❞ ✐ts ❝✉rr❡♥t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❙✐▲✐❳✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳ ■t ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ t❤❛t
♣r♦t❡✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ❞♦ ♥♦t ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧❧② ❣r♦✉♣ ♥♦♥✲❤♦♠♦❧♦❣♦✉s s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❛r♦✉♥❞ ❍♦❣❡♥♦♠ ♦♥ t❤✐s ❛s♣❡❝t ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❤♦✇ t❤❡s❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸✳

■♥▼P■❴▼❑❉❖▼✷✱ ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s ❞♦♠❛✐♥s ✇❡r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦❝❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥
s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❋♦r t❤✐s ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜♥❞ ❧♦❝❛❧ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦t❡✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥❞ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❧♦❝❛❧ ❤♦♠♦❧♦❣②
❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❛♥❞ ✹✳✸✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s
✐♥ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ❜❡st ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♣❡❡❞ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ t❤❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✳ ❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸ r❡❧❛t❡s
t♦ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✱ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ Pr♦❉♦♠ ❝❛♥ ✜t ✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢

✻✶



✻✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❈❖◆❙■❙❚❊◆❚ ❈▲❯❙❚❊❘■◆● ❖❋ P❘❖❚❊■◆ ❙❊◗❯❊◆❈❊❙ ❆◆❉ P❘❖❚❊■◆ ❉❖▼❆■◆ ❋❆▼■▲■❊❙

❍♦❣❡♥♦♠✳
❇② ❝♦♠♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✇❡ ❤♦♣❡ t♦ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡ t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞

Pr♦❉♦♠ r❡❧❡❛s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❛♥❞ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦t❡✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ✐s
❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛② r❡q✉✐r❡ ♠♦r❡ t✐♠❡ t❤❛♥ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥
s❡q✉❡♥❝❡s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✱ ✇❡ ❛ss❡ss t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛t ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❜②
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❯♥✐Pr♦t ❛s ♦❢ ❏✉❧② ✷✵✶✵✳

✹✳✶ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❢❛♠✐❧✐❡s

❚❤❡ ❍♦❣❡♥♦♠ ❞❛t❛❜❛s❡ ❬✹✶❪ ✐s ❜✉✐❧t ❜② t❤❡ ❙✐▲✐❳ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✸✼❪ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② s❡❛r❝❤ ♦❢
❛❧❧ ♣r♦t❡✐♥s ❛❣❛✐♥st ❛❧❧ ✉s✐♥❣ ❇▲❆❙❚✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❇▲❖❙❯▼✻✷ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❛♥ ❊✕✈❛❧✉❡ t❤r❡s❤♦❧❞
♦❢ 10−4✳ ❙✐▲✐❳ ❞❡✜♥❡s ❣❧♦❜❛❧ ❤♦♠♦❧♦❣② r❡❧❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛t❝❤❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤✐s s✐♠✐❧❛r✐t②
s❡❛r❝❤✳ ❚✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❣❧♦❜❛❧❧② ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s ✐❢ t❤❡② ♠❛t❝❤ ♦✈❡r ❛t ❧❡❛st ✽✵✪ ♦❢
t❤❡ ❧♦♥❣❡st ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r♦t❡✐♥s✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡✐r s✐♠✐❧❛r✐t② ✐s ♦✈❡r ✺✵✪✳ ❚✇♦ ❛❧✐❣♥❡❞ r❡s✐❞✉❡s ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐♠✐❧❛r ✐❢ t❤❡✐r ❛❧✐❣♥♠❡♥t s❝♦r❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✮✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❤♦♠♦❧♦❣② ❣r❛♣❤✱ ❢❛♠✐❧✐❡s ❛r❡ ❜✉✐❧t ❜② tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡✱ ♦r s✐♥❣❧❡✲❧✐♥❦❛❣❡
❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ s❡q✉❡♥❝❡ S1 ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s t♦ s❡q✉❡♥❝❡ S2✱ ❛♥❞ S2 ✐s ❛❧s♦
❤♦♠♦❧♦❣♦✉s t♦ ❛ t❤✐r❞ s❡q✉❡♥❝❡ S3✱ t❤❡♥ S1✱ S2✱ ❛♥❞ S3 ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛♠✐❧②✱ ❡✈❡♥
✐❢ S1 ❛♥❞ S3 t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛r❡ ♥♦t ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s✳

❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣✉t ♦♥ s✐♠✐❧❛r✐t② ❛♥❞ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❧❡♥❣t❤ ❣✐✈❡s ♠♦st ❢❛♠✐❧✐❡s ❛ ❣♦♦❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡✲
✐t②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❤♦✇❡✈❡r ❧❛r❣❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ❧❡❛❞s t♦ ❝❤✐♠❡r✐❝ ❢❛♠✐❧✐❡s
❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❚❤❡s❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ♠❛② ❤❛✈❡ ♥♦t❤✐♥❣ ✐♥
❝♦♠♠♦♥✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❛t ❛❧❧ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ ❛ ❢❛♠✐❧② s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡✲
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡s❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛s ♦♥❡ ❡♥t✐t② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❞❛♠❛❣✐♥❣✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝❤✐♠❡r✐❝ ❢❛♠✐❧② ❜✉✐❧t ❜② s✐♥❣❧❡ ❧✐♥❦❛❣❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❆❧❧ s❡q✉❡♥❝❡s s❤❛r❡ ✸
♦✉t ♦❢ ✹ ❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦r s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ r❡s♣❡❝t t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r✐t② t❤r❡s❤♦❧❞✳
❨❡t✱ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❞♦ ♥♦t s❤❛r❡ ❛♥② s✐♠✐❧❛r✐t②✳

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❛t❤ ❝❤♦s❡♥ ❜② ❙✐▲✐❳ ❛✉t❤♦rs t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ✉s❡
❝♦♠♠✉♥✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ t♦ ❢✉rt❤❡r s♣❧✐t ❧❛r❣❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠♦❞✉❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ◆❡✇♠❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✹✵❪✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝r❡❛t❡s ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❢r♦♠ ❛ ❣r❛♣❤ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣
♠♦❞✉❧❛r✐t② Q ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Q =
1

2m

∑

vw

(

Avw −
kvkw

2m

)

δ(cv, cw)

✇❤❡r❡ m ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤❀ Avw = 1 ✐❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ❡①✐sts ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡rt✐❝❡s v ❛♥❞
w✱ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡❀ ❛♥❞ δ(cv, cw) = 1 ✐❢ ✈❡rt❡① v ❛♥❞ w ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛♥❞ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡✳
kvkw

2m
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ v ❛♥❞ w ✐♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡

s❛♠❡ s✐③❡✱ ✇❤❡r❡ kv ❛♥❞ kw ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s v ❛♥❞ w✳
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Pr❡❧✐♠✐♥❛r② t❡sts s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❢♦r ❧❛r❣❡ ❢❛♠✐❧✐❡s✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ◆❡✇♠❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s st✐❧❧ ♥♦t
s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❦♥♦✇♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r✐t② ♠❛①✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✶✺❪✿ ❛s t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ t❤❡
◆❡✇♠❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢t❡♥ ❢❛✐❧s t♦ ❞❡t❡❝t s♠❛❧❧ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✐♥ ❧❛r❣❡ ❣r❛♣❤s✳ ❆s ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ s♦✲
❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ◆❡✇♠❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ♦♥ ❙✐▲✐❳ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢❛♠✐❧✐❡s✱
t❤❡♥ ♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✉♥t✐❧ t❤❡② ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ ❧❡♥❣t❤ ✭❧❡ss t❤❛♥ ✷✵✪ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❤♦rt❡st ❛♥❞ t❤❡ ❧♦♥❣❡st s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t②✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ♠❛② ❧❡❛❞ ✉s t♦
s♣❧✐t ❢❛♠✐❧✐❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡✱ ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣r❡ss t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✇❡ ❝♦✉❧❞✳ ■♥ ♦✉r
❝❛s❡ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ r❛t❤❡r s♣❧✐t t♦♦ ♠✉❝❤ t❤❛♥ t♦♦ ❧✐tt❧❡✱ ❛s ❢❛♠✐❧✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❞♦♠❛✐♥
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣r♦✉♣❡❞ ♦♥❝❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳

❲❡ t❡st❡❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❣❛✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙✐▲✐❳ ❛♥❞ r❡❝✉rs✐✈❡ ◆❡✇♠❛♥
❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛❜❛s❡s ✉s❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ❉❇✴✽ t♦ ❉❇✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❯♥✐Pr♦t ✷✵✶✵❴✵✼✳
❉❛t❛s❡ts ❉❇✴✽ t♦ ❉❇ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛s s✉❜s❡ts✳ ❙✐♥❝❡ ❯♥✐Pr♦t ❞❡✈❡❧♦♣s ♠❛✐♥❧②
❜② ❛❞❞✐♥❣ ♥❡✇ s❡q✉❡♥❝❡s t♦ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ s❡t✱ ❉❇ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❯♥✐Pr♦t ❛s ♦❢ ✷✵✵✸✱ ❝❛♥
❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ s✉❜s❡t ❯♥✐Pr♦t ✷✵✶✵❴✵✼✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❢❛♠✐❧✐❡s ♦r ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❛s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❞❛t❛s❡t ❣r♦✇s✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢❛r ❢❡✇❡r ❢❛♠✐❧✐❡s
❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s t❤❛♥ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❖♥ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❞❛t❛s❡t✱ s❡q✉❡♥❝❡ ❢❛♠✐❧✐❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛ ✺✲❢♦❧❞
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s t❤❛♥ ❢❛♠✐❧✐❡s✱
❛♣♣❧②✐♥❣ r❡❝✉rs✐✈❡❧② t❤❡ ◆❡✇♠❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❖♥
❯♥✐Pr♦t ✷✵✶✵❴✵✼✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ t❤✐r❞ ❛s ♠❛♥② ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❛s t❤❡r❡ ❛r❡ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
r❛t✐♦ ♦❢ ♥❡✇ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦r ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s t♦ ♥❡✇ s❡q✉❡♥❝❡s ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❣r♦✇s✳ ■♥❞❡❡❞✱
❛s t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❣r♦✇s✱ ♥❡✇ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ✜♥❞ ❛ ♠❛t❝❤ ✐♥ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✐♥❣
❞❛t❛❜❛s❡✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ r❛t✐♦ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❢✉t✉r❡ r❡❧❡❛s❡s ♦❢
❯♥✐Pr♦t✳

✹✳✷ ❉❡t❡❝t✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❤♦♠♦❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦t❡✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s

■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❡ ❡♥✈✐s✐♦♥✱ ♦✉r ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♥❡❡❞s t♦ ✜♥❞ ❧♦❝❛❧ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦t❡✐♥
❢❛♠✐❧✐❡s✳ Pr♦t❡✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ❛r❡ s❡ts ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❣❧♦❜❛❧❧②✳ ❚❤❡ ♠♦st
❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ❢❛✐t❤❢✉❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ❢❛♠✐❧② ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛❧❧
✐ts s❡q✉❡♥❝❡s✳

❚♦♦❧s ❡①✐st s✉❝❤ ❛s ❛❧✐❣♥❛❧✐❣♥ ❬✸✵❪ ♦r ❈❧✉st❛❧❲ ❬✸✶❪ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❣❧♦❜❛❧ ♠✉❧t✐♣❧❡
❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t✇♦ ✜①❡❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡
❛❧✐❣♥♠❡♥t ❜② ❣✐✈✐♥❣ ✐t ❛ s❝♦r❡ s✉❝❤ ❛s ♥♦r▼❉ ❬✺✶❪✳ ❍♦✇❡✈❡r t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦
❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s t♦ ✜♥❞ ❧♦❝❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❛♥❞ ❛ss❡ss t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❞✐r❡❝t❧②
♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛rr② ♦✉t ❧♦❝❛❧ ❤♦♠♦❧♦❣② s❡❛r❝❤✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ♠✉st
❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ■♥ ✐ts s✐♠♣❧❡st ❢♦r♠✱ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡
s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥s❡♥s✉s s❡q✉❡♥❝❡✳ ❆ ❝♦♥s❡♥s✉s s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② r❡s✐❞✉❡
❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✭♣♦s✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❣❛♣s ❛r❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② r❡♠♦✈❡❞✮✳
❯s✐♥❣ ❝♦♥s❡♥s✉s s❡q✉❡♥❝❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ s✐♠✐❧❛r✐t② s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s✉❝❤ ❛s
❇▲❆❙❚ t♦ ✜♥❞ ❧♦❝❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❤♦♠♦❧♦❣✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦t❡✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s✳

❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t t♦ ❛ ❝♦♥s❡♥s✉s s❡q✉❡♥❝❡ ❤♦✇❡✈❡r r❡♣r❡s❡♥ts ❛ str♦♥❣
❧♦ss ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆s ♦♥❧② t❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ♣♦s✐t✐♦♥
s♣❡❝✐✜❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦t❤❡r r❡s✐❞✉❡s ✐s ✐❣♥♦r❡❞✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ❝❛♥
❜❡ ♠♦r❡ ❢❛✐t❤❢✉❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♣r♦✜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s P❙❙▼s ♦r ❍▼▼s
✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✸ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✹✮✳ ❚❤❡s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s r❡✢❡❝t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢♦r ❛❧❧ ✷✵ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ❛t ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✱✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✭t♦♣✮✱ ❛♥❞ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦r ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s
❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ✭❜♦tt♦♠✮✳

✹✳✷✳✶ Pr♦✜❧❡ ✈s ♣r♦✜❧❡ ♠❡t❤♦❞s

❙❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ❝❛❧❧❡❞ ♣r♦✜❧❡✕♣r♦✜❧❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧♦❝❛❧ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ s✉❝❤ ❛s ❈❖▼✲
P❆❙❙ ❬✹✹❪✱ ❍❍s❡❛r❝❤ ❬✹✻❪✱ ♦r P❘❈ ❬✸✸❪✱ ❤❛✈❡ ❛❧❧ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t r❡♠♦t❡ ❤♦✲
♠♦❧♦❣✐❡s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤❛♥ s❡q✉❡♥❝❡✕s❡q✉❡♥❝❡ ♦r ❡✈❡♥ ♣r♦✜❧❡✕s❡q✉❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞s ❜② t❤❡✐r
❛✉t❤♦rs ❬✹✹✱ ✹✻✱ ✸✸❪ ♦r ❜② ♦t❤❡rs ❬✺✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♥♦t ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢
❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇❡ ❡♥✈✐s✐♦♥✳

Pr♦✜❧❡✕♣r♦✜❧❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s✉❛❧❧② ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛s s❡q✉❡♥❝❡✕
s❡q✉❡♥❝❡ ♦r ♣r♦✜❧❡✕s❡q✉❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡② t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s✉❛❧❧② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✲
✐t② ✐♥ O(mn) t♦ ❛❧✐❣♥ t✇♦ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❧❡♥❣t❤ m ❛♥❞ n✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
s❝♦r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❡q✉❡♥❝❡✕s❡q✉❡♥❝❡
♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ❇▲❆❙❚✱ ♦r ♣r♦✜❧❡✕s❡q✉❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s P❙■✲❇▲❆❙❚ ♦r ❍▼▼❊❘✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ P❘❈ ❞❡✜♥❡s t❤❡ s❝♦r❡ s(H1, H2) ♦❢ ❛❧✐❣♥✐♥❣ t✇♦ ❍▼▼s H1 ❛♥❞ H2 ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❝♦✲❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❜② t❤❡ t✇♦ ❍▼▼s✱ ♦✈❡r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡♠✐tt✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
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s❡q✉❡♥❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥✉❧❧ ♠♦❞❡❧✱ s✉♠♠❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s✿

s(H1, H2) = log

(

∑

σ

P (σ|H1)P (σ|H2)

P (σ|null)

)

❚❤✐s s❝♦r✐♥❣ s❝❤❡♠❡ r❡q✉✐r❡s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✱ pi ∈ H1✱ ❛♥❞ pj ∈ H2✱ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧
t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛✐rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✷✵ r❡s✐❞✉❡s✳ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧②✱ ✐♥ ❛ ♣r♦✜❧❡✕s❡q✉❡♥❝❡ ♦r s❡q✉❡♥❝❡✕
s❡q✉❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ s❝♦r✐♥❣ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t✇♦ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❧♦♦❦✐♥❣ ✉♣ ❛ s❝♦r❡ ♦r
❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❛ t❛❜❧❡✳

▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ♣r♦✜❧❡✕♣r♦✜❧❡ ♠❡t❤♦❞s ❞♦ ♥♦t ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t s❡❡❞
❤❡✉r✐st✐❝s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✮ t❤❛t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s✳
❲❤❡♥ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦r ❛ ♣r♦✜❧❡ ✐s ✉s❡❞ ❛s q✉❡r② ❛❣❛✐♥st ❛ t❛r❣❡t ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐t❤
❇▲❆❙❚✱ P❙■✲❇▲❆❙❚✱ ♦r ❍▼▼❊❘ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ❧✐st ♦❢ s❤♦rt ✇♦r❞s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ q✉❡r② ✇✐t❤ ❛ s❝♦r❡ ❛❜♦✈❡ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s s❝❛♥♥❡❞ t♦ ✜♥❞
❡①❛❝t ♠❛t❝❤❡s ❢♦r t❤❡s❡ ✇♦r❞s ❛♥❞ st❛rt ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ♦♥❧② ✇❤❡r❡ t❤❡s❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ■❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❞❛t❛❜❛s❡ ❝♦♥t❛✐♥s ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ ♥♦t s❡q✉❡♥❝❡s✱ s✉❝❤ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝s ✐s ♥♦t
♣♦ss✐❜❧❡✳

✹✳✷✳✷ Pr♦✜❧❡✕s❡q✉❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞s

Pr♦✜❧❡✕♣r♦✜❧❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♠♦st ❛❝❝✉r❛t❡ ✇❛② t♦ ❞❡t❡❝t ❤♦♠♦❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦t❡✐♥
❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛t ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❞✉❡ t♦
t❤❡✐r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ■t ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t ♣r♦✜❧❡✕♣r♦✜❧❡ s❡❛r❝❤❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ♣r♦✜❧❡✕❝♦♥s❡♥s✉s s❡❛r❝❤❡s ❬✹✸❪✳ ❆ ♣r♦✜❧❡✕❝♦♥s❡♥s✉s s❡❛r❝❤ ✐s t❡❝❤♥✐❝❛❧❧② t❤❡
s❛♠❡ ❛s ❛ ♣r♦✜❧❡✕s❡q✉❡♥❝❡ s❡❛r❝❤✱ ❜✉t s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❞❛t❛❜❛s❡ ❛r❡ ❝♦♥s❡♥s✉s s❡q✉❡♥❝❡s
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ ❛ ✇❤♦❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❢❛♠✐❧②✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ s❡❡♠s ❧✐❦❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡
❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② t✇♦ ♠❛✐♥ t♦♦❧s
t♦ ❝❛rr② ♦✉t ♣r♦✜❧❡✕s❡q✉❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✿ P❙■✲❇▲❆❙❚ ❛♥❞ ❍▼▼❊❘✳ ❲❡ ♥♦✇ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡s❡
t✇♦ ♦♣t✐♦♥s✳

✹✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ P❙■✲❇▲❆❙❚ ❛♥❞ ❍▼▼❊❘

❆❧t❤♦✉❣❤ P❙■✲❇▲❆❙❚ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t ❤♦♠♦❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✱
✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣r♦✜❧❡✕s❡q✉❡♥❝❡ s❡❛r❝❤ t♦♦❧✳ ❚❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ P❙■✲❇▲❆❙❚
s❡❛r❝❤ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✮ ❝❛♥ ❜❡ ❜②♣❛ss❡❞ ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ P❙■✲❇▲❆❙❚ ❛ ♣r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ♣r♦✜❧❡✱ ♦r
❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✱ ❛s q✉❡r②✳ ❯s✐♥❣ P❙■✲❇▲❆❙❚ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✇♦✉❧❞ s❡❡♠ ❧✐❦❡ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t
❝❤♦✐❝❡ ❛s ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞
t♦ ❤❛♥❞❧❡ ♣r♦✜❧❡✕❝♦♥s❡♥s✉s s❡❛r❝❤❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ r❡❝❡♥t r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ✈❡rs✐♦♥ ✸ ♦❢ ❍▼▼❊❘ ❬✷✼❪
❧❡❞ ✉s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ P❙■✲❇▲❆❙❚ ❜② ❍▼▼❊❘ ❛s ♦✉r s✐♠✐❧❛r✐t② s❡❛r❝❤
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ Pr❡✈✐♦✉s r❡❧❡❛s❡s ♦❢ ❍▼▼❊❘ ❬✶✷❪ ❤❛❞ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❜✉t
♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s❧♦✇❡r t❤❛♥ P❙■✲❇▲❆❙❚✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐♥ ✐ts ♠♦st r❡❝❡♥t r❡❧❡❛s❡ ❍▼▼❊❘ ❤❛s
❜❡❡♥ ✉♣❞❛t❡❞ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❤❡✉r✐st✐❝s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ s❡❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝s ✉s❡❞ ❜② ❇▲❆❙❚✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ t❤❡ ❘❡❢Pr♦t❉♦♠ ❞❛t❛s❡t ❬✶✽❪ ✇✐t❤ P❙■✲❇▲❆❙❚
❛♥❞ ❍▼▼❊❘ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❜♦t❤ t❤❡✐r ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❘❡❢Pr♦t❉♦♠ ✐s ❛ ❞❛t❛s❡t
❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ s✐♠✐❧❛r✐t② s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ q✉❡r✐❡s ❛♥❞
❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛♥♥♦t❛t❡❞ t❛r❣❡t s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♠❛t❝❤❡s ❢♦✉♥❞ ❜② s✐♠✐❧❛r✐t② s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ tr✉❡ ♦r ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②



✻✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❈❖◆❙■❙❚❊◆❚ ❈▲❯❙❚❊❘■◆● ❖❋ P❘❖❚❊■◆ ❙❊◗❯❊◆❈❊❙ ❆◆❉ P❘❖❚❊■◆ ❉❖▼❆■◆ ❋❆▼■▲■❊❙

t♦ P❙■✲❇▲❆❙❚✱ ❍▼▼❊❘ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ✐t❡r❛t✐✈❡ s❡❛r❝❤❡s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✉s✐♥❣ ❛ t♦♦❧
❝❛❧❧❡❞ ❥❛❝❦❍▼▼❡r ❬✶✶❪✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ P❙■✲❇▲❆❙❚ ❛♥❞ ❥❛❝❦❍▼▼❡r ✇✐t❤
t✇♦ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ P❙❙▼ ♦r ❍▼▼✱ ❛ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ P❙❙▼ ♦r ❍▼▼ ✐s
✉s❡❞ t♦ s❡❛r❝❤ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳

✹✳✸✳✶ ❙♣❡❡❞ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t✐♠❡✱ s♣❡❡❞✉♣✱ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r P❙■✲❇▲❆❙❚ ❛♥❞ ❍▼▼❊❘
r✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ✶✱ ✷✱ ✹✱ ❛♥❞ ✽ ❝♦r❡s✳ P❙■✲❇▲❆❙❚ ♦♥ ♦♥❡ ❝♦r❡ ✐s ❢❛st❡r t❤❛♥ ❍▼▼❊❘ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r
♦❢ ✸✳

P❙■✲❇▲❆❙❚ ❍▼▼❊❘

◆✉♠❜❡r ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ ❙♣❡❡❞✉♣ ❊✣❝✐❡♥❝② ❈♦♠♣❧❡t✐♦♥ ❙♣❡❡❞✉♣ ❊✣❝✐❡♥❝②
♦❢ ❝♦r❡s t✐♠❡ t✐♠❡
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✷ ✽✬✸✻✑ ✶✳✷✶ ✵✳✻✶ ✶✼✬✼✽✑ ✶✳✽✾ ✵✳✾✺
✹ ✼✬✷✷✑ ✶✳✹✵ ✵✳✸✺ ✶✵✬✵✻✑ ✸✳✸✹ ✵✳✽✹
✽ ✻✬✾✵✑ ✶✳✹✼ ✵✳✶✽ ✻✬✸✽✑ ✺✳✷✼ ✵✳✻✻

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ P❙■✲❇▲❆❙❚ ❛♥❞ ❍▼▼❊❘ ♦♥ t❤❡ ❘❡❢Pr♦t❉♦♠
❞❛t❛s❡t✳

❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✱ ❍▼▼❊❘ s❤♦✇s ❛ ❜❡tt❡r s♣❡❡❞✉♣ t❤❛♥ P❙■✲❇▲❆❙❚ ❛♥❞ ✇❤❡♥
✉s✐♥❣ ✹ ❝♦r❡s✱ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ❢♦r ❍▼▼❊❘ ❝♦♠❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❛t ♦❢ P❙■✲❇▲❆❙❚✳ ❍▼▼❊❘ ❜❡✲
❝♦♠❡s ❡✈❡♥ ❢❛st❡r t❤❛♥ P❙■✲❇▲❆❙❚ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ✽ ❝♦r❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s q✉✐t❡ ❧♦✇✱ ❛r♦✉♥❞ ✵✳✻✻✳

✹✳✸✳✷ ❘❡s✉❧t q✉❛❧✐t②

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ❘❖❈ ❝✉r✈❡✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✶✲s♣❡❝✐✜❝✐t② ✇❤❡♥ r❡s✉❧ts
❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❊✕✈❛❧✉❡✱ ❢♦r ❜♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ tr✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✉❡ ♠❛t❝❤❡s
♣♦ss✐❜❧❡❀ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ tr✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠❛t❝❤❡s ❢♦✉♥❞✱
✶✲s♣❡❝✐✜❝✐t② ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠❛t❝❤❡s ❢♦✉♥❞✳ ❆ ♣❡r❢❡❝t
♠❡t❤♦❞ ✇♦✉❧❞ ✜♥❞ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ tr✉❡ ♠❛t❝❤❡s ✇✐t❤♦✉t ✜♥❞✐♥❣ ❛♥② ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛♥❞ ✐ts ❘❖❈
❝✉r✈❡ ✇♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❛ ❧✐♥❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ② ❛①✐s✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡❢t
❝♦r♥❡r t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❘❖❈ ❝✉r✈❡ ❢♦r ❍▼▼❊❘ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❛❜♦✈❡
t❤❛t ♦❢ P❙■✲❇▲❆❙❚✱ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❜❡tt❡r ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❍▼▼❊❘ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ P❙■✲❇▲❆❙❚✳

❋r♦♠ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❍▼▼❊❘ ❛♣♣❡❛rs t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r t❤❛♥ P❙■✲❇▲❆❙❚✳
❋r♦♠ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ P❙■✲❇▲❆❙❚ ✐s st✐❧❧ ❢❛st❡r t❤❛♥ ❍▼▼❊❘ ♦♥ ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r✱
❜✉t ❍▼▼❊❘ ❝❛♥✱ ✇❤❡♥ ♠✉❧t✐t❤r❡❛❞❡❞ ♦♥ ❢♦✉r ❝♦r❡s✱ ❜❡❝♦♠❡ ❛❧♠♦st ❛s ❢❛st ❛s P❙■✲❇▲❆❙❚
✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❤♦s❡✱ ❢♦r ▼P■❴▼❑❉❖▼✸✱ t♦ r❡♣❧❛❝❡
P❙■✲❇▲❆❙❚ ❜② ❍▼▼❊❘ s✐♠✐❧❛r✐t② s❡❛r❝❤❡s✳

✹✳✹ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❛t ▼P■❴▼❑❉❖▼✸ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛rt ♦❢ ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦❢
♠❡t❤♦❞s t❤❛t✱ ❛❧t♦❣❡t❤❡r✱ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥s ❛♥❞
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❘❖❈ ❝✉r✈❡ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ P❙■✲❇▲❆❙❚ ❛♥❞ ❍▼▼❊❘ ♦♥ t❤❡ ❘❡❢Pr♦t✲
❉♦♠ ❞❛t❛s❡t✳
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♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❚❤✐s ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ✽ st❡♣s✿

✶✳ ❆ s❡t ♦❢ ✐♥♣✉t s❡q✉❡♥❝❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥✲
t❛✐♥✐♥❣ ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s✳

✷✳ ❆ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥♣✉t s❡q✉❡♥❝❡s ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ ❇▲❆❙❚✳

✸✳ ❚❤❡ ❇▲❆❙❚ ♠❛t❝❤❡s ❛r❡ ♣❛rs❡❞ ✇✐t❤ ❙✐▲✐❳ t♦ ❝❧✉st❡r ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥t♦ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢
❤♦♠♦❧♦❣♦✉s s❡q✉❡♥❝❡s✳

✹✳ Pr♦t❡✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ❛r❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ◆❡✇♠❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❝✉rs✐✈❡❧②✳

✺✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣r♦t❡✐♥ ❢❛♠✐❧② ✇❡ ❜✉✐❧❞ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛♥❞ ❛ ❝♦♥s❡♥s✉s s❡q✉❡♥❝❡ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛♠✐❧②✳

✻✳ Pr♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✉s✐♥❣ ❍▼▼❊❘ t♦ ❞❡t❡❝t
❧♦❝❛❧ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡s✱ ✉s✐♥❣ ❍▼▼s ❜✉✐❧t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞✱ ❛♥❞
✉s✐♥❣ ❝♦♥s❡♥s✉s s❡q✉❡♥❝❡s ❛s t❛r❣❡ts✳

✼✳ Pr♦t❡✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s t❤❛t s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❡ r❡❣r♦✉♣❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡
❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s ♣r♦t❡✐♥s✳

✽✳ ❚❤❡ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥s t❤❛t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ♦♥ ❡❛❝❤ ❢❛♠✐❧②✱ ❛s s❡❣♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s
s❡q✉❡♥❝❡ ❛r❡ tr❛♥s❢❡r❡❞ t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s✳

▼P■❴▼❑❉❖▼✸✱ ✐♥ t❤✐s s❝❤❡♠❡✱ ✐s ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t ❙t❡♣ ✻✳ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸ ✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✳ ❇♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛st❡r✕✇♦r❦❡r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ t❤❡
s❛♠❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛♥❞ ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❞❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❞❡t❛✐❧ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ❛♥❞ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸✱ ♦♥ t❤❡ ♠❛st❡r ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ✇♦r❦❡r
s✐❞❡s✳

✹✳✹✳✶ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸ ♠❛st❡r ♣r♦❝❡ss

■♥ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✱ t❤❡ ♠❛st❡r ♣r♦❝❡ss ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✸✮ ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
✐❣♥♦r❛♥t ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ t♦ ♦♥❧② r❡❛s♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❡❣♠❡♥ts✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s❡q✉❡♥❝❡
✐❞❡♥t✐✜❡r✱ ❛ st❛rt ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❧❡♥❣t❤ ✭♦r ❛♥ ❡♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❞❡s✐❣♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❛s
t❛❦❡♥ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡❛s♦♥s ✇❤❡♥ ❝r❡❛t✐♥❣ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs ✐t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦
r❡✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♠❛st❡r ♥♦❞❡ ♦❢ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸ ❛s ❢♦r t❤❡ ♠❛st❡r ♥♦❞❡ ♦❢
▼P■❴▼❑❉❖▼✷✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② s❡❛r❝❤✱ ♦r ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ❛s q✉❡r② ✐s
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛st❡r✬s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s ✇♦r❦❡r ♥♦❞❡s ❛❝❝❡♣t s❡q✉❡♥❝❡
s❡❣♠❡♥ts ❛s q✉❡r✐❡s ❛♥❞ r❡t✉r♥ s❡q✉❡♥❝❡ s❡❣♠❡♥ts ❛s r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ♠❛st❡r✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t
♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❆ s❧✐❣❤t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛st❡r ♣r♦❝❡ss ✇❛s ♠❛❞❡ ❤♦✇❡✈❡r✱
t♦ ❛❞❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ r❡❛❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡
✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✜❧❡✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛♠✐❧② t♦ ✇❤✐❝❤ ❛ ❝♦♥s❡♥s✉s s❡q✉❡♥❝❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞s✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r✐♦r✐t✐③❡ ❧❛r❣❡r ❢❛♠✐❧✐❡s ✇❤❡♥ s❡❧❡❝t✐♥❣ q✉❡r✐❡s ✐♥ ❝❛s❡
♦❢ ❛♥ ❡①✲æq✉♦ ✐♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❧❡♥❣t❤✳

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✱ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸ ✉s❡s ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① t♦ ❛✈♦✐❞
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ q✉❡r✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❚❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝②
♠❛tr✐① ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❇▲❆❙❚ r❡s✉❧ts ♦❢ st❡♣ ✶ ❧✐❦❡ ✐♥ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✿ t✇♦ ♣r♦t❡✐♥
❢❛♠✐❧✐❡s p1 ❛♥❞ p2 ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ✐❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s❡q✉❡♥❝❡ Si ∈ p1 ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡



✹✳✹✳ ❉❊❙❈❘■P❚■❖◆ ❖❋ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸ ✻✾

❤♦♠♦❧♦❣♦✉s t♦ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ Sj ∈ p2 ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛❧❧ ❛❣❛✐♥st ❛❧❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❍❡r❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛st❡r✬s
❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✹✳✹✳✷ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸ ✇♦r❦❡r ♣r♦❝❡ss

❚❤❡ ✇♦r❦❡r ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥▼P■❴▼❑❉❖▼✸ ❞✐✛❡r ♦♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♦❢ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✿
t❤❡ q✉❡r② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ♠❛s❦✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

◗✉❡r② ❞❡✜♥✐t✐♦♥

■♥ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✱ t❤❡ ✇♦r❦❡r ♣r♦❝❡ss❡s r❡❝❡✐✈❡❞ q✉❡r✐❡s ❞❡✜♥❡❞ ❛s s❡q✉❡♥❝❡ s❡❣♠❡♥ts✱ t❤❛t
✐s✱ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r✱ st❛rt ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤ ✭♦r ❡♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ✇♦r❦❡r ♣r♦❝❡ss❡s ✇♦✉❧❞
t❤❡♥ ❢❡t❝❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ str✐♥❣ ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❇▲❆❙❚ ❞❛t❛❜❛s❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ q✉❡r②
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s❡❛r❝❤✳ ■♥ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸✱ t❤❡ ✇♦r❦❡r ♣r♦❝❡ss❡s ❛❧s♦ r❡❝❡✐✈❡ q✉❡r✐❡s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
s❡❣♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❇✉t t❤❡ ♣r♦❝❡ss t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ q✉❡r② ❢r♦♠ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐s ❛ ❧✐tt❧❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳

■♥ ❝♦♥s❡♥s✉s s❡q✉❡♥❝❡s✱ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❣❛♣s ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t❤❛♥ r❡s✐❞✉❡s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢❛♠✐❧② ❛r❡ ♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛ s❡❣♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛
❢❛♠✐❧②✱ t❤❡ ✇♦r❦❡r ✇✐❧❧ ❧♦♦❦✉♣ ✐♥ ❛ t❛❜❧❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t t♦ ♦♥❧②
❡①tr❛❝t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ ❆♥ ❍▼▼ ✐s t❤❡♥ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s t♦
❜❡ ✉s❡❞ ❛s q✉❡r②✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✺ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛♥❞ ♦♥ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦♥s❡♥s✉s s❡q✉❡♥❝❡✳ P♦s✐t✐♦♥s ✶✼ t♦ ✷✶
♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s s❡q✉❡♥❝❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐❢ ♣♦s✐t✐♦♥s ✶✵
t♦ ✸✵ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥s❡♥s✉s s❡q✉❡♥❝❡ ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛s q✉❡r②✱ t❤❡ ✇♦r❦❡r s❤♦✉❧❞ ✉s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✶✵ t♦
✸✺ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ q✉❡r② ❍▼▼✳

▼✉❧t✐♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t

✺ ✶✵ ✶✺ ✷✵ ✷✺ ✸✵ ✸✺ ✹✵

❙ ▲ ❊ ❚ ◗ ❨ ❙ ❚ ❨ ❉ ❨ ▲ ● ❋ ◆ P ◆ ❋ ❱ ❙ ❉ ❍ ■ P ❙ ● ❊ ● ❱ ❱ ❍ ❆ ❊ ❋ ❚ ◆ ❆ ■ ● ❙ ❨

❙ ▲ ❊ ■ ◗ ❨ ❙ ❙ ❨ ❉ ❨ ■ ● ❨ ◆ P ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ❍ ◆ ◆ ❆ ● ❊ ● ❱ ❱ ❍ ❆ ❆ ❨ ❙ ◆ ❆ ▲ ● ❙ ❨

❙ ▲ ❊ ❱ ◗ ❨ ❉ ❙ ❨ ❉ ❨ ■ ● ❨ ◆ P ✲ ✲ ✲ ✲ ✲ ◆ ◆ ◆ ❆ ● ❱ ● ❱ ❱ ❍ ❆ ❙ ❋ ❆ ◆ ❆ ▲ ● ❙ ❨

❈♦♥s❡♥s✉s s❡q✉❡♥❝❡

✺ ✶✵ ✶✺ ✷✵ ✷✺ ✸✵ ✸✺

❙ ▲ ❊ ❱ ◗ ❨ ❙ ❙ ❨ ❉ ❨ ■ ● ❨ ◆ P ❍ ◆ ◆ ❆ ● ❊ ● ❱ ❱ ❍ ❆ ❊ ❋ ❆ ◆ ❆ ▲ ● ❙ ❨

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞
♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛ ❢❛♠✐❧②✳

▲✐❦❡ ❝♦♥s❡♥s✉s s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❍▼▼s ❛❧s♦ ✐❣♥♦r❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❣❛♣s ❛r❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧②✳ ■t ✇♦✉❧❞
t❤❡r❡❢♦r❡ s❡❡♠ ❡❛s✐❡r t♦ st♦r❡ ♣r❡✲❜✉✐❧t ❍▼▼s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ❛♥❞ t❤✉s ❛✈♦✐❞
t❡❞✐♦✉s ♣♦s✐t✐♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣s✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❤♦✇❡✈❡r ❛♣♣❡❛r❡❞ ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst
r❡❛s♦♥ ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♥❡✳ ❆♥ ❍▼▼ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝ st❛t✐st✐❝❛❧
❞❛t❛ t❤❛t ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡s❡ ❞❛t❛ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ q✉❡r② ✐s
t❤❡r❡❢♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❇✉t ❛♥ ❍▼▼ ♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ ❤♦❧❞s st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❬✶✶❪✱ ✉s❡❞ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣
t❤❡ ❊✕✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♠❛t❝❤✱ t❤❛t ❛r❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❍▼▼ ✇✐❧❧ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ s✉❜✲♠♦❞❡❧✿ t♦ ❜❡ ✉s❡❞
❝♦rr❡❝t❧②✱ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✉❜✲♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡ ❡❛s✐❡st ✇❛② t♦ ❞♦ t❤✐s ✐s
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s✐♠♣❧② t♦ r❡❜✉✐❧❞ ❛♥ ❍▼▼ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ r❡❛s♦♥ ✐s ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❍▼▼ ❢♦r♠❛t ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❍▼▼❊❘ ✐s q✉✐t❡ ✈❡r❜♦s❡✱ s♦
st♦r✐♥❣ ❍▼▼s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ q✉❡r② ❞❛t❛s❡t s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧❛r❣❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ t♦ st♦r❡ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜❧② ✐♥❡✣❝✐❡♥t t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤✳

❉❛t❛❜❛s❡ ♠❛s❦✐♥❣

■♥ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✱ ✇❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✉♣❞❛t❡s ❜② ♠❛s❦✐♥❣ ❛❧r❡❛❞② ❞❡✜♥❡❞ ❞♦♠❛✐♥s
✇✐t❤ ❵✯✬ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ ❇▲❆❙❚ ❢♦r♠❛tt❡❞ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ P❙■✲❇▲❆❙❚✱ ❍▼▼❊❘ ❞♦❡s
♥♦t r❡❢♦r♠❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛♥❞ ✇♦r❦s ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ t❡①t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡
✐♥ ❋❆❙❚❆ ❢♦r♠❛t✳ ❆ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ ❋❆❙❚❆ ❢♦r♠❛t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧✐♥❡✱
❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❧✐♥❡s ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧✐♥❡ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r ❵❃✬
t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❛❢t❡r ❜② t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❢♦r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❞❛t❛ ♠❛②
❜❡ s♣❧✐t ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ✐t ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ t❤❛t ❞❛t❛ ❧✐♥❡s ❞♦ ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ✽✵ ❝❤❛r❛❝t❡rs✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✐❧❧✉str❛t❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋❆❙❚❆ ❢♦r♠❛t✳ ❆ ❋❆❙❚❆ ✜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡
s❡q✉❡♥❝❡s ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ ❋❆❙❚❆ ❢♦r♠❛t✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ ❋❆❙❚❆ ❢♦r♠❛t✳

❍▼▼❊❘ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝❡♣t ❵✯✬ ❛s ❛ ✈❛❧✐❞ ❝❤❛r❛❝t❡r ✐♥ ✐ts t❛r❣❡t ❞❛t❛ ✜❧❡✳ ❚❤❡
♠❛s❦✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧②
✐♥ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✜❧❡ ✇✐t❤♦✉t r❡✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
❞❛t❛✜❧❡ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ ♥❡✇ ♠❛s❦✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❤❡r❡ ♠❛s❦❡❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛rt✐✜❝✐❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧✐♥❡s✳ ❉♦♠❛✐♥s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ▼P■❴▼❑❉❖▼✸ ❛r❡✱ ❧✐❦❡
t❤♦s❡ ♦❢ ▼❑❉❖▼✷✱ ❛t ❧❡❛st ✷✵✲r❡s✐❞✉❡ ❧♦♥❣✳ ■❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ t♦ ❜❡ ♠❛s❦❡❞ ✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✇✐t❤✐♥
❛ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ✷✵ ❝❤❛r❛❝t❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤✐s r❡s✐❞✉❡s ✐♥ t❤❡ ❋❆❙❚❆ ✜❧❡ ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞
❜② ❛ str✐♥❣ ✏\♥❃❅❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳❳\♥✑ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧✐♥❡✱ ✇❤❡r❡ ❅❳✳✳✳❳ ✐s
❛ ♥❡✇❧② ❝r❡❛t❡❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❜✐ts ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♥♦✇ ❛♣♣❡❛r
t♦ ❍▼▼❊❘ ❛s t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ✐❞❡♥t✐✜❡r✱ ❵❅✬✱ ✐s ❛
s♣❡❝✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❛❧❧ ❛rt✐✜❝✐❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ✐❞❡♥t✐✜❡rs✳ ❲❤❡♥ ❛ s❡❣♠❡♥t ✇✐t❤ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧
✐❞❡♥t✐✜❡r ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❛ s❡❛r❝❤ r❡s✉❧t✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐❞❡♥t✐✜❡r
✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❢♦r t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t t♦ r❡✢❡❝t ✐ts
♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡q✉❡♥❝❡✳ ■❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ t♦ ❜❡ ♠❛s❦❡❞ ✐s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ ✷✵ r❡s✐❞✉❡s✱
t❤❡ str✐♥❣ ✐s ❧❡❢t✲♣❛❞❞❡❞ ✇✐t❤ ❵\♥✬ ❝❤❛r❛❝t❡rs t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❧❡♥❣t❤✳ ❲✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠
❞♦♠❛✐♥ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✷✵ r❡s✐❞✉❡s✱ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐❞❡♥t✐✜❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ✶✻ ❝❤❛r❛❝t❡rs ❛s ✇❡ ❤❛✈❡
✹ ❝❤❛r❛❝t❡rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✜①❡❞✿ t✇♦ ♥❡✇ ❧✐♥❡s ❝❤❛r❛❝t❡rs✱ t❤❡ ❵❃✬ ❝❤❛r❛❝t❡r ♠❛r❦✐♥❣ t❤❡ st❛rt ♦❢
t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❵❅✬ ❝❤❛r❛❝t❡r ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ✐s ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♦♥❡✳ ❯s✐♥❣ ❝❛s❡
s❡♥s✐t✐✈❡ ❛❧♣❤❛ ♥✉♠❡r✐❝ s②♠❜♦❧s✱ t❤✐s ❛❧❧♦✇s ♠♦r❡ t❤❛♥ 4× 1028 ♣♦ss✐❜❧❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐❞❡♥t✐✜❡rs✳

❆s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❛s❦✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♠❛s❦✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❋❆❙❚❆ ✜❧❡ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦
❝❛rr② ♦✉t ❞❛t❛❜❛s❡ ✉♣❞❛t❡s ✇✐t❤♦✉t ❤❛✈✐♥❣ t♦ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✜❧❡✳ ▼❛s❦✐♥❣ m r❡s✐❞✉❡s ♦♥ ❛
❞❛t❛❜❛s❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ n r❡s✐❞✉❡s ♦♥❧② r❡q✉✐r❡ m ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ n−m ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡
r❡✇r✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✱ m≪ n✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛s❦✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ s❡❣✲
♠❡♥t ✐♥ t❤❡ t♦♣ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❡ s❡❣♠❡♥t t♦ ❜❡ ♠❛s❦❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛s❦✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ r❡♣❧❛❝❡s t❤❡
r❡s✐❞✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛s❦❡❞ s❡❣♠❡♥t ❜② ❛ ♥❡✇ s❡q✉❡♥❝❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡s ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧
✐❞❡♥t✐✜❡r t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✳

✹✳✺ ▲❛r❣❡ s❝❛❧❡ t❡st ♦❢ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸

❆s ❢♦r ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✱ ✇❡ t❡st❡❞ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸ ❛t ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❜② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ r❡❧❡❛s❡
✷✵✶✵❴✵✼ ♦❢ ❯♥✐Pr♦t ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✮✳ ❲❡ r❡✉s❡❞ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❇▲❆❙❚
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳ ❘✉♥♥✐♥❣ ❙✐▲✐❳ ♦♥ t❤❡ ❇▲❆❙❚♠❛t❝❤❡s ❞❡✜♥❡❞ ✶✱✷✾✻✱✶✼✻
❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❆❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ◆❡✇♠❛♥ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❝✉rs✐✈❡❧②✱ t❤❡s❡ ❢❛♠✐✲
❧✐❡s ✇❡r❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ ✷✱✶✶✻✱✷✵✵ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤✐s ❝♦♠♠✉♥✐t② ✇❛s ❝r❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ▼❆❋❋❚ ❬✷✾❪✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥s❡♥s✉s s❡q✉❡♥❝❡ ✇❛s
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❝r❡❛t✐♥❣ ❛♥ ❍▼▼ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s s❡✲
q✉❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❍▼▼ ✉s✐♥❣ ❤♠♠❡♠✐t ❬✶✶❪✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✼✱✽✼✺✱✺✸✺✱✼✵✵ ♠❛t❝❤❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
✹✹✷✱✶✷✼✱✼✺✺ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✱ ❛ ✜rst ❜❛t❝❤ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ✇❡r❡ ❝r❡✲
❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✷✱✾✷✾ ❙❈❖P ❢❛♠✐❧✐❡s ❢r♦♠ ❙❈❖P ❬✸✽❪ r❡❧❡❛s❡ ✶✳✼✺✳ ❆❢t❡r t❤✐s ♣❤❛s❡✱ t❤❡r❡ ✇❡r❡
✻✺✶✱✽✷✽✱✷✺✾ r❡s✐❞✉❡s st✐❧❧ t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② ▼P■❴▼❑❉❖▼✸✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✶✱✽✾✻✱✸✺✶✱✽✾✻
❧❡❢t ❛t t❤✐s st❛❣❡ ✇❤❡♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✇✐t❤ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✱ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts
❛❧♠♦st ❛ ✸✲❢♦❧❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❡✲
q✉❡♥❝❡s ✐♥t♦ ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❆❧❧ t❤✐s ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥ts ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
▼P■❴▼❑❉❖▼✷✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣❡st ♦❢ t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❛❧✐❣♥✐♥❣ ❢❛♠✐❧✐❡s ❛♥❞ ❝r❡❛t✐♥❣ ❝♦♥s❡♥s✉s
s❡q✉❡♥❝❡s✱ t♦♦❦ ❛r♦✉♥❞ ✺ ❞❛②s ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐✲✉s❡r ✶✻ ❝♦r❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
❙✐▲✐❳✱ ❛r❡ ❞❛t❛✲♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❡❛s✐❧② ❜❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞ ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✷ s✉♠♠❛r✐③❡s ✈❛r✐♦✉s ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t♦♦❦ ✶✶
②❡❛rs ❛♥❞ ✸✵✻ ❞❛②s ♦❢ ❈P❯ t✐♠❡ ❛♥❞ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ✹ ❞❛②s ❛♥❞ ✾ ❤♦✉rs ♦❢ ✇❛❧❧✲❝❧♦❝❦ t✐♠❡✳ ❉❡✲
s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✇❛s ❛❧♠♦st ✸ t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r✱ ✐t t♦♦❦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❈P❯ t✐♠❡ ✭✾✸✪ ❛s ♠✉❝❤✮ ❢♦r ▼P■❴▼❑❉❖▼✸ ❛s ❢♦r ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✳
❚❤✐s r❡✢❡❝ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② s❡❛r❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❧♦♥❣❡r ✇✐t❤ ❍▼▼❊❘ t❤❛♥
t❤❡② ❛r❡ ✇✐t❤ P❙■✲❇▲❆❙❚✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ♠✉❧t✐✲t❤r❡❛❞✐♥❣ ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② ❍▼▼❊❘ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡✲
❞✉❝❡❞ t❤❡ ✇❛❧❧✲❝❧♦❝❦ t✐♠❡✱ ❢r♦♠ ✶✾ ❞❛②s ❛♥❞ ✹ ❤♦✉rs ✇✐t❤ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ t♦ ✹ ❞❛②s ❛♥❞ ✾
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❤♦✉rs ✇✐t❤▼P■❴▼❑❉❖▼✸✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✇♦r❦❡r ❛❝t✐✈✐t② ✇❛s ❤✐❣❤❡r ✐♥▼P■❴▼❑❉❖▼✸ t❤❛♥
✐♥ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✳ ❚❤✐s ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ❍▼▼❊❘ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❛t ♦❢ P❙■✲❇▲❆❙❚✿ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ q✉❡r② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ✇❤✐❧❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❯♥✐Pr♦t ✷✵✶✵❴✵✼
✇❛s ✶✵✳✸ s ✇✐t❤ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ✇❤✐❧❡ ✐t ✇❛s ✶✽✳✺ s ✇✐t❤ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸✳ ■t ✐s ❡❛s✐❡r ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ♠❛st❡r ♥♦❞❡ t♦ s❡❧❡❝t ♥❡✇ q✉❡r✐❡s ❜❡❢♦r❡ ❛♥② ✇♦r❦❡r ❤❛s ✜♥✐s❤❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
✐ts ❝✉rr❡♥t q✉❡r✐❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ❦❡❡♣ ✇♦r❦❡rs ❛s ❜✉s② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♠❡❞✐❛♥ q✉❡r② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ❛♥❞ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸ ♦❜s❡r✈❡❞ ❤❡r❡ ♦♥ ❛
❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛❧s♦ ❧❡❛❞ ✉s t♦ t❤✐♥❦ t❤❛t ❍▼▼❊❘ ♠✉❧t✐✲t❤r❡❛❞❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛r❡ ♥♦t ❣♦♦❞
❛s t❤♦s❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ❛ s♠❛❧❧ t❡st ❝❛s❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳ ❚❤❡r❡ ✇❡r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇✐❝❡ ❛s ♠❛♥②✐t
✐s ❡❛s✐❡r ❢♦r t❤❡ ♠❛st❡r ♥♦❞❡ t♦ s❡❧❡❝t ♥❡✇ q✉❡r✐❡s ✐♥✈❛❧✐❞ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸ t❤❛♥
✇✐t❤ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❍▼▼❊❘ ❞❡t❡❝ts ♠♦r❡ ❞✐st❛♥t
❤♦♠♦❧♦❣✐❡s t❤❛♥ P❙■✲❇▲❆❙❚✳ ❚❤❡ ❤♦♠♦❧♦❣✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❢❛♠✐❧✐❡s r❡❝♦r❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛✲
tr✐①✱ ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❇▲❆❙❚✱ ♠❛② t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ❜❡ ❛s ❣♦♦❞ ❛t ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❝♦♥✢✐❝ts ❜❡t✇❡❡♥
❍▼▼❊❘ r❡s✉❧ts✳

❈P❯ t✐♠❡ ✶✵✸✱✽✺✷ ❤♦✉rs ✭✶✶ ②❡❛rs✱ ✸✵✻ ❞❛②s✮
❲❛❧❧ ❝❧♦❝❦ t✐♠❡ ✶✵✺ ❤♦✉rs ✭✹ ❞❛②s✱ ✾ ❤♦✉rs✮

❆✈❣✳ ✇♦r❦❡r ❛❝t✐✈✐t② ✾✹✳✺✹✪
★ q✉❡r✐❡s ✸✱✼✹✽✱✼✹✽

★ ✐♥✈❛❧✐❞ q✉❡r✐❡s ✹✺✾✱✷✷✻ ✭✶✷✳✸✽✪✮

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❙♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❯♥✐Pr♦t ✷✵✶✵❴✵✼ ✇✐t❤ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❜② ▼P■❴▼❑❉❖▼✸ ✇❛s s♣❧✐t ✐♥t♦ ✻ r✉♥s✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤❡ r✉♥s ♦♥ t❤❡ ❥❛❞❡
❝❧✉st❡r ❛t ❈■◆❊❙✱ ✇❡ s❡t ✉♣ ✷ ✇♦r❦❡rs ♣❡r ♥♦❞❡✳ ❊❛❝❤ ✇♦r❦❡r ❤❛❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❝❝❡ss t♦ ✹ ❝♦r❡s✱
❍▼▼❊❘ ✇❛s s❡t ✉♣ t♦ ✉s❡ t❤❡ ✹ ❝♦r❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❍▼▼ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r✐t②
s❡❛r❝❤✳ ❍♦✇❡✈❡r ❝♦♥tr❛r② t♦ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❣✐✈❡ t❤❡ ♠❛st❡r ♣r♦❝❡ss ❛❝❝❡ss t♦
❛ ❢✉❧❧ ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ♦♥ ❢❛♠✐❧② ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ♦♥
s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ✜t ✐♥ ❤❛❧❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✭✶✺●❇ ♦r ✶✻●❇ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥♦❞❡✮✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✸ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts ❢♦r ❡❛❝❤ r✉♥✿

P❧❛t❢♦r♠✿ ♣❧❛t❢♦r♠ ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s r✉♥✳

❲❛❧❧✲❝❧♦❝❦ t✐♠❡✿ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉♥ ✐♥ ❤♦✉rs✳

◆✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡rs✿ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇♦r❦❡r ♣r♦❝❡ss❡s✳

❈P❯ t✐♠❡✿ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈P❯ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✉s❡❞✳ ❖♥ ❥❛❞❡ ❛♥❞
●r✐❞✬✺✵✵✵ ❝❧✉st❡rs✱ t❤❡ ❈P❯ t✐♠❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s r❡s❡r✈❡❞ × ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝♦r❡s ♣❡r ♥♦❞❡s × ✇❛❧❧✲❝❧♦❝❦ t✐♠❡✳ ❖♥ t♦♠❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s❤❛r❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡✱ t❤❡ ❈P❯
t✐♠❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✭✇♦r❦❡rs + ♠❛st❡r✮ × ✇❛❧❧✲❝❧♦❝❦ t✐♠❡✳

▼❛st❡r ❧♦❛❞✿ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛st❡r ♥♦❞❡ ✐s ❜✉s②✱ s❡❧❡❝t✐♥❣ q✉❡r✐❡s ♦r
✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ r❡s✉❧ts✳

❲♦r❦❡r ❧♦❛❞✿ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✇♦r❦❡r ♥♦❞❡s ❛r❡ ❜✉s②✱ ❡✐t❤❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ q✉❡r✐❡s
♦r ❛♣♣❧②✐♥❣ ❞❛t❛❜❛s❡ ✉♣❞❛t❡s✳

❈♦♥✢✐❝ts✿ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ✇❡r❡ ♥♦t ✈❛❧✐❞✳



✹✳✻✳ ❋❯❚❯❘❊ ❲❖❘❑ ✼✸

❉❛t❛ ♣r♦❝❡ss❡❞✿ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛s❡t ♣r♦❝❡ss❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ r✉♥✳

Pr♦❝❡ss✐♥❣ s♣❡❡❞✿ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s♣❡❡❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss❡❞
❈P❯ t✐♠❡ ✳ ❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ❝❛♥

❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
✇❛❧❧✲❝❧♦❝❦ t✐♠❡✳ ❋r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛♥❡❧s r❡♣r❡s❡♥t✿

• t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡❀

• t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t q✉❡✉❡ ♣❧♦tt❡❞ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ r❡s✉❧t ✐s t❡st❡❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ q✉❡✉❡❀

• t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ q✉❡r②✱ ♣❧♦tt❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t ❢♦r t❤✐s
q✉❡r②❀

• t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss ❛ q✉❡r②✱ ❛❧s♦ ♣❧♦tt❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧t ❢♦r t❤✐s q✉❡r②❀

• ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s ♦✈❡r t✐♠❡✳

▼P■❴▼❑❉❖▼✸ r✉♥s ❤❛✈❡ ❣❧♦❜❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛s ❢♦r▼P■❴▼❑❉❖▼✷✳ ❚❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s✉❧ts t❤❛t ❛r❡ q✉❡✉❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❢♦r
▼P■❴▼❑❉❖▼✷✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s ♦❢ ❍▼▼❊❘ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ P❙■✲❇▲❆❙❚✱ ❜✉t t❤✐s ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❞✉❡ t♦ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉t❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣❡❛t ❞❡t❡❝✲
t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋♦r s♦♠❡ r❡❛s♦♥s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛✛❡❝t✐♥❣
✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣❡❛t ❞❡t❡❝t✐♦♥ s❡❡♠ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t ♦♥ ❝♦♥s❡♥s✉s s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛♥ ♦♥ r❡❛❧ s❡✲
q✉❡♥❝❡s✳ ❘✉♥s ✷ ❛♥❞ ✸ ✇❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② s❡t ✉♣ t♦ ❧❛st ❢♦r ✷✹ ❤♦✉rs ❛♥❞ ❤❛❞ t♦ ❜❡ ❝✉t ❞✉❡ t♦
❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣❡❛t ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❤❛t✱ ❡✐t❤❡r ❝r❛s❤❡❞ ❛ ♣r♦❝❡ss ❜② ✜❧❧✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ♠❡♠♦r②✱ ♦r ❧❛st❡❞
s❡✈❡r❛❧ ❤♦✉rs✱ ❜❧♦❝❦✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t♦ ❜❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱
✇❡ tr✐❡❞✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ r✉♥ ✸✱ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ❜② ❛♥ ❡♠♣t② ♠❛tr✐①✱ ❡✛❡❝t✐✈❡❧②
❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥② q✉❡r② t♦ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s ✇❛s ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥✢✐❝ts ✇♦✉❧❞ ❞r♦♣ ❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✇♦✉❧❞ ❞❡❝r❡❛s❡✳ ❚❤✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❢♦r
r✉♥s ✸ ❛♥❞ ✹ ❛ ❤✐❣❤❡r r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✢✐❝ts✱ ❤♦✇❡✈❡r ❢♦r s♠❛❧❧❡r r✉♥s ♦♥ t♦♠❛t❡ t❤❡ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ t❤❡
❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❤❛✈❡ ❤❛❞ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥✢✐❝ts✳ ❲❡
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ s❡❡♠s ❜❡st s✉✐t❡❞ ♦♥❧② ❢♦r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ s♠❛❧❧ r✉♥s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ♠✐t✐❣❛t✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣❡❛t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆t
t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ r✉♥ ✸✱ ❛❢t❡r ✹✽ ❤♦✉rs ♦❢ ✇❛❧❧✲❝❧♦❝❦ t✐♠❡✱ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✾✵✪ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ✇❛s
♣r♦❝❡ss❡❞✱ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇❛s ♣r♦❧♦♥❣❡❞ ❜② ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣❡❛t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❧❛st r✉♥ ❧❛st❡❞ ❢♦r ✸✵ ❤♦✉rs✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛❜♦✉t ✷✵ ❤♦✉rs ✇❡r❡ s♣❡♥t s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r
r❡♣❡❛ts ✐♥ ✷ s❡q✉❡♥❝❡s✳

✹✳✻ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦

❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r ✐s ❛ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❖●❊◆❖▼ ❛♥❞
Pr♦❉♦♠ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥t s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ♠❛♣s ❜♦t❤ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❤♦✲
♠♦❧♦❣② r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦t❡✐♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❛❧✐③❡ ♦✉r ♥❡✇ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ✜rst ✇✐s❤
t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ❛♥❞ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸ ♦♥ ❯♥✐Pr♦t ✷✵✶✵❴✵✼✱ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t✇♦
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❘✉♥ ★ P❧❛t❢♦r♠ ❲❛❧❧✲❝❧♦❝❦ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❈P❯ t✐♠❡ ▼❛st❡r ❲♦r❦❡r ❈♦♥✢✐❝ts ❉❛t❛ Pr♦❝❡ss✐♥❣

t✐♠❡ ✭❤✮ ✇♦r❦❡rs ✭❤✮ ❧♦❛❞ ✭✪✮ ❧♦❛❞ ✭✪✮ ✭✪✮ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✭✪✮ s♣❡❡❞

✶ ❈■◆❊❙ ✷✹ ✺✶✶ ✹✾✱✶✺✷ ✷✺✳✺✸ ✾✾✳✼✹ ✼✳✸ ✹✽✳✻✼ ✻✱✹✺✹
✷ ❈■◆❊❙ ✶✷ ✺✶✶ ✷✹✱✺✼✻ ✸✽✳✽✼ ✾✽✳✾✺ ✹✳✹ ✷✻✳✶✷ ✻✱✾✷✼
✸ ❈■◆❊❙ ✶✷ ✺✶✶ ✷✹✱✺✼✻ ✺✳✸✺ ✽✷✳✸✺ ✷✹✳✸✵ ✶✾✳✻✸ ✺✱✷✵✻
✹ ❈■◆❊❙ ✶✵ ✶✷✼ ✺✱✶✷✵ ✶✷✳✻✹ ✽✺✳✽✸ ✽✳✻✾ ✸✳✽✸ ✹✱✽✽✵
✺ t♦♠❛t❡ ✶✼ ✸ ✻✽ ✵✳✵✵ ✾✾✳✷✹ ✷✳✸✻ ✵✳✻✸ ✺✾✱✽✸✽
✻ t♦♠❛t❡ ✸✵ ✶✶ ✸✻✵ ✵✳✵✵ ✸✾✳✶✹ ✸✳✶✶ ✶✳✶✷ ✷✵✱✷✺✽

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ❙♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ Pr♦❉♦♠ ✷✵✶✵✳✶✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❯♥✐Pr♦t ✷✵✶✵❴✵✼ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❋r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✿ ✭❛✮ s✐③❡ ♦❢ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥ ♠✐❧❧✐♦♥s
♦❢ ❛♠✐♥♦✲❛❝✐❞s❀ ✭❜✮ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❡r✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡❀ t❤❡ ❞❛r❦ ❢r✐♥❣❡ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ q✉❡r✐❡s ❝✉rr❡♥t❧② ❜❡✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡❞✱ t❤❡
❧✐❣❤t ♣❛rt r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛❧r❡❛❞② ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛♥❞ ❛✇❛✐t✐♥❣ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥❀ ✭❝✮ q✉❡r② s✐③❡ ✐♥ ❛♠✐♥♦✲❛❝✐❞s❀ ✭❞✮ r✉♥ t✐♠❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
q✉❡r✐❡s❀ ✭❡✮ ✇♦r❦❡r t✐♠❡✲❧✐♥❡✱ ❛ ❝♦❧♦✉r❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✇♦r❦❡r ✐s ❜✉s② ❡✐t❤❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ q✉❡r✐❡s ✭❜❧✉❡✮ ♦r ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡
✭r❡❞✮✳
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♠❡t❤♦❞s✳ ❆ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ ❢♦r t❤✐s ✐s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸ r❡✲
s✉❧ts✳ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸ ♦✉t♣✉ts ❞♦♠❛✐♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❢❛♠✐❧✐❡s✬ ❝♦♥s❡♥s✉s s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡
t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ✜rst ❣r♦✉♣ ❢❛♠✐❧✐❡s t❤❛t s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱
❛♥❞ t❤❡♥✱ ♣♦rt t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ❜❛❝❦ ♦♥t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣
t❤❛t ❙✐▲✐❳ ❛❧♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛✳

❇❡❢♦r❡ ✜♥❛❧✐③✐♥❣ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛ ❢❡✇ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s
t❤❛t ♠❛② ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧t q✉❛❧✐t② ♦❢ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸ ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡
✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✿

• ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡r❡ ❤❛r♠❡❞
❜② ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣❡❛t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣❡❛t
❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠ ♣r❡❞❛t❡s ❡✈❡♥ ▼❑❉❖▼✷ ❛♥❞ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ✉♣❞❛t❡❞✱ ♦r ❡✈❡♥ ♠❛✐♥✲
t❛✐♥❡❞ ♠✉❝❤ s✐♥❝❡✳ ❲❡ ❝❤♦s❡ ♥♦t t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢
▼P■❴▼❑❉❖▼✷✱ ❛s ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❦♥♦✇ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡✉s❡❞ ❢♦r▼P■❴▼❑❉❖▼✸✳
■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t♦
s✐♠♣❧② r❡♣❧❛❝❡ ✐t ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ♠❡t❤♦❞ s✉❝❤ ❛s ❘❆❉❆❘ ❬✷✷❪ ♦r ■♥t❡r♥❛❧ ❘❡♣❡❛t
❋✐♥❞❡r ❬✸✹❪✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✇❡ ♠❛② ✇❛♥t t♦ ♠♦✈❡ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣❡❛t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢
▼P■❴▼❑❉❖▼✸ ❛♥❞ tr❡❛t ✐t ❛s ❛ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣❡❛t ❞❡✲
t❡❝t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ♦♥ ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t♦ r✉♥ ✐t ✐♥ ❛
❞❛t❛✲♣❛r❛❧❧❡❧ ✇❛② ♣r✐♦r t♦ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸✳

• ■♥ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸ ❛s ✐♥ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✱ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r q✉❡r✐❡s
❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞✳ ❲❤❡♥ ❛ q✉❡r② t❛❦❡s ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ t♦ ♣r♦❝❡ss✱ ✐t ❜❧♦❝❦s t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ ❛❧❧ q✉❡r✐❡s t❤❛t ✇❡r❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ❛❢t❡r ✐t✳ ▲♦♥❣ r✉♥♥✐♥❣ q✉❡r✐❡s ❛r❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r
▼P■❴▼❑❉❖▼✸ ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡s✉❧t q✉❛❧✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❆s
♥❡✇ q✉❡r✐❡s ♠✉st ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t♦ ❛❧❧ t❤❡ q✉❡r✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ ✈❛❧✐❞❛t❡❞✱ ✐t
❜❡❝♦♠❡s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r t❤❡ ♠❛st❡r t♦ s❡❧❡❝t ♥❡✇ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t q✉❡r✐❡s✳ ❚❤❡ ♠❛st❡r
✐s t❤❡♥ ❢♦r❝❡❞ t♦ s❡❧❡❝t ❧♦♥❣❡r q✉❡r✐❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡♣❛rt ❢✉rt❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧
❤❡✉r✐st✐❝s✳ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸ ✐s ❢❛✐r❧② r❡s✐st❛♥t t♦ t❤❡s❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡
♠❛♥❛❣❡s t♦ ❦❡❡♣ ❛❧❧ ✇♦r❦❡rs ❜✉s② ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❡r✐❡s ❛✇❛✐t✐♥❣ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ q✉❡✉❡ ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡
❛ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛st❡r ♥♦❞❡ r✉♥s ♦✉t ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t q✉❡r✐❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
❝❛s❡ ✇♦r❦❡rs ❛r❡ ❧❡❢t ✐❞❧❡ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ q✉❡r② ✜♥✐s❤❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s s♣❧✐t ❛❝r♦ss s❡✈❡r❛❧ r✉♥s✿ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❛ r✉♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ r❡s✉❧ts
t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❛r❡ ✇❛st❡❞✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡♣❡❛t ❞❡t❡❝t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ ♠❛② ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s t❤❡② ❛r❡ ❛t t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❧♦♥❣
r✉♥ t✐♠❡s ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ q✉❡r✐❡s✳ ❙♠❛❧❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ♦r❞❡r✐♥❣ ♣♦❧✐❝② ♠❛② ❛❧s♦
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ■♥ s♦♠❡ ✐♥st❛♥❝❡s ✇❡ ♠❛② ❝❤♦♦s❡ t♦ ❛❧❧♦✇ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ q✉❡r✐❡s t❤❛t
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❛❢t❡r ❛ ❜❧♦❝❦✐♥❣ q✉❡r② t♦ t❛❦❡ ♦✈❡r✳ ■t ♠❛② ❛❧s♦ ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t ❛ q✉❡r②
✭♦r ♣❛rt ♦❢ ✐t✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ❢❛♠✐❧② ❜❡❢♦r❡ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❢✉❧❧② ♣r♦❝❡ss❡❞✱ ✐♥
✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ✐t ❝♦✉❧❞ ❥✉st ❜❡ ✐❣♥♦r❡❞✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡s❡ ❛♥❛❧②s✐s ♠❛② ♣r♦♠♣t ✉s t♦ ❛❞❥✉st ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡
t❤❛t ▼P■❴▼❑❉❖▼✸ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦ r❡♣❧❛❝❡ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✳ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸ ✐s
t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ②❡t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❡❛❞②✱ ❜✉t ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥✜❞❡♥t t❤❛t✱ ♦♥❝❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
♦❢ ♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t str✉❝t✉r❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ♥❡✇
✐♥s✐❣❤t ♦♥ ♣r♦t❡✐♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳



❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ s✉♠♠❛r②

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
♣r♦t❡✐♥ s❡q✉❡♥❝❡s t♦ t❤❡ ❞❡❧✐♥❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
t❤❡ Pr♦❉♦♠ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❖✉r ✇♦r❦ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❆ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ Pr♦❉♦♠

❚❤❡ Pr♦❉♦♠ ❞❛t❛❜❛s❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✻ ②❡❛rs ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦✲
❝❡ss✱ ❜✉t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥♦✇ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❝❡ss ❝✉rr❡♥t ❞❛t❛s❡ts ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡✳ ❲❡
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✱ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥
❝❧✉st❡r✐♥❣s ♦♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❥✉st✐✜❡❞ ♦✉r ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♦✉r s♦❧✉t✐♦♥s t♦ s♦❧✈❡ ♦r ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♣♦s❡❞ ❜② ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳
▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❝❛r❡❢✉❧❧② t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ r❡s♦✉r❝❡ ✉s❛❣❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
♠❡♠♦r② ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ✇❛s s❝❛❧❛❜❧❡ t♦ ❧❛r❣❡
❞❛t❛s❡ts✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝✉rr❡♥t r❡❧❡❛s❡s ♦❢ ❯♥✐Pr♦t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ❛ ❣♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉t✉r❡ r❡❧❡❛s❡s ♦❢ Pr♦❉♦♠✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ ❯♥✐Pr♦t ✷✵✶✵❴✵✼ ✉s✐♥❣▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ❛r❡
❝✉rr❡♥t❧② ❜❡✐♥❣ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ Pr♦❉♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐s s❝❤❡❞✉❧❡❞
t♦ ❜❡ r❡❧❡❛s❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ✷✵✶✷✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣s

❖✉r s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❛s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② t♦ ❝♦♠♣❛r❡
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ t♦ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♠♣❛❝t
♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❡①✐st✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ t✇♦
❞❛t❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣s✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣s✱
❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ♥♦t ❛t♦♠✐❝ ❞❛t❛✳ ❖✉r ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥
❝❧✉st❡r✐♥❣s t❤✉s t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜♦t❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❧✐♥❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞♦♠❛✐♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳

❯s✐♥❣ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❝❧✉st❡r✐♥❣s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ✐♥
♣❛r❛❧❧❡❧ ✇❡r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❢❛✐t❤❢✉❧ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♠♣✉t❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❣r♦✇t❤ ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ▼P■❴▼❑❉❖▼✷✳
❲❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛ss❡ss t❤✐s ❡✛❡❝t ❛♥❞ t♦ t❡st❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❋❉❘ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❊✕✈❛❧✉❡ ❛s ❤♦♠♦❧♦❣②
❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❜✉✐❧❞ ❢❛♠✐❧✐❡s t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ ✐t✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❋❉❘ ❞✐❞ ❝♦✉♥t❡r❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ s❡♥s✐t✐✈✐t②
♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❧♦❣② s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡r ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡❞
❞♦♠❛✐♥ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❛s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳

✼✼
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❈♦❤❡r❡♥t ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛❞❞r❡ss ❛ ❧❛r❣❡r ♣r♦❜❧❡♠✱
t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥❡✇
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸✱ t❤❛t ❝❛♥ ❞❡❧✐♥❡❛t❡ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ❝❧✉st❡r ♣r♦t❡✐♥ ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s
♦♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❣❧♦❜❛❧❧② ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❲❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ❤♦✇ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸ ❝♦✉❧❞ ✜t ✐♥ ❛
♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s ❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❣❧♦❜❛❧❧② ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s s❡q✉❡♥❝❡s s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ✇❡ t♦♦❦ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡s✉❧t q✉❛❧✐t②
❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ▼P■❴▼❑❉❖▼✸ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛t ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡
❜② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛ r❡❝❡♥t r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ❯♥✐Pr♦t✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡✿ st❛♥❞✐♥❣ t❤❡ t❡st ♦❢ t✐♠❡

❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ ♣✉❜❧✐❝ s❡q✉❡♥❝❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❤❛s ❣r♦✇♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②
❢♦r t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡ ❛♥❞ ♥♦t❤✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤✐s ❣r♦✇t❤ ✇✐❧❧ st♦♣ ❛♥②t✐♠❡ s♦♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡
s❤♦✇♥ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❤♦✇ ❜♦t❤ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ❛♥❞ ▼P■❴▼❑❉❖▼✸ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❝❡ss
❝✉rr❡♥t ❞❛t❛s❡ts ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛ ❢❡✇ ②❡❛rs✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛
♥❡✇ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ Pr♦❉♦♠ ✇✐t❤ ▼P■❴▼❑❉❖▼✷ ✇✐❧❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛ ❝❡♥t✉r②✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ❜② t❤❛t t✐♠❡
▼P■❴▼❑❉❖▼✸ ❤❛s r❡♣❧❛❝❡❞▼P■❴▼❑❉❖▼✷✱ ❛♥❞ ✇❡ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✐♥♣✉t
❞❛t❛ ✐♥t♦ ❢❛♠✐❧✐❡s✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣♦✇❡r r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ Pr♦❉♦♠ ✇✐❧❧ st✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡✳
■♥ t❤❡ ♠❡❛♥t✐♠❡✱ ✐t ✐s ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣♦✇❡r ✇✐❧❧ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❣r♦✇✳
❍♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ❤❛r❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❤♦✇ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠s ✇✐❧❧ ❡✈♦❧✈❡ ✐♥ ②❡❛rs t♦ ❝♦♠❡✱ ❛♥❞ ❤♦✇
t❤✐s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣♦✇❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❈❧♦✉❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠✐❣❤t ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ ♥♦r♠✱ ❛♥❞ ❧❛r❣❡
s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❜❡ ♦✉ts♦✉r❝❡❞ t♦ ❜❡ r✉♥ ♦♥ ✈✐rt✉❛❧ ❝❧✉st❡rs✱ s♦♠❡✇❤❡r❡
♦♥ t❤❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ♣r♦✈✐❞❡rs s✉❝❤ ❛s ❆♠❛③♦♥ ♦r ●♦♦❣❧❡✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✇✐t❤ t❤❡
❛❞✈❡♥t ♦❢ ♠❛♥②❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡❝♦♠❡ ❛✛♦r❞❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ❧❛❜♦r❛t♦r② t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ✐ts ♦✇♥
♠❛❝❤✐♥❡ ❜♦❛st✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ t❤♦✉s❛♥❞ ❝♦r❡s✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ▼P■ ✐s ✈❡rs❛t✐❧❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❤❛♥❞❧❡
t❤✐s ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣❧❛t❢♦r♠s✳

❲❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♥✜❞❡♥t t❤❛t✱ ❢r♦♠ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ st❛② r❡❧❡✈❛♥t
✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣ r✉♥✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t r❛t❡ ♦❢ ❣r♦✇t❤ ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❢♦r❝❡s ❛♥② ♠❛♥✉❛❧❧② ❞r✐✈❡♥
❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❜❡ ♣❛rt✐❛❧✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞s ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦ ❝♦✈❡r t❤❡
✇❤♦❧❡ ♣r♦t❡✐♥ s♣❛❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤❡✐r ❡✛♦rts t♦ ❝♦✈❡r ❛s ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ s♣❛❝❡ ❛s t❤❡②
❝❛♥✱ ♠❛♥✉❛❧❧② ❝✉r❛t❡❞ ❞❛t❛❜❛s❡s ♠❛② ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❜✐❛s t♦✇❛r❞ ❧❛r❣❡✱ ✉❜✐q✉✐t♦✉s ❞♦♠❛✐♥
❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❋♦r ❛ r❡s❡❛r❝❤❡r st✉❞②✐♥❣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ s♠❛❧❧❡r✱ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ❡✈♦❧✈❡❞
❞♦♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♥❣ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞s
❣✐✈❡s ❛ ♠♦r❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦t❡✐♥ s♣❛❝❡✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ❙✳ ❋✳ ❆❧ts❝❤✉❧✱ ❲✳ ●✐s❤✱ ❲✳ ▼✐❧❧❡r✱ ❊✳ ❲✳ ▼②❡rs✱ ❛♥❞ ❉✳ ❏✳ ▲✐♣♠❛♥✳ ❇❛s✐❝ ❧♦❝❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t
s❡❛r❝❤ t♦♦❧✳ ❏ ▼♦❧ ❇✐♦❧✱ ✷✶✺✭✸✮✿✹✵✸✕✶✵✱ ✶✾✾✵✳

❬✷❪ ❙✳ ❋✳ ❆❧ts❝❤✉❧✱ ❚✳ ▲✳ ▼❛❞❞❡♥✱ ❆✳ ❆✳ ❙❝❤❛✛❡r✱ ❏✳ ❩❤❛♥❣✱ ❩✳ ❩❤❛♥❣✱ ❲✳ ▼✐❧❧❡r✱ ❛♥❞ ❉✳ ❏✳
▲✐♣♠❛♥✳ ●❛♣♣❡❞ ❇▲❆❙❚ ❛♥❞ P❙■✲❇▲❆❙❚✿ ❛ ♥❡✇ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ ❞❛t❛❜❛s❡ s❡❛r❝❤
♣r♦❣r❛♠s✳ ◆✉❝❧❡✐❝ ❆❝✐❞s ❘❡s✱ ✷✺✭✶✼✮✿✸✸✽✾✕✹✵✷✱ ✶✾✾✼✳

❬✸❪ ❈❇ ❆♥✜♥s❡♥✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡✳ ❇✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱
✶✷✽✭✹✮✿✼✸✼✱ ✶✾✼✷✳

❬✹❪ ●✳ ❆♣✐❝✱ ❏✳ ●♦✉❣❤✱ ❛♥❞ ❙✳❆✳ ❚❡✐❝❤♠❛♥♥✳ ❉♦♠❛✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✐♥ ❛r❝❤❛❡❛❧✱ ❡✉❜❛❝t❡r✐❛❧ ❛♥❞
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