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Introduction

Les plasmons-polaritons de surface (SPP) ont été observés expérimentalement au cours des années 1950
à la surface de ëlms métalliques, notamment d’aluminium (voir ëgure 1). Ces SPP se présentent déjà sous
forme de quanta, émis par des électrons réìéchis par le ëlm métallique. R (1957) modélise ces ëlms
par un gaz d’électrons et explique l’origine des excitations observées. Il distingue parmi elles les plasmons de
surface. Il est à noter que près de 50 ans auparavant (C 2004), Z (1907) puis S
(1909) avaient mis en évidence analytiquement cette solution particulière des équations de Maxwell que
constituent les ondes de surface (et dont les SPP sont un cas particulier) – non pas à la surface des métaux,
mais à la surface de la Terre, dans le domaine des ondes radio où cette dernière est conductrice. À la suite de

F 1 – Spectre de perte d’énergie des électrons réìéchis par un ëlm d’aluminium. Chacune des 4 courbes
correspond à une énergie initiale donnée de l’électron, indiquée sur la gauche de la courbe en eV. Les pics
correspondent à des multiples de 10,3 et 15,3 eV, énergies attribuables respectivement aux plasmons de surface
et aux plasmons de volume du ëlm. Image extraite de (P et S 1959).

l’observation des SPP dans les années 1950, la recherche sur ces derniers se développe et atteint un premier
paroxysme au cours des années 1970 avec le développement de la théorie électromagnétique des réseaux
(H et M 1976 ; P, B et al. 1980). Un bon résumé des travaux de cette période se trouve
dans (R 1988). Les années 1980 et 1990 voient les techniques de nanofabrication faire des progrès
considérables. Les SPP reviennent sur le devant de la scène dans les années 1990 avec le développement
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de la microscopie en champ proche, notamment du NSOM, qui sonde le champ proche, où les ondes de
surface jouent un rôle important. La première observation directe de SPP en champ proche est publiée en
1994 (D et al. 1994). À la ën des années 1990, E et al. (1998) sont surpris par leurs mesures
de coefficients de transmission de la lumière à travers des ëlms métalliques percés de nanotrous, plus élevés
que ce à quoi ils s’attendaient. Cette « transmission extraordinaire » s’appuyant notamment sur les SPP (L
et L 2008), a souligné le potentiel de ces derniers pour la manipulation de la lumière à des échelles
nanométriques et suscité depuis un effort de recherche considérable autour des SPP. La capacité à conëner et
guider la lumière couplée aux développements des techniques de nanofabrication conduisent à l’avènement de
la plasmonique : on commence à développer des composants basés sur les propriétés des plasmons (B
et al. 2003 ; B et al. 2006). Les domaines d’application actuels et à venir de la plasmonique
sont nombreux : circuits photoniques (O 2006 ; E et al. 2008), optique sub-longueur d’onde
(Z et al. 2005), détecteurs biologiques (A et al. 2008), spectrométrie (K et al. 1997 ; N et
E 1997), cellules solaires (C et P 2008), information quantique (A et al. 2007 ;
K et al. 2009). Analogues aux SPP à la surface des cristaux polaires, les phonons-polaritons de surface
(SPhP), trouvent des applications dans l’émission thermique cohérente (G et al. 2002), la microscopie
de champ proche (D W et al. 2006), ou encore l’optique sub-longueur d’onde (T et al. 2006a).

L’objectif de cette thèse est de revisiter plusieurs aspects théoriques associés aux ondes de surface. L’une
des motivations est la description quantique de l’ampliëcation d’un plasmon, et la description de l’interaction
des phonons-polaritons de surface (SPhP) avec des électrons situés dans un puits quantique. On souhaite
connaître les taux d’émission spontanée et d’émission induite d’ondes de surface. Pour cela, il faut disposer
d’un traitement quantique du champ des ondes de surface qui puisse prendre en compte les propriétés optiques
expérimentales des milieux.

Ce traitement quantique nécessite de pouvoir écrire le champ des ondes de surface sous forme de somme
de modes et de connaître l’énergie de ce champ. Or, en présence de matériaux à pertes, ce qui est toujours
le cas en pratique, les ondes de surface ont deux relations de dispersion (voir ëgure 2), l’une présentant une
asymptote, l’autre non. La première correspond au cas où les pertes sont prises en compte via une pulsation ω
complexe (et un vecteur d’onde K réel), dont on peut déduire un facteur de qualité Q = ω′

−2ω′′ . La seconde
correspond à un vecteur d’onde complexe tenant compte des pertes (et une pulsation ω réelle), dont on
peut déduire une longueur d’atténuation Latt = 1

2K′′ , avec K =
√
K2. Dans ce dernier cas, la relation de

dispersion n’a pas d’asymptote et présente un repliement. Ainsi, on peut se demander si les deux relations
sont contradictoires ou complémentaires. En présence de pertes, les électrons « voient »-ils des SPhP avec des
grands vecteurs d’onde (première relation de dispersion) ou pas (seconde relation de dispersion) ? Ceci pose
alors une question cruciale : le conënement transverse du champ est-il limité par les pertes ? La densité d’états
au voisinage de la surface est-elle limitée par les pertes ?

Dans le chapitre 1, on obtient deux expressions du champ des ondes de surface, correspondant à chacune
des relations de dispersion. On montre ainsi que ces dernières sont complémentaires, et sont adaptées à dif-
férents types d’excitation des ondes de surface. La première relation de dispersion sera adaptée dans le cas de
sources impulsionnelles (ënies dans le temps), alors qu’il sera préférable d’utiliser la seconde pour des sources
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F 2 – Relations de dispersion des SPP d’une interface verre-argent. Rouge : vecteur d’ondeK complexe,
pulsation ω réelle. Bleu : vecteur d’ondeK réel, pulsation ω complexe. Tirets noirs : cône de lumièreK = nωc .
L’indice du verre vaut n = 1, 5.

stationnaires (harmoniques).

L’expression du champ obtenue dans le cas d’un vecteur d’onde complexe et une pulsation ω réelle a la
forme d’un développement angulaire, analogue (à deux dimensions) du développement angulaire du champ
électromagnétique dans un demi-espace vide. Dans ce dernier cas, ce développement angulaire permet de
retrouver le « principe » d’Huygens-Fresnel et l’optique de Fourier. Dans le chapitre 2, nous poserons ainsi les
bases d’une optique de Fourier et d’une optique géométrique pour les ondes de surface.

Le champ obtenu dans le cas d’une pulsation ω complexe et d’un vecteur d’onde réel fait apparaître que
les ondes de surface avec de grands vecteurs d’onde (correspondant à l’asymptote de la relation de dispersion)
existent toujours en présence de pertes. La superlentille de P (2000) s’appuie sur les ondes de surface
aën de construire l’image d’un objet (P et R 2003). En régime harmonique, les vecteurs
d’onde accessibles pour les ondes de surface sont limités par les pertes, ce qui limite la résolution atteignable
par la superlentille. Dans le chapitre 3, nous verrons qu’il est possible, d’améliorer la résolution spatiale en
travaillant en régime impulsionnel.

La relation de dispersion des ondes de surface avec une pulsation ω complexe montre que l’on passe
continument d’un traitement avec pertes des ondes de surface à un traitement sans pertes. Ainsi, on développe
dans le chapitre 4 un traitement quantique des ondes de surface s’appuyant sur une description sans pertes
de ces dernières, et qui a toujours un sens en présence de faibles pertes. On établit notamment les coefficients
d’Einstein d’émission spontanée et stimulée pour un système à deux niveaux en présence d’une onde de
surface.

Enën, le chapitre 5 traite des SPhP dans les puits quantiques et de leur interaction avec les électrons
du puits par transitions intrabandes (inter- et intrasousbandes) pour l’émission de rayonnement térahertz.
Les puits quantiques, constitués, ainsi que leurs barrières, d’un cristal polaire, supportent des SPhP, dans le
domaine térahertz pour le puits GaAs/AlGaAs que l’on traitera ici. En tant qu’ondes de surface, ces SPhP pré-
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sentent des analogies avec les SPP des ëlms métalliques. Toutefois, aux fréquences mises ici en jeu, la structure
avec puits quantique est beaucoup plus sub-longueur d’onde et ses SPhP présentent des caractéristiques origi-
nales. Certains d’entre-eux interagissent fortement avec les électrons du puits et ont permis la réalisation d’un
modulateur d’ondes térahertz contrôlé électriquement.
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C 1

Champ des ondes de surface à l’aide du
formalisme de Green

[Phys. Rev. B 79, 195414 (2009)]
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Une particularité des ondes de surface – on considère ici celles existant au niveau d’une interface simple
– est de pouvoir posséder des vecteurs d’onde K plus importants que ceux des ondes progressives des milieux
diélectriques environnants (voir ëgure 1.1, les vecteurs d’onde des ondes de surface sont « hors du cône de
lumière »). À une fréquence donnée, les ondes de surface peuvent donc posséder une longueur d’onde λsp =
2π
K plus faible que les ondes progressives et ainsi résoudre plus de détails qu’elles ou être potentiellement
concentrées dans des volumes plus petits.

Les propriétés des ondes de surface sont souvent discutées en considérant un mode de la formeE(z) exp[i(Kxx+

Kyy − ωt)], caractérisé par une pulsation ω et un vecteur d’onde K = Kxx̂ +Ky ŷ. Cependant, pour dé-
crire la diffraction ou la focalisation d’ondes de surface, l’expression d’un mode simple n’est pas suffisante.
Lorsque l’on décrit la diffraction ou la focalisation d’ondes progressives, on écrit le champ électromagnétique
sous forme de superposition linéaire de modes. Pour les ondes de surface, différentes solutions de rempla-
cement ont été utilisées, négligeant souvent la polarisation (W et al. 2001 ; F et al. 2007 ; Z et
B 2007). De plus, une expression du champ des ondes de surface sous forme de somme de modes
orthogonaux entre-eux est nécessaire pour quantiëer ces ondes et écrire les opérateurs qui leur sont associées.
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Chapitre 1. Champ des ondes de surface à l’aide du formalisme de Green

[Phys. Rev. B 79, 195414 (2009)]
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F 1.1 – Relations de dispersion des SPP d’une interface argent/verre. Rouge : vecteur d’onde K com-
plexe, pulsation ω réelle (constante diélectrique de l’argent : (P et G 1998)). Bleu : vecteur d’onde
K réel, pulsation ω complexe (constante diélectrique de l’argent : (A et al. 2009)). Tirets noirs :
cône de lumière K = nωc . L’indice du verre vaut n = 1, 5.

Un des buts de ce chapitre est d’obtenir une expression rigoureuse du champ des ondes de surface. Nous nous
appuierons pour cela sur le formalisme de Green et les notations de S (1987).

La présence de pertes dans les matériaux conduit à l’existence de deux relations de dispersion pour les ondes
de surface (voir ëgure 1.1). La première, pour laquelle les pertes sont prises en compte via une pulsation ω
complexe, présente une asymptote. La seconde, pour laquelle les pertes sont prises en compte via un vecteur
d’onde K complexe, ne présente plus d’asymptote mais un repliement. L’existence conjointe de ces deux
relations de dispersion a été discutée dans le cadre des mesures de relation de dispersion par réìexion totale
atténuée (ATR) par A et al. (1974). Toutefois, la discussion se limite aux cas des expériences ATR.
Ici, nous obtiendrons ainsi deux expressions du champ des ondes de surface correspondant à chaque relation
de dispersion. Ces deux expressions nous permettront de discuter de problèmes non résolus par A
et al. (1974), concernant l’interprétation des relations de dispersion dans le contexte de la limite de résolution
des ondes de surface ainsi que la densité d’état qui leur est associée.

La suite de ce chapitre et l’annexe C qui l’accompagne correspondent au contenu de (A et al.
2009), auquel le lecteur peut se reporter s’il le souhaite.

1.1 Introduction originale

Surface plasmons have been known since the pioneering work of Ritchie in the 1950s (R 1957).
Considerable advances made in nanotechnology in recent years and the desire to control and manipulate light
at nanoscale have renewed the interest in surface plasmons (B et al. 2003). Numerical simulations and
experiments have demonstrated unique properties of different plasmonic nanostructure such as extraordinary
transmission (E et al. 1998 ; L et L 2008), guiding (W et al. 2001 ; B et
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al. 2006 ; Q et al. 1998 ; M et al. 2003), ìuorescence enhancement (A et B 2001 ;
A et al. 2006 ; K et al. 2006 ; R et al. 2005b ; K et al. 2008), ëeld enhancement
(T et al. 2005 ; P et al. 2003 ; K et al. 2003), focussing (L et al. 2005), superresolution
(F et al. 2005 ; S et al. 2005 ; T et al. 2006b), omnidirectional absorption (T
et al. 2008 ; M et al. 2004), coherent thermal emission (G et al. 2002 ; M et al.
2004 ; L et al. 2005).

In this paper, we shall focus on surface plasmons propagating along ìat surfaces. Propagation of surface
plasmons on a ìat surface perpendicular to the z axis is often discussed using a modeE(z) exp[i(Kxx+Kyy−
ωt)] characterized by a frequency ω and a wave vector K = Kxx̂ +Kyŷ parallel to the interface. However,
the surface plasmon ëelds diffracted by edges, guided by ridges, focussed by lenses cannot be described by a
simple mode. It is well-known that a ënite size beam propagating in a vacuum has to be described in terms
of a linear superposition of plane waves. Differents ansatz, often neglecting polarization, have been used in
the litterature to address this question (W et al. 2001 ; F et al. 2007 ; Z et B 2007).
One of the goals of this paper is to derive a rigorous representation for the surface plasmon ëeld. Such a
superposition is the equivivalent of the angular plane wave spectrum for surface plasmons It can be used to
develop a framework for surface plasmon Fourier optics.

In doing so, a difficulty arises. When losses are taken into account, a mode with real K and real ω is no
longer a valid solution. Although we can still use a Fourier representation with real K and real ω, it is not
convenient to deal with waves that are not a solution. Elementary solutions using either a complex K or a
complex ω can be found. However, we cannot assume that they form a basis. e ërst issue is thus to derive
a general representation for the surface plasmon ëeld as a superposition of modes. e second issue is related
to the dispersion relation. A dispersion relation can be found when using either a complex K and a real ω
or vice versa. ese two choices leads to different shapes as seen in Fig.1.2. One dispersion relation has an
asymptote for very large values of K while the other has limited values of K and presents a backbending.

is issue was ërst noted by Arakawa et al. (A et al. 1973) and later discussed by Alexander et
al. (A et al. 1974). Alexander remarked that when plotting the position of the dips in a reìectivity
experiment where the angle of incidence is varied at ëxed frequency, one ënds the dispersion relation with
backbending. Instead, when plotting the points obtained from a spectrum at ëxed angle, one ënds the disper-
sion relation without backbending. is approach seems simple and easily applicable. It is sufficient to explain
the attenuated total reìection (ATR) experiments. Nevertheless, it is not a general prescription that can be
used to discuss all possible issues. Let us illustrate this point by addressing two questions regarding the most
important properties of surface plasmons : conënment of the ëelds and large density of states. For a theore-
tical discussion of these applications, different dispersion relations lead to different predictions. Conënment
of the ëeld is the key property regarding applications such as optical lithography, enhanced non-linear effects
or super-resolution issues. e dispersion relation with a backbending predicts a cut-off spatial frequency
and therefore a resolution limit whereas the dispersion relation without backbending does not predict any
resolution limit. Enhancement of the local density of states (or Purcell effect) is fundamental for ìuorescence
enhancement and more light emission assisted by surface plasmons. e dispersion relation with a backben-
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F 1.2 – (color online) Dispersion of surface plasmons propagating along the metal/air interface. (a)
Real ω is chosen to obtain a complexKsp. (b) RealK is chosen to obtain a complex ωsp. e ìat asymptote
(dashed line) situated at ωp/

√
2 represents the nonretarded surface plasmon solution. e slanting solid

line represents the light cone inside which a wave is propagating (radiative) and outside which is evanescent
(surface).

ding again predicts a cut-off spatial frequency and therefore an upper limit to the LDOS. No limit is predicted
by the other dispersion relation. A general discussion on the applicability of the different dispersion relations
is thus needed.

In this paper we start by deriving two general representations of the surface plasmon ëeld in terms of linear
superpositions of modes having the structure exp[i(Kxx+Kyy+γz−ωt)] with a well-deëned polarization.
Each representation is associated with either a complex frequency or a complex wavevector and therefore to
a particular dispersion relation. We then show that the most convenient choice depends on the physical
problem to be discussed. We introduce a prescription that allows to choose complex or real frequency and the
associated dispersion relation. We then apply our analysis to discuss the resolution limit issue and the LDOS
issue. e paper is organized as follows. For the sake of completeness, we brieìy summarize the derivation of
the dispersion relation in the next section. e following section introduces the general representations of the
surface plasmon ëeld. We then discuss the physical content of these representations.

1.2 Surface plasmon dispersion relation

Let us consider a ìat metal surface z = 0 bounded by dielectric media with dielectric constant ε1. For
convenience, we describe the dielectric response of the metal to an electric ëeld using the local Drude model

ϵ2(ω) = 1−
ω2

p

ω(ω + iνe)
, (1.1)



1.3. General íeld representations 9

where ωp is the bulk plasmon frequency and νe is a phenomenological bulk electron relaxation rate. We derive
the dispersion relation of surface plasmons propagating along the metal/dielectric interface.

We search a solution of Maxwell equations for an interface between two linear isotropic and local media
characterized by dielectric constants ϵm where m = 1, 2 denotes medium 1 (z < 0) or 2 (z > 0). A surface
wave solution has a structure exp[i(K · r+ γm|z| − ωt)] with

K2 + γ2m = ϵmω
2/c2 (1.2)

where γm is chosen so that Imγm > 0. Boundary conditions impose the continuity of the tangential com-
ponents of the electric ëeld and ϵEz . It follows that a p-polarized ëeld can exist provided that ϵ1γ2 = −ϵ2γ1.
One ënds that a solution is given by

K2 =
(ω
c

)2 ϵ1ϵ2
ϵ1 + ϵ2

. (1.3)

When dealing with an interface separating a dielectric from a non lossy metal, ϵ1ϵ2
ϵ1 + ϵ2

yields a unique solu-
tion to the problem. When accounting for losses in the material, ϵ1ϵ2

ϵ1 + ϵ2
is a complex number so that the

dispersion relation cannot be solved using real K and real ω. It is necessary to consider a complex frequency
or a complex wavector to ënd roots of the equation. Let us ërst choose ω real. We denote Ksp the complex
root of the equation (4.4). Fig.1.2(a) shows the dispersion curve obtained from the surface plasmon disper-
sion relation Eq. (4.4) when plotting ω versus ReKsp. is curve exhibits a back-bending in the vicinity of
the frequency of non-retarded surface plasmon ωp/

√
2. e second possible choice is to keep a real wavector

K. We denote ωsp the complex root of the equation Eq. (4.4). Fig.1.2(b) shows the dispersion curve obtai-
ned when plotting Reωsp versus K. It is seen in Fig.1.2(b) that this curve exhibits an asymptote for large
wavevectors.

Let us make two remarks regarding the dispersion relation. We ërst note that Eq.(4.4) is also a solution
of ϵ1γ2 = ϵ2γ1 which deënes a zero of the reìection factor, i.e. the Brewster angle. It can be checked that
the upper branch in Fig.1.2(b) is not a surface wave but the locus of the Brewster angle in the (ω,K) plane.
Finally, we note that a surface plasmon is a collective oscillation of charge density. When the frequency ω is
smaller than νe, the collective electron oscillation is overdamped. In this frequency regime, Eq.(4.4) describes
a surface wave that has no longer the character of a surface plasmon. us, Eq.(4.4) describes the Brewster
angle for ω > ωp, a surface plasmon for ωp > ω > νe, a surface wave for νe > ω.

1.3 General íeld representations

e aim of this section is to derive a general form of the surface plasmon ëeld. To this aim, we ërst use
the simple interface Green’s tensor that yields the general form of the ëeld for any given source distribution.
We then extract the surface plasmon contribution which is deëned to be the pole contribution to the Green’s
tensor. We will show that this procedure leads in a natural way to different representations that make use of
either a complex wavevector or a complex frequency. We emphasize that both representations will describe
the same electromagnetic surface plasmon ëeld Esp(x, y, z, t).
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Let us suppose that an arbitrary source is located nearby the dielectric-metal interface. e electric ëeld
generated by the source j(r, t) is given by the relation

E(r, t) = −µ0
∫

dt′
∫

d3r′
←→
G (r, r′, t− t′)∂j(r

′, t′)

∂t′
, (1.4)

where µ0 is vacuum permeability. A Fourier representation can be written in the form

←→
G (r, r′, t− t′) =

∫
d2K
4π2

∫
dω

2π
←→g (K, z, z′, ω)ei[K(r−r′)−ω(t−t′)], (1.5)

Here, the integration variables ω andKx,Ky are real. e explicit form of the Green’s tensor←→g (K, z, z′, ω)

in the presence of the interface is given in Appendix A. It is seen that the Fourier transform of the Green’s
tensor has poles given by the denominator of the Fresnel factors for p-polarized ëeld. For a dielectric/metal
interface, they correspond to the surface plasmon as discussed previously. us, the Green’s tensor can be split
into two terms : the pole contribution that yields the surface plasmon and the remaining contribution that
yields a regularized Green’s tensor.

←→
G =

←→
G reg +

←→
G sp, (1.6)

where the pole contribution to the Green’s tensor
←→
G sp can be explicitly derived using the residue theorem.

←→
G reg is the contribution of the regularized Green’s dyadic. It can be shown that the Green’s tensor can be
evaluated using a contour deformation in the complex plane and that the regularized term is essentially due to
the contribution along the branch cut. is contribution is often termed cylindrical wave or creeping wave.
e relative importance of these terms is well documented in classical texts for radiowaves (B 1966 ;
F et M 1994). e analysis of their respective contribution was of practical importance in
the early days of telecommunications as radiowaves were guided by the earth. is issue has been discussed
recently in the context of optics (L et H 2006 ; L et L 2008). In this paper, we shall
not pursue this discussion and focus instead on the surface wave contribution deëned as the pole contribution.

Esp(r, t) = −µ0
∫

dt′
∫

d3r′
←→
G sp(r, r′, t− t′)

∂j(r′, t′)
∂t′

. (1.7)

When solving Eq.(4.4), we can consider thatω is real and ënd a complexKsp or we can impose a real value
to K and ënd a complex root ωsp. us, when extracting the poles, it is a matter of choice to consider that
they are poles in the complex frequency plane or in the complex wavevector plane. We ënd either a couple of
poles ωsp and−ω∗

sp or a complex wavevector poleK2
sp hence two poles for the component of the wavevector

along the x axisKx,sp and−Kx,sp for a given component along the y axisKy asK2
sp = K2

x,sp+K
2
y . It follows

that we can cast the pole contribution to the Green’s tensor in the form :

←→g sp(K, z, z′, ω) =
←→
f ωsp(K, z, z

′)

ω − ωsp
+

←→
f −ω∗

sp
(K, z, z′)

ω + ω∗
sp

, (1.8)
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where
←→
f ωsp(K, z, z

′) and
←→
f −ω∗

sp
(K, z, z′) are the residues of←→g at ωsp and −ω∗

sp respectively, or in the
form :

←→g sp(K, z, z′, ω) =
←→
f Kx, sp(Ky, z, z

′, ω)

Kx −Kx, sp
+

←→
f −Kx, sp(Ky, z, z

′, ω)

Kx +Kx, sp

where
←→
f Kx, sp(Ky, z, z

′, ω) and
←→
f −Kx, sp(Ky, z, z

′, ω) are the residues of←→g at Kx, sp and −Kx, sp respec-
tively.

ese two choices leads to two different forms of the surface plasmon ëeld given by Eq.(1.7). We now
examine these forms in detail.

1.3.1 Surface plasmon íeld representation with a real wavevector

In this section we derive the analytical form of the surface plasmon ëeld using real wavevectors. For this
purpose we evaluate the pole contribution to the Green’s tensor by integrating in the complex ω plane. e
complex pole ωsp then yields a contribution for t−t′ > 0 that varies as exp(−iωsp(t−t′)). After integration,
we ënd :

←→
G sp = H(t− t′) 2Re

∫
d2K
(2π)2

(−i)
←→
f ωsp(K, z, z

′)ei[K·(r−r′)−ωsp(t−t′)] (1.9)

where
←→
f ωsp(K, z, z

′) is the residue of←→g at ωsp. It is given in the appendix C.1. It follows from Eq.(1.7)
that the ëeld can be cast in the form of a linear superposition of modes with real wavevector and complex
frequency :

Esp = 2Re

∫
d2K
(2π)2

E(K, t)(K̂− K
γm
nm)e

i(K·r+γm|z|−ωspt), (1.10)

where the amplitudeE(K, t) is given in appendix C.1, nm = −ẑ if z < 0 and ẑ if z > 0, and K̂ = K/K. e
surface plasmon ëeld takes a form that looks as a mode superposition except that the amplitudeE(K, t) depends
on the time t. Indeed, when describing a stationary ëeld using modes that have an exponential decay, the
amplitude is necessarily time dependent. In order to obtain a superposition of modes with ëxed amplitudes,
it is necessary to assume that all sources are extinguished after time t = 0 so that we observe the ëeld after it
has been excited. In that case, the decay of the mode is well described by the imaginary part of ωsp. Eq. (1.10)
is thus well suited for ëelds excited by pulses. Note that the polarization of each mode is speciëed by the
complex vector K̂− K

γm
nm, whose component along the z axis depends on the medium from which the ëeld

is evaluated.

1.3.2 Surface plasmon íeld representation with a real frequency

Let us now turn to the alternative choice. We consider the complex poles Kx, sp and −Kx, sp. e Green
function can be cast in the form :

←→
Gsp = i

∫
dω

2π

∫
dKy

2π

←→
f Kx, sp(Ky, z, z

′, ω)eiKx, sp(x−x′)eiKy(y−y′)e−iω(t−t
′) (1.11)
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if x− x′ > 0, and :

←→
Gsp = −i

∫
dω

2π

∫
dKy

2π

←→
f −Kx, sp(Ky, z, z

′, ω)e−iKx, sp(x−x′)eiKy(y−y′)e−iω(t−t
′) (1.12)

if x−x′ < 0.
←→
f Kx, sp(Ky, z, z

′, ω) and
←→
f K−x, sp(Ky, z, z

′, ω) are the residues of←→g atKx, sp and−Kx, sp.
ey are given in appendix C.1. When inserting this form in Eq.(1.7), we again obtain a form for the ëeld
that is a superposition of modes whose amplitude depends on x :

E =

∫
dω
2π

∫
dKy

2π

[
E>(Ky, ω, x)(K̂+ − Ksp

γm
nm)e

i(Kx, spx+Kyy+γm|z|−ωt)

+ E<(Ky, ω, x)(K̂− − Ksp

γm
nm)e

i(−Kx, spx+Kyy+γm|z|−ωt)
]

(1.13)

where K̂+ = (Kx,spx̂ +Kyŷ)/Ksp and K̂− = (−Kx,spx̂ +Kyŷ)/Ksp. e amplitudes E>(Ky, ω, x) and
E<(Ky, ω, x) are given in appendix C.1. Again, it seems natural to have amplitudes of the modes that depend
on x if one describes a homogeneous ëeld using modes with a decay along x. A proper mode representation
should use only ëxed amplitudes. is is possible if all the sources lie in the x < 0 region and the region of
interest is the x > 0 region. We then obtain a surface plasmon ëeld that can be cast in the form :

E =

∫
dω
2π

∫
dKy

2π
(K̂− Ksp

γm
nm)E>(Ky, ω)e

i(K·r+γm|z|−ωt) (1.14)

where K = Kx, spx̂+Kyŷ is complex and K̂ = K/Ksp. We conclude that stationary monochromatic ëelds
with a ënite size are well described by a representation that uses complex wavevectors and real frequencies. is
equation is one of the main result of this paper. Indeed, it provides a framework to develop surface plasmon
Fourier optics. Similar representations have been postulated as ansatz to surface plasmons interferences (Z
et B 2007), propagation along a stripe (W et al. 2001) or focussing (F et al. 2007). e
framework introduced above provides a rigorous derivation of the form of the surface plasmon ëeld valid in
a region with no sources. Let us emphasize that this representation is well suited to discuss propagation for
x > x0 of a surface plasmon ëeld known along a line x = x0. It is seen on Eq.(1.14) that propagation over
a distance d amounts to multiply each mode by a factor exp(iKxd). In general, this involves modifying both
the phase and the amplitude of the mode. us, it allows to discuss any surface wave diffraction problem.
Finally, let us stress that this representation is valid for a complex wavevector K and a real frequency ω so that
this representation is necessarily associated with a dispersion relation with backbending.

To summarize, we have shown that the surface plasmon ëeld can be represented using modes that have
either a complex frequency or a complex wavevector. However, the amplitudes may still depend on either
time or space. In the case of a ëeld excited by a pulse, the representation that uses a complex frequency is well
suited. It is associated with the dispersion relation without backbending. In the case of a stationary mono-
chromatic excitation localized in space, a representation using modes with complex wavevectors is well suited.
It corresponds to a dispersion relation with backbending. is simple analysis yields a simple prescription to
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F 1.3 – A point-like dipole located nearby the dielectric-metal interface

choose the proper dispersion relation. Note that in the case of pulses limited in space, both representations
can be used.

1.3.3 Surface plasmon íeld generated by a dipole

For many applications, it is useful to know the ëeld generated by a dipole. For instance, when considering
the ëeld scattered by a subwavelength particle, the source can be represented by an electric dipole. In addition,
any source can be decomposed as linear superposition of dipolar sources. Here, we derive the surface plasmon
ëeld generated by a monochromatic point-like dipole characterized by its dipole moment p0 (see Fig. 1.3).
Note that there are other contributions to the ëeld generated by the dipole at a distance typically smaller than
a wavelength. e surface plasmon contribution is typically dominant for larger distances (P et al.
1994 ; L et H 2006).

For a vertical dipole p0e
−iω0t = p0e

−iω0tẑ located at a distance d below the interface, at x = y = 0, we
obtain, using the cylindrical basis ρ̂, θ̂, ẑ) :

Em = 2Re
{[

H
(1)
1 (Kspρ)ρ̂+ i

Ksp
γm H

(1)
0 (Kspρ)nm

]
M(Ksp, ω0)

1

ϵ0

(
−iKsp

γ1

)
p0e

iγ1deiγm|z|e−iω0t
}

(1.15)

where H(1)
0 and H(1)

1 are Hankel functions of the ërst kind of zero-th and ërst order respectively, Ksp is
complex and veriëes Eq. (4.4) with ω = ω0, M(Ksp, ω0) is given in appendix C.2 and the other notations
are deëned above. e details of the calculation are given in appendix C.2. Using the asymptotic forms of the
Hankel functions, we obtain for the ëeld of a vertical dipole, for ρ greater than a few 1/|Ksp| :

Em = 2Re

[
eiKspρ√
Kspρ

(
ρ̂− Ksp

γm nm

)
M ′
v(Ksp, ω0) p0e

iγ1deiγm|z|e−iω0t

]
(1.16)

where M ′
v(Ksp, ω0) is given in appendix C.2. us the surface plasmon ëeld is analogous to a damped

cylindrical wave eiKspρ√
Kspρ

with a polarization vector r̂ − Ksp
γm nm. For a dipole oriented along the x axis
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p0e
−iω0t = p0e

−iω0tx̂, we obtain :

Em = 2Re

{[(
[H

(1)
1 (Kspρ)]

′ρ̂− iKsp
γm H

(1)
1 (Kspρ)nm

)
cos θ − H

(1)
1 (Kspρ)

Kspρ
θ̂ sin θ

]
M(Ksp, ω0)

1

ϵ0
p0 e

iγ1deiγm|z|e−iω0t

}
(1.17)

where θ = (x̂, ρ̂). Using the asymptotic forms of the Hankel functions, we obtain :

Em = 2Re

[
eiKspρ√
Kspρ

(
ρ̂− Ksp

γm nm

)
cos θM ′

h(Ksp, ω0) p0 e
iγ1deiγm|z|e−iω0t

]
(1.18)

whereM ′
h(Ksp, ω0) is given in appendix C.2. e surface plasmon ëeld is analogous to a damped cylindrical

wave eiKspρ√
Kspρ

with the same polarization vector ρ̂−Ksp
γm nm, times a factor cos θ, making the ëeld vanishing

in the direction perpendicular the dipole (here the y direction) and more intense in the dipole’s direction
(here the x direction).

1.4 Discussion

In this section, we revisit two fundamental issues in the ëeld of surface plasmons : ëeld conënment and
large density of states. Conënment and superresolution are related to the existence of wavevectors with a
modulus much larger than ω/c. In this respect the choice of the proper dispersion relation plays a key role as
one has a cut-off wavevector whereas the other predicts no limit for the dispersion relation. Is there a limit to
the resolution ? Is there a limit to the local density of states ?

1.4.1 Super resolution

Let us ërst discuss the issue of resolution when imaging with a surface plasmon driven at frequency ω by
an external source. Recent experiments on far-ëeld optical microscopy (S et al. 2005) launched a
debate (S et al. 2007 ; D et al. 2007) about the role of surface plasmons in super-resolution
imaging effects. In (S et al. 2005) the dispersion curve with the asymptotic behaviour has been
invoked to stress the role of surface plasmons in the image formation with nano-resolution. e resolution
was estimated to be λsp/2. erefore, if the dispersion curve with the asymptotic behaviour is chosen, there
seems to be no diffraction limit and only the amplitude decay of surface plasmon due to Ohmic losses in the
metal limits the resolution. e effect of the back-bending of surface plasmon dispersion discussed in (D
et al. 2007) limits the surface plasmon wavelength 2π/ReKsp and therefore, the resolution. Clearly, both
dispersion relations do not lead to the same conclusion and a prescription to choose one or the other is needed.
Let us consider a situation where a surface plasmon is excited locally by a stationary monochromatic ëeld.
From section 3, we know that it is valid to use a representation with ëxed amplitudes using modes with
complex wavevectors and real frequencies. is implies that the dispersion relation with real frequency (with
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backbending) is relevant. It follows that there is a cut-off spatial frequency. Indeed, as Kx may be complex,
the propagation term exp(iKxx) introduces damping. In the case of a lossy medium, damping may be due
to losses. However, even for a non-lossy medium (Ksp is real), Kx = (K2

sp − K2
y )

1/2 can be imaginary.
is occurs when Ky exceeds the value Ksp. is situation is the 2D analog of the evanescent waves with
wavevector K larger than ω/c that cannot propagate in a vacuum. Clearly, Ksp is a cut-off frequency and
the propagation term exp(iKxx) works as a low-pass ëlter that prevents propagation of ëelds associated with
spatial frequencies larger thanKsp. When dealing with lossy media, it is the real part ofKsp that speciëes the
cut-off spatial frequency. It is seen in Fig.1.2 that it is limited by the backbending of the dispersion relation.

In summary, when discussing imaging using stationary monochromatic surface plasmons, the relevant
representation is based on modes with a complex wavector and a real frequency given by Eq.(1.14). is
corresponds to a dispersion relation that has a backbending. It follows that the resolution is limited by the
cut-off spatial frequency given by the maximum value of ReKsp.

1.4.2 Local density of states

Let us now discuss the Local Density of States (LDOS). e density of states (DOS) is a quantity that
plays a fundamental role in many domains. In particular, it allows to derive all thermodynamic properties of
a system. In the case of an interface, the surface modes are conëned close to the interface so that it is useful
to introduce the Local Density of States (LDOS) that depends on the distance to the interface (J
et al. 2003 ; J et al. 2005). It allows to account for the huge increase of energy density close to an
interface when surface waves are excited (S et al. 2000 ; J et al. 2005). It also plays a key
role in deëning the lifetime of a single emitter close to an interface (C et al. 2007 ; H et J
2006 ; A et K 2008 ; N et al. 2007 ; C et al. 2002). In this context, the increase of
the projected LDOS is usually normalized by the LDOS in a homogeneous medium (e.g. a vacuum) yielding
the so-called Purcell factor. It is well-known in solid state physics that the density of states can be derived from
the dispersion relation. More speciëcally, the DOS increases at a frequency ω when the dispersion relation
is ìat at that particular frequency. A quick look at Fig.1.2 shows that different dispersion relations seem to
predict different LDOS. While Fig.1.2(b) predicts a very large peak at ωsp/

√
2 due to the asymptote and no

states above this frequency, Fig.1.2(a) predicts a smaller peak and a non zero LDOS between ωsp/
√
2 and

ωsp. Again, we see that a prescription is needed to choose the right dispersion relation.
A standard procedure to derive the DOS in the reciprocal space is based on the periodic boundary condi-

tions. Assuming a surface of side L, the wavevector takes the form K = nx
2π
L x̂ + ny

2π
L ŷ. In the plane

Kx,Ky, a mode has an area 4π2/L2. It follows that the number of modes per unit area in d2K is given by
d2K/4π2. When performing this analysis, both Kx and Ky are real. us the relevant representation uses
real wavevectors and complex frequencies. e corresponding dispersion relation has no backbending and
therefore presents a singularity. is is in agreement with another approach of the LDOS based on the use
of the Green’s tensor that predicts an asymptotic behaviour proportional to 1/(z3|ϵ + 1|2) (J et al.
2003 ; J et al. 2005). Of course, this divergence is non physical. It is related to the modelling of the
medium using a continuous description of the metal. is model cannot be valid on an atomic scale. Before
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reaching the atomic scale, non-local effects must be taken into account.

1.5 Conclusion

e purpose of this work is to clarify several issues regarding surface plasmons on ìat surfaces. e ërst
issue deals with the mode representation of the surface plasmon ëeld. We have shown that a surface plasmon
ëeld can be represented as a sum of modes with either a complex wavevector or a complex frequency. We have
shown that a representation using complex frequencies is well adapted to ëelds excited by pulses and that
a representation using complex wavevectors is well adapted to stationary monochromatic ëelds excited in a
ënite area. e latter representation provides a rigorous formula that can be used to analyse the diffraction of
a stationary surface plasmon ëeld. is should be very useful in order to develop a surface plasmon Fourier
optics framework. is formula clearly shows that the maximum value ofReKsp is a cut-off spatial frequency
that gives an upper limit to the resolution or conënment that can be obtained using surface plasmons. As a
by product, we have derived the form of the surface plasmon excited by a dipole located below the interface.
Finally, we have discussed how to choose the dispersion relation (with or without backbending) depending on
the issue. To illustrate this procedure, we have shown that there is a resolution limit given by the maximum
value of the wavevector at the backbending point. We have also shown that the local density of states should
be analysed using the dispersion relation with a real wavevector. is yields a LDOS that diverges close to the
interface in agreement with the result obtained from the Green’s tensor approach.
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L’optique géométrique traite le champ électromagnétique en termes de rayons lumineux, d’objets et
d’images, éventuellement ponctuels. Dans le cadre plus général des équations de Maxwell, on montre que
l’image d’un point, après avoir traversé un système optique, ne peut être rigoureusement ponctuelle.

Avec des ondes progressives, on ne peut concentrer l’énergie électromagnétique dans des volumes de
dimensions inférieures à λ/2. Réciproquement, on ne peut observer via ces ondes progressives de détails de
dimensions inférieures à λ/2. Cela a pour conséquence notamment de limiter la résolution de la microscopie
classique avec de la lumière visible à quelques centaines de nanomètres (R et al. 2005a). Comme
nous l’avons vu au chapitre précédent, les ondes de surface ont la particularité de posséder des vecteurs d’ondes
« hors du cône de lumière », et donc des longueurs d’ondes inférieures à celles des ondes progressives. Cette
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propriété peut être exploitée aën de focaliser l’énergie électromagnétique dans des volumes dont au moins
l’une des dimensions est plus faible que λ/2 – la limite est désormais λsp/2, où λsp est la longueur d’onde
des ondes de surface. Il y a donc un grand intérêt à revisiter les principes de l’optique en exploitant cette
propriété des ondes de surface. Ce chapitre se propose de donner un cadre théorique à l’optique de Fourier et
l’optique géométrique des ondes de surface.

Ainsi, de nombreuses expériences ont démontré la possibilité de focaliser les ondes de surface à l’aide d’une
lentille zonée de Fresnel pour les ondes de surface (F et al. 2007) ou à l’aide de diffuseurs à proximité d’une
surface disposés en arc-de-cercle (E et al. 2007 ; H et al. 2008). Plusieurs groupes ont démontré
la possibilité de réaliser des composants optiques passifs pour les ondes de surface (tels que des lentilles ou des
miroirs paraboliques (H et al. 2005 ; F et al. 2007), ainsi que des composants plus originaux de
l’optique transformationnelle tels que les lentilles de Lüneburg et de Eaton (Z et al. 2011)). Z
et al. (2005) passent en revue de nombreux travaux portant notamment sur la réìexion et la diffusion d’ondes
de surface.

Il est à noter que d’autres outils peuvent être utilisés pour concentrer l’énergie électromagnétique dans
des volumes sub-longueur d’onde, notamment les plasmons et phonons de surface localisés (S et al.
2010) ou encore le retournement temporel en milieu diffusant (L et al. 2007 ; C et al. 2007).

Aën de modéliser des résultats d’optique à l’aide d’ondes de surface plus simplement qu’en traitant le
champ électromagnétique dans tout l’espace, certains groupes ont transposé le principe d’Huygens-Fresnel
aux ondes de surface, en traitant ces dernières comme une onde scalaire (L et al. 2007 ; K et al. 2008 ;
Z et B 2007 ; H et al. 2008). D’autres groupes ont utilisé une expression approchée du
champ vectoriel des ondes de surface (C et al. 2005 ; Y et al. 2005).

Il est à noter que la connaissance du champ électromagnétique complet des ondes de surface est également
importante en microscopie de champ proche, où la grandeur cartographiée dépend de la sonde utilisée (V
L et B 1993 ; P et al. 2000).

Dans ce chapitre, partant des équations de Maxwell, nous allons établir rigoureusement plusieurs outils
pour décrire la propagation des ondes de surface, tenant compte du caractère vectoriel de leur champ : nous
allons montrer que le champ des ondes de surface satisfait une équation de Helmholtz « 2D », nous allons éga-
lement établir un principe d’Huygens-Fresnel pour les ondes de surface (sous forme d’une équation intégrale
de Helmholtz et Kirchhoff, voir B et W 1999). Ceci permettra de jeter les bases rigoureuses d’une
optique de Fourier des ondes de surface. Enën, nous verrons ensuite comment écrire une équation eikonale
pour les ondes de surface décrivant leur propagation dans une limite « géométrique », analogue à la limite de
l’optique géométrique pour les ondes électromagnétiques usuelles.

Certains de ces résultats, concernant le propagateur de Fourier et le principe d’Huygens-Fresnel pour les
ondes de surface, ont été publiés dans (A et al. 2009) et (T et al. 2009) respectivement.
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2.1 Équation de Helmholtz pour les ondes de surface

Dans cette section, nous allons établir une équation de Helmholtz pour les ondes de surface. Dans les
sections suivantes, nous établirons un principe d’Huygens-Fresnel et une équation eikonale pour les ondes de
surface. Ces résultats s’appliquent aux ondes de surface d’une hétérostructure quelconque. Il peut s’agir d’une
interface simple entre de l’air ou un diélectrique et un métal (tel que l’or ou l’argent) ou un cristal polaire (tel
que le carbure de silicium), ou d’un ëlm constitué d’un métal ou d’un cristal polaire entouré d’air ou d’un
diélectrique (ëgure 2.1), mais il peut s’agir de systèmes plus complexes, dont la forme générale est représentée

z z 

F 2.1 – Exemples de systèmes stratiëés considérés dans ce chapitre. Gauche : interface simple entre
de l’air ou un diélectrique (haut), et un métal (tel que de l’argent ou de l’or) ou un cristal polaire (tel que
le carbure de silicium ), supportant des SPP (métal) ou des SPhP (cristal polaire). Droite : ëlm constitué
d’un métal ou d’un cristal polaire, entouré d’air ou d’un milieu diélectrique, supportant des SPP ou des SPhP
symétriques (short range) et antisymétriques (long range). Il ne s’agit que d’exemples, les résultats établis dans
ce chapitre s’appliquent à tout type d’hétérostructure supportant des ondes de surface.

sur la ëgure 2.2. Ses interfaces sont perpendiculaires à l’axe z et on note la constante diélectrique ϵ(z, ω).

Nous nous plaçons en régime harmonique de pulsation ω réelle. Dans ce cas, à cause des pertes dans les
matériaux présents, les relations de dispersion des ondes de surface présentent un repliement (back-bending),
comme sur la ëgure 2.3.

Aën de rappeler les résultats correspondants de l’optique de Fourier usuelle, à trois dimensions, et de
montrer l’analogie entre celle-ci et l’optique de Fourier des ondes de surface, nous considèrerons également
un milieu uniforme d’indice n. Nous noterons E(r) le champ électrique des ondes de surface, et Ẽ(r) le champ
électrique du milieu uniforme d’indice n. Dans ce qui suit, nous rappellerons des résultats bien connus de
l’optique de Fourier pour Ẽ(r) puis établirons des résultats correspondants pour E(r).

2.1.1 Équation de Helmholtz pour les ondes de surface

Dans la géométrie étudiée, il est possible de séparer les champs de polarisation TE et de polarisation TM.
Les champs construits avec des ondes de polarisation TE (ou s) sont caractérisés par un champ électrique
Ez nul. Les champs construits avec des ondes de polarisation TM (ou p) sont caractérisés par un champ
magnétique Hz nul. Dans ce qui suit, on cherche une solution de polarisation TM, de sorte que Hz = 0.
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F 2.2 – Forme générale d’hétérostructure considérée dans ce chapitre. Le système est invariant par trans-
lation dans les directions x et y. Les différents milieux sont séparés par des interfaces planes perpendiculaires
à l’axe z.
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F 2.3 – Relation de dispersion des SPP d’une interface argent/air, avec une pulsation ω réelle.
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Nous allons nous intéresser à la composante Ez du champ électrique des ondes de surface, car nous
pourrons en déduire toutes les autres composantes de E et H. Nous allons supposer qu’elle peut s’écrire sous
la forme

Ez(r) = E(x, y)f(z). (2.1)

Cette écriture de Ez(r) se justiëe par les rôles différents joués par les directions parallèles, x et y, et per-
pendiculaire, z, des hétérostructures des ëgures 2.1 et 2.2. Nous nous intéressons à Ez car il s’agit de la
seule composante du champ électromagnétique des ondes de surface à être non-nulle (non-nulle sur toute la
structure) quelle que soit la direction de propagation des ondes de surface. Les différents résultats concernant
l’optique des ondes de surface porteront sur l’amplitude E(x, y). En multipliant les résultats obtenus par
f(z), ceux-ci s’appliqueront également à Ez(r). De plus, la formule

E//(r) =
1

K2
sp

∇//

[
∂Ez(r)
∂z

]
=

1

K2
sp

∇// [E(x, y)]
df
dz
, (2.2)

que nous pourrons montrer (voir partie D.3.2), permet de déduire toutes les autres composantes de E(r).Ksp

désigne le module du vecteur d’onde des ondes de surface, et∇// = x̂ ∂
∂x + ŷ ∂

∂y désigne la partie « parallèle »
(aux interfaces) de l’opérateur∇.

On retrouve dans l’écriture E(x, y) le caractère 2D de l’optique des ondes de surface, E(x, y) ne dépend
que de x et de y, ainsi que le fait que les ondes de surface ne possèdent qu’une seule polarisation, et E(x, y)
est scalaire mais permet de retrouver toutes les composantes du champ électrique des ondes de surface. Les
équations de Maxwell donnent ensuite le champ magnétique.

En reportant l’expression (2.1) dans l’équation de Helmholtz vériëée par Ez(r),

∆Ez(r) + ϵ(z, ω)
ω2

c2
Ez(r) = 0, (2.3)

on obtient après quelques manipulations algébriques simples,

∆//E(x, y)
E(x, y)

= −
d2f
dz2 + ϵ(z, ω)ω

2

c2
f(z)

f(z)
. (2.4)

On a introduit ici l’opérateur laplacien parallèle∆// =
∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
. Les membres de l’équation (2.4) dépendant

de variables spatiales différentes (le membre de gauche dépend de x et y, le membre de droite de z), ils
sont égaux à une même valeur, que l’on note −K2

sp. On justiëe ci-dessous que Ksp correspond au module,
éventuellement complexe, du vecteur d’onde des ondes de surface à la pulsation ω considérée. On déduit du
membre de gauche de (2.4) l’équation de Helmholtz pour les ondes de surface,

∆//E(x, y) +K2
spE(x, y) = 0. (2.5)

Toute l’information sur le problème de la propagation de l’onde de surface dans le plan xy est contenu dans
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l’équation (2.5). Une solution particulièrement simple de cette équation est E(x, y) = ei(Kxx+Kyy) avec
K2
x +K2

y = K2
sp. Ksp peut ainsi être interprété comme le module du vecteur d’onde des ondes de surface.

La variable z n’intervient pas dans (2.5). Toute l’information sur la géométrie de l’hétérostructure dans la
direction z est comprise dans le module du vecteur d’onde Ksp.

De manière analogue, le champ électrique Ẽ(r) des ondes progressives d’un milieu uniforme d’indice n
vériëe l’équation de Helmholtz,

∆Ẽ(r) + k2Ẽ(r) = 0, (2.6)

où k = nωc est le module du vecteur d’onde des ondes progressives du milieu d’indice n à la pulsation ω
considérée. L’équation (2.6) porte sur Ẽ(r), qui est une grandeur vectorielle (le champ des ondes progressives
possède 2 polarisations), alors que l’équation (2.5) porte sur la grandeur scalaire E(x, y). (2.6) contient le
laplacien usuel à trois dimensions, ∆, alors que (2.5) contient un laplacien parallèle ∆// n’agissant que sur
les deux coordonnées parallèles, x et y.

On peut déduire du membre de droite de (2.4) une seconde équation,

d2f
dz2

+

[
ϵ(z, ω)

ω2

c2
−K2

sp

]
f(z) = 0. (2.7)

Contrairement à (2.5), cette équation fait intervenir z.

Il reste à utiliser les relations de continuité de ϵ(z, ω)Ez et E//. Il est commode de considérer que E(x, y)
est continu 1. On adjoint alors à (2.7) la continuité de ϵ(z, ω)f(z) et df

dz à chaque interface. La continuité
de ϵ(z, ω)f(z) découle de celle de Dz(r) = ϵ(z, ω)Ez(r) = E(x, y) [ϵ(z, ω)f(z)] à la traversée de chaque
interface, celle de df

dz découle de la continuité de E//(r), comme on le montre dans la partie D.3.1. L’équa-
tion (2.7), munie de ces deux conditions, conduit aux relations de dispersion des ondes de surface de l’hété-
rostructure, reliantKsp à la pulsation ω. Nous développerons ces calculs dans la partie 2.1.2, et nous verrons
que pour une valeur de ω, la relation de dispersion des ondes de surface fournit une valeur Ksp (éventuelle-
ment plusieurs dans le cas de plusieurs interfaces – les développements ultérieurs s’appliquent alors à chacune
d’entre elles).

Pour résumer, on sépare les dépendances parallèles et perpendiculaire de la composante Ez du champ des
ondes de surface (équation 2.1),

Ez(r) = E(x, y)f(z).

La partie perpendiculaire f(z) vériëe l’équation (2.7),

d2f
dz2

+

[
ϵ(z, ω)

ω2

c2
−K2

sp

]
f(z) = 0,

qui, munie des relations de continuité aux interfaces, ëxe le module Ksp du vecteur d’onde des ondes de
surface, car (2.7) permet de retrouver la relation de dispersion des ondes de surface, voir partie 2.1.2. La

1. E(x, y) pourrait par exemple être discontinu aux interfaces, en restant uniforme dans chaque couche.
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partie parallèle, E(x, y), vériëe l’équation de Helmholtz pour les ondes de surface,

∆//E(x, y) +K2
spE(x, y) = 0.

On déduit Ez(r) de E(x, y) à l’aide de l’équation (2.1), et E//(r) avec (2.2).

2.1.2 Relation de dispersion des ondes de surface

Nous nous intéressons dans cette partie à l’équation (2.7), dont nous allons rechercher les solutions. Nous
verrons que celles-ci n’existent que pour des valeurs précises deKsp, ce qui ëxera sa valeur.Ksp en fonction de
la pulsationω correspond à la relation de dispersion des ondes de surface de l’hétérostructure considérée. Cette
hétérostructure peut consister en une interface simple entre deux milieux (dont les constantes diélectriques
sont opposées, voir ëgure 2.1, gauche), en un ëlm (dont la constante diélectrique est opposée à celle des
milieux qui l’entourent, voir ëgure 2.1, droite), ou à une hétérostructure quelconque (ëgure 2.2 ou 2.4).

…
!

…
!

M+1 

M 

Couche 

zM 

Interface z 

j+1 

j 

j-1 

2 

1 

zM-1 

zj 

zj-1 

z2 

z1 

F 2.4 – Hétérostructure considérée dans ce chapitre. Il s’agit d’une hétérostructure, constituée deM+1
couches, indexées de j = 0 à j = M , séparées par M interfaces, de z = z1 à z = zM . Chaque couche est
uniforme et constituée d’un milieu de constante diélectrique ϵj(ω) (j est l’indice de la couche). On notera
également ϵ(z, ω) = ϵj(ω) avec zj−1 < z < zj . Le système entier est supposé non magnétique (µ = 1). La
j-ième couche est comprise entre les interfaces z = zj−1 et z = zj , et son épaisseur est dj = zj − zj−1. On
notera z0 = −∞, zM+1 =∞ et d1 = dM+1 =∞ pour les demi-espaces j = 0 et j =M + 1.

Avant de résoudre cette équation pour une hétérostructure quelconque telle que représentée sur les ë-
gures 2.2 et 2.4, nous allons étudier le cas, plus simple, d’une seule interface séparant deux demi-espaces
semi-inënis et uniformes.
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2.1.2.1 Interface simple

On considère le cas le plus simple d’une interface unique séparant deux demi-espaces semi-inënis et
uniformes, de constantes diélectriques ϵ1(ω) (z < 0) et ϵ2(ω) (z > 0). L’équation (2.7) devient alors

d2f
dz2

+ γ21f(z) = 0 z < 0, (2.8a)

d2f
dz2

+ γ22f(z) = 0 z > 0, (2.8b)

avec γ1 =
√
ϵ1(ω)

ω2

c2
−K2

sp et γ2 =
√
ϵ2(ω)

ω2

c2
−K2

sp. Les termes sous ces deux racines sont a priori
complexes et ont deux racines opposées. Les conventions choisies pour les racines complexes, voir annexe A.3,
entrainent γ′′1 > 0 ou γ′′1 = 0 et γ′1 > 0, de même pour γ2. Les solutions de (2.8) peuvent s’écrire sous la
forme

f(z) =

α1e
iγ1z + β1e

−iγ1z si z < 0

α2e
iγ2z + β2e

−iγ2z si z > 0
(2.9)

Si γ′′1 > 0, il faut α1 = 0 pour que f(z) ne diverge pas en −∞. Sinon, γ′′1 = 0 et γ′1 > 0, et on choisit
α1 = 0 ce qui revient à imposer qu’il n’y ait pas d’onde incidente provenant de z = −∞ sous le système.
Dans tous les cas, on a donc α1 = 0. De la même manière, dans le milieu 2, il faut β2 = 0. La continuité de
ϵ(z, ω)f(z) et df

dz conduit alors au système d’équations

ϵ1(ω)β1 = ϵ2(ω)α2, −iγ1β1 = iγ2α2, (2.10)

qui n’a de solutions non nulles que si son déterminant est nul, soit

ϵ1(ω)γ2(Ksp, ω) + ϵ2(ω)γ1(Ksp, ω) = 0. (2.11)

En multipliant le membre de gauche par son expression conjuguée ϵ1(ω)γ2(Ksp, ω)− ϵ2(ω)γ1(Ksp, ω), on
obtient la relation de dispersion bien connue des ondes de surface d’une interface simple,

K2
sp =

ϵ1(ω)ϵ2(ω)

ϵ1(ω) + ϵ2(ω)

ω2

c2
. (2.12)

2.1.2.2 Cas général

Le cas général est résolu dans l’annexe D.4. Là encore, l’équation (2.7) n’a de solutions que pour certaines
valeurs deKsp.Ksp en fonction de ω correspond à la relation de dispersion des ondes de surface du système
considéré. On trouve que cette relation de dispersion correspond à l’annulation du déterminant du système



2.1. Équation de Helmholtz pour les ondes de surface 25

d’équations

ϵj(ω)
[
αje

iγjdj + βj

]
= ϵj+1(ω)

[
αj+1 + βj+1e

iγj+1dj+1

]
, (2.13a)

iγj(K,ω)
[
αje

iγjdj − βj
]
= iγj+1(K,ω)

[
αj+1 − βj+1e

iγj+1dj+1

]
. (2.13b)

avec 1 ⩽ j ⩽M , α1 = βM+1 = 0, et γj =
√
ϵj(ω)

ω2

c2
−K2

sp (Les conventions pour les racines complexes
sont précisées dans l’annexe A.3.) Les inconnues sont (β1, α2, β2, . . . , αM , βM , αM+1), soit 2M inconnues
pour 2M équations. La relation de dispersion dépend de la constante diélectrique ϵj(ω) et de l’épaisseur dj
de chaque couche j comme attendu.

L’annulation du déterminant de (2.13) donne une équation implicite reliant K2
sp à ω. En pratique, on

résout ce système numériquement.

2.1.3 Développement angulaire du champ des ondes de surface

Dans le cas des ondes progressives en milieu homogène 3D, l’équation (2.6) a une solution générale qui
est

E(r) =
∫

d2K
(2π)2

ei(Kxx+Kyy+γz)E(Kx,Ky, z = 0), (2.14)

avec γ =
√
n2 ω

2

c2
−K2

x −K2
y (voir annexe A.3 pour les conventions de signe des racines complexes). Cette

solution met en évidence la présence d’ondes évanescentes pourK2
x+K

2
y > n2 ω

2

c2
. Ceci est l’origine physique

de la limite de résolution. De surcroît, on peut interpréter le terme eiγz comme un propagateur de Fourier
donnant le spectre E(Kx,Ky, z) = E(Kx,Ky, 0)e

iγz , où E(Kx,Ky, z) =
∫ d2K

(2π)2
ei(Kxx+Kyy)E(x, y, z)

est la transformée de Fourier par rapport à x et y du champ E(r) dans le plan z constant. Nous allons voir
dans cette section que l’on peut déduire de (2.5) un développement analogue pour le champ des ondes de
surface.

En ce qui concerne les ondes de surface, on peut aisément un développement analogue du champ des
ondes de surface. On considère la transformée de Fourier par rapport à y de E(x, y), E(x,Ky) =

∫∞
−∞dy e−iKyyE(x, y),

qui vériëe

E(x, y) =
∫

dKy

2π
eiKyyE(x,Ky) (2.15)

(transformée de Fourier inverse). De (2.5), on déduit l’équation vériëée par E(x,Ky),

∂2 [E(x,Ky)]

∂x2
+K2

x,spE(x,Ky) = 0, (2.16)

avecKx,sp =
√
K2
sp −K2

y . Les solutions de cette équation sont de la forme E(x,Ky) = α(Ky)e
iKx,spx+

β(Ky)e
−iKx,spx. Le terme β(Ky)e

−iKx,spx correspond à des ondes de surface se propageant vers les x né-
gatifs. Si les ondes de surface considérées se propagent uniquement vers la droite (par exemple si toutes les
sources d’ondes de surface se situent à gauche de l’aire d’observation), ce dernier terme est nul. On peut alors
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écrire
E(x,Ky) = E(x = 0,Ky)e

iKx,spx, (2.17)

et on obtient en insérant cette expression dans (2.15),

E(x, y) =
∫

dKy

2π
ei(Kx,spx+Kyy)E(x = 0,Ky). (2.18)

Il est à noter qu’en présence d’absorption, on ne retrouve pas une distinction nette entre des ondes pro-
gressives et des ondes évanescentes. On a tracé sur la ëgure 2.5 les parties réelles et imaginaires de Kx,sp en

10.0 10.5 11.0 11.5 12.0
Ky  (rad.µm

−1 )

0

1

2

3

4

5

6

K ′
x,sp

K ′′
x,sp

F 2.5 – K ′
x,sp et K ′′

x,sp en fonction de Ky. Cas particulier d’une interface simple or/air à λ0 = 400
nm. Unités en ordonnées : rad.µm−1. Trait continu : avec pertes, tirets : sans pertes. Pointillés : Ky = K ′

sp.
La frontière entre les ondes de surface progressives (K ′′

x,sp faible) et évanescentes (K ′′
x,sp non négligeable) n’est

pas nette en présence d’absorption.

fonction de Ky pour un cas particulier. On voit sur la ëgure que K ′′
x,sp n’est jamais nulle à cause de l’ab-

sorption, puis augmente fortement pour |Ky| > K ′
sp alors que K ′

x,sp tend vers 0. K ′
sp apparaît comme une

fréquence spatiale de coupure dans la direction x. En régime monochromatique, (ω réel) et en présence de
pertes, le repliement de la relation de dispersion limite les valeurs accessibles de K ′

sp et impose une limite de
résolution. On a tracé la relation de dispersion des SPP d’une interface verre/argent sur la ëgure 2.6 (gauche),
ainsi que la longueur de propagation de ces SPP (droite). Sur cet exemple, pour des longueurs de propaga-
tion raisonnables (supérieures à quelques µm), les valeurs accessibles deK ′

sp restent proches des valeurs deK
permises avec les ondes progressives, situées à gauche du cône de lumière (tirets sur la ëgure 2.6).
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F 2.6 – Relation de dispersion et longueur de propagation des SPP d’une interface verre/argent. Gauche :
relation de dispersion (trait bleu) et cône de lumière du verre K = nωc avec n = 1, 5. Droite : longueur de
propagation ( 1

2Im(K) ).
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2.2 Principe d’Huygens-Fresnel

2.2.1 Rappels généraux

Dans le cadre de l’électromagnétisme, il est possible de démontrer le principe d’Huygens-Fresnel. Nous
commençons par rappeler la procédure habituelle du cas 3D avant d’établir le résultat correspondant pour les
ondes de surface.

Le « principe » d’Huygens-Fresnel permet d’obtenir le champ électrique des ondes progressives en un point
r à l’intérieur d’un volume V délimité par une surface S en fonction du champ (et de ses dérivées) sur S (voir
ëgure 2.7). Sa forme mathématique exacte se déduit de l’équation intégrale de Helmholtz et Kirchhoff (B

V 

S 

n 

n 

n 

x 

y 

z 

ri’ 

rd’ 

F 2.7 – Schéma illustrant le principe d’Huygens-Fresnel pour les ondes progressives. On calcule le
champ à l’intérieur d’un volume V ayant pour frontière une surface S. Les points de S sont vus comme des
sources secondaires isotropes (r′i) ou directionnelles (r′d). Le principe d’Huygens-Fresnel (équation 2.19) fait
intervenir la dérivée du champ électrique sur S selon la normale sortante n.

et W 1999) qui peut s’écrire

Ẽ(r) =
1

4π

∫
S
dS
{
eik|r−r′|

|r− r′|
∂

∂n

[
Ẽ(r′)

]
︸ ︷︷ ︸

Ẽ1,r′ (r)

−Ẽ(r′) ∂
∂n

(
eik|r−r′|

|r− r′|

)
︸ ︷︷ ︸

Ẽ2,r′ (r)

}
(2.19)

où la frontière S du volume V est parcourue par r′, ∂
∂n = n.∇r′ désigne la dérivée (par rapport à r′) selon la

normale sortante de S en r′ (voir ëgure 2.7), et r est un point de V . Cette équation exprime le champ en un
point r de V en fonction du champ et de sa dérivée normale sur la frontière S. Les points r′ de la surface S
peuvent être vus comme les sources (on parle de « sources secondaires ») de deux ondes, une première onde,
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sphérique et proportionnelle à la dérivée normale du champ en r′,

Ẽ1,r′(r) =
eik|r−r′|

|r− r′|
∂

∂n

[
Ẽ(r′)

]
, (2.20)

et une seconde onde simplement proportionnelle au champ en r′,

Ẽ2,r′(r) = −Ẽ(r′)
∂

∂n

(
eik|r−r′|

|r− r′|

)
. (2.21)

Cette seconde onde a pour direction privilégiée la normale de S en r′. En effet, on peut ré-écrire le terme
dérivé dans l’équation précédente,

Ẽ2,r′(r) = −Ẽ(r′)
∂

∂n

(
eik|r−r′|

|r− r′|

)
, (2.22a)

= −Ẽ(r′) cos
(
r− r′, n

) ∂

∂|r− r′|

(
eik|r−r′|

|r− r′|

)
. (2.22b)

Le terme en cos (r− r′, n) est de module maximal lorsque r− r′ est parallèle à n.

La surface S de l’expression (2.19) peut être ouverte dans certains cas. Si au-delà d’une certaine distance√
x2 + y2 à l’axe (x, y) = (0, 0), S coincide avec le plan z = 0 (voir ëgure 2.8), si toutes les sources à

S 

y 

O z x 

F 2.8 – Schéma illustrant le principe d’Huygens-Fresnel usuel avec une surface S ouverte. Vue en coupe
d’une surface S ouverte, coincidant avec le plan z = 0 loin de l’axe Oz.

l’origine du champ considéré se situent dans le demi-espace à gauche de S, et si la condition de rayonnement
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de Sommerfeld

lim
R→∞

R

[
ikẼ(r)− ∂

∂R
Ẽ(r)

]
= 0 (R =

√
x2 + y2 + z2) (2.23)

est satisfaite, alors l’expression (2.19) s’applique avec cette surface S ouverte.

Si cette surface ouverte S coincide avec le plan z = 0 (ëgure 2.9), on a (G 2005)

y 

z O 

x 

r’-r 

r 

r’ 

S 

F 2.9 – Surface S coincidant avec le plan z = 0.

Ẽ(r) = − 1

2π

∫
S
dS Ẽ(r′)

∂

∂n

(
eik|r−r′|

|r− r′|

)
, (2.24a)

=
1

2π

∫
S
dS

eik|r−r′|

|r− r′|
∂

∂n

[
Ẽ(r′)

]
. (2.24b)

Les équations (2.24) ont l’avantage de dépendre soit du champ sur S, soit de sa dérivée normale – seul l’un
des deux champs a besoin d’être connu.

2.2.2 Principe d’Huygens-Fresnel pour les ondes de surface

Un principe d’Huygens-Fresnel, présentant des propriétés analogues à celui des s’appliquant aux ondes
progressives (rappellé dans la partie 2.2.1), peut être obtenu pour les ondes de surface. On montre dans
l’annexe D.2.1 que l’on peut écrire

E(ρ⃗) = − 1

4i

∫
L
dL
{
H

(1)
0

(
Ksp

∣∣ρ⃗− ρ⃗ ′∣∣) ∂

∂n
E(ρ⃗ ′)︸ ︷︷ ︸

E1,ρ⃗ ′ (ρ⃗)

−E(ρ⃗ ′)
∂

∂n

[
H

(1)
0

(
Ksp

∣∣ρ⃗− ρ⃗ ′∣∣)]︸ ︷︷ ︸
E2,ρ⃗ ′ (ρ⃗)

}
, (2.25)
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où ρ⃗ = xx̂ + yŷ, ρ⃗ ′ = x′x̂ + y′ŷ, |ρ⃗− ρ⃗ ′| =
√

(x− x′)2 + (y − y′)2, L est un chemin fermé du plan
xy (voir ëgure 2.10) parcouru par le vecteur ρ⃗ ′. Il faut que ρ⃗ soit dans la surface S délimitée par L. H(1)

0
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y 

z 

ri’ 

rd’ 

F 2.10 – Schéma illustrant le principe d’Huygens-Fresnel pour les ondes de surface. On calcule le
champ à l’intérieur de la surface S délimitée par le chemin L. Les points de L sont vus comme des sources
secondaires isotropes (r′i) ou anisotropes (r′d).

est la fonction de Hankel d’ordre 0 du premier type – son argument Ksp |ρ⃗− ρ⃗ ′| est complexe, ses parties
réelle et imaginaire sont tracées pour plusieurs valeurs du rapport entre les parties imaginaire et réelle de son
argument sur la ëgure 2.11.

L’égalité (2.25) exprime le champ en un point ρ⃗ de la surface S en fonction du champ sur sa frontière, le
chemin fermé L. Chaque point de L est vu comme la source de deux ondes, une première onde, isotrope et
proportionnelle à la dérivée du champ E(ρ⃗) selon la normale sortante de L,

E1,ρ⃗ ′(ρ⃗) = H
(1)
0

(
Ksp

∣∣ρ⃗− ρ⃗ ′∣∣) ∂

∂n
E(ρ⃗ ′), (2.26)

et une seconde onde, proportionnelle au champ en ρ⃗ ′,

E2,ρ⃗ ′(ρ⃗) = −E(ρ⃗ ′)
∂

∂n

[
H

(1)
0

(
Ksp

∣∣ρ⃗− ρ⃗ ′∣∣)] . (2.27)

Cette seconde onde est anisotrope, et a pour direction privilégiée la normale de L en ρ⃗ ′. En effet, on peut
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F 2.11 – Parties réelle et imaginaire de la fonction de Hankel d’ordre 0 de type 1,H(1)
0 . Trait continu :

partie réelle. Tirets : partie imaginaire. On a représenté H(1)
0 (Kspρ) en fonction de K ′

spρ, pour différentes
valeurs du rapport F = 2K ′′

sp/K
′
sp (légende).

ré-écrire le terme dérivé dans l’équation précédente,

E2,ρ⃗ ′(ρ⃗) = −E(ρ⃗ ′)
∂

∂n

[
H

(1)
0

(
Ksp

∣∣ρ⃗− ρ⃗ ′∣∣)] (2.28a)

= KspE(ρ⃗ ′) cos
(
ρ⃗− ρ⃗ ′, n

)
H

(1)
1

(
Ksp

∣∣ρ⃗− ρ⃗ ′∣∣) . (2.28b)

Le terme cos (ρ⃗− ρ⃗ ′, n), dépendant de l’angle entre ρ⃗− ρ⃗ ′ et la normale sortante à L en ρ⃗ ′, n, est fonction
de la direction de ρ⃗− ρ⃗ ′ et est à l’origine de l’anisotropie de la source.

L’expression (2.25) a l’inconvénient de faire intervenir une somme le long d’un chemin fermé, mais celui-
ci peut être ouvert dans certains cas. Si toutes les sources d’ondes de surface se situent à des abscisses x < 0,
si les extrémités de L coincident avec des portions de l’axe x = 0 (voir ëgure 2.12) et si E(x, y) remplit la
condition de rayonnement

lim
R→∞

√
R

[
iKspE(x, y)−

∂

∂R
E(x, y)

]
= 0 (R =

√
x2 + y2), (2.29)

l’expression (2.25) s’applique toujours, avec un chemin L ouvert désormais.

Dans le cas où ce chemin L ouvert coincide avec l’axe x = 0 (voir ëgure 2.13), les sommes sur L des
deux contributions à E(x, y), E1,ρ⃗ ′(ρ⃗) et E2,ρ⃗ ′(ρ⃗), sont égales. On montre dans l’annexe D.2.3 que l’on peut
alors écrire

E(ρ⃗) = 1

2i

∫
L
dL E(ρ⃗ ′)

∂

∂n

[
H

(1)
0

(
Ksp

∣∣ρ⃗− ρ⃗ ′∣∣)] (2.30a)

= − 1

2i

∫
L
dLH(1)

0

(
Ksp

∣∣ρ⃗− ρ⃗ ′∣∣) ∂

∂n
E(ρ⃗ ′). (2.30b)
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F 2.12 – Géométrie pour le principe d’Huygens-Fresnel pour les ondes de surface avec un chemin L
ouvert.
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F 2.13 – Géométrie pour le principe d’Huygens-Fresnel pour les ondes de surface avec un chemin L
coincidant avec l’axe x = 0 (équation 2.30).
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Ces deux expressions correspondent soit à une somme d’ondes anisotropes (équation 2.30a), soit à une somme
d’ondes isotropes (équation 2.30b). Elles font intervenir soit E(ρ⃗ ′), soit ∂

∂nE(ρ⃗
′) : il suffit de connaître un

seul de ces deux champs sur L pour calculer E(ρ⃗).
On retrouve là encore une analogie entre les ondes électromagnétiques usuelles et les ondes de surface.

Le principe d’Huygens-Fresnel exprime le champ en un point à l’intérieur d’un volume (ondes électromagné-
tiques usuelles, équation 2.19) ou d’une surface (ondes de surface, équation 2.25) en fonction du champ à la
frontière de ce volume ou cette surface. Chaque point de la frontière est vu comme une source « secondaire »
de deux ondes, l’une isotrope (en eik|r−r′|

|r−r′| pour les ondes électromagnétiques usuelles, enH(1)
0 (Ksp |ρ⃗− ρ⃗ ′|)

pour les ondes de surface), l’autre anisotrope (dérivée normale des termes précédents). L’onde isotrope est
proportionnelle à la dérivée normale du champ à la frontière, l’onde anisotrope simplement au champ.

Dans les deux cas, sous certaines conditions, on peut exprimer le champ après une surface S (ondes
progressives) ou un cheminL (ondes de surface) en fonction soit du champ sur cette surface ou ce chemin, soit
de la dérivée normale du champ sur cette surface ou ce chemin (équations 2.24 pour les ondes progressives,
2.30 pour les ondes de surface). Les expressions rigoureuses établies ici diffèrent des expressions scalaires
utilisées dans la littérature. La dérivée normale de H(1)

0 introduit des termes de champ proche ainsi que des
effets d’anisotropie à plus grande distance.
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2.3 Diffraction d’ondes de surface

Aën d’illustrer le principe d’Huygens-Fresnel pour les ondes de surface déterminé dans la partie pré-
cédente, nous allons maintenant nous intéresser à différents systèmes diffractant et focalisant les ondes de
surface.

2.3.1 Ouverture simple

Une ouverture simple permet de visualiser les différences d’intensité entre les différentes composantes du
champ des ondes de surface. Une manière de réaliser ce système, analogue à celui de Z et B
(2007), est représentée sur la ëgure 2.14. Un ruban métallique guide les SPP jusqu’à un ëlm métallique sur
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F 2.14 – Système diffractant les SPP incidents d’une ouverture simple. Gauche : vue en coupe de la
jonction guide/ëlm semi-inëni. Droite : vue de dessus.

lequel ils peuvent se propager librement. Les SPP du guide ont été préalablement excités, via un réseau ou par
éclairage direct par exemple). La jonction entre le ruban et le ëlm constitue l’ouverture « source » de SPP. On
a représenté sur les ëgures 2.15 et 2.16 les trois composantes du champ des SPP émis par deux ouvertures
de tailles différentes, l’une sub-longueur d’onde (largeur w plus faible que la longueur d’onde des SPP λsp),
l’autre non. La première ouverture sera ainsi peu directionnelle, la seconde le sera plus. On voit dans les deux
cas que la composante Ey du champ diffère fortement de Ex et Ez : elle est notamment nulle sur l’axe Ox.

2.3.2 Fentes d’Young

Le principe d’Huygens-Fresnel pour les ondes de surface permet également de tracer les composantes du
champ des SPP de l’expérience des fentes d’Young plasmoniques réalisée par Z et B (2007). Le



36 Chapitre 2. Optique de Fourier des ondes de surface

x/λ
sp

y/
λ sp

|E
x
| 2 (u.a.)

0.5 1 1.5 2
−1

−0.5

0

0.5

1

x/λ
sp

y/
λ sp

|E
y
| 2 (u.a.)

0.5 1 1.5 2
−1

−0.5

0

0.5

1

x/λ
sp

y/
λ sp

|E
z
| 2 (u.a.)

0.5 1 1.5 2
−1

−0.5

0

0.5

1

F 2.15 – Composantes du champ des plasmons-polaritons de surface (SPP) émis par une ouverture de
largeur w = 0, 5 λsp. Ksp = 2π

λ0
≈ (1, 6427 + i0, 0128)rad.µm−1 calculé pour les SPP d’une interface

or/air à λ0 = 657 nm (longueur d’onde des SPP : λsp = 400 nm). Les échelles de couleur vont de 0
(noir) à 0, 126 pour |Ex|2, 0, 057 pour |Ey|2 et 1 pour |Ez|2. Le champ « source » sur l’axe x = 0 vaut
E(x = 0, y) = cos(π

y

w
) si |y| ⩽ w

2 , et 0 sinon, forme s’approchant de celle indiquée graphiquement par
Z et B (2007).
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F 2.16 – Composantes du champ des SPP émis par une ouverture de largeur w = 2 λsp. Les échelles
de couleur vont de 0 (noir) à 0, 146 pour |Ex|2, 8, 90 × 10−3 pour |Ey|2 et 1 pour |Ez|2. Voir également
les commentaires de la ëgure 2.15 pour l’expression du champ « source » sur l’axe x = 0.
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principe de cette expérience est rappelé sur la ëgure 2.17. Cette expérience consiste à observer la propagation
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F 2.17 – Analogue plasmonique de l’expérience des fentes d’Young. Gauche : vue en coupe des jonctions
guides/ëlm semi-inëni. Droite : vue de dessus.

des SPP émis par deux ouvertures placées en bordure d’un ëlm métallique. Lors de leur propagation, les SPP
émis interfèrent, et ces interférences sont observées en champ proche à l’aide d’un SNOM dont la pointe
scanne la surface du ëlm. On a représenté les trois composantes du champ calculées à l’aide du principe
d’Huygens-Fresnel pour les ondes de surface, ainsi que la somme du carré de leurs modules, sur la ëgure 2.18.

La ëgure expérimentale obtenue par Z et B (2007) est reproduite sur la ëgure 2.19 pour
comparaison. On remarque qu’on obtient un bon accord (divergence des deux faisceaux, largeur et évolution
le long de l’axe x des interférences constructives et destructives) entre la ëgure calculée pour |E|2 (ëgure 2.18,
en bas à droite) et la ëgure obtenue par Z et B (2007) (ëgure 2.19), aux franges d’interférences
de cette dernière près (vraisemblablement dues au faisceau excitateur des modes des guides). Il est à noter que
les auteurs ne donnent pas la forme exacte du champ utilisé dans les calculs qu’ils effectuent en s’appuyant sur
une version scalaire du principe d’Huygens-Fresnel, et n’indiquent pas la fréquence à laquelle l’expérience est
réalisée – on l’a ici supposée correspondant à λ0 = 780 nm, longueur d’onde employée par Z et al. (2006)
indiqués en référence par Z et B (2007).
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F 2.18 – Composantes du champ des SPP d’un analogue plasmonique des fentes d’Young (Z et
B 2007). Les échelles de couleur vont de 0 (noir) à 0, 87 pour |Ex|2, 0, 025 pour |Ey|2, 1 pour
|Ez|2 et 1, 87 pour |E2| = |Ex|2+|Ey|2+|Ez|2. La forme du champ de chaque faisceau incident est donné en
note de la ëgure 2.15. Aën de reproduire au mieux la forme du champ incident de Z et B (2007),
la largeur des deux faisceaux utilisée est w = 2, 7 µm et la distance entre leurs centres est de d = 3, 5 µm.

F 2.19 – Image du champ de l’expérience des fentes d’Young pour les SPP obtenue par Z et B-
 (2007). Les deux guides sont indiqués en pointillés blancs sur la gauche, la partie droite de la ëgure
correspond au ëlm sur lequel se propagent les SPP. La largeur des guides est de 2 µm et ils sont espacés de 2
µm également (distance entre leurs centres de 4 µm). L’abscisse x = 0 des images de la ëgure 2.18 correspond
à la terminaison des guides (ouvertures le long de la ligne verticale).
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2.4 Focalisation d’ondes de surface

Le principe d’Huygens-Fresnel pour les ondes de surface peut notamment être utilisé aën de modéliser des
systèmes focalisant des ondes de surface. De nombreux groupes ont étudié de tels systèmes expérimentalement
(voir introduction du chapitre). Aën d’illustrer les possibilités offertes par le principe d’Huygens-Fresnel pour
les ondes de surface, nous allons nous intéresser à deux systèmes particuliers : une « lentille zonée de Fresnel »
(Fresnel zone plate) pour les ondes de surface, dont nous préciserons le principe – un modèle simple permettra
de la décrire, et un système focalisant des phonons-polaritons de surface (SPhP) d’une interface SiC/air, réalisé
expérimentalement par H et al. (2008).

2.4.1 Lentille zonée de Fresnel

Le principe de fonctionnement de la lentille zonée de Fresnel pour ondes de surface est schématisé sur la
ëgure 2.20. Cette lentille est constituée d’un ensemble d’ouvertures, situées sur l’axeOy, dont les centres sont
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SPP 

F 2.20 – Lentille zonée de Fresnel pour les ondes de surface. Un faisceau de SPP incident est mis en
forme par des absorbeurs, de sorte que leur champ immédiatement après les absorbeurs puisse être calculé
avec une approximation de Kirchhoff.

situés à une distance |j|λsp du foyerF de la lentille (voir ëgure 2.20), et dont les extrémités sont à une distance
de (|j|± 1

6)λsp de F (j entier). Par analogie avec le principe de Kirchhoff pour les ondes progressives (N-
V 2006), qui consiste, lors d’expériences de diffraction, à déterminer un champ initial à l’aide de
l’optique géométrique, on suppose E(x, y) égal à 1 au niveau des ouvertures sur l’axe Oy, et nul sur Oy hors
des ouvertures.

Le principe d’Huygens-Fresnel pour les ondes de surface permet alors de déterminer le champ des ondes
de surface après la lentille. Les modules au carré des trois composantes de ce champ, ainsi que leur somme,
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sont représentés sur les ëgures 2.21 et 2.22.
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F 2.21 – Composantes du champ des SPP d’une lentille de Fresnel pour les ondes de surface. f = 3λsp.
Ksp = 2π

λ0
(1, 643 + i0, 0128) calculé pour les ondes de surface d’une interface or/air à λ0 = 400 nm. Les

échelles de couleur vont de 0 (noir) à 0, 099 pour |Ex|2, 0, 031 pour |Ey|2, 1 pour |Ez|2 et 1, 099 pour
|E2| = |Ex|2 + |Ey|2 + |Ez|2.

Comme dans le cas du champ après une ouverture simple (ëgures 2.15 et 2.16), la composanteEy diffère
fortement de Ex et Ez . Dans tous les cas, on remarque que les modules au carré des composantes Ex et
Ey sont plus faibles d’un à deux ordres de grandeur que celui de Ez . Dans le cas de la plus courte focale
(f = λsp, ëgure 2.22), la composante Ex s’éloigne plus de Ez que pour la focale plus importante f = 3λsp,
notamment à proximité immédiate de la lentille.

2.4.2 Focalisation sur une surface de carbure de silicium

Le principe d’Huygens-Fresnel pour les ondes de surface permet également de modéliser des systèmes
plus complexes, dont le champ n’est a priori connu que sur un chemin courbe. C’est le cas du système étudié
expérimentalement par H et al. (2008). Le principe de cette expérience est représenté sur la ëgure 2.23.
Une structure en or, réalisée à la surface d’un substrat en carbure de silicium (SiC), est éclairée par le faisceau
émis par un laser CO2 à une longueur d’onde de λ = 10, 85 µm. Le laser incident conduit à l’apparition de
courants induits dans la structure en or. Ces courants induits, proches de la surface de SiC, excitent des SPhP
de celle-ci.
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F 2.22 – Composantes du champ des SPP d’une lentille de Fresnel pour les ondes de surface. f = λsp.
Les échelles de couleur vont de 0 (noir) à 0, 069 pour |Ex|2, 0, 048 pour |Ey|2, 1 pour |Ez|2 et 1, 07 pour
|E2| = |Ex|2 + |Ey|2 + |Ez|2.
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F 2.23 – Structure en or sur une surface de SiC focalisant ses SPhP. La structure en or est éclairée par
un laser à λ = 10, 85 µm. Les courants induits dans l’or excitent les SPhP de la surface de SiC. Le chemin L
sur lequel sont disposées les sources secondaires est représenté en pointillés.

2.4.2.1 Approximation de Kirchhoff

Aën de déterminer à l’aide du principe d’Huygens-Fresnel le champ des ondes de surface émis une telle
structure, on suppose que l’on connait le champ E(ρ⃗) à proximité de la structure en or, sur le chemin L
schématisé sur la ëgure 2.23. Toutefois, la connaissance de E(ρ⃗) n’est pas suffisante ici. En effet, la frontière
de la structure en or est courbe, et l’on ne peut plus utiliser la formule (2.30a) aën de calculer le champ des
ondes de surface dans la structure. L’équation (2.25) doit être utilisée, et il faut, pour cela, connaître également
la dérivée normale du champ, ∂

∂nE(ρ⃗).

Aën de la déterminer, nous allons effectuer une approximation dans l’esprit de l’approximation de Kir-
chhoff (ou du plan tangent) dans le cadre de la diffusion par une surface rugueuse (N-V
2006). Cette approximation consiste à supposer le rebord diffusant l’onde incidente comme localement plat.
Le long de ce rebord plat, le champ des ondes de surface est supposé proportionnel au champ incident,
E(ρ⃗reb) ∝ Ez,inceikinc.r avec r = ρ⃗reb+zẑ et ρ⃗reb est la position d’un point du rebord (z peut correspondre
à l’altitude approximative du rebord, mais est en fait arbitraire, seule la dépendance vis-à-vis de ρ⃗ nous in-
téresse ici). L’onde de surface émise correspondra alors à une onde plane de la forme E(ρ⃗) = E0eiK.ρ⃗, et la
composante tangentielle de K est ëxée par le champ incident sur le rebord, Kt = kinc,t. En effet, la phase
de l’onde émise est égale à la phase de l’onde incidente lo long du rebord. La composante normale de K s’en
déduit connaissant son carréK2

sp,Kn =
√
K2
sp −K2

t . Ainsi la dérivée normale du champ sur le rebord vaut

ënalement ∂E∂n(ρ⃗reb) = iKnE0eiK.ρ⃗reb = i
√
K2
sp − k2inc,tE(ρ⃗reb).
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2.4.2.2 Champs obtenus

|Ez|2 et |E|2 calculés à l’aide du principe d’Huygens-Fresnel pour les ondes de surface sont représentés sur
les ëgures 2.24(a) à 2.24(d). 2.24(c) est à comparer aux résultats obtenus par H et al. (2008), reproduits
sur la ëgure 2.24(e). 2.24(f ) reproduit le champ des SPhP uniquement tel que calculé par H et al. (2008)
à l’aide d’un principe d’Huygens-Fresnel scalaire, on peut la comparer à 2.24(a). Pour tracer les ëgures 2.24(a)
à 2.24(d), on a supposé que les sources secondaires n’étaient disposées que sur l’arc de cercle intérieur du rebord
en or ainsi que sur les segments inférieur et supérieur joignant les deux arcs. Le rayon de l’arc intérieur du
rebord, qui n’est pas précisé explicitement par H et al. (2008), a été ëxé à R = 26 µm.

On constate que la théorie scalaire (ëgure 2.24(f )) reproduit convenablement le résultat de la théorie
vectorielle que nous avons proposée (ëgure 2.24(a)). La ëgure du champ total (ëgure 2.24(c)) reproduit bien
les principales caractéristiques de la ëgure obtenue expérimentalement (ëgure 2.24(e)).
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F 2.24 – Champ des SPhP excités par une structure en or sur une surface de SiC. (a) à (d) : champs
calculés à l’aide du principe d’Huygens-Fresnel pour les ondes de surface. (a) et (b) : champ des SPhP unique-
ment, (c) et (d) : champ des phonons-polaritons de surface et champ incident superposés (des interférences
se forment entre le champ incident et le champ des SPhP). Les échelles de couleur vont de 0 (noir) à 1 pour
|Ez|2 (gauche) et 1, 33 pour |E|2 = |Ex|2 + |Ey|2 + |Ez|2 (droite). (e) : champ mesuré (SPhP + champ
incident), et (f ) : et champ des SPhP seul déterminé numériquement, extraits de (H et al. 2008).



46 Chapitre 2. Optique de Fourier des ondes de surface

2.5 Optique géométrique des ondes de surface

Nous abordons ici la possibilité d’utiliser la notion de limite de l’optique géométrique. Bien que l’atténua-
tion des ondes de surface limite les distances mises en jeu, des observations expérimentales suggèrent que la
notion de rayon peut être utile pour décrire la propagation des ondes de surface (H et al. 2005 ; S-
 et al. 2005 ; Z et al. 2011). L’objectif de cette section est d’établir les lois de la propagation
en milieu inhomogène des rayons d’ondes de surface.

2.5.1 Équation eikonale pour les ondes de surface

Pour les ondes électromagnétiques en milieu 3D, l’équation eikonale permet de relier les équations de
Maxwell à l’optique géométrique. Pour la retrouver, on cherche une solution de (2.6) sous la forme

Ẽ(r) = Ẽ0(r)eik0S̃(r), (2.31)

avec k0 = 2π
λ0

. En utilisant l’équation de Helmholtz (équation 2.6) et en supposant la longueur d’onde dans
le vide λ0 faible devant les échelles de longueur des variations de l’amplitude Ẽ0(r) et de la phase S̃(r), on
obtient l’équation eikonale (

∇S̃
)2

= n2(r). (2.32)

Cette équation décrit l’évolution (spatiale) de la grandeur S̃(r), directement reliée à la phase du champ
électrique. Les iso-S̃ correspondent aux fronts d’onde de l’onde considérée. Cette équation permet également
de montrer que les « rayons » lumineux se propagent en ligne droite dans les milieux d’indice constant (B
et W 1999). On peut également obtenir une équation eikonale pour les ondes de surface. Pour cela, on
cherche une solution de l’équation de Helmholtz pour les ondes de surface (équation 2.5) sous la forme

E(x, y) = E0(x, y)eik0S(x,y). (2.33)

En reportant cette solution dans (2.5), on obtient

∆//E0 + ik0
[
∇//E0.∇//S + E0(x, y)∆//S

]
− k20

[
(∇//S)

2 − n2sp
]
= 0, (2.34)

où nsp = Ksp/k0 est l’indice effectif des ondes de surface. Comme pour les ondes électromagnétiques en
milieu 3D, on suppose λ0 petit devant l’échelle des variations de E0(x, y) et S(x, y). Le terme en k20 = (2πλ0 )

2

domine alors dans l’expression ci-dessus, et on peut écrire l’équation eikonale pour les ondes de surface,

(∇//S)
2 = n2sp. (2.35)

Cette équation est très proche de l’équation eikonale pour les ondes électromagnétiques en milieu 3D (équa-
tion 2.32). Les ondes de surface ne se propageant que dans les directions x et y, la fonction phase S qui y
ëgure ne dépend que de x et y, contrairement à celle de (2.32) qui dépend également de z. Pour les ondes de
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surface, les cas où la partie imaginaire de l’indice nsp est faible devant sa partie réelle sont moins fréquents que
pour les ondes progressives. nsp est le plus souvent complexe, S l’est également : les rayons d’ondes de surface
sont absorbés au cours de leur propagation. On peut alors déënir des « rayons » d’ondes de surface, en procé-
dant par analogie avec les ondes électromagnétiques en milieu 3D. Nous allons supposer |∇S′′| ≪ |∇S′| et
|n′′sp| ≪ n′sp, c’est-à-dire que l’absorption est faible (la fonction S(x, y) est complexe à cause de l’absorption
des ondes de surface). L’équation (2.35) permet alors d’écrire (∇S′)2 = n′2sp. On calcule dans l’annexe D.5
le vecteur de Poynting associé aux ondes de surface (équation D.33). En intégrant ce vecteur dans la direction
z, on déënit un vecteur ìux d’énergie 2D (équation D.34b),

P(x, y) =
1

2µ0c
|E0(x, y)|2 e−2k0S′′(x,y)Re

{∫
dz
[
ϵ(z, ω) |f(z)|2

] ∇//S

n2sp

}
. (2.36)

Avec les hypothèses précédentes sur ∇//S et nsp, on peut écrire

P(x, y) =
1

2µ0c
|E0(x, y)|2 e−2k0S′′(x,y)Re

{
1

nsp

∫
dz
[
ϵ(z, ω) |f(z)|2

]} ∇//S
′

n′sp
. (2.37)

Ce vecteur ìux d’énergie est ainsi colinéaire à ∇//S
′, et on déënit les rayons d’ondes de surface comme les

courbes tangentes en tout point aux lignes S′(x, y) constant. En notant s l’abscisse curviligne le long d’un de
ces rayons et r(s) une fonction parcourant ce dernier, dr

ds est unitaire et tangent au rayon, donc égal à ∇S′

|∇S′| ,
et on peut traduire la déënition d’un rayon sous forme d’équation,

n′sp
dr
ds

= ∇//S
′. (2.38)

En différenciant cette équation par rapport à s, on peut obtenir l’équation d’évolution d’un rayon,

d
ds

(
n′sp

dr
ds

)
=

d
ds
(
∇S′) (2.39a)

=

(
dr
ds
.∇
)
∇S′ (2.39b)

=
1

n′sp

(
∇S′.∇

)
∇S′ (2.39c)

=
1

2n′sp
∇
[(
∇S′)2] , (2.39d)

soit
d
ds

(
n′sp

dr
ds

)
= 0, (2.40)

car (∇//S
′)2 = n′2sp est uniforme, ce qui entraine

d2r
ds2

= 0. (2.41)
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Les solutions de cette équation sont de la forme r = as + b, où a et b sont des vecteurs constants.
Elles correspondent à des droites : les rayons d’ondes de surface se propagent en ligne droite sur une surface
uniforme, comme attendu.

2.5.2 Équation des rayons d’ondes de surface en milieu inhomogène

On étend en annexe D.6 le formalisme précédent pour un système dont la géométrie varie lentement
dans les directions x et y. On aboutit à une équation analogue à (2.5),

∆//E(x, y) +K2
sp(x, y)E(x, y) = 0, (2.42)

où le carré du vecteur d’onde K2
sp(x, y) dépend désormais des coordonnées x et y : l’indice nsp(x, y) =

Ksp(x, y)/k0 peut ainsi varier. On peut alors étendre facilement les calculs effectués dans la partie précédente.
On déënit un vecteur ìux d’énergie 2D (voir équation 2.37) par

P(x, y) =
1

2µ0c
|E0(x, y)|2 e−2k0S′′(x,y)Re

{
1

nsp(x, y)

∫
dz
[
ϵx,y(z, ω) |fx,y(z)|2

]} ∇//S
′

n′sp(x, y)
.

(2.43)
On déënit également les rayons d’ondes de surface comme les courbes perpendiculaires en tout point aux

courbes S′(x, y) constant (qui correspondent aux « fronts d’onde »), ce qui se traduit à nouveau sous forme
d’équation,

n′sp(x, y)
dr
ds

= ∇//S
′. (2.44)

Là encore, en différenciant cette équation par rapport à s, on peut obtenir l’équation d’évolution d’un rayon.
Les calculs sont analogues aux équations (2.39a) à (2.40), au passage de (2.39d) à (2.40) près, qui permet
d’écrire ici

d
ds

[
n′sp(x, y)

dr
ds

]
= ∇n′sp(x, y). (2.45)

Cette équation permet de justiëer les calculs effectués par Z et al. (2011) pour dimensionner les
dispositifs d’optique transformationnelle pour SPP (lentilles de Lüneburg et Eaton). Dans cet article, les
auteurs mettent en forme (la partie réelle de) l’indice n′sp des SPP aën de dévier les « rayons » de SPP comme
le prévoirait l’optique géométrique. Il est à noter que d’autres approches ont été étudiées aën de transposer
des composants de l’optique transformationnelle aux ondes de surface, consistant à implémenter des éléments
d’optique transformationnelle 3D dans des hétérostructures supportant des ondes de surface (K et al.
2010). En tenant compte d’une éventuelle anistropie du tenseur diélectrique ainsi que du tenseur magnétique,
le modèle développé dans ce chapitre peut être étendu aux systèmes contenant ce type de matériaux, et ce
modèle permettrait de modéliser des éléments étudiés par K et al. (2010), choisis de sorte qu’ils varient
lentement dans le plan de propagation des ondes de surface.
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Dans le chapitre 2, nous avons étudié un principe d’Huygens-Fresnel pour les ondes de surface. Celui-ci
s’appuie sur la représentation des ondes de surface avec un vecteur d’onde complexe et une pulsation réelle (voir
ëgure 3.1). Dans cette représentation, les pertes dans les matériaux présents font que la relation de dispersion
des ondes de surface ne présente pas d’asymptote. Nous avons vu que cela a notamment pour conséquence de
limiter la résolution spatiale atteignable. La superlentille proposée par Pendry, dans la limite électrostatique,
se base sur la présence des ondes de surface et de l’asymptote de la relation de dispersion pour augmenter la
résolution. Toutefois, le problème reste identique et en présence de pertes, en régime harmonique, les ondes
de surface ne présentent plus d’asymptote, ce qui limite ënalement la résolution. Nous allons voir qu’il est
possible, en mettant en forme la dépendance temporelle des objets à imager, de s’appuyer de nouveau sur
les ondes de surface de cette asymptote. Celle-ci est en effet présente lorsque l’on considère une pulsation
complexe, comme sur la ëgure 3.1. La résolution spatiale obtenue peut ainsi être façonnée par une mise en
forme temporelle du faisceau éclairant le système. En d’autres termes, nous allons montrer que la mise en forme
temporelle du faisceau incident permet de modiëer la résolution spatiale d’un système d’imagerie.

La superlentille la plus générale s’appuie sur les matériaux possèdant à la fois une permittivité ϵ et une
perméabilité µ négative. Ces matériaux ont été étudiés initialement par V (1968). L’une des propriétés
particulières de ces matériaux est la réfraction négative qui peut avoir lieu à leur interface avec un milieu
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F 3.1 – Relation des ondes de surface d’une interface SiC/air. Bleu : relation de dispersion avec une
pulsation ω complexe et un vecteur d’onde de moduleK réel. Vert : relation de dispersion avec une pulsation
ω réelle et un vecteur d’onde de moduleK complexe. Avec une pulsation complexe, la relation de dispersion
présente une asymptote, à une pulsation ωsp complexe vériëant ϵ(ωsp) + 1 = 0. Avec un vecteur d’onde de
module complexe, la relation de dispersion présente un repliement, la partie réelle du module des vecteurs
d’onde K est limitée.

de permittivité et perméabilité positives. Cette propriété permet de concevoir avec de tels matériaux une
lentille « sans axe optique ». À la suite des travaux de Veselago, Pendry a souligné qu’une telle lentille exalte
les ondes évanescentes provenant d’un objet, en plus de réfracter les ondes progressives. Pendry souligne
notamment que théoriquement, l’image formée par une telle lentille n’est pas soumise à la limite usuelle de
diffraction (P 2000 ; P et R 2003). De tels matériaux n’ayant pas encore été réalisés
aux fréquences visibles (S 2007), Pendry fait remarquer que dans la limite électrostatique (module des
vecteurs d’onde dans le plan de la lentille grands devant ω/c), la condition ϵ = −1 suffit pour obtenir une
superlentille (plus de condition sur µ), et qu’un métal tel que l’argent permet d’approcher cette condition
dans le visible.

Aën d’étudier la superlentille, nous utilisons l’approximation électrostatique, car les distances mises en jeu
sont telles que les effets de retard sont négligeables. On peut alors se contenter de calculer les potentiels créés
par des charges. On peut aisément en déduire les champs électriques créés par des dipôles si nécessaire. On
considère un ëlm de constante diélectrique ϵ(ω) entouré d’air (voir ëgure 3.3). Dans la limite électrostatique,
on peut écrire en un point d’observation le potentiel créé par une charge ponctuelle située de l’autre côté du
ëlm (L et S 2005),

φ(r, ω) =
q

4πϵ0

∫ ∞

0
dK J0(Kρ)e

−K(z−h)t(es)p (K,ω)eKz0 , (3.1)

où z est la coordonnée du point d’observation selon l’axe Oz perpendiculaire au ëlm, et z0 la coordonnée de
la charge selon cet axe. q est la valeur de la charge considérée. ρ est la distance du point d’observation à l’axe
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Oz. La charge est supposée située sur cet axe. t(es)p (K,ω) est le coefficient de transmission en polarisation p
dans la limite électrostatique, et vaut

t(es)p (K,ω) =
4ϵ(ω)e−Kh

[ϵ(ω) + 1]2 − [ϵ(ω)− 1]2e−2Kh
. (3.2)

Sauf cas particulier, le terme [ϵ(ω)+1]2 ëgurant au dénominateur n’est pas nul. Aux grandsK, ce terme do-
mine au dénominateur, et t(es)p (K,ω) décroit exponentiellement. L’amplitude du potentiel est alors atténuée
à la traversée du ëlm. Mais à la fréquence particulière où ϵ(ω) + 1 = 0, t(es)p (K,ω) vaut eKh : le coefficient
de transmission du ëlm croit exponentiellement, et le potentiel est exalté à la traversée du ëlm. On peut alors
écrire ce potentiel sous la forme

φ(r, ω) =
q

4πϵ0

∫ ∞

0
dK J0(Kρ)e

−K[z−(z0+2h)] =
q/(4πϵ0)√

ρ2 + [z − (z0 + 2h)]2
. (3.3)

Le potentiel du côté opposé à la charge est ainsi celui d’une charge image de même valeur q située à une
distance 2h (vers les z croissant) de la charge q, éventuellement du même côté que la charge objet, voire dans
le ëlm (ëgure 3.2). Le moduleK des composantes de Fourier dans le plan parallèle au ëlm n’est ici pas limité

z 

ε=-1 Air Air 

h 

2h 

Objet Image 

q q 

F 3.2 – Superlentille parfaite dans la limite électrostatique. L’image d’une charge objet q est une charge
image de même valeur située à une distance 2h de la charge objet, où h est l’épaisseur du ëlm vériëant ϵ = −1
et jouant le rôle de superlentille.

par le ëlm, il n’y a pas de limite de résolution. On peut donner une autre vision du fonctionnement de cette
superlentille. Dans la limite électrostatique, les ondes de surface d’une interface simple air/matériau du ëlm
ont une unique pulsation ωsp vériëant ϵ(ωsp)+1 = 0. À cette pulsation, deux ondes évanescentes décroissant
en s’éloignant d’une interface satisfont les relations de passage au niveau de l’interface (interface de droite), et
constituent le champ d’une onde de surface. Solution moins courante, deux ondes évanescentes croissant en
s’éloignant de l’interface satisfont également ces relations de continuité (interface de gauche). Nous parlerons
alors d’« anti-onde de surface ». Dans le cas d’un ëlm et avec un objet source à partir duquel décroit une
onde évanescente, on peut ainsi construire une solution des équations de Maxwell composée d’une anti-onde
de surface et d’une onde de surface partageant leur champ dans le ëlm. Une telle solution est représentée
schématiquement sur la ëgure ci-dessus. Les ondes de surface présentant une asymptote (voir ëgure 3.1) à la
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F 3.3 – Principe de fonctionnement d’une superlentille dans la limite électrostatique. On a tracé en
trait épais le potentiel d’une des ondes de surface et anti-onde de surface (voir ci-dessous) contribuant à la
construction de l’image.
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pulsation ωsp vériëant ϵ(ωsp) + 1 = 0, ces solutions existent pour un grand nombre de vecteurs d’onde K à
cette pulsation, et permettent de reconstruire l’image d’un point source (P et R 2003).

Le mode de fonctionnement d’une telle superlentille s’explique donc notamment par le fait qu’elle exalte
les ondes évanescentes incidentes (P et R 2003). Cette lentille ne fonctionne théorique-
ment qu’à la pulsation à laquelle ϵ(ω) = −1 (pour une lentille entourée d’air), qui correspond à la pulsation
de l’asymptote des ondes de surface d’une interface simple entre de l’air et le matériau de permittivité ϵ(ω).

Si maintenant nous nous intéressons à un cas plus proche de la réalité, la constante diélectrique ϵ(ω)
est complexe à cause des pertes du matériau du ëlm et cette pulsation ωsp est nécessairement complexe. On
l’approche par sa partie réelle, ω′

sp = Re(ωsp), et ϵ(ω′
sp) + 1 est faible mais n’est plus nul. Le dénominateur

de l’équation (3.2) fait ainsi apparaître une fréquence (spatiale) de coupure Kc, pour laquelle [ϵ(ω′
sp) +

1]2 ∼ [ϵ(ω′
sp) − 1]2e−2Kch, soit Im[ϵ(ω′

sp)] ∼ 4e−2Kch. Au delà de Kc, t
(es)
p (K,ω′

sp) cesse de croître
exponentiellement et tend vers 0, comme cela est représenté sur la ëgure 3.4 (voir partie 3.1.1). Les valeurs de
K correspondantes ne participent plus à la construction de l’image, ce qui conduit à une perte de résolution,
bien que celle-ci reste inférieure à la limite de diffraction λ/2. Par la suite, ces pertes sont le facteur limitant
la résolution de la superlentille. Dans les cas non traités ici de matériaux rugueux ou de métamatériaux, la
rugosité et la non-homogénéité du matériau peuvent constituer le principal facteur limitant la résolution
plutôt que cette fréquence de coupure (M et E 2004).

L et al. (2003) ont vériëé expérimentalement qu’un ëlm d’argent exaltait effectivement les ondes éva-
nescentes incidentes, à condition que l’épaisseur du ëlm d’argent ne soit pas trop importante. La distance
entre les plans objet et image de la superlentille (égale à deux fois l’épaisseur du ëlm) est limitée également par
ce facteur. Plusieurs groupes ont ensuite montré qu’un ëlm d’argent était effectivement capable de former une
image sub-longueur d’onde dans la conëguration proposée par Pendry (M et B 2005 ; M-
 et al. 2004 ; F et al. 2005). T et al. (2006b) ont également montré qu’un ëlm de carbure
de silicium permettait de réaliser une superlentille dans le moyen infrarouge. Les articles de revue (S
2007 ; K et al. 2009) résument ces avancées et discutent également de la possibilité de transmettre
l’image formée par la superlentille en champ lointain pour une observation par microscopie « classique ».

Plusieurs groupes ont étudié théoriquement des systèmes s’écartant de celui décrit par Pendry ou en ont
affiné la description. A R et P (2003) proposent d’utiliser un milieu à gain aën
d’augmenter la résolution de la superlentille. L et S (2005) discutent de l’inìuence de la dis-
persion spatiale sur les performances de la superlentille. K et al. (2004) ont notamment étudié les images
obtenues dans le cas d’impulsions gaussiennes, centrées ou non sur la fréquence de l’asymptote des ondes de
surface. H (2002) analyse la formation d’images par une superlentille en termes d’ondes de surface du
ëlm formant la superlentille. L’asymptote de la relation de dispersion de ces modes est nécessairement coupée
à partir d’une certaine valeur du module de leur vecteur d’onde K, pour des raisons physiques (rugosité des
interfaces du ëlm, dispersion spatiale des matériaux). Les composantes de Fourier de fréquence spatiale plus
grande que cette valeur maximale ne seront pas restituées par la superlentille, ce qui constitue une première
limite à sa résolution.

En procédant de manière analogue au chapitre 2, nous allons séparer les contributions des différents
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modes de ce système lors de la formation d’une image. Nous verrons que le champ de cette image n’est pas
formé uniquement de ces modes, et nous donnerons une expression de l’amplitude de ces différentes contri-
butions en fonction de la forme temporelle du champ provenant des objets à imager. Nous verrons qu’avec
une impulsion de la formeH(t)e−iωspt, ainsi qu’en régime libre, il est possible d’obtenir une meilleure réso-
lution qu’en régime harmonique. Nous interpréterons ce résultat en termes d’ondes de surface, symétriques
et antisymétriques, du ëlm formant la superlentille.
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3.1 Superlentille hors régime harmonique

3.1.1 Potentiel en régime impulsionnel

Nous avons vu en introduction qu’à la pulsation ωsp vériëant ϵ(ωsp)+ 1 = 0, le coefficient de transmis-
sion du ëlm considéré t(es)p (K,ω) valait eKh, où h est l’épaisseur du ëlm. Le potentiel électrostatique est alors
exalté à la traversée du ëlm. Toutefois, dans le cas d’un matériau à pertes pour le ëlm, ωsp est nécessairement
complexe, et est approché en régime harmonique par ω′

sp = Re(ωsp). Aën d’étudier les écarts au cas idéal,
nous allons écrire le coefficient de transmission sous la forme

t(es)p (K,ω) = eKht̃(K,ω). (3.4)

Ainsi, si le ëlm agit effectivement en superlentille, on aura t̃(K,ω) = 1.
Les équations (3.1) et (3.4) permettent d’écrire

φ(r, ω) =
q

4πϵ0

∫ ∞

0
dK J0(Kρ)e

−K[z−(z0+2h)]t̃(K,ω). (3.5)

Ainsi, on voit à l’aide de cette expression que le terme t̃(K,ω) agit comme un ëltre spatial du champ à imager :
le champ image correspond au champ de la charge source translaté de 2h et ëltré par t̃(K,ω).

Nous illustrerons les résultats obtenus avec le cas d’un ëlm de carbure de silicium (SiC), d’épaisseur
h = 440 nm, entouré d’air. Ce système est proche de celui utilisé par T et al. (2006b), le diélectrique
entourant le ëlm de SiC est ici remplacé par de l’air aën de simpliëer les calculs. Nous modélisons la constante
diélectrique du carbure de silicium par un modèle de Lorentz,

ϵ(ω) = ϵ∞

(
1 +

ω2
LO − ω2

TO

ω2
TO − ω2 − iΓω

)
(3.6)

avec ϵ∞ = 6, 7, ωTO = 793 cm−1, ωTO = 969 cm−1 et Γ = 4, 76 cm−1 (données de S et al. 1959
et P et G 1998, ajustées par M 2004).

On a représenté, sur la ëgure 3.4, t̃(K,ω) à la pulsation ω′
sp, ainsi qu’à des pulsations proches. On

remarque sur cette ëgure que t̃(K,ω′
sp) est constant et vaut 1 aux faiblesK et décroit exponentiellement aux

grandes valeurs deK. On observe que la fréquence (spatiale) de coupure est plus grande pour ω = ω′
sp. Ceci

illustre à la fois le rôle joué par les ondes de surface pour augmenter la résolution et l’existence d’une fréquence
de coupure due aux pertes.

Nous allons voir qu’il est possible, hors du régime harmonique, de tirer parti des propriétés de t̃(K,ω)
aën de compenser partiellement sa décroissance rapide, ce qui permettra d’améliorer la résolution de la super-
lentille. Nous souhaitons étudier le potentiel induit par des sources de forme temporelle quelconque. Ainsi,
nous sommons sur les pulsations ω l’expression (3.5) (multipliée par sa dépendance temporelle e−iωt),

φ(r, t) =
∫

dω
2π

e−iωtφ(r, ω), (3.7)
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F 3.4 – |t̃(K,ω)| pour différentes pulsations ω. On a ℏω′
sp ≈ 117, 5 meV . À la pulsation complexe

ωsp, t̃(K,ωsp) est indépendant de K. Pour des pulsations réelles, t̃(K,ω) est la plus large à la pulsation
ω′
sp (trait épais), est la plus proche de ωsp. Encart : même ëgure, ordonnée en échelle logarithmique. Même

graduation en abscisse, ordonnée de 0, 001 à 10.

soit
φ(r, t) =

q

4πϵ0

∫ ∞

0
dK J0(Kρ)e

−K[z−(z0+2h)]t̃(K, t). (3.8)

Cette expression fait intervenir un ëltre spatial dépendant du temps, d’expression

t̃(K, t) =

∫
dω
2π

e−iωtt̃(K,ω). (3.9)

3.1.2 Réponse impulsionnelle

Nous nous intéressons maintenant au ëltre spatial t̃(K, t) (équation 3.9), ëgurant dans l’expression (3.8)
du potentiel créé par une charge impulsionnelle δ(t) n’existant qu’à t = 0. On montre en annexe E.1 que
t̃(K,ω), qui ëgure dans l’expression (3.9), peut se séparer en contributions des modes du ëlm, ainsi que
d’une contribution de la réponse instantanée du système. En utilisant l’équation (E.3), on peut alors effectuer
l’intégrale ëgurant dans (3.9), et on obtient pour t̃(K, t),

t̃(K, t) = SKδ(t)− iRS,KH(t)e−iωS,Kt − iRA,KH(t)e−iωA,Kt + c.c., (3.10)

où l’expression c.c. (complexe conjugué) s’applique uniquement aux deux termes −iRS,KH(t)e−iωS,Kt

et −iRA,KH(t)e−iωA,Kt. Le terme SKδ(t) est une réponse instantanée du système (elle est proportion-
nelle à la dépendance temporelle δ(t) de la charge source). Le terme −iRS,KH(t)e−iωS,Kt et son com-
plexe conjugué sont la contribution du mode symétrique du ëlm, de relation de dispersion ωS,K tracée
sur la ëgure 3.5(a,rouge), et de potentiel représenté sur la ëgure 3.6 (gauche). Le terme complexe conjugué
[−iRS,KH(t)e−iωS,Kt]∗ = iR∗

S,KH(t)e−i(−ω
∗
S,K)t est dit « antirésonant » au sens où sa pulsation −ω∗

S,K

a une partie réelle négative. De la même manière, le terme −iRA,Ke−iωA,Kt et son complexe conjugué



3.1. Superlentille hors régime harmonique 57

0 1 2 3 4 5 6 7 8
K (rad.µm−1 )

100

105

110

115

120

125

R
e(

ω
) 

(m
eV

)

A
S

0 1 2 3 4 5 6 7 8
K (rad.µm−1 )

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

τ 
(p
s)

F 3.5 – Relation de dispersion des phonons-polaritons de surface d’un ëlm de SiC, entouré d’air, de 440
nm d’épaisseur. Gauche : partie réelle de la pulsation. Droite : durée de vie τ des modes (τ = 1

−2ω′′ ). Bleu :
modes symétriques, rouge : modes antisymétriques. Traits continus : dans l’approximation électrostatique,
tirets : sans l’approximation électrostatique. Tirets ëns noirs (ëgure de gauche) : cône de lumière de l’air
K = ω

c . Dans le cas d’un ëlm métallique, les modes symétriques correspondent aux plasmons-polaritons de
surface short range, et les modes antisymétriques aux plasmons-polaritons de surface long range.

z

Mode sym. Mode antisym.

F 3.6 – Potentiel des phonons-polaritons de surface d’un ëlm de SiC, entouré d’air, de 440 nm d’épais-
seur. Gauche : potentiel du mode symétrique. Droite : potentiel du mode mode antisymétrique. L’amplitude
de ce potentiel est complexe de manière générale, mais peut être choisie réelle ici. Le potentiel de ces modes est
de la formeφp(r, t) = φp,0e

iK.rfp(z)e
−iωp,Kt+c.c. (p = S ouA). Les fonctions fp(z) peuvent être choisies

réelles et sont représentées ci-dessus. La zone orangée représente le ëlm. Le trait en tirets ëns correspond au
zéro de l’abscisse. On a représenté le potentiel des modes à K = 5 rad.µm−1.
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correspondent à la contribution du mode antisymétrique, de relation de dispersion ωA,K tracée sur la ë-
gure 3.5(a,bleu) et de potentiel représenté sur la ëgure 3.6, et le complexe conjugué est dit antirésonant.

La ëgure 3.5(b) montre la durée de vie des modes associés aux relations de dispersion. On voit qu’à une
excitation impulsionnelle correspond une réponse (oscillante) amortie dont la durée est donnée par la durée
de vie des plasmons. Le point clé est qu’il n’y a plus de repliement dans la relation de dispersion. On a accès
ici à tous les vecteurs d’onde. Le prix à payer est la courte durée de vie de ces modes, qui est ici constante et
vaut τ ≈ 1, 1 ps.

3.1.3 Potentiel dans le cas général

L’expression (3.8) correspond au potentiel φ(r, t) créé par une charge source impulsionnelle δ(t) (il s’agit
donc d’une fonction de Green de notre problème). Aën d’obtenir le potentiel électrostatique crée par des
charges sources de dépendance temporelle quelconque f(t), nous effectuons un produit de convolution entre
φ(r, t) et f(t),

φ̃(r, t) =
∫

dt′ φ(r, t− t′)f(t′), (3.11)

soit
φ̃(r, t) =

q

4πϵ0

∫ ∞

0
dK J0(Kρ)e

−K[z−(z0+2h)]Π(K, t). (3.12)

Cette expression fait intervenir un nouveau ëltre spatial, remplaçant le ëltre impulsionnel t̃(K, t) (équa-
tion 3.10), d’expression

Π(K, t) =

∫
dt′ t̃(K, t− t′)f(t′) (3.13a)

= SKf(t) +RS,KαS,K(t) +RA,KαA,K(t) + t.a.r., (3.13b)

où les termes antirésonants t.a.r. se déduisent de RS,KαS,K(t) et RA,KαA,K(t) en substituant −R∗
S,K et

−R∗
A,K à RS,K et RA,K , et −ω∗

S,K et −ω∗
A,K à ωS,K et ωA,K dans αS,K(t) et αA,K(t). Là encore, le

terme SKf(t) correspond à une réponse instantanée du système, les termes RS,KαS,K(t) et RA,KαA,K(t)

et les termes antirésonants correspondent aux modes symétriques et antisymétriques du ëlm. Les amplitudes
αS,K(t) et αA,K(t) sont données par

αS,K(t) = −i
∫ t

−∞
dt′ e−iωS,K(t−t′)f(t′), (3.14a)

αA,K(t) = −i
∫ t

−∞
dt′ e−iωA,K(t−t′)f(t′). (3.14b)
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Elles sont solutions des équations différentielles

∂αS,K
∂t

(t) + iωS,KαS,K(t) = −if(t), (3.15a)

∂αA,K
∂t

(t) + iωA,KαA,K(t) = −if(t), (3.15b)

On reconnait la forme d’équations différentielles régissant l’amplitude d’oscillateurs harmoniques amortis de
pulsations complexes ωS,K et ωA,K , et pilotés par le terme −if(t). On retrouve une interprétation du fonc-
tionnement de la superlentille en termes d’oscillateurs couplés correspondant aux ondes de surface symétriques
et antisymétriques du ëlm (G-S 2003 ; W et P 2011).

En régime harmonique de pulsation ω, f(t) = e−iωt, et on retrouve le ëltre t̃(K,ω), multiplié par sa
dépendance temporelle e−iωt,

Π(K, t) = t̃(K,ω)e−iωt. (3.16)

t̃(K,ω) est représenté pour ω = ω′
sp ainsi que des pulsations proches sur la ëgure 3.4.

3.1.4 Impulsion de fréquence complexe

On a tracé le module des différentes contributions à t̃(K,ω′
sp) sur la ëgure 3.7 (gauche).
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F 3.7 – Poids des différentes contributions à t̃(K,ω). Noir : |t̃(K,ω)| (gauche : ω = ω′
sp, droite :

ω = ωsp), vert : module de la contribution de la constante |SK |, rouge : module des contributions des modes
antisymétriques (trait continu : terme résonant, tirets : terme anti-résonant), bleu : module des contributions
des modes symétriques (idem, le mode anti-résonant est trop faible pour être visible sur les graphes). Encart
gauche : idem ëgure principale, échelle logarithmique en ordonnée. Même échelle en abscisse, ordonnée de
10−5 à 1, 1.

Sur cette ëgure, on peut remarquer que les contributions des modes symétriques et antisymétriques dé-
croissent exponentiellement et sont proportionnelles pourK ≳ 6 rad.µm−1 à e−Kh. PourK ≳ 8 rad.µm−1,
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on remarque également que le module de t̃(K,ω′
sp) est inférieur à la somme des modules des contributions

des modes symétriques et antisymétriques . On peut vériëer (non représenté) que les contributions des modes
symétriques et antisymétriques sont opposées à ces valeurs de K. Ceci s’explique par les signes opposés des
potentiels de ces deux modes s’ils sont excités en phase. Lorsque les pertes sont faibles – aux faiblesK, le terme

1
ω′
sp−ωp,K

(voir équations 3.17 ci-dessous, p = S ouA) a des signes différents pour chacun de ces modes, et ils
sont de nouveau en phase. Si les pertes sont importantes, comme c’est le cas ici, on a 1

ω′
sp−ωp,K

∼ 1
−Im(ωp,K) ,

dont le signe est le même pour les modes symétriques et antisymétriques, qui s’opposent à nouveau. Ainsi,
t̃(K,ω′

sp) varie asymptotiquement comme leur différence, en e−2Kh et non plus e−Kh : la décroissance de
t̃(K,ω′

sp) est accentuée par rapport à celle des contributions séparées des modes du ëlm.

Sur la ëgure 3.7 (droite), nous avons représenté les différentes contributions de t̃(K,ωsp). On voit dans
ce cas que les contributions des modes symétriques et antisymétriques sont constantes aux grands K, et
t̃(K,ωsp) également.

Aën d’exploiter les propriétés de t̃(K,ωsp), nous allons employer une charge source avec une dépendance
temporelle de la forme f(t) = H(t)e−iωspt, représentée sur la ëgure 3.8, et que nous nommerons ici « im-
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F 3.8 – Partie réelle de l’impulsion FC f(t) = H(t)e−iωspt. Tirets noir : enveloppe des oscillations.
L’échelle des oscillations n’est pas respectée.

pulsion de fréquence complexe » (impulsion FC). Sa transformée de Fourier f(ω) = i
ω−ωsp

a la particularité
de présenter un pôle en ωsp, ce qui permet de faire intervenir t̃(K,ωsp) dans les expressions des amplitudes
obtenues. Une solution particulière de (3.15) dans ce cas est

αS,p,K(t) =
H(t)e−iωspt

ωsp − ωS,K
, (3.17a)

αA,p,K(t) =
H(t)e−iωspt

ωsp − ωA,K
. (3.17b)

Avec cette solution particulière, on aurait Πp(K, t) = H(t)e−iωspt. Ce íltre a la propriété remarquable de
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ne plus dépendre de K, et donc d’être non dispersif spatialement : on retrouverait parfaitement l’image d’une
charge ponctuelle à une distance 2h de la charge source. Ce résultat correspond à l’analyse théorique du chapitre
précédent : lorsque la pulsation est complexe, la relation de dispersion présente une asymptote et permet bien
d’accèder aux grandsK. Toutefois, cette solution particulière n’est pas continue en t = 0. Aën d’assurer cette
continuité, il est nécessaire de lui ajouter pour t > 0 une solution homogène de (3.15), de la forme

αS,h,K(t) = αS,0,Ke
−iωS,Kt, (3.18a)

αA,h,K(t) = αA,0,Ke
−iωA,Kt, (3.18b)

où les constantesαS,0,K etαA,0,K sont déterminées en écrivantαS,p,K(t)+αS,h,K(t) −−−→
t→0+

0 etαA,p,K(t)+

αA,h,K(t) −−−→
t→0+

0. On obtient ënalement

αS,K(t) =
H(t)

[
e−iωspt − e−iωS,Kt

]
ωsp − ωS,K

, (3.19a)

αA,K(t) =
H(t)

[
e−iωspt − e−iωA,Kt

]
ωsp − ωA,K

. (3.19b)

Les amplitudes des modes symétriques et antisymétriques (équations 3.19) décroissent exponentiellement,
à cause des parties imaginaires des pulsations ωsp, ωS,K et ωA,K , et présentent des battements (entre ωsp
et ωS,K pour αS,K(t) et ωsp et ωA,K pour αA,K(t)). À t = 0, ces amplitudes sont nulles à cause de la
présence du régime transitoire (correspondant à la solution homogène, termes en e−iωspt). Leur module
n’est maximal qu’après une demi-période des battements. Ces périodes sont représentées sur la ëgure 3.9.
On remarque qu’elles croissent exponentiellement avec K en eKh. Les battements ont en effet pour période
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F 3.9 – Ordre de grandeur des battements pour une impulsion FC et en régime libre. Impulsion FC :
bleu, 1/|ω′

sp − ω′
A,K |, rouge, 1/|ω′

sp − ω′
S,K |. Régime libre : noir, 1/(ω′

A,K − ω′
S,K).

ωsp−ωp,K , proportionnel asymptotiquement à e−Kh. Ainsi, les amplitudesαS,K(t) etαA,K(t) n’atteindront
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leur maximum qu’après des temps longs devant leur durée caractéristique de décroissance 1/(−2ω′′
sp), et la

difficulté à les observer augmente avec K.
Le ëltre correspondant (équation 3.13b) peut s’écrire sous la formeΠ(K, t) = H(t)e−iωspt−RS,K H(t)e

−iωS,Kt

ωsp−ωS,K
−

RA,K
H(t)e

−iωA,Kt

ωsp−ωA,K
+t.a.r., où les termes antirésonants t.a.r. se déduisent de−RS,K H(t)e

−iωS,Kt

ωsp−ωS,K
et−RA,K H(t)e

−iωA,Kt

ωsp−ωA,K

en substituant −R∗
S,K , −R∗

A,K , −ω∗
S,K et −ω∗

A,K à RS,K , RA,K , ωS,K et ωA,K . Il peut se réécrire sous la
forme

Π(K, t) = H(t)e−iωspt

[
1−RS,K

e−i(ωS,K−ωsp)t

ωsp − ωS,K
−RA,K

e−i(ωA,K−ωsp)t

ωsp − ωA,K
+ t.a.r.

]
. (3.20)

Ce ëltre est représenté à différents instants sur la ëgure 3.10. Le ëltre en régime harmonique t̃(K,ω′
sp)
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F 3.10 – Filtre des fréquences spatiales |Π(K, t)|, multiplié par e−ω
′′
spt, pour une impulsion FC. Traits

colorés : |Π(K, t)|e−ω′′
spt| à différents instants (voir légende). Ces courbes ont été tronquées pour plus de clarté

(àK = 1, 2, 3 et 4 rad.µm−1 pour les courbes correspondant respectivement à t = 2, 4, 8 et 16 ps). Le ëltre
Π(K, t) (couleur), multiplié par e−ω

′′
spt, peut ainsi être plus large que le ëltre en régime harmonique t̃(K,ω′

sp)

(module en trait épais noir, sur la ëgure 3.4 également). Π(K, t) est multiplié par e−ω
′′
spt aën de compenser

sa décroissance au cours du temps (indépendante de K). L’enveloppe des battements de |Π(K, t)|e−ω′′
spt est

représentée en tirets noirs. L’enveloppe supérieure a une limite constante aux grands K. Ainsi, elle ne limite
pas la résolution atteignable avec ce type d’impulsion.

est également représenté sur cette ëgure pour comparaison. On retrouve des battements, comme pour les
amplitudes αS,K(t) et αA,K(t). L’enveloppe supérieure de ce ëltre est indépendante deK à un instant donné
mais décroît exponentiellement en fonction de t (cette décroissance étant compensée sur la ëgure 3.10 par un
terme e−ω

′′
spt). Comme pour les amplitudes, la durée à attendre pour que le ëltre soit maximal à une valeur de

K donnée augmente avec K, augmentant la difficulté d’observation des fréquences spatiales élevées rendues
accessibles ici. Ainsi, la résolution est également limitée par les pertes. Cependant, la limite est maintenant
liée au rapport signal sur bruit uniquement.

En résumé, comme on pouvait le supposer à partir de l’étude des relations de dispersion, lorsque l’on
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utilise une fréquence complexe, on excite de façon uniforme les ondes de surface caractérisées par des vecteurs
d’onde réels arbitrairement grands. Ceci restaure en principe la résolution. Toutefois, la présence du régime
transitoire avec un temps de décroissance égal et des pulsations proches de celles de l’impulsion excitatrice
« masque » ce champ, dont les propriétés ne se révèlent que lentement, au fur et à mesure qu’il se déphase avec
le régime transitoire.

3.1.5 Régime libre

Nous avons vu ci-dessus qu’en régime harmonique, aux grandes valeurs deK, les contributions des modes
symétriques et antisymétriques à t̃(K,ω′

sp) décroissent en e−Kh et sont opposées. Ainsi t̃(K,ω′
sp) est pro-

portionnel à la différence de leurs modules, et varie asymptotiquement en e−2Kh (ordre suivant d’un déve-
loppement limité en e−Kh). Nous allons voir qu’en régime libre, il est possible d’obtenir un ëltre présentant
des battements, dont l’enveloppe supérieure décroit en e−Kh, et non plus e−2Kh.

Nous étudions tout d’abord le cas d’un régime libre après un régime harmonique à la pulsation ω′
sp, la

dépendance temporelle de la charge source est alors décrite par f(t) = H(−t)e−iω′
spt, voir ëgure 3.11. Une

8 6 4 2 0 2 4
t (ps)

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

R
e[
f(
t)

]

F 3.11 – Partie réelle de l’impulsion source en régime libre f(t) = H(−t)e−iω′
spt. Tirets noir : enve-

loppe des oscillations. L’échelle des oscillations n’est pas respectée.

solution particulière de (3.15) est alors

αS,p,K(t) =
H(−t)e−iω′

spt

ω′
sp − ωS,K

, (3.21a)

αA,p,K(t) =
H(−t)e−iω′

spt

ω′
sp − ωA,K

. (3.21b)

Là encore, cette solution particulière n’est pas continue en 0, et il faut lui adjoindre une solution homogène
de la forme donnée par (3.18a). En écrivant αS,p,K(0−) = αS,p,K(0

+) + αS,h,K(0
+) et αA,p,K(0−) =
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αA,p,K(0+) + αA,h,K(0+), on trouve ënalement

αS,K(t) =
H(−t)e−iω′

spt +H(t)e−iωS,Kt

ω′
sp − ωS,K

, (3.22a)

αA,K(t) =
H(−t)e−iω′

spt +H(t)e−iωA,Kt

ω′
sp − ωA,K

. (3.22b)

Pour t < 0, ces deux amplitudes oscillent à la même pulsation ω′
sp. Comme expliqué au début de la sec-

tion 3.1.4, aux grands K, les contributions des termes symétriques et antisymétriques à Π(K, t) (voir équa-
tion 3.13b) décroissent asymptotiquement en e−Kh mais sont opposées, de sorte que leur somme décroît en
e−2Kh. Pour t > 0, ces deux amplitudes n’oscillent plus à la même pulsation. Leur somme, approximative-
ment égale au ëltre Π(K, t), présente ainsi des battements, dont la période est représentée sur la ëgure 3.9. À
t = 0, dans la continuité du régime harmonique à t < 0, les amplitudes αS,K(t) et αA,K(t) sont opposées
et les battements sont à leur minimum. Il est nécessaire d’attendre une demi-période de leur battement aën
que leur valeur maximale soit atteinte. Toutefois, la décroissance exponentielle au cours du temps, due aux
parties imaginaires de ces pulsations, augmente la difficulté à observer les fréquences spatiales élevées.

Le ëltre résultant s’écrit

Π(K, t) = H(−t)e−iω′
sptt̃(K,ω′

sp) +H(t)

[
RS,K

e−iωS,Kt

ω′
sp − ωS,K

+RA,K
e−iωA,Kt

ω′
sp − ωA,K

+ t.a.r.

]
(3.23)

où les termes antirésonants se déduisent des deux termes qui précèdent de la même manière que (3.13b).
Il est représenté sur la ëgure 3.12. Le ëltre en régime harmonique t̃(K,ω′

sp) est également représenté pour
comparaison. On remarque que l’enveloppe supérieure des battements de Π(K, t) est plus large que le ëltre
en régime harmonique, ce qui permet d’obtenir une résolution plus importante. Là encore, l’enveloppe des
battements décroît exponentiellement au cours du temps, et la résolution sera en pratique limitée par le rapport
signal sur bruit. Toutefois, contrairement au cas de l’impulsion FC de la partie précédente, la source qui éclaire
les objets est éteinte aux instants où l’on observe le champ. On est en quelque sorte dans une situation de
détection sur fond sombre, pour laquelle on s’attend à ce que le bruit soit moindre (moins de bruit engendré
par la source).
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F 3.12 – Filtre des fréquences spatiales du potentiel en régime libre après arrêt du régime harmonique
à t = 0. Les couleurs correspondent aux mêmes instants que la ëgure 3.10. Trait continu épais : ëltre en
régime harmonique (voir ëgure 3.4). Tirets noirs : enveloppe des battements de |Π(K, t)|. Les courbes en
couleur ont été tronquées pour plus de clarté (à K = 1, 2, 3 et 4 rad.µm−1 pour les courbes correspondant
respectivement à t = 2, 4, 8 et 16 ps). Encart : même graphique avec une échelle logarightmique en ordonnée.
Même échelle en abscisse, ordonnée de 10−3 à 1, 5.
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3.2 Images de sources ponctuelles

Dans la section précédente, nous nous sommes intéressés aux fonctions Π(K, t) qui ëltrent spatialement
le potentiel de l’image formée par la superlentille. Nous avons pu mettre en évidence qu’en régime libre et à
l’aide d’une impulsion « fréquence complexe » (« FC »), il est possible d’accéder à des fréquences spatiales plus
élevées qu’en régime harmonique. Nous allons maintenant étudier les images que l’on peut former dans ces
différents cas.

Pour cela, nous cherchons à déterminer l’image d’un diffuseur ponctuel disposé dans un plan parallèle au
ëlm, à sa proximité. Un champ incident éclaire le système et est diffusé par cet objet. On assimile ce champ
diffusé à celui d’un dipôle (voir ëgure 3.13). On déduit tout d’abord le potentiel ˜̃φ(r, t) créé par ce dipôle

h Film,

Plan d’observation

z

d2rIndice n

h2h
Film,
ε(ω)

Plan des sources

O
d1

E

Champ incident

r
0

ρ
0

ρ

Indice n

F 3.13 – Système considéré aën d’étudier l’effet de superlentille en champ proche. Le ëlm, d’épaisseur
h, compris entre les interfaces en z = 0 et z = h, est constitué d’un matériau de constante diélectrique ϵ(ω)
et est non magnétique (µ = 1). Il est inëniment étendu dans les directions x et y. Il est situé dans un milieu
d’indice optique n. Le plan des sources, ou plan objet, dans le milieu extérieur, est situé à une distance d1
du ëlm (son équation est z = −d1.) On ne considère ici que des sources dirigées selon la direction z. Le
plan d’observation, ou plan image, dans le milieu extérieur également, est situé à une distance d2 du ëlm
(son équation est z = h + d2.) Les plans des sources et d’observation sont séparés d’une distance totale
d1+h+d2 = 2h. Une onde incidente est à l’origine de dipôles induits au niveau des objets que l’on souhaite
imager. On modélise ces objets par des dipôles ponctuels. Pour représenter les résultats obtenus, on choisit un
ëlm constitué de carbure de silicium, d’épaisseur h = 440 nm, entouré d’un milieu d’indice n = 1.
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du potentiel φ̃(r, t) d’une charge ponctuelle en lui appliquant l’opérateur p0.∇r0 , où r0 désigne à la fois la
position de la charge source et du dipôle, et p0 est le moment dipolaire du dipôle induit,

˜̃φ(r, t) = p0.∇r0φ̃(r, t) (3.24)

soit
˜̃φ(r, t) =

p0
4πϵ0

.

∫ ∞

0
dK∇r0

{
J0(Kρ)e

−K[z−(z0+2h)]
}
Π(K, t). (3.25)

On a r0 = −→ρ 0 + z0ẑ. Aën d’introduire −→ρ 0, la partie parallèle de la position de la charge et du dipôle, dans
φ̃(r, t) pour le calcul de ∇r0 , on pose ρ = |−→ρ −−→ρ 0| où −→ρ désigne la partie parallèle au ëlm du point
d’observation r.

On déduit le champ électrique E(r, t) de ˜̃φ(r, t) en calculant le gradient de ˜̃φ(r, t),

E(r, t) = −∇r ˜̃φ(r, t) (3.26a)

= − 1

4πϵ0

∫ ∞

0
dK∇r∇r0

{
J0(Kρ)e

−K[z−(z0+2h)]
}
p0Π(K, t), (3.26b)

où la juxtaposition∇r∇r0 correspond à un produit tensoriel. Dans l’annexe E.2, on retrouve rigoureusement
cette expression à partir du tenseur de Green retardé pour le champ électrique du système considéré.

À noter que par la suite, sur les ëgures 3.14 à 3.17, les champs tracés correspondent à 4πϵ0
p0

E(r, t), en
µm−3, où p0 est le module du moment dipolaire p0. Ainsi, les champs au carré en unité arbitraire sont
calculés à partir de 4πϵ0

p0
E(r, t) et sont en µm−6.

3.2.1 Impulsion fréquence complexe

On a représenté l’intensité obtenue dans le plan image (voir ëgures 3.3 et 3.13) dans le cas de dipôles
source parallèles sur les ëgures 3.14(a,b), et perpendiculaire au ëlm, ëgures 3.14(c,d). On remarque que les
images obtenues dans le cas d’un dipôle source perpendiculaire au ëlm ont une largeur à mi-hauteur plus
petite que dans le cas parallèle. La résolution s’améliore encore si l’on ne s’intéresse qu’à la composante Ez du
champ électrique, ëgures 3.14(e,f ).

La largeur à mi-hauteur dans les conëgurations traitées sur la ëgure 3.14, ainsi que la valeur maximale du
module du carré du champ, sont étudiées plus en détails sur la ëgure 3.15. Cette ëgure représente l’évolution
de ces deux grandeurs au cours du temps (a et b), ainsi que la FWHM en fonction de la valeur maximale du
champ.

Les tracés d’intensité (ëgures 3.14a-d) font ressortir la présence de « pieds » importants en plus du pic
principal, que l’on ne retrouve que dans une moindre mesure dans le cas d’un dipôle perpendiculaire en
observant la composante Ez du champ électrique (ëgures 3.14e et 3.14f ).
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(a) (b) 

(c) (d) 

(e) (f) 

F 3.14 – Pour une impulsion FC, champ dans le plan image à différents instants, d’un dipôle source
parallèle (a,b) ou perpendiculaire au ëlm (c-f ). Champs représentés : « intensité » ⟨E2(ρ, t)⟩ (a-d), ⟨E2

z (ρ, t)⟩
(e,f ). Trait épais noir : régime harmonique. Couleur : impulsion FC à différents instants (légénde sur (b), les
couleurs correspondent aux mêmes instants que la ëgure 3.10). Sur les ëgures de droite, chaque courbe est
normalisée par son maximum.
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(a) (b) 

(c) (d) 

F 3.15 – Largeur à mi-hauteur et atténuation de l’image d’un dipôle source, pour une impulsion FC.
(a) : évolution de la largeur à mi-hauteur (FWHM) de l’image en fonction du temps (trait continu) et FWHM
en régime harmonique – indépendante du temps – pour comparaison (tirets). (b) : valeur minimale du module
du carré du champ (cf. notes de la ëgure 3.14) en fonction du temps (trait continu) et en régime harmonique
(tirets). Les traits cyan et rouge (dipôle parallèle, courbes inférieures), et bleu et vert (dipôle perpendiculaire,
courbes supérieures), sont proches et paraissent superposés sur cette ëgure. (c) : graphe FWHM en fonction
de la valeur minimale du module du carré du champ (trait continu) et valeurs obtenues en régime harmonique
(ronds). Pour une valeur de champ mesurable, ce graphe donne la FWHM accessible. La droite de chaque
courbe correspond aux premiers instants, la partie gauche aux temps plus grands. (d) : idem, la FWHM et les
valeurs maximales du champ sont normalisées par les valeurs en régime harmonique. Le champ ⟨E2

z (ρ, t)⟩
pour un dipôle parallèle (cyan) n’est pas tracé sur la ëgure 3.14.
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3.2.2 Régime libre

Les champs obtenus dans le cas du régime libre sont représentés pour les mêmes conëgurations que l’im-
pulsion FC sur la ëgure 3.16. La résolution s’améliore dès les premiers instants. On constate la présence de
« pieds » importants sur les ëgures d’intensité (ëgure 3.16,a-d), que l’on ne retrouve que dans une moindre
mesure en observant la composante Ez du champ électrique dans le cas d’un dipôle perpendiculaire (ë-
gures 3.16,e et f ).

3.2.3 Comparaison et évolution de la largeur à mi-hauteur au cours du temps

Sur la ëgure 3.18, on a superposé les courbes des ëgures 3.15(c,d) et 3.17(c,d). Comme on peut le voir
sur cette ëgure, le régime libre permet d’atteindre des faibles FWHM avec des champs plus importants que
l’impulsion FC.

Sur les ëgures 3.15(a) et 3.17(a), la FWHM décroît au cours du temps. Cette FWHM tend vers 0, ce que
l’on peut voir sur la ëgure 3.19. Cette ëgure représente l’inverse de la FWHM en fonction du temps, avec le
temps en échelle logarithmique. On voit ainsi qu’après un premier régime où la FWHM est constante, son
inverse évolue en A + B ln t, où A et B sont des constantes. Ainsi, asymptotiquement, et la FWHM tend
vers 0 – à un rythme extrèmement lent qui varie en 1/ ln t.
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(a) (b) 

(c) (d) 

(e) (f) 

F 3.16 – En régime libre, champ dans le plan image à différents instants, d’un dipôle source parallèle
(a,b) ou perpendiculaire au ëlm (c-f ). Voir notes de la ëgure 3.14.
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(a) (b) 

(c) (d) 

F 3.17 – Largeur à mi-hauteur et atténuation de l’image d’un dipôle source, en régime libre. Cf. notes
de la ëgure 3.15.
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F 3.18 – Comparaison des graphes FWHM / valeur maximale du champ pour une impulsion FC et en
régime libre. Voir notes de la ëgure 3.15 pour l’interprétation de ces courbes. Trait continu : impulsion FC,
tirets : régime libre.
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F 3.19 – Évolution de l’inverse de la FWHM au cours du temps. Inverse de la largeur à mi-hauteur
en fonction du temps. Le temps t est en échelle logarithmique. Trait continu : impulsion FC, tirets : régime
libre. Voir ëgure 3.18 pour la légende.
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Conclusion

L’analyse de la relation de dispersion suggérait que des fréquences complexes permettent d’accèder à des
ondes de surface de grand vecteur d’onde, et donc à une superrésolution. Ceci conduit à penser que si l’on
éclaire avec un faisceau ayant une structure temporelle judicieusement choisie, on peut améliorer la résolution
spatiale. On a étudié ces idées dans le domaine spatial et temporel. On a montré qu’il est effectivement possible
d’améliorer la résolution. Une augmentation de la résolution de 50% par rapport au régime harmonique peut
être obtenue sur la largeur à mi-hauteur au prix d’une baisse de signal de 4 ordres de grandeur. L’augmentation
de résolution est potentiellement inënie, mais elle s’accompagne cependant d’une chute drastique du signal
(ëgure 3.18, droite).
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Dans ce chapitre, à partir d’une expression du champ des ondes de surface sous forme de somme de
modes obtenue dans le chapitre 1, on détermine l’énergie associée à chacun de ces modes, puis on les quantiëe
canoniquement, chacun d’entre-eux étant analogue à un oscillateur harmonique – comme les modes du champ
électromagnétique du vide (L 2000). On obtient alors une expression des opérateurs associés au champ
des ondes de surface, qui permet, dans le chapitre 5, de modéliser l’émission et l’absorption de phonons-
polaritons de surface par transitions inter- et intrasousbandes des électrons d’un puits quantique.

Nous serons amenés au cours de ce chapitre à déënir un facteur de Purcell associé à l’émission d’ondes
de surface. Nous donnerons une expression de ce facteur de Purcell à partir du formalisme quantique que
l’on développera, ainsi qu’à partir de l’expression du champ des ondes de surface dans le cas d’une fréquence
complexe, obtenue au chapitre 1. Le traitement quantique négligeant les pertes des ondes de surface, une
comparaison des deux facteurs de Purcell permettra d’estimer dans quelle mesure ce traitement quantique
s’applique en présence de pertes.

La suite de ce chapitre et l’annexe F qui l’accompagne correspondent au contenu de (A et al.
2010), auquel le lecteur peut se reporter s’il le souhaite.



76 Chapitre 4. Quantiícation des ondes de surface [Phys. Rev. B 82, 035411 (2010)]

4.1 Introduction originale

Quantum theory of light is a useful tool to describe microscopic interactions between light and matter.
e electromagnetic state is represented by photon number states and the electromagnetic ëeld becomes
an operator(L 2000). Such a description of light provides a quantitative description of absorption,
spontaneous and stimulated emission of photons by a two-level system. In particular, it allows to derive a
quantitative treatment of light ampliëcation. It also predicts pure quantum effects, such as photon coalescence
or antibunching. Quantum theory of light can be extended to non-dispersive and non-lossy media. Each
photon in the material corresponds to the excitation of a mode characterized by a wave vector k and circular
frequency ω, such as k = nω/c, where n is the refractive index of the medium and c the light velocity in a
vacuum. It is the purpose of this paper to introduce a quantiëcation scheme for surface waves propagating
along an interface.

It is well known that electromagnetic surface waves called surface plasmons exist at interfaces between
metals and dielectrics(R 1988). eir quantum nature has been demonstrated by energy loss spectro-
scopy experiments on thin metallic ëlms reported by Powell and Swan(P et S 1959). Single optical
plasmons have been excited recently along a metallic nanowire(A et al. 2007 ; K et al. 2009)
Surface plasmons are associated with collective oscillation of free electrons in the metal at the surface. Simi-
lar electromagnetic ëelds exist also on polar materials and are called surface phonon-polariton. Both surface
plasmon-polaritons and surface phonon-polaritons propagate along the interface and decrease in the direction
perpendicular to the surface. Such a resonance is therefore called surface wave in a more general way. Most
studies deal with a plane interface between air or vacuum and a non-lossy material. In this case, it is well
known(R 1988) that a surface wave can exist if the dielectric constant ϵ(ω) has a real part lower than
−1.

Losses are often a serious limitation for many practical applications envisionned for surface plasmons.
is problem could be circumvented by introducing gain in the system. Studies have been made in such a
way with metallic nanoparticles embedded in a gain medium both numerically with dye molecules (S et
L 2006) or quantum dots B et S 2003 ; L et al. 2005 and experimentally N
et al. 2007. Seidel et al. reported the ërst experiment demonstrating the ampliëcation of surface plasmons
on a ìat silver ëlm surrounded by a solution of dye molecules S et al. 2005. Since then, a few studies
have dealt with stimulated emission of surface plasmons on ìat interfaces both experimentally (A et al.
2008b ; N et al. 2008) and theoretically D L et B 2008. Such works have paved the way
to active plasmonics (A et al. 2008a ; MD et al. 2008 ; C et B 2009) and na-
nolasers (P et al. 2005 ; B et S 2004) or more precisely to spasers (B et
S 2003 ; Z et al. 2008), or surface plasmon ampliëcation by stimulated emission introdu-
ced by Bergman and Stockman and demonstrated experimentally recently(N et al. 2009 ; O
et al. 2009).

It is clear that a quantum treatment of surface plasmon could be useful for many applications. For instance
an efficient single photon emitter could be optimized(B et al. 2002). A quantum treatment allows to
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model stimulated emission and therefore to specify gain conditions and laser operation. It could also allow
to analyse pure quantum effects for surface plasmons such as single plasmon interferences, quantum corre-
lationsF et al. 2006, bunching, strong coupling regimeC et al. 2006 ; G et V 2007
or single photon excitation of surface plasmonA et al. 2002 ; M et al. 2004 ; F et al.
2005 ; T et al. 2008. To our knowledge, the ërst quantization scheme for surface plasmon on a metallic
surface has been reported by Elson and Ritchie E et R 1971. In their work, the metal is characte-
rized by a non-lossy Drude model so that real optical properties cannot be included. Using Green’s approach,
Gruner and Welsch introduce a quantization scheme for electromagnetic ëelds in dispersive and absorptive
materials (G et W 1996). It should hence be possible to quantize the ëeld associated with sur-
face waves using their model. Note that due to losses, they cannot obtain operators for modes but only local
operators : one recovers the usual creation/annihilation operators in the limit of zero losses. A related work,
reported in the early nineties by Babiker et al., dealt with the quantization of interface optical phonons in
quantum well, which could appear also as a conëned surface phonon in a heterostructureB et al. 1993.

In this paper, a quantization scheme that is not based on a speciëc model of the dielectric constant is
introduced. e aim is to quantize the ëeld by accounting for the experimental dispersion properties of the
medium. e procedure follows the quantization scheme for photons in a vacuum. We will ërst introduce a
classical mode description of the surface waves and discuss the dispersion relation. A key issue for quantization
is the deënition of the energy of surface waves for dispersive lossy media. e problem of electromagnetic
energy in a dispersive and lossy medium has been recently addressed in a paper by Stallinga (S
2006). e third section addresses the problem of the electromagnetic energy associated with surface waves
in a simpler case following Landau and Lifchitz for non-lossy dielectric material L et L 1984.
e quantization scheme is ënally described in the fourth section. In order to check our results, we apply
our formalism in the ëfth section to the calculation of the spontaneous emission of a two-level system in the
presence of surface plasmons. e Purcell factor (i.e. the local density of states normalized by the vacuum
density of states) and Einstein’s coefficients are also derived using this model.

4.2 Modal description of surface waves

Let us consider surface waves propagating on a plane interface at z = 0 separating two semi-inënite
media (Fig. 4.1). One of them is a vacuum or air and the second is a metal or a polar material. A surface mode
is characterized by its circular frequency ω and the projection of the wave vectorK on the plane perpendicular
to the z-axis. e material has a dielectric constant ϵ(ω). We use Coulomb’s gauge (divA(r, t) = 0) to write
the magnetic and electric ëelds :

B(r, t) = ∇×A(r, t) (4.1)

E(r, t) = −∂A(r, t)
∂t

(4.2)

e ëeld produced by any distribution of sources in the presence of an interface can be computed using
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z 

K, ω 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j=2, ε(ω) 

Vacuum, j=1 

K 

F 4.1 – Surface wave on a plane interface. e surface mode is characterized by its circular frequency ω
and the projection of the wave vector along the interface K. K̂ and ẑ are unit vectors along and perpendicular
to the plane interface respectively.

Green’s tensor. By extracting the pole contribution, it is possible to derive the general form of the surface
plasmon ëeld. e details of this procedure can be found in (A et al. 2009). e corresponding
vector potential can be cast in the form :

A(r, t) =
∫

d2K
(2π)2

αKuK(z) exp(iK.r) exp(−iωspt) + c.c. (4.3)

where c.c. stands for complex conjugate. In this equation, K is a real wave vector parallel to the interface and
the circular frequency ωsp is a complex root of the equation :

K =
ω

c

√
ϵ(ω)

ϵ(ω) + 1
(4.4)

e term αK is an amplitude associated with wave vector K in the decomposition. e vectors uK(z) are
given by :

uK(z) =
1√

L(ωsp)
exp(iγjz)

(
K̂− K

γj
ẑ
)

(4.5)

where L(ωsp) has the dimension of a length and will be ëxed later by Eq. (F.66) to normalize the energy of
each mode. γj is the projection of the wave vector along the z-axis, j = 1 in the region z > 0, and j = 2 in
the region z < 0, so that γ2j = ϵj(ωsp)ω

2
sp/c

2 −K2. e sign of γj is then chosen such as the ëeld goes to
zero when z goes to ±∞. Let us note that in the non-lossy case, γ1 and γ2 are purely imaginary, so that the
electric ëeld decays exponentially along the z-axis. K̂ and ẑ are unit vectors directed along K and the z-axis
respectively.

Figure 4.2 shows the dispersion relation of surface plasmons as well as the variation of the imaginary part
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F 4.2 – (Color online). Dispersion relation of a surface plasmon on a plane interface between air and
silver (solid line, left axis) and variation of the imaginary part of ω (dashed line, right axis). e dispersion
relation has been obtained using the silver dielectric constant given in Appendix F.1

of the frequency withK on a plane interface of silver. To perform the calculations when a complex frequency
is needed, it has been useful to ët the experimental values of the dielectric constant ϵ(ω) given by (P et
G 1998) with an analytical model. e real part of the silver dielectric constant is very well represented
by a Drude model given in (A et al. 2008a). For the imaginary part we add to this Drude model a
conductivity term, so that the modelized dielectric constant is in very good agreement with the experimental
data. e model we used is given in appendix F.1. In this example, Im(ωsp) is small, less than 5%, comparing
to Re(ωsp). In other words, the lifetime of the surface mode is long enough to have a few tens of periods for
the oscillating electromagnetic ëeld on the asymptotic part of the dispersion relation and hundreds of periods
on the linear part, close to the light cone. Note that this point seems to be rather general. Indeed we found
similar ratios for many other materials supporting surface waves.

From the dispersion relation, it is possible to derive the density of states. To this aim, it is convenient to
introduce a virtual box, which is in fact a virtual square in the x− y plane of sides Lx and Ly and size S =

Lx×Ly. Born-Von Karman’s conditions yields a quantized value of the wave vectorKx = nx2π/Lx,Ky =

ny2π/Ly, where nx,y are relative integers. Let us note that a different expansion of the surface plasmon
ëeld can be used with a complex wave vector and a real frequency as discussed in (A et al.
2009). We stress here that the Born-von Karman procedure imposes a real wave vector. It follows that the
relevant dispersion relation has no backbending as seen in Fig. 4.2. e reader is refered to (A
et al. 2009) for more details. Substituting the discrete sum 1

S

∑
K over the quantized wave vector K and the

discrete amplitude SAK to
∫ d2K

(2π)2
and αK respectively, the vector potential can be cast as

A(r, t) =
∑
K

AKuK(z) exp(iK.r) exp(−iωt) + c.c. (4.6)

where we have omitted the subscript sp for the circular frequency ω. We can insert this form in Eqs. (4.1)
and (4.2) to obtain the electric and magnetic ëelds. Introducing the notations kj = K + γj ẑ and bK(z) =
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kj × uK(z), we have :

E(r, t) = i
∑
K

ωAKuK(z) exp(iK.r) exp(−iωt) + c.c. (4.7a)

B(r, t) = i
∑
K

AKbK(z) exp(iK.r) exp(−iωt) + c.c. (4.7b)

4.3 Energy of a surface wave

e quantization procedure is based on the fact that the energy of the ëeld has the structure of a sum of
harmonic oscillators. It is thus a key issue to derive the energy of the surface plasmon ëeld. In this section, we
give a brief outline of the derivation and leave the details to appendix F.2 and F.5. In a vacuum, the energy
density is given by(J 1999) :

u1 =
ϵ0
2
E2(r, t) +

1

2µ0
B2(r, t) (4.8)

e electromagnetic energy in a lossy dispersive material is a more subtle issue. is problem has been
addressed for the ërst time by Brillouin(B 1960). He considered a very simple case, with two perfectly
monochromatic waves in the material. Landau and Lifchitz analysed(L et L 1984) the energy
of an electromagnetic ëeld in a non-lossy dispersive medium, whose frequencies form a narrow continuum
around the mean frequency ω0. ey dealt with ëelds such as E = E0(t) exp(−iω0t), E0(t) varying slowly
over the period 2π/ω0. In the appendix, we follow this method. e main idea is to derive the work done
by an external operator to build adiabatically the ëeld amplitude. is work is equal to the total amount of
electromagnetic energy of the surface waves for a non-lossy medium. Note that more recently, Stallinga derived
an expression of the energy for dispersive and lossy materials(S 2006). e result is the same provided
that ϵ is replaced by Re(ϵ). is suggests that it is possible to neglect losses in the calculation of the energy.
Actually, it is essential to deal with a non-lossy medium to have well-deëned modes. A key issue regarding this
approximation is whether the dispersion relation is modiëed by the presence of losses. Indeed, the density
of states critically depends on the dispersion relation. We compared the dispersion relation obtained using
Re(ωsp) for a lossy medium with the dispersion relation with a non-lossy medium in the case of silver. We
found a relative difference between the two dispersion relations always less than 1.5× 10−3.

We will thus neglect the losses of the medium in the derivation of the energy. e calculation outlined in
appendix F.2 gives the total energy of the surface waves :

U =
∑
K

ϵ0ω
2S [AKA

∗
K +A∗

KAK] . (4.9)

We emphasize that this convenient expression for the energy is obtained using the right normalization condi-
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tion on L(ω) or equivalently on uK(z) given respectively by Eqs. (F.66) and (F.69).

4.4 Quantization of surface waves

We now turn to the quantization of the electromagnetic ëeld of surface plasmons. We ërst notice that
the expression ϵ0ω2S [AKA

∗
K +A∗

KAK] of the energy for each mode K, has the structure of the energy of a
harmonic oscillator, hence the quantized hamiltonian :

Ĥ =
∑
K

ℏω
2

[
âKâ

†
K + â†KâK

]
(4.10)

with the equivalence

AK →
√

ℏ
2ϵ0ωS

âK (4.11)

A∗
K →

√
ℏ

2ϵ0ωS
â†K. (4.12)

e surface wave ëeld is thus quantized by association of a quantum-mechanical harmonic oscillator to
each mode K. We introduce â†K and âK which are respectively the creation and annihilation operators for the
mode K. As in the harmonic oscillator theory, â†K and âK act on surface wave number states |nK⟩ which are
eigenvectors associated with eigenvalues (nK +1/2)ℏω of the Hamiltonian (nK is an integer). Operators â†K
(respectively âK) allow to create (respectively destroy) a quantum of energy ℏω according to the operating
rules(L 2000) :

â†K|nK⟩ =
√
nK + 1|nK + 1⟩ (4.13)

âK|nK⟩ =
√
nK|nK − 1⟩ (4.14)

Different surface modes are independent so that their associated operators commute :

[âK, â
†
K′ ] = δK,K′ . (4.15)

We can now write the ëelds as operators acting on the surface plasmon number quantum states |nK⟩ :

Ê(r, t) = i
∑
K

√
ℏω
2ϵ0S

uK(z) âK exp(iK.r) exp(−iωt) + h.c. (4.16)

B̂(r, t) = i
∑
K

√
ℏ

2ϵ0ωS
bK(z) âK exp(iK.r) exp(−iωt) + h.c. (4.17)

where h.c. denotes the hermitian conjugate.
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4.5 Emission rates : comparison with the classical case, Einstein’s coefficients

4.5.1 Spontaneous emission of a dipole above a metallic interface

e quantization scheme that we have introduced allows to derive an expression of the electromagnetic
ëeld using operators. Hence, we can write interaction hamiltonians and describe the coupling between light
and matter. In order to test this quantization procedure, we performed the calculation of the lifetime of a
two-level system placed in the vicinity of a metal-vacuum interface so that surface plasmons can be excited.
is result is interesting as the lifetime can also be computed using a classical approach as shown for instance
by Ford and Weber (F et W 1984). More speciëcally, they showed how to ënd the surface plasmon
contribution to the lifetime by extracting the pole contribution. By comparing both results, we can assess the
validity of the quantum theory of surface plasmon within the approximation of a dispersive but non-lossy
medium.

4.5.1.1 Quantum calculation

In the quantum approach, we ërst derive the decay rate associated to the spontaneous emission of surface
plasmons of a two-level quantum system close to an interface, using Fermi’s golden rule. is gives the surface
plasmon spontaneous emission rate as a function of the matrix element ⟨2|D̂|1⟩ = D12 of the dipole moment
operator D̂. e details of the calculation are given in appendix F.3.

We obtain the following expression for the spontaneous emission rate :

γspont(D12, ω0, z) =
ω0|D12|2

2ϵ0ℏ
K

dK
dω

1

Leff (z, d12, ω0)
(4.18)

in which d12 = D12/|D12| is the (possibly complex) polarization of the dipole, d12,z = d12 .̂z, d12,// =

d12 − d12,z ẑ. We introduced the effective length of the surface plasmon mode Leff (z, d12, ω0),

1

Leff (z, d12, ω0)
=

exp(2iγ1z)
L(ω0)

[
1

2
|d12,//|2 − ϵ(ω0)|d12,z|2

]
. (4.19)

It will be seen later that this length allows to deëne an effective volume of the plasmon mode.

For comparison with the classical calculation, we normalize γspont(D12, ω0, z) with the spontaneous
emission rate of the same two-state quantum system in a vacuum, given by(L 2000) γ0spont =

ω3
0 |D12|2
3πϵ0ℏc3 .

is gives the Purcell factor associated to the emission of surface plasmons :

FP (d12, ω0, z) =
3πc3

2ω2
0

K
dK
dω

1

Leff (z, d12, ω0)
(4.20)

which does not depend anymore on the amplitude of D12, but only on its polarization d12, its frequency ω0

and its distance to the interface z. As expected, the Purcell factor decreases exponentially as the dipole goes
farther from the interface, and can have rather high values (see Fig. 4.3 and comments below) as ω0 gets closer
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to the asymptotic frequency of surface plasmons if the dipole is not too far from the interface.

is Purcell factor can also be cast under the form :

FP (d12, ω0, z) = ω0 g(ω0)
λ30

Veff (z, d12, ω0)

3

8π
(4.21)

where the (global) density of states of surface plasmons g(ω) is given by g(ω) = S K
2π

dK
dω andVeff (z, d12, ω0) =

SLeff (z, d12, ω0) is the volume of the surface plasmon modes of frequency ω0 for a dipole polarization d12
in which the emission occurs. Eq. (4.21) is thus similar to the Purcell factor FP of a dipole interacting with
a single damped mode(P et al. 1946). (FP = Qλ3

V
3

4π2 , or equivalently FP = ωg(ω)λ
3

V
3
8π using the

density of states of the single mode at resonance, g(ω) = 2
π
Q
ω .)

When dealing with an isotropic distribution of dipoles, the average of the rate of spontaneous emis-
sion (4.18), over the orientations of the dipole D12, should be considered. Let us ërst introduce the total
effective length of the surface plasmon mode, deëned as the inverse of the average of 1

Leff (z,d12,ω0)
over the

directions of d12 :
1

Leff,total(z, ω0)
=

1

3

exp(2iγ1z)
L(ω0)

[1 + |ϵ(ω0)|] , (4.22)

Calculating the averaged rate of spontaneous emission then amounts to replacingLeff (z, d12, ω0) byLeff,total(z, ω0)

in Eq. (4.18) :

γspont,total(|D12|, ω0, z) =
ω0|D12|2

2ϵ0ℏ
K

dK
dω

1

Leff,total(z, ω0)
. (4.23)

More details are given in appendix F.3.

4.5.1.2 Classical approach

In the previous section, we considered a two-level quantum system having a given polarization d12 and
Bohr circular frequency ω0, and we normalized its spontaneous emission rate by its value in a vacuum. e
power radiated by a classical harmonic dipole having the same polarization d12 and a circular frequencyω0 can
also be normalized by its value in a vacuum. Both expressions give the normalized local density of states, which
is a classical quantity. ey are therefore equal, that is the normalized radiated power gives the normalized
spontaneous emission rate. e normalized radiated power can be expressed as a function of Green’s tensor
←→
G (r, r′, ω) of the system :

FP,cl(d12, ω0, z) =
6πc

ω0
Im
[
d∗12.
←→
G (zẑ, zẑ, ω0)d12

]
. (4.24)

Following the steps detailed in (A et al. 2009), the pole contribution
←→
G sp of Green’s tensor

of a plane interface can be derived, and inserted in Eq. (4.24). We use here the pole contribution of the surface
plasmon with a complex frequency (see (A et al. 2009)). e details of the calculation are given
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in appendix F.4. One ënds for the normalized radiated power in the non-lossy case :

FP,cl(d12, ω0, z) =
3πc3

ω3
0

K3 dK
dω

R(K,ω0) exp(2iγ1z)
[
1

2
|d12,//|2 − ϵ(ω0)|d12,z|2

]
. (4.25)

Using Eq. (F.71) and comparing Eq. (4.25) to Eq. (4.20), we see easily thatFP (d12, ω0, z) = FP,cl(d12, ω0, z).
We thus recover the quantum spontaneous emission rate in the non lossy limit of the above classical approach.
is result is not surprising. Indeed the normalized spontaneous emission rate yields the local density of states.
e latter is a classical quantity. In the quantum approach, it has been calculated using the dispersion relation.
In the classical approach, it has been calculated using the Green’s tensor. We have thus checked that the mode
approach and the Green’s formalism approach are equivalent. We now go one step further and compare the
quantum approach (without losses) with the Green’s tensor approach that accounts for losses. We compute
the spontaneous emission rate for both cases in order to assess the role of losses.

4.5.1.3 Comparison with the lossy case

e lossy and non lossy emission rates are compared using Eqs. (4.20) and (F.40). e result is seen on
Fig. 4.3 for a dipole located at three different distances of a silver surface (10, 75 and 250 nm). It appears that
the differences between both curves in this case are still very small as long as the frequency is not too close
from the asymptote of the dispersion relation. is is not surprising considering the fact that at this asymptotic
value the losses are the most important. Moreover, when the distance between the dipole and the interface
increases, the part of the electromagnetic ëeld due to the higher surface plasmons wave vector decreases, so
that the part due to the surface plasmons lying on the linear part of the dispersion relation is more important.
As seen in Fig.4.2, these surface waves have less losses and the quantum approach is thus more accurate. It
follows the important conclusion that the non-lossy medium approximation in the quantum treatment is
reasonable to deal with surface waves provided that the frequency is not too close to the asymptotic value.

Note that (F et W 1984) provides an expression for the surface plasmon emission rate of a dipole
close to an interface, which can be compared to ours (details not given here). In the non lossy case, it can be
proved analytically that their results lead to the same normalized emission rate as Eq. (4.20). In the lossy case,
one ënds a normalized emission rate close to the one used here (Eq. (F.40)), although they are not rigorously
equal. Our method gives an expression of the normalized surface plasmon emission rate as a sum over the
modes K (see Eq. (F.36)), which provides a better understanding of the difference between the lossy and the
non lossy cases.

4.5.2 Einstein’s coefficients

A quantum approach for surface waves allows us also to derive easily Einstein’s coefficients for spontaneous
and stimulated emission. e same example of a dipole above the interface is taken. Once again, it is possible
to follow the approach described for photons in (L 2000) for instance. Einstein’s coefficient for surface
plasmon spontaneous emission has already been calculated : A21 = γspont(D12, ω0, z) (see Eq. (4.18)). In
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F 4.3 – (Color online). Normalized emission rate FP of a vertical dipole located at 10 nm (top), 75 nm
(center) and 250 nm (bottom) from the surface when taking into account losses (solid lines) comparing to
the non-lossy cases (dashdotted lines).

order to obtain Einstein’s coefficient for stimulated emission, one needs to start from Eq. (F.28). In this
equation, the term proportional to nK is the matrix element for stimulated emission. We note ⟨W (ω)⟩ the
energy density of the radiation per unit surface and we assume that it varies slowly for frequencies near ω0.
e total energy in the single mode nK is now replaced by :

nKℏω → S

∫
dω⟨W (ω)⟩ (4.26)

e transition rate due to stimulated emission can thus be written :

γstim(D12, ω0, z) =
2π

ℏ2

∫
dω⟨W (ω)⟩ 1

2ϵ0
|D12.uK(r)|2 δ(ω − ω0) (4.27)

It follows that Einstein’s coefficient for stimulated emission in modeK,B21 = γstim(D12, ω0, z)/⟨W (ω0)⟩,
is given by :

B21 =
π|D12|2

ϵ0ℏ2
exp(2iγ1z)
L(ω0)

∣∣∣∣d12,// cosϕ− K

γ1
d12,z

∣∣∣∣2 (4.28)

where d12,// and d12,z are deëned above, and ϕ is the angle between the projection of D12 on the interface
and K. When dealing with an isotropic distribution of dipoles, B12 should be averaged over the directions
of D12, in the same way as in Sec. (4.5.1.1). We get the total Einstein coefficient for stimulated emission in
mode K

B21,total =
π|D12|2

3ϵ0ℏ2
exp(2iγ1z)
L(ω0)

[1− ϵ(ω0)] (4.29)

To describe the ampliëcation of a surface plasmon beam by an amplifying medium, it is interesting to de-
rive the ratio r(ω0, z) = A

(i)
21 (|D12|, ω0, z)/B21,total(|D12|, ω0, z), whereA(i)

21 (|D12|, ω0, z) = γ0spont⟨F
(i)
P,cl(d12, ω0, z)⟩

stands for the total spontaneous emission rate of the dipole close to the interface ((i) denotes interface), and
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γ0spont is given above. It can be computed with Eq. (4.24), using Green’s tensor of a plane interface (this rate
includes all the waves that can be emitted, not only surface plasmons). ⟨·⟩ stands for average over the orienta-
tions d12 of the dipole. r(ω0, z) gives the threshold energy per unit surface Wc(ω0) at which the stimulated
emission rate equals the spontaneous one. It can be written as :

r(ω0, z) = r0(ω0)
⟨F (i)

P,cl(d12, ω0, z)⟩
exp(2iγ1z) [1− ϵ(ω0)]

L(ω0) (4.30)

where r0(ω0) = ℏω3

π2c3
is the ratio of the Einstein’s coefficients in a vacuum. Fig. 4.4 shows r(ω, z) as a

function of ω. From 0 to approximately 35 nm, the ratio decreases, mainly because the (total) spontaneous
emission rate A(i)

21 decreases. Above 35 nm, the ratio increases, as B21 decreases, because of the exponential
decay of the surface plasmon ëeld away from this interface. Note that for a given frequency ω, r(ω0, z) rises
at lower distances for ω closer to the surface plasmon asymptote frequency.
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F 4.4 – (Color online). Ratio of Einstein’s coefficients r(ω, z) for (total) spontaneous emission and
stimulated emission of surface plasmons as a function of the distance to the interface, for several values of ω
(see legend).

ese results can be used to calculate the amount of power that undergoes stimulated emission of surface
plasmons in a gain medium in close vicinity of the silver interface. We consider a parallel beam of surface
plasmons. and suppose that they are excited via a grating or a prism by a He-Ne laser whose emission has a
linewidth of about ∆ω = 10 MHz centered around ω0 = 2 eV, and that they carry P = 1 mW of power per
µm. e spectral power at maximum, assuming a lorentzian proële, is given by Pω(ω0) = P/π∆ω, and the
associated spectral energy per unit surface is W (ω0) = Pω(ω0)/vg = P

π∆ω vg
where vg = dK

dω is the group
velocity of surface plasmons, close to c below the asymptote frequency. e spectral energy per unit surface
at maximum of these surface plasmons is then W (ω0) ≈ P

π∆ω c ≈ 103 ℏ.nm2. is value is far above those
of Fig. 4.4 : stimulated emission in a freely propagating surface plasmon beam is several orders of magnitude
higher than spontaneous emission.
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4.6 Conclusion

In this paper, we have extended previous work on quantization of surface plasmons by introducing a
formalism that can use experimental values of the dielectric constant instead of using a speciëc model for the
free electron gas. e key step is the derivation of the energy of a surface plasmon in a dispersive non-lossy
medium. e standard quantization scheme in Coulomb’s gauge yields the quantum form of the ëeld. is
scheme can be extended in a straigthforward way to thin metallic ëlms. To illustrate the formalism, we have
derived the spontaneous emission rate of surface plasmons by a two-level system placed close to an interface
supporting surface waves as well as Einstein’s coefficients. is quantized theory of surface plasmon will be
useful to analyse speciëc quantum effects such as antibunching, single plasmon interference, quantum cohe-
rence properties, but also to derive the interactions of surface waves with other quantum objects, as quantum
wells for example.
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Les travaux développés dans ce chapitre s’inscrivent dans le cadre d’un projet ënancé par l’ANR et nommé
Lapsus pour « laser assisté par phonons-polaritons de surface » (aujourd’hui, il ne s’agit plus d’un laser, mais
d’une source de rayonnement). Ce projet, démarré en 2007, implique trois laboratoires, le Laboratoire Photo-
nique et Nanostructures (LPN, Marcoussis), l’Institut d’Électronique Fondamentale (IEF, Orsay) et le labora-
toire Charles Fabry. Au LPN, Fabrice Pardo et Jean-Luc Pelouard participent à la conception et à la fabrication
des dispositifs, à l’IEF, Jérôme Saint-Martin et Philippe Dolfus participent à la simulation du comportement
électrique des dispositifs, enën au laboratoire Charles Fabry, Simon Vassant, François Marquier, Jean-Jacques
Greffet et moi-même, participons à la modélisation, à la fabrication et à la caractérisation des dispositifs.

Ce projet est apparu comme une suite logique des travaux précédents de l’équipe de Jean-Jacques Greffet
sur le rayonnement thermique spatialement cohérent (G et al. 2002 ; M et al. 2004). La
source thermique considérée dans ces études est constituée d’un cristal polaire (SiC) sur lequel est gravé un
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réseau. Il a été démontré que la cohérence spatiale du rayonnement a pour origine l’existence de phonons-
polaritons de surface (SPhP) à la surface de ce cristal polaire. Le réseau couple les SPhP, non radiatifs, au
rayonnement. La grande longueur de propagation des SPhP permet de mettre en phase des points éloignés de
la source conduisant à la cohérence spatiale du rayonnement. Dans l’expérience du rayonnement thermique
spatialement cohérent, les SPhP sont excités thermiquement en chauffant le cristal polaire. Le but du projet
Lapsus est d’exciter les SPhP électriquement, via un puits quantique situé à proximité de la surface du cristal
polaire et du réseau, comme décrit sur la ëgure 5.1. Un courant d’électrons circule dans le puits quantique,

GaAs 

Air 

SPhP 

or 
barrière 

puits 

électrons 

rayonnement 

F 5.1 – Idée initiale du projet Lapsus. Des électrons circulent dans un puits quantique, situé à proximité
d’une interface supportant des SPhP. Un recouvrement entre le puits et le champ des SPhP permet aux élec-
trons d’émettre des SPhP (aux énergies considérées, par transitions inter- et intrasousbandes). Ces SPhP sont
couplés aux ondes progressives au-dessus du puits via un réseau. On obtient ainsi une source de rayonnement,
à la fréquence des SPhP de la structure, située dans le domaine térahertz pour le GaAs.

parallèlement aux interfaces du puits. Ce puits est peuplé par modulation de dopage, de sorte que des électrons
sont présents dans la bande de conduction du puits, et permettent le transport d’un courant (W et
V 1991). Le conënement des électrons dans le puits conduit à une quantiëcation de leur quantité de
mouvement dans la direction perpendiculaire aux interfaces, de sorte que dans le puits, les niveaux d’énergie
pour les électrons sont eux-mêmes quantiëés et forment des sousbandes (W et V 1991). Celles-
ci sont représentées schématiquement plus loins sur la ëgure 5.12. Les électrons peuvent émettre des SPhP en
passant d’une sousbande donnée à une sousbande inférieure.

La ëgure 5.2 représente une structure, effectivement fabriquée dans le cadre du projet Lapsus, étudiée
par Simon Vassant (2011) dans le cadre de sa thèse. Cette ëgure illustre le fonctionnement d’une structure
agissant en modulateur dans le domaine térahertz. Ceci constitue une première application de cette structure
dans laquelle les électrons d’un puits quantique interagissent fortement avec des SPhP couplés au rayonnement
via un réseau. Ce point sera abordé dans la partie 5.3.2.

Le but du projet Lapsus est donc de réaliser une structure dans laquelle les électrons d’un puits quantique
interagissent fortement avec des SPhP, eux-mêmes couplés au rayonnement via un réseau. Dans ce chapitre,
nous allons nous intéresser dans un premier temps aux différents SPhP de la structure (ils existent poten-
tiellement à chaque interface), et nous verrons que certains de ces SPhP peuvent interagir fortement avec les
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F 5.2 – Structure réalisée pour le projet Lapsus. La vue en perspective (gauche) et l’agrandissement
(droite) indiquent la géométrie de la structure réalisée. Voir la ëgure 5.24 pour les dimensions des différents
éléments. (Le faisceau incident sur la structure ainsi que la tension appliquée permettent de décrire le fonc-
tionnement en tant que modulateur de la structure et sont donc secondaires ici). Image extraite de (V
et al. 2011).

électrons du puits quantique. Nous verrons que ces SPhP ont des propriétés différentes des SPhP d’une inter-
face simple cristal polaire/air, et présentent des analogies avec les plasmons-polaritons de surface (SPP) d’un
ëlm métallique. Nous modéliserons ensuite leur interaction avec les électrons d’un puits, en nous basant sur
le formalisme quantique développé au chapitre 4. Nous discuterons du phénomène d’absorption résonante
permis par ces modes, et ayant conduit à la réalisation d’un modulateur THz contrôlé électriquement, ainsi
que des premiers calculs de simulation de transport électronique réalisés par l’équipe de l’IEF (voir ci-dessus).
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5.1 Phonons dans les puits quantiques

Lorsque l’on modélise l’interaction électrons-phonons dans les puits quantiques, on décrit généralement
les phonons comme des phonons de volume du matériau du puits (R et V 2002). Lorsque l’on
prend en compte les différentes interfaces de la structure, deux types de phonons, SPhP et phonons conënés, se
substituent en fait aux phonons optiques longitudinaux de volume (« phonons LO»). Ces derniers constituent
le principal canal de désexcitation des électrons dans les puits quantiques, avec des durées de vie de l’ordre de
la picoseconde, voire du dizième de picoseconde. Ceci limite sévèrement la possibilité de réaliser des sources
de rayonnement basées sur des puits quantiques aux longueurs d’onde des phonons. L’énergie transmise aux
phonons est généralement considérée comme perdue (L et C 2000 ; R et V 2002).
En s’appuyant sur un modèle plus précis de ces phonons, le projet Lapsus a pour but de tirer parti de l’énergie
transmise à ces phonons, en couplant certains d’entre-eux au rayonnement via un réseau.

Au cours des années 1980 et 1990, une littérature abondante a discuté de ce problème de modélisation
des phonons dans les puits quantiques. Le but poursuivi par ces auteurs était notamment d’augmenter les
durées de vie des électrons associées à leur interaction avec les phonons (qui constituent le principal canal de
pertes dans les puits quantiques) aën d’exploiter les transitions intersousbandes pour obtenir un gain optique
et réaliser un laser aux fréquences de ces dernières, ce qui sera fait par F et al. (1994) avec des structures
à « cascades quantiques ». Le principal point à l’origine de controverses concerne les relations de passage des
différentes grandeurs, champ électrique et déplacement ioniques notamment, au niveau des interfaces du
puits. En effet, champ électrique et déplacements ioniques sont liés et se déduisent a priori l’un de l’autre –
dans le cadre d’un modèle local, le champ électrique en un point r, E(r), et le déplacement ionique en ce point,
u(r), sont liés par une formule de la forme u(r, ω) = α(ω)E(r, ω). Or, les conditions mécaniques imposent
des relations de continuité sur u(r), et les équations de Maxwell en imposent sur E(r), et ces relations peuvent
être incompatibles.

Ainsi, plusieurs catégories de modèles ont été développés. Le modèle dit « hydrodynamique » tient compte
des relations de continuité mécaniques et fait l’impasse sur celles du champ électromagnétique (R et
B 1991). Ce modèle prédit correctement les symétries mises en évidence lors d’observations par mesures
Raman de ces phonons – ces mesures, au cours desquelles le vecteur d’onde n’est pas conservé constituent, avec
les mesures de durées de vie électroniques, les points d’appui expérimentaux de ces modèles théoriques. Le
modèle dit du continuum diélectrique (DCM, pour dielectric continuum model), s’appuie sur les équations de
Maxwell et sur une modélisation du comportement des matériaux par leur constante diélectrique, supposée
locale (D et al. 1988 ; M et A 1989). Les symétries des modes prévus par ce modèle sont
contradictoires avec celles prédites par le modèle hydrodynamique. Au cours des années 1990, deux modèles
sont venus résoudre cette controverse. Le premier est le modèle « hybride » de Ridley (R 1993 ; R
et al. 1994 ; R 1997), où des phonons LO et TO (obtenus par un modèle où déplacements ioniques et
champ électrique sont liés par une relation non locale) ainsi que des phonons de surface sont superposés aën
de satisfaire aux relations de continuité mécaniques et électromagnétiques. Toutefois, ce modèle ne tient pas
compte de la réponse non locale des matériaux lors de l’écriture de la compsante normale du déplacement et
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de sa continuité aux interfaces, mélangeant à la fois des modèles locaux et non locaux. Un second modèle,
plus élégant, s’appuie sur des constantes diélectriques non locales, et montre que leurs relations de continuité
électromagnétiques et mécaniques peuvent être satisfaites en même temps sans problème (P-A
et al. 1993 ; C et al. 1997).

Dans le cadre de cette thèse, nous nous appuierons sur le modèle du continuum diélectrique (DCM). Bien
qu’il ne tienne pas compte des relations de continuité mécaniques, ce modèle présente l’avantage de permettre
de s’appuyer sur des outils développés pour les équations de Maxwell. De plus, nous nous intéresserons à des
phonons de faible vecteur d’onde (proches de ω

c , quelques µm−1 au plus) donc de grande longueur d’onde
auxquelles les modèles locaux s’appliquent, et l’accord théorie-expérience obtenu par V (2011) nous ont
conforté dans cette voie. Il faut ajouter à cela que ce modèle permet de tenir compte très facilement des pertes
des matériaux, ce qui à notre connaissance n’a été fait dans le cadre d’aucun des modèles abordés ci-dessus.
Nous verrons que certains de ces modes sont très amortis, avec des facteurs de qualité compris entre 20 et
50, ce qui soulève des doutes sur la validité de l’approximation sans pertes effectuée pour décrire l’interaction
de ces modes avec les électrons. (Toutefois, les modes les plus intéressants pour nous auront des facteurs de
qualité supérieurs à 100.)

Dans cette section, nous allons nous intéresser aux différents modes de type phonons présents dans une
structure à puits quantique. Nous discuterons tout d’abord des SPhP, dont on sait qu’ils présentent des ana-
logies avec les SPP existant au niveau d’interfaces métalliques. Nous verrons que certains de ces modes ont un
champ important dans le puits quantique, et pourront donc interagir fortement avec ses électrons.

Nous expliquerons également ce que sont les « phonons conënés », modes optiques qui ont la particularité
d’avoir un champ entièrement compris dans une unique couche de cristal polaire, et d’exister uniquement
à la fréquence des phonons LO de cette couche. Ces phonons conënés constitueront le principal canal de
désexcitation « parasite » pour les électrons du puits quantique.

5.1.1 Comparaison des SPhP d’un puits quantique et des SPP d’un ílm métallique

5.1.1.1 Cas simple d’une interface plane

Revenons tout d’abord au cas le plus simple d’une interface plane séparant un métal ou un cristal polaire
du vide. Cette interface porte des ondes de surface (SPhP ou SPP). En tant que modes du champ électroma-
gnétique, les SPhP présentent des analogies avec les SPP. Dans les deux cas, il s’agit d’ondes électromagnétiques
conënées à proximité d’une ou plusieurs interfaces planes, dont certaines séparent des milieux de constantes
diélectriques opposées. Ces deux types d’ondes nécessitent ainsi au moins un matériau dont la constante
diélectrique peut être négative : métal pour les SPP, cristal polaire pour les SPhP. Les cristaux polaires sont ca-
ractérisés par les pulsations de leurs phonons optiques de volume, longitudinaux (ωLO) ou transverses (ωTO),
entre lesquelles leur constante diélectrique est négative et des SPhP peuvent exister. Ces pulsations se situent
généralement dans l’infrarouge lointain ou le domaine térahertz.

Comme pour les SPP, le module du vecteur d’onde des SPhP, dans le plan de l’interface, prend des valeurs
supérieures à ω

c (« hors du cône de lumière »), inaccessibles pour les ondes progressives, et l’on ne peut les
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exciter en éclairant simplement une surface parfaitement plane. Un moyen courant d’exciter les ondes de
surface est d’utiliser un réseau. Dans ce cas, une onde progressive incidente excite par diffraction l’onde de
surface. Cela est possible avec les SPP (W 1904 ; H et M 1976) et les SPhP (W et al.
1989 ; V et al. 2010).

5.1.1.2 Cas d’une double interface

De même que pour l’interface plane, on peut comparer les SPhP d’un ëlm mince constitué d’un cristal
polaire et les SPP d’un ëlm mince métallique, abondamment étudiés dans la littérature (S 1981 ; B
2000 ; D L et B 2010).

En ce qui concerne les SPhP d’un ëlm constitué d’un cristal polaire, on retrouve également une analogie
avec les SPP. La ëgure 5.3 (gauche) montre la relation de dispersion des SPhP d’un ëlm de GaAs, d’épais-
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F 5.3 – Relation de dispersion des SPhP d’un puits GaAs/Al0,33Ga0,67As et d’un des SPP d’un ëlm d’ar-
gent entourés d’air. Épaisseur du ëlm de GaAs : 21,6 nm [constantes diélectriques de GaAs et Al0,33Ga0,67As :
(K et S 1979)]. Épaisseur du ëlm d’argent : 20 nm [constante diélectrique pour l’argent : (A-
 et al. 2010)]. Bleu : modes de champ antisymétrique (« LRSPP »). Rouge : modes de champ symétrique
(« SRSPP »). Tirets noirs : à gauche, intervalle de fréquences pour lequel les constantes diélectriques de GaAs
et Al0,33Ga0,67As sont opposées (ωLO du caractère GaAs de Al0,33Ga0,67As, et de GaAs), à droite, cône de
lumière K = ω

c . Les modes déterminés ici ont une pulsation complexe. Un modèle analytique de constante
diélectrique est utilisé aën d’évaluer ces dernières en des pulsations ω complexes. Le modèle de constante di-
électrique de l’argent utilisé ici ne s’applique plus au delà de 3, 75 eV. Les relations de dispersion et les modes
correspondant au delà de 3, 75 eV doivent donc être vus comme propres au modèle utilisé et ne s’appliquent
que de manière limitée à un ëlm d’argent.

seur 20 nm, inclus dans de l’Al0,33Ga0,67As, et pour comparaison, la ëgure 5.3 (droite) montre la relation
de dispersion des SPP d’un ëlm d’argent entouré d’air, d’épaisseur 20 nm également. Dans les deux cas,
cette relation de dispersion est constituée de branches correspondant à des modes dont le champ est symé-
trique (branche inférieure) ou antisymétrique (branche supérieure). Les notions de symétrie et antisymétrie
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du champ électrique sont rappellées sur la ëgure 5.4. Pour les SPP, on parle habituellement de SPP short range
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F 5.4 – Représentation des symétries des SPhP d’un puits GaAs/Al0,33Ga0,67As. Gauche : champ
électrique E symétrique (composante Ex paire, composante Ez impaire). Droite : champ électrique E anti-
symétrique (composante Ex impaire, composante Ez paire). Trait épais : plan de symétrie.

(SRSPP) et long range (LRSPP), pour les modes symétriques et antisymétriques respectivement.
Dans le cas courant où le métal utilisé est de l’or ou de l’argent, les épaisseurs minimales technologique-

ment atteignables sont de l’ordre de 10 à 20 nm, soit λp/20 environ, où λp est la longueur d’onde correspon-
dant à la pulsation plasma ωp, caractéristique du métal et vériëant ϵ(ωp) = 0 (uniquement Re[ϵ′(ωp)] ≈ 0

en présence de pertes dans le métal).
L’épaisseur typique des puits GaAs/Al0,33Ga0,67As utilisés dans nos structures est également typiquement

de 20 nm. Toutefois, la longueur d’onde correspondant à l’asymptote des SPhP est ici proche de 35 µm.
Ainsi, l’épaisseur du puits est ici d’environ λLO/1750, où λLO est la longueur d’onde correspondant à la
pulsation des phonons LO du cristal polaire, pour laquelle on a ϵ(ωLO) ≈ 0 (ωLO est donc analogue à ωp
pour les métaux qui vériëe également ϵ(ωp) ≈ 0). Cette valeur de λ/1750 est à comparer à λ/10 − 20

pour les SPP d’un ëlm d’argent de 20 nm, voir ci-dessus. On se situe donc dans une conëguration beaucoup
plus sub-longueur d’onde que lorsqu’on étudie les SPP d’un ëlm métallique. Les deux branches de la relation
de dispersion se repoussent ainsi beaucoup plus l’une par rapport à l’autre qu’usuellement avec des SPP. La
branche supérieure de la relation de dispersion des SPhP s’approche à certains vecteurs d’onde de ωLO (voir
ëgure 5.3).

Pour le champ des SPhP de cette branche, la composante Ez du champ électrique est quasi-uniforme sur
l’épaisseur du ëlm et discontinue à ses interfaces. Aux faibles valeurs K du vecteur d’onde, la branche supé-
rieure des SPhP du puits GaAs/Al0,33Ga0,67As pour laquelle le GaAs est de constante diélectrique négative,
se rapproche de la pulsation ωLO pour laquelle la constante diélectrique du GaAs est nulle. Ceci a une consé-
quence specctaculaire en ce qui concerne la structure spatiale du champ électrique. En effet, la continuité
de Dz = ϵEz avec |ϵ| faible dans le puits conduit à un champ Ez dans le puits beaucoup plus grand qu’à
l’extérieur. Sur la ëgure 5.5, on a représenté la répartition en énergie des branches supérieures des SPhP et
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F 5.5 – Fraction de l’énergie dans le puits ou le ëlm des SPhP d’un puits GaAs/Al0,33Ga0,67As et des
SPP d’un ëlm d’argent. La ëgure de gauche (droite) correspond au puits GaAs/Al0,33Ga0,67As (ëlm d’argent).
L’ordonnée correspond à la fraction d’énergie dans le puits ou dans le ëlm d’argent. Les courbes bleues (rouges)
correspondent aux modes antisymétriques (symétriques), comme sur la ëgure 5.3. La répartition de l’énergie
dans les différentes couches est déterminée à l’aide des résultats de l’annexe B.4. On remarque sur la ëgure de
gauche qu’à certains vecteurs d’onde, l’énergie du SPhP antisymétrique est quasi-entièrement dans le puits.

SPP en fonction de leur vecteur d’onde K. On remarque qu’aux faibles K, les SPhP ont un comportement
nettement différent des SPP. Pour les SPhP, l’énergie du mode est quasi-entièrement dans le puits, ce qui
constraste avec les SPP, dont le champ se situe en grande partie hors du ëlm métallique dans la même gamme
de vecteur d’onde q (ce qui minimise leurs pertes, d’où la dénomination de long range). Notons que malgré
ce conënement, les pertes de ces SPhP n’augmentent pas de manière démesurée, car la partie imaginaire de la
constante diélectrique du GaAs reste faible aux pulsations correspondantes, contrairement au cas du métal.

5.1.2 SPhP d’un puits GaAs/Al0,33Ga0,67As et de la structure Lapsus complète

Le puits simple représenté sur la ëgure 5.6 est constitué de deux matériaux : GaAs et Al0,33Ga0,67As. Ces
deux matériaux sont des cristaux polaires et ont des résonances allant de 7,9 à 11,4 THz (de 32,8 à 47,1 meV).
Leurs constantes diélectriques sont tracées sur la ëgure 5.7. On remarque sur cette ëgure trois intervalles de
fréquences pour lesquelles les signes des constantes diélectriques du GaAs et du Al0,33Ga0,67As sont opposés :
des ondes de surface existeront donc dans ces intervalles de fréquences. L’intervalle de fréquences les plus
faibles correspond à la résonance GaAs du Al0,33Ga0,67As (« A » sur la ëgure 5.7, la constante diélectrique du
Al0,33Ga0,67As est négative, à cause de la résonance due à son caractère GaAs), l’intervalle central à la résonance
du GaAs (« B » sur la ëgure 5.7, la constante diélectrique du GaAs est négative), et l’intervalle supérieur à la
résonance AlAs du Al0,33Ga0,67As (« C » sur la ëgure 5.7). Nous nous intéresserons principalement aux SPhP
de l’intervalle B – ce sont ces SPhP qui interagiront le plus avec les électrons, comme nous le verrons plus
loin, dans la section 5.2. On a comparé ces SPhP aux SPP d’un ëlm métallique dans la partie 5.1.1.
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GaAs (puits) 

AlGaAs (barrière) 

AlGaAs (barrière) 

20 nm 

F 5.6 – Puits GaAs/AlGaAs.

A B C 

F 5.7 – Constantes diélectriques de GaAs et Al0,33Ga0,67As. Les intervalles de fréquence A, B et C,
correspondent à ceux pour lesquels les parties réelles des constantes diélectriques de GaAs et Al0,33Ga0,67As
sont opposées et auxquelles des SPhP peuvent exister.
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Les relations de dispersion de ces ondes de surface sont tracées sur la ëgure 5.8. Chaque intervalle de
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F 5.8 – Relation de dispersion (gauche) et facteurs de qualité (droite) des SPhP d’un puits
GaAs/Al0,33Ga0,67As. Les intervalles de fréquence de la ëgure 5.7 sont reproduits sur la ëgure de gauche.
On remarque que certaines parties des relations de dispersion ne sont pas inclues dans les intervalles de fré-
quences attendus, voire ont un comportement surprenant en passant d’un intervalle à l’autre (branche en
trait ën rouge) – les pulsations correspondantes ont une partie imaginaire importante, et les constantes di-
électriques correspondantes s’éloignent de la ëgure 5.7. On remarque que la branche en trait bleu épais, dont
nous avons discuté dans la partie 5.1.1.2, a des facteurs de qualité supérieurs à 100.

fréquence est à l’origine de deux branches de la relation de dispersion : une correspond aux modes symétriques
(traits rouges sur la ëgure), l’autre aux modes antisymétriques (traits bleus). On a tracé le champ de certains
de ces modes sur les ëgures 5.9, où l’on peut constater qu’à des faibles vecteurs d’onde, le champ du mode
antisymétrique « B » est quasi-entièrement dans le puits.

Dans l’annexe H.1, on traite le cas d’une structure plus proche (ëgure H.1) de celle représentée sur la
ëgure 5.2. Les relations de dispersion obtenues (ëgure H.2) ont notamment des branches proches de celles
obtenues ici pour un puits simple, et présentent des symétries proches, et les branches supplémentaires inter-
agissent peu avec les électrons.

5.1.3 Phonons conínés

Nous avons rappelé en introduction que l’interaction électrons-phonons dans les puits quantiques s’appuie
en général sur une modélisation approximative des phonons, où l’on suppose qu’il s’agit des phonons de
volume du matériau du puits. Parmi ces phonons de volume, ëgurent les phonons optiques longitudinaux
(« phonons LO »), les seuls possèdant un champ électrique signiëcatif. Une modélisation plus ëne des modes
électromagnétiques de la structure, prenant en compte ses différentes interfaces, montre qu’il existe deux types
de phonons possèdant un champ électrique : les SPhP du puits que nous avons vus dans les parties précédentes,
ainsi que les phonons conënés, que nous allons étudier dans cette partie, dont nous verrons qu’ils consistent
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F 5.9 – Champ électrique des SPhP d’un puits GaAs/Al0,33Ga0,67As correspondant aux branches su-
périeure (haut) et inférieure (bas) des branches « B » (voir ëgures 5.7 et H.2), à des vecteurs d’onde K = 3
rad.µm−1 (gauche) et 80 rad.µm−1 (droite). L’échelle des champs électriques est arbitraire mais les deux com-
posantes sont normalisées de la même manière (les valeurs relatives de |E//| et |Ez| peuvent être comparées
entre elles sur une même ëgure).
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en une superposition de phonons LO dans une couche de cristal polaire dont le champ est parfaitement nul
à l’extérieur de cette couche (N 1992).

Les phonons conënés ont la particularité de n’exister qu’à la pulsation ω à laquelle ϵ(ω) = 0. Leur champ
est entièrement conëné dans une couche de la structure dont la constante diélectrique vériëe cette condition.

Nous allons nous intéresser ici aux phonons conënés de la couche de GaAs qui constitue le puits, et
négliger les phonons conënés des barrières d’Al0,33Ga0,67As, les fonctions d’onde des électrons prenant des
valeurs relativement faibles dans les barrières. On s’intéresse en effet principalement aux modes susceptibles
d’interagir avec des électrons du puits.

On peut déterminer le champ de ces modes simplement. On part des équations de Maxwell sans sources,
dans un milieu non magnétique,

∇× E(r) = iωB(r) (5.1a)

∇.B(r) = 0 (5.1b)

∇.ϵ(z, ω)E(r) = 0 (5.1c)

∇× B(r) = −i ω
c2
ϵ(z, ω)E(r), (5.1d)

et l’on ne s’intéresse qu’à la couche pour laquelle ϵ(ω) = 0. Il vient directement

∇× E(r) = iωB(r) (5.2a)

∇.B(r) = 0 (5.2b)

∇× B(r) = 0. (5.2c)

(l’équation 5.1c est alors tout le temps satisfaite). Parmi les solutions de ces équations, on s’intéresse à celles
vériëant ∇ × E(r) = 0 et B(r) = 0, qui ne possèdent donc qu’un champ électrique. Les solutions de
∇× E(r) = 0 peuvent s’écrire sous la forme

E(r) = −∇ϕ(r), (5.3)

où ϕ(r) est une fonction scalaire, qui doit prendre en compte les relations de continuité aux interfaces de la
couche considérée. On cherche des solutions pour lesquelles le champ est nul hors de celle-ci, ce qui présente
l’avantage de ne pas avoir à s’intéresser à la géométrie à l’extérieur de la couche considérée – le champ y est
simplement nul. Cette condition, ainsi que les précédentes, n’empêcheront pas l’existence d’un grand nombre
de solutions. Les conditions aux limites nous donnent aux interfaces :

E//(r) = 0, ϵ(z, ω)Ez(r) = 0. (5.4)

La seconde condition est automatiquement satisfaite car ϵ(z, ω) = 0. La première équation impose

∇//ϕ(r) = 0 (5.5)
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aux interfaces de la couche. On utilise alors l’invariance par translation dans les directions x et y pour nous in-
téresser à la transformée de Fourier par rapport à x et y de ϕ(r), ϕ(K, z) vériëant ϕ(r) =

∫ d2K
(2π)2

eiK.rϕ(K, z).
La condition aux limites (5.5) peut alors se mettre sous la forme iKϕ(K, z) = 0, soit ϕ(K, z) = 0 aux limites
de la couche. On peut alors développerϕ(K, z) sous forme de série de Fourier,ϕ(K, z) =

∑
n>0 ϕn(K) sin(nπ za),

où a est l’épaisseur de la couche considérée comprise entre z = 0 et z = a. On a ënalement

ϕ(r) =
∑
n>0

∫
d2K
(2π)2

eiK.r sin(nπ
z

a
)ϕn(K), (5.6)

que l’on peut réécrire sous la forme

ϕ(r) =
∑
n>0

∫
d2K
(2π)2

eiK.rei
nπ
a
z − eiK.re−i

nπ
a
z ϕn(K)

2i
, (5.7)

qui montre que les phonons conënés sont une superposition de deux phonons LO de vecteurs d’ondeK+ nπ
a ẑ

et K− nπ
a ẑ, et d’extension limitée à une couche de la structure (voir ëgure 5.10). Leur relation de dispersion

AlGaAs 

GaAs 

AlGaAs 

E1 

E2 

k1 

k2 

E=0 

E=E1+E2 

E=0 

F 5.10 – Représentation des phonons conënés sous forme de superposition de deux phonons LO.

est représentée sur la ëgure 5.11 pour une couche de GaAs. Celle-ci est plate. En effet, la pulsation de phonons
conënés est constante (et vaut ωLO) et tous les vecteurs d’onde leur sont accessibles. Dans l’expression (5.6),
n représente l’ordre des phonons conënés – un phonon conëné d’ordre n a un potentiel présentant n ventres.
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F 5.11 – Relation de dispersion des phonons conënés d’une couche de GaAs.
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5.2 Interaction électrons-phonons

Dans cette section, nous allons étudier l’interaction des électrons avec les SPhP, ainsi que les taux d’émis-
sion et d’absorption de chacune des branches de SPhP par une population d’électrons dans la bande de
conduction du puits quantique (transitions inter- ou intrasousbandes). L’objectif initial du calcul de ces taux
d’interaction est leur utilisation dans un code de calcul Monte Carlo permettant de simuler le fonctionne-
ment du dispositif du projet Lapsus. Ces taux indiquent également l’intensité de l’interaction entre électrons
et SPhP. Nous verrons tout d’abord quels sont les paramètres clés favorisant l’interaction entre électrons et
SPhP. Nous déterminerons ensuite une expression de ces taux en effectuant quelques approximations. Nous
tracerons ces différents taux pour un puits simple et pour la structure Lapsus aën de mettre en évidence quels
SPhP interagissent le plus avec les électrons, et comparer les durées de vie qui leur sont associées avec celles
des phonons conënés. Enën, nous déterminerons les taux d’émission et d’absorption de chaque mode de
SPhP avec une population donnée d’électrons, et nous étudierons numériquement le cas d’une population
d’électrons thermalisée.
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F 5.12 – Relation de dispersion des électrons dans la bande de conduction d’un puits quantique. Les
électrons se répartissent dans des sousbandes (on en a représenté 3 ici). On a considéré un puits quantique
rectangulaire de largeur 20 nm, dont le puits GaAs/Al0,33Ga0,67As du dispositif du projet Lapsus se rapproche.

5.2.1 Paramètres clés de l’interaction électrons-SPhP

Les énergies des SPhP sont pour les matériaux qui nous intéressent de l’ordre de quelques dizaines de meV.
À ces énergies, les électrons interagissent avec ces SPhP via des transitions inter- et intrasousbandes. Dans
un second temps, le réseau couple ces phonons de surface au rayonnement. On obtient ainsi une structure
commandée électriquement capable d’émettre un rayonnement à la fréquence de ces SPhP.

Toutefois, plusieurs problèmes doivent être surmontés pour que cette structure fonctionne de cette ma-
nière. Il faut tout d’abord que les fonctions d’onde des électrons et le champ des SPhP émis se recouvrent.
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F 5.13 – Module au carré des fonctions enveloppes des électrons dans les premières sousbandes d’un
puits rectangulaire GaAs/Al0,33Ga0,67As. L’épaisseur du puits est de 20 nm. On suppose le puits rectangulaire,
et l’inìuence du potentiel crée par la charge des électrons sur leurs fonctions enveloppes (qui dépend de la
densité – variable – d’électrons dans le puits) a été ignorée.

Pour mieux ëxer les idées, nous avons représenté sur la ëgure 5.13 les fonctions enveloppes des trois premières
sousbandes d’un puits rectangulaire, proche de celui de la structure de la ëgure 5.1. La ëgure 5.9 montre que
certains SPhP (pour certains K) ont un champ important dans le puits et peuvent donc interagir avec les
électrons. Nous donnerons dans la partie 5.2.3 une expression des intégrales de recouvrement traduisant ce
recouvrement entre les fonctions enveloppes des électrons et le champ des SPhP.

La structure considérée étant invariante par translation dans les directions parallèles aux interfaces, le
moment dans ces directions parallèles doit être conservé. La conservation de l’énergie et du moment parallèle
est représentée graphiquement sur la relation de dispersion des électrons sur la ëgure 5.14. Les composantes
du vecteur joignant les états de départ et d’arrivée de l’électron (vecteur d’onde horizontalement et énergie
verticalement) doivent correspondre à un point de la relation de dispersion des SPhP (ëgure H.2).

Comme on le voit sur la ëgure 5.14, l’ordre de grandeur des vecteurs d’onde électroniques est d’environ
100 rad.µm−1 et ces derniers peuvent dépasser les 1000 rad.µm−1. Cela correspond à de grands vecteurs
d’onde pour les SPhP, au sens où ces valeurs sont très éloignées du cône de lumière (ωc < 1 rad.µm−1 aux
fréquences considérées). Les SPhP émis auront un vecteur d’onde parallèle approximativement compris entre 0
et environ 1000 rad.µm−1. Le réseau à proximité du puits ne permet de coupler efficacement au rayonnement
que quelques intervalles, séparés de 2π/a, où a est la période du réseau, ëgure 5.15. Ainsi, seule une très faible
fraction des SPhP émis sera susceptible de rayonner, ce qui pénalise l’efficacité de la structure.

5.2.2 Hamiltonien d’interaction

Avant d’utiliser la règle d’or de Fermi aën de calculer des taux d’interaction entre électrons et SPhP, il
faut exprimer l’élément de matrice du hamiltonien d’interaction (équation 5.10) entre deux états du système
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|m’,K’> 

|m,K> 

(ħω,q) 

F 5.14 – Conservation du moment parallèle et de l’énergie lors de l’interaction électrons-SPhP. Moment
parallèle en ordonnée, énergie en abscisse. Le vecteur d’onde K a deux composantes, une seule est représentée
ici (en abscisse). On a représenté le passage de l’électron d’un état |m′,K′⟩ à un état |m,K⟩ par émission d’un
SPhP. L’énergie (ℏω) et le vecteur d’onde (q) du SPhP correspondent aux composantes du vecteur joignant
|m′,K′⟩ à |m,K⟩. (ℏω, q) doit correspondre à un point de la relation de dispersion des SPhP (ëgure H.2) –
le processus d’émission n’est pas possible dans le cas contraire. L’absorption correspond au processus inverse.

K (100 rad.µm-1) 

1,5 rad.µm-1 

0,3 rad.µm-1 

F 5.15 – Comparaison des intervalles de vecteurs d’onde émis (ordres de grandeur jusqu’à 100
rad.µm−1, vecteur du bas) et couplés au rayonnement par le réseau (intervalles de largeur 2ωc ≈ 0, 3 µm−1,
séparés de 2π

a ≈ 1, 5 rad.µm−1, où a est la période du réseau en or, voir ëgure 5.2 – symbolisés par des traits
ëns verticaux, axe en haut). Seuls les premiers intervalles (premiers ordres diffractés par le réseau) sont couplés
efficacement au rayonnement.
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{électrons + SPhP}. Dans cette partie, nous allons détailler les raisons conduisant au choix de l’hamiltonien
d’interaction Ap entre les électrons de la bande de conduction du puits quantique et les SPhP. L’expression
« hamiltonien d’interaction » désigne le terme perturbatif du hamiltonien du système {électrons + SPhP} en
représentation d’interaction (représentation de Schrödinger pour les électrons et représentation de Heisenberg
pour les SPhP).

Les SPhP sont issus d’un couplage entre des photons et des phonons. Aux grands vecteurs d’onde (grands
devant ω

c ), le caractère « phonon » prédomine : le champ électrique des SPhP vériëe approximativement
∇ × E(r) = 0 et dérive donc d’un potentiel scalaire ϕ(r) dont on déduit E(r) avec E(r) = −∇ϕ(r). Un
hamiltonien d’interaction possible serait alors le hamiltonien eϕ, utilisé pour l’interaction électrons-phonons
LO (R et V 2002),

Weϕ = eϕ(̂r), (5.8)

qui fait intervenir la charge e des électrons et le potentiel scalaire dont dérive le champ des phonons considérés,
dont l’argument est l’opérateur position r̂.

À des vecteurs d’onde plus faibles, le caractère « photon » est plus important. On ne peut négliger le
champ magnétique des SPhP et leur champ électrique ne dérive plus d’un potentiel scalaire. On pourrait
alors être tenté d’utiliser l’hamiltonien ED, couramment employé pour décrire l’interaction entre la lumière
(les photons) et un système à deux niveaux (L 2000 ; R et V 2002),

WED = Ê(r0, t).D̂, (5.9)

où Ê(r0, t) désigne l’opérateur champ électrique à la position r0 du système à deux niveaux (il ne s’agit plus
de l’opérateur position r̂) et D̂ = er̂ désigne l’opérateur moment dipolaire du système à deux niveaux avec e
la charge de ce système. Toutefois, cet hamiltonien est une approximation du hamiltonien Ap, plus général, et
cette approximation n’est valide que si le champ électromagnétique considéré varie peu à l’échelle du système
à deux niveaux (L 2000), ce qui n’est pas le cas ici à cause des fortes discontinuités du champ aux
interfaces du puits et également dans le puits pour des vecteurs d’onde de moduleK ≳ 1

a où a est l’épaisseur
du puits.

Nous utiliserons donc par la suite l’hamiltonien Ap pour décrire l’interaction entre les SPhP et les élec-
trons,

WAp =
e

m
Â(̂r, t).p̂, (5.10)

où Â(̂r, t) désigne l’opérateur potentiel-vecteur du champ considéré (ici celui des SPhP) évalué en r̂, l’opé-
rateur position des électrons. p̂ désigne l’opérateur impulsion des électrons, e leur charge et m leur masse.
Comme cela est montré par B (1988), si l’on retire des états électroniques leurs parties périodiques
dues aux réseaux cristallins sous-jacents 1, il faut substituer à la masse m ëgurant dans WAp la masse effective

1. Dans le cadre de l’approximation de la fonction enveloppe, un état électronique |ψ⟩ a une expression de la forme ⟨r|ψ⟩ =
f(r)u(r) où u(r) est une fonction présentant les mêmes propriétés de symétrie et de périodicité que le matériau sous-jacent au point
r. Ci-dessus, les opérateurs considérés ne s’appliquent qu’à la partie « enveloppe » f(r) de l’état |ψ⟩, et les états électroniques ne
contiennent que cette dernière et sont donnés par l’expression (H.2).
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m∗ des électrons dans le puits. L’opérateur potentiel-vecteur des SPhP se déduit de l’équation (B.34b). En
adaptant les notations à celles de ce chapitre, on obtient

Â(̂r, t) =
∑
p>0

∑
q

√
ℏ

2ϵ0ωp(q)S
eiq.re(p)q (z)âp(q)e−iωp(q)t + h.c. (5.11)

q désigne le vecteur d’onde des SPhP, p est un indice parcourant les branches de SPhP, et ωp(q) est la pulsation
du SPhP de la branche p de vecteur d’onde de norme q.

5.2.3 Éléments de matrice

Après avoir détaillé les raisons conduisant au choix du hamiltonien Ap pour décrire l’interaction entre
électrons et SPhP, nous allons déterminer dans cette partie une expression des élements de matrice de ce ha-
miltonien. Certaines étapes de ce calcul sont détaillées dans l’annexe H.2. Ces éléments de matrice imposeront
une conservation du moment parallèle lors de l’interaction, et feront notamment intervenir des intégrales de
recouvrement entre les fonctions enveloppes des électrons et le champ des SPhP.

On considère donc l’émission et l’absorption d’un mode de SPhP de vecteur d’onde q entre des états
électroniques « fondamental » et « excité », |m,K⟩ et |m′,K′⟩, La ëgure 5.14 illustre le cas de l’émission. La
relation de dispersion des SPhP contient plusieurs branches (voir ëgure 5.8 pour un puits, et ëgure H.2 pour
la structure complète). Nous nous intéresserons à l’émission et l’absorption des SPhP d’une unique branche
au cours de ces calculs, et les expressions obtenues s’appliqueront à chacune des branches de SPhP. On note
les états du système {électrons + SPhP}, |g⟩ = |m,K, nq+1⟩ et |e⟩ = |m′,K′, nq⟩, où nq est le nombre de
quanta dans le mode q de la branche de SPhP à laquelle on s’intéresse (q est le vecteur d’onde de SPhP émis
ou absorbé).

Du hamiltonien d’interaction (5.10), on ne s’intéresse qu’aux termes correspondant au mode q, dont on
ne garde que les termes en e−iωt pour l’absorption et ceux en eiωt pour l’émission (L 1994), ce qui
revient à ne conserver que les termes en â+q pour l’émission et âq pour l’absorption – on note Wa et We les
expressions résultantes.

Le calcul des éléments de matrice correspondant, ⟨g|We|e⟩ et ⟨e|Wa|g⟩ est détaillé dans l’annexe H.2.
On trouve que leurs modules au carré sont égaux, et valent

|⟨g|We|e⟩|2 = |⟨e|Wa|g⟩|2 (5.12a)

= ℏ2
e2

m∗ 2
ℏω

2ϵ0ω2S
δK+q,K′

∣∣∣iK.q̂I(//)m,m′,q + I
(z)
m,m′,q

∣∣∣2 (nq + 1). (5.12b)

Dans cette expression, ω désigne la pulsation du SPhP émis ou absorbé. Celle-ci sera ëxée par la condition
de conservation de l’énergie dans la règle d’or de Fermi. Les moments K, K′, q, pour lesquels on évalue cette
expression sont a priori quelconques, mais cet élément de matrice sera nul si la conservation du moment
K + q = K′ n’est pas vériëée, comme l’indique le symbole de Kroenecker δK+q,K′ . Cette expression fait
également intervenir des intégrales de recouvrement entre le champ des SPhP et les fonctions enveloppes des
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électrons,

I
(//)
m,m′,q =

∫
dz′ζ∗m′(z′)ζm(z

′)eq,//(z
′), (5.13a)

I
(//)
m,m′,q =

∫
dz′ζ∗m′(z′)

dζm
dz′

eq,z(z
′). (5.13b)

Ces intégrales de recouvrement font intervenir à la fois les fonctions enveloppes des états électroniques ζm(z)
et ζm′(z) et le champ des SPhP (via les composantes eq,//(z) et eq,z(z) du vecteur eq(z)). Si ces trois fonctions
présentent une symétrie par rapport au milieu du puits, des règles de sélection apparaissent. Il est important
de le signaler car ces règles de sélection se feront encore ressentir lorsque l’environnement du puits ne sera
plus exactement symétrique, comme cela est le cas dans le dispositif ënal.

5.2.4 Durées de vie électroniques

À partir des éléments de matrice calculés dans la partie précédente et des relations de dispersion des
électrons et des SPhP, on peut déterminer les taux d’émission et d’absorption de SPhP d’un électron dans un
état donné. Les calculs de cette partie sont détaillés dans l’annexe H.3.

Pour l’émission, on considère ainsi un électron dans un état |m′,K′⟩ (voir la ëgure 5.14) et on exprime le
taux d’émission de SPhP de la branche considérée à l’aide de la règle d’or de Fermi, en sommant sur les états
d’arrivée de l’électron (

∑
K) ainsi que sur les SPhP pouvant être émis (

∑
q),

we =
2π

ℏ
∑
K

∑
q

|⟨g|We|e⟩|2 δ(Em,K + ℏω − Em′,K′). (5.14)

Dans cette expression, Em,K (Em′,K′) désigne l’énergie des électrons dans l’état |m,K⟩ (|m′,K′⟩) et ω est la
pulsation des SPhP de vecteur d’onde q. Le calcul de ce taux d’émission est effectué dans l’annexe H.3. On
obtient au ënal

we =
e2

4πϵ0

1

m∗
1

K ′ 2

∫
| cos θ′|<1

dq (nq + 1)
1

ω

1

|sin θ′|

∣∣∣iK ′q cos θ′I ′(//)m,m′,q + I
′(z)
m,m′,q

∣∣∣2 . (5.15)

Cette expression fait intervenir la massem∗ effective, le module du moment initial de l’électronK ′ ainsi que
les indices des sousbandes m et m′, qui sont connus. L’intégrale fait intervenir le module du vecteur d’onde
des SPhP émis q ainsi que leur pulsation ω (donnée par leur relation de dispersion) et leur angle d’émission
par rapport à K′, noté θ′ (angle entre K′ et q, voir la ëgure 5.16). θ′ est donné par l’expression

cos θ′ =
q

2K ′

[
1− 2m

ℏ2q2
(ϵm − ϵm′ + ℏω)

]
. (5.16)

Cette égalité se déduit à la fois de la conservation du momentK+q = K′ et de l’énergieEm,K+ℏω = Em′,K′ .
Le membre de droite ne dépend que de q, les autres variables étant ëxées. Pour que l’équation (5.16) soit
valide, son membre de droite doit être compris entre −1 et 1 : les valeurs de q pour lesquelles c’est le cas
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F 5.16 – Représentation de la conservation du moment lors de l’émission ou de l’absorption d’un SPhP.
q est le vecteur d’onde du SPhP, K et K′ les vecteurs des états « fondamentaux » et « excités » de l’électron. θ
désigne l’angle entre K et q et θ′ celui entre K′ et q.

forment l’intervalle d’intégration de l’intégrale ëgurant dans (5.15). Ainsi, cette intégrale est une somme sur
les modules permis des SPhP émis. Pour chaque valeur de q de ce module, (5.16) indique l’angle du vecteur
d’onde q.

De plus, on a supposé que le nombre nq de SPhP dans chaque mode (caractérisé par le vecteur d’onde q)
est isotrope (on le note alors nq), ce qui permet de simpliëer la somme

∑
q ëgurant dans (5.14), mais peut

ne pas être valide si le réseau en or joue un rôle important.

On calcule le taux d’absorption de SPhP d’un électron à l’aide de la règle d’or de Fermi de manière
analogue. L’état de départ de l’électron est cette fois-ci |m,K⟩, et le taux d’absorption est donné par

wa =
2π

ℏ
∑
K′

∑
q

|⟨e|Wa|g⟩|2 δ(Em′,K′ − ℏω − Em,K). (5.17)

Le calcul de ce taux d’absorption est effectué dans l’annexe H.3, et a pour résultat

wa =
e2

4πϵ0

1

m∗
1

K
2

∫
dq| cos θ|<1 (nq + 1)

1

ω

1

|sin θ|

∣∣∣iKq cos θI(//)m,m′,q + I
(z)
m,m′,q

∣∣∣2 . (5.18)

Cette expression présente de fortes similarités avec le taux d’émission (équation 5.15). Le module du vecteur
d’onde initial est ici K et non plus K ′. Les intégrales de recouvrement ne sont pas exactement les mêmes
(I ′(//)m,m′,q et I ′(z)m,m′,q des équations (H.13) pour l’émission, I(//)m,m′,q et I(z)m,m′,q des équations (H.9) pour l’ab-
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sorption). L’angle θ dans (5.18) est l’angle entre les moments K et q, donné par l’expression

cos θ =
q

2K ′

[
−1− 2m

ℏ2q2
(ϵm − ϵm′ + ℏω)

]
. (5.19)

Cette égalité présente des similarités avec (5.16) (K est substitué àK ′, et certains signes changent). Les valeurs
de q pour lesquelles le membre de droite de cette égalité est compris entre −1 et 1 sont les valeurs permises
pour le module des vecteurs d’onde des SPhP émis, et l’intégrale ëgurant dans (5.18) porte sur ces valeurs.

On a représenté sur la ëgure 5.17, les taux d’émission et d’absorption des SPhP d’un puits simple. On
voit ainsi que parmi les SPhP, les modes de l’intervalle B (ëgure 5.7, GaAs résonnant) prédominent, suivis par
ceux de l’intervalle C (caractère AlAs de Al0,33Ga0,67As résonnant). Aux faibles vecteurs d’onde électroniques,
les modes de l’intervalle B peuvent prédominer également sur les phonons conënés (ëgure 5.17a). Toutefois,
ils ont tendance plus généralement à avoir des taux d’interaction environ 6 à 7 fois inférieurs, et donc non
négligeables devant eux.

Dans l’annexe H.1, on a tracé sur la ëgure H.3 les taux d’émission et d’absorption obtenus dans le cas
d’une structure proche de celle représentée sur la ëgure 5.2. Les branches de la relation de dispersion de cette
structure proches de celle d’un puits simple ont également des taux d’interaction avec les électrons présentant
peu d’écart avec ceux d’un puits simple.

5.2.5 Taux d’émission et d’absorption de chaque mode de SPhP

Les calculs de taux d’émission et d’absorption de SPhP par un électron donné, effectués dans la partie
précédente, ne fournissent pas directement d’informations sur le vecteur d’onde des SPhP émis ou absorbés.
Cette information est contenue implicitement dans les sommes sur les modules q des vecteurs d’onde des
SPhP ëgurant dans les équations (5.15) et (5.18), l’angle par rapport au moment initial de l’électron étant
donné par les équations (5.16) et (5.19). Toutefois, il ne s’agit que des vecteurs d’onde des SPhP émis par un
électron dans un état donné, et non émis par l’ensemble des électrons.

Aën de savoir dans quelle mesure chaque mode de SPhP interagit avec les électrons, on se propose de
calculer les taux d’émission et d’absorption de SPhP d’un mode donné d’une branche p de SPhP et pour un
vecteur d’onde q. Ces taux indiqueront dans quelle mesure les SPhP couplés au rayonnement via le réseau
sont susceptibles d’interagir avec les électrons par rapport aux autres modes.

On cherche ces taux d’émission et d’absorption à l’aide de la règle d’or de Fermi. Dans un premier temps,
on ne conserve du hamiltonien d’interaction (équation 5.10) que les termes concernant le mode de la branche
p de vecteur d’onde q,

W (p)
q =

e

m∗ Â
(p)
q (̂r, t).p̂, (5.20)

avec

Â(p)
q (̂r, t) =

√
ℏ

2ϵ0ωp(q)S
eiq.re(p)q (z)âp(q)e−iωp(q)t + h.c. (5.21)

Les états fondamental et excité du système {électrons + SPhP} sont les mêmes que dans les parties 5.2.3
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(a) (b) 

(c) 

F 5.17 – Taux d’émission et d’absorption de chaque branche de SPhP d’un électron dans un puits
quantique (ëgure 5.6). Transitions (a) : 2 ↔ 1 (émission 2 → 1, absorption 1 → 2), (b) : 1 ↔ 1, (c) :
2↔ 2. Pour les taux d’émission, les couleurs et traits correspondent à la ëgure 5.8. Les différents traits bleus
correspondent aux modes antisymétriques, et les traits rouges correspondent aux modes symétriques. Sur la
ëgure (a), les symétries rendent impossible l’émission et absorption de modes symétriques, de même pour les
modes antisymétriques pour les ëgures (b) et (c). Les taux d’absorption sont représentés en noir, avec le même
type de trait (épaisseur, tirets) que les taux d’émission. Les taux d’absorption d’une branche donnée se situent
juste en deça de ses taux d’émission, identiëables grâce à leur couleur. Les taux d’émission et d’absorption de
phonons conënés (sommé sur les ordres n) sont représentés en pointillés (courbe supérieure pour l’émission,
inférieure pour l’absorption). Le peuplement des différents modes de phonons de surface et d’interface sont
calculés à l’aide de la statistique de Bose-Einstein, avec une température T = 300 K.
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et 5.2.4, |g⟩ = |m,K, nq + 1⟩ et |e⟩ = |m′,K′, nq⟩. Les éléments de matrice de (5.20) sont les mêmes que
dans la partie 5.2.3 et sont donnés par l’équation (5.12b).

La règle d’or de Fermi permet d’exprimer les taux d’émission et d’absorption de quanta de ce mode
de SPhP par une population d’électrons décrite par une fonction de distribution f(m,K) (f(m,K) est la
probabilité qu’un état |m,K⟩ soit occupé, et est donnée par la distribution de Bose-Einstein si la population
d’électrons est en équilibre thermique). Le taux d’émission est ainsi déterminé dans l’annexe H.4 et vaut

w(p)
e,q =

e2

4πϵ0

1

m∗ω q

∣∣∣iq̂.K′I
′ (//)
m,m′,q + I

′ (z)
m,m′,q

∣∣∣2 (n(p)q + 1)

∫
dKy f(m

′,K′) [1− f(m,K)] . (5.22)

On détermine également le taux d’absorption du processus inverse,

w(p)
a,q =

e2

4πϵ0

1

m∗ωq

∣∣∣iq̂.K′I
′ (//)
m,m′,q + I

′ (z)
m,m′,q

∣∣∣2 n(p)q

∫
dKy f(m,K)

[
1− f(m′,K′)

]
, (5.23)

et lorsque les électrons sont thermalisés (à une température Te), on trouve que la différence entre w(p)
e,q et w(p)

a,q

(taux d’émission « net ») se met sous la forme

w(p)
e,q − w(p)

a,q = Γ
(p)
e−,q(Te)[n

(p)
q − n(p)q (Te)], (5.24)

avec

Γ
(p)
e−,q(Te) =

e2

4πϵ0

1

m∗ωq

∣∣∣iq̂.K′I
′ (//)
m,m′,q + I

′ (z)
m,m′,q

∣∣∣2 ∫ dKy

[
fTe,µe(m

′,K′)− fTe,µe(m,K)
]
. (5.25)

Ce taux d’interaction donne la vitesse à laquelle chaque mode de SPhP tend vers n(p)q (Te), sa valeur d’équilibre
avec la population d’électrons thermalisée. L’expression de n(p)q (Te) est donnée par la statistique de Bose-
Einstein.

On a représenté sur la ëgure 5.18 ces taux d’interaction calculés pour les SPhP d’un puits simple (ë-
gure 5.6). On a supposé que la densité d’électrons dans le puits était de ns = 1, 14 × 1011 cm−2, et que la
température électronique était de 300 K.

Dans l’annexe H.1, on a tracé sur la ëgure H.4 les taux d’interaction obtenus dans le cas de la structure
proche de celle représentée sur la ëgure 5.2. Là encore, on obtient des résultats très proches de ceux d’un puits
simple.

On voit que le taux d’interaction des SPhP antisymétriques de l’intervalle de fréquence B (courbe bleue en
trait épais sur la ëgure 5.18a) interagissent fortement avec électrons, via la transition intersousbande 2→ 1.
Cette interaction est particulièrement forte pour les SPhP de faible vecteur d’onde, supérieure de plusieurs
ordres de grandeurs à la plupart des autres phonons présents. Bien qu’il existe un nombre important de ces
autres modes de phonons qui interagissent avec les électrons (voir ëgure 5.17), on s’attend à ce que les électrons
circulant dans le puits émettent une quantité de SPhP couplés au rayonnement permettant l’obtention d’un
rayonnement térahertz avec un rendement acceptable.
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(a) (b) 

(c) 

F 5.18 – Taux d’interaction de chaque mode de SPhP avec une population d’électron, dans un puits
simple. Transitions (a) : 2↔ 1, (b) : 1↔ 1, (c) : 2↔ 2. Les couleurs et traits correspondent à la ëgure 5.8.
Les remarques de la ëgure 5.17 s’appliquent. Les pointillés correspondent aux ordres de phonons conënés
dont les taux d’interaction avec les électrons sont les plus importants ((a) : n = 4 et 2, (b) et (c) : n = 1 et 3).
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5.3 Couplage aux ondes progressives et simulations électroniques

Dans cette section, nous allons discuter des simulations de transport électronique s’appuyant sur la mé-
thode de Monte Carlo et simulant le fonctionnement de structure du type de celle présentée dans ce chapitre.
Les résultats présentés s’appuyent sur des calculs et une structure préliminaire du projet Lapsus, et nous expli-
querons en quoi la structure que nous avons étudié conduira à des résultats plus prometteurs. Nous discute-
rons également du phénomène d’absorption résonante étudiée par V (2011), qui illustre notamment
l’excitation de SPhP via un réseau dans la structure étudiée dans les sections précédentes.

5.3.1 Simulations de transport électronique par méthode de Monte Carlo

Les calculs de taux d’interaction présentés dans ce chapitre s’inscrivent dans la continuité de premières
simulations de transport électronique par méthode de Monte Carlo (S-M et al. 2006), publiés
dans (M et al. 2009). Nous allons dans un premier temps rappeller brièvement leurs résultats.
Ces premiers calculs s’appuyent sur une modélisation des SPhP de la structure employée comme SPhP d’une
interface simple GaAs/air Dans un second temps, nous justiëerons les raisons qui font que la structure étudiée
dans ce chapitre permettra d’obtenir de meilleurs résultats.

F 5.19 – Structure modélisée dans le cadre des simulations de transport électronique par méthode de
Monte Carlo. Figure extraite de (M et al. 2009).

Ces calculs consistent à simuler le transport des électrons dans un puits quantique situé dans une structure
telle que celle représentée sur la ëgure 5.19. Lors de ces calculs, on considère que les électrons interagissent
avec trois types de phonons : les phonons acoustiques « bulk », les phonons optiques « bulk », ainsi que les
SPhP.

Dans la structure considérée (ëgure 5.19), le plan de dopage (« δ doping ») induit un puits triangulaire
dans le GaAs à l’interface avec AlGaAs. Les électrons circulent dans le puits entre la source et le drain, et
une grille permet d’appliquer un champ électrique statique dans le puits, ce qui permet d’ajuster les écarts en
énergie entre les sousbandes du puits (par effet Stark, voir W et V 1991 ; R et V
2002).
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Dans ces premiers calculs, nous n’avions pas encore développé le traitement quantique des SPhP dans les
hétérostructures (annexe B), et les SPhP étaient modélisés comme ceux d’une interface GaAs/air. L’inìuence
de Al0,33Ga0,67As et de la grille était négligée, malgré l’impact que ces couches pouvaient avoir sur ces SPhP
(la couche de Al0,33Ga0,67As a une constante diélectrique qui varie fortement aux fréquences considérées et
présente elle-même des SPhP, et la grille, métallique, a une constante diélectrique très élevée). Leur relation de
dispersion est représentée sur la ëgure 5.20. On a tracé sur la ëgure 5.21 la valeur normalisée de la composante
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F 5.20 – Relation de dispersion des SPhP d’une interface GaAs/air. Bleu : relation de dispersion. Tirets
noirs : cône de lumière q = ω

c . Pointillés noirs : pulsations des phonons TO (bas) et LO (haut) de GaAs. La
relation de dispersion se prolonge aux q plus grands, en restant plate (elle garde la même pulsation).
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F 5.21 – ComposanteEz du champ normalisé des SPhP d’une interface GaAs/air, dans GaAs, à l’inter-
face avec l’air. Abscisse : vecteur d’onde des SPhP. La composante Ez du champ normalisé décroît fortement
aux faibles vecteurs d’onde.

Ez de leur champ électrique dans le GaAs à proximité immédiate de l’interface avec l’air. Ce champ normalisé



116 Chapitre 5. Interaction électrons – SPhP dans les puits quantiques

intervient directement dans les intégrales de recouvrement (équations H.9b et H.13b) apparaissant dans les
éléments de matrice de l’hamiltonien d’interaction électrons-SPhP. Comme on peut le voir, aux faibles vecteurs
d’onde q, ce champ normalisé tend vers 0 : les SPhP de faible vecteur d’onde interagissent ainsi très peu avec
les électrons du puits. Ainsi, bien que les taux d’émission de SPhP soient proches des taux d’émission de
phonons optiques (voir ëgure 5.22), le spectre des vecteurs d’onde des SPhP émis (ëgure 5.23) révèle que le

F 5.22 – Taux d’émission de phonons calculés par M et al. (2009). Gauche : taux d’émission
de SPhP pour différentes transitions inter- et intrasousbandes (les sousbandes de départ et d’arrivée sont
indiquées en indice sur le schéma). Droite : taux d’émission de phonons optiques (« POP »), acoustiques
(« AP »), et de SPhP (pour les SPhP, par transitions intrasousbandes de la sousbande 1, transition de taux
d’émission les plus élevés, voir ëgure de gauche). Les taux d’émission de SPhP représentés sur la ëgure de
droite sont jusqu’à un ordre de grandeur inférieurs aux taux d’émission de phonons optique. Images extraites
de (M et al. 2009).

F 5.23 – Spectre des vecteurs d’onde des SPhP émis déterminé par M et al. (2009). Le
spectre est maximal aux alentours de 100 rad.µm−1, et est important de quelques dizaines à environ 300
rad.µm−1. Image extraite de (M et al. 2009).

nombre de SPhP émis aux faibles vecteurs d’onde tend vers 0 également, minisant la probabilité d’émission de
SPhP dont le vecteur d’onde les rend susceptibles d’être couplés au rayonnement. Deux facteurs contribuent
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à minimiser l’émission de SPhP pouvant rayonner : la fraction relativement faible de SPhP susceptible de
rayonner comparée à l’ensemble des SPhP (voir ëgure 5.15, partie 5.2.1), et la faiblesse du champ normalisé
des SPhP susceptibles de rayonner (ëgure 5.21).

La structure étudiée dans les sections 5.1 et 5.2 de ce chapitre, s’appuyant sur un puits rectangulaire,
présente l’avantage de lever la seconde limitation. Comme cela est représenté sur la ëgure 5.5 (partie 5.1.1.2),
le champ du mode antisymétrique de l’intervalle de fréquences B est de plus en plus conëné dans le puits, où
se situent les électrons. Ainsi, les SPhP de faible vecteur d’onde de cette branche interagissent fortement avec
les électrons, comme le montre le calcul de taux d’interaction des modes individuels, ëgure 5.18.

5.3.2 Absorption résonante

Dans la partie 5.1.2, nous avons vu qu’une des branches de SPhP du puits GaAs/Al0,33Ga0,67As et de
la structure Lapsus simpliëée a, à certains vecteurs d’onde, un champ très conëné dans le puits (sans être
rigoureusement nul à l’extérieur de celui-ci – il s’agit de la branche antisymétrique de l’intervalle de fréquence
« B », aux faibles vecteurs d’onde, voir ëgures 5.7 et H.2). Ce fort conënement peut s’expliquer par la faible
valeur de la constante diélectrique de GaAs aux fréquences d’existence de ces SPhP, proches de la pulsation
des phonons LO de GaAs, ωLO.

Les propriétés des matériaux ayant une constante diélectrique proche de zéro ont déjà fait l’objet de
quelques travaux. On parle de matériau (ou d’effet) «ENZ» pour epsilon near zero. Les propriétés des matériaux
ENZ permettent de concevoir des guides d’ondes « parfaits » (S et E 2006 ; E et al.
2008). Ici, nous obtenons des modes très conënés dans un volume extrèmement sub-longueur d’onde (couche
de GaAs d’environ 20 nm d’épaisseur à une longueur d’onde dans le vide d’environ 35 µm).

L’existence de ce mode, dont nous avons souligné le conënement dans le puits dans la partie 5.1.1.2
(illustré par la ëgure 5.5), permet d’abord d’obtenir un phénomène d’absorption résonante, qui peut dans un
deuxième temps être exploité aën de réaliser un modulateur THz contrôlé électriquement, comme cela est
représenté sur la ëgure 5.2.

La ëgure 5.24 donne le détail de la géométrie utilisée. Cette structure présente un substrat en GaAs dopé,
séparé des couches du puits, des barrières, et du réseau en or, par un espaceur constitué d’une alternance de
monocouches GaAs/AlAs (matériau choisi pour sa facilité de déposition, et de propriétés proches de celle de
Al0,50Ga0,50As). Cette partie inférieure de la structure permet de former une cavité qui exalte le champ dans le
puits, effet qui se superpose à l’effet ENZ décrit ci-dessus. La ëgure 5.25 (gauche) représente la réìectivité de
la structure précédente (à une incidence de 45°). Le creux de réìectivité à λ0 = 34, 34µm est attribuable aux
effets ENZ et de cavité dont on vient de discuter. Le champ correspondant est représenté sur la ëgure 5.26,
sur laquelle on peut voir l’exaltation de champ dans le puits. La ëgure 5.25 représente la fraction de puissance
incidente absorbée dans le puits en fonction de l’angle d’incidence, à λ0 = 34, 34µm. Comme on peut le
voir, jusqu’à 70% de celle-ci peut être absorbée dans le puits. (Cette valeur peut dépasser 80% avec un substrat
plus réìéchissant.)

L’obtention par la suite d’un modulateur térahertz s’appuie sur une modulation de la densité d’électrons
dans le puits, en polarisant ce dernier. On module alors leur contribution à l’absorption dans le puits via
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F 5.24 – Géométrie et matériaux utilisés dans la conception de la structure Lapsus. Figure extraite de
(V 2011).

F 5.25 – Réìectivité (angle d’incidence : 45°) et fraction de la puissance incidente absorbée dans le
puits à λ0 = 34, 34 µm. Figure extraite de (V 2011).
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F 5.26 – Champ (|Ez|2) dans la structure en incidence normale à λ0 = 34, 34µm. Les traits blancs
représentent la géométrie de la structure. Le module du champ incident est 1. Figure extraite de (V
2011).

la partie imaginaire de sa constante diélectrique (contribution non prise en compte dans les calculs effectués
dans ce chapitre), ce qui module l’efficacité de l’absorption résonante et la réìectivité de la structure, et permet
d’obtenir un modulateur térahertz.





Conclusion

Au cours de ce manuscrit, nous avons posé les bases théoriques de plusieurs questions concernant la
modélisation des ondes de surface, notamment l’optique s’appuyant sur celles-ci (optique sub-longueur d’onde
2D et super-résolution) et l’interaction des ondes de surface avec un autre système (traitement quantique des
ondes de surface). Dans le chapitre 1, nous avons discuté de problèmes soulevés par la relation de dispersion
des ondes de surface en nous appuyant sur des expressions du champ des ondes de surface correspondant à
chacune de ces relations de dispersion, obtenues à l’aide du formalisme de Green.

Nous nous sommes intéressés par la suite aux limites de résolution de systèmes s’appuyant sur le caractère
sub-longueur d’onde des ondes de surface aën d’imager des détails de dimensions inférieures à la limite de
diffraction usuelle des ondes progressives. Dans le chapitre 2, nous avons déduit des équations de Maxwell
une équation de Helmholz scalaire pour les ondes de surface, dont on peut déduire toutes les composantes du
champ électromagnétique (vectoriel) des ondes de surface. Nous avons pu obtenir un « principe » d’Huygens-
Fresnel pour les ondes de surface ainsi qu’une équation eikonale pour les « rayons » d’ondes de surface, dont les
conditions d’application apparaissent clairement en cours de calcul. Nous avons illustré le principe d’Huygens-
Fresnel pour les ondes de surface en l’appliquant à différents dispositifs de diffraction et de focalisation d’ondes
de surface. Dans le chapitre 3, nous avons étudié analytiquement le comportement de la superlentille de
Pendry en régime impulsionnel, aën d’améliorer sa résolution par rapport au régime harmonique en présence
de pertes. Nous avons montré qu’une impulsion de même fréquence et décroissant au même rythme que
les ondes de surface de grand vecteur d’onde, et le régime suivant l’arrêt du régime harmonique, permettent
d’améliorer cette résolution de quelques dizaines de pourcents, au prix toutefois d’une décroissance importante
du signal.

Dans les chapitres suivants, nous nous sommes intéressés à l’interaction des ondes de surface avec un autre
système. Dans le chapitre 4, nous avons développé un traitement quantique des ondes de surface, s’appuyant
sur une modélisation sans pertes de celles-ci. Nous avons comparé les facteurs de Purcell prédits par ce modèle
quantique à un calcul classique de ce facteur, et mis en évidence la validité de notre modèle dans la limite de
faibles pertes. Dans le chapitre 5, nous avons étudié les phonons-polaritons de surface d’un puits quantique
et leur interaction avec les électrons du puits par transitions inter- et intrasousbandes. Nous avons mis en
évidence que certains de ces phonons-polaritons de surface de faible vecteur d’onde ont un champ important
dans le puits grâce à la constante diélectrique de ce dernier qui approche zéro (comportement que l’on ne
retrouve pas avec des plasmons-polaritons de surface), et interagissent fortement avec les électrons du puits.
Ces résultats ont ouvert la voie à la réalisation d’un modulateur d’ondes térahertz contrôlé électriquement,
et permettent d’envisager la réalisation d’une source électrique de rayonnement térahertz s’appuyant sur la
même structure.





A A

Conventions de calcul et notations

A.1 Notations

c désigne la célérité de la lumière dans le vide, ϵ0 la permittivité diélectrique du vide et µ0 la perméabilité
magnétique du vide. Ces trois grandeurs vériëent ϵ0µ0c2 = 1.

Si z est une grandeur complexe, z′ désigne sa partie réelle et z′′ sa partie imaginaire.

On utilise les notations de S (1987) pour les vecteurs unitaires. x̂, ŷ et ẑ, désignent les vecteurs unitaires
respectifs des axes x, y et z. Dans les autres cas, la notationˆ (chapeau) désigne un vecteur unitaire de mêmes
direction et sens que le vecteur sans chapeau. On a par exemple pour un vecteur v, v̂ = v

v .

H(t) désigne la fonction de Heaviside, qui vériëe

H(t) =

1 si t > 0

0 sinon.
(A.1)

A.2 Transformées de Fourier

A.2.1 Transformées de Fourier par rapport aux variables x et y

On note les variables conjuguées de x et y, Kx et Ky respectivement et on associe à ces variables un
vecteur d’onde K = Kxx̂ + Ky ŷ dont elles sont les composantes. Si f(ρ⃗) correspond à une fonction dans
l’espace direct, on note f(K) sa transformée de Fourier (on substitue simplement K à ρ⃗), et on a

f(ρ⃗) =

∫
d2K
(2π)2

eiK.ρ⃗f(K) (A.2)

f(K) =
∫

d2r e−iK.ρ⃗f(ρ⃗) (A.3)

avec ρ⃗ = xx̂+ yŷ. Par exemple, si f(ρ⃗) = δ(ρ⃗− ρ⃗0), on a f(K) = e−iK.ρ⃗0 .
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A.2.2 Transformées de Fourier par rapport au temps

La variable conjugué du temps t est la pulsation ω. Pour une fonction du temps f(t), on note f(ω) sa
transformée de Fourier (on substitue ω à t), et on a

f(t) =

∫
dω
2π

e−iωtf(ω) (A.4)

f(ω) =

∫
dt eiωtf(t) (A.5)

Par exemple, si f(t) = e−iω0t, on a f(ω) = 2π δ(ω − ω0).

A.3 Racines complexes

On est amené au cours des différents chapitres de cette thèse à déënir certaines grandeurs comme des
racines carrées d’expressions éventuellement complexes. Or, un nombre complexe a deux racines carrées pos-
sibles, opposées entre elles, et le signe des grandeurs ainsi déënies a un sens physique important : il s’agit
généralement de constantes de propagation, que l’on peut noter γ par exemple, ëgurant dans des expres-
sions de la forme eiγz . Le signe de la constante de propagation γ déënit ainsi un sens de propagation de
l’onde considérée (dans la direction z) – z croissants si Re(γ) > 0, z décroissants si Re(γ) < 0. Dès que
Im(γ) ̸= 0, eiγz diverge, l’onde est atténuée ou ampliëée, et son module croît dans une direction et décroit
dans l’autre – eiγz diverge lorsque z → −∞ si Im(γ) > 0, ou lorsque z →∞ si Im(γ) < 0.

On choisit ici parmi les deux racines carrées possibles celle de partie imaginaire positive. Cela conduit a intro-
duire dans le plan complexe une ligne de coupure, le long de l’axe des réels positifs – la fonction racine carrée
ainsi déënie présente une discontinuité à la traversée de cette ligne de coupure (voir ëgure A.1). Cela revient,
lors du calcul des racines carrées, à choisir l’argument du complexe dont on prend la racine carrée entre 0 et
2π, puis à diviser cet argument par deux pour obtenir celui de la racine carrée, comme cela est représenté sur
la ëgure A.1.

Si les deux racines carrées ont une partie imaginaire nulle, on est dans le cas où le carré est sur l’axe des
réels positifs. On choisit alors la racine positive.
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Im!

Re!

α!

√α!

φ !

φ/2 !

F A.1 – Coupure introduite dans le plan complexe lors du choix de signe des racines carrées complexes.
En rouge, la ligne de coupure induite par la convention choisie pour la fonction racine carrée complexe. On
a représenté un nombre complexe α et sa racine

√
α, ainsi que leurs phases respectives φ et φ/2.





A B

Ondes de surface dans les hétérostructures

Dans cette annexe, nous allons obtenir une expression du champ des ondes de surface dans les hétéro-
structures de forme générale représentée sur la ëgure B.1.

…
!

…
!

M+1 

M 

Couche 

zM 

Interface z 

j+1 

j 

j-1 

2 

1 

zM-1 

zj 

zj-1 

z2 

z1 

F B.1 – Système considéré dans cette thèse lorsque l’on traite d’hétérostructures. L’hétérostructure
contient M interfaces, de plans z = zj , 1 ⩽ j ⩽ M . Ces interfaces séparent M + 1 milieux matériels,
indexés de j = 1 àM +1. Dans la couche j avec 2 ⩽ j ⩽M , la coordonnée z vériëe zj−1 < z < zj . Cette
inégalité peut s’étendre aux milieux extrémaux 1 et M + 1 en posant z0 = −∞ et zM+1 =∞.

Nous donnerons deux méthodes pour obtenir ce champ, une première s’appuyant sur une séparation des
variables d’espace (coordonnées parallèles x et y d’une part, coordonnée perpendiculaire z d’autre part), et
une seconde, plus générale, s’appuyant sur les distributions. Dans les hétérostructures comportant plusieurs
interfaces séparant des milieux dont les constantes diélectriques peuvent être opposées (et dont les ondes de
surface ont donc une relation de dispersion comportant plusieurs branches), la première méthode fournit le
champ de chacune des branches de la relation de dispersion des ondes de surface séparemment, alors que la se-
conde méthode donne une seule expression du champ comportant une somme sur ces branches. L’optique de
Fourier développée dans le chapitre 2 s’appuye sur les expressions fournies par la première méthode. La quan-
tiëcation des ondes de surface dans les hétérostructures s’appuye sur celles obtenues par la seconde méthode.
Ces deux méthodes conduisent à un même système d’équations homogène. L’annulation de son déterminant
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donne la relation de dispersion des ondes de surface, et sa résolution donne les coefficients intervenant dans
les expressions du champ de ces ondes de surface.

Par la suite, nous quantiëerons ces ondes de surface et nous donnerons une expression des opérateurs
de leur champ. Préalablement, nous déterminerons l’énergie de ces ondes de surface, dont l’expression est
indispensable pour les quantiëer.

La dissipation de l’énergie de ces ondes de surface (dans les matériaux à pertes présents) peut poser des
problèmes formels. La première méthode d’obtention du champ des ondes de surface tient compte de ces
pertes dès le départ. La seconde méthode suppose que ces pertes sont absentes, et ses résultats sont généralisés
au cas avec pertes.

B.1 Séparation des variables

Une première manière d’obtenir les relations de dispersions et le champ des ondes de surface d’une hé-
térostructure sont présentés dans le chapitre 2. On rappelle ici les grandes lignes de cette méthode. Plus de
détails sont donnés dans le chapitre 2 ainsi que dans l’annexe D qui l’accompagne.

Cette méthode a pour point de départ l’équation de Helmholtz pour la composante Ez du champ élec-
trique, en régime harmonique de pulsation ω,

∆Ez(r) + ϵ(z, ω)
ω2

c2
Ez(r) = 0. (B.1)

Elle consiste à rechercher des solutions de cette équation de la forme

Ez(r) = E(x, y)f(z), (B.2)

c’est-à-dire à effectuer une séparation des coordonnées parallèles, x et y, et perpendiculaire à l’interface, z,.
On montre alors que la continuité de Dz(r) = ϵ(z, ω)Ez(r) et E//(r) à la traversée de chaque interface

entraine celle de ϵ(z, ω)f(z) et df
dz . De l’équation de Helmholtz (B.1), on déduit les équations différentielles

vériëées par E(x, y) et f(z),

∆//E(x, y) +K2
spE(x, y) = 0, (B.3a)

d2f
dz2

+

[
ϵ(z, ω)

ω2

c2
−K2

sp

]
f(z) = 0, (B.3b)

où l’on a introduit la constante K2
sp, dont on montre qu’il s’agit du carré du vecteur d’onde des ondes de

surface à la fréquence considérée 1

La résolution de (B.3b) en tenant compte de la continuité de ϵ(z, ω)f(z) et df
dz permet d’obtenir f(z),

f(z) = αje
iγj |z−zj−1| + βje

iγj |z−zj |, zj−1 < z < zj , (B.4)

1. et pour la branche considérée si la relation de dispersion des ondes de surface a plusieurs branches.
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où les coefficients αj et βj sont solutions du système d’équations (D.24), que l’on rappelle ici,

ϵj(ω)
[
αje

iγjdj + βj

]
= ϵj+1(ω)

[
αj+1 + βj+1e

iγj+1dj+1

]
,

iγj

[
αje

iγjdj − βj
]
= iγj+1(ω)

[
αj+1 − βj+1e

iγj+1dj+1

]
.

E(x, y) doit simplement satisfaire l’équation (B.3a). Une solution particulièrement simple est E(x, y) =
eiK.ρ⃗ avec ρ⃗ = xx̂+ yŷ et K un vecteur de carré K2

sp.

On déduit E//(r) de Ez(r) avec la formule (2.2),

E//(r) =
1

K2
sp

∇//

[
∂Ez(r)
∂z

]
=

1

K2
sp

∇// [E(x, y)]
df
dz
,

B.2 Par transformée de Fourier, sans pertes

Nous ne nous plaçons pas ici en régime harmonique, et nous considérons donc E(r, t). Sa transformée
de Fourier par rapport à t,

E(r, ω) =
∫

dt eiωtE(r, t), (B.5)

vériëe l’équation de Helmholtz,

∆E(r, ω) + ϵ(z, ω)
ω2

c2
E(r, ω) = 0. (B.6)

L’invariance par translation dans les directions x et y de ce système conduisent à étudier la transformée
de Fourier par rapport à x et y de ce champ,

E(K, z, ω) =
∫ ∞

−∞
dx
∫ ∞

−∞
dy e−iK.rE(r, ω) =

∫ ∞

−∞
dx
∫ ∞

−∞
dy e−iK.r

∫
dt eiωtE(r, t). (B.7)

D’après l’équation de Helmholtz, E(K, z, ω) vériëe

∂2

∂z2
E(K, z, ω) +

[
ϵ(z, ω)

ω2

c2
−K2

]
E(K, z, ω) = 0 (B.8)

ϵ(z, ω) étant constante par morceaux dans chaque couche de l’hétérostructure, cette équation se résout faci-
lement. Dans la couche j (zj−1 < z < zj), on a ϵ(z, ω) = ϵj(ω) et :

E(K, z, ω) = E(+)
j (K, ω)eiγjz + E(−)

j (K, ω)e−iγjz (B.9)

avec γj = γj(K,ω) =
√
ϵj
ω2

c2
−K2, cf. annexe A.3 pour les conventions de signe pour les racines com-

plexes. γj vériëe ainsi K2 + γ2j = ϵj(ω)
ω2

c2
.

Dans les couches extrémales j = 1 et j =M+1, on annule respectivement E(+)
0 (K, ω) et E(−)

M+1(K, ω),
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i.e. on suppose qu’il n’y a pas d’ondes incidentes provenant de z = ±∞.

Intéressons-nous maintenant à la polarisation de cette onde. L’équation ∇.D = 0 conduit dans chaque
couche à

iK.E(K, z, ω) +
∂

∂z
[E(K, z, ω).̂z] = 0, (B.10)

soit, en utilisant (B.9),

iK.
[
E(+)
j (K, ω)eiγjz + E(−)

j (K, ω)e−iγjz
]
+ iγj ẑ.

[
E(+)
j (K, ω)eiγjz − E(−)

j (K, ω)e−iγjz
]
= 0,

zj−1 < z < zj . (B.11)

En regroupant les termes en E(+)
j (K, ω) et E(−)

j (K, ω), et (B.11) étant vraie pour une inënté de valeurs de
z,

(K+ iγj ẑ).E
(+)
j (K, ω) = 0, (B.12a)

(K− iγj ẑ).E(−)
j (K, ω) = 0. (B.12b)

On pose alors

k±j = K± iγj ẑ, k̂±j =
k±j√
ϵj
ω
c

, (B.13a)

p±j (K, ω) =
1
√
ϵj
ω
c

(γjK̂∓K ẑ) =
γj√
ϵj
ω
c

(K̂∓ K

γj
ẑ), (B.13b)

s = p±j × k̂±j = K̂× ẑ. (B.13c)

Les vecteurs (k̂±j , p
±
j , s) et (K̂, ẑ, s) forment alors des bases, et les équations (B.12) peuvent s’écrire sous la

forme

k̂+j .E
(+)
j (K, ω) = 0, (B.14a)

k̂−j .E
(−)
j (K, ω) = 0. (B.14b)

Ainsi, dans la base (k̂±j , p
±
j , s), E

+
j (K, ω) se décompose sur les vecteurs p+j et s uniquement. De la même

manière, E−
j (K, ω) se décompose sur p−j et s. Les composantes sur s correspondent à la polarisation s du

champ, les composantes restantes à la polarisation p.

On ne s’intéresse désormais qu’à la polarisation p du champ. On a ainsi E+
j (K, ω) ∝ p+j (K, ω) ∝

K̂− K
γj
ẑ et E−

j (K, ω) ∝ p−j (K, ω) ∝ K̂+ K
γj
ẑ. En introduisant les constantes de proportionnalité fj(K, ω)

et bj(K, ω), l’équation (B.9) peut s’écrire

E(K, z, ω) = fj(K, ω)(K̂−
K

γj
ẑ)eiγjz + bj(K, ω)(K̂+

K

γj
ẑ)e−iγjz. (B.15)
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Aën de simpliëer les calculs, on multiplie les constantes fj(K, ω) et bj(K, ω) par eiγjzj−1 et e−iγjzj , et on
obtient

E(K, z, ω) = fj(K, ω)(K̂−
K

γj
ẑ)eiγj |z−zj−1| + bj(K, ω)(K̂+

K

γj
ẑ)eiγj |z−zj |. (B.16)

La continuité de Dz(K, z, ω) = ϵ(z, ω)Ez(K, z, ω) et E//(K, z, ω) permettent d’obtenir le système
d’équations

fj−1e
iγjdj−1 + bj−1 = fj + bje

iγjdj , (B.17a)
ϵj−1

iγj−1
fj−1e

iγjdj−1 − ϵj−1

iγj−1
bj−1 =

ϵj
iγj

fj −
ϵj
iγj

bje
iγjdj , (B.17b)

pour j = 2 àM+1 (on a omis la dépendance enK, ω des coefficients fj et bj aën d’alléger les notations). Ce
système est analogue à celui des équations (D.24) en substituant (αj , βj) à (fj , bj) et en multipliant (B.17b)
par i.

Le système (B.17) se résout en utilisant les propriétés des distributions. On peut l’écrire sous forme ma-
tricielle,

M(K,ω)


...

fj(K, ω)

bj(K, ω)
...

 =


0
...
0

 . (B.18)

Si l’on considère K comme ëxé, le membre de gauche de (B.18) est un produit de distributions de ω, qui
s’annule. Si l’on note {ωp(K)} l’ensemble des valeurs deω annulant le déterminant deM(K,ω), les solutions
de (B.18) sont de la forme 

...
fj(K, ω)

bj(K, ω)
...

 =
∑
p

cp(K)


...

f
(p)
j (K)

b
(p)
j (K)

...

 δ[ω − ωp(K)] (B.19)

Notons que les coefficients de la matrice M(K,ω) font intervenir ϵj(ω) et γj(K,ω) qui vériëent (en
l’absence de pertes et pour ω réel)

ϵj(−ω) = ϵj(ω), (B.20a)

γj(K,−ω) = −γ∗j (K,ω). (B.20b)

On en déduit
M(K,−ω) =M∗(K,ω), (B.21)

ce qui implique que les pulsations ωp annulant le déterminant de M(K,ω) forment des couples (ωp,−ωp)
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(on réordonne les indices p de sorte queω−p = −ωp) de vecteurs-solutions associés


...

f
(p)
j (K)

b
(p)
j (K)

...

 et


...

f
(p) ∗
j (K)

b
(p) ∗
j (K)

...


En posant

e(p)K (z) = f
(p)
j (K)(K̂− K

γj
ẑ)eiγj |z−zj−1| + b

(p)
j (K)(K̂+

K

γj
ẑ)eiγj |z−zj |, (B.22)

où γj dépend de [K, ωp(K)], l’équation (B.16) s’écrit

E(K, z, ω) =
∑
p

cp(K)e
(p)
K (z)δ[ω − ωp(K)], (B.23)

de transformée de Fourier inverse

E(r, t) =
∑
p

∫
d2K
(2π)2

eiK.re−iωp(K)te(p)K (z)cp(K). (B.24)

À noter que

e(−p)K (z) = f
(p) ∗
j (K)(K̂+

K

γ∗j
ẑ)e−iγ

∗
j |z−zj−1| + b

(p) ∗
j (K)(K̂− K

γ∗j
ẑ)e−iγ

∗
j |z−zj | (B.25a)

= −e(p) ∗−K (z), (B.25b)

et que la réalité de E(r, t) requiert E(−K, z,−ω) = E∗(K, z, ω), ce qui impose alors cp(K) = −c∗−p(−K).
On peut alors écrire E(r, t) sous la forme

E(r, t) =
∑
p>0

∫
d2K
(2π)2

eiK.re−iωp(K)te(p)K (z)cp(K) + c.c., (B.26)

où la somme
∑

p>0 correspond à une somme sur les branches de pulsations ωp(K) positives.

On obtient ainsi une expression du champ électrique des ondes de surface sous forme de somme sur les
branches de leur relation de dispersion (

∑
p>0) ainsi que sur les vecteurs d’onde K, d’ondes de polarisation

et dépendance par rapport à z données par e(p)K (z), d’amplitude cp(K) et de pulsation ωp(K).

B.3 Cas avec pertes

Aën d’obtenir une expression du champ des ondes de surface avec pertes, on généralise l’expression (B.26)
par analogie avec les expressions du champ avec pertes pour une interface simple obtenues au chapitre 1.
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Ainsi, en complexiëant la pulsation ωp(K) des ondes de surface, on obtient

E(r, t) =
∑
p>0

∫
d2K
(2π)2

eiK.re−iωpte(p)K (z)cp(K, t) + c.c., (B.27)

où la pulsation ωp(K) est désormais complexe (de partie imaginaire négative en présence de pertes) et l’am-
plitude cp(K, t) dépend du temps t (de sorte que le produit e−iωp(K)tcp(K, t) ne diverge pas quand t tend
vers −∞).

En complexiëant la composante Kx du vecteur d’onde K, on obtient

E(r, t) =
∑
p>0

∫
dω
2π

e−iωt
∫

dKy

2π
[eiK

+.re(p)K+(z)c
+
p (Ky, ω, x) + eiK

−.re(p)K−(z)c
−
p (Ky, ω, x)], (B.28)

avec K+ = Kx,sp(Ky, ω)x̂+Ky ŷ, K− = −Kx,sp(Ky, ω)x̂+Ky ŷ et Kx,sp(Ky, ω) =
√
Ksp2(ω)−K2

y

(cf. annexe A.3 pour les conventions de signe pour les racines complexes). On obtient deux termes, l’un enK+

correspondant aux ondes atténuées dans la direction des x croissants, l’autre en K− correspondant aux ondes
atténuées dans la direction des x décroissants. Les amplitudes c+p (Ky, ω, x) et c−p (Ky, ω, x) dépendent dé-
sormais deKy, ω ainsi que de x aën que les produits eiK+.rc+p (Ky, ω, x) et eiK−.rc−p (Ky, ω, x) ne divergent
pas lorsque x tend vers ±∞.

B.4 Énergie et quantiícation

Nous allons déterminer l’énergie des ondes de surface à l’aide des résultats de l’annexe G, qui fournit une
expression permettant de déterminer l’énergie de modes du champ électromagnétique en présence de milieux
dispersifs, supposés sans pertes toutefois. Les modes considérés doivent être normalisables. Pour cela, on utilise
les conditions aux limites de Born-von Karman dans les directions parallèles x et y. On suppose ainsi que
l’espace a une période L dans ces directions (et on pose S = L×L). Les vecteurs d’onde K sont alors discrets
(et de la forme K = nx

2π
L x̂+ ny

2π
L ŷ), et l’équation (B.26) devient

E(r, t) =
∑
p>0

∑
K

eiK.re−iωp(K)te(p)K (z)cp(K) + c.c., (B.29)

(La dimension de l’amplitude cp(K) change par rapport à B.26).

L’équation (G.27) permet d’écrire l’énergie associée à ces modes,

U = ϵ0
∑
p>0

∑
K

∫
V

d3r
{
∂

∂ω
[ωϵ(z, ω)]

∣∣∣e(p)K (z)
∣∣∣2 + ∣∣∣ c

ω
∇×

[
eiK.re(p)K (z)

]∣∣∣2} |cp(K)|2 . (B.30)
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On normalise alors le vecteur e(p)K (z) à l’aide de la condition

1

2

∫
dz

{
∂

∂ω
[ωϵ(z, ω)]

∣∣∣e(p)K (z)
∣∣∣2 + ∣∣∣∣ϵ(z, ω)K

ω

c
e
(p)
K,z(z)

∣∣∣∣2
}

= 1, (B.31)

(cette condition est différente de G.29). On a utilisé l’égalité c
ω∇×

[
eiK.re(p)K (z)

]
= −i ϵ(z,ω)K

ω
c e
iK.re

(p)
K,z(z)ẑ×

K̂ aën de simpliëer l’expression du second terme entre crochets. U vaut alors

U = 2ϵ0S
∑
p>0

∑
K

|cp(K)|2 = ϵ0S
∑
p>0

∑
K

[cp(K)cp(K)∗ + cp(K)∗cp(K)]
2 . (B.32)

On quantiëe canoniquement ces modes à l’aide des relations

cp(K)→

√
ℏ

2ϵ0Sωp(K)
âp(K), (B.33a)

cp(K)∗ →

√
ℏ

2ϵ0Sωp(K)
â+p (K). (B.33b)

Le hamiltonien des ondes de surface et l’opérateur associé à leur champ électrique sont alors

Ĥ =
∑
p>0

∑
K

ℏωp(K)

[
â+p (K)âp(K) +

1

2

]
, (B.34a)

Ê(r, t) =
∑
p>0

∑
K

i

√
ℏωp(K)

2ϵ0S
eiK.re(p)K (z)âp(K)e−iωp(K)t + h.c. (B.34b)

Les expressions (B.30) et (B.31), faisant intervenir des intégrales selon la coordonée z, permettent de
donner la répartition de cette énergie selon l’axe z. On peut en effet ré-écrire (B.30) et (B.31) sous la forme

U =

∫
dz ϵ0

∑
p>0

∑
K

∫
dx
∫

dy
{
∂

∂ω
[ωϵ(z, ω)]

∣∣∣e(p)K (z)
∣∣∣2 + ∣∣∣ c

ω
∇×

[
eiK.re(p)K (z)

]∣∣∣2} |cp(K)|2︸ ︷︷ ︸
u(z)

,

(B.35a)∫
dz

1

2

{
∂

∂ω
[ωϵ(z, ω)]

∣∣∣e(p)K (z)
∣∣∣2 + ∣∣∣∣ϵ(z, ω)K

ω

c
e
(p)
K,z(z)

∣∣∣∣2
}

︸ ︷︷ ︸
f
(p)
K (z)

= 1, (B.35b)

où u(z) est une énergie par unité de longueur dans la direction z, et f (p)K (z) une fonction de distribution de
l’énergie du mode (p,K) dans cette direction, normalisée par l’équation B.31.
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Annexes du chapitre « Champ des ondes de
surface à l’aide du formalisme de Green »

C.1 Calculations of the surface plasmon íeld

For the plane interface system, it is convenient to use the representation due to Sipe (S 1987) that
consists of a decomposition over elementary plane waves. We consider the interface such as the lower medium
z < 0 is denoted as medium 1 and the upper medium z > 0 is medium 2. We use the dyadic notation for
the tensor. For instance, the s-component of the electric ëeld is given by ŝ̂sE = ŝ(̂s · E). Using the notations
of Eq. (1.5), we have for the ëeld in the lower half-space z < 0 and currents below z (z′ < z) :

←→g (K, z, z′, ω) =←→g 0(K, z, z′, ω) +
i

2γ1

[̂
srsŝ+ p̂−1 rpp̂

+
1

]
e−iγ1z

′
e−iγ1z (C.1)

where ←→g 0(K, z, z′, ω) denotes the Fourier transform of the Green’s tensor of an inënite space ëlled by
medium 1.

For the ëeld in the upper half-space (z > 0) and currents still in the lower half-space (z′ < 0), one has :

←→g (K, z, z′, ω) =
i

2γ1

[̂
stsŝ+ p̂2tpp̂

+
1

]
e−iγ1z

′
eiγ2z (C.2)

e Fresnel reìection and transmission factors are given by :

rs =
γ1 − γ2
γ1 + γ2

rp =
γ1ϵ2 − γ2ϵ1
γ1ϵ2 + γ2ϵ1

(C.3)

ts =
2γ1

γ1 + γ2
tp =

2γ1
√
ϵ1
√
ϵ2

γ1ϵ2 + γ2ϵ1
(C.4)

γm =
√
ϵm
(ω
c
)2 −K2 for m = 1, 2 is chosen so that Imγm > 0. is way, using ϵm(−ω∗) = ϵ∗m(ω),

one has γm(K∗,−ω∗) = −γ∗m(K,ω). e square roots of dielectric constants
√
ϵm are chosen so that

Re
√
ϵm ⩾ 0. ŝ = K × z/K, p̂±1 = (Kz ∓ γ1K/K)/(k0

√
ϵ1) and p̂2 = (Kz − γ2K/K)/(k0

√
ϵ2),

k0 = ω/c and K =
√
K2
x +K2

y is chosen so that ImK > 0 or ImK = 0 and ReK > 0. is way, one
has p̂(−K,−ω∗) = −p̂(K, ω)∗ when K is real and ω complex and p̂(−K∗,−ω) = p̂(K, ω)∗ when K is
complex and ω real.

We extend the deënition of←→g (K, z, z′, ω) to complex values of ω and assume that the denominator of
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the Fresnel coefficients rp and tp (whose nullity is equivalent to Eq. (4.4)) has two roots ωsp and −ω∗
sp :

1

γ1ϵ2 + γ2ϵ1
=

C(K,ω)

(ω − ωsp)(ω + ω∗
sp)

(C.5)

with Imωsp < 0. ←→g then features two poles at ωsp and −ω∗
sp. e residues of ←→g at these poles can be

calculated with
←→
f ω̃(K, z, z′) = limω→ω̃ [(ω − ω̃)←→g (K, z, z′, ω)] where ω̃ denotes ωsp or−ω∗

sp. It comes :

←→
f ωsp(K, z, z

′) = i
γ1ϵ2
k0
√
ϵ1

C(K,ωsp)

2Reωsp
(K̂− K

γm
nm)p̂+1 e

−iγ1z′eiγm|z| (C.6)

where nm denotes −ẑ for z < 0 and ẑ for z > 0, γm denotes γ1 for z < 0 and γ2 for z > 0. γ1 and γ2
depends on K and ωsp and p̂+1 on K and ωsp.

Using ϵm(−ω∗) = ϵ∗m(ω), γm(K,−ω∗) = −γ∗m(K,ω), and p̂+1 (K,−ω∗) = −p̂+1 (−K, ω)∗, we have :

←→
f −ω∗

sp
(K, z, z′) = −

←→
f ∗
ωsp

(−K, z, z′) (C.7)

Using Eq. (1.7), (1.9) and (C.6), one can ënd the amplitudes in Eq. (1.10) :

E(K, t) = −µ0
γ1ϵ2
k0
√
ϵ1

C(K,ωsp)

2Reωsp

∫
d2r′e−iK·r

′
∫ 0

−∞
dz′e−iγ1z

′
∫ t

−∞
dt′eiωspt′ p̂+1 .

∂j
∂t′

(r′, t′) (C.8)

We now extend the deënition of←→g (K, z, z′, ω) to complex values of Kx and assume 1 that the deno-
minator of the Fresnel coefficients rp and tp has two roots Kx, sp =

√
K2
sp −K2

y and −Kx, sp :

1

γ1ϵ2 + γ2ϵ1
=
γ1ϵ2 − γ2ϵ1
ϵ21 − ϵ22

1

(Kx −Kx, sp)(Kx +Kx, sp)
(C.9)

with ImKx, sp > 0, and where Ksp depends on ω and is given by the dispersion relation.←→g then features
two poles at Kx, sp and −Kx, sp.

e residues of←→g at these poles can be calculated with
←→
f
K̃x
(Ky, z, z

′, ω) = lim
Kx→K̃x

[
(Kx − K̃x)

←→g (K, z, z′, ω)
]

where K̃x denotes Kx, sp or −Kx, sp. It comes :

←→
f Kx,sp(Ky, z, z

′, ω) =
i

2Kx, sp

γ1ϵ2
k0
√
ϵ1

γ1ϵ2 − γ2ϵ1
ϵ21 − ϵ22

(K̂+ − K
γm
nm)p̂+1 (Kx,spx̂+Kyŷ, ω)e−iγ1z

′
eiγm|z|

(C.10)
←→
f −Kx,sp(Ky, z, z

′, ω) = − i

2Kx, sp

γ1ϵ2
k0
√
ϵ1

γ1ϵ2 − γ2ϵ1
ϵ21 − ϵ22

(K̂− − K
γm
nm)p̂+1 (−Kx,spx̂+Kyŷ, ω)e−iγ1z

′
eiγm|z|

(C.11)
where K̂+ =

Kx, spx̂+Kyŷ
Ksp

, K̂− =
−Kx, spx̂+Kyŷ

Ksp
, and the other notations are deëned above.

1. is is the case for a vacuum/metal (Drude model) interface.



C.2. Surface plasmon íeld of a dipole 137

Using Eq. (1.7), (1.11), (1.12), (C.10) and (C.11), one can ënd the amplitudes in Eq. (1.13) :

E>(Ky, ω, x) = µ0
1

2Kx, sp

γ1ϵ2
k0
√
ϵ1

γ1ϵ2 − γ2ϵ1
ϵ21 − ϵ22∫ x

−∞
dx′e−iKx,spx′

∫
dy′e−iKyy′

∫ 0

−∞
dz′e−iγ1z

′
∫

dt′eiωt
′
p̂+1 (Kx,spx̂+Kyŷ, ω).

∂j
∂t′

(r′, t′) (C.12)

E<(Ky, ω, x) = µ0
1

2Kx, sp

γ1ϵ2
k0
√
ϵ1

γ1ϵ2 − γ2ϵ1
ϵ21 − ϵ22∫ ∞

x
dx′e−iKx,spx′

∫
dy′e−iKyy′

∫ 0

−∞
dz′e−iγ1z

′
∫

dt′eiωt
′
p̂+1 (−Kx,spx̂+Kyŷ, ω).

∂j
∂t′

(r′, t′) (C.13)

C.2 Surface plasmon íeld of a dipole

e currents associated with the dipole p0e
−iω0t at a distance d above the interface are given by j(r, t) =

2Re
[
e−iω0t(−i)ω0p0

]
δ(r− (−d)ẑ). Using the form of the surface plasmon ëeld given by Eq. (1.14), one

can compute the amplitude with this expression and Eq. (C.12) :

E>(Ky, ω) = −
γ1ϵ2 − γ2ϵ1
ϵ21 − ϵ22

γ1ϵ2
k0
√
ϵ1

1

2Kx,sp
eiγ1dµ0ω

2
0 p̂

+
1 . [2πδ(ω − ω0)p0 + 2πδ(ω + ω0)p∗0] (C.14)

Hence, using Eq. (1.14) and the properties K(−K∗) = −K∗(K), Kx,sp(Ky,−ω) = −K∗
x,sp(Ky, ω),

γm(K
∗,−ω) = −γ∗m(K,ω), ϵm(−ω) = ϵ∗m(ω) and the deënition of p̂+1 , it comes :

Em = −Re

[
eiγm|z|e−iω0tγ1ϵ2 − γ2ϵ1

ϵ21 − ϵ22
γ1γ2
ϵ0

∫
dKy

2π

eiK·r

Kx,sp
(K̂− K

γm n̂m)(K̂− K
γ1 ẑ).p0

]
(C.15)

By derivating
∫ dKy

2π
eiK·r

Kx,sp
= 1

2H
(1)
0 (Kspρ)with respect tox or y one ënds

∫ dKy
2π

eiK·r

Kx,sp
K̂ = i

2H
(1)
1 (Kspρ)ρ̂

and
∫ dKy

2π
eiK·r

Kx,sp
K̂K̂ = 1

2

[
[H

(1)
1 (Kspρ)]

′ρ̂ρ̂+
H

(1)
1 (Kspρ)
Kspρ

θ̂θ̂

]
. Using these relations and the value of p0,

withM(K,ω) = −γ1γ24
γ1ϵ2 − γ2ϵ1
ϵ21 − ϵ22

, we get Eq.(1.15) and (1.17). According to Eq.(1.14), the ëeld found

in Eq.(1.15) and (1.17) only apply in the x > 0 half-space. Using symmetries arguments, one ënd easily that
they also apply in the x < 0 half-space.

Eq.(1.15) and (1.17) can then be simpliëed using the asymptotical form of the Hankel functionsHn(z)→√
2
πz e

iz−1
2πi(n+

1
2). Denoting M ′

v(Ksp, ω0) = −
√

2
πe

−iπ
4M(Ksp, ω0)

Ksp
γ1ϵ0 , we obtain Eq.(1.16). Using

also the property of the Hankel functions H ′
1(z) = H0(z) − 1

zH1(z) and denoting M ′
h(Ksp, ω0) =√

2
πe

−iπ
4M(Ksp, ω0)

1
ϵ0 , we obtain Eq.(1.18).
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D.1 Identité de Green en dimension 2

On montre, en dimension 3, en intégrant la quantité∇.(u∇v)−∇.(v∇u) sur un volume V de frontière
S à l’aide de la formule de Green-Ostrogradski et en utilisant les relations ∇.(fA) = f∇.A + (∇f).A et
∇.(∇u) = ∆u, l’identité de Green,∫

V
dV [u∆v − v∆u] =

∫
S
dS
[
u
∂v

∂n
− v ∂u

∂n

]
, (D.1)

qui exprime une intégrale sur le volume V dépendant des valeurs des champs scalaires u et v sur V (membre
de gauche), sous forme d’une intégrale sur la frontière S de ce volume, dépendant des valeurs de u et v sur S
uniquement (voir ëgure D.1). ∂

∂n désigne la dérivée selon la normale sortante de S ( ∂∂n = n.∇).

Celle-ci se généralise aisément en dimension 2. Si l’on considère deux champs scalaires u et v fonctions de
x et y uniquement, on peut leur associer les deux champs scalaires 3D ũ et ṽ vériëant ũ(x, y, z) = u(x, y) et
ṽ(x, y, z) = v(x, y). On considère également une surface S de frontière L du plan xy (ëgure D.2, gauche),
à laquelle on associe le volume Ṽ de frontière S̃ et de hauteur h (ëgure D.2, droite).

En écrivant l’identité de Green (D.1) pour les champs ũ et ṽ sur Ṽ , on obtient∫
Ṽ

dV [ũ∆ṽ − ṽ∆ũ] =
∫
S̃
dS
[
ũ
∂ṽ

∂n
− ṽ ∂ũ

∂n

]
. (D.2)

Le membre de gauche de cette équation vériëe∫
Ṽ

dV [ũ∆ṽ − ṽ∆ũ] = h

∫
S
dS
[
u∆//v − v∆//u

]
. (D.3)
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F D.1 – Illustration de l’identité de Green 3D.
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F D.2 – Illustrations de l’identitité de Green 2D. Gauche : surface S de frontière L, droite : volume Ṽ
de frontière S̃ se déduisant de S et L (voir corps du texte).



D.2. Expressions mathématiques du principe d’Huygens-Fresnel pour les ondes de surface 141

Les sommes sur les extrémités Σ1 et Σ2 (voir ëgure D.2) de la somme sur S̃ de (D.2) sont nulles car sur ces
surfaces, ∂

∂n = ∂
∂z , et ũ et ṽ ne dépendant pas de z, leurs dérivées normales sont nulles. Le membre de droite

de (D.2) vériëe alors ∫
S̃
dS
[
ũ
∂ṽ

∂n
− ṽ ∂ũ

∂n

]
. = h

∫
L
dL
[
u
∂v

∂n
− v ∂u

∂n

]
. (D.4)

En utilisant les équations (D.2), (D.3) et (D.4), on peut alors écrire∫
S
dS
[
u∆//v − v∆//u

]
. =

∫
L
dL
[
u
∂v

∂n
− v ∂u

∂n

]
. (D.5)

D.2 Expressionsmathématiques du principe d’Huygens-Fresnel pour les ondes

de surface

D.2.1 Obtention du principe d’Huygens-Fresnel pour les ondes de surface

Nous allons montrer ici comment on détermine la forme mathématique du principe d’Huygens-Fresnel
pour les ondes de surface (équation 2.25). On écrit pour cela la fonction de Green,

G(ρ⃗− ρ⃗ ′) = iπH
(1)
0 (Ksp

∣∣ρ⃗− ρ⃗ ′∣∣), (D.6)

solution de l’équation
∆//G(ρ⃗− ρ⃗ ′) +K2

spG(ρ⃗− ρ⃗ ′) = −4πδ(ρ⃗− ρ⃗ ′) (D.7)

(l’opérateur ∆// s’applique à la variable ρ⃗ ′). En multipliant cette équation par E(ρ⃗ ′) et en utilisant (2.5), on
obtient

E(ρ⃗ ′)∆//G(ρ⃗− ρ⃗ ′)−∆//E(ρ⃗ ′)G(ρ⃗− ρ⃗ ′) = −4πE(ρ⃗)δ(ρ⃗− ρ⃗ ′). (D.8)

On somme alors cette expression sur une surface S du plan xy (voir ëgure 2.10),∫
S
dS
[
E(ρ⃗ ′)∆//G(ρ⃗− ρ⃗ ′)−∆//E(ρ⃗ ′)G(ρ⃗− ρ⃗ ′)

]
= −4π

∫
S
dS E(ρ⃗)δ(ρ⃗− ρ⃗ ′). (D.9)

Le membre de gauche de cette équation peut s’exprimer sous forme de somme sur la frontière L de S à l’aide
de l’identité de Green (voir annexe D.1). Le membre de droite vaut −4πE(ρ⃗) si ρ⃗ est dans S, 0 sinon. On
peut alors écrire

1

4i

∫
L
dl
{
E(ρ⃗ ′)

∂

∂n

[
H

(1)
0 (Ksp|ρ⃗− ρ⃗ ′|)

]
−H(1)

0 (Ksp|ρ⃗− ρ⃗ ′|) ∂
∂n

[
E(ρ⃗ ′)

]}
=

E(ρ⃗) si ρ⃗ dans S,

0 sinon.
(D.10)

Le cas où ρ⃗ est dans S permet de retrouver l’équation (2.25).
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D.2.2 Sources secondaires sur une courbe ouverte

L’équation (2.25) exprime E(x, y) sous forme d’une intégrale le long d’un contour fermé. Sous certaines
conditions, souvent remplies, nous allons voir que celle-ci peut s’exprimer sous la forme d’une intégrale le
long d’une portion de courbe, pas nécessairement fermée, ce qui permettra d’obtenir un principe d’Huygens-
Fresnel pour les ondes de surface sous une forme plus pratique à utiliser.

Nous considérons maintenant la courbe fermée L représentée sur la ëgure D.3, constituée de la réunion

L2 

L1 

ρ’-ρ 

ρ 

ρ’ 

R 

L3 

L3 

y 

O x 

θ 

F D.3 – Géométrie utilisée pour obtenir un principe d’Huygens-Fresnel sur une courbe ouverte.

des courbes L1, L2 et L3. L1 consiste en une portion de courbe à proximité de l’origine O, d’extrémités
situées sur l’axe Oy. L2 est un demi-cercle de centre O et de rayon R. L3 est constitué de deux portions de
l’axe Oy, joignant les extrémités de L1 et L2.

Nous allons utiliser cette géométrie aën de modéliser un système dont les sources d’ondes de surface se
situent dans une région limitée de l’espace (près de L1), où l’on peut supposer le champ nul le long d’un axe
de part et d’autre des sources (ici, L3), et où il n’y a pas d’autres sources d’ondes de surface (ce qui permettra
d’écrire une condition de rayonnement de Sommerfeld pour les ondes de surface). Le terme de droite de
l’équation (2.25) peut se décomposer en trois intégrales, sur L1, L2 et L3,

E(ρ⃗) = 1

4i

∫
L1

dL
{
E(ρ⃗ ′)

∂

∂n

[
H

(1)
0 (Ksp

∣∣ρ⃗− ρ⃗ ′∣∣)]−H(1)
0 (Ksp

∣∣ρ⃗− ρ⃗ ′∣∣) ∂
∂n
E(ρ⃗ ′)

}
(D.11)

+
1

4i

∫
L2

dL · · ·+ 1

4i

∫
L3

dL . . . , (D.12)

(on intègre trois fois la même expression).
L’intégrale le long de L3 est nulle, car on a supposé E(ρ⃗) et sa dérivée normale nuls sur L3.
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Nous allons voir que l’intégrale le long de L2 tend vers 0 quand R tend vers∞. Considérons la contri-
bution de L2 au terme de droite de (D.11), et notons-la E2(ρ⃗). Pour R suffisamment grand, L2 est loin des
points d’observation et plusieurs simpliëcations peuvent être effectuées. On a ρ⃗ ′ − ρ⃗ ≈ ρ⃗ ′ = Rρ̂, n ≈ ρ̂

(vecteur unitaire radial), et ∂
∂n ≈

∂
∂R . Les expressions asymptotiques des fonctions de Hankel permettent

d’écrire 1 H
(1)
1 (KspR) ≈ −iH(1)

0 (KspR) ≈
√

2
πe

−iπ
4 (−i) eiz√

z
. L’intégrale le long de L2 peut se ré-écrire

sous la forme
∫
L2

dL = R
∫ π/2
−π/2dθ E2(ρ⃗) peut alors être considérablement simpliëé,

E2(ρ⃗) =
1

4i

√
2

π
e−i

π
4
eiKspR√
Ksp

∫ π/2

−π/2
dθ
√
R

[
iKspE(Rρ̂)−

∂

∂R
E(Rρ̂)

]
. (D.13)

Cette intégrale s’annule lorsque R→∞ si la condition de rayonnement de Sommerfeld pour les ondes de surface
est satisfaite (ce qui est notamment le cas pour les ondes cylindriques générées par un dipôle),

lim
R→∞

√
R

[
iKspE(Rρ̂)−

∂

∂R
E(Rρ̂)

]
= 0 (D.14)

L’équation (D.11) peut donc s’écrire

E(ρ⃗) = 1

4i

∫
L1

dL
{
E(ρ⃗ ′)

∂

∂n

[
H

(1)
0 (Ksp

∣∣ρ⃗− ρ⃗ ′∣∣)]−H(1)
0 (Ksp

∣∣ρ⃗− ρ⃗ ′∣∣) ∂
∂n
E(ρ⃗ ′)

}
. (D.15)

Là encore, l’intégrale le long de L1 et les dérivées dans la direction normale ∂
∂n s’effectuent par rapport à

la variable ρ⃗ ′. Pour cette géométrie très fréquente en pratique, on voit qu’il est ainsi possible d’obtenir une
expression du champ en fonction d’une intégrale le long d’une courbe non nécessairement fermée.

D.2.3 Sources secondaires sur une droite

Dans l’équation (D.15) ëgure non seulement E(ρ⃗ ′) le long de L1, mais également sa dérivée dans la
direction normale à L1, ∂

∂nE(ρ⃗
′). Dans le cas où L1 est une droite, nous allons voir que l’intégrale ëgurant

dans (D.15) peut s’exprimer soit en fonction de E(ρ⃗ ′), soit en fonction de ∂
∂nE(ρ⃗

′), leurs deux contributions
dans (D.15) étant ici égales. Nous choisissons donc L1 coincidant avec l’axe Oy (ëgure D.4). Soit alors ρ⃗ ′′

le symétrique de ρ⃗ par rapport à l’axe Oy (voir ëgure D.4). ρ⃗ ′′ se situant en dehors de S, l’équation (D.10)
permet d’écrire∫

L
dL
{
E(ρ⃗ ′)

∂

∂n

[
H

(1)
0 (Ksp

∣∣ρ⃗ ′′ − ρ⃗ ′∣∣)]−H(1)
0 (Ksp

∣∣ρ⃗ ′′ − ρ⃗ ′∣∣) ∂
∂n
E(ρ⃗ ′)

}
= 0. (D.16)

Comme précédemment, l’intégrale le long de L peut se décomposer en trois intégrales, le long de L1, L2 et
L3, et les intégrales le long de L2 et L3 s’annulent. De plus, ρ⃗ et ρ⃗ ′′ étant symétriques l’un de l’autre, on a
sur L1, |ρ⃗− ρ⃗ ′| = |ρ⃗ ′′ − ρ⃗ ′| et ∂

∂n

[
H

(1)
0 (Ksp |ρ⃗ ′′ − ρ⃗ ′|)

]
= − ∂

∂n

[
H

(1)
0 (Ksp |ρ⃗− ρ⃗ ′|)

]
, où les dérivées

1. Asymptotiquement, pour |z| grand, on aH(1)
0 (z) ≈

√
2
π
e−iπ

4 eiz√
z

etH(1)
1 (z) ≈

√
2
π
e−iπ

4 (−i) e
iz

√
z

(F et M
1953).
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L2 
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L3 
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ρ’-ρ 
ρ’’-ρ 

ρ’’ 

F D.4 – Géométrie utilisée pour obtenir un principe d’Huygens-Fresnel avec un champ connu sur une
droite.

normales s’effectuent toujours par rapport à ρ⃗ ′. On a donc ënalement :∫
L1

dL E(ρ⃗ ′)
∂

∂n

[
H

(1)
0 (Ksp

∣∣ρ⃗− ρ⃗ ′∣∣)] = −∫
L1

dLH(1)
0 (Ksp

∣∣ρ⃗− ρ⃗ ′∣∣) ∂
∂n
E(ρ⃗ ′). (D.17)

Les équations (D.15) et (D.17) permettent alors d’écrire

E(ρ⃗) = 1

2i

∫
L1

dL E(ρ⃗ ′)
∂

∂n

[
H

(1)
0 (Ksp

∣∣ρ⃗− ρ⃗ ′∣∣)] (D.18a)

= − 1

2i

∫
L1

dLH(1)
0 (Ksp

∣∣ρ⃗− ρ⃗ ′∣∣) ∂
∂n
E(ρ⃗ ′). (D.18b)

On voit ainsi que dans le cas simple d’un champ d’ondes de surface incident connu le long d’une droite, on
peut écrire le champ des ondes de surface après propagation en fonction de la seule connaissance de l’amplitude
du champ le long de la droite en question (équation D.18a), ou bien en fonction uniquement de sa dérivée
normale (équation D.18b).
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D.3 Composantes parallèles et perpendiculaire du champ des ondes de sur-

face

D.3.1 Continuité du champ parallèle E//

La séparation des variables pour la composante Ez du champ des ondes de surface a conduit à introduire
une fonction f(z) contenant la dépendance par rapport à la variable z de Ez(r), voir équation (2.1). La
continuité de ϵ(z, ω)f(z) à la traversée de chaque interface est immédiate à partir de celle de ϵ(z, ω)Ez(r).
Nous allons maintenant montrer que df

dz est également continue à la traversée de chaque interface.

Dans chaque couche de l’hétérostructure, on a∇.E = 0, soit ∂Ex
∂x (r) + ∂Ey

∂y (r) + E(x, y)df
dz = 0. Cette

égalité permet d’écrire
df
dz

= − 1

E(x, y)

[
∂Ex
∂x

(r) +
∂Ey
∂y

(r)
]
. (D.19)

Les composantes parallèles Ex et Ey étant continues à la traversée de chaque interface, leurs dérivées dans les
directions parallèles x et y le sont elles aussi, ce qui entraine que df

dz l’est également.

D.3.2 Champ parallèle E// en fonction du champ perpendiculaire Ez

Les composantes Ex et Ey du champ électrique peuvent s’écrire sous la forme de sommes de termes
proportionnels 2 à e±iγjz . L’équation de Helmholtz ∆E(r) + ϵ(z, ω)ω

2

c2
E(r) = 0 permet alors d’écrire

∆//E(r) +
[
ϵ(z, ω)

ω2

c2
− γ2︸ ︷︷ ︸

K2
sp

]
E(r) = 0. (D.20)

L’équation∇.E = 0 peut s’écrire sous la forme∇//.E// +
∂Ez
∂z = 0. En prenant le gradient parallèle de cette

expression, on obtient

∇//[∇//.E//] +∇//
∂Ez
∂z

= 0. (D.21)

Or on peut montrer que ∇//[∇//.E//] = ∆//E// en utilisant Bz = 0, d’où ∇//[∇//.E//] = −K2
spE//, ce

qui permet alors d’écrire

E//(r) =
1

K2
sp

∇//

[
∂Ez
∂z

]
=

1

K2
sp

∇// [E(x, y)]
df
dz
. (D.22)

2. On peut en fait le montrer en séparant les variables de Ex et Ey : Ex = Ex(x, y)fx(z), Ey = Ey(x, y)fy(z). L’équation
ẑ.∇× E = 0, valide pour les ondes polarisées p, permet d’écrire ∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y
=

∂Ey

∂x
fy(z)− ∂Ex

∂y
fx(z) = 0. fx(z) et fy(z) sont

donc proportionnelles, on peut les supposer égales sans perte de généralité à une même fonction f//(z). ∇.E = 0 permet d’écrire[
∂Ex
∂x

(x, y) +
∂Ey

∂y
(x, y)

]
f//(z) + E(x, y) df

dz = 0. Ainsi, f//(z) est proportionnelle à df
dz , que l’on peut écrire sous la forme de

somme de termes en e±γjz (voir annexe D.4). On peut supposer f//(z) = df
dz sans perte de généralité. Ainsi f//(z) s’écrit bien sous

la forme voulue.
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D.4 Relation de dispersion des ondes de surface dans un milieu stratiíé

Nous cherchons ici à résoudre l’équation (2.7), qui porte sur la dépendance en z, f(z), de Ez (voir
équation 2.1), dans le cas d’un milieu stratiëé quelconque (voir ëgure 2.4, sur laquelle sont précisées les
notations).

Les notations sont précisées dans la note de la ëgure 2.4. Dans la couche j du système (zj−1 < z < zj),

on a ϵ(z, ω) = ϵj(ω). En posant γj =
√
ϵj(ω)

ω2

c2
−K2

sp (voir annexe A.3 à propos des racines complexes),
l’équation (2.7) dans la couche j peut s’écrire sous la forme :

d2f
dz2

+ γ2j f(z) = 0, (D.23)

Les solutions de cette équation sont de la forme f(z) = αje
iγj(z−zj−1) + βje

−iγj(z−zj). Dans les deux
espaces semi-inënis des extrémités (j = 1 et j =M +1), il faut α1 = βM+1 = 0 aën que le champ loin de
la structure ne diverge pas (si γ1 ou γM+1 complexe) et qu’il n’y ait pas d’onde incidente sur la structure (si
γ1 ou γM+1 réel positif ).

Pour chaque interface z = zj (j = 1 àM ), on peut alors écrire 2 équations de continuité (continuité de
ϵ(z, ω)f(z) et df

dz ),

ϵj(ω)
[
αje

iγjdj + βj

]
= ϵj+1(ω)

[
αj+1 + βj+1e

iγj+1dj+1

]
, (D.24a)

iγj

[
αje

iγjdj − βj
]
= iγj+1(ω)

[
αj+1 − βj+1e

iγj+1dj+1

]
. (D.24b)

On rappelle que l’on a supposéα1 = βM+1 = 0 aën qu’il ne se pose pas de problème d’intégrales divergentes.
On obtient ainsi un total de 2M équations pour 2M inconnues (2 par couche pourM+1 couches soit 2M+2

inconnues, moins les deux valeurs imposées α1 = 0 et βM+1 = 0).

Il s’agit d’un système linéaire et homogène d’équations. Ses solutions αj et βj seront toutes nulles sauf si
son déterminant est nul. Ce déterminant dépend de la géométrie de la structure, via les épaisseurs dj et les
constantes diélectriques ϵj(ω), ainsi que de la constanteKsp et deω, via les termes γj et ϵj(ω). Son annulation
fournit une équation implicite reliant Ksp et ω, qui constitue la relation de dispersion des ondes de surface
de ce système. Pour chacun des couples (Ksp, ω) de la relation de dispersion, le système d’équations (D.24)
a un ensemble de solutions non nulles de la forme

(β̃1, α̃2, β̃2, . . . , α̃n, β̃n, α̃n+1), (D.25)

où les coefficients α̃j et β̃j sont des fonctions deKsp ou ω (ils dépendent du point de la relation de dispersion
considéré). Ces solutions forment un espace vectoriel de dimension 1, toutes les solutions sont proportion-
nelles entre elles. À chacune de ces solutions correspond une fonction f(z) de la forme

f(z) = α̃je
iγj(z−zj) + β̃je

iγj(zj+1−z), (D.26)
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qui permet d’obtenir le champ Ez de l’onde de surface correspondante.

D.5 Vecteur de Poynting des ondes de surface

Aën de déënir la notion de rayon d’ondes de surface, nous allons calculons au préalable leur vecteur de
Poynting. Pour cela, nous allons déterminer d’abord déterminer une expression de leur champ magnétique.

B(r) =
1

iω
∇× E(r) (D.27a)

=
1

iω

{
∇// × E//(r) +

[
∇//Ez(r)

]
× ẑ+ ẑ×

[
∂

∂z
E//(r)

]}
. (D.27b)

En utilisant les expressions (2.1), (2.2) et (2.7), on obtient au ënal

B(r) =
1

iω

ϵ(z, ω)

n2sp

[
−ŷ∂E

∂x
+ x̂

∂E
∂y

]
f(z). (D.28)

On s’intéresse alors au vecteur de Poynting correspondant.

⟨Π(r, t)⟩ = 1

2µ0
Re [E(r)× B∗(r)] (D.29a)

=
1

2µ0
Re
[
E//(r)× B∗(r) + Ez(r)ẑ× B∗(r)

]
. (D.29b)

On ne s’intéresse qu’à la partie de ⟨Π(r, t)⟩ dans le plan parallèle xy, que l’on note ⟨Π//(r, t)⟩, ce qui
permet de simpliëer le terme E//(r)× B∗(r), parallèle à ẑ. En utilisant (2.1) et (D.28), on obtient

⟨Π//(r, t)⟩ =
1

2µ0
Re

{
1

iω

ϵ(z, ω)

n2sp
|f(z)|2

[
E∗(x, y)∇//E(x, y)

]}
. (D.30)

On calcule alors le terme E∗(x, y)∇//E(x, y) en utilisant (2.33),

E∗(x, y)∇//E(x, y) = E∗0 (x, y)eik0S(r)
{[
∇//E0(x, y)

]
eik0S(x,y) + E0(x, y)ik0

[
∇//S

]
eik0S(x,y)

}
(D.31a)

= E∗0 (x, y)∇//E0(x, y)e−2k0S′′(x,y) + |E0(x, y)|2 e−2k0S′′(x,y)ik0∇//S. (D.31b)

On a supposé k0 grand. On ne conserve alors que le terme de plus haut degré en k0,

E∗(x, y)∇//E(x, y) ≈ |E0(x, y)|2 e−2k0S′′(x,y)ik0∇//S. (D.32)
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En ré-injectant l’expression (D.32) dans (D.30), on obtient

⟨Π//(r, t)⟩ =
1

2µ0c
|E0(x, y)f(z)|2 e−2k0S′′(x,y)Re

[
ϵ(z, ω)

n2sp
∇//S

]
. (D.33)

On intègre ⟨Π//(r, t)⟩ selon la direction z aën d’obtenir un ìux dans le plan parallèle (2D),

P(x, y) =
∫

dz ⟨Π//(r, t)⟩ (D.34a)

=
1

2µ0c
|E0(x, y)|2 e−2k0S′′(x,y)Re

{∫
dz
[
ϵ(z, ω) |f(z)|2

] ∇//S

n2sp

}
. (D.34b)

D.6 Équation de Helmholtz des ondes de surface en milieu inhomogène

Aën d’étendre la notion de « rayon » d’ondes de surface au cas de milieux inhomogènes (pour les ondes
de surface, c’est-à-dire non invariants par translation dans les directions x et y), nous allons généraliser les
équations (2.5) et (2.7) à ce cas. On considère ainsi un système proche de celui considéré dans la majeure partie
du chapitre 2 (ëgure 2.2), mais dont la géométrie peut désormais varier lentement dans les directions x et y.
Ce système peut consister par exemple en un substrat métallique sur lequel on dépose un couche diélectrique
dont l’épaisseur varie (voir ëgure D.5, et (C et B 2010 ; L et al. 2010 ; H et al.

x 

y z 

Métal 

Diélectrique 

Air 

F D.5 – Exemple de système dont la géométrie varie lentement dans les directions x et y.

2010)).

L’équation de Helmholtz pour Ez(r) (équation 2.3) s’applique toujours à ceci près que la constante di-
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électrique peut désormais également dépendre lentement de x et y,

∆Ez(r) + ϵx,y(z, ω)
ω2

c2
Ez(r) = 0. (D.35)

On recherche des solutions de cette équation par séparation des variables, comme dans l’équation (2.1), mais
là aussi, f(z) dépend lentement de x et y, et on le note fx,y(z),

Ez(r) = E(x, y)fx,y(z). (D.36)

On peut alors écrire une équation analogue à (2.4),

∆//E(x, y)
E(x, y)

= −
∂2fx,y
∂z2

+ ϵx,y(z, ω)
ω2

c2
fx,y(z)

fx,y(z)
. (D.37)

Dans l’équation (2.4), le membre de gauche dépendait de x et y, le membre de droite de z. Ainsi, ces deux
expressions étaient égales à une même valeur indépendante des variables spatiales. Ici, les deux expressions
dépendent de x et y, mais le membre de droite n’en dépend que lentement. Ainsi les deux expressions sont
égales à une même valeur, indépendante de z et pouvant dépendre lentement de x et y – on la note ici
−K2

sp x,y. L’équation (D.36) permet alors d’écrire deux équations, analogues à (2.5) et (2.7),

∆//E(x, y) +K2
sp x,yE(x, y) = 0, (D.38a)

∂2fx,y
∂z2

+

[
ϵx,y(z, ω)

ω2

c2
−K2

sp x,y

]
fx,y(z) = 0. (D.38b)

Il faut également tenir compte des relations de passage du champ aux interfaces. Pour un système invariant
par translation dans les directions parallèles, les relations de passage obtenues – continuité de ϵ(z, ω)f(z)
et df

dz – s’appliquaient rigoureusement (aucune approximation n’était faite). Ici, les interfaces ne sont pas
parfaitement planes, et l’on ne peut plus simplement écrire des relations de passage portant surEz(r) etDz(r).
Ces relations de passage sont désormais E(r) − [E(r).n]n et E(r).n continus, que l’on ne peut plus a priori
traduire simplement sous forme de condition sur fx,y(z). Aën de poursuivre, nous allons ainsi supposer que
les interfaces sont approximativement perpendiculaires à l’axe z et que l’on peut généraliser la formule (2.2)
par

E//(r) =
1

K2
sp x,y

∇//

[
∂Ez(r)
∂z

]
=

1

K2
sp x,y

∇// [E(x, y)]
∂fx,y
∂z

. (D.39)

On écrit alors que E//(r) et Dz(r) sont continus à la traversée de chaque interface, soit

ϵx,y(z, ω)fx,y(z) et
∂fx,y
∂z

continus. (D.40)

Ainsi, pour un système dont la géométrie varie lentement dans les directions x et y (ëgure D.5), on
résout l’équation (D.38b) accompagnée des relations de continuité (D.40) de la même manière que l’on
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résolverait (2.7) avec la continuité de ϵ(z, ω)f(z) et df
dz . On obtient ainsi la fonction fx,y(z) ainsi que le

carré du vecteur d’onde des ondes de surface K2
sp x,y. On peut alors résoudre (D.38a), qui correspond à

l’équation (2.42), avec un vecteur d’onde au carré K2
sp x,y ou un indice nsp x,y = Ksp x,y/k0 variables.
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E.1 Séparation des différentes contributions de la transmission à travers une

superlentille

Les ondes de surface d’une des interfaces du ëlm considérée isolément, excitées par l’objet source (voir la
description de la superlentille, notes de la Figure 3.3), ne sont pas des modes propres du ëlm. En effet, les
modes propres des deux interfaces du ëlm se couplent et sont à l’origine de modes propres symétriques et
antisymétriques faisant intervenir les deux interfaces du ëlm. Nous allons identiëer les contributions de ces
modes propres au coefficient de transmission du ëlm. Cette décomposition permettra de calculer en pratique
les fonctions ëltre t̃(K, t) etΠ(K, t) intervenant dans l’image de charges ou de dipôles sources (équations 3.8
et 3.12). Elle permettra également de comprendre l’origine des conditions particulières dans lesquelles on
obtient une meilleure résolution qu’en régime harmonique.

Nous allons tout d’abord séparer l’expression t̃(K,ω) = e−Kht
(es)
p (K,ω) (cf. équation 3.4) en contri-

butions des modes propres du ëlm et d’une réponse instantanée du système, puis nous pourrons effectuer
l’intégrale ëgurant dans l’équation (3.9).
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Dans le cas courant où la constante diélectrique du ëlm peut se mettre sous la forme ϵ(ω) = A(ω)
B(ω) avec

A et B des polynômes de degré 1 2, on peut écrire

t̃(K,ω) =
4A(ω)B(ω)

[A(ω) +B(ω)]2 e2Kh − [A(ω)−B(ω)]2
. (E.1)

En mettant en facteur les termes exponentiels au numérateur et au dénominateur, on obtient

t̃(K,ω) =
4A(ω)B(ω)

[A(ω) +B(ω)]2 e2Kh − [A(ω)−B(ω)]2
. (E.2)

L’expression de t̃(K,ω) est une fraction rationnelle (par rapport à ω), que l’on peut décomposer en éléments
simples. Son dénominateur est de degré 4. En utilisant la propriété ϵ(−ω∗) = ϵ∗(ω), on montre que si ω
est une racine de ce dénominateur, −ω∗ l’est également. On peut alors noter ses 4 racines ωs(K), ωa(K),
−ω∗

s(K) et −ω∗
a(K). ωs(K) et ωa(K) sont les relations de dispersion des ondes de surface du ëlm, repré-

sentées sur la ëgure 3.5(a). ωs(K) correspond aux ondes symétriques par rapport au plan de symétrie du ëlm,
ωa(K) aux ondes antisymétriques par rapport à ce plan. On a représenté sur la ëgure 3.6 les champs de ces
modes dans les directions parallèle et perpendiculaire au ëlm en fonction de z.

Le numérateur de t̃(K,ω) étant de même degré que son dénominateur, sa décomposition en éléments
simples fait apparaître un terme constant et s’écrit

t̃(K,ω) = SK +
RS,K

ω − ωA,K
+

RA,K
ω − ωS,K

−
R∗
S,K

ω + ω∗
S,K

−
R∗
A,K

ω + ω∗
A,K

. (E.3)

Dans cette expression, les termes RS,K

ω−ωS,K
et

−R∗
S,K

ω+ω∗
S,K

correspondent à la contribution des modes symétriques

à t̃(K,ω), les termes RA,K

ω−ωA,K
et− R∗

A,K

ω+ω∗
A,K

aux modes antisymétriques, et le terme SK ne correspond à aucun
mode – nous verrons qu’il correspond à une réponse « instantanée » du système. Aën d’évaluer le poids de
ces différents termes, leur module en fonction de K est représenté sur la ëgure 3.7 pour les pulsations ωsp
(pulsation de l’asymptote des ondes de surface d’une interface simple, vériëant ϵ(ωsp) + 1 = 0) et ω′

sp. On
remarque qu’à la pulsation ωsp, t̃(K,ωsp) = 1 et est bien indépendant de K.

On peut également remarquer qu’à ces pulsations, aux faibles K, la contribution de la réponse instan-
tanée doit être prise en compte pour obtenir pour obtenir l’effet de superlentille (t̃(K,ω) constant). Cette
contribution n’est pas négligeable devant celle des modes du ëlm, et peut même être plus importante qu’eux.
Toutefois, la validité de la limite électrostatique à ces valeurs de K peut être questionnée (voir Figures 3.5 et
E.1).

On peut effectuer l’intégration par rapport àω ëgurant dans (3.9) par la méthode des résidus (à l’exception

1. C’est le cas notamment dans le cadre des modèles de constante diélectrique de Drude et de Lorentz, couramment utilisés aën
de modéliser la constante diélectrique des métaux et des cristaux polaires, voir par exemple (V et al. 2005) et (K et S
1979).
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du terme en SK qui s’intègre directement),

t̃(K, t) = SKδ(t− t′) + (−i)RS,KH(t− t′)e−iωS,K (t−t′) + (−i)RA,KH(t− t′)e−iωA,K (t−t′)

+ iR∗
S,KH(t− t′)eiω

∗
S,K (t−t′) + iR∗

A,KH(t− t′)eiω
∗
A,K (t−t′). (E.4)

E.2 Obtention de la fonction de Green du potentiel électrostatique

Dans cette annexe, nous dérivons rigoureusement la fonction de Green de ce système à partir du tenseur
de Green du système constituant la superlentille. On retrouve notamment l’équation (3.26b).

E.2.1 Expression du tenseur de Green

Au cours des développements ci-dessous, nous rappellons brièvement quelques propriétés importantes du
formalisme de Green. Nous nous appuyons notamment sur les notations de S (1987) et le développement
de Weyl du tenseur de Green. Des présentations plus détaillées peuvent être trouvées notamment dans (M
2003) et (J et al. 2005).

On considère le ëlm représenté sur la ëgure 3.13. Le formalisme de Green permet d’exprimer le champ
en tout point de ce système en fonction des sources de courant présentes j(r, ω),

E(r, ω) =
∫

d3r′
←→
G (r, r′, ω)iωµ0j(r′, ω). (E.5)

On s’intéresse ici à un ensemble de dipôles induits, à l’origine d’un moment dipolaire par unité de volume
P(r′, ω). P(r′, ω) est relié à j(r′, ω) par l’équation j(r′, ω) = −iωP(r′, ω). On écrit ainsi

E(r, ω) =
∫

d3r′
←̃→
G (r, r′, ω)P(r′, ω), (E.6a)

←̃→
G (r, r′, ω) = µ0ω

2←→G (r, r′, ω). (E.6b)

L’invariance par translation du système considéré conduit à effectuer un développement de Weyl du ten-

seur
←̃→
G (r, r′, ω), c’est-à-dire à nous appuyer sur sa transformée de Fourier par rapport aux variables x et

y,
←̃→
G (r, r′, ω) =

∫
d2K
(2π)2

eiK.(r−r′)←̃→g (K, z, z′, ω). (E.7)

L’équation (E.6b) permet de relier le développement de Weyl de
←̃→
G (r, r′, ω) à celui du tenseur de Green

←→
G (r, r′, ω),

←̃→g (K, z, z′, ω) = µ0ω
2←→g (K, z, z′, ω). (E.8)

Pour le système considéré (voir ëgure 3.13), les dipôles sources sont situés sous le ëlm (z′ < 0) et les
points d’observation au dessus du ëlm (z > h). De plus, on ne s’intéresse qu’à la polarisation p du champ
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électromagnétique. On peut alors écrire (M 2003)

←→g (K, z, z′, ω) =
i

2γ1
p̂+1 tp(K,ω)p̂

+
1 e

iγ1(z−h−z′), (E.9)

avec γ1 =
√

ω2

c2
−K2, p̂+1 = 1

ω
c
(K ẑ− γ1K̂), K̂ = K

K , et le coefficient de transmission du ëlm tp(K,ω) est
donné par

tp(K,ω) =
4ϵγ1γ2e

iγ2h

(γ2 + ϵγ1)2 − (γ2 − ϵγ1)2e2iγ2h
, (E.10)

avec γ2 =
√
ϵ(ω)ω

2

c2
−K2. On peut ainsi écrire

←̃→g (K, z, z′, ω) = − tp(K,ω)γ1
2iϵ0n2

(K̂− K

γ1
ẑ)(K̂− K

γ1
ẑ)eiγ1(z−h−z

′) (E.11)

E.2.2 Approximation électrostatique

Nous allons maintenant nous placer dans l’approximation électrostatique, dans laquelle le moduleK des
vecteurs d’onde dans la direction parallèle au ëlm est grand devant ωc . Dans cette limite, on a essentiellement
γ1 ≈ γ2 ≈ iK, et

←̃→g (K, z, z′, ω) = − t
(es)
p (K,ω)K

2ϵ0
(K̂+ îz)(K̂+ îz)e−K(z−h−z′) (E.12)

où le coefficient de transmission dans l’approximation électrostatique, t(es)p (K,ω), vaut

t(es)p (K,ω) =
4ϵ(ω)e−Kh

[1 + ϵ(ω)]2 − [1− ϵ(ω)]2e−2Kh
. (E.13)

(Aën d’estimer les limites de validité de l’approximation électrostatique, γ1 et γ2 sont représentés pour
un ëlm de SiC entouré d’air sur la ëgure E.1.)

Remarquons que sans ëlm (ϵ(ω) = 1, h → 0) et près du plan des dipôles sources (z′ → z), le tenseur
←̃→g (K, z, z′, ω) devient

←̃→g 0(K) = −
K

2ϵ0
(K̂+ îz)(K̂+ îz), (E.14)

d’où
←̃→g (K, z, z′, ω) = t(es)p (K,ω)e−K(z−h−z′)←̃→g 0(K). (E.15)

Le tenseur ←̃→g 0(K) est associé au champ sans ëlm et près des sources, c’est-à-dire au champ que l’on souhaite
imager. La présence du ëlm conduit à l’apparition des termes t(es)p (K,ω)e−K(z−h−z′), qui atténuent et
« ëltrent » le champ.
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F E.1 – γ1 et γ2 en fonction deK aux pulsations ωsp et ω′
sp pour un ëlm de SiC entouré d’air. Gauche :

γ1(K,ωsp), γ2(K,ωsp). Droite : γ1(K,ω′
sp), γ2(K,ω′

sp). Bleu : γ1, vert : γ2. Trait continu colorés : parties
imaginaires, tirets ëns colorés : parties réelles. Trait ën noir : partie imaginaire de γ1 et γ2 dans l’approximation
électrostatique. (La partie réelle est nulle dans l’approximation électrostatique.) Tirets ëns noirs : limite du
cône de lumière (K = ω

c ). ωsp est la pulsation de l’asymptote des ondes de surface d’une interface simple
matériau du ëlm/milieu extérieur, vériëant ϵ(ωsp)+1 = 0. γ1 et γ2 sont proches de leur valeur électrostatique
dès K ≈ 2 rad.µm−1.

E.2.3 Potentiel électrostatique

On a, dans l’approximation électrostatique, ∇ × E(r, ω) = 0. E(r, ω) dérive alors d’un gradient, et on
peut écrire

E(r, ω) = −∇rφ(r, ω), (E.16)

où φ(r, ω) désigne le potentiel électrostatique.

En utilisant les expression (E.7) et (E.12), on peut remarquer que l’on a

←̃→
G (r, r′, ω) = ∇r∇r′

∫
d2K
(2π)2

eiK.(r−r′)−t
(es)
p (K,ω)

2ϵ0K
e−K(z−h−z′), (E.17)

où la juxtaposition ∇r∇r′ correspond à un produit tensoriel. En ré-écrivant l’intégrale sur les vecteurs K,∫ d2K
(2π)2

, sous la forme 1
2π

∫∞
0 dKK 1

2π

∫ 2π
0 dθ, en effectuant l’intégrale sur les angles θ, en utilisant l’équa-

tion (3.4) et en simpliëant l’expression résultante, on obtient

←̃→
G (r, r′, ω) = −∇r∇r′

1

4πϵ0

∫ ∞

0
dK J0(K|−→ρ −−→ρ ′|)e−K(z−2h−z′)t̃(K,ω). (E.18)

On peut alors utiliser cette fonction de Green pour déterminer le champ électrique d’un dipôle ponctuel
p0 situé en r0 = −→ρ 0+z0ẑ de spectre f(ω) (moment dipolaire par unité de volume correspondant : P(r, ω) =
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p0f(ω)δ(r− r0)), à l’aide de l’équation (E.6a),

E(r, ω) = − 1

4πϵ0

∫ ∞

0
dK∇r∇r′

[
J0(K|−→ρ −−→ρ 0|)e−K(z−2h−z0)

]
p0t̃(K,ω)f(ω), (E.19)

qui correspond à la transformée de Fourier de (3.26b).
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F.1 Dielectric constant model

When cases with losses are considered in this paper, we must sometimes consider the case of complex
frequencies. An analytical model for the dielectric constant is needed to evaluate ϵ(ω) when ω is complex.
e dielectric constant model which has been used in this paper is the following :

ϵ(ω) = ϵ∞ −
ω2
p

ω2 + iβω
+ i

σ

ϵ0ω
(F.1)

where we take the values ϵ∞ = 5, ℏωp = 9.1 eV and ℏβ = 0.021 eV of Drude’s model given by (A
et al. 2008a). We add also a conductivity term to have a better ët of the imaginary part of the dielectric
constant, we take ℏσ/ϵ0 = 1.8 eV. Fig. F.1 compares the experimental data(P et G 1998) and both
Drude’s model from (A et al. 2008a) and the model used in this paper in Eq.(F.1).
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F F.1 – (Color online). Real and imaginary part of the dielectric constant for silver. Experimental data
from (P et G 1998) (dotted line), Drude’s model from (A et al. 2008a) (dashdotted line) and
ët used in this paper (solid line) are plotted.
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F.2 Derivation of the energy

In this section, we focus on the derivation of the electromagnetic energy associated with surface waves.
e main idea is to derive the work done by an external operator to build adiabatically the ëeld amplitude in
a non-lossy medium. e energy balance from time t = 0 to t = T reads :

U =

∫ T

0
dt
∫

d3r
[
E
∂D
∂t

+H
∂B
∂t

]
=

∫ T

0
dt
∫

d3r (−j.E) (F.2)

in which
∫ T
0 dt

∫
d3r (−j.E) is the operator’s work on the system between t = 0 and t = T . T must

be large for this work to be adiabatic. U then does not depend on T . In other words, this is also the total
electromagnetic energy of the system. Due to the exponential decrease along the z-axis, the contribution of
the Poynting vector, which should appear in the left term of equation (F.47), drops to zero. We want hence
to derive the ërst term of equation (F.47) to obtain the electromagnetic energy.

e ërst step is to introduce time-dependent amplitudes in Eq. (4.6) : AK is then replaced by AK(t)

in which AK(t) = AK × f(t). is accounts for operator’s work. For the sake of convenience, we take
a 2T -periodic function for which f(0) = f(2T ) = 0 and f(T ) = 1, so that we can write f(t) =∑

n fn exp
(
i2πn t

2T

)
. T is the typical time of variation of the amplitude AK(t). T has to be taken suffi-

ciently large to consider the work done by the operator as adiabatic. (For instance f(t) = sin
(
π t
2T

)
.) Let us

ërst derive the energy in the material medium denoted medium 2 for z < 0. We have :

E(r, t) = −∂tA(r, t) = −
∑
K

exp(iK.r)uK(z)[−iωAK(t) + ∂tAK(t)] exp(−iωt) + c.c. (F.3)

Using AK(t) = AKf(t) and the Fourier series expansion of f(t) given above, the ëeld can be cast as a sum
of terms varying as exp[−i(ω + πn

T )t]

E(r, t) =
∑
K

exp(iK.r)uK(z)AK

∑
n

i
(
ω − πn

T

)
fn exp

[
i
(πn
T
− ω

)
t
]
+ c.c. (F.4)

Hence the displacement vector

D(r, t) = ϵ0
∑
K

exp(iK.r)uK(z)AK

∑
n

i
(
ω − πn

T

)
fn ϵj

(
ω − πn

T

)
exp
[
i
(πn
T
− ω

)
t
]
+ c.c. (F.5)

and its time derivative

∂tD(r, t) = ϵ0
∑
K

exp(iK.r)uK(z)AK

∑
n

(
ω − πn

T

)2
fn ϵj

(
ω − πn

T

)
exp
[
i
(πn
T
− ω

)
t
]
+ c.c.

(F.6)
As 1/T ≪ ω, we have (ω − πn

T )2ϵj(ω − πn
T ) ≈ ω2ϵj(ω)− πn

T
d[ω2ϵj(ω)]

dω . Taking the inverse of the Fourier
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series expansions in Eq. (F.51), we get

∂tD(r, t) = ϵ0
∑
K

exp(iK.r)uK(z)
{
ω2ϵj(ω)AK(t) + i

d[ω2ϵj(ω)]

dω
∂tAK(t)

}
exp(−iωt) + c.c. (F.7)

Hence

E(r, t).∂tD(r, t) =

−ϵ0
∑
K,K′

ei(K+K′).ruK(z).uK′(z)[−iωAK(t)+∂tAK(t)]

{
ω′2ϵj(ω

′)AK′(t) + i
d[ω′2ϵj(ω

′)]

dω′ ∂tAK′(t)

}
e−i(ω+ω

′)t

−ϵ0
∑
K,K′

ei(K−K′).ruK(z).u∗K′(z)[−iωAK(t)+∂tAK(t)]

{
ω′2ϵj(ω

′)A∗
K′(t)− i

d[ω′2ϵj(ω
′)]

dω′ ∂tA
∗
K′(t)

}
e−i(ω−ω

′)t

+ c.c. (F.8)

Integrating this term over the surface S and using
∫

dx
∫

dy exp(i(K−K′).r) = SδK,K′ (δ is the Kroenecker
symbol, which veriëes δK,K′ = 1 if K = K′, δK,K′ = 0 else), we ënd

∫
dx
∫

dy E(r, t).∂tD(r, t) =

−ϵ0S
∑
K

uK(z).u−K(z)[−iωAK(t)+∂tAK(t)]

{
ω2ϵj(ω)A−K(t) + i

d[ω2ϵj(ω)]

dω
∂tA−K(t)

}
exp(−2iωt)

− ϵ0S
∑
K

uK(z).u∗K(z)[−iωAK(t) + ∂tAK(t)]

{
ω2ϵj(ω)A

∗
K(t)− i

d[ω2ϵj(ω)]

dω
∂tA

∗
K(t)

}
+ c.c. (F.9)

e ërst term on the right hand side of Eq. (F.54) can be expanded and integrated from t = 0 to t = T .
For T sufficiently large, all the terms vanish except the one proportional to AK(t)A−K(t) which gives the
ërst term on the right hand side of Eq. (F.55). e second term on the right hand side of Eq. (F.54) can be
expanded and integrated from t = 0 to t = T too. e terms proportional to AKA

∗
K and ∂tAK∂tA

∗
K are

pure imaginary and give no contribution once added to their complex conjugate and opposite. e terms
proportional to AK∂tA

∗
K and ∂tAK A

∗
K, once added to their complex conjugate, both vary as ∂t|AK|2 and

are easily integrated to give the last term on the right hand side of Eq. (F.55). Notice that these two terms vary
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respectively as ω2ϵ(ω) and dω2ϵ(ω)
dω , and that their sum simpliëes and varies as dωϵ(ω)

dω , as written in Eq. (F.55) :

∫ T

0
dt
∫

dx
∫

dy E(r, t).∂tD(r, t) =

ϵ0S
∑
K

uK(z).u−K(z)iω
3ϵj(ω)

∫ T

0
dt [AK(t)A−K(t) exp(−2iωt)]+c.c.+ϵ0S

∑
K

|uK(z)|2ω2 d[ωϵj(ω)]
dω

|AK|2.

(F.10)

Let us now calculate the energy associated with the term H.∂B∂t = 1
2µ0

∂B2

∂t in Eq. (F.47).

H(r, t) =
1

µ0
∇× A(r, t) = i

∑
K

exp(iK.r)bK(z)AK(t) exp(−iωt) + c.c. (F.11)

∂tB(r, t) = ∂t∇× A(r, t) = i
∑
K

exp(iK.r)bK(z) [∂tAK(t)− iωAK(t)] exp(−iωt) + c.c.(F.12)

Hence

H(r, t).∂tB(r, t) = −
1

µ0

∑
K,K′

exp[i(K+K′).r]bK(z).bK′(z)AK(t)
[
∂tAK′(t)− iω′AK′(t)

]
exp[−i(ω+ω′)t]

+
1

µ0

∑
K,K′

exp[i(K− K′).r]bK(z).b∗K′(z)AK(t) [∂tA
∗
K(t) + iωA∗

K(t)] exp[−i(ω − ω′)t] + c.c. (F.13)

Integration over the surface S as previously for E.∂tD yields :∫
dx
∫

dy H(r, t).∂tB(r, t) = −
S

µ0

∑
K

bK(z).b−K(z)AK(t) [∂tA−K(t)− iωA−K(t)] exp(−2iωt)

+
S

µ0

∑
K

|bK(z)|2AK(t) [∂tA
∗
K(t) + iωA∗

K(t)] + c.c. (F.14)

e ërst term on the right hand side of Eq. (F.59) can be expanded and integrated from t = 0 to t = T .
For T sufficiently large, the term proportional to AK(t)∂tA−K(t) vanishes, and we get the ërst term on the
right hand side of Eq. (F.60). e second term on the right hand side of Eq. (F.59) can be expanded and
integrated from t = 0 to t = T too. e term proportional to AK(t)A

∗
K(t) is a pure imaginary, and gives

no contribution once added to its complex conjugate. e term varying as AK(t)∂tA
∗
K(t), once added to its

complex conjugate, varies as ∂t|AK(t)|2 and is easily integrated to give the last term on the right hand side
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of Eq. (F.60).

∫ T

0
dt
∫

dx
∫

dy H(r, t).∂tB(r, t) =

S

µ0

∑
K

ibK(z).b−K(z)

∫ T

0
dt [AK(t)ωA−K(t) exp(−2iωt)] + c.c.

+
S

µ0

∑
K

|bK(z)|2|AK|2. (F.15)

We now add Eqs. (F.55) and (F.60). e ërst terms on the right hand sides of these two equations cancel each
other (so do their complex conjugates), so that we get

∫ T

0
dt
∫

dx
∫

dy [E(r, t).∂tD(r, t) +H(r, t).∂tB(r, t)] =
∑
K

ϵ0Sω
2

[
d[ωϵj(ω)]

dω
|uK(z)|2 +

c2

ω2
|bK(z)|2

]
|AK|2.

(F.16)

Before integrating this expression over z, let us remark that it can be cast under a somewhat clearer form

∫ T

0
dt
∫

dx
∫

dy [E(r, t).∂tD(r, t) +H(r, t).∂tB(r, t)] = S
∑
K

[
ϵ0

d[ωϵj(ω)]
dω

|EK(z)|2 +
1

µ0
|BK(z)|2

]
.

(F.17)

where EK(z) = iωAKuK(z) and BK(z) = iAKbK(z) so that E(r, t) =
∑

K exp(iK.r)EK(z) exp(−iωt) +
c.c. and B(r, t) =

∑
K exp(iK.r)BK(z) exp(−iωt) + c.c.. Eq. (F.62) gives the energy per unit length along

the z direction of surface plasmons. ϵ0S
d[ωϵj(ω)]

dω |EK(z)|2 and 1
µ0
S|BK(z)|2 are then the electric and magnetic

contribution of each mode K to the former energy per unit length.

We now would like to integrate Eq. (F.61) over z. In both half spaces z > 0 and z < 0 (j = 1, 2), we
have |uK(z)|2 = 1

L(ω) exp[−2Im(γj)z]
(
1 + K2

|γj |2

)
, bK(z) = (KK̂+γj ẑ)× 1√

L(ω)
exp(iγjz)(K̂− K

γj
ẑ) =

1√
L(ω)

exp(iγjz)
ϵj
γj
ω2

c2
ẑ×K̂ (we used the property ẑ.K̂ = 0), hence |bK(z)|2 = 1

L(ω) exp[−2Im(γj)z]
∣∣∣ ϵjγj ∣∣∣2 ω4

c4
.

Now writing ∫ ∞

−∞
dz |uK(z)|2

d[ωϵj(ω)]
dω

=
1

L(ω)

∑
j=1,2

1

2|γj |

(
1 +

K2

|γj |2

)
d[ωϵj(ω)]

dω
(F.18a)

∫ ∞

−∞
dz |bK(z)|2 =

1

L(ω)

∑
j=1,2

1

2|γj |

∣∣∣∣ ϵjγj
∣∣∣∣2 ω4

c4
(F.18b)
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Integrating Eq. (F.61) over z using Eqs. (F.63), we get

U =

∫ T

0
dt
∫

d3r [E(r, t).∂tD(r, t) +H(r, t).∂tB(r, t)] =

∑
K

ϵ0Sω
2 1

L(ω)

∑
j=1,2

1

2|γj |

[(
1 +

K2

|γj |2

)
d[ωϵj(ω)]

dω
+

∣∣∣∣ ϵjγj
∣∣∣∣2 ω2

c2

]
|AK|2. (F.19)

We now use the degree of freedom to set L(ω) as we wish, to simplify this equation. We set

L(ω) =
1

2

∑
j=1,2

1

2|γj |

[(
1 +

K2

|γj |2

)
d[ωϵj(ω)]

dω
+

∣∣∣∣ ϵjγj
∣∣∣∣2 ω2

c2

]
. (F.20)

Using Eq. (4.4), the deënition of γj , and ϵ(ω) ≤ −1 at the frequencies of surface plasmon of a single
interface, Eq. (F.65) writes

L(ω) =
−ϵ(ω)
2|γ1|

+
1

4|γ2|

[
1− ϵ(ω)
−ϵ(ω)

d[ωϵ(ω)]
dω

− 1− ϵ(ω)
]

(F.21)

is is equivalent to set ∫ ∞

−∞
dz

1

2

[
d[ωϵj(ω)]

dω
|uK(z)|2 +

c2

ω2
|bK(z)|2

]
= 1 (F.22)

(the term inside the brackets comes from Eq. (F.61)). Using the expressions of |uK(z)|2 and |bK(z)|2 given
above, Eq. (4.4) and the deënition of γj , this gives a normalization condition on uK(z)∫ ∞

−∞
dz

1

2

[
d[ωϵj(ω)]

dω
+ |ϵj(ω)|

|1 + ϵ(ω)|
1 + |ϵ(ω)|

]
|uK(z)|2 = 1. (F.23)

Eqs. (F.68) and (F.69) can also be written∫ ∞

−∞
dz
[
ϵ0
2

d[ωϵj(ω)]
dω

|EK(z)|2 +
1

2µ0
|BK(z)|2

]
= ϵ0ω

2|AK|2, (F.24)

with the notations used in Eq. (F.62).
With this choice of L(ω) or this normalization condition of uK(z), Eq. (F.64) can be written :

U =
∑
K

ϵ0Sω
22|AK|2. (F.25)

F.3 Quantum calculation of the surface plasmon emission rate of a dipole

We follow the same steps as in the derivation of the photon emission rate by a two-level system in a
vacuum. e fundamental and excited states of the two-level system are denoted |1⟩ and |2⟩ respectively,



F.3. Quantum calculation of the surface plasmon emission rate of a dipole 163

associated with energies E1 and E2. We deëne a circular frequency ω0, so that E2 − E1 = ℏω0. e two-
level system is initially in its excited state, and there are nK surface plasmons so that the global initial state can
be written : |i⟩ = |2, nK⟩. In the ënal state, the dipole is in its fundamental state and a surface plasmon has
been created in a mode K. We denote the ënal global state |f⟩ = |1, nK+1⟩. e interaction Hamiltonian is
−D̂.Ê, where D̂ is the electric-dipole moment operator and Ê the quantum electric ëeld operator introduced
in section 4.4, at the position of the emitter. e emission rate (inverse of the lifetime τ of the excited state)
is given by Fermi’s golden rule :

γ =
2π

ℏ
∑
f

|⟨f |D̂.Ê|i⟩|2δ (E2 − E1 − ℏω) . (F.26)

is expression can be rewritten as a sum over the modes K :

γ =
2π

ℏ
∑
K

MKδ (E2 − E1 − ℏω) , (F.27)

where MK = |⟨1, nK + 1|D̂.Ê|2, nK⟩|2. We note ⟨2|D̂|1⟩ = D12.

Using the former expression and Eqs. (4.13), (4.14) and (4.16), we obtain the following matrix element :

MK =
ℏω
2ϵ0S

|D12.u1,K(z)|2 (nK + 1). (F.28)

In this equation, the nK term stands for the stimulated emission and the constant term 1 accounts for the
spontaneous emission. is section is devoted to the spontaneous emission so that we do not consider the
term associated to nK.

Using Eqs. (F.27) and (F.28), substituting a continuous sum over the vectors K in polar coordinates to
the discrete sum

∑
K, and now writing γspont instead of γ we get

γspont =
2π

ℏ

∫ ∞

0
dKK

S

(2π)2
ℏω
2ϵ0S

δ (E2 − E1 − ℏω) ×
∫ 2π

0
dθ |D12.u1,K(z)|2 . (F.29)

e integration over the directions θ of K can now be performed using Eq.(4.5). We ërst write

|D12.u1,K(z)|2 = |D12|2
1

L(ωsp)
exp(2iγjz)×

[
|d12,//.K̂|2 + |d12,z

K

γj
|2 + 2Re

(
d12,//.K̂ d∗12,z

K

γ∗j

)]
(F.30)

e third term inside the square brackets on the right hand side of Eq. (F.30) vanishes after integration over
θ, as this term depends on θ only through K̂ and as

∫ 2π
0 dθ K̂ = 0. e integration thus gives :∫ 2π

0
dθ |D12.u1,K(z)|2 =

2π

Leff (z, d12, ω0)
|D12|2 (F.31)

Leff (z, d12, ω0) is deëned by Eq. (4.19). e spontaneous emission rate of surface plasmon can then be cast
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in the form given by Eq. (4.18).
Averaging γspont over all the possible directions (θ, ϕ) and all the precession angles ψ of D12, we get the

”total” spontaneous emission rate of surface plasmons

γspont,total(|D12|, ω0, z) =
1

8π2

∫ π

0
dθ sin θ

∫ 2π

0
dϕ
∫ 2π

0
dψ γspont(Rθ,ϕ,ψ(D12), ω0, z) (F.32)

where Rθ,ϕ,ψ(D12) is D12 rotated by Euler’s angles for nutation, precession and intrinsic rotation θ, ϕ and ψ
respectively. e result of the integration over θ, ϕ and ψ is given by Eq. (4.23).

F.4 Derivation of the emission rate of a dipole in the classical lossy case

e aim of this section is to derive an explicit form of the Purcell factor due to the presence of surface
plasmons by using the Green’s tensor approach. Using (A et al. 2009), one can write the surface
plasmon contribution to the Green’s tensor evaluated at the position of the source r :

←→
G sp(r, r, ω) =

∫
d2K
(2π)2

[←→
f (K, z, z)
ω − ωsp

−
←→
f ∗(−K, z, z)
ω + ω∗

sp

]
(F.33)

where
←→
f (K, z, z) is given by

←→
f (K, z, z) = −g(K,ωsp)(K̂−

K

γ1
ẑ)(K̂− K

γ1
ẑ) exp(2iγ1z) (F.34)

as z > 0, with g(K,ωsp) =
c2γ21ϵ(ωsp)

ω2
sp

R(K,ωsp) andR−1(K,ωsp) = −i ∂∂ω [γ1(K,ω)ϵ(ω)− γ2(K,ω)] |ω=ωsp .
Injecting Eq. (F.33) in Eq. (4.24), we obtain :

FP,cl(d12, ω, z) =
6πc

ω

∫
d2K
(2π)2

Im

[
d∗12.
←→
f (K, z, z)d12
ω − ωsp

− d∗12.
←→
f ∗(−K, z, z)d12
ω + ω∗

sp

]
. (F.35)

WritingFK(d12, ω, z) = d∗12.
←→
f (K, z, z)d12 = F ′

K(d12, ω, z)+iF
′′
K(d12, ω, z) and ρ′ωsp

(ω) =
ω−ω′

sp

(ω−ω′
sp)

2+ω′′2
sp

,

ρ′′ωsp
(ω) =

ω′′
sp

(ω−ω′
sp)

2+ω′′2
sp

, we ënd :

FP,cl(d12, ω, z) =
6πc

ω

∫
d2K
(2π)2

[
F ′
K(d12, ω, z)ρ

′′
ωsp

(ω) + F ′′
K(d12, ω, z)ρ

′
ωsp

(ω)

− F ′
K(d12, ω, z)ρ

′′
−ω∗

sp
(ω) + F ′′

K(d12, ω, z)ρ
′
−ω∗

sp
(ω)

]
. (F.36)

is expression is to be compared to Eq. (F.27) in the non lossy case. Both expressions are written as sums
over the modes K, of the contribution of each mode to the spontaneous emission rate. When losses are low,
the last two terms on the right hand side of Eq. (F.36) are antiresonant, as ρ′′−ω∗

sp
(ω) and ρ′−ω∗

sp
(ω) are
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centered around −ω′
sp. e second term has also a small contribution as the average value of ρ′ωsp

(ω) is 0.
e main contribution comes from the ërst term, as ρ′′ωsp

(ω) goes to −iπδ(ω − ωsp) in the non lossy limit.
Its extremum value is −2Q

ω′
sp

. Starting again from Eq. (F.33), we write

←→
G sp(r, r, ω) =

1

(2π)2

∫ ∞

0
dKK

{
1

ω − ωsp

∫ 2π

0
dθ
[←→
f (K, z, z)

]
− 1

ω + ω∗
sp

∫ 2π

0
dθ
[←→
f ∗(−K, z, z)

]}
,

(F.37)
aiming at performing the integral over the directions θ of K. We ërst calculate :∫ 2π

0
dθ
[←→
f (K, z, z)

]
= −2πg(K,ωsp)

←→
U (z, ωsp), (F.38)

where
←→
U (z, ωsp) = exp(2iγ1z)

[
1
2(x̂x̂+ ŷŷ)− ϵ(ωsp)ẑẑ

]
. Inserting Eq. (F.38) in Eq. (F.37) yields :

←→
G sp(r, r, ω) =

1

2π

∫ ∞

0
dKK

[
−g(K,ωsp)
ω − ωsp

←→
U (z, ωsp) +

g∗(K,ωsp)

ω + ω∗
sp

←→
U ∗(z, ωsp)

]
. (F.39)

Inserting Eq. (F.39) in Eq. (4.24), one ënds :

FP,cl(d12, ω0, z) =
3c

ω0

∫ ∞

0
dKK Im

[
−g(K,ωsp)
ω0 − ωsp

d∗12.
←→
U (z, ωsp)d12+

g∗(K,ωsp)

ω0 + ω∗
sp

d12.
←→
U ∗(z, ωsp)d∗12

]
.

(F.40)
with d∗12.

←→
U (z, ωsp)d12 = exp(2iγ1z)

[
1
2 |d12,//|

2 − ϵ(ωsp)|d12,z|2
]
. In the non lossy case, g(K,ωsp) and

d∗12.
←→
U (z, ωsp)d12 are real, and Im 1

ω−ωsp
goes to(N et H 2006) −iπδ(ω−ωsp). Hence, assu-

ming ω > 0 and using the expressions of d∗12.
←→
U (z, ωsp)d12 and g(K,ωsp) given above, one gets Eq. (4.25).

We need the relation
R(K,ωsp) =

ωsp
K2

1

2L(ωsp)
, (F.41)

in order to prove that FP (d12, ω0, z) = FP,cl(d12, ω0, z). Using the deënitions of R(K,ωsp) and of γj
given above, we get

R−1(K,ωsp) = −iϵω/c
2

γ1
− iγ1

dϵ
dω

+ i
dϵ
dω

ω2

c2
+ 2ωϵ/c2

2γ2
(F.42)

Inserting dϵ
dω = 1

ω

[
dωϵ
dω − ϵ

]
in Eq. (F.72), and using γ1 = i|γ1|, γ2 = −i|γ2|, we ënd

R−1(K,ωsp) = −ϵω/c
2

|γ1|

(
1 +

|γ1|2

ω2/c2

)
− ϵω/c2

2|γ2|
+

(
|γ1|

1

ω
− ω/c2

2|γ2|

)
dωϵ
dω

(F.43)
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Using Eq. (4.4) and the deënition of γj , we can simplify the terms inside the parentheses and write

R−1(K,ωsp) =
ϵω/c2

|γ1|
ϵ

|1 + ϵ|
− ϵω/c2

2|γ2|
− ω/c2

2|γ2|
1− ϵ
1 + ϵ

dωϵ
dω

(F.44)

Multiplying this expression by ω
K2 = c2

ω
ϵ+1
ϵ , we get

ω

K2
R−1(K,ωsp) =

−ϵ
|γ1|
− ϵ+ 1

2|γ2|
− 1

2|γ2|
1− ϵ
ϵ

dωϵ
dω

(F.45)

Comparing this expression to Eq. (F.66), we can write

ω

K2
R−1(K,ωsp) = 2L(ω) (F.46)

which gives Eq. (F.71).

F.5 Derivation of the energy

In this section, we focus on the derivation of the electromagnetic energy associated with surface waves,
already introduced in appendix F.2. e energy balance from time t = 0 to t = T reads :

U =

∫ T

0
dt
∫

d3r
[
E
∂D
∂t

+H
∂B
∂t

]
=

∫ T

0
dt
∫

d3r (−j.E) (F.47)

in which
∫ T
0 dt

∫
d3r (−j.E) is the operator’s work on the system between t = 0 and t = T . Let us recall

that T must be large for this work to be adiabatic, and that U then does not depend on T and is also the total
electromagnetic energy of the system. Due to the exponential decrease along the z-axis, the contribution of
the Poynting vector, which should appear in the left term of equation (F.47), drops to zero. We want to derive
the ërst term of equation (F.47) to obtain the electromagnetic energy.

We introduce again (like in appendix F.2) time-dependent amplitudes in Eq. (6) of the article : AK is
then replaced by AK(t) in which AK(t) = AK × f(t). is accounts for operator’s work. For the sake
of convenience, we take a 2T -periodic function for which f(0) = f(2T ) = 0 and f(T ) = 1, so that
we can write f(t) =

∑
n fn exp

(
i2πn t

2T

)
. T is the typical time of variation of the amplitude AK(t).

T has to be taken sufficiently large to consider the work done by the operator as adiabatic. (For instance
f(t) = sin

(
π t
2T

)
.) Let us ërst derive the energy in the material medium denoted medium 2 for z < 0. We

have :

E(r, t) = −∂tA(r, t) = −
∑
K

exp(iK.r)uK(z)[−iωAK(t) + ∂tAK(t)] exp(−iωt) + c.c. (F.48)

Using AK(t) = AKf(t) and the Fourier series expansion of f(t) given above, the ëeld can be cast as a sum
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of terms varying as exp[−i(ω + πn
T )t]

E(r, t) =
∑
K

exp(iK.r)uK(z)AK

∑
n

i
(
ω − πn

T

)
fn exp

[
i
(πn
T
− ω

)
t
]
+ c.c. (F.49)

Hence the displacement vector

D(r, t) = ϵ0
∑
K

exp(iK.r)uK(z)AK

∑
n

i
(
ω − πn

T

)
fn ϵj

(
ω − πn

T

)
exp
[
i
(πn
T
− ω

)
t
]
+c.c. (F.50)

and its time derivative

∂tD(r, t) = ϵ0
∑
K

exp(iK.r)uK(z)AK

∑
n

(
ω − πn

T

)2
fn ϵj

(
ω − πn

T

)
exp
[
i
(πn
T
− ω

)
t
]
+ c.c.

(F.51)
As 1/T ≪ ω, we have (ω − πn

T )2ϵj(ω − πn
T ) ≈ ω2ϵj(ω)− πn

T
d[ω2ϵj(ω)]

dω . Taking the inverse of the Fourier
series expansions in Eq. (F.51), we get

∂tD(r, t) = ϵ0
∑
K

exp(iK.r)uK(z)
{
ω2ϵj(ω)AK(t) + i

d[ω2ϵj(ω)]

dω
∂tAK(t)

}
exp(−iωt) + c.c. (F.52)

Hence

E(r, t).∂tD(r, t) =

−ϵ0
∑
K,K′

exp[i(K+K′).r]uK(z).uK′(z)[−iωAK(t)+∂tAK(t)]

{
ω′2ϵj(ω

′)AK′(t) + i
d[ω′2ϵj(ω

′)]

dω′ ∂tAK′(t)

}
exp[−i(ω+ω′)t]

−ϵ0
∑
K,K′

exp[i(K−K′).r]uK(z).u∗K′(z)[−iωAK(t)+∂tAK(t)]

{
ω′2ϵj(ω

′)A∗
K′(t)− i

d[ω′2ϵj(ω
′)]

dω′ ∂tA
∗
K′(t)

}
exp[−i(ω−ω′)t]

+ c.c. (F.53)

Integrating this term over the surface S and using
∫

dx
∫

dy exp(i(K−K′).r) = SδK,K′ (δ is the Kroenecker
symbol, which veriëes δK,K′ = 1 if K = K′, δK,K′ = 0 else), we ënd

∫
dx
∫

dy E(r, t).∂tD(r, t) =

−ϵ0S
∑
K

uK(z).u−K(z)[−iωAK(t)+∂tAK(t)]

{
ω2ϵj(ω)A−K(t) + i

d[ω2ϵj(ω)]

dω
∂tA−K(t)

}
exp(−2iωt)

− ϵ0S
∑
K

uK(z).u∗K(z)[−iωAK(t) + ∂tAK(t)]

{
ω2ϵj(ω)A

∗
K(t)− i

d[ω2ϵj(ω)]

dω
∂tA

∗
K(t)

}
+ c.c. (F.54)



168 Annexe F. Annexes du chapitre « Quantiícation des ondes de surface »

e ërst term on the right hand side of Eq. (F.54) can be expanded and integrated from t = 0 to t = T .
For T sufficiently large, all the terms vanish except the one proportional to AK(t)A−K(t) which gives the
ërst term on the right hand side of Eq. (F.55). e second term on the right hand side of Eq. (F.54) can be
expanded and integrated from t = 0 to t = T too. e terms proportional to AKA

∗
K and ∂tAK∂tA

∗
K are

pure imaginary and give no contribution once added to their complex conjugate and opposite. e terms
proportional to AK∂tA

∗
K and ∂tAK A

∗
K, once added to their complex conjugate, both vary as ∂t|AK|2 and

are easily integrated to give the last term on the right hand side of Eq. (F.55). Notice that these two terms vary
respectively as ω2ϵ(ω) and dω2ϵ(ω)

dω , and that their sum simpliëes and varies as dωϵ(ω)
dω , as written in Eq. (F.55) :

∫ T

0
dt
∫

dx
∫

dy E(r, t).∂tD(r, t) =

ϵ0S
∑
K

uK(z).u−K(z)iω
3ϵj(ω)

∫ T

0
dt [AK(t)A−K(t) exp(−2iωt)] + c.c.

+ ϵ0S
∑
K

|uK(z)|2ω2 d[ωϵj(ω)]
dω

|AK|2. (F.55)

Let us now calculate the energy associated with the term H.∂B∂t = 1
2µ0

∂B2

∂t in Eq. (F.47).

H(r, t) =
1

µ0
∇× A(r, t) = i

∑
K

exp(iK.r)bK(z)AK(t) exp(−iωt) + c.c. (F.56)

∂tB(r, t) = ∂t∇× A(r, t) = i
∑
K

exp(iK.r)bK(z) [∂tAK(t)− iωAK(t)] exp(−iωt) + c.c.(F.57)

Hence

H(r, t).∂tB(r, t) = −
1

µ0

∑
K,K′

exp[i(K+K′).r]bK(z).bK′(z)AK(t)
[
∂tAK′(t)− iω′AK′(t)

]
exp[−i(ω+ω′)t]

+
1

µ0

∑
K,K′

exp[i(K− K′).r]bK(z).b∗K′(z)AK(t) [∂tA
∗
K(t) + iωA∗

K(t)] exp[−i(ω − ω′)t] + c.c. (F.58)

Integration over the surface S as previously for E.∂tD yields :∫
dx
∫

dy H(r, t).∂tB(r, t) = −
S

µ0

∑
K

bK(z).b−K(z)AK(t) [∂tA−K(t)− iωA−K(t)] exp(−2iωt)

+
S

µ0

∑
K

|bK(z)|2AK(t) [∂tA
∗
K(t) + iωA∗

K(t)] + c.c. (F.59)

e ërst term on the right hand side of Eq. (F.59) can be expanded and integrated from t = 0 to t = T .
For T sufficiently large, the term proportional to AK(t)∂tA−K(t) vanishes, and we get the ërst term on the
right hand side of Eq. (F.60). e second term on the right hand side of Eq. (F.59) can be expanded and
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integrated from t = 0 to t = T too. e term proportional to AK(t)A
∗
K(t) is a pure imaginary, and gives

no contribution once added to its complex conjugate. e term varying as AK(t)∂tA
∗
K(t), once added to its

complex conjugate, varies as ∂t|AK(t)|2 and is easily integrated to give the last term on the right hand side
of Eq. (F.60).

∫ T

0
dt
∫

dx
∫

dy H(r, t).∂tB(r, t) =

S

µ0

∑
K

ibK(z).b−K(z)

∫ T

0
dt [AK(t)ωA−K(t) exp(−2iωt)] + c.c.

+
S

µ0

∑
K

|bK(z)|2|AK|2. (F.60)

We now add Eqs. (F.55) and (F.60). e ërst terms on the right hand sides of these two equations cancel each
other (so do their complex conjugates), so that we get

∫ T

0
dt
∫

dx
∫

dy [E(r, t).∂tD(r, t) +H(r, t).∂tB(r, t)] =
∑
K

ϵ0Sω
2

[
d[ωϵj(ω)]

dω
|uK(z)|2 +

c2

ω2
|bK(z)|2

]
|AK|2.

(F.61)

Before integrating this expression over z, let us remark that it can be cast under a somewhat clearer form

∫ T

0
dt
∫

dx
∫

dy [E(r, t).∂tD(r, t) +H(r, t).∂tB(r, t)] = S
∑
K

[
ϵ0

d[ωϵj(ω)]
dω

|EK(z)|2 +
1

µ0
|BK(z)|2

]
.

(F.62)

where EK(z) = iωAKuK(z) and BK(z) = iAKbK(z) so that E(r, t) =
∑

K exp(iK.r)EK(z) exp(−iωt) +
c.c. and B(r, t) =

∑
K exp(iK.r)BK(z) exp(−iωt) + c.c.. Eq. (F.62) gives the energy per unit length along

the z direction of surface plasmons. ϵ0S
d[ωϵj(ω)]

dω |EK(z)|2 and 1
µ0
S|BK(z)|2 are then the electric and magnetic

contribution of each mode K to the former energy per unit length.

We now would like to integrate Eq. (F.61) over z. In both half spaces z > 0 and z < 0 (j = 1, 2), we
have |uK(z)|2 = 1

L(ω) exp[−2Im(γj)z]
(
1 + K2

|γj |2

)
, bK(z) = (KK̂+γj ẑ)× 1√

L(ω)
exp(iγjz)(K̂− K

γj
ẑ) =

1√
L(ω)

exp(iγjz)
ϵj
γj
ω2

c2
ẑ×K̂ (we used the property ẑ.K̂ = 0), hence |bK(z)|2 = 1

L(ω) exp[−2Im(γj)z]
∣∣∣ ϵjγj ∣∣∣2 ω4

c4
.

Now writing ∫ ∞

−∞
dz |uK(z)|2

d[ωϵj(ω)]
dω

=
1

L(ω)

∑
j=1,2

1

2|γj |

(
1 +

K2

|γj |2

)
d[ωϵj(ω)]

dω
(F.63a)

∫ ∞

−∞
dz |bK(z)|2 =

1

L(ω)

∑
j=1,2

1

2|γj |

∣∣∣∣ ϵjγj
∣∣∣∣2 ω4

c4
(F.63b)
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Integrating Eq. (F.61) over z using Eqs. (F.63), we get

U =

∫ T

0
dt
∫

d3r [E(r, t).∂tD(r, t) +H(r, t).∂tB(r, t)] =

∑
K

ϵ0Sω
2 1

L(ω)

∑
j=1,2

1

2|γj |

[(
1 +

K2

|γj |2

)
d[ωϵj(ω)]

dω
+

∣∣∣∣ ϵjγj
∣∣∣∣2 ω2

c2

]
|AK|2. (F.64)

We now use the degree of freedom to set L(ω) as we wish, to simplify this equation. We set

L(ω) =
1

2

∑
j=1,2

1

2|γj |

[(
1 +

K2

|γj |2

)
d[ωϵj(ω)]

dω
+

∣∣∣∣ ϵjγj
∣∣∣∣2 ω2

c2

]
. (F.65)

Using Eq. (4.4), the deënition of γj , and ϵ(ω) ≤ −1 at the frequencies of surface plasmon of a single
interface, Eq. (F.65) writes

L(ω) =
−ϵ(ω)
2|γ1|

+
1

4|γ2|

[
1− ϵ(ω)
−ϵ(ω)

d[ωϵ(ω)]
dω

− 1− ϵ(ω)
]

(F.66)

With this choice of L(ω), Eq. (F.64) can be written :

U =
∑
K

ϵ0Sω
22|AK|2. (F.67)

Using Eqs. (F.63), one ënds that Eq. (F.66) is equivalent to set∫ ∞

−∞
dz

1

2

[
d[ωϵj(ω)]

dω
|uK(z)|2 +

c2

ω2
|bK(z)|2

]
= 1. (F.68)

Using the expressions of |uK(z)|2 and |bK(z)|2 given above, Eq. (4.4), and the deënition of γj , this gives a
normalization condition on uK(z)∫ ∞

−∞
dz

1

2

[
d[ωϵj(ω)]

dω
+ |ϵj(ω)|

|1 + ϵ(ω)|
1 + |ϵ(ω)|

]
|uK(z)|2 = 1. (F.69)

Eqs. (F.68) and (F.69) can also be written∫ ∞

−∞
dz
[
ϵ0
2

d[ωϵj(ω)]
dω

|EK(z)|2 +
1

2µ0
|BK(z)|2

]
= ϵ0ω

2|AK|2, (F.70)

with the notations used in Eq. (F.62).
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F.6 Equivalence of the quantumand classical approach : equality of the contri-

bution of surface plasmons to the Purcell factor

In order to prove the equivalence of our quantum approach and the classical approach in the non lossy
case (we aim at checking FP (d12, ω0, z) = FP,cl(d12, ω0, z)), we need the relation

R(K,ωsp) =
ωsp
K2

1

2L(ωsp)
(F.71)

between the factor R(K,ωsp) appearing in the surface plasmons’ Green’s tensor in the classical calculation,
and the normalisation length L(ωsp) used in the quantum calculation.

For the sake of simplicity, we shall write ω instead of ωsp in the developments below (but ω still depends
on K, and its value is given by Eq. (4.4)). We start from the deënitions of R(K,ω) and of γj given in the
chapter 4, and write

R−1(K,ω) = −iϵω/c
2

γ1
− iγ1

dϵ
dω

+ i
dϵ
dω

ω2

c2
+ 2ωϵ/c2

2γ2
(F.72)

Inserting dϵ
dω = 1

ω

[
dωϵ
dω − ϵ

]
in Eq. (F.72), and using γ1 = i|γ1|, γ2 = −i|γ2|, we ënd

R−1(K,ω) = −ϵω/c
2

|γ1|

(
1 +

|γ1|2

ω2/c2

)
− ϵω/c2

2|γ2|
+

(
|γ1|

1

ω
− ω/c2

2|γ2|

)
dωϵ
dω

(F.73)

Using Eq. (4.4), and the deënition of γj , we can simplify the terms inside the parentheses and write

R−1(K,ω) =
ϵω/c2

|γ1|
ϵ

|1 + ϵ|
− ϵω/c2

2|γ2|
− ω/c2

2|γ2|
1− ϵ
1 + ϵ

dωϵ
dω

(F.74)

Multiplying this expression by ω
K2 = c2

ω
ϵ+1
ϵ , we get

ω

K2
R−1(K,ω) =

−ϵ
|γ1|
− ϵ+ 1

2|γ2|
− 1

2|γ2|
1− ϵ
ϵ

dωϵ
dω

. (F.75)

Comparing this expression to Eq. (F.66), we can write

ω

K2
R−1(K,ω) = 2L(ω) (F.76)

which gives Eq. (F.71).





A G

Énergie et quantiícation de modes
électromagnétiques en présence de milieux

dispersifs

G.1 Bilan d’énergie avec milieux dispersifs

Les équations de Maxwell en l’absence de charges externes

∇× E = −∂tB (G.1)

∇.B = 0 (G.2)

∇.D = 0 (G.3)

∇×H = j+ ∂tD (G.4)

(tous les champs sont fonction de r et t) permettent d’écrire le bilan d’énergie

∇.S+ E.∂tD+H.∂tB = −j.E. (G.5)

En présence uniquement de milieux non dispersifs électriquement ( dϵ
dω = 0) et neutres magnétiquement

(µ = 1), on a D = ϵ0ϵ(r)E et B = µ0H et l’on peut écrire :

∇.S+ ∂t

[
ϵ0
2
ϵ(r)E2 +

1

2µ0
B2

]
= −j.E. (G.6)

Cette équation permet de déënir une densité d’énergie électromagnétique

U(r, t) =
ϵ0
2
ϵ′(r)E2 +

1

2µ0
B2. (G.7)

En présence de milieux dispersifs, D(r, t) ne peut s’exprimer simplement en fonction de E(r, t) comme
ci-dessus, et l’on ne peut pas faire apparaître directement la dérivée temporelle d’une densité d’énergie dans
le terme E.∂tD+H.∂tB de l’équation (G.5). Aën de déterminer l’énergie électromagnétique en présence de
milieux dispersifs dans les cas qui nous intéressent, nous allons nous restreindre au cas où le champ électro-
magnétique considéré est celui d’un mode permanent, ou celui d’une superposition de tels modes. L’existence
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de tels modes suppose que le système considéré est non dissipatif. On suppose ainsi que les constantes di-
électriques des matériaux présents ont une partie imaginaire nulle. Pour effectuer ce calcul dans la section
suivante, nous allons préalablement effectuer un bilan d’énergie macroscopique à partir de l’équation (G.5).
Nous considérons pour cela que le champ de ces modes est contenu dans une région de l’espace ënie V
délimitée par une surface Σ, et que le ìux net du vecteur de Poynting à travers Σ est nul :∫

V
d3r∇.S =

∫
Σ
d2r n.S = 0 (G.8)

Déënissons la puissance Pext fournie par un opérateur externe au champ électromagnétique, via les
sources de courant j :

Pext = −
∫
V

d3r j.E (G.9)

En intégrant l’équation (G.5) sur le volume V et en tenant compte des équations (G.8) et (G.9), on
obtient :

Pext =

∫
V

d3r [E.∂tD+H.∂tB] (G.10)

En intégrant cette équation entre les instants t = 0 et t = T , on obtient une expression du travail fourni
par l’opérateur externe entre ces deux instants :

W =

∫ T

0
dt
∫
V

d3r [E.∂tD+H.∂tB] (G.11)

G.2 Énergie d’un mode unique en présence de milieux dispersifs

On considère un mode unique du champ électromagnétique, dérivant du potentiel-vecteur d’expression

A(r, t) = Au(r)e−iωt + c.c. (G.12)

prenant place dans un système de constante diélectrique ϵ(r, ω), supposée réelle, et magnétiquement neutre
(µ = 1).

On suppose que ce mode est normalisable, au sens où l’intégrale sur tout le système de |u(r)|2 est ënie :∫
d3r |u(r)|2 ënie. (G.13)

Il peut s’agir par exemple d’un mode de plasmon localisé sur une nanosphère, ou d’un plasmon de surface
d’une interface métal/diélectrique 1.

Aën de déterminer l’énergie de ce mode, nous allons « l’allumer adiabatiquement » entre les instants t = 0

1. Dans ce dernier cas, le mode est a priori d’extension inënie dans les directions parallèles à l’interface, et n’est donc pas norma-
lisable. Pour le rendre normalisable, on peut utiliser les conditions aux limites de Born-von Karman dans ces directions, c’est-à-dire
considérer un système périodique dans ces directions. Le vecteur d’onde du plasmon ne peut alors prendre que des valeurs discrètes
compatibles avec la périodicité.
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et t = T . Nous pourrons alors utiliser le bilan d’énergie (G.11) effectué dans la partie précédente. Pour cela,
nous choisissons une amplitude A dépendante du temps :

A = A0f(t) (G.14)

avec f(0) = 0 et f(T ) = 1, et T suffisament grand pour que l’allumage puisse être considéré comme
adiabatique. Aën de simpliëer les calculs, nous allons considérer que la fonction f(t) est de période 2T et
peut ainsi être développée en série de Fourier :

f(t) =
∑
n

fne
i2πnt/(2T ). (G.15)

Nous séparons le bilan d’énergie (G.11) en deux termes, associés au déplacement et champ électrique, et
à l’induction et champ magnétique,

WE =

∫ T

0
dt
∫
V

d3r E.∂tD, (G.16a)

WB =

∫ T

0
dt
∫
V

d3rH.∂tB. (G.16b)

Nous allons tout d’abord déterminer WB . Le terme en H.∂tB du bilan (G.11) s’intègre sans difficultés
par rapport au temps, ∫ T

0
dtH(r, t).∂tB(r, t) =

1

µ0
B2(r, T ), (G.17)

où l’on a utilisé la propriété f(0) = 0 qui implique B(r, 0) = 0. Le membre de droite de (G.17) peut se
calculer à l’aide de la relation B(r, t) = ∇× A(r, t) et en utilisant les équations (G.12) et (G.14), ainsi que
la propriété f(T ) = 1,

B2(r, T ) = A2
0 [∇× u(r)]2 e−2iωT + |A0|2 |∇ × u(r)|2 + c.c. (G.18)

Aën de simpliëer les calculs, on ne garde pas les termes oscillant rapidement et de moyenne nulle de
B2(r, T ) (dont la contribution à l’énergie sera elle-même oscillante et de moyenne nulle). On obtient

⟨B2(r, T )⟩ = 2|A0|2 |∇ × u(r)|2 . (G.19)

On en déduit

⟨WB⟩ =
1

µ0
|A0|2

∫
V

d3r |∇ × u(r)|2 = ϵ0|ωA0|2
∫
V

d3r
∣∣∣ c
ω
∇× u(r)

∣∣∣2 . (G.20)
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Aën de déterminer WE , on écrit tout d’abord E(r, t),

E(r, t) = −∂tA(r, t) = A0

[
iωf(t)− df

dt

]
u(r)e−iωt + c.c. (G.21)

On calcule ensuite ∂TD(r, t) en ré-écrivant au préalable E(r, t) sous forme de somme d’exponentielles tem-
porelles puis en utilisant la relation D(r, ω′) = ϵ0ϵ(r, ω′)E(r, ω′),

E(r, t) = A0

∑
n

fni
(
w − πn

T

)
e−i(w−

πn
T )tu(r) + c.c., (G.22a)

∂tD(r, t) = ϵ0A0

∑
n

fn

(
w − πn

T

)2
ϵ
(
r, ω − πn

T

)
e−i(w−

πn
T )tu(r) + c.c. (G.22b)

Aën de simpliëer cette expression, on effectue un développement limité du terme
(
w − πn

T

)2
ϵ
(
r, ω − πn

T

)
avec πn

T ≪ ω, (
w − πn

T

)2
ϵ
(
r, ω − πn

T

)
≃ ω2ϵ(r, ω)− πn

T

∂

∂ω

[
ω2ϵ(r, ω)

]
. (G.23)

En ré-insérant ce terme dans (G.22b), on peut ënalement écrire

∂tD(r, t) = ϵ0A0f(t)ω
2ϵ(r, ω)u(r)e−iωt + iϵ0A0

df
dt

∂

∂ω

[
ω2ϵ(r, ω)

]
u(r)e−iωt + c.c. (G.24)

Comme pour B2(r, T ), on ne garde que les termes à variations lentes de E(r, t).∂tD(r, t) (les termes à
variations rapides sont de moyenne nulle et leur contribution à WE également). On obtient

⟨E(r, t).∂tD(r, t)⟩ = ϵ0|A0|2
df2

dt

{
ω
∂

∂ω

[
ω2ϵ(r, ω)

]
− ω2ϵ(r, ω)

}
︸ ︷︷ ︸

=ω2 ∂
∂ω

[ωϵ(r,ω)]

|u(r)|2 . (G.25)

(des termes imaginaires purs obtenus lors de ce calcul ont été simpliëés avec leur complexe conjugué). On en
déduit

⟨WE⟩ = ϵ0|ωA0|2
∫
V

d3r
∂

∂ω
[ωϵ(r, ω)] |u(r)|2 . (G.26)

La somme de (G.20) et (G.26) donne

⟨W ⟩ = ϵ0|ωA0|2
∫
V

d3r
{
∂

∂ω
[ωϵ(r, ω)] |u(r)|2 +

∣∣∣ c
ω
∇× u(r)

∣∣∣2} . (G.27)

G.3 Quantiícation d’un mode unique en présence de milieux dispersifs

On considère de nouveau le mode unique dont l’énergie a été calculée dans la section G.2. Son énergie
étant connue, la quantiëcation de ce mode ne pose pas de difficultés.
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Son énergie et son champ électrique sont donnés par les expressions

U = ϵ0|ωA|2
∫
V

d3r
{
∂

∂ω
[ωϵ(r, ω)] |u(r)|2 +

∣∣∣ c
ω
∇× u(r)

∣∣∣2} , (G.28a)

E(r, t) = iωAu(r)e−iωt + c.c. (G.28b)

Aën de simplëer l’expression (G.28a), nous allons supposer que le champ u(r) est normalisé par la condi-
tion

1

2

∫
V

d3r
{
∂

∂ω
[ωϵ(r, ω)] |u(r)|2 +

∣∣∣ c
ω
∇× u(r)

∣∣∣2} = 1. (G.29)

u(r) a alors pour dimension l’inverse de la racine d’un volume, et on a

U = 2ϵ0|ωA|2 = ϵ0ω
2(AA∗ +A∗A). (G.30)

On peut alors quantiëer ce mode canoniquement, de manière analogue à l’oscillateur harmonique usuel.
On associe aux amplitudes A et A∗ des opérateurs,

A→
√

ℏ
2ϵ0ω

â, (G.31a)

A∗ →
√

ℏ
2ϵ0ω

â+. (G.31b)

Le mode considéré se présente ainsi sous forme de bosons, auxquels sont associés des opérateurs création (â)
et destruction (â+). Les opérateurs associés à l’énergie et au champ électrique sont alors

Ĥ = ℏω
(
â+â+

1

2

)
(G.32a)

Ê(r, t) = i

√
ℏω
2ϵ0

u(r)âe−iωt + h.c. (G.32b)
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H.1 Relation de dispersion et taux d’interaction de la structure Lapsus sim-

pliíée

On étudie dans cette annexe la relation de dispersion des SPhP de la structure Lapsus simpliëée, ainsi
que leurs taux d’interaction avec les électrons du puits quantique, aën de s’assurer de leur similarité avec ceux
discutés dans le chapitre 5 à propos d’un puits quantique simple.

Pour étudier les modes de la structure complète du projet Lapsus, comprenant en plus des barrières et du
puits un espaceur séparant le substrat des barrières et un réseau d’or (voir ëgure 5.2), nous avons remplacé
le réseau d’or par un ëlm continu (ëgure H.1). Ceci présente l’avantage de rendre la structure invariante
par translation dans les directions parallèles x et y et donc de pouvoir étudier ses ondes de surface avec des
outils type matrice de transfert connus et peu coûteux en calculs. Le couplage de ces ondes de surface au
rayonnement via le réseau n’est pas pris en compte ici, et est abordé dans la section 5.3. La ëgure H.2 montre
la nouvelle relation de dispersion des SPhP en présence de cette couche métallique. On y retrouve des branches
proches de celles du puits simple (ëgure 5.8), ainsi que des branches correspondant aux interfaces barrière
inférieure/espaceur (courbes vertes) et espaceur/substrat (courbes magenta) – ces branches supplémentaires
correspondent à des modes éloignés du puits interagissant peu avec les électrons.

On a représenté sur les ëgures H.3 les taux d’émission et d’absorption de SPhP par un électron dans le
puits quantique de la structure Lapsus simpliëée. Là encore, on obtient des taux d’interaction très proches de
ceux d’un puits simple (ëgure 5.17). On remarque toutefois qu’une branche propre à la structure Lapsus a
un taux d’interaction important (courbe magenta sur la ëgure H.3(a). Cette branche correspond a la branche
représentée également en magenta et de pulsation comprise approximativement entre 36 et 43 meV sur la
ëgure H.2. Les modes de cette branche qui interagissent le plus avec les électrons sont ceux de faible vecteur
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Or 

Al0,33Ga0,67As 

GaAs 

Al0,33Ga0,67As 

Al0,50Ga0,50As 

GaAs dopé n (substrat) 

Semi-infini 

Semi-infini 

30 nm 
21,6 nm 

100 nm 

1 µm 

F H.1 – Structure simpliëée du projet Lapsus. Par rapport à la structure de la ëgure 5.2, un ëlm
d’or remplace le réseau en or, rendant la structure invariante par translation dans les directions parallèles aux
couches.
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F H.2 – Relation de dispersion (gauche) et facteurs de qualité (droite) des SPhP de la structure simpliëée
du projet Lapsus (ëgure H.1). Comme sur la ëgure 5.8, on a reproduit sur la ëgure de gauche les intervalles
de fréquence de la ëgure 5.7.
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(a) (b) 

(c) 

F H.3 – Taux d’émission et d’absorption de chaque branche de SPhP d’un électron dans la structure
Lapsus simpliëée (ëgure H.1). Transitions (a) : 2 ↔ 1, (b) : 1 ↔ 1, (c) : 2 ↔ 2. Les remarques de la
ëgure 5.17 s’appliquent, les couleurs et traits correspondant maintenant à la ëgure H.2, et les symétries du
champ des modes ne sont qu’approximatives ici.
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d’onde, de pulsation proche de 36 meV, comme les taux d’interaction des modes individuels (ëgure H.4
ci-dessous)

Les taux d’interaction (équation 5.25) de chaque mode de SPhP de la structure Lapsus simpliëée sont
représentés sur la ëgure H.4. Là encore, on obtient des résultats proches de ceux d’un puits simple (ëgure 5.18).

(a) (b) 

(c) 

F H.4 – Taux d’interaction de chaque mode de SPhP avec une population d’électron, dans la structure
Lapsus simpliëée. Transitions (a) : 2↔ 1, (b) : 1 ↔ 1, (c) : 2↔ 2. Les couleurs et traits correspondent à la
ëgure H.2. Les remarques de la ëgure 5.17 s’appliquent, les couleurs et traits correspondant maintenant à la
ëgure H.2, et les symétries du champ des modes ne sont qu’approximatives ici.

H.2 Éléments de matrice

On calcule dans cette annexe les éléments de matrice associés aux processus d’émission et d’absorption de
SPhP et de phonons conënés, par transition intersousbande. On note les états « fondamentaux » et « excités »
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de l’électron sous la forme

|ge−⟩ = |m,K⟩, |ee−⟩ = |m′,K′⟩. (H.1a)

L’absorption correspond au passage de l’état |ge−⟩ vers l’état |ee−⟩, et l’émission correspond au processus
inverse. L’état |ge−⟩ = |m,K⟩ (|ee−⟩ = |m′,K′⟩) correspond à un électron dans la sousbande m (m′) et de
vecteur d’onde dans le plan parallèle au puits K (K′). On considère que le système étudié a une période L
dans les directions parallèles au puits x et y, et on note S = L×L. Ainsi, les vecteurs d’onde des phonons q
et des électrons K sont quantiëés, et sont de la forme nx 2π

L x̂+ny 2πL ŷ (nx et ny entiers relatifs). Les fonctions
d’onde des électrons peuvent s’exprimer sous la forme

⟨r|m,K⟩ = eiK.r√
S
ζm(z), (H.2)

où les fonctions enveloppes ζm(z) sont normalisées à l’aide de la condition
∫

dz′ ζ∗m′(z′)ζm(z
′) = δm,m′ .

Les états « fondamentaux » et « excités » du système {électrons + SPhP} sont de la forme

|g⟩ = |nq + 1,m,K⟩, |e⟩ = |nq,m′,K′⟩, (H.3a)

correspondant à nq+1 (nq) phonons dans le mode de vecteur d’onde q dans les états excités (fondamentaux).
Au cours de ces calculs, on ne considère qu’une seule branche de la relation de dispersion des SPhP. Les résultats
obtenus peuvent s’appliquer à chacune d’elles.

La perturbation du hamiltonien de ce système (en représentation d’interaction, i.e. représentation de
Schrödinger pour les électrons, représentation de Hamilton pour les SPhP) est donnée par

Wp =
e

m∗ Â(̂r, t).p̂, (H.4)

où m∗ désigne la masse effective de l’électron dans le puits et l’opérateur potentiel-vecteur Â(̂r, t) vaut

Â(̂r, t) =
∑
q

√
ℏω

2ϵ0ω2S
eiq.̂req(ẑ)e−iωtâq + h.c. (H.5)

h.c. désigne le conjugué hermitique, ω la pulsation des SPhP considérés au vecteur d’onde de module q, eq(z)
est le champ normalisé des SPhP (voir annexe B.4), de dimension l’inverse de la racine d’une longueur.

Pour l’absorption, on ne conserve que le terme devant e−iωt du mode de vecteur d’onde q deWp (ce qui
revient à ne conserver que celui en âq),

Wa =
e

m∗

√
ℏω

2ϵ0ω2S
eiq.̂req(ẑ)âq.(−i)ℏ∇. (H.6)
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Pour l’émission, on ne conserve que celui devant eiωt, son conjugué hermitique,

We = (Wa)
+ =

e

m∗

√
ℏω

2ϵ0ω2S
e−iq.̂re∗q(ẑ)â

+
q .(−i)ℏ∇. (H.7)

L’élément de matrice correspondant à l’absorption est alors

⟨e|Wa|g⟩ =
e

m∗

√
ℏω

2ϵ0ω2S
⟨m′,K′|eiq.̂req(ẑ).(−i)ℏ∇|m,K⟩

√
nq + 1 (H.8a)

= (−i)ℏ e

m∗

√
ℏω

2ϵ0ω2S
δK+q,K′

(
iK.q̂I(//)m,m′,q + I

(z)
m,m′,q

)√
nq + 1, (H.8b)

où les intégrales de recouvrement I(//)m,m′,q et I(z)m,m′,q sont données par

I
(//)
m,m′,q =

∫
dz′ζ∗m′(z′)ζm(z

′)eq,//(z
′), (H.9a)

I
(//)
m,m′,q =

∫
dz′ζ∗m′(z′)

dζm
dz′

eq,z(z
′). (H.9b)

eq,//(z
′) = eq(z′).q̂ et eq,z(z′) = eq(z′).̂z (ces deux grandeurs ne dépendent plus que du module de q).

Pour l’émission, on obtient

⟨g|We|e⟩ = (⟨e|Wa|g⟩)+ (H.10a)

= (−i)ℏ e

m∗

√
ℏω

2ϵ0ω2S
δK+q,K′

(
iK.q̂I(//),∗m,m′,q − I

(z),∗
m,m′,q

)√
nq + 1. (H.10b)

On détermine le carré du module de ces éléments de matrice,

|⟨g|We|e⟩|2 = |⟨e|Wa|g⟩|2 (H.11a)

= ℏ2
e2

m∗ 2
ℏω

2ϵ0ω2S
δK+q,K′

∣∣∣iK.q̂I(//)m,m′,q + I
(z)
m,m′,q

∣∣∣2 (nq + 1). (H.11b)

On trouve ainsi l’expression 5.12b. On peut remarquer que le terme faisant intervenir les intégrales de recou-
vrement vériëe ∣∣∣iK.q̂I(//)m,m′,q + I

(z)
m,m′,q

∣∣∣2 = ∣∣∣iK′.q̂I ′(//)m,m′,q + I
′(z)
m,m′,q

∣∣∣2 , (H.12)

en posant

I
′(//)
m,m′,q =

∫
dz′ζ∗m(z

′)ζm′(z′)e∗q,//(z
′), (H.13a)

I
′(//)
m,m′,q =

∫
dz′ζ∗m(z

′)
dζm′

dz′
e∗q,z(z

′), (H.13b)

(on retrouve ce résultat par intégrations par parties et en utilisant l’égalité iqeq,//(z) +
∂eq,z(z)
∂z = 0 qui
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découle de∇.A = 0). Le membre de droite de (H.12) est plus simple à calculer si l’on connait K′ plutôt que
K.

Le nombre de SPhP dans le mode considéré, nq ⩾ 0, ëgure également dans l’élément de matrice. Dans
le cas de l’émission, le nombre initial de SPhP est nq. Ainsi, si on développe le terme nq + 1, l’élément de
matrice se sépare en un terme proportionnel au nombre initial de SPhP, nq, et un terme indépendant de
nq, non nul même en l’absence de SPhP initialement. Le premier terme correspond à l’émission stimulée, le
second à l’émission spontanée. Pour l’absorption, le nombre initial de SPhP est nq+1, et développer ce terme
n’a ici pas de sens (les nq SPhP comme le +1 sont présents initialement et ne jouent pas de rôles différents).
On peut avantageusement substituer nq à nq+1 et nq− 1 à nq dans le cas de l’absorption, avec la condition
nq ⩾ 1 initialement (il faut au moins un SPhP initialement pour qu’il puisse y avoir absorption d’un SPhP).

H.3 Taux d’interaction électroniques

On veut déterminer le taux d’émission (absorption) de SPhP par un électron dans un état initial donné
|e e−⟩ = |m′,K′⟩ (|g e−⟩ = |m,K⟩), par transition intersousbande vers une sousbande m (m′).

On utilise la règle d’or de Fermi pour écrire les taux d’émission et d’absorption. On peut écrire une
expression générale de ce taux, valable à la fois pour l’émission et l’absorption,

w =
2π

ℏ
∑
q

∑
K ou K′

|⟨g|We|e⟩|2δ(Em,K + ℏω − Em′,K′). (H.14)

où la somme
∑

K ou K′ porte sur le vecteur d’onde des états d’arrivée, K pour l’émission, K′ pour l’absorption.
L’élément de matrice |⟨g|We|e⟩|2 écrit ici pour l’émission, est le même pour l’absorption d’après l’équa-
tion (H.12).

En utilisant (5.12b) et en simpliëant la somme sur K à l’aide du symbole de Kroenecker qui apparait, on
peut écrire

w =
2π

ℏ
∑
q

ℏ2
e2

m∗ 2
ℏω

2ϵ0ω2S

∣∣∣iK′.q̂I ′(//)m,m′,q + I
′(z)
m,m′,q

∣∣∣2 (nq + 1)δ(Em,K + ℏω − Em′,K′). (H.15)

Le vecteur d’onde initial, K′ pour l’émission, K pour l’absorption, est ëxé, une somme parcourt l’ensemble
des valeurs de q, et l’équation K′ = K+ q permet d’obtenir le vecteur manquant.

On s’intéresse maintenant uniquement à l’émission, et on ré-écrit la somme q sous la forme
∑

q =∫
dq q

∫ 2π
0 dθ′ ρ(q) où la densité surfacique d’états ρ(q) vaut S

(2π)2
,

we = ℏ2
e2

m∗ 2
1

2π2ϵ0

∫
dq q(nq + 1)

1

ω

∫ 2π

0
dθ′

∣∣∣iK ′ cos θ′I ′(//)m,m′,q + I
′(z)
m,m′,q

∣∣∣2 δ(Em,K + ℏω − Em′,K′),

(H.16)
où θ′ désigne l’angle entre K′ et q. On réécrit alors le terme ëgurant dans la distribution de Dirac sous la
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forme

fe(q, θ
′) = Em,K + ℏω − Em′,K′ (H.17a)

= ϵm − ϵm′ + ℏω +
ℏ2

2m
(K ′2 −K2) (H.17b)

= ϵm − ϵm′ + ℏω − ℏ2q2

2m
+

ℏ2

m∗K
′q cos θ′. (H.17c)

Si fe(q, θ′) = 0, on a cos θ′ = m∗

ℏ2K′q (−ϵm + ϵm′ − ℏω) + q
2K′ . Ainsi, pour q ëxé, fe(q, θ′) n’a de racines

que si le membre de droite de l’équation précédente est compris entre−1 et 1. Dans ce cas, on peut effectuer
l’intégrale par rapport à θ′ dans (H.16) 1, que l’on rappelle,

we =
e2

4πϵ0

1

m∗
1

K ′ 2

∫
| cos θ′|<1

dq (nq + 1)
1

ω

1

|sin θ′|

∣∣∣iK ′q cos θ′I ′(//)m,m′,q + I
′(z)
m,m′,q

∣∣∣2 , (H.18)

avec maintenant
cos θ′ =

q

2K ′

[
1− 2m

ℏ2q2
(ϵm − ϵm′ + ℏω)

]
, (H.19)

et | sin θ′| =
√
1− cos2 θ′.

On procède de manière analogue pour l’absorption. Le vecteur initial connu est maintenant K, et K′ est
donné par l’équation K′ = K+ q, et on utilise le membre de gauche de (H.12). On obtient

wa =
e2

4πϵ0

1

m∗
1

K
2

∫
| cos θ|<1

dq (nq + 1)
1

ω

1

|sin θ|

∣∣∣iKq cos θI(//)m,m′,q + I
(z)
m,m′,q

∣∣∣2 , (H.20)

où θ est l’angle entre les vecteurs K et q et est donné par

cos θ =
q

2K

[
−1− 2m

ℏ2q2
(ϵm − ϵm′ + ℏω)

]
, (H.21)

et | sin θ′| =
√
1− cos2 θ′.

H.4 Taux d’interaction d’un mode de SPhP donné

On souhaite obtenir dans cette annexe les taux d’émission et d’absorption d’un mode de SPhP donné par
une population d’électrons décrite par une fonction de distribution f(m,K). Nous allons déterminer ce taux
à l’aide de la règle d’or de Fermi. En utilisant les mêmes notations que dans la partie H.2, les éléments de
matrice de cette partie (équation 5.12b) peuvent être réutilisés ici tels quels

Le taux d’émission (par transition inter- ou intrasousbande de la sousbande m′ à la sousbande m) de

1. En utilisant la formule
∫

dxf(x)δ[g(x)] =
∑

x0

f(x0)

| dg
dx (x0)|

où la somme sur x0 parcourt l’ensemble des racines x0 de g
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SPhP de la branche p de vecteur d’onde q s’écrit

w(p)
e,q =

2π

ℏ
∑
K,K′

|⟨g|We|e⟩|2 δ(Em,K + ℏω − Em′,K′)f(m′,K′) [1− f(m,K)] , (H.22)

où l’on a tenu compte du remplissage des niveaux électroniques de départ et d’arrivée via le terme f(m′,K′) [1− f(m,K)].
En utilisant l’expression (5.12b), on peut effectuer l’une des sommes sur K ouK′ à l’aide du symbole de Kroe-
necker ëgurant dans (5.12b). On obtient

w(p)
e,q =

2π

ℏ
∑
K′

ℏ2
e2

m∗ 2
ℏω

2ϵ0ω2S

∣∣∣iq̂.K′I
′ (//)
m,m′,q + I

′ (z)
m,m′,q

∣∣∣2 (n(p)q +1)δ(Em,K+ℏω−Em′,K′)f(m′,K′) [1− f(m,K)] ,

(H.23)
avec K = K′−q. La distribution de Dirac ëgurant dans cette expression va permettre de simpliëer la somme
sur K′, que l’on écrit sous forme d’intégrale au préalable (

∑
K′ →

∫
dK′ S

(2π)2
). Avant cela, on peut choisir

l’axe x parallèle et de même sens que le vecteur d’onde q (on a alors q = qx̂). La fonction en argument de la
distribution de Dirac s’écrit alors

Em,K + ℏω − Em′,K′ = ϵm − ϵm′ + ℏω +
ℏ2

2m
(K2 − K′2) (H.24a)

= ϵm − ϵm′ + ℏω +
ℏ2q2

2m
− ℏ2

m∗ qK
′
x. (H.24b)

Cette fonction ne dépend que de la composante K ′
x de K′. On la note f(K ′

x) et on a df
dK′

x
= − ℏ2

m∗ q, et on
peut effectuer l’intégration sur K ′

x à l’aide de la formule utilisée pour le calcul de (H.18),

w(p)
e,q =

e2

4πϵ0

1

m∗ωq

∣∣∣iK ′
xI

′ (//)
m,m′,q + I

′ (z)
m,m′,q

∣∣∣2 (n(p)q + 1)

∫
dK ′

y f(m
′,K′) [1− f(m,K)] , (H.25)

avec K′ = K ′
xx̂+K ′

y ŷ, K = K′ − q et K ′
x = q

2 + m∗

ℏ2q (ϵm − ϵm′ + ℏω).

Le taux d’absorption (par transition inter- ou intrasousbande de la sousbande m à la sousbande m′ –
processus inverse de l’émission ci-dessus) s’écrit

w(p)
a,q =

2π

ℏ
∑
K,K′

|⟨e|Wa|g⟩|2 δ(Em,K + ℏω − Em′,K′)f(m,K)
[
1− f(m′,K′)

]
. (H.26)

Cette expression est quasi-identique à H.22, aux arguments des fonctions de distribution près, inversés. On
a ainsi ënalement

w(p)
a,q =

e2

4πϵ0

1

m∗ωq

∣∣∣iq̂.K′I
′ (//)
m,m′,q + I

′ (z)
m,m′,q

∣∣∣2 n(p)q

∫
dKy f(m,K)

[
1− f(m′,K′)

]
, (H.27)

où, par rapport à H.22, on a également substitué n(p)q à n(p)q + 1, aën que le nombre initial de quanta soit
n
(p)
q , comme dans le cas de l’émission.
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La différence entre w(p)
e,q et w(p)

a,q permet d’écrire un taux d’émission « net » de SPhP,

w(p)
e,q − w(p)

a,q =
e2

4πϵ0

1

m∗ωq

∣∣∣iq̂.K′I
′ (//)
m,m′,q + I

′ (z)
m,m′,q

∣∣∣2 n(p)q

∫
dKy

[
f(m′,K′)− f(m,K)

]
+

e2

4πϵ0

1

m∗ωq

∣∣∣iq̂.K′I
′ (//)
m,m′,q + I

′ (z)
m,m′,q

∣∣∣2 ∫ dKy f(m
′,K′) [1− f(m,K)] , (H.28)

où le terme en n(p)q correspond aux processus d’émission stimulée et d’absorption, et le terme restant à l’émis-
sion spontanée. À l’équilibre thermique, (H.28) est nul (les deux populations, électrons et SPhP sont à l’équi-
libre), et on peut écrire

e2

4πϵ0

1

m∗ωq

∣∣∣iq̂.K′I
′ (//)
m,m′,q + I

′ (z)
m,m′,q

∣∣∣2 n(p)q (T )

∫
dKy

[
fT (m

′,K′)− fT (m,K)
]

+
e2

4πϵ0

1

m∗ωq

∣∣∣iq̂.K′I
′ (//)
m,m′,q + I

′ (z)
m,m′,q

∣∣∣2 ∫ dKy fT (m
′,K′) [1− fT (m,K)] = 0, (H.29)

où n(p)q (T ) et fT (m,K) sont donnés par les distributions de Bose-Einstein et Fermi-Dirac respectivement.
On vériëe que (H.29) est correcte grâce à l’identité n(p)q (T )[fT (m,K) − fT (m′,K′)] = fT (m

′,K′)[1 −
fT (m,K)] vériëée par les statistiques de Bose-Einstein et de Fermi-Dirac. Ainsi, si une population d’électrons
à l’équilibre thermique (à une température Te) interagit avec une population de SPhP donnée (pas nécessai-
rement à l’équilibre thermique), on peut soustraire (H.29) (égalité toujours vraie, et on choisit T = Te) à
(H.28) (dans lequel la fonction de distribution des électrons suit la statistique de Fermi-Dirac), et on obtient

w(p)
e,q−w(p)

a,q =
e2

4πϵ0

1

m∗ωq

∣∣∣iq̂.K′I
′ (//)
m,m′,q + I

′ (z)
m,m′,q

∣∣∣2 [n(p)q −n(p)q (Te)]

∫
dKy

[
fTe(m

′,K′)− fTe(m,K)
]

(H.30)
On note ainsi

Γ
(p)
e−,q(Te) =

e2

4πϵ0

1

m∗ωq

∣∣∣iq̂.K′I
′ (//)
m,m′,q + I

′ (z)
m,m′,q

∣∣∣2 ∫ dKy

[
fTe(m

′,K′)− fTe(m,K)
]
, (H.31)

et on a
w(p)
e,q − w(p)

a,q = Γ
(p)
e−,q(Te)[n

(p)
q − n(p)q (Te)], (H.32)

où l’on voit clairement que l’interaction du mode de SPhP considéré avec les électrons thermalisés tend à
amener ce mode à la même température que les électrons. Le « taux d’interaction » associé, Γ(p)

e−,q(Te), dé-
pend notamment des populations électroniques (terme [fTe(m′,K′)− fTe(m,K)]) dans H.31) ainsi que des
intégrales de recouvrement entre les fonctions enveloppes des électrons et le champ du mode de SPhP (terme

en
∣∣∣iq̂.K′I

′ (//)
m,m′,q + I

′ (z)
m,m′,q

∣∣∣2).
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Résumé

Il existe au niveau d’interfaces séparant des milieux de constantes diélectriques de signes opposés des
ondes électromagnétiques conënées à proximité de ces interfaces. On parle d’ondes de surface. C’est no-
tamment le cas des métaux et des cristaux polaires  : on parle alors de plasmons-polaritons de surface et de
phonons-polaritons de surface respectivement. L’objectif de cette thèse est de revisiter certains aspects théo-
riques associés à ces ondes de surface. Dans un premier temps, en nous basant sur le formalisme de Green,
nous donnons un moyen d’obtenir une expression du champ des ondes de surface sous forme de somme de
modes. En présence de pertes, ces ondes ont nécessairement un vecteur d’onde ou une pulsation complexe.
Nous donnons ainsi deux expressions de leur champ, correspondant à chacun de ces deux cas, et discutons de
l’opportunité d’utiliser l’une ou l’autre de ces expressions. Nous posons par la suite les bases d’une optique de
Fourier et d’une optique géométrique des ondes de surface. Nous montrons comment obtenir une équation
de Helmholtz à deux dimensions pour les ondes de surface, un principe d’Huygens-Fresnel pour les ondes de
surface, ainsi qu’une équation eikonale pour les ondes de surface, qui s’applique sous certaines hypothèses.
Nous nous intéressons également à la superlentille proposée par Pendry, qui s’appuie sur les ondes de surface.
Nous étudions notamment le fonctionnement de cette superlentille en régime impulsionnel, et montrons
qu’en présence de pertes, il est possible d’obtenir une meilleure résolution avec certaines formes d’impulsion
par rapport au régime harmonique, au prix d’une importante baisse de signal toutefois. Nous développons
ensuite un traitement quantique des ondes de surface. Nous calculons au préalable une expression de leur
énergie, et nous donnons une expression de leur hamiltonien et de leurs opérateurs champ. Sans pertes, nous
montrons que le facteur de Purcell prédit par notre théorie quantique est rigoureusement égal au facteur de
Purcell calculé avec des outils classiques. Nous comparons ensuite ce facteur de Purcell à celui calculé clas-
siquement avec pertes, et montrons sur un exemple que les pertes peuvent être négligées dans de nombreux
cas. Nous donnons enën une expression des coefficients d’Einstein associés aux ondes de surface permettant
d’étudier la dynamique de l’inversion de population d’un milieu fournissant un gain aux ondes de surface.
Nous appliquons par la suite ce formalisme quantique à l’interaction électrons-phonons-polaritons de surface
dans les puits quantiques, notamment leur interaction avec un mode de phonon du puits particulièrement
conëné grâce à un effet de constante diélectrique proche de zéro (epsilon near zero, ENZ).

Mots-clés

Plasmons-polaritons de surface ; Optique de Fourier ; Électrodynamique quantique ; Phonons-polaritons
de surface ; Térahertz ; Nanophotonique ; Superlentille ; Super-résolution ; Optique géométrique ; Ondes élec-
tromagnétiques de surface ; Puits quantiques ; Transitions intersousbandes dans les puits quantiques.
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Abstract

Interfaces between materials having opposite dielectric constants support electromagnetic waves conëned
close to these interfaces called surface waves. For metals and polar crystals, they are respectively called surface
plasmon-polaritons and surface phonon-polaritons. e goal of this thesis is to revisit some theoretical aspects
associated to these surface waves. Using the Green formalism, we derive an expression of the surface wave ëeld
as a sum of modes. With losses, these waves must have a complex wave vector or frequency. us we give two
expressions of their ëeld, for each of these cases, and discuss when each of these expressions should be used. We
then give the basis of a surface wave Fourier optics and geometrical optics. We derive a 2D Helmholtz equation
for surface waves, a Huygens-Fresnel principle for surface waves, and an eikonal equation for surface waves.
We then take a look at Pendry’s superlens, in which surface waves play a major role. We study the behavior
of the superlens in pulsed mode taking losses into account, and show that its resolution can be increased for
some pulse shapes compared to the steady state, at the expense of a signal decay. We then develop a quantum
treatment of surface waves. We ërst calculate their energy, and then give an expression of their hamiltonian
and ëeld operators. Without losses, we show that the Purcell factor given by our quantum theory is perfectly
equal to the Purcell factor given by the classical theory. We then compare this Purcell factor to the lossy
case on an example, and show that losses can often be neglected. We then derive the Einstein coefficients
associated to surface wave emission and absorption, which allow studying the population inversion dynamics
of a gain medium. We then use this quantum formalism to study the interaction between electrons and surface
phonon-polaritons in quantum wells, particularly their interaction with a phonon mode which features high
conënement thanks to an epsilon near zero (ENZ) effect.

Keywords

Surface plasmon-polaritons ; Fourier optics ; Quantum electrodynamics ; Surface phonon-polaritons ; Te-
rahertz ; Nanophotonics ; Superlens ; Super-resolution ; Geometrical optics ; Surface electromagnetic waves ;
Quantum wells ; Intersubband transitions in quantum wells.
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