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Résumeé

L'évaluation dynamique des ouvrages sous sollicitations ambiantes est un champ applicatif
important de la mécanique des structures et de la théorie des systemes dynamiques, qui fait
I'objet de nombreuses recherches depuis une quinzaine d’années.

Inscrit dans le cadre du projet natiofalaluation Dynamique des Porggoté par le LCPC,
le travail présenté dans cette thése est une contribution a ces recherches. Il concerne I'étude de
deux outils réputés pour leur pertinence dans le domaine de I'identification modale des struc-
tures sous excitations dynamiques ambiantes aléatoiresmdésodes de sous-espaedtda
méthode du décrément aléatoire.

Une large place est consacrée aux méthodes de sous-espaces qui font I'objet d’'une analyse
théorique et algorithmique détaillée destinée a bien cerner leurs possibilités et a lever certaines
ambiguités.

L'étude de la méthode du décrément aléatoire constitue le coeur du travail. Nous en donnons
d’abord une présentation originale adaptée au cadre discret. Puis, nous basant sur des résul-
tats mathématiques récents, nous justifions rigoureusement des résultats asymptotiques d’intérét
pratigue, notamment statistique. Nous montrons ensuite pourquoi cette méthode, dont la justifi-
cation théorique habituelle repose sur une hypothese de stationnarité de I'excitation, fonctionne
encore lorsque cette derniere est une impulsion ou un train d’impulsions.

Lintérét pratique de ces méthodes dans le domaine de I'identification modale est jugé a tra-
vers deux applications : I'une sur une poutre grandeur réelle testée en laboratoire, 'autre sur un
pont-rail SNCF expérimenté situ.

Mots-Clés :

Evaluation dynamique, identification modale, excitatiorb&nte, méthodes de sous-espaces,
méthode du décrément aléatoire, poutre, pont.
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Abstract

Dynamic assessment of structures under ambient loads is an important applied field of the
structural mechanics and dynamic system theory, which is the subject of many researchs for
about fifteen years.

Registered within the framework of the French national prdiaaluation Dynamique des
Pontscontrolled by the Laboratoire Central des Ponts et Chaussées (LCPC), the work presented
in this thesis is a contribution to these rechearchs. It concerns the study of two tools for their
relevance in the field of modal identification of structures under random dynamic excitations :
subspace methods and random decrement method.

A broad place is devoted to the subspace methods which are the subject of a detailed theo-
retical and algorithmic analysis intended for deterimining their possibilities and to clarify some
ambiguities.

The main contribution of this work concerns the random decrement method. We give first an
original presentation adapted to the discret time context. Then, using recent results, we justify
rigorously asymptotic results of practical and especially statistical interest. Then, we show the
reason why this method, whose usual theoretical justification rests on an assumption of statio-
nary of the excitation, still works when this excitation is an impulse or a batch of impulses.

The practical interest of these methods in the field of modal identification is tested through
two applications : the first one concerns a beam tested in laboratory, the second one is a railway
bridge testedh situ.

Keywords :

Dynamic assessment, modal identification, ambient exaitaiubspace methods, random
decrement method, beam, bridge.
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Principales notations

.

N

e > a2

S
2

<M NS Tz Uz

Aey Be, C, H..
Hd1 HU! Ha
(xk‘)k

(k)
Xy

nombre de dégrés de libertés

ordre du modele d’état

nombre de voies de mesure

nombre de points de déclenchement
pas d’échantillonnage

i®™e pulsation naturelle

i®Me taux d’amortissement

i®™e pulsation propres du systéme amorti

i®™evaleur propre du modéle d’état & temps continu
i*™Mevaleur propre du modéle d’état a temps discret

i®™ vecteur propre associé a la valeur profye

i®me déformée modale

matrice diagonale dont les éléments diagonaux somnt;les
matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont; les
matrice dont les colonnes sont les vectelys

matrice dont les colonnes sont les vectebys

matrices de masse, d’amortissement et de rigiditiR(&")
excitation a valeurs dans'R

bruit blanc gaussien a valeurs dans R

processus de Wiener a valeurs darfs R

matrice d’intensité de I'excitation (&™*?)

processus de déplacement du modeéle EF a valeurs dans R
processus d’état a temps continu a valeurs dahs IR
processus d’observation a temps discret a valeurs dans R
matrices du modéle d’état a temps continu

(6 IRan’ IRnXm’ |Rl><m, IRan)

matrices de localisation des capteursiRE™)

suite des états (e R™1!)

suite des observations expérimentalgsqyR!*")

processus d’état a temps discret a valeurs dahs R
processus d’observationa temps discret a valeurs dafis R

suite blanche gaussienne (bruit de modélisation) a valeurs daf's R

suite blanche gaussienne (bruit de mesure) a valeurs danhs R

matrices du modeéle d’état a temps discretlR&<", R™*™, R!*™)

coefficients matriciels de la partie AR
coefficients matriciels de la partie MA

Sollicitations Ambiantes
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T estimées Kalman-optimales (R"*1)
K gain de Kalman

fonction de réponse impulsionnelle a valeurs dahsR
h dérivée de la fonction de réponse impulsionnelle a valeurs d&rg R
Rxx fonction d’autocorrélation a valeurs dan$’R
Rxy fonction d’'intercorrélation & valeurs dans'iR
Rxy dérivée de la fonction de d’intercorrélation a valeurs daf$'iR
Sxx densité spectrale de puissance a valeurs dafisC
Sxy densité interspectrale de puissance a valeurs d&ansC

Dy fonction du décrément aléatoire (auto-décrément)
D%j fonction croisée du decrément aléatoire

E[e] espérance mathématique [de

(o] transposée d’une matrice ou d’un vecteur

[o]* transposée conjuguée

[o] 1 inverse d’une matrice

[o]f pseudo-inverse de Moore-Penrose

DDL Degré de Liberté

EF Eléments Finis

SISO Single Input Single Output
MIMO  Multiple Input Multiple Output
ARMA Auto-Regressive Moving Average

FRF Fonction de Réponse en Fréquence
FRI Fonction de Réponse en Impulsionnelle
TF Transformée de Fourier

TFI Transformée de Fourier Inverse

DSP Densité Spectrale de Puissance

PTD Polyreference Time Domain

ITD Ibrahim Time Domain

LSCE Least Squares Complex Exponentiel method
MPE Méthode de Prediction de I'Erreur

DVS Décomposition en Valeurs Singulieres

MC Moindres Carrés
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Introduction geneérale

L'évaluation du comportement dynamique des ouvrages par essais vibratoires est une pra-
tique relativement ancienne. C’est la construction aéronautique qui a été un élément moteur du
développement de ces essais afin de caractériser ou d’appréhender des phénomenes particuliers
conduisant a certaines défaillances sous sollicitations répétées et rapides (le flottement des ailes
d’avion notamment). L'augmentation des capacités de stockage des systémes d’acquisition et la
puissance de calcul des ordinateurs ont également largement contribuées a ce développement.

Les essais vibratoires sur ouvrages ont des buts tres variés. On peut y avoir recours par
exemple, pour enrichir la connaissance des comportements dynamiques de structures de méme
type, valider des choix de modélisation, évaluer I'intégrité d’un ouvrage ou encore suivre I'évo-
lution de I'état d’une structure dans le temps.

Parmi ces obijectifs, le suivi d'un ouvrage en continu dans le temps a des fins de contréle de
son intégrité mécanique est un challenge trés important, notamment pour des ouvrages comme
les ponts (routiers, autoroutiers, ferroviaires) dont le nombre en France est tres important (plus
de 200.000 unités). Les techniques classiques de détection des dommages (acoustiques, radio-
graphiques, magnétiques, €lectriques, thermiques, ...) sont pour la plupart locales. Toutes ces
techniques exigent I'immobilisation de I'ouvrage (fermeture a la circulation pour un pont) et
nécessitent que les parties a inspecter soient accessibles. De plus, elles sont délicates a mettre
en ceuvre et tres onéreuses, donc inadaptées a la surveillance en continu. D’autres approches
plus pertinentes doivent alors étre considérées afin de constituer une base fiable et efficace pour
le suivi d’'un ouvrage. C’est pourquoi ces derniéres années, des recherches ont été menées dans
ce domaine, qui ont conduit a I'élaboration des stratégies d’évaluation dynamique pour la sur-
veillance continue des ouvrages en service.

Dans ces stratégies, le choix du type d’excitation n’est, bien entendu, pas neutre et peut ne
pas étre adapté a I'ouvrage étudié. En général, les sources d’excitation peuvent étre classees
en deux catégories : les excitations dites de chocs ou d’'impacts (excitations impulsionnelles ou
transitoires) et les excitations dites vibratoires (excitation périodique, a large bande, ambiante).
Les premieres sont caractérisées par des événement transitoires d’amplitude tres élévée se pro-
duisant sur une courte durée, qui, si elles se produisaient en plus grand nombre, conduiraient
certainement a la ruine de 'ouvrage. Les deuxiémes quant a elles, impliquent I'application ré-
pétitives d’efforts de faible amplitude sur un nombre asssez important de périodes propres de la
structure. Chacune de ces excitations présentent des avantages et des inconvénients [30].

L'utilisation d’excitations transitoires ou impulsionnelles (balourds, excitateurs electro-méca-
nigues, hydrauliques, ...) méme si elle permet de mieux contrdler la source d’excitation et la
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reproductibilité des essais ou encore de reconstituer la fonction de transfert, peut conduire a la
longue a la ruine de I'ouvrage. Elle oblige la plupart du temps a fermer I'ouvrage a la circula-
tion, ce qui est contraignant et tres codteux.

Le recours a des essais sous excitation ambiante (vent, houle, trafic routier, trafic ferro-
viaire, ...) permet de se passer d’excitateurs et de bénéficier d’'une énergie plus importante. De
plus, certaines parties peu accessibles de la structure sont naturellement mises en vibration par
ce type d’excitation, ce qui n’est pas toujours possible avec une technique a excitation contré-
lée. Cependant, réaliser des essais sous excitation ambiante implique des effets de couplage,
donc la difficulté de distinguer les modes de la structure de ceux de I'excitation. Aujourd’hui,
le recours a des excitations ambiantes est une solution de plus en plus utilisée, car trés proche
des préoccupations des ingénieurs soucieux d’appréhender le comportement des ouvrages en
situation réelle (i.e. dans leur environnement naturel). Elles offrent, en outre, 'avantage de ne
pas pertuber le fonctionnement en service de I'ouvrage.

Les stratégies d’évaluation dynamique pour la surveillance continue des ouvrages en service
sont basées sur les hypothéses suivantes : (1) les changements d’état mécanique dus a I'endom-
magement progressif de la structure ne peuvent se produire qu’en un nombre fini d’instants;
(2) entre deux instants consécutifs de changement d’état, la dynamique de la structure peut étre
approchée par celle d'un oscillateur linéaire de dimension finie a excitation blanche gaussienne,
autrement dit peut étre décrite par une équation différentielle aléatoire linéaire du second ordre,
de dimension finie, a coefficients (matriciels) constants, pilotée par un bruit blanc gaussien; (3)
le nombre de capteurs, et le nombre de mesures par capteur sont suffisants pour permettre la
détection de tous les modes pertinents de la structure et donc garantir une description correcte
de sa dynamique ; (4) toute modification du comportement dynamique de la structure et donc
de son état mécanique, est observable sur les coefficients de I'équation-modeéle, autrement dit se
traduit par une modification appréciable de ces derniers; (5) enfin, a partir de ces coefficients, on
est capable de définir un (ou plusieurs) indicateur(s) (paramétres modaux, quotient d’énergies,
...) susceptible(s) de détecter tout endommagement qui se produirait entre deux inspections.
Notons a propos des hypotheses (3) et (5) que, ne disposant en pratique que d’'un nombre limité
de capteurs, on ne peut obtenir que des observations des modes de la structure, de sorte que si
les capteurs sont mal placés ou en nombre insuffisant et si I'indicateur d’'endommagement fait
intervenir ces modes, on peut ne pas (ou mal) détecter certains désordre structuraux.

Par ailleurs, concernant I'hypothese (2), il importe de noter qu’elle n’est pas toujours re-
présentative de la réalité physique du phénomene étudié. Elle présente toutefois I'avantage de
placer I'étude dans un cadre mathématique bien adapté a I'analyse probabiliste du probléme :
celui du calcul différentiel stochastique. De plus, dans de nombreuses situations, on peut s'y
ramener par des techniques probabilistes ad hoc, dites de blanchiment ou de markovianisation
[12, 48]. Il en est ainsi, par exemple, lorsque I'excitation ambiante est le vent ou la houle.

Moyennant ces hypotheses, ces stratégies s’appuient sur les étapes suivantes :

1. Choix d’une date d’inspection.

2. A la date choisie, activation du systeme de mesures (capteurs + systéme d’acquisition) et
recueil d’'une trajectoire expérimentale d’'une observation vectorielle de la réponse sur un
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intervalle de temps convenablement estimé.

3. Calcul des coefficients de I'équation-modele a partir de cette trajectoire en utilisant une
méthode d’identification appropriée.

4. Calcul, a partir de ces coefficients, d’indicateurs d’endommagement choisis.

5. Comparaison de la valeur de ces indicateurs a celle obtenue lors de l'inspection précé-
dente.

6. Prise de décision : soit la modification de (des) l'indicateur(s) est significative et il est
alors décidé une inspection approfondie de I'ouvrage par des experts, éventuellement
suivie d’'une réparation, soit la modification n’est pas jugée suffisamment importante et on
programme une nouvelle inspection, autrement dit on itére la procédure avec un incrément
de temps déterminé, décidé par I'expert. Et ainsi de suite ...

Une autre approche a été devéloppée al'INRIA [11, 10, 25, 1, 58]. Elle consiste a identifier,
a l'aide d’'une méthode d’identification appropriée, un modele initial représentant la structure
saine; ensuite, des tests statistiques sont construits afin de juger si les mesures obtenues lors
d’une prochaine inspection peuvent étre assimilées a la réponse du modele initial. Le principal
avantage de cette approche est qu’il n’est plus besion d’identifier, a partir des nouvelles don-
nées, un autre modele par des méthodes d’identifications qui sont parfois longues et lourdes.

Le calcul des coefficients de I'équation-modéle constitue, a I'évidence, I'étape fondamentale
de ces stratégies. Ce calcul se fait a I'aide d’une procédure d’identification. Il en existe plusieurs
dans la littérature, dont certaines sont bien adaptées a ce type de probléme. Cette these est donc
axée autour du troisieme point.

Une telle démarche, dénommEealuation Dynamique (ED), est basée sur une idée intui-
tive. En effet, les parametres modaux (fréquences, taux d’amortissement et déformées propres)
sont fonction des coefficients (matriciels) du modéle (masse, rigidité et amortissement). Par
conséquent, toute modification de ces coefficients doit se traduire par une variation des para-
meétres modaux.

De nombreuses études ont été menees ces vingt derniéres années afin de déterminer si les
parametres modaux sont suffisamment sensibles pour étre considérés comme des indicateurs
d’endommagement. C’est dans cette optique qu’a été mis en place le programme de recherche
du Réseau Génie Civil et Urbain piloté par le LCPC et associant la SNCF, la société SITES,
I'Université Blaise Pascal de clermont-Ferrand, les Laboratoires Régionaux de Lyon et de Bor-
deaux. Le travail revenant a I'équipe de I'Université Blaise Pascal dans ce programme, et qui
est a l'origine de cette these, fut I'étude et la mise en oeuvre de méthodes d’identification des
parametres modaux. Pour cela, nous nous sommes placés sous I'hypothése classique que la
dynamique de la structure pouvait étre assimilée a celle d’un oscillateur linéaire vectoriel de
dimension finie excité par un bruit blanc gaussien. Nous avons pu alors, en passant dans I'es-
pace des phases et en interprétant 'équation obtenue au sens du calcul différentiel stochastique
de Itd, obtenir une équation différentielle stochastique (eds) de Itd qui, correctement discrétisée
pour I'adapter a la situation expérimentale, nous a fourni le modele d’état a temps discret cible
a identifier.

Le choix du modéle dynamique arrété, restait a opter pour une méthode d’identification ap-
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propriée a I'estimation de ses parametres modaux a partir d’'observations expérimentales de sa
réponse stationnaire. Ce que nous avons fait aprés une étude bibliographique qui nous a per-
mis de constater que dans ce domaine beaucoup de travaux restent encore incomplets et que de
nombreuses questions sont ouvertes.

Les méthodes d’identification présentées ici sont les méthodes de sous-espaces et la méthode
du décrément aléatoire associée soit a la méthode d’lbrahim soit a la méthode de réalisation sto-
chastique.

Les méthodes de sous-espaa@st dues a Van Overschee et De Moor [71]. Elles permettent
d’identifier un modele d’état a partir des données de sortie ou d’entrée/sortie en utilisant des
techniques robustes d’algebre linéaire telles que la factorisation QR, la décomposition en va-
leurs singulieres (DVS) et les moindres carrés (MC). Nous en donnons ici une présentation
assez compléete du point de vue de leurs aspects théoriques et algorithmiques.

La méthode du décrémeaété introduite par un ingénieur de la NASA, H. A. Cole, a la fin
des années 60 [17]. Les justifications mathématiques de cette méthode [72, 7] reposent sur un
délicat calcul d’espérance conditionnelle, jusqu’ici non établi rigoureusement. Parmi les erreurs
commises, il y a le fait que les instants auquels la condition de déclenchement est satisfaite ne
sont pas déterministes mais aléatoires (ce sont des temps d’arrét). En outre, le conditionnement
par un événement de probabilité nulle est un concept mal défini eu égard aux axiomes de Kol-
mogorov [46]. Le travail de justification dans le cas continu a été mené par P. Bernard [13, 14].
Il reste a prendre en compte le fait que I'on travaille sur une suite d’observations discrétes du
processus considéré. C’est ce que nous nous proposons de faire dans cette thése. Nous pro-
posons également une approche particuliere permettant de justifier la robustesse du décrément
vis-a-vis de la nature de I'excitation. En particulier, nous expliquerons pourquoi cette méthode,
dont la justification théorique habituelle repose sur une hypothése de stationnarité de I'excita-
tion, fonctionne encore lorsque la situation est celle d’un bref passage d’'un train TGV sur un
pont, autrement dit lorsque I’hypothese de stationnarité est violée.

Cette these se veut étre une contribution a la compréhension des aspects théoriques et algo-
rithmiques des deux méthodes. Elle a aussi pour objet de proposer une justification statistique
originale de la méthode décrément.

Le mémoire est organisé en cinq chapitres :

Le premierprésente la classe des systemes dynamiques stochastiques choisis pour décrire le
comportement vibratoire des structures considérées, puis fixe les objectifs a atteindre. Y figurent
aussi la procédure permettant de passer d’'une représentation d’état a temps continu a sa version
exacte a temps discret dans le cas ou I'excitation est modélisée par un bruit blanc gaussien,
ainsi qu'un bref tour d’horizon des principales méthodes utilisées pour I'identification modale
des systéemes dynamiques stochastiques linéaires.

Le deuxieme chapitreappelle quelgues résultats standards de I'analyse modale utiles pour
la suite. Le cas des systémes amortis, fréquemment invoqué dans ce travail, y est examiné dans
le détail.

Le troisieme chapitralonne une présentation détaillée de la méthode des sous-espaces. On
y rappelle aussi le principe des méthodes de réalisation déterministe et stochastique. Enfin, on
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y montre comment les parameétres modaux peuvent étre déduits des résultats de I'identification
fournis par la méthode des sous-espaces.

Le quatrieme chapitrgprésente la méthode du décrément. Apres une description empirique
de la méthode et I'éclaircissement de certains de ses points clés, une justification statistique
rigoureuse en est donnée. Une attention toute particuliére est portée a son utilisation dans le cas
d’excitations de type impulsions ou train d'impulsions. Est également précisé dans ce chapitre
le lien entre cette méthode et celles d’lbrahim et de réalisation stochastique, dédiées a l'identi-
fication des paramétres modaux.

Le cinquieme chapitra pour objet 'analyse numérique des perfomances des méthodes dé-
crites dans les deux précédents chapitres. Deux applications y sont traitées. La premiere, assez
académique, concerne une poutre grandeur réelle testée sur la plate-forme d’essais des struc-
tures du LCPC. La seconde est une structure réelle -un pont ferroviaire SNCF- dont la source
d’excitation est le passage d’'un TGV.

Enfin, une conclusion générale, permet de dresser un bilan de ce travail et de tirer quelques
perspectives de poursuites possibles.

La figure 1 ci-aprés résume I'organisation de la thése.
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Chapitre 1
Position du probleme

Chapitre 2
Analyse modale

Chapitre 3 Chapitre 4
Méthode glru décrément

Méthodes d’lbrahim et de
réalisation stochastique

Méthodes de sous-espacgs

Chapitre 5

Applications

Conclusion Générale

FIG. 1 —Organisation de la thése.
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CHAPITRE 1. POSITION DU PROBLEME 22

1.1 Introduction

Nous présentons dans un premier temps la classe des systgmesqglies considérés dans
ce travail, a savoir ceux dont la dynamique peut étre décrite par celle d’un oscillateur vectoriel
linéaire de dimension finie excité par un bruit blanc gaussien. Le lien est ensuite établi entre
cette classe de modéles et deux classes de modéles a temps discret particulierement bien adaptés
aux problémes d’identification sous excitations ambiantes : les modéles d’état et les modéles
ARMA vectoriels. Les objectifs de la these sont ensuite rappelés. Puis, apres un bref rappel des
principales méthodes d’identification (temporelles et fréquentielles) susceptibles de convenir
au probléme posé, les deux méthodes retenues (la méthode des sous-espaces et la méthode du
décrément aléatoire couplée a la méthode d’lbrahim ou a la méthode de réalisation stochastique)
sont précisées dans la conclusion.

1.2 Cadre de I'étude

Nous nous placons dans le cadre des systemes mécaniquegsviiwat le comportement
dynamique peut s’identifier a celui d’un oscillateur linéaire degrés de libertés (ddl) d’équa-
tion d’évolution :

MZ(t) + DZ(t) + KZ(t) = P(t) (1.1)

ouM € R™™ D e R™™etK € R™™ désignent respectivement les matrices de masse,
d’amortissement et de rigidite, est le vecteur des déplacements nodaux, de dimensietP

celui des efforts nodaux, égalememtdimensionnel et de la forme? = LN/, avecL € R™*™

une matrice de rang < m etN = (N (¢),t € R) un bruit blanc gaussien normalisé de dimen-
sionm.

A cette équation, il conviendrait en toute rigueur d’adjoindre des conditions initiales portant
surZ et Z. Toutefois, comme nous sommes unigquement intéressés ici par le regime stationnaire
du systeme, c’est-a-dire par la solution stationnaire de (1.1), qui est indépendante des conditions
initiales, il est inutile de faire figurer ces derniéres dans la formulation.

Observons par ailleurs, que I'hypothése d’excitation blanche n’est pas une perte de généra-
lité pour peu que I'on accepte le caractére gaussien de cette excitation. En effet, si celle-ci est
un bruit gaussien coloré (i.e. un processus gaussien d’énergie finie) physiquement réalisable, on
peut toujours se ramener a la situation précédente par des méthodes, dites de blanchiment ou de
markovianisation, consistant a exprimer I'excitation gaussienne colorée comme une observation
linéaire du filtré linéaire d’un bruit blanc gaussien par un filtre causal [12, 48].

Notons que le modéle linéaire (1.1) n'est autre que la formulation éléments fintegrés
de libertés d’'un systéme mécanique. Sa linéarité signifie qu’il a été construit sur la base de I'hy-
pothese classique des petites transformations. Par conséquent, son emploi est limité a I'étude
des petites oscillations du systéme. Dans tout ce travail, on suppose qu’il donne une description
correcte de la dynamique de ce dernier.

Identification des Systémes Dynamiques Stochastiques. Application a I'Evaluation Dynamique des Ponts Sous
Sollicitations Ambiantes



CHAPITRE 1. POSITION DU PROBLEME 23

1.2.1 Modéle d’'état

Le cadre naturel d’étude pour les équations du type (1.1), compte tenu de la nature de I'exci-
tation, étant celui des équations différentielles stochastiques (eds), il nous faut reformuler (1.1)
dans ce cadre, ce que I'on fait classiquement en exprimant cette équation dans I'espace des
phases et en interprétant I'équation obtenue au sens des eds de It6. On obtient ainsi un systéme
différentiel de 1t6 s’écrivant :

dX(t) = A X (t)dt + B.AW (¢) (1.2)

ou X (I'état du systéme) est un processus de dimensien 2m tel que : X = (Z7, 277,
W = (W(t),t € R) estun processus de Wiener normalisé étenddimensionnel dontv' =
(N(t),t € R) est la dérivée au sens des distributions aléatoirds etIR"*", B. € R"*"™ sont
des matrices s’écrivant :

Omsxcm ]m m Omsxcm
Ac = MK —MXID:| ; Bc: |:MX1L:| (13)

ou,Va € IN*, I, désigne I'élément unité deR" et0,. I'élément nul de IR*.

Considérons le cas particulier ou la réponse est le vectalgs déplacements nodaux sca-
laires du modéle éléments finis idéal (1.1) utilisé pour décrire la dynamique du systeme. Dans
cecasona:

Z(t)=H.X(t) ; He=[Lnxm Omxm| € R™" (1.4)

En combinant les équations (1.2) et (1.4) on obtient le modéle d’état suivant :

{ dX(t) = AX(t) + B.dW (t) (1.5)

Z(t) = H.X(t)

Nous nous intéressons ici au comportement dynamique de la réponse en régime permanent.
Donc seule nous intéresse la solution stationnaire de (1.1) ou (1.5), encore/radtgai est un
processus gaussien stationnaire centré. Les caractéristiques statistiques de cette solution seront
déterminées plus loin. En fait, dans le contexte identification qui est le notre, ce processus ne
présente pas un intérét majeur car, tant pour des raisons économiques que techniques on ne
peut I'échantillonner expérimentalement dans sa globalité. Par contre, on peut en échantillonner
des observations linéaires de dimension beaucoup plus faible qui pourront étre utilisées pour
I'identification. SoitY” une telle observation. C’est un processus gaussien stationnaire centré de
dimension! < m tel que :Y = I1,Z, avecll; € R™>™, Il s’agit alors d’écrire le systéme
satisfait par ce processus, ce qui estimmédiat d’apres (1.5) et I'égalité précédente(Resant
II,H,. € R™™, on obtient :

{ dX(t) = AX(t)dt + B.dW (t) (1.6)

Y() =C.X(t)

Z étant par construction un déplaceméntest aussi un déplacement : c’est le vecteur des
déplacements scalaires mesurés par les capteurs. Sa dimecwimspond donc ici au nombre
de capteurs.
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Considérons maintenant le cas général ou les capteurs mesurent a la fois des déplacements,
des vitesses et des accélérations. Le processus d’obseryagiéorit alors :

Y(t) =T,Z(t) + 0, Z(t) + T Z(t) (1.7)
ou les matricedl,, II, etIl; sont des matrices indiquant la position des capteurs ou les ddl
mesureés si I'excitation est appliquée en tous les points du modele discrétisé de la structure.
A partir de 'équation (1.1) ontireZ(t) = —M 'K Z(t) — M~'DZ(t) + M~ LN ().
En remplaganf (t) par cette expression dans (1.7), il vient :
Y(t) = (g — I, M K)Z(t) + (I, — LM *D)Z(t) + T,M LN (t) (1.8)
soit encore :
Y (t) = C.X(t) + DN(t) (1.9)

avec :
C.= [y —M,M 'K, -1I,M'D] ; D.=[lIl,M'L] (1.10)

e Sill, = II, = 0, c'est-a-dire si les capteurs ne mesurent que des déplacements, alors la
réponse du systéme s’écrit :

Y(t)=CX(t) 5 Co= 0] (1.12)

e Sill, = II; = 0, c’est-a-dire si les capteurs ne mesurent que des vitesses, on a:
Y(t)=C.X(t) 5 C.=[0IL,] (1.12)

e Sill, =II; = 0, c'est-a-dire si les données mesurées sont des accélérations, alors :

Y(t) = CX(t)+ DN(t) ; Co=T,[-M'K| - M'D] (1.13)

On constate ainsi que lorsque les capteurs mesurent des accélérations I'équation d’observa-
tion contient un terme supplémentaire qui dépend de I'excitation.

Dans toute la suite, pour simplifier 'exposé, nous nous placons dans le cas ou la réponse
fournie par les capteurs contient exclusivement des déplacements. La dynamique du systeme
est alors décrite par I'équation (1.6).

La solution de (1.2) s’écrit, pour> 0 :
t
X(t) = et Xy + / eA<t=9) B AW (s) (1.14)
0
avecX, = X(0) p.s.

De cette expression on tire, pour tdutu) € IR% :

t+u
X(t+u) = e X (u) + / eAettu=s) B dW (s) (1.15)
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Observons que les intégrales figurant dans (1.14) et (1.15) sont des intégrales de Wiener. Par
ailleurs, n’étant intéressé que par la solution stationnaire de (1.2) il nous faut prendp&pour
vecteur aléatoire dont la loi est la probabilité invariante de (1.2) et qui soit en outre indépendant
deo(W(u),u > 0) (tribu engendrée par les variables aléatoff#s(u), uw > 0}). X est alors
un processus gaussien stationnaire centré a valeurs dans R

Un tel processus est entierement déterminé par sa fonction d’autocorrélationy (¢) =
E[X(t+u)XT(u)]: R — R™" qui se calcule aisément a partir de (1.15) en tenant compte de
I'indépendance entre la famillgl (u),u > 0} et X,,. On obtientVt > 0 :

Yx(t) = 'S (1.16)

ouY = E[X,X]] € R™" est la variance matricielle d&,, mais aussi d&X (¢), V¢ € R, du
fait de la stationnarité d& .

D’ou, en posant, = B.BI :
t
Y= E[X()XT(t)] = et'nett + / eAet=9) g eAe (1=9) g (1.17)
0

CommeX est solution stationnaire de (1.2), ceci ne dépend pasetiest donc égal a sa
limite lorsquet — +oc0. Or, en supposamM, asymptotiguement stable (i.e. toutes ses valeurs
propres ont une partie réelle strictement négative), hypothése nécessaire pour garantir I'exis-
tence d’une solution stationnaire de (1.2), il vient :

lim ed<t = 0.
t——+o0
Par suite :
t T
Y = lim eAelt=8) 5 eAc (t=5) g
t—o0 0

+oo -
= / et a et U du
0

expression de laquelle on tire :

d

“+o0o
A +3AT = / —
o du

= —O'C

T
[eAC“UCeAU “} du

Y. s’obtient donc comme solution de I'équation de Lyapunov :
AX+ YA = 6, ; 0.=B.B" (1.18)

qui, du fait de la stabilité asymptotique de la matritg admet une unique solution (qui est
positive).

Il convient maintenant de constuire une version a temps discret de (1.6) afin de I'adapter a
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la situation expérimentale future. Pour cela, on se donne un pas de femp9 et on consi-
dére la famille dénombrable d'instanfs, = kAt, k € Z}. Comme la solution stationnaire
(XT YT = (X)), Y()")T,t € R) de (1.6) est connue, il suffit alors d’en prendre les
valeurs exactes aux points. Posant X7, Y,")T = (X (t)",Y (tx)")”, Vk € Z, on obtient
ainsi un processu@: + [)-dimensionnel a temps discretX/, V;')", k € Z), qu'il convient
ensuite de caracteériser.

A cette fin, considérons I'expression (1.15) de la solution stationnaire de (1.2) et posons
t = At,u =t = kAt, X(kAt) = Xi. Il vient,Vk € Z :

(k+1)At
Xpp1 = 20X + / eAlbHDAL=SI B g1 (s) (1.19)
kAt
soit encoreyk € Z :
Xy = AX + W, (1.20)
avec :
A= et (1.21)
(k+1)At
Wy, = / eAlFHDA=SI B dTy (s) (1.22)
kAt

La suiteWW = (W, k € Z) est un bruit blanc gaussien discredimensionnel dont la
variance matriciell€) € R™*" s’écrit :

(k+1)At )
Q _ |E[Wng] _ / eAc[(k-i-l)At—s]O_ceAc [(k—i—l)At—s]dS (123)
kAt

soit, aprés un chagement de variables :
At -
Q= / eetg et tduy (1.24)
0

On montre aisement a partir de cette expressionigjast solution de I'équation de Lyapunov :
AQ + QAZ = eA“AtUceAzAt — 0, (1.25)

gui admet une solution unique positive.

On peut également montrer g@ea pour expression :
Q=3 — eAeBiyedal (1.26)
En effet :

Q = EWWI] = E[(Xpi1 — e X0) (X1 — e X))
= E[Xp1 X7 ] = E[Xpp XT et A — AME[X, XT, ] 4 eAAE[X X el A
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Or:

E[ X1 X = E[(eX), + W) X]] = eME[X, X ]+ EWe XT ]
EX: X[ = E[Xp(e2 X, + Wi)T] = E[Xp X[ ]ed 2 + E[X W]

D’ou le résultat en tenant compte de ce que :
E[Xi1 X7 ] = E[X,X[] =%
et que:
EW.XT] = E[X;WI] =0

Nous obtenons finalementk € Z :

{ X1 = AXp + Wy (1.27)

Y = CXj

avecA donnée par (1.21),) = C. etW = (W, k € Z) un bruit blanc gaussien discret
dimensionnel de variance matricietle= E[W,W!] € R™*" donnée par (1.24) ou (1.26).

C’est la version discrete cherchée de (1.6). Toutefois, et toujours dans I'optique de son
application pratique, on pourra aussi I'utiliser sous la forme modifiée suivante destinée a tenir
compte de I'incertitude sur les mesures lors de échantillonnage expérimental :

{ Xir1 = AXp + W (1.28)

Yi =CXp+ Vi

ou (WL, VEYT k € Z) est un bruit blanc gaussien disctet+ )-dimensionnel de variance
matricielle :

E K Ve )(W,{ 173 )} = [ST R} € RHx(nt) (1.29)
avecQ = ElW,WI] € R™", R = EV,VI] € R™ etS = EW, V] € R™ les variances et
la covariance matricielles respectives des bruits blancs gaussiens discte(3V;, k € ZZ) et
V = (W, k € Z), respectivement et/-dimensionnels. Notons que, par constructitne Z,
la v.a.X), estindépendante de la famif@V;, j > k}.

Nous venons ainsi de déterminer un systéme discret approprié a I'estimation des caractéris-

tiques modales de la structure a partir de mesures expérimentales de sa réponse stationnaire.

Observons que ce systéme constitue également un algorithme de simulation numérique de
cette réponse (cf. annexe A).

1.2.2 Modele ARMA vectoriel

Les méthodes classiques d’identification sont souvent basées sur I'identification de modeéles
ne contenant pas I'état. Ce dernier peut étre éliminé a partir de I'équation du filtre de Kalman
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en avant (cf. annexe B) pour donner un modele ARMA vectoriel.

En effet, sous certaines conditions, supposées satisfaites ici [?, 50], tout modele d’état de la
forme (1.28) admet une représentation ARMA vectorielle de la forme :

Zp: AiYy_ i = Xq: B (1.30)
i=0 i=0

ol p etq sont des entiers strictement positifs, € IR et B; € R™*! sont des coefficients ma-
triciels tels quedy, = By = I et(Ey, k € Z) est une suite blanche gaussieugmensionnelle.

Les membres de gauche et de droite de (1.30) sont respectivement les parties AR (Auto Regres-
sive) et MA (Moving Average) du modele ARMAp, ¢) est I'ordre du modele.

Les coefficients de ce modéle et ceux du modéle d’état (1.28) sont liés par les relations :

0 I ... 0 0
0 o ... 0 0
A= ; : ; : ; (1.31)
0 o ... 0 I
A, —A L —Ay <A
C=[10 ...00] (1.32)

Par suite, identifier la matricé, qui caractérise la dynamique du systéme, revient a identi-
fier les coefficients de la partie AR du modéle ARMA.

Remarquons que cette représentation peut aussi étre vue comme un autre algorithme de
simulation numeérique de la réponse stationnaire de la structure.

1.3 Objectifs de I'étude

Dans le cadre ainsi défini, le probléme a résoudre est le fuanconsidere une struc-
ture (par exemple un pont routier) soumise a des vibrations sous I'action d’une sollicitation
dynamique ambiante (par exemple le vent et/ou le trafic). Cette structure est équipespee
teurs qui enregistrent I'évolution temporelle en régime permanent d’un déplacement vectoriel
[-dimensionnel supposé centré (on peut toujours se ramener a cette situation), sur un inter-
valle d’'observation fix0, 7', 7' > 0. Pratiguement, les mesures sont effectuéesMamceuds
ty = kAt, k € Iy = {0,1,...,N — 1}, At = T/(N — 1), d’'une subdivision réguliére
0=ty <t <...<ty_; =T delintervalle]0,T]. A la fin de I'expérience, on dispose ainsi,
pour décrire I'évolution cherchée, d’une familflg,, k¥ € Iy} d’éléments de Rreprésentant
les valeurs mesurées du déplacement cible aux instan®n considére cette famille comme
une réalisation restreintela (i.e. k € Iy) d’un processus stationnaire centrdimensionnel a
temps discretY}, k € Z) admettant une représentation d’'état de la forme (1.6). Il s’agit alors,
a partir de la seule réalisation expériment@lg k € Iy}, de trouver les paramétres du modele
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éléments finis (1.1) ou de la représentation d’état (1.6) ou encore de (1.30). En fait, ce n’est pas
tout a fait ce probléeme que nous cherchons a résoudre, mais un probléme voisin plus proche
des préoccupations du mécanicien, que I'on peut formuler ainsi : comment, a partir de la seule
donnée{y,, k € Iy}, et sachant que cette donnée peut étre assimilée a la réalisation restreinte
aly d’'un processus stationnaire centré a temps distjet € ZZ) défini par (1.6), obtenir des
approximations satisfaisantes des parametres modaux dominants de la structure ?

Plusieurs méthodes présentes dans la littérature sont applicables a ce type de probleme ou a
des problemes connexes [38, 3, 72, 47, 13, 74, 71, 7, 41, 60, 50, 28, 23]. Parmi ces méthodes,
celles des sous-espaces et du décrément aléatoire sont les plus utilisées. D’ou notre intérét pour
ces derniéres et la large place que nous leur consacrons dans cette thése. Les chapitres 3 et 4
leur sont entiérement consacres. Dans le chapitre 3 nous donnons une description détaillée et
rigoureuse des méthodes de sous-espaces en insistant sur leurs aspects algorithmiques et leurs
spécificités. Sont également examinées dans le détail les méthodes de réalisation déterministe
et stochastique, qui ont beaucoup de points communs avec les méthodes de sous-espaces. Le
chapitre 4 est consacré a la méthode du décrément aléatoire et a son couplage avec la méthode
d’identification modale d’lbrahim, qui est détaillée a cette occasion. L'analyse de la méthode du
décrément constitue le coeur de la thése. Nous en donnons une présentation empirique et une
justification statistique rigoureuse. Nous justifions notamment pourquoi cette méthode fonc-
tionne encore lorsque I'excitation est une impulsion ou un train d’impulsions, donc ne satisfait
pas I'hypothese de stationnarité sur laquelle se basent toutes les justifications connues de la mé-
thode.

Mais avant d’aborder ces divers points, nous allons rapidemment passer en revue, dans le pa-
ragraphe suivant, les principales méthodes d’identification structurales adaptées a I'estimation
des parametres modaux, en donnant un bref apergu de leur principe.

1.4 Surles méthodes d’identification

Il ne s’agit pas dans cette section de faire un état de I'arestif des méthodes d’identifi-
cation structurale. Le lecteur intéressé qui souhaite approfondir le sujet, pourra se reporté aux
références [50, 28, 62, 23].

Notre objectif ici est simplement de donner quelques éléments d’information sur I'évolu-
tion du probléme et de présenter les principales méethodes d’identification utilisées ces dernieres
anneées pour I'estimation des parameétres modaux de structures sous excitations dynamiques am-
biantes.

Les techniques classiques d’identification cherchent d’abord a déterminer la fonction de ré-
ponse en fréquence (FRF) du systeme, ce qui oblige a travailler dans le domaine fréquentiel,
connaissant I'excitation et la réponse. Cependant, I'approche fréquentielle présente plusieurs
inconvénients. Le premier est qu'il faut disposer d’'un grand nombre de données, ce qui n'est
pas toujours évident pour des excitations de type impacts. La seconde est que l'utilisation de la
transformation de Fourier (TF) ou de son inverse (TFI) engendre un phénomene appelé "lea-
kage" qui est lié au probleme de non-périodicité du signal. Plusieurs méthodes peuvent étre
utilisées pour résoudre ce probléme. La principale méthode consiste a introduire une fenétre
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pour rendre le signal périodique [28]; mais l'utilisation d’un tel filtrage a un effet néfaste sur
I'estimation des parameétres modaux, en particulier sur les amortissements. Le troisieme pro-
bleme concerne le phénoméne "d’aliasimgl' repliement du spectre [48, 28].

Pour ces différentes raisons, le recours a des techniques d’identification dans le domaine
temporel a été recherché. Les techniques classiques d’identification dans le domaine tempo-
rel utilisent souvent la fonction de réponse impulsionnelle (FRI) obtenue par déconvolution a
travers la création d’'une matrice de convolution, évitant ainsi les problemes de leakage et alia-
sing. Malheureusement, dépendant du type d’excitation, cette matrice de convolution peut étre
mal conditionnée entrainant ainsi une explosion de la réponse impulsionnelle [64]. D’autres
méthodes ont été proposées pour résoudre ce probléme, certaines basées sur des techniques de
moindres carrés [68], d’autres, plus récentes, sur 'emploi de transformées en ondelettes [65].

Plusieurs méthodes permettent, a partir de la FRF ou encore de la FRI, d’estimer les carac-
téristiques d’une structure. Les premieres approches sont basées sur le diagramme de Nyquist
[28]. D’autres approches, plus rigoureuses, ont ensuite été développées, d’abord la méthode dite
Exponentielle Complexe pour des systemes SISO, puis des méthodes plus générales telles que
la méthode d’lbrahim (ITD) [42] ou la méthode polyreference [75] pour les systemes MIMO.

Pour certaines structures et notamment les ponts, I'excitation n’est pas connue, car non me-
surables ou non mesurée. Il est donc nécessaire de disposer de techniques se limitant a la seule
connaissance de la réponse. Il existe des méthodes bien adaptées a ce type de situation. On peut
citer la méthode de réalisation stochastique [3] basée sur les travaux de Ho et Kalman [38], la
méthode de prédiction de I'erreur [47, 50], les méthode de sous-espaces [74, 71, 61], la méthode
du décrément aléatoire couplée a une méthode d’identification modale standard [72, 13, 7, 41].
Ce sont des méthodes qui s’appuient sur des stratégies d’identification en domaine temporel
n’exgigeant pas la connaissance de mesures de I'excitation. Elles nécessitent toutefois de rem-
placer ces données manquantes par des hypothéses statistiques sur I'excitation. Nous rappelons
le principe de ces méthodes ci-apres. Les méthodes de sous-espaces et la méthode du décrément
font I'objet d’une analyse détailée dans les chapitres 3 et 4.

1.4.1 Méthodes utilisant les covariances

Comme nous le verrons plus loin, les expressions de la fonction de réponse impulsionnelle
matricielle et de la fonction de covariance matricielle de la réponse d’'un systeme linéaire excité
par un bruit blanc sont de la méme forme. Cette spécificité est utilisée avantageusement dans
certaines méthodes classiques d’identification modale [38, 3]. Nous en rappelons quelques unes
ci-dessous.

La méthode des variables instrumentalesCette appellation recouvre en fait une classe de
méthodes basées sur le principe suivant [62]. Nous avons vu au paragraphe 1.2.2 que le com-
portement dynamique d’une structure soumise a une excitation blanche gaussienne pouvait étre
modélisé par un modéle ARMA vectoriel. Il suffit pour cela de supposer que la structure a un
comportement linéaire, homogéne et que I'excitation est modélisable par un bruit blanc gaus-
sien. Ce modéle ARMA est défini par la relation (1.30).
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Posant :
R; = E[Y,Y," ] (1.33)

et tenant compte des relations d’'indépendance structurelles entre le bruit et I'entée, il vient, en
multipliant a droite les deux membres de (1.30) }:fﬁ_rp_i et en prenant I'espérance mathéma-
tique :

Rpi+ ARppi1+ ...+ ARy =0 (1.34)

C’est la relation de base de la méthode des variables instrumentales.

Comme en pratique on ne dispose que de mesures de la réponse il faut alors estimer les
covariancesR; et remplacer dans (1.34) leurs valeurs théoriques par les estimées obtenues.

Les parametred,, ..., A, sont ensuite calculés en résolvant le systeme (1.34) au sens des
moindres carrés. Finalement, les parametres modaux sont déduits de I'analyse spectrale de la
matrice compagnon associée aux coefficients de la partie AR du modele ARMA, ce qui conduit
a la résolution d’'un probleme aux valeurs propres matriciel relatif a cette matrice compagnon.

L'avantage de cette méthode est que le probleme auquel elle conduit est linéaire et porte
uniquement sur les coefficients pertinents du modele (les coefficients AR), contrairement aux
méthodes de prédiction de I'erreur qui identifient tous les paramétres du modéle (AR et MA) et
sont non linaires.

En remplacant la fonction de covariance par la fonction de réponse impulsionnelle, on ob-
tient la méthode Polyreference Time Domain (PTD). La méthode Exponentielle Complexe des
Moindres Carrés (en anglais Least Squares Complex Exponentiel method (LSCE)) et la mé-
thode d’Ibrahim (ITD) sont des cas particuliers de cette derniere. Les relations entre ces mé-
thodes peuvent étre trouvées dans [4, 50, 28].

La méthode de réalisation stochastiqueCette méthode permet I'identification d’'un modele
d’état connaissant la fonction de corrélation de la réponse [3, 1]. Comme nous le verrons plus
loin, elle fonctionne aussi avec la fonction du décrément. Elle est basée sur le fait que pour
les systémes considérés la fonction de corrélation (ou du décrément) a la méme forme que la
fonction de réponse impulsionnelle. Il est alors possible d’estimer les coefficients du modele
stochastique en utilisant les algorithmes classiques de la théorie du contréle [38]. Les carac-
téristiques modales de la structure sont ensuite extraites en résolvant un probléme aux valeurs
propres standard. Cette méthode est détaillée dans le chapitre 3.

Notons qu’en pratique, ne disposant que de réalisations discrétisées de la réponse station-
naireY’, la fonction de corrélation doit étre estimée statistiquement. Il importe donc de disposer
d’'un estimateur efficace de cette fonction. La procédure d’estimation se fait essentiellement en
utilisant des méthodes non parametriques dont les plus connues sont :

e |la méthode directe ou classique, basée sur I'emploi de I'estimateur empirique usuel de la
fonction de corrélation;

¢ la méthode indirecte, basée sur I'estimation préalable de la densité spectrale de puissance
de la réponse, puis I'emploi de la transformée de Fourier pour revenir a la fonction de
corrélation ;
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e |la méthode du décrément.

Plusieurs comparaisons ont été effectuées entre ces différentes méthodes [15]. Il s’est avéré que
la méthode du décrément est plus précise dans de nombreux cas et surtout beaucoup plus rapide.
C’est I'une des raisons pour lesquelles nous avons choisi de lui accorder une large place dans
cette these.

Notons donc déja ici que la méthode du décrément est un outil de prétraitement des données.
Elle devra étre couplée a d’autres méthodes afin d’identifier les paramétres modaux d’une struc-
ture. Nous en rappelons brievement le principe ci-dessous. Nous y reviendrons plus longuement
au chapitre 4 qui lui est consacré.

La méthode du décrément aléatoireCette méthode a été introduite par H.A. Cole a la fin des
années 60 [17]. C’est un outil simple d'utilisation, facile a implémenter et peu dispendieux en
temps de calcul. Son principe consiste, une trajectoire de la réponse stationnaire étant donnée,
a déterminer plusieursections finissantede cette derniere selon une stratégie a préciser, puis

a moyenner ces sections. On obtient ainsi une fonction, dite du décrément, qui a la particularité
d’étre de la méme forme que la réponse a un lacher avec des conditions initiales spécifiées ou
gue la fonction de réponse impulsionnelle du systéme et qui, en outre, définit un estimateur
fonctionnel de la fonction de corrélation de la réponse stationnaire de ce dernier. Les caracté-
ristiques modales du systeme peuvent alors étre identifiées en couplant cette procédure a une
méthode d’identification classique telle que la méthode d’'Ibrahim ou la méthode de réalisation
stochastique.

1.4.2 Méthodes utilisant directement les données

L'avantage des algorithmes d’identification utilisant directement les données est qu'ils per-
mettent de s’affranchir de traitements statistiques préalables des données tels que I'estimation
des densités spectrales de puissance ou des fonctions de corrélation, qui sont parfois des opé-
rations délicates. Les méthodes présentées dans cette section permettent donc, a partir d’obser-
vations espérimentales de la réponse dynamique d’une structure sous excitations ambiantes, et
sans traitement préalable, d’estimer les paramétres modaux.

La méthode d’lbrahim (Ibrahim Time Domain). Cette méthode est une technique temporelle
d’identification modale basée sur la réponse a un lacher [40]. Elle utilise deux matrices déduites
de la réponse libre du systeme, la seconde n’étant qu’une version décalée par rapport au temps
de la premiere et s’exprimant comme une fonction linéaire de cette derniere. Par une méthode
des moindres carrés on obtient la matrice représentative de cette relation. Les paramétres mo-
daux sont alors obtenus en résolvant le probleme spectral relatif a cette matrice. Un avantage
de cette méthode est qu’elle peut étre utilisée a partir d’observations de la réponse forcée d’'une
structure, apres un prétraitement de ces observations, par exemple par la méthode du décrément.
Un développement détaillé en est donné au chapitre 4.

La méthode de Prédiction de I'erreur. C’'est une méthode bien appropriée aux représentations
ARMA des systemes dynamiques. Elle permet d’estimer les coefficients du modele ARMA vec-
toriel connaissant une trajectoire expérimentale de la réponse stationnaire de la structure [50].
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Rappelons gu’'un modele ARMA vectoriel est défini par une relation de récurrence de la forme :

zp: AY_ ;= Zq: BiEy_;
1=0 1=0

ou A; et B; sont des coefficients matricielsgtq des entiers strictement positifs.

Il s’agit ensuite de déterminer un modele qui "décrit au mieux” le contenu statistique des
données mesurées (modele choisi selon un critére optimal de sélection). La méthode d’optimi-
sation s’exprime en général en terme d’erreur, i.e. elle est basée sur la prédiction des données
futures sachant les observations passées. Ainsi si la{sgité € In}, Iy ={0,1,..., N —1},
représente les données observéeSigtd), k € Iy} les données prédites & partir du modéle
ARMA vectoriel (elles dépendent donc des parametres du modeéle regroupés dans leyecteur
une facon naturelle d’estimer le paramétreonsiste a minimiser I'erreur de prédiction définie
par :e;(0) = Y, —Yi(0). Plusieurs méthodes d’optimisation peuvent étre utilisées pour résoudre
ce probléme, par exemple la méthode des moindres carréeg,Jastimateur de, tel que
[50]:

N
~ ) 1
Oy = arg min det [N ; ek(e)ef(e)]

Compte tenu du fait que I'erreur de prédiction dépend des parametres, le probleme de mi-
nimisation est alors non linéaire, nécessitant ainsi 'emploi de méthodes de résolution itératives
(telles que le gradient conjugué, par exemple) qui s'Taccompagnent des problémes classiques de
convergence, de minimas locaux et de sensibilité par rapport aux valeurs initiales. Un modele
ARMA vectoriel pouvant toujours se ramener a un modele d’état, cette transformation est en-
suite ofiée, puis les paramétres modaux sont déterminés de la méme maniére que dans les deux
méthodes précédentes.

Les méthodes de sous-espacdSes méthodes sont particulierement bien adaptées a I'esti-
mation des parametres matriciels d’'un modele d’état dont le comportement dynamique n’est
connu qu’a travers une trajectoire expérimentale de sa réponse stationnaire [71]. Elles n’uti-
lisent que des outils trés classiques et robustes d’algebre linéaire (décomposition en valeurs
singulieres, factorisation QR, méthode des moindres carrés) ainsi que des opérations de géomeé-
triques simples (projections orthogonales ou obliques). Les méthodes de sous-espaces consistent
d’abord a estimer la matrice d’observabilité et/ou la suite des états directement a partir de la ré-
ponse stationnaire. L'estimation des matrices du systéme se fait grace a la connaissance de la
matrice d’observabilité et/ou la suite des états. les paramétres modaux sont ensuite déterminés
en résolvant un probléme aux valeurs propres standard.

Contrairement a la méthode de prédiction de I'erreur, les algorithmes des méthodes de sous-
espaces sont linéaires et ne sont pas itératifs (il n’y a donc pas de problemes de convergence).
Ces méthodes sont de ce fait plus rapides que la méthode de prédiction de I'erreur.
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1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la classe des syst@casignes concernés par le
probleme d’identification considéré dans ce travail : ce sont tous les systemes dont la dyna-
migue est modélisable par celle d’un oscillateur stochastique vectoriel excité par un bruit blanc
gaussien et pour lesquels la seule donnée dont on dispose est une trajectoire expérimentale de
la réponse stationnaire. Nous avons établi la représentation d’état a temps continu de 'oscilla-
teur modele, en avons tiré une version a temps discret adaptée au probleme posé, puis montré
comment passer de cette représentation d’état discrete a une représentation ARMA vectorielle.
Une fois achevée cette phase de modélisation, nous avons alors défini clairement les objectifs de
I'étude, a savoir procéder a une analyse détaillée des méthodes de sous-espaces et du décrément
aléatoire, dans leurs aspects théoriques, statistiques et algorithmiques. Enfin, nous avons brie-
vement rappelé le principe des méthodes d’identification modale les plus couramment utilisées
a I'’neure actuelle.

Avant de présenter de facon détaillée les deux méthodes retenues, il est importe de bien
définir les caractéristiques modales a identifier, c’est-a-dire les fréquences propres, les taux
d’amortissement critique et les déformées modales. C’est I'object du chapitre suivant.
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2.1 Introduction

Pour prévoir et comprendre le comportement dynamique d’tinetsre, la connaissance de
ses caractéristiques modales est essentielle. Le but de ce chapitre est double : rappeler quelques
définitions de base concernant ces caractéristiques (qui sont les parametres a identifier dans la
présente étude) et préciser certaines notations utilisées dans ce mémoire. Le lecteur intéressé
pourra se reporter aux références [32, 4, 28] pour plus de détails.

2.2 Préliminaires :

Soit £ un espace vectoriel réel de dimension finieet EndE I'espace vectoriel des endo-
morphismes dé” (i.e. des applications linéaires dedans lui-méme). On munit’ du produit
scalaire euclidien canonique-, - > et on note™ I'espace vectoriel euclidiem-dimensionnel
obtenu :E™ = (E,< -,- >). Pour toutx et touty dansE™, de composantes respectives

(1, ,Tm) €t (y1, -, yn) relativement & une base orthonormée:te on a :
<z, Yy >= Zl’lyz (21)
=1

Dans toute la suite on confondra tout élémentiel E™ (i.e. tout endomorphisme dé™)
et la matrice qui le représente dans une base. Par conséquent on pourra obtenir I'écriture ma-
tricielle des relations "opérateurs" en remplacant chaque opérateur linéaire figurant dans ces
relations par sa matrice et tout vecteur par la matrice colonne de ses composantes relativement
a la base considérée.

Soit A € EndE™ symétrique et défini positif. Alors, I'applicatiofx, y) —< z,y >a=<
Ax,y >deF x E — IR définit un produit scalaire sur.

On noteE’} = (E,< -,- >4) le nouvel espace vectoriel euclidien obtenu en munisBant
de ce produit scalaire. On a alors le résultat suivant :

Résultatl : SoientA et B deux endomorphismes symétriques damng/E™. On a :

e Le produitAB n’est pas symétrique daigdE™.
e Si A est défini positif dangdindE™, le produit AB, non symétrique dangndE™, est
symetrique dangndE’}, (OUET., = (E, < -,- >4-1)).

2.3 Caracteristigues modales d’'un systeme dynamique linéaire

2.3.1 Geénéralités

On considére un oscillateur linéairena ddl dont la dynamique est décrite par I'équation
différentielle du second ordre :

MZ(t) + DZ(t) + KZ(t) = P(t) (2.2)
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avec .

H1) M symétrigque et défini positif dansndE™,

H2) K symétrique dan&ndE™.
D’aprés le résultatl)/ ' K n’est pas symétrique dadsndE™. Par contre, il est symétrique
dansEndE7;. On a alors le résultat suivant :

Résultat2 : Sous les hypothéses H1 et H2, il existe un endomorphisme orthogodahs
EndEY;, qui diagonalise simultanémentf et K.

Preuve :
1- Lopérateur linéaireM ~1 K étant symétrique danBndE":, il existe une base ortho-
normée, au moins, dendE}; qui le diagonalise. Soit®y, .. ., ®,,) une telle base.
2- Soit A la représentation matricielle diagonale tie! K relativement a la base propre
(®4,...,P,,). Cette matrice est de la forme :

A= Ai (2.3)

0 - - 0 A\,

ou les)\; sont les valeurs propres dé 'K et les®; les vecteurs propres associés. Les
@, sont obtenus en resolvant les probleme$='KV; = \;V;, i =1,---,m, puis en
normant les solutions; obtenues ¢; = m oul| - ||z désigne la norme euclidienne

de EJ}. Les vecteurd/; étant deux a deux orthogonaux dai§, il en est de méme des
®,. D'ou:

V(i,j) € {1, ,m}?, < ®;, ®; >py= 0y (2.4)
ce qui s'écrit matriciellement :
OTMD =1 (2.5)

avec® la matrice dont les colonnes sont leg c’est-a-dired = [®4]- - - |D,,].

On vient ainsi de montrer qu diagonalisel/.

3- Par ailleurs, lesp; vérifient :Vi € {1,--- ,m}, M 'K®, = \;®;. D'ou, V(4,j) €
{1, ,m}z, < M71K®i7®j >yu= N < (I)iyq)j >p= )\151] =< K(I)Z‘,(I)j > et ceci
s’écrit matriciellement :

TKPD = A (2.6)
Donc ® diagonalise aussk .

En résumé, nous venons de montrer qu'il existe un endomorphisme orthogondidahg;
qui diagonalise simultanémentf et K.

Identification des Systémes Dynamiques Stochastiques. Application a I'Evaluation Dynamique des Ponts Sous
Sollicitations Ambiantes



CHAPITRE 2. ANALYSE MODALE 38

A partir de (2.5) et (2.6) il est facile de voir que :
A= 'M'K® (2.7)
Supposons, en outre, quievérifie la relation de Caughey :
p .
D=M>» a(M'K) , a€Ry , peN* (2.8)
=0
Il est alors facile de montrer quk diagonalise ausdb. En effet, considérons la relation tirée
de (2.7) :
MK = oAP™! (2.9)
et observons qué&’s € IN :
(M'K)" = ®A' D! (2.10)
Considérons, en outre, la relation tirée de (2.5) :
M=o Tp? (2.11)

Portant ces deux derniéres relations dans (2.8), il vient :

p
D=o"() a;A)o! (2.12)
=0
c’'est-a-dire :
p .
"D = ;' (2.13)
1=0

relation qui montre qué&” D® est une matrice diagonale. Notohscette matrice etl; son
terme diagonal générique :

®'D® = D = diag(d,) (2.14)

Avec I'hypothese qué vérifie la relation (2.8), I'équation (2.2) peut étre découplée, a I'aide
d’'un changement de variable approprié,equations scalaires. En effet, opérons dans (2.2)
le changement de variable :

Z(t) = oC(t) = 3 ®:Gi(t) (2.15)
ou:
Gi(t)
)= : (2.16)
G (t)
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est levecteur des coordonnées modales.

Aprés multiplication a gauche p&, il vient :
OTMO((t) + &7 DO (1) + PTKDE() = DT P(1) (2.17)

soit, d'apres (2.5), (2.6) et (2.14) :

C(t) + DC(1) + AC(t) = @TP(1) (2.18)

On obtient ainsi un systéme de équations scalaires découplées :

Gt) + diGi(t) + NG(t) = [@TP(W)]; 5 i=1,---,m (2.19)

Pour tout; fixé, (2.19) définit I'équation d’un oscillateur scalaire de masse- 1, d’amor-
tissementd; et de rigidité\;. La pulsation proprev; du systeme et le taux d’amortissement
critiqgue¢; de cet oscillateur sont tels que :

2.3.2 Analyse spectrale du systéme libre conservatif associé

L'équation d’évolution de ce systéme se déduit de (2.2) en annulant dans cette équation
I'amortissementD et I'excitation’P. Elle s’écrit donc :

MZt)+ KZ(t)=0 (2.22)
Ses solutions sont de la forme : .
Zz(t) = Cbiej”“t (222)
avecj? = —1,v € R et®, le i-eme vecteur modal du systéme, normé relativement a la norme

de E}j, i.e.[|®|| g = 1 (cf. 82.3.1 précédent).

Introduisant (2.22) dans (2.21) il vient, aprés simplification :
—IMP; + K®; =0 (2.23)

Prémultipliant pa@;l.r les deux membres de cette équation et tenant compte des relatidhs de
et K'-orthogonalité (2.5)-(2.6), on obtient :

24+ N=0 ; i=1,...,m (2.24)

équations qui admettent les solutions :
vi=+tVN=tw, ; i=1,....m (2.25)
A toute solutionZ;(t) = ®;e/“i* est donc associée la solutidgh(t) = ®;e 7w, Vi €

{1,...,m}. Ceci n’est pas étonnant car 'ensemble des solutions de (2.21) constitue un espace
vectoriel de dimensiom.
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2.3.3 Analyse spectrale du systeme libre dissipatif associé

L'équation d’évolution de ce systeme se déduit de (2.2) en annulant dans cette équation le
terme d’excitatiorP. D’ou :

MZ(t)+ DZ(t) + KZ(t) = 0 (2.26)

Pour mener I'analyse spectrale de ce systeme, nous distinguons deux cas : ¢ekatis:
fait la relation de Caughey (2.8) et celui ou il ne la satisfait pas.

a) Cas ou I'amortissement satisfait la relation de Caughey

Dans ce cas les solutions de (2.26) sont de la forme :
Zi(t) = ®;eft (2.27)
avecp; €C et d; le i-eme vecteur modal du systeme, tel gdg ||z = 1.
Portant (2.27) dans (2.26) il vient, aprés simplification :
BPM®; + 3;DP; + K®; = 0 (2.28)

Prémultipliant cette équation péjif et tenant compte des relations tleet K -orthogonalité
(2.5)-(2.6), on obtient :

En supposant le systéme sous-amorti, c’est-a-dire
E<4es &<l o i=1,....m (2.30)
les solutions de (2.29) s’écrivent :

Gi=—a;tjwd ; i=1,....m (2.31)
JW;

_di_ . d _ di 2_ 2
Oli—E—wz‘fi 3 wi—\/)\i—<§> =wi\/1 =& (2.32)

A toute solutionZ;(t) = ®,e~ it/ est donc associée la solutidi(t) = ;e ife i,
Vi € {1,...,m}. On retrouve ainsi le fait que 'ensemble des solutions de (2.26) constitue un
espace vectoriel de dimensiom.

avec :

Il importe ici de remarquer que les vecteurs modaux du systéme libre amorti sont réels
et identiques a ceux du systéme libre non amorti (i.e. conservatif). Par contre, il n'y a pas
coincidence des pulsations propres des deux systénfeg w;, Vi € {1,...,m}.

b) Cas ou I'amortissement ne satisfait pas la relation de Caughey
Dans ce cas, on cherche encore la solution de (2.26) sous la forme :

Zi(t) = Ot (2.33)
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mais ou cette fois le®; ne sont plus les vecteurs modaux du systéme libre non amorti.
En portant (2.33) dans (2.26), on obtient :
(B7M + 3;D + K)®; =0 (2.34)

qui est un probleme aux valeurs propres généralisé difficile a résoudre du fald qeese
diagonalise plus ici dans la méme base gueet K. Une facon astucieuse de contourner la
difficulté est de passer dans I'espace des phases. En effet, posant :

X(@t) = Em eR" ; U= L\Z ]\(ﬂ eR™ . V= ﬁf _(])W} € R™ (2.35)
avecn = 2m, I'équation (2.26) prend la forme équivalente :
UX(t)+VX(t)=0 (2.36)
Par suite, portant (2.33) dans (2.36) et posant :
U, = { ﬁiﬂ (2.37)
on obtient :
(V+UB)Y,; =0 (2.38)

qui est un probléme aux valeurs propres standard aisément soluble dont les sohatidns-,
sont complexes et deux a deux conjuguées.

-----

Introduisons les matrices :

A = diag(ﬁlaglv"'7ﬁm73m) GG:TLXTL (239)
o, D, ... D, P, ] { o ]
1 _m = 2.40
B8 BBy .. by BpBn | | @A (2.40)
ou:
O = [04]T] - [, T,] €T (2.41)

Il est alors facile de montrer les relations d’orthogonalité :

vy = 1, (2.42)
vy = —A (2.43)

ou /,, désigne I'élément unité de’'R".
Par ailleurs M étant inversible (car définie positive par hypothese), on a :

0 M1

-1 _
U= M-t —M-'DM™?

(2.44)
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et par suite I'’équation homogeéne (2.36) peut s’écrire :
X(t) = AX(t) (2.45)

avec :
0 I

~M'K —-M™'D
matrice que I'on peut encore écrire, compte tenu de (2.42) et (2.43) :

A= UV = € R™™ (2.46)

A, = UAP! (2.47)
soit encore :
AU = TUA (2.48)

On voit ainsi queA et ¥ sont les éléments propres de la matrice Par conséquent, les
caractéristiques modales du systeme considéré peuvent étre déterminées degogué =
e/<At) est connue.

Notons que les éléments de la matricelonnée par (2.39) s’écrivent, en supposant le systeme
sous-amorti :

Bi = —ay + jw!

) coi=1,...,m (2.49)
Bi = —a; — jw!
avecVi € {1,...,m}:
2
a= g wf= \/ = () (2,50
ou
m; =0 M®; ; 6 =0'D0, ; k=0 K, (2.51)

ces grandeurs étant supposées vérifier (condition de sous-amortissement) :

6@' < 2/m;k; , Vi € {1,,777,} (252)

2.4 Conclusion

Les analyses effectuées dans ce chapitre montrent gu'’il ypatgpes de parametres modaux
d’intérét en dynamique des structures linéaires : les modes normaux et les modes amortis. Les
modes normaux, ou hon amortis, sont les caractéristiques du systeme conservatif. Les systemes
réels sont en général amortis mais la modélisation de leur amortissement n’est pas maitrisée a
I'heure actuelle. On essaie malgré tout d’en tenir compte dans les analyses dynamiques par le
biais de représentations simplifi€ées. Les modes normaux présentent donc un intérét car ils ne
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dépendent pas de 'amortissement. Les modes amortis, quant a eux, sont les caractéristiques du
systéme amorti. lIs sont complexes, au sens algébrique du terme.

Un mode complexe est un mode pour lequel chaque partie de la structure a sa propre am-
plitude de vibration mais également sa propre phase. Contrairement aux modes normaux pour
lesquels chaque élément de la structure atteint son maximum d’amplitude de vibration au méme
instant dans le cycle vibratoire, pour les modes complexes, ces maxima sont atteints a des ins-
tants différents. Ainsi, un mode normal est un mode pour lequel la phase prend pour valeur 0 ou
7 alors que la phase d’'un mode complexe appartient & l'inter{faltg.

Les méthodes d’extraction modale estiment en fait des modes propres complexes et non des
modes normaux. Dans le cas d’'un amortissement proportionnel les modes normaux et com-
plexes sont liés. Donc dans ce cas particulier, les modes normaux peuvent se déduire des modes
complexes.

En général, 'amortissement n’est pas proportionnel et la base modale qui diagonalise simul-
tanément les matrices de masse et de rigidité ne diagonalise pas la matrice d’amortissement. Le
lien entre modes normaux et modes complexes est alors brisé. Il est dans ce cas nécessaire de
disposer de procédures permettant de représenter les modes complexes. On trouve dans la litté-
rature des méthodes permettant d’en obtenir des représentation graphiques [28]. La plus simple
est basée sur la régle suivante : si la mesure principale de I'argument du mode propre com-
plexe appartient a I’intervall]a—g, g} alors on attribut au mode I'argument O ; si cette mesure
principale appartient & I'intervalle-m, —Z] ou & l'intervalle] 7, x|, alors on attribut au mode
I'argumentr.
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3.1 Introduction

La finalité de ce chapitre est de présenter une démarche pantigtientification des ca-
ractéristiques modales d’une structure sous sollicitation ambiante dont le comportement dyna-
mique est décrit par I'equation (1.1), au moyen d’une méthode de sous-espaces.

La classe des méthodes présentée ici est celle décrite par Van Overschee et De Moor [71].
Les algorithmes des méthodes de sous-espaces identifient un modéle d’état connaissant la ré-
ponse en utilisant des outils trés robustes d’algébre linéaire tels que la DVS, la factorisation QR
et les moindres carrés, ainsi que des opérations géométriques simples telles que les projections
orthogonales. Il existe des situations de mesures ou certains capteurs sont mobiles et d’autres
fixes. Afin de tenir compte de ces situations, une variante des méthodes de sous-espaces a été
developpée par Bart Peeters et De Roeck [60, 61]. Cette derniére permet de réduire notablem-
ment les calculs.

Notons qu'il existe d’autres algorithmes des sous-espaces qui utilisent les données d’entrées
(i.e. I'excitation déterministe est connue) [70, 71]. Dans ce travail, nous nous placons dans le
cas ou I'excitation est inconnue.

3.2 Préliminaires

Avant d’exposer cette méthode, et afin de mieux en compreadrasipects algorithmiques,
nous commencons par rappeler brievement le principe des méthodkssgigation déterministe
et deréalisation stochastique.

3.2.1 Méthode de réalisation déterministe

Nous considérons ici le cas ou la suite expérimentalek € Iy) peut étre assimilée a la
réponse permanente restreintéyad’'un systéme dynamique déterministe discret.

Commencons par rappeler le résultat classique suivant. Saigrit € Z) et (yx, k € Z)
deux suites, respectivemepdimensionnelle et-dimensionnelle (i.eu, € R? ety, € R,
Vk € Z), causalement liées par la relation d’état :

{ Tpp1 = Az + Buy 3.1)

Yk = C:):k+Duk

ou (xy, k € Z) est la suiten-dimensionnelle (i.ex, € R", Vk € Z) des états etd, B, C, D
sont des matrices telles quel:€ R™", B € R™, C € R”*", D € R4, Alors, ces deux
suites vérifient aussi (relation entrée-sortié),c Z :

v =Y haug_i = i (3.2)

e N/

ouh = (h;,i € Z) est la fonction de réponse impulsionnelle du filtre linéaire causal défini par
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(3.1), telle queyi € Z

CA'B si i>0
h; = D si i=0 » € R (3.3)
0 si i1<0

Revenons maintenant a notre propos initial et supposons connue une suite; finie Iy ),
Iy ={0,1,...,N — 1}, de valeurs dé pour le systéme considéré. Notons qu’en pratique une
telle suite s’obtient en mesurant simultanément I'entrée et la sortie du systeme en régime établi
de maniére a obtenir une suite de données d’elftree: € Iy) et la suite correspondante des
données de sorti@y,, k € Iy), puis en appliquant une méthode inverse (opérant généralement
sur (3.2)) a I'ensemble de ces données [68, 65].

La méthode de réalisation déterministe a alors pour objet la détermination d’'un modele
d’état minimal de type (3.1) connaissant la suite i € Iy). Rappelons qu'un modele d’état
est minimal s’il n’en existe pas un autre de dimension plus petite, ou la dimension, encore ap-
pelée ordre du systeme, est celle de I'état, c’est-ardi. Il s’agit donc, a partir de la suite
(hi,i € Iy), de déterminer :

1. l'ordren du systéme inconnu,
2. les matrices (AB, C, D) de ce systéme.

A cette fin, pouri fixe, introduisons la matrice de Hankel des valeurs dé<, ;, telle que :

[ hy hy ... M
ha hs ... h; o
Hy = | . ) 2| e Rt
i hi higr ... hai
[ CB CAB ... CA™'B
CAB CA*B ... CAB
= : : : (3.4)
_OAHB CA'B ... CA*2pB
et observons que cette matrice se factorise sous la forme :
Hyi = OC; (3.5)
ou
C
CA , . ,
O; = . eER™™ ; C=[B AB... A7'B]eR™? (3.6)
CAz‘—l

avecQ; et(C; respectivement les matrice®bservabilité étenduet decontrblabilité étendue
d'ordred, supposées de rang pleirdes quel > n. Dans (3.4), la notatiofi,, signifie que le
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premier et le dernier élément de la premiére colonne de la matifjgesont respectivemert;
eth,.
l

Observons ensuite, la factorisation (3.5) étant réalisée, que :

(a) A vérifie:

QiA = 61 (3.7)

ol O; et O, sont les matrices obtenues en supprimant respectivemehtplesniéres
lignes et led derniéres lignes d@; ;

(b) B estla matrice degpremieres colonnes dg;

(c) C estla matrice despremiéres lignes dé; ;

(d) D = hy.

Pour gu’une telle démarche soit utilisable, il faut disposer d’une fagcon simple de factoriser
la matrice de Hankel(, ;. Une telle méthode est décrite ci-dessous :

1. On construit, poui fixé, la matrice de Hankel des réeponses impulsionnédgs

2. On cherche une factorisation de la matrice de Hahkeglsous la forme (3.5). Une fagon
simple d’en obtenir une, et qui fournit en méme temps I'ordre du systéme, est de procéder
a une décomposition en valeurs singulieregg :

S 0 1%
H1|i = USVT = |: U U, ] |: 01 0 :| |: V}T :| = U15'1V1T (38)
2

aveclU € R'"*! etV € R?*% des matrices orthonormales (il&’U = I;; etVTV = I,,)
etS; = diag(oy,09,...,0,) € R™", ou leso; sont les valeurs singuliéres non nulles de
Hip;, telles que oy > 09 > ... > 0, > 0. Le nombrer de ces valeurs singulieres, qui
n‘est autre que le rang d¢,;, correspond a l'ordre du systeme = r.

D’aprées (3.8), une factorisation possible’e; sous la forme (3.5) est alors obtenue en
prenant :

O, =U,5* : ¢ =5V (3.9)

Cette solution n’est pas unique (voir annexe B).

3. La matriceQ; étant déterminée, on peut calcutéy et O; et par suite en déduird en
résolvant (3.7) au sens des moindres carrés. Ngtétsymbodle de pseudo-inverse de
Moore-Penrose [33], on obtient :

A= Qjaz (3.10)
ou QZT peut se calculer explicitement. En effet, considérons la décomposition en valeurs
singulieres de, :

Qi:uzvzu[zop g]v (3.11)
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avec{ etV des matrices orthonormalesf la matrice diagonale des valeurs singulieres
non nulles d&),, ordonnées par ordre décroissant. Alors :

i 1747 P[50

or=v3'yt ; X' = 6’ 0 (3.12)

4. O; etC; étant connues, les matricéset C' se déduisent directement des points (b) et (c)
précédents. Quant a la matrife d’apres le point (d), elle est connue dés le départ par la
donnée dé.

Notons pour terminer que la solution de ce probleme est trés dépendante du choix du pa-
rametrei et que I'on ne dispose malheureusement pas pour ce parametre d’un critere de choix
objectif. De plus, la connaissance démitée a la donnée d’un nombre fini de ses valdymse
permet pas d’obtenir un modele d’état minimal.

3.2.2 ldentification et représentation markovienne

Le point de départ est la suite des observatippsk € Iy}, supposées générées par un
modéle du type (1.28)-(1.29), inconnu. Le probleme d’identification est celui de déterminer les
matrices (A, C, G, B) d’'un modéle d’état minimal ayant généré ces données. C’est celui qui
nous intéresse ici.

Le probléme de représentation markovienne consiste, I'identification étant effectuée, a dé-
terminer 'ensemble des matric€s > 0,Q, R, S) des modéles d’état minimaux aptes a géné-
rer ces données. Notons que ce probleme n’est pas crucial ici. Toutefois, on ne peut I'ignorer
completement. En effet, les algorithmes d’identification proposés dans les sections suivantes
procédent tous, soit explicitement, soit implicitement dans la méthode de sous-espaces, a 'esti-
mation des suites des corrélations des observations. Ces suites doivent étre des suites positives
réelles (lemme positif réel de Faurre [31]), ce qui n’est souvent pas vérifié en pratique. Un tra-
vail complémentaire est alors nécessaire. On peut a ce sujet consulter par exemple la référence
[71].

3.2.3 Meéthode de réalisation stochastique

Nous considérons maintenant le cas ou la suite expérimajntalé € Iy} est assimilée a
une trajectoire (i.e. une réalisation) restreintByad’un processus stationnaitalimensionnel
a temps discretYy, k € Z) admettant une représentation d’état de la forme (1.28)-(1.29). On
cherche alors classiquement a déterminer les parametres, (4, R, S) de cette représenta-
tion. Notons tout de suite que la donnée d’une suite finie de mesures de la réponse ne permet pas
d’identifier de fagcon unique le modele (1.28)-(1.29pdbrtiori de trouver la solution d’ordre
minimal.

Dans tout ce qui suit, outre sa propriété de stationnarité, le procEssesa supposé ergo-
dique. Posons :

G =E[X, Y] € R ¥ = E[X;X[] € R™™; R; = E[Y;.,Y}!] € R

Identification des Systémes Dynamiques Stochastiques. Application a I'Evaluation Dynamique des Ponts Sous
Sollicitations Ambiantes



CHAPITRE 3. METHODES DE SOUS-ESPACES 49

Un simple calcul a partir de (1.28)-(1.29) montre que :
G=AXCT+S ;| S=A4%AT+Q : Ry=CXCT+R (3.13)
avecyi € Z:

CA™'G  si i>0
R = Rq si i=0 (3.14)
GT(A-1)TCT s i<0

Il est facile de voir que I'on aura unicité de (A, C, Gg)Ret donc de (A, C, G, B, a une
similitude prées (i.e. a un changement de base de I'espace d’état pres), mais que I'on n’aura pas
unicité deX ni des caractéristiques (Q, R) $les bruits. Toutefois, compte tenu de I'objectif
visé (identification modale) cela n’a pas d’'importance. La méthode de réalisation stochastique
consiste alors, a partir de la suite fitiig, k£ € ), & déterminer :

1. l'ordren du systéme,
2. les paramétres (A, C, G,gRdu systéme inconnu.

Cette méthode est basée sur I'idée suivante. Comparons les expressions (3.3) et (3.14). Nous
voyons que poui > 0 ces deux expressions coincideng st [, B = G, D = Ry. Autrement
dit, sur IN (i.e.Vi € IN), la fonction de covariancByy = (R;,i € Z) de laréponse stationnaire
Y = (Yi, k € Z) de (1.28) peut étre assimilée a la fonction de réponse impulsionnelle d'un
modele d’état déterministe de la forme (3.1) dont I'entréé-egnensionnnelle (¢= ) et dont
les coefficients sont (A, C, B= G, D = R,). Par conséquent, la méthode de réalisation déter-
ministe classique de Ho et Kalman [38] présentée dans la section précédente peut s’appliquer
pour calculer les parametres inconnus (A, C, G).IC’est cette extension au cas stochastique
de la méthode de Ho et Kalman qui a donné naissance a la méthode de réalisation stochastique
[3], ou les suites de valeurs de fonctions de réponse impulsionnelle sont remplacées par des
suites de valeurs de fonctions de covariance.

Le point de départ de cette méthode est donc, poub fixé, la construction de la matrice
de Hankel des covariance®;;, telle que :

R, R, ... R,

Ry, Ry ... R; o

Rii = .2 .3 .+1 € R
_Ri Riyv ... Ry

[ G CAG ... CA"G

CAG CA2G ... CAG

_ _ _ _ (3.15)
| CAIG CAG ... CAY G

ou la notatiorR,, signifie que le premier et le dernier €lément de la premiere colonne de la
matriceR,; sont respectivemet; et k.
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Il est alors aisé de voir quB,;; admet la factorisation :
R = O (3.16)

ou les matrice®); etC; sont données par les expressions (3.6), &eeG etq = [.

Les matrices (A, C, G, K) sont alors déterminées de la méme maniere que les matrices
(A, B, C, D) dans le cas déterministe.

En pratique, il faudra estimer les covarianégsa partir de la suite expérimentalg,, k €
Iy). Pour cela, on peut utiliser I'estimateur empirique classique de la covariance, qui opére
directement sur la suite expérimentale, ou I'estimateur basé sur la méthode du périodogramme,
gui consiste a estimer d’abord la densité spectrale de puisssance de la réponse a partir de la suite
(yx, k € Iy) puis a en déduire la fonction de covariance par transformée de Fourier inverse
[66], ou enfin la méthode du décrément aléatoire que nous présenterons plus loin. Plusieurs
comparaisons ont été menées entre ces différentes approches [15] qui montrent que la méthode
du décrément aléatoire est la plus performante, surtout en temps de calcul.

Notons que dans la littérature [1, 37], les auteurs préconisent d’appliquer la décomposition
en valeurs singuliéres non pa®Ray, mais aW; R ;W,, oUW, € R etW, € R"*" sont des
matrices de pondération inversibles.

Différents choix de ces matrices (que I'on ne maitrise pas toujours) donnent lieu a différents
algorithmes d’identification. Deux choix particuliers des ces matrices permettent d’obtenir la
méthode BR (Balanced Realisation) et la méthode CVA (Canonical Variate Analysis) :

Balanced realisation (BR)Cette méthode correspond au chtix = I; etW, = I;.
Canonical variate analysis (CVADéfinissons les matrices de Toeplitz suivantes :

RO R,{ e R;T_l RO Rl e Ri*l
o | B R RT, | BT Ry ... R
Ri—l Ri_g R R() RIT_I RZ-T_Q e Ro

SoientLT et £~ telles queR™ et R~ puissent se factoriser comme suit :
R =L (LT ; R =L (L)
(Factorisation de Cholesky).
La méthode CVA correspond ainsi au choix suivant :
Wy = (£ et Wy= (L))"

Avec ces notations, les valeurs singuliéres correspondent aux angles principaux. Dans cette
méthode, les modes qui sont moins bien excités dans les conditions opérationnelles peuvent étre
les mieux identifiés.

Il convient, pour étre complet sur cette méthode, de préciser ce que I'on entendad jsa-
tion équilibrée(Balanced realisation). Pour cela, nous devons introduire les notidiltelee
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Kalman en avanét defiltre de Kalman en arriére.

La théorie du filtre de Kalman suppose connues les caractéristiques du modele (1.28) ainsi
gu’une réalisation de la réponse et permet, a partir de ces données, d’estimer de facon optimale
et récursive la suite des états. Aux données (A, C, ) eR(yx, k € Iy), on peut en fait associer
deux filtres de Kalman :

(a) Le filtre de Kalman en avant [45] défini par le systéme :
Trar = Al + KT f
. 3.17
{ ue =Cp+ fi 3.17)

ou (fx,k € In), la suite des innovations, est une réalisation restreinte d'un bruit blanc
gaussien discretF;, k € Z) de variance matricielle E[jZF]] = R, — CPCT, K/ est le

gain de Kalman eti, k € Iy) est la suite correspondante des estimées de Kalman. C’est une
réalisation restreinte &y d’un processus gaussien stationnaire centré digdfetk € Z) de
variance matricielle® = IE[X}, X/ ] solution de I'équation de Ricatti en avant :

P = APA" + (G — APC™)(R, — CPCT)™1(G — APCT)T (3.18)

La solution de I'équation de Ricatti (3.18) peut étre obtenue en resolvant le probléme aux
valeurs propres général :
I, —CTR;'C W, } A

AT — OTR'GT 0 Wy
~GRy'GT L || Wa | T | 0 A-GR,'C || Wy

et en posanP = W,W, !, A contient lesn valeurs propres stables du probléme aux valeurs
propres généralisées.

(b) Le filtre de Kalman en arriere [43] défini par le systeme :

{ 2]{,1 = ATé'k -+ Kbbk

Yk = GTék + bk (319)

ou (b, k € Ix) est une réalisation restreintd & d’un bruit blanc gaussien discr@sy, k € ZZ)
de variance matricielle E@B.] = Ry — GT NG, K’ est le gain de Kalman, &t;, k € Iy),
suite correspondante des estimées de Kalman, est une réalisation restfgidtaraprocessus
gaussien stationnaire centré disdiét, k € Z) de variance matriciell& = [E[Z,, 2] solution
de I'équation de Ricatti en arriére :

N=A"NA+ (C" — ATNG)(Ry — G'NG) ' (CT — ATNG)" (3.20)
Cette équation peut étre résolu de la méme maniére que I'équation de Ricatti en avant.

Observons que tous ces calculs dépendent du choix d’'une base de I'espace d’état. Si I'on
trouve une base pour laguelieet N sont diagonales € = N, alors on dit que la réalisation
(A, C, G, Ry) est équilibrée (balanced).

Remarqgue 1 Notons ici que les expressions (3.18) et (3.20) et donc aussi des gains de Kalman
ne sont pas celles que I'on rencontre le plus couramment dans la littérature. Ces expressions
sont obtenues en opérant la transformation suivaft= ¥ — P, ou P = E[(X, — X;)(X, —

X;)T]. Pour plus de détails, cf. annexe B
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3.3 \Vers les méthodes de sous-espaces

L'idée au coeur des méthodes de sous-espaces est la subvaitie,, £ € Z) une trajec-
toire de la réponse stationnaifg,, k € Z) de (1.28). Par ergodicité supposée de ce processus,
VieZ:

R; = IE[Yk—i-iYk: = NEIEOO N Z yk’-i—zylc (3.21)

la convergence ayant lieu en plusieurs sens, en particulier presque-strement.
PourN assez grand, on peut donc considérer que :

L N
N Z Yn+ilh (3.22)
k=0

Ceci traduit le fait que pour un grand nombre de données, la moyenne d’ensemble (ou
moyenne probabiliste) peut étre remplacée par la moyenne trajectorielle (ou moyenne sur les
réalisations).

En d’'autres termes, la géométrie euclidienne de I'espace des suites finies de laNgueur
d’'un échantillon des observations est trés proche de la géométrie des covariances de la suite
des observations théoriques issues du modéle (le fagtene change pas la géométrie mais
simplement renormalise les distances).

Les relations particuliéres des statistiques du second ordre (meilleure estimation du futur par
le passé, qui se ramene a une régression linéaire puisque nous sommes en contexte gaussien) qui
découlent du fait que les observations sont issues du modéle d’état (1.28) vont donc se refléter
dans la structure géométrique euclidienne des espaces engendrés par les suites de données, et
en particulier dans les directions et angles principaux entre des blocs de données "passées" et
"futures". Cette observation est a la base des méthodes de sous-espaces et peut étre exploitée de
plusieurs facons. Les calculs se faisant dans une base de I'espace d’état, les divers choix pos-
sibles de cette base (qui ne sont pas toujours maitrisés) conduisent a des algorithmes différents.

Ces remarques amenent en outre a utiliser des algorithmes standards de géométrie qui bé-
néficient d'implémentations optimisées dans les grands codes de calcul : algorithmes de projec-
tion, recherche d’angles et directions principales via les décompositions en valeurs singulieres
et les factorisations QR.

Une caractéristique des suites issues de modeles d’état tels que (1.28) est que le futur ne
dépend que d’'un nombre fini de données passées (caractere markovien de I'état). Les relations
géométriques entre sous-espaces de données futures et passées vont alors étre recherchées en
fixant un entier, paramétre a la fois crucial et de choix délicat en pratique, qui sera la durée de
mémoire au sein des données. Ce paramétre doit impérativement étre supérieur a la dimension
n de I'état (théoriguement, il devrait valoir, mais en pratique c’est un peu différent). Il ne doit
pas étre choisi trop grand non plus et doit rester petit vis-a-vis du nomlofebservations.
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3.4 Principe des méthodes de sous-espaces

Comme nous venons de le voir, I'idée a la base des méthodes sleespaices est la pré-
diction de données futures a partir de données passées. Précisons ce probleme. Connaissant des
observations passées He regroupées dans un vectéyy; on veut obtenir une prédiction op-
timale d’observations futures de ce méme processus, regroupées dans un¥edrunous
sommes ici dans un contexte gaussienYcast gaussien, stationnaire, centré et par conséquent
ses observations vectoriells et Y; sont des v.a. gaussiennes centrées. Dans ces conditions,
on sait que la solution du probléme est donnéeYjare= E[Y;|Y,] = L,Y,, ou E[Y}]Y,] est
I'espérance conditionnelle dé sachant’, et L, est un opérateur linéaire choisi de telle sorte
queY; — Yf soit minimal en moyenne quadratique relativement a IdFd®n est ainsi ramené
a un probleme de régression linéaire. Par ailleurs, utilisant I'interprétation géométrique de I'es-
pérance conditionnellé?f peut aussi étre définie comme la projection orthogonalg,dir le
sous-espace fernté*» engendré pay,, ce que I'on note :

Yy = T, (Y7) (3.23)

C’est sur cette formule que s’appuie les méthodes de sous-espaces. Notons qu’en vertu de
I'observation faite dans le paragraphe précédent, les projections dans les dspaalatifs a
la loi du processu¥” seront remplacées par les projections dans I'espace euclidien des suites
d’observations de longueur finie, la norme étant pondérée par I'inverse de cette longueur. En fait,
dans les méthodes de sous-espaces, les données passées et futures sont connues et on cherche a
identifier le modeéle a partir de (3.23), moyennant une restructuration judicieuse de la formula-
tion et 'emploi d’algorithmes puissants d’algébre linéaire, tels les algorithmes de factorisation
QR et de décomposition en valeurs singulieres des matrices.

Comme nous avons pu le constater, les algorithmes d’identification des méthodes de sous-
espaces sont aussi basées sur des concepts géométriques : projections orthogonales et obliques,
directions et angles principaux. Ces concepts sont présentés dans I'annexe B.

Revenons maintenant aux différentes étapes des méthodes de sous-espaces. La premiere
étape consiste a choisir parmi les données connues, a savoir la fgynillec 1), celles qui
joueront le réle de données passées et celles qui seront considérées comme les données futures.
Pour cela, on se donne un entieompris entre, et [%} , puis, posant’ = (Y, Yji1, - - - Yjri1)
et f7 = (Yjrir Yjrit1s - - - Yjraio1), Vi € In-2ira = {0,1,..., N — 2i}, on extrait de la famille
(ye, k € Iy) lesN — 2i + 1 couples((p’, f7),j € Jn-2+1). Dans chacun de ces couples,
le premier élément’ est alors considéré comme une famille d’observées passées et le second
élémentf’ comme une famille d’observées futures. Mis a parét y; qui seront toujours des
données passéesigt_», yn—_1 qui seront toujours des données futures {carn > 1), chaque
yr joue ainsi tour a tour (et plusieurs fois suivant la valeur)die role de donnée passée et
de donnée future. Cette discrimination passé/futur dans les données est ensuite organisée dans
une matrice de Hankefy,; ; € R¥**N=2+1 appeléematrice de Hankel des observations,
construite comme suit :
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Yo yooo... YN-—2i
U1 Y2 . YN—2i+1
i— PR —i— Yoji- :
Yopi1 = Ui Yi-1 Y Yn—i-1 | _ [ 0li—1 ] _ |:iyp ] (3.24)
Yi  Yiy1 oo YN—i Yij2i—1 Yy
Yiv1 Yi+2 .- YN—i+1
L Y2i-1 Y20 - - YnN-1 |

avecy; = 1/v/N — 2i + 1 et ou la notatiort; signifie que le premier et le dernier €lément de

la premiere colonne de la matri¢g, sonty, ety, respectivement, les indiceset f désignant

guant eux les abréviations de "passé" et "futur". On peut reconnaitre daesra colonne de

Yoi2i—1, au coefficient; pres, les éléments empilés du coufe, f7). Le paramétre de durée
N

de mémoire;, tel quel < n < i < [§], doit &tre pris trés petit devan¥ [71]. Son choix est

délicat et reste tres expérimental ; c’est un "bouton de réglage" de la méthode.

Compte tenu de cette structuration des données et de (3.23), on montre alors que la solu-
tion du probléme d’identification est donnée par la projection orthogonale de I'espace vectoriel
engendré par les lignes d¥; sur I'espace vectoriel engendré par les ligne€)de71]. Cette
projection s’écrit :

P; = ny zypT (zyp zyZ“)T iyp c IRliX(N—Qi—l—l) (325)

On montre également, toujours dans [71], Giedmet la factorisation :

P, = O, (3.26)
avecO; € R"*" |a matrice d’observabilité étendue & ¢ R™V-2+1 |3 matrice ayant
pour colonnes les (- 2i + 1) estimées Kalman-optimalds;, #;.1, ..., Zy_;} associées aux
(N — 2i + 1) données expérimentalés;, v;.1,...,ynv_;} & travers les équations du filtre de

Kalman en avant (3.17) :
X = [ &il#ial] . |Enoi ] (3.27)

Ces matrices sont calculées comme suit. La matficayant été calculée par (3.25), on
effectue sa décomposition en valeurs singulieres :

o o) [k

Pi=USV' =[ Uy %]{oo v

}:m&wf (3.28)
avecU € R etV ¢ RIW-2+1x(N=2+1) des matrices orthonormales®t= diag(o,
o2,...,0,) € R™", ou leso; sont les valeurs singuliéres non nulles@etelles que v, >
o9 > ... > o, > 0.Un choix possible du couplg;, X;) est alors :

0; =08 ; X=8"V] (3.29)
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Notons que d’autres choix peuvent étre effectués (voir annexe B).

A ce stade, on dispose, du moins en théorie, de I'ondide modeéle. En effet; n’est autre
gue le nombre de valeurs singulieres non nullesSd@onc le rang deP;), c’est-a-direr :
n = r. On dispose également de la matrice d’observabilité étendue et de la suite das. éats
probleme d’identification étant celui de la determination des matrices (A, CyY7uR premier
algorithme consiste a utiliser la matrice d'observabilité. Les matrioes” sont déterminées de
la méme maniére que dans la méthode de réalisation stochastique. Compte tenu de la propriété
d’ergodicité (3.21), on observe que :

R; = Y, Yy (3.30)
en particulier, on a Ry = Y0|0Y07|“0.
aveCYi‘i = [yi|yi+1| . |yN_Z-] S |RZX(N_2H_1) et%m = [y0|y1| R, |yN_2i] € |RlX(N_2i+1).
De cette observation, on montre facilement que :
R = V'Y, (3.31)
et, utilisant (3.16), la matrice de contrdlabilité étendue s’écrit :
C; = OIRy; (3.32)

Dans ce cas; est la matrice despremiéres colonnes dg.

Le deuxiéme algorithme qui permet de déterminer les matrices (A, CyXutilise la suite
des états du filtre de Kalman. Cet algorithme est intéressant car il permet de résoudre le pro-
bleme de markovianisation qui consiste, 'identification étant effectuée, a déterminer les ma-
trices (X> 0, Q, R, S). Les étapes de cet algorithmes sont présentées ci-dessous.

De (3.26) on tire :
X, = OlP, (3.33)
Posant :
Xip1 = [ Zialigal . [En—ipr ] € R7>* (N =2i+1) (3.34)
et, de la méme maniére que précédemment, on montre (cf. [71]) que cette matrice s’obtient par :
X1 = O} Py (3.35)

avecP;_; € RIIXN=2+D) ot O, = O, € R!D*" o0 O, est la matrice obtenue en
supprimant les derniéres ligneg;.

Notons que, par construction, les estimées de Kalman obtenues par la procédure ci-dessus
verifient,Vj € Ky_o;41 = {i,i+1,..., N —i}, eta une similitude prés, les équations du filtre

de Kalman en avant : . R
{xﬂle@+KUj (3.36)
yi =0z +f;
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ou (f;,j € Kn_2+1) €st une realisation restreinteéy_»; 1 d’un bruit blanc gaussien discret
(F;,j € Z) de variance matricielle E[FF]| = R,—CPC”, K/ estle gain de Kalman donné
par :

K/ = (G - APCT)(R, — CPCT)7! (3.37)

et (z;,7 € Kn_2+1), Suite des estimées de Kalman, est une réalisation restrefdte &

d’un processus gaussien stationnaire centré digéfetj € Z) de variance matricielld® —
E[X;X]] solution de I'équation de Ricatti :

P = APAT + (G — APC")(Ry — CPCT) "1 (G — APCT)T (3.38)

avecR, etG donnés par (3.13).

Dans la théorie classique du filtre de Kalman, on suppose connues les caractéristiques du
modéele (1.28) ainsi qu’une réalisation de la réponse et on cherche a estimer de facon recursive
et optimale la suite des états.

On voit donc apparaitre ici une particularité des méthodes de sous-espaces : on obtient des
estimées de Kalman de I'état avant de connaitre les parametres du modele, lesquels vont préci-
sement étre déduits de ces estimées. En effet, a partir de (3.36), et aprés quelques manipulations
détaillées dans [71], on obtient :

] =le el 69

avecYy; = [yilyi| .- lyn—i), X et Xy, donnés par (3.27)-(3.29)-(3.33) et (3.34)-(3.35), et

u;, v; des résidus matriciels, éléments d& ¥R —2+1) et R*(NV=2+1) regpectivement. Tenant
compte de ce qué’i, /’&-H etY;; sont connus et qu.é’z- et[ulv]]T sont des réalisations de v.a.
matricielles gaussiennes centrées indépendantes, la résolution de (3.39) au sens des moindres
carrés permet alors d’obtenir les matrices inconniesC' :

A X | ot
_ i X 3.40
{ ¢ } { Yie ] (3:40)

Les résidus matriciels sont ensuite calculés en revenant a I'équation (3.39), dans laquelle les
matricesA et C' sont maintenant connues, et en résolvant cette équatiop en

Connaissant ces résidus, on peut alors montrer [71] que,;muifisamment grand, la va-
riance matricielle (1.29) du modéle (1.28) peut étre approchée par :

ls%fz]*ﬁmwhf of | (3.41)

Enfin, la connaissance de (4, @, R, S) permet de déterminer (G;, Ry) par (3.13) et,
éventuellement, les caractéristiqueés et P du modéle de Kalman (3.36), par (3.37) et (3.38).

Notons que certains auteurs [69, 71] préconisent d’appliquer la décomposition en valeurs
singuliéres non pas®@,, comme en (3.28), maisidl; P, W, oUW, € R etW, ¢ RW-2H1)x(N=2i+1)
sont des matrices de pondération choisies par 'utilasteur et vérifiinte rang plein,
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rang(*Y,W2) = rang('y,). On obtient alors poul¥’; P;W, une factorisation du méme type
que (3.28) :

WiPW, =USVT = U, S, V' (3.42)
qui permet d’obteni®; et X; sous la forme :
O =W 'S 5 Xw, = 52V (343)

Cependant, l'introduction de ces matrices de pondération pose le probleme de leur choix,
qui n’est pas évident. C’est pourquoi, trés souvent, elles sont prises égales a l'unité, choix cor-
respondant a la version dite UPC (Unweighted Principal Component) de les méthodes de sous-
espaces.

Finalement, nous obtenons l'algorithme suivant :

1. Calcul des projections :

Pii = iy;/iy;r

2. Décomposition en valeurs singuliéres :
Wi P;Wy = USVT

3. Détermination de I'ordre du systeme en inspectant les valeurs singuliereS gamsuite
partition de la décomposition en valeurs singulieres dans le but d’oldfeeirs; .

4. Détermination d&; etO;_, par :
- Ol == WflUle
~- 0,1 =0,

5. Détermination deY; et X, par:
- X = 0O}P;

- X =0 Py

6. Détermination des matriceset C' en résolvant :

AT [ X ] g1
o] =[5 ]
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7. Détermination des matricés R etS de :

Q s1_ 1 wle v o
[ST R}”N—zwllwhui o |

8. Détermination d&, G et R, par :

Y = AXAT+Q
G = AXCT+ S
Ry, = CXCT+R

9. Détermination des matricéset K en résolvant I'équation de Riccati :

P = APA" 4+ (G — APCT)(Ay — CPCT) (G — APCT)T
K! = (G—APCT)(Ag — CPCT)™

L'identification des parametres du modele étant faite, la derniere étape consiste a estimer la
gualité du modéle identifié connaissant les données. Plusieurs points de vue peuvent étre consi-
dérés pour la mise en place de cette procédure de validation. En général, elle consiste a vérifier
gue l'erreur de prédiction résiduelle est effectivement un bruit blanc (ce sera notre cas).

Pour illustrer cette étape, nous considérons les équations du filtre de Kalman en avant défi-
nies par :

) 3.44
Yy = CTp + f ( )

ou les matrices du modele sont connues. A partir de la deuxieme équation de (3.44) on tire :

{ Ty = Ay + K fy

fe =y —C%r, = yr — U (3.45)

ouy, = C7y estla prédiction a un pas (ou prédiction d’horizon un). L'équation (3.45) définit
I'erreur résiduelle de prédiction.

En combinant les équations (3.44) et (3.45) on obtient le modéle suivant :

Zi‘k_,_l = (A - KfC)]AIk —f—Kfyk
{ A (3.46)

Ty,

La simulation du modéle (3.46), connaissant les matrices du systeme et la suite d’obser-
vation {y;, € Ix}, permet non seulement d’obtenir une prédiction de I'état mais aussi une
prédiction des sortieg,. Dans ce cas on peut évaluer I'erreur de prédiction définie par (3.45).
On définit alors I'erreur de prédiction totale par :

Zk 1 ykq gkq]2 3.47
l; T (540

avecy; , la ¢®™ sortie a l'instant:. Ce critére a été introduit par Peter Van O. et Bart De Moor
[71].
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Si l'ordre du systéme a été choisi correctement et si le bruit était un bruit blanc, alors les
parameétres ont été estimés correctement et I'erreur de prédiction résiduelle sera un bruit blanc.

Par contre, si I'erreur de prédiction résiduelle n’est pas un bruit blanc, on peut conclure que
I'estimation paramétrique obtenue n’est pas correcte soit parce que l'ordre choisi n'est pas le
bon, soit parce que I'hypothése faite sur le bruit n’est pas la bonne.

La validation du modéle peut se faire aussi par une analyse du spectre. En effet, a partir
du modéle identifié, il est possible de déterminer le spectre a partir de I'une ou l'autre des
expressions analytiques suivantes :

Syy(w) = [C(21, — A)7'G+ Ry + G" (27, — AT) ' C"] (3.48)

2—eJwAt

Syy(w) = [C(zL, — A)T'K) + 1] x Rx [L+ (KN (=71, — AT)"'C"] (3.49)

s—eiwAL
ou S, (w) € € est la matrice spectrale des données de sortiedansz = e/*2%) sont les
fréquences en [rd/s] a partir desquelles on évalue les fonctions matricielles (3.48) et (3.49). Les
éléments diagonaux dg,, (w), qui sont réels, sont les densités spectrales de puissance, tandis
gue les éléments extra-diagonaux (qui eux sont complexes) sont les inter-spectres. On peut alors
comparer le spectre estimé a partir des mesures et celui estimeé a partir de I'une des expressions
ci-dessus.

Il convient également de noter la difficulté de déterminer numériquement I'erdcemo-
dele. En effet, nous avons vu quecorrespondait au nombre de valeurs singulieres non nulles
deP; (ou deW,P; W, si les pondérations sont utilisées, ce nombre étant indépendant du choix
des poids). Or, en pratique, pour des raisons d’arrondis numériques et d'imprécision sur les me-
sures, il est trés difficile de détecter numériquement les valeurs singuliéres nulles et donc I'ordre
n. Il faut alors recourir & des procédés de substitution, dont le plus courant consiste a choisir
pourn I'indice correspondant au plus grand saut entre deux valeurs singuliéres consécutives.
Ce procédé doit toutefois étre appliqué avec prudence et n’est pas toujours probant. Pour les
problémes d’identification modale qui nous concernent ici, ou le nombre de modes significatifs
est plus important que I'ordre du modéle, il est préférable d’utiliser la méthode du diagramme
de stabilisation [37, 60] qui est un procédé sir ayant largement fait ses preuvek [P8st a
noter que cette remarque vaut également pour la détermination de I'ordre dans la méthode de
réalisation stochastique.

Notons pour terminer que les performances numériques de la méthode sont grandement
améliorées par I'emploi d’'une décomposition QR de la matrice de Hankel des Sgytjes.
Le paragraphe suivant donne un formulation algorithmique standard de la méthode incluant
cette décomposition.

3.4.1 Mise en oeuvre des méthodes

On trouve dans la littérature plusieurs versions des méthodes de sous-espaces, qui se dis-
tinguent par le choix des pondératiorl§ et IV, et des algorithmes utilisés dans la mise en
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oeuvre pratique de la méthode [71, 1, 37]. Cependant, toutes ces versions ont en commun d’uti-
liser une décomposition QR de la matrice de Harkgl ;.

Procédons a une telle décomposition. Nous obtenons :
Yoj2i-1 = RQ" (3.50)

oU R € R?>2 est une matrice triangulaire inférieure @ ¢ RZ>*V=2+1) yne matrice
orthonormale. Cette relation peut encore s’écrire :

Y(-)|i71 R11 0 0 QlT
Yiji = | Ran Ry 0 7 (3.51)
Yiti)2i-1 R31 R3» Rss QY
ou

Yoji1 € RI*(N=2i+1) . Yii € RIX(N-2i+1) . Yip1j2i1 € RL(—1Dx(N—2i+1)
Ry € |Rli><li; Ry € |Rl><li; Ry € |Rl(i—1)><lz‘
Rsy € R Ry € RIGDXL. Ry € RUG-DXIG-D)
QT ¢ RIP*(N=2i+1) . QT € RV (N=2i+1) ng e RIG—Dx(N=2i+1)

Suite a I'orthonormalité de la matrig2, nous verrons que I'estimation des matrices du sys-
teme peut se faire en utilisant que la matfiteD’ou une réduction de la complexité des calculs.

En adoptant les notations suivantes :

a) Ry.qm. = sous-matrice dék constituée des blods?,,;i <p < j, k< ¢ <l
[i:] [k:1] Pq
(b) Q[Tl.:j] = sous-matrice d” constituée des blod®)[;i < p < j)

nous pouvons alors écrire :
Pi = RpginQfia) 5 Pict = Risgna@lgy 3 Yii = Rpona@lg (3.52)

Par ailleurs, posant :

T — |: Og_lR[3:3][1:2] 1 c R(n+l)><l(i+1) (353)
I R
1 = [OJR[zzg]m]\O(nxn} € Rt (3.54)
D =1,7] € R"D" (3.55)
la relation (3.40) s’écrit :
[ é ] =D (3.56)
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et la relation (3.41) prend la forme :

& o]~ @-oram - oTyy (3.57)
D’ou l'algorithme :

1- Choix dei et construction de la matrice de Hankgh; ;.

2- Décomposition QR d&)y;_; : Yoj2;-1 = RQ7.

3- Extraction des matriceR.g1.1, Rjz:3)11:2) €1 Rj2:0)1:2) deR.

4- Calcul de7,, 7, etD par (3.53), (3.54) et (3.55).

5- Calcul deA etC par (3.56).

6- Calcul deQ, R et S par (3.57).

7- Calcul deG, ¥ et Ry par (3.13)

8- Eventuellement, calcul d& et P par (3.37) et (3.38).

3.4.2 Extraction modale

Une fois les matriced etC' du systéme estimées, il est possible d’en extraire les caractéris-
tigues modales de la structure, c’est-a-dire les fréquences pripies taux d’amortissement
modaux¢, et les observées des vecteurs mod@yXnotéesd,). Ces grandeurs sont obtenues
en résolvant le probleme spectral (i.e. aux valeurs propres) relatifRour cela, on commence
par résoudre celui relatif a la matriceconnue, supposée de dimension paire 2m. On sup-
pose en outre que la structure est faiblement amortie. Dans ces conditions, les valeurs propres de
A sont complexes et deux a deux conjuguées. On fotek € K,,), K,, = {1,...,n}, ces va-
leurs propres eV, k € K,,) les vecteurs propres associés, tels gue € K,,, AV, = a; V.

De la relationd = e*<2* et de la définition de I'exponentielle d’'une matrice, on en déduit que
A, a les mémes directions propres gdeet que ses valeurs proprés,, k € K,) sont liées
a celles deA par la relation Yk € K, a; = 4. De cette relation on tireyk € K, :

By = B8 = oy + juy, avec:

oy = BV ¥ ) ) (3.58)
B At ’ T AL '

ol a, = Re(ay) et = Sm(ay). Les fréquences propres et taux d’amortissement modaux
&, s’en déduisent :

1 9 9 O
_ / S S 3.59
Ty 2 %kt Ve S \Voi+ v} (3.59)
Enfin, les vecteurs modaux sont donnés par :
®, = H. U, (3.60)

D'ou : 3
O, =110, = C. U, (3.61)
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3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné une description détgili@mureuse des méthodes de
sous-espaces en mettant I'accent sur leurs aspects algorithmiques et sur leurs spécificités. Puis
nous avons montré comment les caractéristiques modales d’un systéme dynamique sous excita-
tion blanche gaussienne peuvent étre extraites a I'aide d’'une méthode de sous-espaces. L'étude
de ces méthodes a montré qu’elles requierent le choix par I'utilisateur de deux parametres : le
parametre de durée de mémairet I'ordre du systeme. Nous avons vu, compte tenu de I'ob-
jectif fixé, que le second parametre n’avait pas trop d'impact. Par contre le choix du premier
est trés important car un mauvais choix de ce paramétre peut altérer les résultats d’identifica-
tion. Cependant nous ne disposons pas de critére de choix objectif pour ce dernier. Il faut alors
procéder par balayage, ce qui constitue le point faible de l'identification par sous-espaces. Le
schéma ci-dessous résume les différentes étape du processus d’identification par une méthode
de sous-espaces.
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Données d’'entrées
N-suite{yx, k € Iy}

Construction de la

matrice de Hankel
Y0|2i71

Calcul de la matrice
de projection :

Pi
Calcul de la matrice Calcul de la matrice des
d’obsevabilité étendue estimées de Kalman
O; X,

Estimation des matrices
du modeéle d’état:
AetC

Estimation des Parameétres
modaux:
fi, & etd;

FIG. 3.1 —Processus d’estimation des parametres modaux a l'aide des méthodes de sous-
espaces.
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4.1 Introduction

L'objectif de ce chapitre est de présenter une méthode afgpour I'identification des ca-
ractéristiques modales d’une structure a comportement linéaire sous chargement ambiant basée
sur la technique dite du décrément aléatoire.

La méthode du décrément aléatoire a été développée de maniére empirique a la NASA, a
la fin des année®) et au début des années par Henry Cole [17], un ingénieur de la NASA,
juste apres le développement des algorithmes de transformation de Fourier rapide (TFR). Cole
travaillait alors sur I'analyse de la réponse dynamique des structures spatiales soumises a des
charges ambiantes. Le succés de cette méthode tient a sa simplicité d’utilisation, a des perfor-
mances €élevées et a sa robustesse observée par rapport a la nature des chargements. C’est un
outil facile d'implémentation et peu dispendieux en temps calcul.

L'analyse "intuitive" effectuée par Caughey [16] en 1961 sur la méthode du décrément aléa-
toire repose sur I'argument suivant. La réponse stationnaire d’une structure a comportement
linéaire excitée par une force aléatoire (souvent modélisée par un bruit blanc gaussien) est la
somme de deux termes (principe de décomposition-superposition) : un terme déterministe qui
dépend des conditions initiales et un terme aléatoire (supposé avoir une moyenne nulle) qui est
la convolution du processus excitation par la fonction de réponse impulsionnelle de la structure.
En effectuant une moyenne statistique de troncons de trajectoires débutant par les mémes condi-
tions initiales, la partie aléatoire devrait disparaitre. Il ne reste plus que la partie déterministe
(car il y a addition constructive puisqu’on part toujours des mémes conditions initiales), qui
n’est autre qu’une réponse libre du systéme avec certaines conditions initiales particulieres. On
peut donc utiliser pour I'identification des caractéristiques modales a partir du décrément des
techniques classiques développées pour identifier une structure a partir de sa réponse libre a un
lacher ou a une impulsion (comme par exemple la méthode d’'lbrahim).

L'idée était excellente, mais comme nous le verrons dans la suite, le résultat n’est pas en gé-
néral celui annoncé par le raisonnement précédent ; son analyse mathématique est plus difficile
et a donné lieu a de nombreuses erreurs. Il n’en demeure pas moins que cette méthode est trés
performante, a condition de savoir évaluer ce qu’elle fournit.

Un fait majeur sous-tend ces méthodes. Le bruit blanc, ainsi que nous 'avons vu, est une
distribution aléatoire dont la corrélation est une distribution de Dirac a I'instddhe impul-
sion est une distribution de Dirac au temps 0. Il y a donc une grande ressemblance entre ces
deux objets, pourtant apparemment trés différents, de sorte que la réponse d’une structure a une
sollicitation aléatoire stationnaire large bande et la réponse d’une structure a une impulsion (ré-
ponse impulsionnelle) vont avoir beaucoup de points communs. Et cela va bien apparaitre dans
les méthodes et oultils introduits dans ce chapitre.

4.2 Quelques résultats préalables

Nous rappelons brievement dans cette section quelquesatésutiles pour la suite concer-
nant la dynamique aléatoire et déterministe d’oscillateurs linéaires scalaires et vectoriels.
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4.2.1 Oscillateurs scalaires

La dynamique de tels oscillateurs est gouvernée par une équation différentielle linéaire du
second ordre sur R de la forme :

Y (t) 4 2wo&oY () + wiY (t) = f(t) (4.1)
avecw la pulsation{, le taux d’amortissement critique, suppasél, et f I'excitation.

(a) On supposé¢ (t) de la forme :f(t) = LN (t), avecL un réel non nul etV = (N (¢),t €

IR) un bruit blanc gaussien normalisé scalaire. On s’intéresse a la réponse statidhnaire
(Y(t),t € R) de (4.1) (c’est pourquoi nous n'avons pas adjoint & (4.1) de conditions initiales).

On sait que cette réponse est un processus gaussien stationnaire centré et qu’elle est, de ce
fait, entierement caractérisée par la donnée de sa fonction d’autocorrélatiorRyy (t) =

E[Y (t + u)Y (u)], définie sur R & valeurs dans R, et qui s’écvit,c R :

Ryy(t) = oy (

Wo

% sin wyt| 4 cos wdt) e~ woboltl 4.2
Wy

L \V1-6 (4.3)
ol =—"—"—— : wy=w — )
qwisy d 0 0

ouc? = E[Y?(t)] = Ryy(0) est la variance de la réponse stationnaire

avec :

o

(b) Soity = (y(t),t € Ry) la réponse de I'oscillateur (4.1) a une impulsion a l'instasat 0,
modélisée par la distributiofi(t) = pdy(t), ou p est une constante réelle donneéggest la
distribution de Dirac a l'instant = 0. Cette réponse est solution de I'équation homogene :

{ Y (t) + 2weboY (1) + wiY (t) =0, >0 4.9)
Y(0) = y0,Y(0) = 9o '
avec(yo, 9o) = (0, p), et s’écrit,Vi > 0:
e~ wobot
y(t)=p o sin wqt = phy(t) (4.5)

ou h, est la fonction de réponse impulsionnelle du filtre linéaire causal défini par (4.1), telle
quevVt € R:

e~ woot

hy(t) = sinwgtlR () (4.6)

Wq

(c) On a alors les résultats suivants :
R1) la solution (4.5) vérifieyr, > 0,Vt > 0:

i t

y(t 4 Tk) = Kwofo sin wyt + cos wﬂ) Z/(Tk) +
Wy

Wq
R2) Sur R, la fonction de corrélatiorR?yy est solution de (4.4) ave@, ) = (0%,0) et
vérifie (4.7).

R3) Sur IR, la fonction de réponse impulsionnellg est solution de (4.4) avegy, o) = (0,1)
et verifie (4.7).
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4.2.2 Oscillateurs vectoriels

La dynamique de tels oscillateurs est gouvernée par une équation différentielle linéaire du
second ordre sur Rde la forme :

MZ(t)+ DZ(t) + KZ(t) = f(t) (4.8)
et de représentation d’état :
X(t) = AX(t)+b.f(t)
{ Z(t) = HX() (4.9)

avecM € R™ ™ lamasseD € R™ ™ 'amortissement’ € R™ ™ larigidité, f I'excitation a
valeurs dans R*!, X = (Z7Z7)T I'état a valeurs dans IR*!, A, € R*"*?" et H, € R™**™
donnés par (1.3), (1.4) &t = [0 xm) | M 1]T € R,

(a) On supposel. asymptotiquement stable ¢{¢) de la forme :f(t) = LN(t), avecL €
IR™ ™ un coefficient matriciel donné & = (N (¢),t € IR) un bruit blanc gaussien normalisé
m-dimensionnel. Alors (4.8) admet une solution stationn&ire- (Z(t),t € R) qui est un
processus gaussien stationnaire centré dont la fonction de corrélatioR;,(t) = E[Z(t +
u)ZT (u)], définie sur R a valeurs dans"R™, s'écrit,Vt € R :

Rzz(t) = H.Rxx(t)H} (4.10)
avec .
ety s t>0
Box ()= semate i t<o (4.11)

ouy = E[X(t)XT(t)] € Matr(2m,2m) est solution de I'équation de Lyapunoi.X +
Y AT = —B.B!, avecB, = b.L.

(b) Soitz = (2(t),t € R,) la réponse de I'oscillateur (4.8) a une impulsion a l'instanat 0,
modélisée par la distributiofi(t) = pdy(t), olp = (p1,...,pm)T € R™ ! est une constante
matricielle donnée ef, est la distribution de Dirac a l'origine. Cette réponse est solution de
I’équation homogene :

t)+DZt)+ KZ({t) =0, t>0
{Z(O):z Z(0) = % (4.12)

avec(zl, 20)T = bep, SOIt 12 = Omx1y, 20 = M~ *p.
Elle s'écrit,vt > 0 :

2(t) = Hae'*'bop = ha(t)p (4.13)

ou i est la fonction de réponse impulsionnelle du filtre linéaire causal défini par (4.8), telle
que,Vt € R:

L(t) = Hee™"b, t) € ]
h Hee b AR, R (4.14)
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(c) On a alors les résultats suivants :
R4) La solution (4.13) vérifieyr, > 0,Vt > 0 :

2(t+ 73) = Hpe! { jg::; 1 (4.15)

R5) Sur R, la i-eme colonne?;; de la fonction de corrélation matricielle,;, est solution
de (4.12) ave¢z] , 25 )" = X H!; et vérifie (4.15), ot est la i-eme colonne d& .

52

R6) Sur R, la i-eme colonné, ; de la fonction de réponse impulsionneligest solution de
(4.12) aved =y, 25T = b.; et vérifie (4.15), o, ; est la i-eme colonne de.

Nous allons maintenant donner un cadre mathématique pour la méthode du décrément en
mettant en évidence les différents problemes qui se posent pour son analyse.

4.3 Principe de la méthode

Le point de départ est une trajectoire observée de la réponse structure a des sollici-
tations. Les analyses sont généralement menées en supposant qu'il s'agit d’un processus sta-
tionnaire ergodique. Mais la méthode est employée avec succes lorsque la sollicitation est par
exemple I'action d’'un TGV sur un pont ferroviaire ou d’excitateurs sur un pont routier ou au-
toroutier. Or, dans ces cas, la réponse est loin d’étre stationnaire. C’est pourquoi nous allons
présenter le décrément sous un angle qui permettra de comprendre les raisons pour lesquelles
ceci reste encore valable dans ces cas.

Considérons d’abord le cas ou nous disposons d’'une observation scalaire, que nous note-
ronsY’, de la réponse dynamique d’une structure en régime vibratoire libre ou entretenu. Cette
observation modélisera, par exemple, un déplacement scalaire de la structure, connu par un en-
registrement expérimental fourni par une voie de mesure. C’est une fonction qui sera aléatoire
(ce sera donc un processus) si la sollicitation ou les conditions initiales le sont. Fixons un niveau
a et considérons le processus ponctuel des instaraxquelsy” franchit ce niveau, i.e.

70 =0, Tpr1 = inf{t > 7., Y(t) = a} (4.16)

Les pointsr, sont appelémstants de déclenchement. lls peuvent étre définis a partir d’autres
conditions que le simple franchissement d’'un niveau. Dans le cas aléatoirg,dest aussi
aléatoires. SY” est une composante d’un processus de Markov, ce sont des temps d’arrét. Pour
chaquer;, nous considérons le reste de la trajectoire apgeappelésection finissante de la
trajectoire apresr,, ramené a l'origine. Effectuons ensuite la moyenne de ces sections.

La fonction (ou le processus) ainsi obtenue est la fonction du décrément (aléatbire si
est un processus aléatoire) associée au franchissement du miNEapratique, naturellement,
seulement un nombre fini de sections peut étre utilisé. Rosections considérées, on définit
la fonction du décrément d’ord® comme suit :

Dy (t) = % > Y(t+m) (4.17)
k=1
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LorsqueY” est un processus stationnaire, on étudie le comportement asymptotifpug e
lorsque N — +oo. Le nombre de termes de la suitedépend bien évidemment du nombre
de données, mais aussi de la longueur de la derniere section finissante qui définit la longueur
disponible pour le décrément. Comme nous ne disposons que d’un nombre fini d’observations
dans le temps, nous devons choisir le nombre de tergrefen d’obtenir une longueur suffisante
pour le calcul du décrément. Le processus d’estimation de la fonction du décrément dans le cas
scalaire (une seule voie de mesure disponible) est illustré dans la figure 4.1.

Y

R
|

(f
o
|

—o.5 - —

t(s)

FIG. 4.1 —Illlustration du processus d’estimation de la fonction du décrément aléatoire dans le
cas scalaire
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De la méme maniére, on peut définir la fonction du décrément dans le cas vectoriel (plu-
sieurs déplacements scalaires, et donc voies de mesure, considérés).=Soit (¢),t € R),
ouY(t) = (Yi(t),...,Yi(t)), le processus-dimensionnel stationnaire centré représentant une
observation vectorielle de la réponse stationnaire de la structure et intéressons-nous aux couples
de coordonnée§;, Y;) = ((Yi(¢),Y;(t)),t € R), (i,5) € {1,...,1}? de cette réponse. Pour
(¢, 7) fixé, considérons le couplg’, Y;), fixons un niveaw; € R et relevons la suite des ins-
tants(7/,k = 1,..., N,) ouY; satisfait une condition de déclenchement liée gpar exemple,
Y;(r]) = a;,k = 1,..., N;). Soit alors, pour chaqug/, la section finissante de la trajectoire
considéree d&; apréSTg, ramenée a l'origine. Pou¥; points de declenchement considéres, la
fonction du décrément relativeYa (i.e. a la voie de mesur@ est alors définie par :

N.
g 1 < .
J k=1

Le premier indice de la fonction du décrément fait référence aux voies de mesure pour
lesquelles les sections finissantes sont sélectionnées et moyennées, tandis que le second indice
fait référence aux voies de mesure pour lesquelles les points de déclenchement sont détectés.

t(s)

FIG. 4.2 —lllustration du processus d’estimation de la fonction du décrément aléatoire dans le
cas vectoriel
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Bien entendu, le temps d’estimation de la fonction matricielle du décrémean{Dj{,'j ()]
croit trés rapidement avec la taillade I'observation, c’est-a-dire avec le nombre de voies de
mesure. Afin d’accélérer la convergence de ces calculs, un algorithmes spécifique de décrément
vectoriel a été introduit par Ibrahim et ses co-auteurs [41]. Ce nouveau concept est aussi motive
par le fait que pour I'estimation des caractéristiques modales nous n’avons besoin que de cer-
taines colonnes de la matrice de corrélation ou du décrément.

Un aspect important de I'étude des fonctions (4.17) et (4.18) est I'analyse de leur compor-
tement asymptotique lorsque le nombre de points de déclenchement devient grand.

Le décrément ainsi défini apparaissant comme une moyenne empirique de sections de tra-
jectoires commengant toutes par la méme condition initidle.) = a, de nombreux auteurs en
ont conclu que cette quantité était un estimateur de I'espérance conditionn#l(e ¢les) par
révénement(Y (1) = a) (ou (Y (t) = a,Y (t) > 0) pour le franchissement en croissant), i.e.

E[Y(t +u)|Y(t) = a] (ou encore IE[Y(t L)Y () =a, V() > 0]) [72].

Orily aici une erreur fondamentale, qui est la confusion entre la conditi¢t) = a) pour
unt fixé et le fait de définir un instant aléatoirecomme l'instant oy’ (7) = a, et plus préci-
sément la suite croissante d'instantar la relation iy = 0, 741 = inf{t > 7, Y (t) = a}.

Il s’en suit que la définition formelle du décrément par une espérance conditionnelle sachant
(Y (t) = a) avec urx fixé estincorrecte. Et il y a & cela une premiere bonne raison : I'événement
(Y(t) = a) est de probabilité nulle, et on ne peut conditionner par un événement de probabilité
nulle d’apres les axiomes de N. Kolmogorov [46]. Une analyse de ce point, faisant appel aux
concepts deonditionnement horizontat conditionnement vertical, pourra étre trouvée dans
[13, 14].

Les bases mathématiques de la méthode du décrément ont toujours été effectuées en temps
continu [72] et [13]. Il reste alors a prendre en compte le fait que I'on travaille sur une suite de
mesures discrétisées du processus considéré. Ce qui constituera un aspect de notre contribution
a la méthode du décrément aléatoire.

Un autre aspect important de I'étude est I'analyse de la robustesse de I'algorithme du dé-
crément vis-a-vis de la nature de I'excitation. Nous allons montrer ici dans un premier temps
que cet algorithme fonctionne encore pour des excitations déterministes de type impulsions ou
trains d'impulsions (ce qui peut modéliser le passage d’'un TGV sur un pont par exemple).

4.4 Décrément déterministe

Nous considérons ici des oscillateurs linéaires déterteimisn nous limitant & deux types
tres fréquents d’excitation : I'impulsion et le train d'impulsions. Pour les oscillateurs sous mono-
impulsions, nous traitons le cas scalaire (oscillateurs a un ddl) et le cas vectoriel (oscillateurs a
plusieurs ddl). Pour les oscillateurs sous trains d'impulsions, seul le cas scalaire est considéré.
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4.4.1 Oscillateurs linéaires sous mono-impulsion

a) Cas scalaire

Nous considérons un oscillateur scalaire dont la dynamique est décrite par une équation de
la forme (4.1) dans laquelle I'excitatiofit) est une impulsion a I'instant 0 modélisée par la
distribution pdy(t), ou p est une constante réelle non nulle donnée. Dans ce cas, et d'aprés le
point (b) du paragraphe 4.2.1, nous savons que la réporséy(t),t € IR, ) de l'oscillateur
est solution de I'équation différentielle (4.4) aves, vo) = (0, p), que cette réponse est donnée
par (4.5) et qu’elle vérifie (4.7). Softy, k € Ky), Ky = {1,..., N}, uneN-suite croissante
d’instants associée a une condition de déclenchementaisoitDy(t) = + fo:l y(t + %)
le décrément scalaire correspondant. On a, d’apres (4.7), et pourxtout

1 . "
Dy(t) = = woéo sin wgt + coswgt | y(11) + sin wy i) J—
N k=1 Wd Wq
_ RYY sm wdt wOéot
= Z?J i) Zy 75) (4.19)
N3
soit, d’aprés (4.2), et en remarquant gqte> 0, Ryy (t) = —o? sin gt o
R Ry 1
vy ( YY ‘
Dy(t) = =5 N Z Y\ N > () (4.20)
7Y Y k=1

ouc?, donnée par (4.3), est la variance de la réponse statiorriaeel’oscillateur sous exci-
tation bruit blanc gaussieb (cf. point (a) du paragraphe 4.2.1)a§; = wio? estla variance

de la dérivée” deY.

Examinons alors ce que devient I'expression générale (4.20) pour deux cas particuliers trés
importants de condition de déclenchement.

(i) Franchissement d’un niveaunon nul

On se donne un niveauc IR* et on définit la condition de déclenchement par le franchis-
sement de ce niveau par la répopsea suite(r,, k € Ky ) est donc constituée des instangs
ouy vérifie :y(7,) = a. Par conséquent (4.20) s’écrit :

Ryy(t)  Ryy(t)

a 1
D%(t) = ol o7 A (4.21)
ou :
1 N
=2 i) (4.22)
k=1

Le graphe 4.3 de la fonction (dont on remarquera, vu son expression (4.5), qu’elle ne
differe deh,, sur R. qu’a une constante multiplicative pres) montre que le nombode points
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de déclenchement est fini des que 0. Ce nombre dépend bien évidemment du niveaout

comme d'ailleurs les instants de franchissemgnta constante\};, et le décrémenby(t). De

plus, la suite (finie) deg(7;) posséde trois particularités : (1) elle comprend, sauf pour des choix

tres particuliers (et que I'on peut toujours éviter) de valeurs dede longueurs de trajectoires

d’étude, un nombre pair de termes, (2) elle est alternée et (3) ses termes consécutifs (donc de

signes opposés) sont proches en valeur absolue (car on sufpesel). Par conséquent la

constante\l; est proche de zéro et on peut écrire :

D) ~ 20
Oy

a (4.23)

h(® o.o8

—0.02 |- —

—0.04 - B

—0.06 L L L L
o 0.5 1 1.5 2 2.5

FiG. 4.3 —Points de franchissement du niveau a pour une réponse impulsionnelle.

(ii) Franchissement en croissant du niveau zéro

La suite(r,, k € Ky) correspondant a cette condition de déclenchement est ici constituée
des instants; ou la réponse Vvérifie :y(7;) = 0, y(7x) > 0. Or, d’apres (4.5), cette contrainte

sera satisfaite a tous les instanisk € IN*, tels que 7, = W Portant ce résultat dans
(4.20), il vient alors, compte tenu de (4.5) :
: N k—1
Ryy(t) 1 —_orwoéo
DY (t) = — X — E w 4.24

soit, en reconnaissant dans cette expression la sommeé ge=miers termes d’'une progression
woéo

géomeétrique de premier terme 1 et de raisof v

Ry (1)

DY (1) = =270 (4.25)
Y
avec .
_9x N %080
aooplze o (4.26)

N — wpé
-9 0S0
Nl—e g
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La force des résultats (4.23) et (4.25) est gu'’ils permettent d’obtenir la fonction de corréla-
tion et la dérivée de la fonction de corrélation de la réponse stationnaire d’un oscillateur a une
excitation blanche gaussienne en utilisant uniquement la réponse de I'oscillateur a une impul-
sion a I'origine et un nombre finV de points de déclenchement, autrement dit en ayant recours
a un mode d’excitation qui n’a rien d’aléatoifdous disposons ainsi d’un estimateur fonc-
tionnel efficace de la fonction de corrélationRy et de sa dérivéeRyy-.

b) Cas vectoriel

Nous considérons maintenant un oscillateur vectatielimensionnel (i.e. & ddl) d’équa-
tion d’évolution (4.8) et de représentation d’'état (4.9), af&g une impulsion a 'origine mo-
délisée par la distributiopdy(t), olip = (p1, ..., pm)?T € R™*! est une constante matricielle
donnée. Dans ces conditions, et d’apres le point (b) du paragraphe 4.2.2, nous savons que la ré-
ponse: = (z(t),t € R, ) de cet oscillateur est solution de (4.12) ayef, 21" = b.p, qu'elle
est donnée par (4.13) et qu’elle vérifie (4.15).

Soit (74, k € Ky), Ky = {1,...,N}, une N-suite croissante d’instants associée a une
condition de déclenchement suret soit Dy (t) = + SV, 2(t + 7.) le décrément vectoriel
correspondant. On a, d’apres (4.15), et pour tout0 :

IPSPYE RSN 10
Div(t) = Hee™' 3 { o } (4.27)

Or, désignant paR,x la fonction d'intercorrélation des processtieet X = (27, Z7)7,
ou (X, Z) est la solution stationnaire de (4.9) lorsqlie- LN, avecL € R™*™ et N un bruit
blanc gaussien normalisé-dimensionnel, et pat € R?™*?™ |a variance matricielle de(,
définie au point (a) du paragraphe 4.2.2, odtaz> 0: Ryx(t) = H.e2'S. D'ol, vt > 0

Hee' = Ryx ()2 (4.28)

ouX'etRyx(t) = E[Z(t + u)X T (u)] sont de la forme :

1| P Fio , B |
o { R, B, | ¢ Bex(®=[Rzz(t) | Ry(h) ] (4.29)
avec .
Fu = Rgy+RyuRys (Ryz — RygRzyRys) RazRyy (4.30)
- — -1
Fi» = —RyR,; (Ry; — RyyRyLR,5) (4.31)
Fo = —(Ryy - RZ‘ZR;ZRZZ'Y1 Ry, Ry, (4.32)

1

Fyy = (Ryy— Ry Ry Ry5) (4.33)

ou R, = R..(0) est la variance matricielle de F1; et Fy, sont des matrices réellés: x m)
symétriques et définies positivesigt, F»; des matrices réellgsn x m) telles query; = FL.
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Dans ces conditions, I'expression (4.28), s’écrit encore :

At __ ) F11 F12
Het = [ Realt) | R0 | 1

= [ Rzz()Fuu+ R, ;(t)Fo1 | Rzz(t)Fia + Ry ;(t)Fas | (4.34)

Observant quek,, ;(t) = —R4(t) et posant :

1 & 1 &
=~ > zm) 5 by = ~ > i(m) (4.35)
k=1 k=1

il vient alors, en portant (4.34) dans (4.27) et en tenant compte de (4.35) :

an
Dn(t) = [ Rzz(t)Fi1 + Ry;(t)For | Rzz(t)Fiz+ Ry, (t) Fos | ~
by
CNLN ) dN
=Rzz(t)[ Fu | Fa ]| —Rzz(t) [ Fn | Fao ]| (4.36)
bn by
Posons maintenant :
an an
av=1[Fu | Fa] Coav=[ Fu | Fan] (4.37)
bN bN

alors I'expression (4.36) s’écrit :
Dy(t) = Rzz(t)ay — Ruz()q% (4.38)

On observe gue la fonction du décrément est une combinaison des colonnes de la fonction
de corrélation et de sa dérivée. On obtient ainsi une fonction du décrément vectorielle.

La généralisation au cas scalaire consiste, pour le choix des instants de déclenchement, a
prendre le critére de déclenchement sur une seule composante du vecteur a&ajoire-
mussen [7] propose de prendre une condition de déclenchement vectorielle en utilisant des
instants de décalage.

Remarquons que i = Y est un processus a valeur dans Ip et p; alors, compte tenu
des expression (4.30)-(4.33),on a:

Fii=Ryy(0)=1/0y ; Fa=0
Foy =0 F22—RYY()_1/U

car pour tout € R, R,y (t) = Ry (t) = 0 (Y étant stationnaire).
Dans ce cas, on ag}, = 4, qu = bN et I'expression (4.38) s’écrit :
9y
N . N
Ryy(t) 1 )1
DN (t) 0_2 N Z Y\T) 0_2_ N Z y
Y k=1 Y k=1

Identification des Systémes Dynamiques Stochastiques. Application a I'Evaluation Dynamique des Ponts Sous
Sollicitations Ambiantes



CHAPITRE 4. METHODE DU DECREMENT ALEATOIRE 76

On retrouve bien I'expression générale du décrément dans le cas scalaire.
Observons pour terminer, qu’en tenant compte de (4.10), la relation (4.38) peut se réécrire,
Vt>0:
Dy (t) = Helry (4.39)
avec :
ry = SH ¢k — AXHT g3 € R (4.40)

En comparant (4.39) a (4.10) et (4.14), on voit alors que le décréef) est de la méme
forme que les colonneB;(t) = H.e"<*(XH!); de la fonction de corrélatioR;(t) et que
cellesh, ;(t) = H.e*'b,.; de la réponse impulsionnelle,(t) poutt > 0. Cette particula-
rité tres intéressante peut étre exploitée avantageusement, pour I'estimation des caractéristiques
modales, en utilisant le décrément dans des méthodes standards telles que dans les méthodes
polyreference et d’lbrahim.

4.4.2 Oscillateurs linéaires sous train d'impulsions

Dans cette section nous nous limitons au cas scalaire. Les résultats s’étendent sans difficulté
aux oscillateurs linéaires vectoriels sous trains d'impulsions.

Considérons un oscillateur scalaire dont la dynamique est décrite par une équation de la
forme (4.1) dans laquelle I'excitatiof(t) est de la forme :

M M
t) =Y Pt —pT) =Y _ Ppbyr(t) (4.41)

p=0

avecM < IN* un entier donne7’ € R’ la période de I'excitation impulsionnelle &, <
R I'intensité de l'impulsion a l'instanpT" (I'excitation est donc considérée ici périodique de
périodeT).

La réponse de l'oscillateur s’écrit dans ce ¢asz> 0 :
—WOEO (t—pT)

Z Py—————sinwy(t — pT)IR, (t — pT) (4.42)

Pour toutt > pT', I'expression (4.42) peut encore s’écrire sous la forme :

i t
y(t) = [(w:l—jo sin wgt + cos wdt> Yo + Slr;jd yo} e~ wokot (4.43)
avec :
M .
T
o o= — P, 5111(5219 ) ewobopT (4.44)
p=0
M wol
U = Z P, (cos wapT) + ngo sin(wde)) eotorT (4.45)

p=
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L'expression (4.43) montre queest solution de I'équation homogéne associée a (4.1) avec
les conditions initialeg, ety, données ci-dessus.

Soit (74, k € Ky), Ky = {1,..., N} une suite d’instants associés a une condition de
déclenchement suyy. Compte tenu de I'observation faite ci-dessus, la solution (4.42) vérifie,
VTk >0,Vt>0:

' t
y(t+ 1) = [(O—&J sin wqt + cos wdt) y(1) + S W y(Tk):| ¢ —wobot (4.46)
Wd Wy

Le décrément scalaire correspondant étant défini ga (t) = + SV y(t + 1), ona
alors, en utlisant I'expression (4.46), > 0 :

N
t1
DN(t) = <0—§0 sin wgt + cos wdt> Zy Tk sm Wd N y(Tk)] —woéot
k=1
N
Ryy(t) 1 R
DN(t) = 1:;;( )N Zy(Tk) YY Zy Tk (4.47)
Y k=1

En examinant I'expression générale (4.47) pour les deux conditions de déclenchement dé-
finies précédemment, on voit que le décrément relatif au franchissement d’un nivedr*
par la réponse (4.42) est donné par (4.21) et que celui associé au franchissement en croissant du
niveau zéro est donné par (4.25), avec :

M —27 N 2080
szo Pyl—e v

_92 “’050
N 1—e 7w

LorsqueN — +o0, A3 — 0. Cependant, dans la pratique, le nombre de points de déclen-
chement est fini dona?3, est une constante (qui dépenddg

Ay =

(4.48)

Les résultats obtenus ci-dessus montrent que :

e dans le cas scalaire, suivant la condition de déclenchement utilisée, la fonction du décré-
ment est proportionnelle, soit a la fonction de corrélation, soit a sa dérivée et elle peut
aussi étre une combinaison des deux.

e dans le cas vectoriel, la fonction du décrément est vectorielle et elle est une combinaison
des colonnes de la fonction de corrélation et de celles de sa dérivée.

Il en résulte que dans le cas d’excitations de type impulsions ou trains d’'impulsions (qui n’ont
donc rien de stationnaires), la méthode du décrément pourra encore étre utilisée car, compte
tenu de l'identité de formes entre fonctions de corrélation et réponses a des lachers, on pourra
encore I'accoupler a des méthodes d’identification basées sur I'emploi de ces dernieres, comme,
par exemple, la méthode polyreference ou la méthode d’lbrahim.

4.5 Analyse asymptotique dans le cas gaussien stationnaire

La sollicitation est maintenant du type bruit blanc, de sque la réponse est gaussienne
stationnaire ergodique centrée. Nous allons rester aussi proche que possible de I'algorithme
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implanté. En pratique, on ne dispose que de versions échantillonnées du processus réponse,
avec un pas de tempst. Dés lors le résultat va dépendre de I'algorithme utilisé pour tester la
condition de déclenchement.

La formulation pratique du test de franchissement en croissant du nivestu
e = nf{jAt > 11 :Y;.1 <a et Y;>a}

Ceci est a rapprocher du conditionnement horizontal introduit dans [13] en temps continu.

Revenons au probléme qui nous intéresse ici, c’est-a-dire a I'analyse du comportement
asymptotique de)y(t) défini par I'expression (4.17) lorsqu€ — oo. Pour ce faire nous
nous appuierons sur le théoreme important suivant établi récemment par P. Bernard et L. Lei :

Théoréme 1 (Loi des grands nombres) Supposons le processbgyaussien stationnaire cen-
tré ergodique. Alors :
N

Dy(jAt) = % >V (7 + AL —— E[Y (jA!)[Co (4.49)
k=1

ouC, est la condition de déclenchement choisie, considérée a l'instant 0.

Notons que ce résultat est important a plusieurs titres :

e il tient compte de la formulation pratique du test de déclenchement;

e il permet de s’extraire de la difficulté liée au fait que les instants de déclenchement sont
aléatoires;

e enfin, il utilise un conditionnement par un événement de probabilité non nulle.

I suffit alors de calculer I'expression E[Y¥At)|Co] de (4.49) pour la condition de déclenche-
ment choisie. Les conditions de déclenchement les plus utilisées sont la condition de franchis-
sement d’'un niveau, la condition de franchissement en croissant d’un niveau et la condition du
point positif.

Nous allons établir les résultats relatifs a ces trois types de conditions.

4.5.1 Franchissement d’'un niveaw € R*

Cette condition de déclenchement est frequemment utilisée dans la technique du décrément
aléatoire. La formulation pratique du test est la suivante :

7 = inf{jAt>0:Y;1<a,Y;>aouY;_1>a,Y;<a}
T = inf{jAt>m:Y;1<a,Y;>a0uY;_ 1 >a,Y; <a}

T = mf{jAt>7n_1:Y,1<a,Y;>aouY;1>a,Y;<a}

oU,Vp € Z, Y, = Y (pAt).
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Dans ce cas, la condition de déclenchengigntiue nous noterons i€, s’écrit :
G = M<a,Y1>a)U (Yy>a, Y, <a)
= cilucy (4.50)

Les symboleg et | signifient que I'on franchit respectivement en croissant, en décroissant
le niveaua.

Pour cette condition de déclenchement explicitons maintenant le membre de droite de la
relation (4.49). Il vient :

E[Vilg] E[E[Yg|(%,Y1)]]

E[Y;|C] = =
VG = ey E [l
E |1..E|Y;:|(Y), Y]
_ |: CO [ ]|( 05 1)]:| (451)
E 1]
PuisqueY” est un processus gaussien stationnaire centré, on a :
E [Yj[(Yo,Y1)] = Ry,wRyw W 5 W= (Y. 11)" (4.52)
avec:
Ryw = [Ryy(j) | Ryy(j —1)] (4.53)
- 1 L —pm ]
Ryw = { 4.54
W RO =) o 1 (454
et ou, pour toup € Z :
Ryy(p)  Ryy(pAt)
= o(pAt) = = 4.55
pp p(p ) RYY(O) RYY(O) ( )
On en déduit :
Ry,w Ry W = apYo + a1Y; (4.56)
avec :
Pi — P1Pj-1 Pi—1 — P1Pj
=2 7T et S L 4.57
T T T (*.57)
L'expression (4.51) s’écrit encore :
E Yolee| + aqE |Yi1ce
Ev;/cs] — 20E ol £ 0nE Vil (4.58)

E 1]
ou les constantes, eta; sont définies ci-dessus.

Calculons maintenant les espérances mathématiques du membre de droite de I'équation
(4.58). Pour cela rappelons quelques résultats classiques.
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Le couple(Yy, Y1) étant gaussien, sa loi admet pour densité :

1 1 9 9
Iy, 2) = exrp | — —2pyz + 2 4.59
f(Yo,Y)(y ) 27TRyy<O)\/1—7p% p |: 2Ryy(0)(1 — p%) (y P1Y ) ( )
Par ailleursY, est une v.a. gaussienne, de densité :
Fo®) o] (4.60
= —erp | ——5— = .
ol QWRyy(O) b 2RYY(O)y

Une version réguliere de la loi conditionnelle Hesachant;, = y est alors donnée par le
noyau markovien de densité :

f(Yo,Y1)(y7 Z)

Falelo=9)="¢ (v)

Soit :
1

- jﬂe:cp {—ﬁu - my)Q] (4.61)

fY1(Z|YE) = y) =

ouo; = Ryy(0)(1 - pi).
Dans ce cadre, on a alors :
E [Yole:] = E [YOICST} +E [Yolcgl} (4.62)

Explicitons maintenant chacun des termes de droite de I'expression (4.62) :

cing] - |

—0o0

a

o h Falcl)) fo oy =
1

s o ([ oo [ragge o) on [ g

Effectuons le changement de variable :

Z_
ply:u@z:aau—i—ply
Oq

it - 50 L5 )

ou @ est la fonction de répartition de la loi normale réduite.

Il vient :

Cette derniére intégrale peut étre calculée d’abord par une intégration par parties, en posant :

Oa

u(y) :<I><M> " ' (y) :([;—i@/(l’”az:%
() =d(er[-mime]) |0 = e[y
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puis en effectuant le changement de variable :

J— ah =UuU Y =0,u+ap
04
On obtient alors :
R 0 1— ___a®
E [YblCGT} _ vy (0) |:1 —(1+p)® (u)} e 2Ryy (0) (4.63)
0 27T Oq
De la méme maniére, on montre que :
R 0 1-— _ %
E [Yolcgi} _ Y2Y( ) [pl —(1+p)® (u)} e 2Ryy () (4.64)
™ Oq4

Portant les expressions (4.63) et (4.64) dans (4.62), on obtient :

— a?
E [}/olca] _ RYY(()) (1 +p1) 1 —2® M e 2Ryy(0) (465)
0 2 Oa
Par un calcul analogue, on montre que :
—1 __a®
E [Yl]cg] _ RYY(O) (1 + /01) (1 — 29 (M)) e 2Ryy(0) (466)
21 Oa
De plus,on a:
IE ]C“ / fYo Y1 y7 )dde
’D(L
Yi Y, —
— 2E {@ <p1°—> 1{y0<a}} = 2E [@ (M) 1{Y1<a}} (4.67)
O - Oq4 -

ouDs ={(y,2) ER?: (y<a,z>a)U(y >a,z<a)}

Portant les expressions (4.57), (4.65), (4.66) et (4.67) dans (4.58) on obtient finalement :

Ryy (0) (75 + Pi-1) (1 —2e <M%ﬁ>) T (4.68)
2T E [CID <p1Yo a) 1{y0<a}} |

On en déduit, pour la condition de franchissement du nieeau

/ (pj + pj—1) (1 — 20 (22 o?
(]At) _1 RYY([)) J J ( < %a >) e ZRyy(0) (469)
N—oo 2 2

E [@ (Pl b-a ) 1{Y0<a}]

E[Y;|C5] =
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4.5.2 Franchissement en croissant d’un niveau

Pour cette condition de déclenchement, la formulation pratique du test s’écrit :

7 = inf{jAt>0:Y;1 <a,Y;>a}

T = inf{jAt>m:Y;1<a,Y;>a}

7w = inf{jAt>mn_1:Y,.1<a,Y;>a}
etona:

Co=Cll=(Yy<a,Y,>a) (4.70)

Examinons les cas # 0 eta = 0.
a) Casa # 0
Danscecas,ona:

@0E |Yolgr| + aE [Yilg |
0 0

E [Yj|ch] - (4.71)
E 1]
avecCy', aq etay définis respactivement par (4.70) et (4.57).
D’apres I'expression (4.63) :
. Ryy(O) CL(l — pl) ___a?
E Vol | = - o |1 (e (TP | e @72)
De méme :
. Ryy(O) a(p1 — 1) _#
E [Vily| - e O e I N R
En portant les expressions (4.72) et (4.73) dans (4.71) on obtient, aprés simplification :
—p;+ (ps + pjo1) @ (42 o2
enie] - B | C2)] ot o
" L
On en déduit :
_p_i_(p_'_pil)@ @ a2
Dy (jAt) fyy (0) ’ ’ ’ ( - > e 2Ryy(©® (4.75)
e 2 E [q) <—’”§°a_a> 1%9}}
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b) Casa =0

En posant = 0 dans I'expression (4.71), il vient :

eliet] - 4T3 s @

E [lch} = // f(Yo,Y1)(ya Z)dyd’z
{y<0,2>0}

ou:

avec .

1 1 9 9
,2) = exp | — —20yz + 2
f(Yo,Y1)(y ) QWRyy(O) /71 — p% % |: 2Ryy(0)<1 _ p%) (y P1Y )

En effectuant le changement de variables :

y =rcosf
0<r<+4oc , 0<6<2rm
z =rsinf

dans lintégrale ci-dessus, on obtient, tous calculs faits

E [1@} :[ VI (4.77)

= 2m (1 — pysin20)
Procédant ensuite au changement de variablean ¢ dans cette intégrale, il vient :

V1—p? /0 dt V1—p? /0 dt
27 oot 2 e

_ 1—p2) |1+ ( tlflp%)zl

2_9pt+1
Cette intégrale peut alors étre calculée en effectuant le changement de I Je=v. On

E 1| -

obtient :

—p1 A
]. 1— d 1 A/ 1—p
E [lch} A - —— [arctan v] i

2r J_ o 1402 27 o

1 ; 1 +7T
= — |—arctan | —— —
2w 1/1—p% 2

Ce qui peut encore s’écrire, aprés quelques manipulations :

1 1 .
E [ICST] = 17 3. arcsin(p; ) (4.78)
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Par suite, 'expression (4.76) prend la forme :

E[y;lc)l] = \f VERyy(0) — Pyt (4.79)

z— arcsm(plﬂ

soit encore :

E[Y;|c)] = \[ Ryy (0) x L Pimt (4.80)

arccos(pl)

On en déduit, pour la condition de franchissement en croissant du niveau zéro :

Dy(jAt) —— — \/ Ryy (0 L At Y (4.81)

N—oo arccos( p1)

4.5.3 Point positif

Cette condition est la plus simple et la plus "souple" des conditions de déclenchement. La
formulation pratique du test s’écrit simplement :

7 = inf{jAt>0:a; <Y; <ay}
T = inf{jAt>7 a; <Y; < ap}

e = nf{jAt >1_1:a; <Y; <a}

ol a; etas sont des réels.

On adansce cas:
Co = Cl" ™ = (a4, < Yy < an) (4.82)

etil vient alors :

E[1uwENN]]  pygan.

E Y-|C([)a1,a2] — = (4.83)
|: J :| IE [1 la1, a2]i| RYY(O)
avec .
. E [Yolcgal,ag]} v )dy
E |:1C[al,a2]i| faaf fYO (y)dy
0
ou:
fYo(y) - ;eim?f
27 Ryy (0)
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On en déduit :
. Ryy (jAL) _
Dy (jAt 4.84
N(j ) Nesoo RYY(O) a ( )
aveca défini ci-dessus.
Dans le cas patrticuliera; = 0, ay = 400, On obtient :
. = [Yolc([?‘*“]} _ Ly 2 oy
E|loi| Jo T fmldy Y m
D’ou le résultat asymptotique dans ce cas :
. Ryy(jAt) [2
Dy (jAt) — YYU(QJ ) \/;oy (4.85)
o Y

Examinons maintenant ce que deviennent les expressions (4.69), (4.75), (4.81), (4.84) et
(4.85) lorsqueAt — 0 etj — +oo, de telle maniere qugAt = t. Les calculs ne sont détaillés
gue dans le cas du franchissement d’'un niweaRour les autres conditions de déclenchement,
la technique étant la méme, nous nous contenterons de donner les résultats.

(i) Franchissement d’un niveau

Posons :
Efvicy - 257 (4.86)
avec :
fAY) = — B (0) (pj + pj-1) (1 - 29 (M)) eI (4.87)
2 Ogq
g(At) = 2E [@ (@) 1yo<a] (4.88)

Puisquef(0) = ¢g(0) = 0, on peut appliquer la régle de I'Hopital et il vient :
[ o SA) = J0) [ (A

A0 g(AL)  ato ¢ (At) — g(0) a0 ¢/ (AY)

Le calcul des dérivées des fonctions donne :

’ / /7 1 —_ _ a2
f (At) = — R}2/77<T0) {(jAtpj + (j — 1)Atpj_1> (1 — 20 (g))] e 2Ry (0)
Ry (0) [ ap, ] a2 _af0op)?
— 2(pi + pi_ e ByOe 203 4.89
o |2 e (14 p1)oaV2m (4.89)
/ ,0/1 __ad® _a®-p)?
g(At) = —————=¢ "vO¢e 2 (4.90)

/14
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Par suite :
fay \/?Ja L , / a(l — py) %
F 27 (]Atpj + (J 1)Atpj71) 1-29 p e 24
a
+rp1 (pj + pj-1) (4.91)

Or, puisque = jAt pourj — +oo et At — 0, il est facile de voir que :

o fay (A _ Byy(?)
im lim g(A1) im lim Jan =7 (t)a= Ryv (0)" (4.92)
Nous venons donc de montrer que, paugrand :
Ry (t
Dn(t) =~ ‘:;( )a (N — +00) (4.93)
Y

(ii) Franchissement en croissant d’un niveau

Par une démonstration analogue a la précédente, on obtient I'approximation suivante :

Dy(t) = R“;(t)a - R“;“) \/E;Y (N — +00) (4.94)
oy oy 2
Poura = 0 (franchissement en croissant du niveau zéro), il vient :
vy (1
Dy (t) ~ —RY§< ) Zop (N — +00) (4.95)
oy 2

(ii) Point Positif

Dans ce cas on obtient 'approximation asymptotique suivante :

Dy (t) &~ RZ’;“)& (N = +00) (4.96)
Y
avec .
- Jow yfv(y)dy

faaf fYo (y)dy

Dans le cas patrticulier; = 0, a, = +o0, il vient :

Ryy(t) [2
~ Y’;() Zoy (N — 400) (4.97)
oy U

Dy (t)

Compte tenu du fait que la fonction de corrélation de la solution stationnaire Y et la dérivée
de cette fonction s'écriventRyy (t) = C.e<'SCT et Ryy (t) = C.e' A, XCT, les expressions
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(4.93), (4.94), (4.95) et (4.97) peuvent encore s’écrire :

Dy(t) ~ C.e*'C' avecC' = —3CT (4.98)

Oy
1

Dx(t) = Coe™'c? avecC? = —xCT — —,/ZAxCT (4.99)
oy oy \ 2
|

Dn(t) ~ C.e?'C3 avecC® = —— gACECZ (4.100)
Oy
1

Dn(t) ~ C.e™'Ct avecC* = — gch (4.101)
Oy

Les expressions ci-dessus montrent, d’'une part que le décrément aléatoire peut étre utilisé
pour I'estimation de la fonction de corrélation et d’autre part que la fonction du décrément est
de la méme forme que la réponse libre ou a une impulsion du systéme. Par conséquent les
méthodes classiques d’estimation des parametres modaux, telles que la méthode polyreference
(PTD), la méthode de réalisation stochastique et la méthode d’lbrahim peuvent étre utilisées
pour extraire les parametres modaux a partir de la fonction du décrément.

45.4 Commentaires des résultats

A la lueur des résultats obtenus dans les paragraphes précédents, trois remarques s'imposent :

1- Nous avons retrouvé les résultats proposeés dans la littérature pour les conditions de fran-
chissement d’un niveau et du point positif. Par contre, pour le franchissement en croissant
d’un niveau, notre résultat différe (par une constante multiplicative) de celui trouvé par
Asmussen [7]. Et notre résultat est le bon, car confirmé numériquement, comme nous le
verrons plus loin. On met ainsi en évidence de fagon flagrante I'erreur de vouloir inter-
préter le décrément comme une espérance conditionnellle.

2- Nous avons montré (cf. (4.93), (4.95), (4.96), (4.97)) que le décrément est un estimateur
de la fonction de corrélation de la réponse stationnaire et de sa dérivée.

3- Une question reste ouverte : laquelle des conditions de déclenchement vaut-il mieux
choisir ?

On peut noter, concernant ce dernier point, que la réponse n’est pas facile a donner. Mais
guelle qu’elle soit, elle devra intégrer dans sa logique deux éléments importants : le nombre de
points de déclenchement (il en faut un nombre minimum) et la variance de I'estimateur, c’est-
a-dire de la fonction du décrément (il faut pouvoir I'évaluer). Or, pour ce qui est de la variance,
son calcul est tres difficile du fait de la définition adoptée pour le décrément. Nous pouvons
tout de méme avancer I'argumentation suivante. On pourrait penser que la condition du point
positif, qui fournit plus de points de déclenchement que les deux autres conditions, est la plus
pertinente des trois. Cependant, les nombreuses sections finissantes utiles au fonctionnement
de I'algorithme qui utilise cette condition sont trés peu différentes les unes des autres car trés
peu décalées. Dés lors, la variance d’estimation contient des termes d’intercorrélation qui ne
s’annulent pas et par suite cette variance sera importante.
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Reste alors les deux autres conditions. Toutefois, celle de franchissement en croissant du
niveau zéro semble mieux convenir, car elle permet d’obtenir plus de points de déclenchement
gue la condition de franchissement (en croissant ou décroissant) d’un niveau.

4.5.5 Compléments algorithmiques
Il s'agit ici :

1- de fournir des informations permettant de choisir avec pertinence la longueur d’estimation
de la fonction du décrément;

2- d’évaluer la qualité de I'estimée obtenue de cette fonction.

A cette fin, un test intéressant est celui de symétrie, qui consiste a vérifier les propiétés de
symeétrie de la fonction de corrélation du processus réponse. Les éléfedescette fonction
matricielle doivent en effet vérifiev,r € R :

R@(T) = Rji(—T) (4102)

A la fonction de corrélation estimée a partir du décrément, on associe la fonction d’erreur
Suivante :

ef(7) = Rij(7) —QRji(_T) (4.103)

ou E’ij est I'estimée brute de la fonction de corrélation.
Une estimée corrigée de la fonction de corrélation peut alors étre obtenue par :
Rij(1) + Rji(—7)

R (1) = 5 (4.104)

Une maniere de prédire la longueur d’estimation de la fonction du décrément consiste a re-
présenter sur le méme graphe la fonction d’erreur définie par I'expression (4.103) et la fonction
de corrélation définie par (4.104). A partir de ce graphe il est alors facile de détecter lorsque la
fonction de corrélation se dégrade ce qui se traduit par une augmentation de I'erreur [7].

Pour des exemples simples ou la matrice de corrélation peut étre calculée analytiquement,
I’évaluation des fonctions de corrélation peut étre effectuée (aprés normalisation) en calculant
I'erreur d’estimation définie par :

2

M-1
1 .
€ = i E [Rij(kAt) — Ry;(kAt) (4.105)
k=0

)

avec)V/ la taille de I'échantillon du décrémerR;; (kAt) la fonction de corrélation théorique et

~

R;;j(kAt) son estimee par le decrement.
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4.5.6 lllustrations numériques

Afin d'illustrer les résultats donnés par les différentes conditions de déclenchement, nous
considérons deux exemples de systéemes dynamiques linéaires du second ordre : I'un de dimen-
sion un, I'autre de dimension deux.

(a) Oscillateur a un ddl

On considére 'oscillateur linéaire scalaire d’équation d’évolution :

V(1) + 2wob&oY (1) + w2Y (t) = LN (t) (4.106)

ou est un bruit blanc gaussien normalisé scalaite= 47rad.s~', & = 0.01 et L = 1.67%/2,

Pour cet exemple simple la fonction de corrélation de la réponse stationnaire de (4.106) est
donnée explicitement par (4.2). On peut alors comparer la fonction corrélation estimée a partir
du décrément a la fonction de corrélation théorique connue. Le calcul du décrément est effectué
a partir d’'une trajectoire échantillonnée de la réponse stationnaire, obtenue en utilisant I'algo-
rithme de simulation présenté dans I'annexe A (premiére méthode). La fréequence d’échantillon-
nage est de0H =z ce qui correspond a un pas temporel d’échantillonnage- 0.05s. La taille
de I'échantillon simulé esvV = 4000.

(i) Cas du franchissement d’'un niveau

La condition de déclenchement utilisée est le franchissement du niveay20y. La lon-
gueur de la fonction du décrément a éteé fixée & 50 ce qui nous a permis de disposerXdé
points de déclenchement pour les instants positifs eét’degpoints pour les instants négatifs.
Les fonctions de corrélation estimée et théorique, cette derniére donnée par I'expresion (4.2),
sont représentées sur la figure 4.4. La figure 4.5, sur laquelle nous avons également représenté
la fonction d’erreur, présente le méme type de comparaison mais ou I'estimée a été corrigée par
la formule (4.104).

Les figures 4.4 et 4.5 montrent que les estimations sont bonnes. On peut constater sur le
graphe de la figure 4.5 que l'erreur est tres petite par rapport a la fonction de corrélation et
gu’elle croit avec le temps. Ce graphe nous a permis de choisir une longueur d’estifdation
satisfaisante pour le décrément, égal®.a
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"
—0.5
t (sec)

FIG. 4.4 —Franchissement du niveau: = /20y - Comparaison entre I'estimée brute de la
fonction de corrélation et la fonction de corrélation théorique (— : théorique; : estimée

brute).

1
t (sec)

71,50
FIG. 4.5 —Franchissement du niveaw: = /20y - Comparaison entre I'estimée corrigée de
la fonction de corrélation et la fonction de corrélation théorique (— : théorique-; : estimée

corrigée ; —.— : fonction d’erreur).

(i) Cas du franchissement en croissant d’'un niveau
On considére ici le méme type de comparaison que dans le cas précédent, mais en utili-

sant la condition de franchissement en croissant du niveaveca = /20y, et en prenant
pour variable de comparaison non pas la fonction de corrélation mais la fonction du décrément

Sollicitations Ambiantes
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(comparaison de la fonction du décrément estimée a la fonction du décrément théorique (4.94)).
Les résultats sont représentés graphiquement sur les figures 4.6 et 4.7. La figure 4.6 compare
I'estimée brute de la fonction du décrément a la fonction du décrément théorique. La figure 4.7
présente le méme type de comparaison mais avec cette fois I'estimée corrigée de la fonction du
décrément a la place de I'estimée brute. Cette estimée corrigée est donnée par :

_ lA)H(T) -+ ﬁn(—T)
2

DS (7) (4.107)
ou Dy (7) est I'estimée brute.

De méme que pour la fonction de corrélation on peut définir une fonction d’erreur pour
I'estimée du décrément :
[)11(’7') — DH(—T)
h(r) = 5

Cette fonction est représentée graphiquement sur la figure 4.7.

(4.108)

La condition de déclenchement fourhit7 points de déclenchement pour les instants posi-
tifs et 141 points pour les instants négatifs. La encore, les estimées sont correctes.

t (sec)

FIG. 4.6 —Franchissement en croissant du niveau = /20y - Comparaison entre I'estimée
brute de la fonction du décrément et la fonction du décrément théorique (— : théorigue ;
estimée brute).
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t (sec)

FIG. 4.7 —Franchissement en croissant du niveau = /20y - Comparaison entre I'estimée
corrigée de la fonction du décrément et la fonction du décrément théorique (— : théorique;

—— : estimée corrigée :-.— : fonction d’erreur).

Examinons maintenant le cas au= 0. Autrement dit, nous considérons la condition de
franchissement en croissant du niveau zéro. Les figures 4.8 et 4.9 comparent les estimées brute
et corrigée de la fonction de corrélation a la fonction de corrélation théorigue. Comme précé-

demment on peut observer que ces estimées sont de qualité trés satisfaisante.

0.08
0.06 -
0.04 -

0.02 - I

—0.02
—0.04 / \ \
| | \ J

—0.06 -

-1 —0.5 o
t (sec)

—0.08
—-2.5 -2 —-1.5 0.5 1

FIG. 4.8 —Franchissement en croissant du niveau = 0 - Comparaison entre I'estimée brute
de la fonction de corrélation et la fonction de corrélation théorique (— : théorique-; :

estimée brute).
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0.08

0.06

0.04

0.02

—0.02

—0.04

—0.06

—0.08

t (sec)

FIG. 4.9 —Franchissement en croissant du niveau = 0 - Comparaison entre I'estimée
corrigée de la fonction de corrélation et la fonction de corrélation théorique (— : théorique;
—— : estimée corrigée +-.— : fonction d’erreur).

(iif) Cas du point positif

La condition de déclenchement est celle du point positif ayee 0 eta, = +o00. Ce choix
fournit 1969 points de déclenchement pour les instants positifS&t pour les instants négatifs.
Les figures 4.10 et 4.11 présentent le méme type de comparaison que dans les cas précedents.
On constate une fois encore une bonne adéquation entre estimées et cible.

1

o.s| f | a
o.e ! /

i
o.al I / -

0.2 - / —

—2.5 7‘2 71‘.5 7:‘L 70‘.5 . (sec) 015 :‘L 115 é 2.5
FIG. 4.10 —Condition de point positif : a; = 0, a; = +o0o - Comparaison entre I'estimée
brute de la fonction de corrélation et la fonction de corrélation théorique (— : théorigue ;
estimée brute).
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corr
w0

R

t (sec)

FIG. 4.11 —Condition de point positif : a; = 0, a; = +o0o - Comparaison entre I'estimée
corrigée de la fonction de corrélation et la fonction de corrélation théorique (— : théorique;
—— : estimée corrigée +-.— : fonction d’erreur).

(b) Oscillateur a deux ddl

Cet exemple concerne un oscillateur de dimension deux dont le comportement dynamique
est décrit par I'équation du second ordre :

MZ(t)+ DZ(t) + KZ(t) = LN (t) (4.109)
oUN = (N7, N5)T est un bruit blanc gaussien normalisé bidimensionnel et :

10 1.35  —1.50 700 —200 10
M:[O 1}’D:[—1.50 2.70 }’K:[—zoo 500 }’L:{o 1]

La fonction de corrélation de la réponse stationnaire= (Z,, Z,)" de (4.109) s’écrit, pour
t>0:

RZIZI (t) RZI Z2 (t)

_ _ Act T
Rort) = | o) oty | = 0 0

ou Y € R**? est solution de I'équation de Lyapunavy: + YA = —B.B,, avec :

0 I 0
A= {_ e ]\(ji?D} ; B. = L\f—ﬁﬂ D He = [Ti2x2) Opaxa)] (4.111)

Nous ne présentons ici les résultats que dans le cas du point positif.

Les figures (4.12) et (4.13) relatives a cet exemple présentent le méme type de comparaison
gue dans les exemples a une dimension, la cible étant ici donnée par (4.110). La comparaison
concerne les terme;; = Rz, de cette cible et leurs estimées par le décrément. On constate
a nouveau la tres bonne qualité des résultats obtenus, justifiant ainsi la pertinence de I'emploi
de la méthode du décrément pour I'estimation des fonctions de corrélation.
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Ru(l)

FIG. 4.12 —Condition de point positif u; = /20y, a; = +0o0 - Comparaison entre I'estimée
brute de la fonction de corrélation et la fonction de corrélation théorique (— : théorigue ;
estimée brute).
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t (s

t (s>

XS]

t (s)

FIG. 4.13 —Condition de point positif u; = /20y, a; = +0o0 - Comparaison entre I'estimée
corrigée de la fonction de corrélation et la fonction de corrélation théorique (— : théorique;

—— : estimée corrigée +-.— : fonction d’erreur).
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4.6 Méthode d’'lbrahim

4.6.1 Rappels

(a) Soient((5y, ®x), k € K,,), K,, = {1,...,n}, les solutions du probléme spectra|3z M +

BxD + K)®, = 0. D’apres les résultats du chapitre 2, ces éléments sont aussi solution du
probleme aux valeurs propresV, = 5.V, (i.e. 8, et U, sont les éléments propres relatifs a

la matriceA,) et ot ¥, = [®f, ﬁkrbﬂT. On a alors classiquement :

A=UTAT < A, =UTAD! (4.112)

avecA = diag(31, B, - . ., Bm, Bm) EC™" €tW = [Uy| V4] ... |¥,,|¥,,] €C™*". De plus¥ est
de la forme :

R .
\p:[qm} eC (4.113)

avec® = [@,|®y] ... |D,,|P,,] €C™*".

(b) Soity = (y(t),t € R, ) la solution sur IR de I'’équation homogéne associée a (1.6), issue
de la condition initialeX (0) = xo = (21, )7, c’est-a-dire la solution de :

X(t) =AX(t), t>0
X(0) =mzo= (21, z)" (4.114)
Y(t) =C.X(t), t>0

et donc aussi de I'équation :

MZ(t)+DZ({t)+ KZ(t) =0, t>0
Z0) =2 : Z(0)=% (4.115)
V(t)=14Z(t), t=0

avecll,; € R™™ |e projecteur de R*! dans R*! associant aux ddl du modéle, regroupés dans
Z(t) € R™1, les ddl mesurés, regroupés dang) ¢ R*!, C. = II;H, € R*" et A., H, les
éléments de IR et R™*", respectivement, donnés par (1.3) et (1.4), avec2m etl < m.

Ona,\vt > 0:
y(t) = Cetlag (4.116)
Tenant compte de (4.112), de ce qfé? ' = TeAU-! et posant :

g = VUlzg=01 0T e (4.117)

d = CU=I,HT=I;dcC* (4.118)
L'expression (4.116) prend alors la formé&,> 0 :

y(t) = deMqq (4.119)
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() N = (N(t),t € R) désignant un bruit blanc gaussien normalisélimensionnel ef. un
élément de R*™ de rangp < m, soitY = (Y (¢),t € IR) le processus gaussien centré solution
stationnaire de (1.5), donc aussi de :

MZ(t)+ DZ(t) + KZ(t) = LN (t)
{ Y(t) =z (1)

et soitRyy : R — R 1t — Ryy(t) = E[Y(t +u)Y7T(u)] sa fonction de corrélation. On a,
Vt>0:

(4.120)

Ryy (t) = C.e'2CT (4.121)

avecY. solution de I'équation de Lyapunot,.>: + X A? = —B.B!, C. = 1I;H, et A., B., H,
donnés par (1.3) et (1.4).

Compte tenu de (4.112) et (4.118), et posant :
Co =Vv'2Cr = v vg T e (4.122)

cette fonction de corrélation, telle qug-y(—t) = RL,(t), Vt € R, peut alors se réécrire,
Vt>0:

Ryy (t) = ®eMCy (4.123)

(d) Soith la fonction de réponse impulsionnelle du filtre linéaire causal défini par (1.6). Elle
s’écrit,vVt > 0 :

h,(t) = C.e*'B, (4.124)
soit, d’apres (4.112) et (4.118) :
hy(t) = ®M B, (4.125)
avec :
B, =U"'B, eC™™ (4.126)

(e) SoientRyy,(t) eth, ;(t) lesi-emes colonnes des matricBsy (t) € R™! eth,(t) € C*™
respectivement. D’aprés (4.123) et (4.125), elles s’écrivent :
Ryvi(t) = ®eMCo; 3 hyi(t) = eMB,, (4.127)
ouCy; et eth eC™ sont lesi-mes colonnes dg, et B. respectivement.
(f) Soit DY, la fonction vectorielle du décrément associée a une condition de déclenchement
sury mettant en jeuV instants de déclenchement. Tenant compte du faiffquell;Z et des
relations (4.39), (4.112) et (4.118), cette fonction s’évffit> 0 :
DY (t) = deMey (4.128)
aveccy = U~ lry €C™*! etry donné par (4.40).
Comparant les expressions (4.127) et (4.128) a (4.119), on voit alors que la fonction du
décrémentD?,(¢) et les colonnes d&yy (t) et h,(t) ne différent de la réponse libigt) qu'a
une constante matricielle multiplicative prés. Ce résultat, trés important en pratique, est a la

base de plusieurs méthodes d’extraction modale, dont la méthode PTD (Polyreference Time
Domaine) [7, 28] et la méthode d’Ibrahim présentée ici.
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4.6.2 Principe de la méthode

La méthode d’'lbrahim [42, 28] est une méthode d’identification modale, donc basée sur la
résolution d’un probleme spectral (i.e. aux valeurs propres). Formulons ce probléme.

Rappelons d’abord que la donnée de base est une fdmillé € Iy}, Iy = {0,1,...,
N — 1}, d’élémentgy, € R' représentant les valeurs mesurées aux instgnts kAt k € Iy)
de ! ddl de la structure, valeurs enregistrées a cadence réguliere de pas cavspantun
systeme de mesure-Vbies" approprié. Assimilons alors lggs a des observations aux instants
t; de la réponseg = (y(t),t € R,) d'un systeme dynamique homogene de la forme (4.115).
D’ou, d'apres (4.119) :

e = y(tn) = y(kAL) = DeMAq, ke Iy (4.129)

Nous obtenons ainsV relations dans lesquelles les inconnues sont les matficesC*",
A eC" etgy €€, avecn = 2m. Or, el et g, étant de la forme :

eAt = diag(eﬁlta 65115’ s 7€Bmt7 eBmt> ; do = (q0,17 50,17 v 7qo,m7 q_O,m)T (4130)
Posons :
F = eAAt = di@g<€B1At7 eglAt ceey eﬁmAta BBMAt) ; QO = dmg(@o,h q_0,17 s >q0,m7 q_O,m)
(4.131)
et,vVj € IN: ) )
NU) = (BBt BUAL | oBmiAt oBmiAt)T (4.132)
Il est alors facile de vérifier qu&y € IN :
’YUH) =TIy 5 g = QO’YU) (4.133)
Par suite, (4.129) se rééchitk € Iy :
yr, = OT* gy = 2Qpy ™) (4.134)

Considérons lav-suite des mesures expérimentales, k € In} = {vo, 1, - - -,
Yn—2,Yn—1} et extrayons de cette derniére les deux sous-suites de lonueur suivantes :
{vo,y1,---syn—2}, {¥1,¥2, ..., yn_1}, la seconde se déduisant de la premiére pataoalage
avantde pasAt. Associons ensuite a ces deux sous-suites les matrices :

Yo = [wlyal - lyn—2] € RZNTY (4.135)
Vi = [nlyal - lyn-a] € RZY (4.136)

gui peuvent aussi s’écrire, d’'apres (4.134) :
Yy = [éQO’V(O)ﬁ)QOV(l” - @QOV(N_Q)}

Yy = [éQOV(l)@Qo’Y(Z”---@QUW(N_D}
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soit encore, pour la seconde, d’apres (4.133) :
Vi = [2QoIvV[dQoyW|. .. [@QeIy N
On peut alors voir qug’s et), sont liées par la relation :
Yy=A), (4.137)
avecA € R™! une matrice de décalage vérifiant :
ADQ, = PQ,I (4.138)

Or, chaque membre de I'égalité ci-dessus est une matrice compbexe) (LADQ, eC™™,
dQ,I" eC™". Donc (4.138) équivaut aux = 2m égalites de colonnes{A@Qo)k = (CDQO Vker
ke K, ={1,...,n}, soit encore .Acbkq(]k = CDqu Wk k€ K, oud, € C*! est lak-éme
colonne de la matrlc@ e C™*" et ol nous avons poséy; = e, Par suite, la matricel
vérifie,Vk € K, :

AD), = 7, Dy, (4.139)

La méthode d’lbrahim est basée sur les relations (4.137) et (4.139). En effet, les nddjrices
et); étant connues par (4.135) et (4.136), 'equation (4.137) peut étre resaiaesens des
moindres carrés. On obtient :

A=YV =397 (¥,37) " (4.140)

Connaissan#, on resout ensuite le probleme aux valeurs propres (4.139). On obtient ainsi
lcouples solutiongy, ®,). Or,Vk € K; = {1,...,1}, » = €4 On en déduityk € Kj,
Ok = = 0} + jvg, QVec :

/2 2 tan~! (&
:% . M (4.141)

’ k At

ou a;, = Re(yx) etb, = Sm(y:). Les fréquences modalgh et les taux d’amortissement
modaux§, s’en déduisent :

1 o
fo=go\Joi+ 0} &:——JQ’;VQ (4.142)

k k

Ok

Les déformées proprals, sont solutions de (4.139).

4.6.3 Utilisation pratique de la méthode d’lbrahim, lien avec la fonction
du décrément
Observons que la méthode d’lbrahim, dans la version que nous venons d’en donner, présente

I'inconvénient de ne fournir du contenu spectral qu’une description limitéd ddk mesurés
alors que le modéle éléments finis sous-jacent, garant d’'une description fine de ce contenu, en
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comptem > [. Il en manque donk voies pour qué+ !’ = m. On constate donc que le nombre

de modes est dépendant du nombre de points (ou voies) de mesure. Ceci constitue un des points
faible de la méthode. Pour pallier cet inconvénient, Ibrahim a proposé une version améliorée
de la méthode, basée sur la notionp$eudo-mesures. L'idée est de créer artificiellement un
nombre supplémentaire de voies de mesure en construisant, a partir de la suite mere des données,
des sous-suites décalées dans le temps. Par cet artifice, on peut alors augmenter la ¥aleur de
et de ce fait enrichir la description de la signature spectrale. Cette technique est présentée ci-
dessous.

On sait que la réponse d’'un systeme dynamique homogéne de la forme (4.115) s’écrit aux
pointst, = kAt :

y(kAt) = dIqy, ke Iy (4.143)
On construit un second vecteur, appelé pseudo-mesure, défini par :
i1 ((k + p)At) = &, gq (4.144)

y; n’est qu’une version retardée devoies de mesures de En assemblant les deux mesures
on obtient :

_ y(kAt) B b -
£ { y1((k + p)At) ] = { b, 17 ] o = DT g (4.145)
avec .
o
&= [ O,I7 } (4.146)

On peut alors appliquer ce résultat a ce qui a été fait précédemment.

Le lien entre la méthode d’lbrahim et la fonction du décrément est direct. En effet, écrivant
(4.128) aux instants, = £At, nous obtenons :

d) = D% (ty) = D% (kAt) = ®eMBey, ke Iy (4.147)

Comparant (4.147) a (4.129) nous remarquons alorsdjuee différe dey, que par sa
constante de queug qui, comme nous l'avons vu, n’intervient pas dans la méthode d’lbrahim.
Nous pouvons donc appliquer cette derniere a la guifek € Iy} pour estimer les paramétres
modaux du modele. Le lien est ainsi établi.

Considérons maintenant la réponse stationiaide systeme dynamique stochastique (4.120)
associé a (4.115) et écrivons#@me colonne de sa fonction de corrélatiBp, aux points
t, = kAt. D'apres (4.127) :

Rii = Ryyi(ty) = Ryyi(kAt) = &Ry, ke ly (4.148)

ol Cy,; est lai-eme colonne d€, € €' donnée par (4.122). Comparant (4.148) a (4.129),
nous constatons la aussi glg; ne differe dey, que par sa constante de quétig. Par consé-

quent, la méthode d’lbrahim peut aussi s’appliquer a la Suite;, k € Iy}. Or, nous avons

vu que la méthode du décrément était une procédure efficace pour I'estimation des fonctions de
corrélation. D’ou un autre lien, mais moins direct que le précédent, entre décrément aléatoire et
méthode d’lbrahim.
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La figure (4.14) ci-aprés synthétise les principales étapes de la méthode d’'lbrahim.

N-suite de mesures expérimentales

{ykv ke [N}
Extraction de deux sous-suites Vi =AY,
Yp = [yoly1] - - lyn—2] AEI%; :Zf)k%
Vi = yilwl - lyv-1] Vke{l,...,2m}

Détermination de la matrice
de décalage

A=Y =Y 07 (¥,07)

Résolution du probleme | couples solutions
aux valeurs propres N
~ ~ o
APy = Py, (1, )

Determination des caracteristiques
modales du probleme initial

(Fo,&n, @) k=1,....,1

FIG. 4.14 —Détermination des caractéristigues modales par la méthode d’lbrahim
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Notons que I'on peut aussi établir un lien fructueux entre le décrément aléatoire et la mé-
thode de réalisation stochastique. Cet aspect est présenté ci-dessous.

4.7 Application de la fonction du décrément a la méthode de
réalisation

Le lien entre la méthode de réalisation et la fonction du déeré s’obtient a partir de
I'expression (4.98) ou (4.100). En effet, en écrivant, par exemple, la relation (4.98) aux points
tr = kAt, la fonction du décrément prend la forme :

DY = Ce™'Q e R (4.149)

avec :Q = 42CT € R™,
Y

L'expression (4.149) montre que les termes de la fonction du décrément sont analogues
a ceux de la fonction de réponse impulsionnelle d’'un modéle d’état éterministe dont les co-
efficients sont (4 C., Q, D¥%,(0)), avecq = . Par conséquent, les algorithmes de la théorie
classique de réalisation présentés dans le chapitre 3 peuvent s’appliquer a la fonction du décré-
ment pour I'identification des paramétres modaux.

Le point de départ de cette méthode est donc, pding, la construction de la matrice des
fonctions du décrement(Dy), ,, telle que :

D, Dy, ... D,
Dy D; ... Di,
P = |0 0 R
_Di Di—l—l oo Doy
C.Q C.AQ ... C.AT'Q
CLA.Q C.A2Q ... C.AQ
= . “ _CQ _CQ (4.150)
| CLAT'Q C.AQ ... C.AY2Q
On observe que :
(D)1 = O (4.151)

ou les matrice®); etC; sont définies par les expressions (3.6), adee A., B = Q,C =C.,,
D = D%(0) etq = L.

Les matrices (4 C., Q, D¥;(0)) sont alors déterminées de la méme maniéere que les matrices
(A, B, C, D) dans le cas déterministe.
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4.8 Conclusion

L'analyse du décrément aléatoire effectuée dans ce chagutre a permis de préciser la
bonne facon d’appréhender cet objet et de mettre I'accent sur certaines erreurs a éviter a son
sujet, notamment en ce qui concerne l'interprétation de sa définition.

Nous avons justifié rigoureusement, a I'aide d’'un raisonnement statistique adapté a sa défi-
nition, que le décrément est un estimateur fonctionnel de la fonction de corrélation de la réponse
stationnaire et de sa dérivée.

Nous avons également montré, toujours sur la base d’un raisonnement statistique rigoureux,
pourquoi la méthode du décrément aléatoire fonctionne encore lorsque I'excitation est une im-
pulsion ou un train d'impulsions, donc ne satisfait pas I'hypoyhése de stationnarité sur lesquelles
se basent les justifications connues de cette méthode, prouvant ainsi sa robustesse observée par
rapport a la nature des chargements.

Nous avons ensuite présenté quelque applications numeériques qui nous ont permis de vé-
rifier la qualité attendue de I'algorithme du décrément, dans son réle d’estimateur statistique
fonctionnel.

Enfin, nous avons explicité le lien entre le décrément aléatoire et les méthodes d’'Ibrahim et
de réalisation stochastique, avec en perspective l'identification modale des structures. La figure
4.15 résume les principales étapes de la procédure d’'identification issue de ces couplages.

Cette procédure et celle de la méthode de sous-espaces vont maintenant étre testés sur deux
exemples réels : une poutre et un pont ferroviaire.
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Données d’'entrées
N-suite{yx, k € Iy}

Décrément déterministe Décrément aléatoire
fonction vectorielle fonction scalaire ou vectorielle
du décrément : D4 (t) du décrément : D% ()
Méthode d’lbrahim Méthode de réalisation
Méthode Polyrefrence stochastique

Estimation des Parameétres
modaux:
fi, & etd;

FIG. 4.15 —Processus d’estimation des parametres modaux par la méthode du décrément ("d"
pour déterministe, "a" pour aléatoire).
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5.1 Introduction

Ce chapitre présente quelques applications pratiques detteodeedu décrément aléatoire
associée a la méthode d’lbrahim et de la méthode des sous-espaces utilisant I'algorithme CVA
(cf. chapitre 3).

Les applications traitées concernent deux exemples étudiés dans le cadre du projet national
EDP :

e une poutre métallique grandeur réelle expérimentée au Laboratoire Central des Ponts et
Chaussées de Paris et testée sous deux types de chargement dynamique : une percussion
et une excitation aléatoire ponctuelle engendrée par un excitateur électrodynamique.

e un pont ferroviaire, le pont-rail PK 075+317 de la ligne a grande vitesse Paris Sud-Est,
instrumenté par la société SITES et testé en situation réelle, sous I'action de passages de
TGW.

Dans toute stratégie d’analyse modale expérimentale, une étape importante de la démarche
réside dans le prétraitement des données. Ce prétraitement est nécessaire, entre autres, lorsque
I'on veut disposer d’'informations sur le contenu fréquentiel du signal expérimental. On est alors
conduit a effectuer une transformation de Fourier dans ce dernier.

Par ailleurs, la procédure d’identification fournit généralement pour chaque parameétre, non
pas une, mais tout un échantillon d’estimées pour lequel il convient ensuite de faire un traitement
statistique du second ordre afin de traduire I'estimation en termes de moyennes et écart-types.

Ainsi, pour la méthode des sous-espaces, I'échantillon provient de la construction du dia-
gramme de stabilisation. Celui-ci s’obtient, en effet, en faisant croitre lataillemodéle d’état
et en associant a chaque valeumdes estimées obtenues pour les valeurs du parametre modal,
et ce jusgu’a ce qu’un certain critere de stabilisation soit satisfait. Pour les applications présen-
tées ici, nous avons utilisé les critéres suivants pour les fréqugndes taux d’amortissement
&, et les vecteurs modauk; :

o <107% ; T < 5.1072 (5.1)
“I’(”)*cp(,"“) i
MAC;(n,n+1) = ’ > 0.95 (5.2)

(M) * &™) (gt * g (n+1)
(@ o) (@ 9" )
ot £, £ et ®!™ sont les i-émes fréquence, taux d’amortissement et mode propre estimés &
partir du modéle d’état d’ordre, (e)* désignant la transposée conjuguée.

Le M AC;;(n,n+ 1) (Modal Assurance Criterion) spécifie le degré de corrélation entre la i-
eme déformée modale du modéle d’état d’ondet la j-eme déformée modale du modéle d’état
d’ordren + 1. On aura donc une corrélation d’autant meilleure que cette caractéristique sera
proche de 1. Notons qu’elle peut aussi étre utilisée pour comparer les modes propres estimés a
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partir de deux méthodes d’estimation différentes. Employée avec deux échantillons différentes
de données expérimentales, elle peut également servir a détecter les endommagements via les
déformées modales.

Une fois le diagramme de stabilisation établi pour chaque paramétre modal, les moyennes
et écart-types des valeurs propres s’en déduisent par un traitement statistique élémentaire.

Dans le cas de la méthode du décrément couplée a la méthode d’lbrahim, I'échantillon
provient également de la construction du diagramme de stabilisation. Mais la procédure de
construction est différente. Elle repose sur le fait que la méthode d’lbrahim est appliqguée a
chaque colonne de la fonction matricielle du décrément, permettant ainsi d’associer a chacune
d’elles, une estimée de la famille des valeurs propres du parametre modal. D’ou un échantillon
pour chacune de ces valeurs et par suite la possibilité de construire un diagramme de stabi-
lisation pour le parametre, moyennant le choix d’un critere de stabilisation. Notons qu’un tel
échantillon peut aussi étre construit en utilisant la technique des pseudo-mesures ([7, 5]). Pour
les applications, nous avons retenu les mémes criteres de stabilisation que ceux utilisés avec la
méthode des sous-espaces, c’est-a-dire les criteres (5.1)-(5.2), mais dans tesgpedsente
cette fois I'indice de la colonne de la fonction matricielle du décrément.
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5.2 Etude d’une poutre métallique

5.2.1 Description de I'expérience

L’étude concerne une poutre métallique en acier de longuedtres et de section constante
en |, testée sur la plate-forme d’essais des structures du LCPC (figure 5.1). La section a pour
largeur et épaisseur de seméli®mm et8.5mm, respectivement, et pour hauteur et épaisseur
d’ame200mm et5.6mm respectivement. Les caractéristiques mécaniques de la poutre sont re-
sumeées dans le tableau 5.1 ci-dessous.

Section Moment d’inertie| Masse volumique Module d’élasticité
S = 28.48cm? I = 1943cm* =7800Kg.m™' | E =210°MPa

TAB. 5.1 —Caractéristiques mécaniques de la poutre.

Deux types d’excitation sont considérés :

e une excitation de type percussion réalisée a I'aide du marteau BK8202 muni d’'une masse
additionnelle et d’'une téte d'impact en caoutchouc,

e une excitation aléatoire ponctuelle générée par I'excitateur électrodynamique LDS, mo-
déle V650.

Dans les deux cas le point d’excitation est situ&4m de I'extrémité droite de la poutre (fi-
gure 5.3).

Pour les essais sous excitation percussionnelle deux types de conditions aux limites sont
considérés : appuis simples et blocage bilatéral. Les essais sous excitation aléatoire sont réalisés
guant a eux avec la condition de blocage bilatéral uniquement pour éviter tout décollement de
la poutre pendant les essais.

Les caractéristiques du materiel utilisé pour cette expérience sont données dans le rapport
de synthése de I'opération de recherche : "Evaluation Dynamique des Ponts" [20].

Pour réaliser I'excitation aléatoire ponctuelle un accélérometre piezoélectrique BK modéle
4507B est utilisé dans la boucle de pilotage. La densité spectrale de I'excitation aléatoire (de
type accélération) est représentée graphiquement sur la figure 5.2. La consigne de pilotage cor-
respond a une valeur efficace d’accélération constante Engel00H z et égale 2.57m /s>
Les pentes des coupures basse et haute correspondent a 10dB par octave. On observe sur la
figure 5.2 que la consigne est respectée pour les basses fréquences mais pas pour les hautes.
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FIG. 5.1 —Photographie du banc d’essais

FiG. 5.2 —Densité spectrale de puissance de I'excitation aléatoire

Les mesures d’accélération ont été réalisées a I'aide de deux familles (ou setups) d’accélé-
rometres, celle de gauche, not@eet comprenant les accélérométréss a A23, et celle de
droite,notéeD, constituée des accélérométresa A16, soit au total 15 accelérometres :

G ={A16,...,423} ; D={A9,... Al6}

Les accélérometred16 et A22 sont commun aux deux familles416 parce gqu'il est situé
au point de mesure 8 qui est le point de référent® parce qu'il est utilisé alternativement
aux points 2 et 14. En effet, ce capteur, initialement situé au point 2, sert aussi a mesurer le
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signal de sortie au point 14, le captediO affecté a ce point s’étant révelé défaillant apres
guelques essais. Il est donc alternativement déplacé au point 2 et au point 14 au cours de I'espé-
rience. La figure 5.3 montre le schéma d’essais. Les capteurs, disposés tbusies, sont

des accélérométres HBM/B12-500 conditionnés par le systeme Spyder. Le tableau 5.2 donne
le schema d’enregistrement des fichiers de mesures (voies de mesures, points de mesures et
capteurs associés). Les parametres d’échantillonnage sont précisés dans le tableau 5.3.

10mm

>< Droite wy

9 10 11 12 13 14 15 1617

v

Excitation

FIG. 5.3 —Schéma de principe des essais

Voies de mesures Seérie gauche Série droite
Points| Capteurs| Points| Capteurs
1 8 Al6 15 A9
2 7 Al7 14 A22
3 6 Al8 13 All
4 5 Al19 12 Al2
5 4 A20 11 Al3
6 3 A21 10 Al4
7 2 A22 9 A15
8 1 A23 8 Al6

TAB. 5.2 —Structure des mesures d’accélération.
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Fréquence Filtre anti- Taille de Nombre
o d’échantillonnage repliement| I'échantillon par| d’enre-
Excitation : .
(Hz) (Hz) enregistrement| gistrements
Percussion 2400 300 20000 30
Aléatoire 2400 300 8000 80

TAB. 5.3 —Parametres d’échantillonnage.

Pour la poutre sur appuis simples, la solution exacte en termes de fréquences et déformées
modales est connue analytiquement. Par exemple, les fréquences modales sont données par :

ET

™
= k2=
Je =k Jat

oua est la longueur entre appuis.

Une approximation numérique de cette solution a été calculée a I'aide d’'un modele éléments
finis standard comprenahd éléments de poutre, avec amortissement proportionnel de Caughey
(figure 5.4). Comparée a la solution exacte, cette approximation s’est révélée d’excellente qua-
lité. Le tableau 5.4 illustre cette comparaison.

Pour la poutre avec blocage bilatéral, il n’a pas été possible de calculer la solution exacte,
ni méme la solution numérique par éléments finis, car 'on ne disposait pas de suffisamment
d’'information concernant les conditions d’appuis. C’est pourquoi le tableau 5.4 ne contient pas
ces résultats.

Y P

b=24m

0000000000000 0000000000000000000

|
A

S

L@l -V __

—p

X

’,

2

a = 6m

JL\X

FIG. 5.4 —Schéma éléments finis de la poutre (15 éléments, 16 noeuds, 2 ddl par noeud)

Afin d’évaluer l'incidence d’'un endommagement structural sur les parametres modaux du
comportement dynamique de la poutre, des jauges de déformation ont été collées sur cette der-
niere. Leur localisation est précisée sur la figure 5.5. Les mesures de déformation ont été réali-
sées avec les mémes conditions d’échantillonnage que pour les mesures d’accélération.
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L'endommagement considéré correspond a deux entailles symétriques situées de part et
d’autre de la semelle inférieure de la poutre et réalisées a l'aide d’'une scie (cf. figure 5.6).
Ce défaut simulé est situé2an de I'appui de droite et deux profondeurs d’entaille sont consi-
dérées Smm et15mm.

Les résultats de cette expérience sont donnés et analysés dans le paragraphe 5.2.4.

6m

—
>< %’— 174.5 cm —_—<
25.4cm ; i i 24.5cm
i . : i L 1243ecm <
] ot ! i
i ey e P
2.40m
| >
Excitation .
aléatoire — -
Définition et contréle de
I"acquisition :
p| Conditionnement et logiciel Catman
numérisation : |
HBM Snider 8 Enregistrement sur PC

FIG. 5.5 —Localisation des jauges de déformation

100 mm

200 mm

Profondeur d’entaille

»

, Profondeur d’entaille

\
A
Y

FiG. 5.6 —Section entaillée
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5.2.2 FEtude préliminaire

Pour une méme configuration expérimentale (type d’excitation, type de condition d’appui)
plusieurs séries d’enregistrement sont effectués afin de vérifier la cohérence des mesures suc-
cessives. On dispose en tout de six fichiers de mesures : trois pour le setup de gauche G, trois
pour celui de droite D. Une fagon simple de tester la cohérence des mesures, et que nous avons
utilisée pour cette application, est la suivante : pour chaque fichier de mesures, on somme les
spectres des signaux fournis par les capteurs; on obtient ainsi six spectres-somme que 'on re-
présente sur un méme graphe. Si les mesures sont cohérentes, ces spectres-somme doivent étre
trés proches les uns des autres et donner une image tres nette de la signature spectrale de la
réponse. Dans le cas contraire, on peut émettre des doutes quant a la représentativité et la cohé-
rence globale des mesures.

Précisons ce que I'on entend par spectre ici. Pour le signal résultant de I'excitation percus-
sionnelle, il s’agit tout simplement du module de la transformée de Fourier de ce dernier. Pour
le signal issu de I'excitation aléatoire, il s'agit de la densité spectrale de puissance (DSP) esti-
mée a partir de ce signal en utilisant un estimateur standard de la DSP. Nous avons utilisé€, pour
notre part, I'estimateur de Welch avec fenétre filtrante de Hamming [66]. Les résultats obtenus
sont représentés sur les figures 5.7, 5.8 et 5.9. lls correspondent a trois configurations expéri-
mentales : excitation percussionnelle et appuis simples ; excitation percussionnelle et blocage
bilatéral ; excitation aléatoire et blocage bilatéral.

On peut observer que les tests sont satisfaisants pour les deux premiéres configurations. Par
contre, il ne le sont pas pour la troisieme. C’est pourquoi, dans la suite de ce travail, nous ne
considérerons plus cette configuration expérimentale, trop sujette a caution quant a la qualité
des mesures qui la concernent.

Notons que ces tests permettent d’estimer grossierement les fréquences dominantes du com-
portement vibratoire de la poutre, ce qui est d'un intérét pratique évident.

900 T T T T T T T T

T

HBMD1F1
— HBMD1F2

HBMD1F3 ||
800 HBMG1F1
— HBMG1F2
—— HBMGI1FE3
700 — =

600 — =

500 — =

Amplitude

400 E
300 [ B

200 — —

100 l —
Ju‘ . " " —N .

o "
o 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Fréquences (Hz)

FiIG. 5.7 —Test de cohérence des mesures : excitation percussionnelle, appuis simples.
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800
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500 [~ —
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200 —
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FiG. 5.8 —Test de cohérence des mesures : excitation percussionnelle, blocage bilatéral.

3000 T
HBMD2F1
—— HBMD2F2
HBMD2F3
HBMG2F1
2500 | —— HBMG2F2 B
— HBMGEF3
2000 -
)
£
=
= 1500} -
e
=
1000 — \ -
|
\
500 \ —
~J
o A== M AA\ )
o] 150 200 250 300

Fréquences (Hz)

FIG. 5.9 —Test de cohérence des mesures : excitation aléatoire, blocage bilatéral.
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5.2.3 Identification modale

L'identification des caractéristigues modales du comportement dynamique de la poutre est
réalisée par la méthode des sous-espaces basée sur I'algorithme CVA (cf. chapitre 3) et par la
méthode du décrément couplée a la méthode d’lbrahim (cf. chapitre 4). Les résultats des études
de répétabilité montrent qu’il n’est pas nécessaire de procéder a l'identification avec plusieurs
fichiers de mesures. Un seul fichier suffit, que nous choisissons au hasard dans I'ensemble des
fichiers disponibles.

La poutre considérée ici est celle sur appuis simples soumise a I'excitation percussionnelle
et pour cette poutre, nous nous intéressons aux trois premiers modes propres.

L'identification par la méthode des sous-espaces est réalisée avec les parameétres suivants :

taille de I'échantillon de mesures fourni par chaque captéle 4000 ;
pas de tempsAt = (2400)'s;

nombre de capteurd = 8;

valeur du parametrede durée de mémoire = 40.

Les paramétres modaux sont déterminés a l'aide de la technique du diagramme de stabilisation.
A titre d'illustration, le diagramme de stabilisation obtenu pour les fréquences modales et son
histogramme des fréquences asssocié sont représentés sur les figures 5.10 et 5.12(a).

Pour l'identification par la méthode du décrément couplée a la méthode d’lbrahim, nous
utilisons toutes les données disponibles et optons pour la version de cette procédure utilisant la
méthode vectorielle du décrément avec pour condition de déclenchement celle du point positif,
aveca; = 0.50y, eta), = +oo. Lidentification est menée avec les paramétres suivants :

e taille d’échantillon du décrément\/ = 300;

e pas de tempsAt = (2400)!s;

e nombre de réalisations utilisées pour la construction du diagramme de stabilisation : 40
(réalisations obtenues par la technique des pseudo-mesures).

Les criteres de stabilisation sont identiques a ceux utilisés dans la méthode des sous-espaces.

Le diagramme de stabilisation des fréquences modales obtenu a partir de cette méthode et
son histogramme des fréquences associé sont représentés sur les figures 5.11 et 5.12(b).

Les trois premieres fréquences modales identifiées par les deux méthodes et leurs amortis-
sements associés sont repertoriés dans le tableau 5.4.

Le tableau 5.5 donne quant a lui les coefficients MAC relatifs aux modes de méme ordre
identifiés par les deux méthodes.

Enfin, les figures 5.13 et 5.14 comparent, pour les deux situations expérimentales consi-
dérées (appuis simples / excitation percussionnelle et blocage bilatéral / excitation percussion-
nelle), les déformées modales identifiées par les deux méthodes. Dans le cas de la condition
d’appuis simples (figure 5.13) ces déformées sont également comparées a la solution éléments
finis.
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(b) diagramme de stabilisation — partie droite

Méthode des sous-espaces
(excitation percussionnelle, appuis simples)

FIG. 5.10 -Diagramme de stabilisation des fréquenoesmodes instables+ : modes stables

en fréquence ¥ : modes stables en fréquence et en amortissementrnodes stables en fré-
guence et en vecteurs propres;: modes stables en fréquence, en amortissement et en défor-
meées modales.
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Méthode vectorielle du décrément + Méthode d’lbrahim
(excitation percussionnelle, appuis simples)

FIG. 5.11 -Diagramme de stabilisation des fréquenoesmodes instables+ : modes stables

en fréquence ¥ : modes stables en fréquence et en amortissementrnodes stables en fré-
guence et en vecteurs propres;: modes stables en fréquence, en amortissement et en défor-
meées modales.
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(excitation percussionnelle, appuis simples)

FiG. 5.12 —Histogramme des fréquences
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Excitation percussionnelle, appuis simples
Fréquences (Hz)
Mode 1 Mode 2 Mode 3

f 0y f oy f oy

Solution exacte 18.17 - 72.68 - 163.53 -
Eléments Finis 18.17 - 72.68 - 163.53 -
Sous-espaces 18.21| <1072 | 70.30| 0.01 | 150.98| 0.08
Décrement aléatoire .4 51| 05 | 70.38| 0.05 | 150.89| 0.31
Ibrahim
Amortissements(%)
Mode 1 Mode 2 Mode 3

5 O¢ 5 O¢ 5 O¢

Sous-espaces 031 <1072 | 040 | <102 | 0.38 | <107?

Décrementaléatoire + o | 359 | 9053 | 008 | 071 | 0.16

Ibrahim
Excitation percussionnelle, blocage bilatéral
Fréquences (Hz)
Mode 1 Mode 2 Mode 3
Fle | 7 e | P e
Sous-espaces 18.76 | <1072 | 68.79| 0.17 | 157.42| 0.06
Décrement aleatoire + 15 54| 908 | 67.90| 1.00 | 156.85| 0.77
Ibrahim
Amortissements(%o)
Mode 1 Mode 2 Mode 3
§ | o | & | o | & | o
Sous-espaces 0.66| 0.06 1.40| 0.64| 0.70 0.11

Décrément aléatoire +

) 1.43 0.36 1.43 | 0.63 1.56 0.45
Ibrahim

TAB. 5.4 —Comparaison des trois premieres frequences modales et des amortissements corres-
pondants { : moyenne p; : écart-type)
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Points de mesures

FIG. 5.13 —Comparaison des trois premiéres déformées modales. Excitation percussionnelle et
appuis simples. — : MEk, — — : MVD, o — — : MSE
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FIG. 5.14 —Comparaison des trois premiéres déformées modales. Excitation percussionnelle et
blocage bilatéral— x — : MVD, — o — : MSE
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Excitation percussionnelle, appuis simples
Mode 1 Mode 2 Mode 3

MSE-MEF | 0.998 0.994 0.910
MVD-MEF | 0.998 0.994 0.910
MVD-MSE | 1.000 1.000 1.000

Excitation percussionnelle, blocage bilatéral
Mode 1 Mode 2 Mode 3
MVD-MSE | 1.000 0.995 0.999

TAB. 5.5 —Coefficients MAC. MEF : méthode des éléments finis, MSE : méthode des sous-
espaces, MVD : méthode vectorielle du décrément.

Les résultats obtenus appellent les remarques suivantes :

e Les diagrammes de stabilisation et les histogrammes des fréquences relatifs a la méthode
des sous-espaces et a la méthode vectorielle du décrément associée a la méthode d’lbra-
him montrent une identification stable et une nette discrimination entre les fréquences
(cf. figures 5.10, 5.11, 5.12). Les trois premiéres fréquences propres peuvent ainsi étre
clairement identifiées.

e Les résultats du tableau 5.4 montrent que les deux méthodes ont des performances com-
parables vis-a-vis de I'estimation des fréquences modales. Ceci est moins vrai pour les
amortissements modaux pour lesquels on observe des différences significatives. On re-
trouve la la difficulté bien connue liée a I'estimation de ce type de parameétre et qui peut
s’expliquer par une modélisation incorrecte de 'amortissement. On peut sans doute aussi
attribuer & un défaut de modélisation mécanique et/ou a une réalisation imparfaite des
conditions d’appuis I'écart observé entre les fréquences estimées par les deux méthodes
et celles issues du calcul éléments finis.

e Les figures 5.13 et 5.14 montrent un accord tres satisfaisant entre les déformées modales
fournis par les deux méthodes d’estimation et la méthode des éléments finis. Cet accord
est confirmé par les coefficients MAC du tableau 5.5 quasiment tous supégigiir &n
notera que le défaut localisé d’identification observé sur les trois modes de la figure 5.13
résulte d’'une défaillance de deux capteurs.

5.2.4 Sensibilité des parametres modaux a un endommagement localisé

L'objectif est de tester la sensibilité des fréquences, amortissements et déformées propres
a la variation d’'une caractéristigue mécanique : la rigidité, induite par un endommagement lo-
calisé provoqué : la réduction de l'aire d’une section par sciage de la semelle au droit de cette
section. Bien entendu, il ne s’agit pas ici de contester les indicateurs usuels [5]. Nous cherchons
simplement a quantifier I'effet d’une telle modification sur les parametres modaux afin de vé-
rifier 'affirmation courante selon laquelle ces paramétres sont peu sensibles aux modifications
des caractéristiques mécaniques.

La poutre considérée est celle avec blocage bilatéral et excitation percusionnelle.La section
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endommagée est situéma de I'appui droite. Les parameétres modaux sont identifiés en ultili-

sant la méthode des sous-espaces. Les tableaux 5.6 et 5.7 résument les résultats obtenus pour les
fréguences et amortissements. Ces résultats sont constitués, pour chacun des endommagements
considérés (i.e. des profondeurs d’entaille), des valeurs estimées de ces parametres modaux
ainsi que de leur variation par rapport a leurs valeurs identifiées en situation integre (i.e. poutre
non entaillée). Les variations sur les déformées modales sont mesurées a l'aide du coefficient
MAC. Les valeurs obtenues pour ce dernier sont résumées dans le tableau 5.8.

Ces divers résultats appellent quelques remarques :

1- On observe que l'incidence des deux endommagements sur les fréquences est trés faible
(variation inférieure a%).

2- Ce fait est confirmé par les valeurs du coefficient MAC, trés proches de 1 dans tous les
cas.

3- Seuls les amortissements présentent des variations significatives, et ce pour les deux en-
dommagements. Toutefois, compte tenu d’une modélisation probablement trop simplifiée
des amortissements, ce résultat, doit étre considéré avec prudence.

En définitive, on retiendra que, pour cet exemple, les fréquences et déformées modales ne sont
pas des indicateurs d’endommagement pertinents, confirmant ainsi une conclusion unanime-
ment admise au sein de la communauté des spécialistes de I'dentification structurale.

Fréquences (Hz)
Mode 1| Mode 2| Mode 3
(@)
Qo
= f 18.76 | 68.55 | 157.47
oy 0.01 | 0.30 | 0.04
N —
8 f 18.46 | 66.85 | 157.72
of 0.08 0.13 0.80
Ecart(%)| 1.60 2.48 0.16
S _
8 f 18.63 | 66.32 | 156.82
of 0.01 0.02 0.02
Ecart(%)| 0.69 | 3.25 | 0.41

TAB. 5.6 —Variation des frequences pour deux profondeurs d’entaille. Ipe0 : poutre integre,
Ipe2 : entaille de 5 mm, Ipe4 : entaille de 15 mrfi: (noyenne p; : €cart-type).
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Amortissement (%)
Mode 1| Mode 2| Mode 3
o
[}
= 3 0.64 | 261 | 0.62
o¢ 0.04 1.84 0.03
N _
g_ 3 2.06 0.67 1.13
O¢ 0.51 0.11 0.52
Ecart (%)| 221 74 82
< _
g_ 13 0.81 0.42 0.58
o¢ 0.02 0.02 0.05
Ecart (%)| 26 83 6.45

TAB. 5.7 —Variation des amortissements pour deux profondeurs d’entaille. Ipe0 : poutre integre,
Ipe2 : entaille de 5 mm, Ipe4 : entaille de 15 mrfi: (noyenne p; : écart-type).

Excitation percussionnelle, blocage bilatéral

Mode 1 Mode 2 Mode 3
Ipe0-Ipe2| 0.999 0.986 0.997
Ipe0-lpe4d| 0.999 0.980 0.996
Ipe2-lpe4| 1.000 0.999 0.999

TAB. 5.8 —Coefficients MAC relatifs aux deux profondeurs d’entaille. Ipe0 : poutre intégre,
Ipe2 : entaille de 5 mm, Ipe4 : entaille de 15 mm.
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5.3 Etude d’un pont-rail SNCF

Il s’agit du pont-rail PK 075+317 franchissant la route dégaentale 939 entre les com-
munes de Sens et de Soucy, dans I'Yonne (figure 5.15). Ce pont fait partie des structures étudiées
dans le cadre du projet national Evaluation Dynamique des Ponts dans lequel est impliquée le
LaMI et qui est a I'origine de ce travail de these. Pour bien situer les choses, rappelons que ce
pont-rail avait été choisi avec un double objectif : d’'une part, évaluer l'incidence de variations
des conditions environnementales sur les caractéristiques modales a partir de mesures ponc-
tuelles a différentes périodes de I'année, d’autre part caractériser et quamtHigeries amé-
liorations apportées par le resserrage des bielles sur le comportement dynamique de I'ouvrage.
Concernant ce dernier point, il faut savoir que le pont considéré est un ouvrage a poutrelles en-
robées de la ligne grande vitesse Paris Sud-Est, que cet ouvrage a été renforcé par un systéeme de
bielles pour satisfaire aux exigences de la SNCF et qu’il devait faire I'objet, au cours du projet,
d’'une procédure de "rigidification” par resserrage des bielles. La signature spectrale du systeme
formé par le pont et I'excitation engendrée par le passage d’'un TGV montre, en effet, que la
fréequence d’excitation est proche de la premiere fréquence propre du pont. Il en résulte des
risques de résonance importants et d’autant plus accrus que le rechargement en ballast apporte
toujours des masses additionnelles qui tendent a faire dimunuer les fréquences du pont et par
suite a rapprocher encore sa premiére fréquence propre de la fréquence d’excitation. La SNCF a
donc mis en place un systéme de bielles (encore appelées béquilles) aux extrémités de I'ouvrage
(figure 5.16) qui sont resserrées par clé dynamomeétrique. Ce resserrage apporte une rigidifica-
tion a 'ouvrage, donc augmente ses fréquences propres, permettant ainsi d’éviter la résonance.

Acrotere

Béquille

TR e =
Direction Sens

FIG. 5.15 -Vue d’ensemble du pont-rail et indication des sens de circulation
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Tablier voie 1 Tablier voie 2

Poutrelle
Acrotére

Béquille

Mur de front

FiG. 5.16 —Vue des tabliers et des bielles (ou béquilles) du pont-rail

Les résultats présentés ici concernent deux applications des méthodes précédentes (sous-
espaces, décrément + méthode d’lbrahim) a cet ouvrage :

1- l'identification de ses caractéristiques modales a une période spécifiée de I'année (I'ana-
lyse de lI'impact de variations de conditions environnementales sur ces caractéristiques
n'est pas considérée ici) ;

2- I'évaluation de l'incidence du resserrage des bielles de rigidification sur ces caractéris-
tiques.

5.3.1 Instrumentation

L'instrumentation a été réalisée sur la voie 1 de I'ouvrage uniquement, qui est la voie ou cir-
culent les trains venant de Paris, car, contrairement & la voie 2, elle n’est pas équipée d’'un tapis
antivibratile. Les détails de cette instrumentation et les conditions d’intervention par la société
SITES et la SNCF sont consignés dans les références [26, 27]. Nous nous contentons ici de
rappeler quelques éléments de cette instrumentation, utiles a la compréhension de I'expérience.

Elle comporte en tout dix-sept capteurs positionnés sur la voie 1 et répartis comme suit (fi-
gure 5.17) :

8 accélérometres verticaux (i.e. selon Z) : a2, a3, a4, a5, a6, a8, a9, all, sous le tablier;
2 accélérometres horizontaux : al (selon Y), a7 (selon X), sous le tablier;

3 capteurs de déplacement vertical : d1, d2, d3, entre I'acrotére et le tablier;

2 capteurs de température : t1, t2, respectivement au-dessous et au-dessus de l'acrotére ;
2 ponts Q : Q1, Q2, sur le tablier, destinés & mesurer les charges sur essieux a l'entrée
(Q1) et a la sortie (Q2) de I'ouvrage.

Le support de chaque capteur est a la fois collé et maintenu mécaniquement a l'aide d’un
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montage permettant le réglage de I'orientation du capteur. Les supports, les cables et le boitier
de raccordement restent en poste fixe sur I'ouvrage tandis que les capteurs, a I'exception des

ponts Q et de la chaine d’acquisition, sont installés puis démontés lors de chaque campagne de
mesures.

Pour les capteurs de déplacement, le support est fixé a I'acrotére et le capteur mesure le
déplacement relatif entre ce dernier, suppose fixe, et le tablier.

Pour les accéléromeétres, le support est fixé sous le tablier au niveau des poutrelles.

Les capteurs de déplacement et les accéléromeétres sont reliés (par I'intermédiaire de cables
cheminant sous le tablier) a un boitier de raccordement fixé a environ 3m du sol sur un mur de
front, depuis lequel est installée la chaine d’acquisition. Les cables des ponts Q, préalablement
installés par la SNCF, arrivent a proximité du boitier de raccordement mais ne sont pas reliés a
ce dernier. L'acquisition de la température est réalisée indépendamment des autres mesures.

—— Voie 2 Paris Voie 1 R

1 !

Acrotére —\ Béquilles Aurivée des cables
des ponts Q

—_——
B14B13B12B11B10B9B8

“al all

E)b

Coffret de ) Chaine
raccordement d’acquisition

Tablier
! N _portée

Sens

® _ portée a7l

ﬂ
< N
ES
&m
S
weLl

_ portée

<Y |
&

™ a3
B7 B6 B5 B4 B3 B2 Bl
Béquilles

484m

Lyon

FiG. 5.17 —Position des capteurs sous le tablier
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5.3.2 Traitement des données

La source d’excitation du tablier de la voie 1 est le passage des TGV commerciaux. A titre
d’exemple, le nombre de passages enregistrés sur cette voie le 24 juin 2003, entre 10h57 et
14h57, estde 15 et il est de 14 le 25 juin 2003, entre 10h47 et 17h54. Pour plus de détails, nous
renvoyons le lecteur au rapport d’étude R 03 PS 16355 établi dans le cadre du projet EDP.

Chaque fichier d’enregistrement contient 16 colonnes de données au format ASCII sépa-
rées par une tabulation. La structure de ces fichiers est synthétisée dans le tableau 5.9. Le pas
d'échantillonnage est de 0.244 ms (K/4096). Ce sont essentiellement les capteurs accélé-
romeétriques qui ont été utilisés dans I'analyse qui suit. Les ponts Q ont cependant permis de
discriminer la fréquence d’excitation liée au passage du TGV. En effet, le décalage de temps
entre les premiers pics de la réponse des ponts Q1 et Q2 permet d’obtenir la vitesse du TGV,
qui reste approximativement constante (ce qui justifie la répétabilité des essais). Par exemple,
les premiers pics sont décalés en moyennd).d@3s, ce qui donne une vitesse de passage
de 17.50/0.223 = 78.47ms~! environ, ou17.50m est la distance entre les points Q1 et Q2.
Connaissant la distance entre bogies.708:), on en déduit une estimation de la fréquence
fondamentale d’excitation du TGV78.47/18.70 ~ 4.20H z. Cette fréquence correspond ap-
proximativement aux pics observés sur I'ensemble des spectres des signaux (la fréquence d’ex-
citation observée sur ces spectres est en fait de I'orddeldér 2).

Disposant dse nombreux enregistrements sur une courte période de temps (quelques jours),
chacun associé a un passage de TGV, nous avons testé la cohérence de ces données par une
étude de répétabilité. A titre d’illustration, la figure 5.18 représente les résultats obtenus pour
six fichiers de données. A chacun d’eux est associée la somme des spectres des signaux fournis
par 'ensemble des capteurs et les graphes obtenus sont comparés. De cette comparaison, on
peut conclure a une bonne répétabilité (chaque fichier détectant approximativement les mémes
pics de fréquence). D’autres fichiers ayant été testés avec le méme succés, nous nous sommes
limité a 'emploi d’un seul d’entre eux (pris au hasard parmi les autres) pour effectuer I'identi-
fication modale.

Notons que cette étude nous a permis d’obtenir une estimation grossiére des fréquences
modales. Nous intéressant aux quatres premieres d’entre elles, nous avons ainsi pu limiter leur
recherche aux quatre bandes suivan{8st)H z, [8,10|Hz, [12,14|Hz, [16, 18] H z.

Observons par ailleurs que dans I'ensemble des pics de fréquence observés sur le spectre
d’un signal de sortie se trouve nécessairement celui (ou ceux) de I'excitation. Il convient alors
de le(s) détecter. Nous avons vu plus haut une fagon simple d’estimer la fréquence fondamentale
d’excitation en utilisant les informations fournies par les ponts Q1 et Q2. On peut également y
parvenir en isolant dans le signal temporel la partie due a I'excitation seule. A titre d’exemple,
considérons le signal fourni par le captedret résultant du passage du TGV 8A. Ce signal est
représenté sur la figure 5.19 (a) et on y décele deux parties distinctes : la partie 1 due au passage
du TGV et la partie 2 relative a la réponse libre du pont aprés passage du TGV. La figure 5.19 (b)
représente les spectres de ces deux parties. Lexamen de celui de la partie 1 fait clairement ap-
paraitre une premiére fréquence propre aux alentoutsté . C'est la frequence cherchée et
on peut constater qu’elle est assez proche de la premiére fréequence propre du p6aH2),
justifiant ainsi 'opération de resserrage des bielles de rigidification.
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N° colonne| capteur Type Unité
1 - temps au format HP s
2 al accélération g
3 a2 accélération g
4 a3 accélération g
5 a4 accélération g
6 a5 acceélération g
7 ab accélération g
8 a7 accélération g
9 a8 accélération g
10 a9 accélération g
11 di déplacement mm
12 d2 déplacement mm
13 d3 déplacement mm
14 all accélération g
15 Q1 charge de roue T
16 Q2 charge de roue T

TaB. 5.9 —Sructure des fichiers d’enregistrement

180

tgvla
— tgv2a
tgv3a ||
tgvda
—— tgvba
— tgv6a
140 =

160 -

120~

100 -

Amplitude

60 -

40 -

20

70
Fréquences (Hz)

FIG. 5.18 —Graphes correspondants, pour chaque fichier, a la somme des spectres des signaux
enregistrés par tous les capteurs.
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T T T
partie 1 partie 2 |

Accélerations (mz/s)

—0.a . . . . . .
88 90 o2 24 96 o8 100 102
Temps (s)

—— spectre de la seconde partie
h —— spectre de la premiére partie

Spectre

o 5 10 15 20 25 30 35

FIG. 5.19 —(a) signal temporel mesuré par le capteur a9 lors du passage de TGV 8A et (b)
spectres de ses partiésrcée (1etlibre (2).

5.3.3 Identification modale

Pour effectuer cette étude, seules les mesures fournies par les accélérometres verticaux ont
éte utilisées. Ces signaux ont été préalablement filtrés a I'aide d’un filtre passe-bande de But-
terworth. Lidentification a été effectuée au moyen de la méthode des sous-espaces et de la
méthode vectorielle du décrément couplée a la méthode d’lbrahim.

Pour les parameétres de la méthode des sous-espaces, nous avons retenu les valeurs suivantes :

e taille de I'échantillon trajectoriel N = 4000 ;
e nombre de capteurd = 8;
e paramétre de durée de mémoire= 40.

Pour la construction du diagramme de stabilisation en fréquence, nous avons fait varier
I'ordre n du systéme de0 a60 par pas de.

Les valeurs moyennes et écarts-types obtenus pour les fréquences et taux d’amortissemnt
sont résumés dans les tableaux 5.10 et 5.11. Les déformées propres correspondantes sont repré-
sentées sur la figure 5.20 (a).

Pour la méthode vectorielle du décrément, les paramétres ont étés fixés aux valeurs suivantes :
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e taille de I'échantillon du décrément\l = 4000

e condition de déclenchement : celle du point positif avee- 0.50y etay = +00;

e décalage pour les pseudo-mesures de2 ak = 20.
Les diagrammes de stabilisation des frequences et amortissements ont été établis en suivant la
procédure classique relative au décrément vectoriel.

Les valeurs moyennes et écarts-types obtenus pour les fréquences et taux d’amortissement
sont répertoriés dans les tableaux 5.10 et 5.11 et comparés a leurs homologues issus de la mé-
thode des sous-espaces. Les déformées propres correspondantes sont représentées sur la figure
5.20 (b).

L'examen de ces divers résultats montre que les deux méthodes fournissent des estimées
comparables pour les fréquences et les déformées modales, mais que ces estimées sont moins
proches pour les amortissements, notamment celles relatives aux modes 1 et 4. On retrouve la
I'éternel probléme de lidentification des amortissements et on peut avancer les mémes argu-
ments que dans le cas de la poutre pour le justifier.

On peut aussi observer que la méthode des sous-espaces surestime les amortissements. On se
gardera toutefois d’ériger ce résultat en régle générale car d’'une part il concerne un seul exemple
et d’autre part il est trop sujet a caution du fait de I'incertitude qui plane sur la modélisation de
I'amortissement.

Fréquences
Sous-espaces| Décrément + Ibrahim Ecart
f(H2) | op(Hz) | [(H2)| op(Hz) | AJ(%)
Mode 1| 55 0.1 5.8 <1072 55
Mode 2| 8.8 0.4 8.7 0.3 11
Mode 3| 12.8 0.2 13.1 <1072 2.3
Mode 4| 17.1 0.2 17.0 <1072 0.6

TAB. 5.10 —Fréquences propres identifiée £ moyenne y; = écart-type).

Taux d’amortissement
Sous-espaces Décrément + Ibrahim Ecart

§(%) | oe(%) | E(%) | 0e(%) | A(%)
Mode1| 56 | 1.4 | 2.9 0.1 48.2
Mode2| 75 | 1.8 | 6.3 1.2 16.0
Mode 3| 48 | 1.4 | 48 0.2 0.0
Mode4| 25 | 1.1 | 04 0.02 84.0

TAB. 5.11 —Taux d’amortissement identifiés £ moyenne y: = écart-type).
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Mode 1 : Flexion Mode 1 : Flexion

Mode 2 : Flexion-torsion Mode 2 : Flexion-torsion

Mode 3 : Torsion Mode 3 : Torsion

Mode 4 : Flexion-torsion Mode 4 : Flexion-torsion

(a) Sous-espaces (b) Décrément + Ibrahim

Fic. 5.20 —-Déformées modales identifiées.
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5.3.4 Incidence du resserrage des bielles sur les caractéristiques modales

L'opération de resserrage des bielles s’est déroulée le 25 juin 2003 et a été effectuée en
guatre étapes successives (cf. figures 5.16 et 5.17 pour la numérotation des bielles) :

e étape 1 :resserrage des bielles Bs, Bs, By;
e étape 2 : resserrage des bielles Bg, B7;

e étape 3:resserrage des bielles By, Big, B11 ;
e étape 4 : resserrage des bielles, B3, By.

A la fin de chaque étape un nouvel état de rigidification est ainsi atteint. Nous noterons état
(1 =1,2,3,4), I'état atteint a la fin de I'étapeet état), I'état de référence, avant resserrage des
bielles.

L'étude de I'incidence de ces changements successifs d’état sur les caractéristiques modales
a été menée a l'aide de la méthode du décrément couplée a la méthode d’lbrahim.

Les tableaux 5.12 et 5.13 résument les résultats obtenus pour les fréquences et amortisse-
ments modaux. Les modifications des déformées modales sont jugées a travers les coefficients
MAC calculés, pour chague mode, entre I'éiate référence et les états 1, 2, 3 et 4 successive-
ment. De méme, les variations des fréquences et des amortissements indiquées dans les tableaux
5.12 et 5.13 représentent les écarts relatifs absolus entre les valeurs identifiées de ces paramétres
dans I'état O et leurs valeurs correspondantes dans les états 1, 2, 3 et 4.

Ces divers résultats appellent quelques remarques :

Tout d’abord, on constate que la fréquence fondamentale (celle du mode 1) croit significa-
tivement avec le resserrage et s’éloigne donc de la fréquence d’excitation quidifit. La
solution du resserrage des bielles est donc pertinente vis-a-vis du probléme de résonance.

D’une maniére générale, on observe une augmentation des fréquences entre les états 1 et 4
pour les modes 1, 3 et 4 avec cependant une Iégére dimunition lors du serrage amenant a I'état
1 pour le mode 3 et aux états 2 et 3 pour le mode 4. Quant au mode 2, hormis une augmen-
tation de sa fréquence dans le passage de I'état O a I'état 1, il voit cette derniere stagner (état
2) ou diminuer (état 3 et 4) selon une regle difficile a expliquer. Ce constat corrobore celui fait
dans la référence [6]. Enfin, pour ce qui est de 'amortissement, il varie avec le resserrage selon
une reégle assez anarchique qu'il serait hasardeux de vouloir expliquer mais qui résulte proba-
blement, ici aussi, du caractere trés incertain de la modélisation mécanique adoptée pour cette
caractéristique.
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Fréquences (Hz)
Mode 1| Mode 2| Mode 3| Mode 4
o
g |f 5.8 8.7 | 13.1 | 17.00
W, <10%| 03 |<102| <102
—
S| F 6.2 8.9 129 | 175
W, <102| 002 | 01 | 003
Ecart(%)| 6.9 2.3 15 2.9
(qV]
g |f 6.6 87 | 136 | 16.3
Y Te, <102| 0.02 | 0.04 | 0.02
Ecart(%)| 13.8 0.0 3.8 4.1
™
g |f 6.4 81 | 140 | 168
W, <102 <102] 003 | <102
Ecart(%)| 10.3 | 6.9 6.9 1.2
-
8|7 6.7 8.4 135 | 175
W, <102 <102] 001 | <102
Ecar((%)| 155 | 3.4 3.1 2.9

TAB. 5.12 —Incidence du serrage des bielles sur les fréquences modales estifnées (
moyenne y; = écart-type).

Identification des Systémes Dynamiques Stochastiques. Application a I'Evaluation Dynamique des Ponts Sous
Sollicitations Ambiantes



CHAPITRE 5. APPLICATIONS 136

Taux d’amortissement(%)
Mode 1| Mode 2| Mode 3| Mode 4
o
s 3 2.9 6.3 4.8 0.4
W o 0.1 1.2 02 | 002
—
s 3 5.0 8.1 3.2 2.3
W 0.1 0.3 0.3 0.1
Ecart(%)| 72.4 | 28.6 | 333 | 475.0
(qV]
IS 3 5.8 1.3 1.6 1.7
ol 0.3 01 | 002 | 01
Ecart(%)| 100.0 | 79.4 | 66.7 | 325.0
™
IS 3 3.2 1.2 0.4 1.1
W 003 | 02 01 | 0.03
Ecart(%)| 10.3 | 81.0 | 91.7 | 175.0
-
IS 3 4.2 0.7 0.2 1.2
W 003 | 0.1 01 | <1072
Ecart(%)| 44.8 | 889 | 958 | 200.0

TAB. 5.13 —Incidence du serrage des bielles sur les amortissements mogladxnoyenne ;
oe = écart-type).

Mode 1| Mode 2| Mode 3| Mode 4
Etat0—Etatl 99.1 48.5 93.5 90.8
Etat 0 —Etat2l 98.8 68.5 94.6 97.5
Etat 0 —Etat 3] 98.3 21.4 99.3 99.1
Etat 0 — Etat 4 98.3 17.9 99.1 94.9

TAB. 5.14 —Incidence du serrage des bielles sur les coefficients MAC entre I'état de référence
et les divers états de serrage.
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5.4 Conclusion

Nous venons d’appliquer les deux méthodes étudiées danavedl,ta savoir la méthode
des sous-espaces basée sur I'algorithme CVA et la méthode du décrément aléatoire couplée a
la méthode d’lbrahim, a deux exemples réels : une poutre testée en laboratoire et un pont-rail
expérimentén situ.

Ces applications nous ont conduit a identifier les paramétres modaux de ces structures, ce
qui était I'objectif premier de I'expérimentation numérique, mais également a mener quelques
analyses plus spécifiques, comme I'étude de I'impact sur les caractéristiques modales d’une re-
duction de section localisée (poutre) ou du resserrage de bielles de rigidification (pont-rail).

Au dela des résultats de ces analyses, qui n’étaient finalement qu’un prétexte a I'expérimen-
tation des méthodes en dehors du contexte académique, on retiendra I'aptitude de ces dernieres
a satisfaire a I'objectif visé (I'identification modale) en situation réelle, ainsi que I'équivalence
de leurs performances vis-a-vis de cet objectif.

Ces applications ont clairement mis en évidence la difficulté d’identifier 'amortissement,
probablement en raison d’une modélisation inadéquate de ce paramétre. Mais la recherche d’'une
modélisation réaliste des effets dissipatifs est un probléme en soi, qui sort largement du cadre
de ce travail.

Identification des Systémes Dynamiques Stochastiques. Application a I'Evaluation Dynamique des Ponts Sous
Sollicitations Ambiantes



Conclusion générale

Le travail présenté dans cette thése s’inscrit dans le cadre d’un axe de recherche commun
de deux laboratoires de I'Université Blaise Pascal (le LaMI-Laboratoire de Mécanique et In-
génieries et le LM-Laboratoire de Mathématiques), né de I'implication en 2001 de ces deux
laboratoires dans le projet national EDP-Evaluation Dynamique des Ponts, piloté par le LCPC.

Cet axe de recherche concerne I'analyse théorique et la mise en oeuvre numeérique d’outils
algorithmiques destinés a I'identification des parametres modaux de structures sous sollicita-
tions dynamiques ambiantes aléatoires, et le projet de thése a été bati autour de deux outils
réputés pour leur pertinence dans ce domaine : les méthodes de sous-espaces et la méthode du
décrément aléatoire.

Rappelons gue le probléme sous-jacent est I'estimation des paramétres modaux d’une struc-
ture dont la dynamique est supposée modélisable par celle d'un oscillateur linéaire vectoriel
stochastique, avec pour seule donnée une trajectoire expérimentale de la réponse stationnaire.

Aprés avoir formulé le probleme, effectué une étude bibliographique ciblée sur les outils
adaptés a sa résolution et expliqué les raisons de notre choix par les deux outils retenus, nous
avons entrepris le travail d’analyse de ces derniers, conformément a I'objectif visé.

L'apport de notre contribution est double.

D’une part, considérant les méthodes de sous-espaces, qui sont actuellement trés utilisées,
nous en avons fait une présentation détaillée afin de bien cerner leurs limites et de lever quelques
ambiguités sur certains aspects.

D’autre part, et c’est le coeur du travail, nous avons fourni une analyse complete de I'ap-
proche par l'algorithme du décrément aléatoire. En adaptant au probléme posé des résultats
récents (P. Bernard et L. Lei), nous avons calculé la limite asymptotique du décrément, tel gu'il
est implémenté en temps discret, lorsque la longueur de I'observation tend vers l'infini. Puis,
nous avons calculé la limite lorsque le pas tend vers zéro, ce qui conduit a des résultats plus
simples et utilisables en pratique. Cette étude permet de trancher une question restée obscure
dans la littérature consacrée au décrément : le résultat du décrément ne coincide pas toujours
avec I'espérance conditionnelle sachant un franchissement de niveau a un instant déterministe
donné. En fait, nous avons montré gu’il y avait bien, pour un processus gaussien stationnaire
ergodique centré, coincidence dans le cas du franchissement simple d’un niveau ainsi que dans
celui de la condition du point positif, mais qu’il en était autrement dans le cas du franchissement
en croissant. Les raisons de cette différence, qui conduit a un biais de I'estimateur par espérance
conditionnelle tel qu'il a été proposé par Vandiver et ses co-auteurs ou par Asmussen, ont été
analysées avec précision et les résultats testés numériguement, ce qui ne laisse aucun doute sur

138



CONCLUSION GENERALE 139

leur validité. Par ailleurs, nous avons montré pourquoi I'algorithme du décrément aléatoire, bien
justifié dans ce travail pour une excitation gaussienne stationnaire ergodique, fonctionnait en-
core lorsque cette derniére est une impulsion ou un train d’'impulsions, comme c’est le cas par
exemple lorsque la sollicitation résulte du passage d’un train sur un pont.

Enfin, des applications numériques sur deux exemples réels : une poutre grandeur réelle tes-
tée au laboratoire d’essais des structures du LCPC et un pont-rail de TGV expérimsitué
par la société SITES et la SNCF, ont permis de montrer les possibilités et les limites de ces ap-
proches, dans leur état actuel d’élaboration, pour détecter des modifications des caractéristiques
modales d’une structure.

Bien entendu, tous les problemes n'ont pas été résolus. Ainsi, il conviendrait que chaque
méthode se voit renforcée d’un test statistique qui lui permettrait d’'accompagner chaque résul-
tat d’'une marge d’erreur rationnellement évaluée. De méme, dans les méthodes de sous-espaces,
I'étape de factorisation de la matrice de Hankel des observations mériterait une analyse appro-
fondie afin de préciser la classe des factorisations possibles. De plus, une formulation de ces
méthodes en termes d’opérateurs, donc sous forme intrinseque reste a écrire, car c’est a I'évi-
dence le bon cadre, les résultats étant toujours obtenus a une similitude pres dans I'espace des
états. Espérons que ces perspectives de recherche inciteront d’autres chercheurs a prendre le
relai.
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Annexe A

Simulation numérigue de la reponse
stationnaire d’un oscillateur stochastique
linéaire vectoriel excite par un bruit blanc
gaussien

Nous proposons dans cette annexe deux méthodes de simulation numérique de la réponse
stationnaire d’un oscillateur stochastique linéaire vectoriel excité par un bruit blanc gaussien.

Ces deux méthodes operent sur I'équation différentielle stochastique (EDS) vectorielle de
It6 associée a la représentation d’état de I'oscillateur.

La premiére consiste a échantillonner la solution stationnaire exacte (connue) de cette EDS
aux noeuds du maillage de l'intervalle d’étude choisi pour effectuer la simulation. On obtient
ainsi une chaine de Markov dont le schéma récurrent présente la particularité d’étre explicite
et inconditionnellement stable, mais nécessite le calcul de I'exponentielle d’'une matrice, ce qui
peut étre un inconvénient en grande dimension.

La seconde méthode est quant a elle basée sur une discrétisation de 'EDS de It6 aux noeuds
du maillage. Comme toujours en pareils cas se pose alors le probléme du choix du schéma de
discrétisation. Nous en proposons deux : un schéma de type Euler et un schéma de type diffé-
rences centrées. Tous deux conduisent & une chaine de Markov explicite. Mais dans le premier
cas son schéma récurrent n’est pas inconditionnellement stable alors qu'il I'est dans le second.
Aucun des deux par contre ne nécessite le calcul d’'une exponentielle de matrice.

Dans tout ce qui suit(Q2, 7, P) désigne I'espace de probabilité de base sur lequel sont
supposées définies toutes les grandeurs aléatoires (variables, processus) considérées.
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A.1 Préliminaires

On s'’intéresse ici a la classe des systémes dynamiques stiocles linéaires vectoriels
d’équation d’évolution (1.1). Cette derniere est ramenée a sa forme de 1td (1.2) pour laquelle
on suppose satisfaites toutes les hypotheses garantissant I'existence et I'unicité d’une solution
stationnaireX = (X (¢),t € R). En particulier, on suppose que la matritgest asymptotique-
ment stable. Dans ce cas, on sait gliest I'unique solution de 'EDS de It6 linéaire homogéne
avec condition initiale :

{ dX(t) = A X (t)dt + B.dW (t)

X(0)=X, p.s. (A1)

ou X, est une v.a. a valeurs dang' liRdépendante d&’ et ayant pour loi la probabilité inva-
riante de (A.1) qui est une probabilité gaussienne centrée de variance matkicselletion de
I’équation de Lyapunov (1.18).

On sait en outre qué& est un processus gaussien stationnaire centré de fonction de corréla-
tiont — Yx(t) = E[X(t +u) X (u)] : R — R " telle queyt € R:

ety s t>0
x(t) = { Se At s <0 (A-2)
avecY € R™" donnée par (1.18).

Par ailleurs, cette solution s’écrit, paur 0 :

t
X(t) = e X, + / A=) B.dW () (A.3)

0

et est telle que, poutu > 0:

t+u
X(t+u) = e X (u) + / eAettu=s) B dW (s) (A.4)
relation qui nous sera utile plus loin.

Observons en outre que pour tauet toutt fixés dans R, la v.a. X (u) est indépendante
de lav.a.[ ™ edet+u=5) B 41V (s), car le processu¥ est non anticipant par rapport (i.e.
lav.a. X (t) esto(W(s);0 < s < t)-mesurableyt > 0).

L'objectif est de simuler cette solution, c’est-a-dire de construire numériquement des trajec-
toirest — X (t,w;) = 27(t), w; € Q, j € J, ouJ est un ensemble fini d’indices. Pour cela on
procede en trois étapes :

Identification des Systémes Dynamiques Stochastiques. Application a I'Evaluation Dynamique des Ponts Sous
Sollicitations Ambiantes



ANNEXE A. SIMULATION NUMERIQUE DE LA REPONSE STATIONNAIRE D’'UN
OSCILLATEUR STOCHASTIQUE LINEAIRE VECTORIEL EXCITE PAR UN BRUIT BLANC
GAUSSIEN 148

1- On se donne un intervallE = [0, s;] de IR, appelé intervalle d’échantillonnage ou de
simulation, et on considéere une patrtition finie d'ordre N et de pas constade cet
intervalle, i.e. un découpagd = t, < t; < ... < ty_1 = sy deT enN — 1 intervalles
disjoints de longueut : Vk € Iy = {0,1,..., N — 1}, ty11 — tx = At. Notons que
le choix d’'une partition a pas constant n’est pas une nécessité, mais dans notre cas il
permettra de simplifier notablement les calculs.

2- On échantillonne la solution aux noeugsle la partition et dans le cas linéaire on a deux
possibilités :

e soit on échantillonne la solution exacte (connue ici) ce qui revient a considérer la fa-
mille de v.a.(X (t;); k € Ix), qui est une chaine de Markov stationnaire parfaitement
déterminée;

e soit on échantillonne un processus approxim@nbbtenu comme solution stationnaire
d’une version discréte de 'EDS de départ construite en utilisant un schéma numeérique
approprié bati sur la partition dE considérée. Dans ce cas, on obtient une famille de
v.a. (X (tx); k € Iy) qu'il faut caractériser et qui est généralement aussi une chaine de
Markov. Bien entendu, seule cette approche est utilisable pour les EDS non linéaires.

3- on élabore une procédure numérique permettant d’obtenir des réalisations de I'échatillon
construit a I'étape 2.

Examinons maintenant ces deux cas en considérant pour le second deux schémas : un de
type Euler et un de type différences centrées.

A.2 Premiere méthode

Considérons la solution de (A.1) sous sa forme (A.4) et écshtaraux noeuds du maillage
en posant :

u:tk:kAt 3 u+t:tk+1:(k+1)At
D’aprés (A.4), nous obtenongk € Iy :

(k+1)At
Xpi1 = B X, + / eAlbHDAL=S B g1 (s) (A.5)
kAt

Posons :

(k+1)At

Wy, = / eAlFHDA=SI B qTY (s) (A.6)
kAt

D’apres les proprétés de l'intégrale de Wien#r,c Iy, W, est une v.a. gaussienne centrée a

valeurs dans Rdont la variance matriciell®, € IR™*" s’écrit :

(k+1)At .
Qk _ IE[W]CW]?] _ / eAC[(k-l-l)At—s} BchTeAC [(k-i-l)At—s]dS (A?)
kAt
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soit, aprés le changement de variable: (k + 1)At — s :

At
Qr = / eA(’“BcBZeACT“du (A.8)
0

Cette variance ne dépend paskdet nous la noteron@ dorénavant. De plus, il est facile de
montrer a partir de (A.8) qu@ est solution de I'équation de Lyapunov :

AQ + QAT = AN B BT ATA _ B BT (A.9)

dont la solution s’écrit :

Q =3 — eAeBiy Al Al (A.10)

ou X € R™ " est la variance matricielle de la probabilité invariante de (A.1), donc de la v.a.
Xy, VE € Iy. Rappelons que cette variance est solution de I'équation de Lyapunov (1.18),
c’est-a-dire :

AY+3AT = —0. ; o0.=B.B" (A.11)

Observons que les v.&, et {Wy; k € Iy} sont gaussiennes, centrées et indépendantes
dans leur ensemble.

Notons, par ailleurs, que du fait de la définie-positivité des matdizes >, celles-ci ad-
mettent une factorisation de Cholesky de la forme :

Q=2955" ; Y=55F (A.12)
ou S et S, sont des matrices triangulaires inférieures de rang plein.

Par suite, on peut écrire :

Xy = S(]Goo ; W, = SGy, , Vk e Iy (A13)

ou Gy et lesGy, k € Iy, sont des copies indépendantes d’'une v.a. G gaussienne standard a
valeurs dans IR (i.e. gaussiennei-dimensionnelle, centrée, de variance matriciélle

Notons enfin que comme, par construction, le processus solXtiorest pas anticipant
par rapport au brownieml’, pour toutk € Iy, la v.a. X, est indépendante de la famille
{Wi, Wki1, ..., Wy_1}, donc aussi de la familléGy, Gy.1,...,Gn_1}.

Finalement, on obtient une chaine de Markd¥;; k € Iy) qui, par construction, est gaus-
sienne, stationnaire, centrée et définie par le schéma récurrent :

XO - SO GOO
AAL (A.14)
Xpr1 = e X+ 585G, kely

avec :
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Sy telle queS, S = %

¥ solution deA.>> + YA = -6, ; o0.= B.B!
S telle queSS™T = Q

Q donnée par ) = ¥ — eAeAtyeAr At

Go et Gy, k € Iy, des copies indépendantes d’'une v.a. gaussienne standard a
valeurs dans R

Par suite, une réalisation de cette chaine (i.e. une trajectoire sur T de la solution stationnaire X)
est obtenue par :

AcAL

To = S
0 0 goo (A.15)
Tpy1 =€+ Sgr 5 k€ Iy

oUggo etygr, k € I, sontdes réalisations indépendantes d’une v.a. gaussienne standard a valeurs
dans R.

A.3 Deuxieme méthode

Il s’agit ici de dicrétiser 'TEDS aux noeuds de la partitionuseurs schémas de discré-
tisation peuvent étre utilisés. Nous en présentons deux : I'un deByfer, I'autre de type
différences centrées.

A.3.1 Emploi d’un schéma de type Euler

Repartons de 'EDS (A.1) et réécrivons-la sous sa forme intégrale équivalente :

X(t) = X(0) + / t A X (s)ds + / t B.dW (s) (A.16)

qui s’écrit encore, entre les instant®t + u, u > 0,7 > 0 :

X(r+u) = X(u)+ /T+u A X(s)ds + /T+u B.dW (s)
= X(u)+ /T+u A X (s)ds + BW (1 4+ u) — W(u)] (A.17)

Ecrivons alors (A.17) aux noeuds de la partition en posantkAt, 7 = At et en notant,
comme précédemment, = X (kAt). Nous obtenons :

(k+1)At
Xy = Xp + / A X(s)ds + Be [W((k + 1)At) — W(kAt)] (A.18)
kAt
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Dans cette derniére équation, approximons l'intégrale’pat. X (kAt) = AtA.X} et no-
tons()?k; k € Iy) le processus a temps discretlimensionnel défini par I'équation discrétisée
ainsi obtenue, complétée par la condition initialg = Yy p.s., ouYy est une v.a. gaussienne
centrée a valeurs dans'Rndépendante dd’. Un tel processus est donc gouverné par I'équa-
tion :

Xpr1 = (I, + AtA)Xy + B.DWW kel
{ k+1 ( ) k k N (Alg)

)?0 = Yy p.s.
ou D, W = W((k+ 1)At) — W(kAt).
Or, d’apres les propriétés d&, I'accroissemenD, 1V est, pour touk fixé, une v.a. gaussienne,
centrée, a valeurs dans"Rde varianceAt/,,. De plus, la famille{D,W;:k € Iy} est une
famille indépendante. On peut donc posérIV =  AtGy, ou{Gy; k € Iy} est une famille

de copies indépendantes d’une Gagaussienne, standard, a valeurs dafis IRar suite, (A.19)
peut se réécrire :

{ X1 = (I, + AtA) X, +VAIB.Gy ke Iy (A20)

Xo=Yyp.s.

Nous obtenons ainsi une chaine de Marl@/c, k € Iy) gaussienne, centrée, de schéma
récurrent générique (A.20), qui est de type Euler.

On s'intéresse a la solution stationnaire de (A.20), encore r(éié;elc € Iy) et supposée
exister et étre unique. Pour caractériser cette solution, commencgons par calculer sa ¥ariance

Y = E[XiX]] = E[X, X[

= E[((In + AtA) Xy + VALB.GY) (X! (I + AtAD) + VALGE BY)]
— (I, + AtA)S(L, + AtAT) + VALBE[GLXT)(I, + AtAT)

+ VAT, + AtA)E[X,GTIBT + AtB.E[G,GT]BT

Or:

E[G,GT] = In
E[G.X]] = E[X,GI]=0

D'ou:
S = (I + AtA)S(I, + AtAT) + o At

ce que I'on peut encore écrire, apres réarrangement :

AS + SAT = —o, — AtASAT (A.21)
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Pour la condition initialeY, il faudra donc prendre une v.a. gaussienne centrée a valeurs
dansR™, indépendante de la famillg7,; k € Iy} et de variancé& solution de (A.21).

Notons que cette v.a. peut se construire comme sjjt + SOGOO, avecSO une matrice
triangulaire inférieure telle quE = S ST (factorisation de Cholesky dE) et Gyp une v.a.
gaussienne standard a valeurs dafisiRdépendante de la famillg7,; k € Iy}.

Observons par ailleurs qlfé—> Y lorsqueAt — 0 (cf. (A.11) et (A.21). Donc, la loi invariante
de (A.20) converge vers la loi invariante exacte (i.e. celle de (A.1) lorague: 0.

Finalement, la chaine de Mark¢X; k € Iv) est définie par le schéma récurrent suivant :

{ X5 = So Goo (A.22)

X1 = (In + AtA) X, + VALB.G, ; ke ly
avec .
Sy telle queS, ST = %

S solution ded.S + AT = — g, — AtASAT
Goo Une v.a. gaussienne standard a valeurs daéhs R

{Gk, k € Iy} une famille de copies indépendantes d’'une v.a. G gaussienne stan-
dard, a valeurs dans'R indépendante d€'y

Par suite, une réalisation d&; k € I) est obtenue par :

To = S,
fo 0 goo R (A.23)
Tht1 = (In + AtAC)ZBk + Vv Athgk ; kely

ou{gx; k € Iy} estune famille de réalisations indépendantes d’un&\vgaussienne, standard,
a valeurs dans R et gqo est une réalisation d’une v.&,, gaussienne, standard, a valeurs dans
R", indépendante dé.

A.3.2 Emploi d’'un schéma de type différences centrées

Considérons a nouveau la forme intégrale de 'EDS (A.1) :
t t
X(t) = X(0) + / A X (s)ds + / B.dW (s) (A.24)
0 0
qui s’écrit, entre les instantsuet- v ,u > 0,7 >0

X(r+u) = X(u)+ /T+u A X(s)ds + /T+u adW (s)

= X(u)+ /T+u A X (s)ds + BW (1 4+ u) — W(u)] (A.25)
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Ecrivons (A.25) aux noeuds de la partition en posant, comme précédemmentiAt,
T = At et X = X (kAt). Nous obtenons :

(k+1)At
Xy = Xp + / A X(s)ds + Be [W((k + 1)At) — W(kAt)] (A.26)
kAt

Considérons cette fois I'approximation suivante de l'intégrale figurant dans (A.26) :

(k+1)At
/ AX(s)ds ~ AtACX((k+1)A;)+X(kAt) _ AtACM
kAL

et soit(X,; k € Iy) le processus a temps discretlimensionnel défini par I'équation (A.26)
dans laquelle cette approximation est utilisée, complétée par la condition ikitiate U, p.s.,
ou U, est une v.a. gaussienne centrée a valeurs danmipendante d&’. Un tel processus
est donc gouverné par I'équation :

_ _ 1 _ _
Xt = X + AMA(Kip +X3) + BDW k€ ly

. (A.27)
X, = Uyp.s.
qui se réarrange comme suit :
(I 1AtA)7 = (7 +1AtA)7 + B.D\W kel
n 9 c k+1 — n 9 c k ctk ) N (A28)

X() = U[) p.S.
oU DLW = W((k + 1)At) — W (kAL).

Or, d’apres les propriétés d&, pour toutk fixé, I'accroissemenbD, 1V est une v.a. gaussienne,
centrée, a valeurs dans"Rde varianceAt/,,. De plus, la famille{D,W:k € Iy} est une
famille indépendante. On peut donc poséniV = AtGy, ou{Gy; k € Iy} est une famille
indépendante de v.a. gaussiennes standards a valeurs'daRaiRuite, (A.28) peut se réécrire :

1 — 1 _
I — SAtA)K oy = (I + ~AANK, + VAIBG, kel
( 5 )Xkt = ( 5 )Xk K N (A.29)

X, = Uyp.s.

On obtient ainsi une chaine de MarkQ¥,; k € Iv) gaussienne, centrée, de schéma récur-
rent géneérique (A.29), qui est de type différences centrées.

Supposons queang(1l,, — %AtAC) = n et intéressons-nous a la solution stationnaire de (A.29),
supposee exister et étre unique. Pour caractériser cette solution, commencons par calculer sa
variance :
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__ — —T — -1
Y =EX;X,| = F XX,

(I, - %AtAC)‘l (I + %AtAC)IE[Yka](]n + %AtAc)T + VAIBE[GX (I + %AtAC)T+

VAL, + %AtAC)E[YkGZ]BCT + AtB.E[GGL|BY | (I, + %AtAC)‘T

Or: P
EX,X,]=%
E[GrGT] = I,
E[G1X,] = E[X:GT] =0
D'ou:

S = (I, - %AtAC)l (I + %AtAc)i(In + %AtAC)T + Ato, | (I - %AtAC)T

soit, aprés simplification :

AY + XA = —0, ; 0.=B.BF (A.30)

Rapprochant (A.30) de (A.11), on peut alors remarquerXjasincide ave&, variance de
la solution stationnaire exacte. Il en résulte que la loi invariante de (A.29) coincide avec la loi
invariante exacte (i.e. celle de (A.1)) qui est gaussienne, centrée et de vatiance

Pour la condition initiald/,, il faudra donc prendre une v.a. gaussienne centrée a valeurs
dans R, indépendante de la famillg=,; k € Iy} et de variancé& solution de (A.11). Cette
variable peut se construire comme sulfy: = SyGgy, OU Sy est une matrice triangulaire in-
férieure telle ques = SyS! (factorisation de Cholesky dg) et Gy, est une v.a. gaussienne
standard a valeurs dans'Rndépendante de la famillg7; k € Ix}.

Finalement, la chaine de Mark¢X ,; k € ) est définie par le schéma récurrent suivant :

Y0 = SO GOO

_ _ A.31
(In _ %AtAC)XkJrl = (In + %AtAC)Xk + VAtB.G, , kely ( )

avec :
Sy telle queS, ST = %
¥ solution ded.> + AT = — o,
Goo Une v.a. gaussienne standard a valeurs ddhs IR

{Gy, k € Iy} une famille de copies indépendantes d’'une &ajaussienne stan-
dard, a valeurs dans’R indépendante d€'
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Par suite, une réalisation d& ,; k € Iy) est obtenue par :

To = S0 Yoo

A.32
(I, — %AtAc)ka = (I, + %AtAc)fk + VAtB.g, , ke ly (A.32)

ou{gx; k € Iy} estune famille de réalisations indépendantes d’un&\vgaussienne, standard,
a valeurs dan&™ et gy est une réalisation d’'une v.&y, gaussienne, standard, a valeurs dans
IR™, indépendante dé.
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Annexe B

Compléments sur la méthode des
sous-espaces

B.1 Rappels des concepts géométriques

Soientp, q, j des entiers strictement positifs.étc IRP*/, B ¢ IR?*/ deux matrices données,
avecA de la forme :

@11 di2 ... (1 ... Q14
Q21 dg2 ... Q2 ... Q25
A=
Q1 Qg2 oo Qi .. Qyj
| Ap1 Ap2 ... Qpk ... Apj |

OnnoteL;,i=1,...,p, leslignes de4, telles que :
le(an,...,alj), ng(agl,...,an), ey Lp:(apl,...,apj)

Ces lignes peuvent étre considérées comme des vecteur$ dai Bngendrent un sous-
espace vectoriel appelé espace des lignes.de

Soit £, ce sous-espace, defini par :
E, =wvect(Ly,...,Ly)

De la méme maniere on définit 'espace des ligne®gmr :
Fy=wvect(Ly, ..., L,)

ouL;,k=1,...,q,sontles lignes dé&.

Une projectionP sur IR’ est une application linéaire de’ldans lui-méme qui est idempo-
tente i.e. telle qué® = P2. Si, de plus,P = P” alors la projection est orthogonale ; sinon elle
est oblique.
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Soit P,, la projection oblique suk, parallélement a I'orthogonﬂl’qL deF,, i.e. la projection
sur E, orthogonalement &;,. On rappelle qués, = Im(P,,) = Ker(I — P,,) et queF;- =
Ker(P,,). I — P,, est également une projection : c’est la projectionlﬁjjrparallélement &,
P est la projection suF, parallélement & - et] — P estla projection suk,- parallélement
aF,. Ceciestillustre sur la figure B.1 :

1
Ep FJ_

T q
‘»9_—quy

pqY

LT
Py

FIG. B.1 —Projections.

Nous avons les résultats suivants :
Théoréme 2: P,y = 0 si et seulement gj € F-

Définition 1 : Soit A € RP*7, b € IRP et soitx € IR’ la solution au sens des moindres carrés
du systeme linéairdx = b, i.e. :

x = arg min |[Ay — b||2
yelR’

Alorsx = A'b, out désigne le symbéle de pseudo-inverse de Moore-Penrose.

Théoreme 3: P, est une projection orthogonale si et seulemem,gi= P, (i.e. si et seule-
ment siL, = L}, pouri = 1,...,p) ou, de fagon équivalente, i, = F,. Dans ce cas, la
matrice représentant 'opérateut,,, noteer,, s'écrit :

P,= BT (BB")'B
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On désigne pad /B la projection orthogonale de I'espace des lignes de la matrigeRP*
sur I'espace des lignes de la matriBec IR?*/. Elle est définie par :

A/B = AB" (BB")!.B

A/B*+ = A — A/B, désigne la projection orthogonale de I'espace des lignes de la matrice
A sur I'orthogonal de I'espace des lignes Be

Nous allons maintenant définir les notions d’angles principaux et de directions principales
entre deux sous-espaces. Ces notions sont une généralisation de celle d'angle entre deux vec-
teurs.

Définition 2 Soit £, et F, respectivement I'espace des lignes de la matrice IRP*/ et I'es-
pace des lignes dB € R?*/, avecp < q. Alors lesp angles principaux entré, et F,, notés
61, ...,0, € [0,7/2], etles directions principales correspondantes E,, b, € F, sont définis
récursivement par :

cosf, = marmaxla’b| =alb, ; k=1,...,p
acEp beFy
avec|la|| = ||b|| = 1 et,Vk > 1:a%a; = 0,b"b; =0,Vi € {1,..., k—1}.

Nous donnons ci-dessous d’autres définitions pour les angles principaux et directions prin-
cipales. Ces définitions fournissent des méthodes, basées des décompositions en valeurs singu-
lieres, pour calculer de maniére stable les angles et les directions.

Définition 3 Les matricesd € RP*7 et B € R/ étant données, considérons la décomposition
en valeurs singuliéres suivante :

AT(AATYABY(BBTY'B=USVT

alors les directions principales entig, et F, sont égales a I'espace des lignesidé et V7.
Les cosinus des angles principaux enfiget £, sont les valeurs singuliéres de

Définition 4 Les angles principaux et directions principales entre les espaces des lignes des
matricesA € R’ et B € IR?”J peuvent étre obtenus a partir de la décomposition en valeur
singuliéres suivante :

(AATY"V2(ABTY(BBT) Y2 = Usv”

Les directions principales entre les espaces des lignesetd3 sont données par’(AAT)=1/2A
etVT(BBT)~'/2B et le cosinus des angles principaux ar

Le cas particuliep = g = 1 est plus parlant. En effet, dans ce chst B sont des vecteurs
et I'expression ci-dessus s’écrit :

AB"
VAAT/BBT

qui est la définition classique du cosinus entre deux vecteurs.
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B.2 Filtre de Kalman en avant

Dans ce paragraphe, nous donnons deux écritures difféduntdse de Kalman en avant.
La premiéere est la forme classique telle gu’elle est présentée dans la littérature. La seconde est
une variante de la premiere et c’est celle utilisée dans cette thése (cf. (3.36), (3.37) et (3.38)).

Considérons le modele d'état (1.28)- (1.29), dans lequel les matrices (A, C, Q.90n¥
connues. Notons que |€¥ —2i+1) estimées Kalman-optimalés;, Z;,1, ..., Zy_;} associées
aux (N—2i+ 1) données expérimental€s;, y; 11, . . . , yn—; } Vérifient les équations de Kalman
en avant :

. . f
Tjt+1 :Al’j+Kjfj B.1
{ yi =0+ f; (-1

ou (f;,j € Kn—git1), Kn—oiy1 = {i,i+ 1,...,N — i}, est une réalisation restreinte a
Kn_9iy1 d'un bruit blanc gaussien discref;, j € Z) [-dimensionnel de variance matricielle
E[F;, ]—“]-T] = R+CP,CT, (2,7 € Ky_211), SUite des estimées de Kalman, est une réalisation
restreinte & y_,; 1 d’'un processus gaussien centré dis(:f@;j € Z) de variance matricielle

P; = E[X;X7], K estle gain de Kalman donné par :

Kl = (S+ AP,CT)(R+ CP,CT)™! (B.2)

etP; = E[(X; — X;)(X; — X;)7], variance matricielle de I'erreur, est solution de I'équation de
Ricatti :

Py = AP AT +Q — (S + AP . CT)(R+ CP,CT) (S + AP, CT)T (B.3)
Ona:
Pj=5%;- P, (B.4)

Supposons les processus a temps digcret; € Z) et (Y}, j € Z) stationnaires. Dans ce
cas les matriceKJf, P; etX; sont indépendantes geOn a alors :

Kf = (S+APCTY(R+ CPCT)™! (B.5)

P = APAT +Q — (S+ APCT)(R+ CPCT)"}(S + APCT)T (B.6)
et la relation (B.4) se réécrit :

P=x-P (B.7)

Les expressions (B.1), (B.5) et (B.6) définissent la forme classique du filtre de Kalman en
avant. Dans cette these, nous utilisons une autre forme obtenue en portant (B.7) dans (B.5) et
(B.6). Il vient alors :
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K/ = ((S+ASCT)—APCT)((R+ CSCT) ~CPCT)™!

G R,
= (G- APCT)(Ry — CPCT)™! (B.8)

et I'équation de Ricatti prend la forme :

Y — P=AYAT — APAT + (£ — AZAT) — ((S + AXCT) —APCT) (B.9)
G
(R+CxCty —CcPCT)™H((S + AxCT) —APCT)T (B.10)
R G
soit :
P = APA" + (G — APCY)(Ry — CPCT)"H(G — APCT)T (B.11)

Ce résultat signifie que le filtre de Kalman en avant défini par (B.1), (B.8) et (B.11) donne
les mémes estimégs;, j € Kn_»41) que celui défini par les expressions (B.1), (B.5) et (B.6).

B.3 Factorisation de la matrice de projection

Il s’agit ici d’apporter quelques précisions sur I'étape detdrisation de la matrice de pro-
jection (resp. de la matrice de Hankel des covariances) dans les algorithmes des sous-espaces
(resp. de réalisation stochastique). Cette étape concerne la détermination de la matrice d’obser-
vabilité étendue et de la suite des estimées Kalman-optimales (resp. et de la matrice de contré-
labilité étendue) a partir de la décomposition en valeurs singuliéres de la matrice de projection
(resp. de la matrice de Hankel des covariances).

Considérons le modele d’état défini par :

Yy =CX,+ Vg (B.12)
avec (Xy, k € Z) et (Y, k € Z) des processus stationnaires centrés, respectivement
[-dimensionnels(W,, ,k € Z) et Vi, k € Z) des bruits blancs gaussiens discretst (-
dimensionnels de variance-covariana® = E[W,WI] € R™", R = E[V,V[] € R™>! et
S = EWVE] € R

{ Xir1 = AXp + W

Effectuons dans (B.12) le changement de variallles= 77, avecl’ € R™*" une matrice
réguliére. Il vient :

(B.13)

Iy =T YATZ, + T W,
Y. =CTZ,+ YV
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On dit alors que les systemes (B.12) et (B.13) sont équivalents au sens ou les relations
entrée-sortie ne sont pas modifiées.

Soit :

C
CA .
O; = _ € Rl>xn (B.14)
CAz'—l

la matrice d’observabilité étendue d’ordrassociée au modeéle (B.12) et :

cT
. CAT .
O; = c R (B.15)
CA-IT
celle associée au modéle (B.13).
Il est facile de voir que :
O, =O,T (B.16)

De plus nous savons (cf. Chapitre 3) que les matricesC' peuvent étre estimées a partir
de la matrice d’observabilité étendue de la maniére suivante :

1- A est obtenue en résolvant le systéeme :

O,A = 0O (B.17)

ol O; et O, sont les matrices obtenues en supprimant respectivementplesniéres
lignes et led derniéres lignes dé; ;

2- C estla matrice despremieres lignes d@;.
En appliquant le méme procédé a la mati@eon obtient donc les matrice$ et C' & un
changement de base pres. Par conséquent, en prémultipliant la ndgtpee une matrice in-

versible avant d’appliquer le procédé ci-dessus, on ne change pas les matrices du systéme mais
seulement la base de représentation du systeme.

Cette remarque est valable pour les algorithmes qui utilisent la suite des états du filtre de
Kalman en avant [71].

D’apres le théoréme principal des sous-espaces [71], on a le résultat suivant :
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P = 0., (B.18)

ouP; € R¥*(N=2+1) est |a matrice de projection orthogonale de I'espace vectoriel engendré
par les données futures sur I'espace vectoriel engendré par les données [assedR/ <"

est la matrice d’observabilité étenduetete R"*(N-2i+1) est la matrice ayant pour colonnes
les (IV— 2i + 1) estimées Kalman-optimal€s:;, Z;.1,...,Zy_;} associées aux (A 2i + 1)
données expérimentalésg;, v;.1, . .., yn—; } atravers les équations du filtre de Kalman en avant
(B.1).

Effectuons ensuite la décomposition en valeurs singulierdd den obtient :

p—usvT=[v, 0] OV | — s (B.19)
? 0 0 ‘/QT 1
avecl € Rl ety ¢ RW—2+1x(N=2i+1) des matrices orthonormales$t= diag(oy,
02,...,0,) € R™", oU leso; sont les valeurs singulieres non nulles@etelles que o; >
oy > ... > o, > 0. Compte tenu de I'expression (B.18), on &;X; = U, S,V et en

multipliant a droite cette expression gar, on obtient :

O;XV, = O;T = U, S, (B.20)

ou T = X;V; est une matrice inversible. Nous sommes alors dans la situation (B.16), avec
O; = U, 5,, c'est-a-dire que la matrice d’observabilité est connue & une base prés. Compte tenu
des observations faites précédemment les matrices peuvent étre déterminées aPaitiede
possible d'utiliser d’autres décompositions. En effet, en multipliant & droite (B.20y pat,

on obtient :

OX VS~ = O, = U, 52 (B.21)
avecT = 231-[/15—1/ 2. Dans ce cas les matrices sont extraites a partir de la matrice d’observabi-
lité étendue?; = U, S'/2. C'est cette décomposition que nous utilisons dans le Chapitre 3. En
général, ce procédé est valable pour toute famille de mafricécrivant sous la forme :

O, =U,T (B.22)

avec7 € R™" inversible.
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