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Introduction

Dans le domaine industriel, et plus particulièrement pour le transport aéronautique,
le dimensionnement mécanique des structures est une phase cruciale du processus de
conception d’un nouvel appareil en vue de sa mise sur le marché. Tous les critères im-
portants de tenue de la structure doivent être abordés afin de garantir la durée de vie fixée
par le cahier des charges. Le dimensionnement s’appuie sur l’analyse de plusieurs études
qu’elles soient numériques ou expérimentales.

Ces dernières années, le coût très important des essais réels sur structure de grande
échelle a poussé les industriels à diminuer leur utilisation au profit des essais numériques.
Ces essais réels sont néanmoins courants à de plus petites échelles, pour pouvoir généra-
lement identifier les propriétés de phénomènes locaux complexes.

En recherche, différentes méthodes basées sur la modélisation par éléments finis sont
apparues afin de traiter des problèmes de plus en plus complexes grâce à l’augmentation
continue des capacités de calcul des environnements informatiques. La complexité de ces
problèmes peut se traduire soit par la complexité du phénomène physique étudié, soit
par la taille de la structure étudiée, impliquant la résolution de problèmes de très grande
dimension.

Le dimensionnement numérique des structures aéronautiques comporte plusieurs par-
ticularités. Par exemple, ces méthodes de dimensionnement doivent être adaptées à la
modélisation de tronçons comportant plusieurs millions de fixations, à l’utilisation gran-
dissante de matériaux composites, ou encore à la géométrie complexe de ces structures
(panneaux, raidisseurs et éléments de fixation).

Pourtant les bureaux d’étude aéronautiques ne sont actuellement pas en mesure de
pouvoir appliquer directement ces méthodes de résolution non-linéaire sur une structure
complète de grande taille. La complexité des modèles associée au très grand nombre
d’inconnues nécessaires implique des temps de calcul et des besoins informatiques trop
coûteux à ce jour.

Afin d’y remédier, les méthodes numériques usuelles pour le dimensionnement asso-
cient plusieurs types de modèle à éléments finis afin de pouvoir adopter la complexité
des représentations. Généralement, ces stratégies font interagir ou superposent un modèle
global simple avec des modèles locaux complexes afin de limiter les coûts de calcul. Une
des méthodes les plus utilisées dans le domaine industriel consiste à résoudre dans un pre-
mier temps le problème mécanique sur une structure complète avec un modèle simplifié
géométriquement mais aussi du point de vue de son comportement. Dans un deuxième
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2 Introduction

temps, le champ de déplacements ou d’efforts internes obtenu permet le pilotage d’un

modèle local non-linéaire défini sur une zone d’intérêt. Ceci suppose d’une part que cette

zone d’intérêt soit connue a priori, et d’autre part que la présence des non-linéarités lo-

cales n’ait que peu d’influence sur le comportement global de la structure. Ce type de

méthode de dimensionnement est appelée « analyse descendante » ou « submodeling » en

anglais. La Figure1 illustre ce processus de dimensionnement.

�����������	�

�

����������
��	���

��
����������������� �	�
������


��
�����
��	���

���	
������


��	���

����������������������


����
�������	��

��������������


����������

FIGURE 1: Principe d’une analyse descendante

L’élément le plus utilisé pour assembler les différents tronçons d’un appareil est la

fixation boulonnée ou rivetée. Le comportement de ces composants peut être dimension-

nant lorsqu’il est présent dans une structure. En effet, il introduit des phénomènes forte-

ment non-linéaires (contact, frottement, effet de la précharge et des jeux de fabrication)

qui s’accompagnent généralement de concentrations de contraintes. Sachant qu’il peut y

avoir plusieurs millions de fixations sur un appareil, vouloir prendre en compte tous ces

phénomènes dans un modèle numérique de structure de grande échelle serait trop coûteux.

L’utilisation d’une analyse descendante semble pour l’instant mieux appropriée.

Lors du dimensionnement, la prise en compte des incertitudes est un aspect important

pour vérifier la tenue d’une structure. En effet, les caractéristiques géométriques ou phy-

siques peuvent varier d’une structure à une autre. Généralement, les industriels pondèrent

leurs résultats numériques avec des coefficients de sécurité afin de pouvoir prendre en

compte toute variation de comportement ou de chargement de la structure. Malheureuse-

ment, l’application de ces coefficients mène souvent au surdimensionnement des parties

étudiées.

Actuellement, la tendance est de vouloir réduire ces marges de manière à diminuer

les coûts de fabrication et d’exploitation des appareils. Les industriels s’efforcent donc de

modéliser de façon plus précise l’aléa que l’on peut retrouver dans une structure et son

environnement. Plusieurs outils existent afin de représenter ces incertitudes :
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– les méthodes paramétriques non probabilistes [Moens et Vandepitte, 2005] ;

– les méthodes paramétriques probabilistes [Schuëller, 2001] ;
– les méthodes non paramétriques [Soize, 2000].

Bien que certains travaux aient été développés pour les méthodes non paramétriques et
paramétriques non probabilistes en calcul de structures, l’essentiel de la recherche se
concentre sur les méthodes probabilistes. Ces dernières sont très intéressantes lorsque l’on
souhaite modéliser les phénomènes de dispersion à des échelles locales (où le nombre de
paramètres stochastiques reste limité). À des échelles globales de structures telles que
celles du tronçon d’un avion, ces méthodes restent pour l’instant trop coûteuses [Schuël-
ler, 2001].

C’est dans ce contexte qu’a été développée la théorie des méconnaissances [Lade-
vèze et al., 2006b]. L’idée de cette théorie est de modéliser les incertitudes à l’échelle
des sous-structures. Un avantage conséquent de cet outil, comparativement à certaines
méthodes probabilistes, est de n’avoir besoin que d’un seul calcul déterministe sur une
structure globale. Par post-traitement de ce calcul, on peut ainsi obtenir un intervalle de
confiance sur une quantité d’intérêt pour toute structure de la même famille. D’une part,
la théorie des méconnaissances se base sur un modèle éléments finis déterministe de la
structure étudiée : il est donc important que ce modèle soit le plus fidèlement représen-
tatif du comportement des structures réelles. D’autre part, les variables internes définies
à l’échelle des sous-structures et influant sur les intervalles de confiance des quantités
d’intérêt, ne sont que très rarement connues a priori. Le modèle avec méconnaissances
doit donc passer par une phase de recalage afin d’être validé. Cette théorie a tout d’abord
été appliquée au domaine de la dynamique des structures [Ladevèze et al., 2006b, Lade-
vèze et al., 2006a, Puel, 2004] pour des dispersions associées aux rigidités des structures.
Elle a ensuite été étendue aux problèmes de statique [Enjalbert, 2009, Louf et al., 2010]
pour des incertitudes associées aux rigidités des structures mais aussi aux chargements
extérieurs.

L’objectif de cette thèse est d’insérer la modélisation par la théorie des méconnais-
sances dans une procédure de dimensionnement de type analyse descendante. En se ba-
sant sur les techniques industrielles actuelles, il s’agit d’ajouter l’aspect aléatoire via la
théorie des méconnaissances. L’intérêt est que cette théorie implique peu de coût de calcul
supplémentaire. Les méconnaissances sont appliquées au modèle linéaire lors de la pro-
cédure de la méthode descendante. Ceci permet d’obtenir un intervalle de variation d’une
quantité d’intérêt dont les bornes seront utilisées par la suite pour piloter un calcul com-
plexe local non-linéaire. Comme précisé précédemment, le modèle de méconnaissances
se base sur une représentation simplifiée, généralement linéaire, de la structure. La diffi-
culté de cette stratégie sera de prouver son efficacité pour la modélisation de phénomènes
aléatoires complexes.

L’étude menée ici propose donc de justifier de manière plus précise l’application de
coefficients de sécurité. Les différentes étapes importantes de la stratégie seront étudiées
et justifiées sur un exemple d’assemblage boulonné dont la géométrie est inspirée de struc-
tures aéronautiques. Ces étapes, situées dans la première partie de l’analyse descendante,
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sont les suivantes :
– création d’un modèle déterministe simplifié et pertinent de l’assemblage boulonné ;

– recalage du modèle déterministe grâce à une série de données. La méthode choisie

ici est le recalage basé sur l’erreur en relation de comportement ;

– application de la théorie des méconnaissances sur le modèle déterministe afin d’ob-

tenir un modèle avec méconnaissances ;

– recalage du modèle avec méconnaissances grâce à une série de données.

Les développements numériques sont effectués sous le logiciel Matlab. Tous les algo-

rithmes créés se basent sur des modèles à éléments finis issus du logiciel Abaqus/Standard.

Le dialogue entre les deux logiciels s’effectue principalement grâce à un environnement

Python.

Afin de préciser les points précédemment abordés, ce document s’articule suivant

quatre chapitres :

– Le premier chapitre exposera la stratégie adoptée pour insérer une méthode de

modélisation de l’incertain dans un processus de dimensionnement d’assemblage

de structures en aéronautique. Cette stratégie sera constituée de différents modèles

et méthodes dont les choix seront justifiés et pour lesquels un bref état de l’art sera

effectué.

– Parmi les méthodes utilisées, le recalage de modèle joue un rôle préliminaire crucial

sur la qualité du modèle enveloppe objectif. Le modèle déterministe utilisé pour la

théorie des méconnaissances doit être fiable et doit représenter le mieux possible

la structure réelle. Dans un second chapitre, une stratégie de recalage de modèle

déterministe de fixations sera étudiée et optimisée afin de pouvoir aborder l’aspect

aléatoire dans les meilleures conditions. Plus particulièrement, nous nous concen-

trerons ici sur l’application d’une méthode de recalage basée sur l’erreur en relation

de comportement appliquée à des modèles simples de fixations boulonnées.

– Le troisième chapitre présentera tout d’abord les bases de la modélisation des

incertitudes par la théorie de méconnaissances. L’application de cette théorie sur un

modèle déterministe correctement recalé constituera la dernière étape de la stratégie

proposée. Cette stratégie sera ensuite illustrée sur un exemple typique de fixation

aéronautique.

– Le quatrième chapitre aura pour objectif d’évaluer les possibilités d’utilisation du
modèle de connecteur avec méconnaissances dans un environnement plus contrai-

gnant. Dans un contexte incertain, une analyse sera effectuée sur des connecteurs

représentant chacun plusieurs fixations. La pertinence de cette extension d’échelle

pour la modélisation des connecteurs sera évaluée et de possibles améliorations

seront proposées.
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Chapitre 1

Élaboration d’une stratégie de
dimensionnement

Dans ce premier chapitre, nous allons introduire la problé-

matique industrielle sur laquelle nous allons travailler :

le prédimensionnement d’assemblage de structures. Plu-

sieurs discussions seront menées dans le but de construire

point par point une stratégie pertinente en vue d’une pro-

position d’application dans le monde industriel. La pre-

mière partie de ce chapitre présente les différentes mé-

thodes permettant le dimensionnement des structures de

grande échelle. Une étude bibliographique sur les mo-

dèles de fixation est ensuite effectuée. Enfin, la stratégie

proposée est construite : elle utilise d’une part un reca-

lage de modèle, et d’autre part elle met en place une prise

en compte des phénomènes aléatoires. Ces deux derniers

points feront également l’objet d’une discussion.

Sommaire
1 Problématique industrielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2 Méthodes de dimensionnement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

Stratégie de modélisation et de simulation des assemblages de structures aéronautiques en

contexte incertain



2.1 Méthodes « ingénieur » et dérivées . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.2 Les stratégies de calcul multiéchelles . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.3 Les techniques de décomposition de domaine sans recouvrement . . 16

2.4 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3 Modélisation des fixations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.1 Les approches empiriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.2 Les approches analytiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.3 Les approches à éléments finis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3.4 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

4 Recalage de modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4.1 Les modèles considérés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4.2 Maîtrise des écarts entre modèles . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

5 Prise en compte de l’incertitude . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

5.1 Méthodes stochastiques en calcul de structure . . . . . . . . . . . . 38

5.2 Méthodes non stochastiques en calcul de structure . . . . . . . . . 48

6 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

Stratégie de modélisation et de simulation des assemblages de structures aéronautiques en

contexte incertain



Problématique industrielle 7

1 Problématique industrielle

Dans le secteur aéronautique, la certification des avions s’appuie généralement sur

la réalisation de nombreux essais à différentes échelles. Ces essais peuvent être réalisés

à l’échelle de la microstructure d’un matériau aussi bien qu’à l’échelle de l’avion lui-

même. La tendance actuelle des industriels est de diminuer l’utilisation de ces essais,

trop coûteux, au profit d’essais numériques. Grâce à l’évolution des capacités de calcul

numérique, ces « essais virtuels » viennent peu à peu compléter voire remplacer certains

types d’essais sur structure réelle.

Parmi les éléments faisant partie de cette problématique, les ensembles de fixations,

boulonnées ou rivetées, sont des composants très importants lors du dimensionnement :

l’irrégularité de la géométrie, les phénomènes de frottement, les précharges ou encore les

jeux de fabrication présents dans ces zones augmentent les probabilités d’initiation de

phénomènes d’endommagement.

La production en série mise en œuvre dans l’industrie aéronautique entraîne la fabrica-

tion de ces ensembles de fixations en très grand nombre. Lorsque l’on étudie une famille

de structures semblables, plusieurs propriétés varient d’une structure à l’autre. En effet,

le frottement entre les plaques est mal connu, les précharges appliquées lors de l’assem-

blage ne sont pas précisément contrôlées (environ ±20% de dispersion [Guinard, 2003]),

les jeux de fabrication sont réalisés avec des tolérances dimensionnelles et la position ini-

tiale de la fixation à l’intérieur de son logement n’est pas bien maîtrisée (configuration des

rattrapages de jeux) [Guinard, 2003]. La Figure 1.1 illustre ces paramètres mal connus.
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FIGURE 1.1: Paramètres variables présents dans un assemblage boulonné

L’objectif de cette thèse est de proposer une stratégie de dimensionnement des as-

semblages boulonnés ou rivetés. De plus, on souhaite prendre en compte les effets des

variabilités de comportement des fixations sur le dimensionnement. Ceci permettra de

redéfinir la notion de « coefficient de sécurité » lors du dimensionnement.

Le but de cette stratégie est de réaliser des dimensionnements où l’échelle de la struc-

ture est équivalente à celle de plusieurs panneaux ou tronçons d’avion. Or, les calculateurs
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8 Élaboration d’une stratégie de dimensionnement

actuels ne permettent pas encore de réaliser des essais numériques à ces échelles en pre-

nant en compte les comportements complexes que l’on peut retrouver à des échelles beau-

coup plus fines. Lesmodèles utilisés pour les simulations numériques sont donc ajustés en

fonction de l’échelle de la structure observée. Toute la problématique de l’industriel réside

dans la capacité de dialogue entre les différentes modélisations. Plusieurs techniques ont

été développées pour résoudre ces problèmes, qualifiés de multiéchelles. La partie 2 de ce

chapitre présente de manière non exhaustive les méthodes dites de « réanalyse locale » et

« multiéchelles » pour le dimensionnement des structures de grande taille.

Le dimensionnement choisi se base sur l’étude d’une structure multiéchelle où deux

types d’échelle sont étudiées : une structure globale (échelle des panneaux) utilisant des

éléments simples et grossiers, et une structure locale (échelle de la fixation) comprenant

des éléments représentant plus finement la géométrie réelle et dont le comportement est

plus complexe. Dans notre cas, le choix des zones où appliquer la structure locale s’effec-

tue à l’échelle globale. Elle est basée sur la recherche des transferts de charges dans les

fixations, ainsi que de leurs variations, afin d’en déduire les éléments susceptibles d’être

les plus chargés. Ces éléments de fixations sont ensuite isolés en vue d’une réanalyse lo-

cale, à l’aide d’une analyse descendante comme illustré sur la Figure 1. Le choix de cette
méthode est justifié dans la partie 2.

Dans cette stratégie, les modèles de fixations employés à l’échelle globale et à l’échelle

locale ne peuvent être les mêmes. Ces choix sont typiquement effectués en fonction de

la complexité des modèles. La modélisation de ces types d’éléments nécessite donc une

attention particulière car les performances de la stratégie en dépendent. Une étude des

différents types de modélisation de ces fixations est présentée dans la partie 3. Le choix

du type de modèle utilisé sera également justifié. Ces modèles sont nommés « modèles

déterministes » des fixations dans la suite de l’étude.

Le modèle déterministe de fixation utilisé à l’échelle globale est ensuite associé à une

théorie de prise en compte d’incertitude afin d’obtenir des estimations de variation des

transferts de charge. Cette partie permet de prendre en compte des variations de com-

portements complexes des fixations souvent non contrôlés lors de la fabrication ou de

l’assemblage. Un bref état de l’art de ces méthodes en mécanique est présenté dans la

partie 5. La théorie des méconnaissances [Ladevèze et al., 2004] sera employée pour ef-

fectuer ce point technique. En effet, cette théorie permet, à l’échelle globale, de réunir

toutes les sources d’incertitude présentes dans une fixation. Le détails de son application

est présentée au Chapitre 3.

Cependant, la théorie des méconnaissances ne peut combler les éventuelles erreurs

de modélisation du modèle déterministe de fixation par rapport à la réalité. Le modèle

déterministe joue un rôle primordial sur la qualité des résultats obtenus par la théorie. Il

est donc important de correctement paramétrer le modèle déterministe pour qu’il repré-

sente au mieux la famille de structures étudiée quelque soit le type de modèle de fixation

choisi. Pour cela nous utiliserons une méthode de recalage de modèle. Ceci permettra

d’évaluer l’erreur produite entre le comportement du modèle de structure et celui issu des
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Méthodes de dimensionnement 9

mesures (sur structures réelles ou structures simulées) et ainsi de la diminuer en modifiant

les propriétés de la modélisation. Un descriptif des méthodes de recalage de modèle est

présenté dans la partie 4. La recalage choisi est basé sur l’erreur en relation de comporte-

ment [Ladevèze et Chouaki, 1999]. Le détail de l’application du recalage dans la stratégie

est présentée au Chapitre 2.

En résumé, la stratégie proposée se décompose en plusieurs points important :

– application de la méthode de dimensionnement multiéchelle par analyse descen-

dante ;

– construction du modèle déterministe de fixations ;

– recalage du modèle déterministe de fixations ;

– application de théorie des méconnaissances ;

Nous précisons ici que le travail qui suit s’intéresse uniquement à la partie « structure

globale » de l’analyse descendante. La réanalyse locale ne sera donc pas étudiée.

Les travaux relatifs aux domaines abordés à chacun de ces points sont présentés suc-

cessivement ci-dessous.

2 Méthodes de dimensionnement

La problématique est liée ici au dimensionnement de structures aéronautiques de

grande taille présentant un grand nombre de fixations (plusieurs millions de fixations).

Un modèle complet intégrant tous les détails structurels à l’échelle des fixations n’est pas

envisageable pour le moment. En effet, le nombre de degrés de liberté engendré sur ce

modèle entraînerait, pour un calcul direct, des temps de calcul et des besoins en terme de

mémoire informatique incompatibles avec les contraintes des industriels. Plusieurs tech-

niques se sont développées pour réduire ces besoins informatiques. On distingue ici deux

grandes familles de stratégie. Les techniques appartenant à la première famille peuvent

être qualifiées de « multiéchelles ». Plusieurs hypothèses sont utilisées pour finalement

souligner le fait qu’il peut y avoir deux échelles de modélisation sur la structure étudiée :

généralement une échelle grossière sur la structure complète et une échelle fine sur des

zones très réduites de la structure. Ceci permet de rendre les calculs plus abordables en lo-

calisant les modèles les plus complexes. La deuxième catégorie de méthodes regroupe les

techniques dites de « sous-structuration » et de « décomposition de domaines » ([Gosselet

et Rey, 2006]). Contrairement aux méthodes précédentes, on travaille généralement ici

sur la structure complète avec une modélisation fine. Pour rendre le problème abordable,

le domaine est découpé en plusieurs sous-domaines de taille inférieure. Les calculs des

sous-domaines sont traités indépendamment et raccordés pour obtenir la solution exacte

sur le domaine complet.

2.1 Méthodes « ingénieur » et dérivées

Ces approches représentent les techniques les plus employées dans l’industrie du fait

de leur rapidité d’implémentation et d’utilisation.

Stratégie de modélisation et de simulation des assemblages de structures aéronautiques en

contexte incertain



10 Élaboration d’une stratégie de dimensionnement

2.1.1 Approches descendantes

Les approches descendantes sont les stratégies utilisées majoritairement dans les bu-

reaux d’étude aéronautiques. Elles sont principalement employées pour obtenir des infor-

mations précises concernant des quantités d’intérêts dans une zone très localisée.

Elles consistent tout d’abord à trouver une solution globale sur la structure entière. Gé-

néralement, le modèle global est très grossier et ne met en œuvre quasiment pas de détails

structuraux. Des exemples de problèmes traités sont illustrés Figure 1.2 et Figure 1.3.

Cependant, il peut contenir un très grand nombre de degré de liberté et nécessiter un

temps de calcul conséquent étant donné la taille de la structure.

La seconde partie de la procédure consiste à localiser les zones de la structure globale

pour lesquelles une analyse plus fine doit être réalisée. Cette étape peut être réalisée à

l’aide d’estimateurs d’erreur, de critères a posteriori, ou de règles métier. Les zones ainsi

identifiées peuvent être associées à un modèle local plus complexe : les non linéarités

géométriques et matérielles [Ransom et al., 1992] ou encore certains détails topologiques

[Kapania et al., 1997] ou d’hétérogénéité [Voleti et al., 1996] peuvent être représentés.

Dans la troisième étape, les quantités de pilotage du modèle local doivent être définies.

Les deux principales méthodes consistent à piloter les conditions aux limites du modèle

local soit en déplacement [Kelley, 1982], soit en effort [Jara-Almonte et Knight, 1988]

à partir des données issues du modèle global. Les premiers travaux ont été développés

dans [Kelley, 1982, Whitcomb, 1991] sous le nom de SBD (Specified Boundary Displa-

cement). On retrouve cette technique dans les logiciels à éléments finis sous le nom de

« submodeling ».

La dernière étape consiste à résoudre le problème local. Ce type de dimensionnement

se présente donc comme une solution de choix pour les industriels car les deux modèles

utilisés sont indépendants et leur calcul s’effectue successivement. Pourtant, les analyses

descendantes présentent un inconvénient de taille du fait du peu de communication qui

existe entre les deux modèles. En effet, le transfert d’information ne s’effectue que de

façon unilatérale du modèle global vers le modèle local, lors de l’extraction des quantités

globales servant à piloter les conditions aux limites du modèle local. Ce type de couplage

ne permet donc pas au modèle local d’agir sur le modèle global. Cependant plusieurs tra-

vaux effectués au LMT Cachan ont montré les limites et les erreurs [Cresta, 2008, Gendre,

2010] pouvant être commises par cette technique. Les redistributions de contraintes in-

duites par des comportements locaux adoucissant ne sont pas prises en compte au niveau

global. Ce type d’approche est donc bien adapté lorsque le comportement à l’échelle lo-

cale n’a que très peu d’influence sur la réponse globale de la structure.

2.1.2 Approches exactes et itératives

Contrairement aux approches précédentes, les approches directes permettent de prendre

en compte directement l’influence des détails locaux à l’échelle globale de manière exacte.

Parmi elles, on peut noter les méthodes de réanalyse structurale [Barthelemy et Haftka,

1993]. Ces méthodes consistent à connaître la réponse du modèle global lors de modi-

fications géométriques ou constitutives. Ceci permet ainsi de gagner du temps de calcul
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FIGURE 1.2: Ré-analyse locale d’un panneau : modèles associés à chaque échelle d’étude
[Cresta, 2008]

FIGURE 1.3: La méthode du zoom structural : en fonction des besoins, il est possible
de « zoomer » de façon récurrente sur plusieurs échelles d’analyse jusqu’à obtenir celle

adéquate pour l’analyse des champs de contraintes cherchés. On fabrique ainsi une suite

de modèles et de calculs gigognes (Doc. Dassault Aviation) d’après [Guidault, 2005].
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12 Élaboration d’une stratégie de dimensionnement

en ne recalculant pas la solution complète du problème mais en utilisant les calculs déjà
effectués.

Le deuxième type d’approche exacte consiste à utiliser les techniques dites de conden-
sation statique couramment utilisées dans l’industrie. Elles permettent de condenser la ré-
solution du problème sur des variables d’interface. On peut donc créer des sous-structures
condensées généralement nommées « super-éléments ». Ces éléments permettent de ré-
duire de manière importante le nombre de degré de liberté en éliminant les inconnues
internes aux zones condensées. Les problèmes initialement trop complexes à traiter du
fait de leur taille peuvent être calculés avec un coût plus raisonnable grâce aux méthodes
de condensation. De plus, ces techniques permettent la collaboration entre entreprises
partenaires sur l’étude d’une structure, sans pour autant dévoiler les détails des sous-
structures condensées. Notons tout de même que ces techniques ne sont pour l’instant pas
applicables aux problèmes non linéaires.

Dans le cas où les approches exactes sont trop coûteuses pour prendre en compte un
dialogue local ↔ global, les méthodes itératives peuvent se révéler être un bon compro-
mis. Après avoir effectué une analyse locale en utilisant les conditions aux limites issues
du problème global, une correction globale est effectuée à l’aide des chargements du mo-
dèle local représentant l’influence des détails locaux sur la structure. Parmi ces méthodes,
on notera les approches RGL (Refined Global/Local) [Mao et Sun, 1991] et IGL (Iterative
Global/Local) [Whitcomb, 1991].

2.2 Les stratégies de calcul multiéchelles

Nous présentons dans cette partie les méthodes de calcul de structures de grande taille
nécessitant la prise en compte de détails structuraux précis. L’utilisation de ces méthodes
est adaptée dans le cas où les détails locaux ont une dimension beaucoup plus petite que
celle du problème global. Ceci interdit donc l’utilisation d’un modèle d’échelle locale
sur le problème global, et entraîne donc l’étude de deux modèles d’échelles distinctes.
Ici également, des méthodes ont été développées pour permettre le couplage de ces deux
échelles. Parmi les grandes classes d’approches multiéchelles, nous distinguons ici (outre
les approches descendantes traitées dans la partie 2.1.1) les techniques basées sur la théo-
rie de l’homogénéisation, les méthodes d’enrichissement et de superposition.

2.2.1 Méthodes basées sur la théorie de l’homogénéisation

Ces méthodes ont pour but de construire un modèle « macro » à partir de connaissances
particulières sur le modèle fin « micro ». Les premiers travaux ont permis de définir des
comportements macroscopiques entre des quantités moyennes effectives [Eshelby, 1957,
Hashin, 1960, Mori et Tanaka, 1973] à partir de modèles analytiques et semi-analytiques.
D’autres avancées [Christman et al., 1989, Tvergaard, 1990, van der Sluis et al., 1999]
ont permis d’identifier un modèle macroscopique à partir d’« essais numériques » mais
également d’obtenir des informations locales de la solution.
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Méthodes de dimensionnement 13

Cependant, les premières méthodes véritablement multiéchelles sont principalement
basées sur la théorie de l’homogénéisation périodique [Sanchez-Palencia, 1974]. Cette
théorie est utilisable lorsque la structure microscopique est constituée d’un motif pério-
dique appelé Volume Élémentaire Représentatif (VER). Elle se base également sur un
problème macro et un problème micro permettant de remonter aux propriétés locales
[Sanchez-Palencia, 1974, Bensoussan et al., 1978].

Des extensions ont également été proposées pour les cas non linéaires. Une présenta-
tion générale de ces techniques est proposée dans [Terada et Kikuchi, 2001]. Parmi ces
techniques, on retrouve la méthode FE2 [Feyel et Chaboche, 2000] pour laquelle l’ori-
ginalité consiste à associer, à chaque point d’intégration du maillage global, un modèle
microscopique d’un VER. La Figure 1.4 présente une application de la méthode au cas
d’une structure composite. Le problème microscopique consiste à déterminer le champ
de déformations et de contraintes sur le VER à partir des conditions de périodicité et de la
relation de comportement non linéaire microscopique. Une fois la solution obtenue, une
étape d’homogénéisation permet de remonter à la contrainte macroscopique en effectuant
la moyenne du champ de contrainte sur le VER. Connaissant la contrainte macroscopique,
celle-ci est introduite dans l’algorithme de résolution du problème macro.

Cependant, la méthode FE2 possède les mêmes limitations que la théorie de l’homo-
généisation dont elle est dérivée : elle ne reste pertinente que lorsque les échelles sont bien
séparées. Dans [Ghosh et al., 2001] est développée une méthode permettant de prendre
en compte des zones où l’hypothèse de séparation des échelles n’est pas vérifiée.

2.2.2 Méthodes de superposition et d’enrichissement

Les techniques précédentes se basent principalement sur l’évaluation de quantités
« moyennes » à partir de l’échelle micro pour construire le comportement à l’échelle
globale. Les approches étudiées dans cette partie adoptent un point de vue différent et
cherchent plutôt à substituer ou superposer à la solution d’un problème macroscopique
un enrichissement microscopique dans les zones d’intérêt.

Parmi ces approches, la projection de Dirichlet homogénéisée (HPDM) [Oden et
Zohdi, 1997, Oden et al., 1999, Zohdi et al., 1996] a été proposée pour résoudre des
problèmes de structures fortement hétérogènes dans le cadre de l’élasticité linéaire. La
technique se base sur un modèle global homogénéisé, relativement grossier à un niveau
macroscopique, et des modèles microscopiques indépendants, incluant les détails de la
microstructure. Les cellules dans lesquelles sont définis les modèles microscopiques, sont
obtenues en partitionnant la structure suivant une grille régulière. Pour coupler les deux
types de modèle, une estimation de l’erreur est effectuée a posteriori sur le modèle glo-
bal. Une analyse au niveau microscopique est réalisée sur les cellules des zones les plus
erronées. Une correction microscopique est ainsi obtenue à l’aide des conditions aux li-
mites homogènes de Dirichlet du problème macroscopique. La solution corrigée est en-
suite construite comme la solution macro à laquelle on ajoute les corrections issues des
réanalyses sur chaque cellule. Cependant, étant donné que l’on utilise une homogénéisa-
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14 Élaboration d’une stratégie de dimensionnement

FIGURE 1.4: Modèle numérique FE2 d’une structure en composite SiC/Ti [Feyel et Cha-
boche, 2000]
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Méthodes de dimensionnement 15

tion au niveau macroscopique, cette approche possède également les inconvénients cités
précédemment.

On peut noter également la méthode Arlequin, introduite dans [Ben Dhia, 1998, Ben
Dhia et Rateau, 2001], qui permet de superposer à un modèle global, un modèle plus
fin dans des zones d’intérêt. Une illustration de la superposition d’un modèle poutre et
d’un modèle 2D est présentée sur la Figure 1.5. Cette technique permet le couplage entre
les deux types de modèle tant au niveau de la discrétisation que des équations qui les
régissent. La particularité de cette technique se situe au niveau de la zone de dialogue entre
les deux modèles. Contrairement aux méthodes précédentes où le dialogue s’effectue sur
une interface, ici il se met en place de manière faible sur un volume de recouvrement.
À l’intérieur de ces zones, le recouvrement des deux modèles est géré par l’application
de fonctions de pondération, directement dans la formulation du principe des puissances
virtuelles du problème global. C’est notamment le choix de l’espace des multiplicateurs
de Lagrange, appelé espace « médiateur », qui conditionne la qualité du raccord dans la
zone de jonction.

FIGURE 1.5: Contraintes principales majeures et flexion d’une poutre cantilever (analyse
bimodèle : poutre/2D) [Ben Dhia, 1998]

L’intérêt de cette méthode est le couplage que l’on peut effectuer sur des types de mo-
dèle très différents. Cependant, le choix de la discrétisation de l’espace médiateur pose
de grandes difficultés et fait l’objet de nombreux travaux [Guidault et Belytschko, 2007].
Également, l’assemblage des modèles fin et grossier ainsi que des multiplicateurs de La-
grange peut entraîner des problèmes de très grande taille et mal conditionnés. Pour s’af-
franchir de la reconstruction complète du problème, diverses études ont été menées [El-
khodja et al., 2007]. D’autres études ont également portées sur l’extension des techniques
de patchs aux cas non linéaires [Rey et al., 2007].

Enfin, on peut également citer quelques méthodes basées sur la partition de l’unité
proposée dans [Melenk et Babuska, 1996]. On retrouve la méthode des éléments finis
généralisés GFEM [Strouboulis et al., 2000] et la méthode des éléments finis étendus
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16 Élaboration d’une stratégie de dimensionnement

XFEM [Moës et al., 1999, Haboussa et al., 2011, Pommier et al., 2011]. Un problème

de propagation de fissure est présenté sur la Figure 1.6. L’espace d’approximation EF est

enrichi par des fonctions provenant d’une certaine connaissance que l’on a a priori du

problème. Concernant la méthode des éléments finis étendus, elle utilise la partition de

l’unité pour introduire diverses sortes de discontinuité sans toutefois modifier le maillage.

Les principales fonctions employées sont les fonctions Heaviside pour les discontinuités

et les solutions asymptotiques pour les champs en pointe de fissure. En ce qui concerne la

méthode des éléments finis généralisés, elle propose d’introduire des fonctions permettant

de prendre en compte le comportement local de certaines zones par l’intermédiaire de

problèmes élémentaires, nommés « handbooks », résolus a priori à une échelle fine.

FIGURE 1.6: Problème de propagation de fissure traité par XFEM [Moës et al., 1999]

2.3 Les techniques de décomposition de domaine sans recouvrement

Le principe de ces méthodes est de traiter un problème de grande taille en partition-

nant le domaine global en n sous-domaines que l’on traite séparément. Dans ce cas, la

modélisation du problème permet de discrétiser la géométrie de façon plus ou moins fine

en fonction du domaine étudié. Une illustration de cette approche par la méthode LaTIn

est présentée sur la Figure 1.7.

Pour résoudre le problème global, les équations sont écrites à l’intérieur de chaque

sous-domaine et les conditions de raccord sont écrites sur chaque interface. On distingue

trois grandes familles. On se propose de les lister ci-dessous sans entrer dans les détails

de chacune :

– les approches primales, Balancing Domain Decomposition (BDD) [Mandel, 1993] ;

– les approches duales, Finite Element Tearing and Interconnecting (FETI) [Farhat

et Roux, 1991], FETI2 [Farhat et al., 1996], FETI-DP (Dual-primal FETI method)

[Farhat et al., 2001]. Un exemple de maillage utilisé par la méthode FETI est pré-

senté sur la Figure 1.8 ;

– les approches mixtes, Lagrangien augmenté [Fortin et Glowinski, 1983, Glowinski

et Le Tallec, 1990], LaTIn micro/macro [Ladevèze, 1999, Ladevèze et al., 2001],
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FIGURE 1.7: Maillage micro conforme à la géométrie et maillage macro d’interface d’une

poutre fissurée [Guidault, 2005]

FIGURE 1.8:Maillage d’un panneau raidi utilisé par une approche FETI-DP [Farhat et al.,

2001]
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18 Élaboration d’une stratégie de dimensionnement

FETI 2-champs [Series et al., 2003].
Une présentation des principales méthodes de décomposition de domaine sans recouvre-

ment est proposée dans [Gosselet et Rey, 2006].

2.4 Conclusions

Dans cette partie, nous avons brièvement présenté les principales méthodes existantes

pour le calcul de problèmes linéaires ou non linéaires de grande taille. Les problèmes

traités sont principalement caractérisés par l’observation de phénomènes mécaniques pré-

sents à différentes échelles. Ils doivent donc être résolus en prenant en compte ces diffé-

rentes échelles tout en surmontant les difficultés numériques qu’ils engendrent. Une pre-

mière famille d’approches « globales-locales » permettent le traitement d’analyses fines

locales pilotées par des conditions aux limites issues d’un modèle grossier global. Ces

approches ne permettent pourtant pas, dans la plupart des cas, de prendre en compte les

effets du modèle local sur le modèle global.

Une seconde famille de méthodes est basée sur les calculs multiéchelles. Ces mé-

thodes sont utilisées lorsque qu’une distinction entre l’échelle « micro » et l’échelle « ma-

cro » peut être faite. Les problèmes sont traités soit indépendamment, soit en superposant

ou en associant les deux modèles dans un même calcul.

Enfin, les techniques de décomposition de domaine permettent de traiter des pro-

blèmes condensés aux interfaces de façon itérative ou parallèle. Ces méthodes sont très

efficaces lors de la résolution de problèmes de très grande taille.

Nous nous plaçons ici dans le cadre d’une étude réalisée pour le dimensionnement

d’un assemblage de structures en aéronautique. Les familles de résolution les plus utili-

sées à ce jour dans l’industrie sont les approches descendantes, avec pilotage des condi-

tions aux limites en déplacement ou en effort. C’est dans ce cadre que nous allons pro-

poser une stratégie de dimensionnement de structure boulonnée avec prise en compte des

phénomènes aléatoires. En effet, les méthodes multiéchelles (excepté les analyses descen-

dantes) et de décomposition de domaine sont trop coûteuses vis-à-vis des objectifs de la

stratégie. De plus, les analyses descendantes étant fréquemment utilisées dans le domaine

industriel, il sera d’autant plus simple d’intégrer la stratégie proposée dans un processus

de dimensionnement. Le but de la stratégie est d’intégrer les phénomènes aléatoires lors

de l’analyse globale pour avoir une connaissance des cas extrêmes de sollicitation de la

structure. L’analyse locale, qui ne sera pas étudiée dans ce manuscrit, se basera ensuite sur

les résultats issus de l’analyse globale en fonction des différents cas extrêmes calculés.

3 Modélisation des fixations

La méthode de résolution ayant été définie dans la partie précédente, nous allons main-

tenant nous intéresser au modèle global de l’analyse descendante, et plus particulièrement

au modèle de fixation. En effet, sur les structures aéronautiques, les sous-ensembles sont

principalement constitués de structures minces raidies et assemblées par des fixations,
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rivetées ou boulonnées. La Figure 1.9 présente une chaîne de montage de l’A320 d’Air-
bus sur laquelle on peut apercevoir les fuselages. La Figure 1.10 présente plus en détail

l’assemblage entre deux panneaux du fuselage.

FIGURE 1.9: Chaîne de montage de l’Airbus A320 [Airbus]

Un état de l’art non exhaustif concernant la modélisation des jonction boulonnées est

effectuée dans cette partie. Nous distinguerons les approches suivantes :

– les approches empiriques ;

– les approches analytiques ;

– les approches numériques.

Plusieurs travaux ont été menés pour identifier et simuler les assemblages boulonnés ou

rivetés. Nous nous limiterons dans notre cas à l’étude du comportement sans endomma-

gement des fixations. En effet, le modèle de fixation choisi sera employé dans un modèle

simple de structure, les phénomènes d’endommagement seront analysés ultérieurement à

partir de l’analyse locale.

3.1 Les approches empiriques

Ces types d’approches consistent principalement à identifier le comportement d’une

fixation boulonnée à partir d’une série d’essais. Les formules obtenues correspondent à la

flexibilité des fixations en simple ou double cisaillement (cf. Figure 1.11). Parmi toutes

les formules existantes, nous pourrons évoquer les suivantes :

– formule de Tate et Rosenfeld [Tate et Rosenfeld, 1946] ;

– formule de Boeing [Huth, 1986] ;

– formule de Swift [Swift, 1971] ;
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20 Élaboration d’une stratégie de dimensionnement

FIGURE 1.10: Schéma d’une jonction circonférentielle du fuselage [EADS]

FIGURE 1.11: Configuration d’un assemblage en simple (gauche) et double (droite) re-

couvrement
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– formule de Huth [Huth, 1986] ;
– formule de Niu [Niu, 1988] ;
– formule de Cope et Lacy [Cope et Lacy, 2000].

Nous allons détailler la formulation principalement utilisée chez EADS IW lors de la mo-

délisation des fixations : la formulation de Huth. Puisque les formules semi-empiriques

existantes ne sont applicables que sur un nombre restreint de géométries de fixations, H.

Huth a permis l’étude sur une plus large gamme de configurations : les fixations boulon-

nées et rivetées, à simple et double recouvrement. La Figure 1.12 présente les mesures

effectuées lors de ses essais. L’objectif de l’étude est de pouvoir évaluer la tenue en fatigue

FIGURE 1.12: Schéma des déformations obtenues en simple et double cisaillement [Huth,

1986]

d’un assemblage boulonné. Pour cela, la connaissance de la répartition de charge entre les

boulons est nécessaire. Enfin, une étude de la rigidité des fixations est effectuée pour en

déduire la répartition des charges. Les paramètres géométriques et matériaux supposés

influencer le comportement de la fixation sont :

– les matériaux des plaques ;

– la longueur de serrage des conditions aux limites ;

– le diamètre de la fixation ;

– le matériau de la fixation ;

– la configuration à simple ou double recouvrement.

Les essais ont été effectués dans les conditions suivantes :

– assemblage métallique boulonné ;

– assemblage métallique riveté ;
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22 Élaboration d’une stratégie de dimensionnement

– assemblage en composite carbone/epoxy boulonné.

Les boulons sont soit en acier, soit en titane. Les rivets sont quant à eux en aluminium.

Les campagnes d’essais permettent d’établir la formule suivante :

C =

(
t1+ t2

2d

)a
b

n

(
1

t1E1
+

1

nt2E2
+

1

2t1E3
+

1

2nt2E3

)
(1.1)

C, ti, d et Ei étant respectivement la flexibilité de la fixation, les épaisseurs des deux

plaques (i = {1,2}), le diamètre des fixations et les modules d’Young des matériaux des

deux plaques (i = {1,2}) et de la fixation (i = 3). La Figure 1.13 précise la numérota-

tions des différentes pièces. n vaut 1 (resp. 2) en simple (resp. double) cisaillement. La

� �

�

FIGURE 1.13: Numérotation des pièces

Table 1.1 présente les valeurs des coefficients a et b.

Assemblage a b

métallique boulonné 2/3 3,0
métallique riveté 2/5 2,2
carbone/epoxy boulonné 2/3 4,2

TABLE 1.1: Valeurs des coefficients a et b

Cette définition de la flexibilité de la fixation est principalement utilisée lors de calculs

mettant en œuvre des modèles de structure de très grandes dimensions, dans lesquels les

fixations ne peuvent être représentées en détails.

3.2 Les approches analytiques

Dans cette partie, nous présentons les travaux menés pour construire des modèles

analytiques de fixations. Le plus souvent, les paramètres de ces modèles sont identifiés

grâce à des essais. Les premiers types de travaux effectués concernent la modélisation des

contraintes et des transferts de charge obtenus dans un assemblage boulonné chargé.

Nous allons tout d’abord présenter les différents modèles qui ont été développés pour

la statique. Ces modèles de fixations ont été pour la plupart identifiés sur des essais réels.

L’analogie entre la distribution de charges et un montage électrique de résistances est

étudiée dans [Ross, 1947] (Figure 1.14). Une étude analytique prenant en compte les
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FIGURE 1.14: Réseau électrique équivalent à un assemblage de n+ 1 fixations [Ross,

1947]
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effets thermiques est effectuée dans [Yen, 1978]. Dans [Yang et Ye, 1990], une étude

analytique permet de retrouver également la direction des charges sur chaque fixation.

[Bortman et Szabó, 1992] présente un modèle analytique bidimensionnel (Figure 1.15)
prenant en compte le frottement pour obtenir les contraintes au voisinage de la fixation.
D’autres travaux ont également été menés sur le couple de serrage des fixations [Nassar

FIGURE 1.15: Schéma du modèle non linéaire de Bortman [Bortman et Szabó, 1992]

et al., 2005], la perte de précharge [Yang et Chang, 2006, Jaglinski et al., 2007] et leur
influence sur la distribution des efforts sur les fixations.

La modélisation des phénomènes de fatigue [Barrois, 1978, Madenci et al., 1998, De
Matteis et Landolfo, 1999] et de rupture [Tong, 2000] sont également proposés comme
cadres d’application.

Dans le domaine de la dynamique, l’objectif principal des modèles analytiques est de
caractériser les effets dissipatifs tels que décrits dans [Esteban et Rogers, 2000]. Des mo-
dèles récents ont également été développés dans [Ahmadian et Jalali, 2007b, Jalali et al.,
2007]. Le modèle de fixation développé dans [Ahmadian et Jalali, 2007b] est construit à
partir de plusieurs ressorts en translation et torsion, linéaires et non linéaires, associés à
un amortisseur en torsion (cf. Figure 1.16).

De nombreuses représentations ont été développées sur la base du modèle rhéologique
d’Iwan [Hartwigsen et al., 2004, Song et al., 2004, Shiryayev et al., 2007, Segalman
et Starr, 2008, Miller et Dane Quinn, 2009] (cf. Figure 1.17). On peut également noter
d’autres modèles construits pour des applications au crash dans [Langrand et Combescure,
2004].

3.3 Les approches à éléments finis

Les modèles de fixation fondés sur l’approche à éléments finis sont les plus répan-
dus actuellement. À l’image des représentations analytiques, les premiers modèles numé-
riques ont généralement pour objectif de simuler la distribution des contraintes au voisi-
nage de la fixation [Baumann, 1982] (éléments poutre), [Ingvar Eriksson, 1986] (modèle
2D) (cf. Figure 1.18). Également on retrouve des travaux effectués sur la rigidité et perte
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FIGURE 1.16: Montage et modèle dynamiques réalisés dans [Ahmadian et Jalali, 2007b]
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FIGURE 1.17: Schéma du modèle rhéologique d’Iwan parallèle-série (gauche) et série-

parallèle (droite) [Segalman et Starr, 2008]
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FIGURE 1.18: Modèles éléments finis membrane/poutre (gauche) [Baumann, 1982] et
2D (droite) [Ingvar Eriksson, 1986]

de le rigidité des fixations dans [Alkatan et al., 2007, Lehnhoff et Bunyard, 2001] (rigidité
axiale) (cf. Figure 1.19) et [Ding et Dhanasekar, 2007, Izumi et al., 2005, Zhang et al.,
2007] (perte de précharge). Du fait des développements des modèles multidimensionnels,

FIGURE 1.19: Modèle éléments finis employé pour l’étude de rigidité axiale dans [Alka-
tan et al., 2007]

la représentation de la géométrie des fixations ainsi que ses comportements non linéaires
ont pu être pris en compte de manière plus précise. De très nombreux travaux ont ainsi

été menés suivant ce modèle : en 2D [Kim et Kim, 1995] mais surtout en 3D [Cham-

paney et al., 2007, Chen et al., 1995, Ekh et al., 2005, Kelly, 2005, Kelly et Hallström,

2004, McCarthy, 2005, McCarthy et al., 2005, McCarthy et McCarthy, 2005, Soo Kim et

Kuwamura, 2007] (cf. Figure 1.20), certains modèles y incluant de la dégradation du ma-

tériau [Riccio et Scaramuzzino, 2002, Tserpes et al., 2002]. Les phénomènes de fatigue

sont également traités dans [Kelly, 2006, Chakhari et al., 2008, Leray et al., 2008].

Pourtant, les modèles qui nous intéressent le plus ici sont ceux pouvant représenter

une géométrie 3D tout en employant des éléments finis les plus simples possibles. Ces
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FIGURE 1.20: Modèles éléments finis 3D non linéaires issus de [McCarthy et al., 2005]
(gauche) et [Champaney et al., 2007] (droite)

modèles représentent un bon compromis pour le calcul de structures de grande taille.
Certains de ces modèles ont été développés dans [Ekh et Schon, 2008, Gant et al., 2011,
Kim et al., 2007] (cf. Figure 1.21).

FIGURE 1.21: Quatre types de modélisation simplifiée employés dans [Kim et al., 2007]

Enfin, en dynamique des structures, des éléments simples avec amortissement ont été
développés [Ahmadian et Jalali, 2007a, Mayer et Gaul, 2007], mais aussi des éléments
spécifiques pour les chocs pyrotechniques [de Benedetti et al., 2007] ou encore les crashs
[Combescure et al., 2003].

3.4 Conclusions

Dans cette partie, nous avons présenté les principaux travaux effectués dans la littéra-
ture concernant la modélisation des liaisons boulonnées et rivetées. En vue d’une utilisa-
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tion au niveau global d’une analyse descendante, les modèles de fixation doivent pouvoir
être utilisés en nombre sur de grandes structures. Les modélisations non linéaires sont
écartées de notre stratégie car cela entraînerait une utilisation de ressource numérique trop

importante. Nous choisissons donc un modèle linéaire applicable au cas de la statique. De

façon similaire aux méthodes de dimensionnement appliquées dans l’industrie, les mo-

dèles seront créés sous des logiciels à éléments finis. Dans nos exemples, ABAQUS/CAE

sera utilisé. Nous avons donc la possibilité d’utiliser des éléments connecteur pour repré-

senter les liaisons. Afin de représenter au mieux la géométrie des pièces, le comportement

global de la structure et avoir un temps de calcul raisonnable, les éléments de structure

sont modélisés par des éléments plaque linéaires et les fixations par des connecteurs (cf.

[Ekh et Schon, 2008, Gant et al., 2011, Kim et al., 2007]). Les raideurs orthogonales des

connecteurs à l’axe de la vis auront une valeur a priori définie par la formule de Huth (cf.

équation (1.1)). La raideur équivalente du connecteur selon l’axe de la vis sera définie en

fonction du matériau et de la géométrie de la vis.

4 Recalage de modèle

Le modèle de fixation a été choisi dans la partie précédente. Bien que les valeurs des

raideurs soient tirées de la formule de Huth, le comportement correspondant ne coïn-
cide pas avec le comportement réel dans la plupart des cas. Étant donné que le modèle
d’incertitudes sera fondé sur ce modèle déterministe, une mauvaise représentation déter-
ministe du réel entraînera une mauvaise représentation des variations de comportement
de la structure.

L’objectif de cette partie est de pouvoir maîtriser le modèle de fixation pour se rappro-
cher au mieux du comportement « moyen » d’une famille de structures. Pour cela, nous
allons introduire la notion de recalage de modèle. Tout d’abord, nous allons définir les
différents niveaux de modélisation qui seront manipulés lors de la maîtrise de modèle.
Ensuite, un bref état de l’art sera présenté concernant les méthodes de recalage de mo-
dèle. Étant donnée l’importance des applications au cas de la dynamique des structures,
ces méthodes seront détaillées pour ce domaine d’application.

4.1 Les modèles considérés

Dans cette partie, nous allons comparer trois types de modélisation :
– le modèle expérimental ;
– le modèle continu ;
– le modèle numérique.
Lors des expérimentations sur une structure réelle, les données acquises représentent

le modèle expérimental. Elles correspondent à la réponse qui traduit le comportement réel
de la structure étudiée. Ce modèle présente certaines limitations :

– il est entaché d’erreurs dues au processus de mesure ;
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– il est incomplet car les données ne sont obtenues qu’en un nombre fini de points,

pour un certain nombre de sollicitations, . . .

La Figure 1.22 présente le dispositif expérimental mis en œuvre à EADS IW pour la

jonction boulonnée que l’on étudiera au Chapitre 2.

FIGURE 1.22:Dispositif expérimental d’étude d’une jonction boulonnée [Guinard, 2003]

Du côté du modélisateur, la structure peut être représentée par un certain domaine
théorique défini par des dimensions nominales issues de la conception de la structure. À
partir de plusieurs hypothèses, la réponse de la structure peut théoriquement se calculer
en définissant :

– les conditions initiales et conditions aux limites ;
– les équations d’équilibre ;
– les relations de comportement.

Généralement, les plus grandes incertitudes sont associées aux hypothèses effectuées sur
les relations de comportement. Nous verrons par la suite que dans notre cas, c’est princi-
palement ces hypothèses qui nous conduisent à procéder à un recalage de modèle.

Bien que le modèle continu (cf. Figure 1.23) soit défini facilement, il existe très peu

de problèmes dont la solution analytique est connue. Dans la plupart des cas, nous avons

recours à une solution approchée numériquement, le plus souvent avec la méthode des

éléments finis [Zienkiewicz et Taylor, 1984]. La Figure 1.24 présente un maillage élé-

ments finis 3D d’une jonction boulonnée. Appliquée à la dynamique des structures, cette

méthode permet d’écrire le problème à résoudre sous la forme suivante :

[K]{u}+[B]{u̇}+[M]{ü}= { f} (1.2)
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�

FIGURE 1.23: Modèle continu de fixation aux dimensions nominales

FIGURE 1.24: Maillage 3D d’une jonction boulonnée
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[K], [M] et [B] sont respectivement les matrices de raideur, de masse et d’amortissement
du modèle éléments finis, {u}, {u̇} et {ü} les vecteurs nodaux de déplacement, vitesse
et accélération du modèle, et { f} le vecteur force généralisé. On notera que le modèle
mécanique utilisé ne présente pas de non-linéarités. En effet, pour le type d’assemblage
étudié ici, les non-linéarités dues au contact seront englobées dans le concept des mécon-
naissances introduit dans le Chapitre 3.

La solution de cette équation permet de calculer le déplacement, la vitesse et l’accé-
lération en chaque point de la structure. En dynamique, et sans travailler dans le domaine
fréquentiel, on peut supposer que le déplacement et la force imposée peuvent s’écrire sous
la forme :

{u}= {U}sin(ωt−ϕ) (1.3)

{ f}= {F}sin(ωt−ψ) (1.4)

{U} et {F} étant respectivement les amplitudes de {u} et { f}, et ϕ et ψ leur phase. Les
expressions (1.3) et (1.4) peuvent se réécrire sous la forme :

{u}= {U}(cosϕsinωt− sinϕcosωt)

= {U}cosϕ
eiωt− e−iωt

2i
−{U}sinϕ

eiωt + e−iωt

2

= {U}
(
cosϕ

2i
− sinϕ

2

)
eiωt +{U}

(
cosϕ

−2i
− sinϕ

2

)
e−iωt

=
1
2

[
{Ũ}eiωt +{Ũ}∗e−iωt

]
(1.5)

{Ũ} étant un vecteur complexe contenant les informations d’amplitude et de phase, et
{Ũ}∗ son complexe conjugué. Nous utiliserons la notation suivante dans la suite de
l’étude :

{u}= 1
2

[
{U}eiωt +{U}∗e−iωt

]
(1.6)

{u̇}= 1
2

[
{iωU}eiωt +{iωU}∗e−iωt

]
(1.7)

{ü}= 1
2

[
{−ω2U}eiωt +{−ω2U}∗e−iωt

]
(1.8)

L’équation (1.2) peut donc se réécrire sous la forme suivante :

([K]−ω2[M]+ iω[B]){U}= {F} (1.9)

Rappelons que {U} et {F} sont des vecteurs complexes. Les couples (ωi,{Φi}) sont
introduits pour résoudre le problème suivant :

([K]−ω2
i [M]){Φi}= 0 (1.10)
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ωi et {Φi} sont nommés respectivement fréquences propres et modes réels du système

non amorti. Lorsque le modèle possède N degrés de liberté, il existe N couples (ωi,{Φi})
solutions de l’équation (1.10). On peut détailler l’écriture de ce couple de la façon sui-

vante :

[Φ] =
[

Φ1 Φ2 · · · ΦN

]
(1.11)

[Λ] =




ω1 0 0 0

0 ω2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 ωN


 (1.12)

Les modes propres sont ensuite normalisés par la masse. On a alors les relations suivantes :

[Φ]T [K][Φ] = [Λ] (1.13)

[Φ]T [M][Φ] = [I] (1.14)

I étant la matrice identité.

4.2 Maîtrise des écarts entre modèles

Cette partie est centrée autour des méthodes permettant de contrôler et de réduire les

écarts entre les différents modèles définis précédemment. La Figure 1.25 présente les

différents domaines de calcul d’écart entre modèles.

4.2.1 Vérification de modèle

Le passage du modèle continu au modèle numérique approché entraîne forcément un

écart de réponse entre eux deux. La problématique ici est de pouvoir quantifier cet écart.

Les premiers travaux ont été effectués pour des problèmes élastiques linéaires. Pour cela,

trois grandes familles de méthodes existent actuellement dans le domaine de « l’estimation

d’erreur » :

– les techniques fondées sur les résidus d’équilibre [Babuska et Rheinboldt, 1979] ;

– les techniques fondées sur le concept d’erreur en relation de comportement [Lade-

vèze et Leguillon, 1983] ;

– les techniques fondées sur le lissage des contraintes de la solution numérique [Zien-

kiewicz et Zhu, 1987].

Les développements ayant eu lieu au LMT Cachan ont principalement été effectués sur le

concept d’erreur en relation de comportement. Plusieurs avancées ont été proposées pour

les problèmes de non linéarité matériaux [Ladevèze, 2000], le contact [Coorevits et al.,

2000], les vibrations [Ladevèze et Pelle, 1989], la dynamique [Ladevèze et Waeytens,

2009] ou encore la dynamique rapide [Combe et al., 1999].
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FIGURE 1.25: Problématique de maîtrise des modèles
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4.2.2 Validation de modèle

Dans cette partie, nous présentons les différentes méthodes développées pour amé-

liorer la qualité d’un modèle numérique par rapport au modèle expérimental associé. En

effet, lorsque la qualité du modèle numérique par rapport aux mesures n’est pas suffisante,

il doit généralement subir un recalage. On distingue deux grandes familles de méthodes

de recalage :

– les méthodes directes : ces méthodes consistent à corriger directement les opéra-
teurs définissant le problème sans retour d’informations sur la modification phy-
sique du modèle ;

– les méthodes indirectes ou paramétriques : ces méthodes ont pour objectif de mini-
miser une erreur entre le modèle numérique et les mesures en jouant sur des para-
mètres physiques du modèle, généralement en faisant intervenir un processus itéra-
tif.

Quelques méthodes vont être présentées succinctement. Pour plus de détails, on pourra
consulter une revue des méthodes de recalage faite dans [Mottershead et Friswell, 1993].
Les méthodes de recalage sont présentées ci-dessous dans le cas général de la dynamique
de structure. Le recalage effectué dans la stratégie de dimensionnement proposée sera
appliquée en statique dans le Chapitre 3.

Les méthodes directes

Méthodes de « Norme minimale ». Le principe de ces méthodes consiste à trouver
une correction des matrices [K] et [M] du modèle numérique. À partir de l’arrangement
des modes expérimentaux Ũi en colonne dans la matrice [Ũ ], les corrections [∆K] et [∆M]
symétriques sont définies telles que :

– [∆M] minimise
‖[M]1/2[∆M][M]1/2‖ (1.15)

sous la contrainte d’orthogonalité qui s’écrit pour des modes normalisés en masse :

[Ũ ]T [M+∆M][Ũ ] = I ; (1.16)

– [∆K] minimise
‖[M]1/2[∆K][M]1/2‖ (1.17)

sous la contrainte d’orthogonalité et d’équilibre modal :

[Ũ ]T [K+∆K][Ũ ] = [Λ] (1.18)

[K+∆K][Ũ ]− [Λ][M+∆M][Ũ ] = [0] (1.19)
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La norme matricielle ‖[·]‖ employée est la norme de Frobenius définie par :

‖[A]‖=
n

∑
i=1

n

∑
j=1

A2
i j (1.20)

[A] étant une matrice carrée d’ordre n. Comme énoncé précédemment, le principal défaut

de ces méthodes est que les corrections apportées n’ont pas de sens physique. En effet,

il peut arriver que les corrections entraînent des structures de matrices non conformes à

la construction des matrices à éléments finis. Plusieurs améliorations concernant ce sujet

ont été proposées dans [Kabe, 1985] puis [Smith et Beattie, 1991].

Certains travaux récents sur les corrections de matrices de rang minimum permettent

une modification plus locale des matrices. Ces travaux peuvent être consultés dans [Zim-

merman et Kaouk, 1994, Zimmerman et Simmermacher, 1995, Zimmerman et al., 1996]

et [Doebling, 1996].

Méthodes « Matrix mixing ». Ces méthodes proposent de construire directement

les matrices [K] et [M] à partir des modes mesurés de la façon suivante :

[M]−1 = [Ũ ]T [Ũ ] (1.21)

[K]−1 = [Ũ ]T [Λ]−1[Ũ ] (1.22)

Ces méthodes nécessitent que tous les modes du modèle numérique soient mesurés expéri-

mentalement, ce qui rend leur utilisation très peu pratique. Leur premiers développements

ont été proposés dans [Ross, 1971, Thoren, 1972]. Des améliorations ont également été

effectuées dans le cas où certains modes ne sont pas connus (cf. [Link et al., 1987]).

Méthodes issues de la théorie du contrôle. Elles sont également nommées « Ei-

genstructure Assignement Method ». Elles reposent sur le calcul d’un pseudo-contrôleur

qui permet de vérifier l’équilibre modal. On considère le système suivant :

[K]{x}+[B]{ẋ}+[M]{ẍ}= [B0]{u} (1.23)

{y}= [D0]{x}+[D1]{ẋ} (1.24)

{u} et {y} étant respectivement nommés entrées et sorties dans le vocabulaire du contrôle.

{y} peut être une combinaison linéaire de {x} et {ẋ} en tout point du système. [B0] dis-

tribue les entrées aux degrés de liberté appropriés de la structure. On recherche alors une

loi de contrôle du type :

{u}= [G]{y} (1.25)

[G] étant nommée matrice de gain. On obtient donc l’équation suivante :

([K]− [B0][G][D0]){x}+([B]− [B0][G][D1]){ẋ}+[M]{ẍ}= 0 (1.26)
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Cette équation traduit l’équilibre modal. L’expression de [G] donne ainsi les corrections

nécessaires pour assigner les modes propres et fréquences propres du système aux valeurs

données par l’expérimentation. Les principales difficultés résident dans la construction de

[G] qui, n’étant pas unique, peut conduire à des matrices non symétriques. Les travaux

effectués dans [Zimmerman et Widengren, 1990] permettent de résoudre ce problème.

Les méthodes paramétriques (ou indirectes) Pour ce type de méthodes, on suppose

que le modèle est paramétré de telle sorte que :

[∆K] =
n

∑
i=1

[∆K](pi) [∆M] =
n

∑
i=1

[∆M](pi) [∆B] =
n

∑
i=1

[∆B](pi) (1.27)

L’objectif du recalage consiste à trouver un jeu de paramètres {p} de taille n minimisant

une fonction objectif généralement nommée « fonction coût » et de la forme :

J({p}) = ‖{R({p})}‖2+λ|{p}−{p0}|2 (1.28)

{p0}, {R({p})} et λ étant respectivement le jeu de paramètres initial, le résidu qui ex-

prime le niveau de corrélation entre le modèle défini avec le paramètre {p} et les mesures,

et un terme pondérateur à ajuster. Une forme plus générale de fonction coût est donnée
par l’estimateur Bayesien (cf. [Natke, 1988, Tarantola, 2004]) suivant :

J({p}) = {R({p})}∗ [G]{R} {R({p})}︸ ︷︷ ︸
1

+λ({p}−{p0})T [G]{p}({p}−{p0})︸ ︷︷ ︸
2

(1.29)

avec [G]{R} = [COV({v({p})})]−1 (1.30)

et [G]{p} = [COV({p})]−1 (1.31)

COV représente la matrice de covariance qui définit le type de norme choisi. Les termes 1
et 2 sont nommés respectivement terme de pénalisation et terme de régularisation (au sens
de Tychonoff). Le terme de régularisation permet de privilégier parmi les solutions pos-
sibles de {p}, celles étant les plus proches au sens de la norme | · |2 de l’estimation initiale
des paramètres {p0}. Le choix des normes | · |2 et ‖·‖2 dépend de données telles que la dis-

tribution probable des paramètres, des erreurs sur les mesures ou encore de savoir-faire
ingénieur. Une discussion détaillée sur ce point est présentée dans [Mottershead et al.,

2000]. Plusieurs techniques sont abordées ci-dessous.

Utilisation des données modales. Dans ce cas, le résidu est généralement constitué

de résidus construits sur les fréquences propres et les modes propres. L’utilisation du

MAC (Modal Assurance Criterion) est donc ici approprié. Pour n couples de modes et

valeurs propres mesurés (ω̃i,{Φ̃i}) et n couples de modes et valeurs propres calculés pour

Stratégie de modélisation et de simulation des assemblages de structures aéronautiques en

contexte incertain



Recalage de modèle 37

un jeu de paramètres {p} (ωi,{Φi}), le résidu peut être défini par la formule suivante :

‖{R({p})}‖2 =
n

∑
i=1

pi

(
1−MAC({Φ̃i},{Φi})

)2
+α

n

∑
i=1

qi∆ f (ω̃i,ωi)
2 (1.32)

les modes i expérimentaux correspondant aux modes i calculés numériquement.

Utilisation des fonctions de réponse en fréquence. Parmi les techniques utilisant

ces informations, on distingue trois grandes classes suivant le type de résidu employé :

– les résidus en entrée ;

– les résidus en sortie ;

– les résidus sur les relations de comportement.

La construction du résidu en entrée s’effectue en supposant que l’on impose le dépla-

cement {Ũ} à la structure. On calcule le résidu suivant :

{R({p})}ω = {F}−{F̃} (1.33)

Le résidu est donc la différence entre l’effort calculé à partir du modèle (sur lequel on

applique {Ũ}) et l’effort mesuré {F̃}. L’effort {F} s’exprime de la façon suivante :

{F}= ([K]−ω2[M]+ iω[B]){Ũ} (1.34)

Cette technique est équivalente à une optimisation linéaire lorsque tous les degrés de li-

berté sont mesurés. Comme ce n’est que très peu souvent le cas, les données manquantes

sont issues du modèle initial, ce qui conduit à un problème non linéaire, {Ũ} étant dé-

pendant de {p}. De plus, les travaux effectués dans [Fritzen, 1986, Cottin et al., 1984]

soulignent la forte sensibilité de ce type de résidu au bruit de mesure.

Contrairement aux techniques précédentes, les résidus en sortie sont construit en sup-

posant que l’on applique à la structure un effort {F̃}. On calcule le résidu suivant :

{R({p})}ω = {U}−{Ũ} (1.35)

Le résidu en sortie est calculé comme étant la différence entre les déplacements issus du

modèle sur lequel on applique {F̃} et les déplacements mesurés {Ũ}. Le déplacement

{U} s’exprime de la façon suivante :

([K]−ω2[M]+ iω[B]){U}= {F̃} (1.36)

Ces résidus, contrairement aux résidus en entrée, se révèlent être moins sensibles aux

perturbations dues aux bruits de mesure. Concernant ces deux types de résidus, plusieurs

variantes existent selon le type de norme choisi ou encore le type de coefficient pondéra-

teur λ (cf. [Balmès, 2000]).
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Le troisième type de résidu se base sur les relations de comportement. Nous pouvons

citer la méthode MECE (Modeling Error in the Constitutive Equations) [Pascual, 1998].

La méthode de recalage en erreur en relation de comportement développée au LMT Ca-

chan [Ladevèze et Chouaki, 1999], fait partie de ce type de construction de résidu. Elle

sera détaillée dans le Chapitre 2.

Après avoir choisi le type de résidu, la définition [Mottershead et al., 1996] et le choix

des paramètres à recaler est un point très important par rapport à l’efficacité du processus.
Pour plus de détails concernant cette partie, on pourra se référer aux descriptions faites
dans [Deraemaeker, 2001]. Étant donné le peu de paramètres à manipuler dans les appli-
cations qui suivent, les méthodes de choix de paramètres ne seront pas appliquées. Ces
techniques s’avéreront nécessaires en vue d’une application de recalage pour des struc-
tures de très grande taille.

Dans la suite de cette étude, nous avons choisi d’appliquer au modèle d’assemblage
déterministe un recalage de type paramétrique fondé sur l’erreur en relation de compor-
tement [Ladevèze et Chouaki, 1999]. En effet, cette méthode permet de raisonner d’une
part sur des paramètres physiques, et d’autre part sur des sous-structures. Nous verrons
que la manipulation de sous-structures sera adéquat vis-à-vis de la méthode de prise en
compte des incertitudes choisie dans la partie suivante.

5 Prise en compte de l’incertitude

Dans le domaine des assemblages de fixations, les sources d’incertitudes sont princi-
palement observés sur les phénomènes de frottement, les précharges des boulons et les
jeux de fabrication. Tous ces phénomènes sont difficilement contrôlés lors de la fabrica-
tion ou du montage des éléments. Une méthode de prise en compte des incertitudes doit
être choisie pour être appliquée à ces sources d’aléa.

Un modèle d’assemblage ainsi qu’une méthode de recalage ont été choisis dans les
parties précédentes. L’objectif de cette partie est de faire un bilan des méthodes existantes
en calcul de structures pour la prise en compte des variabilités. Le modèle déterministe
recalé sera l’élément de base de la méthode de prise en compte des incertitudes. Un état
de l’art non exhaustif de ces méthodes est présenté ici. Nous détaillerons tout d’abord les
méthodes stochastiques, puis viendront les méthodes non stochastiques.

5.1 Méthodes stochastiques en calcul de structure

Les méthodes stochastiques sont naturellement employées lorsqu’il s’agit de représen-
ter les effets du hasard. Elles sont fondées sur l’usage des probabilités. Elles consistent à
modéliser les effets des variabilités des paramètres d’entrée sur les paramètres de sortie.

5.1.1 Paramètres stochastiques

Il existe plusieurs types de paramètres aléatoires :
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– les variables aléatoires : ces variables sont des fonctions dépendant uniquement de

l’aléa θ. Elles sont uniformes en temps et en espace ;

– les champs stochastiques : c’est-à-dire des fonctions dépendant à la fois de l’aléa et

de l’espace. Elles sont uniformes en temps ;

– les processus stochastiques, fonctions dépendantes de l’aléa, de l’espace et du temps.

Avant de présenter les méthodes permettant de calculer la réponse aléatoire d’un système,

nous allons faire quelques rappels de probabilités nécessaires pour la suite de l’étude.

Une présentation globale de ses méthodes appliquées aux calculs de structures peut être

consultée dans [Schuëller, 2001].

Variables aléatoires. Une variable aléatoire à valeur dans R et dépendant de l’aléa θ
est entièrement définie si l’un de ces trois points est donné :

– sa fonction de répartition (notée CDF pour Cumulative Distribution Function).

Cette fonction prend des valeurs entre 0 et 1.

– sa fonction densité de probabilité (notée PDF pour Probability Density Function),

dont l’intégrale est la fonction de répartition.

– tous ses moments statistiques. Les plus utilisés sont les moments d’ordre 0 (moyenne

ou espérance) et d’ordre 1 (variance).

Décomposition de Karhunen-Loève. Cet outil, développé dans [Loève, 1977], permet

de décomposer un champ stochastique en effectuant une séparation de variable d’espace et

variable stochastique. En effet, bien qu’un champs stochastique puisse mieux représenter

la réalité des variations mécanique comparativement à une variable aléatoire uniforme en

espace, il s’avère beaucoup plus compliqué à manipuler. Cette méthode décompose un

champ stochastique E(x,θ) sur une base déterministe de l’espace de la manière suivante :

E(x,θ) = E(x)+
∞

∑
i=1

ξi(θ)
√

λiϕi(x) (1.37)

λi et ϕi(x) étant respectivement les valeurs propres et les vecteurs propres du noyau de

l’opérateur de covariance défini par la formule suivante :

CE(x1,x2) = (E(x1,θ)−E(x1))(E(x2,θ)−E(x2)) (1.38)

E(x) étant l’espérance de E(x,θ). Les λi et ϕi(x) sont en fait solutions de l’équation

intégrale, souvent résolue numériquement :

∫
D
CE(x1,x2)ϕi(x1)dx1 = λiϕi(x2) (1.39)

D étant le domaine spatial sur lequel E(x,θ) est défini. Les variables aléatoires ξi(θ) sont
quant à elles non corrélées, d’espérance nulle et d’écarts types unitaires se traduisant par :

ξi(θ) = 0 et ξi(θ)ξ j(θ) = δi j (1.40)
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Ces variables aléatoires sont en fait les moyennes du champ E(x,θ) pondérées par les

fonctions de l’espace ϕi(x) :

ξi(θ) =
1√
λi

∫
D
E(x,θ)ϕi(x)dx (1.41)

L’analyse du champ stochastique se résume ainsi à l’étude, plus simple, d’un nombre fini

de variables aléatoires indépendantes. On peut montrer que les valeurs propres λi sont des

quantités décroissantes quand i augmente, et que, plus le champ à décomposer est proche

du bruit blanc, plus on a besoin de termes dans la décomposition, ce qui explique qu’en

pratique, comme les champs stochastiques sont assez « lisses », peu de termes sont gardés

dans la décomposition de Karhunen-Loève.

Loi normale. Nous détaillons ici la loi normale (ou gaussienne) couramment utilisée en

probabilité. Une variable aléatoire Y (θ) suit une loi dite normale ou gaussienne lorsque

sa densité de probabilité peut s’écrire sous la forme :

p(y) =
1√
2πσ2

exp

(
−(y−µ)2

2σ2

)
(1.42)

µ et σ étant respectivement égaux à Y (θ), l’espérance (ou moyenne), et (Y (θ)−Y (θ))2,
l’écart-type de la variable aléatoire Y (θ). L’importance de cette loi découle de l’énoncé

du théorème limite central :

Si l’on considère n variables aléatoires indépendantes Y1(θ), . . . ,Yn(θ) d’espérances
respectives µk et d’écart-types respectifs σk, alors la loi de répartition de :

Sn(θ) =
n

∑
k=1

Yk(θ) (1.43)

tend, lorsque n tend vers +∞, vers une loi normale d’espérance µ et d’écart-type σ don-

nées par :

µ=
n

∑
k=1

µk et σ =

√
n

∑
k=1

σ2
k (1.44)

Ce théorème explique pourquoi les paramètres structuraux sont généralement mo-

délisés par des variables aléatoires suivant une loi normale. Plusieurs techniques sont

utilisées afin d’éviter les réalisations négatives, n’ayant pas de sens physique pour les pa-

ramètres tels que la masse ou la raideur. En pratique deux techniques sont généralement

employées :

– lorsque la probabilité d’occurrence d’une valeur négative est suffisamment faible

(environ inférieure à 0,1%), on peut ne pas prendre en compte ces valeurs quitte à

renormaliser la densité de probabilité par la suite ;
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– dans le cas général, la technique consiste à choisir une loi de probabilité proche de

la loi normale mais dont le domaine est R∗+ : il s’agit de la loi log-normale. Cette

dernière a une loi de probabilité définie par :

p(y) =
1

y
√
2πa2

exp

(
−(lny−b)2

4a2

)
(1.45)

a et b étant des termes reliant l’espérance et l’écart-type de Y (θ) de la façon sui-

vante :

a=

√

ln

(
µ2+σ2

µ2

)
et b= ln

(
µ2√

µ2+σ2

)
(1.46)

La Figure 1.26 présente les tracés des densités de probabilité d’une loi normale (trait

plein) et log-normale (trait pointillé) avec µ= 1 et σ = 0,1.
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FIGURE 1.26: Tracés des densités de probabilité d’une loi normale (trait plein) et log-

normale (trait pointillé)

Principe dumaximumd’entropie. Ce principe a pour but de déterminer la «meilleure »

loi de probabilité parmi toutes celles qui vérifient un ensemble de contraintes (générale-

ment traduites sur les n premiers moments statistiques). La notion d’entropie est définie

dans [Shannon, 1948]. Cette méthode est intéressante lorsque la loi de probabilité d’une

variable aléatoire n’est pas évidente à construire. La méthode du maximum d’entropie a

quant à elle été introduite dans [Jaynes, 1957a, Jaynes, 1957b]. Des applications récentes

sont présentées dans [Soize, 2001, Soize, 2006, Cottereau et al., 2007].
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Un exemple simple d’application consiste à déterminer une loi de probabilité sur l’in-

tervalle [a;b],a 6= b avec la contrainte de normalisation suivante :

∫ b

a
p(y)dy= 1 (1.47)

La maximisation de l’entropie entraine la définition de la densité de probabilité suivante :

p(y) =
1

b−a
(1.48)

ce qui correspond à une loi uniforme. En effet, avec la condition (1.47), il n’y aucune

raison qu’un point ait une probabilité plus élevée qu’un autre.

Nous allons maintenant aborder les techniques permettant de déterminer la réponse

du modèle à partir d’une définition des variables aléatoires d’entrée.

5.1.2 Méthode de Monte Carlo

Une première méthode, très répandue car très simple d’application, consiste à recons-

truire la réponse du système de manière statistique. De plus, ce type de méthode est très

apprécié car il découple la résolution du problème géométrique du traitement des in-

certitudes. Ceci conduit donc à l’utilisation de méthodes non intrusives et permet ainsi

l’emploi de codes éléments finis standard. L’évaluation des caractéristiques de la réponse

est obtenue à partir d’un très grand nombre de calculs déterministes. En effet, on procède

à plusieurs « tirages » pour lesquels un jeu de paramètres est fixé en tenant compte de la

loi de probabilité et des fonctions de corrélation de chacun. Pour chaque tirage un cal-

cul déterministe de la réponse est donc effectué. Une étude statistique permet ensuite de

déterminer les premiers moments statistiques de la réponse de la structure.

Parmi les avantages de cette méthode, on peut mettre en avant le fait qu’un logiciel

classique à éléments finis peut être utilisé pour réaliser le calcul des tirages. Par contre,

l’inconvénient de cette technique vient généralement du fait qu’un très grand nombre de

tirages est nécessaire avant d’avoir une bonne convergence des résultats de la réponse.

On peut montrer que la méthode de Monte Carlo, pour un problème à une dimension,

converge en 1/
√
n, n étant le nombre de tirages. Le nombre de tirages nécessaire avant

convergence dépend également du nombre de variables aléatoires du problème.

Une première amélioration assez simple de cette technique consiste à paralléliser le

calcul des tirages. Cette technique permet de réduire le temps de calcul jusqu’à conver-

gence de la méthode de Monte Carlo. Des applications sont présentées dans [Johnson

et al., 1997, Papadrakakis et Kotsopulos, 1999].

Les techniques de réduction de variance (Importance sampling) permettent quant à

elles d’accélérer la convergence de la méthode de Monte Carlo en augmentant la densité
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des réalisations dans les régions d’intérêt. Cependant, ces techniques deviennent pénali-

santes comparativement à une méthode de Monte Carlo classique lorsque le nombre de
variables aléatoires est trop élevé. Plus de détails sont présentés dans [Thompson, 2002].

La méthode de Latin Hypercube Sampling (LHS) permet de réduire le nombre de

tirages requis pour la convergence. Cette technique se base sur un découpage du domaine

de définition des variables en N intervalles d’égale probabilité. Un tirage est effectué dans

chacun de ces intervalles, ce qui entraîne N valeurs tirées pour une variable. La même

procédure est effectuée pour les p variables aléatoires du problème. Finalement, les tirages

obtenus pour chaque variable sont appariés aléatoirement avec les tirages obtenus pour

les autres variables. Ceci permet ainsi de former N tirages censés caractériser la réponse

du système. Cette technique a été développée dans [McKay et al., 1979]. Le nombre de

tirages nécessaires est généralement plus faible que celui nécessaire dans la méthode de

Monte Carlo classique pour un même niveau de convergence. Certaines améliorations de

la méthode sont présentées dans [Helton et Davis, 2003].

La méthode de Monte Carlo peut être également améliorée en modifiant le modèle

mécanique que l’on utilise. Les méthodes de surface de réponse (Response Surface Me-

thod, ou RSM), ou méta-modèle, s’attachent à améliorer la méthode de Monte Carlo en

remplaçant le modèle mécanique par un modèle approché plus rapide à calculer. On re-

trouve les premiers travaux dans [Faravelli, 1989].

En pratique, le modèle mécanique initial est calculé pour différents jeux de para-

mètres. Avec suffisamment de points calculés, on peut construire une surface de réponse

du système par interpolation. Certains exemples sont présentés dans [Schultze et al.,

2001, Hemez et al., 2001, Boucard et Champaney, 2003].

5.1.3 Méthode des éléments finis stochastiques

Cette méthode a été développée pour mieux associer la méthode des éléments finis

avec la théorie des probabilités. Les éléments finis stochastiques (Stochastic Finite Ele-

ment Method ou SFEM) considèrent l’aléa comme une nouvelle dimension du problème

mécanique. L’intérêt est que l’on peut traiter la discrétisation spatiale avec la méthode des

éléments finis classique. Pour résoudre le problème sur la dimension de l’aléa, il existe

deux grandes méthodes classiquement utilisées :

– une résolution du problème par perturbation ;

– une résolution du problème par décomposition sur le chaos polynomial.

Ces techniques sont cependant moins répandues car la résolution du problème doit être

effectuée grâce à des codes dédiés complexes, ce qui rend ces méthodes intrusives, et

l’utilisation des codes à éléments finis standard quasiment impossible.

Méthode des éléments finis stochastiques par perturbation. Cette méthode a été dé-

veloppée dans [Beacher et Ingra, 1981]. La première étape de la méthode consiste à dis-

crétiser dans l’espace les champs stochastiques utilisés. Ensuite, on doit approcher les
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fonctions des variables aléatoires avec un développement en séries de Taylor autour de

leur valeur moyenne. On suppose ici que les variables varient peu autour de leur valeur

moyenne. Si l’on souhaite résoudre un problème se traduisant par une équation de la forme

K(θ)U(θ) = F(θ), un développement à l’ordre 2 par rapport aux n variables aléatoires εk
s’écrit de la manière suivante :

K=K0+
n

∑
i=1

KI
iεi+

n

∑
i=1

n

∑
j=1

KII
i jεiε j (1.49)

U =U0+
n

∑
i=1

U I
i εi+

n

∑
i=1

n

∑
j=1

U II
i j εiε j (1.50)

K0, KI
i et K

II
i j sont respectivement la moyenne, et les dérivées première et seconde de la

matrice de rigidité K par rapport aux variables aléatoires.U0,U I
i etU II

i j sont les quantités

analogues pour le champ de déplacement solutionU .

La résolution est alors effectuée ordre par ordre. Pour un développement à l’ordre 2,

∀(i, j) ∈ [1, . . . ,n]2, on obtient les équations suivantes par identification terme à terme :

K0U0 = F (1.51)

K0U I
i =−KI

iU
0 (1.52)

K0U II
i j =−KI

iU
I
j −KI

jU
I
i −KII

i jU
0 (1.53)

Des applications ont été effectuées pour des modélisations linéaires et non linéaires. Pour-

tant, de par la méthode de calcul utilisant une linéarisation, les résultats ne sont pertinents

que dans une petite plage de variations. Certains des travaux réalisés avec cette méthode

sont présentés dans [Liu et al., 1986a, Liu et al., 1986b, Liu et al., 1988] et plus récem-

ment dans [Elishakoff et al., 1995, Muscolino et al., 2000].

Méthode spectrale des éléments finis stochastiques. Une autre méthode de résolution

utilise la projection sur le « chaos polynomial » de la partie aléatoire de la réponse du

système. Cette méthode est généralement nommée méthode spectrale des éléments finis

stochastiques (ou Spectral SFEM). Elle se découpe en deux parties principales.

La première étape consiste à décomposer les champs stochastiques du problème par

une décomposition de Karhunen-Loève (cf. équation (1.37)). Si l’on considère que le

module d’Young est représenté par un champ E(x,θ), alors il peut s’écrire de la forme

suivante :

E(x,θ) = E(x)+
∞

∑
i=1

ξi(θ)
√

λiϕi(x) (1.54)

ξi(θ) étant des variables aléatoires non corrélées d’espérances nulles et d’écarts-types

unitaires. On suppose dans la suite que le champ E(x,θ), mais également les variables

ξi(θ) suivent une loi normale.

La seconde étape consiste à utiliser une base orthonormée de variables aléatoires ξi(θ)
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pour décomposer {U(θ)}, vecteur des déplacements nodaux issu de la discrétisation élé-

ments finis. On peut montrer que le vecteur {U(θ)} peut s’écrire sous la forme d’une

somme de polynômes de variables ξi(θ) de la manière suivante :

{U(θ)}= a0Γ0+
∞

∑
i1=1

ai1Γ1(ξi1(θ))+
∞

∑
i1=1

i1

∑
i2=1

ai1i2Γ2(ξi1(θ),ξi2(θ))+ . . . (1.55)

Γp(ξi1(θ), . . . ,ξip(θ)) étant le chaos polynomial d’ordre p (cf. [Wiener, 1938]). La pro-

cédure d’obtention de ces polynômes est présentée dans [Ghanem et Spanos, 2002]. En

pratique, on réordonne les termes sous la forme d’une somme que l’on tronque après le

(P+1)ième terme de la façon suivante :

{U(θ)}=
P

∑
j=0

U jΨ j(ξi1(θ), . . . ,ξiN (θ)) =
P

∑
j=0

U jψ j(θ) (1.56)

en ne prenant en compte que les N premières variables aléatoires ξi(θ). La relation don-

nant le nombre de P+ 1 termes, de la relation (1.56) en fonction de l’ordre p et de la

dimension N du chaos est la suivante :

P+1= 1+
p

∑
j=1

1

j!

j−1

∏
k=0

(N+ k) (1.57)

Par exemple, pour P+ 1 = 10 polynômes avec un ordre p = 2 et une dimension N = 3,

les polynômes s’expriment de la façon suivante :

{Ψ j}= {1,ξ1(θ),ξ2(θ),ξ3(θ),ξ1(θ)ξ2(θ),ξ1(θ)ξ3(θ),ξ2(θ)ξ3(θ),

ξ1(θ)
2−1,ξ2(θ)

2−1,ξ3(θ)
2−1} (1.58)

Ces polynômes vérifient les propriétés suivantes :

ψ j(θ) = 0 ∀ j > 1 et ψ j(θ)ψk(θ) = ψ j(θ)2δ jk (1.59)

La détermination de la solution {U(θ)} revient donc à calculer les vecteurs U j de la

formule (1.56).

La discrétisation du problème mène à la construction d’une matrice de rigidité globale
issue de l’assemblage de matrices élémentaires sous la forme suivante :

KE(θ) =
∫
E
BTC(x,θ)B dE (1.60)

B étant la matrice reliant les déformations au vecteur des inconnues nodales, et C(x,θ) la
matrice de relation de comportement faisant intervenir le champ E(x,θ). La décomposi-
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tion de Karhunen-Loève de ce champ entraîne la formulation suivante :

KE(θ) =
N

∑
i=0

ξi(θ)KEi (1.61)

KEi i>1 étant l’intégration spatiale sur E de la quantité
√

λiϕi(x) issue de la décomposition,

où l’on suppose que KE0 = KE et ξ0(θ) = 1.

Le problème éléments finis, qui revient à résoudre un système de la forme KU = F ,

nous conduit à résoudre l’équation suivante :

P

∑
j=0

(
N

∑
i=0

ξi(θ)Ki

)
ψ j(θ)U j = F (1.62)

En multipliant cette expression par ψk(θ) et en calculant son espérance, on obtient la

formule suivante :

P

∑
j=0

N

∑
i=0

ξi(θ)ψ j(θ)ψk(θ)KiU j = Fψk(θ) avec k = 0, . . . ,P (1.63)

Le système par blocs suivant doit finalement être résolu :




K00 K01 · · · K0P

K10 K11 · · · K1P
...

...
. . .

...

KP0 KP1 · · · KPP







U0

U1

U2

U3


=




F

0

0

0


 , (1.64)

chaque bloc étant défini par la formule suivante :

Kk j =
N

∑
i=0

ξi(θ)ψ j(θ)ψk(θ)Ki , ∀{ j,k} ∈ [[0;P]]2 (1.65)

Plusieurs techniques d’assemblages de matrices et de résolutions sont proposées dans

[Ghanem et Kruger, 1996, Ghanem, 1999].

5.1.4 Autres méthodes stochastiques

Les méthodes fiabilistes. Ces méthodes consistent en une approximation du domaine

de défaillance. Elles permettent une diminution des coûts de calcul, comparativement à

une méthode de Monte Carlo, mais engendrent une perte de précision dans certains cas.

Pour un problème donné avec n paramètres incertains, modélisés par n variables aléatoires

Xi de densité de probabilité conjointe p(x1, . . . ,xn) et par une fonction de performance
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G(x1, . . . ,xn), la probabilité de défaillance s’écrit :

Pf =
∫
G(x1,...,xn)60

p(x1, . . . ,xn)dx1 . . .dxn (1.66)

L’évaluation directe de cette probabilité de défaillance par une méthode de Monte Carlo

est quasi impossible. En effet, pour estimer correctement des probabilités Pf de l’ordre

de 10−m, il faudrait effectuer de l’ordre de 10m+2, voire 10m+3, tirages. Or on s’intéresse

ici à des évènements de très faible occurrence, pour lesquels on a généralement m > 4.

De plus, cette technique nécessite également la connaissance de la densité conjointe de

probabilité p(x1, . . . ,xn), qui n’est pas toujours simple à établir.

L’état limite, correspondant à G(x1, . . . ,xn) = 0, est défini classiquement à partir du

calcul de l’indice de fiabilité. Les différentes étapes de calcul, présentées dans [Hasofer

et Lind, 1974], sont les suivantes :

– transformer les variables initiales en variables aléatoires normales centrées par une

transformation de Rosenblatt [Rosenblatt, 1952] ;

– chercher le point de défaillance le plus probable, solution de la minimisation de

l’indice de fiabilité, correspondant à la distance à l’origine de la fonction d’état

limite dans l’espace des variables normées ;

– calculer la probabilité de défaillance, par approximation autour du point de dé-

faillance le plus probable. Détaillons ci-dessous les approximations les plus fré-

quentes :

– l’approximation la plus simple est du premier ordre (First Order Reliability Me-

thod ou FORM) (cf. Figure 1.27) ;

– une approximation plus précise consiste à approcher la géométrie de la fonction

d’état-limite au voisinage du point de défaillance le plus probable par une courbe

plus riche (Second Order Reliability Method ou SORM) ;

– on peut également envisager d’utiliser une approximation à l’aide des surfaces

de réponses, couplées avec un plan d’expérience [Lemaire, 1997].

�

��

��

�� ����� 	
��� ��

������ ��
�����������

��

�

��

��

�

��

�� ����� 	
��� ��

� 
������

������ ����� �� ������ �!��

�

FIGURE 1.27: Principe des méthodes fiabilistes : exemple de l’approximation FORM,

d’après [Puel, 2004]
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Une présentation générale des méthodes fiabilistes est proposée dans [Ditlevsen et Mad-
sen, 1996].

Les méthodes non paramétriques. Les méthodes probabilistes présentées précédem-
ment sont basées sur des approches paramétriques et permettent donc de représenter cor-
rectement les variations des paramètres de la modélisation. Cependant, pour des systèmes
suffisamment complexes, cette hypothèse peut se révéler être excessive. En effet, dans des
zones faisant par exemple intervenir des liaisons, certains phénomènes ne sont pas pris en
compte du fait de l’approche simplifiée de la modélisation. Dans ce cas, le choix de para-
mètres se révèle être un peu artificiel. Il faut pouvoir prendre en compte les incertitudes de
modélisation. Les travaux réalisés dans [Soize, 2000, Soize, 2001] permettent d’aborder
ce thème de recherche.

Avec cette approche, les matrices généralisées sont remplacées par des matrices aléa-
toires construites à partir du principe du maximum d’entropie. Plusieurs applications de
cette méthode sont présentées dans [Soize, 2006, Soize, 2005].

5.2 Méthodes non stochastiques en calcul de structure

Les méthodes présentées ci-dessus sont principalement basées sur la théorie des pro-
babilités. Dans la partie suivante, nous nous intéressons aux méthodes n’utilisant pas le
point de vue stochastique. Bien que moins répandues, ces méthodes ont pourtant quelques
applications dans le domaine de la mécanique des structures [Moens et Vandepitte, 2005].
Nous présentons ci-dessous quelques méthodes qualifiées de non probabilistes.

5.2.1 Théorie des intervalles

La théorie des intervalles permet de traiter et de propager des incertitudes sur des pa-
ramètres d’entrée. Cette méthode n’utilise pas de modélisation de l’aléa par des variables
aléatoires contrairement aux méthodes détaillées précédemment. Elle fait donc partie des
méthodes dites « non stochastiques ». Beaucoup moins complexe et moins lourde à uti-
liser, cette méthode possède néanmoins de gros inconvénients que l’on illustrera par la
suite.

L’arithmétique. Elle est basée sur une arithmétique développé par [Moore, 1962] où
une opération donnée ∗ ∈ {+,−,×,÷, . . .} entre deux intervalles [I] et [J] peut être définie
par les formules suivantes :
• [I]+ [J] = [I−; I+]+ [J−;J+] = [I−+ J−; I++ J+]
• [I]− [J] = [I−; I+]− [J−;J+] = [I−− J+; I+− J−]
• [I]× [J] = [min(I−J−, I−J+, I+J−, I+J+);max(I−J−, I−J+, I+J−, I+J+)]
• 1/[I] = [1/I+,1/I−]
• . . .
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On peut également appliquer des fonctions à ces intervalles. Une fonction f à plusieurs
variables a alors pour image :

f ([I1], . . . , [In]) = { f (x1, . . . ,xn)|xi ∈ [Ii], i= 1, . . . ,n} (1.67)

Dans le cas général, cette image n’est pas un intervalle. On lui associe alors le plus
petit intervalle contenant f ([I1], . . . , [In]) noté � f ([I1], . . . , [In]).

Le fait que les résultats de cette arithmétique encadrent toujours la solution réelle peut
être démontré. En effet, les opérations de l’arithmétique sur les intervalles supposent tou-
jours que les variables sont indépendantes lorsqu’elles varient sur leur intervalle. Si cette
hypothèse n’est pas vérifiée (i.e. il existe une relation mathématique entre les variables),
il existera alors une ou plusieurs parties de l’intervalle résultat qui ne seront pas inclue(s)
dans la solution exacte. Dans ce cas, le résultat de l’opération risque d’encadrer de façon
trop large l’intervalle exact.

On peut prendre comme exemple l’évaluation de l’intervalle d’incertitude de l’expres-
sion x(10− x) lorsque x ∈ [4;6] :

10− x ∈ [10;10]− [4;6] = [4;6] (1.68)

x(10− x) ∈ [4;6] · [4;6] = [16;36] (1.69)

Une étude simple montre que l’intervalle exact de variation de x(10−x) est [24;25]. La
grande différence entre ces deux intervalles est due à la relation inverse entre les quantités
x et (10− x), qui n’est pas prise en compte par la multiplication des intervalles.

Résolution de systèmes linéaires d’équations d’intervalles. Nous venons de définir
les intervalles sur des scalaires. Nous pouvons à présent définir les vecteurs intervalles
et les matrices intervalles. Les problèmes de mécanique modélisés par éléments finis et
incluant des paramètres incertains physiques ou géométriques s’écrivent généralement
sous la forme :

A{x}= {b} (1.70)

A ∈ [A] et {b} ∈ [b] étant respectivement une matrice intervalle et un vecteur intervalle.
Les travaux de [Chen et Ward, 1997] définissent la solution exacte du problème par :

Σ∃∃([A], [b]) = {x ∈ R
n|(∃A ∈ [A]),(∃{b} ∈ [b])/A{x}= {b}} (1.71)

Comme dans le cas de fonctions d’intervalles, cette solution n’est généralement pas un
vecteur intervalle. On recherche le plus souvent le plus petit vecteur intervalle contenant
la solution Σ∃∃([A], [b]) ce qui revient à trouver l’ensemble des {x} tels que :

[A][x] = [b] (1.72)

Plusieurs algorithmes résolvent ce type de problème. On pourra citer par exemple
l’algorithme du pivot de Gauss qui peut être adapté dans le cas où les coefficients sont des
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intervalles. La méthode qui nous intéresse est une méthode itérative basée sur le théorème
du point fixe : la méthode d’inclusion de Rump [Rump, 1983]. L’idée de cette méthode se
base sur le problème suivant :

Pour une matrice non singulière R arbitraire et un vecteur x0 arbitraire, le problème :

Ax̃= b (1.73)

est équivalent à
x̃− x0 = (Id−RA)︸ ︷︷ ︸

G

(x̃− x0)+R(b−Ax0)︸ ︷︷ ︸
g

(1.74)

avec

x̃= x0+ x∗ (1.75)

où x∗ est solution de

x∗ = Gx∗+g (1.76)

En pratique, on prend R ≈ A−1 et x0 = Rb de sorte que G et g aient une norme très

petite vis-à-vis de celles de A et x0, mais également de sorte que x∗ soit proche de 0. Tout

l’algorithme de Rump est ensuite basé sur le traitement de l’équation (1.76).

L’inclusion de Rump suppose un vecteur intervalle X vérifiant :

{G ·X+g} ⊂ X0 (1.77)

avec{G ·X + g} = {Gx+ g/x ∈ X} et X0 l’ouvert de X . En utilisant ensuite le théorème
du point fixe, l’équation suivante :

x∗ = Gx∗+g (1.78)

admet une unique solution x∗ ∈{G ·X+g}. La méthode de vérification de l’inclusion (1.77)
est décrite ci-dessous :

Si l’inclusion
{G⊙X⊕g} ⊂ X0 (1.79)

est vérifiée (avec ⊙ et ⊕ les opérations issues de l’arithmétique sur les intervalles) alors
l’inclusion (1.77) est également vérifiée puisque

{G ·X+g} ⊂ {G⊙X⊕g} (1.80)

grâce aux définitions des opérations sur les intervalles.

Bien que cet algorithme se démarque des autres de par son efficacité et sa rapidité,
il continue à surestimer de façon notable les bornes du vecteur intervalle résultat. Une
amélioration a été apportée par [Dessombz et al., 2001]. Elle consiste à garder en facteur
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tous les intervalles d’incertitudes et à ne pas les propager à l’intérieur d’une matrice ou

d’un vecteur. Cette amélioration décrit les vecteurs et matrices intervalles comme suit :

[A] = A0+
N

∑
n=1

[εn]An et [b] = {b0}+
P

∑
p=1

[βp]{bp} (1.81)

[εn] et [βp] étant les intervalles d’incertitudes, A0 et b0 la matrice et le vecteur centre et An

et bp les matrices et les vecteurs rayon.

5.2.2 Ensembles flous

La théorie des ensembles flous (fuzzy sets theory) est basée sur la logique floue (fuzzy

logic) initiée dans [Zadeh, 1965]. Ce type de logique autorise la prise en compte de ju-

gements humains, ou de concepts « linguistiques », qui doivent être intégrés dans des

raisonnements mathématiques.

L’application de cette théorie aux calculs de structures a été développée dans plusieurs

travaux tels que l’identification de modèle [Hanss et al., 2002] ou encore la dynamique des
structures [Lallemand et al., 1999, Ohayon et al., 2001, Massa et al., 2004]. On peut noter
également la création de la méthode des éléments finis flous (Fuzzy Finite Element Me-

thod ou FFEM) [Rao et Sawyer, 1995]. Pour cette méthode, la réponse de la structure est

calculée avec l’arithmétique des intervalles. Pour lutter contre la tendance « pessimiste »

de cette dernière, on peut citer des méthodes adaptées comme les dérivation de FRF (Fre-

quency Response Function) « floues » à partir des paramètres incertains du modèle (cf.

[Moens et Vandepitte, 2005]).

5.2.3 Autres méthodes

On retrouve également parmi cette famille de techniques, les modèles convexes d’in-

certitudes [Ben-Haim et Elishakoff, 1990, Ben-Haim, 2005, Ben-Haim, 2006]. Cette théo-

rie a également été appliquée à la validation de modèles dans [Ben-Haim et Hemez, 2004].

Le cadre des modèles convexes d’incertitudes permet de préciser la capacité d’intégrer de

l’information nouvelle dans le cas où elle n’est pas déterministe. D’une façon différente
de ce que peuvent décrire les ensembles flous ou aléatoires, l’incertitude présente dans
l’information est ici vue comme la lacune d’information entre ce qui est connu et ce qui
devrait l’être pour rendre possible une prise de décision fiable. L’autre dénomination des

modèles convexes d’incertitudes est ainsi les modèles de lacune d’information (info-gap
models).

Nous pouvons également citer d’autres techniques moins utilisées en calcul de struc-

ture comme la théorie généralisée de l’information [Klir, 2004] et la théorie des ensembles

aléatoires basée sur la théorie des preuves et définie dans [Dempster, 1968] et [Shafer,

1976].

Nous citerons également la théorie des méconnaissances (Lack Of Knowledge (LOK)

theory) [Ladevèze et al., 2006b] développée au LMT Cachan à laquelle le Chapitre 3

sera dédié. Cette méthode, raisonnant sur une représentation des variations découplée par
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sous-structures, permet de prendre en compte les résultats issus d’essais expérimentaux
pour améliorer le modèle de méconnaissances.

5.2.4 Conclusion

Dans cette partie nous avons donc pu survoler un panel de méthodes permettant de
prendre en compte différents types de variations, d’incertitudes en calcul de structure.
L’objectif est de choisir une méthode convenable pour une application dans le dimension-
nement de structure à une échelle globale. Nous avons pu remarquer que les méthodes

actuelles les plus populaires sont principalement basées sur la théorie des probabilités. En

effet, les méthodes issues par exemple des simulations de Monte Carlo sont très simples
d’implémentation et d’utilisation. Pourtant, ces méthodes montrent rapidement leurs li-
mites dès lors qu’un grand nombre de paramètres aléatoires est utilisé. De même, de
nombreuses méthodes dites non stochastiques ont été développées dans le domaine de la
mécanique des structures. Leurs utilisations restent toutefois limitées pour l’instant.

Dans ce contexte de prise en compte des variabilités d’un modèle de structure, nous
avons choisi de mettre en œuvre la théorie des méconnaissances. En effet, elle permet de
raisonner par sous-structures et ainsi de simplifier la propagation de ces variabilités. Nous
verrons également que comparativement à une simulation de Monte Carlo par exemple,

cette théorie ne nécessite que très peu de calculs pour obtenir une estimation de variation
sur une quantité d’intérêt.

6 Conclusions

Ce chapitre nous a permis de mettre en place les différents points nécessaires à l’éla-

boration d’une méthode de dimensionnement des assemblages de fixations avec prise en

compte des incertitudes. Les principales étapes sont le choix de la méthode de dimen-

sionnement, le choix du modèle mécanique et le choix de la méthode de prise en compte
des incertitudes. Par ailleurs, les méthodes de prise en compte des incertitudes dépendent
fortement du modèle déterministe choisi, ce qui nous a conduit à insérer un recalage de

modèle déterministe dans la stratégie. Les méthodes associée à cette étape seront égale-

ment étudiées.

Le premier point a consisté à choisir la méthode globale de dimensionnement. Les

structures boulonnées ou rivetées étudiées sont des structures de grande échelle. Pour-

tant, elles présentent des phénomènes locaux très complexes du fait de la présence des

fixations. Ce problème multiéchelle peut être résolu par différentes méthodes présentées
précédemment. La méthode retenue, l’analyse descendante, permet de traiter le problème
multiéchelle grâce à une résolution globale linéaire suivie d’un zoom réalisé sur une zone

d’intérêt utilisant les données issues de l’analyse globale. Cette réanalyse locale est appli-
quée en utilisant des modèles complexes prenant en compte les phénomènes complexes
locaux. L’objectif est d’obtenir une estimation des transferts de charges et la position des
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fixations les plus chargées lors de l’analyse globale, avec prise en compte des phéno-
mènes aléatoires. Nous ne traitons pas ici, la deuxième partie de l’analyse descendante
qui consiste à effectuer une réanalyse locale avec un modèle plus complexe.

La deuxième étape a résidé dans le choix du modèle mécanique pour la représenta-
tion de l’assemblage de fixations. Les modèles existants sont des plus simples, comme les
modèles semi-empiriques, aux plus compliqués, tels que les modèles 3D complexes inté-
grant de nombreux phénomènes non-linéaires. Étant donné la grande taille des structures
étudiées, l’utilisation des modèles les plus complexes serait trop coûteuse dans l’objectif
d’obtenir une estimation des transferts de charge et des positions des fixations les plus
chargées. Pourtant, l’utilisation des modèle semi-empiriques ne laisserait aucune possi-
bilité de recalage du modèle de fixation vis-à-vis d’essais expérimentaux. En effet, ces
modèles dépendent uniquement de la géométrie, des matériaux et du type de fixation re-
présentée. Notre choix s’est donc orienté vers une modélisation de type plaque et connec-
teur linéaire qui permettra d’une part une application en très grand nombre, et d’autre part
un recalage pour représenter au mieux la réalité observée.

La troisième partie concerne le choix de la méthode de recalage du modèle mécanique
déterministe vis-à-vis de données expérimentales. Parmi les deux grandes familles de
type de recalage (directe ou indirecte), l’utilisation d’une méthode indirecte permet de
contrôler les paramètres des modèles de fixation, contrairement aux méthodes directes
qui agissent directement sur les opérateurs et sans considération physique. Le recalage
basé sur l’erreur en relation de comportement et développée au LMT Cachan a finalement
été choisie. Il permet de raisonner naturellement par sous-structure, ce qui peut être utile
lors de l’étude d’un grand nombre de fixations.

La dernière étape consiste à choisir la méthode de prise en compte des incertitudes.
Sachant que l’objectif est d’obtenir une estimation des variations possibles sur des quanti-
tés issues de l’échelle globale, l’application d’une méthode à éléments finis stochastiques,
souvent intrusive, ne sera pas choisie ici. En effet, l’utilisation de code de calcul standard
est préférée pour une intégration plus aisée en bureau d’étude. Cependant, les méthodes
non intrusives stochastiques basées sur des simulations de Monte Carlo montrent rapide-
ment leur limite lorsque le nombre de paramètres stochastiques augmente. Notre choix
s’est finalement porté sur la théorie des méconnaissances également développée au LMT
Cachan. Cette méthode hybride permet de sous-structurer les sources d’incertitudes ce
qui rend le traitement des ensembles de fixations plus simple. Elle permet également de
prendre en compte les variations observées sur les familles de structures réelles pour amé-
liorer la modélisation de l’incertain.

Les chapitres suivants ont pour tâche de présenter plus en détail les méthodes utilisées.
Des applications seront menées dans chacun de ces chapitres.

Le Chapitre 2 présente la méthode de recalage basée sur l’erreur en relation de com-
portement. Une étude comparative concernant l’influence du type de modèle déterministe
utilisé sur le résultat du recalage sera également présentée. Ce partie proposera un modèle
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déterministe recalé d’assemblage de fixations qui pourra être utilisé pour la représentation
des variations.

Le Chapitre 3 présente la méthode de prise en compte des incertitudes basée sur

la théorie des méconnaissances. Cette théorie sera appliquée sur le modèle déterministe
pour former un modèle avec méconnaissances. Ce modèle délivrant des informations sur
les variations de comportement d’une famille d’assemblages de fixations sera recalé sur
des données issues de mesures expérimentales. Une application est présentée sur un as-
semblage de fixations employé dans le domaine aéronautique.

Le Chapitre 4 présente une application de la stratégie sur une structure souple, as-
semblée à une structure rigide en plusieurs points par des pattes de fixation boulonnées.

Un modèle avec méconnaissances sera associé à chaque patte de fixation. L’objectif sera

d’observer l’influence des défauts de positionnement des ensembles boulonnés sur les ef-

forts résiduels dans les fixations. Le résultat obtenue sera analysé comparativement à une

simulation de Monte Carlo.
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Chapitre 2

Recalage de modèle déterministe

La stratégie de représentation de famille de structure pro-

posée ici se base sur un modèle déterministe. Dans ce se-

cond chapitre, le choix et également la validation de ce

modèle vont être étudiés afin de proposer une stratégie ef-

ficace. La validation du modèle est effectuée ici par un re-

calage en erreur en relation de comportement [Ladevèze

et Chouaki, 1999] et permet ainsi de mieux représenter les

données issues d’un ensemble de structures. L’efficacité du

recalage sera également étudiée par rapport au choix du

modèle de fixation.
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1 Recalage de modèle

Dans le chapitre précédent a été soulevé le problème de la qualité de représentation
du modèle déterministe choisi par rapport à la famille de structure de fixations étudiée.
En effet, le modèle déterministe choisi influe fortement sur la qualité des résultats estimés
par le modèle avec méconnaissances. Le type de modèle utilisé pour la représentation
des assemblages boulonnés ainsi que la méthode permettant de valider ce modèle ont
été choisis au chapitre précédent. Ce second chapitre a pour premier objectif de détailler
la méthode de recalage employée. Dans un second temps, une étude est faite concernant
l’efficacité du processus de recalage. Une modification du modèle choisi pour les fixations
est ensuite proposée afin d’améliorer cette efficacité. Enfin, une application est effectuée
sur un assemblage boulonné dont la géométrie est issue de l’aéronautique.

Le modèle associé aux plaques constituant l’assemblage boulonné est considéré comme
relativement bien connu. Le comportement des connecteurs représentant les fixations est
supposé être le seul paramètre incertain nécessitant un recalage. En effet, les modèles
semi-empiriques, grandement utilisés dans l’industrie, ne tiennent pas compte de l’in-
fluence du frottement, de la précharge de la fixation ou encore de la nature et de la di-
rection du chargement. Il paraît donc nécessaire, lorsque cela est possible, de recaler les
paramètres du comportement du connecteur afin d’obtenir un modèle « moyen » repré-
sentant correctement l’ensemble des données expérimentales. Pour cela, nous avons donc
choisi d’utiliser le recalage en erreur en relation de comportement. Le recalage basé sur
l’erreur en relation de comportement a tout d’abord été développé pour les problèmes
de dynamique libre et forcée [Ladevèze et Chouaki, 1999]. La méthode a également été
adaptée aux problèmes non-linéaires matériau et de contact par l’introduction d’une er-
reur en dissipation [Chouaki et al., 2000]. Plus récemment, des travaux ont été effectués
sur la localisation et le dimensionnement de fissures multiples [Faverjon et Sinou, 2008]
ainsi que sur le recalage basé sur des mesures incertaines [Faverjon et al., 2009].

Dans cette étude, le recalage est appliqué à une structure soumise à un chargement
statique. Le recalage est effectué grâce à des données expérimentales (ou simulées), gé-

néralement des déplacements ou des chargements, correspondant à des capteurs placés en

différents points de la structure.

1.1 Le problème de référence

Les problèmes éléments finis étudiés ici sont tous résolus par des méthodes standards.

Le problème de référence (cf. Figure 2.1) considère une structure occupant le domaine

Ω pouvant être découpée en sous-structures E. La frontière ∂Ω de Ω est soumise à des

déplacements imposésUd sur une partie de la frontière, notée ∂1Ω, et à une densité surfa-

cique d’effort Fd sur la partie ∂2Ω complémentaire de ∂1Ω. Enfin, une densité volumique

d’effort f
d
est appliquée sur le domaine Ω. Les espaces dans lesquels seront recherchés

le déplacementU(M) et la contrainte σ(M) seront notés respectivement : U et S . Le pro-

blème de référence s’écrit :

TrouverU(M) et σ(M), M ∈Ω vérifiant :
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FIGURE 2.1: Milieu étudié

– les conditions aux limites,

U |∂1Ω =Ud (2.1)

U ∈U (2.2)

– les équations d’équilibre,

∀U∗ ∈U0,

−
∫

Ω
tr(σ · ε(U∗))dΩ+

∫
∂2Ω

Fd ·U∗dS= 0 (2.3)

σ ∈ S (2.4)

avec ε(U) = 1
2

[
gradU+(gradU)T

]
et U0 = {U nul sur ∂1Ω,U ∈U}.

– les relations de comportement,

∀M ∈Ω, σ =Kε(U) (2.5)

1.2 L’erreur en relation de comportement

À partir de la définition du problème de référence, on peut généralement remarquer
que certaines équations sont plus fiables que d’autres. La construction de l’erreur en re-
lation de comportement est basée sur l’idée d’une séparation des équations du problème
en une partie fiable et une partie moins fiable. Pour le problème traité dans cette étude, la
séparation suivante est faite :

– les équations fiables

Stratégie de modélisation et de simulation des assemblages de structures aéronautiques en

contexte incertain



Recalage de modèle 59

– les conditions aux limites

– les relations d’équilibre
– les équations moins fiables

– les relations de comportement. Ici, on distinguera le comportement de la structure
(plaque) du comportement des connecteurs.

À partir de la séparation des équations précédentes, on définit :

– l’admissibilité : les inconnues du problème sont dites admissibles si elles vérifient
les équations fiables du problème :

s= (U ,σ) ∈ Sad (2.6)

– l’erreur en relation de comportement : cette erreur représente un résidu sur les équa-
tions moins fiables. Elle est nulle si ces équations sont vérifiées ou positive dans le
cas contraire :

ξ2(s)> 0 (2.7)

ξ2(s) = 0⇐⇒ les relations de comportement sont vérifiées (2.8)

ξ2(s) étant l’erreur en relation de comportement. Avec les définitions précédentes, le pro-
blème de référence peut être réécrit sous la forme :

∣∣∣∣
Trouver s= (U ,σ) ∈ Sad

minimisant ξ2(s′) avec s′ ∈ Sad

Dans le cadre du problème de référence, deux approches permettent de construire l’erreur
en relation de comportement :

– l’erreur au sens de Drucker : la relation de comportement est écrite sous la forme de
fonctionnelles. La positivité de l’erreur dépend de deux conditions appelées condi-
tions de stabilité de Drucker. Ces conditions sont vérifiées pour une large classe de
comportements de matériaux et l’erreur est construite sur l’ensemble des relations
de comportement ;

– l’erreur en dissipation : la relation de comportement est écrite en introduisant des
variables internes. La positivité de l’erreur se base sur le second principe de la
thermodynamique. L’erreur est construite uniquement sur les lois d’évolution, alors
que les lois d’état sont introduites dans l’admissibilité.

Dans la suite de l’étude, le détail et l’utilisation de l’erreur au sens de Drucker seront
présentés. On considère également que les données du problème (conditions aux limites)
imposées sont fiables. Un couple s = (U ,σ), défini sur Ω, est admissible s’il vérifie les
équations fiables, i.e. les conditions aux limites et les équations d’équilibre. L’espace cor-
respondant est désigné par Sad . Dans un tel couple, on distingue deux types de quantité :

– une quantité « statique » σ noté σs ;
– une quantité cinématiqueU notéUc.
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En utilisant les relations de comportement, ces quantités peuvent être complétées en

introduisant εs et σc telles que :

σs =K(εs) σc =K(εc) (2.9)

On définit finalement :

ξ2(s) =
∫

Ω
tr [(σc−σs)(ε(Uc)− εs)]dΩ (2.10)

Dans le cas où les relations de comportement vérifient les relations de stabilité de Dru-

cker, la quantité ξ2(s) est qualifiée d’« erreur globale » en relation de comportement. Si

la structure est décomposée en sous-structures E, E ∈ Ω, la contribution à l’erreur de la

sous-structure E est :

ξ2
E(s) =

∫
E
tr [(σc−σs)(ε(Uc)− εs)]dE (2.11)

avec :

∑
E∈Ω

ξ2
E = ξ2 (2.12)

1.3 L’erreur en relation de comportement modifiée

L’objectif de cette partie est de pouvoir intégrer dans l’erreur en relation de compor-

tement l’information apportée par des résultats d’essais, expérimentaux ou simulés. Avec

l’introduction de ces valeurs expérimentales, l’erreur en relation de comportement est

augmentée par l’erreur sur les mesures effectuées. Cette nouvelle erreur est appelée « er-

reur en relation de comportement modifiée ». Les données mesurées sont les déplacements

et les chargements notés respectivement Ũ et Q̃. L’erreur modifiée s’écrit finalement :

e2 = ξ2+
r1

1− r1
‖ΠuU−Ũ‖2+ r2

1− r2
‖ΠqQ− Q̃‖2 (2.13)

la norme ‖.‖ étant une norme énergétique choisie de telle sorte qu’elle ait un poids équi-

valent à l’erreur en relation de comportement ξ2. Les coefficients ri sont des termes de

poids censés donner plus ou moins de confiance aux mesures.

Finalement, la qualité d’un modèle par rapport à un ensemble de résultats d’essais

est donnée par le résidu e2. La construction de celui-ci demande de résoudre le problème

suivant : ∣∣∣∣
Trouver s= (U ,σ) ∈ Sad

minimisant e2(s′) avec s′ ∈ Sad
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1.4 Minimisation de l’erreur

1.4.1 Problème discrétisé

Le recalage basé sur l’erreur en relation de comportement est appliqué sur un modèle
linéaire standard à éléments finis. Afin de détailler la méthode de minimisation de l’er-
reur, les notations qui suivent seront directement appliquées sur le modèle discrétisé. Les
champs éléments finis sont notés {∗} et les opérateurs [∗]. On considère dans la suite la
structure discrétisée Ωh soumise à un champ de force volumique { fd}. Sur la frontière
∂Ωh, des déplacements {Ud} et des forces surfaciques {Fd} sont imposés respectivement
sur les frontières ∂1Ωh et ∂2Ωh. Le problème défini précédemment devient donc :

∣∣∣∣
Trouver s= ({U}, [σ]) ∈ Sad

minimisant e2(s′) avec s′ ∈ Sad

avec :

e2(s) = ξ2(s)+
r1

1− r1
‖Πu{U}−{Ũ}‖2+

r2

1− r2
‖Πq{Q}−{Q̃}‖2 (2.14)

L’erreur en relation de comportement ξ2 pour un modèle linéaire s’écrit ici :

ξ2({U},{V}) = 1
2
{U−V}T [K]{U−V} (2.15)

avec [K] la matrice de rigidité du problème et {V} est défini par :

[σs] =K(ε({V})) (2.16)

Minimiser ξ2 revient à trouver la solution la plus proche vérifiant les relations de com-
portement ainsi que les mesures. L’erreur en relation de comportement modifiée s’écrit
finalement :

e2({U},{V}) =1
2
{U−V}T [K]{U−V} (2.17)

+
r1

1− r1
{ΠuU−Ũ}T [Gu]{ΠuU−Ũ}

+
r2

1− r2
{ΠqQ− Q̃}T [Gq]{ΠqQ− Q̃}

Les matrices [Gu] et [Gq] sont choisies de telle sorte qu’elles définissent des normes éner-
gétiques sur les mesures. Le vecteur {Q} peut être exprimé en fonction du champ de
déplacement : {Q}= [B]{U}, [B] étant un opérateur d’extraction du chargement. Dans la
suite, [Gu] est choisi tel que :

[Gu] = [K] (2.18)

Le choix de [Gq] et des ri est détaillé lors de l’application du recalage dans les sections
suivantes.
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La problématique abordée à présent est la minimisation de l’erreur modifiée. Cette
minimisation peut être reformulée par la stationnarité du lagrangien L défini par :

L= e2({U},{V})+{λ}T ([K]{V}−{F})︸ ︷︷ ︸
C

(2.19)

où {F} et {λ} représentent respectivement le vecteur des efforts nodaux du champ de

force imposé et le vecteur des multiplicateurs de Lagrange. L’ajout du terme C permet

de rendre {V} statiquement admissible. Cette reformulation est équivalente à résoudre un

problème de minimisation. En exprimant la stationnarité du Lagrangien L par rapport à

toutes les variables, le problème peut être résolu par le système d’équations suivant :

(
[K]+

r1

1− r1
[Gu]+

r2

1− r2
[Gq]

)
{U}={F}+ r1

1− r1
[Gu]{Ũ}

+
r2

1− r2
[Gq]{Q̃} (2.20)

{λ}={U−V} (2.21)

[K]{V}={F} (2.22)

1.4.2 Calcul du gradient

Afin de résoudre le problème de minimisation, le calcul du gradient de l’erreur modi-

fiée par rapport aux paramètres du modèle doit être calculé. On peut déjà remarquer que

L({U},{V}) = e2({U},{V}) quand ({U},{V}) est solution du problème de minimisa-

tion. Donc quand ({U},{V}) est solution du problème, on a :

de2

dci
=

dL

dci
(2.23)

ci étant les paramètres du modèle à recaler. L’équation (2.23) peut être reformulée de la

façon suivante :

de2

dci
=

dL

dci
=

∂L

∂{U}
∂{U}

∂ci
+

∂L

∂{V}
∂{V}
∂ci

+
∂L

∂{λ}
∂{λ}
∂ci

+
∂L

∂ci
(2.24)

Or ({U},{V},{λ}) étant solution du problème de minimisation, on a donc :

∂L

∂{U} =
∂L

∂{V} =
∂L

∂{λ} = 0 (2.25)

Finalement, le gradient de l’erreur modifiée peut être directement calculé grâce à la déri-

vée partielle du Lagrangien L :

de2

dci
=

∂L

∂ci
(2.26)
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En utilisant l’équation (2.21), l’expression (2.26) peut être reformulée de la façon sui-
vante :

de2

dci
({U},{V}) =1

2
{U−V}T ∂[K]

∂ci
{U+V} (2.27)

+
r1

1− r1
{ΠuU−Ũ}T ∂[Gu]

∂ci
{ΠuU−Ũ}

+
r2

1− r2
{Πq[B]U− Q̃}T ∂[Gq]

∂ci
{Πq[B]U− Q̃}

+
2r2
1− r2

{
Πq

∂[B]

∂ci
U

}T

[Gq]{Πq[B]U− Q̃}

1.5 L’algorithme de minimisation

Maintenant que le gradient de l’erreur modifiée a été calculé, il s’agit ici de minimiser
l’erreur modifiée. Pour cela, on choisit un algorithme de gradient optimisé par recherche
linéaire basé sur le critère d’Armijo [Armijo, 1966]. À chaque pas k de l’algorithme de
gradient, l’optimisation consiste à trouver αk tel que {ck+1} minimise e2({ck+1}) avec :

{ck+1}= {ck}−αk
{

∇e2({ck})
}

et {∇e2({ck})}=





∂e2

∂c1
({ck})
...

∂e2

∂cn
({ck})





(2.28)

où {ck} est la liste des paramètres ci trouvés au pas k. En définissant au pas k :

f : x 7−→ e2
(
{ck}− x

{
∇e2({ck})

})
(2.29)

ainsi que les fonctions yε :
yε(x) = f (0)+ εx f ′(0) (2.30)

le αk optimal est choisi comme le premier x calculé vérifiant :

yε(x)> f (x) (2.31)

La Figure 2.2 illustre le critère d’Armijo au pas k. La valeur communément admise,
ε = 0,5 (ref), est utilisée pour les applications des sections suivantes. Le critère d’arrêt du
recalage est habituellement basé sur une erreur relative dont l’expression choisie ici est :

e2r =
e2

1
2{U0+V0}T [K0]{U0+V0}

(2.32)

{U0}, {V0} et [K0] étant respectivement les vecteurs {U} et {V} et l’opérateur [K] calculés
à la première itération de l’algorithme.

Stratégie de modélisation et de simulation des assemblages de structures aéronautiques en

contexte incertain



64 Recalage de modèle déterministe

�
���

�
�
��
��
	 �
��
� �����

	


���

	
�
���

	
�
���

����

��������������������������������������

�

FIGURE 2.2: Illustration du critère d’Armijo

2 Efficacité du recalage

La méthode de recalage ayant été définie, nous développons ici un exemple de reca-

lage sur une géométrie simple de fixation. L’objectif est d’étudier les performances du

recalage proposé sur les modèles de fixations usuels afin d’optimiser le processus de re-

calage.

2.1 Géométrie étudiée

L’élément étudié est un assemblage boulonné constitué de 3 plaques d’aluminium

fixées par 4 boulons en titane. Cette jonction boulonnée à double recouvrement est un

élément typique des assemblages réalisés en aéronautique [Champaney et al., 2007]. La

Figure 2.3 détaille la géométrie réelle de l’assemblage étudié. La Table 2.1 détaille les

caractéristiques de la géométrie étudiée.

2.2 Le problème unidimensionnel

Ce premier modèle se base sur les choix effectués au Chapitre 1. Chaque élément de

la fixation est représenté par une structure unidimensionnelle. La structure complète est

encastrée à une extrémité et chargée en traction à l’autre extrémité. En prenant en compte

les propriétés de symétrie du problème, seule une moitié de la géométrie réelle est étudiée.
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FIGURE 2.3: Géométrie étudiée

Paramètre Valeur

Module d’Young 70 GPa (aluminium)
Section des plaques extérieures 2,063.10−4 m2

Section de la plaque intérieure 3,968.10−4 m2

Longueur L0 176,2 mm
Longueur L 47,6 mm
Chargement F 5000 N

TABLE 2.1: Les paramètres du problème

Les éléments plaque sont modélisés par des poutres et les fixations par des ressorts. Le
modèle possède 9 degrés de liberté (les déplacements ui). Il sera nommé «modèle initial »
et est présenté à la Figure 2.4. Un modèle amélioré sera proposé par la suite.
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FIGURE 2.4: Géométrie du modèle initial

2.3 Les données expérimentales

Les données expérimentales pour la configuration étudiée n’étant pas à disposition,

une série de données simulées doit être créée afin de pouvoir appliquer la méthode de

recalage présentée précédemment. Les données simulées sont obtenues à partir du modèle
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initial, pour des valeurs de raideur données concernant les connecteurs. Afin d’étudier
la robustesse du recalage, les données sont simulées pour deux configurations (i.e. deux
valeurs de raideur) différentes. La première série de données, « série 1 », est simulée pour
des valeurs de raideur obtenues à partir de la formule de Huth [Huth, 1986]. Une deuxième

série de données, « série 2 », est ensuite simulée pour des valeurs de raideur de connecteur

100 fois supérieures à la valeur donnée par la formule de Huth. Les données mesurées et

stockées sont les chargements transférés (« charge i ») par chaque connecteur i ainsi que

le déplacement en bout de structure u9. Dans le premier cas, les raideurs des connecteurs

sont du même ordre de grandeur que celles de la structure (poutres). Dans le deuxième

cas, les raideurs sont 100 fois supérieures à celles de la structure. La raideur des barres

en traction est d’environ 1.108 N.m−1. La Table 2.2 résume les paramètres choisis et les

résultats obtenus. Les résultats montrent principalement qu’une grande différence entre

Série 1 Série 2

Valeurs choisies (N.m−1) ki 1,932.108 1,932.1010

Charge 1 1533 2414

Données Charge 2 937 36

obtenues Charge 3 950 38

(N et m) Charge 4 1579 2510

Déplacement u9 8,29.10−5 7,49.10−5

TABLE 2.2: Les données simulées employées pour le recalage

les raideurs de la structure et les raideurs des fixations entraîne un grand écart entre les
charges transmises par les fixations intérieures comparativement aux charges transmises
par les fixations extérieures.

2.4 Application du recalage

Les données issues de la Table 2.2 sont utilisées comme mesures dans cette partie.
Pour chaque série, les données (mesures) sont considérées comme connues et les raideurs
ki des fixations sont les paramètres à recaler. En plus d’étudier la robustesse du recalage

vis-à-vis des mesures, l’influence de l’initialisation du recalage est également étudiée.

Pour chaque série de mesures, les paramètres à recaler sont initialisés avec des valeurs

inférieures puis supérieures aux paramètres objectifs. Ceci entraîne donc 4 configurations
pour le recalage à étudier. Dans l’équation (2.17), {Q} est exprimé de la façon suivante :

{Q}=





Q1

Q2

Q3

Q4





(2.33)
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Qi étant la charge transférée par le connecteur i. Afin d’obtenir une erreur de mesure sur
les charges homogènes à une énergie, la matrice [Gq] dans l’équation (2.17) est choisie de

la façon suivante :

[Gq] =




1/k1 0 0 0
0 1/k2 0 0
0 0 1/k3 0
0 0 0 1/k4


 (2.34)

Concernant la valeur des ri, une série de recalages a été effectuée afin de trouver une valeur
optimale entraînant un nombre d’itérations minimal jusqu’à convergence du recalage. Les

propriétés de convergence ont été étudiées pour ri = 1.10k avec k= {−12,−11, . . . ,2,3}.
Grâce aux essais effectués sur ce paramètre, un compromis a pu être trouvé et les para-
mètres r1 = r2 = 1.10−8 seront utilisés dans toute la suite du recalage du modèle initial.
Également, les résultats obtenus sur les connecteurs 1 et 4 sont similaires, de même que
les résultats sur les connecteurs 2 et 3. Dans la suite de l’étude, seuls les résultats concer-
nant les connecteurs 1 et 3 seront donc présentés.

2.4.1 Recalage du modèle initial avec la série 1

Le recalage du modèle initial sur cette première série est effectué avec des valeurs
de raideur initialisées à 1,932.104 N.m−1 et 1,932.109 N.m−1. Les Figure 2.5, 2.6, 2.7,

and 2.8 montrent respectivement les évolutions de l’erreur relative, des raideurs des connec-

teurs, du déplacement u9 et des charges des connecteurs au cours du recalage.

2.4.2 Recalage du modèle initial avec la série 2

Le recalage du modèle initial sur cette seconde série est effectué avec des valeurs

de raideur initialisées à 1,932.104 N.m−1 et 1,932.1011 N.m−1. Les Figure 2.9, et 2.10

montrent respectivement les évolutions de l’erreur relative et des raideurs des connecteurs

au cours du recalage.

2.4.3 Conclusions concernant le modèle initial

Ces 4 configurations du recalage sur le modèle initial nous montrent l’influence que

peuvent avoir les mesures ainsi que l’initialisation sur l’efficacité et la qualité des résultats.

Les résultats obtenus sur la série 1, que ce soit avec des valeurs d’initialisation supérieures

ou inférieures aux valeurs objectif, convergent vers les valeurs objectif. Cependant, une

grande différence peut être notée concernant le nombre d’itérations nécessaire jusqu’à

convergence. En effet, une initialisation avec des valeurs inférieures des ki par rapport

aux raideurs objectif entraîne environ 3 fois moins d’itérations par comparaison avec une
initialisation avec des valeurs supérieures.

Concernant les recalages effectués sur la série 2, les recalages n’atteignent pas les va-
leurs objectifs et ce quelque soit l’initialisation employée. De nouveau, on peut noter que
le recalage utilisant des valeurs initiales supérieures aux valeurs objectifs converge bien
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FIGURE 2.5: Évolutions de l’erreur relative au cours du recalage
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FIGURE 2.6: Évolutions de la raideur des connecteurs 1 et 3 au cours du recalage
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FIGURE 2.7: Évolutions du déplacement au cours du recalage
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FIGURE 2.8: Évolutions des charges de connecteur au cours du recalage
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FIGURE 2.9: Évolutions de l’erreur relative au cours du recalage
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FIGURE 2.10: Évolutions de la raideur des connecteurs 1 et 3 au cours du recalage
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plus difficilement que celui utilisant des valeurs initiales inférieures aux valeurs objectif.
Pourtant, dans l’ensemble des cas, les résultats nous montrent des nombres d’itérations
qui peuvent sembler trop important comparativement à la complexité du problème traité.

La Table 2.3 détaille le nombre d’itérations nécessaire pour chaque cas de recalage.

Cas de Série 1 Série 1 Série 2 Série 2

recalage Init. inf. Init. sup. Init. inf. Init. sup.

Iterations 43 111 1107 93

TABLE 2.3: Modèle initial : nombre d’itérations pour le recalage (Init. inf. (resp. sup.)

signifie initialisation avec des valeurs inférieures (resp. supérieures) aux valeurs objectif)

Afin d’optimiser la qualité du recalage, nous supposerons que les difficultés rencon-

trées proviennent de la très faible influence des paramètres de raideurs (ki) sur l’erreur

modifiée dans certaines configurations. En effet, pour le cas de la série 2, les raideurs ob-

jectif ont une valeur très supérieure à la rigidité de la structure (barres) : une variation de

raideur des connecteurs n’entraîne quasiment pas de variation de l’erreur modifiée. Dans
la partie suivante, une étude paramétrique est effectuée pour illustrer la sensibilité des
paramètres à recaler vis-à-vis de l’erreur modifiée.

2.5 Le modèle rigidifié proposé

La partie précédente a soulevé un problème de qualité de convergence concernant le

recalage basé sur la série 2. L’étude paramétrique qui suit a pour objectif de comprendre

dans quelle mesure le choix du modèle peut intervenir sur la qualité du recalage. Afin

d’analyser le comportement du recalage, les raideurs appartenant aux groupes de fixa-

tions {1,4} et {2,3} sont supposées évoluer de manière identique. Ce constat nous per-

met donc de tracer une carte d’erreur modifiée en fonction des deux paramètres restant

(Figure 2.11). Les chemins de convergence sont également tracés sur cette même figure.
Cette surface d’erreur permet d’avoir quelques explications sur les difficultés rencontrées
par le recalage. En effet, on peut remarquer qu’il y a une ligne de minima ayant quasiment
la même valeur. Lorsque l’algorithme atteint cette ligne, la convergence vers le minimum
réel ne s’effectue pas, ou alors avec un très grand nombre d’itérations. L’efficacité du re-

calage est donc influencée par le type de surface d’erreur. Pour s’affranchir de cet écueil,

nous avons choisi de modifier la modélisation de l’assemblage boulonné pour retrouver

une surface d’erreur comportant un minimum distinct.

Du fait de la grande différence de raideur entre les connecteurs et la structure, la sur-

face d’erreur présente une ligne de minima pour laquelle un des paramètres n’a quasiment

aucune influence. Le modèle doit être modifié afin d’assouplir les connecteurs, ajuster le

type de surface d’erreur, et ainsi améliorer l’efficacité du recalage. La suite de cette partie

présente donc une modification du modèle de fixation tout en conservant la méthode de

recalage.
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FIGURE 2.11: Surface d’erreur en relation de comportement avec les trajets de conver-

gence. Cette figure utilise la série 2 pour le modèle initial.

2.5.1 Le problème unidimensionnel

Lors de la modélisation des assemblages boulonnés ou rivetés, il est courant de consi-

dérer le comportement de la structure comme connu. Le principal problème réside dans

la modélisation des fixations. Le modèle initial utilise une représentation très locale des

fixations comparativement à l’agencement et les interactions réels qu’il y a entre le boulon

(ou le rivet) et la structure. En effet, le connecteur n’est censé représenter que le boulon

dans la modélisation initiale. En conséquence, la modélisation de la zone d’interaction

entre la fixation et la structure peut être élargie afin de prendre en compte les effets de la

géométrie et du comportement de la fixation (i.e. le perçage, le comportement de contact

autour de la fixation, . . .) dans le comportement du connecteur. Un choix a finalement

été pris : le connecteur représente un boulon mais également une partie de la structure

voisine. Ce type de modélisation nous permet de modifier la taille de la structure dont le

comportement est pris en compte dans le connecteur. Ceci intervient directement sur la

raideur équivalente du connecteur. De ce fait, on se propose d’étudier l’impact du rapport

entre les raideurs de la structure (barres) et les raideurs des connecteurs sur la surface

d’erreur, en supposant que l’efficacité du recalage en est dépendant.

La seconde représentation proposée est donc basée sur le modèle initial, avec des

connecteurs représentant la fixation mais aussi une partie de la structure voisine. Le détail

de la modélisation proposée est illustré sur la Figure 2.12. Sur cette figure, les zones

hachurées représentent les parties de la structure ayant été rigidifiées. En ajoutant une

partie de la représentation de la structure dans les connecteurs, la raideur équivalente de
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FIGURE 2.12: Configuration du modèle rigidifié

l’ensemble {fixation + partie de la structure} décroit. Cela permet de modifier la raideur

des connecteurs en utilisant le paramètre p afin d’ajuster le rapport entre la raideur des

connecteurs et la raideur de la structure. Le paramètre p correspond à la proportion de

structure n’étant pas inclue dans la représentation de la fixation. Les nouveaux paramètres

à recaler sont donc les raideurs k′i. De manière pratique, la modification revient seulement

à changer la longueur des éléments barre. L’application de cette méthode sur une structure
plus complexe reviendrait à rigidifier les éléments situés dans une zone directement en
contact avec une extrémité du connecteur (zone hachurée sur la Figure 2.12).

Une analyse paramétrique de l’erreur modifiée est réalisée sur la série 2. La Fi-

gure 2.13 montre l’évolution, par lignes de niveau, du minimum global de l’erreur mo-
difiée en fonction du paramètre p. Lorsque p tend vers 1 (pas de structure rigidifiée), la
position du minimum global devient moins précise. Pour p > 0,9 et des valeurs élevées
de k′2−3, les lignes de niveau sont parallèles et verticales. Cela signifie que l’influence du
paramètre k′2−3 est négligeable comparée à celle de k′1−4. Dans la même situation, mais
pour p= 1, on retrouve le cas de recalage de la partie précédente comportant des difficul-
tés de convergence. Grâce à l’étude paramétrique, la valeur p= 0,2 est choisie et utilisée
pour toute la suite de l’étude. La Table 2.1 détaille les paramètres employés pour cette

seconde étude sur le modèle que l’on nommera « modèle rigidifié ». Rappelons que les

paramètres à recaler sont les raideurs k′i.

2.5.2 Application du recalage

Les mesures utilisées pour le recalage sont les mêmes que celles des recalages pré-

cédents (i.e. séries 1 et 2). À présent, les valeurs objectif des raideurs à atteindre ne sont
plus connues car le modèle rigidifié est différent de celui utilisé pour les simulations des

séries 1 et 2. Néanmoins, les recalages seront également effectués à partir des série 1 et
2 avec des initialisations à des valeurs élevées et faibles des paramètres. Rappelons que
l’objectif de la modification du modèle initial était d’assouplir les connecteurs. On s’at-
tend donc à obtenir des valeurs recalées de raideur de connecteurs inférieures à celles
du modèle initial. Une étude sur les paramètres ri permet de trouver un compromis avec
r1 = r2 = 1.10−10.
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FIGURE 2.13: Evolution de la position du minimum global de l’erreur en relation de

comportement modifiée

2.5.3 Recalage du modèle rigidifié avec la série 1

Le recalage du modèle rigidifié sur cette première série est effectué avec des valeurs de
raideur initialisées à 1,932.104 N.m−1 et 1,932.109 N.m−1. Les Figure 2.14, 2.15, 2.16,

and 2.17 montrent respectivement les évolutions de l’erreur relative, des raideurs des

connecteurs, du déplacement u9 et des charges des connecteurs au cours du recalage.

2.5.4 Recalage du modèle rigidifié avec la série 2

Le recalage du modèle initial sur cette seconde série est effectué avec des valeurs

de raideur initialisées à 1,932.104 N.m−1 et 1,932.109 N.m−1. Les Figure 2.18, et 2.19

montrent respectivement les évolutions de l’erreur relative et des raideurs des connecteurs

au cours du recalage.

2.5.5 Conclusions concernant le modèle rigidifié

Comme prévu, les raideurs recalées (environ 1.108 N.m−1) sont plus souples que

celles obtenues avec le modèle initial (1.1010 N.m−1). Ces résultats, détaillés dans la

Table 2.4, montrent donc que le recalage sur un modèle rigidifié peut améliorer sensi-

blement l’efficacité de convergence de l’algorithme ainsi que la qualité des résultats. En

effet, le tracé de la carte d’erreur modifiée (Figure 2.20) pour le modèle rigidifié montre
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FIGURE 2.14: Recalage du modèle rigidifié : évolutions de l’erreur relative au cours du

recalage
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FIGURE 2.15: Recalage du modèle rigidifié : évolutions de la raideur des connecteurs 1

et 3 au cours du recalage
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FIGURE 2.16: Recalage du modèle rigidifié : évolutions du déplacement au cours du

recalage
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FIGURE 2.17: Recalage du modèle rigidifié : évolutions des charges de connecteur au

cours du recalage
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FIGURE 2.18: Recalage du modèle rigidifié : évolutions de l’erreur relative au cours du

recalage
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FIGURE 2.19: Recalage du modèle rigidifié : évolutions de la raideur des connecteurs 1

et 3 au cours du recalage
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Cas de Série 1 Série 1 Série 2 Série 2

recalage Init. inf. Init. sup. Init. inf. Init. sup.

Iterations 30 27 163 518

TABLE 2.4: Modèle rigidifié : nombre d’itérations pour le recalage

que le minimum global est nettement mieux défini et accessible. De plus, la plupart des

FIGURE 2.20: Surface d’erreur en relation de comportement avec les trajets de conver-
gence. Cette figure utilise la série 2 pour le modèle rigidifié.

structures complexes employées dans l’aéronautique se composent de répétitions géomé-
triques d’assemblages simples de fixations, à l’image de l’exemple traité dans ce chapitre.

Lors de l’étude de ces structures complexes, on peut supposer que l’étude paramétrique

de p peut être réalisée une fois sur la structure simple, et réutilisée ensuite sur la structure

entière. Enfin, la Figure 2.13 montre clairement l’importance de rigidifier la structure afin
d’obtenir un meilleur recalage tout en gardant une représentation de la structure conve-
nable.

Cette technique de recalage peut être appliquée à des structures 3D : la structure de

l’assemblage est représentée par des éléments plaques et les fixations par des éléments

connecteurs. D’ailleurs, lors de modélisations 3D d’assemblages boulonnés dans l’in-

dustrie, les problèmes de compatibilité de maillage sont généralement résolus par une
technique similaire où l’on rigidifie la structure voisine des nœuds du connecteur. Cette

méthode apparaît donc être tout à fait compatible avec les techniques habituellement em-

ployées dans le domaine industriel.
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3 Application à une structure aéronautique

3.1 Géométrie étudiée

Afin de mettre en œuvre cette technique sur une géométrie de plus grande échelle,

nous analysons ici un assemblage boulonné largement étudié expérimentalement. La struc-

ture étudiée est un assemblage boulonné permettant de fixer deux panneaux (parties du

fuselage d’un avion) entre eux suivant leurs extrémités communes. La Figure 2.21 sché-

matise la fixation étudiée. La Figure 2.22 montre l’assemblage en question sous sollici-

���������

���������

	
���
��

FIGURE 2.21: Schéma d’implantation de l’assemblage étudié [Airbus]

tation lors d’essais effectués à EADS IW. La Figure 2.23 illustre quant à elle la première

étape de modélisation 3D, effectuée dans l’industrie, avec des éléments plaque et connec-

teur.

3.2 Les données expérimentales

L’objectif de cette partie est de simuler le comportement d’une famille de structures

afin d’obtenir une série de données que l’on assimilera aux mesures expérimentales. La

simulation est une simulation de Monte Carlo associée à un modèle déterministe de base

comportant des variables aléatoires. Le modèle adopté pour représenter l’assemblage se

compose d’éléments plaque (éléments de structure) et d’éléments connecteur (éléments

de fixation). Seule une ligne de fixations est étudiée ici. La Figure 2.24 illustre la géomé-

trie de l’assemblage. Chaque couleur représente une plaque et l’assemblage est chargé en

traction. Les conditions au limites sont détaillées sur la Figure 2.25. De plus, des condi-

tions de symétrie sont introduites afin de prendre en compte le comportement des autres

lignes de fixations.

Chaque fixation est représentée par un connecteur dont chaque extrémité est liée à un

nœud appartenant à la structure. Chaque connecteur est défini par deux raideurs indépen-
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FIGURE 2.22: Structure réelle étudiée [EADS IW]. Essai de compression et de flambage.

FIGURE 2.23: Modèle CAO (à gauche) et modélisation plaque et connecteur (à droite)

de la structure étudiée
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FIGURE 2.24: Géométrie du modèle non-linéaire de l’assemblage boulonné
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FIGURE 2.25: Chargements et conditions aux limites appliqués sur les modélisations
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FIGURE 2.26: Représentation d’un connecteur
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dantes et linéaires :

– un coefficient de raideur représentant le comportement du connecteur dans le plan

(x,z) ;
– un coefficient de raideur représentant le comportement du connecteur suivant la

normale y au plan (x,z).

La raideur suivant la normale est calculée grâce à la raideur équivalente du boulon en

titane associé. La raideur dans le plan est quant à elle calculée avec la valeur issue de la

formule de Huth [Huth, 1986]. On introduit du contact avec frottement entre les plaques.

Chaque connecteur est également préchargé pour simuler l’assemblage du boulon. Afin de

simuler le comportement d’une famille de structures, chaque précharge ainsi que chaque

raideur dans le plan (x,z) est paramétrée par une variable aléatoire. Une simulation de

Monte Carlo est ensuite effectuée pour obtenir les déplacements et charges transférées sur

les positions en rouge de la Figure2.25. Les précharges des boulons sont définis à 20000

N±20% [Airbus]. Les raideurs plan sont calculées grâce à la formule de Huth±50%. On

associe à ces deux types de paramètres aléatoires des lois uniformes continues.

La suite de l’étude va consister à développer et à utiliser un modèle enveloppe simple

pour représenter les données variables obtenues par simulation de Monte Carlo, ou plus

généralement par expérience sur structure réelle. L’ensemble des données simulées sera

utilisé dans la partie 3 pour recaler le modèle enveloppe. Dans cette partie, pour chaque

quantité d’intérêt, seules les moyennes de données simulées sont utilisées pour recaler le

modèle d’assemblage déterministe.

3.3 Application du recalage

Le modèle déterministe linéaire choisi est un modèle à éléments finis généralement

utilisé dans l’aéronautique, composé de plaques représentant la structure et de connecteurs

représentant les fixations (cf. Figure 2.23). Ici également, une seule ligne de fixations est

étudiée. Comparativement à la stratégie adoptée dans la partie 2.5.1, les connecteurs uti-

lisés sont rigidifiés afin d’équilibrer les raideurs des connecteurs par rapport aux raideurs

des plaques. Les fixations sont donc modélisés par des connecteurs généralisés dont les

nœuds sont liés à la structure par l’intermédiaire de barres quasi-rigides. Comme précé-

demment, les propriétés mécaniques de la structure plaque est considérée comme connue

et seules les raideurs des connecteurs sont recalées. La Figure 2.27 présente la géométrie

du modèle linéaire avec les connecteurs rigidifiés. Les conditions aux limites sont éga-

lement présentées sur la Figure 2.25. Des conditions de symétrie sont ajoutées afin de

prendre en compte le comportement des autres lignes de fixations. Chaque connecteur est

défini par deux raideurs indépendantes et linéaires :

– un coefficient de raideur représentant le comportement du connecteur dans le plan

(x,z) ;
– un coefficient de raideur représentant le comportement du connecteur suivant la

normale y au plan (x,z).
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La raideur suivant la normale est calculée grâce à la raideur équivalente du boulon en

titane associé. La raideur dans le plan est quant à elle initialisée avec la valeur issue de la

formule de Huth [Huth, 1986]. Les degrés de liberté en rotation des connecteurs sont blo-

qués afin d’obtenir une meilleure représentation du contact : le contact est principalement

présent au voisinage des fixations sur la structure réelle. Le modèle possède finalement 2

paramètres par connecteurs, ce qui entraîne 20 paramètres à recaler pour 10 connecteurs.

Afin de réduire le nombre de paramètres à recaler, les connecteurs sont séparés en 3

groupes dans lesquels les connecteurs sont supposés avoir le même comportement. Les

groupes créés sont les suivants :

– groupe 1 : connecteurs 1 et 2 ;

– groupe 2 : connecteurs 3, 4, 5 et 6 ;

– groupe 3 : connecteurs 7, 8, 9 et 10.

Les 6 paramètres obtenus sont utilisés lors du recalage basé sur l’erreur en relation de

comportement. Le recalage se base sur les moyennes des données simulées à la partie 3.2.

La Table 2.5 présente les moyennes issues de la simulation de Monte Carlo. La Table 2.6

Y

X

Y

X

�

�

�

FIGURE 2.27: Géométrie de la modélisation linéaire

présente quant à lui les résultats issus du recalage en erreur en relation de comporte-

ment sur le modèle déterministe. Les Figure 2.28 et 2.29 présentent respectivement la

convergence des quantités d’intérêt (erreur relative par rapport à la moyenne des données

simulées) et la convergence de l’erreur modifiée relative. Ui et Qi sont respectivement le

déplacement et la charge transférée selon l’axe x à la position i.
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Position 1 2 3 4

Déplacement 6.39 ·10−1 3.48 ·10−1 1.15 ·10−1 5.39 ·10−1

(mm)

Charge 18100

transférée (N)

TABLE 2.5: Les données simulées

Position 1 2 3 4

Déplacement 6.39 ·10−1 3.47 ·10−1 1.22 ·10−1 5.63 ·10−1

(mm)

Charge 18000

transférée (N)

TABLE 2.6: Résultats issus du recalage du modèle déterministe
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FIGURE 2.28: Convergence des quantités d’intérêt (erreur relative)
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FIGURE 2.29: Convergence de l’erreur relative en relation de comportement

4 Conclusions

L’objectif de cette partie était de construire un modèle déterministe simple sur lequel

se baser pour introduire une notion d’incertitude. Ce modèle déterministe est un des élé-

ments les plus importants de la stratégie de dimensionnement que l’on propose dans ce

manuscrit. Afin de s’introduire facilement dans une approche par analyse descendante, la

premier choix a été de se baser sur les modèles couramment employés dans l’industrie.

Pourtant, les modèles de fixations utilisés ne représentent pas correctement dans la plu-

part des cas le comportement réel des fixations. En effet, les modèles semi-empiriques

utilisés se basent seulement sur les caractéristiques matériaux et géométriques des fixa-

tions réelles. Or les paramètres tels que le frottement, la précharge ou encore le type de

sollicitation peut grandement influer sur la raideur équivalente du connecteur.

Un recalage basé sur l’erreur en relation de comportement a été mis en place pour op-

timiser les paramètres du modèle. Le recalage permettant de travailler par sous-structure

est choisi afin de rester compatible avec la méthode de représentation de l’incertain (cf.

chapitre 3). Pour finir, le modèle déterministe recalé, permet d’obtenir une bonne repré-

sentation du comportement moyen de la famille de structures simulée. En effet les erreurs

relatives sur les quantités d’intérêt étudiées ne dépassent pas 10%, ce qui nous permet

d’entamer la modélisation de l’incertain sur de bonnes bases.

Enfin, on peut remarquer que l’utilisation du connecteur rigidifié permet de garder une

certaine cohérence vis-à-vis de la méthode dimensionnement multiéchelle employée. En

effet, lors du passage de l’échelle globale à l’échelle fine de la fixation, les liens entre ces

deux échelles peuvent être facilement transposés comme présentés sur la Figure 2.30.
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FIGURE 2.30: Cohérence entre le modèle de connecteur global et le modèle de fixation

local
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Chapitre 3

Application de la théorie des

méconnaissances

Ce troisième chapitre s’intéresse à l’aspect incertain de

certains phénomènes que l’on retrouve dans les éléments

de fixations. Afin de modéliser la variabilité issue de ces

phénomènes, la théorie des méconnaissances développée

au LMT-Cachan [Ladevèze et al., 2006b, Ladevèze et al.,

2006a] est choisie. Dans une première partie, un état de

l’art de la théorie sera effectué. La méthode sera en-

suite appliquée à la fixation aéronautique puis recalée sur

les données simulées. Enfin, ce comparatif des résultats

pourra nous permettre de conclure quant à la qualité de

la stratégie proposée.
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1 Représentation de l’incertain dans une stratégie de di-

mensionnement

En industrie, au cours du dimensionnement des structures aéronautiques, les phéno-

mènes aléatoires sont le plus souvent pris en compte en introduisant des coefficients de

sécurité. Afin d’avoir un minimum de recul sur ces coefficients de sécurité, nous propo-

sons une stratégie de modélisation de l’incertain au niveau du prédimensionnement (partie

de simplification de la géométrie et du comportement lors d’analyses descendantes). Le

principe de la modification de l’analyse est illustrée à la Figure 3.1.
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FIGURE 3.1: Principe de la modification proposée

La stratégie consiste à se baser sur des résultats expérimentaux pour pouvoir valider
le modèle de dispersion proposé. Ce modèle simplifié avec représentation des dispersions
peut être ensuite utilisé afin de prévoir les cas les plus critiques auxquels peut être sou-
mise la structure. La méthode de prise en compte des incertitudes doit également rester
peu coûteuse en terme de ressources numériques afin de s’insérer naturellement dans une

démarche de simplification lors d’une analyse descendante.

2 Description de la réalité

Dans ce paragraphe, les hypothèses concernant les propriétés de ce que l’on considère

comme structure réelle sont précisées. Également, la méthode d’obtention des « données
expérimentales » est détaillée.
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2.1 Famille de structures

Nous nous intéressons ici à l’étude du comportement d’une famille de structures sem-
blables. Nous considérons qu’il existe des dispersions dans leurs comportements, assez
notables pour que l’on doive les prendre en compte lors du dimensionnement. Le com-
portement de la structure (plaques) est considéré comme peu variable, et l’origine de
ces dispersions est donc supposée provenir uniquement des éléments de fixation. Comme
précisé dans le Chapitre 1, les précharges, les jeux ou encore le contact avec frottement
entre les plaques et la fixation, sont les phénomènes complexes principalement à l’origine
d’aléas sur le comportement des fixations. Le modèle déterministe sur lequel appliquer
la modélisation de la dispersion est un modèle linéaire (cf. Chapitre 2). La difficulté est
de réussir à représenter le plus fidèlement possible une dispersion obtenue par des phé-
nomènes a priori non linéaires, avec un modèle de dispersion basé sur une modélisation
purement linéaire de la structure.

Afin de pouvoir confronter le modèle proposé avec les structures réelles, des études
comparatives sont menées sur des quantités de déplacement local mais également sur des
efforts globaux. Dans la suite, la quantité étudiée sera notée α.

2.2 Données expérimentales

Les mesures, ne pouvant s’obtenir expérimentalement ici, sont obtenues par une simu-
lation de Monte Carlo considérée comme la référence. Les données utilisées sont iden-
tiques à celles construites à la Partie 2.3. Dans ce chapitre, ce sont les intervalles de
variations qui sont utilisés et non plus les moyennes de ces intervalles, comme cela était
le cas dans le précédent chapitre.

3 La théorie des méconnaissances

La méthode retenue pour modéliser les dispersions est la théorie des méconnaissances.
Cette théorie a été développée au LMT-Cachan et est présentée dans [Ladevèze et al.,
2006b]. L’idée fondamentale de cette théorie est de globaliser, sur une sous-structure,
un ensemble de sources d’incertitudes plutôt que de paramétrer chaque source d’incerti-
tude grâce à une variable aléatoire par exemple. Cet aspect présente plusieurs avantages
concernant notre cas d’application que sont les fixations.

Tout d’abord, le modèle de fixations global sur lequel est appliqué la théorie des mé-
connaissances est constitué d’éléments finis linéaires très simples. Le fait de pouvoir en-
glober les différentes sources d’incertitude par un terme générique se basant sur le com-
portement, ici linéaire, d’une fixation constitue une première utilité de la théorie. En effet,
ces sources d’incertitudes sont souvent non linéaires et donc non descriptibles par les
modèles simples employés.

Ensuite, du point de vue numérique, l’application de cette théorie permet d’obtenir
des temps de calcul plus courts comparativement à une simulation de Monte Carlo par
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exemple. Dès lors que les quantités d’intérêt à étudier sont connues, le nombre de résolu-
tions du problème déterministe sur la structure globale est de l’ordre de N+ 1 avec N le
nombre de quantités d’intérêt.

Concernant la mise en œuvre de la théorie des méconnaissances, elle se décompose
généralement de la façon suivante :

– définition des méconnaissances de base : cette partie introduit les variables d’entrée

m±E (méconnaissances de base) censées représenter un ensemble de sources d’incer-

titude sur une sous-structure E. Il s’agit dans notre cas de définir, pour une ensemble

E d’une ou plusieurs fixations, les variablesm±E représentant les variations obtenues

par la mauvaise maîtrise des précharges, des frottements, des jeux, . . . ;

– propagation des méconnaissances de base : cette partie concerne la recherche des

intervalles de variations des quantités de sortie, déplacements et transferts de charge

dans notre cas. Les bornes de ces intervalles (données de sortie), nommées mécon-

naissances effectives, sont calculées par l’intermédiaire des méconnaissances de

base (données d’entrée) et des équations du problème ;

– recalage du modèle de méconnaissances : les méconnaissances introduites doivent

être définies a priori lorsque l’on connait sa valeur, ou doivent être recalées lorsque

ce n’est pas le cas. Dans le cas du recalage de méconnaissance, on se base généra-

lement sur des intervalles de dispersion issus d’essais expérimentaux. La technique

consiste à modifier la définition des méconnaissances de base afin de représenter au

mieux les intervalles expérimentaux avec les méconnaissances effectives.

Ces trois points sont détaillés dans les parties 3.2, 3.3 et 3.4. La section suivante redéfinie

le problème de départ.

3.1 Le problème de validation

L’objectif de cette théorie est de pouvoir prendre en compte plusieurs types d’incerti-

tudes, de façon globale. Lors de l’étude d’une quantité α (déplacement nodal ou transfert

de charge), un modèle avec méconnaissances a pour but de qualifier et quantifier l’écart :

∆α = α−α (3.1)

entre α, la quantité obtenue par le modèle déterministe utilisé et α, la quantité que l’on

peut attendre d’une structure réelle. La théorie des méconnaissances quantifie les incerti-

tudes à l’échelle des sous-structures : c’est à cette échelle que sont globalisées toutes les

sources de variations (précharges, frottements, jeux, . . .). On évite ainsi la représentation

paramétrique de ces phénomènes lors de la prise en compte des dispersions.

Le modèle utilisé lors de l’analyse descendante est linéaire. Nous supposerons donc

que les variations des phénomènes complexes cités précédemment peuvent être représen-

tées par une variation du comportement linéaire de l’ensemble E du ou des connecteurs.

Ceci se traduit donc par un intervalle de variation de l’énergie de déformation de la sous-

structure E.
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3.2 Définition des méconnaissances de base

La théorie des méconnaissances se base sur un modèle déterministe sur lequel on

applique le concept de méconnaissances. Les variations associées à chaque sous-structure
E appartenant à la structure Ω peuvent être globalisées par une quantité m dont la valeur
varie à l’intérieur de l’intervalle [−m−E ;m

+
E ]. Les bornes de cet intervalle sont définies

grâce à l’énergie de déformation de sorte que :

(1−m−E (θ))eE(U)6 eE(U ,θ)6 (1+m+
E (θ))eE(U) (3.2)

eE(U) étant l’énergie de déformation associée au champs de déplacement U de la sous-
structure E appartenant au modèle EF déterministe, et eE(U ,θ), l’énergie de déformation
associée au champs de déplacementU de la sous-structure E appartenant à une structure
réelle de la famille étudiée. On peut exprimer ces énergies en fonction des matrices de
rigidité sous la forme :

eE(U) =
1
2
UKEU (3.3)

eE(U ,θ) =
1
2
UKE(θ)U (3.4)

KE et KE(θ) étant les matrices éléments finis (EF) associées respectivement au modèle
EF déterministe et à une structure de la famille étudiée. La définition des méconnaissances
de base revient donc à écrire la relation suivante :

(1−m−E (θ))KE 6KE(θ)6 (1+m+
E (θ))KE (3.5)

Cette relation est plus généralement utilisée lors de la mise en œuvre de la théorie des
méconnaissances. La variation d’énergie de déformation de l’ensemble de connecteurs E
censée englober les sources d’incertitude est équivalente à une variation de la raideur de
l’ensemble E.

Ces bornes (m−E ;m
+
E ) sont introduites en tant que variables internes du modèle et sont

nommées méconnaissances de base associées à la sous-structure E. Par définition ces va-
riables sont positives. Les méconnaissances de base peuvent avoir une valeur fixe, mais le
plus souvent, on leur associe une loi de probabilité. En effet, définir des méconnaissances
de base de manière déterministe reviendrait à modéliser l’aléa par une représentation par
intervalle [Moore, 1962]. Or le plus souvent cette description entraîne une surestimation

des incertitudes lors de sa propagation. Nous utiliserons donc une définition des mécon-

naissances de base reposant sur des variables aléatoires auxquelles on associe des lois de

probabilités.

Cette loi de probabilité est choisie a priori. Généralement, les méconnaissances de

base sur les rigidités sont représentées par une loi normale. On associe à la méconnais-
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sance m(θ) = [−m−E (θ);m
+
E (θ)] la loi définie par la densité de probabilité suivante :

p(m) =
1√
2πσ2

exp

(
−(m−M)2

2σ2

)
(3.6)

telle que son écart-type σ soit paramétrée par les valeurs m−E et m+
E avec :

∫ m+
E

−m−E
p(m)dm= 0,99 (3.7)

et telle que sa moyenne M soit centrée entre les bornes −m−E et m+
E :

M = 〈m(θ)〉= m+
E −m−E

2
(3.8)

De plus, la densité de probabilité est tronquée en dehors de l’intervalle [−m−E (θ);m
+
E (θ)].

Ceci revient à ne pas considérer les 1% de cas les plus extrêmes qui sont normalement

détectés lors de contrôles de fabrication. La Figure 3.2 illustre les propriétés d’une loi de

probabilité normale centrée ayant pour moyenne M = 0 et pour écart-type σ = 3. Lorsque

l’origine des dispersions est davantage méconnue, les méconnaissances de base peuvent

être définies par une loi de probabilité de type uniforme. De même, si l’origine des incer-

titudes est extrêmement mal représentée dans le modèle, on peut faire le choix de définir

l’intervalle [−m−E (θ);m
+
E (θ)] par des valeurs déterministes. Ceci revient à utiliser une re-

présentation par intervalle [Moore, 1962].

On peut donc maintenant préciser la probabilité d’observer mE dans un intervalle

[−m−E ;m
+
E ] donné :

P(−m−E 6 m6 m+
E ) =

∫ m+
E

−m−E
p(m)dm (3.9)

Les méconnaissances de base sont définies dans l’équation (3.2) de part et d’autre du

modèle déterministe. Deux évènements indépendants peuvent donc être décrits :

– soit par m∈ [0;m+
E ], ce qui signifie que l’on observe l’évènement (m−E = 0,m+

E > 0)
avec une probabilité P+(m+

E ) telle que :

P+(m+
E ) =

∫ m+
E

0
p(m)dm (3.10)

– soit par m ∈ [−m−E ;0], ce qui signifie que l’on observe l’évènement (m−E > 0,m+
E =

0) avec une probabilité P−(m−E ) telle que :

P−(m−E ) =
∫ 0

−m−E
p(m)dm (3.11)

En résumé, pour pouvoir définir des méconnaissances de base sur une sous-structure E,

il est nécessaire de connaître le type de loi de probabilité ainsi que les bornes m−E et m+
E
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FIGURE 3.2: Méconnaissances de base associées à une loi normale centrée
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associées respectivement aux méconnaissances m−E (θ) et m+
E (θ). Plus de détails concer-

nant les outils nécessaires à l’élaboration du concept de méconnaissances sont exposés

dans [Puel, 2004].

On vient donc d’associer un modèle de méconnaissances à un modèle déterministe

via les méconnaissances de base appliquées au niveau des sous-structures de fixations. Il

est maintenant nécessaire de propager ces méconnaissances de base à travers le modèle

déterministe afin d’obtenir une estimation de dispersion d’une quantité d’intérêt α.

3.3 Propagation des méconnaissances

3.3.1 Principe de la propagation

Le but de cette partie est d’obtenir, grâce à l’expression des méconnaissances de base

(cf. partie précédente), un intervalle de confiance dans lequel la quantité de sortie étudiée

est susceptible de varier. Les premiers travaux effectués au LMT-Cachan ont tout d’abord

été développés en dynamique [Ladevèze et al., 2004, Puel, 2004] pour lesquels les quan-
tités d’intérêt étudiées sont typiquement les fréquences propres et les modes propres de

la structure. Dans le cas général, pour une quantité d’intérêt α, le but est donc d’évaluer
l’écart ∆α tel que :

∆α(θ) = α(θ)−α (3.12)

α étant la quantité d’intérêt que l’on peut attendre d’une structure réelle et α, la quan-

tité d’intérêt issue du modèle déterministe. Pour notre application, les quantités étudiées
sont typiquement des déplacements nodaux ainsi que des transferts de charge. L’étape de
propagation des méconnaissances de base revient donc à trouver les bornes ∆α−mod(θ) et
∆α+

mod(θ) telles que :

−∆α−mod(θ)6 α(θ)−α 6 ∆α+
mod(θ) (3.13)

C’est à partir de la définition des méconnaissances de base (équations (3.2) ou (3.5)) que la

propagation s’effectue. Cette procédure peut être réalisée généralement de deux manières
différentes :

– analytiquement : les fonctions caractéristiques des bornes ∆α−mod(θ) et ∆α+
mod(θ)

sont calculées directement grâce à l’expression de la loi de probabilité des mécon-

naissances de base. Cette méthode devient toutefois rapidement laborieuse lorsque

la structure est complexe (plusieurs sous-structures qui impliquent un grand nombre

de méconnaissances de base). Dans les cas des assemblages boulonnés ou rivetés,

les sous-ensembles de fixations peuvent être très nombreux. Cette méthode de cal-
cul ne sera donc pas retenue pour la suite des travaux exposés ;

– numériquement : les densités de probabilité des bornes ∆α−mod(θ) et ∆α+
mod(θ) sont

reconstruites grâce à une technique de simulation de Monte Carlo.

Bien que les propagations soient effectuées numériquement, plusieurs exemples analy-

tiques peuvent être consultés dans [Puel, 2004, Enjalbert, 2009].
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Maintenant que les fonctions caractéristiques de ∆α−mod(θ) et ∆α+
mod(θ) sont calcu-

lées (ou reconstruites), il nous faut en déduire un intervalle de confiance pour la quantité

d’intérêt étudiée. C’est dans cet optique qu’ont été développés les concepts de probabi-
lité d’intervalles et d’intervalles standards. Le détail de ces outils est exposé dans [Puel,
2004]. Pour obtenir un intervalle de confiance à une probabilité P donnée, l’idée est de

trouver l’intervalle standard correspondant. L’intervalle standard [∆α−mod(P);∆α+
mod(P)],

correspondant à une probabilité P donnée, est le plus petit intervalle tel que :

∫ ∆α+
mod(P)

0
p+(θ)dθ+

∫ 0

−∆α−mod(P)
p−dθ = P (3.14)

où p+ et p− sont respectivement, la fonction densité de probabilité de la borne supé-

rieure ∆α+
mod(θ) et la fonction densité de probabilité de la borne inférieure ∆α−mod(θ). Les

bornes ∆α−mod(P) et ∆α+
mod(P) de l’intervalle standard sont appelées méconnaissances ef-

fectives. Les méconnaissances effectives traduisent le résultat du modèle enveloppe défini

par le modèle déterministe auquel sont ajoutées les méconnaissances de base sur les sous-

structures. Les phénomènes incertains (contacts, frottement, précharges, jeux) globalisés

par les méconnaissances de base m±E sur chaque sous-structure E entraînent donc des in-

tervalles de variation des quantités d’intérêts (déplacements et transferts de charge). La
Figure 3.3 illustre le processus de propagation des méconnaissances de base.

3.3.2 Propagation en dynamique

Les premiers travaux sur la propagation des méconnaissances de base ont été dévelop-
pés en dynamique des structures, et plus particulièrement en vibrations libres [Ladevèze

et al., 2004, Puel, 2004]. L’étude du calcul théorique des méconnaissances effectives dans

ce cas de sollicitation est détaillée dans cette partie.

Pour ce type de problème, les quantités étudiées sont les pulsations propres ωi et les

modes propres de vibration φ
i
associés au problème aux valeurs propres suivant :

(K−ω2
iM)φ

i
= 0 (3.15)

oùK etM sont respectivement, la matrice de rigidité éléments finis et la matrice de masse

éléments finis de la structure étudiée. Le but ici est donc de retrouver les valeurs des

méconnaissances effectives ∆α−mod(P) et ∆α+
mod(P) à partir de la définition des mécon-

naissances de base (cf. équation (3.2)).

Méconnaissances effectives sur la pulsation propre La quantité étudiée est donc ωi.

Après propagation des méconnaissances de base on peut obtenir les bornes ∆ω2+
i mod(θ) et
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FIGURE 3.3: Calcul des méconnaissances effectives sur la quantité d’intérêt ∆αmod
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∆ω2−
i mod(θ) suivantes :

∆ω2−
i mod(θ) = 2 ∑

E∈Ω

m−E (θ)eE(φi
) (3.16)

∆ω2+
i mod(θ) = 2 ∑

E∈Ω

m+
E (θ)eE(φi

) (3.17)

L’expression des bornes ∆ω2+
i mod(θ) et ∆ω2−

i mod(θ) est ensuite utilisée pour trouver un

intervalle standard de probabilité P. Les bornes de l’intervalle standard ∆ω2+
i mod(P) et

∆ω2−
i mod(P) (les méconnaissances effectives) sont ensuite calculées et sont utilisées pour

définir l’intervalle de confiance.

Méconnaissances effectives sur les modes propres La quantité étudiée est ici φ
i
. Les

méconnaissances de base étant des quantités scalaires, seules des quantités scalaires peuvent

être calculées en tant que méconnaissances effectives. En pratique, l’intervalle de confiance

sera recherché en un degré de liberté donné d’un mode propre ou sur la projection, selon

une direction donnée, d’un mode propre. Les détails du calcul théorique des méconnais-

sances effectives de ces quantités peuvent être consultés dans [Ladevèze et al., 2004, Puel,

2004]. Nous ne donnerons ici que l’expression des bornes après propagation des mécon-

naissances de base suivantes :

∆φ−ki mod(θ) =
1

2
∑
E∈Ω

(
m−E (θ)eE(U+φ

i
)+m+

E (θ)eE(U−φ
i
)
)

(3.18)

∆φ+ki mod(θ) =
1

2
∑
E∈Ω

(
m+

E (θ)eE(U+φ
i
)+m−E (θ)eE(U−φ

i
)
)

(3.19)

Le vecteurU est fonction des modes propres φ
i
et de la matrice de masse. Grâce à ces ex-

pressions, on peut déterminer les valeurs des bornes ∆φ+ki mod(P) et ∆φ−ki mod(P) associées
à l’intervalle standard de probabilité P, qui sont au final, les méconnaissances effectives

sur la valeur du degré de liberté k du mode propre φ
i
. Nous rappelons que les détails de

ces propagations en dynamique sont présentés dans [Ladevèze et al., 2004, Puel, 2004].

3.3.3 Propagation en quasi-statique

Cette partie concerne l’application de la théorie des méconnaissances à des problèmes

de statique [Enjalbert, 2009, Louf et al., 2010] pour des modèles linéaires. L’objectif est

de modéliser les incertitudes concernant des quantités telles que la contrainte mécanique

ou les déplacements en certains points de la structure. Tout comme les types de propa-

gations précédentes, cette représentation des incertitudes s’effectue en supposant que les

origines des dispersions peuvent être traduites par des variations d’énergie de déforma-

tion des connecteurs. Afin d’effectuer la propagation des méconnaissances de base dans le
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cadre de sollicitations statiques, on définit x la solution de l’équation d’équilibre statique :

Kx= F (3.20)

où K est la matrice de rigidité éléments finis de la structure étudiée et F le vecteur des ef-

forts généralisés. Dans ce cas également, le processus de propagation revient à déterminer,

pour une quantité d’intérêt α, l’écart entre la valeur qu’on peut attendre d’une structure

réelle α(θ) et la valeur issue du modèle déterministe α. Cela revient donc à trouver les

bornes ∆α+(θ) et ∆α−(θ) telles que :

−∆α−(θ)6 α(θ)−α 6 ∆α+(θ) (3.21)

La propagation des méconnaissances dans le cas de problèmes de statique est utilisée dans

la suite de l’étude pour l’application aux assemblages de fixations. On peut exprimer la

quantité α en fonction de la solution éléments finis x telle que :

α = bT x= (K−1b)TF (3.22)

où b est l’opérateur d’extraction associé à la quantité α. Si les méconnaissances de base

sont assez faibles, ce qui implique que ∆K le soit aussi, une linéarisation peut être effec-

tuée :

∆α =−F
T
K
−1
(∆K)K

−1
b

=−xT (∆K)xb (3.23)

avec xb =K
−1

b. Cette équation peut être interprétée comme une différence de deux pro-

duits scalaires :

∆α = 〈〈x,xb〉〉−〈x,xb〉
= ∑

E∈Ω

〈〈x,xb〉〉E −〈x,xb〉E (3.24)

les produits scalaires étant définis de la façon suivante :

〈
x,y
〉
= xTKy et

〈
x,y
〉
E
= xTKEy (3.25)

〈〈
x,y
〉〉

= xTKy et
〈〈

x,y
〉〉

E
= xTKEy (3.26)

Afin de pouvoir exprimer ∆α en fonction de la relation (3.2), le produit scalaire 〈x,xb〉E
peut être reformulé de la façon suivante :

〈x,xb〉E =
1
4
(〈x+ xb,x+ xb〉E −〈x− xb,x− xb〉E) (3.27)
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Pour trouver le meilleur encadrement possible de 〈x,xb〉E , on introduit un scalaire ℓE pour

chaque sous-structure tel que :

〈x,xb〉E =
1

4ℓE
(〈x+ ℓExb,x+ ℓExb〉E −〈x− ℓExb,x− ℓExb〉E) (3.28)

En utilisant la relation (3.2), les bornes des produits scalaires précédents peuvent être

calculées :

〈x,xb〉E 6
1

4ℓE

[(
1+m+

E (θ)
)
〈〈x+ ℓExb,x+ ℓExb〉〉E

−
(
1−m−E (θ)

)
〈〈x− ℓExb,x− ℓExb〉〉E

]
(3.29)

〈x,xb〉E >
1

4ℓE

[(
1−m+

E (θ)
)
〈〈x+ ℓExb,x+ ℓExb〉〉E

−
(
1+m−E (θ)

)
〈〈x− ℓExb,x− ℓExb〉〉E

]
(3.30)

Les bornes de la relation (3.21) peuvent être réécrites de la forme suivante :

∆α+(θ) = ∑
E∈E

[(
m+

E (θ)+m−E (θ)
) 〈〈x,x〉〉E + ℓ2E 〈〈xb,xb〉〉E

4ℓE

−1

2

(
m+

E (θ)−m−E (θ)
)
〈〈x,xb〉〉E

]
(3.31)

∆α−(θ) = ∑
E∈E

[(
m+

E (θ)+m−E (θ)
) 〈〈x,x〉〉E + ℓ2E 〈〈xb,xb〉〉E

4ℓE

+
1

2

(
m+

E (θ)−m−E (θ)
)
〈〈x,xb〉〉E

]
(3.32)

Afin de minimiser l’écart (∆α++∆α−) par rapport à ℓE , les relations suivantes sont sup-
posées vérifiées pour chaque sous-structure E :

∂(∆α++∆α−)
∂ℓE

= 0 (3.33)

∂2(∆α++∆α−)
∂2ℓE

> 0 (3.34)

Pour chaque sous-structure, les variables scalaires ℓE vérifiant l’équation (3.33) peuvent

s’exprimer de la façon suivante :

ℓE = εE

√
〈〈x,x〉〉E
〈〈xb,xb〉〉E

avec εE =±1 (3.35)
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De plus, la vérification de l’équation (3.34) entraîne :

lE =

√
〈〈x,x〉〉E
〈〈xb,xb〉〉E

(3.36)

Cette expression de ℓE permet également de vérifier que l’écart (∆α++∆α−) reste positif.
Finalement les bornes optimales sont calculées :

∆α+(θ) = ∑
E∈E

[
1

2

(
m+

E (θ)+m−E (θ)
)
(〈〈x,x〉〉E)

1
2 (〈〈xb,xb〉〉E)

1
2

−1

2

(
m+

E (θ)−m−E (θ)
)
〈〈x,xb〉〉E

]
(3.37)

∆α−(θ) = ∑
E∈E

[
1

2

(
m+

E (θ)+m−E (θ)
)
(〈〈x,x〉〉E)

1
2 (〈〈xb,xb〉〉E)

1
2

+
1

2

(
m+

E (θ)−m−E (θ)
)
〈〈x,xb〉〉E

]
(3.38)

De façon similaire aux deux précédents types de propagation des méconnaissances de

base, on peut déduire, grâce à l’expression des bornes de ∆α, un intervalle standard de
probabilité P, [−∆α−(P),∆α+(P)] dont les bornes sont les méconnaissances effectives.

3.4 Recalage des méconnaissances de base

Quelque soit le type de problème mécanique abordé, nous venons de voir que le re-
cours à la théorie des méconnaissances peut être une stratégie efficace pour la prise en
compte des incertitudes sur des structures de grande échelle. Ce processus s’effectue par
l’intermédiaire d’une globalisation de ces incertitudes à l’échelle des sous-structures. Le
rôle que jouent les données issues de mesures expérimentales est primordial en vue de va-
lider le modèle avec méconnaissances. En effet, lors de la définition des méconnaissances
de base, les lois de probabilité sont habituellement choisies a priori avec de grands ni-
veaux de dispersion. Vient ensuite une étape de recalage de ces lois de probabilité par
rapport aux données. Cette étape peut être vu comme la définition d’un problème inverse
[Bonnet et Constantinescu, 2005] dans lequel on cherche à retrouver un jeu de paramètres
d’entrée (méconnaissances de base), compatibles avec des données de sorties, expérimen-
tales ou numériques, que l’on considère comme données de référence. Nous utiliserons
comme données de référence, dans cette partie de recalage, les données issues de la simu-
lation de Monte Carlo obtenues dans la partie 2.3.

À ces données simulées seront associées deux valeurs [−∆α−exp(P),∆α+
exp(P)] qui,

pour une valeur P donnée, encadrent une proportion P des valeurs simulées de la quantité
∆αexp = αexp−α. La méthode consiste à définir des méconnaissances de base majorantes
par rapport aux données simulées pour pourvoir les « réduire » lors du recalage. Ce re-
calage consiste ensuite à utiliser l’apport d’information fournie par les données simulées
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et à les comparer aux méconnaissances effectives [−∆α−(P),∆α+(P)]. En pratique, on

minimise une fonction coût qui traduit l’écart entre l’intervalle [−∆α−exp(P),∆α+
exp(P)] et

l’intervalle [−∆α−(P),∆α+(P)]. Dans la suite de l’étude, Les données simulées seront
supposées représenter parfaitement le comportement de la structure réelle. La Figure 3.4
illustre le principe général du recalage des méconnaissances de base. Étant en présence
de plusieurs méconnaissances de base, le recalage se décompose en plusieurs étapes. Tout
d’abord, une paire {méconnaissances de base m±i ; quantité d’intérêt αi} est choisie au

pas i. Quand les méconnaissances de base m±i sont recalées sur la quantité αi, un autre

pas j est effectué afin de recaler d’autres méconnaissances de base m±j sur la quantité

d’intérêt α j. Généralement, on s’arrange pour choisir les méconnaissances de base et les

quantités d’intérêt telles que mi 6= m j et αi 6= α j. Toute la difficulté de cette partie réside

dans le choix de la paire {méconnaissances de base m±i ; quantité d’intérêt αi} à chaque
pas du recalage. Pour cela, une étude de sensibilité basée sur les énergies de déformation

par sous-structure est proposée pour sélectionner les paires ainsi que l’ordre de recalage.

Le principe de cette étude de sensibilité a été détaillé dans [Puel, 2004] et [Ladevèze

et al., 2006c]. La méthode se base sur l’étude des termes constituant l’expression des

méconnaissances effectives (cf. équations (3.37) et (3.38)) :

1. sur chaque sous-structure, les termes (〈〈x,x〉〉E)
1
2 (〈〈xb,xb〉〉E)

1
2 et 〈〈x,xb〉〉E sont

comparés pour chaque α disponible ;

2. la sous-structure (E) ayant la plus grande influence sur une quantité α est choisie

pour le recalage au pas i. De ce fait, mi = mE et αi = α ;

3. en modifiant les méconnaissances de base m±i (modification de leur loi de probabi-

lité), les méconnaissances effectives du modèle [αi−∆α−i ;αi+∆α+
i ] sont ajustées

autour de l’intervalle des valeurs simulées [αi−∆α−i exp;αi+∆α+
i exp].

Le processus est ensuite répété pour un pas j en ignorant généralement les méconnais-

sances m±i et la quantité αi si le recalage au pas i a atteint un critère de précision conve-

nable. Le critère choisi dans cette application est un critère de moindre-carré par rapport

aux bornes de l’intervalle simulé. Ce critère est donc appliqué à chaque étape n˚3 du

recalage et pour chaque pas. Le problème consiste à minimiser e2 tel que :

e2 = (α+
i −α+

i exp)
2+(α−i −α−i exp)

2 (3.39)

avec les conditions supplémentaires : α−i 6 α−i exp et α+
i exp 6 α+

i . Cette minimisation est

mise en application grâce à une méthode de gradient numérique.

4 Application au cas industriel

Les principes de la construction du modèle avec méconnaissances ayant été établis,

cette partie illustre son application sur la fixation boulonnée employée à la partie 3. L’ob-

jectif principal de cette partie est de réussir à englober les comportements issus de la

famille de structures simulées avec un modèle avec méconnaissances se basant sur un
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FIGURE 3.4: Principe de recalage des méconnaissances de base
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modèle déterministe linéaire. Les résultats recueillis sont issus du schéma proposé : défi-

nition, propagation et recalage des méconnaissances de base. Avant d’analyser les diffé-

rents résultats, un paragraphe est dédié à l’explication des méthodes numériques utilisées
permettant mettre en pratique la stratégie proposée.

4.1 Implémentation numérique

Cette partie implique l’utilisation de deux types de modèle numérique. Le premier
type de modèle est non linéaire et utilisé pour des essais numériques afin d’obtenir un vo-
lume de données nécessaire au recalage du modèle avec méconnaissances. Le deuxième
type de modèle est linéaire et est considéré comme le modèle déterministe sur lequel se
base le modèle avec méconnaissances. Ces deux types de modèle sont implémentés avec
le logiciel ABAQUS. Les géométries, les conditions aux limites, les comportements ainsi
que les maillages sont réalisés sous ABAQUS/CAE. Les calculs sont quant à eux effectués
sous ABAQUS/Standard, soit pour réaliser les simulations de Monte Carlo concernant les
essais numériques, soit pour exporter les matrices de rigidité dans le cas du modèle li-
néaire déterministe. Ces matrices sont ensuite importées dans le logiciel MATLAB afin
de procéder au recalage du modèle déterministe, à l’application des méconnaissances et
au recalage des méconnaissances de base. La Figure 3.5 illustre les différentes étapes
numériques de la stratégie. On peut remarquer que l’application de la théorie des mé-
connaissances ne modifie en rien la résolution du problème mécanique, qui s’effectue ici
sous des codes à éléments finis standard. Ceci montre bien le caractère non intrusif de la
stratégie.

4.2 Définition et propagation des méconnaissances de base

Pour commencer, la structure boulonnée est modélisée par un ensemble de sous-
structures E (E ∈E,E étant la structure complète). Comparativement à la sous-structuration
choisie dans le Chapitre 2, chaque plaque constitue une sous-structure. Également, les
groupes de connecteurs suivants sont considérés comme sous-structures :

– sous-structure 1 : connecteurs 1 et 2 ;
– sous-structure 2 : connecteurs 3, 4, 5 et 6 ;
– sous-structure 3 : connecteurs 7, 8, 9 et 10.

Les sous-structures E = {4, . . . ,10} représentent les plaques. Concernant la définition
des méconnaissances de base, on choisit d’affecter ces variables seulement sur les sous-
structures de connecteurs. Les incertitudes portant sur le comportement des plaques est
supposé négligeable comparativement à celui des fixations. Pour chaque sous-structure de
connecteurs, un couple de méconnaissance de base est affecté aux raideurs hors-plan (plan
des plaques) des connecteurs (m±Eout), et un autre aux raideurs dans le plan (m

±
Ein). Fina-

lement, cela revient à considérer 6 paires de méconnaissances de base : m±1in, m
±
1out , m

±
2in,

m±2out , m
±
3in, m

±
3out . La propagation s’effectue ensuite à partir de chaque méconnaissance

de base en appliquant les formules des équations (3.37) et (3.38). Les méconnaissances
effectives sont calculées pour les quantités locales suivantes :
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FIGURE 3.5: Schéma de l’implémentation numérique
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– le déplacement selon l’axe x aux points 1, 2, 3 et 4 de la Figure 2.25 ;

– l’effort transmis selon l’axe x au point 2 de la même figure.
Les valeurs des méconnaissances de base sont définies a priori. Afin de commencer le
processus de recalage avec des bornes surdimensionnantes, on choisit pour loi de pro-
babilité associée à chaque méconnaissance de base m+

E et m−E , une loi normale centrée

tronquée avec [m+
E ;m

−
E ] = [−0,7;0,7].

4.3 Recalage des méconnaissances de base

Le recalage des méconnaissances de base s’effectue conformément aux principes

énoncés dans la Partie 3.4. Les données simulées sont utilisées afin de valider le mo-

dèle avec méconnaissances. L’application des méconnaissances sur chaque sous-structure

implique le recalage de 6 paires de méconnaissances de base. La Figure 3.6 illustre le

comparatif des énergies associées à chaque quantité d’intérêt étudiée introduit dans la

Partie 3.4.
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FIGURE 3.6: Rapports énergétiques des quantités d’intérêt

∆α± = ∑
E∈E



1

2

(
m+

E (θ)+m−E (θ)
)
(〈〈x,x〉〉E)

1
2 (〈〈xb,xb〉〉E)

1
2

︸ ︷︷ ︸
CE
1

∓1

2

(
m+

E (θ)−m−E (θ)
)
〈〈x,xb〉〉E︸ ︷︷ ︸

CE
2


 (3.40)

Stratégie de modélisation et de simulation des assemblages de structures aéronautiques en

contexte incertain



Application au cas industriel 107

Chaque barre représente la somme :

Sα = ∑
E∈E

(
CE
1 +CE

2

)
(3.41)

pour une quantité d’intérêt α (cf. equation (3.40)). Chaque partie colorée représente le
terme (CE

1 +CE
2 ) associé à la sous-structure E. La comparaison de ces termes énergé-

tiques revient à faire à une analyse de sensibilité sur les méconnaissances de base. Pre-

mièrement, cette étude souligne le fait que les méconnaissances de base m±2out et m±3out
n’ont que très peu d’influence sur les quantités d’intérêt étudiées. Pour ce cas de charge-
ment, cela signifie que les variations de comportement concernant les raideurs hors plan
des sous-structures 2 et 3 n’ont quasiment pas d’influence sur les variations obtenues sur
les quantités étudiées. Deuxièmement, la figure montre que les méconnaissances de base

m±2in ont une influence majeure sur les quantités U2 et U3 (environ 90% du rapport éner-

gétique). Sachant que l’énergie de déformation est plus importante pourU2 que pour U3,

la stratégie de recalage proposée est la suivante :

– recalage deU2 avec m±2in ;
– recalage deU1 avec m±3in ;
– recalage de Q2 avec m±1out .

La Table 3.1 compare les intervalles de variation simulés avec les méconnaissances effec-

tives. Elle donne les valeurs des bornes (simulées et méconnaissances effectives) ainsi que

leur valeur relative par rapport à la moyenne des valeurs simulées. La Table 3.2 montre

l’évolution avant et après le recalage des valeurs de [m−E ;m
+
E ] des méconnaissances.

α Intervalle simulé Méconnaissances effectives
U1 (mm) [5.77 ·10−1,7.00 ·10−1] [5.63 ·10−1,7.15 ·10−1]

[−9.6%,+9,6%] [ -11.8%,+11.9%]

U2 (mm) [3.17 ·10−1,3.78 ·10−1] [3.11 ·10−1,3.82 ·10−1]
[−8.8%,+8.8%] [ -10.4%,+9.8%]

U3 (mm) [1.11 ·10−1,1.20 ·10−1] [1.00 ·10−1,1.43 ·10−1]
[−3.7%,+3.7%] [ -13.1%,+23.5%]

U4 (mm) [5.20 ·10−1,6.34 ·10−1] [4.90 ·10−1,6.54 ·10−1]
[−9.9%,+9.9%] [ -15.1%,+13.4%]

Q2 (N) [18049,18159] [17714,18267]
[−0.3%,+0.3%] [ -2.1%,+0.9%]

TABLE 3.1: Résultats du recalage du modèle avec méconnaissances

La Figure 3.7 représente les intervalles simulés ainsi que les méconnaissances ef-

fectives avant (vert clair) et après (vert foncé) le recalage des méconnaissances de base.

Toutes les bornes sont tracées en valeur relative par rapport à la valeur moyenne des

données simulées. Pour rappel, les données simulées que l’on cherche à encadrer sont ob-

tenues par le modèle géométrique illustré à la Figure 2.24. Les fixations sont modélisées
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m2in m3in m1out

Méconnaissances [m−E ;m
+
E ] [−0.7,0.7] [−0.7,0.7] [−0.7,0.7]

de base initiales

Méconnaissances [m−E ;m
+
E ] [−0.31,0.31] [−0.65,0.65] [−0.7,0.7]

de base recalées

TABLE 3.2: Évolution des méconnaissances de base

par des connecteurs linéaires. Les plaques de la structure sont en contact avec frottement.
Enfin, les connecteurs sont préchargés pour simuler l’opération de serrage des boulons.
Les variations de comportement sont obtenues par une simulation de Monte Carlo, les
précharges et les rigidités des connecteurs étant modélisées par des variables aléatoires.

Les résultats du recalage montrent le bon comportement de la réduction des mécon-
naissances de base. En effet, l’algorithme n’a besoin que de très peu d’itérations (5 envi-
ron) avant convergence. On remarque également que la qualité des résultats obtenus pour
les points 1 et 2 sont nettement meilleurs que ceux des points 3 et 4. Pour ces deux derniers
points, on peut supposer que le fait d’être dans des zones où le contact joue fortement dans
le modèle non linéaire, alors qu’il n’est pas représenté dans le modèle linéaire, influe sur
la qualité des résultats. Nous pourrons remarquer que les résultats restent conservatifs.

On pourra finalement rappeler l’importance de la phase de recalage du modèle déter-
ministe par rapport à la qualité de ces résultats. En effet, un mauvais recalage déterministe
aurait entraîné des intervalles calculés décentrés par rapport au intervalles simulés de réfé-
rence. La phase de recalage des méconnaissances de base n’aurait eu que très peu d’effets
sur les résultats.

������� �������

�����������

�������

�� ��

�� ��

	�

�������������

�����������������������

���

FIGURE 3.7: Intervalles obtenus par simulation de Monte Carlo (modèle non-linéaire) et
par la théorie des méconnaissances
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4.4 Conclusions

Dans cette partie, l’objectif a été d’utiliser le modèle déterministe recalé obtenu au

Chapitre 2 afin d’y ajouter une représentation des variabilités, toujours dans un contexte

d’analyse descendante. Le modèle avec méconnaissances obtenu a permis de générer des

données sur le comportement de la structure avec une estimation des incertitudes qui lui

sont associées. Les résultats de ce modèle permettront ensuite de localiser les zones les

plus chargées afin de procéder à une réanalyse locale plus complexe. Le modèle avec mé-

connaissances est constitué d’un modèle déterministe (ici recalé) associé à la théorie des

méconnaissances. Dans un premier temps, nous avons pu recaler le modèle déterministe

en utilisant les données simulées afin qu’il représente au mieux l’ensemble des structures

simulées. Ensuite, la théorie des méconnaissances a pu être appliquée sur les différentes

sous-structures du modèle de fixations boulonnées. Et enfin, ce modèle avec méconnais-

sances a également été recalé avec les données simulées afin d’obtenir la représentation la

plus fidèle possible de la réalité (simulée dans notre cas). Les résultats obtenus confirment

finalement l’efficacité de la stratégie proposée. Cependant plusieurs développement res-

tent à effectuer :

– l’élaboration d’une technique d’identification de la sous-structuration à construire

afin d’optimiser au mieux l’application de la théorie des méconnaissances ;

– l’implémentation globale du code de calcul dans l’environnement ABAQUS afin

d’être en mesure d’appliquer plus naturellement la stratégie proposée sur des cas

industriels.

Stratégie de modélisation et de simulation des assemblages de structures aéronautiques en

contexte incertain



110 Application de la théorie des méconnaissances

Stratégie de modélisation et de simulation des assemblages de structures aéronautiques en

contexte incertain



Chapitre 4

Perspectives pour une utilisation à plus

grande échelle

Dans ce dernier chapitre, nous introduisons l’application

de cette stratégie sur des cas plus sévères de modélisa-

tion de fixations. Le système étudié, la stratégie de dimen-

sionnement, mais aussi les limitations de la méthode sont

présentés dans ce chapitre. Un des points importants de

cette partie sera d’observer l’extensibilité de la modélisa-

tion des fixations à des structures de plus grande échelle.
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1 Contexte industriel

Un des objectifs de ce chapitre est de généraliser la méthode de dimensionnement

proposée pour des éléments de fixation de plus grande taille. En effet, jusqu’à présent, les
éléments dimensionnés lors de l’application de la stratégie ont été les ensembles de bou-
lons ou de rivets. Dans certains cas pourtant, représenter des sous-ensembles de fixations
par des connecteurs (dans le modèle linéaire simplifié) peut se révéler être intéressant

lorsque les fixations sont utilisées de façon répétitive sur une structure globale. Plusieurs

questions peuvent être soulevées dans ce cas là. Tout d’abord, il est important de savoir
si le fait de représenter une sous-structure, contenant cette fois-ci plus de non-linéarités,
par un connecteur linéaire reste acceptable. Le deuxième point est de vérifier si la glo-

balisation de toutes les incertitudes de la sous-structure par une méconnaissance reste

convenable. Le problème qu’il se pose est de savoir si l’ensemble des paramètres incer-

tains présents dans la sous-structure peut être globalisé par une méconnaissance lorsque

celle-ci est constituée de plusieurs fixations boulonnées ou rivetées.

Cette partie aura donc pour but d’étudier le comportement de la stratégie lorsqu’un

connecteur est utilisé pour représenter plusieurs fixations. Dans ce cas, on ajoute au mo-

dèle de connecteur une échelle de modélisation plus grande. La Figure 4.1 illustre la

stratégie telle que présentée dans les chapitres précédents. La Figure 4.2 présente quant

à elle la stratégie telle que nous la proposons dans ce chapitre pour des structures de plus
grande échelle. Une modélisation des fixations semblable à celle des chapitres précédents
n’aurait pas été justifiée à cette échelle d’étude. En effet, à cette échelle, les interactions
entre les fixations sont très fortes et les distinguer avec différents modèles avec mécon-

naissances ne semble pas nécessaire et pertinent. De plus, le travail de recalage doit être

réalisé à une échelle pour laquelle les données de référence sont disponibles. Dans de très

nombreux cas pour les structures de grande taille, les modèles avec méconnaissances se-

ront construits à partir du comportement de famille de structures à de plus petites échelles.

Enfin, à ces échelles, il peut y avoir beaucoup trop de liaisons pour qu’un travail de reca-

lage puisse être effectué.

En définitive, ce chapitre permet de vérifier l’extensibilité de la stratégie dans des

conditions plus sévères de modélisation.

2 Exemple traité

Le support sur lequel la stratégie est appliquée est une structure simple composée de

4 pièces : une sous-structure élancée, fixée par l’intermédiaire de 3 sous-structures de

fixations à une structure rigide. Une vue schématique de l’assemblage est présentée sur
la Figure 4.3. Ce type de structures est étudié car il est assez fréquent dans l’industrie
aéronautique. Les sous-structures sont constituées de 8 fixations boulonnées, 4 fixations
sont reliées à la structure élancée et les 4 autres à la structure rigide. Dans cet exemple,
le matériau des plaques de la structure souple des structures de fixation est en aluminium.
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FIGURE 4.1: Stratégie de modélisation envisagée au Chapitre 2

FIGURE 4.2: Stratégie de modélisation envisagée pour les structures de très grande taille
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FIGURE 4.3: Vue schématique de l’assemblage étudié

Tout comme les ensembles traités dans les chapitres précédents, l’assemblage fait interve-

nir du contact avec frottement entre les plaques, des précharges des boulons et des jeux de

fabrication. Tous ces paramètres sont également considérés comme incertains et doivent

faire l’objet d’une modélisation de leurs variations.

3 Approche proposée

La technique retenue pour le dimensionnement de cet assemblage est le même que
celle construite dans les chapitres précédents. Elle consiste à réaliser les points suivants :

– construction du modèle simplifié linéaire de la structure complète ;

– recalage du modèle linéaire de fixation par rapport aux mesures de référence ;

– application de la théorie des méconnaissances aux sous-ensembles de fixations.

Ces trois points sont détaillés dans les sections suivantes. Dans un soucis de simplicité,

le modèle simplifié représentera la structure seulement sur son comportement 2D dans le

plan (~x,~y). Les résultats obtenus permettront d’isoler les structures les plus chargées pour

qu’elles soient soumises à une réanalyse locale mettant en œuvre une modélisation plus

complexe.

La différence avec les chapitres précédents se place au niveau du recalage du modèle

avec méconnaissances. En effet, les recalages (déterministe et des méconnaissances) ne

seront pas effectués sur des mesures issues du comportement de la structure complète

mais seulement sur des mesures issues du comportement de la structure de fixation. Nous

nous plaçons donc dans un contexte où la structure globale réelle ne peut être testée ex-

périmentalement ou numériquement avec une modélisation complexe. Seuls des essais

(expérimentaux ou numériques complexes) peuvent être réalisés sur la structure de fixa-

Stratégie de modélisation et de simulation des assemblages de structures aéronautiques en

contexte incertain



Approche proposée 115

tions.

L’objectif est donc de construire un modèle de connecteur avec méconnaissances re-

présentant le comportement avec incertitude d’une structure de fixations représentée sur

la Figure 4.3. L’utilité du recalage à cette échelle est de construire un modèle linéaire de
fixations avec méconnaissances prêt à être utilisé en très grand nombre dans une modé-
lisations de structure à grande échelle. Pour notre exemple, ce modèle recalé est ensuite
appliqué sur la structure globale aux trois points de fixations. Les résultats du compor-
tement du modèle simplifié avec méconnaissances pourra être comparé avec celui de la
structure réelle.

Avant de détailler les différents points de l’application de la stratégie, nous présentons
le mode d’obtention des données de référence qui seront ici simulées.

3.1 Construction des mesures de référence

Pour cet exemple, deux séries de simulations sont effectuées. La première consiste à
représenter la structure de fixations seule avec une modélisation plaque pour la structure.
Les boulons sont modélisés par des éléments connecteurs avec précharge. Les connec-
teurs sont reliés à des éléments rigides plaque en contact frottant avec la structure de
fixations utilisée pour appliquer le chargement. Le modèle numérique est présenté sur
la Figure 4.4. Comme l’application réalisée aux chapitres précédents, une simulation de
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FIGURE 4.4: Modèle non linéaire construit pour les essais numériques

Monte Carlo est effectuée pour simuler les mesures de référence. Les raideurs des connec-
teurs (selon ~x, ~y et~z) ainsi que leurs précharges sont modélisées par des variables aléa-
toires. Six cas de chargement sont étudiés : 3 déplacements selon~x,~y et~z de 0,01 mm, et
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3 rotations selon~x,~y et~z de 0,001 rad. Ces simulations permettent donc d’obtenir 6 séries

de données simulant le comportement d’une famille de structures.

La deuxième série de simulations consiste à réaliser une simulation de Monte Carlo

sur une modélisation de la structure globale (cf. Figure 4.3). Le détail du modèle numé-

rique est présenté sur la Figure 4.5. Les structures de fixations sont identiques à celles

FIGURE 4.5:Modèle numérique de la structure globale (structure rigide non représentée)

utilisées avec la première série de simulation. La plaque souple est liée aux ensembles

de fixations par des connecteurs préchargés. Le contact entre les plaques s’effectue éga-

lement avec du frottement. les variables aléatoires sont identiques à celles de la première

série de simulations. Le chargement est obtenu en simulant un cas de défaut de posi-

tionnement des structures de fixations sur la structure rigide. Les résultats collectés sont

principalement les efforts résiduels sur les structures de fixations.

3.2 Construction du modèle simplifié

Le modèle linéaire est basé sur une modélisation poutre de la structure souple et une

modélisation par connecteurs des structures de fixations. La structure rigide est quant à

elle modélisée par des nœuds rigides en liaison avec les connecteurs. L’étude de cette mo-

délisation se fera en 2D. Le schéma de la structure linéaire est présenté sur la Figure 4.6.

Les connecteurs sont composés de deux raideurs en déplacement selon ~x et ~y et une rai-

deur en rotation selon~z. Ces trois paramètres seront les paramètres à recaler dans la partie

suivante.

3.3 Limitations rencontrées lors du recalage de modèle simplifié

Le recalage du modèle déterministe s’effectue ici au niveau du connecteur seul. L’ob-

jectif est d’approcher la structure de fixations à comportement non linéaire par un connec-

teur linéaire. Le recalage s’effectue avec plusieurs cas de chargement. Il faut donc modi-

fier l’équation (2.14) afin de prendre en compte le comportement de ces trois chargements.
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FIGURE 4.6: Schéma de la structure simplifiée

Le problème se réécrit de la façon suivante :

∣∣∣∣
Trouver s= ({U}, [σ]) ∈ Sad

minimisant e2(s′) avec s′ ∈ Sad

avec :

e2(s) = ξ2(s)+
r

1− r
∑
i

(
αi‖Πi

u{Ui}−{Ũi}‖2
)

(4.1)

i et αi étant respectivement le numéro du cas de chargement et le coefficient pondérateur

du chargement i de tel sorte que :

αi‖Πi
u{Ui}−{Ũi}‖2 = α j‖Πi

u{U j}−{Ũ j}‖2 avec i 6= j (4.2)

à l’initialisation du processus de recalage. Les cas de chargement sont les six sollicitations

simples (3 translations, 3 rotations) de l’ensemble de fixations (cf. Figure 4.2).

Lors des essais de recalage, le processus n’est pas parvenu à obtenir un modèle suf-

fisamment correct vis-à-vis des mesures. Ceci montre surement la limite d’une telle ap-

proche de simplification. Les non linéarités à approcher avec un connecteur linéaire pour-

rait être trop nombreuses. Le modèle déterministe simple résultant de ce type d’approche

n’est pas applicable à la théorie des méconnaissance sans une amélioration du processus

de recalage ou du modèle simplifié. Une application du modèle tel quel à la théorie des

méconnaissances entrainerait des résultats de très mauvaise qualités, voire inutiles.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, l’extensibilité de la stratégie vers des structures plus grandes et

complexes a été testé. Pour cela, une structure élancée comportant des pattes de fixation,

elles-mêmes composées de plusieurs fixations boulonnées, a été étudiée. Plusieurs chan-

gements sont à noter sur la stratégie à employer :

– les fixations boulonnées étant très localisées par rapport à la taille de la structure,

nous avons choisi de modéliser une patte de fixation entière par un connecteur ;
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– le recalage des modèles de connecteur avec méconnaissances a été effectué à l’échelle
de la patte de fixation. Nous sommes partis ici du principe que l’obtention de don-
nées expérimentales ou simulées sur la structure globale n’est pas possible.

La principale difficulté s’est présentée lors du recalage du modèle déterministe du connec-
teur. En effet, le modèle de connecteur est recalé sur six chargements d’une structure for-
tement non-linéaire. Un effort de modélisation ou de recalage doit être effectué sur ce
point là.

Employée sur ce type de structure, cette stratégie devient intéressante pour le domaine
du tolérancement de pièces flexibles. En effet, dans ce domaine, on cherche à intégrer
différents aléas (géométrie, comportement, . . .) à une échelle grossière (poutre + connec-
teurs) afin d’être capable de prévoir les conditions d’assemblage de ces structures. Cette
perspective sera développée dans la conclusion générale.
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Conclusion

Le travail de cette thèse a consisté à construire une méthode de dimensionnement
principalement dédié aux assemblages boulonnés ou rivetés. Ces éléments sont en effet
très importants car souvent dimensionnants pour les assemblages de structures. L’objectif
de cette méthode est de réaliser un dimensionnement sur des structures de très grande
taille (de l’échelle de l’assemblage de panneaux voire du tronçon). Elle doit pouvoir être
intégrée naturellement dans les processus actuels de dimensionnement en bureau d’étude.
Cependant, du fait des limitations informatiques actuelles, elle doit être mise en place dans
un contexte où la modélisation des structures à dimensionner ne peut se faire entièrement
avec un modèle numérique complexe. De plus, cette stratégie doit être capable de prendre

en compte les effets des variations de comportement des fixations (frottement, précharge

et jeux de fabrication) sur le dimensionnement. Ce dernier point a permis d’avoir plus de

recul sur la notion de coefficient de sécurité.

La stratégie proposée a été construire sur l’utilisation de deux échelles d’observation

dans le cadre d’une analyse descendante. Cette technique a été choisie pour sa simplicité

d’utilisation ainsi que de sa popularité auprès des industriels.

Sur le plan technique, elle impose l’utilisation de deux échelles de modélisation des

fixations. De plus, une modification doit y être apportée pour prendre en compte les ef-

fets des incertitudes sur les résultats. Ces deux points (création du modèle déterministe de

fixation et application de la prise en compte des incertitudes) sont les principaux travaux

abordés dans cette thèse. L’objectif de cette stratégie est de pouvoir calculer une esti-

mation des transferts de charge et ainsi obtenir les fixations susceptibles d’être les plus

chargées. Ensuite, ces zones de fixations où la probabilité d’initiation de phénomènes

d’endommagement est la plus élevée sont isolées et une réanalyse locale y est appliquée

avec l’utilisation de modèles plus complexes comparativement à l’étape globale. L’étape
de réanalyse locale n’a pas été traitée dans cette thèse.

Le choix du modèle de fixation a été le premier problème rencontré. La construction
d’un modèle de connecteur linéaire a été basé sur les modèles semi-empiriques utilisés
dans l’industrie. Cependant, dans certains cas de chargement, ces modèles peuvent ne
pas représenter convenablement le comportement réel des fixations. Ces connecteurs ont
donc fait l’objet d’un recalage de modèle déterministe basé sur l’erreur en relation de
comportement.

Les processus de recalage se sont effectués en se basant sur des mesures simulées
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sur des modèles non linéaires représentant la structure étudiée. Les premiers résultats ont

montré quelques faiblesses du point de vue de sa robustesse vis-à-vis de l’initialisation du
recalage. Un modèle modifié (« connecteur rigidifié ») a été créé afin d’améliorer la modé-
lisation initiale du connecteur. L’idée de cette construction se base tout d’abord sur le fait
que l’utilisation de modélisations simplifiées avec connecteurs empiriques mène souvent
à de gros déséquilibres de rigidité entre la structure et le connecteur. Le comportement
du connecteur sur le comportement global de la structure s’apparente le plus souvent à
une liaison complète. Également, il a été noté qu’avec une modélisation avec plaques et
connecteurs, la géométrie de la fixation boulonnée n’est pas prise en compte. Une amélio-
ration a donc été proposée sur la modélisation des connecteurs. Cette étude a fait l’objet
d’une publication dans [Gant et al., 2011]. On pourra noter que ce travail pourra aisé-
ment s’intégrer dans les processus industriels automatiques de modélisation des jonctions
boulonnées. Lors de ces processus, les données d’entrée sont la géométrie de la structure
et la position des fixations. Un maillage est ensuite construit grâce à la géométrie de la

structure et à une insertion automatique de « patchs » de fixation. La Figure 4.7 illustre

ce processus.

L’étape suivante a consisté à modéliser les sources d’incertitudes présentes dans les

fixations. L’application de la théorie des méconnaissances a été choisie pour l’aspect glo-

balisation des incertitudes qu’elle met en œuvre. Cette globalisation des sources de varia-

tions présentes dans une fixation permet d’obtenir une approche très simple comparative-

ment aux méthodes stochastiques, et reste cohérente vis-à-vis du modèle de connecteur

global utilisé. Le modèle avec méconnaissances obtenu a pu montrer ces performances

concernant la qualité des résultats prédis. De plus l’utilisation d’un modèle avec mécon-

naissances convenablement recalé a permis de réduire considérablement le temps de cal-

cul nécessaire comparativement à une simulation de Monte Carlo. Ces travaux ont donné

lieu à un article [Gant et al., 2012] actuellement en révision.

Le choix de ces techniques nous a permis d’effectuer une implémentation numérique

en couplant un code de recherche avec le code EF standard ABAQUS. L’intérêt d’une

telle implémentation pour l’industrie est qu’elle reste non intrusive. Le code de recherche

a été réalisé sous le logiciel Matlab. Pour une meilleure implémentation de ce code avec

l’environnement d’ABAQUS, une adaptation pourrait être effectuée en langage Python.

La stratégie a ensuite été appliquée sur des structures assemblées de plus grande taille.

L’objectif a été de tester sa robustesse vis-à-vis de la modélisation par connecteurs. En ef-

fet dans ce cas là, les fixations sont regroupées très localement sur la structure, ce qui

entraîne un fort couplage de leur comportement. De plus, une modélisation de chaque

fixation par un connecteur serait trop lourde et non pertinente à cette échelle et avec ce

type de modélisation. Le choix a donc été d’utiliser un seul connecteur pour la modélisa-

tion d’un ensemble de fixations. Cette partie a révélé des difficultés de convergence lors

de l’application du recalage déterministe. Tout d’abord, nous pouvons remettre en cause

la modélisation linéaire censée représenter un comportement non-linéaire de la structure.
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FIGURE 4.7: Processus de maillage automatique des fixations
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Une solution alternative aurait pu être de modifier et de complexifier le modèle de connec-

teur. Mais cela aurait dégrader considérablement l’intérêt de l’utilisation d’un tel modèle.

Une meilleur solution serait plutôt de modifier le modèle de méconnaissances pour qu’il

intègre directement une représentation de ce comportement non-linéaire. Enfin, pour ce

type de structure, une évolution des méthodes d’acquisition et de traitement des données

expérimentales pourrait également se révéler très utile afin d’obtenir davantage de résul-

tats expérimentaux permettant un meilleur recalage de modèle [Avril et al., 2008, de Cre-

voisier et al., 2011].

D’autres perspectives peuvent être également proposées concernant cette étude. Tout

d’abord, la stratégie telle qu’elle est employée au Chapitre 2 pourrait faire l’objet d’une

étude de robustesse lorsque le nombre de fixations augmente. Ceci permettrait de si-

muler un ensemble de lignes de fixations, ensemble répétitif que l’on retrouve sur les

assemblages de type aéronautique. Le Chapitre 4 a permis de mettre en avant le tolé-

rancement de pièces flexibles comme domaine d’utilisation de la stratégie. En effet, ce

type de structure est fortement soumis aux effets des défauts géométriques incertains.

Leur prise en compte fait l’objet de travaux dans lesquels ces défauts sont simulés par

des chargements sur la structure nominale [Stricher et al., 2010]. Les études effectuées

ici permettraient de prendre en compte les variations dues au comportement ou encore

aux effets non-linéaires. L’association de ces deux types de représentation entraînerait

l’obtention d’intervalles de tolérance « probabilisés » (méconnaissances effectives) pou-

vant nettement améliorer les conditions d’assemblage lors de l’analyse de tolérance. Par

ailleurs, nous pouvons également imaginer interagir avec le domaine de la synthèse de

tolérance. Effectivement, grâce à l’utilisation des méconnaissances effectives pour l’ob-

tention des intervalles de tolérance, on peut supposer que l’on peut rapidement effectuer

plusieurs études d’influence (cf. Figure 3.6) pour localiser les sous-structures ayant le

plus d’impact sur les intervalles. Ces techniques pourraient être utilisées cette fois-ci, non

pas pour diminuer les coefficients de sécurité, mais plutôt pour assouplir les conditions

de tolérance, dans l’optique d’une réduction des coûts de fabrication et de montage des

pièces assemblées.
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