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2.2.7 La limite Drude . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.3 Effets de bords et d’interface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.3.1 Lois de conservation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.3.2 Collisions d’interface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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2.6 Complément : formulations équivalentes des effets d’interface . . 54

2.6.1 Approche du type matrice de transfert . . . . . . . . . . . 54
2.6.2 Approche mixte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58



TABLE DES MATIÈRES 2
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3.1.3 Expression du modèle dérive-diffusion en fonction du po-
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4.2 Polarisation en spin du modèle collisionnel . . . . . . . . . . . . . 86
4.2.1 Equations de transport . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
4.2.2 Profils des grandeurs macroscopiques . . . . . . . . . . . . 88
4.2.3 Conditions de bords et d’interface . . . . . . . . . . . . . 90
4.2.4 Expressions des conditions de bords et d’interface en termes
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6.2.1 Au delà du temps de relaxation . . . . . . . . . . . . . . . 121
6.2.2 Transport CIP et accumulation . . . . . . . . . . . . . . . 123
6.2.3 Profil universel de conductivité . . . . . . . . . . . . . . . 125
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C.5.3 Relations d’orthogonalité . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194
C.5.4 Equations d’interface macroscopiques . . . . . . . . . . . 197

D Annexe sur le transport CIP 198
D.1 Projection de l’équation de Boltzmann sur les polynômes de Tche-
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Chapitre 1

Introduction générale
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1.1 Le contexte de travail

Cette thèse porte sur la modélisation du transport dans des structures mul-
ticouches composées de matériaux ayant des propriétés individuelles différentes.
Le transport dans les multicouches intervient dans de multiples domaines. Son
domaine de prédilection est sans doute celui de l’électronique 1 ([1] à [177]) pour
lequel la miniaturisation incessante des composants ainsi que la recherche de
nouvelles fonctionnalités nécessite une compréhension de plus en plus fine du
transport électrique aux dimensions réduites. Outre le transport électrique, il
trouve un intérêt dans la compréhension de la propagation de la lumière dans
les milieux désordonnés ([178] à [207]) ou encore dans l’étude de la conduction
thermique par les phonons ([208] à [240]). En parcourant la littérature, on peut
voir émerger une problématique commune à ces trois domaines : comprendre
les propriétés de transport (électrique, thermique, lumineux, ...) à des échelles
de l’ordre de grandeur du libre parcours moyen des porteurs de l’information
(électrons, phonons, photons, ...). Cette problématique est d’autant plus unifi-
catrice que les formalismes utilisés sont très similaires d’un domaine à l’autre.

La compréhension du transport dans les multicouches est donc un problème
important caractéristique de la physique hors-équilibre plutôt que d’un domaine
particulier. Ainsi, si au cours de cette thèse nous avons concentré nos efforts sur
le transport électrique, les idées développées dans ce travail trouvent également
des applications dans le transport lumineux et thermique. Pour comprendre l’ob-
jectif de cette thèse, nous allons donner une présentation générale de la spécificité
du transport dans les multicouches afin de faire émerger une problématique

1. aussi bien à base de semi-conducteurs que de matériaux magnétiques (spintronique).
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Figure 1.1 – Définition du transport CPP (figure (a)) et CIP (figure (b)). Dans
les structures CPP, le courant (J) circule perpendiculairement aux interfaces qui
séparent les couches alors qu’il circule parallèlement à celles-ci en configuration
CIP. Pour ces géométries, chaque couche est caractérisée par son épaisseur ∆ et
son libre parcours moyen ℓ.

qu’on solutionnera tout au long de ce manuscrit.

Dans cette thèse, nous concentrerons notre attention sur deux configurations
de transport particulières (figure 1.1) : le transport CPP (Current Perpendicular
to the planes) (figure 1.1 (a)) pour lequel le courant circule perpendiculairement
aux interfaces et le transport CIP (Current In Planes) (figure 1.1 (b)) pour le-
quel le courant se propage parallèlement aux différentes interfaces séparant les
couches. Ces deux géométries de transport tiennent une place importante tant
sur le plan expérimental que théorique.

1.2 Le transport dans les multicouches

1.2.1 La transition balistique-diffusif

L’étude du transport dans les multicouches vise à comprendre les effets
d’épaisseurs sur certaines grandeurs macroscopiques lorsqu’on applique des contraintes
particulières aux limites du système. Par exemple, on cherche à déterminer
l’évolution de la conductance lorsqu’on applique une différence de potentiel
électrique aux bornes de la structure (figure 1.3) ; on souhaite comprendre les
propriétés transmissives d’un échantillon lorsqu’on envoie un faisceau lumineux
à l’une des extrémités (figure 1.4) ou encore la répartition du flux d’énergie
lorsqu’on applique une différence de température (figure 1.5).

Ces structures résultent d’un assemblage de matériaux (métaux normaux
ou magnétiques, semi-conducteur ou isolant) avec des propriétés de volume
différentes. Les différents matériaux sont donc séparés par des zones de tran-
sition appelées interfaces. La particularité de ces systèmes est qu’ils possèdent
une ou plusieurs dimensions, qu’on notera génériquement ∆ (voir la figure 1.1),
de l’ordre de grandeur du libre parcours moyen (ℓ) des porteurs. A ces échelles
nanométriques, la dépendance en épaisseur des grandeurs physiques diffère alors
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notablement des lois linéaires de grandes épaisseurs (voir par exemple les figures
1.3, 1.4 et 1.5 mais aussi [153], [179], [205], [223], [224], [233]) car les propriétés
de transport sont différentes.

Ces changements de comportement peuvent être compris par l’introduction
d’un nombre sans dimension, le nombre de Knudsen (κ), qui mesure le rapport
entre le libre parcours moyen ℓ et l’épaisseur ∆ :

κ =
ℓ

∆
(1.1)

Grâce à ce nombre, on peut identifier deux régimes de transport : le régime
diffusif pour lequel κ < 1 et le régime balistique (ou de Knudsen) lorsque κ > 1.
Dans le régime diffusif, l’épaisseur de la couche est plus grande que le libre par-
cours moyen. Ainsi, en traversant la structure, les porteurs (électrons, photons,
phonons, ...) vont subir un grand nombre de diffusions et les collisions de vo-
lume vont alors dominer les propriétés physiques du système. Dans le régime
balistique, l’épaisseur de la couche est plus petite que le libre parcours moyen et
dans ce cas, les porteurs peuvent traverser la couche sans subir de collisions de
volume. Dans ce régime, les propriétés physiques sont alors pilotées par les col-
lisions d’interface qui sont le mécanisme de diffusion prépondérant. Ainsi, pour
comprendre les effets d’épaisseurs sur l’évolution des quantités macroscopiques,
il est nécessaire de savoir décrire la transition entre les deux régimes ce qu’on
appelle également les effets de libre parcours moyen.

Cette transition s’observe de multiples façons et nous allons en donner quelques
exemples. Dans le régime diffusif, les collisions de volume étant dominantes,
les grandeurs moyennes dépendent essentiellement des épaisseurs des couches.
C’est ainsi par exemple que la résistance électrique et la résistance thermique
d’une structure sont proportionnelles à son épaisseur (R ∝ ∆, [241], [254]) alors
que le coefficient de transmission lumineux est inversement proportionnelle à
celle-ci (T ∝ ∆−1, [202], [203], [245]). Les propriétés globales d’un multicouche
s’obtiennent alors par simple association série ou parallèle des propriétés indivi-
duelles de chaque couche prise séparément. Ainsi, la transition entre les régimes
balistique et diffusif va s’observer par des écarts à ces comportements.

Un exemple caracéristique est sans doute celui de la résistance électrique
d’une structure CPP balistique qui est indépendante de l’épaisseur et fortement
dépendante des coefficients de transmission des différentes interfaces :

R ∝ 1

T
(1.2)

Ce résultat, issu du formalisme de Landauer-Buttiker ([11] à [15] et [248]),
montre bien l’effet renforcé des interfaces à faible épaisseur.

Un autre exemple est présenté sur la figure 1.3 qui fournit l’évolution de la
conductance (courbe noire) d’un tricouche Platine/Cobalt/Platine (figure 1.2)
en fonction de l’épaisseur de la couche de cobalt. On observe que la conductance
change de comportement lorsque l’épaisseur avoisine le libre parcours moyen du
cobalt (ℓCo = 5.2 nm). En dessous du libre parcours moyen, la conductance
décroit pour atteindre un plateau à basse épaisseur alors qu’au dessus du libre
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Figure 1.2 – La structure CIP correspondant à la courbe de conductance 1.3.
Les épaisseurs des couches de platine sont fixées à 3.5 nm et 4.5 nm alors que
celle de la couche de cobalt est variable.

parcours moyen, celle-ci à plutôt un comportement linéaire. On constate toute-
fois que ce comportement linéaire différe notablement de celui résultant de l’as-
sociation en parallèle des conductances individuelles ce qui est caractéristique
des effets d’interfaces qui restent important dans la mesure où le régime est
balitisque dans les couches de platine (ℓPt = 13.11 nm).

Si les exemples précédents concernaient le domaine du transport électrique,
la transition s’observe également pour d’autres types de transport. Par exemple,
la figure 1.4 extraite de [206] présente l’évolution du coefficient de transmission
d’un échantillon en fonction de son épaisseur lorsqu’on envoie une onde lumi-
neuse collimatée à l’une de ses extrémités. Lorsque l’épaisseur de la couche
augmente, on observe un changement de longueur de décroissance du coefficient
de transmission. Cette transition s’opère au passage du libre parcours moyen
(qui est ici renormalisé par la présence d’absorption).

Comme dernier exemple, on peut citer le changement de comportement de
la relation entre le courant thermique et la température ([231] et [232]) lors-
qu’on applique une différence de température aux bornes d’un diélectrique en
géométrie CPP (figure 1.5). Dans le régime diffusif, le flux d’énergie suit la loi
de Fourier :

Jth = −λ∇T (r) (1.3)

où λ est la conductivité thermique et T (r) le profil de température locale alors
que dans le régime balistique, ce courant obéit à une loi similaire à celui du
corps noir :

Jth = σ
(
T 4
1 − T 4

2

)
(1.4)

où σ est l’équivalent de la constante de Stefan-Boltzmann pour les phonons et
T1 et T2 sont les températures imposées à chaque bord de la couche (figure
1.5). Dans le régime balistique, on constate que le courant dépend fortement
des effets de bords ce qui est à rapprocher du comportement 1.2 de la résistance
électrique dans le régime balistique.

Nous voyons à travers ces exemples que le problème de la transition balistique-
diffusif est commun à plusieurs types de transport.

1.2.2 Les différentes approches du transport

De manière générale, l’étude du transport dans les multicouches a fait l’ob-
jet de nombreux travaux et ce de multiples façons. En effet, les problèmes de
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Figure 1.3 – Evolution de la conductance d’un tricouche CIP Pt(3.5 nm)/Co(∆
nm)/Pt(4.5 nm) (figure 1.2) en fonction de l’épaisseur de la couche de Cobalt
[147] (courbe noire). On constate un changement de comportement de la conduc-
tance lorsque l’épaisseur avoisine le libre parcours moyen du cobalt (ℓCo = 5.2
nm). L’évolution en fonction de l’épaisseur n’est pas reproduite par la loi d’addi-
tion en parallèle des conductances individuelles de chaque couche (courbe rouge)
(σCo = 5.65 mS.nm−1, σPt = 5.73 mS.nm−1).

transport peuvent être abordés à partir de plusieurs formalismes qui peuvent
être hiérarchisés de la manière suivante :

– Les méthodes de fonctions de Green hors-équilibre (NEGF) ([47], [48],
[257] [248],[246],[46]) et les méthodes Ab-Initio ([49] et [50]) constituent
les méthodes les plus complétes permettant de décrire la physique d’un
système hors-équilibre. Ces méthodes, généralement numériques, sont très
générales 2 et donnent accès aux différentes fonctions de Green (méthode
NEGF) ou aux fonctions d’onde (méthode Ab-Initio) permettant ainsi de
calculer toutes les observables d’intérêt (valeurs moyennes ou corrélation).

– Les méthodes précédentes sont extrêmements riches 3 et applicables que le
régime de transport soit linéaire ou non. Dans la pratique, il est fréquent
que seul le régime linéaire soit d’intérêt et il existe alors des approches
adaptées à ce régime courant de transport. La théorie de la réponse linéaire
([247], [249]) permet alors de calculer des coefficients de réponse linéaire
traduisant la réaction du système sous l’action d’une perturbation donnée.
Plus particulièrement, la formule de Kubo-Greenwood ([63], [162] à [177],[247],
[245], [249]) relie le tenseur non local de conductivité à la fonction de
Green retardée et le formalisme de Landauer-Buttiker ([11] à [15], [247],
[248] ou [246]) fournit une interprétation intuitive de la conductance d’un
système en terme de transmissibilité. Ce coefficient de transmission est

2. C’est à dire qu’elles ne font pas d’hypothèses particulière sur le système étudié.
3. Elles contiennent beaucoup d’informations.
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Figure 1.4 – Evolution du coefficient de transmission (figure (b)) d’un milieu
désordonné en fonction de son épaisseur (note x ici (figure (a))) pour différentes
valeurs du coefficient d’absorption (figures extraites de [206]). On constate un
changement de longueur de décroissance du coefficient de transmission lorsqu’on
fait varier son épaisseur ce qui est caractéristique de la transition balistique-
diffusif.

Figure 1.5 – Lorsqu’on applique une différence de température aux bornes
d’un diélectrique ([231] et [232]), la relation entre le flux de chaleur Jth et la
température change de structure : on passe de la loi de Fourier Jth = −λ∇T
en régime diffusif à une loi caractéristique de la lumière en régime balistique
Jth = σ

(
T 4
1 − T 4

2

)
.
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alors déterminé soit par un calcul de fonction d’onde, de fonction de
Green ou en utilisant la théorie des matrices áléatoires ([20], [21], [22]).
Notons également que pour le régime linéaire, il existe les circuits theories
([64]) qui consistent à appliquer les lois de Kirchhoff ([241]) des circuits
électriques macroscopiques à des échelles nanométriques en incluant des
effets quantiques.

– Les formalismes présentés jusqu’à maintenant constituent des approches
quantiques du transport qui sont en particulier bien adaptées pour étudier
la transition balistique-diffusif puisqu’ils permettent de décrire la physique
à des échelles inférieurs au libre parcours moyen 4 en tenant compte de la
nature ondulatoire des particules. En particulier, ces modèles tiennent
compte des effets d’interférences quantiques qui dans certains cas peuvent
être moyennés à zéro. Lorsqu’il en est ainsi, on se trouve dans un régime
incohérent et les approches classiques du transport sont alors adaptées.
On trouve alors deux techniques qui sont liées l’une à l’autre : l’équation
cinétique de Boltzmann ([249] à [252]) qui décrit la dynamique de la fonc-
tion de distribution à une particule dans l’espace des phases et les ap-
proches macroscopiques ([1], [29] à [45], [60], [61], [62], ,[242], [243]) qui
utilisent des équations de transport portant directement sur les quantités
macroscopiques que l’on cherche à déterminer (courant, densité, ...). Ces
deux approches sur lesquelles nous allons revenir plus en détails au para-
graphe suivant permettent de rendre compte des propriétés de transport
en l’absence d’effets quantiques majeurs.

Ainsi, à l’aide de ces différentes techniques, la compréhension du transport
électrique dans les structures CIP et CPP a fait l’objet de nombreux travaux ([1]
à [146] pour CPP et [147] à [177] pour CIP) et les effets de libre parcours moyen
ont été abordés de multiples façons. Pour réaliser ces travaux de thèses, nous
avons utilisé l’équation de Boltzmann pour la problématique que l’on introduit
maintenant.

1.2.3 Les approches macroscopiques et l’équation de Boltz-
mann

Dans la pratique, les structures multicouches sont caractérisés par des quan-
tités macroscopiques qui moyennent plusieurs processus microscopiques. Par
exemple, on s’intéresse à la résistance globale de la structure ou la répartition
de certaines grandeurs macroscopiques (courant, densité, température, poten-
tiel électrochimique, ...). L’idéal serait alors de pouvoir établir un modèle de
transport portant directement sur ces quantités ce qui permet en particulier de
mettre en évidence les liens entre les diverses grandeurs macroscopiques.

De façon générale, toute grandeur macroscopique g vérifie une loi de conser-
vation du type ([242], [250]) :

∂g

∂t
+ ∇r.Jg = S (r, t) (1.5)

4. de l’ordre de la longueur de de Broglie des particules.
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Dans cette équation, Jg désigne le courant associée à la grandeur g et S (r, t)
représente les différentes sources pouvant produire ou détruire la quantité g. No-
tons que g et S peuvent être des quantités scalaires, vectorielles ou tensorielles
alors que le courant associé Jg est une grandeur vectorielle ou tensorielle. Cette
équation traduit simplement une loi de bilan local pour la grandeur macrosco-
pique g : la variation locale de g (∂tg) est provoquée par les flux (∇r.Jg) qui
la propage et la source S (r, t) qui la produit ou la détruit. L’exemple le plus
connu d’une telle équation est sans doute celle de la conservation de la charge :

∂n

∂t
+ ∇.J = 0 (1.6)

où n et J désigne respectivement la densité et le courant de charge.

Comprenons bien que ces lois générales de conservation sont toujours va-
lables quel que soit le régime de transport (balistique ou diffusif) dans lequel on
se trouve. Ainsi, pour traiter un problème, il suffit d’écrire autant d’équations
1.5 qu’il y a de quantités macroscopiques à déterminer. Ces équations sont la
plupart du temps couplées entre elles 5 et la difficulté consiste alors à pouvoir
en faire un système autonome en déterminant les expressions des courant Jg en
termes des différentes grandeurs macroscopiques g en question.

Pour déterminer l’expression de ces courants, il est alors nécessaire de re-
courir à une théorie plus microscopique comme l’équation de Boltzmann ([249]
à [252]). Cette équation, qui joue un rôle central dans toute cette thèse, décrit
l’évolution de la fonction de distribution, f (r,p, t), sous l’action des forces en
présence et des collisions de volume. Elle peut être dérivée classiquement à par-
tir de l’équation de Liouville et de la hiérarchie BBGKY ([249], [250], [251])
ou quantiquement à partir des équations de Kadanoff-Baym ([257]). L’avan-
tage de cette équation est qu’elle est immédiatement compatible avec les lois de
conservation macroscopiques en exprimant les quantités macroscopiques et les
courants associés en fonction de la même grandeur, la fonction de distribution.
Par exemple, la densité et le courant de particules sont données par les premiers
moments (moyenne sur l’impulsion) de la fonction de distribution :

n(r, t) =

∫
dpf (r,p, t) J(r, t) =

∫
dp

p

m
f (r,p, t) (1.7)

L’équation de Boltzmann étant applicable pour les deux régimes de transport
(balistique et diffusif), elle est donc adaptée à la détermination d’équations
de transport macroscopiques valables pour les deux régimes de transport. La
difficulté de l’équation de Boltzmann réside dans sa résolution et le passage à
des équations macroscopiques nécessitent de savoir éliminer complétement la
variable impulsion dans celle-ci. Pour réaliser cette opération, il existe plusieurs
techniques :

– la décomposition de la fonction de distribution sur des bases de fonc-
tions orthognales qui permettent par exemple d’obtenir le modèle dérive-
diffusion ou le modèle Valet-Fert ([1], [60]) ;

– les méthodes de Chapman-Enskog et de Grad ([249], [250], [258], [259])
qui permettent d’aboutir aux équations hydrodynamiques en effectuant

5. voir par exemple l’hydrodynamique ([243]).
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des développements autour de fonctions d’équilibres locales.

Ces méthodes permettent alors d’aboutir à des équations macroscopiques en
effectuant des développements en moments. En particulier, elles sont très bien
adaptées en régime diffusif (κ < 1) pour lequel un petit nombre de moments
suffit. Dans ce régime, les courants sont alors proportionnels aux gradients des
quantités macroscopiques ([250], [249]) :

Jg (r, t) = −β∇rg (1.8)

où β est une constante caractéristique du volume. Les exemples les plus connus
de telles lois sont ceux exprimant le flux de particules (Jp), le courant thermique
(Jth) et le courant électrique (Je) en fonction respectivement de la densité (n),
de la température (T) et du potentiel électrique (V) :

Jp (r) = −D∇rn (r) Jth (r) = −λ∇rT (r) Je (r) = −σ∇rV (r) (1.9)

où la constante de diffusion D, la conductivité thermique λ et la conductivité
électrique σ sont des constantes caractéristiques du volume et indépendantes de
l’épaisseur. L’utilisation de ces relations constitutives dans les lois de conser-
vation précédentes (1.5) permet alors de les rendre praticables. En particulier,
ces équations sont la plupart du temps du type équation de diffusion. Leur
résolution nécessitent alors des conditions de raccord aux interfaces qui sont
simplement données par les règles générales de la mécanique des milieux conti-
nus. Celles-ci correspondent alors à la continuité de la composante normale des
courants ([242]) qui suffisent à fermer complétement le problème.

Si les choses sont relativement faciles à grandes épaisseurs, elle se corse dans
le régime de Knudsen (∆ < ou ∼ ℓ). En effet, l’expression des courants en terme
du simple gradient n’étant plus suffisante, il est alors nécessaire de recourir à des
développements en moments de plus en plus élevés pour comprendre le trans-
port à ces échelles ( [251], [258]). Cette méthode augmente alors la compléxité
des équations et il est alors plus judicieux de simuler directement l’équation de
Boltzmann. D’autre part, les effets d’interface étant important en régime balis-
tique, une technique courante ([19], [27], [64], [178] à [183], [231], [232], [253],
[254]) consiste alors à distinguer la propagation des particules suivant la direc-
tion normale aux interfaces (figure 1.6). Si le dédoublement de la fonction de
distribution (une pour chaque direction de propagation) facilite le traitement
des effets d’interface 6, il complexifie la résolution de l’équation de Boltzmann
et de ce fait la construction de modèle macroscopique capturant des effets du
libre parcours moyen.

Etant donnée ces difficultés, des modèles alternatifs ont vu le jour ([19] à
[45]). Une approche particulièrement intéressante est fournie par la méthode
des flux ([29] à [45]). Ce modèle, initialement développé pour la lumière ([253])
et adapté ensuite pour la physique des semi-conducteurs, constitue une approche
phénoménologique visant à développer un modèle macroscopique autonome sans
faire appel à une autre théorie plus microscopique sous jacente. La méthode des
flux, sur laquelle nous reviendrons dans la suite, est basée sur les équations de

6. comme nous le verrons dans la suite.
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Figure 1.6 – Représentation des collisions d’interface pour les deux types de
géométrie abordées dans cette thèse. Quelque soit la configuration de transport,
les interfaces convertissent les électrons arrivant en électrons sortant et il est
alors judicieux de distinguer les particules suivant la direction de propagation
normale à l’interface pour décrire simplement les effets d’interface.

transport macroscopiques :

∂J±

∂x
= −ξJ+ + ξ′J− (1.10)

J = J+ − J− (1.11)

qui portent sur des courants directionnels en distinguant les électrons se pro-
pageant vers la droite J+ de ceux se dirigeant vers la gauche J−. Ce modèle
essentiellement monodimensionnel est adapté pour le transport CPP. La diffi-
culté essentielle de cette approche est la phénoménologie sur laquelle elle repose.
En particulier, ce modèle suppose une relation constitutive courant (J±) / den-
sité (n±) du type :

J± = vn± (1.12)

et nécessite certaines recettes pour la détermination des coefficients de rétrodiffusion
ξ et ξ′.

A travers cette étude, nous voyons qu’il n’existe pas de méthodes adaptées
permettant d’extraire de l’équation de Boltzmann un modèle de transport ma-
croscopique applicable aussi bien dans le régime diffusif que le régime balistique
et ce en tenant compte de la séparation des porteurs suivant la normale aux
interfaces. C’est à cette question que la présente thèse apporte des réponses.

Remarque : Il est intéressant de noter que cette problématique concerne
également les transports thermiques ([208] à [240]) et lumineux ([178] à [207])
pour lesquels la propagation des porteurs (phonons ou photons) dans les milieux
diffusant peut être étudié à l’aide d’une équation de Boltzmann 7. Ces analogies,
sur lesquelles nous reviendrons dans la suite, expliquent pourquoi les méthodes
présentées dans cette thèse peuvent s’appliquer à d’autres types de transport.

7. nommée équation de transfert radiative [253].
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1.3 Objectif et plan de la thèse

Au cours de cette thèse, nous avons développé une méthode générale permet-
tant de construire, pour les structures CPP et CIP, des modèles de transport ma-
croscopiques capturant des effets de libre parcours moyen à partir de l’équation
de Boltzmann. En particulier, cette approche, qu’on nommera le modèle colli-
sionnel, généralise la méthode des flux et restitue en particulier les modèles de
transport bien connus comme le modèle dérive-diffusion, le modèle de Valet-Fert
ou encore le modèle de Fuchs-Sondheimer ([148] à [160]) dans les limites appro-
priées. De plus, le modèle collisionnel unit les structures CPP et CIP sous un
formalisme commun dans la mesure où les modèles macroscopiques sont dérivés
à partir d’un jeu d’équations microscopiques unique qui tiennent compte des
collisions d’interface. Notons cependant qu’étant basé sur l’équation de Boltz-
mann, notre approche est limitée au régime incohérent mais aussi au régime
linéaire sur lequel nous avons concentré nos efforts.

La présentation de ce modèle est organisée en huit chapitres. Les quatre
premiers (chapitre 2 à 5) sont consacrés au transport CPP, les chapitres 6 et 7
sont déstinés aux structures CIP et le chapitre 8 fournit une synthèse de cette
approche.

Dans le chapitre suivant, nous allons présenter la dérivation du modèle col-
lisionnel pour le cas du transport pur de charge dans les structures CPP. Après
quelques rappels sur le modèle dérive-diffusion, nous construirons les nouvelles
équations de transport de volume du modèle collisionnel. Nous établirons en-
suite les conditions d’interfaces associées aux équations de transport. Nous ter-
minerons enfin par montrer, comment à partir de ce modèle, le modèle dérive-
diffusion peut être restitué.

Le troisième chapitre sera consacré aux implications du modèle collision-
nel pour le transport CPP. Nous introduirons une représentation du modèle
en termes de potentiels électrochimiques et nous regarderons les corrections de
libre parcours moyen sur la résistance d’un muticouches.

Dans le quatrième chapitre, nous présenterons, toujours pour les structures
CPP, la polarisation en spin du modèle collisionnel. Nous fournirons en parti-
culier l’extension du modèle macroscopique et comprendrons son lien avec le
modèle Valet-Fert.

Ayant mentionné à plusieurs reprises que les travaux réalisés au cours de
cette thèse étaient applicables à d’autres types de transport, nous montrerons
dans le cinquième chapitre comment les idées du modèle collisionnel peuvent
s’appliquer au transport de la lumière. Un modèle de transport lumineux sera
développé. Nous revisiterons alors un vieux problème de transport, le problème
de Milne que l’on résolvera à l’aide d’une approche macroscopique. Dans ce cha-
pitre, nous reviendrons également sur la méthode des flux en montrant qu’elle
constitue un cas particulier du modèle collisionnel.

Dans le sixième chapitre, nous appliquerons le modèle collisionnel au trans-
port CIP. Nous verrons en particulier qu’il introduit de nouveaux paramètres
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d’interface dont les effets sont apparents dans le régime de Knudsen. Les méthodes
utilisées pour les structures CPP seront alors plus facilement transposables à
ces systèmes. Nous montrerons que l’on peut dériver différents types de modèles
macroscopiques pour cette géométrie.

Le septième chapitre est consacré à la présentation d’une méthode varia-
tionnelle pour le modèle de Fuchs-Sondheimer permettant de comprendre en
particulier les origines du modèle collisionnel.

Dans le dernier chapitre, nous présentons une synthèse des principaux points
du modèle collisionnel ainsi que quelques extensions possibles de ce travail.



Chapitre 2

Transport de charge en
structure CPP
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Ce chapitre est consacré à l’étude du transport électrique en géométrie CPP.
Nous allons développer un modèle de transport macroscopique, le modèle col-
lisionnel, adapté au régime diffusif et incluant une description à la Landauer
pour les effets d’interfaces. En particulier, ce nouveau modèle, toujours basé
sur l’équation de Boltzmann, généralise le modèle dérive-diffusion bien connu,
restitue les résultats du formalisme de Landauer dans le régime incohérent par
une approche macroscopique et s’apparente à une méthode des flux généralisée.

Dans ce chapitre, nous allons présenter les bases théoriques de cette nouvelle
modélisation en nous concentrant sur le transport pur de charge, c’est à dire
sans polarisation en spin du courant (un chapitre sera consacré à cette ques-
tion). Très peu d’hypothèses seront faites dans ce chapitre afin de présenter
une méthode générale permettant de passer de l’équation de Boltzmann à une
approche macroscopique. En particulier, le modèle sera développé pour un gaz
d’électrons dégénérés et les interactions entre électrons (effets d’écrantage) se-
ront traitées en champ moyen et par une approche complétement semi-classique
qui néglige donc les effets quantiques liés aux interactions. Il clair que pour les
métaux, ce traitement des interactions est très approximatif et doit être cor-
rigé par une approche quantique 1. Malgré cela, ce traitement semi-classique est
conservé pour deux raisons : on souhaite comprendre toute l’information que

1. car l’extension spatiale des effets d’écrantage est de l’ordre de la longueur d’onde de
Fermi (comme nous le verrons dans la suite).
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Figure 2.1 – Exemple de multicouche CPP. Chaque matériau posséde une
épaisseur (∆) et une résistivité (ρ) de volume différentes. La densité de courant
de charge Jc circule perpendiculairement aux interfaces et traversent donc toutes
les couches.

l’on peut tirer d’une approche classique du transport électronique et présenter
une méthode générale qui peut être adaptée à d’autres types de problèmes pour
lesquels les effets quantiques ne sont pas prépondérants.

Nous commencerons par introduire les caractéristiques du transport CPP et
nous détaillerons le modèle dérive-diffusion afin de pouvoir replacer par la suite
ce modèle au sein du modèle collisionnel. Ensuite, nous introduirons le concept
de chiralité à la base de tout ce formalisme. Son application à l’équation de
Boltzmann conduira alors à de nouvelles équations de transport. Nous passerons
ensuite à la construction de nouvelles conditions d’interfaces en adoptant le point
de vue de Landauer-Büttiker mais compatibles avec un transport de volume
diffusif. Enfin, nous chercherons à comprendre le lien existant entre les modèles
collisionnel et dérive-diffusion pour terminer par quelques compléments sur les
conditions d’interfaces.

2.1 Introduction au transport CPP

2.1.1 La problématique

Dans ce chapitre, on souhaite comprendre les propriétés de transport électrique
d’un assemblage (voir la figure 2.1) de différents matériaux de résistivités de
volume ρ différentes parcouru par un courant continu. La configuration CPP
oblige le courant à traverser toutes les couches et circule donc perpendiculai-
rement aux interfaces. Pour ces systèmes, on fera l’hypothèse d’un transport
unidimensionnel et ne dépendant que de la variable d’espace x (On suppose les
couches infiniment épaisses dans les deux autres directions). On s’intéressera au
régime stationnaire (courant continu).

Un multicouche est donc constitué de zones présentant des propriétés de vo-
lume différentes (résistivité, densité d’électrons, vitesse de Fermi,...) et séparées
entre elles par des interfaces abruptes 2 marquant le changement des propriétés
de volume. Cette hétérostructure est connectée à ses extrémités à deux réservoirs
permettant soit d’imposer une différence de potentiel V1 −V2 à ses bornes (voir
la figure 2.1), soit d’injecter une densité de courant Jc.

2. Cette représentation est bien sur une idéalisation et suppose que l’épaisseur de la zone
de transition est suffisamment faible pour être localisée en un point.
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L’étude du transport électrique consiste donc, pour un jeu de conditions aux
limites données (tension appliquée aux bornes du multicouches ou densité de
courant imposée) à comprendre l’injection des électrons au niveau des réservoirs
(les effets de bords), la propagation des électrons d’une interface à une autre (le
transport de volume) ainsi que la traversée de chaque interface (les effets d’in-
terface). Ces propriétés de transport vont dépendre de la nature des matériaux
ainsi que des transparences des interfaces mais elles sont également dictées par
certaines lois de conservation fondamentales. En particulier, indépendamment
de la constitution du système, la conservation de la charge devra être vérifiée et
le courant Jc doit donc satisfaire l’équation de continuité en régime stationnaire :

∇.Jc = 0 ⇒ ∂Jx
∂x

= 0 ⇒ Jc = constante (2.1)

qui implique que le courant doit être uniforme tout le long de la structure.

Pour qu’il en soit ainsi pour les structures CPP, il faut que la densité de
charge soit également perturbée et présente une dépendance spatiale. Cette
accumulation de charge induit un champ électrique vérifiant la seconde équation
de Maxwell :

∇E =
∂E

∂x
=
n(x) − neq

ϵ
(2.2)

où ϵ est la constante diélectrique que nous supposerons être la même pour toutes
les couches.

On est donc en présence d’un problème auto-cohérent dans le sens ou l’appli-
cation d’une tension ou l’injection d’un courant perturbe la densité d’équilibre
(neq) générant alors un champ électrique induit qui agit à son tour sur les
propriétés de transport. De plus, il faut noter qu’à l’équilibre aucun champ
électrique ne circule au sein de la structure 3, seul l’écart à la densité d’équilibre
n(x) − neq (appelé aussi accumulation) est responsable du champ électrique
induit d’ou son apparition dans l’équation 2.2. On doit donc comprendre le
transport sous l’action d’un champ électrique auto-cohérent avec la densité de
charge (approximation de champ moyen).

On constate donc qu’en géométrie CPP, le champ électrique dépend de la
position et ne peut donc être uniforme. Ceci entraine que la conductivité σ n’est
pas une quantité locale ([241], [245]) :

Jc =

∫
dx′σ(x, x′)E(x′) (2.3)

Le transport est alors plus facilement caractérisé par la notion de résistivité ρ
qui, à cause de l’uniformité du courant, est une grandeur locale :

E(x) =

∫
dx′ρ(x, x′)Jc ⇒ E(x) = ρ(x)Jc (2.4)

où on a posé ρ(x) =
∫
dx′ρ(x, x′).

3. A cause d’une réponse du champ cristallin.
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Figure 2.2 – Le bicouche CPP. Ce système modèle est composé de deux
matériaux de résistivités ρL et ρR et d’épaisseurs ∆L et ∆R différentes. Ces deux
matériaux sont séparés par une interface, positionnée en x = b, caractérisant
le changement des propriétés de volume. Les deux matériaux sont connectés à
deux réservoirs situés en x = a et x = b.

Ainsi, pour étudier le transport en configuration CPP, il faut déterminer le
profil de densité ainsi que la résistivité électrique locale pour chaque matériau
du multicouche. Un système simple qu’on utilisera dans la suite pour construire
notre modèle est celui constitué de deux matériaux d’épaisseurs et résistivités
différentes séparées par une interface (voir la figure 2.2). Grâce à ce système
modèle, toutes les notions seront introduites et facilement généralisables à un
multicouche quelconque.

2.1.2 L’équation de Boltzmann CPP

Pour décrire le transport de volume, nous adopterons l’équation de Boltz-
mann ([250], [249], [251] ou [252]) avec une intégrale de collision élastique (qui
n’affecte que la direction du vecteur vitesse) et isotrope :

∂f

∂t
+ v.∇rf +

F

m
.∇vf =

1

τ

∫
dΩ′

4π
(f (r,v′, t) − f (r,v, t)) (2.5)

Dans cette équation, f (r,v, t) désigne la fonction de distribution, r le vecteur
position et v la vitesse. Les collisions sont caractérisées par le taux de colli-
sion isotrope 1

τ . Dans le transport CPP, la fonction de distribution évolue sous
l’action d’une force électrique dirigée suivant l’axe x :

F = −eE(x)ex (2.6)

où −e désigne la charge électrique de l’électron et E(x) le champ électrique. Ce
champ dérive d’un potentiel électrique V (x) :

E(x) = −∂V
∂x

(2.7)

Ainsi, dans le cadre du transport CPP, la fonction de distribution ne dépendra
de l’espace que par l’intermédiaire de la coordonnée x et sera indépendante du
temps. Ainsi, l’équation de Boltzmann précédente prend la forme utile pour la
suite :

vx
∂f

∂x
+ evx

∂V

∂x

∂f

∂ϵc
= −f

τ
+

1

τ

∫
dΩ′

4π
f (x,v′, t) (2.8)
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dans laquelle on a introduit l’énergie cinétique ϵc = 1
2mv

2. Le vecteur vitesse v
sera paramétré sous la forme :

vx = v cos θ vz = v sin θ cosφ vy = v sin θ sinφ (2.9)

où v est la norme de la vitesse. On posera ℓ = vτ le libre parcours moyen.
L’angle solide dΩ intervenant dans l’intégrale de collision s’écrit donc :

dΩ = sin θdθdφ (2.10)

et les angles θ et φ parcours respectivement les intervalles [0, π] et [0, 2π].

En utilisant l’équation 2.2, le potentiel électrique satisfait l’équation de Pois-
son ([241]) :

∂2V

∂x2
= −neq − n(x)

ϵ
(2.11)

Dans la suite, il sera commode d’introduire le potentiel adimensionné V :

V (x) =
V (x)

V0
V0 =

ϵf
e

(2.12)

A partir de la fonction de distribution, les grandeurs macroscopiques que sont
la densité de charge n et la densité de courant de charge Jc sont déterminées
par les relations :

n(x) = −2e
(m
h

)3 ∫
dvf (x,v) (2.13)

Jc = −2e
(m
h

)3 ∫
dvvxf (x,v) (2.14)

A l’équilibre thermodynamique, la fonction de distribution sera notée f0 et
on supposera qu’elle correspond à celle de Fermi-Dirac à température nulle :

f0 (ϵc) = θ (ϵf − ϵc) (2.15)

quelle que soit la couche du multicouche, où ϵf = 1
2mv

2
f est l’énergie de Fermi.

Cette hypothèse suppose donc des propriétés uniformes en l’absence de trans-
port. En particulier, la densité d’électrons d’équilibre est donnée par la relation :

n0 =
8πm3v3f

3h3
(2.16)

et la densité de charge d’équilibre, neq, intervenant dans l’équation de Poisson
s’écrit donc :

neq = −en0 (2.17)

Ainsi, pour comprendre le transport dans les structures CPP, il faut savoir
résoudre les équations couplées 2.8 et 2.11 afin de déterminer les grandeurs
macroscopiques 2.13 et 2.14. En particulier, s’intéressant au régime linéaire
du transport (E(x) = ρ(x)Jc), on linéarisera ces équations autour de l’état
d’équilibre par rapport au champ électrique pour les résoudre.

Remarque : pour éviter d’introduire trop de notation, l’accumulation de
charge n(x) − neq sera également notée n(x) dans la suite. Dès lors que les
équations seront linéarisées, il n’y aura plus d’ambigüıté sur la signification de
cette quantité.
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2.1.3 Le modèle Dérive-Diffusion

Pour mieux comprendre le développement du modèle collisionnel, nous al-
lons dans ce paragraphe détailler la dérivation du modèle dérive-diffusion bien
connu ([1], [246], [249], [251], [252]) à partir de l’équation de Boltzmann. Ceci
nous permettra de présenter la méthode usuelle de résolution des équations
introduites au paragraphe précédent et de mieux comprendre les modifications
que l’on va apporter à cette méthode lors de la dérivation du modèle collisionnel.

Pour résoudre les équations 2.8 et 2.11 dans le régime linéaire, la fonction
de distribution est décomposée sous la forme :

f (x,v) = f0 + ϵf
∂f0
∂ϵc

g (x, θ) (2.18)

et la linéarisation de l’équation 2.8 fournit une équation pour la partie hors-
équilibre g de la fonction de distribution :

cos θ
∂g

∂X
+ cos θ

∂V

∂X
= −g +

1

2

∫ π

0

dθ sin θg (X, θ) (2.19)

où on a introduit la variable sans dimension X = x
ℓ .

La technique usuelle consiste alors à décomposer la fonction g sur la base
des polynômes de Legendre Pℓ :

g (X, θ) =
+∞∑
ℓ=0

gℓ (X)Pℓ (cos θ) (2.20)

afin de transformer l’équation intégro-différentielle 2.19 en équations différentielles
couplées pour les composantes gℓ grâce à l’orthogonalité des polynômes de Le-
gendre : ∫ π

0

dθ sin θPℓ(cos θ)Pℓ′(cos θ) =
2

(2ℓ+ 1)
δℓ,ℓ′ (2.21)

La projection de l’équation 2.19 est présentée en annexe A.1 et conduit aux
équations entre composantes :

∂g1
∂X

= 0 (2.22)

∂g0
∂X

+
∂V

∂X
+

2

5

∂g2
∂X

= −g1 (2.23)

n

(2n− 1)

∂gn−1

∂X
+

(n+ 1)

(2n+ 3)

∂gn+1

∂X
= −gn ∀ n ≥ 2 (2.24)

On obtient alors un ensemble infini d’équations différentielles couplées. Pour
rendre ce système utilisable, on peut remarquer que les grandeurs macrosco-
piques d’intérêt (l’accumulation n et le courant Jc) sont fournies par la connais-
sance des composantes g0 et g1 de la fonction de distribution g :

n(x) = −2e
(m
h

)∫
dvϵf

∂f0
∂ϵ

g (x, θ) =
3

2
n0eg0 (2.25)
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Jc = −2e
(m
h

)∫
dvvxϵf

∂f0
∂ϵ

g (x, θ) =
1

2
n0evfg1 (2.26)

Il est alors naturel de tronquer les équations 2.22 à 2.24 à partir de l’ordre un,
c’est à dire en négligeant tous les ordres supérieurs ou égaux à deux. Cette tron-
cature conduit alors au modèle Dérive-Diffusion bien connu :

∂Jc
∂x

= 0 (2.27)

Jc = σdE −D
∂n

∂x
(2.28)

∂2V

∂x2
= −n

ϵ
E = −∂V

∂x
(2.29)

où σd = e2n0τ
m est la conductivité de Drude et D =

vf ℓ
3 est la constante de

diffusion.

On obtient alors des équations régissant directement les variations spa-
tiales des grandeurs macroscopiques dont on remarque que la première n’est
rien d’autre que l’équation de continuité présentée en introduction. La seconde
équation lie le courant à la densité en combinant une loi d’Ohm locale σdE(x)
avec la loi de Fick −D∂xn ([249]). La dernière équation n’étant que l’équation
de Poisson que nous avons replacée ici afin de compléter et fermer les équations
obtenues par la solution tronquée de l’équation de Boltzmann.

La combinaison de ces équations conduit à une équation de diffusion pour
la densité :

∂2n

∂x2
− 1

λ2TF

n = 0 (2.30)

où on a introduit

λ2TF =
ϵD

σd
=

2ϵϵf
3e2n0

(2.31)

la longueur d’écrantage de Thomas-Fermi ([244]). En résolvant ces équations,
on obtient alors l’expression des grandeurs moyennes qu’on écrira sous la forme
utile pour la suite :

n(x) = −3Jc
vf

[
δ1e

− x
λTF + δ2e

x
λTF

]
(2.32)

E(x) =
Jc
σd

[
1 + η

(
δ1e

− x
λTF − δ2e

x
λTF

)]
(2.33)

V (x) =
Jcℓ

σd

[
δ3 −

x

ℓ
+ δ1e

− x
λTF + δ2e

x
λTF

]
(2.34)

où l’on a introduit le rapport :

η =
ℓ

λTF
(2.35)

et on remarquera que seul le libre parcours moyen à l’énergie de Fermi n’est per-
tinent dans ces équations ℓ = τvf . On constate que ces expressions ne font inter-
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venir qu’une longueur de décroissance spatiale, la longueur d’écran de Thomas-
Fermi. Les constantes d’intégration δ1, δ2 et δ3 sont alors déterminées par les
conditions aux limites.

Etant donnée l’expression 2.28 du courant, on constate que celui-ci dérive
d’un potentiel, nommé potentiel électrochimique ([60],[249]) et noté µ :

Jc = −σd
∂µ

∂x
(2.36)

défini par :

µ(x) = V (x) +
D

σd
n(x) (2.37)

Compte tenu des expressions des profils d’accumulation 2.32 et du potentiel
électrique 2.34, on en déduit que ce potentiel s’écrit sous la forme :

µ(x) =
Jcℓ

σd

[
δ3 −

x

ℓ

]
(2.38)

qui est bien compatible avec une densité de courant uniforme. Ce dernier point
clôt ainsi la présentation du modèle Dérive-diffusion.

Remarque : Pour un métal, la longueur d’écran de Thomas-Fermi 2.31 vaut
environ 0.1 nm ce qui est de l’ordre de grandeur de la longueur d’onde de
Thomas-Fermi. La physique prédite à cette échelle doit être corrigée par une
approche quantique (aussi bien pour le modèle dérive-diffusion que le modèle
développé dans cette thèse). Cette petitesse de la longueur d’écran résulte du
traitement de champ moyen des interactions que nous avons adopté qui sures-
time les effets d’écrantage.

2.1.4 Pourquoi aller au delà du modèle dérive-diffusion

A première vue, le modèle dérive-diffusion peut être utilisé pour étudier le
transport dans les multicouches puisqu’il fournit des expressions pour les gran-
deurs macroscopiques d’intérêt. Cependant, pour que ces profils soient univo-
quement déterminés, faut il encore fixer les trois constantes d’intégration pour
chacune des couches. Ceci ne peut se faire qu’en précisant les conditions de rac-
cords aux interfaces et aux réservoirs. Mais qu’elles conditions imposer ?

Une condition de raccord fondamentale est celle de la continuité du cou-
rant Jc. Cependant, étant donné la forme des expressions 2.32, 2.33 et 2.34 des
valeurs moyennes, on constate que cette contrainte est automatiquement satis-
faite puisqu’il suffit d’adopter la même valeur de Jc pour les solutions de chaque
couche. Cette condition n’apporte donc rien de plus.
Pour déterminer ces conditions, il peut être utile de s’adresser à d’autres théories.
En particulier, ayant à disposition deux grandeurs électriques, le champ E et
le potentiel V, l’électromagnétisme nous fournit alors les conditions de raccord
pour ces quantités ([241]). Cette théorie fondamentale requiert la continuité du
potentiel électrique et montre que la composante normale du champ électrique
(qui est la seule composante en CPP) subit un saut au passage d’une interface
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lié à la charge électrique surfacique σs propre à celle-ci. En adoptant le cas du
bicouche (figure 2.2), ces conditions se traduisent sous la forme :

VL = VR (2.39)

ER − EL =
σs
ϵ

(2.40)

Concernant la continuité du potentiel électrique, on constate que cette condi-
tion peut toujours être satisfaite puisque le potentiel électrique est toujours
défini à une constante additive près ([241]). Ceci est immédiat en observant l’ex-
pression 2.34 où l’on constate que la constante δ3 intervient seulement dans l’ex-
pression du potentiel et n’affecte aucunement les autres quantités. Ainsi, grâce
à cette jauge, on peut toujours rendre le potentiel continu indépendamment de
l’expression des autres constantes.

Une équation intéressante est celle correspondant au saut du champ électrique.
Il faut noter que cette discontinuité n’est pas liée au saut d’accumulation de
charge à l’interface. Dimensionnellement, la différence est immédiate car σs
s’exprime s’exprime en C.m−2 alors que l’accumulation en C.m−3. En fait, la
quantité σs décrit des électrons localisés sur l’interface, ils sont piégés et lui
donne une charge surfacique globale non nulle. En ce qui nous concerne, on
supposera que les interfaces ne piègent aucun électrons et donc que σs est nulle.
Par conséquent, la condition de saut de champ électrique devient une condition
de continuité pour celui-ci :

ER = EL (2.41)

Cette équation constitue la première équation de raccordement aux inter-
faces utile et assure en particulier la continuité de la résistivité électrique ρ(x).

Pour compléter cette équation, la seule possibilité est d’imposer une contrainte
sur l’accumulation de charge. Cependant, si l’on se référe à d’autres théories
comme l’hydrodynamique ([242],[243]), on s’aperçoit que la densité n’est jamais
une variable utile pour imposer une condition de raccordement, on peut sim-
plement affirmer que cette quantité est la plupart du temps discontinue et que
cette discontinuité est déterminée après coup, en appliquant des conditions de
raccords sur d’autres quantités (typiquement des flux : courant, pression,...). Il
semble donc naturel d’imposer un saut d’accumulation à l’interface mais com-
ment quantifier ce saut. Il est clair qu’il dépend de la physique se déroulant à
l’interface et que plus celle-ci est transparente aux électrons moins le saut d’ac-
cumulation est important. Toutefois, il n’est pas simple de poser une condition
de raccord suffisamment rigoureuse permettant l’introduction de paramètres ca-
ractéristiques de l’interface pour définir clairement le saut d’accumulation.

Notons enfin que les conditions de connexion aux réservoirs ne sont pas
simples à imposer car aux bords du système, on impose généralement la statis-
tique des électrons injectés dans le multicouche. Hors, pour faire une telle chose,
il faut pouvoir distinguer les électrons entrants et sortants du multicouche, chose
qui n’est pas immédiat à partir du modèle dérive-diffusion.

Pour s’en sortir, il faut changer de point de vue et une approche à la
Landauer-Büttiker ([8], [11], [12], [13], [246], [247], [248]) s’avère plus adaptée
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pour imposer des conditions de raccordements. En effet, nous voyons que pour
fixer correctement les conditions de raccord aux réservoirs, il faut naturellement
adopter une approche distinguant les électrons se propageant vers la droite de
ceux se dirigeant vers la gauche. On constate alors que cette séparation est
également adaptée pour décrire les effets d’interfaces puisque par analogie avec
le formalisme de Landauer, une interface constitue une zone de diffusion et les
électrons arrivent et quittent cette zone en subissant des collisions affectant leur
vitesse. Ainsi, pour pouvoir décrire un transport diffusif avec effets d’interfaces,
il faudrait être en mesure de pouvoir combiner le formalisme de Landauer avec
le modèle dérive-diffusion.

Dans ce chapitre, nous allons développer un modèle de transport adapté à
un transport de volume collisionnel et permettant de définir l’équivalent de la
matrice de scattering ([247], [248]) du formalisme de Landauer pour décrire les
effets d’interfaces. La séparation en électrons droits et gauches conduit alors à
de nouvelles équations de transport de volume généralisant le modèle dérive-
diffusion et fusionnant ainsi les aspects balistiques et diffusifs du transport sous
un même formalisme.

2.2 Le transport de volume : la chiralisation du
transport

Comme introduit dans la présentation de la problématique, pour comprendre
le transport dans une structure CPP, il faut comprendre le transport en vo-
lume de chaque couche ainsi que le passage aux interfaces. Dans cette section,
on développe le transport en volume des couches et on introduira le concept
d’électrons chiraux, clef de voûte de la nouvelle modélisation.

2.2.1 Chiralisation de l’équation de Boltzmann

Le modèle dérive-diffusion a été déduit en partant de l’équation de Boltz-
mann 2.8. Cette équation décrit l’évolution de la fonction de distribution totale
du gaz d’électrons, dans le sens où elle caractérise tous types d’électrons quelques
soient les caractéristiques du vecteur vitesse. Pour séparer les électrons se diri-
geant vers la droite de ceux se propageant vers la gauche (voir la figure 2.3), la
fonction de distribution doit donc être scindée en deux, une par chiralité. On
parlera alors d’électrons chiraux.

Ainsi, un électron se dirigeant vers la droite à une composante vx de la vi-
tesse positive et la fonction de distribution associée sera notée f+. Un électron
se propageant vers la gauche à une composante vx de sa vitesse négative. Cette
composante sera alors notée −vx de sorte que vx désigne une quantité toujours
positive et la fonction de distribution associée sera notée f−. Il faut noter que
cette séparation en chiralité n’est pas purement 1D puisque les autres compo-
santes de la vitesse vy et vz sont toujours présentes et laissées libres, c’est une
séparation statistique (figure 2.3).

La composante vx de la vitesse étant paramétrée par vx = v cos θ, on constate
à présent que l’angle θ appartient à l’intervalle [0, π2 ] et plus [0, π] puisque c’est
une quantité toujours positive.
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Figure 2.3 – Schématisation de la séparation en électrons chiraux. Les électrons
se dirigeant vers la gauche sont caractérisés par la fonction de distribution f−

et ceux se propageant vers la droite par f+. Cette séparation est statistique
puisque le vecteur vitesse peut être orienté dans une direction quelconque, la
séparation ne s’effectuant que vis-à-vis du signe de sa composante vx qui est
toujours dirigée soit vers la gauche, soit vers la droite.

Avec cette séparation, l’équation de Boltzmann 2.8 s’écrit en termes des chira-
lités sous la forme :

± cos θ
∂f±

∂x
± e cos θ

∂V

∂x

∂f±

∂ϵc
= −f

±

ℓ
+

1

2ℓ

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′
(
f+ (x, θ′) + f− (x, θ′)

)
(2.42)

et constitue donc l’équation de Boltzmann chirale. Ces équations peuvent être
déduites en effectuant un bilan de particules dans l’espace des phases en te-
nant compte des différentes chiralités. Nous verrons par la suite qu’il existe
une méthode systématique permettant de passer continûment de l’équation de
Boltzmann 2.8 aux équations 2.42. Nous obtenons maintenant deux équations
de Boltzmann couplées par l’intermédiaire de l’intégrale de collision.

Comme dans le cadre du modèle dérive-diffusion, on résout cette équation
en la linéarisant autour de l’état d’équilibre 2.15 qui est le même pour chaque
chiralité puisque la fonction est isotrope en vitesse. On pose donc :

f±(X, θ) = f0 + ϵf
∂f0
∂ϵc

g±(X, θ) (2.43)

qui conduit aux équations linéarisées :

± cos θ
∂g±

∂X
±cos θ

∂V

∂X
= −g±+

1

2

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′
(
g+ (X, θ′) + g− (X, θ′)

)
(2.44)

où on a introduit la variable sans dimension X = x
ℓ et le potentiel électrique

adimensionné 2.12.

A partir des composantes hors-équilibre g+ et g− des fonctions de distri-
bution, le profil d’accumulation de charge n(x) et le courant de charge Jc sont
alors donnés par :

n(x) =
3

4
en0

∫ π
2

0

dθ sin θ
[
g+ (X, θ) + g− (X, θ)

]
(2.45)
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Jc =
3

4
en0vf

∫ π
2

0

dθ sin θ cos θ
[
g+ (X, θ) − g− (X, θ)

]
(2.46)

Les équations de Boltzmann 2.44 sont couplées à l’équation de Poisson 2.11
qui prend donc la forme :

∂2V

∂x2
= −η

2

2

∫ π
2

0

dθ sin θ
(
g+(X, θ) + g−(X, θ)

)
(2.47)

2.2.2 Base de polynômes

Pour résoudre les équations couplées 2.44 et 2.47, nous allons décomposer
les parties g+ et g− de la fonction de distribution sur une base de polynômes
orthogonaux autre que les polynômes de Legendre utilisés pour l’obtention du
modèle dérive-diffusion. Le choix de la base est argumenté dans ce paragraphe.

Pour définir une base de polynômes orthogonaux Pn, il faut se fixer un inter-
valle [a, b] de définition et un poids d’orthogonalité W pour lequel les polynômes
seront orthogonaux. Dans ce cas, les polynômes satisfont la règle d’orthogona-
lité : ∫ b

a

dxW (x)Pn(x)Pm(x) = ∥Pn∥2δm,n (2.48)

où ∥Pn∥ désigne la norme de Pn. On dit alors que la famille de polynômes Pn

est orthogonaux pour le poids W sur l’intervalle [a, b].

L’intérêt de telles familles est qu’elles constituent des bases de l’espace de
Hilbert. Ainsi, toute fonction h définie sur l’intervalle [a, b] peut être développée
sur la base des polynômes orthogonaux :

h(x) =
+∞∑
n=0

hnPn(x) (2.49)

l’ensemble {hn} constitue les composantes de la fonction h sur la base Pn et
s’obtient par projection orthogonale de la fonction h sur les polynômes :

hn =
1

∥Pn∥2

∫ b

a

dxW (x)h(x)Pn(x) (2.50)

L’exemple le plus connu est celui des polynômes de Legendre Pℓ orthogonaux
sur l’intervalle [−1, 1] pour le poids W = 1 :∫ 1

−1

dxPℓ(x)Pℓ′(x) =
2

(2ℓ+ 1)
δℓ,ℓ′ (2.51)

P0 = 1 P1 = x Pℓ+1 =
(2ℓ+ 1)

(ℓ+ 1)
P1Pℓ −

ℓ

(ℓ+ 1)
Pℓ−1 (2.52)

Lorsqu’on effectue le changement de variable x = cos θ, les polynômes de
Legendre deviennent alors orthogonaux sur l’intervalle [0, π] pour le poids W =
sin θ et le choix de cette base lors de la dérivatioon du modèle dérive-diffusion
s’explique comme suit. Dans l’équation de Boltzmann 2.19, on remarque que
l’intégrale de collision fait apparaitre le poids et l’intervalle d’orthogonalité des
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polynômes de Legendre. De même, le calcul des valeurs moyennes fait également
apparaitre ce poids et cet intervalle particulier. De plus, cos θ s’exprime sim-
plement sur la base des polynômes de Legendre puisqu’il vaut identiquement
P1 (cos θ). Toutes ces propriétés font que les polynômes de Legendre constituent
le choix le plus pertinent de base de projection de la fonction de distribution
pour l’équation de Boltzmann 2.19.

En présence des chiralités, les choses sont un peu différentes puisqu’on re-
marque que les intégrales de collisions dans les équations de Botzmann 2.44
et le calcul des valeurs moyennes 2.45 et 2.46 font toujours intervenir le poids
d’intégration sin θ mais sur l’intervalle [0, π2 ] et non [0, π]. Il faut donc utiliser des
polynômes orthogonaux sur l’intervalle [0, π2 ] pour le poids sin θ. Ces polynômes
qui ont été redécouvert au cours de cette thèse étaient connus depuis longtemps
en mathématiques sous le nom de Polynôme de Legendre décalé, qu’on notera
Pn. Dans notre jargon, on parlera aussi de polynômes chiraux. Il se déduisent
des polynômes de Legendre ordinaires par la formule de décalage :

Pn(x) = Pn(2x− 1) (2.53)

Ces polynômes satisfont alors la relation d’orthogonalité :∫ π
2

0

dθ sin θPnPm =
δn,m

(2n+ 1)
(2.54)

et sont construits par la relation de récurrence :

P 0 = 1 P 1 = 2 cos θ − 1 P ℓ+1 =
(2ℓ+ 1)

(ℓ+ 1)
P 1P ℓ −

ℓ

(ℓ+ 1)
P ℓ−1 (2.55)

On constate alors que cos θ s’exprime aussi simplement sur cette base puisque :

cos θ =
1

2

(
P 1 (cos θ) + P 0

)
(2.56)

Par conséquent, les fonctions de distribution g± seront décomposées sur la
base des polynômes chiraux :

g± (X, θ) =

+∞∑
n=0

g±n (X)Pn (cos θ) (2.57)

Cette longue argumentation du choix de la base de projection s’explique pas
le fait que si dans la littérature la séparation de la fonction de distribution en
chiralité est une chose connue de longue date, que se soit le transport électrique
([11], [12], [248], [29] à [37], [38] à [42], [24] à [28]), lumineux ([178] à [183])
ou thermique ([208] à [211]), la projection reste toujours un point délicat et
la résolution de l’équation de Boltzmann chirale passe alors par l’utilisation
d’Ansatz ou de méthode numérique. On peut trouver dans certains articles
une projection sur les polynômes de Legendre ordinaires qui conduit alors à
des équations bien compliquées qui rendent les choses plus difficiles qu’elles ne
le sont. En fait, tout le travail de cette thèse repose sur l’utilisation de ces
polynômes chiraux qui ont facilité et rendu possible tous les développements
réalisés.
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2.2.3 Grandeurs macroscopiques chirales

Compte tenu de la décomposition 2.57 des parties hors-équilibre de la fonc-
tion de distribution, on peut alors relier les valeurs moyennes 2.45 et 2.46 aux
composantes g±n des fonctions g±. Ceci nous permettra alors d’introduire un
certain nombre de grandeurs macroscopiques chirales utiles pour la suite.

Accumulation de charge

A partir de l’expression 2.45, on constate que l’accumulation de charge est
liée aux composantes d’ordre zéro des fonctions de distribution :

n (x) =
3

4
en0

(
g+0 (x) + g−0 (x)

)
(2.58)

On introduit alors les accumulations de charge par chiralité :

n± (x) =
3

4
en0g

±
0 (x) n (x) = n+ (x) + n− (x) (2.59)

et on définit la différence des accumulations par chiralité (qui est aussi la
différence des densités de charge par chiralité) :

δn (x) = n+(x) − n−(x) =
3

4
en0

(
g+0 (x) − g−0 (x)

)
(2.60)

Profil de courant

Compte tenu de l’expression 2.46, la densité de courant de charge fait inter-
venir les composantes d’ordre zéro et un des fonctions de distribution et s’écrit :

Jc =
3

4
en0vf

(
1

6

(
g+1 − g−1

)
+

1

2

(
g+0 − g−0

))
(2.61)

Comme pour l’accumumlation, on introduit des profils de courant par chi-
ralité

J± (x) = ±3

4
en0vf

(
1

6
g±1 (x) +

1

2
g±0 (x)

)
(2.62)

Ces courants chiraux seront scindés en deux contributions :

J±
0 (x) = ±3

8
en0vfg

±
0 (x) = ±vf

2
n± (x) J±

1 (x) = ±1

8
en0vfg

±
1 (x) (2.63)

où J±
0 et J±

1 seront appelés respectivement composantes isotrope et anisotrope
du courant pour la raison que la composante J±

0 est liée à l’accumulation de
charge chirale n± et donc à la composante isotrope (indépendante de l’angle
θ) de la fonction de distribution. La composante anisotrope J±

1 est liée à une
dépendance angulaire d’ordre supérieure (composante d’ordre un de la fonction
de distribution) et est générée par les collisions. En fait, dans un régime de
transport purement balistique (ℓ = ∞) seule les composantes J±

0 existent et
la présence des composantes J±

1 (même dans une zone balistique) signifie qu’il
existe quelque part un libre parcours moyen fini.
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De ces définitions, on remarque que les différents courants peuvent s’écrire :

J+(x) = J+
0 (x) + J+

0 (x) =
vf
2
n+(x) + J+

1 (x) (2.64)

J−(x) = J−
0 (x) + J−

1 (x) = −vf
2
n+(x) + J−

1 (x) (2.65)

Jc = J+(x) + J−(x) =
vf
2
δn(x) + J+

1 (x) + J−
1 (x) (2.66)

L’existence de ces deux types de courant (isotrope et anisotrope) constitue
une nouveauté par rapport à ce que l’on trouve dans la littérature ([29] à [37],
[38] à [42], [25] et [26]) puisque dans ces modèles, la séparation en courant chi-
raux J+ et J− est toujours associée à un courant purement isotrope ne s’écrivant
qu’en fonction des densités chirales n±. L’aspect courant anisotrope n’est pas
pris en compte dans ces différentes approches.

On définit enfin la différence des courants, qui s’apparente à une polarisation,
qu’on notera Jp, donnée par la relation :

Jp(x) = J+ (x) − J− (x) =
3

4
en0vf

(
1

6

(
g+1 (x) + g−1 (x)

)
+

1

2

(
g+0 (x) + g−0 (x)

))
(2.67)

On constate à nouveau que pour étudier le transport, seul les composantes
d’ordre zéro et un suffisent à déterminer toutes les gandeurs macroscopiques
d’intérêt comme dans le cadre du modèle dérive-diffusion.

Remarque : Il est intéressant de noter qu’en terme des chiralités, l’état
d’équilibre n’est pas un état figé. En effet, à l’équilibre, les courants associés
à chaque chiralité ne sont pas nuls bien que le courant de charge total le soit :

J+
eq = −3e

16
n0vf J−

eq =
3e

16
n0vf ⇒ Jc = J+

eq + J−
eq = 0 (2.68)

Il existe donc des flux de particules qui se compensent strictement et on remar-
quera que ces courants sont purement isotropes puisque la fonction de distribu-
tion ne possède qu’une composante d’ordre zéro sur les polynômes chiraux. Par
ailleurs, les densités d’électrons par chiralité sont simplement données par :

n±eq = −en0

2
n+eq + n−eq = neq = −en0 (2.69)

Ces différentes contributions d’équilibre ne joueront aucun rôle dans la suite.

2.2.4 Equations de transport

Etant donné que seuls les deux premières composantes des développements
2.57 suffisent à comprendre le transport, nous allons résoudre, comme pour le
modèle dérive-diffusion, les équations couplées 2.44 et 2.47 en utilisant une pro-
jection tronquée à partir de l’ordre un. La projection des équations est présentée
en annexe A.2. Cette projection conduit alors à des équations de transport
(équivalentes des équations 2.27 à 2.29) que nous présentons maintenant. Il faut
noter que si les équations de transport du modèle dérive-diffusion ont une forme
unique, les équations de transport issues de la décomposition chirale peuvent
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prendre différentes formes qu’on appellera représentations puisque le nombre
de quantités macroscopiques est plus important que celui du modèle dérive-
diffusion.

Pour écrire ces équations, on rappelle les expressions de la conductivité de
Drude (σd) et de la constante de diffusion (D) :

σd =
e2n0ℓ

mvf
D =

vf ℓ

3
(2.70)

avec ℓ = vfτ . ϵ désignera la constante diélectrique.

La représentation chirale n± et J±
1

Cette représentation consiste à écrire les équations de transports en termes
des accumulations chirales n± et des composantes anisotropes du courant J±

1

qui permettent de calculer tous types de grandeurs macroscopiques.

∂n+

∂x
+
σd
2D

∂V

∂x
=

3

2

(n− − n+)

ℓ
+

2

D
J+
1 (2.71)

∂n−

∂x
+
σd
2D

∂V

∂x
=

3

2

(n− − n+)

ℓ
+

2

D
J−
1 (2.72)

∂J+
1

∂x
+

3

ℓ
J+
1 =

n+ − n−

4τ
(2.73)

∂J−
1

∂x
− 3

ℓ
J−
1 =

n− − n+

4τ
(2.74)

∂2V

∂x2
= − (n+ + n−)

ϵ
(2.75)

Il est intéressant de remarquer qu’en négligeant les courants anisotropes, ces
équations ont la forme donnée 4 par la méthode des flux développée initialement
par McKelvey et Al ([29] à [37]) et reprise par Lundstrom ([38] à [42]).

De ces équations, on remarquera la relation

D

2

∂δn

∂x
= J+

1 − J−
1 (2.76)

qui montre qu’un gradient de courant isotrope génère, dans un régime dif-
fusif, une différence de composantes anisotropes du courant. Ces équations
décrivent en fait des conversions de courants isotropes en courants anisotropes et
réciproquement puisque les accumulations n± ne sont rien d’autre que les com-
posantes isotropes du courant. On remarquera que la composante anisotrope du
courant agit comme terme source pour la composante isotrope de même chira-
lité alors que les deux composantes chirales des courants anisotropes agissent
ensemble sur chaque chiralité des composantes anisotropes. Cette asymétrie
provient de l’isotropie de l’intégrale de collision qui ne couple la fonction de

4. Chose que nous verrons au chapitre 5.
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distribution qu’à son premier moment.

La conservation du courant est bien assurée puisque l’équation 2.76 et la
combinaison des équations 2.73 et 2.74 conduisent à :{

∂x
(
J+
0 + J−

0

)
= 3

ℓ

(
J+
1 − J−

1

)
∂x
(
J+
0 + J−

0

)
= − 3

ℓ

(
J+
1 − J−

1

) ⇒ ∂x
(
J+
0 + J−

0

)
+ ∂x

(
J+
1 + J−

1

)
= ∂xJc = 0

(2.77)

On notera enfin que la quantité J+
1 − J−

1 vérifie l’équation de diffusion :

∂2
(
J+
1 − J−

1

)
∂x2

− 12

ℓ2
(
J+
1 − J−

1

)
= 0 (2.78)

La représentation non chirale

La représentation non chirale consiste à exprimer les équations de transport
en termes de grandeurs macroscopiques indépendantes de la chiralité. On utilise
donc l’accumulation totale n, la différence des accumulations δn, le courant de
charge Jc et la polarisation du courant Jp. On obtient alors les équations :

∂Jp
∂x

+
3σD
2ℓ

∂V

∂x
= −δn

τ
(2.79)

∂Jc
∂x

= 0 (2.80)

Jp(x) =
vf
2
n(x) +

D

2

∂δn

∂x
(2.81)

Jc = vfδn+
D

2

∂n

∂x
+
σD
2

∂V

∂x
(2.82)

E(x) = −∂V
∂x

∂E

∂x
=
n(x)

ϵ
(2.83)

Cette représentation est intéressante pour comprendre le lien existant entre
les modèles collisionnel et dérive-diffusion. On constate en particulier qu’un cou-
rant peut être généré par un gradient de potentiel ou d’accumulation comme
pour le modèle dérive-diffusion mais également par une différence d’accumu-
lation chirale δn ce qui est très intuitif puisque un surplus d’électrons pour
une chiralité donnée traduit nécessairement un courant dans la même direction
(puisque on raisonne en terme d’accumulation de charge). D’autre part, on re-
marque que la présence d’une accumulation n(x) provoque une polarisation Jp
de courant non nulle. Cette propriété est assez naturelle puisque pour déformer
le profil de densité d’équilibre, il faut accumuler localement de la charge impo-
sant donc une différence dans les flux d’électrons chiraux J+ et J−. On notera le
lien de symétrie existant entre Jp et δn, à savoir qu’un gradient de polarisation
génère un écart d’accumulation δn et réciproquement.
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La représentation chirale complète

Cette représentation fait intervenir tous les moments de la distribution et
émerge naturellement de la projection de l’équation de Boltzmann :

∂J+

∂x
+

3σD
4ℓ

∂V

∂x
=
n− − n+

2τ
(2.84)

∂J−

∂x
− 3σD

4ℓ

∂V

∂x
=
n+ − n−

2τ
(2.85)

σD
8ℓ

∂V

∂x
+

1

6

∂J+
0

∂x
+

1

2

∂J+
1

∂x
+
J+
1

ℓ
= 0 (2.86)

σD
8ℓ

∂V

∂x
− 1

6

∂J−
0

∂x
− 1

2

∂J−
1

∂x
+
J−
1

ℓ
= 0 (2.87)

∂E

∂x
=
n+ + n−

ϵ
E = −∂V

∂x
(2.88)

Pour que ces équations soient fermées, il faut également utiliser la relation
qui lie J±

0 à n± :

J±
0 = ±vf

2
n± (2.89)

On remarquera que la sommation des deux premières équations conduit à la
conservation du courant :

∂J+

∂x
+
∂J−

∂x
= 0 (2.90)

A travers ces différentes représentation, nous souhaitons montrer qu’on peut
établir différentes relations équivalentes entre les diverses quantités macrosco-
piques.

2.2.5 Expressions générales des grandeurs macroscopiques

Pour déterminer les expressions des grandeurs macroscopiques, il suffit de
résoudre les équations de transport. La représentation en termes de potentiels
chiraux est alors la plus adaptée et nous présentons sa résolution dans l’annexe
A.2 à partir de l’équation de Boltzmann.

On obtient alors des profils variant exponentiellement avec la position et
dont les longueurs caractéristiques sont le libre parcours moyen ℓ√

12
et la lon-

gueur d’écrantage de Thomas-Fermi λTF . On constate ainsi qu’une longueur
supplémentaire apparait par rapport au modèle dérive-diffusion, le libre par-
cours moyen. On obtient alors les profils suivants :

Les profils de densité de charge

Les profils d’accumulation par chiralités s’écrivent :

n
+

(x) =
3Jc

2vf

[
1

2
− λ1

(
1

2
√
12

+
3

(12 − η2)

)
e
− x

√
12

ℓ + λ2

(
1

2
√
12

−
3

(12 − η2)

)
e
x
√

12
ℓ − β1e

− x
λTF − β2e

x
λTF

]
(2.91)
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n
−

(x) =
3Jc

2vf

[
−

1

2
+ λ1

(
1

2
√
12

−
3

(12 − η2)

)
e
− x

√
12

ℓ − λ2

(
1

2
√
12

+
3

(12 − η2)

)
e
x
√

12
ℓ − β1e

− x
λTF − β2e

x
λTF

]
(2.92)

On en déduit alors que l’accumulation de charge prend la forme :

n (x) = −3Jc
vf

[
3

(12 − η2)

(
λ1e

− x
√

12
ℓ + λ2e

x
√

12
ℓ

)
+ β1e

− x
λTF + β2e

x
λTF

]
(2.93)

et que l’écart d’accumulation s’écrit :

δn (x) =
3Jc
2vf

[
1 − 1√

12

(
λ1e

− x
√

12
ℓ − λ2e

x
√

12
ℓ

)]
(2.94)

On remarque que les accumulations par chiralité et totale s’écrantent sur les
deux longueurs alors que la différence d’accumulation ne fait intervenir que le
libre parcours moyen comme longueur de décroissance.

Les profils de courant

Les composantes isotropess du courant s’obtiennent des profils d’accumula-
tion chiraux par la relation :

J±
0 (x) = ±vf

2
n±(x) (2.95)

Les composantes anisotropes du courant s’écrivent alors :

J+
1 (x) =

Jc
8

[
1 + λ1

(
1 +

3√
12

)
e−

x
√

12
ℓ + λ2

(
1 − 3√

12

)
e

x
√

12
ℓ

]
(2.96)

J−
1 (x) =

Jc
8

[
1 − λ1

(
1 − 3√

12

)
e−

x
√

12
ℓ − λ2

(
1 +

3√
12

)
e

x
√

12
ℓ

]
(2.97)

et ne font intervenir que le libre parcours moyen. On en déduit que les courants
chiraux J± s’écrivent sous la forme :

J+ (x) =
3Jc
4

[
2

3
−

(
6 + η2

)
6 (12 − η2)

(
λ1e

− x
√

12
ℓ + λ2e

x
√

12
ℓ

)
− β1e

− x
λTF − β2e

x
λTF

]
(2.98)

J− (x) =
3Jc
4

[
2

3
+

(
6 + η2

)
6 (12 − η2)

(
λ1e

− x
√

12
ℓ + λ2e

x
√

12
ℓ

)
+ β1e

− x
λTF + β2e

x
λTF

]
(2.99)

et décroissent selon les deux longueurs caractéristiques. On peut aussi en déduire
les composantes isotrope et anisotrope totales :

J0 (x) = J+
0 (x) + J−

0 (x) =
3Jc
4

[
1 − 1√

12

(
λ1e

− x
√

12
ℓ − λ2e

x
√

12
ℓ

)]
(2.100)
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J1 (x) = J+
1 (x) + J−

1 (x) =
Jc
4

[
1 +

3√
12

(
λ1e

− x
√

12
ℓ − λ2e

x
√

12
ℓ

)]
(2.101)

qui ne s’écrantent que sur le libre parcours moyen. La polarisation du courant
Jp s’écrit :

Jp (x) = J+ (x)−J− (x) = −3Jc
2

[ (
6 + η2

)
6 (12− η2)

(
λ1e

− x
√

12
ℓ + λ2e

x
√

12
ℓ

)
+ β1e

− x
λTF + β2e

x
λTF

]
(2.102)

On a bien évidemment :

Jc = J+ (x) + J− (x) = J0 (x) + J1 (x) (2.103)

Les grandeurs électriques

Le potentiel électrique s’écrit sous la forme :

V (x) =
ℓJc
σd

[
λ5
2

− x

ℓ
+

η2

4 (12 − η2)

(
λ1e

− x
√

12
ℓ + λ2e

x
√

12
ℓ

)
+ β1e

− x
λTF + β2e

x
λTF

]
(2.104)

Par dérivation, on obtient le champ électrique :

E (x) =
Jc
σd

[
1 +

√
12η2

4 (12 − η2)

(
λ1e

− x
√

12
ℓ − λ2e

x
√

12
ℓ

)
+ η

(
β1e

− x
λTF − β2e

x
λTF

)]
(2.105)

qui fournit l’expression du profil de résistivité électrique :

ρ (x) =
E (x)

Jc
=

1

σd

[
1 +

√
12η2

4 (12 − η2)

(
λ1e

− x
√

12
ℓ − λ2e

x
√

12
ℓ

)
+ η

(
β1e

− x
λTF − β2e

x
λTF

)]
(2.106)

On constate en particulier que les grandeurs électriques s’écrantent sur les deux
longueurs.

Dans toutes ces expressions, les constantes d’intégration λ1, λ2, β1, β2 et λ5
seront déterminées par les conditions de raccords aux réservoirs et aux interfaces
qu’on précisera dans la suite.

2.2.6 Potentiel électrochimique généralisé

Pour le modèle dérive-diffusion, nous avons pu montrer que la densité de
courant de charge Jc dérivait d’un potentiel µ par la relation (voir les équations
2.36 et 2.37) :

Jc = −σd
∂µ

∂x
µ(x) = V (x) +

D

σd
n(x) (2.107)

Peut-on écrire la même chose en présence des chiralités ?

En utilisant la représentation non chirale des équations de transport, on peut
montrer que c’est effectivement le cas. Ainsi, en présence des chiralités, la den-
sité de courant Jc dérive d’un potentiel électrochimique généralisé, noté Φ :
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Jc = −σd
∂Φ

∂x
Φ(x) = µ(x) − ℓ2

12

∂2µ

∂x2
(2.108)

et relié au potentiel électrochimique du modèle dérive-diffusion. En particulier,
en utilisant les expressions du paragraphe 2.2.5, on obtient :

µ(x) = V (x) +
D

σd
n(x) =

ℓJc
σd

[
λ5
2

− x

ℓ
− 1

4

(
λ1e

− x
√

12
ℓ + λ2e

x
√

12
ℓ

)]
(2.109)

On en déduit alors :

Φ(x) =
ℓJc
σd

[
λ5
2

− x

ℓ

]
(2.110)

ce qui est bien compatible avec un courant uniforme.

On constate ainsi que dans le modèle collisionnel, le potentiel électrochimique
µ possède une dépendance exponentielle qui n’existe pas dans le modèle dérive-
diffusion.

D’autre part, comme dans le cas du modèle dérive-diffusion, la combinaison
des équations :

Jc = −σD
∂Φ

∂x

∂Jc
∂x

= 0
∂2V

∂x2
= −n

ϵ
(2.111)

permet d’obtenir une équation fermée pour l’accumulation de charge totale :

∂4n

∂x4
−
(

1

λ2TF

+
12

ℓ2

)
∂2n

∂x2
+

12

ℓ2λ2TF

n = 0 (2.112)

qui est maintenant d’ordre quatre et dont on peut vérifier que les longueurs
caractéristiques sont bien données par ℓ√

12
et λTF .

2.2.7 La limite Drude

Comme première application des équations de transport, il est instructif de
revisiter le modèle de Drude. Cette limite correspond à la solution pour un
milieu homogène d’extension infini et donc sans effets de bords et d’interfaces.
Dans ce cas, les solutions sont uniformes et indépendantes de la position et
doivent donc conduire au résultat bien connu :

Jc = σdE σd =
e2n0τ

m
(2.113)

obtenu à partir du modèle dérive-diffusion, sans tenir des compte des chiralités.

A partir de la représentation non chirale, on constate que si l’on cherche une
solution uniforme avec absence d’accumulation, on obtient :

δn =
3

2

σd
vf
E Jp = 0 (2.114)

ce qui induit

Jc = vfδn− σd
2
E = σdE (2.115)
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qui est la relation habituelle bien connue.

On constate ainsi que dans le régime de Drude, le champ électrique génére
un écart de densité entre les électrons droits et gauches. En effet, lorsque E
est positif, le courant circule de la gauche vers la droite et pour ce faire il faut
créer un déséquilibre électronique favorisant les électrons droits au détriment des
électrons gauches. Lorsque le champ électrique est négatif, le courant circule de
la droite vers la gauche et le nombre d’électrons gauches doit donc être supérieur
au nombre d’électrons droits. En particulier, on constate que cet écart de densité
peut être vu comme le moteur du courant et on peut exprimer dans ce cas le
courant en terme de cet écart :

Jc =
2

3
vfδn (2.116)

qui possède alors une interprétation en terme de courant isotrope assez simple
puisque δn mesure la différence des électrons droits et gauches qui se propagent
à la vitesse vx moyenne

vf

3 et le facteur deux tient simplement compte de la
dégénérescence de spin.

Dans ce formalisme, la formule de Drude s’écrit indifféremment :

Jc = σdE =
2

3
vfδn (2.117)

On vérifie en particulier que le courant est fortement isotrope puisque :

J0 =
vf
2
δn =

3

4
σdE =

3

4
Jc (2.118)

J1 = J+
1 + J−

1 =
1

4
σdE =

1

4
Jc (2.119)

Ainsi, la contribution isotrope J0 est trois fois plus grande que la composante
anisotrope J1.

Notons pour terminer que dans cet exemple simple, il n’est pas possible
de déterminer toutes les grandeurs macroscopiques, on ne peut qu’en exprimer
certaines en fonction d’autres. Cela tient au fait que par essence, la présence des
chiralités nécessitent l’existence d’effets de bords indispensables pour déterminer
univoquement les grandeurs macroscopiques.

2.3 Effets de bords et d’interface

Au cours des paragraphes précédents, nous nous sommes intéressés au trans-
port en volume de chaque couche. Cela nous a permis en particulier de déterminer
l’expression des diverses grandeurs macroscopiques. Si l’on connait la dépendance
spatiale de ces grandeurs, celles-ci ne seront parfaitement déterminées qu’en
spécifiant les expressions des différentes constantes d’intégration (λ1, λ2, λ5 ,β1
et β2) pour chaque couche. Ces constantes sont déterminées par les conditions
de bords et d’interface permettant de raccorder les différentes grandeurs ma-
croscopiques d’une couche à l’autre. Dans cette section, on s’intéressera aux
conditions d’interfaces qui grâce aux chiralités auront une forme rappelant le
formalisme de la matrice de diffusion du transport à la Landauer ([248]).
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Figure 2.4 – Au niveau d’une interface, les propriétés de volume changent
abruptement. Le potentiel de diffusion d’interface convertie les électrons arri-
vants en électrons sortants.

2.3.1 Lois de conservation

De façon générale, une interface est une zone de discontinuité des propriétés
de volume. Des électrons arrivent et quittent cette zone de transition (voir la
figure 2.4) et la relation liant les électrons entrants aux sortants provient du
potentiel d’interface diffusant les électrons. Cependant, quelque soit la forme
précise de ce potentiel, les grandeurs physiques doivent vérifier des relations de
passage très générales dictées par les lois de conservation.

En particulier, comme pour le modèle dérive diffusion, nous adopterons la
continuité du potentiel et du champ électrique à une interface :

VL(0) = VR(0) (2.120)

ER(0) = EL(0) (2.121)

où l’on a adopté les notations de la figure 2.4. En particulier, la continuité
du champ électrique n’étant possible qu’en l’absence de piégeage des électrons
(pas de charge surfacique nette), elle est donc compatible avec la continuité du
courant qui se traduit par :

Jc = constante ⇔ J+
L (0) + J−

L (0) = J+
R (0) + J−

R (0) (2.122)

D’autre part, comme suggéré dans [19] et [247], la conservation du courant qui
traduit la conservation de la charge, peut également être interprétée en affirmant
que le nombre d’électrons arrivant à l’interface doit égaler le nombre d’électrons
quittant celle-ci :

n+L(0) + n−R(0) = n−L (0) + n+R(0) ⇔ δnL(0) = δnR(0) (2.123)

ce qui montre en particulier que la quantité δn = n+ − n− doit être continue à
l’interface.

Ainsi, pour décrire les effets d’interfaces, on se placera dans le cas d’une
absence de piégeage d’électrons sur l’interface nous conduisant ainsi aux lois de
conservation suivantes à imposer à la traversée de l’interface :
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– Continuité du potentiel électrique :

VL(0) = VR(0) (2.124)

– Continuité du champ électrique :

EL(0) = ER(0) (2.125)

– Conservation des particules entrantes et sortantes :

n+L(0) + n−R(0) = n−L (0) + n+R(0) ⇔ δnL(0) = δnR(0) (2.126)

– Conservation du courant :

Jc = constante ⇔ J+
L (0) + J−

L (0) = J+
R (0) + J−

R (0) (2.127)

Bien que ces relations soient très générales, elles ne suffisent pas à déterminer
toutes les constantes d’intégrations. Comme pour le modèle dérive-diffusion, on
peut constater que la continuité du courant est automatiquement satisfaite par
les formes de solution adoptées (voir le paragraphe 2.2.5) et que le potentiel
électrique peut toujours être rendu continu puisqu’il est toujours défini à une
constante additive près. On constate alors que seule la continuité du champ
électrique et la conservation des particules entrantes et sortantes constituent des
équations utiles pour la détermination des constantes d’intégration, il manque
donc des équations qui ne peuvent être déterminées qu’en ayant une description
microscopique des effets d’interfaces.

2.3.2 Collisions d’interface

Lorsqu’un électron atteint l’interface, il est diffusé par le potentiel d’inter-
face qui le transforme nécessairement en électron sortant et modifie son vecteur
vitesse. Ainsi, vis-à-vis de la fonction de distribution, l’interface agit comme une
intégrale de collision (quelque soit la forme précise de ce potentiel), les fonctions
de distribution des électrons sortants sont liées à celles des électrons entrants
par des équations du type :

f+
R (Ω) = 2

(mL

h

)3 ∫
dv′WLR

(
Ω,Ω′, E

)
δ
(
E − E′) f+

L

(
Ω′, v′

)
+

2
(mR

h

)3 ∫
dv′WRR

(
Ω,Ω′, E

)
δ
(
E − E′) f−

R

(
Ω′, v′

) (2.128)

f−
L (Ω) = 2

(mL

h

)3 ∫
dv′WLL

(
Ω,Ω′, E

)
δ
(
E − E′) f+

L

(
Ω′, v′

)
+

2
(mR

h

)3 ∫
dv′WRL

(
Ω,Ω′, E

)
δ
(
E − E′) f−

R

(
Ω′, v′

) (2.129)

où on a posé implicitement x = 0 dans les fonctions de distributions (figure 2.4).
Notons que ce type de conditions d’interface n’est pas étrangère à la littérature
([76], [64], [193], [253]) et l’originalité provient du traitement que nous allons en
donner.

Dans ces équations, les taux de transitions Wij traduisent les différentes
conversions possibles entre états électroniques. Ces taux ne sont fonction que
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des angles des vitesses avant et après la collision et la fonction delta en énergie
caractérise l’élasticité des collisions. La notation f désigne ici la fonction de dis-
tribution totale, somme de sa partie d’équilibre et de sa partie hors-équilibre
puisque ces équations sont générales et applicables quelque soit la forme des
fonctions de distribution et la physique de volume.

Ces équations de collision peuvent être simplifiées puisque l’intégrale sur dv′

peut être faite en partie, on obtient alors :

f+
R (θ) =

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ+L (E)WLR

(
θ, θ′, E

)
f+
L

(
θ′, v

)
+

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−R (E)WRR

(
θ, θ′, E

)
f−
R

(
θ′, v

)
(2.130)

f−
L (θ) =

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ+L (E)WLL

(
θ, θ′, E

)
f+
L

(
θ′, v

)
+

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−R (E)WRL

(
θ, θ′, E

)
f−
R

(
θ′, v

)
(2.131)

où on a introduit la densité d’état par chiralité ρ(E)±L,R = 4π
√
2

h3 m
3
2

L,R

√
E − E0L,R.

On constate en particulier que ce type de condition d’interface généralise la
notion de collision spéculaire (voir par exemple [75] et [148]) qui ne décrit que
les processus de collisions avec retournement de la composante vx de la vitesse.
Les intégrales de collisions permettent alors de tenir compte de tous les proces-
sus de transition possibles et contiennent en particulier les collisions spéculaires.

Les équations 2.130 et 2.131 constituent donc la description microscopique
des effets d’interfaces. Celle-ci devant être compatible avec la description ma-
croscopique en termes de lois de conservation, les taux de transition Wij sont
alors liés entre eux par des règles de somme dont la dérivation est fournie en
annexe B.1 et qui s’écrivent :

– Règle de somme associée à la conservation des particules entrantes et
sortantes :

ρ+L (E)

∫ π
2

0

dθ sin θ [WLL (θ, θ′, E) +WLR (θ, θ′, E)] = 1 (2.132)

ρ−R (E)

∫ π
2

0

dθ sin θ [WRR (θ, θ′, E) +WRL (θ, θ′, E)] = 1 (2.133)

– Règle de somme associée à la continuité du courant :

ρ+L (E)

∫ π
2

0

dθ sin θ cos θ [WLL (θ, θ′, E) +WLR (θ, θ′, E)] = cos θ′ (2.134)

ρ−R (E)

∫ π
2

0

dθ sin θ cos θ [WRR (θ, θ′, E) +WRL (θ, θ′, E)] = cos θ′

(2.135)
D’autre part, les intégrales de collisions 2.130 et 2.131 étant vraies pour toute

fonction de distribution, elles doivent être vérifiées pour la fonction d’équilibre
qui est homogène, isotrope et commune à toutes les couches. Pour qu’elle soit
solution, il suffit de demander son invariance par les collisions d’interfaces et
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conduit à la règle de somme supplémentaire :∫ π
2

0

dθ′ sin θ′
[
ρ+L (E)WLj (θ, θ′, E) + ρ−R (E)WRj (θ, θ′, E)

]
= 1 j = L,R

(2.136)
Cette régle de somme est assez naturelle puisque les collisions d’interfaces étant
supposées élastiques, toute fonction isotrope en vitesse et commune aux matériaux
doit être invariante par les collisions d’interface.

En plus des règles de somme précédentes, on supposera que les taux de
transitions sont symétriques sous l’échange des vitesses d’entrée et de sortie :

Wij (Ω,Ω′) = Wij (Ω′,Ω) (2.137)

qui signifie que la transition d’un électron arrivant à la vitesse v et quittant
l’interface à la vitesse v′ s’effectue à la même probabilité que la transition d’un
électron arrivant à la vitesse v′ et quittant l’interface à la vitesse v. Cette
propriété généralise la symétrie de micro-réversibilité utilisée pour le taux de
transition de l’équation de Boltzmann de volume et qui laisse invariant ce taux
sous l’échange des états avant et après la collision.

2.3.3 Développement des taux de collision

Pour rendre utilisable les équations de collisions 2.130 et 2.131, il faut se don-
ner des lois pour les taux de transitions Wij . Une méthode possible est alors de
définir un potentiel de diffusion et de déterminer via la mécanique quantique des
expressions pour les taux de transitions en utilisant par exemple l’approxima-
tion de Born ([245]). Cependant, une voie possible consiste à remarquer qu’en
tant que fonction des angles d’entrée et de sortie (θ′ et θ), les taux de colli-
sions peuvent être décomposés sur la base des polynômes de Legendre décalés.
On peut donc établir un développement général des taux de transition valable
quelque soit le type de potentiel de diffusion. En particulier, nous adopterons
une décomposition diagonale des taux de transition :

ρ±i Wij (θ, θ′) =
+∞∑
n=0

(2n+ 1)2Wn
ij(ϵ)Pn (cos θ)Pn (cos θ′) (2.138)

ρ±i Wii (θ, θ′) =
+∞∑
n=0

(2n+ 1)Wn
ii (ϵ)Pn (cos θ)Pn (cos θ′) (2.139)

où les indices i et j désigne les symboles L ou R.

Les coefficients Wn
ij dépendent de l’énergie et constituent les paramètres

ajustables de la physique d’interface. On notera que l’on a inclus dans ces
développements la densité d’état par analogie avec les développements des taux
de collision de volume de l’équation de Boltzmann (le taux de transition τ
contient la densité d’état).

En particulier, ces paramètres sont contraints par les différentes règles de
somme établies précédemment :

W 0
ij +W 0

ii = 1 (2.140)
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W 0
ij +W 0

jj = 1 (2.141)

W 1
ij +W 1

ii =
1

3
(2.142)

et conduisent à l’existence de trois paramètres libres qu’on notera T, t1 et t2
définis par :

T = W 0
RL = W 0

LR = 1 −W 0
LL = 1 −W 0

RR (2.143)

t1 = 3W 11
LR = 1 − 3W 11

LL (2.144)

t2 = 3W 11
RL = 1 − 3W 11

RR (2.145)

Notons que la forme diagonale des taux 2.138 et 2.139 a été retenue dans la
mesure où on peut montrer que des termes non diagonaux sont très contraints
par les règles de somme et ne font que renormaliser des effets qui sont déjà
contenus dans les termes diagonaux. Autrement dit, l’essentielle de la physique
est contenue dans les termes diagonaux des taux de transition. De plus, une
forme diagonale satisfait automatiquement la condition de symétrie 2.137.

Remarque : Collisions spéculaires

Dans le cas présent, nous avons décrit des collisions de nature diffusives dans
le sens où le vecteur vitesse change de direction après la collision. Lorsque les
collisions sont purement spéculaires, les taux de transitions Wij doivent être
décomposés sous la forme d’une fonction delta de Dirac :

ρ±i Wij (θ, θ′) = Tij(θ)δ (cos θ − cos θ′) (2.146)

ρ±i Wii (θ, θ′) = Rii(θ)δ (cos θ − cos θ′) (2.147)

où chaque coefficient Rii et Tij est lui même décomposable sur les polynômes de
Legendre décalés. Dans le cas d’une interface réelle, les deux processus (collisions
spéculaires et diffusives) doivent être pris en compte. Dans ce cas, la distinction
entre ces deux types de collisions n’est plus nécessaire puisque seule la technique
de projection sur les polynômes de Legendre décalés permet de mener les calculs.
La fonction delta est alors développée sur les polynômes :

δ (cos θ − cos θ′) =
+∞∑
n=0

(2n+ 1)Pn (cos θ)Pn (cos θ′) (2.148)

et conduit ainsi à des taux de transition ayant la forme donnée par les développements
2.138 et 2.139. Notons que dans la littérature, il existe des approches (par
exemple [66], [76], [77] ou [83] pour le transport électrique et [187] à [196] pour le
transport lumineux) utilisant cette idée de collisions diffuses (avec changement
dans toutes les directions possibles de la vitesse). La nouveauté provient ici
de l’utilisation des polynômes chiraux permettant de traiter analytiquement les
équations intégrales de collision sans avoir à spécifier de forme précise pour les
taux de transition et de donner une certaine universalité aux effets d’interface.
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2.3.4 Version macroscopique des collisions d’interface

A partir des équations de collisions d’interface, on peut dériver les équations
d’interface manquantes à la détermination des grandeurs macroscopiques. En
particulier, on peut traduire les équations de collisions microscopiques 2.130 et
2.131 en termes d’équations sur les variables macroscopiques. Pour réaliser ce
passage, il suffit d’utiliser l’expression 2.43 des fonctions de distribution et d’ef-
fectuer la moyenne sur la vitesse afin de passer aux variables macroscopiques
que sont les densités et les courants chiraux (voir l’annexe B.2). On obtient alors
les équations de raccordement d’interface :

n+R = Tn+
L + (1 − T )n−R (2.149)

n−L = (1 − T )n+L + Tn−
R (2.150)

J+
R = TJ+

0L + t1J
+
1L − (1 − T ) J−

0R − (1 − t2) J−
1R (2.151)

J−
L = TJ−

0R + t2J
−
1R − (1 − T ) J+

0L − (1 − t1) J+
1L (2.152)

Nous obtenons ainsi des équations ayant un sens assez familier et dont les ef-
fets d’interfaces sont encodés dans des coefficients de transmission généralisés T,
t1 et t2 dont seule la valeur à l’énergie de Fermi nous intéresse ici. On constate en
particulier que le coefficient de transmission T contrôle les transferts d’électrons
en apparaissant d’une part dans les équations sur les densités et d’autre part
devant les termes de courants isotropes dans les équations sur les courants. Les
équations sur les courants expriment les courants globaux quittant l’interface
en fonction des différentes composantes (isotrope et anisotrope) incidentes. On
remarque alors que les transmissions t1 et t2 contrôlent les transferts de cou-
rants anisotropes. On les appellera donc transmission anisotrope. On vérifiera
que ces équations sont bien compatibles avec la conservation du courant et des
particules. Le coefficient de transmission T sera nommé coefficient isotrope.

Il faut noter que cette forme simple des conditions d’interfaces provient du
fait que la dérivée de la fonction d’équilibre fait apparaitre une fonction delta
en énergie permettant un passage au niveau macroscopique aisé. D’autre part, il
faut avoir à l’esprit que ces équations ne concernent que les parties hors-équilibre
des grandeurs macroscopiques. En particulier, on peut vérifier que si les gran-
deurs d’équilibre vérifient bien la loi de conservation des particules entrantes et
sortantes et la continuité du courant, elles ne vérifient pas les conditions de bords
de type réflexion-transmission qu’on vient d’établir. Toutefois, par construction
la fonction de distribution vérifie bien les équations microscopiques de collisions
dont le passage à une vision macroscopique fait disparaitre cet aspect.

Les équations de collisions macroscopiques peuvent être écrites de bien des
façons. En particulier, les équations sur les densités peuvent être écrites sans
chiralités. On obtient alors :

δnR = δnL (2.153)
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nR − nL = −2(1 − T )

T
δnR,L (2.154)

qui montrent en particulier comment le saut d’accumulation à l’interface est lié
à la réflectivité de l’interface (R = 1−T ). On constate alors que l’accumulation
est continue pour une interface parfaite (T = 1). D’autre part, on constatera
que l’équation sur le saut de densité est parfaitement définie puisque la quantité
δn est continue.

De la même façon, les équations sur les courants peuvent être écrites en
termes des courants chiraux globaux et des densités chirales :

J+
R = t1J

+
L − (1 − t2) J−

R + (T − t1)
vfL
2
n+L − (T − t2)

vfR
2
n−R (2.155)

J−
L = t2J

−
R − (1 − t1) J+

L − (T − t2)
vfR

2
n−R + (T − t1)

vfL
2
n+L (2.156)

Il est intéressant de noter que les équations sur les courants peuvent être
transformées sous la forme commune :

Jc = TJ+
0L + t1J

+
1L + TJ−

0R + t2J
−
1R (2.157)

qui traduit la répartition du courant au niveau de l’interface sur les différentes
composantes incidentes possibles.

Comme pour les équations de transport, il existe donc plusieurs représentations
possibles des conditions d’interface. La chose intéressante dans ces équations
est qu’elles ressemblent beaucoup à des équations que l’on pourraient écrire
en construisant un modèle de transport 1D purement macroscopique en ap-
pliquant des conditions d’interface de type spéculaire puisqu’au final elles ne
sont qu’une forme d’équations de type réfléxion-transmission habituelles. Ce-
pendant, la dérivation microscopique de ces équations montre qu’elles sont plus
que de simples équations de type réflexion-transmission puisqu’elles émergent
d’intégrales de collisions qui vont bien au delà des collisions spéculaires. Cette
perte d’information sur les collisions microscopiques provient simplement du fait
que la théorie macroscopique est moins détaillée que la théorie microscopique
la faisant émerger.

2.3.5 Bilan : conditions de bords et d’interfaces

Au cours du paragraphe précédent, nous avons donc établi les équations d’in-
terfaces manquantes pour compléter les lois de conservation d’interface. Dans
cette section, nous faisons le bilan des conditions d’interface à utiliser en pra-
tique pour résoudre un multicouche et nous donnons les conditions de raccord
aux réservoirs. Etant donné l’existence de différentes représentations pour les
équations de collisions macroscopiques, les conditions d’interfaces peuvent donc
être écrites de plusieurs manières. Le lecteur peut donc à son gré changer la
représentation choisie ici.

Ainsi, les conditions de raccordement à une interface s’écrivent :
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– La conservation du nombre de particules :{
δnL = δnR

nR − nL = − 2(1−T )
T δnR,L

(2.158)

– La conservation du courant :{
Jc = constante

Jc = TJ+
0L + t1J

+
1L + TJ−

0R + t2J
−
1R

(2.159)

– La continuité du champ électrique :

EL = ER (2.160)

– La continuité du potentiel électrique :

VL = VR (2.161)

Concernant la connexion aux réservoirs, on supposera (comme c’est le cas
pour le modèle de Landauer ([246], [247], [248])) qu’ils injectent des électrons
dans un état d’équilibre thermodynamique. Cette condition implique donc que
les parties hors-équilibre des fonctions de distribution des électrons entrants (g+

à gauche et g− à droite) s’annulent aux points de connexion. Ceci se répercutent
alors sur tous les moments de la distribution et conduit aux équations de rac-
cords aux réservoirs :

– Réservoir de gauche :

n+ = 0 J+
d = 0 V = V1 (2.162)

– Réservoir de droite

n− = 0 J−
d = 0 V = V2 (2.163)

Dans ces équations, nous avons ajouté la continuité du potentiel électrique
qui vaut le potentiel appliqué à chaque borne du système. Dans un langage
d’équation de transfert radiatif, ces équations signifient que l’intensité diffusée
entrante est nulle ([202], [203], [204] ou encore [245]).

Ainsi, l’utilisation de ces conditions de raccords aux interfaces et aux réservoirs
suffisent à déterminer toutes les constantes d’intégration et permettent de traiter
tout type de multicouche.

2.4 La limite dérive-diffusion

Dans cette section, nous allons montrer comment, à partir du modèle colli-
sionnel, le modèle dérive-diffusion peut être retrouvé.
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2.4.1 Développement en puissance du nombre de Knudsen

Une différence existant entre le modèle dérive-diffusion et le modèle collision-
nel provient de la structure du courant. En effet, pour le modèle dérive-diffusion,
le courant dérive du potentiel électrochimique µ (voir 2.36) alors qu’il dérive
du potentiel généralisé Φ (2.108) pour le modèle collisionnel. En particulier,
le nouveau potentiel Φ s’exprime en fonction de l’ancien et on constate qu’en
adimensionnant la coordonnée x par l’épaisseur ∆

(
x̄ = x

∆

)
, on peut écrire la

relation liant Φ à µ sous la forme :

Φ(x̄) = µ(x̄) − κ2

12

∂2µ

∂x̄2
(2.164)

où l’on a introduit le nombre de Knudsen κ = ℓ
∆ . On constate alors qu’en ef-

fectuant la limite κ = 0, le terme de dérivée seconde disparait et restitue le
potentiel électrochimique du modèle dérive-diffusion.

Pour comprendre le sens de cette limite, notons que lorsque κ > 1 le libre
parcours moyen est plus grand que l’épaisseur de la couche, les électrons peuvent
alors traverser la couche sans subir de collisions et les effets d’interface sont alors
prédominants. Dans le cas contraire, lorsque κ < 1, le libre parcours moyen est
plus petit que l’épaisseur de la couche et dans ce cas, les collisions de volume
l’emportent sur les effets d’interfaces. Ainsi, prendre la limite κ = 0 revient à
considérer l’épaisseur de la couche infiniment grande devant le libre parcours
moyen et à négliger les collisions d’interfaces devant celles de volume. La prise
en compte des chiralités permet donc d’effectuer un développement en puissance
du nombre de Knudsen. Cette propriété est assez naturelle puisque les chiralités
ont été introduites à l’origine pour mieux décrire les effets d’interfaces qui sont
importants dans des régimes ou le nombre de Knudsen est supérieur à l’unité.
Lorsque κ < 1, on s’attend à ce que les collisions de volume soient prédominantes
sur les propriétés globales du système, l’effet des interfaces est alors minimisé
et la physique de volume peut être décrite sans chiralité.

Cependant, en utilisant les équations 2.81 à 2.82 de la représentation non
chirale des équations de transport et en injectant dans celles-ci la relation Jc =
−σd∂xµ, on constate que les équations dégénèrent sous la forme :

Jp(x) =
vf
2
n(x) δn = −3σD

2vf

∂µ

∂x
(2.165)

On remarque ainsi, que les termes d’origine chirale, à savoir Jp et δn, ne sont
pas nuls dans la limite dérive-diffusion. Cette propriété est similaire à la limite
Drude et est dû à la dualité entre les descriptions conductive et chirale en régime
collisionnel. En particulier, on constate à nouveau qu’on peut écrire le courant
en terme de l’écart δn :

Jc =
2

3
vfδn (2.166)

montrant ainsi que dans la limite dérive-diffusion, la quantité δn est uniforme.
On constate en particulier que cette expression du courant coincide avec celle
obtenue dans la limite Drude, conséquence logique puisque la limite Drude et la
limite dérive-diffusion correspondent tout deux à une limite d’épaisseur infinie
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(κ = 0). La seule différence étant que dans un cas on cherche une solution uni-
forme (limite Drude) alors que dans l’autre on cherche une solution inhomogène
(limite dérive-diffusion).

Notons enfin qu’en utilisant la définition 2.67 du courant Jp, on constate que
la limite dérive-diffusion consiste à poser :

Jp(x) =
vf
2
n(x) ⇒ g+1 + g−1 = 0 (2.167)

et revient à supposer la nullité de la somme des composantes d’ordre un des
fonctions de distribution.

La validité du modèle dérive-diffusion pour des petits nombres de Knudsen
est connu d’autres domaines comme le transport de la lumière où un modèle
équivalent peut être dérivé à partir de l’équation de transfert radiatif ([203],
[204]). Nous en donnons ici une justification pour le transport électrique et nous
allons maintenant montrer que les expressions établies dans ce paragraphe ne
sont la conséquence que du changement de base de projection.

2.4.2 Changement de base de projection

Le modèle dérive-diffusion a été obtenu à partir de l’équation de Boltzmann
décrivant l’évolution de la fonction de distribution totale f(x, θ). Le passage
aux chiralités a consisté à scinder cette fonction de distribution en deux quan-
tités décrivant chacune une partie des électrons suivant leurs chiralités. Cepen-
dant, qu’on travaille avec la fonction totale f ou avec les fonctions chirales f±,
on décrit toujours la même physique (elles caractérisent toujours le même gaz
d’électrons), il doit donc exister un lien entre ces fonctions. De plus, on aimerait
comprendre pourquoi l’ajout des chiralités semble capturer plus d’informations
de l’équation de Boltzmann que le cas non chiral.

Dans le cas non chiral, l’angle θ peut parcourir l’intervalle [0, π]. Dans ce cas,
la base de polynômes adaptée à la décomposition de la fonction de distribution
est celle des polynômes de Legendre normaux (notés Pℓ) :

f(x, θ) =

+∞∑
ℓ=0

fℓ(x)Pℓ(cos θ) (2.168)

puisqu’ils sont orthogonaux sur cet intervalle. En revanche, pour les fonctions
de distribution chirales, l’angle θ parcours maintenant l’intervalle [0, π2 ], il faut
avoir recours aux polynômes de Legendre décalés (notés P̄n) :

f±(x, θ) =

+∞∑
n=0

f±n (x)P̄n(cos θ) (2.169)

Cependant, à partir de la fonction de distribution non chirale, on peut ef-
fectuer la séparation en chiralité puisque, lorsque cos θ > 0, la fonction est
simplement nommée f+ :

f+(x, θ) =
+∞∑
ℓ=0

fℓ(x)Pℓ(cos θ) =
+∞∑
n=0

f+n (x)P̄n(cos θ) (2.170)



2.4 La limite dérive-diffusion 49

alors que lorsque cos θ < 0, on remplace cos θ par − cos θ et la fonction de
distribution est nommée f− :

f−(x, θ) =
+∞∑
ℓ=0

(−1)
ℓ
fℓ(x)Pℓ(cos θ) =

+∞∑
n=0

f−n (x)P̄n(cos θ) (2.171)

où on a utilisé la propriété de parité des polynômes de Legendre standards.

Dans ce cas, la correspondance entre les composantes f±n et fℓ est obtenue
en utilisant les propriétés d’orthogonalités des polynômes :

f±n = (2n+ 1)
+∞∑
ℓ=0

(±1)
ℓ
αnℓfℓ αnℓ =

∫ π
2

0

dθ sin θP̄n(cos θ)Pℓ(cos θ) (2.172)

fℓ =
(2ℓ+ 1)

2

+∞∑
n=0

γℓnf
+
n γℓn =

∫ π

0

dθ sin θPℓ(cos θ)P̄n(cos θ) (2.173)

avec la relation :

δℓ,ℓ′ =
(2ℓ+ 1)

2

+∞∑
n=0

(2n+ 1)γℓnαnℓ′ (2.174)

Pour calculer les coefficients αnℓ, il suffit d’exprimer les polynômes de Legendre
normaux sur la base des déca lés. Par exemple,

P0 = P̄0 P1 =
1

2

(
P̄1 + P̄0

)
P2 =

1

4
P̄2 +

3

4
P̄1 (2.175)

P3 =
1

8
P̄3 +

15

24
P̄2 +

3

8
P̄1 −

1

8
P̄0 (2.176)

P4 =
1

16
P̄4 +

7

16
P̄3 +

5

8
P̄2 −

1

8
P̄1 (2.177)

et ainsi de suite.
D’autre part, à partir de la relation

fℓ =
(2ℓ+ 1)

2

∫ π

0

dθ sin θPℓ(cos θ)f(θ) (2.178)

on peut montrer la relation intéressante :

fℓ =
(2ℓ+ 1)

2

[∫ π
2

0

dθ sin θPℓ(cos θ)f+(θ) + (−1)
ℓ
∫ π

2

0

dθ sin θPℓ(cos θ)f−(θ)

]
(2.179)

qui permet de relier les composantes de la base standard aux composantes chi-
rales. Par exemple, pour les trois premières composantes, on a :

f0 =
1

2

(
f+0 + f−0

)
(2.180)

f1 =
3

2

[
1

2

(
f+0 − f−0

)
+

1

6

(
f+1 − f−1

)]
(2.181)
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f2 =
5

8

(
f+1 + f−1

)
+

1

8

(
f+2 + f−2

)
(2.182)

qui constituent des relations exactes. En fait, toutes les relations établies jusqu’à
présent sont exactes et permettent de faire le lien entre la représentation chirale
et non chirale. Regardons maintenant ce qu’elles signifient en pratique.

Imaginons que soit donnée une approximation à l’ordre un de la fonction de
distribution non chirale :

f = f0 + f1P1 (cos θ) (2.183)

En utilisant la relation 2.172, on constate qu’on ne peut construire que les
composantes chirales d’ordre zéro et un :

f±0 = f0 ±
f1
2

f±1 = ±1

2
f1 f±n = 0 n ≥ 2 (2.184)

Si l’on donne maintenant une approximation à l’ordre un des composantes chi-
rales :

f± = f±0 + f±1 P̄1 (cos θ) (2.185)

alors les choses sont toutes autres puisqu’on peut construire une approximation
de chaque composante de la fonction non chirale :

f0 =
1

2

(
f+0 + f−0

)
(2.186)

f1 =
3

2

[
1

2

(
f+0 − f−0

)
+

1

6

(
f+1 − f−1

)]
(2.187)

f2 =
5

8

(
f+1 + f−1

)
(2.188)

f3 =
7

2

[
1

8

(
f+1 − f−1

)
− 1

8

(
f+0 − f−0

)]
(2.189)

f4 = − 3

16

(
f+1 + f−1

)
(2.190)

et ainsi de suite. On voit alors tout l’intérêt des chiralités puisque connaissant
seulement quatre composantes (f±0 , f

±
1 ) il est possible de construire une ap-

proximation de l’ensemble infini des composantes de la fonction de distribution
totale. On comprend alors pourquoi la chiralisation de l’équation de Boltzmann
permet d’extraire plus d’informations que la méthode standard puisque cette
méthode restructure l’équation en mélangeant toutes les composantes de la fonc-
tion de distribution non chirale. On constate en particulier qu’un développement
tronqué à l’ordre un dans la base chirale consiste en fait en un développement
d’ordre infini dans la base non chirale.

La conséquence essentielle de ces formules de changement de base est qu’à
partir d’une théorie non chirale, il est possible de reconstruire des quantités chi-
rales. Ainsi, le modèle dérive-diffusion suppose implicitement que les quantités
chirales fondamentales n± et J±

1 sont de la forme :
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n±(x) =
n(x)

2
± 3Jc

4vf
J±
1 =

Jc
8

(2.191)

montrant en particulier que les composantes diffusives du courant sont uni-
formes. Les courants chiraux s’écrivent alors :

J±(x) =
Jc
2

± vf
4
n(x) (2.192)

et impliquent automatiquement

Jc =
2

3
vfδn Jp(x) = J+(x) − J−(x) =

vf
2
n(x) (2.193)

qui sont les relations obtenues au paragraphe précédent et qui découle comme
conséquence du changement de base de projection.

Notons pour terminer qu’à l’ordre un dans la base chirale correspond une
composante f2 de la base non chirale qui n’est fonction que de la somme f+1 +f−1
(relation 2.188). Or, nous avons montré au paragraphe précédent que la limite
dérive-diffusion consistait à choisir cette somme nulle induisant du même coup
la nullité de la composante d’ordre deux de la base non chirale. Cette propriété
est bien consistante avec le modèle dérive-diffusion qui n’est qu’une approxima-
tion d’ordre un dans la base non chirale et suppose implicitement la nullité de
la composante d’ordre deux.

Les relations de changement de base que nous venons de démontrer peuvent
être utilisées pour chiraliser l’équation de Boltzmann (en particulier pour trans-
former l’intégrale de collision) et explique le passage de l’équation 2.8 aux
équations 2.42.

Remarque : Les expressions des densités chirales n± et des courants chiraux
J± obtenus pour le modèle dérive-diffusion peuvent être déduites par la méthode
suivante empruntée au transport lumineux ([245], [202], [203]). Pour le modèle
dérive-diffusion, les grandeurs macroscopiques s’expriment par les intégrales :

n(x) =
3

4
en0

∫ π

0

dθ sin θg(x, θ) Jc =
3

4
en0

∫ π

0

dθ sin θ cos θg(x, θ) (2.194)

où la fonction de distribution est tronquée à l’ordre un sur les polynômes de
Legendre standards g = g0 + g1 cos θ. Ainsi, les quantités n+ et J+ s’obtiennent
de ces expressions en intégrant seulement sur le quart

[
0, π2

]
et les grandeurs

n− et J− se déterminent par intégration sur le quart
[
π
2 , π

]
. Cette technique

conduit alors aux expressions 2.191 et 2.192 établies précédemment.

2.4.3 Conditions d’interface associées au modèle dérive-
diffusion

L’utilisation des expressions des quantités chirales 2.191 dans les équations
de transport du modèle collisionnel restitue bien les équations de transport 2.27
à 2.29 du modèle dérive-diffusion. Dans cette dernière partie, nous allons établir,
en relation avec les approches existantes, les équations d’interface liés au modèle
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dérive-diffusion.

A partir des relations 2.191, on constate que les composantes anisotropes
du courant sont mal décrites dans le modèle dérive-diffusion. Celles-ci sont uni-
formes et ne peut donc pas leur imposer de conditions d’interface autre que
la conservation du courant. Ceci est la conséquence du fait que dans une ap-
proche de type dérive-diffusion, la fonction de distribution approchée obtenue ne
contient pas toute l’information sur les chiralités. A cause de cela, il existe tou-
jours un certain arbitraire dans le choix des conditions de bords et d’interface à
utiliser pour le modèle dérive-diffusion. Un choix assez naturel serait d’écrire des
équations sur les accumulations en utilisant les relations 2.191 dans les condi-
tions d’interfaces et de bords 2.149, 2.150, 2.162 et 2.163 du modèle collisionnel.
Cependant, il a été montré dans la littérature ([245], [203], [20] et [21]) qu’un
choix plus adapté consistait à imposer des conditions sur les courants chiraux
globaux J± (c’est à dire la somme de la composante isotrope et anistrope) et
c’est ce choix que nous allons faire ici pour rester cohérent avec les approches
existantes.

Pour écrire une condition d’interface portant sur les courants chiraux globaux
à partir de celles du modèle collisionnel, on utilise la relation 2.157 de répartition
du courant à l’interface en utilisant l’hypothèse supplémentaire T = t1 = t2. En
utilisant ensuite les expressions 2.192 des courants chiraux, on obtient ainsi une
équation non chirale portant sur les accumulations :

vfRnR − vfLnL = −4(1 − T )

T
Jc (2.195)

et qui est plus naturelle pour le modèle dérive-diffusion.

Cette équation permet alors de générer un ensemble de conditions d’inter-
face bien posé pour le modèle dérive-diffusion :

– Saut d’accumulation :

vfRnR − vfLnL = −4(1 − T )

T
Jc (2.196)

– La conservation du courant :

Jc = constante (2.197)

– La continuité du champ électrique :

EL = ER (2.198)

– La continuité du potentiel électrique :

VL = VR (2.199)

et dans lesquelles les chiralités ont disparu.

Concernant les équations de connexion aux réservoirs, il suffit de remarquer
que l’annulation simultanée des accumulations et courant anisotrope entrant est
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équivalente à l’annulation des courants entrants (J+ = 0 pour le réservoir de
gauche et J− = 0 pour le réservoir de droite). En utilisant ensuite les relations
2.192 des courants chiraux, on obtient alors les conditions aux limites :

– Reservoir de gauche :

n = −2Jc
vf

V = V1 (2.200)

– Reservoir de droite :

n =
2Jc
vf

V = V2 (2.201)

Ainsi, muni de ces conditions de bords et d’interface, on peut traiter un
multicouche quelconque à partir du modèle dérive diffusion.

2.5 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons développé un modèle de transport ma-
croscopique adapté au règime de transport diffusif (le modèle collisionnel) et
distinguant les électrons se propageant vers la droite de ceux se dirigeant vers
la gauche. La chiralisation a permis d’établir un ensemble d’équations de trans-
port de volume et de conditions de bords et d’interfaces adaptées au transport
diffusif en s’inspirant du formalisme de Landauer. Nous avons pu montrer en
particulier que le modèle dérive-diffusion ne constitue qu’un cas limite de ce nou-
veau formalisme. Notons enfin que la dérivation du modèle collisionnel a montré
que pour intégrer une description des effets d’interface en terme de collision, il
était nécessaire de modifier les équations de transport de volume afin qu’elles
contiennent l’information suffisante pour être compatible avec les effets de bords
et d’interface. Cette caractéristique met à mal une certaine systématique qui
consiste à résoudre les équations de volume (à une certaine approximation)
indépendamment de la forme des conditions d’interfaces et explique en partie
la difficulté de faire émerger un tel modèle. Pour terminer ce chapitre, nous
présentons en complément d’autres formulations possibles des équations de col-
lision d’interface. En particulier, la forme que nous avons retenu dans ce chapitre
rappelant le formalisme de la matrice de diffusion du transport à la Landauer,
nous pouvons également dériver une approche dont l’analogie balistique est ce-
lui de la matrice de transfert ([248]). Nous présentons aussi une approche dite
mixte afin de montrer la souplesse du formalisme.



2.6 Complément : formulations équivalentes des effets d’interface 54

2.6 Complément : formulations équivalentes des
effets d’interface

Au paragraphe 2.3.2, les collisions d’interface ont été définies sous une ap-
proche du type matrice de diffusion, c’est à dire que les fonctions de distribu-
tion des électrons sortants ont été exprimées en fonction de celles des électrons
entrants. Pour terminer ce chapitre, nous allons établir d’autres formulations
équivalentes des collisions d’interfaces. En particulier, nous allons développer
une approche dont l’analogie balistique correspond au formalisme de la matrice
de transfert et exprimant les fonctions de distributions des électrons à droite
de l’interface en fonction de celles se situant à gauche. Nous développerons
également une approche mixte qui consiste à exprimer les fonctions de distibu-
tions des chiralités positives en fonction de celles des chiralités négatives.

2.6.1 Approche du type matrice de transfert

Définition

Dans le formalisme de Landauer, la matrice de transfert ([248]) permet d’ex-
primer les propriétés des électrons à droite de la zone de diffusion en fonction
de celles se situant à gauche. Dans cette logique, les équations de collisions
d’interfaces prennent donc la forme :

f+R (Ω, v) = 2
(mL

h

)3 ∫
dv′M++ (Ω,Ω′, E) δ (E − E′) f+L (Ω′, v′) +

2
(mL

h

)3 ∫
dv′M+− (Ω,Ω′, E) δ (E − E′) f−L (Ω′, v′)

(2.202)

f−R (Ω, v) = 2
(mL

h

)3 ∫
dv′M−+ (Ω,Ω′, E) δ (E − E′) f+L (Ω′, v′) +

2
(mL

h

)3 ∫
dv′M−− (Ω,Ω′, E) δ (E − E′) f−L (Ω′, v′)

(2.203)

Dans ces relations, les quantités M ij représente les taux de transitions reliant
la chiralité de gauche j à la chiralité de droite i. La présence de la fonction delta
traduit la nature élastique des collisions. Dans le cas présent, les fonctions de
distributions ne dépendent que de l’angle θ et les relations précédentes peuvent
être simplifiées sous la forme :

f+R (θ) =

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ+L(E)M++ (θ, θ′, E) f+L (θ′)+

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−L (E)M+− (θ, θ′, E) f−L (θ′)

(2.204)

f−R (θ) =

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ+L(E)M−+ (θ, θ′, E) f+L (θ′)+

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−L (E)M−− (θ, θ′, E) f−L (θ′)

(2.205)
où ρ± désigne les densités d’états par chiralité.
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Comme pour la représentation de type matrice de diffusion, les taux de
transition M ij sont décomposés sur la base des polynômes de Legendre décalés :

ρjL(E)M ij (θ, θ′, E) =

+∞∑
α=0

(2α+ 1)
2
M ij

α (E)Pα (cos θ)Pα (cos θ′) (2.206)

Pour contraindre les paramètres libres M ij
αβ , il faut rendre compatible les

équations de collisions avec les lois de conservation. Cependant, une autre voie
s’offre à nous puisque ces équations décrivant la même physique que les équations
2.130 et 2.131, les taux de transitions M ij doivent pouvoir être reliés aux taux
de transition Wmn des premières équations de collision. Cette seconde méthode
que nous allons développer est plus rapide et permettra de relier directement
les coefficients M ij

αβ aux paramètres libres T, t1 et t2 introduits précédemment.
De plus, cette technique a l’avantage d’inclure directement les règles de sommes
issues des lois de conservation puisque les taux Wmn ont déjà été contraints.

Règles de somme

Avant d’établir le lien existant entre les taux M ij et Wmn, nous allons
présenter les règles de somme satisfaitent par les taux de collisions M ij .

L’obtention des règles de somme pour les taux de transitions M ij s’effectue
de la même manière que celles correspondant aux taux Wmn et s’écrivent :

– La conservation des particules entrantes et sortantes fournit :∫ π
2

0

dθ sin θ
[
ρ−L (E)M−− (θ, θ′) − ρ−L (E)M+− (θ, θ′)

]
= 1 (2.207)

∫ π
2

0

dθ sin θ
[
ρ+L (E)M++ (θ, θ′) − ρ+L (E)M−+ (θ, θ′)

]
= 1 (2.208)

qui se traduisent par :

M−−
00 −M+−

00 = 1 M++
00 −M−+

00 = 1 (2.209)

– La continuité du courant implique :∫ π
2

0

dθ sin θ cos θ
[
ρ−L (E)M+− (θ, θ′) − ρ−L (E)M−− (θ, θ′)

]
= − cos θ′

(2.210)∫ π
2

0

dθ sin θ cos θ
[
ρ+L (E)M++ (θ, θ′) − ρ+L (E)M−+ (θ, θ′)

]
= cos θ′

(2.211)
qui s’écrivent en termes de composantes :

M++
00 −M−+

00 = 1 M+−
00 −M−−

00 = −1 (2.212)

3M++
11 − 3M−+

11 = 1 3M+−
11 − 3M−−

11 = −1 (2.213)
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– La compatibilité avec l’état d’équilibre conduit à :∫ π
2

0

dθ sin θ
[
ρ+L (E)M++ (θ, θ′) + ρ−L (E)M+− (θ, θ′)

]
= 1 (2.214)

∫ π
2

0

dθ sin θ
[
ρ+L (E)M−+ (θ, θ′) + ρ−L (E)M−− (θ, θ′)

]
= 1 (2.215)

qui donnent alors :

M++
00 +M+−

00 = 1 M−+
00 +M−−

00 = 1 (2.216)

– La symétrie entrant-sortant est naturellement vérifiée avec une décomposition
purement diagonale des taux de transition.

Relations intégrales entre les taux de scattering Wmn et les taux de
transfert M ij

Lors de l’établissement des conditions d’interface, nous avons adopté l’ap-
proche matrice de diffusion du formalisme de Landauer. Les équations de colli-
sions exprimant les électrons sortants en fonction des entrants sont alors données
par les équations 2.130 et 2.131 qu’on rappelle ici :

f+
R (θ) =

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ+L (E)WLR

(
θ, θ′, E

)
f+
L

(
θ′, v

)
+

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−R (E)WRR

(
θ, θ′, E

)
f−
R

(
θ′, v

)
(2.217)

f−
L (θ) =

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ+L (E)WLL

(
θ, θ′, E

)
f+
L

(
θ′, v

)
+

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−R (E)WRL

(
θ, θ′, E

)
f−
R

(
θ′, v

)
(2.218)

Dans le formalisme de la matrice de transfert, on exprime les fonctions de
distribution à droite de l’interface en fonction de celles à gauche de celle-ci.
Dans ce cas, les équations prennent la forme :

f+R (θ) =

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ+L(E)M++ (θ, θ′, E) f+L (θ′)+

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−L (E)M+− (θ, θ′, E) f−L (θ′)

(2.219)

f−R (θ) =

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ+L(E)M−+ (θ, θ′, E) f+L (θ′)+

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−L (E)M−− (θ, θ′, E) f−L (θ′)

(2.220)
Ces deux formulations devant être équivalentes, les équations de collisions

doivent donc être conservées lorsqu’on combine les deux approches. En parti-
culier, en injectant l’expression 2.218 de f−L dans l’équation 2.219, nous devons
retrouver l’équation 2.217. Ceci nous amène à poser :

ρ+LM
++ (θ, θ′) +

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−LM
+−(θ, θ′)ρ+LWLL (θ′, θ′′) = ρ+LWLR (θ, θ′′)

(2.221)∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−LM
+− (θ, θ′) ρ−RWRL (θ′, θ′′) = ρ−RWRR (θ, θ′′) (2.222)
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De même, en injectant l’expression 2.220 dans l’équation 2.218, la fonction
de distribution f−L doit être invariante. On pose donc :

ρ+LWLL (θ, θ′) +

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−RWRL(θ, θ′)ρ+LM
−+ (θ′, θ′′) = 0 (2.223)

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−RWRL (θ, θ′) ρ+LM
−− (θ′, θ′′) = δ (cos θ − cos θ′′) (2.224)

Traduites en composantes, ces quatre équations s’écrivent :

M++
αα + (2α+ 1)M+−

αα W
αα
LL = 0 (2.225)

(2α+ 1)M+−
αα W

αα
RL −Wαα

RR = 0 (2.226)

Wαα
LL + (2α+ 1)M−+

αα W
αα
RL = 0 (2.227)

(2α+ 1)2M−−
αα W

αα
RL = 1 (2.228)

et permettent d’exprimer les composantes M ij
αα en fonction des composantes

Wαα
mn. Ainsi, en utilisant ces formules, on obtient :

M+−
00 =

(1 − T )

T
M−+

00 = − (1 − T )

T
(2.229)

M++
00 =

(2T − 1)

T
M−−

00 =
1

T
(2.230)

3M+−
11 =

(1 − t2)

t2
3M−+

11 = − (1 − t1)

t2
(2.231)

3M++
11 =

t1 + t2 − 1

t2
M−−

11 =
1

t2
(2.232)

ce qui déterminent complétement les composantes M ij
αα d’ordre zéro et un en

fonction des trois paramètres fondamentaux T, t1 et t2. On peut remarquer que
ces composantes vérifient bien les règles de somme précédemment établies.

Equations d’interfaces macroscopiques

Pour terminer, les équations de collisions 2.219 et 2.220 peuvent être tra-
duites en termes de grandeurs macroscopiques. Ainsi, la conservation des parti-
cules s’écrit :

n+R =
(2T − 1)

T
n+L +

(1 − T )

T
n−L (2.233)

n−R = − (1 − T )

T
n+L +

1

T
n−L (2.234)

qui sont bien compatibles avec la loi de conservation :

n+R − n−R = n+L − n−L (2.235)

La continuité du courant se traduit alors par :

J+
R =

(2T − 1)

T
J+
0L +

(t1 + t2 − 1)

t2
J+
1L − (1 − T )

T
J−
0L − (1 − t2)

t2
J−
1L (2.236)
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J−
R =

(1 − T )

T
J+
0L +

(1 − t1)

t2
J+
1L +

1

T
J−
0L +

1

t2
J−
1L (2.237)

et dont la somme fournit bien

J+
R + J−

R = J+
L + J−

L (2.238)

Ainsi, les conditions d’interface 2.233, 2.234, 2.236 et 2.237 complétées par la
continuité du potentiel et du champ électrique constituent un jeu de conditions
d’interfaces complétement équivalent à celui présenté au paragraphe 2.3.5.

2.6.2 Approche mixte

Pour montrer la souplesse du formalisme, nous allons terminer ce chapitre
en présentant une autre représentation possible des collisions d’interface, la
représentation qu’on nommera mixte ou hybride et qui exprime les fonctions de
distribution des électrons de chiralités positives en fonction de celles négatives.
Dans cette représentation, les équations de collisions d’interface s’écrivent sous
la forme :

f+R =

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−L (ϵ)HRL (θ, θ′) f−L (θ′)+

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−R(ϵ)HRR (θ, θ′) f−R (θ′)

(2.239)

f+L =

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−L (ϵ)HLL (θ, θ′) f−L (θ′)+

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−R(ϵ)HLR (θ, θ′) f−R (θ′)

(2.240)
où l’intégration sur l’énergie et l’angle φ a été effectuée.

La technique de construction des taux de transition hybride Hij est très
similaire à celle de la représentation du type matrice de transfert. En effet, ces
fonctions sont décomposées sur les polynômes de Legendre décalés :

ρ(ϵ)Hij (θ, θ′) =

+∞∑
α=0

(2α+ 1)
2
Hα

ij (ϵ)Pn (cos θ)Pn (cos θ′) (2.241)

et la façon la plus directe de contraindre les coefficients Hα
ij est de procéder

comme au paragraphe précédent, c’est à dire de relier les taux Hij aux taux
de collisions Wij de la représentation de diffusion (équations 2.217 et 2.218).
Ainsi, en injectant 2.217 dans 2.239 et 2.240 dans 2.218, on constate que la
compatibilité entre les conditions de bords est assurée si l’on a les relations :∫ π

2

0

dθ′ sin θ′ρ−L (ϵ)HRL (θ, θ′) ρ+L (ϵ)WLL (θ′, θ′′) = ρ+L (ϵ)WLR (θ, θ′′) (2.242)

ρ−R (ϵ)HRR (θ, θ′′)+

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−L (ϵ)HRL (θ, θ′) ρ−R (ϵ)WRL (θ′, θ′′) = ρ−R (ϵ)WRR (θ, θ′′)

(2.243)

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ+L (ϵ)WLL (θ, θ′) ρ−L (ϵ)HLL (θ′, θ′′) = δ (cos θ − cos θ′′) (2.244)
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ρ−R (ϵ)WRL (θ, θ′′) +

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ+L (ϵ)WLL (θ, θ′) ρ−R (ϵ)HLR (θ′, θ′′) = 0

(2.245)
qui traduites en termes de composantes deviennent :

(2α+ 1)Hα
RLW

α
LL = Wα

LR (2.246)

Hα
RR + (2α+ 1)Hα

RLW
α
RL = Wα

RR (2.247)

(2α+ 1)
2
Hα

LLW
α
LL = 1 (2.248)

Wα
RL + (2α+ 1)Hα

LRW
α
LL = 0 (2.249)

et permettent alors de déterminer toutes les composantes Hα
ij en termes des

paramètres fondamentaux T, t1 et t2 :

H0
RL =

T

(1 − T )
H0

LL =
1

(1 − T )
H0

LR = − T

(1 − T )
H0

RR =
(1 − 2T )

(1 − T )
(2.250)

3H1
RL =

t1
(1 − t1)

3H1
LL =

1

(1 − t1)
3H1

LR = − t2
(1 − t1)

3H1
RR = 1− t2

(1 − t1)
(2.251)

Les conditions d’interfaces prennent alors la forme macroscopique :

n+R =
T

(1 − T )
n−L +

(1 − 2T )

(1 − T )
n−R (2.252)

n+L =
1

(1 − T )
n−L − T

(1 − T )
n−R (2.253)

J+
R = − T

(1 − T )
J−
0L−

t1
(1 − t1)

J−
1L−

(1 − 2T )

(1 − T )
J−
0R−

(
1 − t2

(1 − t1)

)
J−
1R (2.254)

J+
L = − 1

(1 − T )
J−
0L − 1

(1 − t1)
J−
1L +

T

(1 − T )
J−
0R +

t2
(1 − t1)

J−
1R (2.255)

et sont équivalentes à celles établies jusqu’à présent. On notera que ces équations
sont bien compatibles avec la conservation des particules entrantes et sortantes
ainsi que la continuité du courant.

Pour terminer, on donne les règles de somme vérifiées par les taux de tran-
sition hybrides Hij :

– La compatibilité avec l’état d’équilibre :∫ π
2

0

dθ′ sin θ′
[
ρ−L (ϵ)HRL (θ, θ′) + ρ−R(ϵ)HRR (θ, θ′)

]
= 1 (2.256)

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′
[
ρ−L (ϵ)HLL (θ, θ′) + ρ−R(ϵ)HLR (θ, θ′)

]
= 1 (2.257)
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– La conservation des particules :∫ π
2

0

dθ′ sin θ′
[
ρ−L (ϵ)HLL (θ, θ′) − ρ−L (ϵ)HRL (θ, θ′)

]
= 1 (2.258)

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′
[
ρ−R(ϵ)HRR (θ, θ′) − ρ−R(ϵ)HLR (θ, θ′)

]
= 1 (2.259)

– La continuité du courant :∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ cos θ′
[
ρ−L (ϵ)HRL (θ, θ′) − ρ−L (ϵ)HLL (θ, θ′)

]
= − cos θ′

(2.260)∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ cos θ′
[
ρ−R(ϵ)HRR (θ, θ′) − ρ−R(ϵ)HLR (θ, θ′)

]
= cos θ′

(2.261)
qui traduites en termes de composantes s’écrivent :

H0
RL +H0

RR = 1 H0
LL +H0

LR = 1 H0
LL −H0

RL = 1 (2.262)

H0
RR +H0

LR = 1 3H1
RL − 3H1

LL = −1 3H1
RR − 3H1

LR = 1 (2.263)

et dont on constate que les expressions des composantes Hα
ij vérifient bien ces

relations.

Remarque : Si l’on pose

H =
T

(1 − T )
3H1

RL = h1 3H1
LR = h2 (2.264)

alors toutes les autres composantes sont déterminées par ces paramètres puisque :

H0
RR = 1 −H H0

LL = 1 +H H0
LR = −H H0

RL = H (2.265)

3H1
LL = 1 + h1 3H1

RR = 1 + h2 (2.266)

montrant ainsi que quelque soit la représentation, il y a toujours trois paramètres
fondamentaux.
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Dans ce chapitre, nous présentons quelques conséquences du modèle macro-
scopique développé au chapitre précédent. Nous commencerons par introduire
une représentation du modèle collisionnel en termes de potentiels électrochimiques
chiraux. Nous présentons ensuite les corrections de libre parcours à la résistance
deux terminaux d’un multicouche. Enfin, nous terminons par l’application du
modèle collisionnel sur des cas simples de transport non local permettant ainsi
de mettre en évidence le rôle du libre parcours moyen et des réservoirs pour ce
type de transport particulier.

3.1 Représentation en terme de potentiel électrochimique

3.1.1 Introduction

Le modèle macroscopique (appelé modèle collisionnel) dérivé au chapitre
précédent fournit une description du transport en termes de grandeurs moyennes
chirales. Les équations de transport de volume et les conditions de réservoirs et
d’interface permettent d’accéder aux profils des accumulations chirales n±(x),
des courants anisotropes J±

1 (x) et des grandeurs électriques comme la résistivité
électrique ρ(x). En particulier, cette dernière permet de calculer la résistance
(deux terminaux) d’un multicouche quelconque. En effet, en suivant les définitions
classiques des circuits électriques ([241] et la figure 3.1), la résistance électrique
d’un matériau est définie comme le rapport entre la différence de potentiel ap-
pliquée à ses bornes (V1−V2) et le courant circulant en son sein I (la loi d’Ohm) :

R =
V1 − V2

I
(3.1)
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Figure 3.1 – Convention de la loi d’Ohm.

et cette résistance est alors fournie par l’intégrale de la résistivité sur toute la
structure :

R =
1

S

∫
dxρ(x) (3.2)

où S est la section transverse (perpendiculaire à l’axe des x) du matériau.

Ainsi, grâce à la prise en compte des effets d’écrantage, le calcul de la
résistance par la relation 3.2 est rendue possible. Cependant, en parcourant
la littérature, on s’aperçoit que les différents modèles de transport existant
(par exemple [60], [248], [249], [19], [102] ou encore [103] ainsi que tous les
modèles de transport relatifs au spin [65] à [74]) n’utilisent pas la notion de
résistivité pour étudier le transport mais font appel à une autre grandeur : le
potentiel électrochimique. En particulier, ces modèles ne traitant pas les ef-
fets d’écrantage, il n’est donc pas possible de définir de résistivité locale et les
résistances sont déterminées par la connaissance des potentiels électrochimiques
qui sont donc nécessairement indépendant de la longueur d’écran. Dans cette
partie, nous allons montrer que le modèle collisionnel peut être exprimé en
termes de potentiels électrochimiques sous certaines conditions relativement per-
tinentes pour les métaux. L’intérêt de cette nouvelle représentation est qu’elle
permet d’absorber complétement les effets d’écrantage électrostatique et de sim-
plifier les calculs sans affecter pour autant la physique. Nous commençons par
exprimer le modèle collisionnel en terme de potentiels électrochimiques chiraux
puis nous ferons le même travail pour le modèle dérive-diffusion.

3.1.2 Expression du modèle collisionnel en fonction du po-
tentiel électrochimique

Pour le modèle dérive-diffusion, le potentiel électrochimique µ a été définie
à partir des profils de potentiel et d’accumulation par la relation (voir 2.37) :

µ(x) = V (x) +
D

σd
n(x) (3.3)

Le modèle collisionnel étant chirale, il est donc naturelle d’étendre cette définition
en introduisant des potentiels électrochimiques chiraux µ± :

µ±(x) = V (x) +
2D

σd
n±(x) (3.4)

Le potentiel électrochimique global est alors fourni par la relation :

µ(x) =
1

2

(
µ+(x) + µ−(x)

)
(3.5)
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Avec ces définitions, on constate que les équations de transport chirales 2.71
à 2.75 s’écrivent naturellement en terme des potentiels électrochimiques chiraux :

∂µ±

∂x
=

3

2

(µ− − µ+)

ℓ
+

4

σd
J±
1 (3.6)

∂J±

∂x
± 3

ℓ
J±
1 =

σd
2D

(µ± − µ∓)

4τ
(3.7)

∂2V

∂x2
− 1

λ2TF

V = − 1

λ2TF

(µ+(x) + µ−(x))

2
(3.8)

Ces équations montrent en particulier que les potentiels électrochimiques chi-
raux µ± et les composantes anisotropes du courant J±

1 ne sont couplés qu’entre
eux. Le potentiel électrique est alors déterminé, après coup, par la connaissance
du potentiel électrochimique global µ. Cet aspect, caractéristique du régime
linéaire à déjà été rencontré dans d’autres approches (par exemple [48]).

A partir des potentiels électrochimiques chiraux et des courants anisotropes,
la densité de courant de charge est obtenue par la relation :

Jc =
(µ+ − µ−)

SRsh
+ J+

1 + J−
1 (3.9)

où S désigne la section transverse du circuit et Rsh désigne la résistance de
Sharvin ([20],[21]) :

Rsh =
h

2e2M
M =

k2fS

4π
(3.10)

Dans cette expression, kf est le vecteur d’onde de Fermi, h la constante de
Planck et e la charge élémentaire. La grandeur M est appelé nombre de canaux
([248], [245]).

En utilisant les expressions des grandeurs macroscopiques du paragraphe
2.2.5, les potentiels élecrtrochimiques chiraux et les courants anisotropes s’écrivent :

µ±(x) =
3

4
RshI

[
λ5
2

± 1

2
− x

ℓ
∓ 1

4
√

12

((
2 ±

√
12
)
λ1e

− x
√

12
ℓ −

(
2 ∓

√
12
)
λ2e

x
√

12
ℓ

)]
(3.11)

J±
1 (x) =

Jc
8

[
1 ± λ1

(
1 ± 3√

12

)
e−

x
√

12
ℓ ± λ2

(
1 ∓ 3√

12

)
e

x
√

12
ℓ

]
(3.12)

où on a introduit l’intensité du courant I = JcS et utilisé la relation ℓ
σd

=
3
4SRsh. On constate en particulier que ces grandeurs ne font intervenir que le
libre parcours moyen comme longueur de décroissance. Le potentiel électrochimique
global est alors donné par l’expression :

µ(x) =
3

4
RshI

[
λ5
2

− x

ℓ
− 1

4

(
λ1e

− x
√

12
ℓ + λ2e

x
√

12
ℓ

)]
(3.13)

Si les équations de transport de volume s’écrivent naturellement en terme
des potentiels électrochimiques, ceci est moins immédiat pour les conditions
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d’interface. En effet, les conditions d’interface du modèle collisionnel (présentée
au paragraphe 2.3.5) font intervenir les accumulations chirales. Ainsi, pour les
exprimer en fonctions des potentiels chiraux, il suffit d’utiliser la définition 3.4
pour exprimer les accumulations en fonctions des potentiels électrochimiques.
En injectant alors cette relation dans les conditions d’interfaces, on constate que
celles-ci ne sont pas autonomes en potentiels électrochimiques et courants aniso-
tropes puisqu’elles font intervenir la valeur du potentiel électrique à l’interface.
Cette dépendance avec le potentiel électrique provient du fait que le rapport D

σd

intervenant dans la définition du potentiel électrochimique est différent d’une
couche à l’autre. Toutefois, il est intéressant de noter que ce rapport vérifie la
relation d’Einstein :

D

σd
=

1

e2ρ(ϵf )
(3.14)

où ρ(ϵf ) est la densité d’état à l’énergie de Fermi. Ainsi, si l’on suppose la même
densité d’état pour chaque couche, hypothèse très raisonnable pour les métaux,
la dépendance des conditions d’interface vis-à-vis du potentiel électrique dispa-
rait et les équations d’interface deviennent autonomes en potentiels électrochimique
et courants anisotropes. En particulier, cette hypothèse revient à supposer la
même vitesse de Fermi pour chaque couche (ou encore une résistance de Shar-
vin identique) ce qui entraine que les conditions d’interface sont découplées en
potentiels et en courants :

µ−
L = (1 − T )µ+

L + Tµ+
R (3.15)

µ+
R = (1 − T )µ+

R + Tµ+
L (3.16)

J+
1R = t1J

+
1L − (1 − t2)J−

1R (3.17)

J−
1L = t2J

−
1R − (1 − t1)J+

1L (3.18)

En particulier, la transmission isotrope T affecte les potentiels électrochimiques
chiraux alors que les transmissions anisotropes t1,2 affectent les courants aniso-
tropes. Il y a donc conservation séparée de δ = µ+ − µ− et J1 = J+

1 + J−
1 à la

traversée de l’interface.

Contrairement aux conditions d’interface, les relations de connexion aux
réservoir s’expriment naturellement en termes des potentiels électrochimiques
chiraux :

µ+ = V1 J+
1 = 0 (3.19)

µ− = V2 J−
1 = 0 (3.20)

où V1 et V2 sont les valeurs du potentiel électrique aux bornes de la structure.

Ainsi, au cours de ce paragraphe, nous avons établi une représentation des
équations de transport, d’interface et de connexion aux réservoirs du modèle
collisionnel en terme de potentiels électrochimiques chiraux en adoptant l’hy-
pothèse, très raisonnable pour les métaux, de la constance de la densité d’état à
l’énergie de Fermi d’une couche à l’autre. Cette formulation a l’avantage de sim-
plifier les calculs en mettant au second plan le potentiel électrique qui n’est plus
qu’un sous produit des potentiels électrochimiques chiraux. En particulier, il est
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utile de noter que pour un métal, il existe très peu de différence entre le poten-
tiel électrique et le potentiel électrochimique global. Cette propriété peut être
mise en lumière à partir de l’équation de Poisson 3.8 dans laquelle la coordonnée
d’espace x est adimensionnée par le libre parcours moyen (x = ℓX) :(

λTF

ℓ

)2
∂2V

∂X2
− V (X) = −µ(X) (3.21)

Sachant que pour un métal, la longueur d’écran est de l’ordre de la longueur
d’onde de Fermi (typiquement 0.1 nm) et que le libre parcours moyen varie
autour de 1 à 10 nm, le rapport λTF

ℓ est donc petit et ce d’autant plus qu’il est
élevé au carré. Le terme de dérivée seconde peut donc être négligé ce qui fournit
l’égalité :

V (X) = µ(X)
λTF

ℓ
→ 0 (3.22)

Ainsi, le profil de potentiel électrique suit celui du potentiel électrochimique
global dans la limite ou la constante d’écran est infiniment petite devant le libre
parcours moyen. Cela signifie donc que le potentiel électrique ne différe du po-
tentiel électrochimique qu’au voisinage des interfaces, sur une zone d’extension

spatiale la longueur d’écran (ou ∂2

∂x2 ≈ 1
λ2
TF

). Cette caractéristique provient de

la petitesse de la longueur d’écran dans un métal et a été mis en évidence par
des approches quantiques ([14], [16], [17] et [48]). Grâce à celle-ci, l’étude du
transport peut donc se faire sans l’introduction du potentiel électrique et nous
verrons dans la suite comment exprimer la résistance d’une structure en fonc-
tion des potentiels électrochimiques chiraux.

Remarque : Il est intéressant de noter la hiérarchie s’opérant entre le potentiel
électrique V, le potentiel électrochimique µ et le potentiel généralisé ϕ dont nous
rappelons les différentes expressions :

V (x) =
3

4
RshI

[
λ5
2

− x

ℓ
+

η2

4 (12 − η2)

(
λ1e

− x
√

12
ℓ + λ2e

x
√

12
ℓ

)
+ β1e

− x
λTF + β2e

x
λTF

]
(3.23)

µ(x) =
3

4
RshI

[
λ5
2

− x

ℓ
− 1

4

(
λ1e

− x
√

12
ℓ + λ2e

x
√

12
ℓ

)]
(3.24)

ϕ(x) = µ(x) − ℓ2

12

∂2µ

∂x2
=

3

4
RshI

[
λ5
2

− x

ℓ

]
(3.25)

où η = ℓ
λTF

. On constate que le potentiel électrique (V) évolue sur deux lon-
gueurs, le libre parcours moyen et la longueur d’écran, le potentiel électrochimique
(µ) ne fait intervenir que le libre parcours moyen et le potentiel généralisé (ϕ)
ne contient plus de termes exponentielles. On obtient ainsi un développement
multi-échelles et le passage d’un potentiel à l’autre s’obtient par un processus
de limite permettant l’élimination d’une longueur :

– le passage du potentiel électrique au potentiel électrochimique suppose une
longueur d’écran infiniment petite par rapport au libre parcours moyen :

V (x) = µ(x) si η =
ℓ

λTF
→ ∞ (3.26)
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– le passage du potentiel électrochimique au potentiel généralisé s’obtient
en supposant que le libre parcours moyen est beaucoup plus petit que
l’épaisseur (∆) des couches :

µ(x) = ϕ(x) si κ =
ℓ

∆
→ 0 (3.27)

3.1.3 Expression du modèle dérive-diffusion en fonction
du potentiel électrochimique

De la même façon que le modèle collisionnel, le modèle dérive-diffusion peut
être exprimé en fonction du potentiel électrochimique (voir 2.37) :

µ(x) = V (x) +
D

σd
n(x) (3.28)

En particulier, les équations de transport s’écrivent naturellement en terme
de cette grandeur :

Jc = −σd
∂µ

∂x

∂Jc
∂x

= 0 (3.29)

∂2V

∂x2
− 1

λ2TF

V = −µ(x)

λ2TF

(3.30)

En utilisant les notations du paragraphe 2.1.3, le potentiel électrochimique
s’écrit sous la forme :

µ(x) =
3

4
RshI

[
δ3 −

x

ℓ

]
(3.31)

et varie linéairement avec la position.

Pour obtenir une condition d’interface autonome en potentiel électrochimique
à partir des conditions du paragraphe 2.4.3, il faut utiliser la même hypothèse
que précédemment, à savoir que la densité d’état à l’énergie de Fermi varie peu
d’un métal à l’autre. Celle-ci prend alors la forme :

µL − µR = Rsh
R

T
I (3.32)

Cette condition ressemble fortement à celle que l’on trouve dans les circuits
theory [64].

Les conditions de connexion aux réservoirs peuvent être écrites en termes
de potentiels électrochimiques sous une forme identique à celles dérivées dans
[20] et [21] à partir d’une approche quantique utilisant la théorie des matrices
aléatoires continues :

µ+
Rsh

2
I = V1 µ− Rsh

2
I = V2 (3.33)

où l’on a introduit la résistance de Sharvin Rsh = 4πh
e2k2

fS
et I = JcS l’intensité

du courant (S est la section transverse du circuit).

Ainsi, cette représentation du modèle dérive-diffusion permet, comme pour
le modèle collisionnel, d’étudier les propriétés de transport d’une structure sans
faire appel au potentiel électrique. En particulier, le lien établi précédemment
entre les potentiels électrique et électrochimique restent également vrai dans la
limite dérive-diffusion.
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Figure 3.2 – Repésentation d’une structure constituée de N matériaux. Chaque
couche est caractérisée par son épaisseur ∆i et son libre parcours moyen ℓi.
Les N − 1 interfaces sont décrites par leur transmission isotrope T et aniso-
trope t (t1 = t2 = T ). L’épaisseur de la structure, L, est donnée par la somme

des épaisseurs des couches L =
∑N

n=1 ∆n. La structure est connectée à ses
extrémités à deux réservoirs, positionnés en x = 0 et x = L imposant une
différence de potentiel électrique V1 − V2.

3.2 Résistance deux terminaux

A partir de la représentation du modèle collisionnel en terme des potentiels
électrochimiques chiraux, il est possible de mettre en évidence des propriétés très
générales sur la résistance deux terminaux d’un multicouches. Nous commence-
rons par donner la structure générale de cette résistance puis nous présenterons
des illustrations simples de cette formule.

3.2.1 Expression générale de la résistance deux terminaux

Considérons la structure multicouches de la figure 3.2. Celle-ci est constituée
de N couches, caractérisées par une épaisseur ∆ et un libre parcours moyen ℓ
et séparées par N − 1 interfaces paramétrées par une transmission isotrope T
et anisotrope 1 t. L’épaisseur globale, L, de la structure est alors fournie par la
somme des épaisseurs individuelles de chaque couche :

L =

N∑
n=1

∆n (3.34)

Le multicouche est connecté à ses extrémités à deux réservoirs, positionnés en
x = 0 et x = L, imposant une différence de potentiel électrique V1 − V2.

A partir des potentiels électrochimiques chiraux, la résistance de cette struc-
ture est fournie par la différence des conditions de réservoirs. En effet, en ef-
fectuant la différence des conditions de connexion aux réservoirs 3.19 et 3.20
relatives aux potentiels électrochimiques, on obtient :

µ+
1 (0) − µ−

N (L) = V1 − V2 (3.35)

où µ+
1 (0) et µ−

N (L) sont respectivement les valeurs des potentiels électrochimiques
des électrons entrants dans la structure. D’autre part, à partir des expressions
3.11, on remarque que les potentiels chiraux peuvent être mis sous la forme
symbolique :

µ±(x) =
3

4
RshIΓ±(x) (3.36)

1. On suppose t1 = t2 = t
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où la définition des fonctions Γ±(x) est relativement transparente. Ainsi, en
combinant ces deux dernières relations, la résistance électrique est fournie par
l’expression :

R2 =
3

4
Rsh

(
Γ+
1 (0) − Γ−

N (L)
)

(3.37)

qui permet ainsi d’obtenir la résistance électrique à partir de la connaissance
des potentiels électrochimiques. En particulier, celle-ci est indépendante de la
longueur d’écrantage de Thomas-Fermi et est identique à celle que l’on obtien-
drait en utilisant la formule 2 habituelle 3.2.

En manipulant la relation générale 3.37, on peut alors montrer que cette
résisance est la somme de trois contributions :

R2 = Rsh

[
1 +

N−1∑
n=1

Rn

Tn
+

3

4

N∑
n=1

∆n

ℓn
+ Λ ({Tn}, {tn}, {κn})

]
(3.38)

La première contribution :

Rsh

[
1 +

N−1∑
n=1

Rn

Tn

]
(3.39)

représente la résistance de la structure dans une limite balistique ℓ = ∞. Celle-ci
provient des effets d’interface par l’intermédiaire du coefficient de transmission
isotrope (Rn = 1 − Tn) et est identique à celle obtenue par le formalisme de
Landauer-Buttiker dans le régime incohérent ([248]).

La seconde contribution, dite diffusive :

3

4
Rsh

N∑
n=1

∆n

ℓn
(3.40)

varie linéairement avec l’épaisseur des couches et représente le terme ohmique
de Drude, produit de la résistivité de volume ρd par l’épaisseur de la couche :

3

4
Rsh

N∑
n=1

∆n

ℓn
=

1

S

N∑
n=1

ρdn∆n (3.41)

où l’on a utilisé la relation 3D ([245]) :

ρd =
3

4

RshS

ℓ
=

mvf
e2n0ℓ

(3.42)

S étant la section transverse du circuit.

La somme de ces deux contributions sera appelée résistance série et notée
Rs et correspond à la mise en série des effets balistiques (caractéristiques des
interfaces) et diffusifs (caractéristiques de la physique de volume) :

Rs = Rsh

[
1 +

N−1∑
n=1

Rn

Tn
+

3

4

N∑
n=1

∆n

ℓn

]
κn =

ℓn
∆n

(3.43)

2. sous réserve des hypothèses qui ont permis d’établir la représentation en terme de po-
tentiel électrochimique.
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Figure 3.3 – La structure bicouche utilisée pour présenter les corrections de
libre parcours moyen.

En particulier, cette résistance correspond à celle que l’on obtiendrait en utili-
sant le modèle dérive-diffusion.

La dernière contribution, caractéristique des chiralités, représente donc les
corrections de libre parcours moyen à la résistance deux terminaux :

RshΛ ({Tn}, {tn}, {κn}) (3.44)

Celle-ci dépend de tous les coefficients de transmission isotropes et anisotropes
des interfaces et varie exponentiellement avec l’épaisseur des couches. Cette
contribution qui n’est pas contenue dans le modèle dérive- diffusion et ca-
ractéristique du modèle collisionnel.

Ainsi, la formule 3.38 varie continûment de sa valeur balistique 3.39 à sa
valeur diffusive 3.41 lorsqu’on fait varier le libre parcours moyen. En particulier,
la résistance s’écrit comme la somme de la résistance série Rs (3.43) et des
corrections de libre parcours moyen :

R2 = Rs +RshΛ ({Tn}, {tn}, {κn}) (3.45)

Nous allons maintenant donner quelques exemples de corrections de libre
parcours moyen.

3.2.2 Quelques illustrations simples

La fonction Λ caractéristique des corrections de libre parcours moyen est un
terme relativement compliqué qui varie exponentiellement avec l’épaisseur des
couches et dépend des deux types de coefficients de transmission. En particulier,
on peut remarquer que la transmission isotrope n’intervient que dans les correc-
tions de libre parcours moyen. Pour présenter ces corrections, nous considérons
la structure bicouche de la figure 3.3. Celle-ci est constituée de deux matériaux
identiques, de même épaisseur et séparés par une interface positionnée en x = 0.
Cette structure très simple permet de mettre en évidence les principales effets
liées aux corrections de libre parcours moyen.

Pour mettre en évidence les effets de libre parcours moyen, nous considérons
différents cas :

– Cas T = t = 1 : dans ce cas, l’interface est parfaite et n’oppose aucune
résistance au courant. On obtient donc une couche unique d’épaisseur 2∆.
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La résistance deux terminaux prend alors la forme simple :

R2(T = t = 1) = Rsh

1 +
3

4κ
+

√
12

8

(
1 − e−

√
12
κ

)
[(

3 +
√

12
)

+
(
3 −

√
12
)
e−

√
12
κ

]


(3.46)
dans laquelle on a introduit le nombre de Knudsen κ = ℓ

2∆ . Dans cette
expression, les corrections de libre parcours moyen prennent la forme :

Λ(κ, T = t = 1) =

√
12

8

(
1 − e−

√
12
κ

)
[(

3 +
√

12
)

+
(
3 −

√
12
)
e−

√
12
κ

] (3.47)

et sont simplement générés par un effet de taille finie. On peut vérifier sur
la figure 3.4 que ces corrections sont relativement faibles comparées à la
résistance série :

Rs = Rsh

[
1 +

3

4κ

]
(3.48)

– Cas t = 1 : dans ce cas, l’interface ajoute de la résistance via le coefficient
de transmission isotrope T. La résistance prend maintenant la forme :

R2(t = 1) = Rsh

[
1

T
+

3

4κ
+ Λ(∆, ℓ, T )

]
(3.49)

où les corrections sont données par :

Λ(∆, ℓ, T ) = Λ(κ, T = t = 1)−R
T

[(
3 +

√
12
)

+
(
3 −

√
12
)
e−

∆
√

12
ℓ − 6e−

∆
√

12
2ℓ

]
3
[(

3 +
√

12
)

+
(
3 −

√
12
)
e−

∆
√

12
ℓ

]
(3.50)

et résulte de la somme des corrections de taille finie (3.47) et d’une nouvelle
contribution, négative, résultant de l’association entre les effets d’interface
et d’épaisseur finie. La résistance série est fournie par la relation :

Rs = Rsh

[
1

T
+

3

4κ

]
(3.51)

On constate que la nouvelle correction tend à diminuer la résistance de la
structure. En particulier, en introduisant la quantité :

R2 −Rs

Rs
(3.52)

qui permet de mieux visualiser les corrections de libre parcours moyen, on
constate qu’elle présente des extremums en fonctions du nombre de Knud-
sen lorsqu’on fait varier le coefficient de transmission isotrope T (figure 3.5
(a)). Ces extremums proviennent du changement de signe des corrections
et on constate qu’ils apparaissent au voisinage de la transition entre les
régimes balistique et diffusif (κ ≈ 1) et qu’ils sont d’autant plus important
que la transmission isotrope T est faible.
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Figure 3.4 – Pour mieux faire apparaitre les différences entre R2 et Rs, cette
courbe fournit l’évolution du rapport R2

Rsh
lorsque T = t = 1 en fonction du

nombre de Knudsen. On constate que la résistance (courbe bleue, équation 3.46)
est toujours bien approximée par la mise en série des effets balistiques et diffusifs
(courbe rouge, formule 3.48).

– Cas T = 1, t < 1 : pour ce cas, les corrections prennent une forme com-
pliquée et nous présentons sur la figure 3.5 (b) l’évolution du rapport 3.52
en fonction du nombre de Knudsen pour différentes valeurs de la trans-
mission anisotrope t. Dans ce cas, la résistance présente des maximums au
voisinage de la transition balistique-diffusif qui sont d’autant plus grand
que la transmission anisotrope est faible.

Nous voyons donc que les corrections de libre parcours moyen, générés par
les effets d’interface et de taille finie, engendrent des extremums de la résistance
au voisinage de la transition balistique-diffusif. Si ces effets produisent une aug-
mentation ou une diminution de la résistance pouvant atteindre une quinzaine
de pourcent (figure 3.5), la résistance est toujours bien approximée par le terme
série Rs conformément à [23].

Pour terminer, la figure 3.6 présentent les profils de potentiel électrique V,
électrochimique µ et généralisé ϕ en fonction de la coordonnée x

∆ pour deux
nombres de Knudsen dans le cas de la bicouche 3.3. Conformément aux argu-
ments de la section précédente, on constate que le potentiel électrique suit celui
du potentiel électrochimique sauf au voisinage des bords et de l’interface. De
plus, lorsque l’épaisseur des couches est plus grande que le libre parcours moyen,
on observe qu’il existe très peu de différences entre ces trois potentiels en volume
des couches. Notons qu’au niveau de l’interface, le potentiel électrique (V) est
toujours continue 3, le potentiel électrochimique (µ) est continue si T = 1 et le
potentiel généralisé (ϕ) l’est lorsque l’interface est parfaite T = t = 1.

3. par construction.
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Figure 3.5 – Evolution du rapport 3.52 en fonction du nombre de Knudsen pour
(a) différentes valeurs du coefficient de transmission isotrope T et (b) différentes
valeurs du coefficient anisotrope t. Ce rapport présente des extremums au voisi-
nage de la transition balistique-diffusif et qui sont engendrés par les corrections
de libre parcours moyen. Dans les deux cas, la courbe noire présente les correc-
tions de taille finie (interface parfaite).

3.3 Transport non local

3.3.1 Introduction

Jusqu’à présent, nous avons étudié les propriétés résistives de structures
composées d’un assemblage de plusieurs couches dans lesquelles circulaient une
densité de courant (Jc) uniforme. On peut constater que les effets de libre par-
cours moyen capturés par le modèle collisionnel restent faibles comparés à ceux
obtenus à partir du modèle moins détaillé que constitue dérive-diffusion. En
particulier, la conductance deux fils est toujours dominée par le terme ohmique
(proportionnel à l’épaisseur de la couche) effaçant le terme dépendant expo-
nentiellement de l’épaisseur de la couche. Une question assez naturelle apparâıt
alors : existe-t’il une situation dans laquelle la contribution exponentielle soit
dominante ?

On peut montrer que la présence du terme ohmique est étroitement associée à
l’existence d’un courant dans la structure. Ainsi, si ce courant s’annule, la contri-
bution linéaire disparâıt laissant ainsi s’exprimer la dépendance exponentielle.
Cependant, si on se limite au seule géométrie CPP, la condition d’annulation
du courant ainsi que la connexion à des réservois en équilibre thermodynamique
imposent alors l’annulation des parties hors-équilibre des grandeurs physiques,
il n’y a donc aucun transport. Ainsi, pour observer un état hors-équilibre sans
courant nette de charge Jc = 0, il faut se tourner vers les géométries non locales
et faire du transport non local.
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Figure 3.6 – Tracé des profils de potentiel électrique (courbe verte), de poten-
tiel électrochimique (courbe bleue) et de potentiel généralisé (courbe rouge) en
fonction de la position adimensionnée par l’épaisseur ∆ et pour deux nombres
de Knudsen. On constate que le potentiel électrique suit le profil de potentiel
électrochimique sauf au voisinage des différentes interfaces. Lorsque l’épaisseur
est plus grande que le libre parcours moyen (figure (a)), il y a très peu de
différences entre les trois potentiels en volume de la structure. L’origine du po-
tentiel électrique a été choisi au niveau de l’interface. Les transmissions valent
T = 0.5 et t = 0.2. Les potentiels sont adimensionnés par le produit de la
résistance de Sharvin Rsh et de l’intensité du courant I.
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Figure 3.7 – Exemple de géométrie non locale. Un barreau est connecté per-
pendiculairement à un matériau dans lequel circule un courant de charge Jc.
Au sein du barreau, aucun courant ne circule. De façon effective, le matériau
parcouru par un courant agit comme un réservoir injectant des électrons dans
un état hors-équilibre et générant ainsi un état hors-équilibre sans courant au
sein du barreau. Le barreau étant composé d’un seul matériau, on parlera de
transport non local monocouche.

Une géométrie non locale (voir l’exemple de la figure 3.7) est un assem-
blage non colinéaire de matériaux, c’est à dire que les matériaux ne sont pas
assemblés dans la continuité (comme dans la géométrie CPP) mais posséde des
ramifications. Le transport non local consiste alors à injecter du courant dans
une certaine portion du circuit et à mesurer une différence de potentiel entre
deux zones dans lequel le courant ne circule pas. Pour comprendre les choses,
considérons l’exemple de la figure 3.7. Un barreau 4 est connecté perpendiculai-
rement à un matériau dans lequel circule un courant de charge Jc. D’un point de
vue électrique, le barreau constituant un circuit ouvert, aucun courant électrique
ne circule en son sein. Le matériau parcouru par un courant étant dans un état
hors-équilibre, il induit alors un état hors-équilibre sans courant à l’intérieur du
barreau. En effet, il faut comprendre que si le courant de charge circule bien de
haut en bas, microscopiquement les électrons peuvent se propager de droite à
gauche. Ainsi, des électrons hors-équilibre entrent et sortent du barreau générant
alors une situation hors équilibre dans celui-ci. C’est donc la proximité avec une
zone hors-équilibre qui crée cet état hors-équilibre sans courant. En particulier,
le matériau parcouru par le courant de charge agit comme un réservoir effectif
pour le barreau. La différence étant que maintenant les électrons injectés ne
sont plus dans un état d’équilibre thermodynamique mais posséde une nouvelle
statistique.

Dans cette dernière partie, nous allons présenter une façon de traiter ces
effets non locaux à l’aide du modèle collisionnel. Nous commencerons par don-
ner les expressions des grandeurs macroscopiques en l’absence de courant de

4. On conservera cette dénomination pour caractériser les régions dans lequel le courant
ne circule pas.
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charge ainsi que les conditions de réservoirs permettant d’étudier la physique
du barreau. Nous traiterons ensuite deux cas, celui du barreau monocouche et le
cas du barreau bicouche. Il faut noter que nous allons présenter des résultats
de principes dans la mesure où pour comprendre réellement ce type de trans-
port, il faudrait résoudre simultanément la physique du barreau ainsi que celle
du matériau parcouru par le courant et qui ne correspond plus à celle d’une
géométrie monodimensionnelle. Notre objectif est double puisque nous voulons
montrer d’une part que le transport non local, souvent associé avec du trans-
port polarisé en spin ([106] à [109]), existe pour le transport de charge et d’autre
part, que les effets prédits sont caractéristiques du modèle collisionnel puisque
le modèle dérive-diffusion ne permet pas de les restituer.

3.3.2 Grandeurs macroscopiques en l’absence de courant

Les expressions des grandeurs macroscopiques présentées au paragraphe 2.2.5
sont caractéristiques de la présence d’un courant de charge non nul. En l’ab-
sence de courant, elles doivent être modifiées et les solutions des équations de
transport 2.71 à 2.76 s’écrivent dans ce cas :

n±(x) =
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(3.56)

où n0 est la densité d’équilibre, vf la vitesse de Fermi, ϵf l’énergie de Fermi et
e la charge électrique de l’électron.

Ces profils décrivent donc une situation hors-équilibre en l’absence de cou-
rant électrique. On pourra remarquer en particulier que la nullité du courant
entraine la relation :

J+
1 (x) + J−

1 (x) = −vf
2

(
n+(x) − n−(x)

)
(3.57)

en tout point de la structure. Il y a donc équivalence entre courant anisotrope
et courant isotrope.

Pour que les profils des grandeurs moyennes soient univoquement déterminés,
il faut, comme de coutume, déterminer les différentes constantes d’intégration
(λ1, λ2, λ3, β1 et β2) en spécifiant des conditions de raccordements aux bords
de la structure. Notons tout de suite que si le barreau est constitué de plusieurs
matériaux, les conditions de raccordement aux interfaces sont identiques à celles
utilisées en présence d’un courant de charge puisque les lois de conservation et
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la description microscopique dont elles découlent restent invariantes de forme
(même la conservation du courant). Ainsi, la différence qui s’opère provient des
conditions de connexion aux réservoirs qu’il convient de modifier. Pour les ex-
poser, on utilisera l’exemple de la figure 3.7.

Comme nous l’avons mentionné dans l’introduction, pour comprendre exac-
tement le transport dans la structure non locale de la figure 3.7, il faut à priori
résoudre les équations à la fois pour le barreau et le matériau parcouru par
le courant. Cette géométrie 2D n’est pas traitable avec la version actuelle du
modèle collisionnel et pour comprendre la physique du barreau, nous allons
modéliser l’effet du matériau parcouru par le courant par des conditions de
bords effectives pour le barreau en x = 0. En effet, de manière effective, la
couche parcourue par le courant agit comme un réservoir injectant des électrons
dans un état hors-équilibre dans le barreau et une façon simple de modèliser
cela consiste à généraliser les conditions de réservoirs utilisées en présence d’un
courant de charge sous la forme :

n+(0) = α
Jc
vf

J+
1 (0) = βJc (3.58)

puisqu’en régime linéaire, l’état hors-équilibre est nécessairement proportion-
nel au courant de charge. Les paramètres α et β sont caractéristiques de la
statistique d’injection et mesure en particulier l’écart à l’équilibre thermodyna-
mique. Dans notre cas, ces paramètres seront des constantes phénoménologiques
qui ne peuvent être déterminées en toute rigueur qu’en résolvant exactement le
problème de transport bidimensionnel.

Au niveau du bord externe en x = ∆, des conditions relativement natu-
relles peuvent être dérivées en utilisant les conditions d’interface du modèle
collisionnel dans lesquelles les grandeurs physiques correspondant à la couche
de droite (extérieur du domaine) sont mises à zéro. Les conditions de réflexion-
transmission pour les accumulations et les courants dégénérent en une condition
de réflexion totale unique :

n+(∆) = n−(∆) ⇔ J+
1 (∆) = −J−

1 (∆) (3.59)

Le symbole équivalent signifie simplement qu’en l’absence de courant, ces deux
équations traduisent la même information et l’on utilisera l’une ou l’autre de
ces équations. La condition sur le champ électrique fournit alors :

E (∆) = 0 (3.60)

qui est assez naturelle dans la mesure où aucun électron ne sort du barreau.

Pour résumer, les nouvelles conditions de bords à utiliser s’écrivent :

– Au point de connexion avec la couche parcourue par le courant (réservoir
effectif) :

n+(0) = α
Jc
vf

J+
1 (0) = βJc (3.61)

– Au bord externe :

J+
1 (∆) = −J−

1 (∆) E (∆) = 0 (3.62)
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Figure 3.8 – Géométrie non locale bicouche. Un barreau constitué de deux
matériaux est connecté perpendiculairement à une région traversée par un cou-
rant de charge Jc.

et permettent de générer un état hors-équilibre dans le barreau variant linéairement
avec la densité de courant Jc circulant dans l’autre matériau.

Remarque : dans la suite, on utilisera les notations

q1 =
1

2
√

12
+

3

(12 − η2)
(3.63)

q2 =
1

2
√

12
− 3

(12 − η2)
(3.64)

3.3.3 Résistance non locale

Pour étudier le transport non local, nous présentons deux cas simples. Le
premier, correspondant au cas du barreau monocouche de la figure 3.7, per-
mettra de mettre en évidence le rôle du libre parcours moyen pour ce type de
transport particulier. Le second cas porte sur un barreau bicouche (figure 3.8)
et permet d’observer l’effet des paramètres d’interface.

Etude du cas monocouche

Pour caractériser le transport non locale, on introduit la résistance adimen-
sionnée :

R =
V (∆) − V (0)

RshI
(3.65)

qui représente le rapport entre la différence de potentiel apparaissant aux bornes
du barreau (V (∆) − V (0)) et le courant circulant dans le réservoir effectif I.
Cette résistance est adimensionnée par la résistance de Sharvin Rsh.
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L’apparition de cette tension peut se comprendre de la façon suivante : le
matériau parcouru par le courant injecte des électrons hors-équilibre dans le bar-
reau perturbant ainsi la densité électronique. L’accumulation produite engendre
alors un potentiel électrique au sein du barreau par l’intermédiaire de l’équation
de Poisson. On montre alors que la résistance 3.65 s’écrit sous la forme :

R = x1α+ x2β (3.66)

avec
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On constate que cette résistance est proportionnelle aux paramètres d’injec-
tion α et β. En particulier, la contribution en α est représentative du régime
balistique (ℓ = ∞) et celle en β est caractéristique du régime diffusif (ℓ ̸= ∞).
On remarque qu’elle ne fait pas intervenir de dépendance linéaire en épaisseur
(comme dans les résistances locales) et présente une variation exponentielle avec
l’épaisseur de la couche. On note que R vaut zéro pour une épaisseur nulle du
barreau et tend vers une valeur finie lorsque l’épaisseur de la couche est supérieur
au libre parcours moyen (voir la figure 3.9). Cette valeur asymptotique est alors
donnée par l’expression :

R (∆ = ∞) = α+
3
(
2 +

√
12
)(

3 +
√

12
) β ≈ α+ 2.5β (3.69)

qui ne dépend que de la statistique d’injection via les paramètres α et β. L’exis-
tence de cette résistance asymptotique est assez naturelle puisque si le potentiel
(et toutes les grandeurs physiques) tend bien vers zéro lorsqu’on est infiniment
loin du point de connexion avec le réservoir effectif, la différence de potentiel
V (∆ = ∞) − V (0) reste non nulle puisque V (0) ne l’est pas. En particulier, La
résistance asymptotique permet de déterminer le potentiel de contact (V (0)) au
réservoir effectif.

Nous voyons donc qu’en transport non local, la résistance varie exponentiel-
lement avec l’épaisseur de la couche et tend vers une valeur constante fortement
dépendante de la statistique d’injection des électrons dans le barreau.

Etude du cas bicouche

Pour observer le rôle d’une interface sur la résistance non locale 3.65, on
regarde à présent le cas d’un barreau bicouche (figure 3.8). La résistance non
locale est alors définie par la relation :

R =
VR (b) − VL (0)

RshI
(3.70)
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Figure 3.9 – Evolution de la résistance R (3.65) en fonction de l’épaisseur. Elle
suit une loi d’évolution exponentielle dont la croissance est commandée par le
libre parcours moyen. Elle tend vers une valeur constante ne dépendant que des
paramètres d’injection α et β. On constate que la valeur du plateau est atteinte
lorsque ∆ ≈ ℓ. Pour cette figure, on a posé α = β = 0.2.

qui est toujours associée à la différence de potentiel aux bornes du barreau. La
figure 3.10 présente son évolution en fonction de l’épaisseur de la couche à droite
de l’interface (figure 3.8) et pour différentes valeurs des coefficients de transmis-
sions. On constate que cette résistance évolue toujours exponentiellement avec
l’épaisseur de la couche et tend vers une valeur constante pour des épaisseurs
grandes devant le libre parcours moyen. Cette valeur asymptotique dépend des
coefficients de transmission T et t dont une expression approchée est donnée
par la relation :

R (∆R = ∞) ≈ α+ x3β (3.71)

avec
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(3.72)

Cette relation à la même structure que celle de la monocouche (expression
3.69) dans laquelle le facteur numérique dépend maintenant de l’épaisseur de
la première couche du barreau et des coefficients d’interface T et t. A travers
cette expression, on constate que les effets d’interfaces sont d’autant plus im-
portant que l’épaisseur de la première couche (∆L) est petite et on comprend
la différence de comportement entre les courbes 3.10 (a) et 3.10 (b) puisque
la dépendance en transmission isotrope étant en T−1, la valeur asymptotique
augmente donc lorsque T diminue alors qu’elle augmente avec la transmission
anisotrope puisque la valeur asymptotique est quasi proportionnelle à celle-ci.
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Figure 3.10 – Evolution de la résistance non locale du bicouche en fonction de
l’épaisseur de la couche de droite. l’épaisseur de la couche à gauche de l’interface
est fixée à ∆L = 2.5nm et les libres parcours moyen sont définies à partir de la
valeur ℓm = 5nm et du facteur d’asymétrie α = 0.3, ℓL = lm (1 + α) = 6.5nm,
ℓR = lm (1 − α) = 3.5nm. La figure (a) présente cette évolution pour différentes
transmissions balistiques T (t est fixée à 0.5) et la figure (b) montre cette même
évolution pour différentes transmissions diffusives t (T étant fixée à 0.5).
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A travers ces exemples simples, nous voyons que pour le transport non lo-
cal le libre parcours moyen est crucial. Ceci nous montre en particulier que les
effets prédits sont caractéristiques du modèle collisionnel. En effet, le modèle
dérive-diffusion ne faisant apparaitre que la longueur d’écran comme longueur
de décroissance, l’évolution exponentielle avec le libre parcours moyen ne peut
donc être reproduite avec ce modèle. D’autre part, en observant l’expression
asymptotique de la résistance non locale du bicouche, on constate que celle-ci
ne dépend de la transmission isotrope qu’à travers l’existence de la transmission
anisotrope puisque si cette dernière est nulle, elle fait égalemment disparaitre
la transmission isotrope T. Or, pour le modèle dérive-diffusion, la transmission
anisotrope est complétement absente puisque la contribution anisotrope du cou-
rant est mal définie. En particulier, l’absence de courant de charge montre que
les quantités chirales associées au modèle dérive-diffusion s’écrivent :

n±(x) =
n(x)

2
J±
1 = 0 (3.73)

montrant que la composante anisotrope du courant, indispensable pour intro-
duire le coefficient de transmission t, est nulle. De plus, en transport non locale,
l’absence de courant de charge montre que les paramètres d’interfaces seraient
sans effets sur la résistance non locale puisque la condition de saut d’accumula-
tion (relation 2.195) devient une condition de continuité :

vfRnR − vfLnL = −4R

T
Jc ⇒ vfRnR = vfLnL (3.74)

puisque Jc = 0. Cette conséquence est cohérente avec la nécessité une transmis-
sion anisotrope (qui n’existe pas pour dérive-diffusion) pour observer un effet
des paramètres d’interface. Nous comprenons ainsi que ces effets non locaux
sont bien typiques du modèle collisionnel et ceux d’autant plus qu’on a pu noter
que la résistance non locale dépend fortement de la statistique d’injection qui
n’est bien définie qu’en adoptant une représentation chirale du transport.

3.4 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons présenté quelques conséquences du
modèle collisionnel dans le cadre du transport de charge. Nous avons montré
qu’il est possible d’établir une représentation de ce modèle macroscopique en
terme de potentiel électrochimique moyennant une hypothèse très raisonnable
pour les métaux. Nous avons ensuite essayé de mettre en évidence des effets
de libre parcours moyen dans le cadre du transport local et non local. Pour
le transport local, nous avons établi l’expression générale de la résistance deux
terminaux. Celle-ci varie continûment de sa valeur balistique à celle diffusive
lorsqu’on fait varier le libre parcours moyen et présente certains extremums
en fonction des paramètres d’interface au voisinage de la transition balistique-
diffusif. Concernant le transport non local, nous avons présenté des calculs de
principes visant à montrer que les effets prédits sont d’une part caractéristiques
du libre parcours moyen et d’autre part associés au modèle collisionnel. En
particulier, grâce aux chiralités, nous avons fourni une modélisation simple des
effets non locaux par l’intermédiaire de conditions de réservoir effectives.
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Ce chapitre est consacré à l’extension du modèle collisionnel au cas de struc-
tures contenant des matériaux magnétiques. La dérivation du modèle collision-
nel pour ce type de système étant très similaire, ce chapitre a été épuré au
maximum afin d’éviter les redondances avec les chapitres précédents et cer-
tains détails sont présentés dans l’annexe C. Ce chapitre est décomposé comme
suit : nous commençons par introduire le concept de vanne de spin colinéaire
ainsi que le modèle de transport de base pour étudier ce type de structure, le
modèle Valet-Fert [60]. Nous passons ensuite à l’extension du modèle collision-
nel en fournissant la généralisant des équations de transport et des conditions
de bords et d’interfaces en présence de spin. Ce chapitre sera essentiellement
consacré à la présentation du modèle pour la raison que cette extension en spin
fait encore l’objet d’études sur lesquelles nous reviendrons dans la conclusion.

4.1 Introduction

4.1.1 Les vannes de spin

Une vanne de spin correspond à l’empilement de matériaux magnétiques et
non magnétiques ayant des propriétés de volume différentes (vitesse de Fermi,
libre parcours moyen,...). Dans ces systèmes, la présence de champ d’aimanta-
tion influence les propriétés de transport qui varient en fonction du changement
d’alignement des différents champs d’aimantation. Ce phénomène, connu sous
le nom de magnétorésistance, s’explique par une polarisation en spin des pro-
priétés de transport ([116], [117]). Les électrons ne se propagent pas de la même
manière au sein de la structure en fonction de leur état de spin provoquant ainsi
une séparation du courant en deux contributions, une par état de spin.
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Figure 4.1 – Exemple simple de vanne de spin colinéaire CPP. Celle-ci est
constituée de deux matériaux ferromagnétiques (F) connectés à des réservoirs et
séparés par un métal non magnétique (N). Le champs d’aimantation de chaque
ferromagnétique est uniforme et orienté dans la même direction qui sera choisie
comme l’axe z.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au cas des vannes de spin colinéaires
qui se caractérisent par la présence de champs d’aimantation uniformes dirigés
dans la même direction qui sera pour nous l’axe z. La figure 4.1 en fournit un
exemple. Lorsque les champs d’aimantation sont orientés dans le même sens, on
parle alors du cas parallèle (P) et dans le cas contraire du cas anti-parallèle (AP).

Pour décrire le transport dans ces systèmes, il faut donc détailler la des-
cription en séparant les électrons suivant leur état de spin ”up” ou ”down”. Le
transport est de nouveau étudié à partir de l’équation de Boltzmann décrivant
maintenant l’évolution d’une fonction de distribution polarisée en spin fs (r,v, t)
où l’indice s =↑, ↓ désigne l’état de spin. Ainsi, en présence de cette polarisation
en spin , l’équation de Boltzmann s’écrit :

∂fs
∂t

+v.∇rfs+
F

m
.∇vfs =

1

τs

∫
dΩ′

4π
(fs (Ω′) − fs (Ω))+

1

τsf

∫
dΩ′

4π
(f−s (Ω′) − fs (Ω))

(4.1)
où τs caractérise les collisions sans retournement de spin et τsf décrit les proces-
sus de retournement de spin. Pour la géométrie qui nous intéresse, la fonction
de distribution ne dépend que la variable d’espace x et évolue toujours sous
l’action d’un champ électrique autocohérent dirigé suivant x :

F = −eE(x)ex = e∂xV ex (4.2)

où V est le potentiel électrique. On supposera toujours un état stationnaire.
Ainsi, l’équation 4.1 prend la forme :

vx
∂fs
∂x

+evx
∂V

∂x

∂fs
∂ϵ

=
1

τs

∫
dΩ′

4π
(fs (Ω′) − fs (Ω))+

1

τsf

∫
dΩ′

4π
(f−s (Ω′) − fs (Ω))

(4.3)
où l’on a introduit l’énergie ϵ = 1

2mv
2. A partir des fonctions de distribution fs,

on peut calculer une densité de charge ns et un courant de charge Js polarisées
en spin :

ns(x) = −e
(m
h

)3 ∫
dvfs (x,v) (4.4)

Js(x) = −e
(m
h

)3 ∫
dvvxfs (x,v) (4.5)
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Le potentiel électrique V autocohérent vérifie alors l’équation de Poisson :

∂V

∂x
= − (n↑(x) + n↓(x) − neq)

ϵ
(4.6)

où neq est la densité de charge d’équilibre. Notons enfin que l’état d’équilibre
est supposé non magnétique et caractérisé par la fonction de distribution de
Fermi-Dirac à température nulle quelque soit l’état de spin :

feqs = θ (ϵf − ϵ) (4.7)

Cette hypothèse consiste à supposer que le champ d’échange du gaz d’électrons
polarisé est faible. Les densités d’électrons d’équilibre sont donc simplement
fournies par la relation :

n0↑ = n0↓ =
n0
2

n0 =
8πm3v3f

3h3
(4.8)

où n0 est la densité d’électrons d’équilibre et vf la vitesse de Fermi.

Ainsi, les équations 4.3 à 4.7 constituent la base de tous les développements
de ce chapitre.

Avant de poursuivre, nous introduisons quelques notations. A partir des
temps de relaxation τs et τsf intervenant dans l’équation de Boltzmann, on
définit les deux libres parcours moyen :

ℓs = vfτs ℓsf = vfτsf (4.9)

où vf est la vitesse de Fermi. On introduit ensuite la longueur effective λs définie
par :

1

λs
=

1

ℓs
+

1

ℓsf
(4.10)

et la conductivité de Drude, σds, polarisée en spin :

σds =
e2n0sλs
mvf

=
e2n0λs
2mvf

(4.11)

compte tenue des hypothèses de travail. La conductivité de Drude du matériau
est alors la somme des conductivités de Drude pour chaque état de spin s :

σd = σd↑ + σd↓ =
e2n0 (λ↑ + λ↓)

2mvf
(4.12)

On posera également ρd = 1
σd

, la résistivité de Drude du matériau. Enfin, la
constante de diffusion Ds polarisée en spin est définie par :

Ds =
vfλs

3
(4.13)

Toutes ces notations sont une simple extension en spin de celles correspondant
au transport de charge.
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4.1.2 Le modèle Valet-Fert

A partir de l’équation de Boltzmann 4.3, l’équivalent du modèle dérive-
diffusion pour les vannes de spin colinéaires a été dérivé. Ce modèle, dit de
Valet-Fert ([60]), constitue le modèle de base pour l’étude du transport dans les
vannes colinéaires et a fait l’objet de plusieurs études et extensions ([61] à [73]
ou encore [105]).

Ce modèle, que nous résumons ici, s’obtient de l’équation de Boltzmann
4.3 en linéarisant la fonction de distibution autour de l’état d’équilibre par
rapport au champ électrique et en décomposant la composante hors-équilibre de
la fonction de distribution sur les polynômes de Legendre ordinaire (procédure
complétement similaire à la dérivation du modèle dérive-diffusion). En tronquant
les équations à l’ordre un dans les polynômes de Legendre, T. Valet et A. Fert
([60]) ont dérivé un modèle de transport macroscopique portant sur le potentiel
électrochimique, µs , polarisé en spin définie par :

µs(x) = V (x) +
Ds

σds
ns(x) (4.14)

où V est le potentiel électrique, ns l’accumulation de charge pour l’état de
spin s, σds et Ds sont définies par 4.11 et 4.13. Ces potentiels vérifient alors les
équations de transport :

1

σds

∂Js
∂x

=
µ−s(x) − µs(x)

Dsτsf
(4.15)

Js(x) = −σds
∂µs

∂x
(4.16)

où s =↑, ↓ désigne l’état de spin et Js le courant de charge par état de spin.
Les solutions de ces équations s’écrivent sous la forme d’exponentielle faisant
intervenir une longueur de décroissance, la longueur de diffusion de spin ℓsd :

1

ℓ2sd
=

3

ℓsf

(
1

λ↑
+

1

λ↓

)
(4.17)

Le point important dans ces équations est que bien qu’il y ait du spin-flip, les
courants pour chaque état de spin restent découplés puisqu’ils ne sont liés qu’au
gradient du potentiel électrochimique de même spin. En particulier, les profils
de potentiels électrochimiques µs et de courant Js prennent la forme :

µs(x) = ρdJc

[
C − x+ (−1)

s λ−s

λ↑ + λ↓

(
Ae

x
ℓsd +Be

− x
ℓsd

)]
(4.18)

Js(x) =
Jcλs

λ↑ + λ↓

[
1 − (−1)

s λ−s

(λ↑ + λ↓) ℓsd

(
Ae

x
ℓsd −Be

− x
ℓsd

)]
(4.19)

où A, B et C sont des constantes d’intégration déterminées par les conditions
d’interface et Jc = J↑ + J↓ est la densité uniforme de courant de charge.

A ces équations de volume sont associées les relations de raccord aux inter-
faces :

JsL = JsR (4.20)
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µsR − µsL = rsJs (4.21)

où R (right) et L (left) désignent respectivement les matériaux à droite et à
gauche de l’interface. Ces conditions traduisent la continuité des courants par
état de spin ainsi qu’un saut de potentiel électrochimique lié à la résistance rs
caractéristique de l’interface ([60]). Ces conditions supposent une absence de
spin-flip à l’interface et la généralisation en présence de spin-flip d’interface est
fournie dans [62] par l’introduction d’une résistance de spin-flip d’interface. Ce
modèle a été utilisé à de multiples reprises ([110] et [118] à [144]) et a permis
de comprendre avec succès les effets de magnétorésistance géante.

Notons pour terminer que la compréhension précise de la résistance d’inter-
face a fait l’objet de plusieurs travaux (semi-classiques [81] à [86] et quantiques
[87] à [89]) pour comprendre son lien avec la transmissibilité de l’interface. Le
modèle collisionnel fournit alors un nouveau lien entre ces deux notions puisqu’il
permet d’établir des expressions pour les résistances d’interface en fonction des
coefficients de transmission et de réflexion et contenant les effets de spin-flip
d’interface.

4.2 Polarisation en spin du modèle collisionnel

Dans cette section, nous allons fournir l’extension en spin du modèle colli-
sionnel. Les développements étant très similaires à ceux effectués pour le trans-
port de charge, la dérivation microscopique est présentée dans l’annexe C et nous
présentons directement le modèle macroscopique et ses principales conséquences.
Nous commençons par fournir les nouvelles équations de transport ainsi que les
expressions des grandeurs macroscopiques. Ensuite, les conditions de connexion
aux réservoirs et d’interface sont introduites. La quatrième partie est consacrée
aux potentiels électrochimiques généralisés et nous terminerons par la limite
dérive-diffusion.

4.2.1 Equations de transport

Les équations de transport pour les quantités macroscopiques s’obtiennent
de l’équation de Boltzmann 4.3 en séparant les électrons se propageant vers
la droite de ceux se dirigeant vers la gauche pour chaque état de spin. Pour
résoudre les quatre équations de Boltzmann couplées, on linéarise alors chaque
fonction de distribution chirale autour de l’état d’équilibre par rapport au champ
électrique. Les parties hors-équilibre des fonctions de distribution sont ensuite
décomposées sur la base des polynômes de Legendre décalés. La troncature des
équations à l’ordre un dans ces polynômes conduit alors aux équations de trans-
port présentées ici. La partie C.1 de l’annexe C détail cet aspect.

Comme pour le transport de charge, il existe différentes formulations équivalentes
des équations de transport et nous donnons les trois principales dans ce para-
graphe.
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La représentation chirale en termes de courants anisotropes et den-
sités chirales

∂n±
s

∂x
+

ϵ

4λ2TF

∂V

∂x
=

3

2

(n−s − n+s )

ℓs
± 3

2

[(
n±−s − n±s

)
+
(
n∓−s − n±s

)]
ℓsf

+
2

Ds
J±
1s

(4.22)

∂J±
1s

∂x
± 3

λs
J±
1s =

n±s − n∓s
4τs

+

[(
n±s − n+−s

)
+
(
n±s − n−−s

)]
4τsf

(4.23)

∂2V

∂x2
= −

(
n+↑ + n−↑ + n+↓ + n−↓

)
ϵ

(4.24)

Dans ces équations, n±s et J±
1s désignent les accumulations de charge et les

composantes anisotropes du courant par état de spins et chiralités. V est le
potentiel électrique. En particulier, chaque courant de spin chiraux est la somme
d’une composante isotrope J±

0s et anisotrope J±
1s :

J±
s = J±

0s + J±
1s J±

0s = ±vf
2
n±s (4.25)

et les courants de charge par état de spin ont donc la structure générale :

Js =
vf
2

(
n+s − n−s

)
+ J+

1s + J−
1s (4.26)

Le courant de charge Jc est fourni par la somme des courants pour état de spin :

Jc = J↑ + J↓ (4.27)

Cette première repésentation permet en particulier d’établir facilement le
lien entre le régime balistique et diffusif.

La représentation non chirale

La représentation non chirale consiste à réécrire les équations précédentes en
termes des grandeurs non chirales :

ns(x) = n+s (x) + n−s (x) δns(x) = n+s (x) − n−s (x) (4.28)

Js(x) = J+
s (x) + J−

s (x) Jps = J+
s (x) − J−

s (x) (4.29)

Les équations de transport deviennent alors :

∂Js
∂x

=
n−s − ns
τsf

(4.30)

∂Jps
∂x

+
3σds
2λs

∂V

∂x
= −

(
1

τs
+

1

τsf

)
δns (4.31)

∂2V

∂x2
= − (n↑ + n↓)

ϵ
(4.32)
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Jps =
vf
2
ns +

Ds

2

∂δns

∂x
+

3Ds

2ℓsf
(ns − n−s) (4.33)

Js = vfδns +
Ds

2

∂ns

∂x
+
σds
2

∂V

∂x
(4.34)

Cette deuxième représentation est très utile pour comprendre le passage au
modèle Valet-Fert.

La représentation en terme de potentiels électrochimiques chiraux et
courants anisotropes

Comme pour le transport de charge, les équations s’écrivent assez naturelle-
ment en termes de potentiels électrochimiques chiraux qui sont définis par une
simple polarisation en spin de la relation du transport de charge :

µ±
s (x) = n±s (x) +

ϵ

4λ2TF

V (x) (4.35)

Les équations de transport prennent alors la forme :

∂µ±
s

∂x
=

3

2

(µ−
s − µ+

s )

ℓs
± 3

2

(
µ+
−s − µ±

s

)
+
(
µ−
−s − µ±

s

)
ℓsf

+
4

σds
J±
1s (4.36)

1

σds

(
∂J±

1s

∂x
± 3

λs
J±
1s

)
=
µ±
s − µ∓

s

8Dsτs
+

[(
µ±
s − µ+

−s

)
+
(
µ±
s − µ−

−s

)]
8Dsτsf

(4.37)

∂2V

∂x2
− 1

λ2TF

V = − 1

λ2TF

(
µ+
↑ + µ−

↑ + µ+
↓ + µ−

↓

)
4

(4.38)

Cette troisième représentation est particulièrement utile pour déterminer les
expressions des grandeurs macroscopiques et le traitement du transport dans
les métaux.

4.2.2 Profils des grandeurs macroscopiques

Pour résoudre les équations de transport, il judicieux d’utiliser la représentation
en termes de potentiels chiraux et d’introduire les quantités

∆µ =
σds
2Ds

[(
µ+
s + µ−

s

)
−
(
µ+
−s + µ−

−s

)]
Fs =

J+
ds − J−

ds

vf
(4.39)

qui vérifient le système d’équations différentielles :

∂2

∂x2

 ∆µ
Fs

F−s

 =


12
ℓsf

(
1
λs

+ 1
λ−s

)
− 36

λ2
s

36
λ2
−s

− 3
ℓsfλs

12
λ2
s

0
3

ℓsfλ−s
0 12

λ2
−s


 ∆µ

Fs

F−s

 (4.40)

Les solutions s’écrivent alors sous la forme de combinaison linéaire d’expo-
nentielles faisant intervenir trois longueurs de décroissance qu’on notera génériquement
ℓi (i = 1 ,2 ou 3) et qui correspondent aux valeurs propres de la matrice du
système ci-dessus. Il n’est pas simple d’établir l’expression exacte de ces trois
longueurs caractéristiques puisqu’elles vérifie une équation algébrique d’ordre
trois. On se contente de donner leurs expressions pour quelques cas limites :
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– ℓsf = +∞ :
1

ℓ21
=

12

ℓ2↑

1

ℓ22
=

12

ℓ2↓

1

ℓ23
= 0 (4.41)

– ℓ↑ = ℓ↓ = +∞, ℓsf ̸= +∞ :

1

ℓ21
=

12

ℓ2sf

1

ℓ22
=

(
3 +

√
7
)

ℓ2sf

1

ℓ23
=

(
3 −

√
7
)

ℓ2sf
(4.42)

– ℓ↑ = ℓ↓ = ℓ, ℓsf ̸= +∞ :

1

ℓ21
=

12

λ2
1

ℓ22
=

6

λ

(
2

ℓsf
+

1

λ
+

√
4

ℓ2sf
+

2

λℓsf
+

1

λ2

)
1

ℓ23
=

6

λ

(
2

ℓsf
+

1

λ
−
√

4

ℓ2sf
+

2

λℓsf
+

1

λ2

) (4.43)

1

λ
=

1

ℓ
+

1

ℓsf
(4.44)

On remarque que la présence de la longueur de spin flip engendre toujours trois
longueurs de décroissance.

La partie C.2.1 de l’annexe C fournit des détails concernant la résolution
de ces équations et nous donnons simplement les profils des grandeurs ma-
croscopiques fondamentales pour éviter une liste trop important d’expressions
mathématiques.

– Les accumulations chirales : les accumulations de charge par spin et
chiralité s’écrivent :

n±s (x) =
3Jc
2vf

[
± λs

2 (λs + λ−s)
+

3∑
i=1

(
q1i (λs) aie

± x
ℓi + q2i (λs) bie

∓ x
ℓi

)
− β1e

x
λTF − β2e

− x
λTF

]
(4.45)

Dans ces expressions, on a introduit les quantités :

q1i(x) =
6ℓ2i
(
x2 − 3ℓ2i

)
xℓsf (x2 − 12ℓ2i )

−
3ℓi
(
x2 − 6ℓ2i

)
2ℓsf (x2 − 12ℓ2i )

+
1

4
(
1− λ2

TF

ℓ2i

) (1− 24ℓ2i
(
x2 − 3ℓ2i

)
xℓsf (x2 − 12ℓ2i )

)
(4.46)

q2i(x) =
6ℓ2i
(
x2 − 3ℓ2i

)
xℓsf (x2 − 12ℓ2i )

+
3ℓi
(
x2 − 6ℓ2i

)
2ℓsf (x2 − 12ℓ2i )

+
1

4
(
1− λ2

TF

ℓ2i

) (1− 24ℓ2i
(
x2 − 3ℓ2i

)
xℓsf (x2 − 12ℓ2i )

)
(4.47)

qui vérifient la règle de somme :

q1i (λ↑) + q2i (λ↑) + q1i (λ↓) + q2i (λ↓) = 1 (4.48)

– Les courants diffusifs chiraux :

J±
ds(x) =

Jc
8

[
λs

(λs + λ−s)
+ s

3∑
i=1

(
Γ1i (λs) aie

± x
ℓi − Γ2i (λs) bie

∓ x
ℓi

)]
(4.49)
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où l’on a introduit les notations :

Γ1i(x) =
3ℓi
(
x2 + 6ℓi (ℓi − x)

)
ℓsf (x2 − 12ℓ2i )

Γ2i(x) =
3ℓi
(
x2 + 6ℓi (ℓi + x)

)
ℓsf (x2 − 12ℓ2i )

(4.50)

– Le potentiel électrique : celui-ci s’écrit sous la forme :

V (x) =
(λ↑ + λ↓)Jc
(σd↑ + σd↓)

[
d

4
− x

(λ↑ + λ↓)
+ β1e

x
λTF + β2e

− x
λTF −

3∑
i=1

ωi

(
aie

x
ℓi + bie

− x
ℓi

)]
(4.51)

où le coefficient ωi s’écrit :

ωi =
1

2
(q1i (λ↑) + q2i (λ↑))−

6ℓ2i
(
λ2
↑ − 3ℓ2i

)
λ↑ℓsf

(
λ2
↑ − 12ℓ2i

) =
6ℓ2i
(
λ2
↓ − 3ℓ2i

)
λ↓ℓsf

(
λ2
↓ − 12ℓ2i

)−1

2
(q1i (λ↓) + q2i (λ↓))

(4.52)

Avec ces grandeurs moyennes, on peut alors déterminer toutes les gran-
deurs macroscopiques d’intérêt. Notons que les expressions présentées ici cor-
respondent aux cas ou les libres parcours moyen ℓ↑ et ℓ↓ sont différents. Lors-
qu’ils sont égaux, comme c’est le cas pour les métaux normaux, les solutions
changent de structure et les expressions des grandeurs macroscopiques doivent
être modifiées. Les quantités macroscopiques correspondant au cas ℓ↑ = ℓ↓ sont
présentées en annexe C.3. Il faut noter que ce fait provient essentiellement de la
forme des solutions que nous avons adopté ici car ne connaissant pas l’expres-
sion exacte des longueurs propres ℓi, il est difficile de prendre la limite ℓ↑ = ℓ↓
dans ces équations puisque dans ce cas, une des longueurs propres annule le
dénominateur λ2↑,↓ − 12ℓ2i .

4.2.3 Conditions de bords et d’interface

Equations de bords et d’interface générales

Les profils des grandeurs macroscopiques étant connus, il reste à déterminer
les différentes constantes d’intégration λi et βi. Pour ce faire, il faut spécifier les
conditions de raccord aux interfaces et de connexion aux réservoirs.

En adoptant une description des effets d’interface en termes d’intégrales de
collision polarisées en spin (voir la partie C.4 de l’annexe C), on peut établir
un jeu de conditions pour les grandeurs macroscopiques généralisant celui intro-
duit pour le transport pur de charge. Les équations de raccords aux interfaces
à appliquer en présence d’une polarisation en spin s’écrivent donc sous la forme :
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– La conservation des particules entrantes et sortantes :

n+Rs = Rsn
−
Rs +Rsfn

−
R−s + Tsn

+
Ls + Tsfn

+
L−s (4.53)

n−Ls = Rsn
+
Ls +Rsfn

+
L−s + Tsn

−
Rs + Tsfn

−
R−s (4.54)

– La conservation du courant :

J+
Rs = TsJ

+
0Ls + tsJ

+
1Ls + TsfJ

+
0L−s + tsfJ

+
1L−s

−RsJ
−
0Rs − rsJ

−
1Rs −RsfJ

−
0R−s − rsfJ

−
1R−s

(4.55)

J−
Ls = −RsJ

+
0Ls − rsJ

+
1Ls −RsfJ

+
0L−s − rsfJ

+
1L−s

+ TsJ
−
0Rs + tsJ

−
1Rs + TsfJ

−
0R−s + tsfJ

−
1R−s

(4.56)

– La continuité du champ électrique :

ER = EL (4.57)

– La continuité du potentiel électrique :

VR = VL (4.58)

où L et R désignent respectivement la gauche et la droite de l’interface. Les
coefficients de transmission balistiques (Rs, Ts, Tsf et Rsf ) et diffusifs (rs, ts, tsf
et rsf ) vérifient les règles de somme :

Rs + Ts +Rsf + Tsf = 1 (4.59)

rs + ts + rsf + tsf = 1 (4.60)

Notons que les équations portant sur les accumulations sont toujours compa-
tibles avec la continuité de la quantité δn = n+ − n− :

δnR↑ + δnR↓ = δnL↑ + δnL↓ (4.61)

et celles sur les courants assurent la continuité du courant de charge Jc.

D’autre part, à partir des équations sur les accumulations, on peut montrer
que le saut d’accumulation par état de spin à l’interface est donné par la relation :

nRs − nLs = −Σs (δnRs + δnLs) − Σsf (δnR−s + δnL−s) (4.62)

où l’on a introduit :

Σs =
(2T−s + Tsf +Rsf ) (2Rs + Tsf +Rsf ) + (Tsf −Rsf )

2

(2T↑ + Tsf +Rsf ) (2T↓ + Tsf +Rsf ) − (Tsf −Rsf )
2 (4.63)

et

Σsf =
2 (Rsf − Tsf )

(2T↑ + Tsf +Rsf ) (2T↓ + Tsf +Rsf ) − (Tsf −Rsf )
2 (4.64)



4.2 Polarisation en spin du modèle collisionnel 92

Les équations sur les courants permettent d’écrire une relation fournissant
la répartition du courant à l’interface en fonction des différents flux incidents :

Jc = (T↑ + Tsf )
(
J+
0L↑ + J−

0R↑

)
+ (t↑ + tsf )

(
J+
1L↑ + J−

1R↑

)
+ (T↓ + Tsf )

(
J+
0L↓ + J−

0R↓

)
+ (t↓ + tsf )

(
J+
1L↓ + J−

1R↓

) (4.65)

qui traduit la répartition du courant de charge aux interfaces en fonction des
différents types de courants incidents.

Concernant la connexion aux réservoirs, les équations généralisent simple-
ment celles correspondantes à un transport purement de charge :

– Le réservoir de gauche :

n+s = 0 J+
1s = 0 (4.66)

– Le réservoir de droite :

n−s = 0 J−
1s = 0 (4.67)

Ces relations expriment simplement que les électrons injectés aux bords du mul-
ticouche proviennent de source à l’équilibre thermodynamique aussi bien pour
la charge que pour le spin.

Avec ces conditions de raccords aux interfaces et aux réservoirs, on peut
alors résoudre un multicouche quelconque. Notons pour terminer qu’on peut
développer une approche du type matrice de transfert pour les équations d’in-
terfaces. Celle-ci est présentée dans le paragraphe C.5 de l’annexe C.

4.2.4 Expressions des conditions de bords et d’interface
en termes de potentiel électrochimique

Comme dans le cadre du transport de charge, on peut écrire des équations
d’interface en termes de potentiels électrochimiques chiraux en supposant que
la densité d’état à l’énergie de Fermi varie peu d’un métal à l’autre. On obtient
ainsi des équations de passage à l’interface qui prennent la forme :

µ+
Rs = Rsµ

−
Rs +Rsfµ

−
R−s + Tsµ

+
Ls + Tsfµ

+
L−s (4.68)

µ−
Ls = Rsµ

+
Ls +Rsfµ

+
L−s + Tsµ

−
Rs + Tsfµ

−
R−s (4.69)

J+
1Rs = tsJ

+
1Ls + tsfJ

+
1L−s − rsJ

−
1Rs − rsfJ

−
1R−s (4.70)

J−
1Ls = tsJ

−
1Rs + tsfJ

−
1R−s − rsJ

+
1Ls − rsfJ

+
1L−s (4.71)

et qui sont découplées en potentiel et en courants anisotropes. En particulier, il
y a conservation séparée des quantités

δµ =
∑
s

(
µ+
s − µ+

s

)
J1 =

∑
s

(
J+
1s + J−

1s

)
(4.72)
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avec cette approximation.

Les conditions de connexion aux réservoirs s’écrivent naturellement en terme
de potentiels électrochimiques sous la forme :

– Le réservoir de gauche :

µ+
s = V1 J+

1s = 0 (4.73)

– Le réservoir de droite :

µ−
s = V2 J−

1s = 0 (4.74)

Avec ces conditions d’interface, on peut ainsi déterminer les potentiels électrochimiques
chiraux et les courants anisotropes sans faire appel aux effets d’écrantages.

4.2.5 Potentiel électrochimique généralisé

Comme pour le transport de charge, en introduisant le potentiel électrochimique
du modèle de Valet-Fert :

µs(x) = V (x) +
Ds

σds
ns(x) (4.75)

on peut alors exprimer les courants polarisés en spin sous la forme :

Js = −σds
∂Φs

∂x
− s

λsσs
ℓsf

∂m

∂x
(4.76)

Dans ces expressions, on a introduit l’accumulation de spin m et le potentiel
électrochimique généralisé Φs définies par :

Φs = µs −
λ2s
12

∂2µs

∂x2
m = µ↑ − µ↓ (4.77)

Dans la relation 4.76, le premier terme est une généralisation directe du
modèle de Valet-Fert et le point important réside dans le second terme qui
montre que les courants par spin sont couplés à travers le gradient de l’accumu-
lation de spin ∂xm. Les courants ne sont plus découplés de spin.

A partir des expressions des grandeurs macroscopiques, on montre que les
potentiels µs s’écrivent sous la forme :

µs(x) =
(λs + λ−s) Jc
(σds + σd−s)

[
d

4
− x

(λs + λ−s)
+ s

3∑
i=1

6ℓ2i
(
λ2
s − 3ℓ2i

)
λsℓsf (λ2

s − 12ℓ2i )

(
aie

x
ℓi + bie

− x
ℓi

)]
(4.78)

ce qui permet d’en déduire les expressions des potentiels généralisés Φs :

Φs(x) =
(λs + λ−s) Jc
(σds + σd−s)

[
d

4
− x

(λs + λ−s)
− s

3∑
i=1

(
λ2
s − 3ℓ2i

)
2λsℓsf

(
aie

x
ℓi + bie

− x
ℓi

)]
(4.79)
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4.2.6 La limite Valet-Fert

De la même façon que pour le transport de charge, on peut dériver la limite
dérive-diffusion du modèle collisionnel polarisé en spin. On retrouve alors le
modèle Valet-Fert muni de conditions d’interface qui ont la structure de celles
du modèle Valet-Fert.

Pour obtenir les équations de transport dans cette limite, il faut utiliser les
équations 4.30 à 4.34 de la représentation non chirale des équations de transport
dans lesquels on utilise les relations de changement de base :

n±s (x) =
ns(x)

2
± 3Js(x)

4vf
J±
1s(x) =

Js(x)

8
(4.80)

qui ne sont rien d’autre que l’extension en spin des relations 2.191. Il faut uti-
liser également le fait que la limite dérive-diffusion correspond à une limite de
nombre de Knudsen nul (κs = ℓs

∆ = κsf =
ℓsf
∆ = 0 où ∆ est l’épaisseur de la

couche). La prise simultanée de ces deux limites est indispensable pour restaurer
les bonnes équations de volume. Cette procédure réstitue alors les équations de
transport de volume 4.15 et 4.16 du modèle Valet-Fert.

Pour obtenir les conditions d’interface dans cette limite, il suffit de procéder
comme pour le transport de charge. On utilise les équations d’interface por-
tant sur les courants chiraux dans lesquelles on suppose que les coefficients
anisotropes rs, ts, tsf , rsf sont égaux respectivement aux paramètres isotropes
Rs, Ts, Tsf , Rsf ainsi que les formules 4.80 de changement de base de projection.
On aboutit alors à un jeu de conditions d’interface adapté pour le modèle Valet-
Fert. Celles-ci peuvent alors être écrites en termes de potentiels électrochimiques
et prennent la forme

– Saut de potentiels électrochimique par état de spin :

µLs − µRs = rs
(IRs + ILs)

2
+ rsf

(IR−s + IL−s)

2
(4.81)

Dans cette équations, les résistances d’interface sont données par les relations :

rs = 2RshΣs rsf = 2RshΣsf (4.82)

où Rsh est la résistance de Sharvin et Σs et σsf sont donnés respectivement
par 4.63 et 4.64. On a également introduit Is = JsS où S est la section
transverse du circuit.

– La conservation du courant :

IcR = IcL (4.83)

ImL − ImR =
2 (Rsf + Tsf )

Rsh (T↑ + T↓ +R↑ +R↓)
(∆µL + ∆µR) (4.84)

où l’on a introduit le courant de spin Im = I↑ − I↓ et l’accumulation de
spin ∆µ = µ↑ − µ↓. De la même façon, on a introduit l’intensité du courant
Is = JsS ou S est la section transverse du circuit.
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Ainsi la limite dérive-diffusion du modèle collisionnel fournit des expres-
sions ananlytiques pour les résistances d’interface du modèle Valet-Fert en fonc-
tion des différents coefficients de transmission de l’interface. On remarquera la
dépendance non triviale de ces résistances en fonctions des coefficients de trans-
mission et de réflexion étant donnée la complexité des facteurs Σs et Σsf . En
particulier, on constate que la résistance de spin-flip s’annule lorsque le coeffi-
cient de réflexion de spin-flip Rsf et égal au coefficient de transmission spin-flip
Tsf . Dans ce cas, tout ce qui est perdu par transmission spin flip est regagné
par les processus de réflexion spin-flip et tout ce passe donc comme s’il n’existe
pas de spin-flip à l’interface.

Concernant les équations de connexion aux réservoirs, elles s’obtiennent en
imposant la nullité des courants entrants dans lesquelles on injecte les relations
de changement de base 4.80. On obtient alors les équations de connexion :

– Le réservoir de gauche :

µs +RshIs = V1 (4.85)

– Le réservoir de droite :

µs −RshIs = V2 (4.86)

Ainsi, l’utilisation de ces conditions d’interfaces permettent de résoudre un
multicouche quelconque avec une approche de type dérive-diffusion.

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la polarisation en spin du modèle
collisionnel. Nous avons ainsi pu montrer que dans le régime diffusif, les cou-
rants par état de spin sont couplés par le gradient d’accumulation de spin et
des expressions pour les résistances d’interface du modèle Valet-Fert ont été
dérivées. Comme indiqué dans l’introduction, nous avons simplement présentée
le modèle pour les raisons qui suivent. Jusqu’à présent, nous n’avons pas re-
marqué de différences significatives existant entre le modèle collisionnel polarisé
en spin et le modèle Valet-Fert. En particulier, nous avons reproduit tous les
comportements en épaisseurs prédits pour la magnétorésistance par le modèle
Valet-Fert. La comparaison entre les deux modèles fait encore l’objet d’études
et nous essayons d’établir des résultats analytiques permettant de mettre en
évidence les corrections de libre parcours moyen 1 sur la magnétorésistance. Ces
résultats seront présentés prochainement dans une publication.

1. de la même façon qu’au chapitre précédent
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Le modèle collisionnel que nous avons introduit au cours des chapitres précédents
permet une compréhension plus aisée du transport électronique dans les struc-
tures multicouche de type CPP. En particulier, l’introduction des chiralités a
permis un meilleur traitement des effets d’interfaces et d’unifier les régimes de
transport balistique incohérent et diffusif sous un même formalisme. Les idées
du modèle collisionnel ne sont pas propres au transport électrique et peuvent
être adaptées à d’autres types de transport comme le transport lumineux. En
effet, il existe une similitude de forme entre les équations régissant la propaga-
tion d’une onde dans un milieu désordonné ([178] à [207], [253], [254] et [245])
et celles du transport électronique. Ainsi, les concepts du modèle collisionnel
peuvent s’appliquer sans modifications majeures au transport photonique. Pour
ce domaine, la notion de chiralité est essentielle dans la mesure où la distinction
entre rayonnement incident, réfléchi et transmis nécessite de savoir séparer les
photons suivant leur direction de propagation respective. Il est intéressant de
remarquer que la littérature sur le sujet ([178] à [207], [253]) contient les mêmes
problèmes que nous avons cherché à résoudre au cours de cette thèse. En par-
ticulier, la notion de chiralité fait déjà son apparition ([253] et [178] à [183]),
la question des conditions de bords et d’interfaces a été regardée de multiples
façons ([187] à [201]) et des approches équivalentes au modèle dérive-diffusion
([202], [203], [253] et [245]) sont également présentes. Dans toutes ces études, le
traitement analytique des chiralités ainsi que la compatibilité avec les approches
diffusives ont toujours été quelque chose de problématique.

Dans ce chapitre, nous allons résoudre cela en développant un modèle de
transport chirale pour l’intensité lumineuse. Dans la première partie, nous présenterons
succintement le transfert radiatif et appliquerons la technique de projection sur
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les polynômes de Legendre décalés à ce domaine. Nous revisitons ensuite un
vieux problème, le problème de Milne ([51] à [59]), afin de lui donner une nou-
velle solution et de montrer le rôle fondamental des chiralités. La dernière partie
est consacrée à la méthode des flux initialement introduite pour le transport de
la lumière ([253]) et adaptée ensuite au transport électronique par McKelvey
([29] à [37]) puis plus récemment par Lundstrom ([38] à [42]) et nous montrons
que cette approche n’est qu’un cas particulier du modèle collisionnel.

5.1 Transfert radiatif

Cette première partie est consacrée à la propagation du rayonnement dans
un milieu désordonné (transfert radiatif). Nous commençons par introduire la
description du rayonnement dans un milieu aléatoire puis nous développons un
modèle de transport macroscopique en utilisant les idèes du modèle collisionnel.

5.1.1 Rayonnement dans un milieu désordonné

Le transfert radiatif vise à comprendre la propagation du rayonnement électromagnétique
dans des milieux intéragissant avec celui-ci (diffusions multiples). Dans ces mi-
lieux désordonnés, le rayonnement subit de multiples collisions et le transport
devient incohérent ([253], [245]). Les photons sont alors diffusés (changement
de direction de propagation) et à la différence des électrons, ils peuvent être
absorbés ou émis 1 (émission induite) par le milieu. Ainsi, vis-à-vis du rayonne-
ment, les milieux matériels sont séparés en trois catégories ([254]) :

– Un milieu transparent est un milieu qui n’interagit pas avec le rayon-
nement. Il n’émet pas, n’absorbe pas, ne réfléchit pas et ne diffuse pas le
rayonnement. Tout rayonnement incident est transmis quelles que soient
sa direction et sa fréquence.

– Un corps opaque ne transmet aucun rayonnement incident. Le rayonne-
ment est soit complétement absorbé, soit complétement réfléchi au niveau
de sa surface d’incidence du rayonnement. Dans la pratique, un corps
est dit opaque lorsque la longueur de pénétration du rayonnement est
faible devant une dimension caractéristique du sytème (typiquement son
épaisseur).

– Un milieu semi-transparent réfléchit, absorbe, émet, diffuse ou trans-
met sur une longueur finie un rayonnement incident.

Les milieux opaques et transparents ne constituent en fait que deux cas
limites et le transfert radiatif vise à décrire la propagation du rayonnement
dans les milieux dit semi-transparent. Pour ces milieux, les diffusions multiples
rend alors pertinent une description moyennée du rayonnement.

5.1.2 Luminance et équation de transfert radiatif

Pour caractériser le rayonnement, on introduit la luminance monochroma-
tique directionnelle 2 Lν (r,u, t) qu’on appellera simplement luminance dans
la suite ([202], [203], [253], [254] ou encore [251]). Cette quantité constitue

1. on regroupe généralement sous le nom d’absorption ([254]) l’effet globalisé absorption
+ émission induite.

2. appelé aussi intensité spécifique monochromatique et qu’on note également Iν (r,u, t).
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Figure 5.1 – Géométrie utilisée pour définir la luminance

l’analogue radiatif de la fonction de distribution introduite pour le transport
électrique.

Par définition, la luminance permet d’écrire le flux d’énergie radiative mo-
nochromatique Pν traversant un élément de surface dS (voir la figure 5.1) centré
au point r dans un angle solide dΩ centré sur la direction u dans un intervalle
de fréquences [ν, ν + dν] et au temps t sous la forme :

Pν (r,u, t) = Lν (r,u, t)u.ndSdνdΩ (5.1)

L’élément d’intégration dΩ correspond à l’élément d’intégration associé au vec-
teur unitaire u. La luminance s’exprime en W.m−2.sr−1.Hz−1 et s’interprète
comme le flux d’énergie transporté par un rayon lumineux. Cette définition uti-
lise l’aspect ondulatoire du rayonnement électromagnétique et la luminance peut
également être introduite à partir d’une description corpusculaire du rayonne-
ment ([254] et [251]) grâce à la fonction de distribution des photons fν (r,p, t)
par la relation :

Lν =
h4

c2
ν3fν (5.2)

On notera que la luminance est définie pour une fréquence ν donnée.

Des exemples de luminances sont donnés par :
– la luminance thermique, caractéristique de l’équilibre thermodynamique

(loi de Planck) :

Lν(T ) =
2hν3

c2
1

e
hν
kbT − 1

(5.3)

où T est la température de la matière avec laquelle le rayonnement est en
équilibre, c la vitesse de la lumière dans le vide, h la constante de Planck
et kb la constante de Boltzmann.

– la luminance associée à une onde collimatée se dirigeant parallèlement à
l’axe des x :

Lν(θ) =
J0
2π
δ (cos θ − 1) (5.4)

La luminance vérifie l’équation de transfert radiative :

1

c

∂L

∂t
+ u.∇rL = − (µa + µd)L+

µd

4π

∫
dΩ′p (u.u′)L (Ω′) (5.5)
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où c est la vitesse de la lumière, µd le coefficient de diffusion (équivalent du
libre parcours moyen) et µa le coefficient d’absorption. La fonction p (u.u′) est
appele fonction de phase en transfert radiatif et s’identifie au taux de collision
du transport électronique. Elle vérifie la règle de somme :

1

4π

∫
dΩ′p (u.u′) = 1 (5.6)

Dans la suite, on suppose que la fonction de phase est égale à l’unité traduisant
ainsi l’isotropie des collisions. On note que µd et µa dépendent de la fréquence
ν et on appelle coefficient d’extinction µe la somme de ces deux coefficients :

µe = µd + µa (5.7)

A partir de la luminance, on détermine les grandeurs macroscopiques 3 ca-
ractéristiques du rayonnement. En particulier, la densité d’énergie radiative est
fournit par l’intégrale angulaire de la luminance :

urad(r, t) =
1

c

∫
dΩLν (r,u, t) (5.8)

et le flux d’énergie radiative par la moyenne sur toutes les directions de propa-
gations u :

J(r, t) =

∫
dΩuLν (r,u, t) (5.9)

Ces grandeurs macroscopiques sont représentatives d’une fréquence donnée et
l’obtention de grandeurs globales nécessite une intégration sur toutes les fréquences
(ν ∈ [0,+∞]). Notons que l’intensité monochromatique moyenne du rayonne-
ment est liée à la densité d’énergie par la relation :

I(r, t) =
4π

c
urad(r, t) (5.10)

et que le flux d’énergie radiative représente la moyenne sur le désordre du vec-
teur de Poynting ([253]).

On note les similitudes de forme entre les équations du transfert radiatif
et celles du modèle collisionnel puisque la luminance constitue l’analogue de
la fonction de distribution électronique et l’équation de transfert radiatif 5.5 a
exactement la forme d’une équation de Boltzmann. La densité d’énergie s’appa-
rente donc à l’accumulation électronique et le flux radiatif au courant de charge.
On comprend dès lors que les idèes du modèle collisionnel peuvent s’appliquer
sans modifications au transport lumineux ce que nous montrons maintenant.

5.1.3 Equations de transport macroscopique

Dans ce paragraphe, nous appliquons les idèes du modèle collisionnel pour
construire un modèle de transport chirale pour les structures équivalentes à celles
des multicouches CPP 4 du transport électrique. On suppose donc un transport
unidimensionnel défini par l’équation de transfert radiative :

cos θ
∂L

∂x
= −µeL+

µd

2

∫ π

0

dθ′ sin θ′L(x, θ′) (5.11)

3. appelées également grandeurs photométriques.
4. appelé plutôt géométrie slab dans ce contexte.
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Il est bon de noter que contrairement au transport électronique, la présence
d’absorption supprime la conservation du courant. Le courant radiatif n’est donc
plus une constante uniforme et dépend de la position.

Avant d’introduire les chiralités, nous rappelons brièvement le modèle de
transport diffusif.

Approche diffusive

Comme pour le modèle dérive-diffusion, un modèle de transport diffusif peut
être dérivé de l’équation 5.11 en décomposant la luminance sur les deux premiers
polynômes de Legendre ordinaires :

L(x, θ) = L0(x) + L1(x)P1 (cos θ) (5.12)

En utilisant les définitions 5.8 et 5.9, on peut alors relier les luminances L0 et
L1 aux grandeurs macroscopiques :

L0(x) =
c

4π
u(x) L1(x) =

3

4π
J(x) (5.13)

et la projection tronquée à l’ordre un de l’équation de transfert radiatif 5.11
conduit alors au modèle de transport diffusif :

J(x) = − c

3µe

∂u

∂x
(5.14)

∂J

∂x
= −µacu(x) (5.15)

dont la structure est exactement celle du modèle dérive-diffusion du trans-
port électrique. A cette approximation 5, la densité d’énergie radiative vérifie
l’équation de diffusion :

∂2u

∂x2
− 3µeµau = 0 (5.16)

Approche chirale

Comme pour le transport électronique, nous allons séparer le rayonnnement
se propageant vers la droite (caractérisé par la luminance L+) de celui se propa-
geant vers la gauche (décrit par la luminance L−). Ainsi, l’équation de transfert
radiatif 5.5 se scinde en deux pour donner :

± cos θ
∂L±

∂x
= − (µd + µa)L± +

µd

2

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′
[
L+ (x, θ′) + L− (x, θ′)

]
(5.17)

La densité d’énergie radiative et le courant radiatif sont alors donnés par :

u(x) =
2π

c

∫ π
2

0

dθ sin θ
(
L+ (x, θ) + L− (x, θ)

)
(5.18)

J(x) = 2π

∫ π
2

0

dθ sin θ cos θ
(
L+ (x, θ) − L− (x, θ)

)
(5.19)

5. dite d’Eddington en astrophysique.
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Pour résoudre les équations 5.17, les luminances L± sont décomposées sur
les polynômes de Legendre décalés :

L± (x, θ) =

+∞∑
n=0

L±
n (x)Pn (cos θ) (5.20)

et comme pour le transport électronique, on ne conserve que les deux premières
composantes de ce développement puisque l’énergie u et le flux radiatif J ne
sont fonction que des deux premières composantes L±

0 et L±
1 :

– La densité d’énergie radiative :

u(x) = u+(x) + u−(x) u±(x) =
2π

c
L±
0 (x) (5.21)

– Le courant radiatif :

J(x) = J+(x) + J−(x) J±(x) = ±π
(
L±
0 (x) +

1

3
L±
1 (x)

)
(5.22)

Par comparaison avec le transport électronique, on introduit la compo-
sante isotrope J±

0 et anisotrope J±
1 du flux radiatif :

J±
0 (x) = ±πL±

0 (x) = ± c
2
u±(x) (5.23)

J±
1 (x) = ±π

3
L±
1 (x) (5.24)

qui permettent d’écrire :

J±(x) = J±
0 (x) + J±

1 (x) = ± c
2
u±(x) + J±

1 (x) (5.25)

En utilisant les définitions des différentes grandeurs macroscopiques, la pro-
jection de l’équation de Boltzmann sur les polynômes de Legendre décalés
tronquée à l’ordre un conduit à des équations de transport portant directe-
ment sur les intensités et les flux diffusifs chiraux :

∂u±

∂x
=

3µd

2

(
u− − u+

)
∓ 3µau

± +
6µe

c
J±
1 (5.26)

∂J±
1

∂x
± 3µeJ

±
1 = ±cµd

4

(
u+ − u−

)
+
cµa

2
u± (5.27)

qui sont complétement équivalentes à celles développées pour le transport électrique.

Les équations de transport 5.26 à 5.27 constituent les équations relatives à
la représentation chirale. Comme pour le transport de charge, on peut définir
une représentation non chirale en introduisant les quantités :

u(x) = u+(x) + u−(x) δu(x) = u+(x) − u−(x) (5.28)

J(x) = J+(x) + J−(x) Jp(x) = J+(x) − J−(x) (5.29)

Les équations de transport prennent alors la forme équivalente :
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∂Jp
∂x

= −cµeδu (5.30)

∂J

∂x
= −cµau (5.31)

Jp(x) =
c (µa + µe)

2µe
u(x) +

c

6µe

∂δu

∂x
(5.32)

J(x) = cδu(x) +
c

6µe

∂u

∂x
(5.33)

On remarque que la présence d’absorption neutralise la conservation du cou-
rant (équation 5.31) et montre que la densité constitue une source de courant.

A partir des équations de transport, on peut montrer que le courant radiatif
J dérive d’un potentiel Φ :

J(x) = −c (µa + µe)

3µ2
e

∂Φ

∂x
Φ(x) = u(x) − 1

12µe (µe + µa)

∂2u

∂x2
(5.34)

et on en déduit que la densité d’énergie radiative vérifie maintenant une équation
d’ordre quatre :

1

12µe

∂4u

∂x4
− (µa + µe)

∂2u

∂x2
+ 3µ2

eµau = 0 (5.35)

Comme pour le transport électronique, on passe du modèle chiral au modèle
diffusif en utilisant les relations :

u+(x) =
2π

c

∫ π
2

0

dθ sin θL(x, θ) =
u(x)

2
+

3J(x)

4c
(5.36)

u−(x) =
2π

c

∫ π

π
2

dθ sin θL(x, θ) =
u(x)

2
− 3J(x)

4c
(5.37)

J+(x) = 2π

∫ π
2

0

dθ sin θ cos θL(x, θ) =
J(x)

2
+
c

4
u(x) (5.38)

J−(x) = 2π

∫ π

π
2

dθ sin θ cos θL(x, θ) =
J(x)

2
− c

4
u(x) (5.39)

qui expriment les quantités chirales en fonction des grandeurs macroscopiques
associées au modèle de transport diffusif.

5.2 Le problème de Milne

Au paragraphe précédent, nous avons dérivé un modèle de transport chi-
ral pour le transport de la lumière dans un milieu diffusant et absorbant en
appliquant sans grande difficulté la méthode de projection sur les polynômes
de Legendre décalés du modèle collisionnel. Pour compléter ce modèle, on peut
également dériver les conditions d’interface pour les grandeurs chirales en in-
troduisant des intégrales de collision pour la luminance au niveau des interfaces
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Figure 5.2 – Géométrie du problème de Milne. Le milieu diffusant est supposé
semi-infini dans la direction des x positifs. Un flux de particules provenant de
l’infini se dirige vers l’interface séparant le milieu du monde extérieur. Le courant
J0 est une constante par absence d’absorption.

en incorporant les phénomènes d’absorption. L’extension des conditions d’in-
terface étant, comme pour les équations de volume, assez immédiate, nous ne
les présentons pas. Dans cette section, nous allons présenter une application
simple du modèle développé pour la lumière en revisitant un vieux problème,
le problème de Milne ([51] à [59]). Celui-ci va nous permettre en particulier de
montrer le rôle fondamental des chiralités pour les phénomènes de transport.

5.2.1 Présentation du problème

Le problème de Milne s’intéresse à la propagation de particules non chargées
dans un milieu diffusant supposé semi-infini séparé du milieu extérieur par une
interface placée à l’origine des positions (figure 5.2). Les particules se déplacent
en direction de l’interface et on souhaite comprendre la structure des grandeurs
macroscopiques au voisinage de l’interface. Le milieu étant purement diffusant,
les processus d’absorption sont donc absents et le courant, qu’on notera J0, est
donc une quantité indépendante de la position. Cette problématique a surtout
concerné la diffusion des neutrons ([51] à [59]) mais elle est applicable dès lors
que les particules sont non chargées.

Le problème de Milne est sans doute l’un des premiers problèmes de propa-
gation de particules dans un milieu diffusant pour lequel la notion de chiralité
est nécessaire. Etant applicable pour tout type de particules non chargées, nous
allons le présenter en adoptant des notations transparentes utilisables pour des
particules soient massives (neutron) ou non (photon). Ainsi, le problème de
Milne est défini par l’équation de ”Boltzmann” :

cos θ
∂h

∂x
= −h+

1

2

∫ π

0

dθ′ sin θ′h (x, θ′) (5.40)

munie des conditions de bords :

h(x = 0, θ) = 0 ∀θ > 0 (5.41)

h(x = +∞, θ) = 0 ∀θ < 0 (5.42)

où h désigne aussi bien une luminance qu’une fonction de distribution et il
faut comprendre que la coordonnée x a été adimensionnée par le libre parcours
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moyen. On remarque que les conditions de bords nécessitent la séparation des
particules suivant leur direction de propagation et traduisent l’idèe qu’aucune
particule ne pénétre le milieu à ses extrémités.

A partir de la fonction h, on définit les trois premiers moments (densité,
courant et pression) :

n(x) =

∫ π

0

dθ sin θh(x, θ) J0 =

∫ π

0

dθ sin θ cos θh(x, θ) (5.43)

K(x) =

∫ π

0

dθ sin θ cos2 θh(x, θ) (5.44)

L’intérêt de ce problème est qu’on peut démontrer un certain nombre de
résultats exacts portant sur le premier moment (n(x)) de la fonction h fournis-
sant ainsi des critères de validité pour toute solution approchée de l’équation de
Boltzmann. Ces résultats ([57], [51], [54]) ont été obtenus en utilisant une tech-
nique relativement complexe basée sur la transformée de Laplace et la méthode
de Wiener-Hopf ([255]) et nous les résumons ici.

En introduisant la fonction de Green, on peut montrer que les trois quantités
marcroscopiques vérifient les équations intégrales :

n (x) =
1

2

∫ +∞

0

dx′n (x′)E1 (|x− x′|) (5.45)

J0 =
1

2

∫ +∞

0

dx′n (x′)E2 (|x− x′|) (5.46)

K (x) =
1

2

∫ +∞

0

dx′n (x′)E3 (|z − x′|) (5.47)

où En désigne la fonction exponentielle intégrale (annexe D.3). On constate
en particulier que la connaissance de la densité n(x) donne accès à toutes les
autres grandeurs macroscopiques. De plus, on remarque que les relations entre
les différentes grandeurs moyennes sont différentes de celles qu’on obtient avec
les modèles de transport (diffusif ou chiral). Ces équations intégrales sont à l’ori-
gine de diverses approches variationnelles du problème de Milne ([55] et [53]).

En intégrant formellement l’équation de Boltzmann 5.40, on aboutit a l’équation
de conservation du courant :

∂J0
∂x

= 0 (5.48)

prouvant que J0 est une constante indépendante de la position. En multipliant
ensuite l’équation de Boltzmann 5.40 par cos θ et en l’intégrant formellement,
on obtient une équation différentielle liant la pression K au courant J0 :

∂K

∂x
= −J0 ⇒ K(x) = −J0 (x+ x0) (5.49)

dont la solution est immédiate puisque le courant est constant. On aboutit donc
à l’expression exacte de la pression K qui évolue linéairement avec la position.
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La constante d’intégration x0 étant fourni par l’équation

x0 = −K(0)

J0
= −

∫ π
π
2
dθ sin θ cos2 θh(0, θ)∫ π

0
dθ sin θ cos θh(x, θ)

(5.50)

compte tenu des conditions de bords pour la fonction h.

A partir de la forme linéaire de K, on peut démontrer que la densité possède
également une dépendance en partie linéaire avec la coordonnée x. Pour le mon-
trer, nous présentons un raccourci utilisant la méthode de projection. En effet,
en décomposant la fonction h sur les polynômes de Legendre ordinaire :

h(z, θ) =

+∞∑
ℓ=0

hℓ(z)Pℓ (cos θ) (5.51)

ainsi que la relation :

cos2 θ =
2

3
P2 +

1

3
P0 (5.52)

on aboutit alors, en utilisant la définition 5.44 de K, à l’expression suivante de
la densité :

n (x) = −3J0 (x+ x0) − 4

5
h2 (x) (5.53)

faisant intervenir la composante d’ordre deux de la fonction h. Lorsque x tend
vers l’infini, la fonction h2 tend vers zéro 6 et la densité évolue linéairement
avec la position. Ainsi, si on extrapole ce comportement jusqu’à l’interface, on
remarque que la densité s’annule à l’extérieur du milieu, en x = −x0. La méthode
basée sur la transformée de Laplace et la méthode de Wiener-Hopf ([57], [51],
[54]) permet alors d’accéder à l’expression exacte de x0 :

x0 =
6

π2
+

1

π

∫ π
2

0

(
3

x2
− 1

1 − x cotx

)
dx ≈ 0.71044609 (5.54)

et la densité s’annule donc à une distance de 0.71 fois le libre parcours par
rapport à l’interface. x0 est donc appelé longueur d’extrapolation. D’autre part,
avec cette même méthode, on peut démontrer que la densité vaut exactement :

n(0) = −
√

3J0 (5.55)

au niveau de l’interface.

Ainsi, la solution du problème de Milne fournit l’expression exacte de la
densité à l’interface ainsi qu’à l’infini. Ces résultats fournissent ainsi des critères
de fiabilité pour toute méthode approchée de l’équation de Bolzmann et nous
allons maintenant les comparer avec ceux obtenus par les méthodes projectives
(chirale et diffusive) utilisées dans la pratique pour le cas du transport lumineux.

6. une façon de s’en convaincre est que la composante h2 décrit un effet de basse épaisseur.
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5.2.2 L’apport des chiralités

En l’absence d’absorption, les solutions des équations de transport chirales
5.26 à 5.27 s’écrivent :

u±(x) =
1

2c

[
λ3 ±

3J0
2

(1∓ 2µdx)− 3

(
1± 2√

12

)
λ1e

−xµd

√
12 − 3

(
1∓ 2√

12

)
λ2e

xµd

√
12

]
(5.56)

J±
d (x) =

1

2

[
J0
4

±
(
1± 3√

12

)
λ1e

−xµd

√
12 ±

(
1∓ 3√

12

)
λ2e

xµd

√
12

]
(5.57)

dans lesquelles on a introduit le courant radiatif global J0. Les constantes λ1,
λ2 et λ3 sont alors déterminées par les conditions de bords que l’on spécifie
maintenant.

La convergence en x = +∞ impose la condition :

λ2 = 0 (5.58)

la condition de bord 5.41 au niveau de l’interface entraine, comme pour le trans-
port électrique l’annulation des grandeurs macroscopiques pour les photons en-
trant dans la structure :

u+(0) = 0 J+
1 (0) = 0 (5.59)

On en déduit ainsi les expressions des constantes λ1 et λ3 :

λ1 = −J0

(
1 −

√
3

2

)
λ3 = −3J0

(
1 −

√
3

6

)
(5.60)

Avec ces expressions, on en déduit alors celle du moment d’ordre zéro qui
est ici donné par la densité d’énergie radiative u(x) = u+(x) + u−(x) :

u(x) = −3J0
c

[(
1 −

√
3

6

)
+ µdx−

(
1 −

√
3

2

)
e−xµd

√
12

]
(5.61)

A partir de cette expression, on en déduit que la densité d’énergie à un
comportement linéaire lorsque x tend vers l’infini :

u(x = +∞) = −3J0
c

[µdx+ x0] (5.62)

où la longueur d’extrapolation est fournie par l’expression approchée

x0 = 1 −
√

3

6
≈ 0.711324865 (5.63)

qui est en excellent accord avec la valeur exacte 5.54. D’autre part, on remarque
que la valeur en x = 0 s’écrit :

u(0) = −
√

3
J0
c

(5.64)
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ce qui est le résultat exact.

Bien que le modèle de transport chiral constitue une solution approchée
de l’équation de Boltzmann, on voit à travers cet exemple qu’il contient une
bonne partie de l’information contenue dans celle-ci puisqu’il fournit la valeur
exacte de la densité au niveau de l’interface ainsi qu’une expression approchée
de la longueur d’extrapolation très proche de la valeur exacte (écart à partir du
troisième chiffre après la virgule). Il est intéressant de regarder ce que donne
une approche diffusive (projection sur les polynômes de Legendre normaux).

En l’absence d’absorption, les équations 5.14 et 5.15 du modèle diffusif
conduisent à l’expression générale suivante de la densité d’énergie radiative :

u(x) = −3J0
c
µdx+ λ2 (5.65)

la constante λ2 est alors fournie par la condition d’interface. N’ayant pas de
condition de bord bien définie pour les approches diffusives, on peut regarder
deux types de condition d’interface :

– Annulation de la densité d’énergie radiative entrante :

u+(0) = 0 ⇔ u(0) − 1

2µd

∂u

∂x
(0) = 0 (5.66)

qui conduit à l’expression de l’énergie radiative :

u(x) = −3J0
c

[
1

2
+ µdx

]
(5.67)

et l’on constate que la longueur d’extrapolation et la valeur en zéro sont
données par :

x0 =
1

2
u(0) = −3

2

J0
c

(5.68)

– Annulation du flux radiatif entrant :

J+(0) = 0 ⇔ u(0) − 2

3µd

∂u

∂x
(0) = 0 (5.69)

Dans ce cas, l’énergie radiative s’écrit :

u(x) = −3J0
c

[
2

3
+ µdx

]
(5.70)

et les grandeurs d’intérêt sont données par :

x0 =
2

3
≈ 0.666 u(0) = −2

J0
c

(5.71)

Quelque soit la condition d’interface utilisée, on constate que le modèle dif-
fusif ne fournit pas l’accord qu’on obtient avec le modèle chiral. La compa-
raison de ces deux types de condition d’interface montre que l’annulation de
l’énergie entrante fournit la valeur la plus proche pour la densité d’énergie au
bord (

√
3 ≈ 1.732) alors que l’annulation du flux entrant donne la meilleur va-

leur approchée pour la longueur d’extrapolation. En particulier, le tableau 5.3
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Approche Conditions de bord x0 α

Exacte L+(x = 0, θ) = 0 0.71044609
√

3 ≈ 1.732

Chirale (0 et 1) u+(0) = 0 J+(0) = 0 0.7113
√

3
Non chirale (0 et 1) u+(0) = 0 0.5 1.5
Non chirale (0 et 1) J+(0) = 0 0.666 2

Non chirale (0, 1 et 2) u+(0) = 0 J+(0) = 0 0.7666 1.5
Non chirale (0, 1 et 2) J+(0) = 0 Π+(0) = 0 0.75 1.58

Non chirale (0, 1, 2 et 3) u+(0) = 0 J+(0) = 0 0.729 1.68
Non chirale (0, 1, 2 et 3) J+(0) = 0 Π+(0) = 0 0.684 1.91

Figure 5.3 – Diverses approximations de la longueur d’extrapolation x0 et de la
densité d’énergie à l’interface (u(0) = −αJ0

c ). La seconde ligne correspond aux
résultats exactes et la troisième correspond à ceux obtenus par le modèle chirale
tronqué à l’ordre un. Les lignes suivantes fournissent différentes approximations
de x0 et α obtenue par projection de l’équation de Boltzmann sur les polynômes
de Legendre ordinaires tronquée à différents ordres (0 et 1, 0, 1 et 2 et 0, 1, 2
et 3). Avec une approche diffusive, il existe toujours un choix dans la condition
de bord à utiliser qui conditionne l’approximation obtenue. En particulier, la
condition d’annulation de l’intensité entrante (L+(x = 0, θ) = 0) implique celle
de toutes les grandeurs macroscopiques associées aux photons entrants et nous
testons donc l’annulation de la densité entrante u+, du courant entrant J+ et
de la pression entrante Π+ (moyenne de cos2 θ). On constate que quelque soit
l’ordre de troncature, l’approximation obtenue n’équivaut pas celle de l’approche
chirale et que suivant l’approximation retenue le choix des conditions de bord
adaptées change.
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fournit une comparaison de différentes approximations obtenues par diverses
méthodes de résolution et on constate qu’on obtient jamais le niveau d’approxi-
mation du modèle chiral.

Remarque : Concernant le transport électrique, le problème de Milne concerne
le comportement du potentiel électrochimique pour un milieu diffusif semi-infini
connecté en x = 0 à un réservoir. Dans ce cas, on montre que celui-ci s’écrit :

µ(x) = V1 −
ℓJc
σd

[(
1 −

√
3

6

)
+
x

ℓ
−

(
1 −

√
3

2

)
e−

x
√

12
ℓ

]
(5.72)

où V1 est la valeur du potentiel électrique au niveau du réservoir. On notera en
particulier la ressemblance de forme avec l’expression 5.61 de la densité d’énergie
radiative. La longueur d’extrapolation est alors donnée par :

x0 = 1 −
√

3

6
− σd
ℓJc

V1 (5.73)

qui est liée à la valeur du potentiel au bord. La valeur à l’interface s’écrit :

µ(0) = V1 −
√

3
ℓJc
σd

(5.74)

5.2.3 Condition de bord mixte

Nous terminons cette partie sur le problème de Milne par quelques remarques
sur la notion de condition de bord mixte.

Une condition de bord mixte est une relation qui lie une fonction à sa dérivée
au bord d’un milieu. Cette condition prend donc la forme générale :

f(0) − λ0
∂f

∂x
(0) = 0 (5.75)

et le paramètre λ0 est appelé longueur d’extrapolation. De façon générale, ce
type de condition est appelé indifféremment condition d’extrapolation, condi-
tion de bord mixte ou condition de Robin ([245], [256]) et peut se voir comme
une combinaison des conditions de bords de Dirichlet (f(0) = 0) et de Neumann
(∂xf(0) = 0).

Ce type de condition de bord est étroitement lié au problème de Milne dans
la mesure où si seule la dépendance linéaire de la densité est conservée, celle-ci
s’annule donc à l’extérieur du milieu ce qu’on peut traduire par une condition
de bord mixte à l’interface :

n (−x0) = 0 ⇔ n (0) − x0
∂n

∂x
(0) = 0 (5.76)

L’extension de ce résultat a alors conduit à l’utilisation de condition de bord de
mixte dans des problèmes de transport chiraux traités par des approches plutôt
diffusives.
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On peut constater que les conditions de bords relatives au modèle de trans-
port diffusif (électrique ou lumineux) conduisent toujours à ce genre de condition
de bord. Par exemple, pour la lumière :

u+(0) = 0 ⇔ u(0) − 1

2µd

∂u

∂x
(0) = 0 (5.77)

ou encore

J+(0) = 0 ⇔ u(0) − 2

3µd

∂u

∂x
(0) = 0 (5.78)

cela tient au fait que dans cette approximation, les quantités chirales sont tou-
jours des combinaisons de la densité et du courant et que le courant s’écrit
toujours comme un gradient de la densité.

En présence des chiralités, on peut constater qu’une condition d’annulation
pour les quantités chirales impliquent toujours une condition de bord mixte
généralisée pour la quantité non chirale correspondante. Par exemple, l’annula-
tion de la densité d’énergie radiative entrante u+ et du courant anisotrope J+

1

implique que la densité d’énergie radiative u vérifie la condition de bord :

u(0) − 2

3µd

∂u

∂x
(0) − 1

18µ2
d

∂2u

∂x2
(0) +

1

18µ3
d

∂3u

∂x3
(0) = 0 (5.79)

dont on constate qu’elle fait intervenir des dérivées d’ordre élevé de la densité
d’énergie. Ainsi, une condition de bord pour une quantité chirale conduit à
une condition de bord mixte de type 5.75 uniquement dans une approximation
diffusive du transport et ce traduit toujours par une condition de bord mixte
généralisée de la forme :

u(0) −
∑
n

αn
∂nu

∂xn
= 0 (5.80)

pour les quantités non chirales d’une théorie chirale du transport. Ceci explique
en particulier pourquoi la longueur λ0 correspond rarement à la vraie longueur
d’extrapolation (voir le probléme de Milne pour s’en convaincre).

5.3 La méthode des flux

La difficulté de solutionner l’équation de Boltzmann en présence de chiralité
à conduit par le passé au développement de modèles alternatifs plus simples à
manipuler. C’est ainsi que la méthode des flux que nous présentons dans cette
dernière partie fit son apparition. Cette approche vise à utiliser les idées du
transport balistique pour décrire le transport en présence de processus de diffu-
sion. Ce modèle, initialement établi pour la lumière ([253]), a été ensuite adapté
par McKelvey et Al ([29] à [37]) puis plus récemment par Lundstrom et Al
([38] à [42] et [43] à [45]) pour décrire le transport électronique dans les semi-
conducteurs afin de pouvoir prendre en compte des effets balistique et diffusif.
Nous présentons cette méthode des flux ici dans la mesure où cette technique
est applicable pour tout type de transport et nous montrons que cette méthode
constitue un cas limite du modèle collisionnel. La première partie fournit une
présentation générale de cette méthode et la seconde montre comment elle peut
être obtenue à partir de l’équation de Boltzmann.
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Figure 5.4 – Dans la méthode des flux, les collisions rétrodiffusent les courants
J+ et J− (schéma empreinté de [38]).

5.3.1 Présentation générale de la méthode

La méthode des flux est un modèle de transport alternatif utilisant la notion
de chiralité en introduisant deux courants chiraux, J+ et J− qui ont la même
signification physique que celle du modèle collisionnel. Ces courants vérifient les
équations empiriques de transport :

∂J+

∂x
= − [ξ + ξa] J+ + ξ

′
J− + g+(x) (5.81)

∂J−

∂x
= −ξJ+ +

[
ξ
′
+ ξa

]
J− + g−(x) (5.82)

qui sont plus simples que l’équation de Boltzmann dans la mesure où la va-
riable angulaire a complétement disparu. Dans ces équations, les coefficients
de rétrodiffusion ξ et ξ

′
caractérisent les processus de collision sur les im-

puretés de volume (figure 5.4) qui sont traités ici de manière balistique en
termes de réflexions locales. Les processus d’absorption sont représentés par
ξa et les termes sources g±(x) décrivent la présence d’un éventuel champ de
force et/ou de processus émettant des particules. Les paramètres ξ, ξ

′
, ξa et

g± caractérisent donc les propriétés de volume du matériau dans lequel les
particules se propagent. La signification physique de ces équations est assez
transparente puisque les courants chiraux évoluent sous l’action des processus
de rétrodiffusion qui effectuent une conversion entre ces courants, les processus
d’absorption les atténuant et les termes sources les augmentant.

A ces équations sont associées les équations constitutives :

J± = vn± (5.83)

qui lient les courants chiraux aux densités de particules chirales associées (n+

et n−) par l’intermédiaire d’une vitesse caractéristique v qui dépend du type
de particules. Cette relation entre courant et densité chirale est sans doute à
l’origine du nom de la méthode des flux puisque les flux (les courants) s’écrivent
comme le produit d’une densité de particule par une vitesse conformément à la
définition habituelle d’un flux. A partir de ces expressions, le courant J et la
densité n sont données par les relations :

J = J+ − J− n =
1

v

(
J+ + J−) (5.84)
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En combinant les équations de transport 5.81 et 5.82 et les relations 5.83
et 5.84, on montre que le courant J et la densité n vérifient les équations de
transport :

∂J

∂x
= −ξavn+ g+ − g− (5.85)

J =

(
ξ
′ − ξ

)
(ξ′ + ξ + ξa)

vn− v

(ξ′ + ξ + ξa)

∂n

∂x
+

g+ + g−

(ξ′ + ξ + ξa)
(5.86)

qui ont une structure similaire à celles obtenues par les approches diffusives.

La présentation que nous venons de faire ici de la méthode des flux est très
générale dans la mesure où les densités n± désignent aussi bien une accumu-
lation d’électrons qu’une densité d’énergie radiative et les courants chiraux J±

peuvent donc avoir la signification de courants de charge ou de flux radiatifs.
Notons en particulier que nous avons respecté les conventions de signe propre
à ce modèle qui sont un peu différentes de celles utilisées dans le modèle colli-
sionnel.

Si les équations de transport 5.81 et 5.82 sont généralement aisées à résoudre,
la difficulté de cette approche réside dans la détermination des paramètres de
volume ξ, ξ

′
, ξa et g± ainsi que de la vitesse caractéristique v. Ces grandeurs

doivent pouvoir être reliées à des grandeurs connues comme le libre parcours
moyen ainsi que les forces en présence. Pour ce faire, nous présentons la méthode
introduite par Lundtsrom ([38]) que nous appliquons aux transports de charge
et lumineux :

– Transport électrique : dans une approche diffusive, le courant et la den-
sité vérifient le modèle dérive-diffusion dont les équations caractéristiques
s’écrivent :

∂Jc
∂x

= 0 Jc = σdE(x) −D
∂n

∂x
(5.87)

où E est le champ électrique. L’idée est alors d’identifier ces équations
avec les relations 5.85 et 5.86 issues de la méthode des flux. On obtient
alors la correspondance :

ξ = ξ
′

=
3

2ℓ
v = vf g+ = g− =

3σd
2ℓ

E(x) (5.88)

qui déterminent complétement les équations de la méthode des flux. Il est
alors intéressant de remarquer les équations 5.81 et 5.82 prennent alors la
forme :

∂n±

∂x
+

ϵ

2λ2TF

∂V

∂x
=

3

2ℓ

(
n− − n+

)
(5.89)

qui correspondent exactement aux équations 2.71 et 2.72 du modèle colli-
sionnel dans lesquelles la contribution du diffusive courant a été ignorée.

– Transport lumineux : on peut appliquer la même méthode pour le
transport lumineux en l’absence d’absorption. Il suffit alors d’identifier
les équations 5.85 et 5.86 avec celles issues d’une approche diffusive :

∂J

∂x
= 0 J(x) = − c

3µd

∂u

∂x
(5.90)
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Ceci conduit alors à la correspondance :

ξ = ξ
′

=
3

2
µd v = c g+ = g− = 0 (5.91)

permettant d’écrire les équations de transport 5.81 et 5.82 sous la forme :

∂u±

∂x
=

3µd

2

(
u− − u+

)
(5.92)

qui sont exactement celles obtenues à partir des équations 5.14 et 5.15
du modèle de transport chirale dans lesquelles la contribution du courant
diffusif a été ignorée.

On pourra constater que le modèle des flux est très empirique. En effet, il
introduit la notion de chiralité afin d’inclure une description du transport plutôt
balistique mais reste à une approximation diffusive pour obtenir les paramètres
de volume ξ, ξ

′
, ξa et g±. De plus, la recette d’identification de ces paramètres

n’a rien d’universelle et ne fonctionne plus dès lors qu’on adopte les équations
issues du modèle collisionnel plutôt que celle provenant d’une approche diffusive
ou que l’on tient compte des phénoèmes d’absorption 7. Ainsi, si ce modèle
permet de mêler en partie des notions liées aux régimes balistique et diffusif, il
ne constitue pas un modèle de transport suffisamment robuste étant donné la
non universalité des recettes à appliquer ainsi que la forme empirique 5.83 des
courants chiraux. Nous allons combler cela en montrant que le modèle des flux
ne constitue qu’un cas limite du modèle collisionnel.

5.3.2 Méthode des flux et équation de Boltzmann

En 1931 ([253]), il a été montré que l’équation de Boltzmann pouvait faire
apparaitre des équations similaires à celles de la méthode des flux. L’avantage
de cette procédure est qu’elle fournit un moyen plus rigoureux de construction
du modèle des flux. Grâce à l’utilisation des polynômes de Legendre décalés,
nous avons pu améliorer la conversion de l’équation de Boltzmann en équations
des flux ce que nous montrons maintenant.

Pour transformer l’équation de Boltzmann, nous introduisons la notion de
diffusivité chirale. Pour chaque chiralité, le courant global associé s’écrit :

J± = ±vn
±

2
+ J±

d (5.93)

et correspond à la somme du courant balistique ±v n±

2 et de la contribution dif-

fusive J±
d . On définit alors la diffusivité chirale, D±(x), comme étant le rapport

de la composante diffusive sur la contribution balistique :

D±(x) = ±
2J±

d (x)

vn±(x)
(5.94)

7. pour le transport lumineux, cette méthode d’identification conduit à des coefficients
de rétrodiffusion dépendant du coefficient d’absorption µa ce qui est contradictoire avec leur
définition.
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Cette définition est à rapprocher de la définition ?? de la balisticité introduite
lors de l’étude du cross-over balistique-diffusif. Grâce à cette quantité, les cou-
rants chiraux peuvent alors s’écrivent :

J±(x) = ±v
2

(
1 +D±(x)

)
n±(x) (5.95)

Notons qu’on a utilisé des notations applicables pour le transport électrique et
photonique.

Avec cette notion, la transformation de l’équation de Boltzmann devient
aisée. Pour cela, considérons les équations de transfert radiative chirale 5.17 que
nous recopions ici :

± cos θ
∂L±

∂x
= − (µd + µa)L

± +
µd

2

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′
[
L+ (x, θ′)+ L− (x, θ′)] (5.96)

A partir des luminances, les grandeurs macroscopiques chirales sont alors
données par :

J± = ±2π

∫ π
2

0

dθ sin θ cos θL± u± =
2π

c

∫ π
2

0

dθ sin θL± (5.97)

En intégrant formellement les deux équations de transfert radiatives, on obtient
la dérivée des courants chiraux en fonction des densités d’énergie :

∂J±

∂x
= −

(µd

2
+ µa

)
cu± +

µd

2
cu∓ (5.98)

Pour faire apparaitre des équations de flux, il suffit alors d’utiliser les ex-
pressions 5.95 des courants chiraux afin de remplacer les densités d’énergie par
les courants chiraux. On obtient alors les équations de transport :

∂J±

∂x
= ∓ (µd + 2µa)

(1 +D±(x))
J±(x) ∓ µd

(1 +D∓(x))
J∓(x) (5.99)

qui ont la structure des relations 5.81 et 5.82 de la méthode des flux. En effec-
tuant le même travail pour le transport électrique, on obtient alors les équations
équivalentes :

∂J±

∂x
± 3σd

4ℓ

∂V

∂x
= ∓1

ℓ

[
J+(x)

(1 +D+(x))
+

J−(x)

(1 +D−(x))

]
(5.100)

Quel que soit le type de transport, nous avons donc obtenu des équations de
flux pour lesquels les coefficients de rétrodiffusion et d’absorption dépendent de
la position par l’intermédiare des diffusivités. Ainsi, ces équations sont donc in-
complétes dans la mesure où des relations supplémentaires sont nécessaires pour
calculer les diffusivités. On peut alors développer un modèle simplifié en choi-
sissant certaines approximations pour la diffusivité. Un choix naturel consiste
alors à imposer :

D±(x) = constante (5.101)

puisqu’il conduit directement à des équations autonomes pour les courants chi-
raux et assurent que le courant est simplement proportionnel à la densité. On
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retrouve ainsi les hypothèses de la méthode des flux.

Nous voyons ainsi que le modèle des flux constitue un cas limite du modèle
collisionnel pour lequel la diffusivité est choisie constante. Ce résultat est assez
naturel dans la mesure où nous avons montré que les équations issues de la
méthode des flux correspondaient à celles du modèle collisionnel dans lesquelles
la contribution du courant diffusif était ignorée. De plus, la description des col-
lisions en terme de rétrodiffusion est une vision unidimensionnelle du transport
puisque dans ce cas, des collisions élatisques ne font que renverser la vitesse, il
n’y a plus de structure angulaire de la fonction de distribution et la composante
diffusive du courant disparait nécessairement. Au final, on peut voir le modèle
collisionnel comme un modèle de flux dans un espace tridimensionnel.

5.4 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons appliqué la notion de chiralité au trans-
port de la lumière dans un milieu diffusant. Grâce à cela, nous avons revisité,
d’une part le problème de Milne ce qui nous a permis de montrer la les avantages
des chiralités et d’autre part la méthode des flux en fournissant une méthode
rigoureuse de construction. Il est clair que les conséquences des équations de
transport chirales photoniques restent à explorer en espérant qu’elles contri-
buent à une meilleure compréhension de la propagation des ondes dans les
milieux désordonnés. L’objectif essentiel de ce chapitre étant de montrer les
similitudes entre le transport électrique et lumineux.
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Dans ce chapitre, nous quittons les structures CPP pour s’intéresser au trans-
port électrique dans les structures CIP. Nous allons montrer comment les idées
du modèle collisionnel peuvent être adaptées pour l’étude de telle structure
unifiant ainsi les structures CPP et CIP sous un même formalisme grâce à
la méthode de projection sur les polynômes orthogonaux. En particulier, nous
verrons que le modèle le plus utilisé pour ce genre de structure, le modèle de
Fuchs-Sondheimer ([148]), n’est qu’un limite du modèle collisionnel.
La physique liée au transport CIP étant moins riche que celle du transport CPP,
nous avons regroupé au sein de ce chapitre l’essentiel du travail pour ces struc-
tures. Nous commencons par introduire les caractéristiques du transport CIP
ainsi que le modèle de Fuchs-Sondheimer couramment utilisé. Nous passons en-
suite à l’adaptation du modèle collisionnel aux structures CIP en s’intéressant
au transport de volume et d’interface. La polarisation en spin est également
abordée. Nous terminons enfin par l’étude des conséquences du modèle colli-
sionnel pour le transport CIP et essayons de mettre en parallèle les structres
CIP et CPP.

6.1 Introduction au transport CIP

6.1.1 La problématique

Dans ce chapitre, on souhaite toujours comprendre les propriétés de trans-
port électrique d’un assemblage (voir la figure 6.1) de différents matériaux (nor-
mal ou magnétique) de résistivité de volume ρ différente parcouru par un courant
continu. A la différence des structures CPP, la configuration CIP oblige le cou-
rant à circuler parallèlement aux bords de chaque couche. Pour ces systèmes,
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Figure 6.1 – Exemple d’un multicouche CIP. Chaque matériau possède une
épaisseur (∆i = αi − αi−1) et une résistivité de volume (ρi) différentes. Dans
chaque couche, la densité de courant de charge J(z) circule parallèlement aux
interfaces et les grandeurs physiques ne dépendent que de la coordonnée trans-
verse z. Le champ électrique E est également orienté suivant x.

on fait l’hypothèse d’un transport unidimensionnel ne dépendant que de la va-
riable d’espace z et les couches sont supposées infiniment épaisses dans les deux
autres directions, en particulier la direction x sens de propagation du courant.
On s’intéresse au régime stationnaire (courant continu).

Pour les structures CPP, les grandeurs macroscopiques ne dépendent que de
la coordonnée (x) correspondant au sens de propagation du courant, celles d’une
structure CIP ne sont fonction que de la coordonnée transverse z. En particulier,
les courants étant parallèles aux interfaces, aucun flux macroscopique ne les
traverse (figure 6.1) et l’équation de continuité est automatiquement satifaite
puisque le courant ne dépend que de z :

∇.J = 0 ⇒ ∂Jx(z)

∂x
= 0 (6.1)

Le courant n’est donc plus une quantité continue à l’interface.

D’autre part, il est couramment admis (et nous le démontrons dans la suite)
que le transport CIP ne s’accompagne pas de l’apparition d’une accumulation
de charge. Autrement dit, le transport est dans un régime incompressible et la
densité électronique reste identique à celle d’équilibre. Par conséquent, le champ
électrique est uniforme dans chacune des couches et orienté suivant la direction
x (figure 6.1). Il n’est donc plus nécessaire de tenir compte de l’équation de
Poisson pour les structures CIP. Ce champ électrique est alors engendré par une
différence de potentiel électrique appliquée à l’infini amont et aval suivant la
direction x.

On constate donc qu’en géométrie CIP, le champ électrique est indépendant
de la position alors que le courant de charge en dépend. Ainsi, la caractérisation
du transport ne ce fait plus à l’aide de la résistivité mais de la conductivité qui
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Figure 6.2 – Schéma d’une monocouche. Elle est constituée d’un unique
matériau. Les bords sont situtés en z = ±a. L’épaisseur de la couche sera notée
∆ = 2a.

est une quantité locale :

Jx(z) =

∫
dz′σ(z, z′)E ⇒ Jx(z) = σ(z)E (6.2)

Ainsi, pour étudier le transport en configuration CIP, il suffit donc de déterminer
le profil de courant Jx(z) dans chacune des couches. Un système simple pour
présenter les résultats est celui de la monocouche de la figure 6.2 constitué d’un
unique matériau. Lorsqu’on parle d’épaisseur d’une couche, il s’agit maintenant
de l’épaisseur suivant la direction z, de plus sachant que le courant se dirige
suivant x, on écrit simplement le courant J(z) et non plus Jx(z).

Comme pour le transport CPP, on suppose que l’état d’équilibre est décrit
dans chaque couche par la fonction de distribution de Fermi-Dirac à température
nulle :

f0 = Θ (ϵ− ϵf ) (6.3)

et donc par incompressibilité du transport CIP, la densité électronique est
constamment égale à celle d’équilibre :

n0 =
8πm3v3f

3h3
(6.4)

6.1.2 Le modèle de Fuchs-Sondheimer

Le transport dans les structures CIP a déjà fait l’objet de beaucoup d’études
avec ou sans polarisation en spin du transport. On peut distinguer deux types
d’approches : des approches semi-classiques ([148] à [160]) basées sur le modèle
de Fuchs-Sondheimer que nous présentons dans ce paragraphe et des approches
quantiques ([162] à [177]) utilisant la formule de conductivité de Kubo-Greenwood
([245], [247]) et nécessitant un calcul relativement lourd de fonction de Green.
Les deux types d’approche donnent qualitativement les mêmes résultats. Le
modèle de Fuchs-Sondheimer constitue alors l’approche la plus simple pour
l’étude du transport dans de telle structure.
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Le modèle de Fuchs-Sondheimer ([148] et [149] à [160]) est un modèle semi-
classique reposant sur l’équation de Boltzmann dans l’approximation du temps
de relaxation qui compte tenu de la géométrie s’écrit sous la forme :

vz
∂f

∂z
− eE

m

∂f

∂vx
= −f − f0

τ
(6.5)

Pour pouvoir décrire les effets d’interface, ce modèle introduit déjà la notion
de chiralité en distinguant les électrons se propageant vers le haut (vz > 0)
de ceux se dirigeant vers le bas (vz < 0). Ainsi, la fonction de distribution est
scindée en deux composantes, f+ pour les montants et f− pour les descendants
et l’équation de Boltzmann précédente se divise alors sous la forme :

±vz
∂f±

∂z
− eE

m

∂f±

∂vx
= −f

± − f0
τ

(6.6)

où f0 est la fonction de distribution d’équilibre. A ces équations de volumes
sont associées des conditions de collisions d’interface de type spéculaires (voir
la figure 6.3) :

f+i (αi,v) = Rif
−
i (αi,v) + Tif

+
i−1 (αi,v) + (1 −Ri − Ti) f0 (6.7)

f−i−1 (αi,v) = Rif
+
i−1 (αi,v) + Tif

−
i (αi,v) + (1 −Ri − Ti) f0 (6.8)

Un électron arrivant à une interface à donc une probabilité R d’être réfléchi
dans un état hors-équilibre dans sa couche de provenance, une probabilité T
d’être transmis dans un état hors-équilibre à la couche suivante et une proba-
bilité 1 −R− T de retourner à l’état d’équilibre. Notons que ces coefficients de
transmission et réflexion ne satisfont pas la règle habituelle R + T = 1. Au ni-
veau des bords périphériques (z = 0 et z = αN+1 sur la figure 6.1) le coefficient
de transmission est nécessairement nul.

Ce modèle est alors bien posé puisqu’il permet de déterminer complétement
les fonctions de distribution pour chacune des couches du multicouche donnant
ainsi accès au profil de courant défini par la moyenne :

J(z) = −2e
(m
h

)3 ∫
dvvx

(
f+ (z,v) + f− (z,v)

)
(6.9)

La conductivité s’obtient alors en linéarisant ce modèle autour de l’état
d’équilibre par rapport au champ électrique.

6.1.3 Nécessité d’aller plus loin

Si le modèle de Fuchs-Sondheimer semble relativement simple et bien posé,
il fournit des expressions des fonctions de distribution relativement lourdes ne
permettant pas le calcul analytique du profil de courant 6.9 et ce même pour
la structure monocouche très simple de la figure 6.2. En effet, on peut montrer
(voir par exemple [148]), en paramétrisant la vitesse sous la forme

vz = v cos θ vx = v sin θ cosφ (6.10)
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Figure 6.3 – Au niveau d’un bord, les électrons sont réfléchis ou transmis
spéculairement à des taux spécifiés par les coefficient de transmission T et de
réflexion R. Les processus de transmission conserve la coordonnée vz de la vitesse
alors que la réflexion lui change son signe. Pour ces deux processus, l’angle
d’incidence θ est égal à l’angle de sortie.

que le profil de conductivité correspondant à la monocouche s’écrit sous la
forme :

σ(z)

σd
= 1− 3 (1−R)

4

∫ π
2

0

dθ sin3 θ

(
e−

(z+a)
ℓ cos θ + e

(z−a)
ℓ cos θ

)
1−Re−

2a
ℓ cos θ

(6.11)

où R désigne le coefficient de réflexion, qu’on a supposé identique aux deux
bords de la couche, ℓ = vfτ est le libre parcours moyen et σd est la conductivité
de Drude de la couche :

σd =
1

ρd
=
e2n0τ

m
(6.12)

Le calcul de cette intégrale ne fait pas apparaitre de fonction connue et seul
le cas R = 0 peut être traité jusqu’au bout en faisant intervenir la fonction
exponentielle intégrale (voir l’annexe D.3 pour la définition de cette fonction).
Dans la pratique, le recours à des méthodes numériques s’avèrent nécessaire
pour calculer d’une part les fonctions de distribution et d’autre part l’intégrale
angulaire sur l’espace des vitesses. Ainsi, le modèle de Fuchs-Sondheimer ne
permet pas de prédire de forme bien précise pour le profil de conductivité qui
change suivant le nombre de couche considéré contrairement au structure CPP
où nous avons établi une forme universelle du profil de résistivité (expression
2.106) quelque soit le nombre de couches de la structure.

D’autre part, les conditions de bords du modèle de Fuchs-Sondheimer sont
de types spéculaires et ne tiennent pas compte de la véritable nature diffusive
(intégrale de collision) des collisions d’interface. De plus, il introduit des coef-
ficients de transmission et de réflexion ne satisfaisant pas la relation habituelle
R + T = 1 (nécessairement vérifiée pour une structure CPP), chose qui mérite
des éclaircissements.

les différents points qui viennent d’être mentionnés montrent la nécessité
d’aller au delà du modèle de Fuchs-Sondheimer. Un dernier point qui montre
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encore plus le besoin de corriger ce modèle est la différence de traitement exis-
tant entre les structures CIP et CPP. En effet, pour le transport CPP, il est
toujours possible de se ramener à un modèle de transport macroscopique faisant
directement intervenir les grandeurs moyennes que l’on cherche à déterminer.
Pour les structures CIP les choses sont toutes autres puisque avec le modèle
de Fuchs-Sondheimer (mais aussi les approches quantiques), on reste en per-
manence à l’échelle microscopique en calculant des fonctions de distribution
qui ne permettent pas d’anticiper la structure des grandeurs macroscopiques
d’intérêt. Nous voyons cependant que l’introduction des chiralités pour le trans-
port CPP permet de faire un premier pas vers l’unification de ces deux types de
structures puisqu’en configuration CIP, la notion de chiralité émerge naturelle-
ment et est indispensable pour décrire les effets d’interfaces. Dans ce chapitre,
nous irons plus loin dans cette unification en montrant comment les idées du
modèle collisionnel s’adapte aux structures CIP et permet de combler toutes
les lacunes mentionnées dans ce paragraphe. Nous allons montrer qu’in fine, le
modèle se ramène à des calculs portant directement sur les grandeurs macro-
scopiques. Mais il faut comprendre que le modèle macroscopique émergeant est
assez différent de celui rencontré pour les structures CPP dans la mesure où le
nombre de grandeurs macroscopiques pertinentes pour le transport CIP est très
réduit puisqu’il se résume à une seule grandeur : le profil de conductivité σ(z).

6.2 Le modèle collisionnel pour le transport CIP

Dans ce paragraphe, nous présentons l’extension du modèle collisionnel à
l’étude du transport dans les structures CIP. Nous commençons par exposer
l’équation de Boltzmann et sa chiralisation. A partir de celle-ci, nous démontrons
ensuite l’absence d’accumulation de charge en transport CIP. Dans la troisième
partie, nous établissons une expression universelle de la conductivité appli-
cable en toute circonstance pour une couche quelconque d’un multicouche. Nous
présentons ensuite les nouvelles conditions d’interface et poursuivons par la mise
oeuvre pratique de ce nouveau modèle. Nous terminons enfin par l’extension en
spin de ce formalisme.

6.2.1 Au delà du temps de relaxation

Pour l’étude du transport CPP, la nature intégrale du terme de collision de
l’équation de Boltzmann est nécessaire pour garantir la conservation du cou-
rant. Précédemment, nous avons vu que le modèle de Fuchs-Sondheimer faisait
intervenir l’équation de Boltzmann dans l’approximation du temps de relaxation
qui est inapplicable pour les structures CPP. Ainsi, dans un souci d’unification
des deux types de structures, il est donc nécessaire de choisir une équation de
Boltzmann de volume commune pour CPP et CIP à savoir :

∂f

∂t
+ v.∇rf +

F

m
.∇vf =

1

τ

∫
dΩ′

4π
(f (r,v′, t) − f (r,v, t)) (6.13)

où dΩ = sin θdθdφ est l’angle solide relatif à la variable vitesse.
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Etant donné la géométrie, la fonction de distribution ne dépend que de la va-
riable d’espace z et évolue sous l’action d’un champ électrique dirigé suivant l’axe
des x. La fonction de distribution est indépendante du temps. Ainsi, l’équation
de Boltzmann se simplifie sous la forme :

vz
∂f

∂z
− eEvx

∂f

∂ϵ
=

1

τ

∫
dΩ′

4π
(f (z, v′) − f (z, v)) (6.14)

dans laquelle on a introduit l’énergie cinétique ϵ = 1
2mv

2 et vx et vz désignent
respectivement les composantes suivant x et z du vecteur vitesse.

Dans les structures CIP, les effets d’interface sont liés à la nature montante ou
descendante des électrons. Ainsi, comme dans le modèle de Fuchs-Sondheimer,
la chiralisation du transport s’effectue maintenant suivant le signe de la com-
posante vz de la vitesse. L’équation de Boltzmann 6.14 se scinde alors en deux
équations chirales :

±vz
∂f±

∂z
− eEvx

∂f±

∂ϵ
= −f

±

τ
+

1

τ

∫
dΩ′

4π

(
f+ (z, v′) + f− (z, v′)

)
(6.15)

Les composantes vx et vz de la vitesse seront paramétrées sous la forme :

vx = v sin θ cosφ vz = v cos θ (6.16)

où l’angle φ appartient à l’intervalle [0, 2π] et l’angle θ parcours
[
0, π2

]
puisque

vz est une quantité toujours positive. v désigne la norme de la vitesse.

Cherchant à calculer des profils de conductivité, on linéarise donc les fonc-
tions de distribution autour de l’état d’équilibre :

f±(z,v) = f0 (ϵ) + g± (z,v) (6.17)

et la linéarisation des équations de Boltzmann 6.15 par rapport au champ
électrique conduit alors à :

± cos θ
∂g±

∂z
−eE sin θ cosφ

∂f0
∂ϵ

= −g
±

ℓ
+

1

4πℓ

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′
∫ 2π

0

dφ′ (g+ (θ′, φ′)+ g−
(
θ′, φ′))

(6.18)

où ℓ = vτ est le libre parcours moyen. Cette dernière équation est à la base
de tous les développements de ce chapitre. En particulier, à partir des parties
hors-équilibre g± des fonctions de distribution, le profil de courant est déterminé
par la relation habituelle :

J±(z) = −2e
(m
h

)3 ∫
dvvxg

± (z,v) J(z) = J+(z) + J−(z) (6.19)

Il faut noter que les exposants (±) de ces courants chiraux sont associés aux
mouvement microscopique montant-descendant des électrons alors que les cou-
rants eux mêmes sont associés à des flux macroscopiques dans la direction x.
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Pour terminer que le profil d’accumulation, qu’on utilisera peu, est fourni
par l’intégrale :

n(z) = −2e
(m
h

)3 ∫
dv
(
g+ (z,v) + g− (z,v)

)
(6.20)

Remarque : dans la suite, on écrit l’intégrale sur la vitesse intervenant dans
le calcul des valeurs moyennes sous la forme :

2
(m
h

)3 ∫
dv =

1

4π

∫ ∞

0

dϵρ (ϵ)

∫ π
2

0

dθ sin θ

∫ 2π

0

dφ (6.21)

où ϵ désigne la variable énergie et ρ (ϵ) = 8π
√
2

h3 m
3
2
√
ϵ est la densité d’état.

6.2.2 Transport CIP et accumulation

Nous avons établi l’équation de Boltzmann (equation 6.18) relatif au trans-
port CIP. Cette équation ressemble à celle obtenue pour CPP mais une différence
essentielle est qu’en CIP le terme source du champ électrique dépend des deux
angles θ et φ. Afin de se ramener à une équation de Boltzmann dépendante
du seul angle θ (qui joue le même rôle qu’en CPP), il est nécessaire d’éliminer
l’angle φ. Nous devons alors introduire la famille des polynômes orthogonaux
de Tchebychev.

Les polynômes de Tchebychev de première espèce 1 sont orthogonaux sur
[−1, 1] pour le poids W (x) = 1√

1−x2
:

∫ 1

−1

dx√
1 − x2

Tn(x)Tk(x) =

 0 si n ̸= k
π
2 si n = k ̸= 0
π si n = k = 0

(6.22)

et sont construits par la relation :

Tn(x) = cos (n arccos(x)) n = 0, 1, 2, ... (6.23)

Ils vérifient la relation de récurrence :

Tn+1 = 2T1Tn − Tn−1 T0(x) = 1 T1(x) = x (6.24)

Le changement de variable x = cosα rend alors ces polynômes orthogonaux sur
[0, π] pour le poids 1 :

∫ π

0

dαTn(cosα)Tk(cosα) =

 0 si n ̸= k
π
2 si n = k ̸= 0
π si n = k = 0

(6.25)

Ces propriétés suffisent à comprendre les développements qui suivent.

1. Ces polynômes sont dit de première espèce car il existe ceux de deuxième espèce qu’on
ne présentera pas ici.
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Pour éliminer l’angle φ, on décompose alors les parties hors-équilibre des
fonctions de distribution (g±) sur la base des polynômes de Tchebychev pour
l’angle φ :

g± (z, v, θ, φ) =
+∞∑
n=0

g±n (z, v, θ)Tn

(
cos

φ

2

)
(6.26)

où les fonctions g±n (z, v, θ) sont les composantes sur les polynômes de Tcheby-
chev.

En injectant ce développement dans l’équation de Boltzmann 6.18, la pro-
jection sur les polynômes de Tchebychev (voir annexe D.1) conduit alors à un
ensemble d’équations portant directement sur les composantes :

– Composante d’ordre zéro (g±0 (z, v, θ)) :
cos θ∂zg

+
0 = − g+

0

ℓ + 1
2ℓ

∫ π
2

0
dθ′ sin θ′

[
g+0 (θ′) + g−0 (θ′)

]
− cos θ∂zg

−
0 = − g−

0

ℓ + 1
2ℓ

∫ π
2

0
dθ′ sin θ′

[
g+0 (θ′) + g−0 (θ′)

] (6.27)

– Composante d’ordre deux (g±2 (z, v, θ)) :
cos θ∂zg

+
2 +

g+
2

ℓ = eE sin θ ∂f0
∂ϵ

− cos θ∂zg
−
2 +

g−
2

ℓ = eE sin θ ∂f0
∂ϵ

(6.28)

– Composante d’ordre m (g±m (z, v, θ)) avec m = 1 ou m ≥ 3 :
cos θ∂zg

+
m +

g+
m

ℓ = 0

− cos θ∂zg
−
m +

g−
m

ℓ = 0

(6.29)

On remarque que les équations obtenues sont autonomes pour chaque com-
posante dans le sens où les fonctions d’ordre m ne sont couplées qu’entre elles.
En particulier, on constate que seules les équations d’ordre zéro font intervernir
une intégrale de collision, propriété caractéristique d’un taux de collision iso-
trope. On est donc capable de résoudre exactement les équations de Boltzmann
portant sur les composantes d’ordre m ≥ 1 puisque les équations 6.28 et 6.29
sont des équations différentielles ordinaires. Seul le calcul des composantes g±0
nécessiterait un développement supplémentaire sur les polynômes de Legendre
décalés. Cependant, dans la pratique, nous n’avons pas besoin de toutes les com-
posantes.

En effet, en utilisant les définitions 6.19 et 6.20, on peut relier les grandeurs
macroscopiques directement à certaines composantes du développement sur les
polynômes de Tchebychev :

J(z) = −e
4

∫ ∞

0

dϵρ (ϵ) v(ϵ)

∫ π
2

0

dθ sin2 θ
(
g+2 (z, θ) + g−2 (z, θ)

)
(6.30)

n(z) = −e
2

∫ ∞

0

dϵρ (ϵ)

∫ π
2

0

dθ sin θ
(
g+0 (z, θ) + g−0 (z, θ)

)
(6.31)
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On constate en particulier que le profil de courant est relié aux composantes
d’ordre deux et le profil d’accumulation à celles d’ordre zéro.

Ainsi, l’étude du transport dans les structures CIP nécessite uni-
quement la connaissance des composantes d’ordre deux des parties
hors-équilibre des fonctions de distribution que l’on sait facilement déterminer.
D’autre part, en observant les équations 6.27, 6.28 et 6.29, on constate que
seules les composantes d’ordre deux sont couplées au champ électrique pertur-
bateur. Etant donné que l’état hors-équilibre étudié est engendré par le champ
électrique, il n’y a donc pas de raison d’avoir des composantes g±0 et g±m (m = 1
ou m ≥ 3) non nulles puisqu’elles ne sont pas couplées au champ électrique. On
en arrive donc à la conclusion qu’en structure CIP, il y a absence d’ac-
cumulation de charge, on a donc un régime de transport incompres-
sible. On démontre ainsi une chose couramment admise directement à partir
de l’équation de Boltzmann et qui apparait naturellement par projection sur la
base de polynômes adéquate. De plus, nous voyons que courant et accumulation
sont des grandeurs complètement découplées contrairement au transport CPP.
Le courant ne peut donc dériver des gradients de l’accumulation en transport
CIP.

6.2.3 Profil universel de conductivité

L’étude du transport dans les structures CIP nécessite donc la connaissance
des composantes d’ordre deux du développement 6.26 de la fonction de dis-
tribution sur les polynômes de Tchebychev. En particulier, les équations 6.28
montrent que celles-ci vérifient des équations différentielles ordinaires du pre-
mier ordre dont les solutions s’écrivent, quelque soit la couche du multicouche,
sous la forme :

g+2i(z, θ) = eEℓi sin θ
∂f0
∂ϵ

(
1 −B+

i (θ) e
− (z−αi)

ℓi cos θ

)
(6.32)

g−2i(z, θ) = eEℓi sin θ
∂f0
∂ϵ

(
1 −B−

i (θ) e
(z−αi+1)

ℓi cos θ

)
(6.33)

Dans ces expressions, l’indice i désigne la ième couche de la structure et αi et
αi+1 désigne respectivement les coordonnées de ses bords inférieur et supérieur
(voir la figure 6.1). Les fonctions B± ne sont fonction que de l’angle θ (à cause de
la projection sur les polynômes de Tchebychev) et correspondent aux constantes
d’intégration des équations 6.28.

A partir de ces expressions des fonctions de distribution, on pourrait penser
que le calcul des profils de courant 6.30 est impossible à ce stade puisqu’il reste
à déterminer les deux fonctions B± dépendante de l’angle θ. En fait, il n’en est
rien puisque grâce à la méthode projective, on peut faite émerger une expression
universelle, c’est à dire applicable pour tout multicouche, des profils de conduc-
tivité. En effet, étant fonction de θ, les fonctions B± sont décomposables sur la
base des polynômes de Legendre décalés :

B± (θ) =
+∞∑
n=0

(2n+ 1)B±
n Pn (cos θ) (6.34)
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faisant ainsi apparaitre une dépendance explicite pour l’angle θ.

Ainsi, en injectant les expressions des fonctions de distribution 6.32 et 6.33 et
les développements 6.34 des fonctions B± dans l’intégrale 6.30, on peut alors en
déduire l’expression des profils de conductivité σ±

i (z) par chiralité pour chaque
couche i :

J±
i (z) = σ±

i (z)E (6.35)

avec

σ+
i (z) =

σdi
2

[
1 − 3

2

+∞∑
n=0

(2n+ 1)B+
niψn

(
(z − αi)

ℓi

)]
(6.36)

σ−
i (z) =

σdi
2

[
1 − 3

2

+∞∑
n=0

(2n+ 1)B−
niψn

(
(αi+1 − z)

ℓi

)]
(6.37)

ψn(x) =

∫ π
2

0

dθ sin3 θPn (cos θ) e−
x

cos θ (6.38)

où σdi désigne la conductivité de Drude de la couche i. Dans ces expressions, les
fonctions ψ ne dépendent que de la variable z et s’écrivent comme des combinai-
sons d’exponentielle intégrale 2 (annexe D.3). En particulier, les trois premières
fonctions s’écrivent :

ψ0(x) = E2(x) − E4(x) (6.39)

ψ1(x) = 2 (E3(x) − E5(x)) − (E2(x) − E4(x)) (6.40)

ψ2(x) = 6 (E4(x) − E6(x)) − 6 (E3(x) − E5(x)) + (E2(x) − E4(x)) (6.41)

et la valeur en zéro est donnée par la relation :

ψn(0) =
2

3
δn,0 −

1

6
δn,1 −

1

30
δn,2 (6.42)

A partir de ces profils de conductivité, on peut alors en déduire l’expression
analytique de la conductivité intégrée de la couche i :

σi =

∫ αi+1

αi

dz
(
σ+
i (z) + σ−

i (z)
)

(6.43)

qui prend alors la forme adimensionnée :

σi

σdi∆i
= 1− 3κi

4


C0i

4
+
C1i

20
− C2i

4
− C3i

20

−
+∞∑
n=0

(2n+ 1)

2
Cni

(
ψn

(
1

κi

)
+

(n+ 1)

(2n+ 1)
ψn+1

(
1

κi

)
+

n

(2n+ 1)
ψn−1

(
1

κi

))


(6.44)

Cni = B+
ni +B−

ni (6.45)

où ∆i = αi+1 − αi est l’épaisseur de la couche et κi = ℓi
∆i

son nombre de

2. en effectuant le changement de variable t = 1
cos θ

.
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Knudsen. On constate en particulier qu’elle fait intervenir les mêmes fonctions
ψn intervenant dans les profils de conductivité.

Dans ce paragraphe, nous avons donc établi les expressions des profils de
conductivité et de conductivité intégrée pour une couche quelconque d’un multi-
couche. Ce résultat, conséquence de la méthode projective, constitue une avancée
puisqu’il n’existait aucune forme de profil connue dans la littérature. Il est clair
qu’à ce stade, les sommations infinies intervenant dans ces formules doivent être
simplifiées pour rendre les expressions utilisables. Nous montrons, une fois les
conditions d’interface présentées, comment utiliser en pratique les expressions
de ces profils.

Notons pour terminer que les profils obtenus constituent une approche ma-
croscopique du transport CIP puisque la variable vitesse à complétement dispa-
rue. A la différence du transport CPP, aucune équation de transport pour les
grandeurs macroscopiques n’a été établie dans la mesure où l’expression exacte
de la fonction de distribution est connue. Nous verrons dans la suite qu’on peut
toutefois dériver des équations de transport pour les structures CIP fournissant
nécessairement une solution approchée des expressions présentées dans ce para-
graphe.

Remarque : Etant donnée que les parties hors-équilibre des fonctions de
distribution n’ont qu’une composante d’ordre deux non nulle sur les polynômes
de Tchebychev, le développement 6.26 s’écrit donc :

g+i (z, θ) = eEℓi sin θ cosφ
∂f0
∂ϵ

(
1−B+

i (θ) e
− (z−αi)

ℓi cos θ

)
(6.46)

g−i (z, θ) = eEℓi sin θ cosφ
∂f0
∂ϵ

(
1−B−

i (θ) e
(z−αi+1)

ℓi cos θ

)
(6.47)

puisque T2
(
cos φ

2

)
= cosφ. Ceci fournit donc l’expression exacte des parties

hors-équilibre des fonctions de distribution.

6.2.4 Les conditions de bords et d’interfaces

Pour que les profils de conductivité 6.36 et 6.37 soient univoquement déterminés,
il reste à obtenir les expressions des coefficiens B±

n . Ces quantités sont des
constantes déterminées par les conditions d’interface que l’on présente mainte-
nant.

Comme pour le transport CPP, les effets d’interfaces vont être décrit pas
des intégrales de collision exprimant toujours les fonctions de distribution des
électrons quittant l’interface en fonction de celles arrivant à celle-ci. Ces équations
de collisions d’interface prennent donc la forme :

f+
t = 2

(m
h

)3 ∫
dvδ

(
ϵ− ϵ′

) [
Wtt

(
Ω,Ω′) f−

t

(
v′)+Wtb

(
Ω,Ω′) f+

b

(
v′)] (6.48)

f−
b = 2

(m
h

)3 ∫
dvδ

(
ϵ− ϵ′

) [
Wbb

(
Ω,Ω′) f+

b

(
v′)+Wbt

(
Ω,Ω′) f−

t

(
v′)] (6.49)

dans lesquelles on a utilisé les conventions d’écriture de la figure 6.4, les indices t
et b font respectivement référence aux couches se situant au dessus et en dessous
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Figure 6.4 – Convention retenue pour écrire les conditions d’interface. Les gran-
deurs physiques caractéristiques du milieu au dessus de l’interface sont indéxées
par t (top), celles de la couche du dessous par b (bottom). L’interface est po-
sitionnée en z = α. L’interface convertit les électrons arrivant (f−t et f+b ) en
électrons sortant (f+t et f−b ) en ne conservant plus nécessairement la composante
vz de la vitesse.

de l’interface. Dans ces équations, on a posé implicitement z = α (coordonnée
de l’interface) dans les fonctions de distribution. Les taux de collision Wtt et Wbb

décrivent des processus de réflexion et Wbt, Wtb des processus de transmission.
La fonction delta en énergie caractérise l’élasticité des collisions et permet en
particulier de ramèner les intégrales sur la vitesse à une intégrale angulaire :

f+
t =

∫
dΩ′

2π

[
ρ−t (ϵ)Wtt

(
Ω,Ω′) f−

t

(
Ω′)+ ρ+b (ϵ)Wtb

(
Ω,Ω′) f+

b

(
Ω′)] (6.50)

f−
b =

∫
dΩ′

2π

[
ρ+b (ϵ)Wbb

(
Ω,Ω′) f+

b

(
Ω′)+ ρ−t (ϵ)Wbt

(
Ω,Ω′) f−

t

(
Ω′)] (6.51)

où l’on a introduit les densités d’état par chiralité ρ± (ϵ) = 4π
√
2m

3
2

h3

√
ϵ. Remar-

quons que ces conditions d’interface sont valables aussi bien pour des interfaces
internes entre deux couches adjacentes que pour les bords externes pour lesquels
les processus de transmission sont nécessairement nuls.

Jusqu’à maintenant, les équations de collisions sont analogues à celles in-
troduites pour le transport CPP mais il existe une différence de traitement,
caractéristique du transport CIP, que nous expliquons maintenant.

Etant donnée que les fonctions de distribution ne sont plus isotropes en
φ, les taux de transitions doivent également être décomposés sur la base des
polynômes de Tchebychev :

ρ (ϵ)Wij (Ω,Ω′) =

+∞∑
n=0

W
n

ij (θ, θ′)Tn

(
cos

φ

2

)
Tn

(
cos

φ′

2

)
(6.52)

où les indices i et j désignent t ou b. La forme diagonale a été retenue dans
la mesure où la présence de termes non diagonaux ne ferait que renormaliser
des effets déjà contenu dans les coefficients diagonaux (comme pour CPP). Les
composantes W

n

ij ne sont fonctions que des angles θ et θ′ (et de l’énergie).



6.2 Le modèle collisionnel pour le transport CIP 129

Pour le transport CPP, Les taux de transition ont ensuite été contraints par
les lois de conservation du nombre de particules entrant et sortant de l’interface
ainsi que la conservation du courant. Cependant, pour le transport CIP, ces
lois de conservation sont sans effets sur les composantes W

n

ij qui vont nous
intéresser. En effet, notons que la compatibilité avec l’état d’équilibre impose
que la fonction d’équilibre soit invariante sous les collisions d’interface. On est
donc conduit à poser la règle de somme :∫

dΩ′

2π

(
ρ−t (ϵ)Wtt

(
Ω,Ω′)+ ρ+b (ϵ)Wtb

(
Ω,Ω′)) = 1 (6.53)

∫
dΩ′

2π

(
ρ+b (ϵ)Wbb

(
Ω,Ω′)+ ρ−t (ϵ)Wbt

(
Ω,Ω′)) = 1 (6.54)

Ainsi, en injectant la décomposition 6.17 dans les équations de collisions 6.50
et 6.51 et en utilisant le fait que les parties hors équilibre des fonctions de dis-
tribution ne possèdent qu’une unique composante d’ordre deux (g±2 ) sur les po-
lynômes de Tchebychev, nous voyons que ces équations de collisions deviennent :

g+2t =
1

2

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′
[
W

2
tt

(
θ, θ′

)
g−2t
(
θ′
)
+W

2
tb

(
θ, θ′

)
g+2b
(
θ′
)]

(6.55)

g−2b =
1

2

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′
[
W

2
bb

(
θ, θ′

)
g+2b
(
θ′
)
+W

2
bt

(
θ, θ′

)
g−2t
(
θ′
)]

(6.56)

où les fonctions g±2 ne dépendent que de l’angle θ et sont données par les rela-
tions 6.32 et 6.33.

Ces équations ne font donc intervenir que la composante d’ordre deux des
fonctions de distribution et nécessitent donc la donnée des composantes d’ordre
deux des taux de transitions. Or, imposer la conservation du nombre de parti-
cules arrivant et quittant l’interface ainsi que la conservation du courant n’af-
fecte que la composante W 0

ij d’ordre zéro du développement 6.52 puisque les
accumulations sont fournies par l’intégrale :

n±(z) = n(z) = − e

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ ∞

0

dϵρ (ϵ)

∫ π
2

0

dθ sin θf+(z, θ, φ, ϵ) (6.57)

qui sélectionne donc la composante d’ordre zéro sur les polynômes de Tcheby-
chev. De plus, seule la composante normale à l’interface du courant devant être
conservée, la conservation du courant porte donc sur la composante Jz donnée
par l’intégrale

J(z) = − e

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ ∞

0

dϵρ (ϵ)

∫ π
2

0

dθ sin θv (ϵ) cos θ
(
f+(z, θ, φ, ϵ) − f−(z, θ, φ, ϵ)

)
(6.58)

qui ne dépend également que de la composante d’ordre zéro de la fonction de
distribution sur les polynômes de Tchebychev. Nous voyons ainsi que la compo-
sante d’intérêt des taux de transition est transparente vis-à-vis des différentes
lois de conservation macroscopiques. Cette propriété, caractéristique du trans-
port CIP, empêche donc de contraindre les composantes d’ordre deux des taux
de transition augmentant ainsi le nombre de paramètres libres pour décrire l’in-
terface. Notons que cette propriété provient également du régime de transport
incompressible dans lequel on se trouve puisque n’engendrant pas d’accumula-
tion, la densité d’électrons par couche reste constamment égale à celle d’équilibre



6.2 Le modèle collisionnel pour le transport CIP 130

quelque soit la physique de l’interface. La conservation des électrons entrant et
sortant de l’interface est donc automatiquement satisfaite. Notons enfin que la
condition de compatibilité d’équilibre n’influence également que la composante
d’ordre zéro des taux de transition.

N’ayant aucune contrainte à appliquer sur les composantes d’ordre deux des
taux de transitions, nous allons supposer pour simplifier que :

W
2

tt (θ, θ′)

2
=
W

2

bb (θ, θ′)

2
= R (θ, θ′) (6.59)

W
2

tb (θ, θ′)

2
=
W

2

bt (θ, θ′)

2
= T (θ, θ′) (6.60)

et les taux de réflexion R et de transmission T seront développés sur la base des
polynômes de Legendre décalés sous la forme :

R
(
θ, θ′

)
= sin θ sin θ′

+∞∑
m=0

(2m+ 1)2Rn (ϵ)Pn (cos θ)Pn

(
cos θ′

)
(6.61)

T
(
θ, θ′

)
= sin θ sin θ′

+∞∑
m=0

(2m+ 1)2 Tn (ϵ)Pn (cos θ)Pn

(
cos θ′

)
(6.62)

dans lesquels le terme sin θ sin θ′ a été mis en facteur dans la mesure où les
composantes d’ordre deux des fonctions de distribution font intervenir un fac-
teur sin θ (voir les expressions 6.32 et 6.33). Notons que ce choix d’écriture est
toujours possible et qu’il a pour objectif de simplifier les calculs. Nous voyons
que les taux de réflexion et de transmission ne satisfont pas la règle de somme
habituelle R + T = 1 pour aucune de leur composante ce qui était déjà le cas
pour les coefficients de réflexion et de transmission introduits par le modèle
de Fuchs-Sondheimer. Nous comprenons maintenant à travers cette étude que
cette propriété découle de l’incompressibilité du transport en structure CIP ou
de façon équivalente l’existence pour les fonctions de distribution d’une unique
composante d’ordre deux sur les polynômes de Tchebychev.

A partir des conditions d’interface 6.55 et 6.56, on peut alors déterminer un
système d’équations algébriques pour les différentes composantes B±

n des fonc-
tions B± (relation 6.34). Ces équations, dont la dérivation est présentée dans
l’annexe D.2, s’écrivent :
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B+
tn =

[(
1− 2

3
(R0 + ηT0)

)
δn,0 +

1

2
(R1 + ηT1) δn,1 +

1

6
(R2 + ηT2) δn,2

]
+ (2n+ 1)

+∞∑
j=0

(2j + 1)

[
Rnψnj

(
1

κt

)
B−

tj + ηTnψnj

(
1

κb

)
B+

bj

] (6.63)

B−
bn =

[(
1− 2

3

(
R0 +

T0

η

))
δn,0 +

1

2

(
R1 +

T1

η

)
δn,1 +

1

6

(
R2 +

T2

η

)
δn,2

]
+ (2n+ 1)

+∞∑
j=0

(2j + 1)

[
Rnψnj

(
1

κb

)
B+

bj +
Tn

η
ψnj

(
1

κt

)
B−

tj

] (6.64)

ψmj(x) = ψjm(x) =

∫ π
2

0

dθ sin3 θPm (cos θ)P j (cos θ) e
− x

cos θ (6.65)

où η = ℓb
ℓt

est le rapport des libres parcours moyen et κ = ℓ
∆ le nombre de

Knudsen. Les fonctions ψmj s’écrivent comme des combinaisons d’exponentielle
intégrale. Ces équations, appliquées à chaque interface d’un multicouche per-
mettent ainsi la détermination de toutes les constantes B±

n et donc des profils
6.36, 6.37 et 6.44 des grandeurs macroscopiques.

6.2.5 Mise en oeuvre pratique

On aura pu constater que les expressions des profils de conductivité (6.36,
6.37 et 6.44) introduisent une infinité de composantes B±

n qui nècessite donc
la résolution d’un système infini d’équations (6.63 et 6.64). Des simplifications
sont donc nécessaire pour rendre ce modèle utilisable en pratique.

Pour le transport CPP, le modèle macroscopique a été obtenu en tronquant à
l’ordre minimal les équations obtenues par la projection de l’équation de Boltz-
mann. Nous allons donc en faire autant pour le transport CIP, en tronquant les
sommes intervenant dans les profils de conductivité. Pour déterminer le rang
de troncature, il suffit d’observer la décroissance des fonctions ψn intervenant
dans les expressions 6.36 et 6.37 des profils de conductivité. La figure 6.5 montre
l’évolution des six premières fonctions (2n+ 1)ψn. On constate alors que toutes
ces fonctions tendent vers zéro lorsque x tend vers l’infini et ce d’autant plus
rapidement que l’indice n augmente. On observe alors que les trois contributions
les plus importantes sont fournies par les trois premières fonctions : ψ0, ψ1 et ψ2.

Nous allons donc limiter la théorie aux trois premiers termes des sommes
et le transport CIP sera donc étudié dans la pratique par le modèle simplifié
suivant caractérisé par :

– Les profils de conductivité :

σ+
i (z) =

σdi

2

[
1− 3

2

(
B+

0iψ0

(
(z − αi)

ℓi

)
+ 3B+

1iψ1

(
(z − αi)

ℓi

)
+ 5B+

2iψ2

(
(z − αi)

ℓi

))]
(6.66)

σ−
i (z) =

σdi

2

[
1− 3

2

(
B−

0iψ0

(
(αi+1 − z)

ℓi

)
+ 3B−

1iψ1

(
(αi+1 − z)

ℓi

)
+ 5B−

2iψ2

(
(αi+1 − z)

ℓi

))]
(6.67)
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où αi et αi+1 désignent respectivement les coordonnées des bords inférieur
et supérieur de la couche.

– L’expression de la conductivité intégrée : A partir de l’expression
6.44, on obtient alors :

σi

σdi∆i
= 1− 3κi

4

C0

(
1

4
− ϕ0

(
1

κi

))
+ C1

(
1

20
− 6ϕ1

(
1

κi

)
+ 3ϕ0

(
1

κi

))
− C2

(
1

4
+ 30ϕ2

(
1

κi

)
− 30ϕ1

(
1

κi

)
+ 5ϕ0

(
1

κi

))


(6.68)
avec Ci = B+

i +B−
i (i = 1, 2, 3). Les fonctions ϕ s’écrivant simplement :

ϕ0(x) = E3(x)− E5(x) ϕ1(x) = E4(x)− E6(x) ϕ2(x) = E5(x)− E7(x)
(6.69)

– Les conditions d’interface : Les constantes B±
0,1,2 sont alors fournies

en appliquant les conditions de bords génériques, écrites sous forme ma-
tricielle :[

B+
t

]
= V1 + [R]

[
ψ

(
1

κt

)] [
B−

t

]
+ η [T ]

[
ψ

(
1

κb

)] [
B+

b

]
(6.70)

[
B−

b

]
= V2 + [R]

[
ψ

(
1

κb

)] [
B+

b

]
+

1

η
[T ]

[
ψ

(
1

κt

)] [
B−

t

]
(6.71)

à chaque interface. Dans ces équations, on a introduit les notations :

[
B±] =

 B±
0

B±
1

B±
2

 [ψ(x)] =

 ψ00(x) 3ψ01(x) 5ψ02(x)
ψ01(x) 3ψ11(x) 5ψ12(x)
ψ02(x) 3ψ12(x) 5ψ22(x)

 (6.72)

Les expressions des différentes fonctions ψ sont fournies dans l’annexe D.4.

[R] =

 R0 0 0
0 3R1 0
0 0 5R2

 [T ] =

 T0 0 0
0 3T1 0
0 0 5T2

 (6.73)

V1 =

 1− 2
3
(R0 + ηT0)

1
2
(R1 + ηT1)

1
6
(R2 + ηT2)

 V2 =


1− 2

3

(
R0 +

T0
η

)
1
2

(
R1 +

T1
η

)
1
6

(
R2 +

T2
η

)
 (6.74)

Le facteur η étant toujours donné par le rapport des libres parcours
moyen :

η =
ℓb
ℓt

(6.75)

Ainsi, avec toutes les informations de ce paragraphe, on peut traiter un
multicouche CIP quelconque. En particulier, l’introduction de la notation ma-
tricielle rend aisément programmable la résolution des équations permettant
d’obtenir les constantes B±

1,2,3. La connaissance de ces derniers permet ensuite
d’accéder aux profils de conductivité ainsi qu’à la conductivité intégrée via les
expressions fournies dans ce paragraphe. Notons enfin que contrairement au
modèle de Fuchs-Sondheimer, le système d’équation à résoudre pour obtenir les
constantes B±

1,2,3 ne fait plus intervenir l’angle θ relatif à la composante vz de
la vitesse accélérant ainsi les calculs numériques.
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Figure 6.5 – Tracé des fonctions (2n+ 1)ψn en fonction de x pour n allant
de zéro à cinq. On constate que plus n augmente, plus la fonction ψn tend
rapidement vers zéro. Les contributions les plus importantes sont donc contenues
dans les trois premières fonctions ψ0, ψ1 et ψ2.

6.2.6 La polarisation en spin

Nous terminons l’adaptation du modèle collisionnel pour les structures CIP
par l’extension en spin. Comme dans le cadre du transport CPP, le transport
de volume est décrit en partant de l’équation de Boltzmann polarisée en spin
(s =↑, ↓) :

vz
∂fs
∂z

−eEvx
∂fs
∂ϵ

=
1

τs

∫
dΩ′

4π
(fs (Ω′) − fs (Ω))+

1

τsf

∫
dΩ′

4π
(f−s (Ω′) − fs (Ω))

(6.76)
dans laquelle on a déjà tenu compte de la géométrie CIP. La résolution est
alors complétement similaire à celle du transport de charge dans le sens où la
fonction de distribution est développée sur les polynômes de Tchebychev. Les
profils de conductivité obtenus sont alors une simple généralisation des relations
6.36 et 6.37 dont nous donnons les expressions tronquées à l’ordre deux (voir
paragraphe précédent) :

σ+
is(z) =

σdis

2

[
1− 3

2

(
B+

0isψ0

(
(z − αi)

λis

)
+ 3B+

1isψ1

(
(z − αi)

λis

)
+ 5B+

2isψ2

(
(z − αi)

λis

))]
(6.77)

σ−
is(z) =

σdis

2

[
1− 3

2

(
B−

0isψ0

(
(αi+1 − z)

λis

)
+ 3B−

1isψ1

(
(αi+1 − z)

λis

)
+ 5B−

2isψ2

(
(αi+1 − z)

λis

))]
(6.78)

où l’on a introduit les notations utilisées pour le transport CPP :

1

λs
=

1

ℓs
+

1

ℓsf
σds =

e2n0λs
2mvf

(6.79)

On remarquera que contrairement au structure CPP, les longueurs de décroissance
sont simplement données par les libres parcours généralisés λs montrant ainsi
que le spin-flip de volume n’agit pas de la même façon suivant que le transport
est CPP ou CIP. La conductivité intégrée est alors fournie par une formule iden-
tique à 6.44 et les constantes B±

is sont alors données par un système d’équations
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similaire à 6.63 et 6.64 en tenant compte de la polarisation en spin et en in-
cluant les processus de spin-flip d’interface. L’extension étant assez naturelle,
nous présentons dans l’annexe D.5 les équations pratiques de la théorie à l’ordre
deux.

6.3 Les apports du modèle collisionnel

Au cours des paragraphes précédents, nous avons présenté l’adaptation du
modèle collisionnel pour les structures CIP. Dans cette dernière partie, nous
allons regarder quelques conséquences de ce modèle. Dans un premier temps,
nous abordons l’effet des paramètres d’interface sur la conductivité. Dans un
second temps, nous montrons que le modèle de Fuchs-Sondheimer constitue
un cas limite du modèle collisionnel. Ayant à disposition la solution exacte de
l’équation de Boltzmann, la troisième partie sera consacrée à la comparaison de
cette solution avec celle obtenue par différentes méthodes de projection. Enfin,
nous montrons dans la dernière partie qu’il est possible d’établir un modèle
macroscopique pour le transport CIP.

6.3.1 Effets des paramètres d’interface sur la conductivité

Dans cette première partie, nous allons détailler l’effet des paramètres d’in-
terface sur les profils de conductivité et la conductivité intégrée pour la théorie à
l’ordre deux établies au paragraphe 6.2.5. Ces effets sont abordés en considérant
le cas de la monocouche (figure 6.2) et nous allons donc étudier l’influence des
coefficients de réflexion généralisés R0, R1 et R2 que nous supposons identiques
pour les deux bords de la couche. Les profils de conductivité sont fournis par
les expressions 6.66 et 6.67 et la conductivité intégrée par 6.68.

Pour étudier les effets de ces trois coefficients de réflexion, nous allons présenter
l’effet de chacun pris séparément, les autres étant nuls. Remarquons que la
théorie simplifiée présentée au paragraphe 6.2.5 est autocohérente dans la me-
sure où l’annulation du coefficient de réflexion Rn annulent simultanément les
composantes B±

n correspondantes sauf pour les composantes d’ordre zéro qui
valent 1 lorsque tous les coefficients de réflexion s’annulent. Nous avons donc la
propriété suivante :

B±
0 = 1 et B±

n = 0 ⇔ Rn = 0 ∀n (6.80)

Ceci montre en particulier que lorsque tous les coefficients de réflexion sont
nuls, la théorie tronquée à l’ordre deux fournie la solution exacte caractérisée
par les profils de conductivité :

σ+(z)

σd
=

1

2
− 3

4

[
E2

(
(z + a)

ℓ

)
− E4

(
(z + a)

ℓ

)]
(6.81)

σ−(z)

σd
=

1

2
− 3

4

[
E2

(
(a− z)

ℓ

)
− E4

(
(a− z)

ℓ

)]
(6.82)

σ (∆)

σd∆
= 1− 3κ

2

[
1

4
−
(
E3

(
1

κ

)
− E5

(
1

κ

))]
(6.83)
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où κ = ℓ
∆ est le nombre de Knudsen de la couche et En désigne l’exponentielle

intégrale d’ordre n (annexe D.3). On remarque que ces profils de conductivité
vérifient la condition d’interface :

σ± (∓a) = 0 (6.84)

conséquence du fait qu’en l’absence de collisions à l’interface (Rn nuls), les
parties hors-équilibre des fonctions de distribution vérifient une condition d’an-
nulation aux bords :

g± (∓a, θ) = 0 (6.85)

Les profils 6.81 à 6.83 ne font alors intervenir que les dépendances spatiales
relatifs aux fonctions ψ0 et ϕ0 et vont servir de référence pour la compréhension
des collisions d’interface.

En présence de réflexions aux interfaces, les constantes B±
0,1,2 sont obtenues

à partir des conditions d’interface 6.70 et 6.71 dans lesquelles les processus de
transmsission ont été annulés. Compte tenu des hypothèses retenues ici, les
solutions des équations obtenues s’écrivent alors formellement :[

B+
]

=
[
B−] =

[
I3 − [R]

[
ψ

(
1

κ

)]]−1

V (6.86)

où I3 est la matrice identité 3× 3 et dans laquelle nous avons utilisé la notation
matricielle du paragraphe 6.2.5 (V1 = V2 = V ici).

De manière générale, la présence de réflexion aux interfaces rend caduque
la condition de bord 6.84 et donne ainsi une valeur non nulle aux profils de
conductivité chirale en ces points. Les figures 6.6 et 6.7 montrent l’évolution de
la conductivité intégrée et des profils de conductivité lorsqu’on fait varier les
valeurs des paramètres d’interface. On constate que les coefficients de réflexion
R0 et R1 augmentent le niveau de conductivité de la couche (figures (a) et
(b) de 6.6 et 6.7) alors que R2 la diminue (figure (c) de 6.6 et 6.7). Le coef-
ficient de réflexion R0 à un effet global sur la conductivité dans la mesure où
il influe à toute épaisseur alors que les coefficients R1 et R2 n’ont d’influence
que pour des nombre de Knudsen supérieur à l’unité traduisant ainsi des effets,
de basse épaisseur, essentiels pour les nanostructures. On notera en particu-
lier le rôle important du coefficient de réflexion R1 qui permet de controler
complètement la décroissance de la conductivité à basse épaisseur (grands κ) en
faisant apparaitre des plateaux de conductivité qui n’influence d’aucune façon la
décroissance linéaire de grandes épaisseurs (petits κ). Les coefficients de réflexion
R0, R1 et R2 sont alors complémentaires puisque R0 fixe un niveau moyen de
conductivité et plus particulièrement la décroissance de grande épaisseur, R1

contrôle la décroissance de basse épaisseur et le coefficient de réflexion R2 per-
met alors d’effectuer la balance entre les deux coefficients R0 et R1 en ajustant
les décroissances de grande et petite épaisseurs. Notons pour terminer que les
plages de valeurs explorées pour les coefficients de réflexion R0, R1 et R2 dans
les figures 6.6 et 6.7 ont été guidées par le fait que la conductivité doit rester
une quantité positive et décroissante avec l’épaisseur.

Toutes ces propriétés s’étendent à un multicouche dans la mesure où les
coefficients de transmission généralisés T0, T1 et T2 agissent de la même façon
que R0, R1 et R2 sur la conductivité du multicouche.
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Figure 6.6 – Evolution de la conductivité intégrée en fonction du nombre
de Knudsen pour différentes valeurs des coefficients de réflexion. La figure (a)
présentent l’effet de R0, la figure (b) celui de R1 et la figure (c) celui de R2. Dans
chaque cas, les autres coefficients de réflexion sont mis à zéro. La courbe noire
correspond toujours à l’expression 6.83 obtenue pour aucune réflexion d’inter-
face.
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Figure 6.7 – Evolution des profils de conductivité en fonction des coefficients
de réflexion. La figure (a) présentent l’effet de R0, la figure (b) celui de R1 et la
figure (c) celui de R2. Dans chaque cas, les autres coefficients de réflexion sont
mis à zéro. La courbe noire correspond toujours aux expressions 6.81 et 6.82
obtenues pour aucune réflexion d’interface. Le nombre de Knudsen est posé à 8.



6.3 Les apports du modèle collisionnel 137

6.3.2 La limite Fuchs-Sondheimer

Dans cette section, nous allons replacer le modèle de Fuchs-Sondheimer
au sein du modèle collisionnel et comprendre ainsi la physique supplémentaire
contenue dans ce dernier.

La chose une peu étonnante est que pour le transport CIP, le modèle col-
lisionnel et le modèle de Fuchs-Sondheimer fournissent les mêmes expressions
des fonctions de distribution. Pour rendre cela plus transparent, rappelons que
le modèle collisionnel, basé sur l’équation de Boltzmann 6.14 avec une intégrale
de collision isotrope, a permis de montrer que la partie hors-équilibre de la fonc-
tion de distribution n’avait qu’une composante d’ordre deux non nulle sur les po-
lynômes de Tchebychev permettant ainsi d’accèder aux expressions exactes 6.46
et 6.47 de ces fonctions de distribution. On constate alors que la linéarisation du
modèle de Fuchs-Sondheimer (voir paragraphe 6.1.2) autour de l’état d’équilibre
par rapport au champ électrique conduit aux mêmes expressions 6.46 et 6.47 des
parties hors-équilibre des fonctions de distribution. Ainsi, bien que le modèle de
Fuchs-Sondheimer soit basé sur une équation de Boltzmann dans l’approxima-
tion du temps de relaxation, les fonctions de distribution qu’il fournit ont un
domaine de validité plus large dans le sens où elles correspondent également aux
solutions d’une équation de Boltzmann tenant compte de la nature intégrale
des phénomènes de collision. Cette propriété découle en fait de l’isotropie de
l’intégrale de collision que nous avons retenue qui n’affecte pas la composante
d’ordre deux des fonctions de distribution sur les polynômes de Tchebychev
et explique pourquoi le modèle de Fuchs-Sondheimer fournit le bon ordre de
grandeur pour les effets d’épaisseur sur la conductivité bien que l’intégrale de
collision soit mal décrite.

Ainsi, les modèles de Fuchs-Sonheimer et collisionnel sont décrits par la
même physique de volume et ne différent que par les conditions d’interface. Les
conditions de collision spéculaires 6.7 et 6.8 du modèle de Fuchs-Sondheimer ne
sont alors qu’un cas particulier des conditions de collision du modèle collisionnel
puisqu’elles s’obtiennent des équations intégrales 6.55 et 6.56 en adoptant le
choix suivant pour les taux de collision :

W
2

tt (θ, θ′)

2
=
W

2

bb (θ, θ′)

2
= Rδ (cos θ − cos θ′) (6.87)

et
W

2

tb (θ, θ′)

2
=
W

2

bt (θ, θ′)

2
= Tδ (cos θ − cos θ′) (6.88)

décrivant ainsi des collisions conservant l’angle θ de la composante vz de la vi-
tesse.

La figure 6.8 présente l’évolution de la conductivité intégrée pour une mo-
nocouche en fonction du coefficient de réflexion spéculaire (figure (a)) pour le
modèle de Fuchs-Sondheimer et en fonction du coefficient de réflexion R0 (figure
(b)) pour le modèle collisionnel. On constate alors que le coefficient de réflexion
spéculaire agit sur la conductivité de la même façon que le coefficient R0 du
modèle collisionnel bien qu’étant de nature différente. Ainsi, le coefficient de
réflexion spéculaire agit à toute épaisseur sur la conductivité d’un matériau et
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Figure 6.8 – Evolution de la conductivité intégrée en fonction du nombre de
Knudsen pour : (a) différentes valeurs du coefficient de réflexion spéculaire du
modèle de Fuchs-Sondheimer et (b) plusieurs valeurs du coefficient R0 du modèle
collisionnel. On remarquera la similitude des courbes obtenues, nous permettant
ainsi de comprendre que le coefficient de réflexion spéculaire contient la même
physique que R0.

le modèle de Fuchs-Sondheimer ne contient pas les effets de basses épaisseurs
contenus dans les coefficients de réflexion R1 et R2 caractéristiques du modèle
collisionnel. Notons enfin qu’en l’absence de réflexions aux interfaces, le modèle
de Fuchs-Sondheimer conduit également aux expressions 6.81 à 6.83 des gran-
deurs macroscopiques. Au chapitre suivant, nous présentons une méthode varia-
tionnelle pour le modèle de Fuchs-Sondheimer permettant de mieux comprendre
l’équivalence entre le paramètre spéculaire R et le coefficient de réflexion d’ordre
zéro R0.

6.3.3 Comparaison avec une approche projective

La dérivation du modèle macroscopique pour le transport CIP utilise les
mêmes ingrédients que ceux du transport CPP (polynômes orthogonaux, intégrale
de collision d’interface, ...). Néanmoins, on peut constater que le passage entre
les descriptions microscopique et macroscopique ne s’effectue pas de la même
façon. Ceci provient du fait que l’expression exacte de la fonction de distribu-
tion est connue en géométrie CIP. En particulier, à partir des expressions 6.46
et 6.47 nous voyons que celles-ci s’écrivent sous la forme :

g±(z, θ) = eEℓ sin θ cosφ
∂f0
∂ϵ

h±(z, θ) (6.89)

où les fonctions h± satisfont les équations différentielles très simples :

± cos θ
∂h±

∂z
+
h±

ℓ
=

1

ℓ
(6.90)
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et dont les solutions s’écrivent :

h±(z, θ) = 1 −B±(θ)e
(∓z−a)
ℓ cos θ (6.91)

De ce fait, seules les fonctions B±(θ) ont été développées sur la base des po-
lynômes de Legendre décalés (relation 6.34) pour dériver le modèle macrosco-
pique.

Par analogie avec le transport CPP, on peut également résoudre les équations
6.90 en développant directement les fonctions h± sur les polynômes de Legendre
décalés :

h±(z, θ) =

+∞∑
n=0

h±n (z)Pn (cos θ) (6.92)

Toujours par analogie avec le transport CPP, on peut également voir les deux
équations 6.90 comme la chiralisation de l’équation unique :

cos θ
∂h

∂z
+
h

ℓ
=

1

ℓ
(6.93)

dans laquelle l’angle θ appartient maintenant à l’intervalle [0, π] et résoudre
cette dernière en décomposant la fonction h sur les polynômes de Legendre
ordinaires :

h (z, θ) =
+∞∑
ℓ=0

hℓ (z)Pℓ (cos θ) (6.94)

Cette seconde procédure est alors identique à celle utilisée pour construire le
modèle dérive-diffusion du transport CPP et constitue une approche diffusive
des structures CIP.

Dans la pratique, pour résoudre les équations 6.90 (respectivement 6.93), il
est nécessaire comme pour le transport CPP de tronquer les développements
6.92 (respectivement 6.94) à un certain ordre. On obtient alors des expressions
approchées h±(z) (respectivement h(z)) des fonctions de distribution. Connais-
sant l’expression exacte de ces dernières (relation 6.91), nous allons comparer
les solutions approchées obtenues par les méthodes de projection directe à la so-
lution 6.91 correspondante. Ce travail permet en particulier de faire apparaitre
une certaine unité entre les transports CIP et CPP.

A titre d’exemple, nous considérons ici le cas d’une monocouche (figure 6.2)
sans réflexions aux deux bords pour laquelle les conditions de bords sont :

h± (∓a, θ) = 0 (6.95)

de sorte que les fonctions de distribution 6.91 prennent la forme exacte :

h±(z, θ) = 1 − e
(∓z−a)
ℓ cos θ (6.96)

Les profils de conductivité associés s’écrivent alors :

σ±(z)

σd
=

1

2
− 3

4

[
E2

(
(a± z)

ℓ

)
− E4

(
(a± z)

ℓ

)]
(6.97)

Nous allons à présent construire des solutions approchées pour les fonctions
h± (6.92) et h (6.94) en utilisant les méthodes de projection directes.
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La projection chirale directe

Dans cette section, on résoud les équations 6.90 en utilisant les développements
6.92 des fonctions h± sur les polynômes de Legendre décalés. Comme pour le
transport CPP, il faut déterminer l’ordre à partir duquel le développement 6.92
sera tronqué. Pour cela, il suffit de déterminer les composantes h±n interve-
nant dans les expressions des profils de conductivité. On vérifie que celles-ci
s’écrivent 3 :

σ±(z)

σd
=

3

4

∫ π
2

0

dθ sin3 θh±(z) =
1

2
h±0 − 1

8
h±1 − 1

40
h±2 (6.98)

Les conductivités ne font donc intervenir que les trois premières composantes
du développement 6.92 et nous allons donc résoudre les équations 6.90 par une
projection tronquée à l’ordre deux.

Les trois premières composantes h±0 , h±1 et h±2 vérifient les équations :

±1

2

∂h±0
∂z

± 1

6

∂h±1
∂z

+
h±0
ℓ

=
1

ℓ
(6.99)

±1

2

∂h±0
∂z

± 1

2

∂h±1
∂z

+
1

5

∂h±2
∂z

+
h±1
ℓ

= 0 (6.100)

±1

3

∂h±1
∂z

± 1

2

∂h±2
∂z

+
h±2
ℓ

= 0 (6.101)

dont les solutions prennent la forme générale :

h±0 (z) = 1 + λ1e
2(∓z−a)

ℓ + λ2e
2
√

5(∓z−a)

(
√

5−
√

3)ℓ + λ3e
2
√

5(∓z−a)

(
√

5+
√

3)ℓ (6.102)

h±1 (z) = −3
√

3√
5

(
λ2e

2
√

5(∓z−a)

(
√

5−
√

3)ℓ − λ3e
2
√

5(∓z−a)

(
√

5+
√

3)ℓ

)
(6.103)

h±2 (z) = −5

2
λ1e

2(∓z−a)
ℓ + 2λ2e

2
√

5(∓z−a)

(
√

5−
√

3)ℓ + 2λ3e
2
√

5(∓z−a)

(
√

5+
√

3)ℓ (6.104)

Les constantes d’intégration λi sont fixées par les conditions de bords 6.95.
L’annulation de la fonction de distribution impliquent l’annulation de chaque
composante du développement 6.92 :

h±(∓a, θ) = 0 ⇒ h±n (∓a) = 0 (6.105)

Au final, on obtient une expression approchée des profils de conductivité σ±(z) :

σ±(z)

σd
=

1

2
− 1

4
e

2(∓z−a)
ℓ − 5

18

[(
11

20
+

3
√
3

8
√
5

)
e

2
√

5(∓z−a)

(
√

5−
√

3)ℓ +

(
9

20
− 3

√
3

8
√
5

)
e

2
√

5(∓z−a)

(
√

5+
√

3)ℓ
]

(6.106)

3. en utilisant sin2 θ = 2
3
P 0 − 1

2
P 1 − 1

6
P 2.
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Remarque : Notons qu’à partir des expressions 6.96 des fonctions de dis-

tribution h±, on peut déterminer les expressions exactes des composantes h±0 ,
h±1 et h±2 puisqu’il suffit de projeter les expressions 6.96 sur les polynômes de
Legendre décalés. Celles-ci prennent alors la forme :

h±
0 (z) =

∫ π
2

0

dθ sin θh±(z, θ) = 1− E2

(
(a± z)

ℓ

)
(6.107)

h±
1 (z) = 3

∫ π
2

0

dθ sin θP 1(cos θ)h
±(z, θ) = 3E2

(
(a± z)

ℓ

)
− 6E3

(
(a± z)

ℓ

)
(6.108)

h±
2 (z) = 5

∫ π
2

0

dθ sin θP 2(cos θ)h
±(z, θ) = −5E2

(
(a± z)

ℓ

)
+30E3

(
(a± z)

ℓ

)
−30E4

(
(a± z)

ℓ

)
(6.109)

En injectant ces expressions dans la formule de conductivité 6.98, on retrouve
bien les profils exactes 6.97. On note que la méthode de projection a remplacé
les exponentielles intégrales par des exponentielles ordinaires.

La projection diffusive directe

Nous construisons maintenant une solution approchée des profils de conduc-
tivité en projetant l’équation non chirale 6.93 sur les polynômes de Legendre
ordinaires (développement 6.94). Comme précédemment, l’ordre de troncature
est déterminé par l’expression du profil de conductivité. Celui-ci fait intervenir
les composantes d’ordre zéro et deux du développement 6.94 de la fonction de
distribution :

σ(z)

σd
=

3

4

∫ π

0

dθ sin3 θh (z, θ) = h0 −
1

5
h2 (6.110)

Nous allons donc résoudre l’équation 6.93 par une projection limitée à l’ordre
deux. Les fonctions h0, h1 et h2 vérifient les équations :

1

3

∂h1
∂z

+
h0
ℓ

=
1

ℓ
(6.111)

∂h0
∂z

+
2

5

∂h2
∂z

+
h1
ℓ

= 0 (6.112)

2

3

∂h1
∂z

+
h2
ℓ

= 0 (6.113)

dont les solutions s’écrivent sous la forme générale :

h0(z) = 1 + λ1e
−

√
5(z+a)

ℓ
√

3 + λ2e

√
5(z−a)

ℓ
√

3 (6.114)

h1(z) =
3
√

3√
5

(
λ1e

−
√

5(z+a)

ℓ
√

3 − λ2e

√
5(z−a)

ℓ
√

3

)
(6.115)

h2(z) = 2

(
λ1e

−
√

5(z+a)

ℓ
√

3 + λ2e

√
5(z−a)

ℓ
√

3

)
(6.116)

Les deux constantes d’intégration λ1 et λ2 sont déterminées par les conditions
d’interfaces.
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Le plus délicat avec les approches diffusives est la détermination des condi-
tions de bords. Il est clair qu’imposer la nullité des composantes hn aux bords
de la couche constitue une condition trop forte et une condition plus adaptée est
obtenue en remarquant que les conditions de bords 6.95 induisent l’annulation
des profils de conductivités chiraux aux bords de la couche :

σ± (z = ∓a) = 0 (6.117)

Comme pour le modèle dérive-diffusion, les conductivités chirales sont obtenues
en intégrant 6.110 sur les cadrans

[
0, π2

]
et
[
π
2 , π

]
. σ+(z) et σ−(z) prennent alors

la forme :

σ+(z)

σd
=

3

4

∫ π
2

0

dθ sin3 θh(z, θ) =
1

2

[
h0(z) +

3

8
h1(z) − 1

5
h2(z)

]
(6.118)

σ−(z)

σd
=

3

4

∫ π

π
2

dθ sin3 θh(z, θ) =
1

2

[
h0(z) − 3

8
h1(z) − 1

5
h2(z)

]
(6.119)

L’utilisation des conditions de bords 6.117 conduit alors aux expressions :

σ±(z)

σd
=

1

2
−

5

((
3
5
± 9

√
3

8
√

5

)
e
−

√
5(z+a)

ℓ
√

3 +
(

3
5
∓ 9

√
3

8
√

5

)
e

√
5(z−a)

ℓ
√

3

)
6

[(
1 + e

−
√

5
κ
√

3

)
+ 3

√
3

8

(
1− e

−
√

5
κ
√

3

)] (6.120)

des profils de conductivité dans l’approximation diffusive.

Au final, en utilisant les expressions exactes 6.98 et approchées 6.106 et 6.120,
on obtient trois profils de condcuctivité σ(z) = σ+(z)+σ−(z). La figure 6.9 com-
pare alors les conductivités intégrées (figure (a)) et les profils de conductivité
(figure (b)) obtenue pour ces différentes solutions. Nous voyons sur la figure (a)
que la projection sur les polynômes de Legendre décalés fournie la meilleure
solution approchée. L’approche diffusive prédit une décroissance beaucoup plus
rapide de la conductivité. On note que bien que le profil 6.106 ait été obtenu à
partir de la théorie minimale tronquée à l’ordre deux, la conductivité intégrée
obtenue constitue une excellente approximation du résultat exact. La figure 6.9
(b) présente un exemple de profil de conductivité pour κ = 8. On constate que le
profil obtenu par la projection sur les polynômes de Legendre décalés est le plus
proche du résultat exact conformément aux courbes de conductivités intégrées
de la figure (a).

Remarque : De façon générale, on peut constater que les méthodes de pro-
jection remplacent toujours les fonctions exponentielles intégrales (annexe D.3)
par des exponentielles ordinaires. A l’aide de ce travail, on peut alors donner une
interprétation aux exponentielles intégrales. Les expressions exactes des compo-
santes h±n du développement 6.92 s’écrivent toujours comme des combinaisons
linéaires d’exponentielles intégrales. Or, en projetant exactement les équations
chirales 6.90 sur les polynômes de Legendre décalés, on peut constater que les
composantes h±n vérifient toujours une équation différentielle linéaire à coeffi-
cients constants d’ordre infini :

+∞∑
n=0

αn
∂nh+0
∂zn

= 1 (6.121)
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Figure 6.9 – Tracé de la conductivité intégrée (σ =
∫
dzσ(z)) (figure (a)) en

fonction du nombre de Knudsen et du profil de conductivité (figure (b)) pour
κ = 8. Dans chaque cas, on compare la solution exacte (courbe noire, expres-
sion 6.98), la solution obtenue par projection sur les polynômes de Legendre
décalés (courbe bleue, expression 6.106) et celle fournie par la projection sur les
polynômes de Legendre ordinaires (courbe rouge, 6.120).

Les solutions s’écrivent donc sous forme d’une somme infinie de fonctions ex-
ponentielle dont les longueurs de décroissance sont données par les racines de
l’équation :

+∞∑
n=0

αnx
n = 0 (6.122)

et dont la somme converge vers une combinaison d’exponentielles intégrales.
Ainsi, ces fonctions spéciales caractérisent le comportement d’un système linéaire
ayant une infinité de longueurs caractéristiques.

Notons pour terminer que quel que soit le type de transport (CPP 4 ou CIP),
les dépendances spatiales des grandeurs moyennes sont toujours décrites par la
fonction exponentielle intégrale. Ces fonctions peuvent toujours être vues comme
des combinaisons d’exponentielles ordinaires et la projection de l’équation de
Boltzmann sur les polynômes de Legendre décalés permet alors d’effectuer cette
conversion. Ceci explique en particulier pourquoi la fonction exponentielle or-
dinaire s’introduit naturellement pour le transport CPP au lieu de la fonction
exponentielle intégrale.

4. voir par exemple le problème de Milne pour s’en convaincre.
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6.3.4 Modèle macroscopique

Nous terminons l’étude des structures CIP en montrant qu’il est possible de
dériver un modèle de transport macroscopique caractéristique du transport de
volume. Pour cela, nous rappelons la définition des courants chiraux :

J±
x (z) = −2e

(m
h

)3 ∫
dvvxf

±(z,v) = σdE

[
1

2
h±0 (z) − 1

8
h±1 (z) − 1

40
h±2 (z)

]
(6.123)

où E désigne le champ électrique et dans laquelle on a introduit les composantes
h±n du développement 6.92 du paragraphe précédent. Pour établir le modèle de
transport macroscopique, nous allons utiliser les équations 6.99 à 6.101 obtenues
par troncature à l’ordre deux de l’équation de Boltzmann.

On introduit alors les trois courants chiraux :

J±
0 =

σdE

2
h±0 J±

1 = −σdE
8
h±1 J±

2 = −σdE
40

h±2 (6.124)

qui, en utilisant les équations 6.99 à 6.101, vérifient les équations de transport
macroscopiques :

±∂J
±
0

∂z
∓ 4

3

∂J±
1

∂z
+

2

ℓ
J±
0 =

σdE

ℓ
(6.125)

±∂J
±
0

∂z
∓ 4

∂J±
1

∂z
∓ 8

∂J±
2

∂z
− 8

ℓ
J±
1 = 0 (6.126)

±8

3

∂J±
1

∂z
± 20

∂J±
2

∂z
+

40

ℓ
J±
2 = 0 (6.127)

Ces trois courants permettent alors de déterminer les courants de charge chiraux
par simple addition :

J±
x (z) = J±

0 (z) + J±
1 (z) + J±

2 (z) (6.128)

Contrairement au transport CPP, les équations de transport sont découplées
entre chiralité puisque l’intégrale de collision isotrope n’affecte pas les fonctions
de distribution chirales en géométrie CIP. D’autre part, par analogie avec le
transport CPP, ces courants sont de type anisotrope (au même titre que J±

1 ).
Il est intéressant de résoudre ces équations en augmentant l’ordre de tronca-
ture, c’est à dire en négligeant les contributions J±

1 et J±
2 (ordre 0), puis en

conservant uniquement les deux premières composantes J±
0 et J±

1 (ordre un) et
enfin en conservant les trois composantes (ordre 2), afin de comprendre le rôle
de chaque contribution. La figure 6.10 compare alors la conductivité intégrée
exacte (courbe noire) correspondant à une monocouche sans réflexions d’in-
terface (h±(∓a) = 0). On constate que plus l’ordre de troncature augmente,
meilleur est l’accord avec la solution exacte. En particulier, on constate que
la contribution J0 (courbe rouge) décrit bien la conductivité pour des petits
nombres de Knudsen (régime hydrodynamique). Les composantes J1 (courbe
violette) et J2 (courbe bleue) deviennent alors importantes à mesure que le
nombre de Knudsen augmente. Ainsi, les équations de transport 6.125 à 6.127
réalise un développement en puissance du nombre de Knudsen du courant dans
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Figure 6.10 – Comparaison de la conductivité intégrée en fonction du nombre
de Knudsen pour différents ordres de troncature des équations de transport
6.125 à 6.127. Plus l’ordre de troncature augmente et plus l’écart à la solution
exacte diminue à mesure que le nombre de Knudsen augmente, on effectue donc
un développement en puissance du nombre de Knudsen. Ces courbes de conduc-
tivité correspondent aux conditions de bord g±(∓a) = 0 pour la monocouche
de la figure 6.2.

les structures CIP. Cette propriété est similaire à celle des équations de trans-
port des structures CPP et résulte de la projection de l’équation de Boltzmann
sur une base de polynômes tronquée.

Dans le cadre du transport CPP, nous avons montré que le courant de charge
dérivait d’un potentiel électrochimique généralisé. La question assez naturelle
est : peut-on écrire le courant comme la dérivée d’une certaine quantité pour le
transport CIP ? Pour cela, on introduit la composante non diagonale du tenseur
de pression :

Π±
xz(z) = −2e

(m
h

)3 ∫
dv (±) vxvzf

±(z,v) (6.129)

= ±σdvfE

[
3

16
h±
0 (z) +

1

80
h±
1 (z)−

3

80
h±
2 (z)−

3

560
h±
3 (z)

]
(6.130)

dont on remarquera que dimensionnellement il est proportionnel au produit
d’un courant par une vitesse (Π ∝ J × vf ). La quantité Πxz représente le flux
du courant. Travaillant à l’ordre deux, on négligera la composante d’ordre trois
h±3 et cette composante de la pression peut alors être exprimée à partir des trois
courants J±

0 , J±
1 et J±

2 :

Π±
xz(z) = ±vf

[
3

8
J±
0 (z) − 1

10
J±
1 (z) +

3

2
J±
2 (z)

]
(6.131)

En utilisant les équations de transport 6.125 à 6.127, on montre alors que les
courants chiraux dérivent effectivement de la composante Π±

xz du tenseur des
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pressions :

J±
x (z) =

σdE

2
− τ

∂Π±
xz

∂z
(6.132)

rappelant fortement la structure du courant en structure CPP. Notons que cette
expression est exacte (indépendante de l’ordre de troncature) et peut être obte-
nue par intégration directe de l’équation de Boltzmann 6.14.

Nous voyons donc qu’on peut également établir un modèle de transport ma-
croscopique pour le transport CIP et que le courant dérive toujours d’une cer-
taine quantité qui est ici la pression en remplacement du potentiel électrochimique.
Notons enfin qu’il est également possible d’écrire des équations d’interface ma-
croscopiques pour les quantités J±

0 , J±
1 et J±

2 à partir des intégrales de collision
d’interface.

6.4 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons présenté l’adaptation du modèle col-
lisionnel au transport dans les structures CIP. Nous avons ainsi montré que
le formalisme introduit par ce modèle pouvait être appliqué que le transport
soit CPP ou CIP unifiant ainsi ces deux types de structures sous un même
formalisme. L’introduction de deux bases de polynômes orthogonaux a permis
d’une part de mieux comprendre l’origine de l’absence d’accumulation dans la
géométrie CIP et d’autre part d’introduire des paramètres d’interface dont la
pertinence semble justifiée à l’échelle nanométrique. L’existence de solutions
exactes pour ce type de structure a permis de montrer l’intérêt des polynômes
de Legendre décalés ainsi que les limites d’une approche diffusive. Nous avons
également établi que le modèle le plus répandu de Fuchs-Sondheimer ne consti-
tue qu’un cas particulier du modèle collisionnel et qu’il est possible de dériver
un modèle de transport macroscopique pour les structures CIP.
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Dans ce dernier chapitre, également consacré au transport CIP, nous présentons
une approche variationnelle du modèle de Fuchs-Sondheimer. A la vue du travail
présenté jusqu’à maintenant, on pourrait se poser la question de l’utilité de cher-
cher une solution au modèle de Fuchs-Sondheimer puisque le modèle collisionnel
comble les lacunes de ce modèle. Pour la petite histoire, le modèle collisionnel est
en fait né de l’interprétation des résultats obtenus de l’approche variationnelle
que nous présentons ici et le modèle collisionnel a donc été développé d’abord
pour le transport CIP avant d’être adapté aux structures CPP 1. Nous avons
donc choisi de présenter cette méthode variationnelle afin de donner, en conclu-
sion de ce chapitre, les quelques idées qui ont conduit aux développements du
modèle collisionnel ainsi que pour l’originalité de la méthode qui fournit une
autre façon de penser les conditions de bords. De plus cette méthode donne
aussi une solution analytique au modèle de Fuchs-Sondheimer.

Nous traiterons uniquement le cas d’une monocouche CIP et nous utilise-
rons les conventions de la figure 6.2. On commence par quelques rappels sur le
modèle de Fuchs-Sondheimer et nous expliquerons ensuite sa mise sous forme
variationnelle.

1. à la différence de la présentation faite de ce modèle dans cette thèse.
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7.1 Le modèle de Fuchs-Sondheimer

Dans cette première partie, nous présentons les difficultés associées aux
modèle de Fuchs-Sondheimer ainsi que diverses interprétations des effets d’in-
terface.

7.1.1 Quelques rappels du modèle

Le modèle de Fuchs-Sondheimer [148] repose sur l’équation de Boltzmann
dans l’approximation du temps de relaxation qui compte tenu de la géométrie
CIP s’écrit :

±vz
∂f±

∂z
− eE

m

∂f±

∂vx
= −f

± − f0
τ

(7.1)

où f+ caractérise les électrons montants et f− les descendants. Ces fonctions de
distribution satisfont des conditions de collisions d’interface de type spéculaire
qui, pour le cas de la monocouche (figure 6.2), prennent la forme : f+ (−a,v) = R1f

− (−a,v) + (1 −R1) f0

f− (a,v) = R2f
+ (a,v) + (1 −R2) f0

(7.2)

où R1 et R2 sont les coefficients de réflexion du bord inférieur et supérieur de la
couche que nous supposons différents pour plus de généralité. f0 est la fonction
de distribution d’équilibre.

Ce modèle est ensuite linéarisé autour de l’état d’équilibre par rapport au
champ électrique. Les fonctions de distribution sont alors décomposées sous la
forme :

f± = f0 +
eEτ

m

∂f0
∂vx

g± (z, vz) (7.3)

où les fonctions g± vérifient les équations différentielles :

vz
∂g+

∂z
+
g+

τ
=

1

τ
− vz

∂g−

∂z
+
g−

τ
=

1

τ
(7.4)

munies des conditions de bords linéarisées : g+ (−a) = R1g
− (−a)

g− (a) = R2g
+ (a)

(7.5)

Les composantes hors-équilibre g± des fonctions de distribution permettent
ensuite de calculer les profils de conductivité :

σ±(z) =
3σd
4

∫ π
2

0

dθ sin3 θg± (z, θ) σ(z) = σ+(z) + σ−(z) (7.6)

ainsi que la conductivité intégrée σ :

σ =
3

4
σd

∫ a

−a

dz

∫ π
2

0

dθ sin3 θ
(
g+ (z, θ) + g+ (z, θ)

)
(7.7)
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Figure 7.1 – Tracé de la conductivité intégrée en fonction du nombre de Knud-
sen (figure (a)) et du profil de conductivité (figure (b)) du modèle de Fuchs-
Sondheimer pour diverses valeurs des coefficients de réflexion (R1 = R2 = R).

où σd = e2n0τ
m est la conductivité de Drude de la couche.

La résolution des équations 7.4 et 7.5 conduit alors aux expressions suivantes
pour les parties hors-équilibre g± :

g+(z, θ) = 1 −

(
(1 −R1) +R1(1 −R2)e−

1
κ cos θ

)
1 −R1R2e−

2
κ cos θ

e−
(z+a)
ℓ cos θ (7.8)

g−(z, θ) = 1 −

(
(1 −R2) +R2(1 −R1)e−

1
κ cos θ

)
1 −R1R2e−

2
κ cos θ

e
(z−a)
ℓ cos θ (7.9)

Si l’obtention des fonctions de distributions g± est aisée, le calcul des profils
de conductivité et de conductivité intégrée est chose difficile malgré la forme rela-
tivement simple des fonctions de distribution. Cela tient au fait que l’intégration
sur l’angle θ ne permet pas de faire apparaitre de fonctions connues rendant ainsi
compliqué l’obtention des expressions des grandeurs macroscopiques. De plus, le
calcul des quantités macroscopiques devient de plus en plus compliqué à mesure
que le nombre de couche augmente. On constate ainsi que malgré la simplicité
du modèle de Fuchs-Sondheimer, le calcul analytique des grandeurs moyennes
est compliqué et le recours à des calculs numériques s’ávère nécessaire. On trou-
vera cependant dans la littérature ([148] à [160]) des formules de conductivité
approchées qui ne sont généralement valables que pour une gamme d’épaisseurs
donnée. Au début de cette thèse, nous avons donc chercher à établir une expres-
sion approchée des grandeurs macroscopiques valable pour toutes épaisseurs afin
de simplifier l’étude du transport CIP à partir de ce modèle. C’est le but de la
méthode variationnelle présentée dans ce chapitre. La figure 7.1 présente les
profils de conductivité pour diverses valeurs des coefficients de réflexion pour le
cas d’une monocouche.
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7.1.2 Interprétation des réflexions d’interface

Pour effectuer un calcul variationnel, il faut nécessairement choisir une forme
de solution approchée (fonction d’essai) dépendant de paramètres déterminés
par le calcul variationnel. Pour comprendre le choix des fonctions d’essai que
l’on fera dans la suite, nous analysons l’effet des paramètres d’interface sur la
conductivité intégrée dans ce paragraphe.

Si le calcul des grandeurs moyennes à partir des fonctions de distribution 7.8
et 7.9 est difficile, il existe des valeurs particulières des coefficients de réflexion
pour lesquels le calcul est aisé.

Ainsi, en l’absence de réflexions d’interface (R1 = R2 = 0), l’intégration
angulaire peut être effectuée et nous obtenons les profils 6.81 à 6.83 du chapitre
précédent que nous recopions ici :

σ0(z)

σd
= 1− 3

4

[
ψ0

(
(a+ z)

ℓ

)
+ ψ0

(
(a− z)

ℓ

)]
(7.10)

σ0 (∆)

σd∆
= 1− 3κ

2

[
1

4
− ϕ0

(
1

κ

)]
(7.11)

où l’on a introduit les notations, utiles pour la suite, du chapitre précédent :

ψ0(x) = E2(x) − E4(x) ϕ0(x) = E3(x) − E4(x) (7.12)

Ces profils sont indicés par 0 pour signifier qu’ils correspondent au cas de
réflexions nulles.

Le cas opposé de réflectivié parfaite (R1 = R2 = 1) permet également la
détermination des grandeurs moyennes qui s’écrivent simplement :

σ±
∞(z)

σd
=

1

2

σ∞ (∆)

σd∆
= 1 (7.13)

Ces profils coincident alors avec ceux correspondant à une couche d’épaisseur
infinie et on les indicera donc par ∞. Pour des valeurs quelconques des coeffi-
cients de réflexion, les conductivités seront indicées par R.

En observant la figure 7.1 (a), on constate que pour une épaisseur donnée (κ
fixé), les deux cas particuliers que l’on sait traiter correspondent au minimum
(R1 = R2 = 0) et au maximum (R1 = R2 = 1) de conductivité possibles. Ainsi,
l’effet des réflexions d’interface est d’augmenter la conductivité de la couche
entre les deux valeurs limites définies par σ0 et σ∞. On peut alors interpréter
cette augmentation de conductivité à l’aide de deux notions que nous présentons
maintenant :

– Effet d’écran : On constate que pour passer des formules de conductivité
7.11 à 7.13, il suffit de faire disparaitre les termes dépendants du nombre
de Knudsen dans la formule 7.11 de σ0. Ces termes sont caractéristiques
des effets de bords qui réduisent fortement (par rapport au cas d’épaisseur
infinie) le niveau de conductivité de la couche. La présence de réflexions
d’interface entraine donc un effacement progressif de ces termes qui dis-
paraissent complètement pour des interfaces parfaites (R1 = R2 = 1). On
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pourra ainsi constater qu’on peut représenter l’effet des réflexions d’inter-
face sur la conductivité intégrée par la relation empirique :

σR (∆)

σd∆
= 1− Ce (R1, R2)

3κ

2

[
1

4
− ϕ0

(
1

κ

)]
(7.14)

obtenue par habillage de la solution à réflexion nulle. Dans cette expres-
sion, la constante Ce, dépendante des coefficients de réflexion, effectue la
balance entre la contribution d’épaisseur infinie et celle d’épaisseur finie.
Pour cette raison, on la nommera constante d’écran dans la mesure où
elle efface (écrante) les effets d’épaisseur finie. En particulier, elle vérifie
nécessairement les propriétés :

Ce (R1 = R2 = 0) = 1 Ce (R1 = R2 = 1) = 0 (7.15)

C’est donc une constante positive comprise entre zéro et un. On peut noter
que les courbes de conductivité obtenues en exploitant la forme empirique
7.14 pour diverses valeurs de la constante Ce ont le même comportement
en épaisseur que celles correspondant au modèle de Fuchs-Sondheimer.
Ainsi, si 7.14 rend compte simplement des réflexions d’interface, toute la
difficulté consiste maintenant à déterminer la dépendance de la constante
d’écran en fonction des coefficients de réflexion R1 et R2.

– Knudsen effectif : On peut également comprendre l’effet des réflexions
d’interface à l’aide du concept de nombre de Knudsen effectif. A partir des
courbes de conductivités intégrées de la figure 7.2, on constate qu’un même
niveau de conductivité est atteint par plusieurs courbes pour différents
nombres de Knudsen qui sont de plus en plus grand au fur et à mesure
de l’augmentation des coefficients de réflexion. En particulier, avec les
notations des courbes 7.2, on constate qu’on peut toujours écrire :

{
σ0 (κ0) = σR=0.2 (κ1) = σR=0.4 (κ2) = σR=0.6 (κ3) = σR=0.8 (κ4)
avec κ0 < κ1 < κ2 < κ3 < κ4

(7.16)
et on s’aperçoit, par exemple, que la conductivité d’une couche de nombre
de Knudsen κ0 sans réflexions aux bords est la même que celle d’une
couche de nombre de Knudsen κ1 plus grand (donc d’épaisseur plus pe-
tite) ayant des coefficients de réflexion égaux à 0.2 ou celle d’une couche
de Knudsen κ4 encore plus grand (c’est à dire encore moins épaisse) avec
des coefficients de réflexion de 0.8 aux bords.

On peut donc interpréter l’effet des réflexions d’interface de la façon sui-
vante : à une couche de nombre de Knudsen κ caractérisée par des coeffi-
cients de réflexions non nuls correspond une couche de nombre de Knudsen
effectif, κeff , plus petit dont les coefficients de réflexions sont nuls. Ces
deux couches ayant la même conductivié intégrée, on a la donc la corres-
pondance :

σR (κ) = σ0 (κeff ) (7.17)

où κeff est une fonction du nombre de Knudsen κ et des coefficients de
réflexions R1 et R2. Cette nouvelle forme empirique est très pratique dans
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Figure 7.2 – Tracé de la conductivité intégrée σR en fonction du nombre de
Knudsen pour diverses valeurs des coefficients de réflexions (R1 = R2 = R).
On constate que pour un niveau de conductivité donné, il correspond différents
nombres de Knudsen qui sont de plus en plus grand au fur et à mesure que la
valeur des coefficients de réflexions augmente. En choisissant le cas de réflexion
nul comme référence, l’effet des coefficients de réflexion peut être interprété par
un habillage du nombre de Knudsen donnant ainsi à la couche une épaisseur
effective plus grande. En particulier, il existe toujours un nombre de Knudsen
effectif, κeff , fonction des coefficients de réflexion tel que σR(κ) = σ0(κeff ).

la mesure où l’expression de la conductivité σ0 est parfaitement connue.
La difficulté est alors de savoir déterminer effectivement la dépendance de
κeff avec κ, R1 et R2.

A travers cette étude, nous voyons donc qu’on toujours modéliser l’effet des
coefficients de réflexion sur la conductivité par un habillage de la formule de
conductivité à coefficients de réflexion nulles par l’introduction de la constante
d’écran Ce et du nombre de Knudsen effectif κeff . En particulier, nous allons
montrer à partir de la méthode variationnelle que la conductivité intégrée est
très bien approchée par une expression du type :

σR
σd∆

= 1 − Ce
3κeff

2

[
1

4
− ϕ0

(
1

κeff

)]
(7.18)

qui mélange les deux notions (Ce et κeff ) introduites ici et nous donnerons
en particulier les expressions des constantes d’écran et du nombre de Knudsen
effectif en fonction de κ, R1 et R2.

7.2 Mise sous forme variationnelle

Dans cette partie, nous présentons la mise sous forme variationnelle du
modèle de Fuchs-Sondheimer. Il faut noter que le problème que l’on cherche
à résoudre est assez inédit en soi puisque d’habitude une méthode variationnelle
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est employée pour trouver une solution approchée à une équation différentielle
que l’on ne sait pas résoudre exactement. Dans notre cas, on pourra constater
que les équations différentielles 7.4 sont simples à résoudre et ce sont les condi-
tions de bords 7.5 qui compliquent les fonctions de distribution rendant difficile
le calcul des profils de conductivité. Ainsi, il est donc nécessaire de développer
une méthode permettant de traiter les conditions de bords variationnellement
et donnant accès à des fonctions de distributions permettant un calcul aisé des
fonctions de distribution.

Ainsi, nous commencons par montrer que l’on peut interpréter les collisions
d’interfaces comme des collisions de volume faisant naturellement apparaitre la
notion de nombre de Knudsen effectif. A partir de cette transformation, nous in-
troduisons une écriture des fonctions de distribution à l’aide de fonction de green
afin d’absorber les conditions d’interface et de ramener l’étude à un problème
de transport de volume. Les équations obtenues sont alors mises sous forme va-
riationnelle et nous permettent de construire une solution approchée au modèle
de Fuchs-Sondheimer.

7.2.1 Réécriture du modèle de Fuchs-Sondheimer

A la base, le calcul de conductvité repose sur le modèle de Fuchs-Sondheimer
linéarisé défini par les équations 7.4 et 7.5 dont on rappelle les expressions :

vz
∂g+

∂z + g+

τ = 1
τ

−vz ∂g−

∂z + g−

τ = 1
τ

 g+ (−a) = R1g
− (−a)

g− (a) = R2g
+ (a)

(7.19)

Souhaitant mettre en correspondance le problème à coefficients de réflexion
non nuls avec celui de réflexion nulle, peut-on transformer ces équations afin de
définir un modèle équivalent pour lequel les conditions de bords seraient tou-
jours celles du modèle de Fuchs-Sondheimer à coefficients de réflexion nul ?

En introduisant la transformation :

g+(z) =
(1 +R1)

(1 −R1R2)
g+1 (z) +

R1(1 +R2)

(1 −R1R2)
g−1 (z) (7.20)

g−(z) =
R2(1 +R1)

(1 −R1R2)
g+1 (z) +

(1 +R2)

(1 −R1R2)
g−1 (z) (7.21)

on peut alors construire un nouvel ensemble d’équations pour lequel les nouvelles
fonctions de distribution g+1 et g−1 vérifient les conditions de bords du modèle
de Fuchs-Sondheimer à coefficients de réflexion nuls. La façon d’établir cette
transformation est présentée en annexe E.1 et nous donnons directement le
résultat ici. A partir de cette tranformation, on montre alors que les nouvelles
fonctions de distributions vérifient les équations de volume :

vz
∂g+1
∂z

+
g+1
τeq

+
g−1
τ1

=
1

τ
(7.22)

−vz
∂g−1
∂z

+
g−1
τeq

+
g+1
τ2

=
1

τ
(7.23)
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munies des conditions de bords

g+1 (−a) = 0 et g−1 (a) = 0 (7.24)

et dont les temps de relaxation sont définis par :

1

τeq
=

1

τ

(1 +R1R2)

(1 −R1R2)

1

τ1
=

1

τ

2R1(1 +R2)

(1 −R1R2)(1 +R1)

1

τ2
=

1

τ

2R2(1 +R1)

(1 −R1R2)(1 +R2)
(7.25)

Cette transformation fournit une vision intéressante des coefficients de réflexion.
Le modèle de Fuchs-Sondheimer standard décrit la dynamique de deux popula-
tions d’électrons, celle montante caractérisée par g+ et celle descendante décrite
par g−. Ces deux populations sont découplées en volume car chaque fonction
de distribution associée vérifie une équation de Boltzmann autonome et sont
couplées aux bords de la couche via les coefficients de réflexions R1 et R2.
Dans la nouvelle représentation, les couplages sont inversés. On décrit toujours
deux populations électroniques, les montants caractérisés maintenant par g+1 et
les descendants décrits par g−1 , qui sont couplées en volume via les deux temps
de relaxation τ1 et τ2 qui caractérisent des processus de collision dans lesquels
la composante vz de la vitesse est renversée. Ces populations sont maintenant
découplées aux bords et vérifient des conditions de bords similaires à celles du
modèle de Fuchs-sondheimer à coefficients de réflexions nuls.

La nouvelle représentation permet de mettre en lumière deux effets des co-
efficients de réflexion :

– bien qu’agissant aux bords de la couche, ils affectent les collisions de vo-
lume en renormalisant le temps de relaxation τ en τeq. On peut alors
définir un nouveau nombre de Knudsen, κeff , par la relation :

κeff = κ
(1 −R1R2)

(1 +R1R2)
(7.26)

et on constate en particulier que si l’on trace les courbes de conductivité
intégrée du modèle de Fuchs-Sondheimer avec réflexions en fonction de ce
nombre de Knudsen équivalent (figure 7.3), on tend à superposer toutes
les courbes de conductivités sur celle de réflexion nulle. Ce nombre κeff
ne correspond pas exactement au nombre de Knudsen effectif introduit
au paragraphe précédent car on constate que les courbes de conductivité
intégrées ne se superposent pas exactement sur une unique courbe corres-
pondante à celle de réflexion nulle.

– Ces écarts proviennent du fait que l’on ne tient pas compte du second effet
des coefficients de réflexion à savoir les processus de réflexions multiples
sur les bords de la couche décrits par les temps de relaxation τ1 et τ2 et
qui modifient la dépendance de κeff en fonction de κ.

On pourra remarquer que lorsqueR1 = R2 = 0, le changement de représentation
se réduit à la transformation identité. D’autre part, lorsque R1 = R2 = 1 (bords
parfaits), les trois temps τeq, τ1 et τ2 divergent traduisant simplement le fait que
dans ce cas, les fonctions de distribution deviennent uniformes et ne dépendent
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Figure 7.3 – Tracé de la conductivité intégrée σR en fonction du nombre de
Knudsen κ réel (figure (a)) et du nombre de Knudsen effectif (figure (b)). On
constate qu’en fonction de κeff , les courbes de conductivités tendent à ce super-
poser sur celles de réflexion nulle. Les écarts proviennent du fait que l’expression
de κeff ne tient pas compte des processus de réflexions multiples sur les bords.

plus de la variable z.

Ainsi, au cours de ce paragraphe, nous avons été capable de traduire l’effet
des coefficients de réflexion non plus dans les conditions de bords mais dans
les équations différentielles régissant de nouvelles fonctions de distribution. Il
se trouve que résoudre exactement les équations 7.22, 7.23 et 7.24 de la nou-
velle représentation n’apporte rien de nouveau dans le sens où on retrouve des
fonctions de distribution ayant la même structure que g+ et g− définies par les
relations 7.8 et 7.9. Ce calcul est présenté en annexe E.2. Pour pouvoir exploi-
ter la nouvelle représentation, il est nécessaire de dévelloper une méthode de
résolution basée sur les fonctions de Green qui est introduite maintenant.

7.2.2 Développement itératif des fonctions de distribution

Pour résoudre les équations 7.22, 7.23 et 7.24 de la nouvelle représentation,
on décompose les fonctions de distribution g+1 et g−1 sous la forme :

g±1 (z, θ) = g±C + g±S (z, θ) (7.27)

où les composantes g±C sont des constantes indépendantes de z et de vz définies
par le système d’équations : 

g+
C

τeq
+

g−
C

τ1
= 1

τ

g−
C

τeq
+

g+
C

τ2
= 1

τ

(7.28)
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et les parties g±S sont des fonctions de z et de l’angle θ déterminées par le système
d’équations différentielles :

vf cos θ
∂g+

S

∂z +
g+
S

τeq
= − g−

S

τ1

−vf cos θ
∂g−

S

∂z +
g−
S

τeq
= − g+

S

τ2

(7.29)

munie des conditions de bords :

g+S (−a) = −g+C et g−S (a) = −g−C (7.30)

Les parties constantes g±C vérifient un systéme d’équations algébriques dont
les solutions sont :

g+C =
τ2τeq(τ1 − τeq)

τ
(
τ1τ2 − τ2eq

) =
1 −R1

1 +R1
(7.31)

g−C =
τ1τeq(τ2 − τeq)

τ
(
τ1τ2 − τ2eq

) =
1 −R2

1 +R2
(7.32)

où la deuxième égalité a été obtenue en utilisant les expressions 7.25 de τeq, τ1
et τ2 en fonction des coefficients de réflexion. Ces parties constantes absorbent
le terme source des équations 7.22 et 7.23 qui ne joue aucun rôle pour ce qui va
suivre.

Pour déterminer les composantes inhomogène g±s , il est utile d’introduire les
fonctions de Green G+ et G− définies par les équations :

±vf cos θ
∂G±(z, z′)

∂z
+
G±(z, z′)

τeq
= δ(z − z′) (7.33)

On peut alors développer les fonctions g+S et g−S de façon itérative :

g+S (z) = g+0 (z) − 1

τ1

∫ a

−a

dz′G+(z, z′)g−S (z′) (7.34)

g−S (z) = g−0 (z) − 1

τ2

∫ a

−a

dz′G−(z, z′)g+S (z′) (7.35)

Où g±0 sont les solutions des équations découplées :

±vf cos θ
∂g±0
∂z

+
g±0
τeq

= 0 (7.36)

Sachant que g±S vérifient les conditions de bords 7.30, on impose aux fonc-
tions g±0 et aux fonctions de Green G± de vérifier les conditions de bords :

g±0 (∓a) = −g±C et G±(∓a, z′) = 0 (7.37)

ce qui permet de les définir complétements.
Dans ces conditions, les solutions du problème libre s’écrivent donc :

g+0 (z) = −g+C exp

(
− (z + a)

ℓeq cos θ

)
g−0 (z) = −g−C exp

(
(z − a)

ℓeq cos θ

)
(7.38)
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Où ℓeq = vfτeq.

Les fonctions de Green 2 s’expriment sous la forme :

G+(z, z′) =

{
0 −a ≤ z < z′

1
vf cos θ exp

(
(z′−z)
leq cos θ

)
z′ ≤ z ≤ a

(7.39)

G−(z, z′) =

{
1

vf cos θ exp
(

(z−z′)
leq cos θ

)
−a ≤ z ≤ z′

0 z′ < z ≤ a
(7.40)

Les équations 7.34 et 7.35 constituent ce qu’on nommera le développement
itératif des fonctions de distributions. Ces équations portent sur les composantes
g±S des fonctions de distributions et permettent de les séparer en deux sous
composantes :

– la partie g±0 correspondant à la solution des équations en ignorant les
termes de couplages dans les équations 7.22 et 7.23. Cette composante
contient en fait le premier effet des coefficients de réflexions discuté au
paragraphe précédent, à savoir la renormalisation des collisions de volume
via le libre parcours moyen ℓeq. On constate en particulier qu’on sait traiter
exactement cette contribution avec cette méthode.

– la partie intégrale qui décrit les processus de réflexions multiples sur les
interfaces.

Avec cette méthode de résolution, on est donc capable de gérer exactement la
partie renormalisation du libre parcours moyen et on va chercher à approximer
la partie collisions multiples sur les bords de la couche. Pour cela, on définie une
action permettant de mettre sous forme variationnelle les équations itératives
7.34 et 7.35.

7.2.3 Ecriture variationnelle du problème

A partir des équations itératives 7.34 et 7.35, on développe une méthode
variationnelle afin de déterminer une approximation des composantes g±S des
fonctions de distribution g+1 et g−1 . Pour cela, on introduit l’action :

S =
1

2
S1 − S2 +

1

2
S3 (7.41)

avec

S1 =

∫ a

−a

dz

∫ π
2

0

dθ sin3 θ
[
τ1
(
g+S (z)

)2
+
τ2
2

(
g−S (z)

)2]
(7.42)

S2 =

∫ a

−a

dz

∫ π
2

0

dθ sin3 θ
[
τ1g

+
0 (z)g+S (z) − τ2g

−
0 (z)g−S (z)

]
(7.43)

S3 =

∫ a

−a

dz

∫ π
2

0

dθ sin3 θ

[
g−S (z)

∫ a

−a

dz′G−(z, z′)g+S (z′) + g+S (z)

∫ a

−a

dz′G+(z, z′)g−S (z′)

]
(7.44)

2. Le détail des calculs pour les fonction de Green est présenté dans l’annexe E.3.
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Les équations itératives 7.34 et 7.35 sont obtenues en extrémisant S pour ces
deux fonctions :

δS
(
g+S , g

−
S

)
δg+S (z, θ)

= 0 et
δS
(
g+S , g

−
S

)
δg−S (z, θ)

= 0 (7.45)

par exemple, la minimisation par rapport à g+S donne :

δS
(
g+S , g

−
S

)
δg+S (z, θ)

=
1

2

δS1

(
g+S , g

−
S

)
δg+S (z, θ)

−
δS2

(
g+S , g

−
S

)
δg+S (z, θ)

+
1

2

δS3

(
g+S , g

−
S

)
δg+S (z, θ)

(7.46)

avec :
δS1

(
g+S , g

−
S

)
δg+S (z, θ)

= 2 sin3 θτ1g
+
S (7.47)

δS2

(
g+S , g

−
S

)
δg+S (z, θ)

= sin3 θτ1g
+
0 (7.48)

δS3

(
g+S , g

−
S

)
δg+S (z, θ)

= sin3 θ

(∫ a

−a

dz′G−(z′, z)g−S (z′) +

∫ a

−a

dz′G+(z, z′)g−S (z′)

)
(7.49)

ou il faut bien noter que dans cette dernière relation, la première intégrale porte
sur le premier argument de la fonction de Green G−. On montre alors que∫ a

−a

dz′G−(z′, z)g−S (z′) =

∫ a

−a

dz′G+(z, z′)g−S (z′) (7.50)

qui s’obtient en utilisant les expressions 7.39 et 7.40 des fonctions de Green et
en écrivant explicitement les intégrales.

Finalement, la dérivée fonctionnelle de S par rapport g+S s’écrit :

δS
(
g+S , g

−
S

)
δg+S (z, θ)

= sin3 θ

(
τ1g

+
S − τ1g

+
0 +

∫ a

−a

dz′G+(z, z′)g−S (z′)

)
(7.51)

et la condition d’extrémisation fournit bien l’équation itérative 7.34 :

δS
(
g+S , g

−
S

)
δg+S (z, θ)

= 0 ⇒ g+S (z) = g+0 (z)− 1

τ1

∫ a

−a

dz′G+(z, z′)g−S (z′) (7.52)

Le calcul de la dérivée fonctionnelle de S vis-à-vis de g−S s’effectue de la même
façon et la condition d’extrémisation permet de retrouver dans ce cas l’équation
itérative 7.35.

L’action 7.41 et les conditions d’extrémisation 7.45 nous fournissent ainsi une
méthode d’approximation des fonctions de distribution. Nous avons donc l’ou-
tillage nécessaire pour construire une solution approchée du modèle de Fuchs-
Sondheimer à coefficients de réflexion non nuls.
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7.2.4 Solution variationnelle du modèle de Fuchs-Sondheimer

Pour utiliser la méthode variationnelle, il faut choisir une forme pour les
fonctions de distribution. Etant donné que les fonctions g+0 et g−0 (définies par
7.38) contiennent déjà un effet du nombre de Knudsen effectif, nous cherche-
rons donc une solution écrantée de ces fonctions en choisissant comme fonctions
d’essais :

g+S (z) = C+g+0 (z) et g−S (z) = C−g−0 (z) (7.53)

Dans ces expressions, les coefficients C+ et C− sont des constantes indépendantes
de l’angle θ et correspondent aux constantes d’écran introduites auparavant.

En injectant ces formes dans l’action S (7.41), on obtient :

S =
1

2

(
τ1S

+
10

(
C+
)2

+ τ2S
−
10

(
C−)2)− (τ1S+

10C
+ + τ2S

−
10C

−)+ C+C−S30

(7.54)
où on a posé :

S±
10 =

∫ a

−a

dz

∫ π
2

0

dθ sin3 θ
(
g±0
)2

= a
(
g±C
)2
κeff

(
1

4
− ϕ0

(
2

κeff

))
(7.55)

et

S30 =

∫ a

−a

dz

∫ π
2

0

dθ sin3 θg∓0 (z)

∫ a

−a

dz′G∓(z, z′)g±0 (z′)

= ag+Cg
−
C τeq

(
ψ0

(
1

κeff

)
− κeff

2

[
ϕ0

(
1

κeff

)
− ϕ0

(
3

κeff

)]) (7.56)

où les fonctions ψ0 et ϕ20 sont définies par 7.12. Le nombre de Knudsen κeff
est donné par 7.26 et les fonctions g+C et g−C sont définies par les relations 7.31
et 7.32.

Pour déterminer les constantes C+ et C−, on utilise alors la condition
d’extrémisation, à savoir que les meilleures solutions seront obtenues par les
équations :

∂S

∂C+
= 0

∂S

∂C− = 0 (7.57)

Ainsi, en utilisant 7.54, on obtient le système d’équations :
∂S
∂C+ = 0 ⇒ S+

10τ1C
+ − S+

01τ1 + C−S30 = 0

∂S
∂C− = 0 ⇒ S−

10τ2C
− − S−

01τ2 + C+S30 = 0
(7.58)

dont les solutions s’écrivent :

C+ =

(
1 − 1

τ1
S30

S+
10

)
(

1 − 1
τ1τ2

S2
30

S+
10S

−
10

) C− =

(
1 − 1

τ2
S30

S−
10

)
(

1 − 1
τ1τ2

S2
30

S+
10S

−
10

) (7.59)

On peut simplifier ces expressions en remarquant que le dénominateur vaut
quasiment un quelque soit les valeurs des paramètres :

1(
1 − 1

τ1τ2

S2
30

S+
10S

−
10

) ∼ 1 ∀ κ et R1, R2 (7.60)
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ce qui signifie que les valeurs des coefficients C+ et C− ne sont fixées que par
celles de leurs numérateurs respectifs. Nous retiendrons donc les expressions de
C+ et C− :

C+ = 1 − 1

τ1

S30

S+
10

= 1 −
g−C τeq

g+Cτ1

[
ψ0

(
1

κeff

)
− κeff

2

(
ϕ0

(
1

κeff

)
− ϕ0

(
3

κeff

))]
κeff

(
1
4 − ϕ0

(
2

κeff

))
(7.61)

C− = 1 − 1

τ2

S30

S−
10

= 1 −
g+Cτeq

g−C τ2

[
ψ0

(
1

κeff

)
− κeff

2

(
ϕ0

(
1

κeff

)
− ϕ0

(
3

κeff

))]
κeff

(
1
4 − ϕ0

(
2

κeff

))
(7.62)

et permettent d’aboutir aux formes variationnelles des fonctions g+1 et g−1 :

g+1 (z) = g+C

(
1 − C+e

− (z+a)
ℓeq cos θ

)
g−1 (z) = g−C

(
1 − C−e

(z−a)
ℓeq cos θ

)
(7.63)

qui ressemblent à celles du cas de réflexions nuls avec des paramètres renorma-
lisés.

En utilisant les relations de passage 7.20 et 7.21, on peut déterminer les
profils de conductivité ainsi que la conductivité intégrée associés à ces solutions
variationnelles :

σR(z)

σd
=

3

4

(1 +R1)(1 +R2)

(1 −R1R2)

∫ π
2

0

dθ sin3 θ
[
g+1 (z, θ) + g−1 (z, θ)

]
(7.64)

σR
σd∆

=
3

4

(1 +R1)(1 +R2)

(1 −R1R2)

∫ a

−a

dz

2a

∫ π
2

0

dθ sin3 θ
[
g+1 (z, θ) + g−1 (z, θ)

]
(7.65)

où ∆ = 2a est l’épaisseur de la couche. Le calcul est alors immédiat puisqu’il
est complétement similaire à celui de réflexions nulles. On obtient alors les ex-
pressions des conductivités :

σR(z)

σd
= 1 − 3

4

[
C+

e ψ0

(
(z + a)

ℓeq

)
+ C−

e ψ0

(
(a− z)

ℓeq

)]
(7.66)

σR
σd∆

= 1 − 3

4
Ceκeff

(
1

4
− ϕ0

(
1

κeff

))
(7.67)

où on a posé :

C+
e =

(1 −R1)(1 +R2)

(1 −R1R2)
C+ C−

e =
(1 −R2)(1 +R1)

(1 −R1R2)
C− (7.68)

et
Ce = C+

e + C−
e (7.69)

Les coefficients C+
e et C−

e sont les constantes d’écran vues dans la représentation
standard et tiennent compte du changement de représentation. On constate que
ces expressions ne sont rien de plus qu’une renormalisation des expressions 7.10
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et 7.11 de réflexions nuls.

On remarque que les constantes d’écran vérifient les propriétés :

C+
e (R1 = R1 = 0) = C−

e (R1 = R1 = 0) = 1

C+
e (R1 = R1 = 1) = C−

e (R1 = R1 = 1) = 0

(7.70)

et les expressions variationnelles 7.66 et 7.67 deviennent donc les résultats exacts
dans ces deux limites 7.11 et 7.13.

Pour valider la solution variationnelle, nous comparons les courbes de conduc-
tivité intégrée (figure 7.4) et de profil de conductivité (figure 7.5) obtenues par les
formules du calcul variationnel à celles obtenue par le calcul exact (numérique)
du modèle de Fuchs-Sondheimer. On constate que la solution variationnelle four-
nit une excellente approximation de la conductivité intégrée (figure 7.4) quelques
soient les valeurs du nombre de Knudsen et des coefficients de réflexion. Pour
les profils de conductivité (figure 7.5), les choses sont tout autre puisqu’on re-
marque que les profils sont assez différents en particulier près des bords où les
écarts sont maximums. Ces écarts peuvent se comprendre en remarquant que les
fonctions de distributions variationnelles 7.63 ne vérifient pas les conditions de
bords exactes 7.24. Ces fonctions n’appartiennent donc pas au même espace de
fonctions que les solutions exactes et on comprend dès lors qu’il peut exister des
différences dans les profils en particulier au niveau des bords. Malgré cela, les
fonctions exactes et variationnelles fournissent la même conductivité intégrée.
On pourrait alors essayer de remédier à ce problème en choisissant des fonctions
g±1 qui s’annulent aux bords. Dans ce cas, les fonctions d’essai appartiennent
au même espace de fonctions que les solutions exactes mais il faut comprendre
que dans cet espace, la meilleure solution est fournie par la solution exacte. En
particulier, plusieurs essais ont montré que les résultats obtenus étaient nette-
ment moins bon que ceux fournis avec les fonctions 7.63. Il semble que ces écarts
soient inhérents à la méthode variationnelle qui conduit généralement à de très
bonnes approximations pour certaines grandeurs au détriment des autres et ce
d’autant plus qu’il est impossible de prédire à l’avance la précision du résultat
approché que l’on cherche à obtenir.

7.3 Conclusion : origine du modèle collisionnel

Au cours de ce chapitre, nous avons donc développé une méthode variation-
nelle fournissant une solution approchée pour le modèle de Fuchs-Sondheimer.
nous avons ainsi obtenu une solution de très bonne précision pour la conduc-
tivité intégrée (grandeur mesurable) par habillage de l’expression à coefficients
de réflexion nuls par l’intermédiaire des constantes d’écran et du nombre de
Knudsen effectif.

Il est intéressant de remarquer que le modèle alternatif défini par les équations :
vz

∂g+

∂z + g+

τ = 1
τ

−vz ∂g−

∂z + g−

τ = 1
τ

(7.71)
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0 10 20
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

κ

σ
R

/(σ
d
∆)

(a) R
1
=R

2
=0.2

Exacte
Variationnelle

0 10 20
0.2

0.4

0.6

0.8

1

κ

(b) R
1
=R

2
=0.4

Exacte
Variationnelle

0 10 20
0.2

0.4

0.6

0.8

1

κ

(c) R
1
=R

2
=0.6

Exacte
Variationnelle

0 10 20
0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

κ

σ
R

/(σ
d
∆)

(d) R
1
=R

2
=0.8

Exacte
Variationnelle

0 10 20
−2

−1

0

1

2

3

κ

E
ca

rt
 r

el
at

if 
(e

n 
%

)

(e)

R
1
=R

2
=0.2

R
1
=R

2
=0.4

R
1
=R

2
=0.6

R
1
=R

2
=0.8

Figure 7.4 – Comparaison de la conductivité intégrée exacte (en noire) avec
la conductivité variationnelle (en rouge) en fonction du nombre de Knudsen et
pour diverses valeurs des coefficients de réflexion (figures (a) à (d)). La solution
variationnelle fournie une bonne approximation de la conductivité intégrée pour
toutes valeurs des paramètres puisque la solution approchée ne s’écarte jamais
de plus de 3% de la solution exacte (figure (e)).
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Figure 7.5 – Comparaison du profil de conductivité exact (en noir) avec le
profil variationnel (en rouge) pour un nombre de Knudsen de 10 (figures (a) à
(d)). Bien que les deux profils conduisent à la même conductivité intégrée (figure
(e)), les profils de conductivité sont différents surtout proche des bords.
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g+(−a) = (1 − C̄+) g−(a) = (1 − C̄−) (7.72)

où les constantes C̄+ et C̄− sont reliées aux constantes d’écran variationnelle
7.68 par les relations :

C̄+ = C+
e

κeq
κ

(
1
4 − ϕ2

(
1

κeq

))
(
1
4 − ϕ2

(
1
κ

)) (7.73)

C̄− = C−
e

κeq
κ

(
1
4 − ϕ2

(
1

κeq

))
(
1
4 − ϕ2

(
1
κ

)) (7.74)

conduit directement à l’expression variationnelle 7.67 de la conductivité intégrée
et fournit donc exactement les mêmes courbes de conductivité intégrée que le
modèle de Fuchs-Sondheimer. On constate en particulier que ces deux modèles
ne différent que par les conditions de bords. Nous avons donc deux modèles
de transport qui fournissent exactement la même dépendance en épaisseur de
la conductivité. Dans le modèle alternatif, les effets d’interfaces sont encodés
dans deux constantes d’écran C̄+ et C̄− dépendant de l’épaisseur et ne sont
plus décrit directement par les coefficients de réflexion spéculaires R1 et R2 du
modèle de Fuchs-Sondheimer.

On constate alors une chose importante : si l’on choisit comme paramètres
libres les constantes d’écran C̄+ et C̄−, on obtient donc un modèle de trans-
port soluble à tous les niveaux, c’est à dire qu’on peut aussi bien déterminer
les fonctions de distribution que les grandeurs macroscopiques associées. Tou-
tefois, le prix à payer est l’introduction de paramètres d’interface plus délicat
à manipuler puisqu’ils dépendent, en toute rigueur, de l’épaisseur ainsi que des
vrais paramètres microscopiques caractéristiques de l’interface. Ces paramètres
décrivent en réalité un effet moyenné des processus de collision au niveau des
interfaces et doivent être interprété comme des grandeurs macroscopiques. Le
modèle alternatif introduit donc une certaine incompatibilité d’échelle dans la
mesure où la fonction de distribution est une quantité plus microscopique que
les nouveaux paramètres d’interface C̄+ et C̄− bien qu’ils permettent un pas-
sage aisé entre les grandeurs microscopiques et macroscopiques.

Le modèle collisionnel est en fait né de ce constat et en particulier de l’idée
selon laquelle il doit exister une formulation des conditions d’interface rendant
toujours possible le passage entre les mondes microscopique et macroscopique
et ayant toujours un sens physique lorsqu’on les écrits en termes de grandeurs
microscopiques (fonctions de distribution) et de grandeurs macroscopiques (cou-
rant, accumulation, conductivité, ...). A l’aide de ce postulat, on s’aperçoit alors
que la description des effets d’interface par des intégrales de collision est la seule
compatible avec l’équation de Boltzmann (ce qui est assez naturel en soi) et cette
description nécessite toujours de chiraliser le transport dans la direction normale
aux interfaces. Cette interprétation des résultats de la méthode variationnelle à
ainsi conduit à la genèse du modèle collisionnel.
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Dans ce chapitre concluant la présentation de ce travail de thèse, nous allons
résumer dans la première partie certains aspects du modèle collisionnel afin de
montrer qu’il constitue une approche unifiée du transport CIP et CPP. Dans la
seconde partie, nous aborderons les perspectives ouvertes par ce travail.

8.1 Synthèse

Dans cette partie, nous présentons une synthèse de ce travail de thèse. En
mettant en parallèle les développements réalisés pour les structures CIP et CPP,
nous montrerons dans la première partie que le modèle collisionnel constitue une
approche unifiée du transport pour ces structures. Nous ferons ensuite quelques
remarques sur les chiralités. Dans la troisième partie, nous reviendrons sur la
structure du courant.

8.1.1 Le modèle collisionnel : une approche unifiée du
transport

Au cours des différents chapitres, nous avons abordé le transport dans des
structures constituées d’un assemblage de métaux (normaux ou magnétiques)
possédant des propriétés caractéristiques de volume (résistivité, libre parcours
moyen, ...) différentes. Pour ces systèmes, nous avons fait l’hypothèse de géométrie
droite en supposant les interfaces séparant les différentes couches parallèles les
unes aux autres et abordé deux configurations de transport : le transport CPP
pour lequel le courant circule perpendiculairement aux interfaces et le transport
CIP dans lequel le courant circule parallélement aux interfaces. Pour étudier le
transport dans ces structures, nous avons développé le modèle collisionnel que
nous résumons maintenant.
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Le modèle collisionnel est un modèle de transport semi-classique décrivant les
électrons à l’aide de la fonction de distribution f (r,v, t) fournissant le nombre
d’électrons occupant un volume élémentaire autour du point de l’espace des
phases (r,v) à l’instant t. Celle-ci vérifie l’équation de Boltzmann munie d’une
intégrale de collision isotrope :

∂f

∂t
+ v.∇rf +

F

m
.∇vf = −f

τ
+

1

τ

∫
dΩ′

4π
f
(
r,v

′
, t
)

(8.1)

Pour résoudre cette équation, la fonction de distribution est séparée en deux
chiralités f+ et f− suivant que les électrons sont droit ou gauche pour CPP ou
montant-descendant pour CIP. Pour chaque chiralité, la fonction de distribution
est ensuite linéarisée autour de l’état d’équilibre décrit par une fonction de
Fermi-Dirac à température nulle (f0) :

f± (r,v) = f0 (ϵ) + h± (r,v) (8.2)

Ces fonctions de distributions évoluent alors sous l’action d’un potentiel électrique
auto-cohérent fournit par l’équation de Poisson.

Pour compléter ces équations de volume, les effets d’interface sont décrites de
manière universelle à l’image du zone de diffusion. Les fonctions de distribution
vérifient alors des intégrales de collision d’interface exprimant les fonctions des
électrons quittant l’interface en fonction de celles arrivant à celle-ci (figure 8.1).
Ces équations prennent la forme générale :

f+
2 (Ω) = 2

(m1

h

)3 ∫
dv′W21

(
Ω,Ω′, E

)
δ
(
E − E′) f+

1

(
Ω′, v′

)
+

2
(m2

h

)3 ∫
dv′W22

(
Ω,Ω′, E

)
δ
(
E − E′) f−

2

(
Ω′, v′

) (8.3)

f−
1 (Ω) = 2

(m1

h

)3 ∫
dv′W11

(
Ω,Ω′, E

)
δ
(
E − E′) f+

1

(
Ω′, v′

)
+

2
(m2

h

)3 ∫
dv′W12

(
Ω,Ω′, E

)
δ
(
E − E′) f−

2

(
Ω′, v′

) (8.4)

et tiennent compte de tous les changements de direction possibles de la vitesse.

Cette description microscopique du transport est applicable pour les deux
types de structures CIP et CPP.

L’avancée majeure de ce modèle repose sur l’utilisation de bases de po-
lynômes orthogonaux pour extraire de la fonction de distribution l’information
relative à sa dépendance envers les deux angles θ et φ caractéristiques de la
vitesse. En particulier, vis-à-vis de l’angle φ, les fonctions de distribution et
les taux de transitions sont toujours décomposés sur la base des polynômes de
Tchebychev :

h± (r, θ, φ) =

+∞∑
m=0

h±
m (r, θ)Tm

(
cos

φ

2

)
(8.5)

W
(
Ω,Ω′) = +∞∑

m=0

Wm

(
θ, θ′

)
Tm

(
cos

φ

2

)
Tm

(
cos

φ′

2

)
(8.6)

et la configuration de transport sélectionne alors une seule composante de ces
développements universels :
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Figure 8.1 – Représentation des collisions d’interface pour les deux types de
structures. Quelque soit la configuration de transport, les interfaces conver-
tissent les électrons arrivant en électrons sortant.

– Pour le transport CPP, la fonction de distribution est isotrope en φ et
seule les composantes d’ordre zèro h±0 (z, θ) sont utile pour comprendre le
transport. Celles-ci vérifient alors l’équation de Boltzmann :

±v cos θ ∂h
±
0

∂x
∓ev cos θE(x)

∂f0
∂ϵ

= −h
±
0

τ
+

1

2τ

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′
(
h+
0

(
x, θ′

)
+ h−

0

(
x, θ′

))
(8.7)

où on a utilisé la convention vx = v cos θ. La résolution de ces deux
équations nécessite alors la décomposition de ces composantes sur les po-
lynômes de Legendre décalés :

h0 (x, θ) =
+∞∑
n=0

h0n(x)Pn (cos θ) (8.8)

Concernant les taux de transition, la projection sélectionne alors automa-
tiquement la composante d’ordre zéro (W0 (θ, θ′)) puisque seule la com-
posante d’ordre zéro des fonctions de distribution est non nulle. Ces taux
sont alors décomposés sur la base de polynômes de Legendre décalés.

– Pour le transport CIP, la fonction de distribution est anisotrope en φ
et seule les composantes d’ordre deux h±2 (z, θ) sont utile pour comprendre
le transport. Celles-ci vérifient l’équation de Boltzmann :

±v cos θ
∂h±2
∂z

− evE sin θ
∂f0
∂ϵ

= −h
±
2

τ
(8.9)

où on a utilisé la convention vz = v cos θ et vx = v sin θ cosφ. La résolution
est directe est ne nécessite donc pas l’utilisation d’une base de polynômes
supplémentaire. Pour cette configuration, la projection sélectionne alors
la composante d’ordre deux (W2 (θ, θ′)) des taux de transitions qui sont
alors décomposés sur la base de polynômes de Legendre décalés.
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Nous voyons ainsi, par la méthodologie employée, que le modèle collisionnel
constitue une approche unifiée du transport dans les structures CIP et CPP.
Ce formalisme permet donc de comprendre les propriétés de transport à par-
tir d’un jeu d’équations universelles dont la géométrie de chaque configuration
extrait de celles-ci une partie différente de l’information. Grâce à ce modèle, le
passage entre les descriptions microscopiques et macroscopiques est facilité ce
qui nous a permis de développer un modèle de transport balistique-diffusif pour
les structures CPP et d’obtenir des expressions analytiques pour les profils de
conductivité directement exploitables pour les structures CIP.

8.1.2 Les Chiralités

Dans le modèle collisionnel, les chiralités jouent un rôle essentiel et sont
indispensables pour décrire correctement les effets d’interfaces en termes de col-
lision. De plus, Elles permettent d’extraire une bonne partie de l’information de
l’équation (problème de Milne) et permettent de concilier naturellement, pour
les structures CPP, les résultats issus du formalisme de Landauer-Buttiker du
régime incohérent avec ceux issus du modèle dérive-diffusion.

Remarquons que ce découpage de l’espace des phases peut être augmenté en
introduisant des fonctions de distribution définies sur des intervalles angulaires
encore plus réduit (par exemple [0, π4 ] si l’on redécoupe en deux l’intervalle
[0, π2 ]). Cette procédure a plusieurs répercutions :

– On augmente alors le nombre de fonction distribution à déterminer puisque
N découpage de l’intervalle [0, π] introduit 2N fonctions de distribution.
Ceci est à rapprocher du formalisme de Landauer-Buttiker dans lequel on
distingue plusieurs types de canaux.

– Etant associé à la variable θ, le découpage nécessite de faire évoluer simul-
tanément les polynômes de Legendre et de les transformer en polynômes
multi-décalés.

– L’intérêt d’un tel découpage est d’affiner la résolution de l’équation de
Boltzmann (du moins pour CPP) puisque l’introduction de chiralités mul-
tiples va chercher des effets de plus en plus fins contenus dans cette
équation. En particulier, nous avons montré qu’en tronquant le développement
de la fonction de distribution à l’ordre un dans la base chirale, nous avions
accès à une approximation de toutes les composantes dans la base non chi-
rale. Ainsi, en multipliant par deux les chiralités et en tronquant toujours
la résolution de l’équation de Boltzamnn à l’ordre un dans la base des
polynômes de Legendre doublement décalés, nous avons ainsi accès à une
approximation de toutes les composantes de la base chirales et donc une
meilleure approximation de celles de la base non chirale.

De façon pratique, l’introduction de chiralités multiples permet de résoudre
l’équation de Boltzmann de plus en plus finement en restant constamment à une
approximation d’ordre un dans la base de polynômes adaptée. Notons que cette
procédure de multi-chiralisation nécessite d’affiner également la description des
effets d’interfaces en introduisant des taux de transitions pour chaque chiralités
possibles et autant d’équations de collision qu’il y a de chiralités quittant l’in-
terface.
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Concernant ce travail de thèse, la chiralisation simple suffit amplement dans
la mesure où nous avons retenu une intégrale de collision isotrope qui ne possède
donc pas de structure angulaire. La chiralisation multiple peut jouer un rôle
fondamental dès lors que l’intégrale de collision devient fortement anisotrope et
nécessite des développements angulaires élevés de la fonction de distribution.

8.1.3 Courant CIP et Courant CPP

L’étude du transport dans les structures CPP et CIP a permis de montrer
que le courant s’écrit toujours comme la dérivée d’une certaine quantité : le
potentiel électrochimique généralisé Φ (chapitre 2, formule 2.110) pour le trans-
port CPP et la composante transverse Πxz du tenseur des pressions pour le
transport CIP (chapitre 6 relation 6.132).

De façon générale, quel que soit le type de structure, le courant s’écrit tou-
jours comme la somme d’une loi d’Ohm locale et de la dérivée d’une des com-
posantes du tenseur des pressions :

– Pour CPP :

Jx = σdE(x) − τ
∂Πxx

∂x
(8.10)

où l’on a introduit la composante diagonale du tenseur des pressions :

Πxx = −2e
(m
h

)3 ∫
dvv2xh (8.11)

où h désigne la partie hors-équilibre de la fonction de distribution. On
montre alors que cette composante peut être écrite sous la forme :

Πxx =
v2f
3
n(x) + vf

(
J+
1 − J−

1

)
(8.12)

où n(x) désigne le profil d’accumulation et J±
1 les composantes anisotropes

du courant. La manipulation des équations de transport 2.71 à 2.75 permet
alors d’écrire la différence des courants anisotropes en fonction du potentiel
électrochimique µ :

J+
1 − J−

1 = −σd
ℓ

12

∂2µ

∂x2
(8.13)

permettant alors d’introduire le potentiel électrochimique généralisé Φ.
– Pour CIP :

Jx(z) = σdE − τ
∂Πxz

∂z
(8.14)

où l’on a introduit la composante non diagonale du tenseur des pressions :

Πxz = −2e
(m
h

)3 ∫
dvvxvzh (8.15)

Ces relations sont très générales et peuvent être obtenues par intégration for-
melle de l’équation de Boltzmann. Cette relation entre courant et pression n’est
pas étonnante puisque le tenseur Π représente par définition le flux du cou-
rant. Le courant s’écrit donc toujours en termes des mêmes quantités physiques
mettant ainsi plus d’unité entre les structures CIP et CPP.
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8.2 Perspectives

Pour terminer, nous présentons quelques extensions possibles de ce travail
de thèse.

– Traitement des vannes de spin non colinéaires : le formalisme du
modèle collisionnel peut être adapté à l’étude des vannes de spin non co-
linéaire. Pour ces systèmes, la fonction de distribution devient matricielle
et l’équation de Boltzmann doit être modifiée. Au cours de cette thèse,
j’ai travaillé à mieux comprendre la dérivation de l’équation de Boltzmann
à partir des équations de Kadanoff-Baym de la mécanique quantique. Ce
travail a permis de mettre en évidence des hypothèses simples permettant
une certaine systématique dans la dérivation de l’équation de Boltzmann.
Grâce à cette procédure, l’adaptation du modèle collisionnel aux vannes
de spin non colinéaires devient aisé et en cours de réalisation.

– Le transport bidimensionnel : Le traitement des structures présentant
des effets d’épaisseurs dans deux directions (structures mixtes CPP-CIP)
est maintenant plus abordable. En effet, A travers ce travail, nous voyons
que la construction d’un modèle de transport à partir de l’équation de
Boltzmann est facilité par le choix de la bonne base de polynômes. Pour
traiter des structures bidimensionnelles, il faut alors chiraliser le transport
simultanément dans deux directions. La difficulté essentielle provient du
fiat que les polynômes que nous avons utilisé pour traiter les structures
CIP et CPP ne suffisent plus. Il faut alors se tourner vers les harmoniques
sphériques pour pouvoir traiter ce type de structure et la difficulté réside
alors dans la construction d’harmoniques sphériques chirales ce qui est
moins simple que la transformation des polynômes de Legendre décalés.
Une fois ce vérrou mathématiques éliminé, le développement d’un modèle
de transport bidimensionnel sera alors à portée. En particulier, cela per-
mettra de combler certaines lacunes persistantes encore pour les structures
CIP.

– Application à d’autres types de transport : nous avons vu que
le modèle collisionnel pouvait être adapté au transport de la lumière
dans les milieux diffusants. Ainsi, il reste à explorer les conséquences du
modèle de transport développé sur le transport lumineux. L’application
du modèle collisionnel au transport thermique est une chose intéressante
puisque une application simple à l’effet Seebeck a permis de montrer qu’on
pouvait comprendre le transport thermique sans introduire la notion de
température locale dont la signification n’est d’ailleurs pas très claire en
régime hors-équilibre. L’étude de la propagation de particules classiques
(comme les ions en solution) à partir du modèle collisionnel peut également
être envisagée. La nouveauté provient alors du fait que la répartition
d’équilibre est maintenant décrite par une Maxwellienne ce qui nécessite
l’emploi d’autres bases de polynômes, commes les polynômes d’Hermite,
pour résoudre l’équation de Boltzmann. L’introduction des chiralités à la
dérivation de l’hydrodynamique à partir de l’équation de Boltzmann peut
être une chose utile. En effet, les chiralités étant associées aux effets de
bords, on pourrait alors développer une hydrodynamique susceptible de
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mieux décrire les écoulements à basse dimension et contenant plus d’infor-
mations issues de l’équation de Boltzmann. Pour réaliser une telle chose, il
est nécessaire de conserver la structure bilinéaire de l’intégrale de collision.

– Extension au régime alternatif : Dans cette thèse, nous avons regardé
uniquement un régime de transport continu. Concernant les structures
CPP, l’extension au régime alternatif a été partiellement effectuée pour le
transport pure de charge. Pour ce cas, la résolution de l’équation de Boltz-
mann chirale à fréquence finie a été réalisée. La difficulté principale de ce
régime réside dans l’écriture correcte des collisions d’interface. En effet, à
fréquence finie, le courant de charge n’est plus une quantité conservée et
il faut tenir compte du courant de déplacement. Les taux de collisions ne
doivent donc plus satisfaire la loi de conservation du courant à fréquence
finie. Nous n’avons pas trouvé pour le moment de généralisation satisfai-
sante pour ces conditions permettant en particulier de restituer à fréquence
nulle la conservation du courant au niveau de l’interface.



Annexe A

Projection de l’équation de
Boltzmann

A.1 Projection sur les polynômes de Legendre
standards

Pour le transport CPP, l’équation de Boltzmann en l’absence de chiralités
prend la forme adimensionnée :

cos θ
∂g

∂X
+ cos θ

∂V

∂X
= −g +

1

2

∫ π

0

dθ′ sin θ′g (X, θ′) (A.1)

Dans ce cas, la base adaptée pour la décomposition de la fonction de distribution
est celle des polynômes de Legendre ordinaires :

g (X, θ) =
+∞∑
ℓ=0

gℓ (X)Pℓ (cos θ) (A.2)

où les polynômes Pℓ vérifient les relations d’orthogonalité et de récurrence utiles
pour la suite : ∫ π

0

dθ sin θPℓ (cos θ)Pℓ′ (cos θ) =
2

(2ℓ+ 1)
δℓ,ℓ′ (A.3)

et

P1Pℓ =
(ℓ+ 1)

(2ℓ+ 1)
Pℓ+1 +

ℓ

(2ℓ+ 1)
Pℓ−1 (A.4)

En remarquant que P1 = cos θ et que l’intégrale de collision ne sélectionne que
la composante d’ordre zéro de la fonction de distribution, l’équation A.1 se met
alors sous la forme :

+∞∑
ℓ=0

∂gℓ
∂X

[
(ℓ+ 1)

(2ℓ+ 1)
Pℓ+1 +

ℓ

(2ℓ+ 1)
Pℓ−1

]
+ P1

∂V

∂X
= −

+∞∑
ℓ=0

gℓPℓ + g0 (A.5)

dans laquelle on a utilisé la relation de récurrence A.4.
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En projetant ensuite cette dernière équation sur le polynôme de Legendre
Pm (en utilisant la relation d’orthogonalité A.3), on obtient :

+∞∑
ℓ=0

∂gℓ
∂X

[
2m

(2m+ 1)(2m− 1)
δℓ,m−1 +

2(m+ 1)

(2m+ 3)(2m+ 1)
δℓ,m+1

]
+

2

3

∂V

∂X
δm,1

= −
+∞∑
ℓ=0

2

(2m+ 1)
gℓδℓ,m + 2g0δm,0

(A.6)

qui en spécifiant des valeurs de m fournit un ensemble infini d’équations différentielles
couplées :

– m = 0 :
∂g1
∂X

= 0 (A.7)

– m = 1 :
∂g0
∂X

+
∂V

∂X
+

2

5

∂g2
∂X

= −g1 (A.8)

– m ≥ 2 :
m

(2m− 1)

∂gm−1

∂X
+

(m+ 1)

(2m+ 3)

∂gm+1

∂X
= −gm (A.9)

A.2 Projection sur les polynômes chiraux

A.2.1 Projection

Les équations 2.44 et 2.47 étant couplées, il est alors judicieux de définir
d’autres quantités permettant de résoudre chacune des équations prises séparément.
En particulier, on introduit les fonctions :

g±(X, θ) = g±(X, θ) + V (X) (A.10)

et on définit les sommes et les différences de ces nouvelles fonctions :

S(X, θ) = g+(X, θ) + g−(X, θ) D(X, θ) = g+(X, θ) − g−(X, θ) (A.11)

qui permettent de réécrire les équations 2.44 et 2.47 sous la forme :

cos θ
∂D

∂X
= −S +

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′S(X, θ′) (A.12)

cos θ
∂S

∂X
= −D (A.13)

∂2V

∂x2
− η2V = −η

2

2

∫ π
2

0

dθ sin θS(X, θ) (A.14)

On décompose alors les fonctions S et D sur la base des polynômes de Legendre
décalés :

S(X, θ) =
+∞∑
n=0

Sn (X)Pn (cos θ) D(X, θ) =
+∞∑
n=0

Dn (X)Pn (cos θ) (A.15)
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qui une fois connue leurs composantes permettent d’obtenir celles du développement
2.57 par les relations :

g+m =
1

2
(Sm +Dm) − µδm,0 g−m =

1

2
(Sm −Dm) − µδm,0 (A.16)

On constate alors que pour déterminer les nouvelles fonctions S et D, il
suffit de résoudre uniquement les équations de Boltzmann permettant ensuite
d’obtenir le potentiel électrique. Pour obtenir des équations sur les composantes
Sm et Dm, il faut projeter les équations A.12 et A.13 comme suit :

– On insére les développements de S et D dans les équations A.12 et A.13 :

1

2
(P1 + P0)

+∞∑
n=0

∂Dn

∂X
Pn = −

+∞∑
n=0

SnPn + S0 (A.17)

1

2
(P1 + P0)

+∞∑
n=0

∂Sn

∂X
Pn = −

+∞∑
n=0

DnPn (A.18)

où on a utilisé la décomposition du cosinus sur les polynômes orthogonaux.
– On multiplie par Pm et on projette :
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∂X
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(A.19)
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∫ π
2
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dθ sin θ (PmP1Pn + PmPn) = −
+∞∑
n=0

Dn

∫ π
2

0

dθ sin θPmPn

(A.20)
On a utilisé la fait que P0 = 1.

– Utilisant les propriétés des polynômes, on obtient :

1

2

+∞∑
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∂Dn

∂X

(
(n+ 1)
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(A.21)
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(A.22)

– Il suffit alors de spécifier les valeurs de m pour obtenir un ensemble
d’équations différentielles couplées pour les fonctions Sn et Dn :
– m = 0 :

1

3

∂D1

∂X
+
∂D0

∂X
= 0 (A.23)

1

6

∂S1

∂X
+

1

2

∂S0

∂X
= −D0 (A.24)
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– m ≥ 1 :

m

2(2m− 1)

∂Dm−1

∂X
+

(m+ 1)

2(2m+ 3)

∂Dm+1

∂X
+

1

2

∂Dm

∂X
= −Sm (A.25)
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∂X
+

(m+ 1)
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∂Sm+1

∂X
+

1

2

∂Sm

∂X
= −Dm (A.26)

L’équation de Poisson A.14 devient alors :

∂2V

∂x2
− η2V = −η

2

2
S0(X) (A.27)

A.2.2 Solution à l’ordre un

Pour résoudre les équations A.23 à A.26, on ne conserve que les termes
d’ordre zéro et un et on néglige donc tous les termes d’ordre supérieur ou égale
à deux. Ainsi, les équations A.23 à A.26 fournissent le système plus simple :

1

6

∂S1

∂X
+

1

2

∂S0

∂X
= −D0 (A.28)

1

6

∂D1

∂X
+

1

2

∂D0

∂X
= 0 (A.29)

1

6

∂S0

∂X
+

1

6

∂S1

∂X
+

1

3
D1 = 0 (A.30)

1

6

∂D0

∂X
+

1

6

∂D1

∂X
+

1

3
S1 = 0 (A.31)

En combinant judicieusement ces équations, on peut obtenir quatre nouvelles
équations ne faisant apparaitre qu’une seule dérivée de chaque fonction dans
chacunes d’elles :

∂S0

∂X
= D1 − 3D0 (A.32)

∂S1

∂X
= 3D0 − 3D1 (A.33)

∂D0

∂X
= S1 (A.34)

∂D1

∂X
= −3S1 (A.35)

En dérivant A.33 par rapport à X et en utilisant A.34 et A.35, on obtient
alors une équation fermée sur S1 :

∂2S1

∂X2 − 12S1 = 0 (A.36)

On déduit alors que S1 est de la forme :

S1 (X) = λ1e
−X

√
12 + λ2e

X
√
12 (A.37)
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En utilisant les équations A.32, A.34 et A.35, on obtient alors :

D1 (X) = λ3 +
3√
12

(
λ1e

−X
√
12 − λ2e

X
√
12
)

(A.38)

D0 (X) = λ4 −
1√
12

(
λ1e

−X
√
12 − λ2e

X
√
12
)

(A.39)

S0 (X) = λ5 + (λ3 − 3λ4)X − 1

2

(
λ1e

−X
√
12 + λ2e

X
√
12
)

(A.40)

On constate que pour vérifier l’équation A.33, il faut imposer la relation :

λ3 = λ4 (A.41)

Les solutions s’écrivent finalement :

D1 (X) = λ3 +
3√
12

(
λ1e

−X
√
12 − λ2e

X
√
12
)

(A.42)

D0 (X) = λ3 −
1√
12

(
λ1e

−X
√
12 − λ2e

X
√
12
)

(A.43)

S0 (X) = λ5 − 2λ3X − 1

2

(
λ1e

−X
√
12 + λ2e

X
√
12
)

(A.44)

Le potentiel électrique V s’obtient alors en résolvant l’équation A.27 qui
s’écrit :

∂2V

∂X2
− η2V = −η

2

2

(
λ5 − 2λ3X − 1

2

(
λ1e

−X
√
12 + λ2e

X
√
12
))

(A.45)

et dont la solution est de la forme :

V (X) = β1e
−ηX+β2e

ηX+
1

2
(λ5 − 2λ3X)+

η2

4 (12 − η2)

(
λ1e

−X
√
12 + λ2e

X
√
12
)

(A.46)
Connaissant les expressions de S0/1, D0/1 et V , on peut en déduire celles

des fonctions g±0/1 en utilisant les relations A.16 :

g+1 (X) =
1

2

[
λ3 + λ1

(
1 +

3√
12

)
e−X

√
12 + λ2

(
1− 3√

12

)
eX

√
12

]
(A.47)

g−1 (X) =
1

2

[
−λ3 + λ1

(
1− 3√

12

)
e−X

√
12 + λ2

(
1 +

3√
12

)
eX

√
12

]
(A.48)

g+0 (X) =
λ3

2
−λ1

[
1

2
√
12

+
3

(12− η2)

]
e−X

√
12+λ2

[
1

2
√
12

− 3

(12− η2)

]
eX

√
12−β1e−ηX−β2eηX

(A.49)

g−0 (X) = −λ3

2
+λ1

[
1

2
√
12

− 3

(12− η2)

]
e−X

√
12−λ2

[
1

2
√
12

+
3

(12− η2)

]
eX

√
12−β1e−ηX−β2eηX

(A.50)
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V (X) = β1e
−ηX + β2e

ηX +
1

2
(λ5 − 2λ3X) +

η2

4 (12− η2)

(
λ1e

−X
√

12 + λ2e
X

√
12
)

(A.51)

A partir de ces expressions, on en déduit que le courant de charge est relié à la
constante λ3 :

Jc =
1

2
en0vfλ3 (A.52)

qui permet ainsi d’exprimer l’inconnue λ3 en fonction du courant total. Etant
en régime linéaire, toutes les grandeurs seront proportionnelles au courant.
Ainsi, on factorise toutes les expressions par λ3 ce qui revient à normaliser
les constantes d’intégration. En utlisant ces résultats, on obtient alors les ex-
pressions des grandeurs macroscopiques du paragraphe 2.2.5.



Annexe B

Conditions d’interface

Cette annexe contient l’´tablissement des règles de somme ainsi que le pas-
sage à des équations macroscopiques pour les conditions d’interface présentées
dans le second chapitre.

B.1 Dérivation des règles de somme

Conservation des particules entrantes et sortantes

La loi de conservation des particules entrantes et sortantes s’écrit :

n+R + n−L = n+L + n−R (B.1)

La densité de particule s’obtient en faisant la moyenne de la fonction de
distribution par rapport à la vitesse :

n±L,R = −2e
(m
h

)3 ∫
d3−→v f±L,R = −e

∫ +∞

E0L,R

dEρ±L,R

∫ π
2

0

dθ sin θf±L,R (θ, v)

(B.2)
Ainsi, en multipliant par la charge électrique et en sommant 2.130 et 2.131,

l’intégration sur la vitesse conduit alors à :

n+
R + n−

L = −e
∫ +∞

E0L

dEρ+L

∫ π
2

0

dθ sin θ

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ+L
[
WLL

(
θ, θ′, E

)
+WLR

(
θ, θ′, E

)]
f+
L

(
θ′, v

)
+

− e

∫ +∞

E0R

dEρ−R

∫ π
2

0

dθ sin θ

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−R
[
WRR

(
θ, θ′, E

)
+WRL

(
θ, θ′, E

)]
f−
R

(
θ′, v

)
(B.3)

dont on constate que pour la conservation des particules soit assurée, il suffit
d’imposer la régle de somme :

ρ+L (E)

∫ π
2

0

dθ sin θ [WLL (θ, θ′, E) +WLR (θ, θ′, E)] = 1 (B.4)

ρ−R (E)

∫ π
2

0

dθ sin θ [WRR (θ, θ′, E) +WRL (θ, θ′, E)] = 1 (B.5)
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Conservation du courant

La continuité du courant s’écrit :

J+
R + J−

R = J+
L + J−

L ⇒ J+
R − J−

L = J+
L − J−

R (B.6)

où chaque contribution du courant s’obtient par la relation :

J±
L,R = −e

∫ +∞

E0L,R

dEρ±L,R

∫ π
2

0

dθ (±v) sin θ cos θf±L,R (θ, v) (B.7)

En multipliant 2.130 et 2.131 par la charge et la vitesse, puis en sommant
et en intégrant les deux équations, on obtient :

J+
R − J−

L = −e
∫ +∞

E0L

dEρ+L

∫ π
2

0

dθ sin θ

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ+Lv cos θ
[
WLL

(
θ, θ′, E

)
+WLR

(
θ, θ′, E

)]
f+
L

(
θ′, v

)
−

− e

∫ +∞

E0R

dEρ−R

∫ π
2

0

dθ sin θ

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−R(−v) cos θ
[
WRR

(
θ, θ′, E

)
+WRL

(
θ, θ′, E

)]
f−
R

(
θ′, v

)
(B.8)

dont on s’aperçoit que la conservation du courant est assurée si on impose la
seconde régle de somme :

ρ+L (E)

∫ π
2

0

dθ sin θ cos θ [WLL (θ, θ′, E) +WLR (θ, θ′, E)] = cos θ′ (B.9)

ρ−R (E)

∫ π
2

0

dθ sin θ cos θ [WRR (θ, θ′, E) +WRL (θ, θ′, E)] = cos θ′ (B.10)

Compatibilité avec l’état d’équilibre

Pour obtenir cette règle de somme, il suffit d’imposer que la fonction de
distribution est isotrope en vitesse et identique de part et d’autre de l’interface :

f0 (E) =

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ+L (E)WLj (θ, θ′, E) f0 (E)+

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−R (E)WRj (θ, θ′, E) f0 (E)

(B.11)
où j = L,R et qui conduit à la régle de somme suppémentaire :

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′
[
ρ+L (E)WLj (θ, θ′, E) + ρ−R (E)WRj (θ, θ′, E)

]
= 1 j = L,R

(B.12)

B.2 Version macroscopique des conditions d’in-
terface

Dans cette section, nous présentons la méthode permettant d’établir les
conditions de bords macroscopiques 2.149, 2.150, 2.151 et 2.152 à partir des
équations de collisions microscopiques 2.130 et 2.131. Pour cela, on rappelle que
les fonctions de distribution s’écrivent sous la forme :

f± (X, θ) = f0 + ϵf
∂f0
∂ϵ

g± (X, θ) (B.13)
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avec
+∞∑
n=0

g±n (X)Pn (cos θ) (B.14)

Les intégrales sur l’angle θ′ intervenant dans les équations 2.130 et 2.131
peuvent être effectuées. Elles conduisent alors aux équations :

g+R (θ) =
+∞∑
n=0

(2n+ 1)
[
Wn

LRg
+
nL +Wn

RRg
−
nR

]
Pn (cos θ) (B.15)

g−L (θ) =

+∞∑
n=0

(2n+ 1)
[
Wn

LLg
+
nL +Wn

RLg
−
nR

]
Pn (cos θ) (B.16)

puisque compte tenu de la règle de compatibilité avec l’état d’équilibre, la fonc-
tion de distribution d’équilibre disparait des équations de collisions.

On notera que ces équations sont valables pour une énergie données. Ainsi,
pour obtenir des équations sur les valeurs moyennes, il faut multiplier les deux
équations par ϵf

∂f0
∂ϵ avant de faire les intégrations. En particulier, on utilisera

les relations :

−e
∫
d3−→v ϵf

∂f0
∂ϵ

h(v)f (cos θ) =
3

4
en0h (vf ) f0 (B.17)

−e
∫
d3−→v ± v cos θϵf

∂f0
∂ϵ

h(v)f (cos θ) = ±3

4
en0vfh (vf )

1

2
(f0 + f1) (B.18)

où h est une fonction de la vitesse, n0 la densité d’équilibre, vf la vitesse de
Fermi et f une fonction développable sur la base des polynômes de Legendre
décalés :

f (cos θ) =

+∞∑
n=0

(2n+ 1) fnPn (cos θ) (B.19)

Le passage à des équations macroscopiques est rendu possible ici par le fait
que la dérivée de la fonction de distribution par rapport à l’énergie est une
fonction de Dirac rendant ainsi l’intégration sur l’énergie triviale. Lorsque ce
n’est pas le cas, les équations qu’on s’apprête à écrire ne seront plus valables
et il faut alors spécifier la dépendance en énergie des taux de transitions pour
écrire de nouvelles équations.

Condition d’interface pour la densité de charge

En multipliant B.15 et B.16 par ϵf
∂f0
∂ϵ et la charge électrique et intégrant

sur l’angle θ et l’énergie, on obtient :

n+R = W 00
LRn

+
L +W 00

RRn
−
R (B.20)

n−L = W 00
LLn

+
L +W 00

RLn
−
R (B.21)

On constate alors qu’en utilisant les contraintes liées aux régles de somme,
on peut écrire ces équations sous la forme :
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n+R = Tn+
L + (1 − T )n−R (B.22)

n−L = (1 − T )n+L + Tn−
R (B.23)

qui correspondent aux équations 2.149 et 2.150.

Condition d’interface pour le courant

En multipliant B.15 et B.16 par ϵf
∂f0
∂ϵ , la charge électrique et la vitesse et

intégrant sur l’angle θ et l’énergie, on obtient :

J+
R = W 00

LRJ
+
0L + 3W 11

LRJ
+
1L −W 00

RRJ
−
0R − 3W 11

RRJ
−
1R (B.24)

J−
L = −W 00

LLJ
+
0L − 3W 11

LLJ
+
1L +W 00

RLJ
−
0R + 3W 11

RLJ
−
1R (B.25)

On constate alors qu’en utilisant les contraintes liées aux régles de somme,
on peut écrire ces équations sous la forme :

J+
R = TJ+

0L + t1J
+
1L − (1 − T ) J−

0R − (1 − t2)J−
1R (B.26)

J−
L = TJ−

0R + t2J
−
1R − (1 − T ) J+

0L − (1 − t1) J+
1L (B.27)

fournissant ainsi les équations 2.151 et 2.152.



Annexe C

Détails de calculs pour les
vannes de spin colinéaires

C.1 Les équations de transport

C.1.1 Chiralisation de l’équation de Boltzmann

Comme dans le cadre du transport pur de charge, la fonction de distibution
fs est scindée en deux contributions : f+s décrivant les électrons se dirigeant vers
la droite dans l’état de spin s et f−s caractérisant les électrons se propageant
vers la gauche avec le spin s. Ainsi, à cause de la polarisation en spin, la fonc-
tion de distribution posséde quatre composantes. La procédure de séparation de
l’équation de Boltzmann est identique au transport de charge et la chiralisation
de l’équation 4.3 conduit à :

± vx
∂f±

s

∂x
± evx

∂V

∂x

∂f±
s

∂ϵ
= −

(
1

τs
+

1

τsf

)
f±
s +

1

τs

∫
dΩ′

4π

(
f+
s

(
Ω′)+ f−

s

(
Ω′))

+
1

τsf

∫
dΩ′

4π

(
f+
−s

(
Ω′)+ f−

−s

(
Ω′))

(C.1)

On linéarise ensuite cette équation autour de l’état d’équilibre par rapport
au champ électrique. On introduit alors les grandeurs sans dimensions :

f±s (x, θ) = f0 + ϵf
∂f0
∂ϵ

g±s (x, θ) (C.2)

V (x) = V0V (x) V0 =
ϵf
e

(C.3)

qui conduisent à l’équation de Boltzmann linéarisée :

± cos θ
∂

∂x

[
g±s + V

]
= −g

±
s

λs
+

1

ℓs

∫
dΩ′

4π

(
g+s
(
Ω′)+ g−s

(
Ω′))+ 1

ℓsf

∫
dΩ′

4π

(
g+−s

(
Ω′)+ g−−s

(
Ω′))

(C.4)
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Comme pour le transport de charge, la partie hors-équilibre de la fonction
de distribution sera décomposée sur la base des polynômes de Legendre décalés :

g±s (x, θ) =
+∞∑
n=0

g±sn(x)Pn (cos θ) (C.5)

et l’on ne conservera que les deux premières composantes de ce développement
(g±s0 et g±s1). La connaissance des deux premières composantes g±s0 et g±s1 per-
mettent alors de calculer toutes les grandeurs macroscopiques d’intérêts puisque
les accumulations de charge par chiralité et état de spin s’écrivent :

n±s (x) =
3

8
en0g

±
s0 (C.6)

et les profils de courant par chiralité et état de spin sont donnés par :

J±
s (x) = ±3

8
en0vf

(
1

6
g±s1 +

1

2
g±s0

)
(C.7)

qui sont décomposés en la somme d’une composante isotrope J±
0s et anisotrope

J±
1s qui s’expriment par :

J±
0s(x) = ±vf

2
n±s (x) J±

1s(x) = ± 1

16
en0vfg

±
s1 (C.8)

C.2 Projection de l’équation de Boltzmann

Pour projetter l’équation de Boltzmann C.4, il est utile d’introduire les quan-
tités :

Ss = g+s + g−s + 2V Ds = g+s − g−s (C.9)

qui permettent de réecrire l’équation de Botzmann C.4 sous la forme :

cos θ
∂Ds

∂x
= −Ss

λs
+

1

ℓs

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′Ss(x, θ
′) +

1

ℓsf

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′S−s(x, θ
′)

(C.10)

cos θ
∂Ss

∂x
= −Ds

λs
(C.11)

On décompose ensuite les fonctions Ss et Ds sur les polynômes de Legendre
décalés :

Sσ(x, θ) =

+∞∑
n=0

SσnPn(cos θ) Dσ(x, θ) =

+∞∑
n=0

DσnPn(cos θ) (C.12)

La technique de projection étant identique à celle utilisée pour le transport
de charge, on donnera directement le résultat de la projection :

1

2

∑
n

∂xDsn

[
(n+ 1)

(2n+ 1)(2n+ 3)
δm,n+1 +

n

(2n+ 1)(2n− 1)
δm,n−1 +

1

(2n+ 1)
δm,n

]
= − 1

λs

∑
n

Ssn
1

(2n+ 1)
δm,n +

(
Ss0

ℓs
+
S−s0

ℓsf

)
δm,0

(C.13)
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1

2

∑
n

∂xSsn

[
(n+ 1)

(2n+ 1)(2n+ 3)
δm,n+1 +

n

(2n+ 1)(2n− 1)
δm,n−1 +

1

(2n+ 1)
δm,n

]
= − 1

λs

∑
n

Dsn
1

(2n+ 1)
δm,n

(C.14)

En spécifiant les valeurs de m, on obtient alors un ensemble infini d’équations
différentielles couplées :

– m = 0 :
1

6

∂Ds1

∂x
+

1

2

∂Ds0

∂x
=

1

ℓsf
(S−s0 − Ss0) (C.15)

1

6

∂Ss1

∂x
+

1

2

∂Ss0

∂x
= −Ds0

λs
(C.16)

– m ≥ 1

m

2(2m− 1)

∂Dsm−1

∂x
+

(m+ 1)

2(2m+ 3)

∂Dsm+1

∂x
+

1

2

∂Dsm

∂x
= −Ssm

λs
(C.17)

m

2(2m− 1)

∂Ssm−1

∂x
+

(m+ 1)

2(2m+ 3)

∂Ssm+1

∂x
+

1

2

∂Ssm

∂x
= −Dsm

λs
(C.18)

Dans la pratique, on ne retiendra que les composantes d’ordre zéro et un.
Ainsi, le système d’équations tronqué à l’ordre un s’écrit (s =↑, ↓) :

1

6

∂Ds1

∂x
+

1

2

∂Ds0

∂x
=

1

ℓsf
(S−s0 − Ss0) (C.19)

1

6

∂Ss1

∂x
+

1

2

∂Ss0

∂x
= −Ds0

λs
(C.20)

1

2

∂Ds0

∂x
+

1

2

∂Ds1

∂x
= −Ss1

λs
(C.21)

1

2

∂Ss0

∂x
+

1

2

∂Ss1

∂x
= −Ds1

λs
(C.22)

C.2.1 Eléments de calcul de la solution à l’ordre un

Pour déterminer la solution du système d’équations encadré de la section
précédente, il est utile d’écrire des équations ne faisant intervenir qu’une seul
dérivée par équation :

∂Ds1

∂x
= − 3

ℓsf
(S−s0 − Ss0) − 3

Ss1

λs
(C.23)

∂Ds0

∂x
=

3

ℓsf
(S−s0 − Ss0) +

Ss1

λs
(C.24)
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∂Ss1

∂x
=

3

λs
(Ds0 −Ds1) (C.25)

∂Ss0

∂x
=

1

λs
(Ds1 − 3Ds0) (C.26)

On remarque qu’il est naturel d’introduire la fonction :

S0A = Ss0 − S−s0 (C.27)

et par conséquent la fonction

S0S = Ss0 + S−s0 (C.28)

Grâce à l’introduction de ces deux fonctions, on peut alors écrire un système
d’équations autonomes pour les fonctions S0A et Ss1 :

∂2S0A

∂x2
= − 6

λ2↑
S↑1 +

6

λ2↓
S↓1 +

12

ℓsf

(
1

λ↑
+

1

λ↓

)
S0A (C.29)

∂2S↑1

∂x2
=

12

λ2↑
S↑1 −

18

ℓsfλ↑
S0A (C.30)

∂2S↓1

∂x2
=

12

λ2↓
S↓1 +

18

ℓsfλ↓
S0A (C.31)

qu’on peut sous la forme matricielle :

∂2x

 S0A

S1↑
S1↓

 = 6


2

ℓsf
( 1
λ↑

+ 1
λ↓

) − 1
λ2
↑

1
λ2
↓

− 3
ℓsfλ↑

2
λ2
↑

0
3

ℓsfλ↓
0 2

λ2
↓


 S0A

S1↑
S1↓

 (C.32)

En notant génériquement 1
ℓ2i

, i = 1, 2, 3, les valeurs propres de cette matrice et

en choisissant d’écrire S0A sous la forme :

S0A(x) =
3∑

i=1

aie
x
ℓi + bie

− x
ℓi (C.33)

On déduit alors que les fonctions S1s prennent la forme :

S1↑(x) = −
3∑

i=1

18λ↑ℓ
2
i

ℓsf

(
λ2↑ − 12ℓ2i

) (aie x
ℓi + bie

− x
ℓi

)
(C.34)

S1↓(x) =

3∑
i=1

18λ↓ℓ
2
i

ℓsf

(
λ2↓ − 12ℓ2i

) (aie x
ℓi + bie

− x
ℓi

)
(C.35)

et qu’on a la relation :

12ℓ2i

(
λ2↑ − 3ℓ2i

)
λ↑ℓsf

(
λ2↑ − 12ℓ2i

) +
12ℓ2i

(
λ2↓ − 3ℓ2i

)
λ↓ℓsf

(
λ2↓ − 12ℓ2i

) = 1 (C.36)
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compte tenu de l’équation vérifiée par les valeurs propres ℓi.

A partir de ces trois fonctions, on peut alors en déduire toutes les fonctions
D en les injectant dans les équations différentielles. On obtient alors :

D0↑(x) =
λ↑

λ↑ + λ↓
c−

3∑
i=1

3ℓi

(
λ2↑ − 6ℓ2i

)
ℓsf

(
λ2↑ − 12ℓ2i

) (aie x
ℓi − bie

− x
ℓi

)
(C.37)

D1↑(x) =
λ↑

λ↑ + λ↓
c+

3∑
i=1

3ℓi

(
λ2↑ + 6ℓ2i

)
ℓsf

(
λ2↑ − 12ℓ2i

) (aie x
ℓi − bie

− x
ℓi

)
(C.38)

D0↓(x) =
λ↓

λ↑ + λ↓
c+

3∑
i=1

3ℓi

(
λ2↓ − 6ℓ2i

)
ℓsf

(
λ2↓ − 12ℓ2i

) (aie x
ℓi − bie

− x
ℓi

)
(C.39)

D1↓(x) =
λ↓

λ↑ + λ↓
c−

3∑
i=1

3ℓi

(
λ2↓ + 6ℓ2i

)
ℓsf

(
λ2↓ − 12ℓ2i

) (aie x
ℓi − bie

− x
ℓi

)
(C.40)

On en déduit ensuite que la fonction S0S peut s’écrire sous les formes équivalentes
(à cause de C.36) :

S0S(x) = d− 4c

(λ↑ + λ↓)
x−

3∑
i=1

1 −
24ℓ2i

(
λ2↑ − 3ℓ2i

)
λ↑ℓsf

(
λ2↑ − 12ℓ2i

)
(aie x

ℓi + bie
− x

ℓi

)
(C.41)

S0S(x) = d− 4c

(λ↑ + λ↓)
x+

3∑
i=1

1 −
24ℓ2i

(
λ2↓ − 3ℓ2i

)
λ↓ℓsf

(
λ2↓ − 12ℓ2i

)
(aie x

ℓi + bie
− x

ℓi

)
(C.42)

Le potentiel électrique adimensionné V vérifie alors l’équation :

∂2V

∂x2
− 1

λ2TF

V = − 1

4λ2TF

S0S(x) (C.43)

dont la solution s’écrit :

V (x) =
d

4
− c

(λ↑ + λ↓)
x−

3∑
i=1

1

4
(
1− λ2

TF

ℓ2i

)
1−

24ℓ2i
(
λ2
↑ − 3ℓ2i

)
λ↑ℓsf

(
λ2
↑ − 12ℓ2i

)
(aie x

ℓi + bie
− x

ℓi

)
+β1e

x
ℓi +β2e

− x
ℓi

(C.44)
ou encore

V (x) =
d

4
− c

(λ↑ + λ↓)
x+

3∑
i=1

1

4
(
1− λ2

TF

ℓ2i

)
1−

24ℓ2i
(
λ2
↓ − 3ℓ2i

)
λ↓ℓsf

(
λ2
↓ − 12ℓ2i

)
(aie x

ℓi + bie
− x

ℓi

)
+β1e

x
ℓi +β2e

− x
ℓi

(C.45)
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à cause des deux expressions équivalentes de la fonction S0S . On remarque alors
qu’on a la relation

1

4
(

1 − λ2
TF

ℓ2i

) (1 −
24ℓ2i

(
x2 − 3ℓ2i

)
xℓsf (x2 − 12ℓ2i )

)
=

1

2
(q1i (x) + q2i (x)) −

6ℓ2
(
x2 − 3ℓ2i

)
xℓsf (x2 − 12ℓ2i )

(C.46)
permettant de réécrire les expressions du potentiel électrique en fonction des
coefficients q introduits dans le chapitre principal.

A partir des fonctions S, D et V , on peut alors calculer les composantes g±0,1
des fonctions de distributions :

g±sn =
1

2
(Ssn ±Dsn) − V δn,0 (C.47)

les calculs sont alors sans difficultés. On notera enfin que le courant de charge
est lié à la constante c par la relation :

c =
4Jc
en0vf

(C.48)

et qu’on normalise toutes les constantes d’intégration (ai, bi, β1, β2, d) avec cette
quantité (on met en facteur le coefficient c). En poursuivant les calculs, on ob-
tient alors l’expression des grandeurs macroscopiques présentées dans le chapitre
principal.

C.3 Grandeurs macroscopiques lorsque ℓ↑ = ℓ↓

On notera ℓ la valeur commune de ℓ↑ et ℓ↓. On posera :

1

ℓ21
=

6

λ

(
2

ℓsf
+

1

λ
+

√
4

ℓ2sf
+

2

λℓsf
+

1

λ2

)
(C.49)

1

ℓ22
=

6

λ

(
2

ℓsf
+

1

λ
−
√

4

ℓ2sf
+

2

λℓsf
+

1

λ2

)
(C.50)

1

ℓ23
=

12

λ2
(C.51)

avec
1

λ
=

1

ℓ
+

1

ℓsf
(C.52)

l’indice i = 1, 2 fera référence aux longueurs ℓ1 et ℓ2. On peut noter la relation :

24ℓ2i
(
λ2 − 3ℓ2i

)
λℓsf (λ2 − 12ℓ2i )

= 1 i = 1 ou 2 (C.53)

On introduit ensuite les coefficients :

q1i =
1

4
−

3ℓi
(
λ2 − 6ℓ2i

)
2ℓsf (λ2 − 12ℓ2i )

(C.54)
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q2i =
1

4
+

3ℓi
(
λ2 − 6ℓ2i

)
2ℓsf (λ2 − 12ℓ2i )

(C.55)

Γ1i =
3ℓi
(
λ2 + 6ℓ2i

)
− 18λℓ2i

ℓsf (λ2 − 12ℓ2i )
(C.56)

Γ2i =
3ℓi
(
λ2 + 6ℓ2i

)
+ 18λℓ2i

ℓsf (λ2 − 12ℓ2i )
(C.57)

et on posera

η =
λ

λTF
(C.58)

Les accumulations de charge par spin et par chiralité s’écrivent alors sous la
forme :

n+
↑ (x) =

3Jc
2vf

[
1

4
+

(
1

2
√
12

− 3

(12− η2)

)
a3e

x
√

12
λ −

(
1

2
√
12

+
3

(12− η2)

)
b3e

x
√

12
λ

]
+

3Jc
2vf

[
2∑

i=1

(
q1iaie

x
ℓi + q2ibie

− x
ℓi

)
− β1e

x
λTF − β2e

− x
λTF

]
(C.59)

n−
↑ (x) =

3Jc
2vf

[
−1

4
−
(

1

2
√
12

+
3

(12− η2)

)
a3e

x
√

12
λ +

(
1

2
√
12

− 3

(12− η2)

)
b3e

x
√

12
λ

]
+

3Jc
2vf

[
2∑

i=1

(
q2iaie

x
ℓi + q1ibie

− x
ℓi

)
− β1e

x
λTF − β2e

− x
λTF

]
(C.60)

n+
↓ (x) =

3Jc
2vf

[
1

4
+

(
1

2
√
12

− 3

(12− η2)

)
a3e

x
√

12
λ −

(
1

2
√
12

+
3

(12− η2)

)
b3e

x
√

12
λ

]
− 3Jc

2vf

[
2∑

i=1

(
q1iaie

x
ℓi + q2ibie

− x
ℓi

)
+ β1e

x
λTF + β2e

− x
λTF

]
(C.61)

n−
↓ (x) =

3Jc
2vf

[
−1

4
−
(

1

2
√
12

+
3

(12− η2)

)
a3e

x
√

12
λ +

(
1

2
√
12

− 3

(12− η2)

)
b3e

− x
√

12
λ

]
− 3Jc

2vf

[
2∑

i=1

(
q2iaie

x
ℓi + q1ibie

− x
ℓi

)
+ β1e

x
λTF + β2e

− x
λTF

]
(C.62)

Les composantes anisotropes du courant sont données par :

J+
1↑(x) =

Jc
8

[
1

2
+

2∑
i=1

(
Γ1iaie

x
ℓi − Γ2ibie

− x
ℓi

)
+

(
1− 3√

12

)
a3e

x
√

12
λ +

(
1 +

3√
12

)
b3e

− x
√

12
λ

]
(C.63)

J−
1↑(x) =

Jc
8

[
1

2
+

2∑
i=1

(
Γ2iaie

x
ℓi − Γ1ibie

− x
ℓi

)
−
(
1 +

3√
12

)
a3e

x
√

12
λ −

(
1− 3√

12

)
b3e

− x
√

12
λ

]
(C.64)
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J+
1↓(x) =

Jc
8

[
1

2
−

2∑
i=1

(
Γ1iaie

x
ℓi − Γ2ibie

− x
ℓi

)
+

(
1− 3√

12

)
a3e

x
√

12
λ +

(
1 +

3√
12

)
b3e

− x
√

12
λ

]
(C.65)

J−
1↓(x) =

Jc
8

[
1

2
−

2∑
i=1

(
Γ2iaie

x
ℓi − Γ1ibie

− x
ℓi

)
−
(
1 +

3√
12

)
a3e

x
√

12
λ −

(
1− 3√

12

)
b3e

− x
√

12
λ

]
(C.66)

Le potentiel électrique V et la résistivité ρ ne dépendent que des constantes a3
et b3 :

V (x) =
2λJc
σd

[
d

4
− x

2λ
+

η2

4 (12− η2)

(
a3e

x
√

12
λ + b3e

− x
√

12
λ

)
+ β1e

x
λTF + β2e

− x
λTF

]
(C.67)

ρ(x) =
1

σd

[
1− η2

√
12

2 (12− η2)

(
a3e

x
√

12
λ − b3e

− x
√

12
λ

)
− 2λ

λTF

(
β1e

x
λTF − β2e

− x
λTF

)]
(C.68)

où l’on a introduit σd = e2n0λ
mvf

.

Avec toutes les grandeurs exposées ici, on peut alors calculer toutes les autres
quantités macroscopiques.

C.4 Polarisation en spin des effets d’interface

C.4.1 Généralisation des collisions d’interfaces

En présence d’une polarisation en spin, les collisions d’interface affectent
également l’état de spin de l’électron en plus de modifier la direction et le sens de
sa vitesse. Ainsi, les collisions d’interface introduites pour un transport purement
de charge se généralisent sous la forme :

f+Rs (θ) =
(mL

h

)3 ∫
d3−→v ′W s

LR (Ω,Ω′, E) δ (E − E′) f+Ls (Ω′, v′)

+
(mL

h

)3 ∫
d3−→v ′W s,s

LR (Ω,Ω′, E) δ (E − E′) f+L−s (Ω′, v′)

+
(mR

h

)3 ∫
d3−→v ′W s

RR (Ω,Ω′, E) δ (E − E′) f−Rs (Ω′, v′)

+
(mR

h

)3 ∫
d3−→v ′W s,−s

RR (Ω,Ω′, E) δ (E − E′) f−R−s (Ω′, v′)

(C.69)

f−Ls (θ) =
(mL

h

)3 ∫
d3−→v ′W s

LL (Ω,Ω′, E) δ (E − E′) f+Ls (Ω′, v′)(mL

h

)3 ∫
d3−→v ′W s,−s

LL (Ω,Ω′, E) δ (E − E′) f+L−s (Ω′, v′)

+
(mR

h

)3 ∫
d3−→v ′W s

RL (Ω,Ω′, E) δ (E − E′) f−Rs (Ω′, v′)

+
(mR

h

)3 ∫
d3−→v ′W s,−s

RL (Ω,Ω′, E) δ (E − E′) f−R−s (Ω′, v′)

(C.70)
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dans lesquelles la coordonnée spatiale x vaut implicitement celle de l’interface.

Dans ces équations, les taux W s décrivent des processus de collision conser-
vant le spin alors que W s,−s traduisent les effets de spin flip. La fonction delta
en énergie caractérise le fait que les collisions sont élastiques et l’angle solide Ω
désigne les angles de la vitesse (θ, φ). Enfin, la notation f désigne ici la fonction de
distribution totale, somme de sa partie d’équilibre et de sa partie hors-équilibre.

Comme de coutume, l’intégrale sur la vitesse −→v ′ peut être faite en partie et
les équations de collisions d’interface prennent les formes :

f+
Rs (θ) =

∫ π
2

0
dθ′ sin θ′ρ+sL(E)W s

LR

(
θ, θ′, E

)
f+
Ls

(
θ′, v

)
+

∫ π
2

0
dθ′ sin θ′ρ+−sL(E)W s,−s

LR

(
θ, θ′, E

)
f+
L−s

(
θ′, v

)
+

∫ π
2

0
dθ′ sin θ′ρ−sR(E)W s

RR

(
θ, θ′, E

)
f−
Rs

(
θ′, v

)
+

∫ π
2

0
dθ′ sin θ′ρ−−sR(E)W s,−s

RR

(
θ, θ′, E

)
f−
R−s

(
θ′, v

)
(C.71)

f−
Ls (θ) =

∫ π
2

0
dθ′ sin θ′ρ+sL(E)W s

LL

(
θ, θ′, E

)
f+
Ls

(
θ′, v

)
+

∫ π
2

0
dθ′ sin θ′ρ+−sL(E)W s,−s

LL

(
θ, θ′, E

)
f+
L−s

(
θ′, v

)
+

∫ π
2

0
dθ′ sin θ′ρ−sR(E)W s

RL

(
θ, θ′, E

)
f−
Rs

(
θ′, v

)
+

∫ π
2

0
dθ′ sin θ′ρ−−sR(E)W s,−s

RL

(
θ, θ′, E

)
f−
R−s

(
θ′, v

)
(C.72)

dans lesquelles on a introduit la densité d’état ρ(E)±sL,R = 2π
√
2

h3 m
3
2

L,R

√
E − E0L,R

par spin et chiralité.

Les taux de transitions sont alors contraints par les lois de conservation et
vérifient donc certaines règles de somme que l’on présente maintenant.

C.4.2 Lois de conservation et règles de somme

En présence d’une polarisation, la conservation du nombre de particules
entrant et sortant à l’interface et la continuité du courant se généralise sous la
forme :

n+R↑ + n+R↓ + n−L↑ + n−L↓ = n−R↑ + n−R↓ + n+L↑ + n+L↓ (C.73)

J+
R↑ + J−

R↑ + J+
R↓ + J−

R↓ = J+
L↑ + J−

L↑ + J+
L↓ + J−

L↓ (C.74)

Pour que les équations de collisions C.71 et C.72 soient compatibles avec de
telles lois, les taux de transitions doivent vérifier les règles de somme :

– Conservation des particules :

ρ+Ls (E)

∫ π
2

0

dθ sin θ
[
W s

LL

(
θ, θ′, E

)
+W−s,s

LL

(
θ, θ′, E

)]
+ ρ+Ls (E)

∫ π
2

0

dθ sin θ
[
W s

LR

(
θ, θ′, E

)
+W−s,s

LR

(
θ, θ′, E

)]
= 1

(C.75)

ρ−Rs (E)

∫ π
2

0

dθ sin θ
[
W s

RR

(
θ, θ′, E

)
+W−s,s

RR

(
θ, θ′, E

)]
+ ρ−Rs (E)

∫ π
2

0

dθ sin θ
[
W s

RL

(
θ, θ′, E

)
+W−s,s

RL

(
θ, θ′, E

)]
= 1

(C.76)
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– Conservation du courant :

ρ+Ls (E)

∫ π
2

0

dθ sin θ cos θ
[
W s

LL

(
θ, θ′, E

)
+W−s,s

LL

(
θ, θ′, E

)]
+ ρ+Ls (E)

∫ π
2

0

dθ sin θ cos θ
[
W s

LR

(
θ, θ′, E

)
+W−s,s

LR

(
θ, θ′, E

)]
= cos θ′

(C.77)

ρ−Rs (E)

∫ π
2

0

dθ sin θ cos θ
[
W s

RR

(
θ, θ′, E

)
+W−s,s

RR

(
θ, θ′, E

)]
+ ρ−Rs (E)

∫ π
2

0

dθ sin θ cos θ
[
W s

RL

(
θ, θ′, E

)
+W−s,s

RL

(
θ, θ′, E

)]
= cos θ′

(C.78)

D’autre part, la fonction de distribution d’équilibre étant commune à toutes
les couches, elle doit donc être invariante par les collisions d’interface. Cette
propriété conduit à la règle de somme relative à la compatibilité avec l’état
d’équilibre :∫ π

2

0

dθ′ sin θ′
[
ρ+sL(E)W s

LR

(
θ, θ′, E

)
+ ρ+−sL(E)W s,−s

LR

(
θ, θ′, E

)]
+

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′
[
ρ−sR(E)W s

RR

(
θ, θ′, E

)
+ ρ−−sR(E)W s,−s

RR

(
θ, θ′, E

)]
= 1

(C.79)

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′
[
ρ+sL(E)W s

LL

(
θ, θ′, E

)
+ ρ+−sL(E)W s,−s

LL

(
θ, θ′, E

)]
+

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′
[
ρ−sR(E)W s

RL

(
θ, θ′, E

)
+ ρ−−sR(E)W s,−s

RL

(
θ, θ′, E

)]
= 1

(C.80)

En plus des contraintes d’ordre macroscopique, on supposera que les taux
de transitions restent invariants sous la permutation des angles d’entrées et de
sortie :

W s
ij(θ, θ

′) = W s
ij(θ

′, θ) W s,−s
ij (θ, θ′) = W s,−s

ij (θ′, θ) (C.81)

Les taux de transition sont alors décomposés sur la base des polynômes de
Legendre décalés sous la forme diagonale :

ρ±i,s (E)W s
ij (θ, θ′, E) =

+∞∑
n=0

(2n+ 1)2W s,n
ij (E)Pn (cos θ)Pn (cos θ′) (C.82)

qui en les injectant dans les différentes règles de somme conduisent au système :
W s0

ii +W−s,s0
ii +W s0

ij +W−s,s0
ij = 1

W s0
ij +W s,−s0

ij +W s0
jj +W s,−s0

jj = 1

W s1
ii +W−s,s1

ii +W s1
ij +W−s,s1

ij = 1
3

(C.83)

qui couple entre eux les différentes composantes d’ordre zéro et un et réduit
ainsi le nombre de degré de liberté. A partir de ces équations, on adoptera la
théorie minimale :
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– pour les composantes d’ordre zéro :

W s0
LL = W s0

RR = Rs W s0
RL = W s0

LR = Ts (C.84)

W s,−s0
LL = W s,−s0

RR = W−s,s0
LL = W−s,s0

RR = Rsf (C.85)

W s,−s0
LR = W s,−s0

RL = W−s,s0
LR = W−s,s0

RL = Tsf (C.86)

avec
Rs + Ts +Rsf + Tsf = 1 (C.87)

– pour les composantes d’ordre un :

3W s1
LL = 3W s1

RR = rs 3W s1
RL = 3W s1

LR = ts (C.88)

3W s,−s1
LL = 3W s,−s1

RR = 3W−s,s1
LL = 3W−s,s1

RR = rsf (C.89)

3W s,−s1
LR = 3W s,−s1

RL = 3W−s,s1
LR = 3W−s,s1

RL = tsf (C.90)

avec
rs + ts + rsf + tsf = 1 (C.91)

C.4.3 Equations d’interface macroscopiques

Les équations de collision d’interface C.71 et C.72 peuvent être traduites sous
forme d’équations concernant les grandeurs macroscopiques. En particulier, en
multipliant ces équations par −eϵf ∂f0

∂ϵ et −eϵfvx ∂f0
∂ϵ , on obtient des équations

respectivement sur les accumulations de charge et les courants qui en utilisant
la théorie minimale issue des règles de somme s’écrivent :

n+Rs = Rsn
−
Rs +Rsfn

−
R−s + Tsn

+
Ls + Tsfn

+
L−s (C.92)

n−Ls = Rsn
+
Ls +Rsfn

+
L−s + Tsn

−
Rs + Tsfn

−
R−s (C.93)

J+
Rs = TsJ

+
0Ls + tsJ

+
1Ls + TsfJ

+
0L−s + tsfJ

+
1L−s

−RsJ
−
0Rs − rsJ

−
1Rs −RsfJ

−
0R−s − rsfJ

−
1R−s

(C.94)

J−
Ls = −RsJ

+
0Ls − rsJ

+
1Ls −RsfJ

+
0L−s − rsfJ

+
1L−s

+ TsJ
−
0Rs + tsJ

−
1Rs + TsfJ

−
0R−s + tsfJ

−
1R−s

(C.95)

qui ne sont qu’une simple généralisation des conditions d’interface du cas pure-
ment charge.

C.5 Approche matrice de transfert pour les condi-
tions d’interfaces

C.5.1 Définition

Comme pour le transport de charge, les conditions d’interfaces peuvent être
exprimée en terme de matrice de transfert plutôt que de matrice de scattering.
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Dans la vision matrice de transfert, on exprime les fonctions de distributions des
électrons se trouvant à droite de l’interface en fonction de celles des électrons
se trouvant à gauche. Les équations de collisions d’interface prennent alors la
forme :

f+Rs =
(mL

h

)3 ∫
d3vM++

s (Ω,Ω′, E) δ (E − E′) f+Ls (Ω′)

+
(mL

h

)3 ∫
d3vM+−

s (Ω,Ω′, E) δ (E − E′) f−Ls (Ω′)

+
(mL

h

)3 ∫
d3vM++

s,−s (Ω,Ω′, E) δ (E − E′) f+L−s (Ω′)

+
(mL

h

)3 ∫
d3vM+−

s,−s (Ω,Ω′, E) δ (E − E′) f−L−s (Ω′)

(C.96)

f−Rs =
(mL

h

)3 ∫
d3vM−+

s (Ω,Ω′, E) δ (E − E′) f+Ls (Ω′)

+
(mL

h

)3 ∫
d3vM−−

s (Ω,Ω′, E) δ (E − E′) f−Ls (Ω′)

+
(mL

h

)3 ∫
d3vM−+

s,−s (Ω,Ω′, E) δ (E − E′) f+L−s (Ω′)

+
(mL

h

)3 ∫
d3vM−−

s,−s (Ω,Ω′, E) δ (E − E′) f−L−s (Ω′)

(C.97)

Dans ces équations, Ω désigne les composantes angulaires (θ, φ) de la vitesse
et la présence de la fonction delta de Dirac en énergie caractérise l’élasticité des
collisions. Les différents taux de transfert Mαβ

s et Mαβ
s,−s se rapportent respec-

tivement aux collisions sans spin-flip et avec retournement de spin.

L’intégration sur la vitesse peut être effectuée en partie. En particulier,
l’intégration sur la norme et l’angle φ conduit à :

f+Rs =

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ+Ls(E)M++
s (θ, θ′) f+Ls (θ′)

+

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−Ls(E)M+−
s (θ, θ′) f−Ls (θ′)

+

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ+Ls(E)M++
s,−s (θ, θ′) f+L−s (θ′)

+

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−Ls(E)M+−
s,−s (θ, θ′) f+L−s (θ′)

(C.98)
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f−Rs =

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ+Ls(E)M−+
s (θ, θ′) f+Ls (θ′)

+

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−Ls(E)M−−
s (θ, θ′) f−Ls (θ′)

+

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ+Ls(E)M−+
s,−s (θ, θ′) f+L−s (θ′)

+

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−Ls(E)M−−
s,−s (θ, θ′) f+L−s (θ′)

(C.99)

où l’on a introduit les densités d’état ρ par spin et par chiralité.
Les taux de transfert sont alors décomposés sur la base des polynômes de

Legendre décalés et s’écrivent sous la forme diagonale :

ραs (E)Mβα
s (θ, θ′, E) =

+∞∑
n=0

(2n+ 1)
2
Mβα

sn Pn (cos θ)Pn (cos θ′) (C.100)

C.5.2 Règles de somme

Comme pour la représentation matrice de scattering, les taux de transferts
M doivent être contraints afin que les conditions d’interfaces soient compatibles
avec les lois de conservation macroscopiques. On obtient alors les règles de
somme :

– Conservation des particules :∫ π
2

0

dθ sin θρ+sL (E)
[
M++

s (θ, θ′) +M++
−s,s (θ, θ′) −M−+

s (θ, θ′) −M−+
−s,s (θ, θ′)

]
= 1

(C.101)∫ π
2

0

dθ sin θρ−sL (E)
[
M−−

s (θ, θ′) +M−−
−s,s (θ, θ′) −M+−

s (θ, θ′) −M+−
−s,s (θ, θ′)

]
= 1

(C.102)
– Conservation du courant :∫ π

2

0

dθ sin θ cos θρ+sL (E)
[
M++

s (θ, θ′) +M++
−s,s (θ, θ′) −M−+

s (θ, θ′) −M−+
−s,s (θ, θ′)

]
= cos θ′

(C.103)∫ π
2

0

dθ sin θ cos θρ−sL (E)
[
M+−

s (θ, θ′) +M+−
−s,s (θ, θ′) −M−−

s (θ, θ′) −M−−
−s,s (θ, θ′)

]
= cos θ′

(C.104)
– Compatibilité avec l’état d’équilibre∫ π

2

0

dθ′ sin θ′
[
ρ+LsM

++
s (θ, θ′) + ρ−LsM

+−
s (θ, θ′) + ρ+LsM

++
s,−s (θ, θ′) + ρ−LsM

+−
s,−s (θ, θ′)

]
= 1

(C.105)∫ π
2

0

dθ′ sin θ′
[
ρ+LsM

−+
s (θ, θ′) + ρ−LsM

−−
s (θ, θ′) + ρ+LsM

−+
s,−s (θ, θ′) + ρ−LsM

−−
s,−s (θ, θ′)

]
= 1

(C.106)
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En utilisant alors la décomposition C.100 des taux de transfert, on aboutit alors
aux équations indépendantes :

M−−
s0 +M−−

−s,s0 −M+−
s0 −M+−

−s,s0 = 1 (C.107)

M++
s0 +M++

−s,s0 −M−+
s0 −M−+

−s,s0 = 1 (C.108)

M++
s0 +M+−

s0 +M++
s,−s0 +M+−

s,−s0 = 1 (C.109)

M−+
s0 +M−−

s0 +M−+
s,−s0 +M−−

s,−s0 = 1 (C.110)

M++
s1 +M++

−s,s1 −M−+
s1 −M−+

−s,s1 =
1

3
(C.111)

M+−
s1 +M+−

−s,s1 −M−−
s1 −M−−

−s,s1 = −1

3
(C.112)

qui lient entre eux les composantes d’ordre zéro et un des taux de transfert.

C.5.3 Relations d’orthogonalité

Les taux de transfert M peuvent être reliés aux taux de scattering W grâce
aux relations d’orthogonalitité qui ont pour avantages d’exprimer les compo-
santes des taux de transfert en fonction des coefficients de transmissions T et
t et de vérifier ainsi directement les règles de somme établies au paragraphe
précédent.
Les relations d’orthogonalité s’obtiennent en injectant les équations C.98 et
C.99 dans les équations X et X. On obtient alors les deux ensembles d’équations
équivalentes :

– Ensemble 1 :

ρ+sLM
++
s (θ, θ′′) +

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−sLM
+−
s (θ, θ′) ρ+sLW

s
LL (θ′, θ′′)

+

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−sLM
+−
s,−s (θ, θ′) ρ+sLW

−s,s
LL (θ′, θ′′) = ρ+sLW

s
LR (θ, θ′′)

(C.113)

ρ+sLM
++
s,−s(θ, θ

′′) +

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−sLM
+−
s (θ, θ′) ρ+−sLW

s,−s
LL (θ′, θ′′)

+

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−sLM
+−
s,−s (θ, θ′) ρ+sLW

−s
LL (θ′, θ′′) = ρ+−sLW

s,−s
LR (θ, θ′′)

(C.114)

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′
[
ρ−sLM

+−
s (θ, θ′) ρ−sRW

s
RL (θ′, θ′′) + ρ−sLM

+−
s,−s (θ, θ′) ρ−sRW

−s,s
RL (θ′, θ′′)

]
= ρ−sRW

s
RR (θ, θ′′)

(C.115)

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′
[
ρ−sLM

+−
s (θ, θ′) ρ−−sRW

s,−s
RL (θ′, θ′′) + ρ−sLM

+−
s,−s (θ, θ′) ρ−−sRW

−s
RL (θ′, θ′′)

]
= ρ−−sRW

s,−s
RR (θ, θ′′)

(C.116)



C.5 Approche matrice de transfert pour les conditions d’interfaces195

Ces équations se traduisent en composantes sous la forme :

M++
sn + (2n+ 1)M+−

sn W s
LLn + (2n+ 1)M+−

s,−snW
−s,s
LLn = W s

LRn (C.117)

M++
s,−sn + (2n+ 1)M+−

sn W s,−s
LLn + (2n+ 1)M+−

s,−snW
−s
LLn = W s,−s

LRn (C.118)

(2n+ 1)M+−
sn W s

RLn + (2n+ 1)M+−
s,−snW

−s,s
RLn = W s

RRn (C.119)

(2n+ 1)M+−
sn W s,−s

RLn + (2n+ 1)M+−
s,−snW

−s
RLn = W s,−s

RRn (C.120)

– Ensemble 2 :

ρ+sLW
s
LL(θ, θ′′) +

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−sRW
s
RL (θ, θ′) ρ+sLM

−+
s (θ′, θ′′)

+

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−−sRW
s,−s
RL (θ, θ′) ρ+−sLM

−+
−s,s (θ′, θ′′) = 0

(C.121)

ρ+−sLW
s,−s
LL (θ, θ′′) +

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−sRW
s
RL (θ, θ′) ρ+sLM

−+
s,−s (θ′, θ′′)

+

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′ρ−−sRW
s,−s
RL (θ, θ′) ρ+−sLM

−+
−s (θ′, θ′′) = 0

(C.122)

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′
[
ρ−sRW

s
RL (θ, θ′) ρ−sLM

−−
s (θ′, θ′′) + ρ−−sRW

s,−s
RL (θ, θ′) ρ−−sLM

−−
−s,s (θ′, θ′′)

]
= δ (cos θ − cos θ′′)

(C.123)

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′
[
ρ−sRW

s
RL (θ, θ′) ρ−sLM

−−
s,−s (θ′, θ′′) + ρ−−sRW

s,−s
RL (θ, θ′) ρ−−sLM

−−
−s (θ′, θ′′)

]
= 0

(C.124)

En se rappelant que la fonction delta de Dirac admet le développement :

δ (cos θ − cos θ′′) =
+∞∑
α=0

(2α+ 1)Pα (cos θ)Pα (cos θ′) (C.125)

cet ensemble de règles d’orthogonalité se traduit alors sous la forme :
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W s
LLn + (2n+ 1)W s

RLnM
−+
sn + (2n+ 1)W s,−s

RLnM
−+
−s,sn = 0 (C.126)

W s,−s
LLn + (2n+ 1)W s

RLnM
−+
s,−sn + (2n+ 1)W s,−s

RLnM
−+
−sn = 0 (C.127)

(2n+ 1)
2
W s

RLnM
−−
sn + (2n+ 1)

2
W s,−s

RLnM
−−
−s,s = 1 (C.128)

(2n+ 1)W s
RLnM

−−
s,−sn + (2n+ 1)W s,−s

RLnM
−−
−s = 0 (C.129)

Pour obtenir les expressions des composantes Mαβ
ijn, il suffit d’utiliser l’un ou

l’autre des deux ensembles de relations d’orthogonalité en se rappelant que :

W s0
LL = W s0

RR = Rs W s0
RL = W s0

LR = Ts (C.130)

W s,−s0
LR = W s,−s0

RL = W−s,s0
LR = W−s,s0

RL = Tsf (C.131)

W s,−s0
LL = W s,−s0

RR = W−s,s0
LL = W−s,s0

RR = Rsf (C.132)

et des relations identiques pour les taux d’ordre 1 en changeant T et R en t et
r et en remplaçant chaque composante W 0 par 3W 1.

On aboutit donc aux expressions suivantes des composantes d’ordre zéro :

M++
s0 = Ts −

Rs (RsT−s − TsfRsf )

T↑T↓ − T 2
sf

− Rsf (RsfTs − TsfRs)

T↑T↓ − T 2
sf

(C.133)

M−−
s0 =

T−s

T↑T↓ − T 2
sf

(C.134)

M+−
s0 =

RsT−s − TsfRsf

T↑T↓ − T 2
sf

(C.135)

M−+
s0 =

RsfTsf −RsT−s

T↑T↓ − T 2
sf

(C.136)

M++
↑↓0 = Tsf − Rsf (R↑T↓ − TsfRsf )

T↑T↓ − T 2
sf

− R↓ (RsfT↑ − TsfR↑)

T↑T↓ − T 2
sf

(C.137)

M−−
↓↑0 = M−−

↑↓0 = − Tsf
T↑T↓ − T 2

sf

(C.138)

M+−
↑↓0 = −M−+

↓↑0 =
RsfT↑ − TsfR↑

T↑T↓ − T 2
sf

(C.139)

M−+
↓↑0 =

TsfR↑ −RsfT↑
T↑T↓ − T 2

sf

(C.140)

M−+
↑↓0 =

TsfR↓ −RsfT↓
T↑T↓ − T 2

sf

(C.141)

Les expressions des composantes d’ordre un se déduisent de ces expressions
en substituant chaque coefficient de transmission T et de réflexion R par t et r
et en changeant chaque composante M0 par 3M1.
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C.5.4 Equations d’interface macroscopiques

Les équations de collision relatives à la représentation matrice de transfert
ont également leurs équivalents macroscopiques. On introduit alors la représentation
matricielle : [

n+Rs

n−Rs

]
= M0s

[
n+Ls

n−Ls

]
+M0s,−s

[
n+L−s

n−L−s

]
(C.142)

[
J+
Rs

J−
Rs

]
= σzM0sσz

[
J+
0Ls

J−
0Ls

]
+M1s

[
J+
1Ls

J−
1Ls

]
+σzM0s,−sσz

[
J+
0L−s

J−
0L−s

]
+M1s,−s

[
J+
1L−s

J−
1L−s

]
(C.143)

où l’on a posé

M0s =

(
M++

s0 M+−
s0

M−+
s0 M−−

s0

)
M0s,−s =

(
M++

s,−s0 M+−
s,−s0

M−+
s,−s0 M−−

s,−s0

)
(C.144)

M1s =

(
3M++

s1 −3M+−
s1

−3M−+
s1 3M−−

s1

)
M1s,−s =

(
3M++

s,−s1 −3M+−
s,−s1

−3M−+
s,−s1 3M−−

s,−s1

)
(C.145)

et l’on a introduit la matrice de Pauli :

σz =

(
1 0
0 −1

)
(C.146)

On notera enfin que la représentation matricielle retenue ici n’est pas unique.
On peut en particulier regrouper les grandeurs macroscopiques par chiralité à
la place du spin.



Annexe D

Annexe sur le transport
CIP

D.1 Projection de l’équation de Boltzmann sur
les polynômes de Tchebychev

Pour projeter l’équation de Boltzmann 6.18 sur les polynômes de Tcheby-
chev, il suffit d’injecter le développement :

g± (z, v, θ, φ) =
+∞∑
n=0

g±n (z, v, θ)Tn

(
cos

φ

2

)
(D.1)

dans l’équation de Boltzmann. On obtient alors :

± cos θ

+∞∑
n=0

∂zg
±
n Tn

(
cos

φ

2

)
− eE sin θ cosφ

∂f0
∂ϵ

= −1

ℓ

+∞∑
n=0

g±n Tn

(
cos

φ

2

)
+

1

4πℓ

+∞∑
n=0

(∫ π
2

0

dθ′ sin θ′
[
g+n (θ′) + g−n (θ′)

] ∫ 2π

0

dφ′Tn

(
cos

φ′

2

))
(D.2)

En effectuant le changement de variable α = φ
2 et en utilisant les propriétés des

polynômes de Tchebychev, on constate alors que :∫ 2π

0

dφ′Tn

(
cos

φ′

2

)
= 2πδn,0 cosφ = cos 2α = T2 (cosα) (D.3)

si bien que D.2 devient :

± cos θ

+∞∑
n=0

∂zg
±
n Tn (cosα)−eE sin θ

∂f0
∂ϵ

T2 (cosα) = −1

ℓ

+∞∑
n=0

g±n Tn (cosα)+
1

2ℓ

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′
[
g+0
(
θ′
)
+ g−0

(
θ′
)]

(D.4)
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l’angle α appartient à présent à l’intervalle [0, π]. On projette ensuite cette
équation en la multipliant par Tm (cosα) et en intégrant sur l’angle α :

± cos θ

+∞∑
n=0

∂zg
±
n

∫ π

0

dαTm (cosα)Tn (cosα)− eE sin θ
∂f0
∂ϵ

∫ π

0

dαTm (cosα)T2 (cosα)

= −1

ℓ

+∞∑
n=0

g±n

∫ π

0

dαTm (cosα)Tn (cosα) +
1

2ℓ

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′
[
g+0
(
θ′
)
+ g−0

(
θ′
)] ∫ π

0

dαTm (cosα)

(D.5)

En utilisant alors les propriétés d’orthogonalité, on aboutit à l’équation :

± cos θ
+∞∑
n=0

γn∂zg
±
n δm,n − π

2
eE sin θ

∂f0
∂ϵ

δm,2 = −1

ℓ

+∞∑
n=0

γng
±
n δm,n

+
π

2ℓ
δm,0

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′
[
g+0 (θ′) + g−0 (θ′)

] (D.6)

où γn = π si n = 0 et γn = π
2 si n ̸= 0. En spécifiant alors des valeurs de m, on

obtient l’ensemble d’équations suivant :
– m = 0 :

cos θ∂zg
+
0 = − g+

0

ℓ + 1
2ℓ

∫ π
2

0
dθ′ sin θ′

[
g+0 (θ′) + g−0 (θ′)

]
− cos θ∂zg

−
0 = − g−

0

ℓ + 1
2ℓ

∫ π
2

0
dθ′ sin θ′

[
g+0 (θ′) + g−0 (θ′)

] (D.7)

– m = 2 : 
cos θ∂zg

+
2 +

g+
2

ℓ = eE sin θ ∂f0
∂ϵ

− cos θ∂zg
−
2 +

g−
2

ℓ = eE sin θ ∂f0
∂ϵ

(D.8)

– m = 1 ou m ≥ 3 : 
cos θ∂zg

+
m +

g+
m

ℓ = 0

− cos θ∂zg
−
m +

g−
m

ℓ = 0

(D.9)

qui sont les équations présentées dans le chapitre principal.

D.2 Projection des conditions d’interfaces

Compte tenu des définitions des coefficients de réflexion et de transmission
(relations 6.59 et 6.60), les conditions d’interfaces 6.55 et 6.56 s’écrivent donc :

g+2t =

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′R
(
θ, θ′

)
g−2t
(
θ′
)
+

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′T
(
θ, θ′

)
g+2b
(
θ′
)

(D.10)

g−2b =

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′R
(
θ, θ′

)
g+2b
(
θ′
)
+

∫ π
2

0

dθ′ sin θ′T
(
θ, θ′

)
g−2t
(
θ′
)

(D.11)

Pour projeter ces équations, il suffit alors d’injecter les expressions des fonctions
de distribution 6.32 et 6.33,

g+2i(z, θ) = eEℓi sin θ
∂f0
∂ϵ

(
1 −B+

i (θ) e
− (z−αi)

ℓi cos θ

)
(D.12)
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g−2i(z, θ) = eEℓi sin θ
∂f0
∂ϵ

(
1 −B−

i (θ) e
(z−αi+1)

ℓi cos θ

)
(D.13)

où l’on rappelle que αi désigne la coordonnée du bord inférieur de la couche
et αi+1 celle du bord supérieur, ainsi que les développements des fonctions F±

(relation 6.34) et des coefficients de réflexion et transmission (expressions 6.61
et 6.62) :

B± (θ) =

+∞∑
n=0

(2n+ 1)B±
n Pn (cos θ) (D.14)

R
(
θ, θ′

)
= sin θ sin θ′

+∞∑
m=0

(2m+ 1)2Rn (ϵ)Pn (cos θ)Pn

(
cos θ′

)
(D.15)

T
(
θ, θ′

)
= sin θ sin θ′

+∞∑
m=0

(2m+ 1)2 Tn (ϵ)Pn (cos θ)Pn

(
cos θ′

)
(D.16)

Pour expliquer la méthode de projection, nous présentons la technique sur
l’équation D.10. En injectant les expressions des fonctions de distribution et les
dévloppements des taux de réflexion et de transmission dans cette équation, on
obtient :

1−B+
t (θ) =

∫ π
2

0

dθ′ sin3 θ′
(

+∞∑
m=0

(2m+ 1)2Rn (ϵ)Pn (cos θ)Pn

(
cos θ′

))(
1−B−

t e
− 1

κt cos θ′
)

+ η

∫ π
2

0

dθ′ sin3 θ′
(

+∞∑
m=0

(2m+ 1)2 Tn (ϵ)Pn (cos θ)Pn

(
cos θ′

))(
1−B+

b e
− 1

κb cos θ′
)

(D.17)

où κt et κb désigne les nombres de Knudsen des couches au dessus et en des-
sous de l’interface (κ = ℓ

∆ ) et η = ℓb
ℓt

est le rapport des libres parcours moyen.
Chaque intégrale se décompose alors en deux parties, une partie liée au facteur
1 et l’autre au facteur exponentielle proportionnelle aux fonctions F±. Le trai-
tement des deux intégrales étant similaire, nous détaillons les calculs pour la
première (avec le taux de réflexion).

La première partie de l’intégrale se simplifie en remarquant que le terme
sin3 peut se décomposer sur la base des polynômes de Legendre décalés sous la
forme :

sin3 θ = sin θ

[
2

3
P 0 −

1

2
P 1 (cos θ) − 1

6
P 2 (cos θ)

]
(D.18)

on a alors :∫ π
2

0

dθ′ sin3 θ′
(

+∞∑
m=0

(2m+ 1)2Rn (ϵ)Pn (cos θ)Pn

(
cos θ′

))

=
2

3
R0P 0 −

3

2
R1P 1 (cos θ)−

5

6
R2P 2 (cos θ)

(D.19)

où l’on a utilisé la relation d’orthogonalité :∫ π
2

0

dθ sin θPµ (cos θ)P ν (cos θ) =
δµ,ν

(2µ+ 1)
(D.20)
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La seconde contribution s’écrit simplement :∫ π
2

0

dθ′ sin3 θ′
(

+∞∑
m=0

(2m+ 1)2Rn (ϵ)Pn (cos θ)Pn

(
cos θ′

))
B−

t e
− 1

κt cos θ′

=
∑
m,j

(2m+ 1)2 (2j + 1)RmB
−
j ψmj

(
1

κt

)
Pm (cos θ)

(D.21)

avec

ψmj(x) = ψjm(x) =

∫ π
2

0

dθ sin3 θPm (cos θ)P j (cos θ) e−
x

cos θ (D.22)

qui, comme les fonctions ψn intervenant dans les profils des grandeurs moyennes,
s’écrit comme une combinaison d’exponentielle intégrale.

En utilisant les résultats D.19 et D.21 dans l’équation D.17, on obtient :

1−
∑
m

(2m+ 1)B+
tmPm =

[
2

3
(R0 + ηT0)P 0 −

3

2
(R1 + ηT1)P 1 −

5

6
(R2 + ηT2)P 2

]
−
∑
m,j

(2m+ 1)2 (2j + 1)

[
Rmψmj

(
1

κt

)
B−

tj + ηTmψmj

(
1

κb

)
B+

bj

]
Pm

(D.23)

où l’on a ommis la variable θ dans les polynômes pour plus de légèreté. En
multipliant enfin cette équation par∫ π

2

0

dθ sin θPn (cos θ) (D.24)

et en utilisant la propriété d’orthogonalité D.20, on obtient le résultat cherché :

B+
tn =

[
1− 2

3
(R0 + ηT0) δn,0 +

1

2
(R1 + ηT1) δn,1 +

1

6
(R2 + ηT2) δn,2

]
+ (2n+ 1)

+∞∑
j=0

(2j + 1)

[
Rnψnj

(
1

κt

)
B−

tj + ηTnψnj

(
1

κb

)
B+

bj

] (D.25)

Le traitement de la seconde équation d’interface D.11 s’effectue de la même
façon.

D.3 L’exponentielle intégrale

La fonction exponentielle intégrale est définie pour tout entier n positif par
la relation intégrale :

En(x) =

∫ +∞

1

e−xt

tn
dt x > 0 (D.26)

Elle satisfait les relations de récurrence :

En(x) =
1

n− 1

[
e−x − xEn−1(x)

]
n ̸= 1 (D.27)
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dEn(x)

dx
= −En−1(x) (D.28)

La valeur pour x = 0 est donnée par la relation très simple :

En(0) =
1

n− 1
n ̸= 1 (D.29)

La fonction E1 admet le développement en série :

E1(x) = −γ − ln(x) +
+∞∑
n=1

(−1)
n+1 xn

nn!
(D.30)

où γ ≈ 0.58 est la constante d’Euler-Mascheroni.

D.4 Expression des fonctions ψ

Les expressions des fonctions ψ intervenant dans la détermination des trois
premières composantes f±1,2,3 sont :

ψ00(x) = E2(x)− E4(x) (D.31)

ψ01(x) = ψ10(x) = 2 (E3(x)− E5(x))− ψ00(x) (D.32)

ψ11(x) = 4 (E4(x)− E6(x))− 2ψ01(x)− ψ00(x) (D.33)

ψ02(x) = ψ20(x) = 6 (E4(x)− E6(x))− 6 (E3(x)− E5(x)) + (E2(x)− E4(x)) (D.34)

ψ12(x) = ψ21(x) = 12 (E5(x)− E7(x))−18 (E4(x)− E6(x))+8 (E3(x)− E5(x))−(E2(x)− E4(x))
(D.35)

ψ22(x) = 36 (E6(x)− E8(x))−72 (E5(x)− E7(x))+48 (E4(x)− E6(x))−12 (E3(x)− E5(x))+(E2(x)− E4(x))
(D.36)

D.5 Polarisation en spin

En présence de spin, la conductivité intégrée s’écrit à l’ordre deux :

σis

σdis∆i
= 1− 3κis

4

C0s

(
1

4
− ϕ0

(
1

κis

))
+ C1s

(
1

20
− 6ϕ1

(
1

κis

)
− 3ϕ0

(
1

κis

))
− C2s

(
1

4
+ 30ϕ2

(
1

κis

)
− 30ϕ1

(
1

κis

)
+ 5ϕ0

(
1

κis

))


(D.37)

avec Cis = B+
is + B−

is (i = 1, 2, 3). Le nombre de Knudsen étant simplement
donné par :

κs =
λs
∆

(D.38)
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Les constantes B±
s sont alors données par les équations d’interfaces écrites

sous forme matricielle :[
B+

t,s

]
= V1s + [Rs]

[
ψ

(
1

κt,s

)] [
B−

t,s

]
+ pts [Rsf ]

[
ψ

(
1

κt,−s

)] [
B−

t,−s

]
+ ηs [Ts]

[
ψ

(
1

κb,s

)] [
B+

b,s

]
+ ptsη−s [Tsf ]

[
ψ

(
1

κb,−s

)] [
B+

b,−s

] (D.39)

[
B−

b,s

]
= V2s + [Rs]

[
ψ

(
1

κb,s

)] [
B+

b,s

]
+ pbs [Rsf ]

[
ψ

(
1

κb,−s

)] [
B+

b,−s

]
+

1

ηs
[Ts]

[
ψ

(
1

κt,s

)] [
B−

t,s

]
+
pbs
η−s

[Tsf ]

[
ψ

(
1

κt,−s

)] [
B−

t,−s

] (D.40)

avec

pαs =
λα,−s

λα,s
α = t, b (D.41)

ηs =
λb,s
λt,s

(D.42)

Les vecteurs V1s et V2s s’écrivent alors

V1s =

 1 − 2
3 (R0s + ptsR0sf + ηsT0s + ptsη−sT0sf )

1
2 (R1s + ptsR1sf + ηsT1s + ptsη−sT1sf )
1
6 (R2s + ptsR2sf + ηsT2s + ptsη−sT2sf )

 (D.43)

V2s =


1 − 2

3

(
R0s + pbsR0sf + T0s

ηs
+ psb

η−s
T0sf

)
1
2

(
R1s + pbsR1sf + T1s

ηs
+ psb

η−s
T1sf

)
1
6

(
R2s + pbsR2sf + T2s

ηs
+ psb

η−s
T2sf

)
 (D.44)

Les autres matrices étant identiques à celles introduites dans le paragraphe
6.2.5.



Annexe E

Annexe de la méthode
variationnelle

E.1 Etablissement de la transformation du modèle

Définissons deux nouvelles fonctions g+1 et g−1 de sorte que les fonctions de
distribution exactes s’écrivent comme une combinaison linéaire de celles-ci. On
peut donc écrire :

g+(z) = a1g
+
1 (z) + b1g

−
1 (z) (E.1)

g−(z) = a2g
+
1 (z) + b2g

−
1 (z) (E.2)

Pour déterminer ces nouvelles fonctions et les paramètres de changement de
base ai et bi (i = 1, 2), commençons par écrire les conditions de bords en termes
de ces nouvelles fonctions. On obtient alors :{

(a1 − a2R1) g+1 (−a) + (b1 − b2R1) g−1 (−a) = 0
(a2 − a1R2) g+1 (a) + (b2 − b1R2) g−1 (a) = 0

(E.3)

L’idée étant de faire disparaitre les coefficients de réflexion aux bords du do-
maine, choisissons donc les nouvelles fonctions de distribution de sorte qu’elles
vérifient les conditions de bords du modèle de Fuchs-Sondheimer de réflexions
nulles. On pose donc

g+1 (−a) = 0 et g−1 (a) = 0 (E.4)

fournissant ainsi une première contrainte sur les paramètres du changement de
base puisque l’utilisation de ces nouvelles conditions de bords dans les équations
E.3 conduit naturellement aux relations :{

b1 −R1b2 = 0 ⇒ b1 = R1b2
a2 −R2a1 = 0 ⇒ a2 = R2a1

(E.5)

pour que le problème soit bien posé. En injectant ces contraintes dans les rela-
tions E.1 et E.2, on obtient donc :

g+(z) = a1g
+
1 (z) +R1b2g

−
1 (z) (E.6)
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g−(z) = R2a1g
+
1 (z) + b2g

−
1 (z) (E.7)

L’injection de ces deux relations dans les équations de Boltzmann conduit à :
a1vz

∂g+
1

∂z +R1b2vz
∂g−

1

∂z + a1

τ g
+
1 + R1b2

τ g−1 = 1
τ equ1

−R2a1vz
∂g+

1

∂z − b2vz
∂g−

1

∂z + R2a1

τ g+1 + b2
τ g

−
1 = 1

τ equ2

(E.8)

On souhaite écrire deux équations différentielles ne faisant intervenir qu’une
seule dérivée dans chacune d’elles. Pour cela, il suffit de combiner judicieusement
les deux équations précédentes. En particulier, la combinaison equ1 + R1equ2
donne :

vz
∂g+1
∂z

+
1

τ

(1 +R1R2)

(1 −R1R2)
g+1 +

1

τ

2R1b2
a1(1 −R1R2)

g−1 =
1

τ

(1 +R1)

a1(1 −R1R2)
(E.9)

et la combinaison equ2 +R2equ1 fournit :

−vz
∂g−1
∂z

+
1

τ

(1 +R1R2)

(1 −R1R2)
g−1 +

1

τ

2R2a1
b2(1 −R1R2)

g−1 =
1

τ

(1 +R2)

b2(1 −R1R2)
(E.10)

Il ne reste enfin qu’à fixer les deux paramètres a1 et b2. Ce choix est quelque
peu arbitraire et nous les choisissons de manière à simplifier les termes de droite
du signe égal. On pose donc :

a1 =
(1 +R1)

(1 −R1R2)
et b2 =

(1 +R2)

(1 −R1R2)
(E.11)

terminant ainsi la construction du changement de base défini par les relations
E.1 et E.2.

Bilan et interprétation

Finalement, on constate que les nouvelles fonctions de distributions g+1 et g−1
vérifient un système d’équations différentielles couplées du premier ordre défini
par :

vz
∂g+1
∂z

+
g+1
τeq

+
g−1
τ1

=
1

τ
(E.12)

−vz
∂g−1
∂z

+
g−1
τeq

+
g+1
τ2

=
1

τ
(E.13)

munies des conditions de bords

g+1 (−a) = 0 et g−1 (a) = 0 (E.14)

et dont les temps de relaxation sont définis par :

1

τeq
=

1

τ

(1 +R1R2)

(1 −R1R2)

1

τ1
=

1

τ

2R1(1 +R2)

(1 −R1R2)(1 +R1)

1

τ2
=

1

τ

2R2(1 +R1)

(1 −R1R2)(1 +R2)
(E.15)
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Les fonctions de distributions g+ et g− sont liées aux fonctions g+1 et g−1 par les
relations de changement de base :

g+(z) =
(1 +R1)

(1 −R1R2)
g+1 (z) +

R1(1 +R2)

(1 −R1R2)
g−1 (z) (E.16)

g−(z) =
R2(1 +R1)

(1 −R1R2)
g+1 (z) +

(1 +R2)

(1 −R1R2)
g−1 (z) (E.17)

E.2 Solutions exactes des équations de la nou-
velle représentation

Dans cette section, on calcul les solutions exactes du modèle dans la nouvelle
représentation définie par les équations 7.22, 7.23 et 7.24 dont on rappelle les
expressions :

vz
∂g+1
∂z

+
g+1
τeq

+
g−1
τ1

=
1

τ
(E.18)

−vz
∂g−1
∂z

+
g−1
τeq

+
g+1
τ2

=
1

τ
(E.19)

munies des conditions de bords

g+1 (−a) = 0 et g−1 (a) = 0 (E.20)

Pour résoudre ces équations, on décompose les fonctions de distribution sous
la forme :

g±1 (z) = g±C + g±S (z) (E.21)

Où g±C sont des fonctions constantes indépendantes de z et définie par le système
d’équations : 

g+
C

τeq
+

g−
C

τ1
= 1

τ

g−
C

τeq
+

g+
C

τ2
= 1

τ

(E.22)

et g±S sont des fonctions de z vérifiant :
vz

∂g+
S

∂z +
g+
S

τeq
+

g−
S

τ1
= 0

−vz
∂g−

S

∂z +
g−
S

τeq
+

g+
S

τ2
= 0

(E.23)

Les parties constantes vérifient donc un système d’équations algébriques dont
les solutions s’écrivent :

g+C =
τ2τeq (τ1 − τeq)

τ1τ2 − τ2eq
=

(1 −R1)

(1 +R1)
(E.24)
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g−C =
τ1τeq (τ2 − τeq)

τ1τ2 − τ2eq
=

(1 −R2)

(1 +R2)
(E.25)

où les secondes expressions ont été obtenues en utilisant les expréssions 7.25 de
τeq, τ1 et τ2 en fonction des coefficients de réflexions.

Les composantes g±S s’obtiennent en découplant les équations E.23. En par-
ticulier, celle concernant g+S s’écrit :

v2z
∂2g+S
∂z2

−
(

1

τ2eq
− 1

τ1τ2

)
g+S = 0 (E.26)

On constate alors que :

1

τ2eq
− 1

τ1τ2
=

1

τ2
(E.27)

et g+S s’écrit :
g+S = λ1e

− z
ℓ cos θ + λ2e

z
ℓ cos θ (E.28)

où λ1 et λ2 sont deux constantes d’intégration.

En injectant alors cette solution dans les équations E.23, on trouve l’expres-
sion de g−S :

g−S = λ1

(
τ1
τ

− τ1
τeq

)
e−

z
ℓ cos θ − λ2

(
τ1
τ

+
τ1
τeq

)
e

z
ℓ cos θ (E.29)

En appliquant ensuite les conditions de bords et en remarquant que :

τ1
τ

− τ1
τeq

= −R2
(1 +R1)

(1 +R2)

τ1
τ

+
τ1
τeq

=
(1 +R1)

R1 (1 +R2)
(E.30)

on détermine les expressions de λ1 et λ2 :

λ1 = −

[
(1 −R1) +R1(1 −R2)e−

1
κ cos θ

]
(1 +R1)

(
1 −R1R2e−

2
κ cos θ

) e−
a

ℓ cos θ (E.31)

λ2 =
R1

[
(1 −R2) +R2(1 −R1)e−

1
κ cos θ

]
(1 +R1)

(
1 −R1R2e−

2
κ cos θ

) e−
a

ℓ cos θ (E.32)

Ainsi, les fonctions de distributions g+1 et g−1 s’écrivent :

g+1 =
(1−R1)

(1 +R1)
−

[
(1−R1) +R1(1−R2)e

− 1
κ cos θ

]
(1 +R1)

(
1−R1R2e

− 2
κ cos θ

) e−
(z+a)
ℓ cos θ +

R1

[
(1−R2) +R2(1−R1)e

− 1
κ cos θ

]
(1 +R1)

(
1−R1R2e

− 2
κ cos θ

) e
z−a

ℓ cos θ

(E.33)

g−1 =
(1−R2)

(1 +R2)
+
R2

[
(1−R1) +R1(1−R2)e

− 1
κ cos θ

]
(1 +R2)

(
1−R1R2e

− 2
κ cos θ

) e−
(z+a)
ℓ cos θ −

[
(1−R2) +R2(1−R1)e

− 1
κ cos θ

]
(1 +R2)

(
1−R1R2e

− 2
κ cos θ

) e
z−a

ℓ cos θ

(E.34)

On constate alors qu’en utilisant les relations de changement de représentation
7.20 et 7.21, on retrouve les expressions 7.8 et 7.9 des fonctions de distribution
du modèle standard.
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E.3 Calcul des fonctions de Green

Dans le développement itératif des fonctions de distribution, les fonctions de
Green G+ et G− sont données par l’équations 7.33 qu’on rappelle ici :

±vf cos θ
∂G±(z, z′)

∂z
+
G±(z, z′)

τeq
= δ(z − z′) (E.35)

munies des conditions de bords G±(∓a, z′) = 0. On présente dans ce paragraphe
le calcul de G+.

Cette fonction de Green s’écrit sous la forme :

G+(z, z′) = G+
>(z, z′)Θ (z − z′) +G+

<(z, z′)Θ (z′ − z) (E.36)

où Θ est la fonction de Heaviside.
En injectant cette relation dans E.35, on obtient :

vf cos θ
∂G+

>(z, z′)

∂z
+
G+

>(z, z′)

τeq
= 0 ⇒ G+

>(z, z′) = λ> (z′) e
− z

ℓeq cos θ (E.37)

vf cos θ
∂G+

<(z, z′)

∂z
+
G+

<(z, z′)

τeq
= 0 ⇒ G+

<(z, z′) = λ< (z′) e
− z

ℓeq cos θ (E.38)

avec la condition de saut en z = z′ :

G+
>(z = z′) −G+

<(z = z′) =
1

vf cos θ
(E.39)

La condition de bord s’applique nécessairement à la fonction G+
<, soit :

G+(a, z′) = 0 ⇒ G+
<(a, z′) = 0 ⇒ λ< = 0 ⇒ G+

<(z, z′) = 0 ∀z, z′ (E.40)

La condition de saut donne alors l’expression de G+
> :

G+
>(z, z′) =

1

vf cos θ
e

z′−z
ℓeq cos θ (E.41)

On trouve ainsi l’expression 7.39 de la fonction de Green G+ :

G+(z, z′) =

{
0 −a ≤ z < z′

1
vf cos θ exp

(
(z′−z)
leq cos θ

)
z′ ≤ z ≤ a

(E.42)

La fonction de Green G− s’obtient le même type de calcul mais on peut l’ob-
tenir directement en appliquant la symétrie d’inversion (z → −z) à la fonction
de Green G+. On aboutit alors à l’expression 7.40 de G−.
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sant. Application à l’imagerie des milieux complexes [http ://www.institut-
langevin.espci.fr/Documents-telechargeables]. Laboratoire d’Énergétique
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toire d’Énergétique Moléculaire et Macroscopique, Combustion (EM2C) du
CNRS et de l’ECP. 2003

[206] A. Yaroshevsky et Al, The transition from the ballistic to the diffusive
regime in a turbid medium, Opt. Lett, Vol 36, No 8 (2011)

[207] X. Zhang ; Z. Q. Zhang, Wave transport through thin slabs of random
media with internal reflection : Ballistic to diffusive transition, PRE 66,
016612 (2002)

Transport thermique

[208] M. Xu ; H. Hu, A ballistic-diffusive heat conduction model extracted from
Boltzmann transport equation, Proc. R. Soc. A (2011)

[209] G. Lebon et Al, from ballistic to diffusive regimes in heat transport at
nano-scales, C. R. Mecanique 339, 324-328 (2011)



BIBLIOGRAPHIE 220

[210] S. V. J. Narumanchi et Al, Boltzmann transport equation-based thermal
modeling approaches for hotspots in microelectronics, Heat Mass Transfer
(2006) 42, 478491

[211] J. Zoua ; A. Balandin, Phonon heat conduction in a semiconductor nano-
wire, J. Appl. Phys Vol 89, No 5 (2001)

[212] E. S. Landry ; A. J. H. McGaughey, Effect of film thickness on the thermal
resistance of confined semiconductor thin films, J. Appl. Phys 107, 013521
(2010)

[213] L. Cheng et Al, From Boltzmann transport equation to single-phase-
lagging heat conduction, International Journal of Heat and Mass Transfer
51 (2008) 60186023

[214] M. Grmela et Al, Ballistic-diffusive heat conduction at nanoscale : Generic
approach, PLA 339 (2005) 237245

[215] K. G. Whitney, Momentum and heat conduction in highly ionizable plas-
mas, Physics of Plasmas Vol 6, No 3 (1999)

[216] S. S. Ghai et Al, A novel heat transfer model and its application to infor-
mation storage systems, J. Appl. Phys 97, 10P703 (2004)

[217] F. X. Alvarez ; D. Jou, Memory and nonlocal effects in heat transport :
From diffusive to ballistic regimes, Appl. Phys. Lett 90, 083109 (2007)

[218] D. G. Cahilla et Al, Nanoscale thermal transport, J. Appl. Phys Vol 93,
No 2 (2003)

[219] R. A. Guyer ; J. A. Krumhansl, Solution of the linearized phonon Boltz-
mann equation, PR Vol 148, No 2 (1966)

[220] R. A. Guyer ; J. A. Krumhansl, Thermal Conductivity, Second sound and
phonon hydrodynamic phenomena in nonmetallic crytals, PR Vol 148, No
2 (1966)

[221] R. Prashera, Generalized equation of phonon radiative transport, Appl.
Phys. Lett Vol 83, No 1 (2003)

[222] D. Joua et Al, A phenomenological scaling approac, Applied Mathematics
Letters 18 (2005) 963967

[223] X. Lu, Approximate analytical models for estimation of the size-dependent
thermal conductivity of nanoporous Si wires in the longitudinal direction,
J. Appl. Phys 109, 044310 (2011)

[224] X. Lu et Al, Size effect on the thermal conductivity of nanowires, J. Appl.
Phys Vol 91, No 3 (2002)

[225] G. Chena ; M. Neagu, Thermal conductivity and heat transfer in super-
lattices, Appl. Phys. Lett. 71, No 19 (1997)

[226] R. Venkatesh et Al, Thermal resistance of metal nanowire junctions in the
ballistic regime, PRB 83, 115425 (2011)

[227] J. Ordonez-Miranda et Al, A constitutive equation for nano-to-macro-
scale heat conduction based on the Boltzmann transport equation, J. Appl.
Phys 109, 084319 (2011)

[228] F. X. Alvarez ; D. Jou, Size and frequency dependence of effective thermal
conductivity in nanosystemes, J. Appl. Phys 103, 094321 (2008)



BIBLIOGRAPHIE 221

[229] F. X. Alvarez et Al, Phonon hydrodynamics and phonon-boundary scat-
tering in nanosystems, J. Appl. Phys 105, 014317 (2009)

[230] G. Chen, Ballistic-Diffusive Heat-Conduction Equations, PRL 86, No 11
(2001)

[231] A. A. Joshi ; A. Majumdar, Transient ballistic and diffusive phonon heat
transport in thin films, J. Appl. Phys 74 (1) (1993)

[232] A. Majumdar, Microscale heat conduction in dielectric thin films, Journal
of heat transfer, Vol 115/7 (1993)

[233] J. Wang ; J. S. Wang, Carbon nanotube thermal transport : Ballistic to
diffusive, Appl. Phys. Lett 88, 111909 (2006)

[234] T. Y. Hsieh1 ; J. Y. Yang, Thermal conductivity modeling of circular-wire
nanocomposites, J. Appl. Phys 108, 044306 (2010)

[235] W. Liu ; M. Asheghia, Phonon boundary scattering in ultrathin single
crystal silicon layers, Appl. Phys. Lett Vol 84, No 19 (2004)

[236] X. Lüa, Analytical model for the boundary scattering phonon mean free
path and thermal conductivity of nanowire heterostructures, Appl. Phys.
Lett 96, 243109 (2010)

[237] H. Zhao ; J. B. Freund, Phonon scattering at a rough interface between
two fcc lattices, J. Appl. Phys 105, 013515 (2009)

[238] E. T. Swartz ; R. O. Pohl, Thermal boundary resistance, Reviews of Mo-
dern Physics Vol 61, No 3 (1989)

[239] S. Lepria et Al, Thermal conduction in classical low dimensional lattices,
Physics Reports 377 (2003)

[240] D. D. Joseph ; L. Preziosi, Heat Waves, Reviews of Modern Physics Vol
61, No 1 (1989)

Ouvrages
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