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Index des notations

E : Ensemble fini ou dénombrable (E = {0, . . . , s} ou E = N selon le cas).
|E| : Cardinal de l’ensemble E, si E est fini.
P : Probabilité sur (E,P(E)), où P(E) désigne l’ensemble des parties de E.
U : Loi uniforme sur E.
M1(E) : Ensemble des probabilités sur (E,P(E)).
M∗1(E) : Ensemble des probabilités de support E, soit
M∗1(E) = {P ∈M1(E) : P (i) > 0, i ∈ E}.
M(1)

1 (E) : Ensemble des probabilités de support E possédant un unique mode.
S(P ) : Entropie de Shannon de P , soit S(P ) = −∑i∈E P (i) logP (i).
K(Q|P ) : Divergence de Kullback-Leibler de Q par rapport à P , soit

K(Q|P ) =
∑
i∈E Q(i) log Q(i)

P (i) .

EkP : Loi escorte de paramètre k associée à P , soit EkP (i) = P (i)k/
∑
j∈E P (j)k, pour tout

i ∈ E.
SK(P, ρ) : Sphère relative à la divergence de Kullback-Leibler centrée en P , de rayon ρ, soit
SK(P, ρ) = {Q ∈ M1(E) : K(Q|P ) = ρ}.
IS(P, s) : Projection au sens de Kullback-Leibler de la probabilité P sur la K-sphère
SK(U, log |E| − s), soit IS(P, s) = infQ∈SK(U,log |E|−s) K(Q|P ).
IM (P, .) : Approximation numérique de IS(P, .) ; voir page 46.
I(s0, s1) :Distance au sens de Kullback-Leibler de la K-sphère SK(U, log |E|−s0) à la K-sphère
SK(U, log |E| − s1), soit I(s0, s1) = infQ∈SK(U,log |E|−s1) infP∈SK(U,log |E|−s0) K(Q|P ).
P̂n : Loi empirique sur E associée à un n-uplet de variables aléatoires X1, . . . , Xn indépen-

dantes de loi P , soit P̂n(i) = 1
n

∑
k∈E 11{Xk=i}, pour tout i ∈ E.

Ŝn : Estimateur par plug-in de S(P ) construit à partir de n variables aléatoires indépendantes
de loi P , soit Ŝn = S(P̂n).

X = (Xt)t∈R+ : Processus markovien de sauts (PM) homogène et régulier d’espace d’état E.
Y = (Yn)n∈N : Suite des états visités par le processus X.
∆ = (∆n)n∈N : Suite des temps de séjour du processus X en les Yn.
A : Générateur infinitésimal du processus X.
G : Ensemble des générateurs ergodiques sur E.
Π : Fonction qui à un processus de générateur A ∈ G associe sa loi stationnaire P = Π(A),

soit Πi(A) = ci,i(A)∑
j∈E
cj,j(A)

, où ci,i(A) est le (i, i)-ème cofacteur de A.

Z = (Zn)n∈N : Suite des états de X aux instants nη, pour n ∈ N et η > 0.
Pdis : Matrice de transition de la chaîne Z, soit Pdis = exp(ηA).
H(X) : Taux d’entropie d’un PM ergodique à espace d’état fini ; voir page 33.
ÂT , Âck, Â

d
n : Estimateurs du générateur A d’un PM ergodique construits à partir de l’ob-

servation, respectivement d’une trajectoire du processus, de k trajectoires indépendantes
censurées par des temps d’observation indépendants de même loi, ou à partir d’observations
discrètes équiréparties.
P̂T , P̂ ck , P̂ dn : Estimateurs par plug-in de la loi stationnaire d’un PM, soit P̂T = Π(AT ),
P̂ ck = Π(Ack) et P̂ dn = Π(Âdn).
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P̂T,emp : Estimateur empirique de la loi stationnaire d’un PM ergodique.
ĤT , Ĥck, Ĥ

d
n : Estimateurs par plug-in du taux d’entropie d’un PM ergodique d’espace d’état

fini.
λ, µ : Intensités moyennes d’arrivée et de départ dans une file d’attente.
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Introduction

On étudie l’estimation de l’entropie d’une probabilité à partir d’observations indépendantes
ou markoviennes, et du taux d’entropie d’un processus markovien de sauts, à partir d’observa-
tions continues ou discrètes. Plusieurs problèmes connexes sont traités, certains en amont de
l’estimation, comme l’étude de la géométrie de la divergence de Kullback-Leibler en lien avec la
transformation escorte. D’autres, apparaissent comme des applications des résultats d’estima-
tion obtenus. On construit ainsi des tests sur le niveau d’entropie d’une probabilité, à partir d’un
principe de grandes déviations pour la suite des estimateurs empiriques de l’entropie d’une suite
de variables indépendantes. On étudie également quelques propriétés en lien avec l’estimation
de l’entropie et du taux d’entropie des files d’attente modélisées par des processus de naissance
et de mort.

L’entropie d’une loi de probabilité

Shannon [57] adapte le concept d’entropie, introduit par Boltzmann et Gibbs en thermody-
namique, aux probabilités, et introduit l’entropie d’une probabilité afin de mesurer la quantité
d’information – ou l’incertitude – d’une source d’information : si E est un ensemble fini, et P
une probabilité sur E, l’entropie de P , dite entropie de Shannon, est donnée par

S(P ) = −
∑

i∈E
P (i) logP (i),

avec la convention 0 log 0 = 0. Shannon établit, entre autres, que l’entropie d’une probabilité
P représente le taux de compression optimal d’une source sans mémoire de loi P , ou encore la
capacité de transmission d’une source d’information émettant des lettres indépendantes selon une
loi P à travers un canal. La définition d’entropie est étendue par Shannon [57] et Kolmogorov [44]
aux probabilités à support dénombrable ou continu.

Kullback et Leibler [45] introduisent la divergence d’une probabilité Q par rapport à une
autre probabilité P , toutes deux définies sur un même ensemble fini E, en posant

K(Q|P ) =
∑

i∈E
Q(i) log

Q(i)
P (i)
,

avec les conventions 0 log(0/x) = 0, 0 log(0/0) = 0 et x log(x/0) = +∞, pour tout x ∈]0, 1].
La divergence de Kullback-Leibler, ou information de Kullback-Leibler entre Q et P , mesure
l’incertitude introduite lorsque la loi P régissant un phénomène aléatoire est remplacée par la
loi Q.

Notons que
S(P ) = log |E| −K(P |U) = S(U)−K(P |U),

où U désigne la loi uniforme sur E et |E| désigne le nombre d’éléments de E. Ainsi, en mo-
délisation statistique, lorsqu’aucune information n’est connue a priori sur la loi du phénomène
observé, choisir la probabilité qui maximise l’entropie permet de privilégier la loi qui coïncide le
mieux avec les observations en utilisant toute l’information qu’elles fournissent. Cette méthode
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d’estimation, appelée méthode du maximum d’entropie, introduite par Jaynes [40], recouvre la
méthode du maximum de vraisemblance dans le cas paramétrique ; voir Dacunha-Castelle et
Duflo [20], chapitre 7.3.

Géométrie liée à l’information de Kullback-Leibler

La divergence de Kullback-Leibler n’est pas mathématiquement une distance : elle n’est pas
symétrique et ne satisfait pas l’inégalité triangulaire. Elle induit cependant une géométrie sur
l’ensembleM1(E) des probabilités sur un ensemble fini E. Csiszár [18] est le premier à étudier
cette géométrie. Il montre que la divergence induit une notion d’orthogonalité et calcule la
projection, relativement à la divergence, d’un probabilité sur certains hyperplans.

Plus tard, Sgarro [56] formalise l’aspect géométrique de la divergence de Kullback-Leibler
en munissant l’ensembleM∗1(E) des probabilités de E chargeant tous les éléments, d’une struc-
ture d’espace vectoriel pour laquelle la divergence de Kullback-Leibler possède des propriétés
similaires au carré d’une norme.

Pour une probabilité P ∈M∗1(E)\{U}, la droite relative à cette structure d’espace vectoriel
passant par U et P est l’ensemble {EkP , k ∈ R}, où la probabilité EkP est définie par

EkP (i) =
P (i)k∑
j∈E P (j)k

, i ∈ E.

Introduites par Beck et Schlögl [8] sous le nom de lois escortes dans le cadre de la théorie
du chaos, les probabilités EkP , k ∈ R, associées à P , apparaissent également dans la théorie
de l’information en lien avec l’entropie de Rényi (voir Bercher [9]). Des détails importants du
phénomène étudié apparaissent souvent plus clairement en considérant l’une des lois escortes
plutôt que la loi elle-même (voir Tsallis [60]).

L’aspect privilégié ici est l’aspect géométrique. Les lois escortes sont les projections de P
relativement à la divergence de Kullback-Leibler, sur les sphères relatives à la divergence, centrées
en la loi uniforme. Précisément, le résultat suivant est établi dans la partie 2.1.1 du chapitre 2.

Théorème (Théorème 2.1, chapitre 2, page 40). Soit P une probabilité de support fini E. Soient
p∗ = maxi∈E P (i) et m = |{i ∈ E : P (i) = p∗}| le nombre de modes de P . Soient S(P ) l’entropie
de P et s ∈ R. Alors

inf
Q∈S−1(s)

K(Q|P ) =






K(EkP |P ) si s ∈] logm, log |E|], avec k > 0 tel que S(EkP ) = s,
− log p∗ − s si s ∈ [0, logm],
+∞ sinon.

(1)
On note IS(P, s) = infQ∈S−1(s) K(Q|P ) la divergence entre P et la sphère relative à la divergence
de Kullback-Leibler, centrée en la probabilité uniforme et de rayon log |E| − s.

Expliciter IS(P, s) pour s ∈] logm, log |E|] nécessite de résoudre en k > 0, l’équation S(EkP ) =
s, ce qui ne semble pas possible analytiquement. On établit plusieurs propriétés des lois escortes
en lien avec l’entropie dans le chapitre 2, prouvant ainsi que la fonction k 7→ S(EkP ) est une
bĳection de R∗+ sur ] logm, log |E|[, plusieurs fois continûment dérivable. On peut alors facilement
résoudre numériquement l’équation S(EkP ) = s, puis construire une approximation IM (P, .) de
IS(P, .), en interpolant linéairement les solutions approchées des M équations

S(EkP ) = sk, k = 1, . . . ,M, (2)

où les points sk, k = 1, . . . ,M , sont équidistribués le long de l’intervalle ] logm, log |E|[, soit
sk = (log |E| − logm)k/(M + 1). L’approximation obtenue est suffisamment précise pour pou-
voir remplacer IS(P, .) par IM (P, .) dans la plupart des applications, sans perte de précision
significative.
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Par ailleurs, la divergence de Kullback-Leibler entre deux niveaux d’entropie S−1(s0) et
S−1(s1) est également déterminée. Précisément, il est établi numériquement que, pour tous
niveaux d’entropie s0, s1 ∈ [0, log |E|], la distance au sens de la divergence de Kullback-Leibler,
entre les sphères S−1(s0) = {P ∈ M1(E) : S(P ) = s0} et S−1(s1) = {Q ∈ M1(E) : S(Q) = s1},
définie par

I(s0, s1) = inf
P∈S−1(s0)

inf
Q∈S−1(s1)

K(Q|P ), (3)

est atteinte pour l’une des |E| probabilités P possédant un unique mode de poids p et les autres
valeurs de même poids (1 − p)/(|E| − 1), où p est l’unique solution de l’équation

−p log p− (1− p) log
1− p
|E| − 1

= s0.

De plus, I(s0, s1) = K
(
EkP |P

)
, où k est tel que S(EkP ) = s1.

Estimation de l’entropie d’une probabilité à partir d’obser-
vations indépendantes

L’estimation de l’entropie d’une probabilité P à partir d’un échantillon de n variables aléatoi-
res indépendantes X1, . . . , Xn de loi commune P a été étudiée dès les années 1950. Basharin [7]
déduit de la loi des grands nombres que l’estimateur par plug-in de S(P ), égal à l’entropie S(P̂n)
de la probabilité empirique associée aux observations, c’est-à-dire, P̂n(i) = 1

n

∑n
k=1 11{Xk=i},

converge presque sûrement vers S(P ) lorsque n tend vers l’infini. Zubkov [67] et Harris [39]
établissent respectivement que l’erreur d’estimation S(P ) − S(P̂n) converge en loi à vitesse

√
n

vers une loi normale si P n’est pas uniforme, et à vitesse 2n vers une somme de variables de
loi χ2(1) lorsque P est uniforme. Leur démonstration est basée sur le fait que l’estimation de
l’entropie à partir d’observations indépendantes est un cas particulier d’un schéma d’observation
plus complexe. Toutefois, la référence à ce « schéma d’observation plus complexe » donnée par les
auteurs reste inaccessible aux non-russophones... Par souci d’exhaustivité, les bonnes propriétés
asymptotiques de S(P̂n) énoncées dans le théorème suivant, sont (re)démontrées dans la partie 2.2
du chapitre 2.

Théorème (Théorème 2.2, chapitre 2, page 49). Soit P une probabilité sur l’ensemble fini E.
L’estimateur par plug-in Ŝn = S(P̂n) défini à partir d’un n-échantillon de P converge presque

sûrement vers S(P ) lorsque le nombre d’observations n tend vers l’infini. De plus,
– si P n’est pas uniforme, alors

√
n(Ŝn−S(P )) converge en loi vers une loi normale centrée

de variance

Σ2
S =

N∑

i=1

[
log

P (i)

1−∑Nj=1 P (j)

]2

P (i)[1 − P (i)];

– si P est uniforme, disons P = U , alors 2n[Ŝn−S(U)] converge vers
∑
i∈E βiYi, où βi ∈ R

pour tout i ∈ E et les variables Yi sont indépendantes, de loi χ2(1).

Principe de grandes déviations

Il est bien connu, voir Sanov [55], que la suite des lois empiriques (P̂n)n∈N∗ associée à une
suite de variables aléatoires indépendantes de loi commune P , satisfait un principe de grandes
déviations sur M1(E) de vitesse n et gouverné par la bonne fonction de taux K(.|P ). Précisé-
ment, pour toute partie A deM1(E), mesurable et d’intérieur non vide, on a

P

(
P̂n ∈ A

)
≤ (n+ 1)|E|+1 exp

(
−n inf
Q∈A

K(Q|P )
)
,

11



INTRODUCTION

où A désigne l’adhérence de A ; de plus, la décroissance exponentielle donnée à droite est optimale
dans le sens où

lim
n→+∞

1
n

log P

(
P̂n ∈ A

)
= − inf

Q∈A
K(Q|P ).

Ainsi, la probabilité pour que la loi empirique s’écarte de son comportement moyen décroît
exponentiellement vite avec le défaut d’information.

Dans la partie 2.1 du chapitre 2, le principe de grandes déviations suivant est établi pour la
suite des estimateurs empiriques S(P̂n) de l’entropie de P , en appliquant le théorème de Sanov
à la famille d’événements A = S−1(]−∞, s]), s ∈ R.

Théorème (Théorème 2.3, chapitre 2, page 50). La suite des estimateurs {Ŝn : n ≥ 1} de
l’entropie S(P ) de P construits à partir d’observations indépendantes de loi commune P , satisfait
le principe de grandes déviations sur R, de vitesse n et gouverné par la bonne fonction de taux
IS(P, .) donnée par (1). Précisément, pour tout borélien A de R d’intérieur non vide,

lim
n→+∞

1
n

log P(Ŝn ∈ A) = − inf
s∈A
IS(s),

où A désigne l’adhérence de A.

Ainsi, la bonne fonction de taux gouvernant le principe de grandes déviations de la suite des
estimateurs empiriques de l’entropie de P est la projection de P sur les sphères relativement à la
divergence de Kullback-Leibler, centrées en la loi uniforme. Le théorème précédent met en lien le
comportement asymptotique de l’estimateur Ŝn de S(P ) avec la géométrie de Kullback-Leibler
et les lois escortes associées à P .

Ce principe de grandes déviations est appliqué au calcul des bornes explicites pour la proba-
bilité des événements (S(P̂n) > S(P ) + ǫ) et (S(P̂n) < S(P ) − ǫ), pour ǫ > 0. Ces bornes sont
obtenues en remplaçant IS(P, .) par son approximation IM (P, .). On montre dans le théorème 2.4
de la partie 2.4.1 du chapitre 2, que la perte de précision consécutive à cette substitution est
négligeable pourvu que la résolution numérique des équations (2) soit suffisamment fine.

Test du niveau d’entropie d’une probabilité

En compression de données, l’entropie d’une probabilité P sur l’alphabet du message à en-
coder est la borne inférieure du nombre de bits moyen par symbole nécessaire pour encoder
une suite de lettres indépendantes de l’alphabet (voir Cover et Thomas [16], chapitres 5 et 12).
Plusieurs algorithmes, tels que le codage de Huffman, atteignent asymptotiquement cette borne,
pourvu que P soit connue. Si P est inconnue, des codes de compression universels, tels que
l’algorithme de Lempel-Ziv, permettent de compresser de manière à ce que, asymptotiquement,
le nombre moyen de bits par lettre n’excède pas s bits, pourvu que l’entropie de P soit plus
petite que s. Il est alors nécessaire de décider, en fonction de la suite des lettres indépendantes
observées, si S(P ) < s ou non. On peut prendre une telle décision en testant le niveau d’entropie
de P .

Dans la partie 2.4.2 du chapitre 2, on construit des tests du niveau d’entropie d’une loi P ,
dont les régions de rejet sont obtenues en supposant que l’approximation IM (P, .) de la fonction
de taux est supérieure à un seuil explicite, dépendant du nombre d’observations. Une majoration
des erreurs de première et seconde espèces est établie dans le théorème suivant.

Théorème (Théorème 2.5, chapitre 2, page 54). Soit (X1, . . . , Xn) un n-échantillon de la loi
P de support fini E, telle qu’il existe δ > 0 pour lequel P (i) > δ et |P (i)− P (j)| > δ, pour tous
i, j ∈ E. Soient IS(P, .) la bonne fonction de taux gouvernant le principe de grandes déviations
de Ŝn = S(P̂n) donnée par (1) et IM (P, .) son approximation construite à partir de M points
équirépartis sur l’intervalle ]0, log |E|[, selon la méthode décrite par la proposition 2.1.
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1. Soit T̃1 le test de H0 : S(P ) = s0 contre H1 : S(P ) = s1, dont la région de rejet est C̃1 =
{xn : IM (Pn, Ŝn) ≥ δn + 3

M }, où Pn est la probabilité P telle que I(s0, Ŝn) = K(EkPn |Pn)
et δn = (|E|+ 1)log(n+ 1)/n.

L’erreur de première espèce de T̃1 vérifie α̃1
n ≤ 1/(n+ 1). Son erreur de seconde espèce β̃1

n

vérifie

lim sup
n→∞

1
n

log β̃1
n ≤ −I(s0, s1),

où I(s0, s1) est donnée par (3).

2. Soit T̃2 le test de H0 : S(P ) < s0 contre H1 : S(P ) ≥ s0, dont la region de rejet est
C̃2 = {xn : IM (P̃ , Ŝn) ≥ δn + 3

M } si Ŝn > s0, et l’ensemble vide si Ŝn ≤ s0. Son erreur de
première espèce vérifie α̃2

n ≤ 1/(n+ 1).

Entropie et taux d’entropie d’un processus de Markov, dis-
cret ou continu

La notion d’entropie en tant que mesure de l’information peut être étendue aux suites de
variables aléatoires et aux processus stochastiques. Pour simplifier, on désigne ici par processus
toute famille X = (Xt)t de variables aléatoires, indéxée par N ou R+. Une première approche
consiste à étudier l’entropie S(Xt) de chaque coordonnéeXt de X. Si le processus est stationnaire,
ses lois marginales sont égales à une loi commune P dite loi stationnaire, et leurs entropies sont
alors égales à S(P ), qui mesure la quantité d’information du processus à chaque instant. Lorsque
le processus n’est pas stationnaire, les entropies marginales peuvent être distinctes et l’étude de
la quantité d’information du processus à chaque instant devient beaucoup plus compliquée.

Pour des processus ergodiques, on peut considérer la loi asymptotique, qui décrit le com-
portement asymptotique du processus. L’entropie de cette loi mesure la quantité d’information
du processus à l’équilibre, c’est-à-dire, lorsque celui-ci se stabilise à son comportement asymp-
totique. Elle ne tient cependant pas compte de l’incertitude avant l’équilibre, contrairement au
taux d’entropie du processus, qui est une mesure de l’incertitude moyenne du processus par unité
de temps, et prend en compte l’ensemble du comportement du processus.

Précisément, le taux d’entropie d’une suite X = (Xn)n∈N de variables aléatoires à valeurs
dans un ensemble E fini, est la limite, si elle existe,

H(X) = lim
n→+∞

S(X1, . . . , Xn)
n

.

Par additivité de l’entropie de Shannon, le taux d’entropie d’une suite de variables aléatoires
indépendantes de loi commune P est égal à l’entropie S(P ) de P . Lorsque X = (Xn)n∈N est une
chaîne de Markov ergodique et apériodique, le taux d’entropie existe et s’exprime explicitement
en fonction de la matrice de transition P = (P(i, j))(i,j)∈E2 de la chaîne et de sa loi asymptotique
P . Précisément,

H(X) = −
∑

i∈E
P (i)

∑

j∈E
P(i, j) log P(i, j). (4)

Notons que si la loi asymptotique P est la loi initiale de la chaîne, alors toutes les coordonnées
Xn sont de loi P , de sorte que les entropies marginales et l’entropie asymptotique sont égales.

De même, pour un processus X = (Xt)t∈R+ à temps continu, l’entropie partielle ST (X) du
processus X(T ) = (Xt)t∈[0,T ] tronqué à l’instant T > 0, est définie par

ST (X) = −
∫
fX(T )

log fX(T )
dµT ,

où fX(T )
est la densité de la loi PX(T )

de X(T ) par rapport à la restriction µT à E[0,T ] d’une
mesure de référence µ définie sur (ER+ ,P(E)R+) ; le taux d’entropie H(X) du processus est la
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limite, si elle existe,

H(X) = lim
T→+∞

1
T
ST (X).

Plusieurs auteurs ont étudié le taux d’entropie de processus à temps continu, et ont montré
son existence pour des processus ergodiques, sous des conditions d’intégrabilité additionnelles
sur le processus et la mesure de référence (voir Girardin [32] pour une synthèse historique des
différents résultats existants).

Parmi les processus ergodiques admettant un taux d’entropie, les processus markoviens de
sauts sont des exemples particulièrement intéressants. Ces processus satisfont la propriété de
Markov, selon laquelle l’état futur du processus conditionnellement à tout le passé, ne dépend
que du présent. Précisément, pour tout t ∈ R+, tout h > 0 et pour toutes familles 0 ≤ t1 <
· · · < tr = t et i1, . . . , ir ∈ E, j ∈ E,

P(Xt+h = j|Xt = ir, Xtr−1 = ir−1, . . . , Xt1 = i1) = P(Xh = j|X0 = ir).

Un tel processus s’identifie à son historique, c’est-à-dire à la suite ((Yn,∆n))n∈N, où (Yn)n
désigne la suite des états visités par le processus et (∆n)n la suite des temps de séjour successifs
en chacun des états. Le comportement d’un processus markovien de sauts est caractérisé par son
générateur infinitésimal A = (A(i, j))(i,j)∈E2 , dont les coefficients sont les vitesses moyennes de
passage d’un état à un autre. Lorsqu’il existe une succession de vitesses A(ir, ir+1), r ∈ N, non
nulles permettant de relier tout état i à tout autre état j, le processus est ergodique et possède
une loi asymptotique P qui est un vecteur propre de A associé à la valeur propre 0. Précisément,

P (i) = Πi(A) =
ci,i(A)∑
j∈E cj,j(A)

, i ∈ E, (5)

où ci,i(A) est le (i, i)ème cofacteur de A (voir Albert [1]). L’entropie asymptotique du processus
est alors également une fonction explicite de A ; précisément

S(P ) = S(A) = −
∑

i∈E

ci,i(A)∑
j∈E cj,j(A)

log
ci,i(A)∑
j∈E cj,j(A)

. (6)

Albert [1] construit une mesure µ dominant toute restriction X(T ) = (Xt)t∈[0,T ] d’un proces-
sus markovien de sauts X = (Xt)t∈R+ à un intervalle de temps fini [0, T ] par l’intermédiaire de
l’identification de X à son historique. Il calcule explicitement la densité fX(T )

correspondante.
Bad Dumitrescu [6] prouve que le taux d’entropie d’un processus markovien de sauts ergodique
à espace d’état fini existe pour cette mesure de référence µ et en donne une expression explicite,
en fonction du générateur et de la loi asymptotique. Précisément,

H(X) = −
∑

i∈E
P (i)

∑

j 6=i
A(i, j) log A(i, j) +

∑

i∈E
P (i)

∑

j 6=i
A(i, j).

Grâce à (6), cette expression fournit une expression explicite de H(X) en fonction du générateur :

H(X) = H(A) = −
∑

i∈E

ci,i(A)∑
j∈E cj,j(A)

∑

j 6=i
A(i, j) log A(i, j) +

∑

i∈E

ci,i(A)∑
j∈E cj,j(A)

∑

j 6=i
A(i, j). (7)

Estimation de l’entropie d’une loi à partir d’observations
markoviennes

Très peu de résultats existent sur l’estimation de l’entropie d’une loi à partir de données
dépendantes. Gao et al. [30] calculent plusieurs estimateurs de l’entropie de la loi stationnaire
de suites stationnaires, en utilisant l’algorithme de compression universel de Ziv-Lempel [66]
et la méthode des arbres de contextes pondérés. La convergence presque sûre des estimateurs
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est établie. Les hypothèses très faibles sur les suites considérées ne permettent pas aux auteurs
d’établir les lois asymptotiques des estimateurs.

Ciuperca et Girardin [15] prouvent que l’entropie S(P̂n) de la loi empirique P̂n associée à
l’observation des n premiers termes d’une chaîne de Markov ergodique et apériodique, de loi
asymptotique P , converge presque sûrement vers S(P ). De plus, la loi asymptotique de S(P̂n)
est calculée explicitement grâce à la méthode delta.

À notre connaissance, aucun résultat sur l’estimation de l’entropie d’une loi à partir d’obser-
vations continues ou discrètes d’un processus à temps continu n’existe dans la littérature. Dans
le chapitre 3, on construit plusieurs estimateurs de l’entropie d’une loi P à partir de l’observa-
tion d’un processus markovien de sauts X = (Xt)t∈R+ ergodique d’espace d’état fini et de loi
asymptotique P . Trois schémas d’observation sont discutés selon que le processus est observé
continûment au cours d’une longue trajectoire, au cours de plusieurs trajectoires indépendantes
censurées par des temps d’observation indépendants, ou qu’il est observé en des temps discrets
équidistants. Dans les trois cas, l’entropie de la loi asymptotique P est estimée par l’image par
la fonction S donnée par (6), d’estimateurs de P ; on parle d’estimation par plug-in (il n’y pas
d’équivalent en français pour cette expression). Les estimateurs de P sont eux-mêmes obtenus
par plug-in en injectant des estimateurs du générateur A du processus dans la fonction Π donnée
par (5), ou empiriquement, en calculant la proportion du temps passé en chaque état.

Albert [1] calcule l’estimateur du maximum de vraisemblance ÂT de A à partir de l’observa-
tion d’une trajectoire jusqu’à un instant T > 0 et établit les bonnes propriétés asymptotiques de
ÂT lorsque T tend vers l’infini. La fonction Π étant régulière, l’estimateur Π(ÂT ) de P , obtenu
par plug-in, en injectant l’estimateur ÂT dans la fonction Π, hérite des propriétés asymptotiques
de ÂT . La proposition suivante, démontrée dans la partie 3.1.1 du chapitre 3, établit la forte
consistance de Π(ÂT ) et sa normalité asymptotique.

Proposition (Proposition 3.1, chapitre 3, page 67). L’estimateur par plug-in P̂T = Π(ÂT ) de
P , obtenu à partir d’une trajectoire observée jusqu’à l’instant T > 0, converge presque sûrement
vers P lorsque T tend vers l’infini et

√
T (P̂T − P ) converge en loi vers une loi normale centrée

de variance Σ2
P,c,1 = DΠ(A).Σ2

A,c,1.DΠ(A)t, où Σ2
A,c,1 est diagonale, de coefficients diagonaux

Σ2
A,c,1((i, j), (i, j)) = A(i, j)/P (i).

De plus, la différentielle DΠ(A) est non nulle, de sorte que la loi asymptotique de
√
T (P̂T−P )

n’est pas dégénérée et la vitesse de convergence est optimale.

Le comportement asymptotique et le temps de calcul de l’estimateur par plug-in Π(ÂT ) sont
comparés à ceux de l’estimateur empirique P̂T,emp = (

∫ T
0 11{Xt=i})i∈E . La forte consistance de

P̂T,emp est une conséquence immédiate de l’ergodicité du processus. Taga [59] établit la normalité
asymptotique de chaque coordonnée. Toutefois, la loi asymptotique du vecteur

√
T (P̂T,emp−P )

reste indéterminée, ce qui constitue un obstacle pour son utilisation pour une estimation par
plug-in de l’entropie de la loi stationnaire. Par ailleurs, le calcul de l’estimateur pas plug-in P̂T
nécessite le calcul de cofacteurs ; la complexité en temps de calcul de l’estimateur par plug-in,
quoique polynômiale en fonction du nombre d’états et du temps d’observation, est moins bonne
que celle de l’estimateur empirique, dont le temps de calcul dépend linéairement du nombre
d’états et du temps d’observation.

Chiquet et Limnios [14] établissent les bonnes propriétés asymptotiques de l’estimateur du
maximum de vraisemblance Âck de A obtenu à partir de l’observation de k trajectoires indépen-
dantes, censurées par des temps d’observation T1, . . . , Tk indépendants entre eux et indépendants
des trajectoires.

Proposition (Proposition 3.2, chapitre 3, page 72). L’estimateur par plug-in P̂ ck = Π(Âck)
de P construit à partir de k trajectoires indépendantes censurées par une suite (Tl)l∈N∗ de
variables indépendantes et de même loi ν, converge presque sûrement vers P lorsque k tend
vers l’infini et

√
k(P̂ ck − P ) converge en loi vers une loi normale centrée de variance Σ2

P,c,m =
DΠ(A).Σ2

A,c,mDΠ(A)t, où Σ2
A,c,m est diagonale de coefficients diagonaux Σ2

A,c,m((i, j)(i, j)) =
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A(i, j)
(∫

R+

∫ t
0 P (Xu = i)dudν(t)

)
.

De plus, la différentielle DΠ(A) est non nulle, de sorte que la loi asymptotique de
√
k(P̂ ck−P )

n’est pas dégénérée et que la vitesse de convergence est optimale.

Lorsque le processus est observé en des temps discrets, la suite des observations forme une
chaîne de Markov dont la matrice de transition est P = exp(ηA), où η est la période constante
entre deux observations. Lorsque la matrice P induit un unique générateur A tel que P =
exp(ηA), c’est-à-dire lorsque P admet un unique logarithme, Baldt et Sørensen [11] établissent
les bonnes propriétés asymptotiques de l’estimateur Âdn = exp−1(P̂n)/η, où P̂n est l’estimateur
du maximum de vraisemblance de P. L’estimateur P̂ dn = Π(Âdn) de la loi asymptotique P du
processus est alors fortement consistant et asymptotiquement normal, comme énoncé ci-dessous.

Proposition (Proposition 3.4, chapitre 3, page 74). L’estimateur par plug-in P̂ dn = Π(Âdn)
de P , construit à partir de n observations équiréparties X0, . . . , Xη(n−1), vérifie les propriétés
suivantes.

1. La probabilité que P̂ dn soit bien défini tend vers 1 lorsque n tend vers l’infini, pourvu que
exp(ηA) admette un unique logarithme.

2. Lorsque P̂ dn est bien défini, c’est un estimateur fortement consistant de P et
√
n(P̂ dn − P )

est asymptotiquement normal de variance asymptotique Σ2
P,d = DΠ(A).Σ2

A,d.DΠ(A)t, où
Σ2

A,d est une fonction explicite de l’information de Fisher de P.

De plus, la différentielle DΠ(A) est non nulle, de sorte que la loi asymptotique de
√
n(P̂ dn−P )

n’est pas dégénérée et que la vitesse de convergence est optimale.

Les estimateurs par plug-in ŜT,emp = S(P̂T,emp), ŜT = S(P̂T ), Ŝck = S(P̂ ck ) et Ŝdn = S(P̂ dn ) de
l’entropie de P sont fortement consistants. La nature de leur loi asymptotique, obtenue grâce à
la méthode delta généralisée présentée dans la partie 1.3.1 du chapitre 1, dépend de l’annulation
ou non de la dérivée de S.

Théorème (Théorème 3.1, chapitre 3, page 75).

1. L’estimateur Ŝdn est bien défini avec probabilité tendant vers 1 lorsque n tend vers l’infini,
pourvu que exp(ηA) admette un unique logarithme.

2. Les estimateurs ŜT , ŜT,emp, Ŝck et Ŝdn sont fortement consistants.

3. Si la différentielle DS(A) n’est pas nulle, alors
√
T (ŜT −S(P )),

√
k(Ŝck−S(P )) et

√
n(Ŝdn−

S(P )) convergent en loi vers des lois normales centrées, de variances explicites, dépendant
de la différentielle DS(A) et des variances des estimateurs de A.

4. Si DS(A) est nulle, alors 2T (S(P )− ŜT ), 2k([S(P )− Ŝck) et 2n(S(P )− Ŝdn) convergent en
loi vers

∑
i∈E

∑
j 6=i αi,jYi,j lorsque T tend vers l’infini, où les variables Yi,j suivent une

loi χ2(1) et les coefficients αi,j dépendent des variances asymptotiques des estimateurs du
générateur et de la matrice hessienne D2

S.

On établit dans la partie 3.2 du chapitre 3, une condition explicite sur A pour l’annulation
de DS(A) pour les processus à 2 ou 3 états. Précisément, DS(A) est nulle si et seulement si la loi
asymptotique P est uniforme. L’ensemble des générateurs dont la loi asymptotique est uniforme
est explicité.

De manière générale, l’entropie étant maximale pour la loi uniforme, si le processus est
asymptotiquement uniforme, alors la dérivée DS(A) est nulle. Établir la réciproque est difficile,
les nombreuses variables impliquées rendant les calculs inextricables.

Estimation du taux d’entropie d’un processus markovien de
sauts

Ciuperca et Girardin [15] étudient plusieurs estimateurs par plug-in du taux d’entropie d’une
chaîne de Markov X = (Xn)n∈N ergodique et apériodique, obtenus en injectant des estimateurs
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de la matrice de transition P et de la loi asymptotique P de la chaîne dans (4). Les bonnes
propriétés asymptotiques de ces estimateurs sont établies. Girardin et Sesboüé [37] mènent une
étude comparative de ces estimateurs pour des chaînes à deux états.

À notre connaissance, aucun résultat n’existe sur l’estimation du taux d’entropie d’un pro-
cessus markovien de sauts ergodique. Dans la partie 3.3 du chapitre 3, on construit plusieurs
estimateurs par plug-in du taux d’entropie d’un tel processus X, en injectant dans (7), les esti-
mateurs ÂT , Âck et Âdn de son générateur A, précédemment introduits. Le théorème ci-dessous
établit les bonnes propriétés asymptotiques des estimateurs obtenus.

Théorème (Théorème 3.2, chapitre 3, page 79).

1. L’estimateur Ĥdn = H(Âdn) est bien défini avec probabilité tendant vers 1 lorsque n tend
vers l’infini, pourvu que exp(ηA) admette un unique logarithme.

2. Les estimateurs ĤT = H(ÂT ), Ĥck = H(Âck) et Ĥdn = H(Âdn) sont fortement consistants.

3. Si la différentielle DH(A) n’est pas nulle, alors
√
T (ĤT − H(X)),

√
k(Ĥck − H(X)) et√

n(Ĥdn−H(X)) convergent en loi vers des lois normales centrées, de variances explicites,
dépendant de la différentielle DH(A) et des variances asymptotiques des estimateurs de
A.

4. Si DH(A) est nulle, alors 2T (H(X)− ĤT ), 2k[H(X)− Ĥck] et 2n(H(X)− Ĥdn) convergent
en loi vers

∑
i∈E

∑
j 6=i αi,jYi,j lorsque T tend vers l’infini, où les variables Yi,j suivent une

loi χ2 à un degré de liberté et les coefficients αi,j dépendent des variances asymptotiques
des estimateurs du générateur et de la matrice hessienne D2

H.

Une condition explicite sur A pour l’annulation de DH(A) est établie pour les processus
à 2 états. Précisément, DS(A) est nulle si et seulement si les coefficients non-diagonaux du
générateur A(1, 2) et A(2, 1) sont égaux à 1.

Pour des processus markoviens d’espace d’état plus grand, le taux d’entropie est maximal
pour le générateur dont les coefficients non-diagonaux A(i, j), j 6= i, sont égaux à 1 ; voir
Girardin [31]. La dérivée DH(A) est donc nulle pour ces générateurs. Établir la réciproque est
difficile, les nombreuses variables impliquées rendant encore les calculs inextricables.

Application aux files d’attente markoviennes

Tout système prestataire de service nécessite la mise en attente organisée des clients. La
gestion probabiliste de ces files d’attente a pour but de fournir au prestataire et aux clients des
indicateurs numériques sur l’état de la file, tels que la loi du nombre de clients dans la file à
chaque instant ou le temps moyen d’attente d’un client. Lorsque les temps d’arrivée et de service
des clients suivent des lois exponentielles, la file d’attente peut être modélisée par un processus
de Markov à espace d’état fini ou dénombrable (appelés processus de naissance et de mort)
possédant un générateur A de la forme

A =




−λ0 λ0 0
µ1 −µ1 − λ1 λ1

µ2 −µ2 − λ2 λ2

0
. . .

. . .
. . .


 ,

où les coefficients λi et µi+1, i ∈ E, sont les intensités d’arrivée et de départ des clients, en
fonction du nombre de clients dans la file. Les processus de naissance et de mort sont ergodiques
dès que la capacité de service est supérieure à l’intensité d’arrivée des clients, soit dès que
λi < µi+1, pour tout i ∈ E. La loi asymptotique du processus est la loi du nombre de clients
lorsque le système a atteint son équilibre.

Dès lors que la file d’attente est observée, il est nécessaire d’estimer l’entropie de sa loi
asymptotique et son taux d’entropie. Les résultats obtenus dans le chapitre 3 s’appliquent aux
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processus de naissance et de mort modélisant les files d’attente lorsque la capacité d’accueil de
celles-ci est finie. Les différents schémas d’observation présentés dans le chapitre 3 permettent
une estimation adaptée à un large éventail de situations impliquant la mise en attente de clients.
De plus, la relative simplicité des générateurs des processus modélisant les files d’attente, permet
de clarifier le comportement asymptotique des estimateurs de l’entropie de la loi du nombre de
clients dans la file à l’équilibre et du taux d’entropie. Lorsque les intensités d’arrivée et de
départ des clients sont indépendantes du nombre de clients dans la file, c’est-à-dire λi = λ > 0
et µi+1 = µ > 0, pour tout i ∈ E, on montre dans la partie 4.3.1 du chapitre 4 que pour
tout η > 0, la matrice exp(ηA), où A est le générateur du processus de naissance et de mort
associé à la file, admet un unique logarithme. L’estimateur du générateur construit à partir
d’observations discrètes du processus est donc bien défini avec probabilité tendant vers 1 lorsque
le nombre d’observations tend vers l’infini. Le théorème ci-dessous, démontré dans la partie 4.3.2
du chapitre 4, établit le comportement asymptotique explicite des estimateurs par plug-in de
l’entropie de la loi asymptotique et du taux d’entropie d’une file d’attente d’intensités d’arrivée
et de départ λ et µ. Des résultats similaires, présentés dans la partie 4.3.2 du chapitre 4, sont
obtenus pour les files d’attente pour lesquelles les intensités d’arrivée et de départ dépendent
du nombre de clients dans la file. Toutefois, la complexité des calculs ne permet pas toujours
d’expliciter une condition nécessaire à l’annulation des dérivées des fonctions S et H donnant
l’entropie stationnaire et le taux d’entropie du processus en fonction du générateur.

Théorème (Corollaires 4.1 et 4.2, chapitre 3, pages 105 et 107).

1. Les estimateurs par plug-in π̂dn, Ŝ
d
n et Ĥdn de la loi asymptotique P d’une file d’attente

X = (Xt)t∈R+ d’intensités d’arrivée λ et de départ µ constantes avec λ < µ, de son
entropie S(P ) et de son taux d’entropie H(X), construits à partir d’observations discrètes
équidistribuées, sont bien définis avec probabilité convergeant vers 1 lorsque n tend vers
l’infini.

2. Les estimateurs π̂T , π̂ck, π̂
d
n, ŜT , Ŝck et Ŝdn, et ĤT , Ĥck et Ŝdn sont fortement consistants.

3. Les estimateurs π̂T , π̂ck et π̂dn sont asymptotiquement normaux.

4. Si λ 6= µ, ŜT , Ŝck et Ŝdn sont asymptotiquement normaux.

5. Si λ 6= 1 ou µ 6= 1, les estimateurs ĤT , Ĥck et Ĥdn sont asymptotiquement normaux, d’e-
spérance nulle et de variances explicites, fonctions de λ et µ et de la variance asymptotique
des estimateurs de λ et µ.

6. Si λ = µ, les estimateurs ŜT , Ŝck et Ŝdn convergent en loi à vitesses respetives 2T , 2k et 2n
vers une combinaison linéaire de variables de loi χ2(1).

7. Si λ = µ = 1, les estimateurs ĤT , Ĥck et Ĥdn convergent en loi à vitesses respetives 2T , 2k
et 2n vers une combinaison linéaire de variables de loi χ2(1).

Lorsque la capacité d’accueil est infinie, soit E = N, le générateur des files d’attente usuelles
dépend de deux paramètres λ, µ ∈ R∗+. L’estimation par plug-in de l’entropie de la loi asymp-
totique et du taux d’entropie de la file, via l’estimation du générateur, est donc un problème
d’estimation paramétrique. Un certain nombre de références existe concernant l’estimation par
maximum de vraisemblance des paramètres λ et µ relatifs à certaines files d’attente (voir par ex-
emple, Keiding [41]). Toutefois, un traitement plus systématique consiste à appliquer les résultats
d’estimation paramétrique du générateur d’un processus de Markov, obtenus par Billingsley [10]
dans le cas de l’observation continue d’une trajectoire, puis par Dehay et Yao [21] dans le cas
d’observations discrètes du processus. Les auteurs établissent dans les deux cas la consistance et
la normalité asymptotique des estimateurs du maximum de vraisemblance du paramètre, sous
des conditions de régularité sur l’expression du générateur en fonction du paramètre. Ces con-
ditions sont satisfaites dans le cas des processus de naissance et de mort modélisant les files
d’attente étudiées. Les estimateurs par plug-in de la loi du nombre de clients et de son en-
tropie possèdent alors des propriétés asymptotiques similaires, établies dans la partie 4.3.4 du
chapitre 4.
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P. Regnault. Estimation du taux d’entropie d’un processus de Markov. Journées de Statistiques
à Rennes, 2008.

P. Regnault. Entropy estimation forM/M/1 queueing systems. MaxEnt Conference, Chamonix,
2010.

19



INTRODUCTION

20



Chapitre 1

L’essentiel sur les processus de
Markov et l’entropie de Shannon

Dans ce chapitre, sont présentés les résultats indispensables au développement et à la bonne
compréhension des chapitres suivants. Cette présentation aborde les différents thèmes mis en
relation et développés dans les chapitres suivants, en privilégiant leur approche historique et une
présentation intuitive dynamique. Les résultats ne sont pas redémontrés en général mais sont
accompagnés de références précises.

1.1 Ce qu’il faut savoir sur les processus de Markov

Les processus markoviens de sauts sont des processus stochastiques constants par morceaux
dont le comportement futur conditionnellement au passé ne dépend que du présent. Ces processus
vérifient une propriété d’ergodicité sous certaines contraintes sur les vitesses de passage entre les
différents états. En particulier, les processus markoviens de sauts possèdent une loi asymptotique
déterminée par un système d’équations linéaires en les vitesses de passage d’un état à un autre.

1.1.1 Fonction de transition et générateur d’un processus de Markov

Un processus stochastique est une variable aléatoire à valeurs dans l’ensemble des fonc-
tions réelles. Les processus markoviens de sauts sont des processus stochastiques constants par
morceaux, dont le comportement en loi est caractérisé par les vitesses de passage d’un état à un
autre. L’ensemble de ces vitesses est appelé générateur infinitésimal du processus.

Processus de Markov et fonction de transition

Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé. Dans la suite, E désigne un ensemble fini ou dénom-
brable ; pour simplifier on suppose que E = {0, . . . , s} ou E = N, selon que E est fini ou non.
Un processus stochastique X = (Xt)t∈R+ est une variable aléatoire de (Ω,A) dans l’ensemble(
ER+ , C

)
des fonctions de R+ dans E muni de la tribu cylindrique engendrée par toutes les

familles finies de coordonnées Xt1 , . . . , Xtr .
Un processus de Markov est un processus stochastique X = (Xt)t∈R+ dont la valeur dans

l’avenir conditionnellement au passé ne dépend que du présent, vérifiant la propriété de Markov

P(Xt+h = j|At) = P(Xt+h = j|Xt), j ∈ E, t, h ∈ R+, (1.1)

où At désigne la tribu engendrée par les Xu pour u ≤ t.
Comme ER+ est muni de la tribu cylindrique et que E est au plus dénombrable, la propriété

de Markov (1.1) est équivalente à

P(Xt+h = j|Xt1 = i1, ..., Xtr = ir) = P(Xt+h = j|Xt = ir),
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où r ∈ N∗, i1, ..., ir ∈ E, j ∈ E, t, h ∈ R+, t1 < ... < tr = t ∈ R+.
Le processus est dit homogène lorsque l’état du processus dans le futur conditionnellement

au présent ne dépend pas de l’instant t, c’est-à-dire

P(Xt+h = j|Xt = i) = P(Xh = j|X0 = i),

pour tous i, j ∈ E et tous t, h ∈ R+.
La fonction h 7→ (Pi,j(h))(i,j)∈E2 , où Pi,j(h) = P(Xh = j|X0 = i), où h ∈ R+, et i, j ∈ E,

est appelée fonction de transition du processus. Pour tout h ∈ R+ et tout i ∈ E, Pi,.(h) est une
probabilité sur E ; en particulier, on a 0 ≤ Pi,j(h) ≤ 1, pour tout h ∈ R∗+ et tout (i, j) ∈ E2, et∑
j∈E Pi,j(h) = 1. On a évidemment Pi,j(0) = δi,j pour tout (i, j) ∈ E2, où

δi,j =
{

1 si j = i
0 sinon.

Par ailleurs, la formule des probabilités totales donne

Pi,j(h+ h′) =
∑

k∈E
Pi,k(h)Pk,j(h′), (1.2)

pour tous h, h′ ∈ R+ et tous i, j ∈ E. Cette identité fonctionnelle est connue sous le nom
d’identité de Chapman-Kolmogorov.

La fonction de transition d’un processus de Markov détermine, avec la loi initiale α, la loi du
processus. Précisément, pour tout r ∈ N

∗, toutes familles t1 < · · · < tr ∈ R+ et i1, . . . , ir ∈ E et
tout état initial i0 ∈ E,

P(X0 = i0, Xt1 = i1, ..., Xtr = ir) = α(i0)Pi0,i1(t1)...Pir−1,ir (tr − tr−1).

Un processus de Markov est constant entre deux changements d’états. Ses propriétés sont
donc étroitement liées à la suite des temps de séjour, définie par récurrence de la manière suivante.

– On appelle temps du premier saut de X , la variable aléatoire

T1 = inf{t ∈ R+|Xt 6= X0}.

– On définit ensuite les temps de sauts successifs du processus par

Tn+1 = inf{t ≥ Tn|Xt 6= XTn}, n ∈ N
∗.

– Les temps de séjour successifs du processus sont

∆0 = T1 et ∆n = Tn+1 − Tn, n ∈ N
∗.

La loi de chaque temps de séjour dépend de l’état dans lequel le processus séjourne ; voir la
Proposition 1.1.

Définition 1.1. Un processus markovien de sauts est un processus de Markov tel que les temps
de séjour sont presque sûrement strictement positifs, soit ∆n > 0 P− p.s., pour tout n ∈ N.

Dans la suite, on étudie uniquement des processus markoviens de sauts homogènes, un pro-
cessus de Markov, noté PM en abrégé, désignant dorénavant un processus markovien de sauts
homogène.

Il est souvent pratique d’identifier un PM X = (Xt)t∈R+ à son historique, c’est-à-dire la
suite ((Yn,∆n))n∈N, où (Yn)n∈N est la suite des états successivement visités par X et (∆n)n∈N

est la suite des temps de séjour. La Figure 1.1 représente la trajectoire (la réalisation pour un
aléa ω ∈ Ω) d’un processus markovien de sauts, tronquée à un instant T > 0 et l’historique
correspondant.
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Y0
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Fig. 1.1 – Trajectoire tronquée d’un processus markovien de sauts.

Exemple 1.1. Dans les chapitres 3 et 4, on considérera des processus de Markov à espace d’état
fini ainsi que des processus de naissance et de mort (notés PNM en abgrégé). Ces derniers sont
des processus de Markov d’espace d’état fini ou dénombrable, dont la fonction de transition vérifie

P(Xh = j|X0 = i) =





λih+ o(h) si j = i+ 1,
1− λih− µih+ o(h) si j = i,
µih+ o(h) si j = i− 1,
o(h) sinon.

Un PNM ne peut faire des sauts que d’une unité. Ces processus ont été introduits par Feller [29].
Ils sont particulièrement utilisés en biologie pour l’étude de l’évolution de populations, en finance,
ainsi qu’en théorie des files d’attente. Voir Allen [2] et Rolski et al. [54] pour un survol des
applications possibles en biologie et en finance, puis le chapitre 4 et les références qui y sont
citées, concernant les files d’attente. Leur étude profite de la simplicité relative de leur fonction
de transition, permettant des calculs explicites, là où les mêmes calculs sont inextricables pour
les processus de Markov à espace d’état fini généraux.

Générateur d’un processus markovien de sauts

La fonction de transition h 7→ (Pi,j(h))(i,j)∈E2 d’un processus de Markov X = (Xt)t∈R+ est
dérivable en 0 (voir Pardoux [47], Théorème 7.3). On appelle générateur infinitésimal, et on note
A = (A(i, j))(i,j)∈E2 , sa dérivée. Précisément,

A(i, j) =





lim
h→0

Pi,j(h)
h

si j 6= i,

lim
h→0

Pi,i(h)− 1
h

si j = i,

Les coefficients du générateur caractérisent la loi des temps de séjour dans les différents états
et des temps de passage d’un état i à un état j (voir la proposition 1.1). En outre, pour tout
(i, j) ∈ E2, avec j 6= i, A(i, j) est la vitesse moyenne de passage de l’état i à l’état j. Les
coefficients diagonaux A(i, i), pour i ∈ E, sont les vitesses moyennes de sortie de l’état i ∈ E.

Exemple 1.2. Le générateur d’un PNM est de la forme

A =




−λ0 λ0 0
µ1 −µ1 − λ1 λ1

µ2 −µ2 − λ2 λ2

0
. . .

. . .
. . .


 .
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Les coefficients λi, pour i ∈ E, appelés intensités de naissance, sont les vitesses auxquelles
apparaissent de nouveux individus de la population. De manière similaire, les coefficients µi,
pour i ∈ E\{0} sont appelés intensités de mort.

Quelques propriétés du générateur d’un processus de Markov découlent immédiatement des
propriétés de la fonction de transition. En particulier,

– A(i, j) ≥ 0, pour tout (i, j) ∈ E, avec j 6= i,
– A(i, i) = −∑j 6=iA(i, j), pour tout i ∈ E,
– A(i, i) ≤ 0, pour tout i ∈ E.
Le générateur d’un PM détermine de manière unique sa fonction de transition et donc sa loi

(pourvu que l’on connaisse la loi initiale). En effet, dérivant l’identité de Chapman-Kolmogorov
(1.2) par rapport à h′ puis en faisant tendre h′ vers 0, on obtient les équations de Kolmogorov

d

dh
P (h) = AP (h), et

d

dh
P (h) = P (h)A, h ∈ R+,

équations différentielles linéaires en P dont la solution commune est

P (h) = exp(hA) =
+∞∑

k=0

hkAk

k!
, h ∈ R+. (1.3)

1.1.2 Chaîne immergée et classification des états

Expliciter le comportement asymptotique d’un processus de Markov nécessite d’expliciter
la loi des temps de sauts du processus et de classer les états selon la facilité avec laquelle le
processus peut les atteindre.

Temps de sauts et chaîne immergée

Les processus markoviens de sauts vérifient une version forte de la propriété de Markov :
pour tout temps d’arrêt T mesurable par rapport à la tribu engendrée par les processus, tout
PM X = (Xt)t∈R+ satisfait

P(XT+h = j, T <∞|AT ) = P(Xh = j, T <∞|XT ), j ∈ E,

où AT est la tribu engendrée par la restriction (Xt)t∈[0,T ] de X à l’intervalle [0, T ] (voir Girardin
et Limnios [33], Théorème 8.55). En particulier, on en déduit que la chaîne immergée associée
au processus Y = (Yn)n∈N, où Yn = XTn , est une chaîne de Markov homogène ; précisément,
elle vérifie la propriété de Markov homogène

P(Yn+1 = j|Yn = in, . . . , Y0 = i0) = P(Y1 = j|Y0 = in),

pour toute suite i0, . . . , in ∈ E et tout j ∈ E. Les probabilités de transition Pim(i, j) = P(X1 =
j|X0 = i), (i, j) ∈ E2 s’expriment explicitement en fonction du générateur :

Pim(i, j) =





A(i, j)
−A(i, i)

si j 6= i et A(i, i) 6= 0,

0 sinon.

Notons que l’indice im fait référence à la chaîne immergée du processus, par opposition à la
chaîne des états du processus discrétisé, présentée dans la partie 1.1.4 du présent chapitre.

Par ailleurs, on déduit de l’équation de Chapman-Kolmogorov (1.2) que les temps de séjour
suivent des lois exponentielles, dont les paramètres dépendent du générateur ; voir Ethier et
Kurtz [28] ou Anderson [4].

Proposition 1.1. Soit X = (Xt)t∈R+ un processus de Markov d’espace d’état E fini ou dénom-
brable, de générateur A = (A(i, j))(i,j)∈E tel que A(i, i) 6= 0 pour tout i ∈ E.
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1. la loi du temps de séjour en i est une loi exponentielle de paramètre −A(i, i),

2. la loi du temps d’attente pour passer directement de i vers j, pour (i, j) ∈ E2, j 6= i,
sachant que le processus est en i, est une loi exponentielle de paramètre A(i, j), pourvu
que A(i, j) 6= 0.

Ces résultats permettent entre autres de simuler la réalisation d’une trajectoire du processus
en simulant la chaîne immergée puis les temps de séjour correspondants.

Classification des états

Comme pour les chaînes de Markov, expliciter le comportement asymptotique des processus
de Markov nécessite une classification des états.

Si le temps de retour en i ∈ E est presque sûrement fini, soit

P (inf{t ≥ 0 : Xt = i} = +∞|X0 = i) = 0,

alors i est dit récurrent. Sinon, i est dit transient. De plus, si le temps moyen de retour en
i, mi = E (inf{t ≥ 0 : Xt = i}|X0 = i) est fini, alors i est dit récurrent positif. Sinon, i est dit
récurrent nul. Un processus X dont tous les états sont récurrents (respectivement récurrents
positifs) est dit récurrent (respectivement récurrent positif).

Le processus X est dit irréductible si pour tout (i, j) ∈ E2, avec j 6= i, il existe une suite
i1 = i, . . . , ir = j, avec r ≥ 2, telle que

∏r−1
l=1 A(il, il+1) > 0, c’est-à-dire si le temps de passage

de tout état à tout autre est fini presque sûrement.

Exemples 1.1.

1. Un processus récurrent et irréductible d’espace d’état fini est nécessairement récurrent posi-
tif.

2. Les PNM sont irréductibles dès que λi > 0 et µi+1 > 0, pour tout i ∈ E. De plus, un PNM
est récurrent positif si et seulement si

+∞∑

i=0

i∏

k=0

λk
µk+1

<∞ et
∞∑

i=0

1

λi
∏i
k=0

λk
µk+1

=∞.

En outre, un PNM est irréductible et récurrent positif si λi < µi+1 pour tout i ∈ N ; voir
Asmussen [5], Proposition 2.1.

Critères de régularité d’un processus de Markov

La proposition 1.1 établit que le temps moyen passé par un PM dans un état i est −1/A(i, i).
Si la suite (−1/A(Yn, Yn))n∈N des temps moyens de séjour en les états visités par le processus
tend (trop rapidement) vers 0, le processus saute de plus en plus vite, de sorte que son com-
portement devient ératique et indescriptible. La définition suivante exclut ce type de processus.

Définition 1.2. Un processus markovien de sauts X = (Xt)t∈R+ d’espace d’état E est dit
régulier si le nombre de sauts dans tout intervalle de temps fini est fini presque sûrement, soit

P (|{n ∈ N
∗ : Tn ∈ [s, t]}| < +∞|X0 = i) = 1,

pour tous s, t ∈ R+, avec s < t. Un processus non régulier est également dit explosif.

Un PM est régulier si et seulement si la somme des temps moyen de séjour en chacun des
états visités tend vers l’infini, soit

∑
n∈N
−1/A(Yn, Yn) = +∞ ; voir Girardin et Limnios [33],

Théorème 8.79.
En particulier, on vérifie immédiatement que cette condition est vérifiée pour les processus

de Markov irréductibles et récurrents positifs à espace d’état fini et pour une large famille de
processus de naissance et de mort récurrents positifs et irréductibles.
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Exemples 1.2.

1. Un processus récurrent d’espace d’état fini est régulier. En effet, il existe alors une sous-
suite A(Yφ(n), Yφ(n)) de A(Yn, Yn), qui est constante (on repasse nécessairement une in-
finité de fois par chaque état), de sorte que

∑

n

−1
A(Yn, Yn)

≥
∑

n

−1
A(Yφ(n), Yφ(n))

= +∞.

2. Les PNM pour lesquels les intensités λi et µi+1, i ∈ E, sont des fonctions affines de
i, sont également réguliers. En effet,

∑
n−1/A(Yn, Yn) est alors minorée par la somme

harmonique, qui diverge (voir Asmussen [5], Proposition 2.2).

1.1.3 Ergodicité et comportement asymptotique

Les PM récurrents positifs et irréductibles possèdent des propriétés asymptotiques remar-
quables. En effet, ces processus sont ergodiques : la moyenne en temps de toute fonction
mesurable des coordonnées du processus, converge presque sûrement vers une constante. De
plus, leur comportement asymptotique est décrit par une probabilité, unique solution d’un sys-
tème linéaire. Précisément, pour un processus de Markov X = (Xt)t∈R+ récurrent positif et
irréductible, de générateur A, il existe une unique probabilité P sur E vérifiant PA = 0, ap-
pelée loi stationnaire du processus.

De plus, quelque soit la loi initiale du processus, Xt converge en loi vers la loi stationnaire P
lorsque t tend vers l’infini. Un processus de Markov récurrent positif et irréductible tend donc à
se stabiliser asymptotiquement à un comportement typique décri par sa loi stationnaire. Cette
propriété est une conséquence du théorème ergodique.

Théorème 1.1 (ergodique). Soit X un processus de Markov régulier, récurrent positif et irré-
ductible d’espace d’état E fini ou dénombrable et de loi stationnaire P .

Pour tout état i ∈ E, et toute fonction mesurable de E dans R

1
t

∫ t

0

f(Xu)du−→EP (f), P− p.s.,

lorsque t tend vers l’infini.

Notons en outre que si la loi stationnaire P d’un PM ergodique est aussi sa loi initiale, alors
toutes les coordonnées Xt du processus ont même loi P , alors dite stationnaire ou asymptotique.

Un processus de Markov récurrent positif et irréductible est également dit ergodique. Dans les
chapitres suivants, on ne considérera plus que des processus de Markov réguliers et ergodiques.
On ne fera plus mention de la propriété de régularité dans la suite, sauf nécessité.

Le générateur d’un processus ergodique est dit ergodique également.
Pour la fin de ce paragraphe, nous supposons que l’espace d’état E est fini. L’ensemble G des

générateurs ergodiques est un ouvert de R|E|(|E|−1). En effet, par définition,

G =

{
A = (A(i, j))j 6=i : ∀(i, j) ∈ E2, ∃r, 2 ≤ r ≤ |E|, ∃i1 = i, . . . , ir = j|

r−1∏

l=1

A(il, il+1) > 0

}

=
⋂

(i,j)∈E2

|E|⋃

r=2

⋃

i1=i,...,ir=j

{
A = (A(i, j))j 6=i :

r−1∏

l=1

A(il, il+1) > 0

}
.

Ainsi, G est une intersection finie d’ouverts de R|E|(|E|−1), donc un ouvert.
Albert [1] déduit de la relation PA = 0, une expression explicite de la loi stationnaire P

d’un PM ergodique, en fonction de A. Précisément,

P (i) = Πi(A) =
ci,i(A)∑
j∈E ci,i(A)

, i ∈ E, (1.4)
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où ci,i(A) est le (i, i)ème cofacteur de A, c’est-à-dire le déterminant de la matrice A(i,i) obtenue
à partir de A en lui otant la ième ligne et la ième colonne. Notons que la fonction Π est définie
sur l’ensemble des générateurs ergodiques G.

Les processus de Markov ergodiques dont la loi stationnaire est uniforme jouent un rôle
particulier dans le chapitre 3. Les générateurs de tels processus sont dits uniformes.

1.1.4 Troncature et discrétisation d’un processus de Markov

Les problèmes d’estimation concernant les processus de Markov sont liés au nombre de sauts
et aux temps de séjour du processus (Xt)t∈[0,T ] tronqué à l’instant T > 0, ainsi qu’aux pro-
priétés du processus discrétisé (Xηn)n∈N. Dans cette partie sont établis quelques résultats sur
les processus tronqués et discrétisés, indispensables au développement du chapitre 3.

Processus tronqué à l’instant T

Soit X = (Xt)t∈R+ un processus de Markov ergodique, d’espace d’état E fini ou dénombrable.
Soient T > 0 et X(T ) = (Xt)t∈[0,T ] le processus tronqué à l’instant T . On note NT le nombre de
sauts effectué par le processus tronqué. L’historique du processus tronqué est le vecteur aléatoire
((Y0,∆0), . . . , (YNT−1,∆NT−1), YNT ).

Le processus X étant régulier, le nombre de sauts NT est presque sûrement fini. L’historique
du processus est donc un vecteur aléatoire de taille variable, à valeurs dans l’ensemble V =⋃
n≥0 Vn, où V0 = E et Vn = (E × R+)n × E, n ≥ 1. Le comportement du processus tronqué

est caractérisé par le nombre de sauts nT (i, j) =
∑NT−1
m=0 11{Ym=i,Ym+1=j} d’un état i vers un

état j et les temps de séjour rT (i) =
∑NT−1
m=0 ∆m11{Ym=i} en chacun des états i visités (voir la

partie 1.2.3 pour plus de détails sur cette caractérisation). Albert [1] prouve que les variables
nT (i, j), et rT (i), pour i, j ∈ E, j 6= i, sont de carré intégrable et calcule leur espérance et leur
variance. En particulier,

E(nT (i, j)) = A(i, j)
∫ T

0

P(Xt = i)dt, (1.5)

E(rT (i)) =
∫ T

0

P(Xt = i)dt.

Bad Dumitrescu [6] en déduit le nombre moyen de sauts par unité de temps. Précisément,

lim
T→+∞

E(NT )
T

=
∑

i∈E
π(i)

∑

j 6=i
A(i, j). (1.6)

Discrétisation d’un processus de Markov

Soit X = (Xt)t∈R+ un PM ergodique, d’espace d’état E fini ou dénombrable. Soit η > 0. La
suite Z = (Zn)n∈N, où Zn = Xηn, obtenue en discrétisant X toutes les η unités de temps, est
une chaîne de Markov de matrice de transition Pdis = exp(ηA). En effet, par homogénéïté de
X, on a pour tous i, j ∈ E et tout n ∈ N,

P(Xnη+η = j|Xnη = i) = P(Xη = j|X0 = i),

puis d’après (1.3), (P(Xη = j|X0 = i))(i,j)∈E2 = exp(ηA).

1.2 Entropie de Shannon d’une probabilité, taux d’entropie
d’un processus de Markov.

Introduite par Shannon en 1948, l’utilisation de l’entropie d’une loi de probabilité s’est rapi-
dement répandue à toutes les disciplines impliquant des variables aléatoires. Une extension
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remarquable de l’entropie, en tant que mesure de l’information d’une loi, est la divergence de
Kullback-Leibler, dont l’utilisation en statistique mathématique est incontournable. En outre,
cette divergence induit une géométrie sur l’ensemble des probabilités d’un ensemble fini, dont
certaines propriétés sont liées aux lois escortes, probabilités obtenues à partir d’une probabilité
de référence P dont on fait ressortir ou, au contraire, on atténue, les tendances extrêmes.

L’entropie en tant que mesure de l’information peut être étendue à un processus stochastique
ergodique en étudiant l’entropie de sa loi asymptotique, mesurant l’incertitude du processus à
l’équilibre, ou en étudiant son taux d’entropie, mesurant l’incertitude moyenne du processus
par unité de temps. En particulier, l’entropie de la loi stationnaire et le taux d’entropie d’un
processus de Markov ergodique sont des fonctions explicites du générateur du processus.

1.2.1 Entropie de Shannon d’une probabilité

Comme expliqué dans l’introduction, l’entropie d’une probabilité est introduite par Shannon
afin de mesurer la quantité d’information d’une source d’information.

Définition 1.3. Soit X une variable aléatoire à valeurs dans un ensemble E fini ou dénombrable,
de loi P . L’entropie S(X) de X est l’entropie S(P ) de sa loi, définie par

S(P ) = −
∑

i∈E
P (i) logP (i), (1.7)

avec la convention 0 log 0 = 0.

Notons que Shannon utilise le logarithme en base 2. Les propriétés restent inchangées avec
le logarithme népérien dans la mesure où ces deux définitions diffèrent seulement d’un facteur
constant n’ayant pas d’incidence sur le comportement variationnel de l’entropie en tant que
fonction de P .

Shannon montre en outre que l’entropie d’une loi P est la capacité d’émission maximale d’une
source d’information émettant des lettres d’un alphabet E, indépendamment les unes des autres,
selon une probabilité P . Ce résultat, connu sous le nom de théorème de codage de Shannon,
pose la base de la théorie de l’information.

L’utilisation de l’entropie, en tant que mesure de l’information, intervient en statistique ma-
thématique. La méthode d’estimation du maximum d’entropie introduite par Jaynes [40], permet
de privilégier la loi qui coïncide le mieux avec les observations en utilisant toute l’information
qu’elles fournissent, sans en ajouter. L’argument central de cette méthode est que l’entropie S(P )
est maximale lorsque l’incertitude est maximale, c’est-à-dire lorsque P est uniforme.

Proposition 1.2. L’entropie S(P ) d’une probabilité P sur un ensemble fini E est
– maximale, et vaut log |E|, lorsque P est la probabilité uniforme sur E,
– minimale, et vaut 0, lorsque P est une mesure de Dirac.

L’entropie S(P ) de P est une fonction infiniment dérivable de P ∗ = (P (1), . . . , P (N)) ; pré-
cisément,

S(P ) = S(P ∗) = −
N∑

i=1

P (i) logP (i)−
(

1−
N∑

i=1

P (i)

)
log

(
1−

N∑

i=1

P (i)

)
.

Afin de simplifier les notations, on désignera également cette fonction par S(P ). Ainsi, dériver
S par rapport à P signifie dériver S par rapport à P ∗.

Dans le chapitre 2, on établit une borne inférieure pour S(P ), en fonction du nombre de modes
de P . Pour cela, la propriété suivante, conséquence de la convexité de la fonction x 7→ x log x,
sera indispensable. Voir Girardin et Limnios [33], propriété 5, page 29.
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Propriété 1.1. Soit P une probabilité sur un ensemble fini E = {i1, . . . , iN}. Soit 1 ≤ n ≤ N .
Soient Q la probabilité sur E\{in+1, . . . , iN} définie par

Q(i1) = P (i1), . . . , Q(in−1) = P (in−1), Q(in) =
N∑

k=n

P (ik),

puis R la probabilité sur {in+1, . . . , iN} définie par

R(in) =
P (in)
Q(in)

, . . . , R(iN) =
P (iN )
Q(in)

.

On a
S(P ) = S(Q) +Q(in)S(R).

1.2.2 Géométrie liée à la divergence de Kullback-Leibler et lois es-
cortes

Les paragraphes suivants proposent un éclairage nouveau sur certaines propriétés de la
géométrie induite par la divergence de Kullback-Leibler sur l’ensemble des probabilités de sup-
port fini E, en lien avec la transformation escorte. En particulier, on met en évidence que les
propriétés géométriques de l’information portée par une loi sont liées à la structure d’espace
vectoriel dont est muni l’ensemble M∗1(E) = {P ∈ M1(E) : P (i) > 0, i ∈ E} des probabi-
lités de support E. Les droites de cet espace vectoriel sont les ensembles de lois liées par la
transformation escorte. Les lois escortes associées à une loi P sont alors les homothétiques de P .

Divergence de Kullback-Leibler

La divergence de Kullback-Leibler, initialement appelée information de Kullback-Leibler,
mesure le défaut d’information résultant du remplacement de la loi P d’un phénomène aléatoire,
par une autre loi Q.

Définition 1.4. Soient P et Q deux probabilités sur un ensemble E fini ou dénombrable.
La divergence de Kullback-Leibler de Q par rapport à P est

K(Q|P ) =
∑

i∈E
Q(i) log

Q(i)
P (i)
, (1.8)

avec les conventions 0 log(0/x) = 0, 0 log(0/0) = 0 et x log(x/0) = +∞, pour tout x ∈]0, 1].

La divergence de Kullback-Leibler est également appelée entropie relative ou distance de
Kullback-Leibler. Cette dernière appellation est motivée par le fait que la divergence de Kullback-
Leibler possède certaines propriétés d’une distance : c’est une fonctionnelle positive et convexe.
Précisément,

K(Q|P ) ≥ 0,

avec égalité si et seulement si P = Q. De plus, si E est un ensemble fini, alors

K(λQ1 + (1− λ)Q2|P ) ≤ λK(Q1|P ) + (1 − λ)K(Q2|P ),

K(Q|λP1 + (1− λ)P2) ≤ λK(Q|P1) + (1− λ)K(Q|P2),

pour tout λ ∈ [0, 1] et tous P, P1, P2, Q,Q1, Q2 ∈M1(E). Voir Cover et Thomas [16], théorèmes
2.6.3 et 2.7.2.

Toutefois, la divergence de Kullback-Leibler n’est pas mathématiquement une distance puis-
qu’elle n’est pas symétrique et qu’elle ne satisfait pas l’inégalité triangulaire. Malgré cela, la
divergence de Kullback-Leibler définit une géométrie sur l’ensembleM1(E) des probabilités sur
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un ensemble fini E, dite géométrie de l’information, que l’on désigne par K-géométrie, confor-
mément aux notations introduites par Csiszár [18] et reprises par Sgarro [56]. Bien que cette
géométrie ne soit pas issue d’un produit scalaire, elle possède certaines propriétés proches de
celles d’un espace euclidien. La projection, désignée par K-projection, y est bien définie sous
certaines conditions assez faibles. Précisément, Csiszár [18] prouve que la K-projection d’une
probabilité P sur un ensemble convexe C existe et est unique, c’est-à-dire qu’il existe une unique
probabilité Q ∈ C telle que K(Q|P ) = infR∈C K(R|P ), pourvu que C soit fermé et que P (i) > 0
pour tout i ∈ E. En particulier, si C est délimité par des bords droits – typiquement, C est une
intersection de demi-espaces – alors le K-projeté de P vérifie une égalité de Pythagore.

Une application immédiate du résultat de Csiszár, redémontrée par Sgarro [56], est l’existence
et l’unicité de la K-projection d’une probabilité P ∈ M∗1(E), sur la boule BK(Q, r) = {R ∈
M1(E) : K(R|Q) ≤ r} relative à la K-géométrie, dite K-boule, centrée en Q de rayon r ≥ 0,
pourvu que r < K(Q|P ), c’est-à-dire pourvu que P soit extérieure à la K-boule. La convexité
de ces boules est en effet une conséquence immédiate de la convexité de K(.|P ). Sgarro montre
de plus que la K-projection de P est alors atteinte sur le bord de la K-boule, c’est-à-dire sur la
K-sphère SK(Q, r) = {R ∈ M1(E) : K(R|Q) = r}.

Notons que d’après la relation

K(P |U) = S(U)− S(P ) = log |E| − S(P ), (1.9)

où U désigne la probabilité uniforme sur E, les K-sphères centrées en U sont les ensembles
de niveau de l’entropie de Shannon S. Ainsi, les K-sphères sont les ensembles de probabilités
possédant la même incertitude.

La K-projection de P sur SK(U, r) est liée à la structure d’espace vectoriel dont Sgarro munit
l’ensembleM∗1(E). On montre au chapitre 2 que la K-projection de P sur une K-sphère centrée
en la loi uniforme est une loi escorte de P , c’est-à-dire l’image de P par une homothétie de cet
espace vectoriel.

Structure d’espace vectoriel sur M∗1(E)

Bien que M∗1(E) soit un sous-ensemble de l’espace vectoriel R|E|, il n’hérite pas de cette
structure puisqu’il n’est pas stable par multiplication par un scalaire. Sgarro [56] définit ex-
nihilo une structure de R-espace vectoriel surM∗1(E) en remarquant queM∗1(E) est stable par
combinaison convexe de probabilités. Précisément, il définit les opérations suivantes surM∗1(E).

Addition : Pour tous P,Q ∈M∗1(E), P ⊕Q est la probabilité dont les coordonnées sont

P ⊕Q(i) =
P (i)Q(i)∑
j∈E P (j)Q(j)

, i ∈ E.

Multiplication : Pour tout P ∈ M∗1(E) et tout réel k, k ⊙ P est la probabilité dont les
coordonnées sont

k ⊙ P (i) =
P (i)k∑
j∈E P (j)k

.

L’ensemble M1(E)∗ muni des opérations ⊕ et ⊙ est un R-espace vectoriel de dimension
|E|−1 d’élément nul la probabilité uniforme sur E. Les droites de cet espace vectoriel sont donc
les ensembles {k ⊙ P : k ∈ R}, où P est une probabilité distincte de la probabilité uniforme.

La Figure 1.2 représente l’ensembleM∗1({0, 1, 2}) identifié à la face transversale du simplexe
de R3, c’est-à-dire au triangle équilatéral défini comme l’intersection de l’hyperplan {(x, y, z) :
x + y + z = 1} avec les demi-espaces {(x, y, z) : x > 0}, {(x, y, z) : y > 0} et {(x, y, z) : z > 0}.
La probabilité uniforme est identifiée au centre de gravité du triangle, les mesures de Dirac
étant les sommets. Les lacets bleus sont les K-sphères. Les courbes en pointillés longs et rouges
sont les droites relatives à la structure d’espace vectoriel de M∗1(E), ou en d’autres termes,
les ensembles de lois liées par la transformation escorte : deux probabilités sont sur la même
courbe rouge si l’une est une escorte de l’autre. Observons que |E| droites de la géométrie de
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Kullback-Leibler sont des segments dans la géométrie usuelle de R2. Ces droites sont la réunion
des ensembles des probabilités possédant un unique mode et attribuant un poids égal aux autres
valeurs (ce sont les lignes pleines de la figure 1.3), et des probabilités possédant |E| − 1 modes
(les lignes en pointillés longs de la figure 1.3). Ces droites jouent un rôle important dans la
géométrie de Kullback-Leibler. D’une part, les probabilités possédant plusieurs modes possèdent
des propriétés légèrement distinctes des autres probabilités, vis à vis de la K-projection. D’autre
part, les probabilités possédant un unique mode et attribuant un poids égal aux autres valeurs
donnent la direction de la plus petite variation d’information entre deux niveaux d’entropie. Ces
résultats seront établis et commentés dans le chapitre 2.

Fig. 1.2 – L’ensemble M1(E) identifié au triangle équilatéral, dans lequel sont représentés les
K-sphères (les lacets bleus) et les droites pour la structure d’espace vectoriel dont est muni
M∗1(E) (les courbes en pointillés rouges).

La définition des opérations ⊕ et ⊙ peut être étendue àM1(E). Toutefois,M1(E) muni de
ces opérations n’est pas un espace vectoriel.

Quelques propriétés des loi escortes

On désigne par transformation escorte le produit ⊙ étendu àM1(E). Précisément, la trans-
formation escorte est l’application

E : R×M1(E)→M1(E) (1.10)

(k, P ) 7→ EkP = k ⊙ P. (1.11)

Les applications E(., k), pour k ∈ R, sont appelées k-transformations. Étant donnée une prob-
abilité P , les k-transformations de P sont appelées lois escortes associées à P , la loi escorte
de niveau k de P étant désignée par k-escorte de P . Beck et Schlögl [8] introduisent les lois
escortes en théorie du chaos, afin d’étudier les propriétés thermodynamiques de systèmes micro-
scopiques. De tels systèmes changent d’état aléatoirement, selon une loi P . Le paramètre k > 0

31



CHAPITRE 1. L’ESSENTIEL SUR LES PROCESSUS DE MARKOV ET L’ENTROPIE

Fig. 1.3 – Les droites deM∗1({0, 1, 2}) correspondant aux ensembles de probabilités possédant
2 modes (les segments en pointillés) et celles possédant un unique mode et attribuant un poids
identique aux autres valeurs (les segments pleins).

de la transformation escorte s’interprète comme l’inverse de la température du système : plus k
est petit, ou de manière équivalente, plus la température est grande, plus l’état du système est
incertain, la température étant un catalyseur du changement d’état. Les lois escortes associées
aux fréquences d’apparition des différents états permettent ainsi d’analyser la structure de P en
privilégiant ou non les états les plus fréquents.

Les lois escortes apparaissent également en mécanique statistique non-extensive. Afin d’é-
tendre le champ d’applications de la mécainique statistique de Boltzmann et Gibbs, Tsallis [60]
introduit une nouvelle fonctionnelle d’entropie (l’entropie de Tsallis) et détermine le maximum
de cette fonctionnelle sous plusieurs contraintes de moments pour les lois escortes associées à la
loi initiale.

Tsallis [60] établit quelques propriétés de la transformation escorte, découlant de la relation
de clôture

E(E(P, k), k′) = E(P, kk′),
pour tous P ∈ M1(E) et k, k′ ∈ R. Précisément, l’ensemble GE = {E(., k), k ∈ R} des k-
transformations forme un groupe commutatif différentiel pour la composition des applications
et la norme usuelle sur l’ensemble des applications, d’élément neutre la 1-transformation E(., 1) ;
autrement dit, GE vérifie les propriétés suivantes :

Élément neutre : E(P, 1) = P, P ∈M1(E).
Inverse : E

(
E(P, k), 1

k

)
= P, P ∈ M1(E), k ∈ R∗. En particulier, si Q = EkP est une loi

escorte de P , alors P = E1/k
Q est une loi escorte de Q.

Commutativité : E(E(P, k), k′) = E(E(P, k′), k), P ∈ M1(E), k, k′ ∈ R.
Différentiabilité : La transformation escorte est continûment dérivable surM∗1(E)× R.
Points fixes : Les seules probabilités inchangées par les k-transformations sont les mesures

de Dirac δi, i ∈ E et la probabilité uniforme sur E.
Traditionnellement, une géométrie est définie algébriquement comme l’action d’un groupe de

transformations sur un ensemble. Les propriétés géométriques de l’espace sont alors les invariants
sous cette action. Lorsque l’ensemble étudié est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, le
groupe d’intérêt est le groupe des isométries, qui sont les automorphismes préservant le produit
scalaire. En particulier, les sphères relatives au produit scalaire sont stables sous l’action du
groupe des isométries.
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De manière similaire, le groupe des automorphismes de M∗1(E) préservant les K-sphères
définit une géométrie de l’information au sens où les propriétés géométriques sont la préservation
de l’information et du défaut d’information. Toutefois, il est facile de montrer que ce groupe
est réduit à l’identité. En effet, les K-sphères ne sont pas symétriques : P et E−1

P n’ont pas
nécessairement la même entropie (par exemple la probabilité P = (1/4, 14, 1/2) a pour entropie
3 log(2)/2 tandis que E−1

P = (2/5, 2/5, 1/5) a pour entropie log(5) − 4 log(2)/5 qui n’est pas
égale à 3 log(2)/2). Il n’existe donc pas de géométrie de l’information, algébriquement parlant.
Toutefois, le théorème 2.1 du chapitre 2 établit que les orbites du groupe Gǫ des homothéties de
M∗1(E), donnent la direction de la K-projection sur les K-sphères, c’est-à-dire la direction de la
plus grande variation d’information pour une probabilité.

1.2.3 Entropie asymptotique et taux d’entropie d’un processus de
Markov

La notion d’entropie en tant que mesure de l’information peut être étendue aux processus de
Markov ergodiques X = (Xt)t∈R+ en considérant l’entropie S(P ) de la loi stationnaire P de X,
qui mesure la quantité d’information du processus à chaque instant lorsqu’il a atteint l’équilibre,
ou le taux d’entropie du processus, qui est une mesure de l’incertitude moyenne du processus
par unité de temps, et prend en compte l’ensemble du comportement du processus.

Entropie asymptotique d’un processus de Markov

Un processus de Markov X = (Xt)t∈R+ ergodique d’espace d’état fini E possède une loi
asymptotique P , fonction du générateur infinitésimal du processus, donnée par la formule (1.4),
page 26. L’entropie asymptotique S(P ) de X, sous réserve de finitude, est alors également une
expression explicite de A. Précisément,

S(P ) = S(A) = −
∑

i∈E

ci,i(A)∑
j∈E cj,j(A)

log
ci,i(A)∑
j∈E cj,j(A)

, (1.12)

où S est définie sur G.

Taux d’entropie d’un processus markovien de sauts

Perez [48] définit l’entropie partielle et le taux d’entropie d’un processus X = (Xt)t∈R+ à
temps continu, d’espace d’état fini E. Précisément, l’entropie partielle du processus tronqué
X(T ) = (Xt)t∈R+ à l’instant T > 0 est

ST (X) = −
∫
fX(T )

log fX(T )
dµT ,

où fX(T )
est la densité de la loi PX(T )

de X(T ) par rapport à la restriction µT à E[0,T ] d’une
mesure de référence µ définie sur (ER+ ,P(E)R+) ; le taux d’entropie H(X) du processus est la
limite, si elle existe,

H(X) = lim
T→+∞

1
T
ST (X).

Bad Dumitrescu [6] établit l’existence du taux d’entropie d’un processus de Markov ergodique
à espace d’état fini E. La mesure de référence µ choisie est initialement construite par Albert [1]
grâce à l’identification du processus tronqué à son historique. Précisément, toute troncature du
processus s’identifie à un vecteur aléatoire à valeurs dans l’ensemble V =

⋃
n≥0 Vn, où V0 = E et

Vn = (E×R+)n×E, n ≥ 1 (voir la partie 1.1.4). L’ensemble Vn est muni de la tribu produit Bn
engendrée par les sous-ensembles de E et les boréliens de R+ et de la mesure µn produit de la
mesure de comptage sur E et de la mesure de Lebesgue sur R+ ; l’ensemble V est muni de la tribu
B engendrée par la réunion des Bn, n ≥ 0 et de la mesure µ définie par µ(B) =

∑
n≥0 µn(B∩Vn).
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Albert [1] établit une expression explicite de la densité de la loi du processus tronqué par rapport
à µ, en fonction des coefficients du générateur du processus, du nombre de sauts d’un état à un
autre et du temps de séjour en chacun des états. Bad Dumitrescu en déduit grâce au théorème
ergodique 1.1, l’expression du taux d’entropie du processus en fonction de son générateur A et
de sa loi stationnaire P . Explicitement,

H(X) = −
∑

i∈E
P (i)

∑

j 6=i
A(i, j) log A(i, j) +

∑

i∈E
P (i)

∑

j 6=i
A(i, j). (1.13)

Grâce à (1.4), cette expression fournit une expression explicite de H(X) en fonction du généra-
teur :

H(X) = H(A) = −
∑

i∈E

ci,i(A)∑
j∈E cj,j(A)

∑

j 6=i
A(i, j) log A(i, j) +

∑

i∈E

ci,i(A)∑
j∈E cj,j(A)

∑

j 6=i
A(i, j),

(1.14)
où H est définie sur l’ensemble des générateurs ergodiques G.

Les expressions (1.12) et (1.14) de l’entropie asymptotique et du taux d’entropie d’un pro-
cessus de Markov ergodique sont indéfiniment dérivables sur leur ensemble de définition G. Cette
régularité est la base des bonnes propriétés asymptotiques des estimateurs de l’entropie asymp-
totique et du taux d’entropie obtenues dans le chapitre 3.

1.3 Boîte à outils probabiliste

Dans cette partie, on présente quelques propriétés asymptoptiques d’intérêt ainsi qu’une
boîte à outils probabiliste permettant l’étude des estimateurs par plug-in, c’est-à-dire les images
par des applications régulières, d’autres estimateurs.

1.3.1 Quelques résultats de convergence

Une suite d’estimateurs est consistante si elle converge en probabilité vers la quantité à es-
timer. Si la convergence est presque sûre, la suite d’estimateur est dite fortement consistante
(les estimteurs eux-mêmes sont dits consistants). Une conséquence du théorème de l’application
continue est que l’image continue d’un estimateur consistant (respectivement fortement consis-
tant) est lui-même consistant (respectivement fortement). Précisément, si (Xt)t est une famille
d’estimateurs indéxée par N ou R+, convergeant en probabilité (respectivement presque sûre-
ment) vers la constante X , f(Xt) converge en probabilité (respectivement presque sûrement)
vers f(X), pourvu que f soit continue.

La loi asymptotique d’une famille consistante d’estimateur (Xt)t est la limite de la loi de
l’erreur d’estimation v(t)(Xt−X), où v(t) est la vitesse de convergence. Ainsi, on dit que Xt est
asymptotiquement normal si v(t)(Xt−X) converge à vitesse v(t) vers une loi normale. Quoique la
vitesse v(t) soit a priori quelconque, la situation la plus fréquemment rencontrée est v(t) =

√
t :

c’est typiquement la vitesse de convergence donnée par le théorème de la limite centrée. La
méthode delta généralisée présentée ci-dessous permet d’établir la loi asymptotique et la vitesse
de convergence de l’image par une fonction au moins deux fois continûment dérivable d’une suite
d’estimateurs (Xn)n∈N consistant et asymptotiquement normal, de vitesse de convergence

√
n.

La démonstration donnée ici dans le cas d’une famille indéxée par N s’adapte immédiatement à
une famille d’estimateurs indéxée par R+.

Proposition 1.3 (Méthode delta généralisée). Soit (Xn)n∈N∗ une suite de vecteurs aléatoires à
valeurs dans un ouvert O de Rk, k ∈ N∗. On suppose qu’il existe une constante X ∈ O telle que√
n(Xn−X) converge en loi vers une loi normale centrée, de matrice de variance Σ2. Soit f une

fonction définie sur O à valeurs dans R
d, d ∈ N

∗. On suppose que f est deux fois continûment
différentiable sur O.
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1. Si la différientielle Df(X) de f en X est non nulle, alors
√
n(f(Xn) − f(X)) converge

en loi vers une loi normale centrée de matrice de variance Df (X).Σ2.Df (X)t, où Df (X)t

désigne la transposée de Df (X).

2. Si de plus d = 1 et si Df (X) est nulle, alors il existe k variables aléatoires Yi, i = 1, . . . , k,
indépendantes et de loi χ2(1) et k réels αi, i = 1, . . . , k tels que 2n(f(Xn)−f(X)) converge
en loi vers

∑k
i=1 αiYi.

Démonstration :

1. Un développement de Taylor-Young de f à l’ordre 1 au voisinage de X fournit l’égalité

f(Xn) = f(X) +Df (X)(Xn −X) + oP(‖Xn −X‖),

de sorte que
√
n (f(Xn)− f(X)) = Df (X)(

√
n(Xn −X)) + oP(‖√n(Xn −X)‖).

Le vecteur
√
n(Xn −X) étant asymptotiquement de loi normale centrée de variance Σ2,

alors Df(X)(
√
n(Xn − X)) est asymptotiquement de loi normale centrée, de variance

Df (X).Σ2.Df (X)t. Finalement, d’après le théorème de Prokhorov,
√
n(Xn − X) étant

asymptotiquement gaussien d’espérance nulle, alors oP(‖√n(Xn−X)‖) = oP(1). Le résulat
découle alors du théorème de Slutsky.

2. Comme la différentielle Df(X) est nulle, un développement de Taylor-Young de f à l’ordre
2 au voisinage de X donne

f(Xn) = f(X) +
1
2
D2
f(X)(Xn −X,Xn −X) + oP(‖Xn −X‖2),

où D2
f (X) est la hessienne de f en X , de sorte que

2n(f(Xn)− f(X)) = D2
f (X)(

√
n(Xn −X),

√
n(Xn −X)) + oP(‖√n(Xn −X)‖2).

La matrice de variance asymptotique de
√
n(Xn −X) induit un produit scalaire sur Rk,

tandis que la hessienne D2
f(X) induit une forme quadratique. Le théorème de diagona-

lisation simultanée de deux formes quadratiques s’applique : il existe une base B de Rk,
orthonormale pour la variance, qui est aussi orthogonale pour la forme quadratique hessi-
enne. Soit (αi,j)(i,j)∈{1,...,k}2 la matrice de passage de la base canonique à B et (βi)i=1,...,N

les coordonnées diagonales de D2
f(X) dans B. On a

2n(f(Xn)− f(X)) =
k∑

i=1

βiY
2
i + oP(‖√n(Xn −X)‖2),

où Yi =
∑k
j=1 αi,j

√
n(Xn(j)−X(j)) sont des variables aléatoires non corrélées telles que

Var(Yi) = 1 pour tout i = 1, . . . , k (les variables Xn(j) et X(j) désignant les composantes
deXn etX). Le vecteur

√
n(Xn−X) étant asymptotiquement gaussien,

∑k
j=1 αi,j

√
n(Xn(j)−

X(j)) est asymptotiquement une variable gaussienne, et Y 2
i est asymptotiquement de loi

χ2(1).
Finalement, d’après le théorème de Prokhorov, oP(‖√n(Xn −X)‖2) = oP(1). Le résultat
découle alors du théorème de Slutsky. �

Remarques 1.1.

1. Le point 1. de la proposition 1.3 reste vrai dans un cadre beaucoup plus général que celui
mentionné : la vitesse peut être autre que

√
n et on peut étendre le résultat à d’autres

lois asymptotiques que la loi gaussienne. Toutefois, cette version recouvre l’ensemble des
utilisations ultérieures.
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2. Le point 2. fournit une loi asymptotique non dégénérée pour 2n(f(Xn)−f(X)) uniquement
si la hessienne de f en X n’est pas nulle. Cependant, si tel est le cas, pourvu que la
fonction soit suffisamment régulière, on peut pousser le développement de Taylor jusqu’à
la première dérivée non nulle et ainsi déterminer une loi asymptotique non dégénérée pour
f(Xn)− f(X).

1.3.2 Le principe de grandes déviations de Sanov

Lorsqu’un risque peut être modélisé comme la déviance d’une variable aléatoire par rapport à
un comportement typique, il est nécessaire de calculer la probabilité qu’une telle déviance puisse
survenir. La loi des grands nombres donne le comportement typique de la moyenne empirique
(
∑n
k=1Xk)/n de n variables aléatoires X1, . . . , Xn indépendantes de même loi P : (

∑n
k=1Xk)/n

converge presque sûrement vers l’espérance m de P . Le théorème de la limite centrée fournit la
limite quand n tend vers l’infini de la probabilité que (

∑n
k=1Xk)/n s’écarte de son comportement

typique :

lim
n→+∞

P

(∣∣∣∣∣

√
n

n

n∑

k=1

Xk −m
∣∣∣∣∣ > ǫ

)
=

2√
2πσ2

∫ +∞

ǫ

exp(−x2/(2σ2))dx, ǫ > 0, (1.15)

où σ2 est la variance de la loi P , soit, de manière heuristique, de sorte que

P

(∣∣∣∣∣
1
n

n∑

k=1

Xk −m
∣∣∣∣∣ > ǫ

)
≃ 1− 2√

2πσ2

∫ √nǫ

0

exp(−x2/(2σ2))dx,

Notons que si X1, . . . , Xn sont des variables gaussiennes, cette égalité est exacte, de sorte que

lim
n→+∞

1
n

log P

(∣∣∣∣∣
1
n

n∑

k=0

Xk −m
∣∣∣∣∣ > ǫ

)
= − ǫ

2

2σ2
, ǫ > 0. (1.16)

Lorsque X1, . . . , Xn ne sont pas de loi gaussienne, une limite du type de (1.16) existe en-
core, le membre de droite dépendant de la loi des variables aléatoires. Cette limite fournit une
décroissance exponentielle optimale pour la probabilité des événements rares ; elle constitue un
principe de grands déviations pour la suite des moyennes empiriques.

De manière générale, une suite de variables aléatoires réelles (Xn)n∈N à valeurs dans un
espace topologique X vérifie un principe de grandes déviations de vitesse v(n) et gouverné par
la fonction de taux I si pour tout borélien A d’intérieur non vide,

− inf
x∈Å
I(x) ≤ lim inf

n→+∞
1
v(n)

log P(Xn ∈ A) ≤ lim sup
n→+∞

1
v(n)

log P(Xn ∈ A) ≤ − inf
x∈A
I(x), (1.17)

où Å et A désignent respectivement l’intérieur et l’adhérence de A. Le recours aux limites
supérieures et inférieures est nécessaire, la limite limn→+∞

1
v(n) log P(Xn ∈ A) n’existant pas

nécessairement. La fonction de taux est dite bonne si les ensembles de niveaux {x ∈ X : I(x) ≥
η}, η > 0, sont compacts.

Notons que si la fonction de taux I est continue sur X , alors c’est une bonne fonction de
taux, et pour tout borélien A, on a

inf
x∈Å
I(x) = inf

x∈A
I(x),

de sorte que (1.17) devient

lim
n→+∞

1
v(n)

log P(Xn ∈ A) = − inf
x∈A
I(x).
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Le théorème suivant, de Sanov [55], donne un principe de grandes déviations pour la suite des
lois empiriques associée à une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi P de sup-
port fini. La démonstration proposée ici, nécessaire à la bonne compréhension de la partie 2.4.2
du chapitre 2, est donnée par Cover et Thomas [16], chapitre 12.

Théorème 1.2 (Sanov (1961)). La suite (P̂n)n∈N∗ des probabilités empiriques associée à une
suite de variables aléatoires indépendantes de loi P de support fini E, satisfait un principe de
grandes déviations dans M1(E) muni de la topologie de la convergence faible, de vitesse n et
gouverné par la bonne fonction de taux K(.|P ). Précisément, pour tout borélien A de M1(E),
on a

P(P̂n ∈ A) ≤ (n+ 1)|E| exp
(
−n inf
Q∈A

K(Q|P )
)
. (1.18)

Si de plus, A est d’intérieur non vide, alors

lim
n→∞

1
n

log P

(
P̂n ∈ A

)
= − inf

Q∈A
K(Q|P ). (1.19)

Démonstration : La loi empirique P̂n obtenue à partir du n-échantillon xn appartient à
l’ensemble

Qn =

{
Q ∈M1(E) : Q(i) =

ki
n
, i ∈ E, ki ∈ N,

∑

i∈E
ki = n

}
.

Le nombre d’éléments |Qn| de Qn vérifie

|Qn| ≤ (n+ 1)|Q|.

En effet, puisque chaque numérateur ki des éléments de Qn est compris entre 0 et n, il y au
plus (n+ 1) choix pour chacun, d’où l’inégalité. Cette inégalité n’est pas optimale – la relation∑
i∈E ki = n implique que les choix pour les ki ne sont pas indépendants – mais sera suffisante.
On a

P(P̂n ∈ A) = P(P̂n ∈ A ∩ Qn)
≤

∑

Q∈Qn∩A
P(P̂n = Q). (1.20)

Pour Q ∈ Qn ∩ A, soit TQ l’ensemble des échantillons dont la loi empirique associée est Q ;
précisément,

TQ = {xn :
∑

i∈E
δi

1
n

n∑

k=1

11{Xk=i} = Q}.

Observons que P(P̂n = Q) = Pn(TQ), où Pn est la loi produit sur En issue de P .
Or pour tout xn ∈ TQ, il y a exactement nQ(i) observations xk qui sont égales à i, i ∈ E.

D’où
Pn(xn)
Qn(xn)

=
n∏

k=1

P (xk)
Q(xk)

=
∏

i∈E

(
P (i)
Q(i)

)nQ(i)

= exp(−nK(Q|P )), xn ∈ TQ,

de sorte que
Pn(xn) = Qn(xn) exp(−nK(Q|P )).

Finalement, on a

Pn(TQ) =
∑

x
n
∈TQ
Pn(xn) =

∑

x
n
∈TQ
Qn(xn) exp(−nK(Q|P ))

≤ Q(TQ) exp(−n min
Q∈Qn∩A

K(Q|P )) ≤ exp(−n infQ ∈ Q ∩A)K(Q|P ).
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Le dernier terme ne dépend plus de TQ, donc l’inégalité (1.20) devient

P(P̂n ∈ A) ≤ |Qn ∩A| exp(−n inf
Q∈A

K(Q|P )).

Finalement, l’inégalité (1.18) en découle puisque |Qn ∩A| ≤ |Qn| ≤ (n+ 1)|E|.
Pour établir la borne inférieure, un ensemble A doit exister, tel que pour n suffisamment

grand, on peut trouver une probabilité dans A ∩ Qn suffisamment proche de la probabilité
réalisant la borne inférieure infQ∈AK(Q|P ). Si A est d’intérieur non vide, alors

⋃
nQn est dense

dans M1(E), donc A ∩ Qn est non vide pour n assez grand. On construit alors une suite de
probabilités Qn telles que Qn ∈ Qn ∩A et K(Qn|P ) converge vers infQ∈AK(Q|P ). Ainsi, pour
n assez grand,

P(P̂n ∈ A) =
∑

Q∈A∩Qn
Pn(TQ)

≥ Pn(TQn) ≥ 1
(n+ 1)|E|

exp (−nK(Qn|Q)) .

Par conséquent,

lim inf
n→+∞

1
n

log P(P̂n ∈ A) ≥ lim inf
(
−|E| log(n+ 1)

n
−K(Qn|P )

)
= inf
Q∈A

K(Q|P ). (1.21)

Finalement, réunissant les limites inférieure (1.21) et supérieure découlant de l’inégal-
ité (1.18), on déduit la limite (1.19). �

Remarque 1.1. Cette démonstration combinatoire s’affranchie pratiquement de toute consid-
ération topologique, pourtant habituellement au coeur des techniques de grandes déviations. Le
théorème de Sanov peut en effet s’énoncer dans un cadre plus général que celui présenté ici, où
l’on s’est limité aux probabilités à support fini. Lorsque l’espace d’état de P est plus général,
la fonction de taux n’est pas nécessairement continue pour la topologie de la convergence faible.
Dans le cadre où nous nous plaçons, la fonction de taux, qui est la divergence de Kullback-
Leibler par rapport à P , est continue sur M1(E) muni de la topologie de la convergence faible,
pourvu que E soit le support de P . En outre, la topologie faible sur M1(E) coïncide alors avec
la topologie réelle induite sur les n-uplets (P (i))i∈E .

Dans le chapitre 2, on établit un principe de grandes déviations pour la suite des estimateurs
par plug-in de l’entropie S(P ) de la loi commune P d’observations indépendantes. On déduira
ce principe de grandes déviations du théorème de Sanov et du principe de contraction suivant
(voir par exemple Dembo et Zeitouni [22], Theorem 4.2.1).

Proposition 1.4 (Principe de contraction). Soient X et Y deux espaces topologiques et f une
fonction continue de X dans Y. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables satisfaisant un principe
de grandes déviations sur X de vitesse v(n) et gouverné par la fonction de taux I.

Alors la suite (f(Xn))n∈N satisfait un principe de grandes déviations sur Y de vitesse v(n)
et gouverné par la fonction de taux J donnée par

J(y) = inf{I(x) : x ∈ f−1(y)},

avec la convention que la borne inférieure d’une partie vide est égale à +∞.
De plus, si la fonction de taux I est continue, alors J est continue sur l’ensemble {y ∈ Y :

J(y) < +∞}. En particulier, dans ce cas, les limites inférieures et supérieures du principe de
grandes déviations sont égales.
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Chapitre 2

Principe de grandes déviations
pour l’estimateur par plug-in de
l’entropie d’une probabilité.
Applications.

Lorsque seules des observations d’une loi sont disponibles, il est nécessaire d’estimer l’entropie
pour l’utiliser dans les applications. L’estimateur de l’entropie égal à l’entropie de la loi empirique
de n observations indépendantes de même loi (n-échantillon) a été étudié dans les années 50.
Zubkov [67] et Harris [39] établissent respectivement que l’erreur d’estimation S(P ) − S(P̂n)
converge en loi à vitesse

√
n vers une loi normale si P n’est pas uniforme, et à vitesse 2n vers une

somme de variables de loi du χ2 à 1 degré de liberté, lorsque P est uniforme. Leur démonstration
est basée sur le fait que l’estimation de l’entropie à partir d’observations indépendantes est un
cas particulier d’un schéma d’observation plus complexe. Une démonstration plus accessible des
bonnes propriétés asymptotiques de S(P̂n) est donnée dans la partie 2.2 du présent chapitre.

Le but de ce chapitre est d’établir et d’étudier un principe de grandes déviations (PGD)
pour la suite des estimateurs par plug-in Ŝn = S(P̂n) de l’entropie S(P ), basée sur la suite des
estimateurs empiriques P̂n de la loi P . Précisément, on montre dans la partie 2.3 que

lim
n→∞

1
n

logP (Ŝn ∈ A) = − inf
s∈A
IS(P, s), (2.1)

pour tout borélien A ⊆ [0, log |E|] d’intérieur non vide, où A désigne l’adhérence de A et où la
fonction de taux IS(P, .) est la divergence de Kullback-Leibler par rapport à P de la k-escorte
EkP de P donnée par

EkP (i) =
P (i)k∑
j∈E P (j)k

, i ∈ E, (2.2)

avec k > 0 tel que S(EkP ) = s.
Dans la partie 2.1, en préliminaire à l’énoncé du PGD, quelques propriétés des lois escortes

sont établies, en lien avec l’entropie et la géométrie induite par la divergence de Kullback-
Leibler. On montre notamment que la projection relativement à la divergence de Kullback-
Leibler d’une probabilité P de support fini E, sur une K-sphère est atteinte pour une loi escorte
de P . Intéressantes par elles-mêmes, ces propriétés sont aussi nécessaires pour la construction
d’une approximation explicite de la fonction de taux dans la partie 2.1.3. En effet, établir une
expression explicite pour le niveau k de l’escorte impliquée dans la définition de IS, en fonction du
niveau d’entropie s semble être difficile, et ce, quelque soit le cardinal de E ; une approximation
de IS(P, s) pour toute valeur de s est obtenue dans la partie 2.1.3.
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La fonction de taux IS(P, .) peut être remplacée par son approximation dans toutes les
applications des PGD, sans altérer significativement la précision des résultats. Précisément,
dans la partie 2.4.1, des bornes exponentielles sont établies pour la probabilité des événements
rares, tels que

(
Ŝn > S(P ) + ε

)
, pour ε > 0, en utilisant l’approximation de IS(P, .). Ces bornes

sont asymptotiquement aussi précises que celles fournies par la fonction de taux IS(P, ). Dans
la partie 2.4.2, un test du niveau d’entropie d’une variable aléatoire est établi, par seuillage
de l’approximation de IS(P, .) par des valeurs appropriées. D’autres applications apparaissent
naturellement en théorie de la compression et du codage ; voir Dembo et Zeitouni [22], partie 3.5
et Cover et Thomas [16], chapitres 12 et 13.

2.1 Quelques propriétés des lois escortes en lien avec la
géométrie de Kullback-Leibler

Des détails importants d’un phénomène apparaissent souvent plus clairement en étudiant
les lois escortes, pour des valeurs de k adéquates, que la loi elle-même. Beck et Schlogl [8] et
Tsallis [60] établissent quelques propriétés des lois escortes (voir la partie 1.2.2 du chapitre 1).Une
étude de la transformation escorte de quelques lois usuelles à support fini, mais aussi à support
dénombrable ou continu est proposée en annexe de ce chapitre. Bercher [9] présente le rôle des
lois escortes en théorie du codage, en lien avec l’entropie de Rényi. Les lois escortes jouent
également un rôle important dans la géométrie liée à la divergence de Kullback-Leibler (voir
Sgarro [56], ainsi que la partie 1.2.2 du chapitre 1 pour plus de détails). On établit dans la
partie 2.1.1 que la projection d’une probabilité P sur une sphère relative à la divergence de
Kullback-Leibler, centrée en la probabilité uniforme, est une des lois escortes de P , pourvu que
P ait un unique mode, prouvant ainsi que les droites de l’espace vectoriel M∗1(E) (muni des
opérations ⊕ et ⊙ introduites dans la partie 1.2.2 du chapitre 1) donnent la direction de la plus
grande variation d’information. Par ailleurs, il est établi dans la partie 2.3 que cette projection,
dite K-projection et notée IS(P, .), est la fonction de taux gouvernant le principe de grandes
déviations de la suite des estimateurs par plug-in de l’entropie de P , ramenant ainsi l’étude
asymptotique d’événements rares à l’étude de la géométrie de Kullback-Leibler.

Étant donnée une probabilité P ∈ M∗1(E), où E = {0, . . . , N}, on définit la fonction φP
sur R∗+ par φP (k) = S(EkP ). Dans la partie 2.1.2, plusieurs propriétés de E sont établies. En
particulier, on montre que pour toute loi P possédant m modes, la fonction φP a pour image
] log(m), log(N + 1)[ et y est inversible.

Établir une expression explicite de la K-projection revient à établir une expression explicite
du niveau k de la transformation escorte en fonction de son niveau d’entropie s (ou de manière
équivalente du rayon de la K-sphère sur laquelle on projette), c’est-à-dire à expliciter l’inverse
de φP . Une alternative, présentée dans la partie 2.1.3, consiste à établir une approximation de
IS(P, s) pour toute valeur explicite de s, avec un contrôle sur l’erreur d’approximation.

2.1.1 K-projection d’une probabilité sur une K-sphère

Le théorème 2.1 établit la projection relativement à la divergence de Kullback-Leibler d’une
probabilité P ∈M∗1(E), sur l’ensemble de niveau S−1(s), pour s ∈ [0, log(N + 1)]. Précisément,
la K-projection de P sur la K-sphère SK(U, log(N + 1)− s) = S−1(s) est définie par

IS(P, s) = inf{K(Q|P ) : Q ∈ S
−1(s)}.

Bien que la démonstration de ce théorème utilise les résultats de la partie 2.1.2, on le donne
dès maintenant, car il s’agit du résultat central de ce chapitre.

Théorème 2.1. Soit P ∈ M∗1(E) une probabilité de support fini E. Soient p∗ = maxi∈E P (i)
et m = |{i ∈ E : P (i) = p∗}| le nombre de modes de P . Soient S(P ) l’entropie de P et s ∈ R.
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Alors

IS(P, s) =





K(EkP |P ) si s ∈] logm, log |E|], pour k tel que S(EkP ) = s,
− log p∗ − s si s ∈ [0, logm],
+∞ sinon.

(2.3)

Démonstration : La quantité à minimiser est K(Q|P ).
Les contraintes sont S(Q) = −∑i∈E Q(i) logQ(i) = s et

∑
i∈E Q(i) = 1. On a K(Q|P ) =

s−∑iQ(i) logP (i), où s est connue. On peut supposer sans perte de généralité que les m modes
de P sont 0, . . . ,m− 1, de poids p, de manière à ce que la quantité à minimiser soit

−
∑

i∈E
Q(i) logP (i) = − log p

m−1∑

i=0

Q(i)−
N∑

i=m

Q(i) logP (i).

Cette somme est la moyenne des quantités − logP (i) pondérées par la probabilité Q, de telle
manière que la borne inférieure est atteinte pour la probabilité Q qui favorise la plus petite
valeur, c’est-à-dire la valeur − log p. Ainsi, n’importe quelle probabilité Q telle que Q(m+ 1) =
· · · = Q(N) = 0 est solution, pourvu qu’elle satisfasse la contrainte S(Q) = s. Si s ≤ logm, de
telles probabilités existent et infQ {−

∑
iQ(i) logP (i)} = − log p, de sorte que IS(s) = −s−log p.

Notons que l’entropie de toute probabilité satisfaisant Q(m + 1) = · · · = Q(N) = 0 est
nécessairement inférieure à logm (voir le lemme 2.1), de sorte que si s > logm, la borne inférieure
n’est pas atteinte pour une telle probabilité. Dans ce cas, on utilise la méthode des multiplicateurs
de Lagrange. Le lagrangien est

−
∑

i∈E
Q(i) logP (i)− x

∑

i∈E
Q(i) logQ(i)− z[

∑

i∈E
Q(i)− 1].

En dérivant par rapport à Q(i), pour i ∈ E, on obtient − logP (i)−x[logQ(i) + 1]− z = 0, pour
tout i ∈ E, d’où

Qmin(i) = CQ(i)k, i ∈ E, k ∈ R.

Finalement, l’égalité
∑
i∈E Q

min(i) = 1 implique C = 1/
∑
j∈E P (j)k, et alors Qmin = EkP , pour

k ∈ R satisfaisant S(EkP ) = s. La propriété 2.3 et la proposition 2.1, établies dans la partie 2.1.2
prouvent qu’il existe deux valeurs possibles pour k, l’une positive, l’autre négative. La valeur
négative induit une probabilité EkP possédant des propriétés très dissemblables à P (voir la
proposition 2.1) ; en particulier, il est clair que la borne inférieure cherchée est atteinte pour EkP
avec k > 0.

�

Ce résultat a été initialement énoncé par Sgarro [56]. On le trouve énoncé également dans
Cover et Thomas [16], page 309, dans le contexte du test d’hypothèses et dans Dembo et
Zeitouni [22], Exercice 3.4.14, dans le contexte des grandes déviations. Cependant, la méth-
ode des multiplicateurs de Lagrange utilisée par ces auteurs ne permet pas de déterminer la
projection de probabilités possédant plusieurs modes. En effet, elle fournit des extrema locaux
dans un ouvert, iciM∗1(E) = {Q ∈ M1(E) : Q(i) > 0, i ∈ E} pour s > logm, tandis que pour
m > 1 et s ≤ logm, la borne inférieure est atteinte sur le bord deM1(E). En guise d’illustration,
la figure 2.1 représenteM1(E) identifié au triangle équilatéral (voir la partie 1.2.2 du chapitre 1
pour plus de détails sur cette identification). Les lacets bleus représentent les ensemble de niveau
{Q : S(Q) = s} pour s = s0 < log 2 (à gauche) et s = s1 > log 2 (à droite). Les courbes en
pointillés rouges sont les droites dans cette géométrie. Pour P1, la borne inférieure est atteinte
dans l’intérieur deM1(E), quelque soit le niveau d’entropie s. Pour P2, la borne inférieure est
également atteinte dans l’intérieur lorsque s > log 2 (à gauche), mais elle est atteinte sur le bord,
en Pmin2 , lorsque s ≤ log 2 (à droite).
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Fig. 2.1 – Projections des probabilités P1 et P2, possédant respectivement un et deux modes,
pour s0 > log 2 (à gauche) et s1 < log 2 (à droite).

Remarques 2.1.

1. Si P = U est la loi uniforme sur E, alors P (i) = 1/(N + 1) et P possède N + 1 modes et
IS(U, s) = log(N + 1)− s pour tout s ∈ [0, log(N + 1)].

2. Le résultat précédent ne prend pas en compte les probabilités P sur le bord deM1(E), c’est-
à-dire les probabilités pour lesquelles il existe des états i ∈ E de poids nul. Néanmoins,
dans le cadre du principe de grandes déviations pour la suite des estimateurs par plug-in
de l’entropie de P , cette restriction est naturelle puisqu’on ne peut observer que les états
pour lesquels P (i) > 0.

2.1.2 Propriétés des lois escortes

Dans cette partie, quelques propriétés de la transformation escorte en lien avec l’entropie
sont établies. Ces propriétés vont permettre de prouver que la fonction φP , qui à k > 0 associe
l’entropie de la k-escorte de la probabilité P , est inversible.

Le lemme ci-dessous est nécessaire à la preuve des propriétés qui suivent.

Lemme 2.1. Soit P ∈M1(E) une probabilité sur un ensemble fini de cardinal N + 1 possédant
m modes. L’entropie S(P ) de P vérifie

log(m) ≤ S(P ) ≤ log(N + 1). (2.4)

Démonstration : On sait (proposition 1.2 du chapitre 1) que la valeur maximale de l’entropie
S(P ) est atteinte pour la probabilité uniforme, dont l’entropie est log(N + 1).

Supposons maintenant que P a m modes et montrons que S(P ) ≥ logm. D’après la pro-
priété 1.1 du chapitre 1, si pm =

∑n
k=1 qk = 1−∑mi=0 pi, alors

S(p0, . . . , pm−1, q1, . . . , qn) = S(p0, . . . , pm) + pmS

( q1
pm
, . . . ,

qn
pm

)
≥ S(p0, . . . , pm).

Posons P (0) = · · · = P (m− 1) = q et P (k) = qk pour k = 1, . . . , n, avec n = N + 1−m. La
probabilité P possédant exactement m modes, pm = 1 −mq, avec 1 −mq ≥ 0, c’est-à-dire que
q ≤ 1/m, et q > qk pour k = 1, . . . , n et alors q > 1/(m+ n) = 1/(N + 1). D’où

S(q, . . . , q, pm) = mq log(mq) + (1−mq) log(1−mq) = sm(q).

En calculant la dérivée de sm par rapport à q, on obtient s′m(q) = m log[(1 − mq)/q], ce qui
montre que sm est strictement croissante sur ]0, 1/(m + 1)[ et strictement décroissante sur
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]1/(m+ 1), 1/m[ ; la valeur minimale étant alors sm(1/m) = logm. �

Le comportement de la transformation escorte diffère grandement selon que k > 0 ou k < 0.
Dans la partie 2.1.1, ce sont les lois escortes pour k > 0 qui interviennent. Notre étude sera donc
concentrée sur celles-ci, les propriétés des transformations escortes pour k < 0 étant simplement
énoncées.

La dérivée partielle de E par rapport à k, définie surM∗1(E)× R∗+, est donnée par

∂E
∂k

(P, k)(i) =
P (i)k

∑
l∈E P (l)k log

[
P (i)k/P (l)k

]
[∑
l∈E P (l)k

]2 . (2.5)

Pour simplifier, on notera ∂E∂k (P, k)(i) = ∂kEkP (i).

Propriété 2.1. La transformation escorte restreinte à R∗+ tend à uniformiser P lorsque k < 1
tandis qu’elle tend à concentrer le poids sur les modes lorsque k > 1. Précisément :

1. EkP converge vers la probabilité uniforme lorsque k tend vers 0 ;

2. EkP converge vers
∑m
l=1 δαl/m lorsque k tend vers l’infini, où M = {α1, . . . , αm} désigne

l’ensemble des m modes de P et δi est la mesure de Dirac en i.

Démonstration :

1. Puisque P (j) ∈]0, 1[ pour tout j ∈ E, on sait que P (j)k converge vers 1 lorsque k tend
vers 0. La somme

∑
j∈E P (j)k converge alors vers (N + 1) et EkP = P (i)k/

∑
j∈E P (j)k

converge vers 1/(N + 1).

2. Posons p = P (α1) = · · · = P (αm). On a

EkP (i) =
P (i)k∑
j∈E P (j)k

=
P (i)k/pk∑
j∈E P (j)/pk

=
P (i)k/pk

m+
∑
j 6∈M P (j)k/pk

.

Pour i 6∈ {α1, . . . , αm}, le rapport P (i)k/pk converge vers 0, tandis que P (αl)/p = 1, pour
l = 1, . . . ,m, de sorte que EkP (i) tend vers 1/m si i = αl et vers 0 sinon. �

Propriété 2.2. La transformation escorte E restreinte à R∗+ et sa dérivée par rapport à k
préservent l’ordre induit par les poids de la probabilité P . Précisément :

1. si P (i) = P (j) alors EkP (i) = EkP (j) ;

2. si P (i) > P (j), alors EkP (i) > EkP (j) et ∂kEkP (i) > ∂kEkP (j), k > 0 ;

3. si P n’est pas uniforme ni une mesure de Dirac, alors pour P (i∗) = mini∈E P (i) et P (i∗) =
maxi∈E P (i), ∂kEkP (i∗) > 0 et ∂kEkP (i∗) < 0, k > 0.

Démonstration :

1. L’égalité P (i) = P (j) implique P (i)k = P (j)k et donc EkP (i) = EkP (j).

2. L’inégalité P (i) > P (j) implique P (i)k > P (j)k, pour k > 0, ce qui prouve que EkP (i) >
EkP (j). Par ailleurs, on déduit de (2.5) que

∂kE
k
P (i) >

P (j)k
∑
l∈E log

[
P (j)k

P (l)k

]
P (l)k

[∑
l∈E P (l)k

]2 = ∂kEkP (j).

3. D’une part, si ∂kEkP (i∗) était négative ou nulle, alors d’après le point 1, ∂kEkP (i) serait
négative ou nulle pour tout i ∈ E. D’autre part, puisque

∑
i∈E E

k
P (i) = 1, on a pour tout

k > 0, ∑

i∈E
∂kE

k
P (i) = 0.
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Par conséquent, ∂kEkP (i) = 0 pour tout i ∈ E et tout k > 0, et EkP = P et alors P serait
la loi uniforme ou bien une mesure de Dirac.
Le résultat se démontre de manière similaire pour le minimum. �

Propriété 2.3. Si P ∈ M∗1(E)\{U}, où U est la loi uniforme, la fonction φP définie sur R∗+
par φP (k) = S(EkP ), est deux fois continûment dérivable sur R

∗
+ et sa dérivée φ′P est strictement

négative sur R∗+.

Démonstration : La fonction φP est deux fois (infiniment) continûment dérivable sur R∗+ en
tant que composée de fonctions deux fois (infiniment) continûment dérivables. Sa dérivée est
donnée pour tout k ∈ R∗+ par la règle des chaînes, soit

d

dk
φP (k) =

N∑

i=1

∂

∂i
S(EkP )∂kEkP (i) = −

N∑

i=1

[
log

(
EkP (i)

1−∑Nl=1E
k
P (l)

)]
∂kE

k
P (i). (2.6)

Ordonnons les éléments de E selon leur poids sous P , de manière que P (0) ≥ P (1) ≥ · · · ≥ P (N).
Selon la propriété 2.1, point 1, EkP (0) ≥ · · · ≥ EkP (N) et ∂kEkP (0) ≥ · · · ≥ ∂kEkP (N). D’après

la propriété 2.2, ∂kEkP (0) > 0 et ∂kEkP (N) < 0. Donc, pour tout k > 0, il existe un j ∈ E tel
que ∂kEkP (j) ≥ 0 et ∂kEkP (j + 1) < 0, de sorte que (2.6) devient

φ′P (k) =
j∑

i=1

[
−log

(
EkP (i)

1−∑Nl=1 E
k
P (l)

)]
d

dk
EkP (i) +

N∑

i=j+1

[
− log

(
EkP (i)

1−∑Nl=1E
k
P (l)

)]
∂kE

k
P (i),

où
∑j
i=1 est nulle si j = 0. La fonction x 7→ − log x étant décroissante, on a

max
i∈{1,...,j}

− log

(
EkP (i)

1−∑Nl=1E
k
P (l)

)
= − log

(
EkP (j)

1−∑Nl=1E
k
P (l)

)
,

min
i∈{j+1,...,N}

− log

(
EkP (i)

1−∑Nl=1E
k
P (l)

)
= − log

(
EkP (j + 1)

1−∑Nl=1E
k
P (l)

)
,

ce qui donne

d

dk
φP (k) ≤

[
− log

(
EkP (j)

1−∑Nl=1 E
k
P (l)

)]
j∑

i=1

∂kE
k
P (i) (2.7)

+

[
− log

(
EkP (j + 1)

1−∑Nl=1E
k
P (l)

)]
N∑

i=j+1

∂kE
k
P (i).

L’égalité
∑
i∈E E

k
P (i) = 1 implique que

∑N
i=j+1 ∂kE

k
P (i) = −∑ji=1 ∂kE

k
P (i) + ∂kEkP (0), ce qui

donne dans (2.7),

d

dk
φP (k) ≤ log

[
EkP (j + 1)
EkP (j

] N∑

i=j+1

∂kE
k
P (i)− log

(
EkP (j)

1−∑Nl=1 E
k
P (l)

)
∂kE

k
P (0)

≤ log
[
EkP (j + 1
EkP (j)

] N∑

i=j+1

∂kE
k
P (i).

Le résultat découle alors de l’inégalité EkP (j) ≥ EkP (j + 1).
Notons que l’inégalité est stricte dès qu’il existe au moins un i ∈ E tel que P (i) 6= P (i+ 1),

ce qui est vrai dès que P n’est pas uniforme. �
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Propriété 2.4. La borne inférieure infk>0 S(EkP ) de l’entropie des escortes d’une probabilité
possédant m modes est logm. La borne supérieure supk>0 S(EkP ) est log(N + 1).

Démonstration : Soit EkP la k-escorte d’une probabilité P possédant m modes.
D’après la propriété 2.2, EkP a également m modes, et donc, d’après le lemme 2.1, la valeur

minimale de S(Epk) est logm. �

Notons λ = logm et Λ = log(N + 1). D’après les propriétés 2.3 et 2.4, φP est une bĳection
de R∗+ dans ]λ,Λ[ avec une fonction inverse deux fois continûment dérivable φ−1

P . De plus,

IS(P, s) = K
(
E(P, φ−1

P (s))|P
)
, s ∈]λ,Λ[,

de sorte que IS(P, .), en tant que fonction de s est également deux fois dérivable sur ]λ,Λ[.
Le lemme suivant établit la continuité de IS(., s), en tant que fonction de P , pour s ∈

]0, log(N + 1)] fixé, sur l’ensembleM(1)
1 (E) des probabilités de support E possédant un unique

mode.

Lemme 2.2. Étant donné s ∈]0, log(N + 1)], l’application IS(., s) est continue surM(1)
1 (E).

Démonstration : Soit s ∈ R. Pour tout P ∈M(1)
1 (E), on a IS(P, s) = K(E(P, φ−1

P (s))|P ). La
transformation escorte et la divergence de Kullback-Leibler étant continues sur leur ensemble
de définition, la fonction IS(., s) restreinte à M(1)

1 (E) est continue en tant que composée de
fonctions continues, pourvu que la fonction P ∈M(1)

1 (E) 7→ φ−1
P (s) soit elle aussi continue.

La fonction Φ définie surM(1)
1 (E)×R∗+ par Φ(P, k) = S(EkP ) est continûment différentiable.

La propriété 2.3 établit que pour tout (P, k) ∈M(1)
1 (E)×R∗+, la dérivée partielle ∂

∂kΦ(P, k) est
non nulle. Le théorème des fonctions implicites dit que pour toute probabilité P ∈M1(1)(E) et
tout k ∈ R∗+, il existe un voisinage VP de P , un voisinage Vk de k et une fonction ρ définie et
continûment différentiable sur Vk tels que pour tout (P ′, k′) ∈ VP × Vk, l’égalité Φ(P ′, k′) = s
est vérifiée si et seulement si k′ = ρ(P ′). En particulier, Φ(P, k) = s si et seulement si k = ρ(P ),
c’est-à-dire si et seulement si φ−1

P (s) = ρ(P ). La fonction ρ étant continûment différentiable en
P , elle est en particulier continue, donc l’application P 7→ φ−1

P (s), ce qui termine la démonstra-
tion. �

La transformation escorte agit sur P de façon opposée pour k < 0 : les valeurs les moins
probables pour P deviennent les modes de l’escorte et réciproquement. Les propriétés des lois
escortes pour k < 0 possèdent des propriétés qui sont les versions chirales (symétriques, vues
dans un miroir) de celles précédemment établies pour k > 0. Elles sont résumées ci-dessous.

Propriétés 2.1.

1. La transformation escorte restreinte à R∗− tend à uniformiser P lorsque k > −1 tandis
qu’elle tend à concentrer le poids sur les valeurs les moins probables lorsque k < −1.
Précisément,

(a) EkP converge vers la probabilité uniforme lorsque k tend vers 0 ;

(b) EkP converge vers
∑m′
l=1 δαl/m

′ lorsque k tend vers l’infini, où M′ = {α1, . . . , αm′}
désigne le ou les élément(s) de E le(s) moins chargé(s) par P et δi est la mesure de
Dirac en i.

2. La transformation escorte E restreinte à R∗− et sa dérivée par rapport à k renversent l’ordre
induit par les poids de la probabilité P . Précisément,

(a) si P (i) = P (j) alors EkP (i) = EkP (j) ;

(b) si P (i) > P (j), alors

EkP (i) < EkP (j) et ∂kEkP (i) < ∂kEkP (j), k < 0;
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(c) si P n’est pas uniforme ni une mesure de Dirac, alors pour P (i∗) = mini∈E P (i) et
P (i∗) = maxi∈E P (i), on a

∂kE
k
P (i∗) > 0 et ∂kEkP (i∗) < 0, k < 0.

3. Si P ∈ M1(E)\{U}, où U est la loi uniforme, la fonction k ∈ R∗− 7→ S(EkP ) est deux fois
continûment dérivable sur R∗− et sa dérivée est strictement positive sur R∗+.

2.1.3 Approximation numérique de la K-projection

Donner une expression explicite de IS(P, .) revient à obtenir une expression analytique de
l’inverse de φP , ce qui ne nous semble pas être envisageable. Une alternative consiste à construire
une approximation de cet inverse.

Puisque S(EkP ) est une fonction strictement décroissante de k, l’équation S(EkP ) = s, avec
s ∈]λ,Λ[, admet une unique solution. En d’autres termes, la borne inférieure définissant IS(s)
est atteinte pour une unique k-escorte de P , pourvu que s ∈]λ,Λ[.

Soit {s1, . . . , sM−1} une famille de points équidistribués le long de ]λ,Λ[, disons sl = λ+l(Λ−
λ)/M . Puisque φP est strictement monotone et régulière, de nombreuses méthodes numériques
fournissent une solution approchée de chaque équation

φP (k) = sl, l = 1, . . . ,M − 1.

Nous sommes intéressés ici par l’effet de cette approximation sur le PGD, pas par le choix de
la meilleure méthode numérique ; le fait est que l’on peut effectivement obtenir des solutions
approchées k̃1, . . . , k̃M−1 aussi proches que nécessaire des vraies solutions k1, . . . , kM−1. Si ρ > 0
désigne la précision nécessaire, établie dans la preuve de la proposition 2.1 ci-dessous, on choisit
k̃l tel que |k̃l − kl| < ρ pour tout l ∈ {1, . . . ,M − 1}. On définit alors une valeur approchée
IM (P, sl) de IS(P, sl) en posant

IM (P, sl) = K

(
E(P, k̃l)|P

)
, l = 1, . . . ,M − 1.

Finalement, l’approximation de IS(P, .) est la fonction IM (P, .) affine et continue par morceaux
construite à partir de ces points. Précisément,

IM (P, s) = (2.8)





αÎS(s1) +(1−α)(−log max
i∈E
{P (i)} − λ) s = αs1 + (1 − α)λ, α ∈ [0, 1],

α(−Λ− 1
N + 1

∑

i∈E
logP (i))

+ (1− α)ÎS(sM−1) s=αΛ +(1−α)sM−1, α ∈ [0, 1],
αÎS(sl) + (1 − α)ÎS(sl−1) s=αsl +(1−αsl−1), α ∈ [0, 1].

Proposition 2.1. Soit IM (P, .) la fonction définie sur [0, log(N + 1)] par (2.8). Pour tout
compact K ⊆]λ,Λ[ et tout s ∈ K, on a

|IM (s)− IS(s)| ≤ 2
M
,

dès que
M ≥ (Λ− λ)2 max{sup

s∈K
I ′′S (s)/8, 1}. (2.9)

Démonstration : Afin de ne pas alourdir les notations, on note IS la fonction IS(P, .). De
même IM désigne la fonction IM (P, .).
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L’ensemble K étant compact, il est borné. Ainsi, pour M assez grand, on a K ⊆ [s1, sM−1],
où les points sl, l ∈ {1, . . . ,M − 1}, sont équidistribués le long de ]λ,Λ[.

Afin de majorer |IM (s)− IS(s)| pour tout s ∈ K, on introduit l’interpolation linéaire ĨS de IS
construite à partir des points IS(sl), l ∈ {1, . . . ,M −1}. On a |IM (s)− IS(s)| ≤ |IM (s)− ĨS(s)|+
|ĨS(s)− IS(s)|, de sorte que l’on doit majorer l’erreur |IM (s)− ĨM (s)| résultant de la résolution
numérique de l’équation S(EkP ) = sl, ainsi que l’erreur |ĨS(s) − IS(s)| intrinsèque à la méthode
d’interpolation linéaire.

La fonction IS étant deux fois continûment dérivable, il est bien connu qu’une majoration de
|ĨS(s)− IS(s)| est

|ĨS(s)− IS(s)| ≤ (Λ− λ)2

8M2
CK , s ∈ K, (2.10)

avec CK = sups∈K |I(2)
S

(s)|, où I(2)
S

(s) désigne la dérivée seconde de IS.
Par ailleurs, K ⊆ [s1, sM−1], donc s = αsl+1 + (1− α)sl, pour un indice l ∈ {1, . . . ,M − 2}.

Alors,

|IM (s)− ĨS(s)| = |α(IM (sl+1)− IS(sl)) + (1 − α)(IM (sl)− IS(sl))|
≤ α|IM (sl+1)− IS(sl+1)|+ (1− α)|IM (sl)− IS(sl)|. (2.11)

On a |IM (s) − ĨS(s| = |K(E(P, k̃l)|P ) − K(E(P, k)|P )| pour tout l ∈ {1, . . . ,M − 2}, avec k tel
que S(EkP ) = s.

La fonction K(E(P, .)|P ) étant deux fois continûment dérivable sur R∗+, c’est en particulier
une fonction lipshitzienne et DK = sup(k,k′)∈Φ−1

P
(K)2{|K(E(P, k)|P ) − K(E(P, k′)|P )|/|k − k′|}

est fini, de sorte que

|ÎS(sl)− IM (sl)| ≤ DKρ, l ∈ {1, . . . ,M − 1},

ce qui donne dans (2.11),

|IM (s)− ĨS(s)| ≤ αDKρ+ (1− α)DKρ = DKρ. (2.12)

Réunissant les majorations (2.10) et (2.12), on a

|IM (s)− IS(s)| ≤ (Λ− λ)2

8M2
CK +DKρ, s ∈ K. (2.13)

Pour M ≥ (Λ−λ)2DK/8, le premier terme du membre de droite de (2.13) est majoré par 1/M .
Finalement, en choisissant ρ ≤ 1/(CKM), on obtient

|IM (s)− IS(s)| ≤ 2
M
, s ∈ K,

ce qu’il fallait démontrer. �

Remarque 2.1. Le fait d’établir la majoration de l’erreur sur les compacts plutôt que sur
l’intervalle ]λ,Λ[ est une précaution technique indispensable. En effet, l’argument central dans la
majoration de l’erreur dans la démonstration précédente est le fait que la dérivée seconde I(2)

S
(P, .)

de IS(P, .) soit bornée sur tout compact de ]λ,Λ[. Malheureusement, on ne connait a priori rien
sur le comportement de la dérivée seconde de IS(P, .) au bord de l’intervalle ]λ,Λ[ ; notamment,
on ne sait pas si la dérivée seconde I(2)

S
(P, .) est bornée sur ]λ,Λ[. Toutefois, cette restriction

est peu préjudiciable dans les applications : la majoration étant valable pour les intervalles de
la forme [λ+ δ,Λ− δ], pour δ > 0, et pour M assez grand, la zone d’ombre se limite aux bords
[λ, λ + δ] et [Λ− δ,Λ].
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Fig. 2.2 – L’approximation IM de la fonction IS(P1, .) associée à P1 = (0.5, 0.1, 0.05, 0.35) pour
M = 50 (à gauche) et M = 500 (à droite).

Fig. 2.3 – L’approximation IM des fonctions IS(P2, .) et IS(P3, .) associées à P2 =
(0.2, 0.3, 0.22, 0.28) (à gauche) et à P3 = (0.95, 0.04, 0.007, 0.003) (à droite) pour M = 500.

La dépendance de la borne inférieure du nombre de points M à choisir par rapport au
compact K est un problème en théorie, puisqu’on ne peut pas la déterminer explicitement.
Toutefois, en pratique, on obtient des approximations convaincantes pour un nombre restreint de
points de référence. Quelques simulations permettent d’illustrer cette méthode d’approximation.
Pour mettre en évidence la dépendance de IM par rapport à la probabilité P , on a choisi
cinq probabilités sur un ensemble à 4 éléments. Les trois premières ont un unique mode : P1 =
(0.5, 0.1, 0.05, 0.35) est choisi au hasard, P2 = (0.2, 0.3, 0.22, 0.28) est proche de la loi uniforme et
P3 = (0.95, 0.04, 0.007, 0.003) est proche d’une mesure de Dirac. La quatrième probabilité, P4 =
(0.4, 0.4, 0.15, 0.05), possède deux modes et la dernière, P5 = (0.3, 0.3, 0.3, 0.1), possède trois
modes. Les fonctions IM correspondantes ont été obtenues en calculant les solutions approchées
des équations ΦP (k) = sl par une dichotomie.

La figure 2.2 représente IM +1/M et IM −1/M pour la probabilité P1 etM = 50 (à gauche)
et M = 500 (à droite). La proposition 2.1 établit que la fonction IS(P1, .) est coincée entre
ces deux courbes, pourvu que la dérivée seconde de IS n’explose pas aux bords de l’intervalle
]0, log 3[ ; l’approximation est suffisament précise pour M = 500 pour qu’il soit impossible de
différencier les deux courbes. La figure 2.3 représente la fonction IM associée à P2 (à gauche)
puis à P3 (à droite), pourM = 500. Conformément aux attentes, les formes des courbes obtenues
diffèrent grandement puisque P2 est proche de la loi uniforme tandis que P3 est proche d’une
mesure de Dirac. On observe en particulier pour P3 que IS croît très vite au voisinage de log(3),
ce qui laisse penser que la dérivée seconde explose au voisinage de log 3.

La figure 2.4 représente la fonction IM associée à P4 (à gauche), puis à P5 (à droite).
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Fig. 2.4 – L’approximation IM des fonctions IS(P4, .) et IS(P5, .) associées à P4 =
(0.4, 0.4, 0.15, 0.05) (à gauche) et à P5 = (0.3, 0.3, 0.3, 0.1) (à droite) pour M = 500.

2.2 Propriétés asymptotiques de l’estimateur empirique
de l’entropie d’une probabilité

Soit P une probabilité sur E. Soit (X1, . . . , Xn) un n-échantillon de P . L’estimateur em-
pirique P̂n de P est donné par

P̂n(i) =
Nn(i)
n
, i ∈ E,

où Nn(i) =
∑n
m=1 11{Xm=i}. Puisque seuls les états de probabilité non nulle peuvent être ob-

servés, on suppose dans la suite que P a pour support E.
L’estimateur par plug-in Ŝn de S(P ) est donné par

Ŝn = S(P̂n). (2.14)

Théorème 2.2. Soit P une probabilité de support E = {0, . . . , N}.
L’estimateur par plug-in Ŝn défini par (2.14) à partir d’un n-échantillon de P converge

presque sûrement vers S(P ) lorsque le nombre d’observations n tend vers l’infini. De plus,
– si P n’est pas uniforme, alors

√
n(Ŝn−S(P )) converge en loi vers une loi normale centrée

de variance

Σ2
S =

N∑

i=1

[
log

P (i)

1−∑Nj=1 P (j)

]2

P (i)[1 − P (i)]; (2.15)

– si P est uniforme, disons P = U , alors 2n[Ŝn−S(U)] converge vers
∑
i∈E βiYi, où βi ∈ R

pour tout i ∈ E et les variables Yi sont indépendantes, de loi χ2(1).

Démonstration : La loi des grands nombres et le théorème de la limite centrée impliquent que
l’estimateur P̂n est fortement consistant et asymptotiquement normal. Précisément, lorsque n
tend vers l’infini, le vecteur (

√
n[P̂n(i)−P (i)])i∈E converge en loi vers une loi normale (N + 1)-

dimensionnelle N (0,Σ2), de matrice de variance diagonale telle que Σ2
i,i = P (i)[1− P (i)].

La fonction S étant clairement continue, la forte consistance de S(P̂n) est une conséquence
du théorème de l’application continue.

Lorsque P n’est pas uniforme, la convergence en loi de
√
n(Ŝn − S(P )) est une conséquence

de la méthode delta appliquée à (
√
n[P̂n(i)− P (i)])i∈E . La variance asymptotique est alors

Σ2
S =

N∑

i=1

[
∂

∂i
S(P )

]2

P (i)[1− P (i)],

où ∂
∂iS(P ) désigne la dérivée partielle de S(P ) par rapport à P (i). L’expression (2.15) de la

variance asymptotique s’en déduit immédiatement.

49



CHAPITRE 2. PGD POUR L’ESTIMATEUR DE L’ENTROPIE D’UNE LOI

Lorsque P = U , la loi asymptotique de 2n[Ŝn − S(U)] s’obtient grâce à un développement
de Taylor de S à l’ordre 2, en U , conformément à la méthode delta généralisée, voir la proposi-
tion 1.3. �

2.3 Principe de grandes déviations pour l’estimateur de
l’entropie

On établit dans cette partie, un principe de grandes déviations pour la suite des estimateurs
par plug-in (Ŝn)n∈N∗ de l’entropie d’une loi P de support fini E, gouverné par une bonne
fonction de taux qui est égale, dans la plupart des cas, à IS(P, .) définie par (2.3), c’est-à-dire à
la projection de P relativement à la divergence de Kullback-Leibler sur les ensembles de niveau de
l’entropie. L’approximation de IS(P, .) obtenue dans la partie 2.1.3 peut alors être substituée à la
fonction de taux dans la plupart des applications du PGD, comme explicité dans les parties 2.4.1
et 2.4.2.

Chazottes et Gabrielli [13], Proposition 3.3, obtiennent un PGD pour la suite des estimateurs
par plug-in de l’entropie de g-mesures. On pourrait appliquer ce résultat au cas d’observations
indépendantes et de même loi. Cependant, la fonction de taux n’est pas explicitée par les auteurs,
ni son lien avec la géométrie de Kullback-Leibler et les lois escortes.

Théorème 2.3. La suites des estimateurs {Ŝn : n ≥ 1} de l’entropie S(P ) de P construits à
partir d’observations indépendantes de loi commune P , satisfait le principe de grandes déviations
sur R muni de la topologie usuelle, de vitesse n et gouverné par la bonne fonction de taux égale
à IS(P, s) pour tout s ∈ R. Précisément, pour tout borélien A de R,

P

(
Ŝn ∈ A

)
≤ (n+ 1)|E|+1 exp

(
−n inf
s∈A
IS(P, s)

)
; (2.16)

de plus, si A est d’intérieur non vide,

lim
n→+∞

1
n

log P

(
Ŝn ∈ A

)
= − inf

s∈A
IS(P, s). (2.17)

Démonstration : Soit Pn la loi produit de P sur En. Soit B = S−1(A). On a

P(Ŝn ∈ A) = Pn
(
{xn : Ŝn ∈ A}

)
= Pn

(
{xn : P̂n ∈ B}

)
.

Le théorème de Sanov (théorème 1.2 du chapitre 1) établit que pour tout Q ⊂M1(E),

Pn
(
xn : P̂n ∈ Q

)
≤ (n+ 1)N+1 exp

(
− n inf

Q∈Q
K(Q|P )

)
, (2.18)

et
lim
n→∞

1
n

logPn
(
{xn : P̂n ∈ Q}

)
= inf
Q∈Q

K(Q|P ). (2.19)

Appliquant (2.18) à Q = B, il vient

Pn
(
{xn : P̂n ∈ B}

)
≤ (n+ 1)N+1 exp

(
− n inf{K(Q|P ), Q ∈M1(E) : S(Q) ∈ A}

)

≤ n+ 1)N+1 exp
(
− n inf

s∈A
IS(P, s)),

ce qui établit (2.16).
Le principe de contraction (proposition 1.4 du chapitre 1) fournit (2.17), la fonction S étant

continue. �
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2.4 Applications du principe de grandes déviations

La fonction de taux IS(P, .) gouvernant le PGD pour la suite des estimateurs par plug-in de
l’entropie peut être remplacée par l’approximation IM (P, .) obtenue dans la partie 2.1.3 dans les
applications impliquant le PGD, sans perte significative de précision. Des inégalités de concentra-
tion sont obtenues dans la partie 2.4.1 en utilisant l’approximation IM (P, .), asymptotiquement
aussi précises que celles produites par la fonction de taux IS(P, .). Dans la partie 2.4.2, des
tests du niveau d’entropie d’une variable aléatoire sont obtenus par seuillage de IM (P, .) par des
valeurs appropriées. Des majorations explicites sont obtenues pour les erreurs de première et de
seconde espèce.

2.4.1 Bornes exponentielles pour la probabilité des événements rares

L’application la plus usuelle d’un PGD est l’obtention de bornes exponentielles pour la
probabilité des événements rares, c’est-à-dire des événements de la forme (Ŝn > S(P ) + ε) ou
(Ŝn < S(P ) − ε), pour ε > 0. De telles inégalités de concentration sont obtenues en utilisant
l’approximation de la fonction de taux obtenue dans la partie 2.1.3, asymptotiquement aussi
précises que celles dérivant de la fonction de taux.

Théorème 2.4. Soit X = (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoire indépendantes de loi com-
mune P de support E. Soit m le nombre de modes de P . On pose λ = log(m) et Λ = log(N +1).
Soit IM (P, .) définie par (2.8). On suppose que les hypothèses de la proposition 2.1 sont satis-
faites.

La suite (Ŝn)n∈N∗ des estimateurs par plug-in de l’entropie , définis par (2.14), vérifie

P

(
Ŝn ∈ K

)
≤ (n+ 1)N+1 exp

(
−n
[

inf
s∈A
IM (s)− 2

M

])
, (2.20)

pour tout compact K ⊆]λ,Λ[ et

− inf
s∈K
IM (x) − 2

M
≤ lim
n→+∞

1
n

log
(

P(Ŝn ∈ K)
)
≤ − inf

s∈K
IM (x) +

2
M
, (2.21)

pour tout compact K ⊆ [λ,Λ] d’intérieur non vide et pour M suffisament grand.
De plus, infs∈K IM (s) = mins∈CK IM (s), où CK est l’ensemble fini

CK = ∂K ∪
(
K̊ ∩ {sl, l ∈ {1, . . . ,M − 1}}

)
,

où ∂K = K \ K̊ désigne la frontière de K.

Démonstration : Pour simplifier les notations, on désigne respectivement IS(P, .) et IM (P, .)
par IS et IM . D’après le théorème 2.3, pour tout ensemble borélien K ⊂]λ,Λ[,

P

(
Ŝn ∈ K

)
≤ (n+ 1)N+1 exp

[
−n inf
s∈K
IS(s)

]
.

La fonction IM a été construite de telle sorte que IS(s) ≥ IM (s) − 2/M pour tout s ∈ K
et pour M suffisament grand, d’où (2.20). De manière similaire, d’après le théorème 2.3 et la
proposition 2.1, pour tout compact K ⊆ [λ,Λ] d’intérieur non vide,

− inf
s∈K
IM (s)− 2

M
≤ lim
n→∞

1
n

log(P(Ŝn ∈ K)) ≤ − inf
s∈K
IM (s) +

2
M
,

Supposons maintenant que K est un intervalle, disons K = [a, b]. La fonction IM étant affine
par morceaux, la borne inférieure infs∈K IM (s) est égale à IM (sl) pour l’un des sl ∈ K, avec
sl = λ + l(Λ − λ)/M , ou bien est égale à IM (a) ou IM (b). Un compact de R pouvant s’écrire

51



CHAPITRE 2. PGD POUR L’ESTIMATEUR DE L’ENTROPIE D’UNE LOI

comme une union finie d’intervalles fermés, la propriété s’etend à tout compact K ⊂ [λ,Λ]. �

En guise d’exemple, on utilise le théorème 2.4 pour obtenir des bornes exponentielles pour
la probabilité des événements (Ŝn ≥ S(P ) + ε) ∩K et (Ŝn < S(P ) − ε) ∩K, où ε > 0 et K =
[λ + δ,Λ−δ], avec δ > 0 arbitrairement petit. On calcule facilement inf{s>S(P )+ε}∩K{IM (s)} =
IM (S(P ) + ε) et inf{s<S(P )−ε}∩K{IM (s)} = IM (S(P )− ε) pour δ suffisament petit de sorte que

P

(
(Ŝn > S(P ) + ε) ∩K

)
≤ (n+ 1)N+1 exp

(
−n
[
IM (S(P ) + ε)− 2

M

])
, (2.22)

P

(
(Ŝn < S(P )− ε) ∩K

)
≤ (n+ 1)N+1 exp

(
−n
[
IM (S(P )− ε)− 2

M

])
. (2.23)

Notons que (2.22) et (2.23) fournissent des inégalités non triviales si IM (S(P ) + ε)− 2/M et
IM (S(P )−ε)−2/M sont positifs, ce qui impose queM soit très grand pour de petites valeurs de
ε. En pratique,M ≥ max(1/ε3,M0) convient, oùM0 la borne inférieure pourM donnée par 2.9.

2.4.2 Test du niveau d’entropie d’une variable aléatoire

En théorie de la compression de données, l’entropie de Shannon d’une probabilité P sur E
est la borne inférieure du taux de compression d’un code irréductible (le code d’un élément de
E n’est jamais le début du code d’un autre élément de E) pour une suite d’éléments de E émis
selon la probabilité P , c’est-à-dire que le nombre moyen de bits nécessaire pour encoder chaque
élément de la suite est minoré par S(P ) ; voir Cover et Thomas [16], chapitres 5 et 12. Plusieurs
algorithmes, tel que le codage de Huffman, atteignent asymptotiquement cette borne, pourvu
que P soit connue. Si P est inconnue, des codes de compression universels, tels que l’algorithme
de Lempel-Ziv, permettent de compresser de manière à ce que, asymptotiquement, le nombre
moyen de bits par élément n’excède pas s bits, pourvu que l’entropie de P soit plus petite que s.
Il est alors nécessaire de décider, en fonction de la suite des éléments indépendantes observées,
si S(P ) < s ou non. On peut prendre une telle décision en testant le niveau d’entropie de P .
Deux tests sont présentés :

T1 H0 : S(P ) = s0 contre H1 : S(P ) = s1,

et
T2 H0 : S(P ) < s0 contre H1 : S(P ) ≥ s0.

Les régions de rejet des tests, disons C1 pour T1 et C2 pour T2, sont définies en supposant
que la fonction de taux gouvernant le PGD obtenu dans le théorème 2.2 est supérieure à un
seuil explicite, dependant du nombre n d’observations. La proposition 2.2 établit que l’erreur
de première espèce de T1, soit α1

n = supP∈S−1(so) P
n
(
C1
)
, décroit linéairement avec n. Son

erreur de seconde espèce β1
n = supP∈S−1(s1) P

n
(
En\C1

)
décroit de façon exponentielle avec la

différence de niveau d’entropie entre H0 et H1. De manière similaire, l’erreur de première espèce
de T2, soit α2

n = supP∈S−1(so) P
n
(
C1
)
, décroit linéairement avec le nombre n d’observations. Le

théorème 2.5 établit que l’on peut remplacer la fonction de taux par son approximation, afin
d’obtenir des versions T̃1 et T̃2 légèrement modifiées des tests T1 et T2 , dont les régions de rejet
sont explicites, sans perte sur les majorations des erreurs de première et de seconde espèce.

Proposition 2.2. Soit (X1, . . . , Xn) un n-échantillon de X de loi P de support E = {0, . . . , N}.
1. Le test T1 de région de rejet

C1 = {xn : inf
P∈S−1(s0)

IS(P, Ŝn) ≥ δn},

où δn = (N + 2)log(n+ 1)/n, et IS(P, s) est donné par (2.3), a une erreur de première
espèce α1

n vérifiant α1
n ≤ 1/(n+ 1). Son erreur de seconde espèce β1

n vérifie

lim sup
n→∞

1
n

log β1
n ≤ −I(s0, s1),
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où I est donnée par
I(s0, s1) = inf

P∈S−1(s0)
inf

Q∈S−1(s1)
K(Q|P ). (2.24)

2. Le test T2 de région de rejet

C2 = {xn : inf
P∈S−1([0,s0])

IS(P, Ŝn) ≥ δn},

a une erreur de première espèce α2
n satisfaisant α2

n ≤ 1/(n+ 1).

Démonstration : On montre le résultat pour T1. Soit P telle que S(P ) = s0. On a

Pn(C1) = Pn
({
xn : inf

P ′∈S−1({s0})
IS(P ′, Ŝn) ≥ δn

})

≤ Pn
({
xn : IS(P, Ŝn) ≥ δn

})
= P

(
Ŝn ∈ An

)
,

où An = {s ∈ [0, log(N + 1)] : IS(P, s) ≥ δn}. En appliquant (2.16) à An, il vient

Pn(C1) ≤ (n+ 1)N+1 exp
[
−n inf
s∈An
IS(P, s)

]
.

Pour tout s ∈ An, on a IS(P, s) ≥ δn, donc

Pn(C1) ≤ (n+ 1)N+1 exp (−nδn) ,

c’est-à-dire Pn(C1) ≤ 1/(n+ 1). Cette relation étant vérifiée pour toute probabilité P telle que
S(P ) = s0, on a α1

n ≤ 1/(n+ 1).
La majoration de l’erreur de seconde espèce se déduit de la démonstration légèrement modifiée

du théorème de Sanov. La loi empirique P̂n obtenue à partir du n-échantillon xn appartient à
l’ensemble

Q =

{
Q ∈ M1(E) : Q(i) =

ki
n
, i ∈ E, ki ∈ N,

∑

i∈E
ki = n

}
.

L’estimateur par plug-in Ŝn = S(P̂n) est donc égale à S(Q), avec Q ∈ Q.
Soit R ∈ S−1({s1}), avec s1 6= s0. On a

Rn
({
xn : inf

P∈S−1({s0})
IS(P, Ŝn) < δn

})
= Rn




⋃

Q∈Q(δn)

{xn : P̂n = Q}





=
∑

Q∈Q(δn)

Rn(TQ). (2.25)

où TQ = {xn : P̂n = Q} et Q(δn) =
{
Q ∈ Q : infP∈S−1({s0}) IS(P, S(Q)) < δn

}
.

Montrons que Rn(TQ) ≤ exp(−nK(Q|R)). D’une part, pour xn ∈ TQ, le nombre de xk tels
que xk = i est égal à ki = nQ(i), donc

Rn(xn)
Qn(xn)

=
∏

i∈E

(
R(i)
Q(i)

)nQ(i)

= exp(−nK(Q|R)).

D’autre part, posons ηn = infQ∈Q(δn) IS(R, S(Q)). On a Rn(TQ) ≤ exp(−nηn) pour tout Q ∈
Q(δn), donc

Rn
(
C1

)
≤ |Q(δn)| exp(−nηn)
≤ (n+ 1)N+1 exp(−nηn). (2.26)
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Pour tout Q ∈ Q(δn), l’entropie S(Q) converge vers s0 quand n tend vers l’infini, donc ηn
converge vers infP∈S−1({s0}) K(P |R), ce qui donne, avec (2.26),

lim sup
n→∞

1
n

logRn
(
C1

)
≤ − inf

P∈S−1({s0})
K(P |R)

≤ − inf
R∈S−1({s1})

inf
P∈S−1({s0})

K(P |R) (2.27)

≤ −I(s0, s1). (2.28)

L’inégalité (2.27) étant vérifiée par toute probabilité R ∈ S−1({s1}), le résultat est établi.
La majoration de l’erreur de première espèce de T2 s’établit de manière similaire à celle de

T1. �

Afin d’avoir une expression explicite pour les régions de rejet et pour l’erreur de seconde
espèce de T1, il est nécessaire de calculer l’infimum

I(s0, s1) = inf
P∈S−1(s0)

inf
Q∈S−1(s1)

K(Q|P ) = inf
P∈S−1(s0)

IS(P, s1),

qui est la distance au sens de la divergence de Kullback-Leibler, entre les ensembles de niveau
{P : S(P ) = s0} et {Q : S(Q) = s1}, c’est-à-dire que I(s0, s1) est le défaut d’information entre
les niveaux d’entropie s0 et s1. Bien qu’il ne nous semble pas envisageable de déterminer une
expression analytique explicite de I(s0, s1), la recherche numérique de la borne inférieure montre
l’égalité

I(s0, s1) = K(EkP |P ), (2.29)

où P est l’une des |E| probabilités possédant un unique mode de poids p et les autres valeurs
de même poids (1− p/N , où p est l’unique solution de l’équation

−p log p− (1− p) log
1− p
N

= s0. (2.30)

et k est tel que S(EkP ) = s1. La divergence entre deux niveaux d’entropie est donc atteinte le long
des droites de la K-géométrie qui sont des segments pour la géométrie classique. La figure 2.5
représente les probabilités de support {0, 1, 2} pour lesquelles la divergence I(s0, s1) entre les
niveaux d’entropie s0 et s1 est atteinte.

Expliciter la borne inférieure (2.29) nécessite donc de résoudre (2.30). Il ne nous paraît pas
envisageable de déterminer une expression analytique de p en fonction de s0. L’équation (2.30)
se résoud numériquement comme suit.

Précisément, soit P la probabilité satisfaisant l’égalité (2.29) avec P (0) > P (1) = · · · = P (N).
Soit p̃ tel que |p̃ − P (0)| < ξ, où ξ est la précision d’approximation requise, établie dans le
théorème 2.5 ci-dessous. Soit P̃ la probabilité définie par

P̃ (0) = p̃, et P̃ (1) = · · · = P̃ (N) =
1− p̃
N
. (2.31)

On vérifie alors facilement que |P̃ (i)− P (i)| < ξ/N pour tout i ∈ E.
On injecte alors P̃ dans (2.3) pour obtenir des régions de rejet légèrement modifiées, entière-

ment explicites, sans perte de précision sur la majoration des erreurs de première et seconde
espèce.

Théorème 2.5. Soit (X1, . . . , Xn) un n-échantillon de la variable aléatoire X de loi P , de
support E, possédant un unique mode. On suppose qu’il existe un compact K de M(1)

1 (E) tel
que P ∈ K.

1. Soit T̃1 le test de H0 : S(P ) = s0 contre H1 : S(P ) = s1 dont la région de rejet est
C̃1 = {xn : infP∈S−1({s0}) IM (P̃ , Ŝn) ≥ δn + 3

M }, où M vérifie (2.9).
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E(P,k)

P

E(P,k)
P

E(P,k)
P

Fig. 2.5 – Les probabilités de M∗1({0, 1, 2}) acompagnées de leur loi escorte réalisant la borne
inférieure définissant I(s0, s1).

L’erreur de première espèce α̃1
n de T̃1 vérifie α̃1

n ≤ 1/n+ 1. Son erreur de seconde espèce
β̃1
n vérifie

lim sup
n→∞

1
n

log β̃1
n ≤ −I(s0, s1).

2. Soit T̃2 le test de H0 : S(P ) < s0 contre H1 : S(P ) ≥ s1, dont la region de rejet est
C̃2 = {xn : IM (P̃ , Ŝn) ≥ δn + 3

M } si Ŝn > s0, et l’ensemble vide si Ŝn ≤ s0.
Son erreur de première espèce vérifie α̃2

n ≤ 1/(n+ 1).

Démonstration : On établit le résultat pour T̃1. La majoration de l’erreur de première espèce
de T̃2 s’obtient de manière analogue.

Montrons que ∣∣∣∣IM (P̃ , Ŝn)− inf
P∈S−1(s0)

IS(P, Ŝn)
∣∣∣∣ ≤

3
M
,

dès que ξ ≤ 1/CKNM , où Ck = sup(P,P ′)∈K2

{∣∣∣IS(P, Ŝn)− IS(P ′, Ŝn)
∣∣∣ /‖P − P ′‖

}
est le mo-

dule de continuité de IS(., Ŝn) sur K. Notons que CK est fini car IS(., Ŝn) est continue sur
M(1)

1 (E) d’après le lemme 2.2, donc uniformément continue sur K. Soit P la probabilité at-
teignant la borne inférieure, avec par convention P (0) > P (1) = · · · = P (N). Par définition, P̃
est telle que

|P̃ (i)− P (i)| ≤ 1
CM
, i ∈ {0, . . . , N}.

Donc |IS(P̃ , Ŝn)− IS(P, Ŝn)| ≤ C/CM = 1/M , et

|IM (P̃ , Ŝn)− IS(P, Ŝn)| ≤ |IM (P̃ , Ŝn)− IS(P̃ , Ŝn)|+ |IS(P̃ , Ŝn)− IS(P, Ŝn)|

≤ 2
M

+
1
M
,

pour M vérifiant la condition (2.9) ; d’où IS(P, Ŝn) ≥ IM (P̂ , Ŝn)− 3/M . Le résultat en découle
en appliquant (2.20) à

An = {s : IS(P̃ , s) < (N + 2) log(n+ 1)/n}.
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La majoration de l’erreur de seconde espèce s’obtient de manière similaire. �

L’appartenance de P à un compact de M(1)
1 (E) permet d’assurer l’existence du module de

continuité CK introduit dans la démonstration. Typiquement, le compact à considérer est

K = {P ∈ M1(E) : P (i) ≥ δ, et |P (i)− P (j)| ≥ δ, i, j ∈ E},

où δ > 0. Il faut s’assurer que la loi P n’est pas trop proche du bord deM1(E), ni de l’ensemble
des probabilités possédant plusieurs modes, le comportement de IS(., Ŝn) n’y étant pas connu.

Annexe : La transformation escorte

Dans cette annexe, on définit et étudie la transformation escorte de probabilités à support
fini, dénombrable ou continu. Quelques unes des propriétés démontrées dans la partie 2.1.2 dans
le cadre des probabilités à support fini, sont étendues aux probabilités à support dénombrable
ou continu. Lorsqu’elles sont définies, les lois escortes des lois usuelles sont explicitées.

Définition et propriétés de la transformation escorte

Dans cette annexe, E désigne l’un des ensembles {0, . . . , N}, N, R+ ou R. Selon le cas, E est
muni de la tribu B formée de l’ensemble de ses parties ou égale à la tribu borélienne. On note
M1(E) l’ensemble des probablités sur (E,B). On note Md1(E) l’ensemble des probabilités de
M1(E) dominées par la mesure de comptage ou la mesure de Lebesgue, selon que E est au plus
dénombrable ou non. Notons que si E est dénombrable, alors Md1(E) = M1(E) On convient
d’une notation commune µ pour désigner la mesure dominante dans les deux cas. Dans la suite,
on identifie P et sa densité par rapport à µ de sorte que P (x) désigne la densité de P évaluée
en x.

Définition 2.1. On appelle transformation escorte l’application E deMd1(E)×R dansMd1(E)
qui au couple (P, k) associe la probabilité E(P, k) dont la densité est

E(P, k)(x) =
P (x)k∫

E P (y)kdµ(y)
, x ∈ E,

si y 7→ P (y)k est intégrable. Les applications E(., k) sont appelées k-transformations. Pour toute
probabilité P ∈ Md1(E), l’image E(P, k) de P par la k-transformation est appelée la k-escorte
de P .

Propriétés 2.2.

1. Si E est un ensemble fini, alors la transformation escorte est bien définie pour tout k ∈ R.

2. Si E = N, la transformation escorte est bien définie pour tout k ≥ 1. Elle n’est pas définie
pour k ≤ 0. On ne peut rien dire a priori si 0 < k < 1.

3. Si E est un sous-ensemble non dénombrable et non borné de R, la transformation escorte
n’est pas définie pour k ≤ 0. On ne peut rien dire a priori pour k > 0.

Démonstration :

1. SiE = {0, . . . , N} est un ensemble fini, alors la constante de normalisation
∫
E
P (y)kdµ(y) =∑n

y=1 P (y)k est finie quelque soit P ∈M1(E) et k ∈ R.

2. Soit P une probabilité sur N. Si k ≥ 1, alors P (y)k ≤ P (y). Donc
∫
E
P (y)kdµ(y) =∑

y∈E P (y)k est finie.

Par ailleurs, pour k ≤ 0, P (y)k ≥ 1, pour tout y ∈ E, de sorte que
∑
y∈N∗
P (y)k diverge,

et la k-escorte de P n’est pas définie.
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3. Notons F = {x ∈ E : P (x) ≥ 1}. La mesure de Lebesgue µ(F ) de F est finie, sinon
x 7→ P (x) ne serait pas intégrable. Le complémentaire E\F de F est donc de mesure de
Lebesgue infinie. Or, pour tout k < 0, on a

∫

E

P (x)kdµ(x) ≥
∫

E\F
P (x)kdµ(x) ≥ µ(E\F ),

de sorte que
∫
E
P (x)kdµ(x) = +∞ et la k-escorte de P n’est pas définie. �

Proposition 2.3. La transformation escorte restreinte à R∗+, ainsi que sa dérivée par rapport
à k preservent l’ordre sur E induit par les poids de la probabilité. Précisément,

1. si P est uniforme (cas où E = {0, . . . , N} uniquement) ou P est une mesure de Dirac,
alors E(P, k) = P pour tout k ∈ R∗+ ;

2. si P n’est pas uniforme, ni une mesure de Dirac, alors E(P, k) 6= P pour tout k ∈ R∗+\{1} ;

3. si x 7→ |P (x)k logP (x)| est intégrable, pour x, y ∈ E tels que P (x) > P (y), on a

E(P, k)(x) > E(P, k)(y) et
∂

∂k
E(P, k)(x) > ∂

∂k
E(P, k)(y), k ∈ R

∗
+;

4. si P n’est pas uniforme ni une mesure de Dirac, si la densité de P est bornée et si
∫

E

| logP (x)P (x)k |dµ(x) < +∞, k > 0, (2.32)

alors ∂
∂kE(P, k)(x∗) > 0, où P (x∗) = maxx∈E P (x).

Démonstration :

1. Ce point est immédiat.

2. Supposons que P (x)k soit intégrable et que

P (x)k
(∫

E

P (t)kdµ(t)
)−1

= P (x), µ− pp.

Si on suppose que E est le support de P , de sorte que P (x) > 0, µ-p.p., on a

P (x)k∫
P (t)kdµ(t)

1
P (x)

= 1,

de sorte que P (x) =
[∫
P (t)kdµ(t)

]1/(k−1)
est µ-p.p. constante sur son support, ce qui est

absurde, P n’étant pas uniforme.

3. Soit (x, y) ∈ E2 tel que P (x) > P (y) . On a P (x)k > P (y)k > 0, ce qui prouve que
E(P, k)(x) > E(P, k)(y). Par ailleurs, ∂∂kE(P, k)(x) étant absolument intégrable, on peut
dériver sous le signe somme, de sorte que

∂

∂k
E(P, k)(x) =

P (x)k

C(k)2
[logP (x)C(k) −D(k)]

>
P (y)k

C(k)2
[logP (y)C(k)−D(k)] ,

où C(k) =
∫
E P (t)kdµ(t) et D(k) =

∫
E logP (t)P (t)kdµ(t) d’où

∂

∂k
E(P, k)(x) > ∂

∂k
E(P, k)(y).
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4. D’une part, si ∂∂kE(P, k)(x∗) ≤ 0, alors d’après le point 3, ∂∂kE(P, k)(x) ≤ 0 pour µ-presque-
tout x ∈ E. D’autre part, puisque

∫
E E(P, k)(x)dµ(x) = 1, pour tout k > 0

∂

∂k

∫

E

E(P, k)(x)dµ(x) = 0.

La dérivée partielle ∂
∂kE(P, k)(x) étant absolument intégrable, il vient

∫

E

∂

∂k
E(P, k)(x)dµ(x) = 0,

d’où ∂
∂kE(P, k)(x) = 0 pour µ-presque tout x ∈ E et tout k > 0. Donc E(P, k) = P et P

est uniforme ou une mesure de Dirac, ce qui est exclu. �

Remarques 2.2.

1. Le point 3 établit que le poids attribuée au(x) mode(s) de la probabilité croît avec k. Ainsi,
pour k > 1, le poids attribué par E(P, k) au(x) mode(s) de P augmente, tandis que pour
k < 1, il diminue. Les hypothèses sur la densité de P ne sont pas restrictives. Elles sont
vérifiées pour les lois usuelles à support infini (et évidemment à support fini). Voir la partie
suivante.

2. Si E est un ensemble fini, alors P (x∗) = minP (x) existe et l’on peut montrer de manière
analogue au point 4 que ∂

∂kE(P, k)(x∗) < 0. Lorsque E = N ou R, le minimum P (x∗)
n’existe pas ; il n’y a donc pas d’équivalent de cette propriété.

La proposition 2.1 établit que la transformation escorte de lois à support fini tend à uni-
formiser P lorsque k < 1 (point 1.) tandis qu’elle tend à concentrer le poids sur les modes
pour k > 1 (point 2.) Même si la transformée escorte agit selon le même principe pour des lois
à support dénombrable ou continu, aucun analogue au point 1 de la proposition 2.1 ne peut
être établi, faute de loi uniforme sur les ensembles infinis. De fait, lorsque k tend vers 0, la
constante de normalisation

∫
E
P (x)kdµ(x) tend vers l’infini. On montre dans la partie suivante

que le point 2 de la proposition 2.1 est également vérifié pour les lois usuelles sur N ou R (qui
possèdent un unique mode).

Transformation de quelques lois usuelles

Dans cette partie, on calcule les k-escortes de lois usuelles discrètes à support fini ou dénom-
brable, ainsi que des lois à densité. Il s’avère que certaines familles de lois à support infini,
dénombrable ou non, sont stables par l’action de la transformation escorte. La situation est plus
complexe pour les lois à support fini.

Escortes des lois à support fini

Les familles usuelles de lois à support fini ne sont pas stables sous l’action de la transformée
escorte. On montre en effet que les k-escortes d’une loi binomiale, pour k 6= 1, ne sont pas
des lois binomiales. La situation est identique pour les lois hypergéométriques et multinomiales.
Cependant, les lois de Bernoulli sont transformées en lois de Bernoulli.

Proposition 2.4. Soit k ∈ R∗+.

1. La k-escorte d’une loi de Bernoulli de paramètre p ∈]0, 1[ est une loi de Bernoulli de

paramètre
[
1 +

(
1−p
p

)k]−1

.

2. Pour n ≥ 2, la k-escorte d’une loi binomiale de paramètres n et p ∈]0, 1[ n’est plus une loi
binomiale, dès que k 6= 1.
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Démonstration :

1. La 2-escorte d’une loi de Bernoulli de paramètre 1 > p > 1/2 est une loi de Bernoulli de
paramètre

p2/(p2 + (1 − p)2) = p+ p(1− p)/(p2 + (1− p)2) > p.

2. Montrons ce point pour n = 2. La k-escorte d’une loi bionmiale de paramètres p ∈]0, 1[ et
n = 2 est E(P, k) où

E(P, k)(0) =
(1 − p)2k

p2k + 2kpk(1− p)k + (1 − p)2k
,

E(P, k)(1) =
2kpk(1 − p)k

p2k + 2kpk(1− p)k + (1 − p)2k
,

E(P, k)(2) =
p2k

p2k + 2kpk(1− p)k + (1 − p)2k
.

Si l’on suppose que E(P, k) est une loi binomiale, alors son paramètre de succès est néces-
sairement

√
E(P, k)(2) = pk/

√
p2k + 2kpk(1− p)k + (1− p)2k. En outre, on doit avoir√

E(P, k)(0) +
√
E(P, k)(2) = 1 (la somme de la probabilité de succès et de la probabilité

d’échec vaut 1), donc [√
E(P, k)(0) +

√
E(P, k)(2)

]2

= 1.

On a

[√
E(P, k)(0) +

√
E(P, k)(2)

]2

=

(
pk + (1 − p)k

)2

p2k + 2kpk(1− p)k + (1 − p)2k

=

(
pk + (1− p)k

)2

(pk + (1− p)k)2 + (2k − 2)pk(1− p)k
.

Or (2k − 2)pk(1 − p)k 6= 0 pour tout k 6= 1 et p 6= 0, 1, de sorte que

[√
E(P, k)(0) +

√
E(P, k)(2)

]2

6= 1,

d’où la contradiction. �

Les figures 2.6 et 2.7 représentent respectivement les k-escortes des lois binomiales de paramètres
n = 15 et p = 0.5, puis n = 15 et p = 0.2, pour 9 valeurs de k (de en haut à gauche, à en bas à
droite k = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1, 1.5, 2, 2.5, 3).

Une conséquence notable de la non-stabilité de la famille des lois binomiales par la trans-
formation escorte est le fait que le produit de convolution de deux k-escortes n’est pas néces-
sairement la k-escorte du produit de convolution des lois. La k-escorte d’une loi Bernoulli de
paramètre p est une loi de Bernoulli. Le produit de convolution de deux k-escortes de lois de
Bernoulli de paramètre p est donc une loi binomiale. Par contre, le produit de convolution de
B(1, p) par elle-même est une binomiale de paramètres n = 2 et p, dont la k-escorte n’est pas
une loi binomiale.

Notons que les familles des lois hypergéométriques et multinomiales ne sont pas stables par
la transformation escorte.

Escortes de lois usuelles à support dénombrable

Les k-escortes des lois géométriques et des lois de Poisson sont définies pour tout k > 0. De
plus, la condition (2.32) de dérivation sous le signe somme est satisfaite.
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Fig. 2.6 – Les k-escortes de la loi binomiale B(15, 0.5) pour k = 0.2 (en haut, à gauche), 0.4,
0.6, 0.8, 1 (milieu), 1.5, 2, 2.5, 3 (en bas à droite).

Fig. 2.7 – Les k-escortes de la loi binomiale B(15, 0.2) pour k = 0.2 (en haut à gauche), 0.4, 0.6,
0.8, 1 (milieu), 1.5, 2, 2.5, 3 (en bas à droite).

Proposition 2.5.

1. Soit g la densité par rapport à la mesure de comptage de la loi géométrique de paramètre
p ∈]0, 1[ . Alors gk est intégrable pour tout k > 0 et

+∞∑

x=1

g(x)k =
pk

1− (1− p)k , k > 0. (2.33)

En outre, la k-escorte de la loi géométrique de paramètre p est une loi géométrique de
paramètre (1− (1− p)k).
De plus, la condition (2.32) est satisfaite de sorte que les points 3 et 4 de la proposition 2.3
sont vérifiés.

2. Soit d la densité par rapport à la mesure de comptage de la loi de Poisson de paramètre
λ > 0. Alors dk est intégrable pour tout k > 0.
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De plus, la condition (2.32) est satisfaite de sorte que les points 3 et 4 de la proposition 2.3
sont vérifiés.

Démonstration :

1. On sait que g(x) = (1− p)x−1p pour x ∈ N∗, de sorte que g(x)k =
(
(1− p)k

)x−1
pk. Ainsi,

la série de terme général g(x)k est, au facteur pk près, une série géométrique de raison
(1 − p)k. La somme (2.33) s’en déduit immédiatement. La k-escorte de G(p) a donc pour
densité

E (G(p), k) (x) =
1− (1− p)k
pk

pk
(
(1− p)k

)x−1

=
(
(1− p)k

)x−1
(1− (1− p)k),

de sorte que E (G(p), k) est la loi géométrique de paramètre 1− (1− p)k.
Par ailleurs, g(x)k log g(x) = [(x − 1) log(1 − p) + log p]

[
(1 − p)k

]x−1
pk. La série de terme

général (x − 1) log(1 − p)
(
(1− p)k

)x−1
pk est, à un facteur près, la dérivée d’une série

géométrique convergente, donc elle converge. De même, la série log p
(
(1− p)k

)x−1
pk est

une série géométrique convergente. Donc log g(x)g(x)k converge et la condition de dériva-
tion sous le signe somme est satisfaite.

2. Les k-escortes de toute loi à support dénombrable existent pour k > 1 d’après le point 2
des propriétés 2.2. Il suffit de montrer pour k < 1 que

+∞∑

x=1

λkx

(x!)k
<∞. (2.34)

Or
λkx

(x!)k
≃∞ exp(kx logλ− kx log(x/e)− k log(2πx)) = o(e−kx log x).

La série de terme général e−kx log x étant convergente, (2.34) suit immédiatement.
De même, on prouve que la série de terme général log d(x)d(x)k est absolument conver-
gente. �

La constante de normalisation (2.34) impliquée dans le calcul de la k-transformée de la loi
de Poisson n’ayant pas été explicitement calculée, on ne dispose pas d’expression explicite de
E (P(λ), k).

Les figures 2.8 et 2.9 représentent respectivement les k-escortes des lois géométrique de
paramètre p = 0.5 et de Poisson de paramètre λ = 3, pour 9 valeurs de k (de en haut à gauche,
à en bas à droite, k = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1, 2, 3, 4, 5).

Escortes de lois usuelles à densité

On montre dans cette partie, que les familles des lois normales, exponentielles et Gamma,
sont stables sous l’action de la transformation escorte.

Proposition 2.6. Soit k ∈ R∗+.

1. La k-escorte de la loi normale N (m,σ2) d’espérance m et de variance σ2 est bien définie
pour tout k > 0 et E(N (m,σ2)) = N (m,σ2/k).
De plus, la condition (2.32) est satisfaite par la densité de la loi normale, de sorte que les
points 3 et 4 de la proposition 2.3 sont vérifiés.

2. La k-escorte de la loi exponentielle E(λ) d’espérance 1/λ est bien définie pour tout k > 0
et E(E(λ)) = E(kλ).
De plus, la condition (2.32) est satisfaite par la densité de la loi exponentielle de sorte que
les points 3 et 4 de la proposition 2.3 sont vérifiés.
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Fig. 2.8 – Les k-escortes de la loi géométrique G(0.5) pour k = 0.2 (en haut à gauche), 0.4, 0.6,
0.8, 1 (milieu), 2, 3, 4 et 5 (en bas à droite).

Fig. 2.9 – Les k-escortes de la loi de Poisson P(λ) pour k = 0.2 (en haut, à gauche), 0.4, 0.6,
0.8, 1 (milieu), 2, 3, 4 et 5 (en bas à droite).

3. La k-escorte de la loi Gamma G(α, β) d’espérance α/β et de variance α/β2 est bien définie
pour tout k > 0 et E(G(α, β)) = G(k(α− 1) + 1, kβ).
De plus, la condition (2.32) est satisfaite par la densité de la loi Gamma de sorte que les
points 3 et 4 de la proposition 2.3 sont vérifiés.

4. La k-escorte de la loi du χ2 à n degrés de liberté est la loi Gamma G(k(n2 − 1) + 1, k2 ).
De plus, la condition (2.32) est satisfaite par la densité de la loi du χ2(n), de sorte que les
points 3 et 4 de la proposition 2.3 sont vérifiés.

Démonstration :

1. La densité d’une loi normale N (m,σ2) étant

P (x) =
1√

2πσ2
exp

(
− (x−m)2

2σ2

)
, x ∈ R,
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pour k > 0, on a

P (x)k =
(

1√
2πσ2

)k
exp

(
−k (x−m)2

2σ2

)
, x ∈ R.

On reconnait en P (x)k la densité de la loi normale N (m,σ2/k), à un facteur indépendant
de x près. En particulier, P (x)k est intégrable et

P (x)k∫
E P (x)kdx

=
1√

2πσ2/k
exp

(
− (x−m)2

2σ2/k

)
.

2. La densité d’une loi exponentielle E(λ) étant

P (x) = λ exp(−λx), x ∈ R+,

pour k > 0, on a
P (x)k = λk exp(−kλx), x ∈ R.

On reconnait en P (x)k la densité de la loi exponentielle E(kλ), à un facteur indépendant
de x près. En particulier, P (x)k est intégrable et

P (x)k∫
E
P (x)kdx

= kλ exp (−kλx) , x ∈ R+.

3. La densité de la loi Gamma G(α, β) étant

P (x) =
xα−1βα exp(−βx)

Γ(α)
, x ∈ R+,

où Γ est la fonction Gamma d’Euler, pour k > 0, on a

P (x)k =
xk(α−1)βkα exp(−βkx)

Γ(α)k
, x ∈ R.

On reconnait en P (x)k la densité de la loi Gamma G(k(α − 1) + 1, kβ), à un facteur
indépendant de x près. En particulier, P (x)k est intégrable et

P (x)k∫
E
P (x)kdx

=
xk(α−1)(kβ)k(α−1)+1 exp(−kβx)

Γ(k(α− 1) + 1
, x ∈ R+.

4. Finalement, puisque la loi χ2(n) est égale à la loi G(n/2, 1/2), le point 4 découle du point
précédent. �

Les figures 2.10 à 2.12 représentent les densités des lois N (0, 1), E(1) puis G(2, 1/2), accom-
pagnées de la densité de leurs k-escortes pour k = 0.25, 0.5, 0.75, 2, 3, 4.
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Fig. 2.10 – Les k-escortes de la loi normaleN (0, 1) pour k = 0.25, 0.5, 0.75 (en haut) et k = 2, 3, 4
(en bas).
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Fig. 2.11 – Les k-escortes de la loi exponentielle E(1) pour k = 0.25, 0.5, 0.75 (en haut) et
k = 2, 3, 4 (en bas).

0 5 10 15 20

0.
00

0.
05

0.
10

0.
15

Loi Gamma G(2,0.5)
0.75−escorte
0.5−escorte
0.25−escorte

0 5 10 15 20

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

Loi Gamma G(2,0.5)
2−escorte
3−escorte
4−escorte

Fig. 2.12 – Les k-escortes de la loi Gamma G(2, 1/2) pour k = 0.25, 0.5, 0.75 (en haut) et
k = 2, 3, 4 (en bas).
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Chapitre 3

Estimation de l’entropie d’un
processus de Markov à espace
d’état fini

L’entropie de la loi stationnaire et le taux d’un processus de Markov ergodique à espace d’état
fini constituent des mesures de l’incertitude du processus. L’entropie de la loi stationnaire, qui
mesure l’incertitude du processus lorsque celui-ci a atteint son état d’équilibre, se concentre sur le
comportement asymptotique du processus. Le taux d’entropie mesure l’incertitude moyenne du
processus par unité de temps. Ces deux mesures de l’incertitude du processus permettent l’accès
à l’ensemble des outils liés à l’entropie et sont particulièrement utiles dans les applications. En
théorie des files d’attente le principe du maximum d’entropie est utilisé pour estimer les quantités
d’intérêt du système à l’équilibre, lorsque le système est sujet à des contraintes spécifiques sur
le rendement de service ou le nombre moyen de clients, etc (voir le chapitre 4).

Lorsque le processus est observé, il est nécessaire d’estimer l’entropie de sa loi stationnaire
et son taux d’entropie pour les utiliser dans les applications.

Il n’existe aucun résultat dans la littérature sur l’estimation de l’entropie de la loi station-
naire et le taux d’entropie d’un processus de Markov. Ce chapitre a pour but de contribuer à
combler cette lacune. Trois situations d’observations sont discutées, selon que l’on observe le
processus au cours d’une longue trajectoire, ou plusieurs trajectoires indépendantes, ou encore
que le processus est observé à des temps discrets. Pour une estimation basée sur l’observation
d’une longue trajectoire, des problèmes apparaissent dès que certains états du processus ne
sont pas observés, spécialement quand l’espace d’état est grand (voir Albert [1]). En pratique,
il est de toute façon souvent plus simple d’observer plusieurs trajectoires courtes et indépen-
dantes qu’une seule, longue, particulièrement en fiabilité, biostatistiques, ou pour l’étude de
systèmes dynamiques stochastiques (voir Albert [1] et Chiquet et Limnios [14]). Une autre alter-
native, qui s’est particulièrement développée ces dernières années, consiste à observer le processus
régulièrement en des temps discrets, plutôt que continûment. Ce schéma est propice lorsque les
observations permettent d’identifier le générateur du processus sous-jacent.

Ciuperca et Girardin [15] établissent les bonnes propriétés asymptotiques des estimateurs
par plug-in de l’entropie de la loi stationnaire et du taux d’entropie d’une chaîne de Markov
ergodique et apériodique à espace d’état fini. Pour une telle chaîne, la loi stationnaire s’exprime
explicitement en fonction des probabilités de transition. Ainsi, les estimateurs sont obtenus en
injectant l’EMV de la matrice de transition dans cette expression. Les propriétés asymptotiques
des estimateurs sont déduites du théorème ergodique pour les chaînes de Markov et de la méthode
delta. Voir également Girardin and Sesboüé [37] pour une étude détaillée de ces estimateurs pour
des chaînes de Markov à deux états.

Les estimateurs de l’entropie de la loi stationnaire et du taux d’entropie d’un processus de
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Markov ergodique sont obtenus, de manière analogue, en injectant des estimateurs du générateur
dans les expressions (1.12) et (1.14), pages 33 et 34, donnant l’entropie de la loi stationnaire
et le taux d’entropie en fontion du générateur. On montre que ces estimateurs sont fortement
consistants et asymptotiquement normaux, puis on illustre numériquement ces résultats grâce à
des simulations.

Le chapitre est organisé comme suit. Dans la partie 3.1, on rappelle et complète plusieurs
méthodes d’estimation du générateur et de la loi stationnaire d’un processus de Markov er-
godique à espace d’état fini. Dans les parties 3.2 et 3.3, on introduit les estimateurs par plug-in
de l’entropie de la loi stationnaire et du taux d’entropie du processus. On montre leurs bonnes
propriétés asymptotiques. Finalement, dans la partie 3.4, on illustre le comportement asympto-
tique des estimateurs étudiés grâce à des simulations.

3.1 Estimation du générateur et de la loi stationnaire du
processus

Avant d’établir les propriétés asymptotiques des estimateurs par plug-in de l’entropie de la
loi stationnaire et du taux d’entropie d’un processus de Markov dans la partie 3.2, quelques
résultats préliminaires sur l’estimation du générateur et de la loi stationnaire sont nécessaires.

Soit X = (Xt)t∈R+ un processus de Markov ergodique à espace d’état fini E ; on fixe E =
{1, . . . , s} pour simplifier. Soit A = (A(i, j))(i,j)∈E2 le générateur du processus et P sa loi
stationnaire.

La loi stationnaire P s’exprime comme une fonction explicite Π du générateur A (voir la
partie 1.1.3 du chapitre 1). Précisément,

P = Π(A) =

(
ci,i(A)∑
j∈E cj,j(A)

)

i∈E
, (3.1)

où ci,i(A) désigne le (i, i)ème cofacteur du générateur. Notons que la relation (3.1) n’est valable
que si A est un générateur ergodique ; l’ensemble de définition de Π est donc l’ensemble G des
générateurs ergodiques.

Ceci nous conduit à estimer P par l’image par Π d’estimateurs de A. La fonction Π étant très
régulière (infiniment dérivable sur G), les estimateurs de P ainsi construits, hérite des propriétés
asymptotiques de l’estimateur de A.

Dans la suite, le processus X sera identifié, quand cela sera nécessaire, à son historique,
c’est-à-dire la suite des variables aléatoires (Yn,∆n)n∈N, où (Yn)n∈N est la chaîne immergée de
X et (∆n)n est la suite des temps de séjour successifs.

3.1.1 Estimation à partir d’une longue trajectoire

Dans cette partie, on calcule deux estimateurs de la loi stationnaire, l’estimateur empirique
et un estimateur par plug-in basé sur l’EMV du générateur, à partir de l’observation d’une
trajectoire jusqu’à l’instant T > 0. On compare leur comportement asymptotique, lorsque T
tend vers l’infini, ainsi que leur temps de calcul.

Albert [1] établit que l’EMV ÂT de A est égal à l’estimateur empirique, c’est-à-dire

ÂT (i, j) =

{
nT (i, j)
rT (i) si rT (i) 6= 0,

0 sinon,
j 6= i, (3.2)

avec ÂT (i, i) = −∑j 6=i ÂT (i, j), où nT (i, j) =
∑NT−1
m=0 11{Ym=i,Ym+1=j} est le nombre de sauts

de i vers j observés au cours de la trajectoire, pour (i, j) ∈ E2∗ = {(i, j) ∈ E2 : j 6= i} et
rT (i) =

∑NT−1
m=0 ∆m11{Ym=i} est le temps total passé par la trajectoire en i.

66



3.1. ESTIMATION DU GÉNÉRATEUR ET DE LA LOI STATIONNAIRE

L’estimateur ÂT est fortement consistant et
√
T (ÂT −A) est asymptotiquement normal, de

variance asymptotique diagonale telle que

Σ2
A,c,1((i, j), (i, j)) = A(i, j)/P (i), (i, j) ∈ E2∗. (3.3)

En particulier, ÂT est ergodique avec probabilité tendant vers 1 lorsque T tend vers l’infini.
On définit l’estimateur par plug-in de P , à partir de ÂT par

P̂T =
{

Π(ÂT ) si ÂT ∈ G,
(1
s , . . . ,

1
s ) sinon,

(3.4)

où Π est défini par (3.1). Le choix de la probabilité uniforme lorsque ÂT n’est pas ergodique est
arbitraire, l’estimateur ÂT étant asymptotiquement ergodique.

Alors, P̂T hérite des propriétés asymptotiques de ÂT .

Proposition 3.1. Soit X = (Xt)t∈R+ un processus de Markov ergodique à espace d’état fini E.
Soient A son générateur et P sa loi stationnaire.

L’estimateur par plug-in P̂T de P , obtenu à partir d’une trajectoire observée jusqu’à l’instant
T > 0, converge presque sûrement vers P lorsque T tend vers l’infini et

√
T (P̂T − P ) converge

en loi vers une loi normale centrée de variance Σ2
P,c,1 = DΠ(A).Σ2

A,c,1.DΠ(A)t.
De plus, la loi normale n’est jamais dégénérée de sorte que la vitesse de convergence est

optimale.

Démonstration : Comme ÂT converge presque sûrement vers A lorsque T tend vers l’infini et
que Π est une fonction continue (même infiniment dérivable), le théorème de la fonction continue
fournie la forte consistance de P̂T . De plus,

√
T (ÂT −A) converge en loi vers une loi normale

centrée de variance Σ2
A,c,1 donnée par (3.3). Pourvu que DΠ(A) soit non-nul, la méthode delta

(théorème 1.3 du chapitre 1) s’applique et montre que
√
T (P̂T − P ) converge en loi vers une loi

normale centrée de variance Σ2
P,c,1.

Le lemme 3.1 établit que DΠ(A) 6= 0 pour tout A, ce qui termine la démonstration. �

Lemme 3.1. Étant donné A ∈ G, la dérivée DΠ(A) de Π en A n’est pas nulle.

Démonstration : On montre que les dérivées partielles ∂
∂A(i,l) Πi, l 6= i, sont non-nulles. Pour

tout i ∈ E et (k, l) ∈ E2∗, la dérivée partielle de Πi(A) par rapport à A(k, l) est

∂

∂A(k, l)
Πi(A) =



∑

j∈E
cj,j(A)



−2 
∂ci,i(A)
∂A(k, l)

∑

j∈E
cj,j(A) − ci,i(A)

∑

j∈E

∂cj,j(A)
∂A(k, l)


 .

Par définition, ci,i(A) = det A(i,i), où A(i,i) est la matrice carrée de taille (s − 1) × (s − 1)
obtenue en enlevant à A sa ième ligne et sa ième colonne, de sorte que les coefficients A(i, l),
l 6= i, n’apparaissent pas dans ci,i(A) ; les dérivées partielles ∂

∂A(i,l) ci,i(A) sont donc nulles. Ainsi

∂

∂A(i, l)
Πi(A) = − ci,i(A)

[∑
j∈E cj,j(A)

]2



∑

j 6=i

∂cj,j(A)
∂A(i, l)


 .

Le processus X étant récurrent positif, tous les états sont chargés par la loi stationnaire, donc
ci,i(A) 6= 0 n’est pas nul. Il suffit de montrer que la somme

∑
j 6=i

∂cj,j(A)
∂A(i,l) n’est pas nulle pour

au moins un indice l 6= i. Le lemme 3.2 implique qu’aucune des dérivées partielles ∂cj,j(A)
∂A(i,l) ,

l 6= i, j 6= i, l, n’est nulle et aussi qu’elles ont toutes le même signe. Ce signe dépend uniquement
du nombre s d’états du processus. Explicitement,
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– d’une part, ∂cl,l(A)
∂A(i,l) = det

(
A(l,l)(i,i)

)
où A(l,l)(i,i) est la matrice carrée de taille (s − 2) ×

(s − 2) obtenue à partir de A en lui enlevant d’abord sa lème ligne et lème colonne, puis
les ièmes ligne et colonne. Notons mu,v, (u, v) ∈ {1, . . . , s− 2}, les coefficients de A(l,l)(i,i).
On a





mu,v ≥ 0 pout tout (u, v) ∈ {1, . . . , s− 2}2, v 6= u,
mu,u = −

∑

v 6=u
mu,v −m′u,u pour tout u ∈ {1, . . . , s− 2},

avec m′u,u ≥ 0 pour tout u ∈ {1, . . . , s− 2}.
De plus, l’ensemble F0 =

{
u ∈ {1, . . . , s− 2} : m′u,u > 0

}
n’est pas vide et pour tout u ∈

F c0 , il existe v ∈ F0 tel que mu,v 6= 0. En effet, si l’ensemble F0 était vide, alors cela
signifirait que pour tout j ∈ E\{l}, A(j, l) = 0 et donc qu’aucun état ne mène à l, ce
qui contredit l’irréductibilité de X. De plus, mu,u = A(j, j), pour un certain j ∈ E. Dans
ce cas, mu,v = A(j, k), pour tout v 6= u, avec k 6= j, i, l. Ainsi, u 6∈ F0 signifie que tous
les coefficients non nuls de la ligne j du générateur ont été conservés. Le générateur étant
ergodique, il existe au moins un coefficient non nul, donc il existe v 6= u tel que mu,v > 0.
Le lemme 3.2 prouve donc que la dérivée partielle ∂cl,l(A)

∂A(i,l) n’est pas nulle et de même signe
que (−1)s−2.

– D’autre part, si j 6= l, alors ∂cj,j(A)
∂A(i,l) = det

[
A(j,j)(i,l)

]
+ (−1)δ(l)+i det

[
(A(j,j))(i,δ(l))

]
,

avec

δ(l) =
{
l si j > l,
l − 1 si j ≤ l.

De manière similaire à ce qui est fait dans la démonstration du lemme 3.2 (en développant
les deux déterminants en cofacteurs selon la première colonne), on montre que ∂cj,j(A)

∂A(i,l) 6= 0
et que son signe est celui de (−1)s−2.

En conclusion, les dérivées partielles ∂
∂A(i,l) Πi(A), pour l ∈ E \ {i} sont non-nulles. �

Lemme 3.2. Soit M = (mu,v)(u,v)∈{1,...,p}2 une matrice carrée de taille p× p telle que






mu,v ≥ 0 pout tout (u, v) ∈ {1, . . . , p}2, v 6= u,
mu,u = −

∑

v 6=u
mu,v −m′u,u pour tout u ∈ {1, . . . , p},

avec m′u,u ≥ 0 pour tout u ∈ {1, . . . , p}.
On suppose que l’ensemble F0 =

{
u ∈ {1, . . . , p} : m′u,u > 0

}
n’est pas vide et que pour tout

u ∈ F c0 , il existe v ∈ F0 tel que mu,v 6= 0.
Le déterminant de M est non nul et est de même signe que (−1)p.

Démonstration : On pose m′u,v = mu,v pour tout (u, v) ∈ {1, . . . , p}, v 6= u de sorte que

mu,u = −
p∑

u=1

m′u,v, u ∈ {1, . . . , p}.

Par définition, det(M) =
∑
σ∈Sp ǫ(σ)

∏p
u=1mu,σ(u), où Sp est l’ensemble des permutations de

{1, . . . , p} et ǫ(σ) est la signature de σ.
Pour tout q ∈ {0, . . . , p}, on note S(q)

p l’ensemble des permutations de Sp possédant exactement
q points fixes. On a

det(M) =
p∑

q=0

αq, (3.5)
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où

αq =
∑

σ∈S(q)
p

ǫ(σ)
p∏

u=1

mu,σ(u).

On montre que, du fait de la forme des coefficients diagonaux de la matrice, plusieurs termes de
(3.5) s’annulent.

Tout d’abord, S(p)
p est réduit à l’identité pour q = p et

αp =
p∏

u=1

mu,u =
p∏

u=1

(
−
p∑

v=1

m′u,v

)
= (−1)p

∑

η∈EEpp

p∏

u=1

m′u,η(u), (3.6)

où Ep = {1, . . . , p} et EEpp est l’ensemble de toutes les applications de Ep dans Ep.

Notons que S(q)
p = ∅ pour q = p − 1 : une permutation différente de l’identité change au

moins 2 éléments. Pour q 6= p, p − 1, on introduit pour σ ∈ S(q)
p , l’ensemble Iσ = {u1, . . . , uq}

des points fixés par σ. Afin de séparer les coefficients diagonaux des autres, on écrit

αq =
∑

σ∈S(q)
p

ǫ(σ)
∏

u∈Iσ
mu,u

∏

u6∈Iσ
mu,σ(u). (3.7)

Par ailleurs, on a

∏

u∈Iσ
mu,u = (−1)q

∏

u∈Iσ

(
p∑

v=1

m′u,v

)
= (−1)q

∑

v∈Eqp

q∏

r=1

m′ur,vr .

En identifiant chaque q-uplet ((u1, v1), . . . , (uq, vq)) avec l’application µ de Iσ dans Ep qui associe
vi à ui, il vient

∏

u∈Iσ
mu,u =

∑

µ∈EIσp

p∏

u=1

m′u,µ(u),

d’où
∏

u∈Iσ
mu,u

∏

u6∈Iσ
mu,σ(u) =

∑

µ∈Mσ
Iσ

p∏

u=1

m′u,µ(u),

où MσIσ est le sous-ensemble des applications de EEpp dont la restriction à Icσ est égale à σ|Icσ .
Ainsi, (3.7) devient

αq = (−1)q
∑

σ∈S(q)
p

ǫ(σ)
∑

µ∈Mσ
Iσ

p∏

u=1

m′u,µ(u).

Afin de permuter l’ordre de sommation, on introduit pour F ⊆ Ep de cardinal q, le sous-ensemble
S

(F )
p de Sp des permutations dont l’ensemble des points fixes est F . On a

αq = (−1)q
∑

F⊆Ep,|F |=q

∑

σ∈S(F )
p

∑

µ∈Mσ
F

ǫ(σ)
p∏

u=1

m′u,µ(u).

On identifie S(F )
p ×MσF àMF = {η ∈ EEpp : η|Fc ∈ S

(0)
F c }, où S(0)

F c est l’ensemble des permutations
de F c sans point fixe, de sorte que

αq = (−1)q
∑

F⊆Ep,|F |=q

∑

η∈MF
ǫ(η|Fc )

∏

u∈Ep
m′u,η(u). (3.8)
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Les équations (3.6) et (3.8) donnent dans (3.5)

det(M) = (−1)p
∑

η∈EEpp

∏

u∈Ep
m′u,η(u) +

p−2∑

q=0

(−1)q
∑

F⊆Ep,|F |=q

∑

η∈MF
ǫ(η|Fc )

∏

u∈Ep
m′u,η(u),

c’est-à-dire

det(M) = (−1)p
∑

η∈EEpp

∏

u∈Ep
m′u,η(u)

+
p−2∑

q=0

(−1)q+1
∑

η∈A(q)
−1

p∏

u=1

m′u,η(u) +
p−2∑

q=0

(−1)q
∑

η∈A(q)
1

p∏

u=1

m′u,η(u),

où on a posé, pour tout F ⊆ Ep, A(F )
1 = {η ∈MF : ǫ(η|Fc ) = 1} et A(F )

−1 = {η ∈MF : ǫ(η|Fc ) =
−1}, et aussi

A(q)
1 =

⋃

F∈Ep,|F |=q
A(F )

1

=
{
η ∈ EEpp : ∃F ⊆ Ep, |F | = q and η ∈MF , ǫ(η|Fc ) = 1

}
,

A(q)
−1 =

⋃

F∈Ep,|F |=q
A(F )
−1 .

On a

det(M) = (−1)p


2
∑

η∈A

p∏

u=1

m′u,η(u) +
∑

η∈EEpp \A′

p∏

u=1

m′u,η(u)


 , (3.9)

où

A =




⋃

q:2|(q+1−p)
A(q)
−1


 ∪




⋃

q:2|(q−p)
A(q)

1


 ,

A′ =
p−2⋃

q=0

(
A(q)

1 ∪ A
(q)
−1

)

=
{
η ∈ EEpp : ∃F ⊆ Ep, |F | ≤ p− 2, η|Fc ∈ S

(0)
F

}
.

Il reste à montrer qu’il existe une application η ∈ EEpp \A′ telle que
∏p
u=1m

′
u,v 6= 0 de sorte

que la dernière somme de (3.9) soit non nulle. Par hypothèse, il existe un ensemble non vide
d’indices F0 tel que m′u,u > 0 pour tout u ∈ F0 et il existe v = vu ∈ F0 tel que m′u,v > 0, pour
u ∈ F c0 . Posons

η(u) =
{
u si u ∈ F0,
vu si u ∈ F c0 .

(3.10)

On a
p∏

u=1

m′u,η(u) =
∏

u∈F0

m′u,u
∏

u∈F c0

m′u,vu > 0.

De plus, η ∈ EEpp \A′. En effet, on montre que pour toute partie F de Ep, la restriction de η à
F c n’est pas une permutation sans point fixe.

– Si F c ∩F0 6= ∅, alors pour tout u ∈ FC ∩ F0, η(u) = u, c’est-à-dire que u est un point fixe
de η.
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– Si F c ∩ F0 = ∅ alors pour tout u ∈ F c, η(u) = vu 6∈ F c de sorte que η|Fc ne stabilise pas
F c et n’est donc pas une permutation. �

Le calcul de l’estimateur par plug-in P̂T de la loi stationnaire nécessite le calcul de cofacteurs.
La complexité en temps de ces calculs est en O(T.sln 7/ ln 2), ce qui doit être comparé à la
complexité en temps du calcul de l’estimateur empirique

P̂T,emp(i) =
rT (i)
T
. (3.11)

Le temps de calcul de cet estimateur est une fonction linéaire du nombre d’états s du processus
et du temps d’observation T (voir la figure 3.1 pour une comparaison des temps de calcul).
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Fig. 3.1 – Comparaison du temps de calcul (en secondes) des estimateurs P̂T (cercles) et P̂T,emp
(triangles) selon le nombre s d’états.

La forte consistance de l’estimateur empirique découle de l’ergodicité du processus : P̂T,emp(i)
converge presque sûrement vers P (i), pour tout i ∈ E. Taga [59] établit que toutes les variables
rT (i)/T, i ∈ E sont asymptotiquement normales, avec une variance asymptotique explicite.
Toutefois, la loi asymptotique du vecteur

√
T (P̂T,emp − P ) reste indéterminée. Son utilisation

pour une estimation par plug-in de l’entropie de la loi stationnaire n’est donc pas judicieuse, la
méthode delta ne s’appliquant pas.

3.1.2 Estimation à partir de plusieurs trajectoires indépendantes

Dans cette partie, on suppose que k trajectoires indépendantes τ1, . . . , τk du processus sont
observés au cours des intervalles de temps [0, Tl], où les temps de censure Tl ∈ R∗+, pour l ∈
{1, . . . , k}, sont supposés indépendants, de loi commune µ et indépendants des trajectoires.

Les estimateurs du générateur et de la loi stationnaire sont liés au nombre de sauts d’un
état à un autre et aux temps de séjours dans les différents états. Ainsi, pour (i, j) ∈ E2∗ et
l ∈ {1, . . . , k}, on note n(l)(i, j) =

∑NTl−1

m=0 11{Y (l)
m =i,Y

(l)
m+1=j} le nombre de sauts de i vers j

observés au cours de la trajectoire τl, où NTl est le nombre de sauts observés au cours de

la trajectoire τl ; soit r(l)(i) =
∑NTl−1

m=0 ∆(l)
m 11{Y (l)

m =i} le temps passé en i par la trajectoire τl.

Finalement, on note Nk(i, j) =
∑k
l=1 n

(l)(i, j) le nombre total de sauts de i vers j observés au
cours des k trajectoires, et Rk(i) =

∑k
l=1 r

(l)(i) le temps total passé en i par les k trajectoires.
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Chiquet et Limnios [14] ont montré que l’EMV Âck du générateur A est égal à l’estimateur
empirique, soit

Âck(i, j) =

{
Nk(i,j)
Rk(i) si Rk(i) 6= 0,

0 sinon,
j 6= i, (3.12)

puis Âck(i, i) = −∑j 6=i Âck(i, j). L’indice c indique que les trajectoires on été observées continû-
ment, par opposition aux observations discrètes impliquées dans la partie 3.1.3.

Les mêmes auteurs ont également établi la forte consistance de Âck lorsque le nombre k de
trajectoires tend vers l’infini. De plus, la suite de variables

√
k(Âck −A) converge en loi vers une

loi normale centrée de variance diagonale Σ2
A,c,m donnée par

Σ2
A,c,m((i, j), (i, j)) = ai,j

[∫ +∞

0

∫ s

0

P(Xt = i)dtdµ(s)
]−1

, (i, j) ∈ E2∗,

où l’indice m signifie que plusieurs trajectoires ont été observées, par opposition au cas de
l’observation d’une unique trajectoire, discutée dans la partie 3.1.1. On remarquera que ces
résultats découlent de Albert [1] qui a calculé l’EMV du générateur à partir de k trajectoires
indépendantes censurés par un temps d’observation T constant, et établi son comportement
asymptotique.

On peut maintenant définir l’estimateur par plug-in P̂ ck de la loi stationnaire :

P̂ ck =
{

Π(Âck) si Âck ∈ G,
(1
s , . . . ,

1
s ) sinon,

(3.13)

où Π est définie par (3.1).
L’estimateur P̂ ck est fortement consistant et asymptotiquement normal.

Proposition 3.2. Soit X = (Xt)t∈R+ un processus de Markov ergodique à espace d’état fini E.
Soient A son générateur et P sa loi stationnaire.

L’estimateur par plug-in P̂ ck de P construit à partir de k trajectoires indépendantes censurées
par une suite (Tl)l∈N∗ de variables indépendantes et de même loi, converge presque sûrement
vers P lorsque k tend vers l’infini et

√
k(P̂ ck − P ) converge en loi vers une loi normale centrée

de variance Σ2
P,c,m = DΠ(A).Σ2

A,c,mDΠ(A)t.

De plus, la différentielle DΠ(A) est non nulle, de sorte que la loi asymptotique de
√
k(P̂ ck−P )

n’est pas dégénérée et la vitesse de convergence est optimale.

Démonstration : Ces résultats se déduisent de la méthode delta et des propriétés de Âck de
manière similaire à ce qui a été fait dans la preuve de la proposition 3.1. �

3.1.3 Estimation à partir d’observations discrètes

L’observation d’un processus de Markov à des instants discrets peut s’entendre de plusieurs
manières. Une première stratégie consiste à relever l’état du processus après chaque saut jusqu’à
un instant T > 0, c’est-à-dire à observer la chaîne immergée (Yn)n≤NT du processus, où NT est le
nombre de sauts jusqu’à l’instant T . Cependant, cette approche ne fournit pas de résultat satis-
faisant car la chaîne immergée ne contient pas assez d’information sur le processus. Pour un pro-
cessus à deux états par exemple, la chaîne immergée est déterministe conditionnellement à l’état
initial Y0. Dans ce cas, la seule information fournie par l’observation de Y est le nombre de sauts
NT observés avant l’instant T qui converge presque sûrement vers A(1, 2)P (1) + A(2, 1)P (2)
d’après le théorème ergodique 1.1 et l’expression (1.6) de l’espérance de NT donnée page 27, ce
qui ne permet pas l’estimation de A(1, 2) et A(2, 1).

Une approche plus productive consiste à observer le processus aux temps ηn, où n ∈ N
∗ et

η > 0 représente le temps (constant) séparant deux observations successives. Il a été établi dans
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la partie 1.1.4 du chapitre 1 que la suite Z = (Zn)n∈N = (Xηn)n∈N est une chaîne de Markov de
matrice de transition P = exp(ηA).

Etant donnée une trajectoire de Z observée jusqu’à n ∈ N∗, l’EMV P̂n de P, donné par

P̂n(i, j) =
Nn(i, j)∑
k∈E Nn(i, k)

, (i, j) ∈ E2∗,

et P̂n(i, i) = 1−∑j 6=iNn(i, j), pour i ∈ E, où Nn(i, j) est le nombre de sauts de i vers j avant

n+ 1, est fortement consistant et
√
n
(
P̂n −P

)
est asymptotiquement gaussien (voir Anderson

et Goodman [3]). On définit l’estimateur Âdn de A par

Âdn = exp−1(P̂n)/η, (3.14)

pourvu que l’exponentielle de P̂n soit uniquement inversible.
Soit l’application

Φη : A 7→ exp(ηA), (3.15)

définie sur l’ensemble G des générateurs ergodiques de taille s × s. Soit P0 =
{
eηA,A ∈ G

}

l’image de G par Φη et soit P00 = {P ∈ P0 : ∃!A ∈ G, P = eηA}.
Définition 3.1. Une matrice P appartenant à l’intérieur de P00 est dite log-unique.

Bladt et Sørensen [11] ont établi que si P = exp(ηA) est log-unique, alors P̂n est également
log-unique avec probabilité tendant vers 1 lorsque n tend vers l’infini. Dans ce cas, l’estimateur
Âdn est bien défini avec probabilité tendant vers 1, est égal à l’EMV de A, et lorsqu’il est bien

défini, il est fortement consistant et
√
n
(
Âdn −A

)
est asymptotiquement gaussien de variance

asymptotique Σ2
A,d = DΦ−1

η
(P ).I−1

P
.Dt

Φ−1
η

, où IP est l’information de Fisher de (Zn)n∈N∗ .

Pour s = 2, Kingman [43] a montré que

P00 = P0 =
{(

1− p p
q 1− q

)
: p, q ∈ [0, 1], q < 1− p

}
.

Ainsi Âdn se calcule explicitement.

Proposition 3.3. Soit X = (Xt)t∈R+ un processus de Markov ergodique à deux états, de généra-
teur

A =
(
−A(1, 2) A(1, 2)
A(2, 1) −A(2, 1)

)
.

Soit Z = (Xηn)n∈N, avec η > 0. L’estimateur Âdn de A construit à partir de l’observation d’une
trajectoire de Z tronquée en n, est bien défini avec probabilité tendant vers 1 lorsque n tend vers
l’infini. Lorsqu’il existe, il est donné par

Â(d)
n (1, 2) = − 1

∆2
P̂n(1, 1) log

(
P̂n(1, 1) + P̂n(2, 2)− 1

) 1

P̂n(1, 2) + P̂n(2, 1)
,

Â(d)
n (2, 1) = − 1

∆2
log
(
P̂n(1, 1) + P̂n(2, 2)− 1

)[
1− 1

∆
P̂n(1, 2)

1

P̂n(1, 2) + P̂n(2, 1)

]
,

puis Âdn(1, 1) = −Âdn(1, 2) et Âdn(2, 2) = −Âdn(2, 1).

De plus, Âdn converge presque sûrement vers A lorsque n tend vers l’infini et
√
n
(
Âdn −A

)

converge en loi vers une loi normale centrée de variance Σ2
A,d donnée par

p+ q
η2(1 − p− q)2

(
(1−q)2

q pq(1− q) −(1− p)(1− q)(p+ q)

−(1− p)(1 − q)(p+ q) pq(1− p) + q(1 − q) (1−p)2

p

)
, (3.16)
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où p et q sont les coefficients non diagonaux de exp(ηA) ; précisément

1− p =
1

A(1, 2) + A(2, 1)

(
A(1, 2)−A(1, 2)e−η(A(1,2)+A(2,1))

)
,

p =
1

A(1, 2) + A(2, 1)

(
A(2, 1) + A(1, 2)e−η(A(1,2)+A(2,1))

)
,

q =
1

A(1, 2) + A(2, 1)

(
A(2, 1)−A(2, 1)e−η(A(1,2)+A(2,1))

)
,

1− q =
1

A(1, 2) + A(2, 1)

(
A(1, 2) + A(2, 1)e−η(A(1,2)+A(2,1))

)
.

Décrire explicitement l’ensemble des matrices log-uniques P00 lorsque s est plus grand que
2 n’est pas un problème facile ; Culver [19] a montré qu’une matrice P est log-unique si et
seulement si ses valeurs propres sont strictement positives et aucun bloc de Jordan n’apparaît
plus d’une fois. Dans le chapitre 4, on montre que les valeurs propres de certains générateurs
tridiagonaux sont distinctes, de sorte que l’exponentielle de ces matrices soit log-unique. Étendre
ce résultat à tout générateur ergodique A n’est pas possible à l’heure actuelle ; on connait très
peu de choses des valeurs propres de A. On sait que 0 est valeur propre, que les autres valeurs
propres sont non nulles et que leur produit vaut

∑
i∈E ci,i(A), où ci,i(A) est le (i, i)ème cofacteur

de A ; cela ne permet pas de montrer que exp(ηA) est log-unique.
Lorsque l’on suppose que exp(ηA) est log-unique, on peut calculer des valeurs approchées de

Âdn. La littérature sur le sujet est riche. Bladt et Sørensen [11] ont calculé des valeurs approchées
de Âdn grâce à des algorithmes type MCMC et EM. Metzner et al. [46] ont également mis au
point un algorithme EM calculant des valeurs approchées de l’EMV du générateur pour des
observations discrètes non nécessairement équiréparties. Crommelin et Vanden-Eĳnden [17] ont
calculé l’estimateur du générateur qui coïncide le mieux avec l’estimateur empirique de la matrice
de transition associé aux observation discrètes, selon un problème d’optimisation convexe.

À partir de la relation P = Π(A), où Π est donnée par (3.1), on définit l’estimateur par
plug-in P̂ dn de P par

P̂ dn =
{

Π(Âdn) si Âdn ∈ G,
(1
s , . . . ,

1
s ) sinon.

(3.17)

Proposition 3.4. Soit X = (Xt)t∈R+ un processus de Markov ergodique à espace d’état fini E.
Soient A son générateur et P sa loi stationnaire. On suppose que A est log-unique. L’estimateur
par plug-in P̂ dn de P , construit à partir d’observations équiréparties du processus, satisfait les
propriétés suivantes.

1. La probabilité que P̂ dn soit bien défini tend vers 1 lorsque n tend vers l’infini.

2. Lorsque P̂ dn est bien défini, c’est un estimateur fortement consistant de P et
√
n(P̂ dn − P )

est asymptotiquement normal de variance asymptotique Σ2
P,d = DΠ(A).Σ2

A,d.DΠ(A)t.

De plus, la loi asymptotique de
√
n(P̂ dn−P ) n’est pas dégénérée et la vitesse de convergence

est optimale.

Démonstration : L’événement « Âdn est bien défini » implique l’événement « P̂ dn est bien
défini », ce qui prouve le point 1. Une fois de plus, le point 2 découle de la méthode delta
appliquée à la suite de variables (Âdn)n∈N.

De plus, d’après le lemme 3.1, la dérivée de DΠ(A) ne s’annule jamais, de sorte que la
variance asymptotique de

√
n(P̂ dn − P ) n’est jamais nulle, donc sa loi asymptotique n’est pas

dégénérée et la vitesse de convergence est optimale. �
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3.2 Estimation de l’entropie de la loi stationnaire du pro-
cessus

Dans la partie 3.1, on a construit des estimateurs de la loi stationnaire P d’un processus de
Markov ergodique à espace d’état fini, pour trois situations d’observations. On peut maintenant
définir des estimateurs par plug-in de l’entropie S(P ) de P . Précisément, si une trajectoire est
observée jusqu’à l’instant T , on définit

ŜT = S(P̂T ), (3.18)

et
ŜT,emp = S(P̂T,emp), (3.19)

où P̂T est l’estimateur par plug-in défini par (3.4) et P̂T,emp est l’estimateur empirique défini
par (3.11) ; si l’on a observé k trajectoires indépendantes censurées par des temps d’observation
indépendants et de même loi, on définit

Ŝck = S(P̂ ck ) = −
∑

i∈E
P̂ ck (i) log P̂ ck (i), (3.20)

où P̂ ck est l’estimateur de P défini par (3.13). Finalement, si le processus a été observé en des
temps discrets équirépartis, on définit

Ŝdn = S(P̂ dn ), (3.21)

où P̂ dn est défini par (3.17).
La loi stationnaire P = Π(A) étant une fonction explicite du générateur, il en est de même

de l’entropie ; précisément S(P ) = S(A) où

S(A) = −
∑

i∈E

ci,i(A)∑
j cj,j(A)

log
ci,i(A)∑
j cj,j(A)

, (3.22)

où ci,i(A) est le (i, i)ème cofacteur de A. Cette fonction étant plusieurs fois dérivable sur G,
chaque estimateur par plug-in hérite du comportement asymptotique de l’estimateur de la loi
stationnaire à partir duquel il a été construit. La nature des lois asymptotiques de ces estimateurs
change selon que DS(A) est nulle ou non.

Théorème 3.1. Soit X = (Xt)t∈R+ un processus de Markov ergodique à espace d’état fini E.
Soient A son générateur et P sa loi stationnaire. Soient ŜT , ŜT,emp, Ŝck et Ŝdn les estimateurs
de l’entropie de P définis par (3.18) à (3.21).

1. L’estimateur Ŝdn est bien défini avec probabilité tendant vers 1 lorsque n tend vers l’infini,
pourvu que exp(ηA) soit log-unique.

2. Lorsqu’ils sont bien définis, les estimateurs ŜT , ŜT,emp, Ŝck et Ŝdn sont fortement consis-
tants. Explicitement,

(a) ŜT et ŜT,emp convergent presque sûrement vers S(P ) lorsque le temps d’observation
T tend vers l’infini ;

(b) Ŝck converge presque sûrement vers S(P ) lorsque le nombre k de trajectoires indépen-
dantes tend vers l’infini ;

(c) Ŝdn converge presque sûrement vers S(P ) lorsque le nombre n d’observations discrètes
tend vers l’infini.

3. Si la différentielle DS(A) n’est pas nulle, alors
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(a)
√
T (ŜT − S(P )) converge en loi vers une loi normale centrée de variance

Σ2
S,c,1 = DS(A).Σ2

A,c,1.DS(A)t,

lorsque T tend vers l’infini ;

(b)
√
k(Ŝck − S(P )) converge en loi vers une loi normale centrée de variance

Σ2
S,c,m = DS(A).Σ2

A,c,m.DS(A)t,

lorsque k tend vers l’infini ;

(c)
√
n(Ŝdn − S(P )) converge en loi vers une loi normale centrée de variance

Σ2
S,d = DS(A).Σ2

A,d.DS(A)t,

lorsque n tend vers l’infini.

4. Si DS(A) est nulle, alors

(a) 2T (S(P )−ŜT ) converge en loi vers
∑

(i,j)∈E2∗ α
(c,1)
i,j Yi,j lorsque T tend vers l’infini, où

les variables Yi,j , (i, j) ∈ E2∗ suivent une loi χ2(1) et les coefficients α(c,1)
i,j dépendent

de Σ2
A,c,1 et de la matrice hessienne D2

S ;

(b) 2k[S(P )− Ŝck] converge en loi vers
∑

(i,j)∈E2∗ α
(c,m)
i,j Yi,j lorsque k tend vers l’infini, où

les variables Yi,j , (i, j) ∈ E2∗ suivent une loi χ2(1) et les coefficients α(c,m)
i,j dépendent

de Σ2
A,c,m et de la matrice hessienne D2

S ;

(c) 2n(S(P )− Ŝdn) converge en loi vers
∑

(i,j)∈E2∗ α
(d)
i,j Yi,j lorsque n tend vers l’infini, où

les variables Yi,j , (i, j) ∈ E2∗ suivent une loi χ2(1) et les coefficients α(d)
i,j dépendent

de Σ2
A,d et de la matrice hessienne D2

S.

Démonstration : Clairement, l’estimateur Ŝdn est bien défini si et seulement si P̂ dn est bien
défini. Le point 1 est alors une conséquence de la proposition 3.1.
Les points 2, 3 et 4 découlent à nouveau de la méthode délta généralisée. �

L’ensemble des générateurs A pour lesquels DS(A) est nulle est explicite pour les processus
à deux ou trois états. Précisément, pour un procesus à deux états, l’annulation des dérivées
partielles conduit à un système d’équations dont les deux inconnues sont les coefficients non
diagonaux du générateur. Les solutions de ce système sont calculées dans le lemme 3.3, qui
établit que DS(A) est nulle si et seulement si P est uniforme, c’est-à-dire si et seulement si les
deux coefficients non-diagonaux du générateur sont égaux.

Lemme 3.3. Soit X un processus de Markov ergodique à deux états. Soient A son générateur,
P sa loi stationnaire et S(P ) = S(A) son entropie. Les propositions suivantes sont équivalentes.

1. La différentielle DS(A) de S en A est nulle,

2. La loi stationnaire P est uniforme,

3. Les coefficients non diagonaux du générateurs sont égaux, c’est-à-dire A(1, 2) = A(2, 1).

Démonstration : La loi stationnaire du processus est

P =
(

A(2, 1)
A(1, 2) + A(2, 1)

,
A(1, 2)

A(1, 2) + A(2, 1)

)
.

Ainsi, d’une part, P est uniforme si et seulement si A(1, 2) = A(2, 1), ce qui prouve l’équivalence
entre les points 2 et 3. D’autre part, l’entropie de la loi stationnaire est

S(P ) = S(A) = − A(2, 1)
A(1, 2) + A(2, 1)

log
A(2, 1)

A(1, 2) + A(2, 1)
− A(1, 2)

A(1, 2) + A(2, 1)
log

A(1, 2)
A(1, 2) + A(2, 1)

.
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Dérivant cette dernière expression par rapport à A(1, 2), puis A(2, 1), il vient

∂

∂A(1, 2)
S(A)=

A(2, 1)
(A(1, 2) + A(2, 1))2

[
log

A(2, 1)
A(1, 2) + A(2, 1)

− log
A(1, 2)

A(1, 2) + A(2, 1)

]
,(3.23)

∂

∂A(2, 1)
S(A)=

A(1, 2)
(A(1, 2) + A(2, 1))2

[
log

A(1, 2)
A(1, 2) + A(2, 1)

− log
A(2, 1)

A(1, 2) + A(2, 1)

]
.(3.24)

Ainsi, DS(A) est nulle si et seulement si log(A(1, 2)) = log(A(2, 1)), soit, si et seulement si
A(1, 2) = A(2, 1), ce qui montre l’équivalence entre les points 2 et 3. �

Les variances asymptotiques des estimateurs du taux d’entropie d’un processus à deux états
tel que A(1, 2) 6= 1 ou A(2, 1) 6= 1 sont explicites, si l’on dispose de l’observation d’une longue
trajectoire, ou d’observations dicrètes. Par ailleurs, lorsque A(1, 2) = A(2, 1) = 1, alors les
estimateurs convergent en loi vers une loi χ2(1).

Corollaire 3.1. Soit X = (Xt)t∈R+ un processus de Markov ergodique à deux états. Soient
A(1, 2) et A(2, 1) les coefficients non diagonaux du générateur.

1. Si A(1, 2) 6= A(2, 1), alors

(a)
√
T (ŜT − S(P )) converge en loi vers une loi normale centrée de variance

Σ2
S,c,1 =

2A(1, 2)A(2, 1)
A(1, 2) + A(2, 1)

log
(

A(1, 2)
A(2, 1)

)
.

(b)
√
n(Ŝdn − S(P )) converge en loi vers une loi normale centrée de variance

Σ2
S,d =

(
∂

∂A(1, 2)
S,

∂

∂A(2, 1)
S

)
Σ2

A,d

(
∂

∂A(1,2)S
∂

∂A(2,1)S

)
,

lorsque n tend vers l’infini, avec Σ2
A,d donnée par (3.16) et ∂

∂A(1,2)S et ∂
∂A(2,1)S

données par (3.23) et (3.24).

2. Si A(1, 2) = A(2, 1), alors

(a) 2T (S(P )− ŜT ) converge en loi vers une loi χ2(1) lorsque T tend vers l’infini,

(b) 2n(S(P )− Ŝdn) converge en loi vers une loi χ2(1) lorsque n tend vers l’infini.

Pour un processus à trois états, le lemme 3.4 établit que DS(A) est nulle si et seulement si la
loi stationnaire du processus est uniforme ; l’ensemble des générateurs ergodiques de dimension 3
possédant une loi stationnaire uniforme est explicité dans le lemme 3.5 .

Lemme 3.4. Soit X = (Xt)t∈R+ un processus de Markov ergodique à trois états. Soient A son
générateur et P sa loi stationnaire. Soit S(P ) = S(A) son entropie.

La différentielle de S en A est nulle si et seulement si P est uniforme.

Démonstration : La différentielle DS(A) est nulle si et seulement si

∂

∂A(i, j)
S(A) =

3∑

k=1

[log Πk(A)]
∂

∂A(i, j)
Πk(A) = 0, (i, j) ∈ E2∗. (3.25)

Supposons pour commencer que P soit uniforme, de sorte que c1,1(A) = c2,2(A) = c3,3(A).
L’égalité

∑3
k=1 Πk(A) = 1 implique

∂

∂A(i, j)
S(A) = − log 3

[
3∑

k=1

∂

∂A(i, j)
Π(k)(A)

]
= 0, (i, j) ∈ E2∗.
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Réciproquement, supposons que la loi stationnaire ne soit pas uniforme. Au moins deux des
cofacteurs sont distincts ; quitte à réordonner les éléments de E, on peut supposer que c1,1(A) <
c2,2(A) ≤ c3,3(A). Montrons qu’au moins une dérivée partielle dans (3.25) est non nulle. Les
dérivées partielles de S sont

∂

∂A(2, 1)
S(A) = ǫ1 [(A(3, 1) + A(3, 2))(c2,2(A) + c3,3(A)) − c1,1(A)A(1, 3)]

+ǫ3 [A(1, 3)(c1,1(A) + c2,2(A))− (A(3, 1) + A(3, 2))c3,3(A)] ,
∂

∂A(2, 3)
S(A) = ǫ1 [A(3, 1)(c2,2(A) + c3,3(A)) − c1,1(A)(A(1, 2) + A(1, 3))]

+ǫ3 [(A(1, 2) + A(1, 3))(c1,1(A) + c2,2(A))−A(3, 1)c3,3(A)] ,

où ǫ1 = log[c1,1(A)/c2,2(A)] < 0 et ǫ3 = log[c3,3(A)/ log c2,2(A)] ≥ 0. D’où

∂

∂A(2, 1)
S(A)− ∂

∂A(2, 3)
S(A) = ǫ1 [A(3, 2)(c2,2(A) + c3,3(A)) + c1,1(A)A(1, 2)]

+ǫ3 [−A(1, 2)(c1,1(A) + c2,2(A)) −A(3, 2)c3,3(A)] .

Notons que A(1, 2) 6= 0 ou A(3, 2) 6= 0, sinon les états 1 et 3 ne mènent pas à 2, ce qui contredit
l’irréductibilité de X. Donc A(3, 2)(c2,2(A) + c3,3(A)) + c1,1(A)A(1, 2) > 0 et

ǫ1 [A(3, 2)(c2,2(A) + c3,3(A)) + c1,1(A)A(1, 2)] < 0.

De même, ǫ3 [−A(1, 2)(c1,1(A) + c2,2(A))−A(3, 2)c3,3(A)] ≤ 0.
Ainsi, ∂

∂A(2,1)S(A)− ∂
∂A(2,3)S(A) est strictement négative et au moins l’une des dérivées de

S est non nulle. �

Lemme 3.5. Les générateurs ergodiques de dimension 3 possédant une loi stationnaire uniforme
sont ceux de la forme

A =



−a− b a b
a+ b− d −a− b+ d− c c
d b+ c− d −b− c


 ,

avec b, c > 0 et d 6= b+ c.

Démonstration : Ce résultat découle immédiatement de la relation (1
3 ,

1
3 ,

1
3 ).A = 0. �

Pour des espaces d’état plus grands, il est difficile d’établir une condition d’annulation de
la différentielle DS(A) aussi explicite, du fait du grand nombre d’équations et de variables
impliquées dans les calculs. Si la loi stationnaire est uniforme, alors l’entropie est maximale et
DS(A) est nulle ; la réciproque n’étant pas prouvée. L’ensemble des générateurs ergodiques de
loi stationnaire uniforme est défini par la relation (1, . . . , 1).A = 0.

3.3 Estimation du taux d’entropie du processus

On construit des estimateurs par plug-in du taux d’entropie d’un processus markovien er-
godique, en injectant les estimateurs du générateur et de la loi stationnaire obtenus à la partie 3.1,
dans la formule (1.13) page 34. Précisément, si une trajectoire est observée jusqu’à l’instant T ,
on définit

ĤT = −
∑

i∈E
P̂T (i, j)

∑

j 6=i
ÂT (i, j)

(
log ÂT (i, j)− 1

)
, (3.26)

et
ĤT,emp = −

∑

i∈E
P̂T,emp(i, j)

∑

j 6=i
ÂT (i, j)

(
log ÂT (i, j)− 1

)
, (3.27)
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où ÂT est l’estimateur par plug-in du générateur défini par (3.2), P̂T est l’estimateur par plug-in
de la loi stationnaire défini par (3.4) et P̂T,emp est l’estimateur empirique défini par (3.11) ; si
l’on a observé k trajectoires indépendantes censurées par des temps d’observation indépendants
et de même loi, on définit

Ŝck = −
∑

i∈E
P̂ ck (i, j)

∑

j 6=i
Âck(i, j)

(
log Âck(i, j)− 1

)
, (3.28)

où Âck est défini par (3.12) et P̂ ck est défini par (3.13). Finalement, si le processus à été observé
en des temps discrets équirépartis, on définit

Ŝdn = −
∑

i∈E
P̂ dn (i, j)

∑

j 6=i
Âdn(i, j)

(
log Âdn(i, j)− 1

)
, (3.29)

où Âdn est défini par (3.14) et P̂ dn est défini par (3.17).
L’équation (1.14), page 34, exprime H(X) comme une fonction explicite H(A) du générateur.

Cette fonction étant plusieurs fois dérivable, chaque estimateur par plug-in hérite du comporte-
ment asymptotique des estimateurs du générateur et de la loi stationnaire à partir desquels il a
été construit. La nature des lois asymptotiques de ces estimateurs change selon que DH(A) est
nulle ou non.

Théorème 3.2. Soit X = (Xt)t∈R+ un processus de Markov ergodique à espace d’état fini E.
Soient A son générateur et P sa loi stationnaire. Soient ĤT , ĤT,emp, Ĥck et Ĥdn les estimateurs
du taux d’entropie de X définis par (3.26) à (3.29).

1. L’estimateur Ĥdn est bien défini avec probabilité tendant vers 1 lorsque n tend vers l’infini,
pourvu que exp(ηA) soit log-unique.

2. Lorsqu’ils sont bien définis, les estimateurs ĤT , ĤT,emp, Ĥck et Ĥdn sont fortement consis-
tants. Explicitement,

(a) ĤT et ĤT,emp convergent presque sûrement vers H(X) lorsque le temps d’observation
T tend vers l’infini ;

(b) Ĥck converge presque sûrement vers H(X) lorsque le nombre k de trajectoires indépen-
dantes tend vers l’infini ;

(c) Ĥdn converge presque sûrement vers H(X) lorsque le nombre n d’observations discrètes
tend vers l’infini.

3. Si la différentielle DH(A) n’est pas nulle, alors

(a)
√
T (ĤT − H(X)) converge en loi vers une loi normale centrée de variance Σ2

H,c,1 =
DH(A).Σ2

A,c,1.DH(A)t, lorsque T tend vers l’infini ;

(b)
√
k(Ĥck − H(X)) converge en loi vers une loi normale centrée de variance Σ2

H,c,m =
DH(A).Σ2

A,c,m.DH(A)t lorsque k tend vers l’infini ;

(c)
√
n(Ĥdn − H(X)) converge en loi vers une loi normale centrée de variance Σ2

H,d =
DH(A).Σ2

A,d.DH(A)t lorsque n tend vers l’infini.

4. Si DH(A) est nulle, alors

(a) 2T (H(X) − ĤT ) converge en loi vers
∑

(i,j)∈E2∗ α
(c,1)
i,j Yi,j lorsque T tend vers l’in-

fini, où les variables Yi,j , (i, j) ∈ E2∗, suivent une loi χ2(1) et les coefficients α(c,1)
i,j

dépendent de Σ2
A,c,1 et de la matrice hessienne D2

H ;

(b) 2k[H(X)−Ĥck] converge en loi vers
∑

(i,j)∈E2∗ α
(c,m)
i,j Yi,j lorsque k tend vers l’infini, où

les variables Yi,j , (i, j) ∈ E2∗, suivent une loi χ2(1) et les coefficients α(c,m)
i,j dépendent

de Σ2
A,c,m et de la matrice hessienne D2

H ;
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(c) 2n(H(X)−Ĥdn) converge en loi vers
∑

(i,j)∈E2∗ α
(d)
i,j Yi,j lorsque n tend vers l’infini, où

les variables Yi,j , (i, j) ∈ E2∗, suivent une loi χ2(1) et les coefficients α(d)
i,j dépendent

de Σ2
A,d et de la matrice hessienne D2

H.

Démonstration : La preuve est similaire à celle du théorème 3.1 �

L’ensemble des générateurs A pour lesquels DH(A) est nulle est explicite pour les processus
de Markov ergodiques à deux états. En effet, pour de tels processus, le taux d’entropie est

H(A(1, 2),A(2, 1)) =
A(1, 2)A(2, 1)

A(1, 2) + A(2, 1)
(2− log(A(1, 2)A(2, 1))), (3.30)

où A(1, 2) et A(2, 1) sont les deux coefficients non diagonaux du générateur. On peut alors
donner une condition nécessaire et suffisante à l’annulation de H en résolvant directement le
système d’équations formé par les dérivées partielles.

Lemme 3.6. Soit X un processus de Markov ergodique à deux états. Soient A(1, 2) et A(2, 1)
les deux coefficients non diagonaux du générateur A de X. Soit H(X) = H(A) le taux d’entropie
de X. La dérivée de H en A est nulle si et seulement si A(1, 2) = A(2, 1) = 1.

Démonstration : Dérivant (3.30) par rapport à A(1, 2) et A(2, 1), on a

∂H

∂A(1, 2)
(A(1, 2),A(2, 1))=

−A(1, 2)A(2, 1) + A(2, 1)2 −A(2, 1)2 log A(1, 2)A(2, 1)
(A(1, 2) + A(2, 1))2

,(3.31)

∂H

∂A(2, 1)
(A(1, 2),A(2, 1))=

−A(1, 2)A(2, 1) + A(1, 2)2 −A(1, 2)2 log A(1, 2)A(2, 1)
(A(1, 2) + A(2, 1))2

.(3.32)

Ainsi, DH(A) est nulle si et seulement A satisfait le système d’équations
{
−A(1, 2)A(2, 1) + A(2, 1)2 −A(2, 1)2 log A(1, 2)A(2, 1) = 0,
−A(1, 2)A(2, 1) + A(1, 2)2 −A(1, 2)2 log A(1, 2)A(2, 1) = 0.

Faisant la différence de ces deux équations, on trouve

A(1, 2)2 −A(2, 1)2 − (A(1, 2)2 −A(2, 1)2) log A(1, 2)A(2, 1) = 0,

c’est-à-dire,

A(1, 2)−A(2, 1) = 0, ou bien 1− log (A(1, 2)A(2, 1)) .

Supposons que A(1, 2) 6= A(2, 1). Alors y = e/x. En substituant e/x à y dans la première
équation, il vient e = 0, ce qui est absurde.

Ainsi, A(1, 2) = A(2, 1), ce qui, une fois réinjecté dans la première équation du système,
fournit A(2, 1)2 log A(2, 1) = 0, c’est-à-dire A(2, 1) = 1, ce qui prouve qu’une condition néces-
saire à l’annulation de DH(A) est A(1, 2) = A(2, 1) = 1. On vérifie immédiatement qu’elle est
suffisante. �

Les variances asymptotiques des estimateurs du taux d’entropie d’un processus à deux états
tel que A(1, 2) 6= 1 ou A(2, 1) 6= 1 sont explicites, si l’on dispose de l’observation d’une longue
trajectoire, ou d’observations dicrètes. Par ailleurs, lorsque A(1, 2) = A(2, 1) = 1, alors les
estimateurs convergent en loi vers une loi χ2(2).

Corollaire 3.2. Soit X = (Xt)t∈R+ un processus de Markov ergodique à deux états. Soient
A(1, 2) et A(2, 1) les coefficients non diagonaux du générateur.

1. Si A(1, 2) 6= 1 ou A(2, 1) 6= 1, alors
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(a)
√
T (ĤT −H(X)) converge en loi vers une loi normale centrée de variance

Σ2
H,c,1 =

ab

(a+ b)3

(
(−a− b log(ab) + b)2 + (−b+ a− a log(ab))2

)
,

où a = A(1, 2) et b = A(2, 1) ;

(b)
√
n(Ĥdn −H(X)) converge en loi vers une loi normale centrée de variance

Σ2
H,d =

(
∂

∂A(1, 2)
H,

∂

∂A(2, 1)
H

)
Σ2

A,d

(
∂

∂A(1,2)H
∂

∂A(2,1)H

)
,

lorsque n tend vers l’infini, avec Σ2
A,d donnée par (3.16) et ∂

∂A(1,2)H et ∂
∂A(2,1)H

données par (3.31) et (3.32).

2. Si A(1, 2) = A(2, 1) = 1, alors

(a) 2T (H(X)− ĤT ) converge en loi vers une loi χ2(2) lorsque T tend vers l’infini ;

(b) 2n(H(X)− Ĥdn) converge en loi vers une loi χ2(2), lorsque n tend vers l’infini.

Lorsque le processus a plus de deux états, le nombre de variables et d’équations impliquées
dans les calculs ne permettent pas d’expliciter l’ensemble des générateurs pour lesquels la dérivée
de H est nulle. Lorsque le taux d’entropie est maximum, c’est-à-dire lorsque A(i, j) = 1 pour
tout (i, j) ∈ E2∗, alors DH(A) = 0 (voir Girardin [31]), ce qui fournit une condition suffisante.
Que la condition soit nécessaire reste à prouver.

3.4 Simulations

Dans cette partie, les propriétés asymptotiques des estimateurs établies dans la partie 3.2
sont illustrées grâce à des simulations. La valeur de chaque estimateur de l’entropie de la loi
stationnaire et du taux est comparée avec la valeur réelle. La loi empirique de chaque estimateur
est comparée à la loi asymptotique calculée dans la partie 3.2 ; des tests d’adéquation sont
réalisés.

3.4.1 Estimation des variances asymptotiques des estimateurs

Afin de pouvoir comparer les lois empiriques de
√
T (ŜT −S(P )),

√
k(Ŝck−S(P )) et

√
n(Ŝdn−

S(P )) (respectivement
√
T (ĤT −H(X)),

√
k(Ĥck −H(X)) et

√
n(Ĥdn −H(X))) avec les lois nor-

males obtenues aux théorèmes 3.1 et 3.2, il est nécessaire d’estimer les variances asymptotiques
Σ2
S,c,1, Σ2

S,c,m et Σ2
S,d (respectivement Σ2

H,c,1, Σ2
H,c,m et Σ2

H,d).
Dans les théorèmes 3.1 et 3.2, il a été établi que Σ2

S,c,1, Σ2
H,c,1, Σ2

S,c,m, Σ2
H,c,m, Σ2

S,d et Σ2
H,d

sont des fonctions de Σ2
A,c,1, Σ2

A,c,m et Σ2
A,d. Dans les parties 3.1.1, 3.1.2 et 3.1.3, les variances

asymptotiques Σ2
A,c,1, Σ2

A,c,m et Σ2
A,d ont été exprimées en fonction du générateur. De ce fait,

elles peuvent être estimées par plug-in à partir des estimateurs ÂT , Âck et Âdn du générateur
donnés par (3.2), (3.12) et (3.14). Les estimateurs ainsi obtenus sont

Σ̂2
A,c,1 =

(
δ(i,j),(i′,j′)

ÂT (i, j)
π̂T (i)

)

((i,j),(i′,j′))∈(E2∗)2

,

Σ̂2
A,c,m =

(
δ(i,j),(i′,j′)Â

c
k(i, j)

k

Rk(i)

)

((i,j),(i′,j′))∈(E2∗)2

,

Σ̂2
A,d = DΦ−1

∆
(P̂n).I

P̂n
.DΦ−1

∆
(P̂n)t,

où I
P̂n

est l’information de Fisher de P̂n.
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Finalement, les estimateurs de Σ2
S,c,1, Σ2

S,c,m et Σ2
S,d sont respectivement

Σ̂2
S,c,1 = DS(ÂT ).Σ̂2

A,c,1.DS(ÂT )t, (3.33)

Σ̂2
S,c,m = DS(Âck).Σ̂

2
A,c,m.DS(Âck)

t, (3.34)

Σ̂2
S,d = DS(Âdn).Σ̂

2
A,d.DS(Âdn)t. (3.35)

De même les estimateurs de Σ2
H,c,1, Σ2

H,c,m et Σ2
H,d sont respectivement

Σ̂2
H,c,1 = DH(ÂT ).Σ̂2

A,c,1.DH(ÂT )t, (3.36)

Σ̂2
H,c,m = DH(Âck).Σ̂

2
A,c,m.DH(Âck)

t, (3.37)

Σ̂2
H,d = DH(Âdn).Σ̂2

A,d.DH(Âdn)t. (3.38)

Proposition 3.5. Soit X = (Xt)t∈R+ un processus de Markov ergodique à espace d’état fini E.
Soient A son générateur, P sa loi stationnaire, S(P ) son entropie et H(X) le taux d’entropie
du processus. Soient Σ̂2

S,c,1, Σ̂2
H,c,1, Σ̂2

S,c,m, Σ̂2
H,c,m, Σ̂2

S,d et Σ̂2
H,d les estimateurs des variances

asymptotiques définis par (3.33) à (3.38).

1. La probabilié pour que (3.33) à (3.38) soient bien définis et non nuls tend vers 1 (en
supposant que exp(ηA) soit log-unique pour (3.35) et (3.38)).

2. Lorsqu’ils sont bien définis, Σ̂2
S,c,1, Σ̂2

H,c,1, Σ̂2
S,c,m, Σ̂2

H,c,m, Σ̂2
S,d et Σ̂2

H,d sont des estima-
teurs fortement consistants de Σ2

S,c,1, Σ2
H,c,1, Σ2

S,c,m, Σ2
H,c,m, Σ2

S,d et Σ2
H,d respectivement.

3. Si DS(A) n’est pas nulle, alors

(a)
√
T (ŜT − S(P ))/Σ̂S,c,1 et

√
T (ĤT − H(X))/Σ̂H,c,1 convergent en loi vers une loi

normale centrée réduite lorsque le temps d’observation T tend vers l’infini ;

(b)
√
k(Ŝck − S(P ))/Σ̂S,c,m et

√
k(Ĥck − H(X))/Σ̂H,c,m convergent en loi vers une loi

normale centrée réduite lorsque le nombre k de trajectoires observées tend vers l’infini ;

(c)
√
n(Ŝdn−S(P ))/Σ̂S,d et

√
n(Ĥdn−H(X))/Σ̂H,d convergent en loi vers une loi normale

centrée réduite lorsque le nombre n d’observations tend vers l’infini.

Démonstration : Les variances asymptotiques sont des fonctions continues sur l’ensemble
des générateurs ergodiques. On a montré que les estimateurs du générateur sont bien définis et
ergodiques avec probabilité tendant vers 1. Les estimateurs par plug-in des variances asymp-
totiques sont donc bien définis avec probabilité tendant vers 1. Le théorème de l’application
continue s’applique et prouve, d’une part que pour T , k et n suffisamment grands, les estima-
teurs des variances sont non nuls et d’autre part qu’ils sont fortement consistants.

Le point 3 est une conséquence immédiate du théorème de Slutsky, du théorème 3.1 et du
point 2. �

3.4.2 Une longue trajectoire

Afin de simuler un processus de Markov ergodique à espace d’état fini, la chaîne immergée
(Yn)n et les temps de séjours correspondants (∆n)n sont simulés jusqu’au temps T .

La figure 3.2 montre la convergence ponctuelle de l’estimateur par plug-in et de l’estimateur
empirique de l’entropie de la loi stationnaire. Le temps dobservation est fixé à T = 5000. Les
100 points de la figure ont été obtenus en calculant ŜT (cercles) et ŜT,emp (triangles) à partir
d’une trajectoire d’un processus de Markov (à 2 deux états en haut de la figure, 10 en bas) de
l’instant 50 à 5000 par pas de 50. Pour le côté gauche de la figure 3.2, le générateur n’est pas
uniforme ; il est donné par

A0 =
(
−2 2
3 −3

)
, (3.39)
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tandis que pour le côté droit, le générateur est uniforme, donné par

A1 =
(
−1 1
1 −1

)
. (3.40)

0 1000 2000 3000 4000 5000

0.
66

5
0.

67
0

0.
67

5

0 1000 2000 3000 4000 5000

0.
69

15
0.

69
25

0 1000 2000 3000 4000 5000

2.
28

8
2.

29
0

2.
29

2
2.

29
4

0 1000 2000 3000 4000 5000

2.
27

5
2.

28
5

2.
29

5

Fig. 3.2 – Convergence ponctuelle de l’estimateur par plug-in ŜT (cercles) et de l’estimateur
empirique ŜT,emp (triangles) pour des processus de Markov à deux états (en haut) et 10 états
(en bas) de générateur non uniforme (à gauche) et uniforme (à droite).

La figure 3.3 (gauche) montre la fonction de répartition empirique de
√
T (S(P )− ŜT )/Σ̂S,c,1

comparée à la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite pour un processus de
Markov à deux états de générateur non uniforme A0. La figure 3.3 (droite) montre la fonction
de répartition empirique de 2T (S(P ) − ŜT ) comparée à la fonction de répartition de la loi
χ2(1), pour un générateur uniforme. Dans les deux cas, la fonction de répartition empirique est
construite à partir de 200 trajectoires indépendantes de longueur T = 1000 pour un processus à
deux états.

L’adéquation de la loi empirique de
√
T (S(P )−ŜT )/Σ̂S,c,1 à la loi normale centrée réduite est

testée grâce au test de normalité de Shapiro-Wilk. De même, l’adéquation de la loi empirique de
2T (S(P )−Ŝck) avec la loi χ2(1) est testée grâce au test de Kolmogorov-Smirnov. Les tableaux 3.4
montrent les valeurs des statistiques W de Shapiro-Wilk et D de Kolmogorov-Smirnov et les
p-valeurs correspondantes. Les deux hypothèses sont acceptées avec un niveau de confiance de
99% puisque les p-valeurs sont plus grandes que 0.01.

De manière similaire, la figure 3.5 montre la convergence ponctuelle de l’estimateur ĤT vers
H(X) (en haut) pour un processus à deux états de générateur A0 (à gauche) puis A1 (à droite),
ainsi que la fonction de répartition empirique de

√
T (ĤT −H(X))/Σ̂H,c,1 comparée à la fonction

de répartition de la loi normale centrée et réduite, pour un processus de générateur A0 (en bas,
à gauche), puis la fonction de répartition empirique de 2T (H(X)− ĤT ) comparée à la fonction
de répartition de la loi χ2(2) (en bas, à droite). Les estimateurs du taux d’entropie et leur
fonction de répartition empirique ont été calculés selon la même démarche que les estimateurs
de l’entropie de la loi stationnaire.
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Fig. 3.3 – Fonctions de répartition empiriques de
√
T (S(P ) − ŜT )/Σ̂S,c,1 versus N (0, 1) (à

gauche) et de 2T (S(P )− ŜT ) versus χ2(1) (à droite).

Shapiro-Wilk normality test
W-stat 0.992
p-value 0.3458

Kolmogorov-Smirnov test
D-stat 0.0406
p-value 0.8966

Fig. 3.4 – Test de normalité de Shapiro-Wilk pour la loi empirique de
√
T (S(P ) − ŜT )/Σ̂S,c,1

(à gacuhe) et test d’adéquation de Kolmogorv-Smirnov de la loi empirique de 2T (S(P )− ŜT ) à
la loi χ2(1) (à droite), pour T = 1000.

3.4.3 Plusieurs trajectoires indépendantes censurées par des temps
d’observation de loi exponentielle

Les temps de censure Tl, l ∈ {1, . . . , k} sont de loi exponentielle. Pour montrer les bonnes
propriétés de l’estimateur pour un grand nombre de trajectoires, un temps d’observation réduit
a été choisi ; précisément, E(Tl) = 100, l ∈ {1, . . . , k} et k = 1000. Afin de simuler k trajecoires
indépendantes d’un processus de Markov, on a simulé la réalisation de k variables indépendantes
Tl, l ∈ {1, . . . , 1000}, de loi exponentielle E(1/100) puis pour chaque trajectoire, on a simulé la
chaîne immergée et les temps de séjour correspondants jusqu’à l’instant Tl.

La figure 3.6 montre la convergence ponctuelle de l’estimateur par plug-in de l’entropie de la
loi stationnaire du processus. Les 100 points de la figure ont été obtenus en calculant Ŝck à partir
de k = 1000 trajectoires indépendantes d’un processus de Markov (à 2 états en haut de la figure,
3 en bas) par pas de 10 trajectoires. Pour le côté gauche de la figure 3.6, le générateur n’est
pas uniforme et est donné par (3.39), tandis que pour le côté droit, le générateur est uniforme,
donné par (3.40).

La figure 3.7 (gauche) montre la fonction de répartition empirique de
√
k(Ŝck − S(P ))/Σ̂S,c,m

comparée à la fonction de répartition de la loi normale. La figure 3.7 (droite) montre la fonction
de répartition empirique de 2k(S(P )− Ŝdk) comparée à la fonction de répartition de la loi χ2(1).
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Fig. 3.5 – Convergence ponctuelle de l’estimateur par plug-in ĤT pour des processus markoviens
à deux états de générateur non uniforme (en haut, à gauche) et uniforme (en haut, à droite), et
fonctions de répartition empiriques de

√
T (H(X)−ĤT )/Σ̂H,c,1 versus N (0, 1) (en bas, à gauche)

et de 2T (H(X)− ĤT ) versus χ2(2) (en bas, à droite).

Les fonctions de répartition empiriques sont obtenues à partir de 100 fois 100 trajectoires in-
dépendantes censurées par des variables indépendantes (Tl)l∈{1,...,100} de même loi exponentielle
de paramètre 1/100, de générateurs A0 et A1.

L’adéquation de la loi empirique de
√
k(S(P ) − Ŝck)/Σ̂S,c,m à la loi normale centrée réduite

est testée grâce au test de normalité de Shapiro-Wilk. De même, l’adéquation de la loi empirique
de 2k(S(P ) − Ŝck) à la loi χ2(1) est testée grâce au test d’adéquation de Kolmogorov-Smirnov.
Les tableaux 3.8 montrent les valeurs des statistiques W de Shapiro-Wilk (à gauche) et D
de Kolmogorov-Smirnov (à droite) et les p-valeurs correspondantes. Les deux hypothèses sont
acceptées avec un niveau de confiance de 99% puisque les p-valeurs sont plus grandes que 0.01.

Des graphiques similaires peuvent être obtenus pour la convergence de l’estimateur du taux
d’entropie.

3.4.4 Observations discrètes

Afin de simuler des observations discrètes (en ηn, n ∈ N∗) d’un processus de Markov de
générateur A0 donné par (3.39), la chaîne de Markov de matrice de transition exp(ηA0) a été
simulée. Selon Bladt et Sørensen [11], η doit être petit ; pour de grandes valeurs de η (plus grandes
que max A(i, j), pour j 6= i), la matrice P0 = exp(ηA0) tend à être dégénérée et l’estimation de
A0 devient impossible. On prend η = 1/10.

La figure 3.9 montre la convergence ponctuelle de l’estimateur par plug-in Ŝdn de l’entropie
de la loi stationnaire du processus. L’estimateur est calculé à partir des n = 2000 premières
coordonnées de la chaîne de Markov de matrice de transition P0 = exp(ηA0) par pas de 20
coordonnées.

La figure 3.10 montre la fonction de répartition empirique de
√
n
(
Ŝdn − S(P )

)
/Σ̂S,d com-

parée à la loi normale centrée réduite. La fonction de répartition empirique est obtenue à partir
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Fig. 3.6 – Convergence ponctuelle de l’estimateur par plug-in de Ŝck pour des processus à deux
états (en haut) et 3 états (en bas) de générateur non uniforme (à gauche) et uniforme (à droite).
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Fig. 3.7 – Fonctions de répartition empiriques de
√
k(Ŝck − S(P ))/Σ̂S,c,m versus N (0, 1) (à

gacuhe) et 2k(S(P )− Ŝck) versus χ2(1) (à droite).
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Shapiro-Wilk normality test
W-stat 0.9924
p-value 0.8483

Kolmogorov-Smirnov test
D-stat 0.0657
p-value 0.7818

Fig. 3.8 – Test de normalité de Shapiro-Wilk pour la loi empirique de
√
k(S(P ) − Ŝck)/Σ̂S,c,m

(à gauche) et test d’adéquation de Kolmogorv-Smirnov de la loi empirique de 2k(S(P ) − Ŝck) à
la loi χ2(1) (à droite), pour k = 100.
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Fig. 3.9 – Convergence ponctuelle de Ŝdn vers l’entropie de la loi stationnaire S(P ) d’un processus
de Markov à deux états.

de 200 trajectoires indépendantes de taille n = 1000 d’une chaîne de Markov de matrice de
transition P0.
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Fig. 3.10 – Fonction de répartition de
√
n(S(P )− Ŝdn)/Σ̂S,d versus N (0, 1).
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CHAPITRE 3. ESTIMATION DE L’ENTROPIE D’UN PROCESSUS DE MARKOV

L’adéquation de la loi empirique de
√
n(S(P ) − Ŝdn)/Σ̂S,d à la loi normale centrée réduite

est testée grâce au test de normalité de Shapiro-Wilk. Le tableau 3.11 montre la valeur de
la statistique W de Shapiro-Wilk et la p-valeur correspondante. L’hypothèse de normalité est
acceptée avec un niveau de confiance de 99% puisque la p-valeur est plus grande que 0.01.

Shapiro-Wilk normality test
W-stat 0.9901
p-value 0.1836

Fig. 3.11 – Test de normalité de Shapiro-Wilk pour la loi empirique de
√
n(S(P ) − Ŝdn)/Σ̂S,d,

pour n = 1000.

Des graphiques similaires peuvent être obtenus pour la convergence de l’estimateur du taux
d’entropie.
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Chapitre 4

Application aux files d’attente
markoviennes

Tout système prestataire de service nécessite la mise en attente organisée des clients. La
gestion probabiliste de ces files d’attente est un enjeu capital pour le bon fonctionnement de ces
systèmes. Lorsque les temps d’arrivée et de service des clients suivent des lois exponentielles, la
file d’attente peut être modélisée par un processus de naissance et de mort. La loi stationnaire du
processus est alors la loi du nombre de clients lorsque le système a atteint son équilibre. Étudier
l’entropie de cette loi, ou le taux d’entropie du processus permet le recours aux méthodes asso-
ciées, telles que la méthode du maximum d’entropie. Dès lors que la file d’attente est observée,
il est nécessaire d’estimer son entropie. Dans ce chapitre, les résultats obtenus au chapitre 3
sont appliqués au cas particulier de l’estimation de l’entropie de la loi du nombre de clients et
du taux d’entropie des files d’attente de capacité d’accueil finie, modélisées par des processus
de naissance et de mort. Des résultats similaires sont établis pour des files d’attente de capacité
d’accueil infinie. La relative simplicité des générateurs des processus de naissance et de mort
permet de simplifier l’expression des estimateurs ainsi que leur loi asymptotique, et d’expliciter
certains résultats du chapitre 3, notamment la condition d’annulation de la dérivée de la fonc-
tion S donnant l’entropie de la loi stationnaire en fonction du générateur A, ainsi que l’unicité
du logarithme de la matrice exp(ηA). Toutefois, même pour ces générateurs, certains calculs
restent inextricables ; c’est le cas de la recherche d’une condition à l’annulation de la dérivée de
la fonction H exprimant le taux d’entropie du processus en fonction du générateur.

Le plan du chapitre est le suivant. Dans la partie 4.1, on présente plusieurs types de files
d’attente classiques, modélisées par des processus de naissance et de mort. Leur loi stationnaire
est calculée ainsi que, lorsque cela est possible, le temps d’attente moyen d’un client lorsque le
système a atteint l’équilibre. Dans la partie 4.2, on montre que l’entropie de la loi stationnaire et
le taux d’entropie sont des fonctions explicites des intensités de départ et d’arrivée des clients.
Dans la partie 4.3, on applique les résultats obtenus au chapitre 3 pour estimer l’entropie de la
loi du nombre de clients dans une file de capacité finie et le taux d’entropie de la file, selon les
trois situations d’observation discutées au chapitre 3. On établit également les bonnes propriétés
asymptotiques d’estimateurs paramétriques de l’entropie de la loi stationnaire de files d’attente
de capacité d’accueil infinie, lorsque la file est observée continûment au cours d’un long intervalle
de temps, ou en des temps discrets.

4.1 Modélisation d’une file d’attente par un processus de
naissance et de mort

« Tous nos opérateurs sont momentanément occupés. Votre temps d’attente est estimé à ... ».
Cette annonce coutumière des services d’assistance téléphonique fait probablement raisonner en
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vous le souvenir aigre d’une attente interminable passée à pester contre l’incompétence du dit
service. Le prestataire de service ayant tout intérêt à préserver votre bonne humeur, la gestion
des clients en attente est cruciale. Elle a le double objectif contradictoire de contenter les clients,
tout en minimisant les ressources mises à disposition. Pour ce faire, le prestataire a besoin
d’indicateurs numériques tels que la proportion du temps pendant lequel le standard est saturé,
ou au contraire inoccupé, mais aussi le temps moyen d’attente des clients, le nombre moyen de
clients en attente, voire les lois de probabilité associées...

Ces indicateurs numériques ne peuvent être calculés qu’après sélection d’un modèle mathé-
matique de la file d’attente. Le premier modèle probabiliste de file d’attente est dû à A.K.
Erlang (voir Erlang [27]), ingénieur Danois qui avait pour tâche de gérer le réseau téléphonique
de Copenhague durant les années 1920 en vue de l’adapter à un marché de masse. Il suppose que
les clients arrivent indépendamment les uns des autres, le nombre de clients arrivant au cours
d’une unité de temps suivant une loi de Poisson. Les clients sont pris en charge par m serveurs
travaillant en parallèle. Le nombre moyen de clients traités par unité de temps est proportionnel
au nombre de clients dans le système. Ce modèle est présenté dans la partie 4.1.2. Erlang [27]
détermine, pour ce modèle, la proportion du temps pendant laquelle le réseau est saturé.

D’autres situations conduisent à l’apparition d’une file d’attente : service à un guichet ou à
une caisse, mais aussi congestions du réseau automobile ou encore programmes informatiques en
attente de leur traitement par un processeur... Un vocabulaire commun à toutes ces situations
désigne par client, le demandeur de service et par serveur, le prestataire. La file d’attente désigne
l’ensemble des clients en attente ou en cours de service.

La pluralité des situations rencontrées a donné lieu au développement de nombreux modèles.
Une nomenclature, due à Kendall [42], associe un sextuplet (a, b,m, s, C, d) à chaque modèle,
souvent noté a/b/m/s/C/d, dont la signification est la suivante.

- a désigne la nature des lois des instants d’arrivée des clients. Ainsi, M désigne des instants
d’arrivée de loi exponentielle, tandis que D désigne la loi uniforme et G l’absence d’information
sur la loi des instants d’arrivée.

- b désigne la nature de la loi des temps de service au(x) serveur(s). On utilise les mêmes
notations que précédemment.

- m désigne le nombre de serveurs.
- s désigne la capacité d’accueil de la file (nombre de serveurs plus nombre de places en

attente).
- C désigne l’effectif total des clients susceptibles de se présenter dans le système.
- d désigne la discipline de service ("PAPS" pour premier arrivé, premier servi, "DAPS" pour

dernier arrivé, premier servi, ...).
La Figure 4.1 est une illustration schématique du fonctionnement d’une file d’attente.

Arrivées Départs
Serveur(s)

Nb serveurs :m

Salle d’attente

Capacité :s−m

Population de clients

Taille :C

Fig. 4.1 – Représentation schématique du fonctionnement d’une file d’attente.

Les trois derniers symboles sont omis dans le cas où la capacité d’accueil et l’effectif total des
clients sont infinis, et la discipline de service est sans incidence sur les indicateurs étudiés. Ainsi,
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4.1. MODÉLISATION D’UNE FILE D’ATTENTE

une file de typeM/M/1 désigne une file d’attente à un unique serveur, dont les instants d’arrivée
et les temps de service sont de loi exponentielle, tandis qu’une file de typeM/G/1/s désigne une
file d’attente à un unique serveur, de capacité d’accueil s, et dont les instants d’arrivées sont de
loi exponentielle, les temps de service, de loi quelconque.

Les files d’attente de type M/M ont une importance particulière. D’un point de vue his-
torique, Erlang initie leur étude. D’un point de vue d’entropie, la loi exponentielle est la loi
continue P qui maximise l’entropie S(P ) sous la contrainte E(P ) = 1/λ ; voir Guiasu [38].

Les parties 4.1.1 et 4.1.2 présentent plusieurs files d’attente dont les instants d’arrivée et les
temps de service suivent tous des lois exponentielles. Par contre, elles diffèrent de par le nombre
de serveurs, la capacité d’accueil ou la taille de la population. Les files de typeM/M/1,M/M/m
etM/M/∞, pour lesquelles la capacité d’accueil est illimitée, sont présentées dans la partie 4.1.1.
Les files d’attente M/M/1/s M/M/1/s/C, M/M/m/s et M/M/m/s/C, de capacité d’accueil
limitée sont présentées dans la partie 4.1.2. Pour toutes ces files, on établit la loi du nombre de
clients dans le système, lorsque celui-ci a atteint l’équilibre, ainsi que le temps d’attente moyen
d’un client entrant dans le système, grâce à une description adéquate des files d’attente en termes
de processus de naissance et de mort.

4.1.1 Files d’attente de capacité d’accueil infinie

Les processus de naissance et de mort constituent un outil performant de modélisation et
d’analyse des files d’attente dont les instants d’arrivée et les temps de service suivent des lois
exponentielles.

Supposons que le nombre de clients dans le système au cours du temps soit un processus de
naissance et de mort X = (Xt)t∈R+ homogène à valeurs dans N. Précisément, on suppose que
la loi du nombre de clients dans la file à un instant t + h, conditionnellement au passé jusqu’à
l’instant t, ne dépend que du nombre de clients à l’instant t. De plus, les transitions du nombre
i de clients à l’instant t au nombre j à l’instant t+ h vérifient

P(Xt+h = j|Xt = i) =





λih+ o(h) si j = i+ 1,
µih+ o(h) si j = i− 1,
1− λih− µih si j = i,
o(h) sinon,

t ≥ 0, h > 0, i ∈ N, j ∈ N. (4.1)

Les paramètres λi et µi sont respectivement appelés intensités d’arrivée et de départ condition-
nellement au nombre i de clients dans la file. On conviendra que µ0 = 0 (on ne sert pas de
client si la file d’attente est vide !). La proposition 1.1 du chapitre 1 établit que le temps de
passage de l’état i à l’état i+ 1 (respectivement i− 1) suit une loi exponentielle de paramètre λi
(respectivement µi). Une file d’attente modélisée par un processus de naissance et de mort est
donc une file de type M/M .

La Figure 4.2 représente sous la forme d’un graphe l’évolution du nombre de clients dans le
système. Les arrêtes représentent l’intensité moyenne de passage d’un état à un autre.

0 1 · · · i−1 i i+1 · · ·

λ0

µ1

λ1

µ2

λi−2

µi−1

λi−1

µi

λi

µi+1

λi+1

µi+2

Fig. 4.2 – Graphe associé à une file d’attente de capacité infinie.

L’exemple 1.1 du chapitre 1 établit que si

λi < µi+1, pour tout i ∈ N, (4.2)

alors le processus est ergodique et admet une loi stationnaire unique, qui est la loi du nombre
de clients dans la file à chaque instant, quand le système a atteint l’équilibre. On notera P la
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loi stationnaire du processus X ou de la file. Dans la suite, on supposera que la condition 4.2
est vérifiée. La loi stationnaire P s’exprime explicitement en tant que fonction Π des intensités
d’arrivée et de départ :

P (i) = Πi(λ̄, µ̄) = P (0)
i−1∏

k=0

λk
µk+1
, i ∈ N

∗, (4.3)

P (0) = Π0(λ̄, µ̄) =

(
1 +

+∞∑

i=1

i−1∏

k=0

λk
µk+1

)−1

, (4.4)

où (λ̄, µ̄) désigne la suite ((λi, µi))i∈N
; voir Asmussen [5] ou Breuer et Baum [12].

Notons que les intensités d’arrivée et de départ des files présentées dans les paragraphes
suivants sont de la forme

λi = λli, et µi+1 = µmi+1, i ∈ N,

où li,mi+1 dépendent explicitement du nombre de serveurs, et λ, µ, sont deux paramètres stricte-
ment positifs. Ainsi, pour ces files, la loi stationnaire s’exprime comme une fonction Πpar de deux
paramètres. Son expression est explicitée dans les paragraphes suivants. Notons que la notation
Πpar est adoptée pour différencier l’expression de la loi stationnaire en tant que fonction des
paramètres λ et µ, de celle en fonction du générateur, donnée par Π.

Disposer d’une expression explicite de la loi du nombre de clients dans le système à l’équili-
bre permet de calculer le nombre moyen de clients EP (Xt) dans le système à l’équilibre. Les
modèles présentés dans les paragraphes suivants supposent que l’intensité d’arrivée des clients
est indépendante du nombre de clients dans le système, soit λi = λ pour tout i ∈ N. Le temps
d’attente moyen EP (T1) d’un client est alors donné par la formule de Little,

EP (T1) =
EP (XT )
λ
.

Quoique largement répandue dans la littérature, la démonstration de la formule de Little étant
rarement rigoureusement menée, on en propose une démonstration complète.

Démonstration : Soit T > 0. D’après le théorème de Fubini,

EP

(∫ T

0

Xtdt

)
=
∫ T

0

E(Xt)dt = TEP (Xt), (4.5)

avec EP (Xt) indépendant de t à l’équilibre. Par ailleurs, le temps total passé par les clients dans
le système jusqu’à l’instant T est la somme sur tous les clients entrés dans le système (ceux
présents à l’instant initial comptés), des temps que chacun d’eux y a passé, soit

∫ T

0

Xtdt =
NT∑

x=1

Tx,

où NT est le nombre de clients étant entrés dans le système auquel on ajoute le nombre de clients
présents à l’origine et Tx est le temps passé par le xème client dans le système. On pourra se
reporter à la figure 4.3 pour une justification graphique de cette égalité. Le système étant supposé
à l’équilibre, les temps d’attente des clients sont équidistribués et indépendants du nombre de
clients entrés dans le système.

Ainsi,

EP

(∫ T

0

Xtdt

)
= EP

(
E

(
NT∑

x=1

Tx|NT
))

= EP (NTEP (T1))

= EP (T1)EP (NT ), (4.6)
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∆0 ∆1 ∆2 ∆3 ∆4 ∆5

Fig. 4.3 – Justification graphique de l’égalité
∫ T

0 Xtdt =
∑NT
x=1 Tx : l’aire sous la courbe (délim-

itée par le trait épais) est égale à la somme des aires hachurées (temps d’attente de chaque
client).

où T1 représente le temps d’attente d’un client entrant dans le système à l’équilibre. Les égalités
(4.5) et (4.6) impliquent

EP (T1) = EP (Xt)
T

EP (NT )
, T > 0. (4.7)

Par ailleurs, le nombre NT /T de clients arrivant par unité de temps converge presque sûrement
et en espérance vers λ (voir la proposition 1.1 du chapitre 1, ainsi que la partie 1.1.4). Finale-
ment, EP (T1) = EP (Xt)/λ. �

Remarques 4.1.

1. Par ergodicité du processus, le temps d’attente moyen d’un client entrant dans le système à
l’état d’equilibre ne dépend pas de la discipline de service. On pourrait montrer également
que la file ne doit pas nécessairement avoir atteint l’équilibre. Toutefois, si la loi initiale
est la loi stationnaire et la discipline de service est PAPS, la démonstration de la formule
de Little se trouve considérablement allégée (voir le paragraphe 4.1.1).

2. Les deux arguments centraux de la démonstration de la formule de Little sont l’égalité
TEP (Xt) = EP (T1)EP (NT ), où NT est le nombre de clients étant entrés dans le système
avant l’instant T , et l’intensité constante des arrivées, qui assure, en vertu de l’ergodicité,
qu’en moyenne NT /T vaut approximativement λ. Lorsque la file est de capacité finie ou
que la population de clients est finie, cette hypothèse n’est plus vérifiée et la formule de
Little ne s’applique plus (voir la partie 4.1.2).

Files d’attente de type M/M/1

Par définition d’une file de typeM/M/1, le système dispose d’un unique serveur d’intensité de
départ µ > 0 indépendante du nombre de clients dans la file. L’intensité d’arrivée est constante,
c’est-à-dire que λi = λ > 0, pour tout i ∈ N.

Une file d’attente M/M/1 est ergodique et possède une loi stationnaire géométrique décalée
P dès lors que µ > λ. Précisément,

P (i) =
(

1− λ
µ

)(
λ

µ

)i
.

La probabilité pour un client de trouver le serveur inoccupé à son arrivée est 1−λ/µ, le nombre
moyen de clients dans le serveur est λ/(µ − λ) et le temps d’attente moyen d’un client lorsque
le système est à l’équilibre est 1/(µ− λ).

Remarque 4.1. Si la discipline de service est PAPS, le temps d’attente moyen d’un client
rejoignant la file à l’état d’équilibre, sachant que le nombre de clients présents dans le système à
son arrivée est i ∈ N, est (i+1)/µ. En effet, un client trouvant i clients dans la file à son arrivée
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sera servi après qu’ils aient tous été servis, soit après un temps moyen i/µ. À cela s’ajoute le
temps de service propre au client, qui est en moyenne 1/µ. Au final, EP (T1|X0 = i) = (i+ 1)/µ.
La formule de Little s’en déduit facilement. En effet,

EP (T1) = EP (E(T1|X0)) =
EP (X0) + 1

µ
=

1
µ

(
λ

µ− λ − 1
)

=
1
µ− λ.

Files d’attente multi-serveurs de type M/M/m

Une file d’attente de type M/M/m dispose de m serveurs. Chaque serveur travaille avec la
même intensité µ > 0. Un client est servi par un unique serveur dès lors qu’il s’en trouve un de
libre. L’intensité de départ du système augmente alors linérairement avec le nombre de clients
dans le service, jusqu’à ce que les m serveurs soient occupés. Ainsi, µi = min(iµ,mµ), pour tout
i ∈ N∗. L’intensité d’arrivée est constante, soit λi = λ > 0, pour tout i ∈ N.

Une file d’attente M/M/m est ergodique si et seulement si mµ > λ. Sa loi stationnaire P
est alors donnée par

P (i) =

{
ρi

i! P (0) si i ≤ m,
mm

m!

(
ρ
s

)i
P (0) si i > m,

avec

P (0) =

(
m∑

i=0

ρi

i!
+
mm

m!

∞∑

i=m+1

(ρ
s

)i
)−1

,

et ρ = λ/µ. On en déduit imédiatement que le nombre moyen de clients dans le serveur est

EP (Xt) = ρ+ P (0)
ρm+1

(m− 1)!(m− ρ) ,

et le temps d’attente moyen d’un client est

EP (Xt)/λ =
1
µ

+ P (0)
ρm+1

(m− 1)!(λm− λ2/µ)
.

Files d’attente multi-serveurs de type M/M/∞

Une file d’attente de typeM/M/∞ dispose d’une infinité de serveurs. Chaque serveur travaille
avec la même intensité µ > 0. Un client est servi par un unique serveur. L’intensité de départ du
système augmente linéairement avec le nombre de clients dans le service. Ainsi, µi = iµ, pour
tout i ∈ N∗. L’intensité d’arrivée est constante, soit λi = λ > 0, pour tout i ∈ N.

Une file d’attente M/M/∞ est ergodique et possède une loi stationnaire P de Poisson de
paramètre λ/µ ; précisément,

P (i) = exp(−ρ)ρ
i

i!
, i ∈ N,

avec ρ = λ/µ. Le nombre moyen de clients dans le système à l’équilibre est alors

EP (Xt) =
λ

µ
.

Le temps d’attente moyen d’un client est

EP (Xt)/λ =
1
µ
.
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4.1.2 Files d’attente de capacité d’accueil finie

De manière analogue à ce qui a été fait dans la partie 4.1.1, on peut modéliser le nombre de
clients dans une file de capacité d’accueil finie, dont les lois des instants d’arrivée et de départ
sont exponentielles, par un processus de naissance et de mort X = (Xt)t∈R+ à valeurs dans
l’ensemble fini E = {0, . . . , s}. Le générateur d’un tel processus est une matrice tridiagonale

A =




−λ0 λ0 0
µ1 −λ1 − µ1 λ1

. . .
. . .

. . .
0 µs −µs


 ,

les coefficients λi et µi+1, pour i ∈ {0, . . . , s− 1} étant respectivement les intensités d’arrivée et
de départ.

La figure 4.4 représente sous la forme d’un graphe l’évolution du nombre de clients dans le
système. Les arrêtes représentent l’intensité moyenne de passage d’un état dans un autre.

0 1 · · · i−1 i i+1 · · · s

λ0

µ1

λ1

µ2

λi−2

µi−1

λi−1

µi

λi

µi+1

λi+1

µi+2

λs−1

µs

Fig. 4.4 – Graphe associé à une file d’attente de capacité finie.

Un tel processus est ergodique ; sa loi stationnaire est une fonction explicite des intensités
d’arrivée et de départ (voir l’équation (1.4), page 26, ainsi que Girardin et Sesboüé [36]), soit

P (i) = Πi(λ̄, µ̄) = P (0)
i−1∏

k=0

λk
µk+1
, i ∈ {1, . . . , s}, (4.8)

P (0) = Π0(λ̄, µ̄) =

(
1 +

s∑

k=1

i−1∏

k=0

λk
µk+1

)−1

, (4.9)

où (λ̄, µ̄) = ((λi, µi+1))i∈{0,...,s−1} désigne la suite des intensités d’arrivée et de départ. La
probabilité pour un client de trouver le serveur libre à son arrivée, lorsque le système a atteint
son état d’équilibre est P (0). La probabilité pour le système d’être saturé, et par conséquent de
refuser certains clients, est P (s) = P (0)

∏s−1
k=0 λk/µk+1.

Les paragraphes suivants présentent différents exemples de file d’attente de type M/M/./s
pour lesquelles la loi du nombre de clients à l’équilibre est (plus) explicite. Comme pour les files
de capacité d’accueil infinie présentées plus haut, les intensités d’arrivée et de service des files
de capacité finie s’expriment en fonction de deux paramètres λ et µ. Précisément,

λi = λli, et µi+1 = µmi+1, i ∈ {0, . . . , s− 1},

où li,mi+1 dépendent explicitement du nombre de serveurs, de la capacité d’accueil et de la
taille de la population, et λ, µ sont deux paramètres strictement positifs. La loi stationnaire de
ces files est donc une fonction Πpar de ces deux paramètres.

Files d’attente de type M/M/1/s

Une file de type M/M/1/s dispose d’un unique serveur. Les intensités d’arrivée et de départ
sont indépendantes du nombre de clients dans la file, soit λi = λ > 0 et µi+1 = µ > 0, pour tout
i ∈ {0, . . . , s− 1}.
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Une file d’attente M/M/1/s est ergodique et possède une loi stationnaire géométrique tron-
quée, P . Précisément,

P (i) =
{
P (0)ρi si λ 6= µ,

1
s+1 si λ = µ, i ∈ {1, . . . , s}, (4.10)

P (0) =

{ (
1 +

∑s
k=1 ρ

k
)−1

si λ 6= µ,
1
s+1 si λ = µ,

avec ρ = λ/µ. Le nombre moyen de clients dans le serveur est

EP (Xt) =
{ 1

(1−ρ)(1−ρs+1)ρ(1− ρs(s+ 1) + ρs+1s) si λ 6= µ,
s+1

2 si λ = µ.

Files d’attente de type M/M/1/s/C

Une file d’attente de typeM/M/1/s/C dispose d’un unique serveur dont l’intensité de service
est constante égale à µ > 0. La population des clients est limitée à C individus avec C ≥ s (le
nombre de clients Xt dans le système ne dépasse jamais le nombre d’individus de la population !).
L’intensité d’arrivée décroit linéairement avec le nombre de clients dans la file, soit λi = (C−i)λ,
avec λ > 0.

Une file d’attente de type M/M/1/s/C est ergodique. La loi du nombre de clients dans le
système à l’état d’équilibre est

P (i) = P (0)
C!

(C − i)!ρ
i, i ∈ {1, . . . , s}, (4.11)

P (0) =

(
s∑

k=0

C!
(C − i)!ρ

k

)−1

, (4.12)

avec ρ = λ/µ. Le nombre moyen de clients dans le serveur est

EP (Xt) = P (0)C!
s∑

k=1

k

(C − k)!ρ
k.

Files d’attente multi-serveurs de type M/M/m/s

Une file d’attente de type M/M/m/s dispose de m serveurs. Chaque serveur travaille avec
la même intensité µ > 0. Un client est servi par un unique serveur dès lors qu’il s’en trouve un
de libre. L’intensité de départ du système augmente alors linéairement avec le nombre de clients
dans le service, jusqu’à ce que les m serveurs soient occupés. Ainsi, µi = min(iµ,mµ), pour tout
i ∈ {1, . . . , s}. L’intensité d’arrivée est constante, soit λi = λ > 0, pour tout i ∈ {0, . . . , s− 1}.

La loi du nombre de clients dans le système à l’état d’équilibre est

P (i) =

{
ρi

i! P (0) si i ≤ m,
mm

m!

(
ρ
s

)i
P (0) si i > m,

avec

P (0) =

(
m∑

i=0

ρi

i!
+
mm

m!

s∑

i=m+1

(ρ
s

)i
)−1

,

et ρ = λ/µ.
Ces files d’attente interviennent notamment en fiabilité, sous le nom de système de réparation

de Palm. Elles décrivent le temps d’entretien d’un parc de s machines qui tombent en panne
indépendamment les unes des autres selon une loi exponentielle, et sont prises en charge par l’un
des m techniciens. Voir Asmussen [5] et Baum et Breuer [12].
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Erlang [27] initie l’étude probabiliste des files d’attente par les files de type M/M/s/s
(qui ne portaient pas ce nom à l’époque, cette dénomination faisant suite à la classification
de Kendall [42]). La loi stationnaire de ces files est une loi de Poisson tronquée ; explicitement

P (i) = P (0)
1
i!
ρi, i ∈ {1, . . . , s},

avec

P (0) =

(
s∑

i=0

1
i!
ρi

)−1

.

Pour une telle file, le temps d’attente moyen d’un client peut se calculer directement en remar-
quant qu’un client qui n’est pas perdu, est directement pris en charge par le serveur. Son temps
d’attente moyen est donc le temps moyen de service, soit 1/µ.

Files d’attente multi-serveurs de type M/M/m/s/C

Une file d’attente de typeM/M/m/s/C dispose de m serveurs. Chaque serveur travaille avec
la même intensité µ > 0. Un client est servi par un unique serveur dès lors qu’il s’en trouve un
de libre. L’intensité de départ du système augmente alors linéairement avec le nombre de clients
dans le service, jusqu’à ce que les m serveurs soient occupés. Ainsi, µi = min(iµ,mµ), pour tout
i ∈ {1, . . . , s}. La population des clients est limitée à C individus avec C ≥ s. L’intensité d’
arrivée décroit linéairement avec le nombre de clients dans la file, soit λi = (C− i)λ, avec λ > 0.

Ces files d’attentes ont été introduites par Engset [26] dans le cadre de l’étude de réseaux
téléphoniques, le modèle initial de Erlang n’étant plus adéquat pour de petites populations
d’usagers.

Si m < s, alors la loi du nombre de clients dans le système à l’état d’équilibre est

P (i) =

{ (
C
i

)
ρiP (0) si i ≤ m,

mm

m!

(
C!

(C−i)!
ρ
s

)i
P (0) si i > m,

avec

P (0) =

(
m∑

i=0

(
C

i

)
ρi +
mm

m!

s∑

i=m+1

(
C!

(C − i)!
ρ

s

)i)−1

,

et ρ = λ/µ. Si s = m alors la loi du nombre de clients dans le système à l’état d’équilibre est

P (i) = P (0)
(
C

i

)
ρi,

avec

P (0) =

(
m∑

i=0

(
C

i

)
ρi

)−1

.

En particulier, si C = m, alors P est une loi binomiale de paramètre de succès ρ/(1 + ρ).

4.2 Entropie et taux d’entropie d’une file d’attente

Dans cette partie, on étudie l’entropie de la loi du nombre de clients dans une file d’attente à
l’équilibre, ainsi que le taux d’entropie de la file. En particulier, on montre dans les partie 4.2.1
et 4.2.2 que l’entropie de la loi du nombre de clients et le taux d’entropie des files présentées
dans la partie 4.1.1, s’expriment comme des fonctions des paramètres λ et µ caractérisant les
intensités d’arrivées et de départ, dont les propriétés variationnelles sont plus explicites que celles
des fonctions étudiées au chapitre 3.
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4.2.1 Entropie de la loi du nombre de clients dans la file

Les méthodes probabilistes et statistiques liées à l’entropie s’appliquent à l’étude des files
d’attente. Zamarlik [64] et [65] propose une étude des files discrètes en terme de puits et de
source d’information. Les clients sont des mots formés de symboles d’un alphabet fini, arrivant
dans le système à chaque unité de temps, indépendamment les uns des autres. À la fin de chaque
unité de temps, si le nombre de clients en attente est supérieur à un seuil, tous les clients sont
servis simultanément et instantanément. En considérant l’entropie de la loi des mots à l’entrée et
l’entropie de la loi des mots en sortie, Zamarlik montre que le système transmet sans alteration
l’information portée par chaque client, mais modifie son groupage. En outre, cela suggère une
méthode pour rendre optimale (en terme de débit d’information) la gestion du service des clients
en attente.

L’entropie en tant que transformée de Fenchel-Legendre de la log-Laplace d’une loi est égale-
ment utilisée pour établir des principes de grandes déviations pour le temps d’attente des clients
dans différents type de files, voir Turner [61], Duffy et al. [24], Peshersky et al. [49], Duffield et
al. [23] et leurs références.

Lorsque les lois des temps d’arrivée et de service sont a priori inconnues, la méthode du
maximum d’entropie permet de déterminer la loi du nombre de clients dans la file à l’équilibre,
sous certaines contraintes, telles que l’espérance et la variance (du nombre de clients) fixées,
puis dans certains cas, de déterminer les lois des temps d’arrivée et de service correspondants.
El-Affendi et Kouvatsos [25] établissent la loi du nombre de clients dans des files de typeM/G/1
et G/M/1 en maximisant leur entropie sous deux contraintes : la probabilité que le serveur soit
libre est donnée, ainsi que le nombre moyen de clients (exprimé en fonction de l’espérance et
de la variance du temps de service). La loi du temps de service est ensuite déduite de la loi du
nombre de clients. Guiasu [38] établit la loi du nombre de clients dans une file de type G/G/1 en
maximisant son entropie, sous la contrainte que le nombre moyen de clients est fixé. Il montre
en outre que si le nombre moyen de clients est λ/(µ − λ), où λ et µ sont respectivement les
intensités d’arrivée et de départ moyennes, alors la loi du nombre de clients à l’équilibre est la
loi géométrique décalée de paramètre λ/µ (précisemment celle obtenue à la partie 4.1.1 pour
une file de type M/M/1 modélisée par un processus de naissance et de mort). Plus récemment,
Chuang et al. [62] établissent, par maximum d’entropie, la loi du nombre de clients ainsi que la
loi du temps d’attente dans une file de type M/G/1, dont on ferme le serveur si le nombre de
clients en attente est inférieur à un seuil prédéfini.

Notons que si la capacité d’accueil est finie, l’entropie est évidemment finie. Le lemme 4.1
établit que l’entropie des files de type M/M de capacité d’accueil infinie est finie également.

Lemme 4.1. L’entropie de la loi stationnaire des files d’attente de type M/M/1, M/M/m et
M/M/∞ est finie.

Démonstration :
Cas M/M/1 : La loi stationnaire P d’une file d’attente de type M/M/1 ergodique est une

loi géométrique de paramètre λ/µ. Son entropie est finie, égale à

S(P ) =

(
λ
µ

)
log
(
λ
µ

)
+
(

1− λµ
)

log
(

1− λµ
)

1− λµ
.

Cas M/M/m : Soient λ et µ tels que mµ > λ. Soit ρ = λ/µ. La série de terme général

( ρ
m

)i
log
(
mm

m!

( ρ
m

)i)
= log

(
mm

m!

)( ρ
m

)i
+ i
( ρ
m

)i
log
( ρ
m

)
, i ∈ N

∗,

est convergente. En effet , les séries de terme général
(
ρ
m

)i
et i

(
ρ
m

)i
sont respectivement

une série géométrique et sa série dérivée (au facteur ρ/m près), dont la raison ρ/m vérifie
0 < ρ/m < 1, puisque ρ = λ/µ et µ > λ/m. L’entropie de la loi stationnaire P d’une
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file d’attente de type M/M/m, d’intensités d’arrivé λ et de départ µi = min(i,m)µ, avec
mµ > λ, est donc finie, et

S(P ) = − logP (0)−
m∑

i=0

ρi

i!
log
ρi

i!
− m

m

m!

+∞∑

i+1

(ρ
s

)i
log
(
mm

m!

(ρ
s

)i)
.

Cas M/M/∞ : La loi stationnaire d’une file d’attente de typeM/M/∞ est une loi de Poisson
de paramètre λ/µ. Son entropie est donc finie et

S(P ) =
λ

µ

(
1− log

(
λ

µ

))
+ exp

(
−λ
µ

)+∞∑

k=0

(
λ

µ

)k log k!
k!
.

�

On peut donner une expression explicite de l’entropie de la loi stationnaire d’une file en
fonction des intensités d’arrivée et de départ. En effet, la loi stationnaire d’une file est une
fonction explicite Πpar des intensités de départ et d’arrivée (voir équations (4.3) et (4.4)). On en
déduit une expression explicite Spar de son entropie en fonction des intensités λ et µ relatives à
ces files d’attente. Précisément,

Spar(λ, µ) = S((liλ,mi+1µ)i) (4.13)

= log

(
s∑

i=0

di

(
λ

µ

)i)
(4.14)

−
[
s∑

i=0

di

(
λ

µ

)i]−1 s∑

i=0

di

(
λ

µ

)i
log

(
di

(
λ

µ

)i)
,

avec S donnée au chapitre 1 par (1.12), page 33 et où di = l0 . . . li/m1 . . .mi+1 pour tout
i ∈ {0, . . . , s− 1}, avec la convention s = +∞ si la file est de capacité infinie.

4.2.2 Taux d’entropie d’une file d’attente de capacité finie

Pour les files d’attente de typeM/M de capacité d’accueil finie, modélisées par un processus
de naissance et de mort, le taux d’entropie existe et s’exprime explcitement en fonction des
intensités d’arrivée et de départ.

La formule de Bad Dumitrescu (1.13), page 34 exprime le taux d’entropie de la file d’attente
comme une fonction explicite des intensités d’arrivée et de départ. On en déduit l’expression du
taux d’entropie en tant que fonction des deux paramètres λ et µ de la file. Précisément, le taux
d’entropie d’une file d’attente de capacité finie est

Hpar(λ, µ) = H((liλ,mi+1µ)i)

=

[
s∑

i=0

li

(
λ

µ

)i]−1

λ

s−1∑

i=0

lidi

(
λ

µ

)i
[2− log (limi+1λµ)] , (4.15)

oùH est donnée par (1.13) et les coefficients li = λi/λ,mi+1 = µi+1/µ et di = l0 . . . li/m1 . . .mi+1

dépendent du type de la file étudiée.

4.3 Estimation de l’entropie de la loi du nombre de clients
à l’équilibre et du taux d’entropie de la file

Dans cette partie, on suppose qu’on a observé une file d’attente selon l’un des trois schémas
décrits au chapitre 3, soit :
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– la file d’attente a été observée au cours d’un long intervalle de temps [0, T ] ; on dispose
alors d’une trajectoire du processus de naissance et de mort associé jusqu’à l’instant T ,

– on a observé plusieurs réalisations indépendantes de la file sur de courtes périodes ; on
dispose alors de plusieurs trajectoires indépendantes du processus de naissance et de mort,
censurées par des temps d’observation aléatoires indépendants et de même loi, et indépen-
dants des trajectoires,

– ou bien on a relevé l’état de la file (le nombre de clients dans la file) à des instants discrets
équirépartis ; on dispose alors d’une trajectoire de la chaîne de Markov induite par le
processus de naissance et de mort.

Ces trois schémas d’observations permettent de recouvrir un large éventail de situations faisant
intervenir des files d’attente. Un serveur informatique auquel on soumet des tâches travaille
sans interruption ; on dispose alors d’une trajectoire du processus associé sur un long interval
de temps. Au contraire, un service administratif ou une caisse de supermaché ferment chaque
soir, avec pour conséquence la réinitialisation du processus. On dispose alors de trajectoires
indépendantes. Lorsqu’il est matériellement coûteux de relever l’instant d’arrivée et de départ
de chaque client dans une file d’attente, on peut relever uniquement le nombre de clients dans
la file à heure fixe. En résultent des observations discrètes du processus.

Si la file observée est de capacité finie, le chapitre 3 fournit des estimateurs par plug-in de
l’entropie de la loi stationnaire et du taux d’entropie de la file, obtenus à partir d’estimateurs
du générateur. Les processus de naissance et de mort associés aux files étudiées possèdant des
générateurs particulièrement simples, dépendant de deux paramètres λ et µ, les estimateurs de
l’entropie et du taux d’entropie de la file s’expriment en fonction d’estimateurs de λ et µ. Leurs
propriétés asymptotiques s’en trouvent simplifiées.

Si la file observée est de capacité infinie, on estime l’entropie de la loi stationnaire par plug-in
à partir d’estimateurs des deux paramètres λ et µ. Les propriétés asymptotiques des estimateurs
ainsi obtenus sont établies.

4.3.1 Estimation des intensités d’arrivée et de départ d’une file d’at-
tente de capacité d’accueil finie

Dans le chapitre 3, on a obtenu des estimateurs fortement consistants et asymptotiquement
nornaux du générateur d’un processus de Markov ergodique à espace d’état fini. Appliqués au
cas d’un processus de naissance et de mort X = (Xt)t∈R+ de générateur

A =




−λ0 λ0 0
µ1 −λ1 − µ1 λ1

. . .
. . .

. . .
0 µs −µs


 ,

ces résultats fournissent des estimateurs des intensités d’arrivée λi et de départ µi+1, pour
i ∈ {0, . . . , s−1} pour les trois schémas d’observation décrits précédemment. Explicitement, pour
une trajectoire observée jusqu’à l’instant T > 0, les estimateurs du maximum de vraisemblance
de λi et µi+1 sont respectivement

λ̂T (i) =

{
nT (i,i+1)
rT (i) si rT (i) 6= 0,

0 sinon,
µ̂T (i+1) =

{
nT (i+1,i)
rT (i+1) si rT (i) 6= 0,

0 sinon,
i ∈ {0, . . . , s−1},

(4.16)
où nT (i, i+1) (respectivement nT (i+1, i)) est le nombre de sauts de i vers i+1 (respectivement
de i + 1 vers i) observés au cours de la trajectoire et rT (i) est le temps passsé en i par la
trajectoire. Pour k trajectoires indépendantes censurées par des temps d’observation T1, . . . , Tk
indépendants et de même loi ν, les estimateurs du maximum de vraisemblance de λi et µi+1
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sont respectivement

λ̂ck(i) =

{
Nk(i,i+1)
Rk(i) si Rk(i) 6= 0,

0 sinon,
µ̂ck(i+1) =

{
Nk(i,i+1)
Rk(i) si Rk(i) 6= 0,

0 sinon,
i ∈ {0, . . . , s−1},

(4.17)
où Nk(i, i+ 1) (respectivement Nk(i+ 1, i)) est le nombre total de sauts de i vers i+ 1 (respec-
tivement de i+ 1 vers i) observés au cours des k trajectoires et Rk(i) est le temps total passsé
en i au cours des k trajectoires. Pour n observations discrètes X0, Xη, . . . , X(n−1)η de la file
d’attente, séparées par un temps constant η > 0, les estimateurs du maximum de vraisemblance
de λi et µi+1, s’ils existent sont respectivement λ̂dn(i) et µ̂dn(i+ 1) et vérifient

exp


η




−λ̂dn(0) λ̂dn(0) 0

µ̂dn(1) −λ̂dn(1)− µ̂dn(1) λ̂dn(1)
. . .

. . .
. . .

0 µ̂dn(s) −µ̂dn(s)





 = (4.18)




1−
∑
j 6=0

N(0,j)
N(0)

N(0,1)
N(0)

N(0,2)
N(0)

· · ·

N(1,0)
N(1)

1−
∑
j 6=1

N(1,j)
N(1)

N(1,2)
N(1)

· · ·

. . .
. . .

. . .
N(s,s−2)
N(s)

N(s,s−1)
N(s)

1−
∑
j 6=s

N(s,j)
N(s)



,

où N(i, j)est le nombre de sauts de i vers j et N(i) le nombre de passage en i. Remarquons que
les estimateurs λ̂dn(i) et µ̂dn(i + 1) sont bien définis si et seulement si l’estimateur du maximum
de vraisemblance P̂n de la matrice de transition exp(ηA) est log-unique (voir la définition 3.1
du chapitre 3).

Lorsqu’ils sont bien définis, les estimateurs (4.16) à (4.18) sont fortement consistants et
asymptotiquement normaux. Explicitement,

(
λ̂T (i), µ̂T (i+ 1)

)

i∈{0,...,s−1}
−→(λi, µi+1)i∈{0,...,s−1}, p.s.,

√
T
(
λ̂T (i)− λi, µ̂T (i+ 1)− µi+1

)

i∈{0,...,s−1}
L−→ N (0,Σ2

c,1), (4.19)

lorsque T tend vers l’infini, où Σ2
c,1 est diagonale et la variance asymptotique de λ̂T (i) (respec-

tivement µ̂T (i+ 1)) est Σ2
c,1(λi) = λi/P (i) (respectivement Σ2

c,1(µi+1) = µi+1/P (i+ 1)),

(
λ̂ck(i), µ̂

c
k(i+ 1)

)

i∈{0,...,s−1}
−→(λi, µi+1)i∈{0,...,s−1}, p.s.,

√
k
(
λ̂ck(i)− λi, µ̂ck(i+ 1)− µi+1

)

i∈{0,...,s−1}
L−→ N (0,Σ2

c,m), (4.20)

lorsque k tend vers l’infini, où Σ2
c,m est diagonale et la variance asymptotique de λ̂ck(i) (respec-

tivement µ̂ck(i+ 1)) est Σ2
c,m(λi) = λi/

∫
R+

∫ T
0

P(Xt = i)dtdν(T ) (respectivement Σ2
c,1(µi+1) =

µi+1/
∫

R+

∫ T
0

P(Xt = i)dtdν(T )). Finalement, pourvu que l’estimateur du maximum de vraisem-
blance de exp(ηA) soit log-unique,

(
λ̂dn(i), µ̂dn(i+ 1)

)

i∈{0,...,s−1}
−→(λi, µi+1)i∈{0,...,s−1}, p.s.,

√
n
(
λ̂dn(i)− λi, µ̂dn(i+ 1)− µi+1

)

i∈{0,...,s−1}
L−→ N (0,Σ2

d), (4.21)

où Σ2
d = DΦ−1

η
.I−1
P .D

t
Φ−1
η

, avec Φη définie par (3.15) et IP est l’information de Fisher de la chaîne

induite par les observations discrètes du processus (voir la partie 3.1.3 du chapitre 3).
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On peut estimer l’entropie de la loi stationnaire et le taux d’entropie de la file en appliquant
directement les résultats du chapitre 3. C’est la méthode à suivre si l’on ne connait pas a priori
le type de la file étudiée. Toutefois, si le type de la file est connu, les estimateurs par plug-in de
S(P ) et H(X) étudiés au chapitre 3 s’expriment plus simplement en fonction d’estimateurs des
paramètres λ et µ de la file. Leurs propriétés asymptotiques s’en trouvent simplifiées également.

Les estimateurs de λ et µ construits à partir de ceux des intensités d’arrivée et de départ
sont

λ̂T =
1
s

s−1∑

i=0

1
li
λ̂T (i), µ̂T =

1
s

s∑

i=1

1
mi
µ̂T (i), (4.22)

puis

λ̂ck =
1
s

s−1∑

i=0

1
li
λ̂ck(i), µ̂ck =

1
s

s∑

i=1

1
mi
µ̂ck(i), (4.23)

et finalement

λ̂cn =
1
s

s−1∑

i=0

1
li
λ̂cn(i), µ̂cn =

1
s

s∑

i=1

1
mi
µ̂cn(i), (4.24)

où li et mi dépendent du type de la file étudiée.

Proposition 4.1. Soit une file d’attente de capacité d’accueil finie et dont les intensités d’arrivée
et de départ sont respectivement λi = liλ et µi+1 = mi+1µ, pour i ∈ {0, . . . , s−1}, avec λ, µ > 0
et li,mi+1 dépendant explicitement du nombre de serveurs et de la taille de la population des
clients de la file. Soit X = (Xt)t∈R+ le processus de naissance et de mort associé à la file
d’attente.

1. La probabilité pour que le couple d’estimateurs (λ̂dn, µ̂
d
n) soit bien défini tend vers 1 lorsque

le générateur du processus est log-unique.

2. Les couples d’estimateurs (λ̂T , µ̂T ), (λ̂ck, µ̂
c
k) et (λ̂dn, µ̂

d
n) définis par (4.22) à (4.24) sont

fortement consistants. Précisément,

(a) (λ̂T , µ̂T ) converge presque sûrement vers (λ, µ) lorsque le temps d’observation T tend
vers l’infini,

(b) (λ̂ck, µ̂
c
k) converge presque sûrement vers (λ, µ) lorsque le nombre k de trajectoires tend

vers l’infini,

(c) (λ̂dn, µ̂
d
n) converge presque sûrement vers (λ, µ) lorsque le nombre n d’observations

discrètes tend vers l’infini.

3. De plus,
√
T (λ̂T−λ, µ̂T−µ),

√
k(λ̂ck−λ, µ̂ck−µ) et

√
n(λ̂dn−λ, µ̂dn−µ) sont asymptotiquement

normaux. Précisément,

(a)
√
T (λ̂T − λ, µ̂T − µ) converge en loi vers une loi normale de dimension 2, centrée et

de variance diagonale, telle que

Σ2
λ,c,1 =

λ

s2

s−1∑

i=0

1
liP (i)

, Σ2
µ,c,1 =

µ

s2

s∑

i=1

1
miP (i)

, (4.25)

(b)
√
k(λ̂ck − λ, µ̂ck − µ) converge en loi vers une loi normale de dimension 2, centrée et

de variance diagonale, telle que

Σ2
λ,c,k =

λ

s2

s−1∑

i=0

1

li
∫

R+

∫ T
0

P(Xt = i)dtdν(T )
, (4.26)

Σ2
µ,c,k =

µ

s2

s∑

i=1

1

mi
∫

R+

∫ T
0

P(Xt = i)dtdν(T )
, (4.27)
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(c)
√
n(λ̂dn − λ, µ̂dn − µ) converge en loi vers une loi normale de dimension 2, centrée et

de variance
Σ2
λ,µ,d = (Dφ1 , Dφ2).Σ2

d.(Dφ1 , Dφ2 )t, (4.28)

où φ1 et φ2 sont les applications linéaires sur R2s définies respectivement par

φ1((λi, µi+1)i) =
1
s

∑

i∈{0,...,s−1}
λi et φ2((λi, µi+1)i) =

1
s

∑

i∈{0,...,s−1}
µi+1.

Démonstration : On montre le résultat dans le cas de l’observation d’une unique trajec-
toire. On sait que (λ̂T (i), µ̂T (i))i∈{0,...,s} converge presque sûrement vers (λi, µi)i∈{0,...,s} et que√
T (λ̂T (i)−λ, µ̂T (i)−µ)i∈{0,...,s} converge en loi vers une loi normale centrée de variance Σ2

c,1. Le

résultat découle alors de la méthode delta (proposition 1.3 du chapitre 1), puisqueλ̂T et µ̂T sont
des fonctions linéaires (donc infiniment dérivables et de différentielle non nulle) de λ̂T (i), µ̂T (i).�

Culver [19] montre qu’une matrice est log-unique si et seulement si ses valeurs propres sont
strictement positives et aucun bloc de Jordan n’apparaît plus d’une fois. Ces conditions sont
en particulier remplies si la matrice est à valeurs propres distinctes et strictement positives.
On montre dans le lemme 4.2 que le générateur du processus de naissance et de mort associé
à une file de type M/M/1/s possède s + 1 valeurs propres distinctes. La matrice de transition
P = exp(ηA) est donc log-unique. Les estimateurs λ̂dn(i) et µ̂dn(i+ 1) sont donc bien définis avec
probabilité tendant vers 1 lorsque n tend vers l’infini ; on en donne une expression explicite.

Lemme 4.2. Soient une file d’attente de type M/M/1/s, d’intensités λ > 0 et µ > 0, et
X = (Xt)t∈R+ le processus de naissance et de mort associé de générateur A. Les valeurs propres
de A sont

0 et − λ− µ+ 2
√
λµ cos

(
rπ

s+ 1

)
, r ∈ {1, . . . , s}. (4.29)

En outre, A possède s + 1 valeurs propres distinctes, donc est diagonalisable. De plus, P =
exp(ηA) est log-unique.

Démonstration : Yueh [63] détermine les valeurs propres de certaines matrices tridiagonales.
Appliqué au cas du générateur d’une file de type M/M/1/s, il établit que les valeurs propres de
A sont de la forme

−λ− µ+ 2
√
λµ cos θ, (4.30)

avec θ ∈ C vérifiant

θ 6= mπ, m ∈ Z, (4.31)

et λµ (sin((s+ 2)θ) + sin(sθ))−(λ + µ)
√
λµ sin((s+ 1)θ) = 0, (4.32)

ou de façon équivalente, en remplaçant sin((s + 2)θ) + sin(sθ) par 2 sin((s + 1)θ) cos(θ) dans
(4.32),

sin((s+ 1)θ)
(

2λµ cos(θ)− (λ+ µ)
√
λµ
)

= 0.

Ainsi, θ vérifie

sin((s+ 1)θ) = 0, (4.33)

ou cos(θ) =
λ+ µ

2
1√
λµ
. (4.34)

La condition (4.34) fournit la valeur propre 0. Noter que dans ce cas, θ n’est certainement pas
réel puisque (λ+ µ)/2 ≥ √λµ d’où cos(θ) ≥ 1.
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La condition (4.33) est équivalente à θ = kπ/(s+1), k ∈ Z, qui injectée dans (4.30) conjointement
à (4.31) fournit les valeurs propres non-nulles de A, soit −λ − µ +

√
λµ cos(kπ/(s + 1)), k =

1, . . . , s.
Le générateur A possédant s+ 1 valeurs propres distinctes, il est diagonalisable. La matrice

P = exp(ηA) possède alors s+ 1 valeurs propres distinctes et strictement positives, donc P est
log-unique. �

Comme l’ensemble des matrices carrées de taille (s + 1)× (s+ 1) possédant (s + 1) valeurs
propres distinctes et positives est un ouvert et que l’EMV P̂n de la matrice exp(ηA) est fortement
consistant, P̂n possède (s + 1) valeurs propres distinctes et positives avec probabilité tendant
vers 1 lorsque n tend vers l’infini. En outre, λ̂n(i) et µ̂n(i+ 1), pour i = 0, . . . , s− 1, se calculent
facilement : si p̂0, . . . , p̂s sont les valeurs propres de P̂n et B̂ la matrice de changement de base
telle que

B̂−1P̂nB̂ =



p̂0

. . .
p̂s


 ,

alors



−λ̂dn(0) λ̂dn(0) 0
µ̂dn(1) −λ̂dn(1)− µ̂dn(1) λ̂dn(1)

. . .
. . .

. . .
0 µ̂dn(s) −µ̂dn(s)


 = B̂




log p̂0
. . .

log p̂s


 B̂−1.

4.3.2 Estimation de la loi du nombre de clients d’une file de capacité
finie et de son entropie

Dans cette partie, on précise le comportement asymptotique établi au chapitre 3 des estima-
teurs par plug-in de la loi stationnaire d’une file d’attente de capacité finie et de son entropie.
Ces estimateurs sont les images des estimateurs des paramètres λ et µ des intensités d’arrivée
et de départ obtenus dans la partie 4.3.1, par les fonctions Spar et Hpar données par les équa-
tions (4.8) et (4.13). Précisément, pour une trajectoire observée jusqu’au temps T , les estimateurs
par plug-in de la loi stationnaire P et de son entropie S(P ) sont respectivement

P̂T =
{

Πpar(λ̂T , µ̂T ) si µ̂T 6= 0,
(0, . . . , 0, 1) si µ̂T = 0,

(4.35)

ŜT = Spar(λ̂T , µ̂T ). (4.36)

Pour k trajectoires indépendantes censurées par des temps d’observation T1, . . . , Tk indépendants
et de même loi ν, les estimateurs par plug-in de P et S(P ) sont respectivement

P̂ ck =
{

Πpar(λ̂ck, µ̂
c
k) si µ̂ck 6= 0,

(0, . . . , 0, 1) si µ̂ck = 0,
(4.37)

Ŝck = Spar(λ̂ck, µ̂
c
k). (4.38)

Pour des observations discrètes de la file d’attente séparées par un temps constant η > 0, les
estimateurs par plug-in de P et S(P ) sont respectivement

P̂ dn =
{

Πpar(λ̂dn, µ̂
d
n) si µ̂dn 6= 0,

(0, . . . , 0, 1) si µ̂dn = 0,
(4.39)

Ŝdn = Spar(λ̂dn, µ̂
d
n). (4.40)
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Si aucun départ n’a été observé, soit µ̂T = 0 (respectivement µ̂ck = 0 et µ̂dn = 0), on ne peut
pas injecter µ̂T (respectivement µ̂ck et µ̂dn) dans (4.8), ce qui oblige à donner une expression des
estimateurs différente dans ce cas. Le choix de la mesure de dirac δs et de l’entropie nulle est mo-
tivée par le fait que si aucun départ n’a été observé, le serveur tend à saturer. Toutefois ce choix
n’a pas grande importance sur le comportement asymptotique des estimateurs puisque, µ étant
strictement positif et µ̂T (respectivement µ̂ck et µ̂dn) étant fortement consistant, la probabilité
qu’on observe (au moins) un départ en un temps fini tend vers 1, et alors µ̂T 6= 0 (respectivement
µ̂ck 6= 0 et µ̂dn 6= 0).

Le comportement asymptotique de ces estimateurs a déjà été établi dans le théorème 3.1 du
chapitre 3. Toutefois, l’expression de la variance asymptotique des estimateurs est simplifiée.

Corollaire 4.1. Soit une file d’attente de capacité finie s et d’intensités d’arrivée et de départ
λi = liλ et µi+1 = mi+1, i ∈ {0, . . . , s − 1}, avec λ > 0 et µ > 0. Soient A le générateur du
processus associé à la file et P sa loi stationnaire.

1. Les estimateurs par plug-in P̂ dn et Ŝdn de P et de son entropie, construits à partir d’obser-
vations discrètes équiréparties, sont bien définis avec probabilité convergeant vers 1 lorsque
n tend vers l’infini, pourvu que P = exp(ηA) soit log-unique.

2. Lorsqu’ils sont bien définis les estimateurs P̂T , P̂ ck , P̂ dn et ŜT , Ŝck et Ŝdn sont fortement
consistants.

3. Les estimateurs P̂T , P̂ ck et P̂ dn sont asymptotiquement normaux. Précisément,

(a)
√
T
(
P̂T − P

)
converge en loi vers une loi normale de dimension s+ 1, centrée et de

variance

Σ2
P,c,1 =

(
∂

∂λ
Πpar

)2

Σ2
λ,c,1 +

(
∂

∂µ
Πpar

)2

Σ2
µ,c,1,

où Σ2
λ,c,1 et Σ2

µ,c,1 sont données par (4.25) ;

(b)
√
k
(
P̂ ck − P

)
converge en loi vers une loi normale de dimension s+ 1, centrée et de

variance

Σ2
P,c,m =

(
∂

∂λ
Πpar

)2

Σ2
λ,c,m +

(
∂

∂µ
Πpar

)2

Σ2
µ,c,1,

où Σ2
λ,c,m et Σ2

µ,c,m sont données par (4.26) et (4.27) ;

(c)
√
n
(
P̂ dn − P

)
converge en loi vers une loi normale de dimension s+ 1, centrée et de

variance Σ2
P,d = DΠ(λ, µ).Σ2

λ,µ,d.DΠ(λ, µ)t, où Σ2
λ,µ,d est donnée par (4.28).

4. Si DS(λ, µ) 6= 0, les estimateurs ŜT , Ŝck et Ŝdn sont asymptotiquement normaux. Précisé-
ment,

(a)
√
T
(
ŜT − S(P )

)
converge en loi vers une loi normale de dimension 1, centrée et de

variance

Σ2
S,c,1 =

(
∂

∂λ
Spar

)2

Σ2
λ,c,1 +

(
∂

∂µ
Spar

)2

Σ2
µ,c,1;

(b)
√
k
(
Ŝck − S(P )

)
converge en loi vers une loi normale de dimension 1, centrée et de

variance

Σ2
S,c,m =

(
∂

∂λ
Spar

)2

Σ2
λ,c,m +

(
∂

∂µ
Spar

)2

Σ2
µ,c,1;

(c)
√
n
(
Ŝdn − S(P )

)
converge en loi vers une loi normale de dimension 1, centrée et de

variance Σ2
S,d = DS(λ, µ).Σ2

λ,µ,d.DS(λ, µ)t.

5. Si DS(λ, µ) = 0, les estimateurs ŜT , Ŝck et Ŝdn convergent en loi à vitesses respectives 2T
2k et 2n vers une combinaison linéaire de variables de loi χ2(1). Précisément,

105



CHAPITRE 4. APPLICATION AUX FILES D’ATTENTE MARKOVIENNES

(a) 2T
(
S(P )− ŜT

)
converge en loi vers aY1 + bY2 où Y1 et Y2 sont deux variables de loi

χ2(1) indépendantes et a, b sont deux réels dépendant de Σ2
λ,c,1, Σ2

µ,c,1, ∂∂λS et ∂∂µS ;

(b) 2k
(
S(P )− Ŝck

)
converge en loi vers aY1 + bY2 où Y1 et Y2 sont deux variables de loi

χ2(1) indépendantes et a, b sont deux réels dépendant de Σ2
λ,c,m, Σ2

µ,c,m, ∂∂λS et ∂∂µS ;

(c) 2n
(
S(P )− Ŝdn

)
converge en loi vers aY1 + bY2 où Y1 et Y2 sont deux variables de loi

χ2(1) indépendantes et a, b sont deux réels dépendant de Σ2
λ,µ,d,

∂
∂λS et ∂∂µS.

La condition d’annulation de la dérivée de Spar est explicite pour les files de typeM/M/1/s.

Proposition 4.2. Soit une file d’attente de type M/M/1/s d’intensités d’arrivée et de départ
λ > 0 et µ > 0. Soit P la loi stationnaire de la file et S(P ) = S(λ, µ) son entropie.

La dérivée DSpar
(λ, µ) de Spar est nulle si et seulement si λ = µ.

Démonstration : Pour simplifier les notations, on note S à la place de Spar dans cette démon-
stration. Dérivant (4.13) par rapport à λ et µ, on trouve

∂

∂λ
S(λ, µ) =

1
µ

log
(
λ

µ

)[ s∑

i=0

(
λ

µ

)i]−2



s∑

i,k=0

(k − i)i
(
λ

µ

)i+k−1


 , (4.41)

∂

∂µ
S(λ, µ) = − λ

µ2
log
(
λ

µ

)[ s∑

i=0

(
λ

µ

)i]−2



s∑

i,k=0

(k − i)i
(
λ

µ

)i+k−1


 . (4.42)

Soient α = λ/µ et P (α) =
∑s
i,k=0(k−i)iαi+k−1. Montrons que P (α) n’est jamais nul. En posant

l = i+ k et m = k, on obtient

P (α) =
2s−1∑

l=0

αlQl, (4.43)

avec

Ql =






l∑

m=0

(l −m)(2m− l) si l ≤ s,
s∑

m=l−s
(l −m)(2m− l) si l > s.

(4.44)

Montrons que
∑l
m=0(l −m)(2m − l) < 0 si l ≤ s. Une preuve similaire conduit à

∑s
m=l−s(l −

m)(2m− l) < 0 si l > s. Séparons les termes de la somme selon que m ≤ [l/2] ou non, de telle
sorte que

l∑

m=0

(l −m)(2m− l) =






l/2−1∑

m=0

(l −m)(2m− l) +
l∑

m=l/2+1

(l −m)(2m− l) si l est pair,

(l−1)/2∑

m=0

(l −m)(2m− l) +
l∑

m=(l+1)/2

(l −m)(2m− l) si l est impair.

En remplaçant m par l − m dans les sommes
∑l
m=l/2+1(l − m)(2m − l) et

∑l
m=(l+1)/2(l −

m)(2m− l), on obtient

l∑

m=0

(l −m)(2m− l) =





−
l/2−1∑

m=0

(l − 2m)2 < 0 si l est pair,

−
(l−1)/2∑

m=0

(l − 2m)2 < 0 si l est impair.

(4.45)
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Ainsi, (4.45) avec (4.44) et (4.43) prouvent que P (α) < 0, pour tout α > 0. Les dérivées par-
tielles (4.41) et (4.42) sont simultanément nulles si et seulement si log(λ/µ) = 0, c’est-à-dire, si
et seulement si λ = µ. �

4.3.3 Estimation du taux d’entropie d’une file d’attente de capacité
finie

Dans cette partie on précise le comportement asymptotique des estimateurs par plug-in du
taux d’entropie d’une file d’attente de capacité d’accueil finie obtenus en appliquant les résultats
du chapitre 3. Ces estimateurs sont les images des estimateurs des paramètres λ et µ des intensités
d’arrivée et de départ par la fonction Hpar donnée par l’équation (4.15). Précisément, pour une
trajectoire observée jusqu’au temps T , l’estimateur par plug-in du taux d’entropie H(X) du
processus X = (Xt)t∈R+ associé à la file est

ĤT =
{
Hpar(λ̂T , µ̂T ) si µ̂T 6= 0,
0 si µ̂T = 0.

(4.46)

Pour k trajectoires indépendantes censurées par des temps d’observation T1, . . . , Tk indépendants
et de même loi ν, l’estimateur par plug-in de H(X) est

Ĥck =
{
Hpar(λ̂ck, µ̂

c
k) si µ̂ck 6= 0,

0 si µ̂ck = 0.
(4.47)

Pour des observations discrètes de la file d’attente séparées par un temps constant η > 0,
l’estimateur par plug-in de H(X) est

Ĥdn =
{
Hpar(λ̂dn, µ̂

d
n) si µ̂dn 6= 0,

0 si µ̂dn = 0.
(4.48)

Si aucun départ n’a été observé, c’est-à-dire si µ̂T = 0 (respectivement µ̂ck = 0 et µ̂dn = 0), on ne
peut injecter µ̂T (respectivement µ̂ck et µ̂dn) dans (4.15), ce qui oblige à donner une expression
des estimateurs différente dans ce cas. Le choix du taux d’entropie nul est arbitraire et n’influe
pas sur le comportement asymptotique des estimateurs puisque, µ étant strictement positif et
µ̂T (respectivement µ̂ck et µ̂dn) étant fortement consistant, la probabilité d’observer (au moins)
un départ en un temps fini tend vers 1, et alors µ̂T 6= 0 (respectivement µ̂ck 6= 0 et µ̂dn 6= 0).

Le corollaire suivant reprend et précise les propriétés asymptotiques des estimateurs ĤT , Ĥck
et Ĥdn établies dans le théorème 3.2 du chapitre 3.

Corollaire 4.2. Soit une file d’attente de capacité finie s et d’intensités d’arrivée et de départ
λi = liλ et µi+1 = mi+1, i ∈ {0, . . . , s − 1}, avec λ > 0 et µ > 0. Soit A le générateur du
processus X = (Xt)t∈R+ associé à la file.

1. L’estimateur par plug-in Ĥdn du taux d’entropie H(X), construit à partir d’observations
discrètes équidistribuées, est bien défini avec probabilité convergeant vers 1 lorsque n tend
vers l’infini, pourvu que P = exp(ηA) soit log-unique.

2. Lorsqu’ils sont bien définis les estimateurs ĤT , Ĥck et Ĥdn sont fortement consistants.

3. Si DH(λ, µ) 6= 0, les estimateurs ĤT , Ĥck et Ĥdn sont asymptotiquement normaux. Précisé-
ment,

(a)
√
T
(
ĤT −H(X)

)
converge en loi vers une loi normale de dimension 1, centrée et de

variance

Σ2
H,c,1 =

(
∂

∂λ
Hpar

)2

Σ2
λ,c,1 +

(
∂

∂µ
Hpar

)2

σ2
µ,c,1;
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(b)
√
k
(
Ĥck −H(X)

)
converge en loi vers une loi normale de dimension 1, centrée et de

variance

Σ2
H,c,1 =

(
∂

∂λ
Hpar

)2

Σ2
λ,c,m +

(
∂

∂µ
Hpar

)2

Σ2
µ,c,m;

(c)
√
n
(
Ĥdn −H(X)

)
converge en loi vers une loi normale de dimension 1, centrée et de

variance Σ2
H,d = DH(λ, µ).Σ2

λ,µ,d.DH(λ, µ)t.

4. Si DH(λ, µ) = 0, les estimateurs ĤT , Ĥck et Ĥdn convergent en loi à vitesses respectives T ,
k et n vers une combinaison linéaire de variables de loi χ2(1). Précisément,

(a) 2T
(
H(X)− ĤT

)
converge en loi vers aY1 + bY2 où Y1 et Y2 sont deux variables de

loi χ2(1) indépendantes et a, b sont deux réels dépendant de Σ2
λ,c,1, Σ2

µ,c,1 et ∂
∂λH,

∂
∂µH ;

(b) 2k
(
H(X)− Ĥck

)
converge en loi vers aY1 + bY2 où Y1 et Y2 sont deux variables de

loi χ2(1) indépendantes et a, b sont deux réels dépendant de Σ2
λ,c,m, Σ2

µ,c,m et ∂
∂λH,

∂
∂µH ;

(c) 2n
(
H(X)− Ĥdn

)
converge en loi vers aY1 + bY2 où Y1 et Y2 sont deux variables de

loi χ2(1) indépendantes et a, b sont deux réels dépendant de Σ2
λ,µ,d et ∂∂λH, ∂∂µH.

Si le taux d’entropie est maximum alors la dérivée DH(λ, µ) est nulle. Girardin et Ses-
boüé [36] établissent une condition nécessaire et suffisante pour chacune des files étudiées pour
qu’elles aient un taux d’entropie maximum. En particulier, pour les files de type M/M/1/s, le
taux d’entropie est maximum si et seulement si λ = µ = 1. Montrer que la dérivée DH de H
est nulle uniquement pour λ = µ = 1 nécessite d’expliciter les points d’annulation communs
aux deux dérivées partielles ∂

∂λH et ∂
∂µH . La complexité de ces expressions ne permet pas

un traitement théorique. La résolution numérique de ces équations confirme que seul le couple
(1, 1) annule simultanément les deux dérivées partielles. La figure 4.5 représente les ensembles
{(λ, µ) : ∂∂λH(λ, µ) = 0} et {(λ, µ) : ∂∂µH(λ, µ) = 0} pour une file d’attente de capacité d’accueil
s = 3. Des graphiques similaires peuvent être obtenus pour des capacités plus grandes.

4.3.4 Estimation paramétrique de la loi du nombre de clients d’une
file d’attente de capacité d’accueil infinie et de son entropie

Dans cette partie, sont établies les bonnes propriétés asymptotiques des estimateurs par
plug-in de la loi du nombre de clients dans une file d’attente de type M/M/m, avec m ∈∈ N∗,
et de son entropie. Les Ces estimateurs sont les images par les applications Πpar et Spar données
par (4.3) et (4.13), des estimateurs du maximum de vraisemblance des paramètres λ et µ,
construits à partir de l’observation d’une longue trajectoire de la file ou d’observations discrètes
équirépaties au cours du temps. Les propriétés asymptotiques des estimateurs des paramètres
sont établies par Billingsley [10] et Dehay et Yao [21], sous certaines hypothèses d’intégrabilité
de la vraisemblance qui garantissent l’existence et l’inversibilité de l’information de Fisher du
modèle.

Estimation des paramètres basée sur l’observation d’une trajectoire

L’estimation des paramètres λ et µ d’une file d’attente de typeM/M/m est un cas particulier
d’estimation paramétrique basée sur l’observation d’une trajectoire d’un processus de Markov
d’espace d’état au plus dénombrable. On suppose qu’à chaque élément θ d’un ouvert Θ de Rd,
d ∈ N∗ correspond un générateur Aθ d’un processus de Markov d’espace d’état E au plus
dénombrable. Billingsley [10] établit l’existence et les propriétés asymptotiques de l’estimateur
du maximum de vraisemblance du paramètre θ obtenu à partir de l’observation d’une trajectoire
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Fig. 4.5 – Représentation graphique des ensembles {(λ, µ) : ∂
∂λH(λ, µ) = 0} et {(λ, µ) :

∂
∂µH(λ, µ) = 0} pour une file d’attente de capacité d’accueil s = 3.

d’un processus de Markov de générateur Aθ tronquée à l’instant T > 0, si le modèle considéré
vérifie quelques conditions liées à la régularité de la fonction θ 7→ Aθ et à l’intégrabilité de la
log-vraisemblance du modèle, assurant l’existence et l’inversibilité de l’information de Fisher de
l’historique du processus. Précisément, ces conditions sont les suivantes.

1. Pour tout θ ∈ Θ, supi∈E −Aθ(i, i) < +∞ et infi∈E −Aθ(i, i) > 0.

2. Pour tout θ ∈ Θ, Aθ est un générateur ergodique.

3. Pour tout i ∈ E, l’ensemble des états j tels que Aθ(i, j) ne dépend pas de θ.

4. La fonction θ ∈ Θ 7→ Aθ est dérivable trois fois sur Θ.

5. Les dérivées partielles de premier et second ordre de la densité des transitions de l’historique
du processus, donnée par fθ(i, j, t) = Aθ(i, j) exp(−tAθ(i, i)), pour tous i, j ∈ E et t ≥ 0
sont localement uniformément intégrables. Précisément, pour tout i ∈ E,

∫

R+

∑

j∈E
sup
θ′∈Vθ

∣∣∣∣
∂

∂θl
fθ(i, j, t)

∣∣∣∣ dt < ∞, l ∈ {1, . . . , d},

∫

R+

∑

j∈E
sup
θ′∈Vθ

∣∣∣∣
∂2

∂θl∂θl′
fθ(i, j, t)

∣∣∣∣ dt < ∞, l, l′ ∈∈ {1, . . . , d},

où Vθ désigne un voisinage de θ.

6. Notons gθ(i, j, t) = log fθ(i, j, t), pour tous i, j ∈ E et t ∈ R+. Les dérivées partielles
d’ordre trois en θ de gθ sont localement uniformément intégrables pour les transitions de
l’historique, c’est-à-dire que pour tout i ∈ E,

∫

R+

∑

i,j∈E
fθ(i, j, t) sup

θ′∈Vθ

∣∣∣∣
∂3

∂θl∂θl′∂θl′′
gθ(i, j, t)

∣∣∣∣ dt <∞.
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7. les dérivées partielles de gθ admettent un moment d’ordre 2 + δ, δ > 0, soit

∫

R+

∑

i,j∈E
fθ(i, j, t)

∣∣∣∣
∂

∂θl
gθ(i, j, t)

∣∣∣∣
2+δ

dt <∞.

8. L’information de Fisher de l’historique Iθ = (σθ(l, l′))l,l′∈{1,...,d} est inversible, où

Iθ(l, l′) =
∫

R+

∑

i,j∈E
fθ(i, j, t)

∂

∂θl
gθ(i, j, t)

∂

∂θl′
gθ(i, j, t).

Les processus étudiés dans cette partie étant les processus de naissance et de mort associés
aux files de type M/M/m, l’ensemble des paramètres est Θ = {(λ, µ) : λ > 0, µ > 0}, et pour
tout (λ, µ) ∈ Θ, le générateur A(λ,µ) est défini par

A(λ,µ)(i, j) =





λ si j = i+ 1,
µmax(i,m) si j = i− 1,
−λ− µmax(i,m) si j = i,
0 sinon.

(4.49)

En particulier, les coefficients du générateur sont des fonctions linéaires des paramètres. De plus,
l’ensemble d’indices i, j pour lesquels A(λ,µ)(i, j) > 0 ne dépend pas de λ et µ, supi∈E −Ai,i =
λ + mµ est fini, et infi∈E −A(i, i) = min(λ, µ) > 0. Les conditions de régularités nécessaires
au résultat de Billinglsey sont donc vérifiées. La vérification des conditions d’intégrabilités, plus
fastidieuse, n’est pas retranscrite ici, mais ne souffre d’aucune difficulté.

Ainsi, l’estimateur du maximum de vraisemblance (λ̂T , µ̂T ) de (λ, µ) existe, est consistant, et
le vecteur aléatoire

√
T (λ̂T −λ, µ̂T −µ) converge en loi vers une loi normale centrée de variance

EP(λ,µ)
(−A(λ,µ)(i, i))I

−1
θ , où P(λ,µ) est la loi stationnaire du processus de générateur A(λ,µ).

Les estimateurs par plug-in de la loi du nombre de clients dans la file à l’équilibre et de son
entropie sont respectivement

P̂T =
{

Πpar(λ̂T , µ̂T ) si λ̂T < mµ̂T ,
δ0 sinon,

ŜT =
{
Spar(λ̂T , µ̂T ) si λ̂T < mµ̂T ,
0 sinon,

où les fonctions Πpar et Spar sont données par (4.3) et (4.13).
Comme précédemment, le théorème de l’application continue et la méthode delta permettent

d’établir la consistance de P̂T et ŜT lorsque T tend vers l’infini, ainsi que la convergence en loi
de
√
T (P̂T − P ) vers une loi normale centrée de variance donnée explicitemenent en fonction

des dérivés partielles ∂
∂λΠpar, ∂

∂µΠpar, ainsi que de l’information de Fisher σ(λ,µ). De même,√
T (ŜT − S(P )) converge en loi vers une loi normale centrée de variance non dégénérée si les

dérivées partielles ∂
∂λSpar et ∂

∂µSpar ne sont pas simultanément nulles ; dans le cas contraire

2T (S(P )− ŜT ) converge en loi vers une combinaison linéaire de deux variables de loi χ2(1).
Notons que la condition supi∈E −Ai,i < ∞ n’est pas vérifiée par le générateur d’une file de

type M/M/∞. Les résultats précédents ne sont donc pas valables dans ce cas.

Estimation des paramètres basée sur des observations discrètes

Ce dernier paragraphe présente un travail en cours sur l’estimation des paramères λ et µ
d’une file de type M/M/m, m ∈ N∗. Une approche heuristique est privilégiée, certains points
techniques étant encore à préciser.

Étant donnée une famille paramétrique {Aθ : θ ∈ Θ} de générateurs de processus de Markov
ergodiques d’espace d’état au plus dénombrable E, Dehay et Yao [21] établissent l’existence, la
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forte consistence et la normalité asymptotique de l’estimateur θ̂n du maximum de vraisemblance
de θ, construit à partir d’observations discrètes équiréparties du processus. La vraisemblance
considérée est celle de la chaîne de Markov de matrice de transition exp(ηAθ). Outre les hy-
pothèses classiques de régularité de la fonction θ 7→ Aθ et d’intégrabilité de la log-vraisemblance
assurant l’existence et l’inversibilité de l’information de Fisher, il est nécessaire de supposer que
l’espace des paramètres Θ est un compact de Rk. Ces hypothèses sont vérifiées lorsque la famille
paramétrique est celle des générateurs des files de type M/M/m, pourvu que l’on connaisse une
borne a priori pour les intensités d’arrivée et de départ. Une autre hypothèse, plus contraig-
nante est liée à l’identifiabilité de θ à partir de la matrice exp(ηAθ), c’est-à-dire à l’unicté du
logarithme de l’opérateur exp(ηAθ). Cette dernière hypothèse reste à vérifier pour la famille des
générateurs des files de type M/M/m, pour m ∈ N

∗ fixé.
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Différents problèmes liés à l’estimation de l’entropie de Shannon d’une
loi, d’un processus de Markov

Résumé de la thèse : On étudie à la fois l’estimation de l’entropie de Shannon d’une proba-
bilité à partir d’observations indépendantes ou markoviennes, et l’estimation du taux d’entropie
d’un processus markovien de sauts d’espace d’état fini, à partir d’observations continues ou
discrètes. Plusieurs problèmes connexes sont traités. Certains apparaissent en amont de l’es-
timation, comme l’étude de la géométrie de la divergence de Kullback-Leibler en lien avec la
transformation escorte. D’autres apparaissent comme des applications des résultats d’estimation
obtenus. On construit ainsi des tests sur le niveau d’entropie d’une probabilité, à partir d’un
principe de grandes déviations pour la suite des estimateurs empiriques de l’entropie d’une suite
de variables indépendantes. On étudie également diverses propriétés en lien avec l’estimation de
l’entropie et du taux d’entropie de files d’attente modélisées par des processus markoviens de
naissance et de mort.

Several problems linked with the estimation of Shannon entropy of a
distribution or Markov process

Thesis summary : This PhD report deals with the estimation of both Shannon entropy of
distributions from independent and Markovian data and entropy rate of pure jump Markov pro-
cesses with finite state space. In the latter case, different schemes of continuous and discrete ob-
servation of the processes are considered. Several related problems are studied. Kullback-Leibler
information geometry linked with escort transformations come ahead of estimation. Others ap-
pear as applications of the estimation results. Tests on the entropy level of a distribution are
derived from a large deviation principle satisfied by the sequence of empirical estimators of the
entropy of a distribution. Properties related to entropy of birth and death Markovian queueing
systems are also considered.

Discipline : Mathématiques et leurs interactions.

Indexation RAMEAU : Estimation (théorie de l’), entropie (théorie de l’information),
Markov (processus de), grandes déviations, files d’attente (théorie des).

Indexation libre : Estimation, entropie de Shannon, processus de Markov, principe de grandes
déviations, files d’attente.
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