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c%stract

In recent gears, the emergence of feature rich and mature interactive proof assistants has enabled
large formalization efforts of high-profile conjectures and results previously established only by
pen and paper. A medley of incompatible and philosophically diverging logics are at the core of
all these proof assistants. Cousineau et Dowek (2007) have proposed the AII-calculus modulo
as a universal target framework for other front-end proof languages and environments. We
explain in this thesis how this particularly simple formalism allows for a small, modular and
efficient proof checker upon which the consistency of entire systems can be made to rely upon.

Proofs increasingly rely on computation both in the large, as exemplified by the proof of the
four colour theorem by Gonthier (2007), and in the small following the SSREFLECT methodoly
and supporting tools. Encoding proofs from other systems in the AIl-calculus modulo bakes yet
more computation into the proof terms. We show how to make the proof checking problem
manageable by turning entire proof terms into functional programs and compiling them in
one go using off-the-shelf compilers for standard programming languages. We use untyped
normalization by evaluation (NbE) as an enabling technology and show how to optimize previous
instances of it found in the literature.

Through a single change to the interpretation of proof terms, we arrive at a representation of
proof terms using higher order abstract syntax (HOAS) allowing for a proof checking algorithm
devoid of any explicit typing context for all Pure Type Systems (PTS). We observe that this novel
algorithm is a generalization to dependent types of a type checking algorithm found in the HOL
proof assistants enabling on-the-fly checking of proofs. We thus arrive at a purely functional
system with no explicit state, where all proofs are checked by construction. We formally verify
in Coq the correspondence of the type system on higher order terms lying behind this algorithm
with respect to the standard typing rules for PTS. This line of work can be seen as connecting
two historic strands of proof assistants : LCF and its descendents, where proofs of untyped
or simply typed formulae are checked by construction, versus Automath and its descendents,
where proofs of dependently typed terms are checked a posteriori.

The algorithms presented in this thesis are at the core of a new proof checker called DEDUKTI
and in some cases have been transferred to the more mature platform that is Coq. In joint work
with Denes, we show how to extend the untyped NbE algorithm to the syntax and reduction
rules of the Calculus of Inductive Constructions (CIC). In joint work with Burel, we generalize
previous work by Cousineau et Dowek (2007) on the embedding into the All-calculus modulo

of a large class of PTS to inductive types, pattern matching and fixpoint operators.
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ésumé

Ces dernieres années ont vu I'émergence d’assistants interactifs de preuves riches en fonc-
tionnalités et d'une grande maturité d’'implémentation, ce qui a permis I'essor des grosses
formalisations de résultats papier et la résolution de conjectures célébres. Mais autant d’as-
sistants de preuves reposent sur presque autant de logiques comme fondements théoriques.
Cousineau et Dowek (2007) proposent le AIl-calcul modulo comme un cadre universel cible
pour tous ces environnement de démonstration. Nous montrons dans cette thése comment
ce formalisme particulierement simple admet une implémentation d’'un vérificateur de taille
modeste mais pour autant modulaire et efficace, a la correction de laquelle on peut réduire la
cohérence de systémes tout entiers.

Un nombre croissant de preuves dépendent de calculs intensifs comme dans la preuve du
théoreme des quatre couleurs de Gonthier (2007). Les méthodologies telles que SSREFLECT et
les outils attenants privilégient les preuves contenant de nombreux petits calculs plutét que
les preuves purement déductives. L'encodage de preuves provenant d’autres systemes dans le
AlI-calcul modulo introduit d’autres calculs encore. Nous montrons comment gérer la taille
de ces calculs en interprétant les preuves tout entieres comme des programmes fonctionnels,
que 'on peut compiler vers du code machine a I'aide de compilateurs standards et clé-en-main.
Nous employons pour cela une variante non typée de la normalisation par évaluation (NbE), et
montrons comment optimiser de précédentes formulation de celle-ci.

Au travers d’'une seule petite modification a I'interprétation des termes de preuves, nous
arrivons aussi a une représentation des preuves en syntaxe abstraite d’ordre supérieur (HOAS),
qui admet naturellement un algorithme de typage sans aucun contexte de typage explicite.
Nous généralisons cet algorithme a tous les systemes de types purs (PTS). Nous observons que
cet algorithme est une extension a un cadre avec types dépendants de I'algorithme de typage
des assistants de preuves de la famille HOL. Cette observation nous ameéne a développer une
architecture a la LCF pour une large classe de PTS, c’est a dire une architecture ou tous les
termes de preuves sont corrects par construction, a priori donc, et n’ont ainsi pas besoin d’étre
vérifié a posteriori. Nous prouvons formellement en CoQ un théoréme de correspondance entre
les systeme de types sans contexte et leur pendant standard avec contexte explicite. Ces travaux
jettent un pont entre deux lignées historiques d’assistants de preuves : la lignée issue de LCF, a
qui nous empruntons I'architecture du noyau, et celle issue de AuToMATH, dont nous héritons

la notion de types dépendants.
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Les algorithmes présentés dans cette thése sont au coeur d'un nouveau vérificateur de
preuves appelé DEDUKTI et ont aussi été transférés vers un systeme plus mature : CoqQ. En colla-
boration avec Déneés, nous montrons comment étendre la NbE non typée pour gérer la syntaxe
et les regles de réduction du calcul des constructions inductives (CIC). En collaboration avec
Burel, nous généralisons des travaux précédents de Cousineau et Dowek (2007) sur I'encodage
dans le A\II-calcul modulo d'une large classe de PTS a des PTS avec types inductifs, motifs de

filtrage et opérateurs de point fixe.
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ntroduction

La preuve est une chose trop importante pour la laisser aux mathématiciens. A ces derniers la
démonstration : le discours et le raisonnement dont la finalité est la construction d’'une preuve.
La démonstration est un processus. La preuve est un objet. Comme tout autre objet, une preuve
n’a de sens que si I'on décrete au préalable les conditions de son existence et sa forme. De fait,
un objet physique que I'on peut toucher n’existe que si celui-ci est un ensemble de briques
élémentaires agencées en accord avec les lois fondamentales de 'univers. Cet agencement nous
donne la forme de I'objet. De méme, une preuve est une suite de symboles encodant un ensemble
d’hypotheses de départ, une assertion, et une liste d’applications des régles élémentaires de la
logique établissant que I'assertion est une conséquence des hypotheses données. Mais pourquoi
cette forme particuliere de preuves ? Et quelles sont les regles élémentaires de la logique ? Aprées
tout, existe-t-il qu'une seule logique mathématique ? Cette thése fera mention par exemple de
trois notions de preuves et d'une multitude de logiques proposées par logiciens et informaticiens
au fil du XX€ siecle. L'objectif de cette theése est de permettre I'interopérabilité des démonstrations
par traduction des preuves d’'une forme vers une autre, d'une logique vers une autre, d'une
maniere entierement mécanique et vérifiable par ordinateur. Le mathématicien s’en trouve
délesté de la charge lourde de vérifier que les démonstrations de ses pairs sont justes : il lui
suffira de demander la réification de ces démonstrations en des preuves dont la forme et la

logique sera du choix de ses pairs. A 'ordinateur de vérifier ces preuves.

La prise de risques mal maitrisée est une contingence de la complexité croissante de la tech-
nologie dans notre vie quotidienne. Les risques de dysfonctionnements systémiques augmentent
au fur et a mesure que l'interdépendance des composantes d'un systeme augmente. Le 21 avril
2010 vers 14 :00 UTC, plusieurs millions d’ordinateurs tournant sous une version particuliére
d’un systeme d’exploitation grand public perdaient leur acces a Internet. Plusieurs hopitaux
dans le Rhode Island renvoyaient des patients des salles d'urgence alors qu'une grande chaine
de supermarchés australienne fermait ses magasins dans les parties sud et nord du pays car
les caisses automatiques tombaient en panne simultanément. Un seul bug informatique en était
la cause : une mise a jour d'un logiciel antivirus provoquant la suppression accidentelle d'un
fichier essentiel (McCullagh, 2010).

Cet incident met bien siir en évidence la nécessité de la mise en place de protocoles de tests

stricts et des mesures palliatives en cas de probleme, sur le modele des mécanismes de secours
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en cas de pannes mécaniques dans les industries aéronautiques et automobiles. Tout systeme
physique est soumis a des aléas imprévisibles dont on ne peut qu’espérer limiter I'impact. Mais
les logiciels embarqués dans de tels appareils sont, eux, des objets déterministes dont on peut
bien souvent modéliser le comportement (la sémantique) de facon arbitrairement précise. Par
conséquent, il est envisageable d’élever au rang de vérité mathématique toute propriété de ces
logiciels qui aura été démontrée sur les modeles de leur comportement — en particulier I'absence
de bugs.

Cependant, les modeles de logiciels sont des objets mathématiques difficiles a manipuler
et souvent de trés grande taille. Les cahiers des charges le sont souvent aussi. Raisonner sur
ces objets demande bien vite une impressionnante virtuosité technique. Ainsi la validité des
démonstrations faites a la main de propriétés que I'on souhaite établir devient hasardeuse et sa
vérification ardue. Il est intéressant alors de mettre les ordinateurs a contribution. Si le travail
de démonstration n’est qu’en partie automatisable, la vérification de la preuve qui en résulte
peut, quant a elle, étre un processus entierement mécanique.

Suivant la découverte par Boole (1854) que la notion de vérité peut étre un objet mathé-
matique a part entiere, que I'on peut manipuler selon les lois de I'algebre, le XIX® siecle voit
I'émergence de philosophies formalistes des mathématiques qui cherchent a codifier les étapes
élémentaires de raisonnement nécessaires pour exprimer en détail, et de maniére infaillible,
toutes les démonstrations des mathématiques d’alors. Les démonstrations deviennent des objets
mathématiques, c’est-a-dire des preuves, dont I'étude engendre une nouvelle branche de la lo-
gique : la théorie de la démonstration, fondée par Frege (1879). Hilbert formalise ce programme
de recherche en 1920 a la suite de la découverte de paradoxes dans quelques-uns des premiers
systémes, qui verra de nombreuses contributions de la part de Whitehead et Russell (1910),
Peano (1889), Gentzen (1934) et Godel (1931), notamment. Avec cette formalisation des régles
du jeu de la démonstration, les jalons sont déja posés pour permettre, plus tard, la vérification
de preuves ou toutes les étapes logiques de la démonstration sont explicites par des ordinateurs,
selon des regles simples, précises et bien étudiées.

Avant méme la mise sous tension des premiers ordinateurs, Post (1936), Turing (1936) et
Church (1936) formalisent simultanément et indépendamment la notion de calcul. Church
(1940) remarque qu'une restriction de son modele de calcul, le A-calcul simplement typé, allié
a un systeme de déduction a la Hilbert (1927) peut servir de cadre particulierement simple
et expressif pour écrire des propositions mathématiques et les démontrer, sans souffrir de
paradoxes identifiés au tournant du siecle par Burali-Forti et Russell. L'approche employée par

Church consiste a classifier les programmes par leur type, par exemple

plus: N —- N — N
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pour le programme qui calcule I'entier naturel qui correspond a I'addition des deux entiers
naturels donnés en arguments. Les programmes de Church peuvent modéliser des fonctions
mathématiques. Cette classification permet d’interdire 'écriture de formules insensées telles que
I'application de la fonction plus a des objets mathématiques qui ne sont pas des entiers naturels.
Curry et Feys (1958), Howard (1980) et De Bruijn (1970) rapprochent plus encore ces deux
notions a priori distinctes que sont le calcul et la déduction, en remarquant que 'on peut lire les
types des fonctions comme des propositions logiques. De maniere toute aussi surprenante, les
suites d’étapes de déduction dans une preuve correspondent a des programmes. Cette dualité
entre types et propositions d’'une part, et preuves et programmes d’autre part, souvent appelée
« isomorphisme de Curry-Howard », offre un cadre idéal pour raisonner sur les programmes
que l'on retrouve dans nos moyens de transport et I'équipement médical. Puisque la spécification
que doit respecter un programme est une proposition, on peut extraire d’'une preuve de cette
proposition un programme respectant cette spécification, gratuitement.

L’identification de cet isomorphisme appuie I'élaboration de systémes formels de plus en
plus expressifs, de maniére a permettre la formulation de spécifications de plus en plus précises
et complexes sous la forme de formules mathématiques (propositions). Ces formules-spécifi-
cations sont typiquement bien plus complexes que les formules usuellement rencontrées en
mathématiques, ot I'on travaille le plus souvent dans des logiques simples mais en supposant
en contrepartie des axiomes puissants. A titre d’exemple, la théorie des ensembles de Zerme-
lo-Fraenkel, qui sert de base théorique a presque toutes les mathématiques, est une théorie de
la logique du premier ordre avec une seule sorte. Les années 70 et 80 voient ainsi fleurir de
nombreux systemes formels de plus en plus expressifs, tous basés sur la théorie des types de
Church (elle-méme basée sur la théorie des types ramifiés de Russell), a I'image du Systeme F
de Girard (1971) (découvert indépendemment par Reynolds (1974)), de la théorie de types de
Martin-Lof (1984), le Calcul des Constructions de Coquand et Huet (1988) et son extension aux
types inductifs (Coquand et Paulin, 1990) et a une hiérarchie d’univers (Luo, 1989).

Cette période marque aussi I'apparition des premiers assistants de preuve, comme LCF
(Gordon et al., 1979) et AuToMATH (De Bruijn, 1970). Une multitude d’autres suivent. Certains
ne sont aucunement basés sur la théorie des types. Parmi ceux qui le sont, tous ne souscrivent
pas a lisomorphisme de Curry-Howard, dont la pertinence peut étre fonction des domaines de
spécialité (mathématiques pures, preuves de programmes, vérification de circuits électroniques,
etc.) des assistants de preuve. De ce choix découle en partie d’autres choix de conception de ces
systemes, en premier lieu desquels le choix de la puissance expressive de la logique implémentée.
De nombreux assistants (tels PVS, HOL, IsaBELLE ou TWELF) préferent offrir a I'utilisateur une

logique moins expressive, tant6t plus facile a apprendre, tantot offrant une métathéorie plus
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simple ou avec certaines propriétés désirables, ou encore admettant une implémentation d’'une
plus grande concision.

C'est dans ce contexte d’environnements hétérogenes que s’inscrit cette thése. Signe que
nous avons aujourd’hui a disposition des assistants de preuve matures pour automatiser cer-
taines parties des démonstrations et vérifier les preuves, nous assistons a I'émergence de projets
de formalisations ambitieux comme celle du théoréme des quatre couleurs (Gonthier, 2007),
d’'un compilateur complet (projet CompCert (Leroy, 2007)), de la résolution de la conjecture
de Kepler (projet Flyspeck (Hales, 2005)) ou encore de grosses formalisations d’algebre et de
topologie (projet ForMath (Coquand, 2010)). Lenvergure des ambitions implique une collabora-
tion internationale entre équipes disparates dont 'expertise peut porter sur des assistants de
preuves différents. En tout état de cause, il devient intéressant de pouvoir partager les banques
de théoremes développées dans chaque assistant avec un autre assistant.

Les problemes d’hétérogénéité sont monnaie courante en informatique. Le raccord de n
systemes a chacun d’entre eux implique souvent d’adapter les impédances. Plutot que de faire
n? raccords, une solution plus économique consiste a raccorder tout le monde a un systéme,
puis ce systeme a tous les autres systemes. Il s’agit donc ici de concevoir un format commun
de preuves, puis d’établir des traductions de tous les formats de preuves existants vers cet
unique format. Un seul vérificateur de preuves est alors nécessaire pour vérifier le résultat de n
assistants.

Ce format doit étre en mesure d’'accommoder toutes les démonstrations faites par tous les
assistants de preuve, aussi bien actuels que futurs. Nous avons évoqué plus tot deux axes selon
lesquels nous pouvons réfléchir. Aux extrémités de chacun de ces axes, se trouvent les deux

solutions suivantes :

1. inventer un systeme dont la logique est tellement puissante que tous les autres systémes
sont des cas particuliers de ce super-systeme ;

2. ou abandonner le réve d’'une telle tour de Babel et opter pour un formalisme trés simple
comme celui de la logique du premier ordre utilisé en théorie des ensembles, en s’en
remettant a des axiomes forts pour étendre I'expressivité (c’est-a-dire I'ensemble des

théorémes prouvables) du systeme en fonction des besoins.

De Bruijn (1991) plaidait déja il y a vingt ans pour des systemes simples (« le cadre »), quitte
a en payer le prix par un plus grand nombre d’axiomes dans les preuves (le « livre »), arguant
qu'un cadre fort meéne nécessairement a des schismes entre systemes au fil du temps et qu'un
cadre faible est plus facile a implémenter et donc plus digne de confiance. De Bruijn défend
un cadre faible mais canonique face a une myriade de cadres forts que 'on peut difficilement

hiérarchiser.
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Dowek (2009) remarque cependant que l'introduction d’axiomes est dommageable pour
de nombreuses propriétés métathéoriques d’'un systeme. En théorie de la démonstration, ces
propriétés sont des conséquences naturelles d’'une propriété fondamentale d’'un systéeme de
déduction : que toute formule démontrable admet une preuve sans coupures, c’est-a-dire sans
détours par des lemmes dans la preuve. Par exemple, dans la déduction naturelle intuitionniste
de Gentzen (1934), une conséquence de I'élimination des coupures est que si une formule de
la forme A V B est prouvable, alors soit A est prouvable ou B est prouvable. En présence
d’axiomes, il se peut que A V B soit un axiome et donc que I'on ne puisse se prononcer ni sur
la prouvabilité de A, ni sur celle de B. De méme, la présence d’axiomes ne permet plus de
déduire la propriété du témoin ou le fait qu'une preuve sans coupure se termine toujours par
une régle d’introduction d’'un connecteur logique a partir de la seule propriété d’élimination
des coupures.

I se trouve qu’en présence des seuls axiomes définissant I'arithmétique, la propriété de
la disjonction est vraie pour les propositions closes, mais il faut pour cela étendre la notion
de coupure. Pour d’autres ensembles d’axiomes, la propriété de la disjonction pourra aussi
étre vraie, mais I'établir demande une notion encore différente de coupure. En général, chaque
nouvel axiome ajouté au systeme demande une nouvelle notion de coupure. Et chaque nouvelle
notion de coupure demande une nouvelle preuve d'une nouvelle propriété d’élimination des
coupures.

Afin d’éviter d’introduire de nouveaux axiomes qui demanderaient une nouvelle extension
de la notion de coupure, Dowek et al. (2003) proposent d'introduire un troisieme axe de réflexion
dans la conception de ce format de preuves universel. La déduction modulo est un systeme
de déduction naturelle extensible par des regles de réécriture arbitraires sur les formules.
Pour exprimer une démonstration faite dans un cadre plus puissant, nous avons maintenant
la possibilité d’ajouter une nouvelle régle de réécriture pour émuler la puissance de ce cadre,
plutdt que de recourir a I'ajout de nouveaux axiomes dans le livre. La notion d’élimination des
coupures du cadre initial est préservée ; les propriétés métathéoriques attenantes le sont aussi.

L’ajout de regles de réécriture n’est pas une solution magique. ’élimination des coupures
dans une preuve revient a mettre cette preuve dans une forme simplifiée, canonique, étape par
étape. Via l'isomorphisme de Curry-Howard, les preuves sont des programmes. Cette simplifi-
cation étape par étape correspond donc a un calcul de ces programmes. Vue a travers la lentille
de cet isomorphisme, I'extension de la notion de coupure en présence de nouveaux axiomes
correspond a donner un comportement calculatoire aux axiomes, alors qu’auparavant ceux-ci
« bloquaient » I'élimination des coupures. L'ajout de regles de réécriture est un moygen géné-

rique de donner un comportement calculatoire a des axiomes. Ainsi, deux notions différentes
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d’élimination des coupures dans un autre cadre ne sont que deux ensembles différents de regles
de réécriture en déduction modulo.

La déduction modulo nous parait ainsi étre le cadre idéal pour exprimer les preuves issues
de démonstrations dans d’autres systémes. Il s’agit d'un cadre simple dans lequel il est pourtant
possible d’exprimer les preuves issues des démonstrations de nombreux autres systémes sans
compromettre les bonnes propriétés du cadre. Cousineau et Dowek (2007) montrent qu’il est
possible de traduire toutes les preuves de tous les PTS fonctionnels (une classe particulierement
large de théories) dans un format de preuve pour la déduction modulo particulierement facile a
manipuler pour un ordinateur : le A\II-calcul modulo.

Cette facilité ne doit rien au hasard. Il s’agit en fait d'un format de programmes, extension
minime du A-calcul originel de Church tel que proposé en 1936. Toujours par le méme isomor-
phisme, il n’en est pas moins un format de preuves. L'essentiel de cette thése portera sur les
techniques mises en ceuvre pour vérifier les preuves-programme du All-modulo, aboutissant
a une implémentation complete et efficace d'un vérificateur de preuves appelé DEpUKTI. Nous
généraliserons également la classe des preuves que I'on peut vérifier dans le cadre de la déduc-
tion modulo aux preuves employant des schémas d’induction, en particulier celles du Calcul
des Constructions Inductives produites par CoqQ.

Il existe déja des traducteurs automatiques de preuves dans un format existant vers un
autre format existant, tel que de HOL et NuprL vers LF (Schiirmann et Stehr, 2006), HOL vers
NuprL (Howe, 1996 et Naumov et al., ) IsaABELLE (Obua et Skalberg, 2006) et Coq (Keller et
Werner, 2010), ou de PVS vers NuprL (Allen et al., 2003). Il existe également divers propositions
récentes de formats de preuves simplifiés pour de nombreuses théories de types dépendants
(Altenkirch et al., 2010 et Coquand et al., 2009) qui permettent un traitement uniforme de
fonctionnalités haut niveau tels que les types inductifs, les types coinductifs et différentes formes
de récurrence et d’analyse par cas. Le formalisme 113 de Altenkirch et al. vu a travers la lentille
de Curry-Howard n’est cependant pas une logique cohérente, de sorte qu'il est nécéssaire de
vérifier un certain nombre de conditions de bord sur les termes a typer pour conserver la
pertinence de cette lentille. Il serait concevable d'utiliser de tels formats comme des formats
universels et extensibles, mais nous arguons que le AlI-calcul modulo est un cadre plus simple :
il n’introduit pas d'impuretés au dela du A-calcul pur, celles-ci étant facilement simulables grace
a la notion tres générale de regle de réécriture. Le AII-calcul modulo est aussi plus modulaire :
le formalisme de base donne une logique cohérente. Si nécessaires, les types inductifs et autres
fonctionnalités doivent étre simulés avec 'ajout de regles de réécriture qui compromettent
potentiellement la cohérence, mais la cohérence est conservée tant que les regles respectent des

critéres simples.
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Nous nous efforcerons dans cette thése de donner tout son sens a I'isomorphisme de Cur-
ry-Howard en traitant les preuves exactement comme des programmes. Un programme se
compile vers du code machine. Il s'optimise pour de meilleures performances et il arrive souvent
qu’il soit transformé dans des formes plus réguliéres pour en faciliter 'analyse. Nous compile-
rons donc les preuves vers du code machine (chapitre 3). Nous appliquerons des optimisations
standards pour de meilleures performances (section 3.6 et section 4.7.3) et nous appliquerons
des transformations elles aussi standards des langages de programmation pour transformer
les preuves dans des formes plus réguliéres pour en faciliter 'analyse (section 1.6.1). Bien que
les correspondances preuves/programmes et formules/types soient bien connues et étudiées
depuis plusieurs décennies, nous pensons qu'’il s’agit la d’'un aspect novateur de cette these. Si
l'idée de réutiliser tout ou partie de technologies de compilation existantes a été mise en ceuvre
pour la premiere fois dans la these de Grégoire (2003) et reprise depuis dans quelques autres
systemes (Aehlig et al., 2008), il s’agissait alors de compiler ponctuellement certaines parties des
preuves pour accélérer le test de conversion que 'on retrouve dans toutes les théories des types
dépendants. Nous traiterons ici des preuves dans leur globalité comme des programmes, en ne

revenant que ponctuellement a la théorie de la démonstration.

Plan de la these

Cette these est composée de 5 chapitres, traitant tour a tour de théorie de la démonstration et
de calcul. Les deux premiers introduisent les notions et définitions qui nous seront utiles dans

les chapitres suivants.

Le chapitre 1 présente diverses notions de calcul, sa modélisation par le A-calcul de Church
et s’attarde sur les stratégies d'implémentation de ce dernier. Nous tentons en particulier
d’expliquer les gains colossaux en performance que peut permettre la compilation des
termes du A-calcul vers du code machine.

Le chapitre 2 présente diverses théories des types, du A-calcul simplement typé aux Pure
Type Systems de Barendregt (1991), ainsi que leurs propriétés métathéoriques.

Le chapitre 3 présente la premiére (& notre connaissance) compilation du test de conver-
sion des théories des types dépendants vers du code natif, en réutilisant entiecrement des
compilateurs existants pour des langages de programmation fonctionnels. Cette stratégie
d’implémentation offre de trés bonnes performances pour certaines preuves dont la vérifi-
cation serait intraitable sans compilation. Nous partons d’'une interprétation de Mogensen
(1992) adaptée des termes du A-calcul vers les termes du A-calcul, a partir de laquelle nous

dérivons un auto-réduiseur plus simple et plus efficace que I'auto-réduiseur proposé par
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Mogensen. Nous identifions I'algorithme obtenu comme une variante de normalisation par
évaluation non typée. Nous montrons ensuite comment améliorer de maniére significative la
performance de la normalisation des termes nécessaire au test de conversion a l'aide d’'une
optimisation standard des interpréteurs de langages fonctionnels et en externalisant le plus
de travail possible au compilateur. Nous intégrons la traduction des régles de réécriture
du préprocesseur Moca (Blanqui et al., 2007) pour généraliser I'algorithme de conversion
par évaluation a une congruence générée par un systeme de regles de réécriture arbitraire.
Enfin, avec le concours de Maxime Dénes dans le cadre de son stage de M2, que j’ai encadré,
nous étendons aussi cet algorithme aux termes du Calcul des Constructions Inductives de
Coq ; extension qui a servi de base pour une implémentation compléte et mature du test de
conversion de CoqQ par compilation vers du code natif.

Le chapitre 4 présente une version des Pure Type Systems ot le contexte est absent de tous
les jugements de typage. Nous développons d’abord la métathéorie du systeme obtenu pour
le A\-calcul simplement typé, de maniere entierement formalisée en CoQ. Nous observons
que le systeme obtenu est la variante du A-calcul simplement typée servant a représenter
les formules de HOL dans une architecture a la LCF. Nous généralisons ensuite ce résultat
a tous les PTS. Nous obtenons d’'une part un systéeme de types qui est une variante des PTS
compatible avec une architecture a la LCF. Nous montrons d’autre part comment extraire
directement de ce systeme de types un algorithme de vérification simple et efficace de
preuves encodées en HOAS. Cet algorithme est au coeur de DEDUKTI (mais étendu avec des
régles de réécriture).

Le chapitre 5 traite de la mise en ceuvre des chapitres précédents dans un vérificateur complet
compilant les preuves en AII-modulo vers des programmes fonctionnels en HaskeLL. Nous
présentons également des travaux communs avec Guillaume Burel portant sur la traductions

des PTS en AlI-modulo au Calcul des Constructions.
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chapitre 1
e \-calcul et la machine

Nous traiterons dans ce chapitre de langages permettant d’exprimer un calcul de fagon abstraite,
ainsi que des méthodes permettant d’effectuer ce calcul, étant donné son expression abstraite, sur
des machines usuelles. La logique dans laquelle nous nous placons pour énoncer les définitions
et théorémes ainsi que pour écrire les démonstrations est la théorie des types, plutdt que la
théorie des ensembles plus conventionnelle dans les traités mathématiques. Nous supposons
acquises les notions usuelles en théorie des ensembles de relation, de fonction, d’ensemble et
d’entier naturel. Leur encodage en théorie des types n’est pas essentiel pour la compréhension

des définitions formelles de ce chapitre ; ainsi nous remettons au chapitre 2 son exposition.

1.1 Calcul et langage

L'informaticien considére que la notion de langage sous-tend celle de toute notion de calcul,
car les calculs véritablement intéressants sont ceux dont on peut observer le résultat étant
donné une configuration de départ que 'on peut fixer arbitrairement. On pourrait considérer
qu'une montre analogique bien réglée effectue chaque seconde un calcul différent. On peut donc
considérer la montre comme une machine a calculer. Méme pour une machine aussi simple
que celle-ci, le langage joue un réle : il faut bien pouvoir lire le cadran de la montre pour que
celle-ci ait une quelconque utilité. Plus encore, la montre est mue par un état interne (la tension
d’un ressort, par exemple) qui guide le résultat du calcul a chaque instant. Cet état n’est pas
arbitraire mais appartient a 'ensemble de tous le états possibles. Une grammaire génératrice de
cet ensemble peut servir a le caractériser. Si d’aventure I'état interne de la montre échappait de
cet ensemble, la montre ne serait plus en mesure de fonctionner. Ou tout du moins, les calculs
successifs qu’elle effectuerait alors seraient a priori imprévisibles et incompréhensibles.

Mais les calculs effectués par cette montre bien réglée ne sont pas tres intéressants pour deux
raisons. La premiere est qu'a chaque instant ¢ il n’est pas possible de changer la configuration
de départ de la montre, c’est-a-dire I'’heure courante, sauf a désynchroniser 'horaire affiché du
temps réel ou savoir inverser ou accélérer la fleche du temps. La deuxieme est que tous les
calculs de la montre se suivent et se ressemblent beaucoup. Pour une observation donnée de

’état de la montre, chaque aiguille du cadran aura fait une rotation dont le signe et 'amplitude
restent constants d’'une seconde a l'autre. Il n’est pas possible de changer la montre pour lui

demander d’effectuer un calcul autre que ceux pour lesquels elle a été concue. A la racine du
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1.2 Calcul par réécriture

probleme, on trouvera que le langage interne a la montre est bien trop pauvre pour paramétrer
le calcul effectué de maniére a en changer significativement la nature.

Notons que le langage interne de la montre analogique est de nature physique, mais les
détails de ce langage importent peu. En lieu et place d'un ressort et un jeu de roues, nous
pourrions installer un circuit électronique allié a un morceau de quartz finement taillé de
maniere a vibrer a une fréquence précise sous I'effet d'un potentiel électrique. Bien que le
langage interne de la montre en serait alors changé, le calcul effectué et les résultats observés
peuvent étre mis en bijection avec ceux de la montre analogique. La montre digitale simule
ainsi la montre analogique. Nous pouvons de surcroit nous affranchir du caractere physique
des langages internes aux montres et passer a un langage de symboles qu'il est possible de
retranscrire sur une feuille de papier. Les calculs successifs de la montre analogique peuvent tout
autant qu'avec la montre digitale étre simulés sur papier, ou mentalement, a I'aide de chiffres et
autres symboles.

En théorie de la calculabilité, on considére le plus souvent des langages que I'on caractérise
comme des ensembles de chaines de symboles. Les symboles forment donc les éléments de
base de tout langage dans ce cadre. A contrario, nous considérons dans la suite de ce chapitre
plusieurs formalismes de langages. Tantot des langages portant sur des arbres (que I'on qualifiera
de formels), tantot des langages de chaines de codes machine qu'un processeur peut interpréter
comme une suite d’instructions et d’octets. L'objet de ce chapitre est de rappeler comment
simuler un calcul exprimé a l'aide d’'un langage d’arbre, par un calcul équivalent exprimé
comme une suite d’instructions et d’octets. Il est entendu que tous les calculs exprimé a l'aide de
ces chaines sont eux-mémes des simulations de phénomenes physiques bien réels se produisant
au coeur méme de supercalculateurs et autres téléphones mobiles. Ainsi, passer d'un langage a

un autre permet de simuler sur ordinateur un calcul formel.

1.2 Calcul par réécriture

La section précédente s’est bien gardée de définir précisément ce qu’est un calcul, puisque la
forme que peut prendre celui-ci en mathématiques et plus encore dans la nature est diverse.
Mais si I'on part du postulat que tous les calculs de la nature sont en principe simulables par
d’autres calculs’, choisissons un cadre trés restreint de calculs plus amenes a 'analyse, sachant

que ces calculs peuvent simuler bon nombre de calculs de la nature, si ce n’est tous.

Si les calculs simulants sont opérés par la machine universelle de Turing (1936), ce postulat est la these de Church-Tu-
ring-Deutsch, ou version forte de la thése de Church-Turing. Deutsch I'énonce ainsi :
« Every finitely realizable physical system can be perfectly simulated by a universal model computing machine
operating by finite means. »
(Deutsch, 1985)

& 18



1 Le )\-calcul et la machine

Les notations suivantes concernant les relations binaires nous aideront par la suite. Nous
supposons dans toute cette section I'existence d'un type A quelconque, pendant en théorie des

types d’'un ensemble en théorie des ensembles. Chacun des habitants de A est appellé terme.

Définition 1.1 Soit (— ) une relation binaire sur A. Pour tout a,b : A, nous écrivons a — b
pour (—) a b. Nous noterons également (—%!) la cloture réflexive de (—), (—*)
la cloture transitive, (—*) la cloture réflexive et transitive, et (=_,) la cloture réflexive,
symétrique et transitive. On peut aussi construire la réciproque de (— ), que nous noterons

(«—). L'union de (—) et de sa réciproque est notée par (<+—).

L'énoncé du Entscheidungsproblem par Hilbert en 1928 requit la notion « d’algorithme » ou
de « méthode effective de calcul ». Hilbert se demandait s’il existait une procédure mécanique
pour distinguer les vérités mathématiques de l'ivraie. Le calcul énoncé comme un algorithme est
un processus « mécanique » ou effectif d’exécution d’instructions les unes a la suite des autres.

Cest cette notion de calcul pas a pas qui ameéne a énoncer le cadre formel suivant pour le calcul.

Définition 1.2 (Réduction) Nous dirons que a se réduit ou se réécrit en b si a —™* b.
Une séquence finie de réductions pour (—) est une suite finie (a;)o<;<y, telle que pour tout
0 <i<mn-—1,a; — aj;1. Une séquence infinie de réductions pour (—) est une suite

infinie (a;);en telle que pour tout ¢ € N, a; — @j41.

Définition 1.3 (Forme normale) Soit a : A et (—) une relation binaire sur A. a est en forme
normale pour (—) si il n’existe pas de b : A tel que @ — b. Pour tout ¢ : A tel que c —™ a,

nous dirons que a est une forme normale de c.

Il est intéressant de savoir s'il est possible d’atteindre une forme normale a partir d'un
élément quelconque a, et plus encore si toute les suites de réductions partant de @ menent vers
une forme normale. On distingue donc deux formes de normalisation, la derniére étant plus

forte que la premiére et souvent beaucoup plus difficile a établir.

Définition 1.4 (Normalisation faible) Pour tout a : A, a est faiblement normalisant (noté
WN _, a) pour une relation binaire (—) si il existe une forme normale de a. Une relation

(—>) est faiblement normalisante si Va : A, WN _, a.

Définition 1.5 (Normalisation forte) Soit (— ) une relation binaire sur A et a : A. On définit

le prédicat SN _, a inductivement par :

— pour tout a, si a est en forme normale alors S N a;

— sipour tout @’ : A tel que a — o’ alors SN _, d/, alors SN _, a.
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1.3 Confluence

Cette définition inductive du prédicat SN _, correspond en théorie des ensemble au plus petit

ensemble vérifiant les conditions énoncées.

On dira d'un systéme de réécriture défini comme une relation binaire (—) sur A qu'il est
faiblement normalisant si pour tout a : A est faiblement normalisant ; mutatis mutandis pour
un systeme fortement normalisant.

Un calcul par réécriture est une suite de réductions potentiellement infinie, commengant
par un élément ag : A. Dans le cas ou cette suite est de taille finie, le résultat du calcul est une
forme normale de a. Le calcul a I'aide d'un automate (déterministe ou non), cadre formel plus
usuel en informatique, est une instance de la réécriture ot I'ensemble A est 'ensemble de tous

les états de 'automate.

1.3 Confluence

Une instance particulierement intéressante de la réécriture sont les calculs formels, ot1 I'on voit
souvent les termes comme des programmes. Chaque étape de réduction produit un nouveau
programme. Le résultat final d'un programme est sa forme normale, si elle existe. Dans ce cadre,
la confluence est une propriété particulierement intéressante.

En effet, si un systéme de réécriture (— ) ne normalise que faiblement, alors il peut exister
des termes a partir desquelles certaines suites de réductions arrivent a une forme normale alors
que d’autres suites n’y parviennent pas. Méme si (—) est fortement normalisant, certains
termes peuvent avoir plusieurs formes normales auxquelles on parvient par des suites de réduc-
tions distinctes. Il n’est pas aisé d’écrire des programmes en présence de ce non-déterminisme
de la forme normale éventuellement atteinte. Dans la mesure ou l'intérét d’'un calcul est son
résultat final, ce non-déterminisme peut aussi étre problématique pour la performance du calcul
car il peut étre nécessaire d’essayer toutes les suites de réductions avant de trouver une forme

normale, ou la bonne forme normale.
Définition 1.6 (Confluence) Soit (—) une relation binaire sur A.

a. Elle est confluente si

Vey,z: A x —* y ANx —" zimplique Ju: A.y —  u Az —" u.
b. Elle est fortement confluente si

Voy,z: A x — y Az — z implique Ju : A,y —0t u Az —01 4,

c. Elle est localement confluente si
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1 Le )\-calcul et la machine

Vey,z: A.x — y Ax — z implique Ju: A. y —  u N z —* w.

| | | |
* * } *
l ) i} .
Z--%->1U Z----- > U Z--%->1U

(a) (b) (c)

Remarquons que la confluence d’'une relation correspond a la confluence forte de sa cloture

réflexive et transitive.
Lemme 1.7 (Newman (1942)) Une relation fortement confluente est toujours confluente.

Dans le contexte du A-calcul présenté ci-aprés, on retrouve souvent la propriété de Church-
Rosser a propos de deux termes conuvertibles, c’est-a-dire deux termes reliés par la relation

d’équivalence engendrée par une relation (—).

Définition 1.8 (Church-Rosser (1936)) Une relation (— ) vérifie la relation de Church-Rosser

si tous les termes convertibles ont un réduit commun :

Vae,y: A.x =_, yimplique Ju : A. y —* u Az —* w.

;[j<;>k*>y

Lemme 1.9 Une relation admet la propriété de Church-Rosser si et seulement si elle est

confluente.
Preuve. Voir (Rirchner et Rirchner, 1999 théoréme 4.2). O

La propriété de Church-Rosser est fondamentale pour tester la convertibilité de deux termes

efficacement ; nous y reviendrons a la section 3.1 du chapitre 3.

1.4 le \-calcul

Le A-calcul de Church (1936) est un systeme de réécriture et un modele particuliéerement simple
de calcul. Dans sa forme pure, tout y est représenté comme une fonction, y compris les structures

de données usuelles telles que les entiers naturels, les listes ou les arbres.
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1.4 le A-calcul

Définition 1.10 (A-termes) L'ensemble des termes du A-calcul est défini inductivement par la

graminaire suivante :

Var > =z,y,z2
Term > M,N == z|Xx.M|MN

ou Var est un ensemble infini dénombrable de noms de variables. Un A-terme est une variable,
'abstraction d’'une variable dans un terme, ou I'application d'un terme a un autre. Par convention,
I'application est associative a gauche et est prioritaire sur I'abstraction. Le terme Ax. x y doit

donc se comprendre comme Az. (x y) et non (A\z. x) y.

Le langage est spartiate mais étonnamment expressif — trop expressif méme, puisque Kleene
et Rosser (1936) démontrent que le A-calcul considéré comme une logique est incohérent. Le
probléme vient du fait que le A-calcul permet d’encoder toutes les fonctions effectivement
calculables, alors méme que certaines encodent quelques paradoxes, tel que le paradoxe de
Russell?. De par sa puissance expressive et sa simplicité, le A-calcul n’en est pas moins un
formalisme idéal pour encoder nombre de fonctions mathématiques sans introduire d’axiomes

supplémentaires.

Définition 1.11 En théorie des ensembles, pour tout n € N, un entier de Church est une

fonction qui a toute fonction s associe la composition de s avec elle méme itérée n fois :

{neN|Xz. Xs. (Os) 2},
=0
ou (o) = Af. Ag. Az. f (g ). -7 est la fonction qui & un entier quelconque lui associe le
A-terme correspondant selon I'encodage de Church.
Dans une théorie des types avec une sorte T'ype imprédicative, un entier de Church est tout

terme du type Church :

Church=VA:Type. A > (A— A) - A

La définition en théorie des types est plus générale car les termes convertibles (voir la section

2.2) a un entier de Church sont aussi des entiers de Church.

Définition 1.12 Ftant donné un encodage a la Church des entiers naturels, I'addition (+) sur

les entiers s’encode comme suit :

() =Xz Ay Az Xs.x (y 2 8) s

2 Nous verrons comment résoudre ce probleme dans le chapitre 2.
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Il est pratique d’'introduire une relation d’équivalence entre 'application d’'une fonction a un
argument et son résultat. Il est souhaitable par exemple d’identifier "1 74 "17"et "2". Church
introduit en ce sens plusieurs regles de réduction. On obtient une relation d’équivalence en

prenant la cloture réflexive, symétrique et transitive de ces relations de réduction.

Définition 1.13 (Variables libres, terme clos) L'ensemble des variables libres d'un terme est

donné inductivement par les équations suivantes :
FV(x) = {x}
FV(Ax. M) =FV(M)\ {z}
FV(M N)=FV(M)UFV(N)

Un terme M tel que FV (M) est dit clossi 'V (M) = .

Définition 1.14 (Substitution) La substitution d’'un terme N pour une variable libre x dans

un terme M , notée { N /x} M , est définie par induction sur M :

(N/z}z=N
{N/zty =y siz #y
(N /z}(\z. M) = Ae. M
(N /z}Oy. M) = \y. {N /z} M siy & FV(N) (L.1)

{N/a}(M M') = {N jz}M {N [z} M’

Cette définition ne capture jamais les variables. Ainsi, le terme donné par {y /= } (Az. y) n’est pas
défini. Mais nous verrons par la suite que pour la grande majorité des besoins, cette restriction

de fait n’entraine pas de perte de généralité.

Remarque 1.15 L'opération de substitution ainsi définie permet d’éviter les captures de va-
riables, qui auraient comme conséquence facheuse si elles advenaient, de compromettre la

confluence de la S-réduction (Barendregt, 1985).

Définition 1.16 (Réduction forte) La réduction forte est la relation définie inductivement

comme suit :

M) N —y (N jayar P A
(Az. M) g AN /z} Ao, M —5 Ax. M
M —5 M’ N —p N
o (1) ; »)

M N —3 M'N M N —3 M N’
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Une autre maniére de définir la 5-réduction est de donner la regle ((3), puis de prendre
la cloture par contexte de celle-ci. Nous avons besoin pour cela de la notion de contexte, ce
qui nous permet au passage de définir la notion de congruence, utile pour identifier les termes
égaux modulo quelques noms de variables. Bien qu'un contexte soit moralement un terme
contenant un « trou », nous préférerons une définition inductive a I'envers inspirée par le zipper
de Huet (1997), ot un contexte est un fil d’Ariane retragant le chemin entre la racine du terme et
un trou. Cette trace est un télescopage contenant suffisamment d’information pour reconstruire

le terme étant donné une instance pour le trou.

Définition 1.17 (Contexte, contexte faible) Soit [| un symbole qui n’est pas un nom de variable.

Alors un contexte est un terme défini inductivement par la grammaire suivante :
TermCtx > C,C" == [|Cz.[]]|C[M []]|C[[] N]

Le trou d’'un contexte est la derniére occurrence de [| dans le contexte. Il nous arrivera de
considérer des contextes plus restreints ot les trous ne peuvent apparaitre que dans certaines
positions du terme. Nous donnerons alors explicitement la grammaire génératrice de I'ensemble

de ces contextes.

Définition 1.18 (Profondeur d’'un contexte) La profondeur d'un contexte C' est donnée par

récurrence sur C :
d(f]) =0 d(C[M []]) =1+4d(C)
d(C[Az. [I]) =1+d(C) d(C[] N]) =1+4d(C)

Définition 1.19 (Remplissage) le remplissage d’'un contexte C' par un terme N, noté C'[N ],

est défini ainsi :

IIN] =N CIM [JIN] = C[M N]
. [JIN] = C . N] C[l) MV

C[N M]

Définition 1.20 (Stable par contexte, radical, cloture par contexte, réécriture de téte) Une
relation (—) est stable par contexte si pour tous M et M', M — M implique C'[M]| —
C[M'] pour tout contexte C' . Tout terme M non normal pour (—) est un radical. La cléture
par contexte est la plus petite relation (— ) stable par contexte contenant (— ). Nous dirons

de la cloture par le contexte trivial [| qu'elle réécrit les termes en position de téte.

Définition 1.21 (Congruence) Une congruence est une relation d’équivalence stable par

contexte.
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Puisque le A-calcul fut concu comme un langage de fonctions, il épouse les conventions
de nommage des mathématiques. Ainsi le mathématicien écrira indifféremment f (z) = 2 et
f (y) = y? pour exprimer la fonction de mise au carré. Remarquons que dans le \-calcul le
choix particulier du nom de chaque variable n’est pas pertinent pour le calcul : 'ensemble des
chemins de réduction possibles pour (Az. (Ay. y) =) z et pour (Az. (Ay. y) z) z sont égaux,

au renommage de variables pres.

Définition 1.22 L'a-conversion, notée (=, ), est la plus petite congruence sur les A-termes
telle que A\x. M =, A\y. {y/x} M pour tout y tel que y & FV (M ).

Tant que I'ensemble des variables est infini, il est facilement démontrable par induction sur
un M-terme M qu'il existe toujours un M’ tel que les variables liées dans M n’appartiennent
pas a un ensemble donné. On peut donc toujours renommer les variables dans un terme M afin
que la condition de bord dans I'équation (1.1) soit bien respectée et la substitution bien définie
(Barendregt, 1985). Dans cette theése, nous identifierons implicitement presque systématiquement
tous les termes d’'une méme classe d’a-équivalence.

De méme que le nom des variables n’est pas pertinent pour le calcul, étant donné un terme
f, il existe de nombreux termes dont le comportement calculatoire est équivalent a f mais
que l'on ne sait pas S-réduire a f sans en savoir plus sur f. Par exemple, (Az1. f x) aura la
méme forme normale, ainsi que (Axs. (Az1. f 1) 2), etc. Il est utile alors d'introduire une

nouvelle notion d’équivalence.

Définition 1.23 La n-équivalence est la plus petite congruence sur les A\-termes générée par

la regle

e, f o —y f

1.5 Des arbres au code machine

Nous passerons dans cette section d'un systeme de réécriture a d’autres systemes de réécriture
jusqu’a obtenir des suites de code machine. L'interprétation de ces suites d’instructions peut
elle-méme étre décrite comme un systeme de réécriture sur les états possible de la machine,
ou les regles du systeme de réécriture ne s’appliquent qu'en position de téte. On qualifiera
indifféremment de tels systemes de réécriture de systémes de transition d’états et nous nous
intéresserons a la simulation d’'un systeme dans l'autre. Parfois les étapes de réduction ou
de transition de deux systemes se feront de concert, auquel cas ces deux systemes sont dits

bisimilaires.
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Définition 1.24 (Simulation, bisimulation) Soit A,B équipés chacun d’une relation binaire
(—) et (=), respectivement, et R une relation sur A et B. R est une relation de simulation
si et seulement si pour tout a,a’ : A et pour tout b : B, si a —> a' et aRb, alors il existe un
V' : Btel que b ="V et a'RV.(—>) et (=) sont bisimilaires si R et R~! sont toutes deux

des relations de simulation. Nous dirons que (=) simule (—) par R.

a' a a’ a——+—ad
! ! ! /R +
| | | ! \ |
R 'R R\ R: Rt R
l l l \ / 1
bV <=+=1> V=+=b—=1
simulation bisimulation

Etape 1 : des noms aux pointeurs

Le A-calcul tel que défini ci-dessus permet de manipuler des fonctions en les adressant par
leur nom. Bien qu’agréable d’'usage pour le logicien aussi bien que pour le programmeur, deux
gros utilisateurs de variantes de ce calcul, ce mode d’adressage n’est pas approprié pour une
implémentation machine efficace. La substitution d’'un terme /N sous une abstraction ne peut
se faire que sous la condition que la variable que lie I'abstraction n’apparait pas libre dans /V.
Remplir cette condition est cotiteux car il devient alors nécessaire d’étiqueter chaque terme
par I'ensemble de ses variables libres, ou alors de générer cet ensemble a la volée®. De plus,
au moment du passage de la substitution sous I'abstraction, il se peut qu'il faille renommer la
variable liée par I'abstraction afin de se plier a cette condition. Le renommage d’une variable dans
un terme est lui aussi cofiteux, car supposant de parcourir le corps de I'abstraction entierement.

Soit M1, ..., M, un ensemble de termes. Certains seraient tentés de renommer toutes
les variables dans chaque M; afin de postuler que toutes les abstractions lient une variable
avec un nom différent de celui lié par toutes les autres abstractions et le nom de toutes les

variables libres dans M7, ..., M,, — propriété que I'on appellera unicité des variables®. Ainsi

Cet étiquetage est une forme de chaine de définition-utilisation, structure courante pour supporter 'emploi d’op-
timisations tel que la propagation de constantes ou I'élimination de sous-expressions communes (Aho et al., 1986
chapitre 9). Lensemble des variables libres d'un terme M est un sous-ensemble des variables libres de tous les
sous-termes de M . On peut donc construire 7V (M ) en partageant les ensembles FV (M ;) associés a chaque
sous-terme M ; de M . Ce partage se fait cependant au prix d’'un temps d’acces plus longs dans les ensembles de
variables libres.
* On retrouve parfois cette propriété dans la littérature sous le nom de « convention de Barendregt » bien que celle-ci
fut portée a la connaissance de Barendregt en 1972 par Thomas Ottmann (Barendregt, 2004). D’autre part, cette
convention, du moins popularisée par Barendregt, est autre :
«If My, ..., My, occur in a certain mathematical context (e.g. definition, proof), then in these terms all bound
variables are chosen to be different from the free variables. »
(Barendregt, 1985 page 26)
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la substitution d'un terme dans un autre est toujours possible sans renommage lorsque ces deux
termes vérifient la propriété d’unicité des variables. Malheureusement, cette propriété n’est pas

stable par substitution et donc par réduction.

Exemple 25 Soit M = (\y. y y) (Az. z) et M = (Az. z) (Az. x). Nous avons M — 3

M, bien que M vérifie la propriété d’'unicité des variables alors que M’ ne la vérifie pas.

L’approche choisie par de Bruijn t6t dans le développement du projet AUTOMATH consiste a
s'affranchir entierement de I'alpha conversion en supprimant les noms des A-termes (De Bruijn,
1972). Les variables se muent en pointeurs vers l'abstraction qui les a déclaré. Les pointeurs

peuvent étre représentés textuellement par des numéros.

Définition 26 (Les \jg-termes) L'ensemble des termes du \yg-calcul est défini inductivement

par la grammaire suivante :

N 3 knm

Termgg > M,N == n|AXM|MN

Nous usons des mémes conventions d’associativité et de priorité que pour le A-calcul et trans-

posons les notions de contexte et de remplissage a la syntaxe du A\gg-calcul.

Parmi tous les choix possibles de systeme de numérotation des pointeurs, nous en utiliserons
deux dans cette these.

Dans le premier systeme, appelé indices de de Bruijn, le numéro d’'un pointeur donne le
nombre d’abstractions intervenant entre le pointeur et 'abstraction auquel il se réfere. Le terme

Azx. \y. (Az. x y) y s'écrit donc
AA(A21)0

Ce systeme a I'avantage que la numérotation est stable par contexte.
Les niveaux de de Bruijn forment un systéme de numérotation dual au premier. Ici, un
pointeur n se réfere a la (n — 1)¢ abstraction en traversant le terme de la racine jusqu’au

pointeur. Le terme Az. \y. (Az. x y) y s'écrit donc

AA(AN0T)1
Ce systeme a la propriété intéressante que les pointeurs vers la méme abstraction ont le méme
numéro, quel que soit la distance entre les pointeurs et I'abstraction.

Par application du « no free lunch theorem » si récurrent en informatique, passer de variables

nommées a un mode d’adressage des abstraction par pointeurs numérotés ne signifie pas pour
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autant que la substitution d'un terme dans un autre en devient triviale. ’absence de noms rend
I'a-conversion obsoléte, mais en contrepartie certains des pointeurs doivent étre renumérotés a
chaque substitution, que I'on utilise des indices ou des niveaux de de Bruijn.

Nous choisissons pour le reste de ce chapitre une numérotation en indices de de Bruijn.
Le remplissage d'un trou dans un contexte C' par un Agg-terme M suppose une opération de
renumérotation des indices dans ce terme. En effet, il peut exister des pointeurs dans M qui
se réferent a des abstractions en dehors de M . Ces pointeurs sont ballants. Ils doivent étre
renumérotés en fonctions du nombre d’abstractions trouvées sur le chemin entre le trou et la
racine du contexte C'. Sinon ceux-ci ne seraient plus ballants mais pointeraient alors vers les
abstractions éventuelles du contexte C' — un phénomene tres similaire a celui de capture dans

le cas du A\-calcul nommé.

Définition 27 (Niveau d’'un contexte) Le niveau d’'un contexte est le nombre d’abstractions

entre la racine du contexte et son trou.

Définition 28 (Grimper dans un \gg-terme) Les opérations de renumérotation et de sub-
stitution définies ci-dessous maintiennent toutes deux un décompte du nombre d’abstractions
traversées lors de leur parcours d'un terme a partir de sa racine. Les pointeurs en dessous du
niveau courant ne sont pas touchés. Nous définissons donc une fonction générique (//) tenant
compte du niveau courant. Elle est paramétrée par deux fonctions f_ et f ., a appliquer selon
les cas:

f=k sik=mn i .
I len=9 fckn sik<n N OM) =X (/) M)

n sinon }ti//k (M N)= (;i//k M) (;i//k N)

Définition 29 (Renumérotation d’indices et substitution pour un indice) Soit M ,N deux

Adg-termes et 1 un indice. L'opération de renumérotation (1) est définie par
PM =%/, M ot fo=MNe.n+ket fo=Ne. Al n+ 1,
et 'opération de substitution { N /n} M est définie par
{N/n}M =1<// M oi fo=Ne. 1§ N et fo =M. An'.n/ — 1.

Il est possible de construire une fonction appelée interprétation produisant un Agg-terme a
partir d’'un \-terme tel que cette interprétation est une bijection modulo a-conversion. Chaque
étape de réduction du terme initial correspond a une étape de réduction de I'interprétation

et vice versa. Le A-calcul et le A\gg-calcul sont donc bisimilaires. Passer d’'un calcul nommé
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a un calcul d’'indice est ainsi une premiere instance de simulation d’'un calcul formel par un
autre. C'est aussi souvent une premiére étape de la traduction d'un \-terme vers une suite
d’instructions haut niveau pour une machine abstraite, puis éventuellement la simulation de ces

instructions haut niveau par du code bas-niveau pour un processeur au cceur d’'un ordinateur.

Etape 2 : des termes aux clotures avec les substitution explicites

Le passage des A-termes aux \gg-termes a été motivé par un souci d’efficacité. Mais chaque étape
de réduction de \gg-termes telle que définie dans I'étape 1 n’en induit pas moins beaucoup
de calculs redondants. Nous présentons dans cette section un cadre formel permettant de
raisonner finement sur le coiit de chaque substitution. Nous étudierons a I'étape 3 comment
fixer une stratégie de réduction et exploiter ce choix afin de réduire les calculs nécessaires a
chaque substitution. Nous verrons aussi comment fusionner une partie du travail de réductions
successives a |'étape 4.

La B-réduction était jusqu’a présent définie en terme de substitution, elle-méme une mé-
ta-opération dans le sens ou celle-ci était défini non pas comme un terme, mais comme une
fonction du métalangage manipulant des termes. Le A-calcul de Church est un modele pra-
tique de toutes les fonctions effectivement calculables mais ne rend pas compte des propriété
« opérationnelles » du calcul de ces fonctions, puisque la substitution n’est pas une opération
primitive du calcul et son cofit peut étre arbitrairement élevé en fonction de ses arguments.
Curry et Feys (1958) propose une premiére solution en présentant un modele syntaxique des
fonctions calculables ot le coiit de chaque étape de réduction est borné. Cependant, les étapes
de réduction de la logique combinatoire de Curry et Feys peuvent étre bien plus nombreuses
qu’il n’est strictement nécessaire. Elle ne permet donc pas de donner une borne inférieure au
calcul nécessaire a la normalisation d'un terme et ne présente pas un modele efficace de calcul.

Rappelons qu’en proposant une syntaxe simple avec une sémantique précise, le A-calcul
permet de raisonner finement sur les fonctions. Afin d’analyser le coiit calculatoire de chaque
réduction, et donc de chaque substitution, I'idée d'un calcul avec substitutions explicites est
d’internaliser la substitution dans la syntaxe des termes. La substitution est promue de la sorte
comme une citoyenne de premiere classe, au méme titre que les fonctions dans le A-calcul. La
syntaxe du calcul obtenu n’en demeure pas moins simple et la sémantique tout aussi précise,
de sorte qu'il devient possible de raisonner finement, non seulement sur les fonctions, mais sur
le cotit calculatoire des substitutions.

L'idée d’internaliser les substitutions est d’abord apparue comme une astuce d’implémenta-
tion dans le projet AuTOMATH (De Bruijn, 1978). L'idée fut ensuite popularisée par Abadi et al.

(1991), qui proposent le \,-calcul comme une reformulation du A-calcul avec des substitutions
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explicites, bien que des travaux antérieurs introduisent déja des constructions similaires (Revesz,

1985 et Hardin et Lévy, 1989). Nous utilisons ici une présentation inspirée de (Abel, 2010).

Définition 30 (\,-termes) Les termes du Ao-calcul sont donnés inductivement par la gram-

maire suivante :
Term, > M,N := 0|)\M|MN\UM
Subst > o,7 = P lid|(o,M)|oT

Le pointeur d’indice O est noté ici par le terme 0. Les pointeurs d’indice n sont représentés par
n applications de 1 a 0. La substitution id est la substitution qui a tout terme M associe M .

L'extension (id, M ) de l'identité par M est notée [M ].

Bien des applications du A-calcul excluent toute réduction sous une abstraction (la réduction
est dite faible®). En programmation par exemple, on ne calcule avec une fonction que lorsque
celle-ci est appliquée a un argument. Nous verrons plus tard que cette restriction du contexte de
réduction permet aussi de rendre chaque étape de réduction moins cotiteuse. Nous distinguons

donc la réduction faible de la réduction forte dans les regles de calcul du \,-calcul.

Définition 31 (Réduction forte pour le \,-calcul) Soit I'ensemble de régles suivant® :

(AM)N —~[N]M 2) o (AM) =\ (t 0,0) M (3)
(0,M)0— M o (M N)— (o M) (o N)

(0, M) + —o (o M)=(ro)M (4)

id M — M (ro) M —1 (o M) (5)

7 (0, M) — (1 0,7 M) (6)

La regle (2) exprime la 3-réduction. Les autres régles propagent les substitutions a travers les
branches d'un terme M . L'application successive de deux substitutions o,7 a M se réduit en
I'application d’une seule substitution, donnée par la composition de o et 7. La régle (6) exprime
ce que signifie composer deux substitutions: 7 ¢ est la substitution ou 7 a été appliquée
a chaque élément de o. La regle (3) permet la propagation d'une substitution o sous une

abstraction. Il faut alors réhausser tous les indices dans o et subsitutier I'indice 0 par lui-méme.

5 A ne pas confondre avec la propriété de normalisation faible.

6 Certains termes normalisants du A-calcul ne sont que faiblement normalisants dans le A, -calcul a cause des régles
(4) et (5). Ces regles sont néanmoins nécessaires pour la confluence du calcul ainsi que la simulation du A-calcul, et
I'absence de cette propriété de préservation de la normalisation n’est pas un probléme pour la suite de ce chapitre.
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A cet ensemble de regles sont ajoutées les regles non-calculatoires suivantes, afin d’assurer la

confluence locale du A, -calcul :

(1,0) — id ido — o

o3 (02 01) — (03 02) 01 oid—o

La relation de réduction (—") est la cléture par contexte de la relation induite par les deux

ensembles de regles ci-dessus.

Définition 32 (Réduction faible pour le \,-calcul) Une relation de réduction (— ) est la
cloture par le contexte C' de la relation (—) engendrée par les régles de la réduction forte ou

I'équation (3) est remplacée par :
(c(AM))N = (A(e 1,0) M) N
Ainsi une substitution n’est propagée dans le corps d’'une abstraction que si celle-ci est appliquée.

Dans tous les langages précédents, les substitutions étaient formées de couples d’une variable
et d’'un terme. Les substitutions étaient appliquées une par une de sorte que le terme dans lequel
se faisaient les substitutions était traversé plusieurs fois. Le \,-calcul généralise ces substitutions
unaires a des substitutions n-aires en permettant de combiner les substitutions, de telle sorte que
les substitutions ne sont plus seulement des couples mais des listes de couples. Une substitution
est construite par extension d’'une substitution déja existante ou par concaténation de deux
substitutions. Ce chainage des couples permet de les propager dans le terme et de les appliquer

simultanément, réduisant ainsi le nombre de parcours dans le terme.

Etape 3 : fixer une stratégie de réduction

La relation de réduction définie pour le A-calcul & I'aide d’une cloture par contexte de la regle (/3)
permet d’atteindre la forme normale d’un terme par plus d'un chemin, si cette forme normale
existe. Méme la restriction du contexte de réduction a 'extérieur des abstractions ne fait pas
de la relation de réduction une fonction. Ce non déterminisme rend la tache du programmeur
délicate car il devient difficile de prévoir le comportement calculatoire d’'un terme. Certains
chemins de réduction de (A\z. y) ((Az. z ) (Ax. = x)) sont infinis alors que d’autres sont
de taille finie. De plus, deux chemins de réductions d'un terme méme fortement normalisant
peuvent manifester deux profils en mémoire et en temps de calcul tres différents.

Imaginons I'existence d’'un oracle qui pour toute relation (—) et tout terme M/ non normal

pour (—) donne le choix du radical a réduire, tel que des appels itérés a I'oracle permettront
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de suivre le chemin de réduction le plus court vers la forme normale de M . Cet oracle comme
tant d’autres est une chimeére, mais on connait depuis Lévy (1978) un algorithme permettant
de simuler les réponses qu’aurait donné cet oracle. En pratique cependant, cet algorithme est
tellement cofiteux en ressources de calcul que les implémentations usuelles obtiennent souvent
de meilleurs résultats en s’en remettant a des fonctions heuristiques, que I'on appellera stratégies

de réduction.

Définition 33 (Ordre normal de réduction) La réduction en ordre normal est la cloture par

le contexte suivant de la regle (/) :

C == CM]|]
Cette stratégie de réduction est appellée évaluation en « appel par nom ».
Théoreme 34 L'appel par nom est une stratégie compléte.

Définition 35 (Valeur) L'ensemble des valeurs est le sous-ensemble des termes donné par la

grammaire suivante :

\

Term¥ > wv,v;, = z|Xe. M |xzv...v,

Définition 36 (Ordre applicatif de réduction) Soit (5, ) la régle de réduction suivante :

(Bo)

(Az. M) v —p{v/a}M
La réduction en ordre applicatif est la cloture par le contexte suivant de la regle (3,) :
C == CM|MC|]
Cette stratégie de réduction est appellée évaluation en « appel par valeur ».

Il se peut que la réduction en appel par valeur n’atteigne jamais la forme normale d'un
terme, mais I'appel par nom entraine souvent la duplication inutile de radicaux, comme dans

I'exemple suivant :

Az.z x) (M\y.y) (Az. 2))
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1 Le )\-calcul et la machine

Les radicaux présents dans I'argument d'une fonction (souligné) seront répétés autant de fois
que la variable liée a la téte de la fonction est répété dans le corps de celle-ci. Dans la pratique,
les implémentations de variantes du A-calcul adoptant une stratégie d’appel par nom partagent
chaque instance de 'argument d'une fonction. Moralement, les termes sont représentés par des
graphes plutot que comme des arbres. La réduction d'un noeud est ainsi partagée par tous ses
parents. Cette stratégie réduit les arguments plus tard qu’en appel par valeur tout en évitant de
nombreuses duplications ; on la qualifie donc d’évaluation paresseuse. Pour tout terme M, le
nombre de réductions lors de I'évaluation paresseuse de M est inférieur ou égal a son évaluation
en appel par valeur. Mais a l'instar de la réduction optimale de Lévy, le colit administratif de la
maintenance du graphe nécessaire a I'évaluation paresseuse anéantit souvent les gains diis au

nombre de réductions plus faible.

Etape 4 : machines abstraites

Etape 4.1 : Refocalisation du calcul

Fixer un terme M et une stratégie de réduction suffit a spécifier un calcul déterministe qui
opérera par itération jusqu'a atteindre un point fixe ou diverger de

a. une recherche d'un radical dans un terme (decompose),

b. suivie d’'une contraction de ce radical (contract),

c. et enfin du remplissage de la contraction dans son contexte (plug).
Puisque le choix de la stratégie de réduction fixe le choix du radical a contracter s’il existe,
decompose est une fonction, comme le sont aussi contract et plug. Schématiquement, le calcul

procede ainsi :

étape de réduction étape de réduction étape de réduction
o > O > O >
\defom pose pluyv \deiompose pluyv \defompose
O ——> O O —> O O ——> O
contract contract contract

Chacune de ces étapes peuvent étre exprimées a I'aide d'un ensemble de regles de réduction
qui ne réécrivent qu'en position de téte. Ces regles peuvent étre combinées pour former un
systeme de transition d’états de S, comme pour le systéme suivant pour la réduction faible en

appel par nom.

Exemple 37 Soit un ensemble de symboles de phase {decompose, contract, plug, value}. Soit

S le type des états formés de tuples d'un symbole de phase, d'un terme et d'un contexte. Le
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1.5 Des arbres au code machine

systéeme de transition d’états dont les régles de transition sont données ci-dessous simule la

réduction faible de termes du A, -calcul.

(decompose, r, C contract,r,C')

(decompose, v, [| value, v, [])

(decompose, M N ,C[[] M] decompose, M, C'[[| N])

(contract,r,C'

=
=
=
=
= (plug,r’,C) sir —r/
=

)

)

(decompose, v, C'[[| M])
)

)

(plug, M, C)

(
(
(value,v M ,C)
(
(
(

decompose, C[M ], [])

ou 7 est un radical (c’est-a-dire de 'une des formes du membre gauche des régles de la définition

32), et v est une valeur.

Ce schéma de calcul est tres inefficace. Bien que la contraction d’'un radical puisse en créer
de nouveaux, ces nouveaux radicaux ne peuvent apparaitre que localement dans le terme.
Recommencer la recherche de radical depuis la racine du terme est donc inefficace. Danvy
et Nielsen (2004) proposent une transformation mécanique de nombreux calculs spécifiés a
I'aide des trois composantes decompose, contract et plug. Les phases de décomposition et de
remplissage peuvent étre remplacées par une seule phase dite de refocalisation (ou « refocusing »
en anglais).
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