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Introduction

“Comment s’étaient-ils rencontrés ¢
Par hasard comme tout le monde.

Comment s’appelaient-ils ¢ Que vous importe ¢
D’ou venaient-ils ? Du lieu le plus procham
Ou allatent-ils ¢ Est-ce que l'on sait ou l'on va 27

Denis Diderot.

"We are such stuff as dreams are made on”,

William Shakespeare



Introduction

Les travaux présentés dans ce mémoire concernent des équations aux dérivées partielles issues de la
physique des plasmas ou de la mécanique des fluides. En amont, ils comportent une part importante
de modélisation : approximation de systémes hyperboliques oscillants, dérivation de systémes de type
Zakharov, modéles Hele-Shaw, modéles de micelles géantes. En aval, ils abordent un certain nombre de
problémes théoriques : existence et unicité des solutions, stabilité/instabilité des ondes solitaires, controle
optimal, estimations d’erreur et convergence de modéles. Ils explorent aussi des méthodes numériques
de résolution qui ont toutes pour point commun d’utiliser des méthodes de volumes finis sur des grilles
cartésiennes en utilisant éventuellement des méthodes de pénalisation. Le but de cette introduction est
de décrire briévement la structure de ce document, chaque chapitre présentant les résultats publiés ou en
voie de publication.

La premiére partie de ce mémoire concerne 1’étude des interactions laser-plasma. La propagation
d’une onde électro-magnétique dans un plasma provoque un grand nombre de phénoménes physiques
suceptibles de modifier en profondeur la structure méme du milieu. Le but de cette partie est d’étudier
quelques phénoménes qui interviennent dans une telle situation.

Le chapitre 1 est une bref résumé des travaux effectués durant ma thése, sous la direction d’Anne de
Bouard. Il concerne une équation de Schrédinger relativiste quasi-linéaire pour laquelle on montre que le
probléme de Cauchy est bien posé sans faire d’hypothése de petitesse sur la donnée initiale. On montre
ensuite 'existence, 'unicité et la stabilité d’un état fondamental en dimension 2. Elle comporte aussi
I’étude d’une version semi-classique de ’équation.

Le chapitre 2 est consacré a leffet Raman. Il présente un nouveau systéme de type Zakharov qui
décrit l'interaction des ondes Raman avec les autres ondes du milieu (onde laser incidente, ondes plasma-
électroniques et ondes accoustiques-ioniques). L’originalité de ce travail réside dans la maniére d’obtenir
ce systéme en partant des équations d’Euler-Maxwell. Le probléme de Cauchy y est ensuite résolu a 'aide
de méthodes de symétrisation. Une analyse semi-classique du systéme permet ensuite de déterminer les
taux d’amplification des ondes Raman. Il se termine par la présentation de quelques résultats numériques.

Le chapitre 3 est dédié a ’étude des ondes solitaires qui peuvent se propager dans de tels milieux.
Il traite d’équation ou de systémes de types Schrodinger semi-linéaires ou quasi-linéaires et aborde les
questions d’existence, d’unicité et de stabilité orbitale d’ondes solitaires au sens large (ondes stationnaires,
ondes progressives). La structure de 'ensemble des états fondamentaux est aussi étudiée lorsque 1’équation
le permet.

Le chapitre 4 termine cette premiére partie et montre comment modéliser des impulsions ultra-courtes
ou & spectre large dans des milieux dispersifs. Plus précisément, on introduit plusieurs approximations
de systémes hyperboliques ayant des données initiales rapidement oscillantes. On fournit des estimations
d’erreur dans des espaces de Wiener pour trois types d’approximation (approximation d’enveloppe, modéle
dispersif et approximation de Schrédinger) en discutant de la validité des modéles introduits. On justifie
ensuite 'introduction d’un modéle de Schrédinger avec une relation de dispersion "améliorée". Enfin, on
illustre tous ces résultats avec des simulations numériques.

La deuxiéme partie de ce manuscrit concerne I’étude de problémes issus de la mécanique des fluides.
Le chapitre 5 traite d’un probléme de controéle optimal pour les équations de Navier-Stokes. Il s’agit
d’introduire un cadre fonctionnel adéquat pour traiter ce genre de probléme, lorsque que le controle est
défini seulement sur une partie du bord. Un théoréme d’existence est ensuite proposé et les équations
d’Euler sont dérivées. Remarquons que par manque de convexité de la fonctionnelle d’énergie étudiée,
aucun résultat d’unicité n’est démontré. Pour contourner cela, nous introduisons un systéme linéarisé sur
lequel il est possible d’énoncer des résultats constructifs.

Le chapitre 6 traite du probléme de mélanges de fluides Newtoniens dans des canaux micro-fluidiques.
Deux approches dites "passives" sont ici privilégiées : la premiére consiste & considérer un canal plat
associé & des conditions de type glissement et la seconde utilise un canal avec un fond a reliefs associé a
des conditions d’adhérence aux parois. A partir des équations de Stokes et des lois de Darcy, des modéles
fondés sur une approximation de type Hele-Shaw sont introduits. La validité de ces modéles est alors
discutée a ’aide de simulation numériques.

Le chapitre 7 étudie ’écoulement de micelles géantes dans des jonctions micro-fluidiques. Notons que
ces fluides sont utilisés dans la récupération assistée du pétrole. Plus particuliérement, on s’intéresse au



Introduction

phénomeénes de bouchage au niveau des jonctions qui interviennent dans de tels écoulements. Ces fluides
non-Newtoniens peuvent étre décrits a l'aide des modéles de Johnson-Segalman-Giesekus diffusif. Des
expérience numériques 3D sont alors développées pour étudier la pertinence de telles approximations.






Premiére partie

Interactions Laser-Plasma : Equations

de Schrodinger et Systémes de
Zakharov.
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Chapitre 1

Résumé des travaux de thése

Dans ma thése, j’ai étudié quelques propriétés mathématiques d’une équation de Schrédinger quasi-
linéaire intervenant en physique des plasmas. Trois aspects y ont été abordés : le probléme de Cauchy
associé & cette équation en dimension quelconque d’espace et sans hypothése de petitesse sur la donnée
initiale, la convergence d’une équation d’onde de type Klein-Gordon vers cette équation de Schrodinger
et enfin Iexistence et la stabilité d’ondes stationnaires en dimension 2 d’espace.

1.1 Interactions laser-plasma relativiste.

Lorsqu’une impulsion laser haute-énergie (de durée 7 < 1 picoseconde, P= 10'°W) est envoyée dans
un milieu gazeux (par exemple He, Ha, CO2, Ny), il se produit une ionisation du gaz qui se situe sur
les contours du laser. Méme dans les régions ot l'intensité est faible, 'impulsion arrache de nombreux
électrons aux atomes et molécules de gaz présents créant ainsi une colonne de plasma dans laquelle les
plus hautes intensités du laser se propagent.

La présence de ce plasma “abaisse” I'indice de réfraction du gaz et la colonne de plasma posséde alors
des propriétés défocalisantes. Cependant, il existe un certain nombre de phénoménes physiques qui font
“augmenter” cet indice de réfraction. En premier lieu, il y a l'effet Kerr : les radiations electromagnétiques
déforment le nuage électronique des atomes et des ions, créant ainsi des dipoles induits. Ensuite, il y a
I’augmentation de masse des électrons libres oscillants dans le champ electromagnétique intense avec des
vitesses proches de celle de la lumiére et enfin il y a la répulsion des électrons depuis la région occupée
par le champ qui aboutit & la création d’un tunnel rempli d’ions. Lorsqu’un seuil critique est atteint, on
obtient un régime particulier dans lequel des impulsions lasers autofocalisées se propagent.

Les interactions entre une impulsion laser relativiste et un milieu gazeux ont fait I’objet de nombreuses
recherches en physique ainsi qu’en mathématiques. On peut citer de maniére non-exhaustive les travaux
de A.I. Akhiezer et R.V. Polovin [AP56], de A.B. Borisov et al [BBBKLPRSS92|, de A.V. Borovskii et
A.L. Galkin [BG93], de S.V. Bulanov, V.I. Kirsanov et A.S. Sakharov [BKS90|, de X.L. Chen et R.N.
Sudan [CS93], de T. Lehner [L98], de G-Z Sun, E. Ott, Y.C. Lee et P. Gudzar [GLOSS87] pour la physique
et de A. de Bouard, N. Hayashi et J.C. Saut [BHS97|, de C-H. Bruneau, L. Di Menza et T. Lehner
[BDL99], de L. Di Menza [D95] ou encore de M. Poppenberg [P01] pour les mathématiques.

Pour décrire la propagation, on va utiliser 'approche suivante (voir[BG93]) : puisque les atomes et les
ions subissent une rapide ionisation sur les contours de I'impulsion laser, on considére que la plupart des
impulsions se propagent dans un plasma existant déja. En conséquence, dans ce qui suit, on va étudier le
cas d’une propagation d’onde dans un plasma. D’aprés les expérimentations, les électrons ne sont soumis
qu’a des énergies thermiques FEype, de ordre de quelques kilo-électronvolts pendant le temps durant
lequel 'intensité agit sur le matériel ((BBBKLPRSS92|, [GLRTW92|). D’un autre coté, I’énergie moyenne
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Interactions laser-plasma

d’oscillation E,4. des électrons dans de tels champs dépasse les 100 kilo-électronvolts. En conséquence,
puisque Fiper < FEose, on peut considérer que le plasma est froid.

Un tel plasma plongé dans un champ électromagnétique ne répond qu’aux forces électromagnétiques.
La pression dynamique et les phénoménes qui y conduisent peuvent étre négligés. Par contre, du fait
de leur grande vitesse oscillante, ’augmentation de masse des électrons doit étre prise en compte. Ainsi

on va utiliser, pour décrire le modéle, la physique de 1’électrodynamique des plasmas froids relativistes
([BBBKLPRSS92|).

On considére donc la propagation d’une impulsion laser ultra-courte dans un plasma constitué ini-
tialement par une densité d’électrons inhomogéne, radiale, décrite par la fonction f(r) de telle sorte
que

NO = Neof(r), maxf(r)=1.

Ne(o) désigne la densité de charges initiale. On note
o Aet ¢ le vecteur et le potentiel du champ électromagnétique

e F le champ électrique correspondant

Pe le moment des électrons

7 la densité d’électrons

p la densité de charges

N, = N(SO) + N oon la densité de charge dynamique

Me,o la masse initiale des électrons.

On considére qu’initialement, les électrons sont figés dans le plasma. On peut alors écrire les équations
du sytéme. On couple les équations de Maxwell avec les équations issues de la dynamique des plasmas :

—*_1—*8¢ 471'—3

dOA - — — 1.1

cvat c J (1.1)
A¢ = —Admp (1.2)
V-A=0 (1.3)

0 . o= 104 - 1, - o
(o5 + 0 V) = —el— o = o+~ x (¥ x )] (1.4
j: eNeUe, p—e(Ng—Ne) (1 5>
Ue = piv Me = Me 07 (1 6)

Me
|pe|?
1 1.

gt + (10002 (1.7)

Les équations (1.1) et (1.2) sont les équations de Maxwell. L’équation (1.3) représente une condition
de jauge de Coulomb alors que (1.4) est I’équation de mouvement des électrons. Les équations (1.5)
définissent les densités de courant et de charge. (1.6) représente les relations relativistes entre la vitesse
ve des électrons et leurs moments. Enfin, (1.7) définit le facteur de Lorentz . Comme d’habitude, O
désigne I'opérateur d’Alembertien

2
NN
c* ot
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Interactions laser-plasma

Il est bien stir utile de normaliser toutes les grandeurs afin de faire disparaitre les constantes liées a

la masse. On pose donc

A'=— 4 ¢=—"¢ F=-C

Me,0C MeoC Me,0C

E

)

p ﬁe - 66 N’ o Ne

e ) (& ) e *
Me,0C c Neo

Dans la suite, on supprimera le signe ' pour des commodités d’écriture. D’aprés les relations

S Sy 1o . T
(pe ’ V)pe = §v‘p€|2 — Pe X (V X pe)
- V"ez
\V/ _ Vipe[®
2y

)

on peut réécrire I’équation (1.4) sous la forme

- -,

— (P — A) — Ve x [V x (F — A)] = V(¢ — ). (1.8)

On note w, = (4W62Ne/me)% la fréquence du plasma et 7 la durée de I'impulsion. En supposant que
T>> i—: (on dira que l'on est en présence d’un pulse long), on peut alors écrire p, = A. Cette hypothése
signifie que 'on peut regarder le systéme formé par les électrons comme étant “adiabatique”. Le systéme
d’équations (1.1) — (1.8) peut ainsi étre réécrit sous la forme

OA = k2N.y~'4A (1.9)
A¢ = ky(Ne — f(r)) (1.10)
V(g—7)=0 (1.11)
y=V1+lpl? pe=A4 (1.12)

ol wy o est la fréquence du plasma non perturbé

47T€2Ne’0
Wpo = ——— et kp =
Me,0

Wp,0

On a supprimé le terme %6% dans I’équation (1.9) car on suppose que ¢ et v varient lentement au cours
du temps. L’équation (1.10) résulte de 'identité vérifiée par la densité de charge dynamique

N, = max[0, f(r) + k;QA’y}. (1.13)

En effet, il est possible de montrer que I’équation vérifiée par la charge dn peut s’écrire sous la forme

>on wiy e Vy. =, Nei = = 8 Nei,= =
BYe +7(1+5n)5n—c (V'(NETHV(T)'E_V'(&(T)(P@’_ ))- (1.14)

En supposant que la répartition de charge est uniforme dans lespace et en ne gardant dans (1.14) que
les termes d’ordre le plus bas en ¢ = EE , on obtient, puisque P, = A,

9%6n  wy o 5 Ay
: =c"—. 1.1
BT 5 on=c S (1.15)

On effectue maintenant une hypothése de type quasi-statique qui consiste a négliger la variation temporelle
de én devant wy, o, ce qui permet finalement d’aboutir a

on =k, > Ay. (1.16)

15



Interactions laser-plasma

En tenant compte du fait que N, est une quantité positive, la relation (1.13) découle directement de
(1.16).

En combinant les équations (1.9), (1.10) et (1.11), on aboutit finalement & 1’équation suivante

OA = k2 (maX[O’ ) + kaﬂ) i (1.17)

b ¥

Dans la suite, on supprimera les fléches des différents vecteurs. On regarde maintenant un champ
polarisé linéairement suivant ’axe des z et on suppose que I’on dispose de deux échelles spatio-temporelles
différentes, c’est-a-dire que 1’on suppose A de la forme

Az, y, 2,t) = uc(z,y, ez, et) e F= =) (1.18)
ol le paramétre € s’écrit
Wp,0 kyp
= =22 P 1.19
T R (1.19)

En tenant compte de la relation de dispersion

K=k — k2 avec ko= % (1.20)

un calcul rapide montre que u, est solution de

9%u, 1 9%u ou w ou
2 £ 2 3 . £ . € 2
-5 8t2 + 2Z€k 62’ + 2157 8t + kpug

C
n 2
e (WM) e Pl a|u5|2> (1.21)
p b)

€
: 292 022 42 < 0z
ol Y. = /1 + |uc|?. Grace aux relations
ek =kpv1—e2, el = k,
c

et aprés une renormalisation avec des constantes fixes par rapport a e des variables z, y, z et t, on obtient
finalement

2 2
A, 422l 200U o 50U o0t
022 ot2 0z ot
E (1.22)

1 A ue 0%u U Aluc)?\?
:<—1>u5+”€u6+52 > ‘; —&? 54< a7\
Ve Ve 272 0z Az 0z
L’hypothése € < 1 signifie que la fonction wu.(x,y,ez,et) varie lentement suivant les variables z et ¢
par rapport a 'onde plane e*(¥2=%)_Elle revient a supposer que dans I'équation (1.22), on peut négliger

les termes &2 6;;25 et 8;;@5. Physiquement, cela veut dire que I'on est en présence d’un plasma sous-dense.
Ainsi, en prenant formellement ¢ = 0 dans Péquation (1.22), on aboutit a I’équation de Schrodinger

relativiste suivante

ou U 1
22—+ A u— —r--A (V1 + )+ (1 - ——)u=0. 1.23
Yor T T e 1 ful) ¢ 1+|u\2)u (1.23)
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Interactions laser-plasma

1.2 Le probléme de Cauchy pour des équations de Schrodinger
quasi-linéaires
Le deuxiéme chapitre de ma thése traite du probléme de Cauchy pour ’équation de Schrodinger
quasi-linéaire (1.23)

- 0u _ u 2 o 1 _
{ 2igy + Au \/WA(\/1+|U| ) +u(l \/W) 0

u(z,0) =ap(x) z€RYN; 0<t<T

(1.24)

ou la dimension d’espace N est quelconque et ag représente la donnée initiale. Cette équation a été déja
étudiée par A. de Bouard, N. Hayashi et J.C. Saut (voir [BHN99|, [BHS97]). Dans [BHS97], les auteurs
montrent que le probléme de Cauchy (1.24) est bien posé dans H6(RY) si N = 1,2,3 et si la donnée
initiale ag est suffisamment petite. De plus, ils prouvent qu’en dimension N = 2,3, il existe une unique
solution globale au probléme (1.24) dans C([0, +-oc[; H8(RN) N WES(RYN)) si ag est suffisament petite.
Enfin, en dimension 1, ils montrent que (1.24) est localement bien posée sans hypothése de petitesse sur
la donnée initiale.

Aprés ces travaux, M. Poppenberg (voir [P01]) a étudié 1'équation de Schrédinger suivante
iug + Au+ uh (JuH)AR(u?) = V(z)u — ug(jul?) =0 (1.25)

ot V est un potentiel donné. Dans [P01], 'auteur montre, moyennant certaines hypotheéses sur h, g et
V que le probléme de Cauchy (1.25) est bien posé dans H>(RY) quelle que soit la dimension N sans
supposer aucune petitesse sur la donnée initiale. Le principal ingrédient de sa preuve est un théoréme de
fonctions implicites de type Nash-Moser combiné avec la théorie des semi-groupes hyperboliques.

11 est cependant possible de montrer que le probléme (1.24) est bien posé quel que soit la dimension
d’espace N dans des espaces de Sobolev de régularité finie et sans restriction de taille sur la donnée
initiale. Plus précisément, le résultat s’énonce de la maniére suivante

Théoréme 1.2.1. Soient N > 1, s =3 si N =1 et s = 2[%} + 2 si N > 2 et supposons que ag €
HT2(RN). Alors, il existe un temps T > 0 et une unique solution u au probléme de Cauchy (1.24) telle
que

we L0, T; H*2(RY)) n C([0, T); H*(RY)).

On peut étendre ce résultat a la classe d’équation plus générale de la forme suivante
0 ,
205+ A — 2l () A(h([uf?)) + ug(|uf?) =0, (1.26)
ou g et h sont des fonctions & valeurs réelles réguliéres et ou h vérifie la condition

3C), >0, VseRy, 1—4sh?(s) > Cph'*(s). (1.27)

La condition (1.27) assure en particulier que le terme Au — 2uh’(|Ju|2)A(h(|u|?)) est elliptique et permet
de mettre en oeuvre la méthode d’énergie utilisée. Il est a noter que ces hypothéses sont aussi utilisées
par M. Poppenberg dans [P01].

Pour montrer ce résultat, on utilise la méthode introduite dans [BHS97]. On commence par réécrire
I'équation (1.24) en un systéme en (u,u). Ensuite, pour linéariser le terme quadratique en Vu, on dérive
(1.24) par rapport a I’espace et au temps pour obtenir un systéme en ug, ..., Uy 42 Ol

Ou f(Iuolz)B;Z, s = 10 Ay,

VvV 1<j5<N, uj:%, UNf1 = €
J
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Ici, f et g jouent le role de transformation de jauge (voir [H095]). Ces transformations sont utiles pour
pouvoir effectuer des intégrations par parties dans les estimations d’énergies. Enfin, la méthode consiste
a appliquer un théoréme de point fixe au nouveau systéme obtenu. Le fait de travailler avec une seule
dérivée en temps nous permet de considérer des espaces de Sobolev plus simples que dans [BHS97] ce qui
nous permet de supprimer les hypothéses de petitesse sur les données initiales.

1.3 Approximation de I’équation de Schrodinger non-linéaire re-
lativiste par une équation de Klein-Gordon

Le but de cette partie est de regarder en détail 'approximation ¢ < 1 faite sur 'onde électromagné-
tique A, & savoir que si 'on introduit deux échelles spatio-temporelles différentes, alors on peut négliger
les dérivées secondes suivant z et t de u. Plus précisément, on aimerait pouvoir justifier le passage de
léquation (1.22) a I’équation (1.23) en procédant de la maniére suivante : trouver des solutions u. de
(1.22) qui convergent vers de solutions de (1.23) dans un espace L>°(0,T; H®). Les solutions u. consi-
dérées devront alors avoir un temps d’existence indépendant de ¢ et devront avoir des données initiales
ue(+,0) de taille elles aussi indépendante de ¢.

Ce programme a été appliqué sur une équation modifiée réduite en dimension 2

T Ou,

N
a2 o

e 4 Au, = (1 . 1) e+ D, (1.28)

Ve 3

En prenant formellement ¢ = 0 dans (1.28), on obtient & nouveau formellement 1’équation de Schrodinger
(1.23). L’équation (1.28) posséde des solutions u. quelle que soit la valeur du paramétre £ qui convergent
dans un espace approprié vers des solutions de I’équation (1.23) lorsque ¢ tend vers zéro, sous certaines
restrictions sur leurs données initiales.

Tout d’abord, 1’équation (1.28) a la forme d’une équation de Klein-Gordon. En effet, si on pose

1t
Us(xayat) = us(z,y,t) eXp(?)

alors on peut montrer que v, vérifie ’équation de Klein-Gordon suivante

0%v 1 1 A
—g2 5‘1528 + Av, — 5—2116 = ( — 1) Ve + e Vg (1.29)
1> 1>

avec les conditions initiales

va(xayvo) = U%(x»y)

1
315?15(3373/’ 0) = ui(x,y, Z) + Z?US(CE, y)

D’aprés [KP83], si les données initiales v§ et v sont petites dans des espaces adéquats, alors le probléme
de Cauchy (1.29) est globalement bien posé dans C([0, +oc[; H*(R3)) N C1([0, +oo[; H*2(R3)) pour un
certain entier s. En revenant a u., on peut alors montrer que (1.28) admet une unique solution w. qui
tend vers zéro avec ¢ dans les espaces L>°(0,T; H*(R?)). De méme, en utilisant les estimations d’énergies
classiques concernant les équations d’ondes, il est possible de montrer les deux assertions suivantes :
1) le probléme de Cauchy (1.28) est localement bien posé dans L>(0, 7., H*(R?)) sans supposer au-
2

cune restriction de taille sur les données initiales avec un temps d’existence T, = ———= - .
("uOHHS(RZ)‘H‘u1||Hsfl(R2))

2) le probléme de Cauchy (1.28) est localement bien posé¢ dans L°°(0,T, H*(R?)) avec un temps
d’existence T' = 1 mais pour des données initiales vérifiant ||[u§||gs w2y + |[u]||g=—1(m2) < h(€) ou h(e)
tends vers zéro avec e.

18



Interactions laser-plasma

Dans la premiére assertion, le temps d’existence tend vers zéro avec ¢ alors que dans la seconde, on
demande aux données initiales d’étre de I'ordre de €2. Finalement, on commence par montrer le résultat
suivant :

Théoréme 1.3.1. Supposons que u§ € HS(R?) et que us € H'(R®). Alors il existe deuz constantes 6.

(0c ~ 2752) et M > 0 indépendante de ¢ telles que si ||[uf||g7 2y < O, alors il existe un temps T > 0
indépendant de ¢ tel que (1.28) admet une unique solution u. vérifiant

u. € L*°(0,T; H¥(R?)) N C([0, T]; L*(R?)).

De plus,

sup. ([huelFrs sy + &0ty +110F el oo ) < M-
tel0,

Pour montrer le Théoréme 1.3.1, on va considérer I’équation (1.28) comme une perturbation de 1’équa-
tion de Schrédinger relativiste (1.23), c’est-a-dire que dans (1.28), le terme £20?u. sera traité comme un
terme perturbatif. C’est pourquoi, on va utiliser la méthode introduite dans le Chapitre 2, & savoir que
Pon va commencer par transformer (1.28) en un systéme en (u., ). Ensuite, on dérive ’équation obtenue
par rapport a 'espace et au temps pour obtenir un nouveau systéme oil les inconnues s’écrivent

2
Uo = Ue, Uj = OjUe, V1< 5<2) ug = ed(luol )Aus, Uy = K Aue, us = 5‘t2Aus.

Comme dans le Chapitre 2, la fonction ¢ joue ici le role de transformation de jauge Les équations vérifiées
par uy4 et us, sont traitées a I’aide des estimations d’énergie relatives aux équations d’ondes La fin de la
preuve consiste a appliquer un théoréme de point fixe.

Une fois montré le Théoréme 1.3.1, il est possible d’étudier la convergence de u. vers la solution
de (1.23) ayant pour condition initiale u(z,y,0) = ug(z,y) sous les conditions que u§ et u§ vérifient les
hypothéses du Théoréme 1.3.1, que ug vérifie les hypothéses du Théoréme 1.2.1 et que ug converge vers
up dans I'espace de Sobolev HY(R?). Plus précisément, on montre

Théoréme 1.3.2. Soient (uf) et (uS) deuz suites bornées respectivement dans HS(R?) et H™(R?) véri-
fiant
u§ — ug  dans HO(R?) et u5 — 0 dans H'(R?).
e—0 =0

On suppose de plus que |[uf||g7r2) < 6c 0t 6 est donné par le Théoréme 1.3.1. Soient alors u. la solution
de (1.28) donnée par 1.3.1 et u la solution de (1.23) donnée par 1.2.1. Alors il existe un temps T commun
d’existence a ue et u tel que

Ue —u —3 0 dans L>(0,T; H%(R?)).
e—
La preuve du Théoréme 1.3.2 repose sur 'estimation d’énergie utilisée dans le Chapitre 2. Les deux

points essentiels sont ici d’utiliser le fait que les solutions u. de (1.28) possédent un temps commun
d’existence et sont bornées dans L>°(0,T; H®(R?)) avec une borne indépendante de €.

1.4 Stabilité des ondes stationnaires en dimension deux d’espace
pour des équations de Schrodinger quasi-linéaires

Dans ce chapitre, on s’intéresse & I'existence et a la stabilité d’ondes stationnaires de la forme wu,, =
e“to,(z) ot x € R% ¢t > 0 qui sont solutions de I’équation (1.24). On suppose ici que la dimension
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de l'espace est égale a 2. En effet, en dimension 1, le probléme de 'existence et de la stabilité d’ondes
stationnaires pour l'équation (1.24) & déja été résolu par I.D. Iliev et K.P. Kirchev dans [IK93]. On
demande & la fonction ¢,, d’étre un état fondamental de I’équation

0]
Ap — ——=A(y/ 2 —
¢ e (V1+19[?) + o1

c’est-a-dire une solution qui minimise ’action S,

Su0) =5 [ (1ol = [P(TFTPE = (VI TP = 1F) do+e [ [ofds

parmi toutes les solutions de (1.30,). Il apparait difficile de travailler directement sur la fonctionnelle
S,, car celle-ci ne controle pas la norme H'!, c’est-a-dire qu'une borne sur S,,(¢) ne fournit pas de borne
H! sur ¢. Par contre, on peut remarquer que si I'on effectue le changement de fonction y = argsinh(¢),
on se raméne a l’équation elliptique

2w = 0, (1.30,,)

1
NiEarEl

—Ayx = (1 — 2w)sinh(x)cosh(x) — sinh(x), (1.31)
a laquelle on peut associer 'action suivante

1

T, = 5/ (IVx|? = (cosh(x) — 1)?) d:c+w/ [sinh(x)[*d,
R2 R2

(les fonctions sinh, cosh et argsinh désignent respectivement le sinus hyperbolique, le cosinus hyperbolique
et la fonction réciproque du sinus hyperbolique). Il existe un lien trés fort entre ces deux équations : on
peut effectivement montrer qu'une fonction ¢, est un état fondamental de (1.30,,) si et seulement si
Xw = argsinh(¢,,) est un état fondamental de (1.31,). De plus, en dimension 2, I'inégalité de Trudinger
démontrée dans [095] permet d’estimer la norme L' de (elX!” — 1) en fonction de la norme H! de x. En
conséquence, la fonctionnelle T}, controle cette fois la norme H!.

On va donc plutdt travailler sur ’équation (1.31 ), tout en sachant que de nombreux résultats relatifs
a Péquation (1.30,,) seront déduits des résultats obtenus sur (1.31,). Par contre, on peut noter qu’en
dimension supérieure o égale a trois, les termes (cosh(y) — 1)? et sinh?(x) ne sont pas a priori dans
I'espace L'(R?), ce qui rend 1’étude de I'existence des ondes u, beaucoup plus délicate.

En utilisant des résultats de H. Berestycki, T. Gallouét et O. Kavian ([BGK84]), on peut alors montrer

Théoréme 1.4.1. [l existe une constante Wpq, telle que pour tout w dans 0, wmaz |, il existe une solution
¢, de Uéquation (1.30,,) vérifiant

i) ¢, >0 dans R?,

1) ¢, est radiale, symétrique et décroissante par rapport 4 r = |z,

iii) ¢, € C*(R?),

iv) Ya € N?, |a| <2, J(ca,da) € (RY)?, tels que pour tout x € R?,

D% ()| < Coe %17,
v) Pour tout ¢ solution de (1.30,,), on a Sy(dy) < S, (P)

Ensuite, il apparait naturel d’étudier 'unicité des états fondamentaux ¢, cette propriété étant par
ailleurs utile pour 'analyse de la stabilité. La encore, le résultat découlera de I'unicité des états fondamen-
taux de I’équation (1.31,). Ce genre de probléme a déja fait 'objet de nombreuses études. On peut citer
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en particulier les travaux de Adimurthi ([A98]), L. Erb et M. Tang ([ET97]), K. McLeod (]M93]), L.A.
Peletier et J. Serrin ([PS83]) ou encore de M.K. Kwong ([K89]). P. Pucci et J. Serrin ([PS98]) ont étudié
le cas d’une nonlinéarité qui croit exponentiellement & I'infini, ce qui est bien siir le cas pour 1’équation
(1.31,). Ainsi, des travaux de P. Pucci et J. Serrin, on peut facilement déduire le théoréme suivant :

Théoréme 1.4.2. Pour tout w €]0, Wmaz[, I'équation (1.30,,) posséde un unique état fondamental, aux
translations et multiplications par e’ (0 € R) prés.

Une fois montré les Théorémes 1.4.1 et 1.4.2, nous possédons tous les ingrédients pour étudier la
stabilité des ondes stationnaires u,. En dimension 1, dans [IK93], les auteurs ont montré la stabilité
orbitale de l'onde u,, en utilisant les méthodes spectrales introduites par M. Grillakis, J. Shatah et W.
Strauss (|GSS90]).

En dimension 2, cette méthode parait peu adaptée & cause de la difficulté & calculer le spectre de
lopérateur linéarisé autour de ¢,,. C’est pour cela que 'on a choisi la méthode de minimization de T.
Cazenave et P.L. Lions ([CL82]). Introduisons I’énergie E associée a (1.30,,)

B(6) = S.(¢) ~w [ |oPda.

La méthode consiste a étudier les minima de I’énergie F sous la contrainte d’un invariant de I’équation,
ici la norme L2. Elle repose sur le principe de concentration-compacité introduit par P.L. Lions dans [L84].
Cependant, comme on ’a déja remarqué, la fonctionnelle £ ne contrdle pas la norme H'. En d’autres
termes, il est possible de construire une suite (¢, )nen telle que pour chaque n, ¢, est dans Pespace
H'(R?), la suite (E(¢n))nen est bornée mais dont la norme L? du gradient tend vers +oo. De plus, la
fonctionnelle E n’est pas continue sur H*(R?).

Pour ces raisons, on est obligé de travailler avec ’équation (1.31,) et surtout avec son énergie F'

F() =T —w [ [sinh(o[ds.

En conséquence, on ne montrera pas un résultat de stabilité orbitale pour les ondes u,, mais un résultat
un peu plus faible portant sur argsinh(|u,|). Le résultat est le suivant

Théoréme 1.4.3. Pour w €]0,wmaz[, on définit u,(x,t) = e“to,(x) ou ¢, est un état fondamental
de (1.30,,). Alors, il existe un sous-ensemble infini Q de |0, wWmaz| tel que pour tout w € Q, u,, vérifie
la propriété suivante : quel que soit € > 0, 3§ > 0 tel que si ag € HO(R?), ||ag — bullrz@ey < 6 et
|E(ap) — E(¢y)| <6, alors la solution u(x,t) de l’équation (1.24) avec pour donnée initiale ay définie sur
[0, T] vérifie

sup inf ||argsinh(|u(-,t)]) — argsinh(|¢w (- — y))||m1(r2) < €

telo,1] YER?
et

sup |E(u(-, 1)) — E(lu(- 1)) <e.
te[0,T)

Le théoréme ci-dessus n’est pas valable pour toutes les valeurs possibles du paramétre w dans |0, Wyqaz|
pour lesquelles il existe des ondes stationnaires .

En effet, une condition nécessaire pour que l'onde u,, soit stable est que x, = argsinh(¢,,) soit un
minimum de 1’énergie F'. Un des problémes importants pour ce genre d’étude est de pouvoir relier w
et p = fR2 Sinh2(xw)dx. Tout d’abord, grace au Théoréme 1.4.2, il est possible de définir © comme une
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fonction de w. Cependant, on aimerait faire I'inverse, a savoir définir w comme une fonction unique de u.
Cela revient & montrer que le probléme de minimisation suivant

inf F(x) oa M,= {X € H'Y(R?) / sinh?(y)dz = ,u}
XEM,, R2

posséde une unique solution (aux rotations et translations pres).

Par exemple, dans le cas de I’équation de Schréodinger cubique, il existe un changement d’échelle qui
permet de le faire (voir [C94]). Lorsqu’il n’existe pas de tel changement, ce qui est bien sir le cas pour
I’équation qui nous intéresse, le probléme apparait beaucoup plus délicat.

En d’autre terme, il est possible que pour une valeur de p donnée, il existe deux états fondamentaux
Xw; €t Xw, avec wy # wy tels que

/ sinh?(x, )dz = / sinh?(x., )dz.
R? R?

Des simulations numériques ont été effectuées sur ’équation (1.31 ) par L. Di Menza : il a notamment
tracé la courbe représentant la norme L? des fonctions sinh(y,,) en fonction du paramétre w. Il a obtenu
une courbe strictement croissante, ce qui tendrait & prouver, qu’au moins dans le cas de I’équation (1.31 ),
il soit possible de relier de maniére unique w et u. C’est-a-dire, il apparaitrait raisonnable de montrer
qu’il existe une valeur critique w, telle que le théoréme de stabilité 1.4.3 soit vrai pour toutes les valeurs
de w comprises dans 'intervalle Jw,, wmax|. Ceci reste un probléme ouvert.

Nous montrons seulement ici qu’il existe un ensemble infini  inclus dans ]0, wmax| pour lequel on a
effectivement stabilité des ondes u,,.

Il reste a noter que d’une maniére générale, il n’est pas toujours vrai que les ondes solitaires u,, soient
stables pour toutes les valeurs du paramétre w. Par exemple, considérons I’équation

iug + 02u + auP " u + blu|Tru = 0 (1.32)

o a,b sont des réels, z € Ret 1 < p < ¢ < +o0. Dans [095], M. Ohta a montré que si a et b sont positifs
et si ¢ =2p — 1, alors u,, est stable pour w proche de 0 et instable pour de grandes valeurs de w.
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Chapitre 2

L’effet Raman.

La construction de lasers de plus en plus puissants, comme le laser Méga-Joule en cours de dévelop-
pement actuellement au CEA-Cestas, est en train de rendre la fusion par confinement inertiel accessible
a D’échelle expérimentale du laboratoire. Le principe de base est le suivant : une chambre contenant un
plasma et une cible deuterium-tritium est soumise & un flux laser. Une réaction de fusion intervient alors
entre les deux éléments dégageant une énergie considérable, censée étre récupérée puis étre réutilisée par
la suite. Lorsque le laser pénétre dans la chambre, une multitude de phénoménes physiques se produisent
et sont susceptibles de modifier la réaction entre le deuterium et le tritium. Ils entrainent une modifica-
tion en profondeur des caractéristiques de ’onde laser incidente : phénoménes de déviation du faisceau,
création d’ondes de type Brillouin et Raman, effet Landau.... Le rendement de la réaction de fusion, qui
se calcule en comparant ’énergie nécessaire & produire ’onde laser et I’énergie que I'on récupére en fin de
réaction, se trouve ainsi grandement modifié par ’existence de tous ces phénoménes. Il est donc primor-
dial d’essayer d’en comprendre les mécanismes en introduisant des modéles capables de rendre compte
de leurs effets. Le but étant, sur le long terme, de minimiser leurs effets sur la production d’énergie.

C’est dans cette optique, qu’en collaboration avec T. Colin, nous avons étudié un de ces effets non-
linéaires qui intervient lorsqu’une onde incidente laser se propage dans un plasma : l'effet Raman. C’est
un phénomeéne d’interaction a trois ondes, 'onde laser incidente, I’onde plasma-électronique et I'onde
Raman, dans lequel les champs Raman croissent de maniére exponentielle au moins en temps court.
L’idée de départ est de construire des systémes de type Zakharov décrivant cette interaction. Notons
qu’un premier systéme de ce type a été présenté dans [DRR99]| dans le cas oi 'onde Raman est colinéaire
a l'onde incidente et se propage en sens inverse. Dans [5], nous avons montré comment dériver un tel
systéme en appliquant des méthodes de type optique diffractive "a la Joly-Métivier-Rauch" ([JMR93])
aux équations d’Euler-Maxwell. On a alors montré comment résoudre localement en temps le probléme
de Cauchy associé et mis en oeuvre dans [6] une méthode de résolution numérique (basé sur les méthodes
de [G92] et [B98]) ainsi qu’une analyse semi-classique permettant d’évaluer les taux d’amplification de
chacun des champs. Dans un deuxiéme temps, nous avons repris cette étude en supposant cette fois que
les champs pouvaient avoir une vraie configuration 2D. Ainsi, dans [14], nous mettons en évidence deux
nouvelles directions de propagation privilégiées, non-colinéaires a 1’onde laser incidente, correspondant
a deux nouvelles composantes Raman qui se propagent vers I'avant. La suite de ce chapitre comporte 4
sections dans lesquelles je vais exposer en détail les résultats enoncés ci-dessus, en commencant par la
présentation de la situation 2-dimensionnelle qui englobe, en un certain sens, le systéme étudié dans [5].

2.1 Interactions laser-plasma : Les systémes de type Zakharov.

2.1.1 Présentation du systéme.

Dans cette partie, nous présentons comment obtenir un systéme d’équations multi-dimensionnel dé-
crivant une interaction & 3 ondes. La situation physique est la suivante : lorsque une onde incidente Ay
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de vecteur d’onde et de pulsation (Ky,wp) pénétre dans un plasma, une partie de son énergie est rétro-
diffusée sous la forme d’une onde Raman Ag de vecteur d’onde et de pulsation (Kg,wg). Ces 2 ondes se
combinent pour créer une onde plasma-électronique Ey de vecteur d’onde et de pulsation (K71, wpe + w1).
Enfin ces 3 ondes interagissent pour provoquer une variation basse fréquence de la densité des ions p
qui a elle-méme une influence sur les 3 ondes précédentes. On suppose pour le moment que les vecteurs
d’onde sont dans R2. L’interaction est effective lorsque les conditions suivantes sont réunies (on note | - |
la norme euclidienne de R?) :
o (Koy,wp) et (Kr,wr) satisfont la relation de dispersion pour les ondes électro-magnétiques

wi :wze+02|Ko|2, (2.1)
w? :w§e+c2|KR|2, (2.2)

ou c est la vitesse de la lumiére dans le vide,
o (K1, wpe +w1) satisfait la relation de dispersion pour les ondes plasma-électroniques

(wpe+w1)2 :w[2)e+rut2h|K1‘2? (23)

ou vy, est la vitesse thermique des électrons,
e les données vérifient la condition de résonnance

Wy = Wpe +wWr + wi, (2.4)
Ko=Kp+ K. (2.5)

Puisque Ko, wo, wr, ¢ et vy, sont fixés, nous disposons donc de 4 inconnues (wgr, Kgr, wi, Ki) et
des 4 équations (2.2)-(2.5). La méthode consiste a identifier les directions correspondantes a des taux
d’amplification maximum. En effet, du fait de la croissance exponentielle des composantes Raman, seules
ces directions précises sont a envisager. Deux approches sont alors possibles. Dans [5], nous avons adopté
une approche 1D : les vecteurs d’ondes sont tous portés par ’onde incidente Ay, ce qui permet de montrer
Pexistence d’un champ Raman Ag rétrodiffusé correspondant & un taux d’amplification maximum. Dans
un cadre plus général ot les vecteurs sont dans R?, la situation s’avére beaucoup plus riche. En effet,
une des solutions du systéme (2.1)-(2.5) correspond & la configuration ou les vecteurs d’ondes Ky, Kg et
K sont colinéaires. Cette solution décrit 'onde Raman rétrodiffusée, que 'on notera Ag, dans la suite.
Cependant, il est aussi possible de montrer, au moins numériquement, que ce systéme posséde une infinité
de solutions dans le plan parmi lesquelles deux directions privilégiées, symétriques par rapport a ’onde
incidente mais non-colinéaires a celle-ci, correspondent & un maximum d’amplification des champs Raman.
Pour écrire le systéme de Zakharov, nous nous sommes donc intéressés a ces 3 directions privilégiées
d’amplification. Deux nouveaux champs Raman Ag, et Ag; se propageant vers I'avant sont ainsi mis en
évidence dans ce travail. Le systéme complet s’ecrit

) k2 k2 kg w?

z(at + w—goaz)Ao + (ng - Wgaﬁ)/xo - ﬁpflo (2.6)

- V- EH (AR1€—191,1 MRy + a(AR2e—191,2 + ARge—lel‘gs)i)7

| KR, | | KR, |
i<3t+wi1k£0KRl ~V)ARl+m(62k(Q) _i};f<KRl .V)2>A31
— &Mm — V- EjjAge® é’;', (2.7)
i(@t + C;kf)o Kp, - V)AR2 + m (c2k§A - i;f(KRz ~V)2>ARZ
- 2:;%}%2;9,41%2 —aV - A’ uk«ir (2.8)
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crk?

2k
(80 + S Ky V) Agg + (*h8a = S50 (Kny - V)°) Ars
szo QUJRQ(.UO sz
2
Ype 4 10, 00 _FR3
= s —aV - E} A e’? s 2.9
2W0w32p A I | K Rrs (2.9)
k
10, E) + i A E = 7PE||+V<A0 * ity R
Wpe |KR1|
k
+a(AoAR, ””+A0ARS D) ). (2.10)
|KR2|

4 € € €
(82 o C2A> m‘ WoWR, A<|E‘ |2 Wp |A0|2 Wpe |A 1|2
m; wpe wo WR

wpe

(1AR|* + | Arg )). (2.11)

2

Les notations adoptées sont les suivantes. Les vecteurs d’ondes sont 2D et on suppose que ’onde incidente
Ay est portée par 'axe des x :

k k k kps
K0<00>aKR1(€:1>>KR2<£§2>7KR§<E§:>a

011 =K1 X —wiat, 010 =K1 2 X —wipt, 0125 = K95 - X — w2t

WR

o = L. Les constantes cs, m. et m; désignent respectivement la vitesse du son, les masses des

WRo

électrons et des ions.

2.1.2 Description de la méthode.

Nous expliquons maintenant comment obtenir un tel systéme. Tout d’abord, justifions le choix de la
forme (K7, wpe +w1) dédiée a 'onde plasma-électronique. La vitesse thermique vy, étant petite devant la
vitesse de la lumiére dans le vide (v, < ¢), les allures des graphes des relations de dispersions (2.1) et
(2.3) sont trés différentes, celle de (2.3) étant beaucoup plus plate a origine que celle de (2.1) comme on
peut le voir sur la figure 2.1. En conséquence, concernant le graphe de (2.3), on en déduit que quel soit la

FIGURE 2.1 — Tracé (w en fonction de |K\) de la premiére partie des relations de dispersion (2.26) (ligne
pointillée) et (2.27) (ligne continue) avec w2, = 1, ¢* = 1 et v, = 0.01.

25



Interactions laser-plasma

valeur du vecteur d’onde | K|, la valeur de w correspondante restera proche de wy.. Pour cette raison, on
introduit une pulsation w; vérifiant wy << wp., qui rend compte des petites fluctuations de w = wpe + w1
lorsque K = K7 décrit un ensemble continu de valeurs.

Partant de cette constation, la méthode consiste & décomposer chaque champ F' sous la forme (la
notation c.c. désigne le complexe conjugué)

F = Foei(Ko‘X—wot) +FRei(KR~X—th) +Fee—iwet +e.c,

et d’injecter cette décomposition dans un systéme d’Euler-Maxwell en collectant les différents coefficients
des termes temporels oscillants en e~ ™ot =it ot ¢~Wret Cela conduit aux résultats suivants :

1) pour la partie linéaire, chaque composante satisfait une équation de Schrédinger avec sa propre
vitesse de groupe et ses termes de dispersion,

2) pour la partie non-linéaire, on garde seulement les termes résonnants, ce qui introduit un déphasage

sous la forme ei(Kl'Xfwlt). Ce terme traduit deux phénoménes différents : le premier est que K; peut

prendre un ensemble continu de valeurs et le second exprime le fait que la relation wy = wgr + wpe n’est
pas vérifiée et que 'on doit introduire un terme correctif w; << wye pour obtenir la relation exacte (2.4).

Les équations d’Euler-Maxwell décrivent de maniére générale 1’évolution du champ électromagnétique
dans un plasma. Le plasma peut étre modélisé par un systéme de deux fluides (un pour les ions et un
pour les électrons) et le systéme s’écrit

(no + ne) (Otve + ve - Ve — (ng + ni)v;) , (2.12)
T, 1

(ng + ne) (Opve + ve - V) = _Je Vne — c(no + ne) (E+ —v. x B), (2.13)
me Mme C

(no + 12 (Byvs + v1 - Vo) = — iy, 4 S0t L gy (2.14)
m; m; c

atne +V. ((nO + ne)ve) = 07 (215)

8tni + V- ((Tl() + nl)vl) =0. (216)

Les équations de Maxwell sont écrites en termes de champs électro-magnétiques pour 1’étude des ondes
plasma-électroniques

OB+ cV x E=0, (2.17)
OE — ¢V x B = 4me((no + ne)ve — Z(ng + ni)v;), (2.18)

et en termes de potentiel dans la jauge de Lorentz pour I’étude des ondes électromagnétiques

Oup =V - A, (2.19)
O A+ cE = cV, (2.20)
WE — eV x V x A = 4me((no + ne)ve — Z(no + ni)vi) (2.21)

ou Z désigne le nombre atomique des ions. En négligeant la contribution des ions dans les équations
d’Euler (m; > 103m,.), et en lindarisant les équations autour de la solution nulle, on obtient

noOVe = —%—TeVne _ E, (2.22)
Me Me

8me + TLov Ve = 0, (223)

0:B+cV x E =0, (2.24)

0:E — ¢V X B = 4mengu,. (2.25)

On cherche alors des solutions du systéme (2.22)-(2.25) sous la forme d’onde plane et K- X—wt) (ve, Ne, B, E)
Deux types d’ondes peuvent se propager dans le milieu :
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i) Les ondes longitudinales pour lesquelles K est parallele & E (ondes plasma-électroniques). Elles
satisfont la relation de dispersion

w? = w2, + v K7, (2.26)

2
9 dme‘ng YeTe
wpe = ) Uth = .
Me Me

ii) Les ondes transverses pour lesquelles K est orthogonal & E (ondes électromagnétiques). Leur
relation de dispersion s’écrit

avec

w? =w?, + K[ (2.27)
Le champ électromagnétique total est alors cherché sous la forme
B By , B,
J
E_1 B e wret 4 Z L R + c.c. (2.28)
v v J
€ 5” j=1 ,Uel
Ne Tle||

ol || correspond & la partie paralléles et L a la partie transverse. De plus , pour tout 1 < j <2,

w? =wl, + 7| K% (2.29)
En injectant (2.28) das (2.23)-(2.27), on obtient pour la partie longitudinale
Vell = i reng DIl Bl =05 mey = — 2V - By,
et pour la partie transverse
. e . . -w . n
vl = m—ecAi, F = Z?]Aj_. (2.30)

Notons au passage qu’on obtient aussi I’équation suivante

2
4meng

7Z'WjEi+CKj XKj XAj = — Ei

MeWs;

qui permet de montrer que EL Ajl et vg | sont orthogonaux & Kj;
A partir de maintenant, on utilise la notation A pour les champs de vecteur et on réserve la notation
A pour les champs scalaire. L’équation satisfaite par chaque champ électromagnétique (Bo7 Eo, VeO) et
(BR, Er, veR) est, en utilisant le potentiel vecteur A (A=Aq ou AR)
D?A — PAA = —4drec(ng + ne)Ve.
On écrit
A _ AQgi(Kg‘Xfwot) +AR€i(KR.X7th) +C.C7
et on introduit les potentiels scalaires Ag and Ar de Ag et AR par rapport a Kj et K f%y
140:.P[(d_A07 AR:PKIJ%AR’
ol PKé et PK}% désignent les projections orthogonales sur Ky et K }J%-. En regroupant les termes dépendant

de ei<K°'X_w°t) (resp. ei(KR‘X_th)) et en appliquant P 1 (resp. Py ) on obtient les équations suivantes
sur Ag et Ag

. c? 1 9 ct 2
z(@t + —K0~V)AO + —(c A -5 (Ko V) )Ao
wo 2w wj
27e? e o Ko Kgr
= Ao — B )Age 0 2 2.31
wome L0 T Deme. (V- B))Ae Kol [Kr|’ (2:31)
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i+ iKR V) Ap + QL(CM - C—i(KR V)*) An

WR wWr
27‘(62 ; KO'KR
= Ap — V.- E)Ageth 2.32
meep R 2mee( ”) 0¢ | Kol | Kg| ( )

Par le méme type de procédure, on obtient I’équation satisfaite par E (on renvoit a Particle [6] pour les
détails techniques)

2

2
i8tE||+ Uth VV'EH— ¢ VXVXEH
2wpe 2wpe
_ Wpe EWpe ( « iby KO'KR)
= —pE ———V|(ApA — ). 2.33
PPN T g2 Y AR R (2:33)

Pour la partie accoustique, I'obtention de I’équation d’onde sur p se fait de maniére plus classique et
on renvoit a [5].

2

1 w2,
(83—0§A>p:MA(|EH\2+ 2 (|40l + [ 4r]%) ). (2.34)

ou

g =—+—.

m; me

2.1.3 Directions de propagation correspondant & une amplification maximale
des champs.

Rappelons tout d’abord que leffet Raman est un phénomeéne d’amplification exponentielle (pour
des petits temps) des champs : en conséquence, seules les directions de propagation correspondant & une
amplification maximale sont prises en considération ici. La question est de savoir comment déterminer ces
directions priviégiées. Dans [5] et [6], on propose la démarche suivante. On commence par introduire une
version semi-classique du systéme (2.31)-(2.34), en supposant p = 0, puisque on se concentre uniquement
sur l'interaction & 3 ondes. On introduit ainsi un paramétre € qui décrit 'ordre de grandeur de l'inverse
de la fréquence des ondes. En réécrivant le déphasage 6, sous la forme

(Kl - X — wlt)

0 = ———,
S

on introduit une version semi-classique de (2.31)-(2.33) (voir [CO7])

i(o+ j)Ko V) Ao+ 5 —(e*A = S5 (Ko - V) ) Ag

wo 0

e o Ko-KR
=—¢ V- E|)Ape i 2.35
2w0me( ) An | Kol | Kg| (2:35)

. 02 € 2 04 2

z((?t + —wRKR : V)AR + Yon (c A — 2 (Kr-V) )AR

_ € RNt 04 ](0 i 1<R

R~ (V-Ejj)Ape TRollKal’ (2.36)

iatEH +e€

Ko Kp ) (2.37)

2
Uth AE, = €Wpe < * 161
=e———=V /(454 _
2w “2me \TOTRS R R
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(KX —wyt) . R .
En notant E|| = e’ c on obtient le systéme suivant

i(o+ iKo V) 4o+ ;—O(CQA - f%(KO -V)*) 4o

KR e
- i~ K, -EA
2wom€ r R|K0||KR|  2womme

Ko -Kgr
[ Kol Krl”

(V-E)AR (2.38)

. c? € 9 c* 2
Z(8t+7KR~V)AR+7(C A — T(KRV) )AR
WR 2WR wx
. (& KO -KR e
=i—K;-EYA —
Z2mee ! 0|K0HKR\ €2mee

Ky - Kpg

Do RR 2.39
Kol &) (2.39)

(V- €%) 4

02 02 02
(z@t (wl Vin ¢, 2) 1 Vih g, v)g L lth Ag
2Wpe Wpe 2wpe
. EWpe Ko - Kp

= Ap A 2.4
"2mec? ( ORI KK R (2.40)

« KO‘KR)

ew.
K P g( A 0 R
)KL+ o5 5 (4 ARl K gl

2mec
En effectuant un développement limité sur la relation de dispersion
(wpe + w1)2 = er + Ut2h|Kl|27

on peut écrire
2 2
vi | K
Vgl K|
2wpe

Ainsi 'équation (2.40) devient

Ko - Kgp
= (Ao )

EWpe Ko - Kgp
——V[(ApA 2.41
T o ( 0 R|K\|KR|) (2.41)

MeC

i(at Vih g V)5+5A8 — e

Wpe

2m

Enfin, en notant
wpe Kq-&
Ag, — e y , = ,
0, JR= . Ar f |

les équations (2.38), (2.39) and (2.41) deviennent au premier ordre en

fo=

€\K1|

2
<3t + iKo )fo ff cos(0), (2.42)
wo
6|K1|
2mew
2
(8t + MKI . V)f = €‘K1|
w

pe 2MeWpe

02
(00 + S Kn-V)fn= oo o cos(0), (2.43)
WR

fofr cos(0), (2.44)

ou 6 désigne 'angle entre les vecteurs Ky and Kg. Une analyse de Fourier permet d’étudier la stabilité
de la solution (fy,0,0) ou fy est constante

—~ —~  elKy| , =
Oifr+i—& Krfr = fof*cos(0) (2.45)
WR 2Mmewpr
—~ w2 — e| K1
oL f* +zﬁ§~K1 fr= S, f0 Freos(0) (2.46)
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Pour découpler les équations (2.45) et (2.46), on applique l'opérateur 9; + z § K; sur (2.45) pour
obtenir, en utilisant (2.46)

. vQ 02 —
O fr+ i(lKl + @KR) 80 SR
Wpe

) ( 22 € K€ ) 62|K1\2|f0|20052(9))f; _o. (2.47)

2
WpeWR AMmZwRrWpe

Le discriminant associé a I'équation (2.47) est égal a

v? c? cv? e?|K1|%| fol?cos?(9)
A=—(("LK +—Kg)- a(— (e K (- K AL
((wpe L WR R) 5) + (wpe WR (f 1)(5 R) + 4m§wape )
e?|K1|?|fol?cos?(6) v? c? 2
=4 —((HK, — —Kg)-€) . 2.4
AmZwrwpe ((wpe ! WR R> 5) (248)

Il est clair que (2.48) atteint son maximum pour

Uch 62
& (K= —Kn) =0, (2.49)

Wpe

ce qui signifie que le taux d’amplification des solutions de (2.45) et (2.46) est maximal lorsque ¢ satisfait
(2.49). Le taux d’amplification est alors proportionnel a

En rappelant que

k k k
KOZ(OO>7KR:<£§>7K1:<€11>7

les relations de dispersion (2.26) and (2.27) deviennent, en adimensionnant le systéme suivant wp, et

u)pg

wg =1+ kZ,
wh =1+ (k% +0%), (2.50)
(1+wi)? =1+ p?(k? + £2),
ou Vin
p=—<<1
C

Le taux d’amplification s’écrit alors
k2 + 02 k
Vit 5 N 7 B (2.51)
V1L + 06\ kE+ 06
ou encore, en utilisant le fait que kg = ko — k1,

VE+ 062 ko — k

T VIt - F )2+ Bk — R+ B

A kg fixé, le probléme revient donc & maximiser le coefficient 5 sous la contrainte

\/1+k2=\/1+(k0—k1)2+€§+\/1+p2(k§+[4{). (2.53)
Nous avons choisit de résoudre ce probléme numériquement et les conclusions sont les suivantes :
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18 10

FIGURE 2.2 — Tracé de 8 en fonction ¢; avec p = 0.01 dans le cas k < 0.

e pour la composante rétrodiffusée du champ Raman (k1 < 0), le maximum est atteint pour ¢; = 0,

ce qui correspond au cas ou la direction d’amplification maximale est colinéaire a ’onde laser incidente
(voir la figure 2.2). Ce cas est traité dans [5].

e pour la composante se propageant vers U'avant (k; > 0), on s’apercoit dans la figure 2.3, que le
maximum de [ est atteint pour ¢; > 0. Le champ Raman fait ainsi un angle non nul avec la direction
de propagation. Nous montrons donc ’existence de 2 nouvelles directions de propagation privilégiées,
symétriques par rapport a ’axe de propagation. Il reste donc & introduire les 3 vecteurs d’ondes Raman

correspondant aux solutions de (2.52) — (2.53)

avec

c’est-a-dire

Kpg

1

(

le _
LR, > » K, = (

kR,

lr

2

)=

kRS
CRs

Ko = Kgr, + K11 =Kg, + K12 = Kpgs + K12,

(")

(
(
(

kr,
lr,

kR,
lr,

ks
Crs
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FIGURE 2.3 — Tracé de 8 en fonction ¢; avec p = 0.01 dans le cas k > 0.
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et les fréquences Raman associées wg,, wr, and wpg; vérifiant

WO = Wpe + WR, + W11,
- wpe + wRQ + w1,27

= Wpe + WRs + W1 25.

Avec toutes ces données, il est alors possible de construire le systéme (2.6)-(2.11).

2.2 Le probléme de Cauchy.

Dans cette partie, on présente comment nous avons aborder le probléme de Cauchy pour des systémes
du type (2.6)-(2.11). Dans un souci de simplicité, on va considérer ici le systéme introduit dans [5] qui
traite seulement de ’'onde Raman rétrodiffusée. Ce systéme s’ecrit, sous forme adimensionnée

2 2
< (8,5 kw 19) ) kOA - k 82>A0 w pAo
0

202 2w 202
— (V- Eo) Age~i(kiy—wit), (2.54)
, krkoc kg k3k%ct w2,
0 0 A— Ag = A
(l( bt WRWo y) 2WRWo 2w§’%w0 R Qwaop R
— (V- EY) Ageithy=ert) (2.55)
2 k2
i0,Eo + —th AEO_WPE VA~Ldiv(pEy)
2Wpewo 2w
+V (A}‘%Aoel kw*wﬂ)) , (2.56)
2k 4 e e €
(af ) T DA (‘”” |Aof? + | Eof? + 222 |AR|2). (2.57)
wo i wpe WR

En effet, d’'un point de vue théorique, ’ajout des ondes Raman se propageant vers l’avant n’apporte
aucune difficulté dans le traitement global du systéme et c’est pour cela que nous les omettons dans le
cadre de cette partie.

L’intérét du systéme (2.54)-(2.57) réside dans les 2 points suivants :

i) Le systéme comporte un couplage entre 3 équations de Schrédinger quasi-linéaires et une équation
d’onde qui implique une perte de dérivée,

ii) la partie quasi-linéaire des équations de Schrédinger n’est pas hyperbolique et donc les résultats
classiques de I’hyperbolique ne s’applique pas ici.

Nous allons maintenant développer ces deux points fondamentaux et expliquer comment les surmonter.
Pour cela, nous allons introduire une hierarchie de modéles de la maniére suivante. Le systéme de Zakharov
originel (voir [ZMR&5]) s’écrit sous la forme

i F + AE = VA~ldiv(pE),
(2.58)
p — Ap = A(|EP).

Ce systéme a fait I’objet de nombreuses études et on peut citer, par exemple, de maniére non exhaustive

[SS99] et [R]. Comme annoncé plus haut, le systéme (2.58) comporte une perte de dérivée. En effet, une
estimation d’énergie sur ’équation de Schrédinger fournit une borne sur la solution dans un espace de
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Sobolev H?® & condition bien str que p soit dans le méme espace H®. L’équation d’onde quant & elle a
bien un effet régularisant, c’est a dire permet de gagner une dérivée en espace par rapport & son second
membre. Or si E € H*, il est clair que A|E|? est au mieux dans H*"? et une estimation d’énergie sur
I’équation d’onde permet seulement de récupérer une borne sur p dans H°~!, ce qui s’avére insuffisant
pour traiter I’équation de Schrédinger. Ainsi, il n’est pas possible de mettre en oeuvre directement un
schéma itératif pour résoudre le probléme de Cauchy.

Parmi toutes les techniques existantes pour contourner ce probléme, la méthode d’Ozawa-Tsutsumi
(voir [OT92]) parait trés bien adaptée. L’idée est la suivante : on introduit une nouvelle variable A = O, FE
et on réécrit le systéme sous la forme

iA+ A(E) = VA~ 'div(pE),
i0, A+ AA = VA~ div(9pE + pA), (2.59)

Fp— Ap = A(|EJ?).

Cette fois, une estimation H*® sur la nouvelle variable A permet d’obtenir, grace au caractére régularisant
de I’équation elliptique (premiére équation de (2.59)) une estimation H**2 sur F, ce qui permet cette fois
de boucler 'estimation sur I’équation d’onde en p. Cette méthode permet ainsi de récupérer la dérivée
manquante dans les estimations d’énergie.

Nous expliquons maintenant en quel sens, le systéme (2.54)-(2.57) n’est pas hyperbolique. Nous in-
troduisons d’abord un systéme simplifié composé uniquement de la partie quasi-linéaire des équations de
Schrédinger, en omettant les exponentielles,

8tA0 =1 (V : Eo) AR, (260)
AR =i (V- E) A, (2.61)
O Ey = —iV(ARA). (2.62)

En décomposant chaque champ suivant sa partie réelle et sa partie imaginaire, Ag = uy + ius, Agp =
uz + tug, Fyg = us + iug, et en se limitant & la dimension 1 d’espace, on obtient

Opur = —0zupuz — OzUsuy,

Opuz = Opusuz — Opugua,

Oyuz = Oyugur — Orusug,

Orug = Ozusuy + Orugus,

Orus = Oz (ugug — uguy),

Orug = — 0z (urusz + ugy),
qui peut étre écrit sous la forme compacte suivante
U = M(U)OU,

L ¢
ol U = (uy,uz,us, us, us, ug)" et

0 0 0 0 —Ug —U3
0 0 0 0 ug —U4q
- 0 0 0 0 —U2 Uy
M(Z/[) o 0 0 0 0 U7 u9
—U4 U3 (15} —U1 0 0
—uz —ugy —uy —us 0 0

Il apparait clairement que les deux blocs
M1:( —ur ) and Mzz(UQ T )
U1 Uo —Uu; —U2
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sont antisymétriques. Ainsi, le probléme de Cauchy (2.60)-(2.62) est mal-posé car ce systéme présente
des zones elliptiques.

Cependant, en utilisant cette fois la partie dispersive des équations il est possible de montrer que le
systéme suivant est localement bien posé

(i(0r +vc0y) + aA) Ac = — (V - Ey) Ag, (2.63)
(1(0r + vROy) + BA) Agp = — (V- Ej) Ac, (2.64)
(i0h + 7A) By = V(AR Ac), (2.65)
ol
k%CQ kRk002
Vc=—5 UR= )
wg WRWo
_ k:gc2 _ k‘%c2 _ vfhkz
2w’ " Qwrwo  2wpewp

comme le montre le théoréme suivant

Théoréme 2.2.1. Soient (ac,ag,eq) € H*(RY) avec s > 4
solution (Ao, Ar, Ey) € (C([0,T*[; H*(R)))3¢ de (2.63), (2.64
(a0, ar, e0)(X).

Idée de la preuve : 1l s’agit de transformer le systéme (2.63)-(2.65) en une perturbation dispersive d’un

systéme quasi-linéaire symétrique. On procéde de la maniére suivante. Considérons le systéme d’EDP 1D
ci-dessous

+ 3. Ils existent T* > 0 et une unique
), (2.65) vérifiant (Ao, Ar, Ep)(0,X) =

U + BU)OU + KU = 0, (2.66)

ou
U : [0,T] xR — R

K est une matrice hermitienne et inversible,
BU) = B1(U) + B2(U),

ott B1(U) est symétrique et Ba(U) # 0 est anti-adjoint. On introduit V = 9,U, X = 0,U et W = J2U.
Les equations vérifiées par V, X et W s’écrivent

oV + BU)D,V + KO?V = termes semi-linéaires |, (2.67)
X + BU)0,X + KJ2X = termes semi-linéaires, (2.68)
OIW + B(U)O,W + KO?W = termes semi-linéaires, (2.69)
O = termes semi-linéaires, (2.70)
et
V + KW = termes semi-linéaires, (2.71)

ot les termes semi-linéaires dépendent de U, V, X et W. Dans I'équation (2.67), on remplace V par —KW
+ termes semi-lindaires dans B (1), V et dans (2.69) on renplace W par —K 1V + termes semi-linéaires
dans By (U)0,W. Le nouveau systéme sur V et W s’écrit

OV + B1(U)0,Y — Bo(U)K, W + KO?V = termes semi-linéaires, (2.72)
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OW + By (U)0, W — Bo(U)K 10,V + KO?W = termes semi-linéaires. (2.73)

Le systéme (2.72) — (2.73) est maintenant symétrisable & condition que By and K aient les bonnes
propriétés, ce qui est le cas pour le systéme (2.63)-(2.65).

Concernant le Probléme de Cauchy du systéme initial (2.54)-(2.57), en collaboration avec T. Colin,
nous avons montré dans [5], le résultat suivant.

Théoréme 2.2.2. Soient (ag,ag,e) € (H*T2(R))3, pg € HT1(R?) et p1 € H*(RY) avec s > & +3. Iis
existent T* > 0 et une unique solution mazimale (Ao, Ar, E,p) de (2.54) — (2.57) telle que

(Ao, Ar, E) € C([0,T*[; H**?)*!, mn e C([0,T*[; H**')nC'([0,T*[; H*)
vérifiant
(A07AR7E7p)(O) = (GO,GR,G,pO), 6tp(0) =DP1-

La preuve repose sur une combinaison de la méthode d’Ozawa-Tsutsumi décrite plus haut avec la
méthode de symétrisation de la partie antisymétrique des équations de Schrédinger exposée dans le
Théoréme 2.2.1.

2.2.1 Retour sur la condition de résonnance.

Dans cette partie, on se place dans le cadre développé dans [5, 6], & savoir que 'on prend en consi-
dération uniquement la partie rétrodiffusée de 'onde Raman. Rappelons tout d’abord que I'effet Raman,
phénomeéne d’interaction & 3 ondes, se caractérise par une croissance exponentielle des champs Raman et
de 'onde plasma-électronique, au moins au début de I'interaction. Ce phénoméne est effectif & condition
que la condition de résonnance soit satisfaite : 'onde (wpe + w1, k1) doit vérifier la relation de dispersion
des ondes plasmas-électroniques

(wpe +w1)? = w2, + v k3. (2.74)
Cette condition peut étre écrite sous la forme
2wpew1 + w% = vfhkf,
et tenant compte du fait que w; < wpe, on obtient

v2 k?
~ Yinf1
w1 ~ 9

2wpe

2 1.2 2 2
w v5 k, k k
w1 _ vk (1) _ (1) , (2.75)
wo 2wpewo \ wo wo
L’objectif de cette section est d’illustrer ce propos a l'aide du résultat ci-dessous. On introduit le
systéme simplifié suivant, écrit dans une version semi-classique,

c’est-a-dire

_ijk1y—wit)

(0 + vc0y) Ao + g(alaj +asA)Ag=—¢c(V-E)Age =,

100+ vrOy) AR + (102 + BoA ) Ap = —¢ (V- B*) Agel =7 (2.76)

j(kF1y—wit)

(10: + e(yA = 0V X VX))E =eV(AR - Age’ ™ = ),

ou ¢ est un petit paramétre destiné a tendre vers 0. Les différents coefficients de ce systéme sont définis
dans [6]. Le comportement asymptotique des solutions de (2.76) dépend de la condition de résonnance
(2.75). Dans le cas o celle-ci est satisfaite, on pose

s(kqjy—wyt)

E=¢&¢ ,
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et on introduit le systéme limite

(8t + Ucay)Ao = —(k‘ . )AR,
(8t + URay)AR = (k‘ . 5*)A0, (277)

ou k = (0,%1,0). Dans le cas ot celle-ci n’est pas satisfaite, on introduit
£& — F€ei(w1*’}/kf)é
et le systéme

(8t + Ucay)Ao = 0,
(0 + vrRO) AR = 0, (2.78)
(8 + 27k - V)F = 0.

Le résultat est le suivant

Théoréme 2.2.3. Soient A}, A%, 0 in H*(RY) pour s suffisament grand. Ils existent un temps T
indépendant de € et une unique solution (Af, A%,E°) de (2.10) telle que

ck1y

A5(0) =AY, AR(0) = AR, £°(0) = &%=

i) Supposons que wy = Yk? et soit (Ao, AR, E) la solution de (2.77) telle que
Ao(0) = Ay, Ar(0) = A%, £(0) = £°,

alors (kpy—wit)
(45 - A9, A5 — Ap, Be ™ —g) — 0

lorsque € tend vers 0 dans [L>(0,T; H"(Rd))]gd pour o > 4.
ii) Si wy # Yk?, soit (Ao, Ar, F) la solution de (2.78) telle que

AO(O) - Agv AR(O) = A(I)?,a F(O) = 503

alors
i (k1y—wqt)
€

(AS — Ao, Az — Ag, Ee _ Fei(wl—'ﬂc%)é) 0

lorsque € tend vers 0 dans [L>(0,T; H”(Rd))]3d foro > 4.

A la suite de ce théoréme, deux commentaires s’imposent. Dans le cas non-résonnant ), le systéme
limite est linéaire. Partant de conditions initiales pour Agr et F prochent de 0, on voit que ces deux
champs restent proche de 0 au cours du temps. Ainsi, le processus Raman est quasi-inexistant dans ce
cas la. A l'opposé, dans le cas résonnant i), le systéme limite est non-linéaire. De plus, il aisé de voir que
pour le systéme

0t Ay = —(k-E)AR,
OtAr = —(k - E%) A,
0€ = (A}, - Ao)k,

le point stationnaire («,0,0) est instable, ce qui entraine une croissance au cours du temps du champs
Raman et de 'onde plasma-électronique. La preuve du Théoréme 2.2.3 se décompose en quatre étapes.
On commence par découpler les parties transverse et longitidunales de 'onde plasma-électronique en
écrivant £ = F, + F)| avec

E, =-Vx(AT'VXE), E;=VA~'div(E).
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Ainsi (2.76) devient (en utilisant V- E; = 0et V x E}| = 0)

_s(ky—wit)

Z(at + ’Ucay)A() + 6(0&182 + CVQAJ_)AO = —€ (V . EH) Age™" B s

j(k1y—wit)

i(0: + vrOy) AR + (8102 + Bo\ ) AR = —¢ (v : Eﬁ) Aget T (2.79)

j(k1y—wit)

(i0; + eyA)E) = eV(AR - Age =),
(z’é)t + €5A)EJ_ =0.

On suppose dans la suite que £, =0 et E' = E};. On note k = (0, k1,0) et

i (kjy—wit)

E=Ee =
Alors V x E = 0 si et seulement si ik x £+ V x £ =0, ce qui permet d’introduire le nouveau systéme

z(o”'t + Ucay)Ao + 8(04165 + OKQAL)AO = —’L(kj . S)AR —€ (V : 5) Ag,
i(0) + vR0,) AR + £(B10% + falh 1) A = —i(k - E9) Ay — £ (V - £7) g, (2.80)

— k2
(0, + % F 27k - V 4 eyA)E = (A% - Ag)k + eV(A% - Ag).
Dans une seconde étape, on montre qu’a ¢ fixé, le systéme (2.80) est bien posé localement.

Proposition 2.2.4. Soient s > % + 3 et (A9, A%, &%) € [HS(Rd)}Bd. Supposons de plus que E° vérifie
la condition de polarisation ik x & + eV x & = 0. Alors ils existent T'(e) > 0 et une unique solution
(Ao, Ar, €) € [L2(0, T(e); H*(RY))]* de (2.80) telle que (Ao, Ag, £)(0) = (A], AY, £9).

La preuve de la Proposition 2.2.4 repose sur la méme technique de symétrisation que celle utilisée
dans la preuve du Théoréme 2.2.1. La technique est cependant légérement modifiée pour tenir compte du
fait que, dans le systéme (2.80), les opérateurs de dispersions sont inhomogénes (voir [6] pour les détails
techniques).

Ensuite, il est nécessaire d’obtenir des estimations indépendantes de ¢ afin de passer & la limite € tend
vers 0.

Proposition 2.2.5. Soient s > 2+3 et (A3, A%, E°) € [H® (Rd)]sd. Il existent T > 0 indépendant de ¢ et

une unique solution (A§, A%, &%) € [L°°(0,T; (HS(Rd))]Sd de (2.25) — (2.27) telle que (Aj, A%, E°)(0) =
(A3, A%, EY). De plus, il existe une constante C > 0 telle que

|(A87 ?—?,7ga)|[LOO(07T;(Hs(Rd))]3d < C.

11 est important de noter que le temps d’existence des solutions de (2.80) ne tend pas vers 0 avec ¢.
La preuve de cette proposition est fondée sur le méme type de transformations que celles utilisées dans
la preuve du Théoréme 2.2.1 (voir [6]). Elle repose aussi sur I'inégalité suivante qui permet de répartir &
dans les différentes estimations

|e0y flarsray < | flmemay + |2 AF | e may,

pour toute fonction f € H*(R?)
Finalement, la preuve du Théoréme 2.2.3 est une conséquence directe des Propositions 2.2.4 et 2.2.5.

2.2.2 L’approche numérique et quelques résultats.

Dans cette partie, nous présentons un schéma numérique adaptée a la résolution du systéme (2.54)-
(2.57). Les contraintes que nous nous sommes imposées sont les suivantes. Tout d’abord, puisque la partie
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quasi-linéaire n’est pas hyperbolique, les schémas de splitting sont a proscrire. Ensuite, le systéme (2.54)-
(2.57) conserve Dinvariant suivant [, 2|A¢|* 4 |Ag|* 4 |E|* = constante, ce qui doit étre le cas de notre
schéma. Cet invariant apporte un phénoméne de saturation non-linéaire que ’on expliquera plus loin. De
plus, leffet Raman, dans le cas résonnant, étant un processus de croissance exponentielle, il faut utiliser
un schéma implicite. Pour toute ces raisons, nous avons donc décider d’utiliser, pour la partie Schréodinger
du systéme, un schéma de type Crank-Nicolson couplé avec un schéma de type relaxation pour éviter les
étapes non-linéaires inspiré de [B98|. Pour la partie accoustique, on utilise un schéma de Glassey (voir
[G92]).

2.2.3 Présentation du schéma.

Nous avons effectués des simulations 1D et 2D, mais par souci de clareté, nous présentons maintenant
la version 1D du schéma. Pour la discrétisation en espace, on utilise des schémas de type différences finies.
La semi-discrétisation en temps s’écrit

An-i-l — An An-i-l A7 b2 n+1 n An-i-l A7
i~ < C+(wcay+aa§)(0 + C>:<p —|—p)( c T C)

ot 2 2 2 2
1 (AT AR onts 1 y (O E"T +9,E" gnt
_ — nts3 R R —i0" "2 _ T nts Y Y —i0" T2
2(;5 ( 5 ) e 21/} < 5 ) e ) (2.81)
A?‘l — A% AnFL oAn be (pt! + pn AL 4oAn
. 1) 82 R R _ R R
ot +(“’Ry+ﬁy)( 2 2 2 2
n+1 n
— (¢"tE)* (AC 2+ AC) o tE (2.82)
iEn-l—l _ En + 62 En-l—l _|_ En - 9 pn+1 _|_pn En+1 + En
3t 7% 2 ~2 2 2
An+1 An .
+0, {(1# 2)* ( ; ) w0 +2} (2.83)
n+1 _ 2 n + n—1 n+1 _|_ n—1
P 5122 P2 ( P ) 2 (|E"? + b AL + | A% (2.84)
ou les fonctions auxiliaires ¢ et 1 sont données par
n+i n—Li n+i n—4i
g ; O g pn, V2T ;7’[’ S (2.85)

et 1
9n+% = kly — wl(n + 5)(”

Comme annoncé ci-dessus, ce schéma préserve l'invariant L2.

Proposition 2.2.6. Toute solution réguliére de (2.81) — (2.84) vérifie
[ 245+ AR+ B = [ 2437 4+ AR + P
R R

On peut de plus montrer que le schéma numérique est bien défini comme le prouve le résultat suivant.

Proposition 2.2.7. Pour toute donnée (Af, A%, E™ pm1 p7, gb"*% , 7,/1”’%), il existe une unique solution
(A, AR Bt prtl gnds ynt3), de (2.81) — (2.84).

Cette proposition montre, en autre, que la matrice du systéme est inversible.
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2.2.4 Quelques résultats numériques.

On commmence par un cas test simple en 1D pour illustrer le phénoméne de croissance exponentielle.
La direction de propagation est ici notée y. On suppose que la condition de résonnance est vérifiée. Voici
les données du probléme : co = 3% 10%m.s™1, vy = 3, ¢ = 0.005 * co, 2= = 0.01, wpe = 3% 10571 et

_ /.2 2 .2
wo = wpeJrkOcO,

ko = 2% 10"m~'. On calcule wy par

on cherche kg, k1, wr et wy sous la forme

ko =kr — ki, wo=w1 +wWR + Wpe,

— /w2 2 .2 — /w2 2,2
wr = \/wpe T kRCE, w1 = y/wge + k{vg,,

par un processus de dichotomie. On obtient

ou

w1

kp=—6.65%10°nm"" k =26%10"m™ ", wr=3.6%100s"", = 0.01561.

wWo

On travaille sur un systéme adimensionné ot I'unité de référence pour les longueurs est % et celle pour le
temps 10. L’intervalle d’espace est alors [0, L] avec L = 200 et celui pour le temps est [0, T] avec T' = 100.

w

La donnée initiale sur le champ incident Ay est une gaussienne
Ay(0) = 0'3670‘001(;1:7100)2'

Puisque nous travaillons sur un effet Raman stimulé, la donnée initiale sur Ar est Ar(0) = 0.01A40(0). De
plus, E, p and O;p sont égaux & 0 & t = 0. Les nombres de points de discrétisation en espace et en temps
sont respectivement N, = 500 et IV; = 200. Dans la figure 2.4, on peut observer les courbes des champs
Ay, Ag et Ey aux différents temps t = 0,50, 100. La ligne continue correspond a Ay, la ligne pointillée
a Ey et la derniére a Ag. La figure 2.5 représente le maximum des modules des différents champs en
fonction du temps. On voit clairement la croissance exponentielle de Ag et Ey au début, puis au bout
d’un certain temps, on atteint le régime de saturation, c’est-a-dire que le phénoméne s’arréte.

On présente maintenant un deuxiéme test numérique en 2D qui concerne le systéme complet (2.6)-
(2.11) sous forme adimensionnée comprenant I'onde Raman rétrograde et les deux ondes Raman se
propageant vers Pavant. Les conditions sont les suivantes. Le domaine spatial est 2 € [0, 300] et y € [0, 200],
le domaine temporel est ¢ € [0,200]. Les nombres de points en espaces sont N, = 300 et N, = 200 et
en temps Ny = 596. On note 6 'angle entre les vecteurs Ag and Ag, et Onax Uangle qui correspond au
maximum d’amplification du champ Raman Ag, qui se propage vers I’avant. La données initiales sur Ag

est
Ap(0, ) = e Pe@=12)* =By (y=)*

On considére un cas de collision : les données initiales pour Ag, et Ag, sont localisées en différentes
positions de telle sorte que l'interaction se fasse au milieu du domaine de calcul, au point x = 100 et
y = 100. Pour tenir compte de la vitesse de propagation de chaque onde on introduit les paramétres

suivants v "
= 0450, LY, = —2 %50 % cos(d), LY =100 — L%, * tan().

Vo Vo

Les données initailes sont égales a

AO(O’ ) — ae_ﬁm*(ﬂf—fio)ze_ﬁy*(y_loo)z7
A}% - ﬁeiﬁm*(mi(lOOJrLu;‘“’/l))2efﬁy*(yfl()())Z7 (2.86)
= e L -1,
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FIGURE 2.4 — Géométrie 1D, cas résonnant. Module des champs au temps ¢t = 0,50,100, Ax(0)
0.3¢=0-001(z=100)* "@1 — () 01561 Premicre ligne ¢ = 0, secondg ligne ¢ = 50, troisiéme ligne ¢ = 100.

wo

On fait varier I’angle 6 entre %Gmax et %Qmax. Dans la figure 2.6, on trace le maximum des champs Ag, et

ARg, en fonction du parametétre v = ei' On observe que l'angle n’a pas d’influence sur Ag,, alors qu’il

en a beaucoup sur Ag,. En effet, comme attendu, le maximum du champ Ap, est atteint lorsque v =1,
c’est-a-dire pour 6 = 6,,x. De plus, on remarque que le processus est bien plus efficace pour v = 1 que
pour vy = % par exemple, puisque le rapport entre le maximum des amplitudes correspondantes est de
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FIGURE 2.5 — Géométrie 21D, cas résonnant. Maximum des modules des champs en fonction du temps.
Ac(0) = 0.3¢ 7000z =100 @1 — 0,01561.

lordre de 20 pour cent, ce qui représente un gain considérable. D’autres test numériques ont été réalisés

" Maximun of Ar2

" Maximum of Art

0.055 - 4

0045 - 1
,,\/ 0054 | 1

0.035 |- 4

0

emax

FIGURE 2.6 — Géométrie 2D, maximum des champs en fonction du paramétre v = . On fait varier

de % a %. De gauche a droite, Ar, et Ag,.
dans [6] et [14].

2.3 Conclusion.

La justification mathématique des modéles de type Zakharov (2.6)-(2.11) dérivés a partir des systémes
d’Euler-Maxwell reste un probléme largement ouvert. Quel serait le cadre mathématique approprié?
Quelques résultats partiels concernant cette question générale existent (voir [B0O7]), mais beaucoup de
choses restent & comprendre. Il serait aussi intéressant de décrire une vraie situation 3D : dans ce cas, les
directions de propagation correspondantes & une amplification maximale des champs Raman forment un
cone, c’est-a-dire que 1'on dispose d’un ensemble infini et "continu" de telles directions. Il n’existe pas, a
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notre connaissance, de cadre mathématique susceptible de décrire une telle situation.
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Chapitre 3

Le point de vue des ondes solitaires.

Les résultats de ce chapitre concernent 1’étude des ondes solitaires pour des équations ou des systémes
de type Schrédinger semi-linéaires ou quasi-linéaires. Les ondes solitaires sont des solutions particuliéres
d’équations d’évolution qui se propagent sans changer de forme. Elles ont la particularité d’étre des
solutions globales en temps. Deux aspects principaux sont ici abordés : lexistence et la stabilité (ou
Pinstabilité) orbitale. Cette derniére propriété fournit des informations précieuses sur la dynamique de
ces équations. Nous définissons maintenant la notion de stabilité et d’instabilité pour un systéme général
de la forme

{ aU + A(D,U) = F(U),

U(0,) = Uo("), (3-1)

otl, par exemple, A(0,U) = —iAU, U : R, x R? — C? dans le cadre des systémes de Schrédinger
semi-linéaires (voir partie 3.1), ou A(9,U) = —id2U + 92(|UJ*U), U : Ry x R — C pour I'équation
DNLS (voir partie 3.2.2). Notons E l'espace (si possible I’espace d’énergie) dans lequel le systéme (3.1)
est localement bien posé.

Définition 3.0.1. On dit qu’une onde solitaire u(t,-) de (3.1) est stable si pour tout € > 0, il existe
d > 0 tel que si Uy € E vérifie ||u(0) — Upllg < 8, alors la solution U(t) de (3.1) existe globalement en
temps et vérifie

su inf [|U(t) — ePu(t,  — <e.
sup it 1U(t) t-=ylle

Dans le cas contraire, on dit que [’onde solitaire est instable.

Dans la suite nous présentons, pour chaque équation proposée, la forme de ’onde solitaire étudiée
ainsi que les résultats de stabilité associés.

3.1 Cas des équations semi-linéaires.

Dans cette partie, on se limite aux systémes semi-linéaires de type Schrédinger.

3.1.1 Etude d’ondes solitaires semi-triviales.

Les travaux présentés dans cette section ont été réalisés en collaboration avec T. Colin et M. Ohta et
sont regroupés dans [10] et [11]. Dans [10], on commence par montrer que, moyennant quelques hypothéses,
le systéme (2.54)-(2.56) peut étre simplifié sous la forme

10 = —Auq — |u1\p*1u1 — Yusls, (3.2)
10y = —Aug — |ua P~ uy — yusTiy, 3.3)
iOpus = —Aug — |ug|P" ug — yuyus, 3.4)
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ou globalement u; représente 'onde incidente Ay, us 'onde Raman Ag et uz ’onde plasma-électronique
E. On suppose que (t,z) € RxRY, N =1,2,3,1 < p < 1+4/N, v > 0 et on note i(t,z) =
(u1(t, ), ua(t, z), us(t, ). Tout d’abord, d’aprés [C94], le probleme de Cauchy (3.2)-(3.3) est bien posé
dans l'espace d’énergie H'(RY C?). De plus les solutions réguliéres vérifient les lois de conservations
suivantes (@, désigne la donnée initiale)

E(u(t)) = E(to), (3.5)
Qu(u(t)) = Qu(to), Q2(u(t)) = Q2(to)

ou

3
. 1 1 1 _
E(u) = Z <2||Vuj|%2 - pi—k 1 ||Uj||1£t+1) - 7%/]@ uruguz d,

Q1(@) = [lurl|Z> + lluslZ> et Q2(a@) = [luallZs + [lus|Z--

Désignons par ¢,, I'unique solution radiale positive de

—Ax +2wx — [x[P"'x =0, xRN, (3.7)

La fonction u (¢, ) = ey, (x) est une onde solitaire de I’équation

i0pu = —Au — |ulP"'u, (t,z) € R x RY, (3.8)

et pour w > 0, u,,(t) est orbitalement stable pour 1 < p < 4/N et instable pour 1+4/N < p < 1+4/(N—-2)
(voir [BC81, CL82, SS85, W86| ). Dans ce contexte, il est clair que les ondes semi-triviales

(e2iwt§0w, 0, 0), (O7 €2th<,0w, 0)7 (07 07 62iwt80w) (39)

sont solutions du systéme (3.2)—(3.4). L’objet de cette partie est alors d’étudier leur stabilité orbitale.
Les principaux résultats obtenus dans [10] sont les suivants.

Théoréme 3.1.1. Soient 1 < N <3,1<p<1+4+4/N,v>0,w >0, et p, la solution positive radiale de
(3.7). Alors, les ondes solitaires (€*“'¢,,,0,0) et (0,e**“p,,0) de (3.2)~(3.4) sont orbitalement stables.

Théoréme 3.1.2. Soient 1 < N <3, 1 <p<1+4+4/N,w >0, et v, la solution positive radiale de
(3.7). Alors, il existe une constante strictement positive v* telle que :

(i) si 0 <~y <%, alors l'onde solitaire (0,0, e**“tp,,) solution de (3.2)—(3.4) est orbitalement stable.

(i) si de plus N <2, p> 2 ety >~*, alors l'onde solitaire (0,0, e?“*p,,) solution de (3.2)—(3.4) est
orbitalement instable.

On commence par remarquer que lorsque 1+4/N < p < 1+4/(N —2), I'onde solitaire (e*“!p,,,0,0)
solution de (3.2)—(3.4) est fortement instable, car pour A > 1, (wx(¢),0,0) est solution de (3.2)—(3.4) et
explose en temps fini, ott wy () est une solution de (3.8) qui explose en temps fini, avec wy(0) = Ap,,. Pour
les mémes raisons, les ondes (0, e?“tp,,,0) et (0,0, e?“tp,) de (3.2)—(3.4) sont aussi fortement instables
lorsque 1 +4/N <p <1+4/(N —2). On se limite donc au cas 1 <p <1+ 4/N.

La preuve du Théoréme 3.1.1 est trés classique et suit les arguments développés dans [CL82]. Le
point essentiel de la démonstration réside dans la caractérisation variationnelle des ondes (e?*“¢,,,0,0)
et (0,e?“!¢,, 0) (voir Lemme 4 de [10]). Le preuve du second Théoréme 3.1.2 est beaucoup plus délicate.
La méthode variationnelle du théoréme 3.1.1 ne s’adapte pas au cas du théoréme 3.1.2 car les lois de
conservations (3.5) — (3.6) ne sont pas adaptées. Il faut alors introduire l’action associée au systéme
(3.2)-(3.4)

S(@) = B(d) + w([lurl 2 + lluzllZ> + 2llus|l72)., (3.10)
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Notons que I'onde (0,0, e?*p) est un point critique de S. D’aprés la théorie générale développée par
Grillakis, Shatah and Strauss dans [GSS90], il s’agit d’étudier l'opérateur linéarisé S”. Le point clé est
de montrer que S” est un opérateur elliptique sur H'(RY,C3), ce qui s’avére étre suffisant pour montrer
que (0,0,e?“'p) est orbitalement stable. On décompose alors S” en deux parties By et By oit Bi ne
dépend que de u; et us alors que Bs ne dépend seulement que de ug. L’opérateur By est elliptique sous
certaines conditions d’orthognonalité (voir Lemme 5 de [10]). De plus, dans le Lemme 7 de [10], on prouve
que B; est elliptique si v est strictement inférieure & une valeur critique v* définie par un probléme de
minimisation (voir Lemme 6, [10]).

Concernant le point i7) du Théoréme 3.1.2, puisque le systéme (3.2) — (3.4) est symétrique par rapport
A u1 et ug, on commence par introduire le changement de variable

u(t) = (ei‘*’tvl (1), ety (1), 62M(<pw +wa(t))) (3.11)
pour obtenir
w1 = Livr + Fi(vi,v2), Oz = Lovg + Fa(v1,v2), (3.12)
ol
L1v = —i(—Av + wv — Y, V), (3.13)
1 -1
Lov = —i(—Av + 2wv — ]%cpfflv — %gpfﬁlﬁ), (3.14)
et
Fi(vi,v2) = i(yorvs + [v1[P" oy),
Fy(v1,v2) = i{y0} 4 |¢w + val? " (pw + v2) — @h,
+1 __ -1
—pwa, oy — pTSOf; '3},

L’idée est alors de construire une direction instable de la forme z, = (¢y,0) de telle sorte que la solution
vs de (3.12) ayant pour condition initiale vs(0) = dz, ol 0 peut étre choisi arbitrairement petit, sorte
de l'orbite de (0,0,e%®!p,). Cette construction est fondée sur une étude minutieuse du spectre des
opérateurs linéarisés L1 et Lo. Plus précisément, si v > v*, on montre que les bornes supérieures de la
partie réelle des spectres des opérateurs £ = (Lo, L) et L1 sont égales et que cette valeur est une valeur
propre de £ et £1. La direction instable est alors construite & partir du vecteur propre correspondant.

Notons enfin que les restrictions sur p et N intervenant dans la partie i) du Théoréme 3.1.2 servent
a assurer la régularité C? de la fonction z + |2|P~1z nécessaire pour effectuer des estimations dans des
espaces de Sobolev H'*% (a > 0) des termes non-linéaires de (3.12).

L’objet de larticle [11] est de relaxer cette condition technique, notamment en dimension 3 d’espace.
Le résultat obtenu est le suivant.

Théoréme 3.1.3. Soient 1 < N < 3,1 <p<1+4+4/N, w > 0, et ¢ la solution radiale, positive de
(3.7). Soit v* = v*(N, p,w) la constante du théoréme 3.1.2. Si v > ~*, alors l’onde solitaire (0,0, e?“*p,,)
solution de (3.2)—(3.4) est orbitalement instable.

Dans la preuve du Théoréme 3.1.2, la nonlinéarité F' apparaissant dans les équations (3.12) est estimée
dans H' (resp. H'™®) en dimension 1 (resp. dimension 2). L’idée principale ici est d’utiliser les dérivées
en temps plutét que les dérivées en espace de telle sorte que F soit estimé seulement dans L2, ainsi que
sa dérivée par rapport au temps O, F'.

3.1.2 Etude générale pour un systéme de Schrodinger issu de la physique des
plasmas.

Le but de ce travail est de reprendre le systéme de la partie précédente et de faire une étude exhaustive
des ondes solitaires, notamment de déterminer la structure des états fondamentaux. Il est le fruit d’une
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collaboration avec M. Ohta et a fait 'objet de I’article [16]. On précise maintenant le cadre de cette étude.
On considére le systéme réduit suivant

{ i0yuy = —Auy — Klug|uy — yuiug (3.15)

i0yug = —2Aug — 2|uglug — yu?

pour (t,7) € R x RV, N < 3. Notons encore une fois que le probléme de Cauchy (3.15) est localement
bien posé¢ dans H*(RY,C)2. Essentiellement, on suppose que, dans le systéme (3.2)-(3.4), u; = uz et on
fait le choix p = 2. Par contre, pour enrichir la structure du systéme, on rajoute un paramétre x devant
le terme non-linéaire de la premiére équation de (3.15). Dans ce contexte, le paramétre v* introduit dans
la section précédente est égal & 1. Il est alors aisé de montrer le théoréme suivant, analogue du Théoréme
3.1.3.

Théoréme 3.1.4. Soient N < 3, k € R, v > 0, w > 0, et ¢, la solution radiale positive de (3.7).
Alors, l'onde solitaire semi-triviale (0,e**“tp,,) de (3.15) est orbitalement stable si 0 < v < 1 et instable
sty > 1.

La question naturelle qui se pose ensuite est de savoir s’il existe d’autres ondes solitaires et, si la
réponse est positive, d’étudier leur stabilité orbitale. Remarquons tout d’abord, que d’aprés le théoréme
de bifurcation de Crandall et Rabinowitz [CRT71], il est aisé de montrer que v = v* = 1 est un point de
bifurcation pour le systéme (3.15). On reviendra sur ce point un peu plus tard. De maniére générale, dans
ce travail, on s’intéresse & la structure de cette bifurcation depuis 1’onde solitaire semi-triviale (0, e?“ip,,)
ainsi qu’aux propriétés de stabilité de cette derniére. On se propose aussi de donner une classification
compléte des états fondamentaux, c’est-a-dire des solutions de

{ —A¢1 +wor = K|d1|d1 + Yh12 (3.16)
—Agg + woa = |22 + (v/2) 03 '

qui minimisent ’action S, parmi toutes les autres solutions de (3.16). L’action S,, est définie de la maniére
suivante. On commence par introduire 1'énergie E et la charge ) associées a (3.15)

o1 K 1 __
B(@ = 5 (Vw3 + [Vual) = 5l = glluslis - 3% [ wiwd,
2 3 3 2 Jgn

—

Q@) = 5 (ll1Zz + lluzllZ2),
et on pose

Su(0) = E(0) + wQ(0).

L’idée est alors de chercher des solutions de (3.16) sous la forme ¢= (pw, Bow) avee (a, B) €]0,00[%, @u,
étant la solution radiale positive de (3.7). Il est clair que si (, 8) €]0, 0o[? vérifie

ka+v8=1, ~a®+28% =283, (3.17)

alors (ap,,, Bpw) est solution de (3.16). Avant d’énoncer les résultats obtenus, il est nécessaire d’introduire
un certain nombre de notations utiles pour la suite. Pour x € R et v > 0, on définit

S’%’Y = {(l’,y) 6]0700[2: KX + Yy = 1, 71‘2 + 2y2 = 2y}
Afin de déterminer la structure de I'ensemble S, ., pour k2 > 27(1 — 7) on introduit

2-—rEyV/r>+29(y -1
a4 =

2:‘4324‘73
K2 +92 £ ry/K2+2v(y - 1)
_ 7 3.18
B+ ST (3.18)
2 — )k K% +~2
@0 = ( 2 )3’ Po=g 53
2r% 4+ 2Kk% 4
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L’ensemble des paramétres admissibles (x,v) est noté D = {(k,v) : K € R, v > 0}. On décompose D a
laide des 4 sous-ensembles suivants (voir figure 3.1).

:{(Hﬁ):HSO, v >1}U{(k,7) : £ >0, v > 1},
={(r,7): 0<y <1, k>y29(1 =)},
:{( a’y):0<’y<1a’€:\/27(1_7)}a
Jo={(k,7):k €R, v>0}\ (1 UT2UT).
Remarquons que les ensembles Jy, J1, J2 et J3 sont disjoints, et que D = Jy U J1 U J2 U J3. Notons,
K
Jo
B ‘ 7
7 | |
0 1 1
3 Y
Jo

FIGURE 3.1 — Exemple d’ensemble Jy, J1, Jo et J3.

de plus, que pour 0 < Kk < 1/\/5, I'équation 2y(1 — ) = k? permettant de définir 'ensemble J3, a
pour solutions v = 4 = (1 £ V1 — 2k2)/2. 1l est alors possible de déterminer Pensemble S, ., suivant
Pappartenance de (k,7) aux ensembles Ty, J1, Jo et J3, commme le montre la proposition suivante.

Proposition 3.1.5. (0) Si (k,7) € Jo, alors Sy, est vide.
(1) Si(k,v) €, alors Sir = {(ag,B-)}.

(2) Si(k,v) € Jo, alors Sk = {(a4,p-), (a—,B4+)}.

(3) Si(k,v) € T3, alors Sk~ = {(a, bo)}-

A ce stade il est utile de préciser la notion de bifurcation utilisée ci-dessus. D’aprés (3.18),

esik <0, (ag,B-) — (0,1) lorsque v — 1 + 0, c’est-a-dire que la branche de solutions positives
{(a1 9w, B-pw) : v > 1} de (3.16) bifurque depuis la solution semi-triviale (0, ¢,,) au point v = 1.

esik >0, (a_,fy) — (0,1) lorsque v — 1 — 0, ce qui signifie que la branche de solutions positives
{(@—@uw, B+Pw) : Ym < v < 1} de (3.16) bifurque depuis la solution semi-triviale (0, ¢,,) au point v = 1,
ol Y, = inf{7y : (k,7) € Sx.~}. De plus, on montre que v, = 0si & > 1/v/2, et v, =74 51 0 < & < 1/v/2.

Il est maintenant possible d’énoncer les résultats de stabilité et d’instabilité obtenu sur les ondes
(apu, Bepu)-

Théoréme 3.1.6. Soit N < 3. Alors :

i) si (k,y) € J1 U Ja, pour tout w > 0, 'onde solitaire (e*ta @, ™t B_p,) solution de (3.15) est
orbitalement stable

ii) si (k,7) € Ja, pour tout w > 0, l'onde solitaire (e a_qp,, > B, p,) solution de (3.15) est orbitale-
ment instable.

La preuve de ce théoréme repose sur une étude précise des propriétés d’ellipticité des opérateurs
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1
K,:FA

K9

K1

FIGURE 3.2 — Les ensembles K1, Ko and Ks.

linéarisés suivants (voir section 2 de [16])

[ -A+w 0 2a+v8)pw  YaPL

ﬁR_{ 0 —A+w]__{ yag, %Mw} (3.19)
[ -Aa+w 0 (@ =B)pu vapw

El[ 0 —A+%U]{ Yooy wa}’ (3:20)

combiné avec une utilisation du Théoréme 3.4 de [GSS90] et du Théoréme 1 de [O11].
On montre aussi un résultat de stabilité concernant 'onde semi-triviale (0,e?*“!p,) au point de
bifurcation v = 1.

Théoréme 3.1.7. Soit N < 3.

i) Sik >0 ety =1, alors pour tout w > 0, l'onde solitaire (0, e?*“*¢,,) solution de (3.15) est orbitalement
instable.

i) Sik <0 ety =1, alors pour tout w > 0, l'onde solitaire (0, e**“'¢,,) solution de (3.15) est orbitalement
stable.

La preuve de la partie i) du Théoréme 3.1.7 repose sur une adaptation du théoréme 2 de [O11] alors
que celle de la partie i7) est fondée sur la méthode variationnelle introduite par Shatah dans [S83] et de
la caractérisation des états fondamentaux donnée par le Théoréme 3.1.8.

Nous passons maintenant a Pétude des états fondamentaux de (3.16). Notons

nc('y):%('ynLQ)\/l—fy, 0<vy<l (3.21)

La fonction k. est une bijection de |0, 1] dans |0, 1] et on peut ainsi définir son inverse .. Il est utile de
découper le domaine D avec les sous-ensemble suivants (voir la figure 3.2).

Ki={(k,7): <0, v >1}U{(k,7): 6 > 1, 7> 0}

{(r,7): 0 <k <1, v>(r)}

{(14:,7) k<0, 0<y<1}U{(k,7):0< k<1, 0<vy<.(k)}
7):0 <k <1, y="(r)}
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En notant G, 'ensemble des états fondamentaux de (3.16) et

G0 = {0,62i9<pw(~ —y)):0€R, ye RN}.

gbl) = {(€i0a+(pw(- - y)7€2i05_<pw(_ - y)) 10 e Rv ye RN}v
le résultat peut s’énoncer ainsi.

Théoréme 3.1.8. Soit N <3 et w > 0.

(1) Si(x,7) € K1, alors G, = GL.

(2)  Si (k,7) € K2, alors G, = G°.

(3)  Si(k,7) € K3, alors G, = G, = G2 UGL.

La preuve de ce théoréme est fondée encore une fois sur des méthodes variationelles et sur une étude
appronfondie de la structure de I'ensemble défini par les relations (3.17). Un des points clés réside dans
I’étude, pour un couple (k,7) donné, du signe de la quantité o + 32 — 1.

3.2 Cas des équations quasi-linéaires.

Dans cette partie, on présente des résultats concernant des équations de Schrodinger de type quasi-
linéaires.

3.2.1 Un premier résultat d’existence.

Les résultats de cette partie ont été obtenus en collaboration avec L. Jeanjean et ont fait ’objet de la
publication [4]. On s’intéresse ici a l'existence d’ondes stationnaires de la forme u(t, ) = e“!¢(x) pour
I’équation de Schrédinger suivante, issue de la physique des films super-fluides,

i0pu — Au — A(u?)u = h(x,u), uec H'(RY), (3.22)
ou h est une fonction réguliére donnée. L’inconnue ¢ est alors solution d’une équation stationnaire du
type

D¢~ A(@*)¢ =g(z,6), ue H'(RY), (3.23)

la fonction g s’exprimant en fonction de h. Il est alors naturel de chercher une solution de (3.23) sous la
forme d’un point critique de la fonctionnelle J : H'(RY) — R donnée par

1
J(u) = 7/ |Vu|2 dm+/ \Vu|2u2 da:—/ G(z,u) dr
2 Jr~ RN RN

ou G(z,s) = fos g(z,t)dt. Cependant J n’est pas définie sur I'espace H!, excepté en dimension 1 d’espace.
Pour surmonter cette difficulté, on introduit une formulation duale par I'intermédiaire du changement de
variable 1) = f~1(¢$) qui transforme I’équation quasi-linéaire (3.23) en 1’équation sur )

1
Ay = \/TW g(x, f(¥)), (3.24)

a condition que la fonction f vérifie
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sur [0, +oo] et f(t) = —f(—t) sur | — 00, 0]. L’équation (3.24) est de type semi-linéaire et la fonctionnelle
d’énergie qui lui est associée est [ : HL(RY) — R

I(v) = %/]RN |Vo|? dz — /IRN Gz, f(v)) dx.

La fonctionnelle I est cette fois bien définie sur H*(RY) et est de plus de classe C. Cette formulation
duale du probléme permet de travailler directement sur (3.24) et d’en déduire les résultats correspondants
sur (3.23). Nous avons considéré alors deux types d’équations différents. Tout d’abord, nous nous sommes
intéressés aux équations autonomes suivantes

—Au — A(u*)u = g(u), u € HYRY). (3.25)
D’un point de vue technique, les hypothéses sur g sont décrites ci-dessous :

(g0) g(s) est localement Holder continue sur [0, col.

(gl) —oo < liminf 9(s) < limsupﬁ = —v <0 pour N > 3,
s—0 S s—0 S
lim 9(s) = —v € (—00,0) pour N =1,2.
s—0 8

(g2) Si N >3, lim ‘%Sfﬂ —0.
S§—00 s N_—2

Si N = 2, pour tout a > 0 il existe C, > 0 tel que

lg(s)] < Cae"52, pour tout s > 0.

(g3) Lorsque N > 2, il existe { > 0 tel que G(&,) > 0,
Lorsque N =1, il existe & > 0 tel que

G(&) < 0 pour tout £ €]0,&[, G(&) =0 et g(&) > 0.

Sous ces conditions, nous avons montré le résultat suivant.

Théoréme 3.2.1. Sous les hypothése (g0)-(g3), Uéquation (3.25) admet une solution ug € H'(RY)
vérifiant les propriétés suivantes :

(i) ug > 0 sur RV,
(ii) ug est radiale : ug(x) = ug(r) avec r = |z| et ug est décroissante par rapport a r.
(i) ug € C*(RN).
(iv) ug et ses dérivées jusqu’a l'ordre 2 décroissent exponentiellement & Uinfini
|D%ug(z)| < Ce™®l#l 2 e RY,
avec C,§ > 0 et pour |a] < 2.

La preuve est fondée sur des techniques variationnelles et consiste a étudier les points critiques de la
fonctionnelles I.
Ensuite, nous avons étudié les équation non-autonomes suivantes

—Au — A(u®)u + V(z)u = h(u), (3.26)

dans lesquelles V € C(RY,R) et h € C(R*,R) est Holder continue. Les hypothéses sur V et h sont :
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(V0) il existe Vo > 0 tel que V(z) >V > 0 sur RV,
(V1) lim|y—00 V(2) = V(00) et V(z) < V(o0) sur RY.

(h0) lim his)

s—0 8

=0.

(h1) il existe p < oo si N =1,2 et p < 3E2 si N > 3 tel que |h(s)| < C(1 + |s|P), Vs € R, pour C > 0.

(h2) il existe p > 4 tel que, Vs > 0,
0 < uH(s) < h(s)s on H(s) = / Ch(t) dt.
0

On peut alors montrer le résultat suivant.

Théoréme 3.2.2. Sous les hypothéses (V0)-(V1) et (h0)-(h2), Uéquation (3.25) posséde une solution
positive non nulle si une des conditions suivantes est satisfaite :

1) (h2) est vérifiée avec p > 4.
2) (h2) est vérifiée avec p=4 et p <5 si N =3, p< 3 si N >4 dans (h1).

La preuve du Théoréme 3.2.2 est aussi fondée sur ’étude de la fonctionnelle I. Plus précisémment,
on montre que I posséde une géométrie de col. La principale difficulté est de contourner le manque de
compacité des suites de Palais-Smale. Pour cela on utilise les résultats de [JT03.1] et [JT03.2] en montrant
que le niveau ¢ > 0 du col est en-dessous du premier niveau ot il y a une perte de compacité.

3.2.2 L’équation DNLS.

L’équation DNLS (Derivative Nonlinear Schrédinger Equation) est aussi un modéle issu de la physique
des plasmas. L’équation s’écrit

i0pu + 02u + 10, (Jul*u) = 0, (t,z) € Ry x R, (3.27)

Une des particularités intéressantes de cette équation est qu’elle posséde une famille explicite d’ondes
solitaires généralisées indexée par deux paramétres w et ¢ de la maniére suivante

U, (t, ) (3.28)
r—ct
= ¢u.c(x —ct)exp {iwt + Z%(!E —ct) — %z/_oo |¢>w,c(n)2dn} ,

otl (w,c) € R? vérifient ¢ < 4w, et

() = Lfcg {cosh<m r) - =~ }] o (3.20)

est une solution positive de I’équation stationnaire

52 N Cria2, 34,
R+ (w=T) o+ SloPo— lolto=0, weR (3.30)

L’étude de la stabilité orbitale de ces familles d’ondes a été menée en partie dans [GW95], modulo deux
hypothéses importantes : d’une part, les auteurs se limite au cas ¢ < 0 avec ¢ < 4w et d’autre part,
suivant la théorie générale introduite dans [GSS90], ils utilisent un théoréme de stabilité abstrait dont ils
omettent la preuve.

L’objet de ce travail, en collaboration avec M. Ohta, publié dans [7], est de reprendre 1'étude de la
stabilité orbitale en considérant toutes les valeurs des 2 paramétres admissibles, & savoir (w,c) € R? avec
c? < 4w. L’idée est d’utiliser des méthodes variationnelles similaires & celles utilisées dans [S83] et [094],
évitant ainsi l'utilisation de méthodes spectrales. Le résultat principal obtenu est le suivant.
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Théoréme 3.2.3. Pour tout (w,c) € R? vérifiant ¢* < 4w, Uonde solitaire u, .(t) définie par (3.28) est
orbitalement stable pour I’équation DNLS (3.27).

On commence par noter encore une fois que le probléme de Cauchy (3.27) est bien posé dans H!(R™)
(voir [096]). On décrit maintenant briévement la méthode. En utilisant la transformation de jauge

Gij2 : H'(R) — H'(R)

u—> Gyja(u)(z) = u(x) exp (w/

— 00

x

utnPan).
on réécrit (3.27) sous la forme hamiltonienne suivante
i0yv 4 O2v + i|v|*0pv = 0. (3.31)

On travaille alors sur cette nouvelle équation et on introduit G, . ’ensemble des solutions non nulles de
I’équation stationnaire associée

—820 — i|p|?0pp + wp +icdp =0, z€R. (3.32)
Par la transformation

o) = etaesp (~5in+ [ lotan) (3:33)

Péquation (3.32) est transformée en
9 2 1 - Ci 2 3.
020+ (w5 ) o+ 5im(30.0)0 + 516176 — —lol'6 = 0. (3:34)

Il est alors clair que la fonction ¢y, ., solution de (3.30), satisfait aussi '’équation (3.34) puisqu’elle est
réelle et ainsi la fonction

pucl) =t exp (§io = ¢ [ louata)Pan) (3.35)

— 00

satisfait (3.32) et donc @y . € Gy si ¢® < 4w. De plus, si ¢ € G, . alors e“!p(z — ct) est une onde
solitaire de (3.31). Le cadre de ’étude étant posé, notons que I’équation (3.34) posséde une structure trés
particuliére. On montre en effet ce résultat surprenant : toute solution ¢ de (3.34) vérifie

Im(&aﬂc(b) = Oa

ce qui signifie que ¢ est aussi solution de (3.30). Ceci constitue un des points les plus originaux de la
preuve. Muni de ce résultat, on peut alors décrire la structure de I’ensemble G, . de la maniére suivante.

Proposition 3.2.4. Pour tout (w,c) € R? vérifiant ¢* < 4w, on a
gw,c = {ew@w,c(' - y) : (0, y) € Rz}

Le reste de la preuve de la stabilité orbitale est basée sur des méthodes variationnelles et on renvoit
a [7] pour plus de précisions.

3.3 Une équation de Schrodinger quasi-linéaire.

Les travaux présentés dans cette partie concerne 1’équation de Schrodinger quasi-linéaire suivante

{i@ + A+ ¢A(0?) + f(|62) =0 in (0,00) x RV, (3.36)

¢(0,z) = ao(x) in RY,
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ou f est une fonction donnée et ont fait 'objet de la publication [13] en collaboration avec L. Jeanjean
et M. Squasina. Nous nous sommes tout d’abord intéressés au probléme de Cauchy local. La présence du
terme quasi-linéaire rend difficile I’obtention d’un résultat d’existence dans ’espace d’énergie naturel

X ={ue H'RN,0): u?|V]u|Pde < oo }.
{uem
RN

On peut aussi remarquer que le résultat de [1] ne s’applique pas car la fonction £(s) = s ne vérifie pas la
condition nécessaire

1—400%(0) > Col?(0), forall o € R,. 3.37
Jr

On a donc montré le théoréme suivant.

=

Théoréme 3.3.1. Soient N > 1, s = 2E(
un temps T > 0 et une unique solution de (

)+ 2, a0 € HT2RY) et f € C*+2(RY). Alors ils existent
.36) telle que

#(0,2) = ap(z),
¢ € L=([0,T[; HSP*(RY)) N C([0, T[; H¥(RY)).

Lo

De plus, ¢ vérifie les lois de conservation

[6(@)ll2 = llaoll2, £(&(2)) = &(ao),
pourt € [0,T], ot
&) =5 [ IVoldo+g [ (VlofPda— [ Pl
avec F(o) = [} f(u)du.

La preuve du Théoréme 3.3.1 est fondée sur des méthodes d’énergie et pour surmonter la perte de
dérivée induite par le terme quasilinéaire, on utilise des transformations de jauge. Pour contourner la
condition (3.37), dans la procédure de point fixe, on introduit une version linéarisée différente de celle
introduite dans [1].

Pour I’étude de I'existence et de la stabilité des ondes stationnaires, on se restreint au cas particulier
f(s) = s"2". Une onde stationnaire est ici une solution de la forme Gu(t, ) = uy(z)e™™" ot w > 0 est
un paramétre fixé. La fonction ¢, est solution de (3.36) si w,, est une solution de

—Au — uA(Jul?) + wu = [uP "y, dans RV, (3.38)

On appelle état fondamental de (3.38) toute solution qui minimise l'action &, parmi toute les solutions
de (3.38), avec

1 1

1 w
2 212 2 +1
(‘;( = — V dr + — V dr + — de — —— Pride.

On note G, 'ensemble des états fondamentaux de (3.38). Nous avons alors prouvé le théoréme suivant
décrivant la structure de G,,,.

Théoréme 3.3.2. Pour tout w > 0, G, est non vide et chaque élément u € G,, est de la forme
u(z) = e“u(z)], zeRY,

pour 8 € S'. En particulier, les éléments de G,, sont, modulo une phase complexe, réels et positifs. De
plus, tout état fondamental réel, positif u € G,, vérifie les propriétés suivantes
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i) u>0in RN,
it) u est radiale, décroissante,
i) u e C*(RYN),
i) pour tout o € NN avec |a| < 2,il eziste (cq,00) € (RY)? tel que

|D%u(z)| < Coue %2l pour tout x € RY.

De plus pour N = 1 il existe une unique solution positive de (3.38), modulo les translations. En particulier,
il existe un unique état fondamental positif de (3.38), modulo une translation.

Ce théoréme améne le commentaire suivant. Dans le cas N > 2, nous ne disposons pas de résultats
concernant 'unicité. Nous conjecturons I'existence de plusieurs solutions radiales, comme c’est le cas pour
I’équation

—Au + wu = |ulP" in RY (3.39)
La preuve du Théoréme 3.3.2 utilise 'approche duale introduite dans [4]. Ensuite, nous prouvons le
résultat d’instabilité par blow-up suivant, valable pour p > 1 suffisament grand.

Théoréme 3.3.3. On suppose que w >0, p>1si N =1,2,

3+ i <p< 73]\[ 2
NSPS TN
si N >3, et que f(o) = o7 € C*T2(RT). Soit u € X un état fondamental de
—Au+ul|ul? +wu = |uP" 'y dans RY. (3.40)

Alors, pour tout e > 0, il existe ag € H*T2(R™N) tel que ||ag — ul| gsr2rn) < € et la solution ¢(t) de (3.36)
avec ¢(0) = ag explose en temps fini dans l’espace H*T2(RYN).

On remarque que les hypothéses sur la régularité de la fonction f sont satisfaites dans les cas suivants :

p>9lorsque N=1, p=7,9,11oup>13si N =2,
p=>5"T79si N=3etp=5si N=4.

Pour prouver le Théoréme 3.3.3, on raisonne par ’absurde en supposant qu’il existe une solution globale
dans H*T2(R™). A I'aide d’identités de type Viriel, on montre alors qu'une telle hypothése ne peut étre
vérifiée. Pour ce faire, on introduit des ensembles invariants et on privilégie une approche sous contrainte,
en jouant avec plusieurs caractérisations des états fondamentaux.

Lorsque 1 < p < 3—1—%, nous conjecturons que les états fondamentaux sont stables, sans étre capable de
donner une preuve de ce résultat. Cependant, dans cette direction, on considére la stabilité des minimiseurs
pour le probléme

m(c) =inf{E(u): ue X, ||ull? =c}, (3.41)

on 1 1
i 2 2 2 _ p+1 . 42
E(u) 2/]RN [Vul dx—|—/RN |u|*|V|ul|*dz ) |u|PT dx (3.42)

On note G(c¢) ’ensemble des solutions de (3.41). Ce probléme peut constituer une premiére étape vers
la stabilité orbitale des états fondamentaux. En effet pour toute solution u de (3.41) avec ||ul|3 = c et
E(u) = m(e), il existe un parameétre w*, dépendant de c et u, tel que u soit solution de (3.38) avec w = w*.
Cependant, ’étude de la stabilité orbitale des états fondamentaux via une approche de minimisation
sous contrainte (voir [CL82| par exemple) nécessite de savoir que tout les états fondamentaux de (3.38)
partagent la méme norme L2. Excepté dans le cas N = 1 pour lequel on est capable de prouver 1'unicité
des états fondamentaux, on ne dispose pas en général de cette information. De plus, méme en dimension
1 d’espace, nous n’arrivons pas & montrer que deux solutions différentes u; et us de (3.41) possédent le
méme multiplicateur de Lagrange, & savoir w} = wj. Notre résultat de stabilité est le suivant.
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Théoréme 3.3.4. Supposons que

4
l<p<3+—,
P<3+y

et soit ¢ > 0 tel que m(c) < 0. Alors G(c) est non vide et orbitalement stable.

Dans le Théoréme 3.3.4 la stabilité orbitale de G(c) est & prendre au sens suivant : pour tout € > 0,
il existe § > 0 tel que, pour toute donnée ag € X N H*2(RY) avec inf,eg(c) [|ao — ull g2 < 6, la solution
¢(t,-) de (3.36) ayant pour donnée initiale a¢ vérifie

sup inf o(t,) —ullm <&,
0<t<To u€G(c)

ot Ty > 0 est le temps d’existence pour ¢ donné par le Théoréme 3.3.1. La preuve du Théoréme (3.3.4)
est basée essentiellement sur la convergence des suites minimisantes de (3.41) et utilise la méthode de
concentration-compacité (voir [L84]). Une fois cette convergence établie, la stabilité orbitale découle
d’arguments standard. Finalement, on termine cette partie par une discussion sur la condition m(c) < 0.

Théoréme 3.3.5. La fonction m(c) vérifie les propriétés suivantes :
1)sil<p< 1—|—%, alors m(c) < 0 pour tout ¢ > 0.
2) Sil+ % <p<3+ %, alors il existe ¢(p, N) > 0 tel que
i) si0 < ¢ <c(p,N) alors m(c) =0 et m(c) n’admet pas de minimiseur.
it) si ¢ > c(p, N) alors m(c) < 0 et m(c) admet un minimiseur. De plus, la fonction ¢ — m(c) est
strictement décroissante.

3.4 Conclusion

A la suite des travaux présentés dans cette partie, il est possible de faire un certain nombre de
remarques et de présenter quelques problémes ouverts. Tout d’abord, en complément des résultats d’exis-
tence des ondes solitaires, se pose la question de 'unicité des états fondamentaux. Cette question se révéle
cruciale lorsqu’il s’agit d’aborder la stabilité orbitale de telles solutions via des méthodes variationnelles
(essentiellement des méthodes de minimisation sous contraintes). On peut citer, par exemple, le Théoréme
3.3.4 qui montre, sous certaines conditions, la stabilité de ’ensemble G(c) mais qui ne s’attaque pas a
la stabilité proprement dite des états fondamentaux (qui peut étre raisonnablement conjecturée). Cette
version faible de "stabilité dans son ensemble" est expliquée en partie par le fait que I'on ne dispose pas
de résultat d’unicité pour ces états. Plus précisément, le probléme se reformule de la fagon suivante :
Soit wy > 0 et u,, un état fondamental de 1’équation (3.38). On note ¢ = |luy, ||3 et v une solution du
probléme de minimisation (3.41). Alors, il existe un multiplicateur de Lagrange wo tel que u soit solution
d’une équation de type (3.38) dont le paramétre est égal & wo. La question est alors de savoir si tous les
états fondamentaux de (3.38) partagent la méme norme L? et si w; = wy. Ce probléme est aussi apparu
dans la partie 1.4 de ce mémoire et un argument de concavité permet de donner une réponse positive
partielle pour presque toutes les valeurs admissibles du paramétre w.

Un deuxiéme point important laissé en suspend est celui de la caractérisation des phénomeénes d’in-
stabilité. Le Théoréme 3.3.3 propose un résultat d’explosion en temps fini. Qu’en est-il du comportement
instable des solutions des théorémes de la partie 3.1 7 Il serait intéressant d’étudier de telles instabilités
via une approche numérique. Un autre prolongement possible de la partie 3.1 serait de continuer I'etude
des ondes solitaires, non pas sur des systémes de Schrodinger simplifiés dans lesquels les opérateurs de
dérivation de la partie quasi-linéaire ont étés supprimés mais sur les équations complétes présentées dans
la partie 2.
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Chapitre 4

Approximation des impulsions courtes
dans des milieux dispersifs.

4.1 Introduction.

L’équation de Schrédinger non-linéaire est trés souvent présentée comme un modéle asymptotique
pour de nombreux phénoménes physiques liés & la propagation d’ondes planes. On peut citer en exemple
le contexte des ondes de surfaces, du ferromagnétisme et bien str de 'optique non-linéaire. Considérons
un systéme hyperbolique avec une donnée initiale rapidement oscillante de la forme

Au + A(d)u + éEu = eF(u), (4.1)

U,y = Uo(x)ei% +c.c

ol € < 1 est un petit paramétre qui correspond a la longueur d’onde des oscillations. L’approximation
de type Schrédinger consiste alors a
1) décomposer la solution en produit d’une enveloppe U avec un train d’onde rapidement oscillant

jReo—w(t

u(t,x) ~U(t,z)e' =  +c.c, (4.2)

ou (w(k), k) vérifie une relation de dispersion,
2) approcher l'enveloppe U par la solution de I’équation de Schrédinger suivante

U + (cg - VIU — %R(a, U =eF(U), U, ,=U° (4.3)

ou la vitesse de groupe cg, 'opérateur différentiel R(9,d) et la nonlinéarité F s’expriment en fonction
des données du probléme de départ. L’approximation 1)-2) a été justifiée dans, par exemple, [L98] pour
des temps de l'ordre de O(1/¢), ce qui correspond & un nombre d’oscillation des pulses du méme ordre
O(1/e). Cependant, les impulsions laser ultra-courtes ne rentrent pas dans ce cadre la et pour les dé-
crire, Papproximation d’enveloppe 1) n’est plus valide. En effet, il est communément admis que cette
approximation est valide tant que

1
VU < = (4.4)

ce qui exclut les impulsions ultra-courtes. Des alternatives ont alors été proposées. Citons en particulier le
travail [AR03] dans lequel la condition oscillante est remplacée par une donnée rapidement décroissante
de la forme

k-z
Ulyp = Uo(m, - )7
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avec UY(x,z) — 0 as |z| — oo, et 'approximation d’enveloppe est remplacée par

k-z—wk)t

u(t,z) ~U(t,z, 6

)

ou U(t,z,z) — 0 as z — oo. L’équation de Schrédinger (4.3) est alors remplacée par
1 ~
010, U + (¢, - V)0, U + 5572(8, U = €0.F(U), U,_, =U" (4.5)

Notons que dans [AR03], la vitesse de groupe cg ne dépend pas de |k| et 'approximation n’est donc pas
valable pour les milieux dispersifs. Pour traiter le cas de tels milieux, Barrailh et Lannes (voir [BL02])
ont choisi de considérer des données initiales de la forme

k- -z

ult:o = UO(‘T7O7 € );

ot la transformée de Fourier du profil U° est une mesure & variations bornées dans H®. Cependant, les
équations qui découle de ce choix sont en générale non locales et s’avérent difficiles & traiter de maniére
numérique.

Les impulsions ultra-courtes possédent un spectre en fréquence trés large. En conséquence, puisque la
relation de dispersion de (4.3) est un développement de Taylor d’ordre 2 de celle de (4.1), 'erreur commise
sur des fréquences éloignées de k devient importante, ce phénomeéne n’étant pas exclusivement réservé
aux impulsions ultra-courtes puisqu’il concerne toutes les impulsions a spectre large. Une alternative
possible pour décrire ces impulsions est de consever 'approximation d’enveloppe en gardant les propriétés
dispersives du modéle originel ainsi que la relation de dispersion totale. L’approximation est alors valable
pour les impulsions courtes (mais pas ultra-courtes). Par exemple, dans [CGLO05], les auteurs introduisent
léquation FDM (full dispersion model)

QU + é(w(k D) - W)U = eP(U),  Ulx) = U(a),

ol w(-) est une paramétrisation de la branche adéquate de la variété caractéristique. Ce modéle est
plus simple que les précédents mais inclut des opérateurs non-locaux et nécessite donc des méthodes
spectrales de résolution. Le but de ce travail est de fournir un nouvelle approximation qui conserve les
propriétés dispersives de I’équation FDM tout en ayant les avantages de ’équation de Schrédinger. Pour
les applications pratiques, nous considérons deux types d’impulsions

e Short-pulses : le profil initial U%(z) dans (4.1) est de la forme

r — X

B

avec 0 < B < 1, f étant une fonction réguliére. Le cas 8 = 1 correspond aux impulsions laser
classiques, le cas ¢ < 8 < 1 aux impulsions courtes et § = O(e) aux impulsions ultra-courtes ;

UOR () = F(E=20), (4.6)

e Chirped pulses : le profil initial U%(z) dans 4.1) est de la forme

r — X

B

avec 0 < B < 1, f est aussi une fonction réguliére. Le cas § = 1 correspond aux impulsions laser
classiques et < 1 aux chirped pulses.

) (4.7)

U%P(z) = f(z — o) cos(% cos(

Les objectifs de ce travail sont alors les suivants
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. fournir un cadre de travail plus simple que celui de [BL02] permettant quand méme de traiter le cas
des spectres larges. L’idée est de garder Papproximation d’enveloppe (4.2) et de travailler dans les
algebres de Wiener (qui permettent de controler la norme L, ce qui n’est pas le cas des espaces
de Sobolev) définies de la maniére suivante

WHRECM) == {f € S'(RY)",Va € N, |a| < k,|0%f|w < oo}, (4.8)

avec |flw = |f[L1(a,cny-

. Prouver de maniére rigoureuse la régle (4.4). Nous montrons que 'approximation (4.2) a un sens
tant que [VU°|y < 1, ot |- |y est la norme dans I'espace de Wiener.

. Etablir des estimations d’erreur précises pour les différents modéles afin d’établir leur domaine de
validité.

. Introduire une nouvelle famille d’équations de Schrédinger avec une "meilleure" relation de disper-
sion, contenant uniquement des opérateurs différentiels. Ces modéles s’écrivent sous la forme

(1—ieb-V -’V -BV)3,U + (cg - V)U
- aén(a, U +ieV - (Ve (k)bT)VU + 2C(V)U = F(U),

ot be C% B e Mgya(R) et C:C? x C? x C¢ — C est une forme trilinéaire.

(4.9)

5. Présenter des résultats numériques en comparant les différents modéles, pour des impulsions courtes

et des chirped pulses.

4.2 Présentation des résultats.

Avant d’énoncer les résultats obtenus, il est nécessaire de préciser les hypothéses faites sur le systéme

général suivant
E
Ou + A(Q)u + —u = €T (u, T, u),
€

k-x

up,_, =U%z)e’ = +cc.
Hypothése 1 :
i. Le systéme (4.10) est hyperbolique symétrique : il existe n > 1 tel que

o A(D) = Z;i:l A;0;, ot les matrices A; sont réelles, symétriques d’ordre n,
e La matrice, d’ordre n, F est réelle et anti-symétrique;

ii. L’application
Cc3n — cr
(ul u?,u?) —  T(ub,u?u?),

est linéaire par rapport a u!, u? et u3.

(4.10)

Sous 'Hypothese 1, la matrice A(k) + % = 2?21 Ajk; + % est hermitienne pour tout k € R?. On

peut donc définir la variété caractéristique
d E
C :={(w,k) € R x R* w est une valeur propre de A(k) + —}.
i

11 est alors classique de faire les hypothéses suivantes sur C.

Hypothése 2 : Ils existent m € N et des fonctions régulieres w; € C°(RN\{0}) (j = 1,...,m),
que pour tout k € R4\ {0}, les valeurs propres de A(k) + £ (

7

59

(4.11)

telles
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Sous I'Hypothése 2, on peut alors écrire pour k € R*\{0},
E m
Alk) + — = > wi(k)m;(k), (4.12)
j=1

ot 7;(k) est le projecteur asssocié a w;(k) (en particulier, ; € C*(R4\{0}; M,,(C)).

On peut enfin énoncer la derniére hypothése portant sur le nombre d’onde k de la donnée initiale de
(4.10).
Hypothése 3 : On a k # 0 et, avec w = wy (k) :

e on a (3w,3k) ¢C;
e Avec les notations de 'Hypothése 2,

Jeg >0, Vi=2,...,m, inf |w—w;(k)| > cp.
co j m keﬂg}\{o} |w w;i( )| co

On peut maintenant énoncer le premier résultat concernant ’approximation d’enveloppe (4.2). On montre,

qu’au premier ordre, la solution de (4.10) peut étre décrite par Ugpp

k-x

Uy (tx) = Ult,z)e™ = + e, (4.13)

ol U est solution de

0U + L L(w,k+eD)U =T (U)
{ Uy, () = U°(x), (4.14)
L(-,-) est défini par
L(w k) = —wl + A(k) + % @15)

et T est égale a B B -
TWU)=TU,U,U)+TUU,U)+TUUDU).

L’avantage de Papproximation (4.14) est que I’échelle € n’apparait plus dans la condition initiale. Le
résultat est le suivant.

Théoréme 4.2.1. On suppose que les Hypothéses 1, 2 et 3 sont satisfaites. Soient a,b € W1 (R%;C") et
U® = 71 (k)a + eb.

i. Il existe un temps 1o > 0 tel que pour tout 0 < € < 1, il existe une unique solution U € C([0, ); W (R, C"))
de (414) ;

ii. Pour tout 0 < 7 < 79, il existe €9 tel que pour tout 0 < e < gg, il existe une unique solution
us, € O([0,7/e] x RY)™ de (4.10), vérifiant

gy — Uspp|Loc (0,7 /e xRy < €C(T, [U°|w) (1 + [blw + [VUw),
ot ug,,, est défini par (4.13).

On peut maintenant introduire les nouveaux modéles scalaires.
e Le modeéle completement dispersif. Il consiste a approcher la solution exacte de (4.10) par

x

Ugpp,1 (E, ) = U(1)(t7m)eik =+, (4.16)

ou U(y) est solution de

{ 8U) + L(wi(k +eD) — W)Uy = em (k)T (U)) (4.17)

Uy oo (2) = U°(2)

et wy(-) vérifie 'Hypothése 1. On a alors le résultat suivant.
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Corollaire 4.2.2. Sous les hypothéses du Théoréme 4.2.1, pour tout 0 < € < g¢ (g0 > 0 suffisamment
petit), il existe une unique solution Uy € C([0,70/¢); W(R%C™)) de (4.17).
De plus, pour tout 0 < 7 < 19, on a
|’u’ix - upr,1|L°°([0,7‘/s]><Rd) < EC(T’ |U0|W>(1 + |b‘W + ‘VUO|W)7
ot ug,, 1 est défini par (4.16).

o L’équation de Schrédinger non-linéaire. Dans ce contexte, la solution exacte de (4.10) est approchée
par

Uapp,2(t:2) = Uz (1, x)e +CC (4.18)

ot le profil U() est solution de I’équation de Schrodlnger

{ Uz + (Vwr(k) - V)Ug) — e (V He(w1)V)Uz) = em(K)T (V) (4.19)
U@) i () = U°(2),
et Hy(w1) est le Hessien de wi(-) en k. On peut alors énoncer le résultat suivant.

Corollaire 4.2.3. Sous les hypothéses du Théroéme 4.2.1, pour tout 0 < € < g¢ (g9 > 0 suffisament
petit), il existe une unique solution Uy € C([0,79/€); W(R%C™)) de (4.19).
Si de plus U° € W3(R%; C™)alors pour tout 0 < 7 < 79, on a

[Uge = Uapp 2| o< (0,7 71 xme) < €C (T [U°|w) (L + VU |lw + [blw + [eserrodl oo U |w2),

ot ug,, sest défini par (4.18) et

(wi(k +€f) = (w+eVwr(k) - €+ £°5€ - Hy(w1)§))
e (1+[¢5P°) '
e L’équation de Schrodinger mon-linéaire améliorée. On propose ici une équation de Schrédinger
modifiée pour laquelle la relation de dispersion est proche de celle du modéle exact. Elle est définie par

CSchrod (f) =

Uy s(t, ) = Ugsy(L2)e™ 7 +cc., (4.20)
ou I'enveloppe Uys) est solution de
(1—ieb-V —£*V-BV)o,Us
+ (Vwi(k) -V — eV - (in(wl) + Vwi (k)b")V + £2C(V)) Uz

= &M (k)T(U(3))
Us) |, (x) = U°(),

avec b € C?, B € Myx4(R) C: C? x C? x C? — C étant une forme trilinéaire. On suppose de plus que

(4.21)

B est symétrique positive, b € Image(B), et 4—b-(B 'b)>0 (4.22)
Le résultat suivant justifie alors cette approximation.

Corollaire 4.2.4. Sous les hypothéses du Théroéme 4.2.1, pour tout 0 < € < g¢ (g0 > 0 suffisament
petit), il existe une unique solution Uy € C([0,70/¢); W(R% C™)) de (4.21).
Si de plus U° € W3(R%; C") alors pour tout 0 < 7 < 79, on a

ug, — ui.pp 3|L°°([0 r/e]xRd) < eC(r, |U0|W)(1 + ‘VUO|W + [blw + ‘cimproved|00‘U0|W3)a
ol 4 est défini par(4.20) et

GPP
wi (k) (L1H (0 w Tye_ 2
B )
Cimproved(£) = ST EP)

Nous verrons dans le paragraphe suivant, & ’aide d’un exemple concret, quelle est ’amélioration
apportée par ce nouveau modéle.
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4.3 Simulations numériques.

Pour illustrer le bien fondé de ces approximations, on présente maintenant quelques simulations nu-
mériques sur le modéle suivant utilisé dans [CGLO5]

Ouf +0.9 % = (1P + |aP)g.

i (4.23)
g+ 0. f + -= e(|f1? + 1gI°) f-

Le but est de comparer numériquement les solutions du systéme complet (4.10) avec celles des différentes
équations introduites dans la section précédente, en considérant des impulsions courtes et des chirped
pulses. La condition initiale est

(z)e's + c.c. (4.24)

floole) = @) +ee g (@)= 2

(ce qui, avec les notations du Théoréme 4.2.1 correspond a k =1, b =0 et a = 7 (k)a = (f°, L2 f)7T).

SIL

Les 3 modéles asymptotiques s’écrivent alors :
e Modele complétement dispersif. La solution exacte de (4.23) est approchée par
UGy (L) = Uy (t, x) == c.,
ot Uty = (f1),9(1)) est solution de
i —D+eD? 4die 2
Ofo) + : sl 0 = ol fw, (4.25)
_ 1-i -
gy = Wf(l (condition de polarisation).
e L’équation de Schrodinger nonlinéaire. La solution exacte de (4.23) est approchée par
uimﬂ( ) U(Q)(t x) Jr c.c.,
ot Ugy = (f(2), 9(2)) vérifie
O f(2) + %(8 fo) —1502f() =& NALOIRIC] (4.26)
g2 = '
e L’équation de Schridinger modifiée. On approche la solution def (4.23) par
iT= ff
uapp 3( ) U(S) (t 33) +c.c.,
ot Uszy = (f(3), 9(3)) est solution de
(1—ied, - e2202)0f3) + = (8 —ie202 +2L3) f3) = 4’E|f )2 f ) (427
93y = %f{s) ;

En ce qui concerne le schéma numérique, on utilise une méthode spectrale en espace et une méthode
de splitting en temps. On commence par décrire les résultats pour les impulsions courtes. Le domaine de
calcul est [0,307]. La données initiales est prise sous la forme

r — X

B

() = G( );
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ou G = e‘xz, xo = 15. La pertinence des approximations (4.25), (4.26) et (4.27) est établie a I'aide de la

quantité suivante :
kx

1F(t,) — (fij) ()= + ce)oo
E (e, 5) = sup :
W It (oo
ou j =1 correspond a (4.25), j =2 a (4.26) et j = 3 a (4.27).

Les données sont : ¢ varie entre 0.001 et 0.1, 7' = 50 (temps de calcul final) et 8 = 0.1. Les résultats sont
regroupés dans la figure 4.1. On peut observer sur la figure 4.1 que les modéles (4.25) et (4.27) fournissent

(4.28)

+ +ﬁ+ T
-
e
=,

X
X X 7
X X X

0 s L L L L L L L
001 002 008 004 005 006 007 008 003 01

o5t

epsilon

FIGURE 4.1 — Impulsions courtes : Erreur E(; (e, 8) pour 8 = 0.1 et € € [0.001,0.1].

une bonne approximation alors que 1’équation de Schrodinger (4.26) est complétement inappropriée.

On regarde maintenant le cas des chirped pulses. On considére une condition initiale pour (4.23) de
la forme (4.24) avec

1 T — X
fO(x) = G(x — x¢) cos(= cos
(z) = G( ) cos( 3 ( 3

ot G = e~ Les domaines de calculs sont les mémes que dans ’exemple précédent. Les autres paramétres
sont : € = 0.01, et on fait varier 8 de 0.01 (chirped pulses) a 1, T = 1/e = 100. On observe sur la figure
4.2 que les deux modeles (4.25) et (4.27) deviennent appropriés pour S > 0.1 alors que 'approximation
de Schrodinger (4.26) n’est valable que pour 8 > 0.4.

))7

€T

25

FIGURE 4.2 — Chirped pulses : Erreur Ej)(e, ) pour ¢ = 0.01 et § € [0.01,1].

En conclusion, le but de ce travail était d’une part d’introduire de nouveaux modéles ne faisant
intervenir que des opérateurs différentiels capables de décrire la propagation de "short pulses" et de
"chirped pulses" et d’autre part de donner des estimations d’erreur permettant de décrire le domaine
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de validité de ces modéles. Enfin, nous avons effectué des tests numériques pour illustrer ces résultats a
l'aide du systéme introduit dans [CGLO5].
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Deuxiéme partie

Etude de quelques problémes issus de la
mécanique des fluides.
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Chapitre 5

Un probléme de contréle optimal.

5.1 Présentation du probléme.

Le but de ce travail est de fournir de nouvelles directions pour appréhender un probléme de controle
optimal pour les équations de Navier-Stokes posées sur un domaine borné. Il a fait 'objet de la publi-
cation [12], en collaboration avec P. Fabrie. En théorie du contréle optimal, on cherche & minimiser une
fonctionnelle de cotit, impliquant généralement I’énergie cinétique et une norme adéquate sur le controle.
C’est un probléme trés classique de mécanique des fluides qui apparait, par exemple, lorsque 'on veut
augmenter les performances d’un avion en modifiant 1’écoulement prés des parois a ’aide de conditions
aux bords non-homogénes (voir [BMTO01], [CFT85]). Un nombre d’articles importants traite le sujet d’'un
point de vue théorique (voir [B03|, [BO1], [F96], [FF98], [198] et [I01]), mais le point de vue numérique
reste un domaine largement ouvert (voir [IFZ01|, [IZ01]). On s’intéresse ici au cas ou le contrdle est défini
seulement sur une partie de la frontiére du domaine. La situation est la suivante. Soit 2 un domaine
borné régulier de R? et 9 sa frontiére (voir Fgure 5.1). On suppose que 9Q = ', UT.. avec T'. N T, = 0,
T'. et I'. désignant respectivement les parties extérieure et intérieure du domaine. Le controle est défini
sur I'. et sur I'¢, on impose une condition de Dirichlet non-homogéne.

On se donne alors une fonction réguliére g définie sur I';, un controle u, défini sur I'c et on introduit
la fonctionnelle d’énergie que 1’on souhaite minimiser

I (up) = [[u(T)][ + ol luy (1)

ou X and Y sont deux espaces de Hilbert & choisir et « est un paramétre positif (d’un point de vue
mathématique, on choisira o = 1). Notons que I'espace X représente I’ensemble des controles admissibles.

|
©

FI1GURE 5.1 — Exemple de domaine €.
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La relation entre u et u, est donnée par le systéme de Navier-Stokes suivant

%(t,x) + (ult,2) - V)ult,z) — RieAu(t,x) +Vp(t, @) = f(t ),
div(u)(t,z) =0, (5.1)
ur, (t, ) = uy(t,x), wur, (t,z)=g(x),

(0, 2) = up(x),

ou (t,z) € [0,T] x Q, ug est une donnée initiale réguliere, f est la force extérieure appliquée au systéme
et R, est le nombre de Reynolds. L’originalité de ce travail réside dans 'introduction d’un cadre naturel
pour définir 'espace X (voir ci-dessous pour la construction). On recherche alors un controle ugpt dans
I’espace X qui vérifie

J(udPt) = ungx J(up). (5.2)

Les résultats présentés dans [12] sont les suivants. En premier lieu, rappellons que, sous certaines hypo-
thése sur g et ug, le probléme de Cauchy (5.1) est bien posé (voir [T77]). Apreés avoir introduit ’espace des
controles admissibles X, nous montrons ’existence d’un contrdle optimal uzpt vérifiant (5.2). Notons que
la fonctionnelle J n’étant pas convexe, nous ne pouvons prouver 'unicité d’un tel uff’t. Cependant, nous
présentons les équations d’Euler satisfaites par le controle optimal. Le manque d’unicité peut s’avérer
problématique pour la construction d’une approximation de celui-ci, ¢’est pour cela que nous introduisons
ensuite un probléme linéarisé sur lequel nous pouvons énoncer des résultats constructifs.

5.2 Construction de I’espace de controle.

L’originalité du travail présenté ici est de définir un cadre naturel pour 'espace des controles ad-
missibles X. Nous présentons ici la maniére de le construire. Commengons par relever la condition de
Dirichlet au bord en introduisant U, solution du systéme de Stokes suivant

au, 1
—_— 7A =
En R U, +Vp =0,
div(U,) =0, (5.3)
Upip, = ups Upp, =0, /r Uy -nds =0,
U,(0) = 0. ’
La solution U, appartient a ’espace
wl :{v € L*(0,T; H(Q)), tel que v 1Ay +Vp=0
IR ’ 8t Re ’
div(v) =0, v(0,) =0, ), = o}, (5.4)

On montre alors que l'espace W' est un sous-espace fermé de L?(0,7; H') pour la topologie induite. De
plus, les éléments de W' possédent des traces sur I'. dans L2(0,7; H %(FC)). Plus précisément, I'applica-
tion
L*(0.T:H'(Q) — L*(0,T;H3(I.))

v —  Rp,(v) = ’U|

RFC :

T'e

est continue et injective. Pour 0 < o < 1, on introduit
WNL = WE N H(0,T; L*())
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équipé de la norme
1
[vllywne = (||UH%2(O,T;H1(Q)) + ”DgUH%%O,T;L?(Q))) %,

ott H°(0,T; L?(2)) est définit a partir des dérivées fractionnaires d’ordre o en temps DY, via la transfor-

mée de Fourier. On regarde maintenant l'espace de trace WXL associé a travers 'opérateur R - Pour
c

% < o < 1, I'espace X des controles admissibles adapté au probléme de controle optimal non-linéaire est

X =wNE,

En vue d’étudier un probléme approché linéarisé, on introduit aussi ’espace de Hilbert des restrictions a
T', des fonctions de WE

WE = Re, (WF) = {uy ,w e WY,

muni de la norme
HVHWCL = HU”LQ(O,T;Hl)a

ot v est I'unique fonction de W telle que Rr,(v) = .

5.3 Présentation des résultats.

Dans cette partie, on présente les principaux résultats obtenus sur ce probléme de controle optimal.
Pour tout couple de données (ug, g), rappellons tout d’abord la condition de compatibilité associée au
systéme (5.1)

/ g-ndo=0, (u0~n)|F =g-n. (5.5)
T, ¢

Ensuite, on introduit les espaces de Banach

Y = L*(0,T; H' (),
H = {v e L*(Q),div(v) =0, (v-n)r, =0}, (5.6)

V ={ve H}NQ),div(v) = 0}. (5.7)

L

Le premier résultat concerne l'existence d'un tel controle dans 'espace X = WXL

dans la section précédente.

que nous avons introduit

Théoréme 5.3.1. Supposons que Q est un domaine borné de R? de frontiere C'. Alors pour toute
fonctions (ug, g) appartenant & H X H: (Te) qui vérifient la condition (5.5), il existe au moins un controle
optimal ugP* solution de J(u%P') = inf, ex J(u,), avec X = WNE.
On pose alors v = u — U, la solution du systéme de Navier-Stokes suivant
v 1
—+(U-V)v+(up-V)v+(v-V)Z/{p—R—Av—l—Vp
(5]

= f - (up ’ V)upa (5-8)
div(v) =0, vr, =0, vp, =g, v(0)=uo.

11 est ici utile de préciser que, par application du Theorem 3.1 de [T77], on peut montrer le résultat
suivant sur lexistence d’une solution du systéme (5.8) :

Théoréme 5.3.2. Supposons que g € H%(F)vémﬁe (5.5), f € L*(0,T; V/) et ug € H. Alors il existe une
unique solution v € L>=(0,T; H) de (5.8). De plus, v est faiblement continue de [0,T] dans H.
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On montre aussi un résultat de régularité pour I'application U, — v.

Théoréme 5.3.3. Soit % < o < 1. L’application U, € WE N H°(0,T;L?) — v ot v est la solution
de (5.8) est dérivable au sens de Fréchet. De plus, pour tout h € WX N H°(0,T; L?), z = v (Uy) - h est
solution de

0z 1
afEAerv Vez+z-Vo+U, Vz+2-VU,

+h-Vo+v-Vh+U,-Vh+h-VU,+ Vp =0,
div(z) =0, zr =0, 2(0)=0.

On met ensuite en évidence la condition d’optimalité, sous sa forme faible, satisfaite par Z/{gpt.

Corollaire 5.3.4. Sous les hypothéses du Théoréme 5.3.1, le relevement L{gpt défini par (5.3) de uzpt
vérifie
Vh e WéVLa (Zaugpt)x + ((u/())ptv h))Y =0,

ot z est solution de l’équation

0z
_ A opt opt
En —6 z4+v-Vz+ z- VU—H/{ -Vz+z- VZ/I

+h - Vv+v-Vh+U;;pt-Vh—|—h-VZ/{§pt—|—V7T:O,
div(z) =0, zp =0, 2(0)=0.
et (-,)x (resp. ((,-))y) est le produit scalaire sur X (resp. Y ).

Nous présentons maintenant la version lindarisée du probléme de contréle optimal. Soit ¥ € H?(12) la
solution de

1
—R—A@+@-V@+Vw=0,

c (5.9)
div(v) =0, op, =0, o, =g,

ou g € H#(T',). On note v la solution de (5.1) avec les conditions aux bords
v, = Up € WCL, vr, =9

Alors w = v — ¥ est solution de

ow
—_— = —A + Vw + +w-Vo+Vr =
: - w+w-Vw+v-Vw+w-Vo+V 0, (5.10)

div(w) =0, wyp, =0, wir, = Up, w(0) = 0.
Puisque l'on s’attend & ce que w soit petit, on introduit une version linéarisée de (5.10) autour de 0

8wL
W_@AWH) Vwr +wg - Vo + Vr =0, (5.11)

div(wg) =0, wrp, =0, wrp, = U, wr,(0) = 0.

Enfin, w = wg, — U, est solution de
ow - _
E—R—Aw—i—v V(w+U,)+ (0 +U,) - Vo+Vr=0
div(w )—O wyp, =0, wr, =0, w(0)=0.

(5.12)

Ce cas apparait plus simple que sa version non-linéaire : en effet, dans ce contexte, ’espace W(Z,V L n'est

pas indispensable et il suffit de travailler dans WX. Cela vient du fait qu’il n’est pas nécessaire d’obtenir
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d’estimations sur les dérivées en temps de U/, pour passer & la limite dans les équations de Navier-Stokes,
puisque les termes non-linéaires ont été supprimés. On introduit alors la fonctionnelle de coiit

1t
Tulty) = 3 | 15+ Ul + 104 )t

et nous prouvons le résultat suivant.

Théoréme 5.3.5. On suppose que 2 est un domaine borné de R? a frontiere C1. Pour toute fonction
(uo, g) € H(Q) x H?(T,) vérifiant (5.5), il existe un unique controle optimale USP solution de

opt\ __ .
JLUP) = uplenEVL JLU,). (5.13)

De plus, L{;jm vérifie les équations d’Euler-Lagrange

T
T Uy - = / [(2 4+ oD+ UPY) 2+ (U 1)) Yt = 0, (5.14)
0
pour tout h solution de

on 1
_— 7A =
ot~ RN TVT=0, (5.15)

div(h) =0, hp, =k, =0, h(0)=0,
ot k est une fonction arbitraire sur T'.. La fonction z apparaissant dans (5.14) est égale (%Z)(ngpt) - h
et vérifie

0z 1
7_7A T . v =
%R z24+0-V(z+h)+(z+h) - Vo+ V7 =0,

div(z) =0, zp, =0, zp, =0, z(0)=0.

(5.16)

En conclusion, dans ce travail, nous introduisons un ensemble d’espaces fonctionnels qui permettent
d’appréhender les problémes de controle optimal pour les équations de Navier-Stokes. Dans ce contexte,
nous montrons l’existence d’un controle optimal, sans toutefois présenter un résultat d’unicité. Dans un
cadre linéaire simplifié, nous considérons le probléme de stabilisation autour d’un état stationnaire. Dans
cette situation, le controle optimal est unique et nous dérivons les équations d’Euler associées.
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Chapitre 6

Modéles pour les mélanges de fluides
Newtoniens en microfluidique

6.1 Présentation du modéle de mélange.

Ce travail a été réalisé dans le cadre de la thése de J. Dambrine (Maitre de conférence a "Université de
Poitiers), encadrée par T. Colin. I a fait ’'objet de la publication [15]. L’objectif est le suivant : on désire
introduire des modéles pour décrire des écoulements de mélanges de fluides Newtoniens dans des canaux
trés fins. On se limite au cas de deux fluides A et B ayant des viscosités dynamiques différentes. On
souhaite alors évaluer l'efficacité de deux méthodes passives différentes de mélange qui impliquent toutes
les deux une modification du fond et du haut des canaux. La premiére méthode consiste a considérer
un canal plat associé a des conditions de type glissement (voir ([KB03], [KBO04])) qui correspondent a
un traitement chimique de la surface qui permet aux fluides de glisser et pour la seconde, on considére
un canal avec un fond a reliefs associé a des conditions d’adhérence ([S02-1], [S02-2]). Il est toujours
colteux numériquement de comparer ces deux stratégies en effectuant directement des simulations 3D.
On propose donc ici de se placer dans une approximation de type Hele-Shaw (voir [JR93]), justifiée par le
fait que dans des canaux microfluidiques, une des dimensions est en générale trés fine. C’est un processus
asymptotique dans lequel I'écoulement est généralement décrit par I’équation de Reynolds. Ce travail
comporte donc une part importante de modélisation, dont en voici une bréve description. On commence
par introduire une fonction ¢ (¢, X) qui décrit la fraction volumique de I'espéce A dans le canal. Cette
inconnue est alors solution d’une équation de convection-diffusion

o+ V-Vo=V(D(9)Ve),

ou V est la vitesse du fluide et D un coefficient d’inter-diffusion. L’hydrodynamique est décrite de maniére
classique par un systéme de Stokes (écoulement a bas nombre de Reynolds) incompressible auquel on
ajoute une loi rhéologique pour relier la contrainte au taux de déformation. Une analyse asymptotique
nous permet d’obtenir deux systémes différents

e un systéme dit 2.5 D pour lequel les vitesses sont 3D mais la pression est seulement 2D :

u

1
Orp+ v ] - Vo—Vuy (D(@)Veyp) — ;232(1?(@)5‘#) =0,
w
Viy - (K12 (gp)vLyP(%y)) =0,

Yy
u .
( ) — KD (p)V,, P,
w

— — [PV, (z) (2,y,0)do.

(6.1)
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e un systéme simplifié pour lequel toutes les grandeurs sont 2D :

me . [KgD(xvy)vmyP] = 0;

u —=3D

05+ (3 To = oy (D(O)V.y0) =0

Finalement les différents coefficients K27, K30, F;D et F:;D des deux précédents systémes sont déter-
minés par les caractéristiques des canaux envisagés. Un des résultats de cette étude asymptotique est
de montrer ’équivalence des deux modes de mélange. En effet, dans ce régime, on peut comparer les
coefficients précédents correspondants aux deux types de canaux envisagés (canaux traités chimiquement
ou canaux a reliefs). Plus précisément, dans le cas du modéle 2D, a viscosité constante, nous montrons
qu’il est possible de choisir les paramétres définissant les deux types de canaux de telle sorte que les
deux modéles correspondants soient trés proches (c’est-a-dire telle que Iécart entre les vitesses soit petit)
comme le montre la proposition suivante.

Proposition 6.1.1. Soient h(x,y) = h+ h(z,y) la hauteur du canal & reliefs ou h représente la hauteur
du canal a fond plat. On note L(z,y) la longueur de glissement associée au canal plat. Alors il existe une
fonction L(x,y) qui minimise Uerreur entre les coefficients des systéemes (6.1) et (6.2). De plus, L(x,y)

est donnée par
_ 1 - . -
L(z,y) = - = (h* (2, y) + 4hh* (2, y) + 4h"h(z, y)).

Nous nous sommes ensuite intéressés au probléme de Cauchy pour le systéme 2D (6.2) en montrant
lexistence de solutions faibles et fortes, dans I'esprit de [B99]. Nous avons considéré un canal rectangulaire
[0, L] x [0, £] a relief associé & des conditions d’adhérence. On note I', 'entrée du canal, T'; la sortie et T'f,
les murs latéraux et v la normal sortante. Les conditions aux bords associées au systéme (6.2) s’écrivent
alors

sur T'., on impose la vitesse © = Uy (y) et le paramétre d’ordre ¢ = ¢1(y),
sur 'y, on impose P =0 et 8—%5 =0,

sur 'z, on impose v =0 et % _ 0.

ov

L’intérét de ces résultats réside dans la prise en compte de conditions aux bords physiquement pertinentes,
a savoir que les fluides se déplacent sous 'effet du gradient de pression. Nous montrons ainsi que ce type
de modéle fournit un comportement physique raisonnable pour les fluides sur I'y. La preuve est basée sur
une méthode de Galerkin et utilise des principes du maximum ainsi que des méthodes de relévement. Les
deux résultats sont les suivants. Pour les solutions faibles :

Théoréme 6.1.2. On suppose que D(ip) est constant, p1(y) € H*(0, 1), 65‘:} =0 sur 'z, Uop(y) € L?(0,4),
Uy > 0 et g € L2(Q) telle que 0 < o < 1. Alors il existe une solution globale faible (P, %, v, ¢) du systéeme
(6.2) telle que p(0,,y) = po(z,y) et

Pe L?OC(R+;H1(Q)),

@) € [T (R ' @)

¢ € L (R 12(Q) N 13, (Rys H'(@)).
Pour les solutions fortes :

Théoréme 6.1.3. On suppose que D(¢) est constant, p1(y) € H3(0,1), 9

S =0 surT, up(y) € H(0,7),
Uy >0, Oytp =0 sur T', et oo € H(Q) telle que po = @1 sur T et 0 < g

< 1. Alors il existe un temps
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T > 0 et une unique solution (P,u,v,y) au Systéeme (6.2) telle que p(0) = ¢o et
2
PelL™ (O,T; HQ(Q)), (T,7) € (L°° (o,T; Hl(Q)))

pe L™ (o,T; Hl(Q)) nz2(o,1; HQ(Q)).

6.2 Tests numériques.

Nous avons effectué des simulations numeériques sur les 2 modéles. Les méthodes de discrétisation sont
classiques : différences finies en temps et utilisation de schéma volumes-finis sur des grilles cartésiennes
décalées en espace. La premiére simulation concerne une expérience de co-flow décrite par la Figure 6.1
et utilise le modele 2D (6.2). Il s’agit d’injecter deux fluides de viscosités différentes 71 et 7o dans un
canal & fond plat avec conditions de glissement et de décrire la position de la zone de mélange. Dans cette
configuration, le mélange s’effectue essentiellement par auto-diffusion. Les caractéristiques du canal et
des fluides sont les suivantes : longueur L = 1300um, largeur ¢ = 200um, vitesse d’entrée identique pour
les 2 fluides Ug = 1.8 % 10~2m.s~!, méme densité p = 1.2 x 103kg.m =3, 1o = 0.67Pa.s et on fait varier la
viscosité du fluide 1 de 7 = 8.375 x 107?Pa.s a m; = 5.36Pa.s, N, = 100, N, = 80. Il est généralement

L, L,

T—’ X I b e <— Zone de mélange

FIGURE 6.1 — Expérience de co-flow.

admis que la position de l'interface dépend du contraste de viscosité égale a

e=—D_T (6.3)
min(ny,n2)
De plus, la notion d’interface n’étant pas claire en elle-méme, nous avons utilisé, pour la décrire, un
moment d’ordre 1 défini par

D
M (2, 1) = / (e )y

On s’attend a ce que le fluide le plus visqueux soit poussé par le moins visqueux dans la section transverse
du canal et que les murs latéraux aient une influence sur ce déplacement. Les résultats obtenus sont les
suivants (voir Figure 6.2) :

e pour des petites valeures de ¢, I'influence des murs latéraux est négligeable et M7 dépend linéairement
du paramétre ¢,

e pour des grands rapports de viscosité, les effets diis aux murs sont les plus importants et 'interface
se rapproche des murs.

Un calcul élémentaire permet alors de prévoir le déplacement relatif

M _
bt S/ B/ | S Fn1,1m2).
¢ 2(m2 +m)

Les résultats numériques (voir Figure 6.3) confirment cette loi et font penser que ce modéle est ici adapté
a la description d’une telle expérience (voir aussi [15] pour une expérience de "viscous-fingering").
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Displacement
o
.
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Viscosity contrast 1

FIGURE 6.2 — Expérience de co-flow : déplacement de l'interface en fonction de .

Relative displacement

04 L L L L L L L

0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4
Viscosity contrast 2

FIGURE 6.3 — Expérience de co-flow : déplacement relatif de l'interface en fonction de f(n1,n2).
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Une seconde expérience numérique vise & déterminer le domaine de validité du modéle de Reynolds. Un
des sujets importants en micro-fluidique est ’accélération de mélange de fluides dans les micro-canaux.
Deux méthodes existent actuellement : mettre des reliefs sur le fond et le haut des canaux ou traiter
chimiquement les surfaces pour induire des zones de glissement. L’objectif de ces tests est de déterminer
si le modéle de Reynolds 2.5D permet de décrire correctement de tels écoulements et surtout de reproduire
les re-circulations nécessaires a 1’accéleration du mélange. Dans cette expérience, on choisit un canal a
reliefs, la hauteur du canal étant donnée par

W y) = honas (1 _ L+ cos(6m(a+ 2y>>> |

5

ol hypqy désigne la hauteur maximale du canal. On veut tout d’abord quantifier I'influence de hy,q, sur
Perreur entre les solutions du modéle de Stokes complet et celles du modele (6.1) dans la géométrie décrite
ci-dessus. On choisit de calculer lerreur sur les vitesses (voir Figure 6.4). Les caractéristiques du canal et
de la grille numérique sont : L = 2.5mm, | = 500pm, hyqq varie de 50 pm a 200 um, N, = 400, N, = 100
et N, = 50. La figure 6.4 montre la convergence des 2 modéles lorsque ;4. tends vers 0.

La différence qualitative entre les solutions des deux modeéles ((6.1) et Stokes) sont présentées dans la
Figure 6.5. Elle représente les lignes de courant partant de ’entrée du canal. On remarque que pour h,qy
suffisament grand, les lignes de courant calculées sur le modéle de Stokes présente une déviation vers le
mur gauche du canal. Cette déviation ne s’apercoit pas sur les solutions du Systéme (6.1). Ce phénoméne
de déviation est pourtant un mécanisme trés important dans les processus de mélange par modification
du canal en microfluidique (voir [NW10]) En conséquence, le modeéle de Reynolds n’est pas adapté pour
les modéles de mélange basés sur cette approche. D’autres expériences numériques sont présentées dans
[15] faisant intervenir les canaux traités chimiquement pour induire des zones de glissement, confirmant
elles-aussi I'inadaptation du modéle de Reynolds (6.1) dans ce cadre-la.

En conclusion, nous pouvons dire que les modéles de Reynolds sont bien adaptés pour décrire des
phénomeénes de mélange en régime d’auto-diffusion. Ils permettent de montrer que, dans ces régimes, les
canaux traités chimiquement et les canaux a reliefs fournissent des modéles asymptotiquement équivalents.
Enfin, les modéles asymptotiques (6.2) sont bien posés et décrivent bien le régime "pressure driven flows".
Par contre, ils ne conviennent pas pour étudier les phénomeénes d’accélération de mélange qui nécessitent
de prendre en considération les modeéles complets de Stokes 3D.
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Error

FIGURE 6.4 — Erreur sur les vitesses données par (6.1) et le modeéle de en fonction Agpqy.

B
«««««\

FIGURE 6.5 — Comparaison des lignes de courant calculées sur les deux modéles pour différentes valeurs
de hmax. @) @ Bpax =200 um , b) @ Apax = 150 um , ) @ hpax = 100 um , d) : hypax = 50 pm.
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Chapitre 7

Les écoulements de solution de micelles
géantes.

7.1 Description du modéle.

Ce travail, relatif aussi & la thése de J. Dambrine, porte sur les écoulements de micelles géantes en
solution dans les micro-canaux. Les micelles géantes sont des agrégats de molécules bipolaires nageant
dans un solvant. Elles possédent essentiellement deux états distincts dépendant de la force du cisaillement
appliqué a la solution : un état aligné et un état enchevétré. Dans les micro-canaux, du fait du cisaillement
non-homogeéne, plus important prés des murs, on retrouve 1’état aligné prés des murs et 1’état enchevétré au
milieu du canal, provoquant ainsi des sortes de "bouchons". Dans ce contexte, nous nous sommes intéressés
a la rhéologie de ces écoulements. Pour décrire de tels écoulements, nous avons choisi le modéle de Jonhson-
Segalman diffusif, qui décrit la contrainte interne comme la somme d’une contribution visqueuse qui
représente le fluide dans sa phase alignée et d’une contribution visco-élastique o, qui décrit la contrainte
du fluide dans sa phase enchevétrée

o =2nsD[V] + 0.

L’évolution de oy, est alors donnée par

Op

(0: +V - V)op + 0,Q[V] — QV]o, — a(0,D[V] + D[V]o,) + - = 2GD[V]+ DAoy, (7.1)

ot G est un module élastique, 7 un temps de relaxation, D un coefficient de diffusion et Q[V] = (VV —
VV*)/2. Ce modéle a cependant le défaut de n’étre valable que pour des taux d’élongations petits. Pour
contourner ce probléme, on propose de rajouter un terme quadratique dans I’équation sur la contrainte
(modéle de Giesekus [G82]) afin de saturer la contribution visco-élastique o,,. Pour fermer, cette équation,
on ajoute alors une équation de Stokes incompressible pour aboutir finalement au modéle suivant

V- (2nD[V] +0,) = VP,
V-V =0, (7.2)
(0 +V -V)op + 0, QV] = Q[V]o, — a(opD[V] + D[V]oy,) + 2 + &-02 = 2GD[V] + DAo,,.

7.2 Les conditions aux limites et les modéles réduits.

Le type de géométrie utilisée dans ces travaux est décrit par la Figure 7.1.
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FIGURE 7.1 — Représentation schématique du type de domaine considéré.

On distingue 3 types de bords : 'entrée du canal I',, les sorties du canal notées I'{ avec ¢ = 1,..., NV
et les murs latéraux I',,. La difficulté est ici de déterminer les conditions appropriées a l'entrée et aux
sorties du canal. En effet, la structure décrite par 7.1 ne représente qu’une petite partie du dispositif

micro-fluidique envisagé pour les applications et il est destiné a étre aggloméré a d’autres cellules du
méme type. Sur les murs latéraux, on considére une condition d’adhérence pour les vitesses

Vir,, =0

alors que pour contrainte o, on choisit parmi les deux conditions suivantes :

e une condition de Dirichlet

_ _loc
Ty — ap )

Op

ol o}%¢ est la solution de (7.1) avec D = 0,
e une condition de Neuman

5'V0p‘rm =0.

A Tentrée, on souhaite imposer un gradient de pression 0 P, alors qu’a priori, le modéle ne permet de
considérer que des conditions sur les vitesses. Cependant, sous certaines hypothéses (écoulement établi,
stationnaire, paralléle), il est possible d’introduire une version réduite de (7.2) dans laquelle le gradient
de pression §P, a I’entrée apparait comme un parameétre (modeéle Poiseuille 2D)

Ao+ 0,08 + 0,087 = 6P
00y + 0, 2V] = QVlo, — a(0, DIV] + DVley) + 22 + =07 (7.3)
= 2G(0,(63 + 07) + 2G,u(63 + 6})) + DAy.0p.

Ici, 5{ est une matrice dont les composantes sont nulles sauf pour ¢ = j. Les conditions sur I';, sont les
mémes que celles décrites ci-dessus. L’écoulement stationnaire permet alors de calculer les profils d’entrée
V*(6P.) et o, (0P.) correspondants. On peut alors considérer une condition de type Dirichlet sur I'. pour
le systéme (7.2)

Vip, = V*(3P,),

oplr, = U;(5Pe).

Pour les conditions de sortie, on envisage deux jeux de conditions différents. D’une part, on considére
une condition de sortie similaire & celle calculée en entrée a ’aide du modéle Poiseuille 2D. La difficulté
consiste alors & trouver des gradients de pression 6 P! qui soient compatibles, c’est-a-dire qui assurent que
la somme des débits de sortie soit égale a la somme des débits & I’entrée. Sachant que la relation entre les
débits et les gradients de pression n’est pas linéaire, nous avons proposé un algorithme de recherche de
gradient de pression §P! compatibles (voir [D09]) et qui permettent de calculer les vitesses et contraintes

| ! S
V*(6P;) et 0,(6P;) correspondantes. En résumé, les conditions de Dirichlet s’écrivent

v

ri = V*(6PY),
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oplri = U;((SPSi).

D’autre part, on a aussi considéré des conditions de type Neuman classique

oV

Fézoa

8ucrp|pg =0.

7.3 Les expériences numériques.

Les méthodes numeériques sont décrites en détail dans la thése de J. Dambrine ([D09]). Pour la dis-
crétisation en temps, on utilise des schémas implicites aux différences finies couplés avec des méthodes
de splitting. En espace, on utilise des schémas MAC sur des grilles décalées, avec des méthodes de pé-
nalisation pour prendre en compte des géométries complexes. L’incompressibilité du fluide est assurée
par 'algorithme d’Uzawa. Dans ce travail, nous proposons deux applications de ce modéle dans le cadre
d’écoulements micro-fluidiques.

La premiére concerne I’étude des bandes de cisaillement dans des canaux droits, dont la section
transverse posséde un grand rapport d’aspect. Des expériences menées au LOF (unité mixte CNRS-
Bordeaux1-Rhodia) par Colin-Masselon montrent 'importance des effets de surface dans cette configu-
ration particuliére et mettent en lumiére la perte de la notion de "courbe d’écoulement” (profil entre
taux de cisaillement et contrainte de cisaillement). Les tests numériques présentés ici ont pour but de
montrer que le modéle diffusif de Johnson-Segalman est capable de rendre compte de ces effets. Dans ce
cadre précis, la description de I’écoulement est simplifiée et il est possible, pour le décrire, d’introduire
des modéles réduit de type Poiseuille 1D. Nous avons alors montré que si le gradient de pression imposé
est suffisament fort, des bandes de cisaillement se forment prés des bords du canal tout en laissant une
bande faiblement cisaillée au centre du canal. Ainsi, le fluide est séparé en deux phases : une phase fluide
prés des bords et une phase visqueuse au centre. Nous voulions aussi vérifier que des effets non-locaux
pouvaient étre & lorigine de la perte de la notion d’écoulement. Plus précisément, la relation o®¥(%), qui
donne la contrainte totale de cisaillement en fonction du taux de cisaillement +, ne dépend pas de la
condition initiale (grace a la présence du terme diffusif dans le modeéle) mais peut dépendre du gradient
de pression imposé dans le canal. D’un point de vue numeérique, le modéle de Johnson-Segalman est ca-
pable de rendre compte de ce comportement suivant les conditions aux limites choisies sur o,. On choisit
comme condition initiale 0, = 0. On effectue alors des simulations numériques pour les valeurs suivantes
de D et 6P :

D =[8, 16, 80]m?.s~ !, (7.4)
§P = [330, 495, 660, 825, 990, 1155, 1320] mB/(6 cm). (7.5)

On consideére également deux types de conditions aux limites :

e une condition de Neumann homogéne :
dsoplr,, =0, (7.6)
e une condition de Dirichlet non-homogéne :

Tplr,, = o, (1) e, (7.7)

ot o, () représente le résultat du modele local (D = 0).
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La Figure 7.2 présente les résultats des simulations effectuées dans les conditions décrites ci-dessus pour
des conditions aux limites de Dirichlet sur o, lorsque I’état stationnaire est atteint. A gauche on présente
les courbes d’écoulement obtenues en tracant ¢™¥ en fonction du taux de cisaillement . On s’apercoit
qu’a mesure que D augmente, le profil 0*¥(¥) dépend de plus en plus du gradient de pression 6P imposé.
Conformément aux expériences on a donc une perte de la notion de courbe d’écoulement & mesure que
lon augmente les effets non-locaux sur la contrainte(dans les expériences on augmente les effets non
locaux en diminuant la largeur du canal, ici on les augmente en faisant varier le coefficient de diffusion
D).

Le second groupe d’expériences numériques porte sur les écoulements de micelles géantes a travers
des jonctions micro-fluidiques en forme de "T", dans le cadre d’une véritable géométrie 3D (voir Figure
7.3). On choisit Ly = [ = h = 1mm, et on fait varier L; et Ly. On note I', I'entrée de la jonction, 'l et
I'2 les deux sorties et enfin T',,, désigne les murs du canal. Les paramétres du systéme (7.2) sont

n=1Pa.s,G=150Pa,7 =055,k =0.3,D=1.0e "m?.s7 !,

et on définit les débits d’entrée ). et de sortie Q51 et Q4o par :

Qe = / Udre7 Qsl = _/ Ud].—‘;, Qs? = / ’Ud].—‘z .
r. rt 2

Le fluide étudié ici étant incompressible, on doit avoir Q. = Q41 + Qs2. Dans ce cadre-1a, la question
est alors de savoir comment déterminer les débits de sortie Q41 et Q5o connaissant le débit d’entrée Q..
Assurément, il existe une infinité de débits de sortie vérifiant la relation précédente, le but étant d’en
sélectionner une paire avec un argument physique. Dans cette optique, en premiére approximation, on
peut supposer que, dans ce type d’écoulement incompressible, la pression évolue linéairement dans la
direction longitudinale du canal. On applique ce principe aux 3 branches du canal et on considére que
la pression P; est constante au niveau de la jonction. On peut donc définir les gradients de pression a
travers I'! et T'2

Py —P

A Py — P;
5Psl ~ 3 5Rs*2 ~ #

L. Lo

Supposant Ps; = Pyss = 0 (sorties a la pression atmosphérique), on exprime le débit a travers une conduite
droite en fonction du gradient de pression a I'aide du modéle réduit (7.3) (qui permet de calculer un profil
de vitesse) et de l'expression Qs = fr. udl's. Il reste & déterminer la pression P; au milieu du canal pour
que

Qsl(dpsl) + Qs2(513s2) = Qe .

La relation entre débit et gradient de pression n’étant pas linéaire, nous avons proposé l'algorithme
suivant :

0. Initialiser PJQ
1. PJ’-” est connue ,
2. On calcule 6 Py; et 6 Pgo a partir de P,

3. On calcule les débits correspondants Q7, Q% ,

Qe — (Q% + Q%)
maz(Qe, Q% + Q)

4. On corrige la pression intermédiaire avec : Pj"'H =Pl +or
5. on itére en revenant a 1.
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Lorsque cet algorithme a convergé on a bien : Q. = (Q% + Q7). La pression intermédiaire P; obtenue
permet alors d’évaluer les gradients de pression §Ps; et 0 Pso et enfin Qg1 et Qg2. Notons qu’a I'étape 3,
les débits sont calculés en fonction des gradients de pression en utilisant les formules (7.8). Il est donc
nécessaire de calculer les vitesses u et v en fonction de ces mémes gradients de pression. Pour ce faire,
on utilise le modéle Poiseuille 2D (7.3). Pour illustrer ces écoulements, la Figure 7.4, & droite, montre
des coupes en z = h/2 de profils de vitesses obtenus grace au modeéle (7.3) avec les paramétres décrits
ci-dessus, pour plusieurs gradients de pression imposés (la résolution du maillage choisie pour ces calculs
est Ny x Ny = 50 x 50). On remarque sur la Figure 7.4, a droite, I'existence d’un saut dans l'ordre de
grandeur des vitesses correspondant & une valeur seuil du gradient de pression. Au dela de ce seuil, il y a
formation de bandes de cisaillement qui produisent au centre du canal un bouchon visqueux (phénomeéne
connu sous le nom de "spurt effect" ou "effet de jaillissement"). La conséquence directe sur les débits
(voir Figure 7.4, a gauche) est un saut dans la relation débit/gradient de pression.

La Figure 7.5 illustre les calculs fournis par cet algorithme. On prend L1 = 1lmm, Ly = 2mm, on
fait varier . dans la gamme Q. € [0.1, 110] uL.s~! et on trace le rapport Q41 /Qs2 des débits de sortie
obtenus. On observe sur la Figure 7.5 une bosse trés localisée pour une certaine gamme de débits d’entrées
qui correspondent & la formation au milieu du canal d’un bouchon visqueux (spur effect). Cette approche
se révéle cependant insuffisante car elle est fondée sur une approximation de pression linéaire dans chacune
des branches, ce qui ne permet pas de reproduire tous les mécanismes en jeu dans de tels écoulements
(notamment au niveau de la jonction).

Nous avons donc envisagé une deuxiéme approche basée sur des simulations directes sur le systéme
complet (7.2). Afin de ne pas forcer I’écoulement en sortie, on consiére des conditions de Neuman pour
les vitesses sur I'! et T'2. Cela suppose que les écoulements en aval de T'! et T'? soient établis et il faut
donc que les sorties soient suffisamment loin de la jonction. On considére d’abord le cas d’une jonction
asymétrique Lo = 2L;. On fixe plusieurs débits d’entrée

Q. = [25.28, 33, 49.66, 57.18, 72.04, 146.66, 293.54] pL.s~*

sur un maillage N; x N, x N, = 100 x 200 x 50. La Figure 7.6, présente un exemple de simulation pour
Q. = 72,04 nL.s~1. On constate que la pression présente le comportement souhaité, c’est-a-dire qu’elle
est au méme niveau aux deux sortie I'! et I'2, validant ainsi 1'utilisation des conditions de Neuman sur
les vitesses. Les simulations montrent également la tendance du fluide & passer préférentiellement par
la branche de sortie la plus courte. La Figure 7.7 présente les rapports de débits de sortie obtenus par
cette simulation directe pour différentes valeurs Q. = [25.28, 49.66, 72.04, 293.54] uL.s~*. On constate
sur cette figure que ce rapport de débits de sortie suit la méme tendance que celle présentée dans la
Figure 7.5, c’est-a-dire que l'effet de bouchage diminue & mesure que 'on augmente le débit d’entrée
dans la jonction. Toutefois, le décalage entre les 2 courbes suggére 'importance de la jonction dans ce
type d’écoulements. Pour décrire les effets de bouchage propre aux micelles géantes, il est donc nécessaire
d’effectuer des simulations directes sur le systéme (7.2)

Pour terminer cette section, on présente maintenant le cas d’un écoulement de micelles géantes dans
une jonction symétrique (L1 = Lo). La Figure 7.8 montre les profils de vitesse obtenus en différents ins-
tants de I’écoulement. Dans cette configuration, ’écoulement n’atteint pas d’état stationnaire et 1’écoule-
ment semble osciller périodiquement autour d’une position d’équilibre. La Figure 7.9 représente le taux
de cisaillement || en différents temps. On remarque une oscillation au niveau du mur face a 'entrée des
bandes de cisaillement. Ce phéoméne doit étre & 'origine de la déstabilisation de I’écoulement, et on peut
donc voir ici I'influence trés forte de la jonction sur 1’écoulement.

En conclusion, on a montré que le modeéle de Jonhson-Segalman utilisé permet de décrire correctement
les phénoménes de bouchage observés expérimentalement. Ces calculs ont mis en lumiére I'importance de
la géométrie sur les rapports des débits de sortie ainsi que 'importance de 'asymétrie de la jonction sur
ces débits. On a ainsi observé des régimes non-permanents au niveau de la jonction. Tous ces phénoménes
mettent bien str en évidence le caractére non-Newtonien des micelles géantes et la tendance du modéle
a créer des bandes de cisaillement dans 1’écoulement. Cette étude montre aussi I'importance d’effectuer,
dans ce cas, de véritables simulations 3D afin de prédire les effets diis a la jonction. Notons enfin que ce
travail va faire 'objet de la publication [19].

85



Mécanique des fluides

120 i i '

100+ 1 =g 330 mB / 6cm

==@== 495 mB / 6cm

== 660 mB / 6cm

801 1 w825 mB / 6cm

- = 990 mB / 6cm
SJ 6ol | 1155 mB / 6¢cm|
*b === 330 mB / 6cm b 1320 mB / 6¢cm

40

==®== 495 mB / 6cm
=660 mB / 6cm
s 825 mB / 6cm
=090 mB / 6cm
1155 mB / 6¢cm|
== 1320 mB / 6cm

0 10 20 30 40 0 1
76 Y (m) x107

120 40

100+ 1 == 330 mB / 6cm
==@== 495 mB / 6cm
== (660 mB / 6cm

801 7 e 825 mB / 6cm
= e 990 mB / 6cm
:;‘, 6ol i 1155 mB / 6cm
“b i 330 mB / 6cm w1320 mB / 6cm

==®== 495 mB / 6cm

40 = 660 mB / 6cm | 4

s 825 mB / 6cm
w990 mB / 6cm
2 1155 mB / 6em| |
e 1320 mB / 6cm
0 10 20 30 40
v

120 i ' '

1000 1 =330 mB / 6cm
==@== 495 mB / 6cm
== 660 mB / 6cm

801 1 s 825 mB / 6cm
= e 990 mB / 6cm
:\:/ 6ol | 1155 mB / 6¢cm|
*b w330 mB / 6¢cm = 1320 mB / 6cm

==®== 495 mB / 6cm
40 = 660 mB / 6cm | 4
e 825 mB / 6cm
== 090 mB / 6cm

20, 1155 mB/ 6em| |
b= 1320 mB / 6cm)|

20
Y™

30

40

1
Y (m) —4

FIGURE 7.2 — Résultats a 1’état stationnaire des simulations effectuées sur le modeéle réduit (7.3). De haut
en bas, D = [8, 16, 80] m?.s™!, pour une condition aux limites de Dirichlet sur o,. A gauche courbes
d’écoulement. A droite : profil transverse de cisaillement .
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FIGURE 7.3 — Géomeétrie du domaine et notations
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FIGURE 7.4 — A gauche : relation entre débit et gradient de pressions obtenu par simulation numérique sur
le modele Poiseuille 2D (7.3) (échelle logarithmique). A droite : quelques profils de vitesses correspondants

(coupe en z = h/2).
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FIGURE 7.5 — Rapports de débits Qs1/Qs2 en fonction du débit d’entrée Q). obtenus avec l’algorithme
présenté ci-dessus. En pointillés, résultat attendu sur un fluide Newtonien.
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FIGURE 7.6 — Simulations numériques d’écoulement de micelles géantes dans une jonction en T asymé-
trique. Conditions aux limites de Neumann sur la vitesse en sortie. Débit d’entrée @, = 72.04 puL.s~1. A
gauche : coupe en z = h/2 du champ de vitesses et lignes de courant partant de Uentrée. A droite : coupe
en z = h/2 du champ de pressions.
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FIGURE 7.7 — Rapports de débits Qs1/Qs2 en fonction du débit d’entrée Q.. En rouge résultat obtenu par
simulation directe sur le modéle (7.2). En bleu, résultats obtenus sur le modéle simplifié. En pointillés,
résultat attendu sur un fluide Newtonien.
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FIGURE 7.8 — Champs de vitesse et lignes de courant en différents instants obtenus par simulation sur le
modeéle (7.2) pour une jonction symétrique (coupe en z = h/2).
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FIGURE 7.9 — Répartition spatiale du taux de cisaillement en différents instants obtenus par simulation
sur le modéle (7.2) pour une jonction symétrique (coupe en z = h/2).
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Projets et Perspectives

Pour conclure ce mémoire, voici quelque éléments de perspectives pour le futur. Certains des points
ci-dessous reprennent, ceux déja mentionnés dans le manuscrit et les autres concernent de nouveaux axes
de recherches que j’aimerai explorer dans les années & venir.

Interactions laser-plasmas

De maniére générale, les modéles que 'on introduit pour décrire les phénoménes physiques sont dif-
ficiles & justifier d’'un point de vue mathématique. Les modéles de Zakharov introduit pour décrire les
interactions laser-plasma dans ce manuscrit ne dérogent pas a la régle : il n’existe pas, a notre connais-
sance, de cadre mathématique approprié pour justifier I'introduction de tels modéles dérivés & partir des
équations d’Euler-Maxwell. De plus, le formalisme présenté ici s’adapte bien & une description géomé-
trique 2D : on suppose que les vecteurs d’ondes des impulsions laser incidente, plasma-électronique et
Raman sont coplanaires. Dans ce cadre-la, nous avons exhibé 2 directions privilégiées correspondant &
une amplification maximale des champs Raman se propageant dans le méme sens que l'onde incidente.
Il est aisé d’extrapoler ce résultat au cas d’une vraie configuration 3D en conjecturant que ces directions
d’amplification maximale forment alors un cone, c’est-a-dire qu’il existe une infinité de telles directions.
Comment pourrait-on alors écrire des systémes qui rendent comptent de cette situation? Ce probléme
est totalement ouvert et présente un intérét important tant du point de vue de la modélisation que de la
compréhension physique du phénomeéne.

Ondes solitaires

Les ondes solitaires apportent des informations importantes sur la dynamique des équations ou des
systémes que 1’on étudie, notamment sur les comportements des solutions : existence globale ou explosion
en temps fini. Dans cette direction, il reste & étudier le type d’instabilité présentée dans la partie 3.1 pour
les systémes de Schrodinger. Une investigation numérique pourrait fournir des renseignements précieux.
L’unicité des ondes solitaires jouent un role important dans 'obtention des résultats de stabilité orbitale
via des méthodes variationnelles de minimisation sous contraintes. Lorsque ces ondes sont obtenues comme
solution de tels problémes, un multiplicateur de Lagrange apparait alors dans les équations et le calibrage
ou l'identification de ce paramétre est alors crucial. Lorsque I’équation ne dispose pas de changement
d’échelle qui permet de répondre & cette question, alors il devient trés difficile de relier ce paramétre de
Lagrange aux états fondamentaux. Une solution partielle a été proposée dans [3] avec un argument basé
sur la concavité de la courbe qui au paramétre w décrivant I’état fondamental associe la norme L? de
cette solution. Cependant, ce probléme reste largement ouvert et du fait de son importance demeure un
challenge intéressant & relever.

Mécanique des fluides

La partie 6.1 présente des modéles pour I’étude de mélanges de fluides dans des géométries fines. Les
expériences numériques montrent que le modele de Reynolds 2D (6.2) décrit de maniére satisfaisante
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I’hydrodynamique d’un mélange de fluides ayant des viscosités différentes dans des expériences de co-
flow. Au contraire, le modele 2.5D n’est pas adapté pour décrire un écoulement dans un canal & reliefs
puisqu’il ne rend pas compte des phénoménes de re-circulation observés sur le modéle de Stokes 3D. Les
prolongements possibles de ces travaux sont les suivants. En vue d’étudier les réactions chimiques entre
les constituants des fluides en présence, il faudrait revenir sur I’étude de l'interdiffusion des fluides dans
les expériences de co-flow en ajoutant un modéle de réaction chimique aux modéles développés dans cette
partie.

La partie 7 est consacrée a ’étude d’écoulements de micelles géantes et est basée sur le modele de
Jonhson-Segalman diffusif. Un gros travail reste a faire sur la compréhension des conditions aux limites
associées aux canaux. En particulier, nous ne sommes pas capables de relier les conditions aux limites
sur la contrainte a I’état de la surface (rugosités, nature chimique) des canaux envisagés. Il faudrait donc
établir une loi réhologique de surface qui permette de moduler la nature des murs du canal.

Production de nanotubes de carbone.

Il Sagit d’un travail initié avec T. Colin et K. Santugini et en collaboration avec P. Poulain (CRPP,
Université Bordeaux 1). Les nanotubes de carbone ont des propriétés mécaniques remarquables mais
pour le moment, on les trouve sous forme de films fins, cassants et isotropiques. L’enjeu est ici de pouvoir
obtenir des films de nanotubes plus résistants sur des échelles macroscopiques. Plusieurs méthodes existent
pour produire les nanotubes de carbone. Celle utilisée par P. Poulain et son équipe consiste a orienter les
nanotubes dans la méme direction en utilisant un "shear flow" : en pratique on injecte par 'intermédiaire
d’une buse une "poussiére" de carbone dans un polymeére en mouvement. La vitesse d’injection du carbone,
la vitesse du polymére sont autant de parameétres qui vont influencer la structure et la résistance des
nanotubes. Notons aussi qu’au niveau de I'interface, une réaction chimique se produit et un gel apparait
(voir figure ci-dessous ).

Polymers

Nanotubes S SR ——

[ Polymers [ Nanotubes

FIG. 1-|njection of nanotubes inside a polymer flow

Nous avons donc mis en place un systéme rendant compte de ce phénoméne, couplant les équations
de Navier-Stokes incompressibles avec une équation sur le tenseur des contraintes et une équation de
réaction-diffusion pour décrire la réaction chimique. Des simulations numériques 2D sont en cours et vont
étre comparées aux expériences.
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Résumé

Les travaux présentés dans ce mémoire concernent des équations aux dérivées partielles
issues de la physique des plasmas ou de la mécanique des fluides. En amont, ils comportent
une partie importante de modélisation : approximation de systémes hyperboliques oscil-
lants, dérivation de systémes de types Zakharov, modéle Hele-Shaw, modeéle de micelles
géantes. En aval, ils abordent un certain nombre de problémes théoriques : existence et
unicité des solutions, stabilité/instabilité des ondes solitaires, controle optimal, estima-
tions d’erreur et convergence de modéles. Ils explorent aussi des méthodes numériques de
résolution qui ont toutes pour point commun d’utiliser des méthodes de volumes finis ou
différences finies sur des grilles cartésiennes en utilisant éventuellement des méthodes de
pénalisation.



