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Introduction générale

La supraconductivité,découverte en 1911 par Kammerling-Onnes et Gilles Holtz dans
le Mercure à 4,2K [1],[2], est la propriété de certains matériaux à conduire le courant
électrique sans aucune résistance à basse température. De nos jours, la supraconductivité
est notamment très utilisée pour produire des champs magnétiques très forts. Ainsi, on
retrouve des éléments supraconducteurs dans les trains à lévitation, l�imagerie à résonance
magnétique nucléaire et dans les accélérateurs de particules. Le transport du courant
électrique sans perte, le stockage secondaire de l�électricité dans d�immenses anneaux
supraconducteurs ou encore les moteurs électriques plus économes et plus puissants sont
d�autres applications possibles de la supraconductivité. Toutes les di¢ cultés de la mise en
oeuvre de ces applications tiennent aux propriétés supraconductrices qui n�existent qu�à
très basses température, qui résistent peu aux champs magnétiques et qui disparaissent
lorsque le courant circulant à l�intérieur du matériau supraconducteur est trop élevé.
Depuis une vingtaine d�année, on utilise également des matériaux supraconducteurs dans
le domaine de la physique mésoscopique. On envisage leur utilisation pour la constitution
de bit quantique. La compréhension de la supraconductivité, et ses interactions avec son
environnement, est donc un enjeux important pour la recherche de nouveaux matériaux
supraconducteurs qui permettront la mise en oeuvre, à grande échelle, de ces applications.
Dans cette introduction, je présente les principales avancées dans le domaine théorique
et expérimental de la supraconductivité et je présenterai le cadre dans lequel cette thèse
s�inscrit.
En 1933, Meissner et Oschenfeld découvrent que les matériaux dans l�état supraconduc-

teur rejettent les lignes de champ magnétiques [3]. C�est la découverte de l�e¤et Meissner
qui donne le point de départ de la première description phénoménologique de la supra-
conductivité avec la théorie des frères London [4], [5] qui postulent en 1935 la pénétration
du champ magnétique dans le supraconducteur sur un longueur �L appelée longueur de
pénétration.
Pour expliquer ce nouvel état de la matière, Ginzburg et Landau supposent en 1950

[6] un paramètre d�ordre supraconducteur 	 complexe. Il correspond à la fonction d�onde
des électrons supraconducteurs dont le module au carré, j	j2 correspond à la densité
d�électrons supraconducteurs et dont la phase conditionne la circulation du courant. Ce
paramètre est nul lorsque le métal est dans sa phase résistive (qui par la suite sera nom-
mée phase normale et désignée par la lettre N), et non-nul lorsqu�il est dans sa phase
supraconductrice (notée S). La théorie de Ginzburg-Landau (GL) permet de déterminer
le comportement critique des supraconducteurs en bon accord avec les expériences. Ce-
pendant, cette théorie n�est valable qu�à proximité de la transition de phase S-N et ne
permet pas de décrire l�ensemble du diagramme de phase des matériaux supraconducteurs.
Il faut attendre 1957 et la théorie de Bardeen-Cooper-Schrie¤er (BCS) [7],[8] pour

donner une explication microscopique à la supraconductivité. La théorie BCS permet
encore de prédire un grand nombre de phénomènes liés à la supraconductivité, ses pro-
priétés thermodynamiques et magnétiques. BCS postulent l�existence d�un couplage entre
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les électrons d�un métal en paire, appelées paires de Cooper [9]. L�appariement d�électrons
s�explique par l�existence d�une force attractive qui compense la répulsion coulombienne
entre électrons. Les ions positifs qui constituent le réseau cristallin du métal, interagissent
avec le gaz électronique, chargé négativement. Au passage d�un électron, les ions sont
légèrement attirés et se déplacent, donnant naissance à un phonon. Ainsi, il se crée locale-
ment une zone chargée positivement qui persiste dans le temps du fait de l�inertie des ions.
Cette zone électriquement positive ralentit légèrement l�électron qui vient de passer et at-
tire un autre électron, qui se trouve alors apparié au premier électron. L�appariement des
électrons est donc produit par l�intermédiaire d�un phonon. L�agitation thermique détruit
cet équilibre précaire, notamment par l�émergence de phonons thermiques, ce qui explique
que la supraconductivité n�existe qu�à basse température. Une paire de Cooper est un état
cohérent entre deux électrons dont l�énergie est plus faible que celle de deux électrons non
appariés au sein d�un métal normal. La paire de Cooper est un boson constitué de deux
électrons d�impulsions et de spin opposés. Les paires de Cooper peuvent condenser à basse
température dans l�état de plus basse énergie de manière analogue à un condensat de bo-
sons [10] 1. Le spectre énergétique d�un composé supraconducteur montre une di¤érence
d�énergie entre le premier état excité et l�état fondamental supraconducteur appelée gap
d�énergie et notée �. Ce gap énergétique détermine l�énergie nécessaire pour passer de
l�état supraconducteur à l�état normal en cassant une paire de Cooper. Cette énergie tend
vers zéro lorsque la température augmente vers la température critique de la transition
de phase S-N, Tc. Cette énergie de paire dé�nie une longueur caractéristique sur laquelle
la cohérence supraconductrice existe, et que l�on nomme longueur de cohérence noté �0 et
environ égale à vF

�
2.

La supraconductivité disparaît pour un champ magnétique supérieur à une valeur
nommée champ critique et notée Hc. La théorie BCS et la théorie GL fournissent deux
explications à l�existence de cette limite en champ magnétique.
Le premier e¤et qui détruit la supraconductivité lorsqu�elle est soumise à un champma-

gnétique est l�e¤et orbital. Le champ magnétique induit une force de Lorentz qui s�exerce
en sens opposé sur chaque électron (à cause de leurs impulsions opposées). Cette force
étire la paire de Cooper ce qui �nit par la détruire. Cet e¤et permet d�expliquer la pré-
sence de l�e¤et Meissner. En 1957, Abrikosov trouve une autre solution aux équations de
Ginzburg-Landau selon laquelle le champ magnétique peut pénétrer sous forme de �la-
ment dans le supraconducteur [12]. Cette e¤et, directement produit par l�e¤et orbital,
permet de distinguer deux types de supraconducteurs. Les supraconducteurs de type 1
( la plupart des métaux purs Pb, Al, Hg...) qui expulsent totalement le champ magné-
tique dans l�état supraconducteur jusqu�à ce qu�il atteigne la valeur du champ critique.
Les supraconducteurs de type 2 (notamment les supraconducteurs à haute température
critique) dans lesquels il existe deux champs critiques Hc1 et Hc2, avec Hc1 < Hc2. Dans ce
type de supraconducteur, si le champ magnétique H est en dessous de Hc1, le matériau est
supraconducteur et présente l�e¤et Meissner 3. Pour Hc1 < H < Hc2, alors le matériaux
est supraconducteur mais le champ magnétique pénètrent dans le matériaux sous forme
de �laments dont l�organisation s�explique grâce à l�e¤et orbital (observés en réseau tri-

1Il est important de remarquer qu�on parle dans ce cas de condensat "BCS". Cette di¤érence est à
l�origine de la théorie "Bose-BCS crossover". Pour plus d�information, voir la référence [11].

2Dans la suite, on se place dans un système de coordonnées dans lequel ~ = kB = �B = 1.
3Dans l�e¤et Meissner, il existe un supra-courant qui tourne sur le bord du matériaux. Ce supra-courant

tournant produit une aimantation dans le sens opposé au champ magnétique externe ce qui écrante le
champ magnétique dans le matériaux. Ce supra-courant existe sur la longueur caractéristique de London
�L.
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angulaire par exemple dans [13],[14],[15])4. Ces �laments sont appelés vortex d�Abrikosov
5.
Le second e¤et qui détruit la supraconductivité lorsqu�elle est soumise à un champ

magnétique est l�e¤et paramagnétique. Cette e¤et s�explique par la levée de dégénérescence
entre les niveaux de spin due à l�e¤et Zeeman. Ainsi, les spins ont tendance à s�aligner dans
le sens du champ magnétique. Cet alignement de spin entraîne la destruction immédiate
de la paire de Cooper. Cet e¤et se produit lorsque l�énergie d�appariement des électrons
dans la paire de Cooper N (0) �

2
0

2
est égale à l�énergie de polarisation des spins � (0) B

2

2

(avec � (0) = 2N (0)�2B, la susceptibilité magnétique du spin électronique). Cela dé�ni
la limite paramagnétique de Clogston-Chandrasekar [16], [17] où le champ magnétique
critique à température nulle est égal à HP = �0=

p
2.

D�une manière générale, l�e¤et orbital est plus limitatif que l�e¤et paramagnétique.
Cependant, dans certaines dispositions, l�e¤et orbital est fortement réduit et c�est l�e¤et
paramagnétique qui régit l�interaction entre le champ magnétique et le supraconducteur.
C�est le cas dans les composés de basse dimensionnalité, qui sont d�un grand intérêt, à
la fois sur le plan fondamental que sur le plan technologique par leurs applications en
nanoélectronique. Dans le présent rapport, nous nous placerons dans le cas ou l�on peut
négliger l�e¤et orbital.
L�e¤et paramagnétique peut être compensé par un état supraconducteur particulier.

En 1964, Larkin et Ovchinikov [18] et Fulde et Ferrell [19] (FFLO) démontrèrent indé-
pendamment qu�une modulation spatiale du paramètre d�ordre permet de conserver la
supraconductivité dans un domaine du diagramme de phase où, en l�absence de modula-
tion, la phase normale est plus stable. Cette phase est désignée par le terme phase FFLO
dans la littérature. Nous reviendrons plus en détail sur le mécanisme à l�origine de la
phase FFLO dans la section 2.1.2 du deuxième chapitre.
Lorsqu�un supraconducteur est juxtaposé à un autre matériaux non supraconducteur,

les paires de Cooper peuvent migrer vers le matériaux non supraconducteur. Le matériau
non supraconducteur devient supraconducteur sur de faibles distances [20]. En contrepar-
tie, une fraction des électrons du matériau non supraconducteur passent sur une faible
longueur dans le supraconducteur, modi�ant les propriétés de ce dernier proche de l�in-
terface [21]. Cette in�uence entre un matériau non supraconducteur et un matériaux
supraconducteur proche de l�interface est appelée e¤et de proximité. Cet e¤et se mani-
feste sur des longueurs di¤érentes selon les composés. La longueur caractéristique dans le
supraconducteur est la longueur de cohérence �0. Si le matériaux en contact est un métal
(ferromagnétique, isolant) 6, on note cette longueur de cohérence �N(F;I) qui peut dépendre
de la pureté de ce dernier et de son aimantation. L�e¤et de proximité a notamment été
observé en 1959 par H. Meissner [22] et en 1961 par Smith [23] où ils observèrent que le
paramètre d�ordre supraconducteur ne s�annule pas à l�interface entre un supraconducteur
et un métal mais décroît sur une distance dite de cohérence �N de l�ordre d�une dizaine
de nanomètre. A l�interface S/N, on observe un phénomène de ré�exion particulier appelé
ré�exion d�Andreev [24]. Un électron incident sur la surface S/N est retro-ré�échi en trou

4L�autre critère pour déterminer le type de supraconducteur est basé sur la comparaison entre la
longueur de cohérence �0 et la longueur de pénétration de London �L via un paramètre noté � = �L=�0.
Pour � < 1=

p
2, le supraconducteur est de type I. Pour � > 1=

p
2, le supraconducteur est de type II.

5La dénomination de vortex est donné en raison des courants tournants présents dans le matériaux.
Ces courants tournants écrantent le supra-courant tournant sur les bords du matériaux supraconducteurs
et ainsi permettent la pénétration du champ magnétique dans le supraconducteur. Chaque vortex permet
de faire rentrer un quanta de �ux magnétique �0 =

hc
2e à travers le matériaux supraconducteur.

6Dans la suite, le matériaux ferromagnétique sera noté F, le matériaux isolant sera noté I et le maté-
riaux métallique sera noté N (métal normal).
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de spin opposé et transmis sous forme de paire de Cooper (nous reviendrons en détails
sur ce phénomène dans la section 1.2 du premier chapitre).
L�e¤et de proximité entre supraconducteur et ferromagnétique a été étudié depuis les

années 80 et a donné lieu à des résultats surprenants, comme l�oscillation du paramètre
d�ordre supraconducteur avec l�épaisseur du matériaux ferromagnétique où la coexistence,
entre deux matériaux mais également au sein du même matériaux, d�un ordre ferromagné-
tique et d�un ordre supraconducteur [25]. Les hétérostructures F/S/F sont, en physique
mésoscopique, un exemple des propriétés inattendues produites par l�e¤et de proximité
S/F. Dans ces structures, la température critique de la couche S est directement in�uencée
par l�orientation relative des aimantations des couches F. Cet e¤et, dit de "vanne de spin"
(spin-valve ou spin-switch en anglais) a été découvert par Deutscher et Meunier en 1968
[26]. Il se caractérise par une température critique, lorsque les aimantations des couches F
sont parallèles, T Pc , qui est plus faible que la température critique lorsque les aimantations
des couches F sont antiparallèles, TAPc . On a T Pc < TAPc . Dans la con�guration paral-
lèle, les aimantations des ferromagnétiques produisent un champ magnétique résiduel qui
déstabilise le supraconducteur. Cet e¤et de vanne de spin est directement dépendant de
l�e¤et de proximité S/F.
Si on relie deux supraconducteurs par un matériaux non supraconducteur dont l�épais-

seur est plus petite que la longueur de cohérence dans ce matériaux, alors il s�établit un
courant de paire de Cooper entre les deux supraconducteurs à travers le matériaux non
supraconducteur. Cette hétérojonction donne naissance à la physique de l�e¤et Jospehson
[27]. Le courant issue de l�e¤et Josephson est directement relié à la di¤érence de phase
entre les deux condensats de paire de Cooper des deux supraconducteurs par la formule
I = Ic sin (��) où Ic est le courant Josephson critique et�� la di¤érence de phase entre les
deux supraconducteurs. Les premières observations d�un courant tunnel de type Joseph-
son ont été e¤ectuées par Giaever en 1961 [28]. Dans les jonctions S/F/S, il a été démontré
l�existence d�un changement de signe du courant critique Josephson [29]. Ce changement
de signe a été interprété comme l�existence d�une di¤érence de phase � supplémentaire,
à la di¤érence de phase initiale entre les deux supraconducteurs. On distingue alors deux
phases dans la jonctions S/F/S. La phase 0 qui se caractérise par le fait que les gaps supra-
conducteurs des deux couches S sont de même signe. La phase � qui se caractérise par le
fait que les gaps supraconducteurs des deux couches S sont de signes opposés. Cette phase
doit exister dans les hétérostructures supraconductrices-ferromagnétiques. L�observation
d�une transition de phase 0�� gouvernée par les propriétés de la couche ferromagnétique
est théoriquement possible [30].
Dans le premier chapitre, nous étudions l�in�uence des spectres électroniques sur les

propriétés des tricouches F/S/F et des jonctions S/F/S. En particulier dans la tricouche
F/S/F, nous proposons une explication de l�e¤et inverse de vanne de spin dans lequel
TAPc < T Pc , en se basant sur un inversion du spectre électronique d�une des sous-bande
électronique. Dans les jonctions S/F/S , nous proposons de compléter le diagramme de
phase 0� � en tenant compte des particularités des spectres électroniques et des surfaces
de Fermi.
Les hétérostructures S/F existent à l�état naturels. Dans ces matériaux quasi-2D, un

plan atomique supraconducteur est juxtaposé à des plans atomiques non-supraconducteur.
Ces matériaux présentent des propriétés particulières comme une forte anisotropie du
champ magnétique critique Hc2. Cette propriété a été découverte dans des supraconduc-
teurs quasi 2D de métal intercalé par des couches de dichalcogénoïdes [31] puis dans du
graphite intercalé [32],[33]. Cette propriété étonnante existe également dans les supra-
conducteurs à hautes températures critiques. Découvert en 1986 par J.G. Bednorz et K.
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A. Muller dans un matériau lamellaire à base d�oxydes de cuivre, il apparaît une phase
supraconductrice dont la température critique Tc = 35K dépasse tout ce qui était attendu
[34]. Depuis, plusieurs matériaux à Tc > 100K ont été découverts et le record actuel est
détenu par des composés à base de mercure sous pression (Tc = 164K) [35] 7. La structure
en couche de ces composés à base d�oxyde de cuivre, peut être décrite comme des hétéro-
jonctions naturelles où la supraconductivité n�existe que dans les plan atomique de CuO2.
La modélisation de ces hétérostructures, en utilisant la physique de l�e¤et de proximité,
permet de comprendre les propriétés étonnantes de ces structures.
Ainsi, dans le deuxième chapitre, nous étudions en détail le diagramme de phase

champ magnétique-température (Hc2; T ) des bicouches S/N et S/S a�n de mieux appré-
hender les propriétés des supraconducteurs quasi 2D en général. En particulier, nous pré-
voyons l�apparition d�une phase supraconductrice induite par champ magnétique. Cette
étude permet également d�étudier l�in�uence de la force du couplage intercouche et la
présence d�impuretés sur cette nouvelle phase.
A�n de comprendre les propriétés développées dans les multicouches, nous étudions

dans le dernier chapitre l�e¤et de proximité dans les multicouches S/N/.../N et les
jonctions S/N/.../N/S à l�aide d�un formalisme qui va nous permettre de prendre en
compte les e¤ets de cohérence entre les couches. Ainsi, nous nous intéressons aux densités
d�états, au courant Josephson dans les multicouches. Nous déterminons également l�e¤et
du nombre de couche métallique et d�un décalage du spectre électronique sur les propriétés
de la couche supraconductrice.

7Il existe d�autres propriétés singulières dans les supraconducteurs à haute température critique. L�une
des hypothèses de la théorie BCS repose sur un appariement singulet de deux électrons autour d�une
surface de Fermi sphérique, formant la supraconductivité conventionnelle ou supraconductivité de type
s. Or, dans les matériaux supraconducteurs à haute température critique, il a été démontré qu�il peut
exister des appariements singulets avec une symétrie complexe de type d [36]. Cette symétrie d a été
découverte par l�observation directe d�un demi quantum de �ux magnétique piégé au centre d�un anneau
supraconducteur réalisé avec trois monocristaux d�Y Ba2Cu3O7�x orientés dans des directions di¤érentes
[37].

7



.



Chapitre 1

E¤ets du spectre électronique sur les
tricouches F/S/F et les jonctions
S/F/S.

Dans ce chapitre, nous étudions les caractéristiques de l�e¤et de proximité à l�échelle
nanométrique. Dans ces systèmes, l�ordre supraconducteur et l�ordre ferromagnétique al-
ternent sur une période de l�ordre de la longueur de cohérence du ferromagnétique.
Dans les années 80 et 90, des composés furent synthétisés au sein desquels l�ordre fer-

romagnétique et l�ordre supraconducteur coexistent sur des longueurs de l�ordre de la lon-
gueur d�onde de Fermi. Ces systèmes, à haute température critique posent la question de la
coexistence à l�échelle atomique de deux ordres antagonistes. Dans les Ruthénocuprates,
basés sur RuSr2GdCu2O8, la supraconductivité existe dans le plan atomique CuO2 et
l�ordre ferromagnétique dans les plans atomiques RuO2 adjacents [38],[39]. Ils constituent
un exemple de cette coexistence. Dans ce matériaux, l�ordre magnétique existe si la tem-
pérature est inférieure à la température de Curie du matériau, TCurie ' 130� 140K alors
que la phase supraconductrice existe pour des températures inférieures à Tc = 30� 50K.
Dans la phase supraconductrice, les ruthénocuprates sont également ordonnés magné-
tiquement. La nature exacte du ferromagnétisme dans ces matériaux a été longtemps
discutée. Des mesures d�aimantation démontrent la présence d�un ordre ferromagnétique
dans les couches de RuO2 alors que des mesures par di¤usion de neutron révèlent la pré-
sence d�un ordre antiferromagnétique dans les trois dimensions de l�espace [40]. D�autres
mesures par di¤usions de neutrons dans les composés RuSr2Y Cu2O8 ont bien con�rmé
la présence d�un ordre ferromagnétique au sein même des couches [41]. Cette coexistence
ferromagnétique-supraconducteur au sein d�un même matériau demeure mal comprise à
ce jour.
L�e¤et de proximité supraconducteur-ferromagnétique s�étudie également sur des sys-

tèmes où les deux ordres sont spatialement séparés. Ce type de structure permet d�étudier
l�e¤et de proximité S/F à l�échelle nanométrique. Ces systèmes peuvent être obtenus par
des techniques de nanofabrication produisant des épaisseurs de couches de quelques nano-
mètres, en conservant le caractère supraconducteur et ferromagnétique de chaque couche.
Il peut se former à l�interface S/F une couche magnétiquement morte, qui apparaît selon
les techniques de synthèse utilisées [42]. L�existence de cette couche entraîne la nécessité
d�utiliser des ferromagnétiques forts pour ne pas perdre le caractère ferromagnétique des
couches F. Néanmoins, le progrès des techniques de nanofabrication permet de synthétiser
des nanosystèmes S/F de plus en plus petit avec un meilleure contrôle du taux d�impu-
retés. Les nanosystèmes S/F sont aujourd�hui étudiés pour leurs applications possibles
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en spintronique et dans les ordinateurs quantiques [25], [43], [44]. Par exemple, les jonc-
tions Josephson S/F/S sont de bonnes candidates pour élaborer le système de base de
l�ordinateur quantique, le q-bit [70].
Nous allons étudier les caractéristiques de deux systèmes S/F très étudiés, les tri-

couches F/S/F et les jonctions S/F/S. Le but est de comprendre l�in�uence du spectre
électronique sur les propriétés de ces tricouches. On s�intéresse à l�e¤et de l�anisotropie du
spectre électronique et l�e¤et d�un décalage de fond de bande entre les di¤érents spectre sur
les propriétés des tricouches. Ainsi, dans une première partie, nous présentons l�ensemble
des outils théoriques qui vont nous permettre d�étudier en détail l�e¤et de proximité S/F
dans les systèmes quasi-2D.
Puis, dans la tricouche F/S/F, nous proposons une explication à l�inversion de l�e¤et

vanne de spin. Nous étudions en détails deux hypothèses : la dépendance en spin du
transfert électronique intercouche et l�existence d�un spectre électronique presque demi-
métallique dans le ferromagnétique.
En�n, dans la jonction S/F/S, nous établissons de nouvelles conditions pour l�obser-

vation de la transition de phase 0��. Ces nouvelles conditions sont basées sur l�existence
possible de décalage d�énergie entre les spectres électroniques du supraconducteur et du
ferromagnétique. Nous nous intéressons également à l�e¤et de l�anisotropie des surfaces
de Fermi sur la transition de phase 0� �.

1.1 E¤et de proximité Supraconducteur-Ferromagnétique

1.1.1 Théorie du ferromagnétisme : l�interaction d�échange

La description de structures hybrides S/F nécessite une modélisation simple du ferro-
magnétisme. L�objet de cette section est de donner, à partir des éléments à l�origine du fer-
romagnétisme, le cadre dans lequel cette thèse va traiter des interactions supraconducteur-
ferromagnétique [46],[47].
Le ferromagnétisme provient essentiellement des interactions électrostatiques électron-

électron associées au principe de Pauli. Si l�on considère un système à deux électrons, on
peut établir quatre états, combinaisons linéaires des états de spin, qui décrivent l�aiman-
tation du système. Ces quatre états se divisent en un état singulet (antisymétrique par
permutation des spins), et trois états triplets (symétrique par permutation des spins). Le
principe de Pauli exige que la fonction d�onde totale 	 change de signe par permutation
simultanée des coordonnées spatiales et des coordonnées de spin. Or, la fonction d�onde
totale est le produit de la fonction d�onde orbitale (dépendantes des coordonnées d�espace)
et de la fonction d�onde de spin. Ainsi, les fonctions d�ondes orbitales symétriques (anti-
symétriques) par permutation des coordonnées d�espace sont nécessairement associées à
l�état de spin singulet (triplet). De plus, nous constatons que l�orientation des spins est
préférable dans la con�guration parallèle. La di¤érence d�énergie entre les états triplets
et l�état singulet est appelé énergie d�échange, notée J . Dans le cas où J est petite de-
vant les autres énergies d�excitation du système, l�hamiltonien à deux électrons possède,
dans le sous espace des 4 états de spins (""; "#; #"; ##), les mêmes valeurs propres que le
hamiltonien simpli�é d�Heisenberg :

bH = �JS1S2 (1.1)

où S1 et S2 sont les opérateurs de spin des deux électrons. Dans le système à deux électrons,
J > 0 donc l�orientation parallèle des spins est favorisée et le composé est ferromagnétique.
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L�antiferromagnétisme est également décrit par l�hamiltonien (1:1), mais dans ce cas J < 0
et c�est l�orientation antiparallèle qui est favorable. L�interaction d�échange J dépend
fortement de la distance entre les deux électrons.
Dans un métal, l�interaction d�échange est de manière similaire gouvernée par le re-

couvrement des fonctions d�onde électroniques. Il peut donc exister de nombreux types
d�échange : entre deux électrons localisés sur deux ions magnétiques, voisins ou séparés par
un ion non magnétique, entre un électron localisé et un électron de conduction voire même
entre deux électrons de conduction. Dans ce dernier cas, on parle d�échange itinérant.
En généralisant le problème à N électrons, on s�aperçoit qu�il apparaît un agencement

de moments magnétiques locaux qui produisent un champ magnétique en tout point du
métal. Un électron interagit localement avec ce champ et avec les électrons voisins. On
utilise alors l�approximation de champ moléculaire (introduite par P. Weiss) qui consiste à
remplacer le champ magnétique local par sa valeur moyenne uniforme d�équilibre thermo-
dynamique 1. Cette valeur moyenne doit alors se retrouver en calculant la con�guration
d�équilibre thermodynamique des spins : c�est une théorie auto-cohérente. Ce champ est
alors appelé champ d�échange et sera noté h dans la suite. Il est à l�origine de la levée de
dégénérescence de spin au sein du matériau considéré.

1.1.2 Théorie microscopique de Bardeen-Cooper-Schrie¤er (BCS)

L�intêret de la théorie BCS est de donner une description microscopique de la supra-
conductivité. En partant de l�hamiltonien de Frölich [48], qui décrit l�interaction électron-
phonon, BCS propose l�hamiltonien suivant [7],[8] :

bH =

Z
d3r

"X
�=#;"

	y� (r)
bH0	� (r) + g (r)	y" (r)	

y
# (r)	# (r)	" (r)

#
(1.2)

qui contient un hamiltonien à un corps bH0 = b� + V (r) regroupant les termes d�énergie
cinétique b� et d�énergie potentielle V (r) :

b� = 1

2m

�
~
i
rr � qA (r)

�2
� � (1.3)

où A (r) est le potentiel vecteur, � = EF le potentiel chimique ou énergie de Fermi et r la
position de l�électron. Il contient également une interaction e¤ective attractive de contact
véhiculée par l�échange de phonons entre les électrons. Dans un système inhomogène,
l�amplitude g (r) � 0 de cette interaction varie avec la position. En particulier, elle est
nulle ou positive dans les parties de l�échantillon constituées de métal normal.
Le modèle BCS suppose que l�interaction entre électron peut être traitée en champ

moyen en considérant que les amplitudes de paire du type
D
	y" (r)	

y
# (r)

E
ou h	# (r)	" (r)i

peuvent être non nulles. L�hamiltonien BCS dans l�approximation de champmoyen s�écrit :

bHBCS =

Z
d3r

X
�=#;"

	y� (r)
bH0	� (r)�

Z
d3r
h
�(r)	y" (r)	

y
# (r) + �

� (r)	# (r)	" (r)
i

(1.4)

complété par la condition d�autocohérence :

�(r) = jg (r)j h	# (r)	" (r)i = � jg (r)j h	" (r)	# (r)i : (1.5)

1On parle aussi d�approximation de champ moyen.
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Les crochets h:::i désignent une moyenne sur l�état fondamental du système à T = 0K et
une moyenne statistique sur la distribution de Gibbs grand-canonique à température non
nulle.
La présence d�une interaction attractive produit un état fondamental corrélé dans

lequel les amplitudes de paires
D
	y" (r)	

y
# (r)

E
ou h	# (r)	" (r)i sont e¤ectivement non

nulles 2 L. P. Gorkov a reformulé la théorie BCS en utilisant le formalisme des fonctions
de Green 3. Nous présentons les principes et les résultats usuels de ce formalisme.

Formalisme de Gorkov

Le formalisme de Gorkov est la formulation de la théorie BCS due à Gorkov [49],[50],[51].
Il permet d�étudier la supraconductivité en utilisant le formalisme des fonctions de Green.
Les propagateurs de Gorkov s�écrivent

G (x1; x2) =
D
T�	" (x1)	

y
" (x2)

E
(1.6)

G (x1; x2) = �
D
T�	

y
# (x1)	# (x2)

E
= �G (x1; x2) (1.7)

F y (x1; x2) =
D
T�	

y
# (x1)	

y
" (x2)

E
(1.8)

F (x1; x2) = hT�	" (x1)	# (x2)i (1.9)

où x = (r; �) repère un événement par ses coordonnées d�espace r et de temps imaginaire
� . Les fonctions de Green (1:6) et (1:7) sont appelées fonctions de Green normales. Les
fonctions de Green (1:8) et (1:9) sont appelées fonctions de Green anomales. Elles peuvent
s�écrire de manière matricielle dans le formalisme de Nambu sous la forme

bG (x1; x2) = � G (x1; x2) F (x1; x2)
�F y (x1; x2) G (x1; x2)

�
:

Les équations du mouvement de fonctions de Green à été obtenu par Gorkov à partir de
celle concernant les opérateurs 	y� et 	�, et elle s�écrivent :bHBCS: bG (x1; x2) = I:� (x1 � x2) (1.10)

où bHBCS s�écrit

bHBCS =

 
@� + bH0 �(r)

��� (r) @� � bH�
0

!

Dans le cas d�un supraconducteur uniforme, propre et in�ni, on peut résoudre simplement
les équations de Gorkov par une transformation de Fourier

G (x1; x2) = T
X
!

Z
d3p

(2�)3
Gi! (p) e

ip:(r1�r2)�i!(�1��2)

2Il faut noter que l�amplitude de paire de Cooper existante dans un métal normal, via l�e¤et de
proximité ne contredit pas la théorie BCS. En e¤et, dans le métal normal, l�interaction g (r) est bien
nulle.

3Bogoliubov-de Gennes ont reformulés la théorie BCS en utilisant le formalisme de quasiparticules. Le
formalisme de Bogoliubov-de Gennes consiste à diagonaliser l�hamiltonien (1:4) dans sa base d�excitations
propres (les quasiparticules). Cette diagonalisation due à Bogoliubov-Valantin-de Gennes [53],[54] s�opère
au moyen d�une transformation unitaire des opérateurs création annihilation de particules.
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où ! = (2n+ 1) �T sont les fréquences de Matsubara fermioniques [51]. On obtient :

G! (p) =
�p+i!

�2p+

2 G! (p) =

�p�i!
�2p+


2

F! (p) =
�

�2p+

2 F y! (p) =

��

�2p+

2

(1.11)

avec 
2 = j�j2 + !2 et �p = p2=2m� �.
Les fonctions (1:11) permettent de calculer toutes les propriétés thermodynamiques

d�un supraconducteur massif en champ nul. Une étude de la prise en compte d�impuretés
paramagnétique dans le supraconducteur a été e¤ectuée par Abrikosov et Gorkov en 1961
[51],[52] .

1.2 Les ré�exions d�Andreev

Un électron (ou un trou) qui a une énergie inférieure au gap supraconducteur ne peut
pas se propager dans le supraconducteur. Ainsi, lorsqu�un supraconducteur est juxtaposé
à un métal, un électron du métal ne peut pas entrer directement dans le supraconducteur
si son énergie est inférieure au gap supraconducteur. Andreev [24] et Saint-James [55]
montrèrent indépendamment que cela est possible via un processus inélastique nommé
ré�exion d�Andreev. Supposons que l�on mette en contact un métal normal et un supra-
conducteur : un électron d�énergie inférieure au gap ne peut être transmis du métal normal
vers le supraconducteur que sous la forme d�une paire de Cooper [56].
La conservation de la charge totale impose qu�un trou de spin opposé à celui de l�élec-

tron se forme dans le métal. En utilisant la théorie de Bogoliubov-de Gennes, appliquée
à une interface supraconducteur-métal, on voit que le trou formé est rétro-ré�échi. L�im-
pulsion normale du trou di¤ère de celle de l�électron incident de �k = kF

�E
EF

où �E est
la di¤érence entre l�énergie de l�électron incident et le niveau de Fermi (voir �gure 1.1).
Le mécanisme microscopique se traduit par le fait qu�un électron de spin " qui arrive à
l�interface S/N passe dans le supraconducteur en s�appariant avec un électron # de même
énergie. L�électron # qui passe "de force" dans le supraconducteur, laisse derrière lui un
trou de spin #. L�électron incident et le trou ré�échi constituent un état corrélé et forment
une paire d�Andreev qui transmet les corrélations supraconductrices dans le métal nor-
mal. La cohérence de phase se transmet dans le matériau non supraconducteur sur une
longueur appelée longueur de cohérence et qui constitue la longueur caractéristique sur
laquelle se manifeste l�e¤et de proximité.
La cohérence de phase étant très sensible aux processus de di¤usion, même élastique, il

est manifeste que l�e¤et de proximité dépend fortement de la densité des centres di¤useurs.
Dans un métal propre (en régime ballistique), le temps de parcours est donné par

t = �n=vF ou vF est la vitesse des électrons au niveau de Fermi tandis que l�énergie
d�excitation électronique due à l�agitation thermique à la température T est " = kBT . La
longueur de décroissance caractéristique des corrélations supraconductrices dans la limite
pure est donc donnée par �n � }vF

kBT
. Par exemple, à 1 K, �n est de l�ordre de 10�m pour

une vitesse de Fermi de 106m:s�1.
Dans le régime di¤usif, c�est à dire lorsque l�électron di¤use sur les impuretés du réseau,

le temps caractéristique entre deux collisions élastiques avec les impuretés est donné par
la relation t = L2d=D, ou D est le coe¢ cient de di¤usion de la couche métallique. Dans ce
cas, la longueur de pénétration caractéristique des corrélations supraconductrices s�écrit

comme Ld �
q

D}
kBT

. A 1 K, Ld est de l�ordre de 30 nm pour un coe¢ cient de di¤usion de

1cm2:s�1.
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Fig. 1.1: Mécanisme de la ré�exion d�Andreev représenté ici dans l�espace des vitesses. On
remarque que l�électron et le trou ont la même projection de vecteur d�onde parallèlement à
l�interface S/N en x = 0. En revanche, l�impulsion selon l�axe x di¤ère de �k qui est l�impulsion
de la paire de Cooper dans le supraconducteur. Dans ce processus, on voit que le spin total et
la charge totale sont conservés.

14



Fig. 1.2: Décalage associé au champ magnétique dans la limite d�une loi de dispersion linéarisée
proche de l�énergie de Fermi. Chaque branche en trait plein correspond à une orientation de spin.
Une paire de Cooper est formée de deux électrons d�impulsion et de spin opposés (+pF ; ";�pF ; #).
Si l�on ajoute un e¤et paramagnétique, les deux branches sont décalées (trait pointillés) et les
paires de Cooper sont formées avec l�impulsion 2�p dûe à ces décalages respectifs.

Dans le cas des systèmes de petite taille, l�énergie caractéristique des excitations est
le gap supraconducteur. Ainsi, l�épaisseur de la zone de métal normal sur laquelle les

corrélations supraconductrices sont transmises devient L� =
q

D
�
dans la limite di¤usive.

L� est de l�ordre de 10nm pour � = 1meV . On voit que Ld et L� sont très petites par
rapport à LT .
La théorie permet également de démontrer que la densité de probabilité de présence

de paires de Cooper est non nulle dans le métal normal. Cette densité de paire de Cooper
décroît exponentiellement en fonction de la distance sur une échelle caractéristique de la
longueur de cohérence [21],[56] .
Dans les hétérojonctions SNS, Kulic [57] et Saint James [55] ont démontré qu�il existait

une quanti�cation des niveaux d�énergie que l�on appelle niveaux d�Andreev. Ces niveaux
d�énergie permettent de remonter au courant qui traverse ses structures [58]. Le formalisme
des niveaux d�Andreev permet également de prendre en compte les interactions dans le
calcul du courant Josephson [59].
Dans le ferromagnétique, la décroissance de la fonction d�onde se présente sous forme

d�oscillations amorties exponentiellement. Elles sont la conséquence de la levée de dégéné-
rescence de spin au niveau de Fermi par e¤et Zeeman à cause du champ d�échange présent
naturellement dans le ferromagnétique. Cette levée de dégénérescence entraîne une di¤é-
rence d�impulsion entre électron " et # au niveau de Fermi égale à �p = vF=h (voir �gure
1.2). De ce fait, la paire de Cooper acquiert une impulsion non nulle 2�p qui entraîne des
oscillations de la fonction d�onde dans le ferromagnétique à partir de l�interface.
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Dans le ferromagnétique, la longueur de cohérence des paires d�Andreev induites par
e¤et de proximité est généralement réduite par le champ d�échange ferromagnétique (noté
h) . En e¤et, si ce dernier est grand devant kBT , l�énergie caractéristique responsable de
la décorrélation des paires d�Andreev est donc l�énergie d�échange, et ainsi la longueur
de cohérence devient quasiment indépendante de la température, et sera notée �f . Elle

vaut Lf = ~vF=h dans la limite ballistique et Lfd =
q

D
2h
dans la limite di¤usive. Ce

comportement oscillatoire a largement été étudié [25],[43], [44] et observé ces dix dernières
années [60],[61],[62],[63] dans les oscillations du courant Josephson d�une jonction S/F/S.
Des ocsillations de la densité d�états [64] ou de la température critique [65] dans les
structures S/F ont également été observées.
Des expériences récentes font état de l�existence de ré�exion d�Andreev spéculaire dans

le graphène [66],[67] ou dans les jonctions métal normal- Supraconducteur à symétrie d
[68]. Les ré�exions d�Andreev spéculaires sont dé�nies par le fait que le trou ré�échi à une
composante de son vecteur d�onde selon l�interface qui est opposée à celle de l�électron.
Ces ré�exions sont identiques à la ré�exion d�un rayon lumineux sur un miroir.
D�autres champ de recherche prévoient de chercher des ré�exions d�Andreev croisées

dans des hétérostructures complexes [69],[70],[71].

1.3 E¤et de vanne de spin dans les tricouches F/S/F

1.3.1 Principaux résultats expérimentaux

Les tricouches F/S/F ont un comportement particulier dépendant du spin électronique.
Dans cette con�guration, le condensat de paire de Cooper est soumis à l�aimantation des
deux ferromagnétiques adjacents. Dans ces structures, il a été prédit que la température
critique du supraconducteur dépend de l�orientation relative des deux aimantations des
couches ferromagnétiques [72],[73],[74]. Cet e¤et des aimantations sur les propriétés du
supraconducteur est appelé l�e¤et vanne de spin. Ces études prédisent que la couche
supraconductrice a une température critique plus faible (forte) lorsque les aimantations
des deux ferromagnétiques sont parallèles (antiparallèles) (que nous appelons désormais la
con�guration parallèle ou P (antiparallèles ou AP)). Mathématiquement, cela se traduit
par la condition T Pc < TAPc qui désigne l�e¤et de vanne de spin dit "normal". L�explication
avancée est que dans la con�guration P, le champ magnétique a une résultante non-
nulle dans le supraconducteur ce qui le déstabilise. En revanche, dans la con�guration
AP, le champ magnétique induit dans le supraconducteur s�annule en moyenne ce qui
rend la supraconductivité plus stable que dans la con�guration P. Cet e¤et a d�abord
été observé par Deutscher et Meunier en 1968 dans des tricouches FeNi=In=Ni [26].
Dans ce système, ils observent l�e¤et de vanne de spin normal en mesurant la résistance
du supraconducteur en fonction de la température. Ils observent une di¤érence entre
T Pc et TAPc de l�ordre de 0:25K. L�échantillon compte un couche FeNi d�environ 150nm
d�épaisseur, une couche d�indium In de 250nm et un autre couche de Nickel Ni de 150nm.
La couche supraconductrice est séparée des couches ferromagnétiques par une �ne couche
d�oxyde isolant ce qui limite la transmission entre les couches F et S. La même année,
Hauser obtient les mêmes résultats sur une couche d�indium de 300nm entourée d�oxyde
de fer Fe3O4 de 200nm [75]. Les couches S et F sont séparés par une couche d�oxyde
d�aluminium Al2O3 de 50nm. Dans ces systèmes de grandes tailles, on ne peut pas mesurer
l�e¤et de la propagation des corrélations supraconductrices dans les ferromagnétiques. En
revanche, l�étude de systèmes de tailles atomique le permet. En 2006, Gu et al. observent
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Fig. 1.3: Di¤érence de température critique observée par Deutscher et Meunier [26] sur les
systèmes FeNi=In=Ni. Ils mesurent la résistance du supraconducteur R normalisée par rapport
à la résistance du même métal dans l�état normal RN .Cette résistance normalisée décroît à zéro
lorsque le métal devient supraconducteur. On voit ici que TPc est inférieure de TAPc d�environ
0; 25K.
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l�e¤et de vanne de spin dans des systèmes Cu0:47Ni0:53=Nb=Cu0:47Ni0:53 où les couches
font respectivement 5nm, 18nm et 5nm [76]. La aussi, ils observent que T Pc est inférieur à
TAPc . D�autres expériences au cours des années 2000 ont permis de con�rmer les résultats
obtenus sur des tricouches minces [77],[78],[79].
Cependant, en 2006, Rusanov et al. observent un e¤et de vanne de spin "inverse"

dans lequel la température critique dans la con�guration P est plus élevée que la tempé-
rature critique dans la con�guration AP [80]. Ce résultat est obtenu dans des systèmes
Py=Nb=Py (où Py désigne l�alliage ferromagnétique appelé Permalloy Ni0;80Fe0;20) de
taille nanométrique. Ce résultat est cependant controversé à cause de l�observation par
Moraru et al. de l�e¤et de vanne de spin normal dans le même système [81]. En revanche,
l�e¤et inverse a bien été observé dans les systèmes Co=Nb=Fe [82] et sur des systèmes
plus complexes à base de niobium [83] ou de tricouche manganite/cuprate/manganite
[84]. Pour expliquer cette inversion, Zhu et al. propose l�existence de champ magnétique
de fuite dans la con�guration AP [85]. Ce champ magnétique de fuite déstabiliserait la
couche S en con�guration AP par e¤et orbital. Cet e¤et expliquerait l�inversion de l�e¤et
vanne de spin dans les systèmes décrit dans [82],[83] et [84]. En revanche, Singh et al.
ont observé l�e¤et de vanne de spin inverse dans des tricouches [Co=Pt] =Nb= [Co=Pt] [86]
où [Co=Pt] désigne des multicouches Cobalt-Platine. Dans ces multicouches, l�aimanta-
tion est perpendiculaire au plan des couches et par conséquent le champ magnétique de
fuite est négligeable, ainsi que l�e¤et orbital. Les auteurs de la référence [86] ont proposés
une explication de l�inversion de l�e¤et vanne de spin par une di¤érence de mobilité des
porteurs de charges selon leurs spins ce qui déstabiliserait davantage la couche S dans le
con�guration antiparallèle par rapport à la con�guration parallèle. Cette hypothèse est
équivalente à une intégrale de transfert (ou une transparence) entre les couches F et S
dépendant du spin.
Un e¤et inverse de vanne de spin a été prédit dans les structures F/S/F dans plusieurs

travaux. Mélin et al. [71] ont prédit l�inversion de l�e¤et de vanne de spin en donnant
les conditions d�apparition pour lesquelles on doit observer que la gap supraconducteur
à température nulle en con�guration AP et plus faible que dans la con�guration P. Cet
e¤et a été con�rmé par les études de Daumens [88] et Tollis [90],[89]. En revanche, aucun
de ces travaux n�expliquent l�inversion de température critique.

1.3.2 Modélisation d�une multicouche : modèle du hamiltonien
tunnel

Cette section permet d�introduire le formalisme général de modélisation d�une mul-
ticouche via la théorie du hamiltonien tunnel. La théorie du hamiltonien tunnel a été
introduite dans les supraconducteurs pour la première fois par Bardeen [91],[92]. Ce for-
malisme est très utilisée pour décrire la dynamique d�une jonction S/S [93] où des systèmes
quasi-2D notamment dans les multicouches S/F [30]. En se basant sur le modèle décrit
dans [30], on va développer le formalisme nécessaire à la description des tricouches F/S/F.
Dans ce formalisme, on suppose que les di¤érentes couches parfaitement bidimensionnelles
sont couplées par une énergie que l�on notera t et que l�on nommera énergie de transfert
ou intégrale de transfert ou couplage intercouche. Cette énergie t décrit le couplage entre
les couches et dé�nie l�énergie cinétique des électrons dans la direction perpendiculaire
aux couches. Ainsi, on décrit le système de multicouches avec les hamiltoniens suivants :

bH0 =
X
n;�;k

�
�n� 

y
�;n (k) �;n (k)

�
; (1.12)
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où bH0 est l�hamiltonien décrivant l�énergie cinétique �
n
� d�un électron de spin � dans la

couche n 4et où  y�;n (k)
�
 �;n (k)

�
est l�opérateur création (annihilation) d�un électron

de spin � et de moment k dans la couche n. L�hamiltonien de couplage décrivant la
supraconductivité s�écrit :

bHBCS =
X
n;k

h
��
n 

y
#;n (k) 

y
";n (�k) + �n ";n (k) #;n (�k)

i
; (1.13)

où �n est le gap supraconducteur qui sera considéré nul dans les couches non supracon-
ductrices. En�n, l�hamiltonien de couplage entre couches s�écrit :

bHt = t
X
n;�;k

h
 y�;n+1 (k) �;n (k) +  y�;n (k) �;n+1 (k)

i
; (1.14)

qui couple les couche n avec les couches n+1. A partir de ces trois hamiltoniens, on peut
faire apparaître les fonctions de Green de Gorkov Gn;m�;�0 = �

D
T�

�
 �;n (k) 

y
�0;m (k)

�E
et F yn;m�;�0 =

D
T�

�
 y�;n (k) 

y
�0;m (k)

�E
. Le système général d�équation de Gorkov dans les

systèmes multicouches s�écrit :(
(i! � �n�)G

n;m
�;�0 � tGn�1;m�;�0 � tGn+1;m�;�0 +��

nF
yn;m
��;�0 = �nm���0�

i! + �n��
�
F yn;m��;�0 + tF yn�1;m��;�0 + tF yn+1;m��;�0 +�nG

n;m
�;�0 = 0

; (1.15)

où �nm (���0) est le symbole de Kronëcker qui est nul pour n 6= m (� 6= �0) et égal à 1
sinon. Par simplicité, on a posé � = � (k). L�équation d�auto-cohérence dans la couche n
supraconductrice s�écrit :

��
n = j�jT

X
!

Z +1

�1
F yn;n��;�0d�s (1.16)

où �s est le spectre dans le supraconducteur. La modélisation des structures par la tech-
nique du hamiltonien tunnel permet de prendre en compte le fait que la longueur de
cohérence des couches supraconductrices dépend fortement de la direction cristallogra-
phique choisie. C�est notamment le cas dans les structures quasi-2D des supraconducteurs
à haute température critique de type Y Ba2Cu3O7 [94]. Dans ces structures, la longueur de
cohérence supraconductrice entre les couches est inférieure à la distance entre les couches
ce qui empêche la formation de paire de Cooper "à cheval" entre les couches. Cette condi-
tion est respectée tant que l�énergie de couplage entre couche t est inférieure à l�énergie
de Fermi EF , t� EF [95]. La supraconductivité se développe donc uniquement dans les
couches supraconductrices, le passage des électrons se faisant uniquement par e¤et tunnel.
Dans les systèmes où la supraconductivité est uniquement bidimensionnelle, la tran-

sition S/N est in�niment élargie par les �uctuations de phase [96]. Cela implique que le
couplage tunnel t doit être su¢ samment important. Si t � Tc

p
Tc=EF , les �uctuations

sont limitées à une petite partie du diagramme de phase, au voisinage de la ligne critique
[97]. Dans l�approximation inverse, on atteint le régime de Kosterlitz-Thouless prés de Tc
mais la supraconductivité est restaurée en dehors du voisinage de la ligne critique [98]
dé�nie par la condition

(Tc � T ) =Tc = (Tc=EF ) ln
�
T 2c =t

2
�
:

4Ne pas confondre � (k) = E (k) � EF qui est le spectre des électrons centré sur l�énergie de Fermi
avec �0 qui est la longueur de cohérence dans le supraconducteur. Sauf mention contraire, à partir de
maintenant, � représentera le spectre électronique.
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Fig. 1.4: Représentation de la tricouche F/S/F dans la modélisation de l�hamiltonien tunnel.
Ici, les couche F portent les indices n = 0; 2 et la couche S l�indice n = 1.

Cette faible divergence logarithmique des �uctuations quand t! 0 indique qu�un couplage
inférieur à Tc de plusieurs ordre de grandeur sera su¢ sant pour que la théorie BCS reste
valable.

1.3.3 Modélisation de la tricouche F/S/F

Grâce à la théorie du hamiltionien tunnel présentée dans la section précédente, on
peut utiliser les équations (1:15) à la tricouche F/S/F [88]. Dans le modèle les couches F
portent l�indice de couche n = 0; 2 et la couche S porte l�indice n = 1 (voir �gure 1.4). De
plus, a�n de prendre en compte l�hypothèse émise dans l�article [86], nous supposons que
l�intégrale de transfert dépend de l�orientation du spin " où # de l�électron. L�hamiltonien
tunnel (1:14) doit tenir compte de l�orientation parallèle ou antiparallèle des orientations
des aimantations dans les couches ferromagnétiques.

Modélisation du système dans le cas d�une orientation parallèle

Dans cette condition, l�hamiltonien (1:14) s�écrit dans la con�guration P :

bHP
t =

X
�;k

t"

h
 y";1

�
 ";0 +  ";2

�
+
�
 y";0 +  y";2

�
 ";1

i
+t#

h
 y#;1

�
 #;0 +  #;2

�
+
�
 y#;0 +  y#;2

�
 #;1

i
:

(1.17)

De plus, dans la con�guration P, les électrons majoritaires dans chaque couche F ont le
même spin. Les spectres d�énergie s�écrivent alors de la manière suivantes �" = �0" = �2" et
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�# = �0# = �2#. Le système d�équation correspondant s�écrit8>>>>>>>><>>>>>>>>:

(i! � �s)G
1;1
"" � t"

�
G0;1"" +G2;1""

�
+��

1F
y1;1
#" = 1�

i! � �"
�
G0;1"" � t"G

1;1
"" = 0�

i! � �"
�
G2;1"" � t"G

1;1
"" = 0

(i! + �s)F
y1;1
#" + t#

�
F y0;1#" + F y2;1#"

�
+�1G

1;1
"" = 0�

i! + �#
�
F y0;1#" + t#F

y1;1
#" = 0�

i! + �#
�
F y2;1#" + t#F

y1;1
#" = 0

(1.18)

A�n de connaître les propriétés thermodynamiques du supraconducteur (notamment la
température critique dans la con�guration parallèle T Pc ), on va s�intéresser uniquement
à la fonction de Green anomale dans le supraconducteur F y1;1#" . Le système (1:18) admet
pour solution :

F y1;1P;#" =
��

aP b�P + j�j
2 et G

1;1
P;"" =

b�P
aP b�P + j�j

2 (1.19)

avec aP = (i! � �s)�
2t2"

(i!��")
et bP = i! � �s �

2t2#

(i!��#)
.

Il n�y a pas de composante triplet qui apparaît dans la con�guration P et la con�gu-
ration AP. Dans le cas d�une orientation arbitraire, la composante triplet est nulle telle
que démontrée par Tollis et al. [90],[89]. De plus, Fominov et al. ont démontré que la com-
posante triplet des fonctions anomales disparaît le long de l�axe de symétrie miroir d�un
système F/S/F d�épaisseur grande devant la distance intercouche [99]. Dans la tricouche
F/S/F que nous étudions, le plan S entier joue le rôle d�axe de symétrie miroir.

Modélisation du système dans le cas d�une orientation antiparallèle

Dans cette condition, l�hamiltonien (1:14) s�écrit dans la con�guration AP :

bHAP
t =

X
�;k

t"

h
 y";1 ";0 +  y";0 ";1 +  y#;2 #;1 +  y#;1 #;2

i
(1.20)

+
X
�;k

t#

h
 y#;1 #;0 +  y#;0 #;1 +  y";1 ";2 +  y";2 ";1

i
: (1.21)

Dans cette con�guration antiparallèle, les électrons " (#) qui passent de la couches 1 vers
la couche 2 voient un couplage intercouche t# (t") di¤érent des électrons " (#) qui passent
de la couches 1 vers la couche 0 qui voient une énergie de transfert t" (t#). De plus, dans
la con�guration AP, les électrons majoritaires de chaque couche F sont de spin opposé et
ainsi les spectres d�énergie s�écrivent de la manière suivantes �" = �0" = �2#et �# = �0# = �2".
Le système d�équation correspondant s�écrit8>>>>>>><>>>>>>>:

(i! � �s)G
1;1
"" � t"G

0;1
"" � t#G

2;1
"" +�

�
1F

y1;1
#" = 1�

i! � �"
�
G0;1"" � t"G

1;1
"" = 0�

i! � �#
�
G2;1"" � t#G

1;1
"" = 0

(i! + �s)F
y1;1
#" + t#F

y0;1
#" + t"F

y2;1
#" +�1G

1;1
"" = 0�

i! + �#
�
F y0;1#" + t#F

y1;1
#" = 0�

i! + �"
�
F y2;1#" + t"F

y1;1
#" = 0

(1.22)
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A�n de connaître les propriétés thermodynamiques du supraconducteur (notamment la
température critique dans la con�guration parallèle TAPc ), on s�intéresse uniquement à la
fonction de Green anomale dans le supraconducteur F y1;1#" . Le système (1:22) admet pour
solution :

F y1;1AP;#" =
��

jaAP j2 + j�j2
et G1;1AP;"" =

a�AP
jaAP j2 + j�j2

(1.23)

avec aAP = (i! � �s) �
t2"

(i!��")
� t2#

(i!��#)
. Dans la con�guration AP également il n�y a

pas d�appariement triplet des électrons. A�n de déterminer la di¤érence de température
critique, on va utiliser l�équation d�autocohérence (2:5) appliquée aux fonctions anomales
dans la con�guration P et la con�guration AP. Le résultat donne

ln

�
T Pc
TAPc

�
' �Tc
TAPc

= 2�Tc0
X
!

Z +1

�1
d�s

�
1

aP b�P
� 1

jaAP j2
�
; (1.24)

avec �Tc = T Pc � TAPc et Tc0 la température de la couche supraconductrice isolée (t = 0)
5.
La formule (1:24) nous permet de déterminer si l�on observe l�e¤et de vanne de spin

normal ou inverse. Si le terme de droite est négatif, alors T Pc < TAPc et l�e¤et de vanne de
spin est normal. En revanche, dans le cas où le terme de droite est positif, alors T Pc > TAPc
et l�e¤et de vanne de spin est inversé.
Nous nous intéressons aux propriétés du supraconducteur proche de la température

critique. Par voie de conséquence, on pourra négliger le paramètre d�ordre supraconducteur
dans la formule (1:24). De plus, les transparences sont considérées petites devant l�énergie
d�appariement des électrons dans le supraconducteur isolé �0, t" � �0 et t# � �0, on
e¤ectue alors le développement limité de F y1;1P;#" � F y1;1AP;#" selon t" et t# qui devient :

F y1;1P;#" � F y1;1AP;#" = 1
!2+�2s

�
2

(i!+�s)
2

�
t2"

i!+�"
� t2#

i!+�#

�2�
� 1

(!2+�2s)
2

�
t4"

(!2+�2")
+

t4#

(!2+�2#)
+

2t2"t
2
#

(i!��")(i!+�#)

�
: (1.25)

On remarque que dans le cas t" = t# et �" = �# = �s, la di¤érence (1:25) est nulle. On
remarque également que cette di¤érence n�existe qu�à partir de l�ordre 4. L�e¤et de vanne
de spin n�apparaît que par le transport de paires de Cooper à travers deux interfaces.
De plus, il convient de rappeler la forme des spectres électroniques usuels. La relation

de dispersion classique qui caractérise le spectre électronique dans un supraconducteur est
la relation de type quadratique �s =

p2

2m
�EF . La relation de dispersion est parfaitement

quadratique. Dans le cas d�un métal ferromagnétique classique, le champ d�échange h
présent en permanence dans le matériaux entraine par e¤et Zeeman un décalage entre
les niveaux d�énergie des électrons " et #. La relation dans un ferromagnétique devient
�" = �s�h et �# = �s+h (voir �gure 1.5 a))

6. Ce décalage induit que la bande électronique
de spin up est plus remplie que la bande électronique de spin down. Le matériaux global
est magnétisé. Dans le cas où une sous bande de spin est remplie et l�autre complétement
vide, on parle de demi-métal. Dans ce dernier cas, l�une des deux orientations de spin
n�est pas accessible (voir �gure 1.5 b)).

5Dans ce cas, on considère que la di¤érence de température TPc � TAPc est su¢ samment petite pour
remplacer dans le second terme TPc et TAPc par leur valeur moyenne Tc0.

6On retrouve le spectre d�un métal normal pour h �! 0.
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Fig. 1.5: Représentation des spectres électroniques des bandes électroniques de conduction.
La partie grisée des spectres représente le remplissage électronique. Sur la �gure a), le spectre
électronique est décalé à cause du champ d�échange h. Il s�agit du spectre d�un métal ferroma-
gnétique. Sur la �gure b), la couche électronique des électrons # est remplie et ne peut donc plus
participer à la conduction. Il s�agit donc d�un demi-métal, isolant pour l�orientation de spin # et
métallique pour l�orientation de spin ".
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1.3.4 E¤et d�une dépendance en spin de l�énergie de transfert

A�n de véri�er l�hypothése de Singh et al. [86], nous supposons que l�énergie de
transfert intercouche dépend du spin de l�électron. Mathématiquement, cette condition
se traduit par t" 6= t#. Dans les prochaines discussions, on posera t" = t0 (1 + �) et
t# = t0 (1� �) avec �1 < � < 1. Si � = 0, alors t" = t#. Si � = +1, alors t" = 2t0 et
t# = 0 (et l�inverse si � = �1) 7. Cette ré-écriture de t"et t# permet de se concentrer
uniquement sur la di¤érence entre les deux énergies de transfert. Cela revient à écrire
(1:25) comme

F y1;1P;#" � F y1;1AP;#" =
t40

!2+�2s

�
2

(i!+�s)
2

�
(1+�)2

i!+�"
� (1��)2

i!+�#

�2�
� t40

(!2+�2s)
2

�
(1+�)4

(!2+�2")
+ (1��)4

(!2+�2#)
+

2(1��2)
2

(i!��")(i!+�#)

�
: (1.26)

Cas limite d�un métal normal (h! 0)

En prenant un champ d�échange nul, la tricouche F/S/F devient une tricouche N/S/N.
L�intérêt de cette étude est de véri�er si une dépendance en spin du paramètre de couplage
peut, à elle seule, provoquer l�e¤et de vanne de spin inverse. Les spectres électroniques
des couches deviennent �" = �s et �# = �s. Dans cette con�guration, la di¤érence (1:26)
s�écrit

F y1;1P;#" � F y1;1AP;#" =
16t40�

2

!2 + �2s

"
2

(i! + �s)
4 �

1�
!2 + �2s

�2
#

(1.27)

et ainsi, la di¤érence de température critique devient :

T Pc � TAPc
TAPc

= �31
4
� (5)

t40�
2

�4T 4c0
: (1.28)

où � (5) = 1:0369277551 la fonction zeta de Riemann évaluée en n = 5. On voit immé-
diatement que �Tc est toujours négatif. Dans ce cas, l�e¤et de vanne de spin est toujours
normal dans les jonctions N/S/N. La dépendance en spin des transparences ne permet pas
l�apparition de l�e¤et de vanne de spin inverse dans des structures constituées de métal
normal. Pour voir si la di¤érence d�énergie de transfert joue un rôle dans des structures
avec d�autres types de matériaux, on étudie un autre cas limite, celui d�un demi-métal.

Cas limite du demi-métal

La tricouche F/S/F devient un tricouche DM=S=DM ( où DM symbolise le demi-
métal). Le spectre électronique des couches devient �" = �s et �# = �E � Tc. Ici, �E
symbolise un décalage de fond de bande entre le spectre du supraconducteur et le spectre
des électrons # du demi métal. Cette condition assure que les électrons de spin # sont
accessibles pour des énergies très grandes devant l�énergie du supraconducteur. Dans notre
problème, on peut les considérer comme isolant car ils sont beaucoup plus énergétiques
que les électrons pouvant rentrer dans le supraconducteur. En�n, ce décalage de fond de
bande est su¢ samment important pour négliger la forme de la relation de dispersion.

7Cela revient à écrire t0 =
t"+t#
2 et � = t"�t#

t"+t#
.
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Fig. 1.6: Graphe de �Tc
Tc0

en fonction de �. Dans ce cas, on voit plusieurs valeurs de �E
Tc0
, h
Tc0

et
t0
Tc0
. Dans ces cas, on voit que �Tc est toujours négative. L�e¤et de vanne de spin est normal.

Dans ce cas, la di¤érence (1:25) s�écrit

F y1;1P;#" � F y1;1AP;#" = 1
!2+�2s

�
2

(i!+�s)
2

�
t20(1+�)

2

i!+�s
� t20(1��)

2

�E

�2�
� 1

(!2+�2s)
2

�
t40(1+�)

4

(!2+�2s)
+

t40(1��)
4

(�E)2
+

2t40(1��2)
2

(i!��s)�E

�
(1.29)

et la di¤érence de température devient :

�Tc
TAPc

= � t40
64

31 (1 + �)4 � (5) (�E)2 + 112� (3) (1� �)4 �2T 2c0
�4T 4c0 (�E)

2 : (1.30)

où � (3) = 1:2020569032 la fonction zeta de Riemann évaluée en n = 3. La di¤érence
de température critique �Tc est toujours négative. L�e¤et de vanne de spin est toujours
normal si les couches ferromagnétiques sont des demi-métaux.
Si on se place dans le cas, plus réaliste, où �" = �s�h et �# = �E � Tc. Les électrons

de spin " sont légèrement décalés par rapport à l�énergie du supraconducteur (voir �gure
1.8 b)). La di¤érence (1:25) s�écrit

F y1;1P;#" � F y1;1AP;#" =
t40

!2+�2s

�
2

(i!+�s)
2

�
(1+�)2

i!+�s�h
� (1��)2

�E

�2�
� t40

(!2+�2s)
2

�
(1+�)4

(!2+(�s�h)2)
+ (1��)4

(�E)2
+

2(1��2)
2

(i!��s+h)�E

�
(1.31)

La di¤érence de température critique est toujours négative dans ce cas également. Sur la
�gure 1.6, on a tracé �Tc pour plusieurs valeurs de �E

Tc0
, h
Tc0
et t0

Tc0
. On voit que l�e¤et de

vanne de spin est normal puisque �Tc est toujours négatif. On remarque également les
valeurs relatives de �Tc

Tc0
sont de l�ordre de 10�4. Cette di¤érence relative paraît faible mais

correspond tout de même à une di¤érence de température critique de l�ordre de 8mK
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Fig. 1.7: Graphe de �Tc
Tc0

en fonction de �. Ici le décalage est représenté pour une tricouche
F/S/F dans le cas d�un couplage t0=Tc0 égal à 0.01 et trois valeurs du champ d�échange.

dans le cas où le supraconducteur est du niobium. Comparativement à l�expérience dans
[78], on voit que l�ordre de grandeur reste correct. On peut remarquer également que si h
devient très grand, cette di¤érence de température devient de plus en plus petite tout en
restant négative. Sur la �gure 1.6 apparaît une dissymétrie dans la relation entre�Tc et �.
Quand t" < t#, (� < 1), la courbe est proche de 0. Cette dissymétrie provient directement
du spectre électronique. En e¤et, les électrons de spin # sont alors peu nombreux et ils
contribuent donc peu aux propriétés électroniques de la tricouche. Cet e¤et s�accentue si
ils ont la possibilté de passer d�une couche à l�autre plus facilement que les électrons de
spin ".

Cas standard de couche ferromagnétique

Les spectres d�énergie sont décalés d�une énergie h. Cela revient à poser �" = �s � h
et �# = �s + h. La di¤érence (1:26) s�écrit

F y1;1P;#" � F y1;1AP;#" =
t40

!2+�2s

�
2

(i!+�s)
2

�
(1+�)2

i!+�s�h
� (1��)2

i!+�s+h

�2�
� t40

(!2+�2s)
2

�
(1+�)4

(!2+(�s�h)2)
+ (1��)4

(!2+(�s+h)2)
+

2(1��2)
2

(i!��s+h)(i!+�s+h)

�
:(1.32)

On représente sur la �gure 1.7, les di¤érentes valeurs de ce décalage.
Quelque soit la valeur du champ d�échange, on voit que le décalage en température

est toujours négatif. On peut en conclure que l�e¤et de vanne de spin est normal dans
une tricouche F/S/F quelque soit la dépendance en spin du couplage entre couche. On
remarque que la relation �Tc en fonction de � est symétrique (voir �gure 1.7). Dans ce
cas également le spectre électronique joue un rôle important par sa symétrie intrinsèque.

26



Fig. 1.8: Spectre électronique �s en fonction de p. a) Dans le cas d�un supraconducteur, on
voit une ouverture de gap, �0 à l�énergie de Fermi. b) Dans le cas d�un semi métal décalé avec
�" = �s � h et �# = �s +�E. c) Dans le cas d�un "presque" semi métal où �" = ��s et �# = �s.

Conclusion

L�hypothèse d�une dépendance en spin du couplage intercouche, proposée par [86],
ne permet pas d�expliquer l�e¤et de vanne de spin inverse. On teste cette hypothèse en
tenant compte de plusieurs spectres électroniques. Dans les cas successifs d�une tricouche
N/S/N, DM/S/DM ou F/S/F classique, il n�y a pas d�inversion de l�e¤et vanne de spin.
En revanche, on remarque que la di¤érence entre t" et t# in�ue grandement sur la va-
leur absolue de la di¤érence de température T Pc � TAPc . Cette dépendance en spin de
l�intégrale de transfert a été étudiée dans les nanostructures S/F di¤usives. Il est démon-
tré qu�elle in�ue sur la densité d�états ou sur la température critique des structures S/F
[100],[101],[102].

1.3.5 L�inversion de courbure d�une branche de spin : cas d�un
"presque" demi-métal.

Nous allons étudier le cas limite d�un presque demi métal. On peut trouver cette con�-
guration sur la �gure 1.8 c). Dans ce cas, l�une des orientations de spin est en situation
de bande "faiblement" remplie alors que l�autre orientation de spin est "quasiment" rem-
plie (voir �gure 1.8 c)). De cette situation naît la dénomination de "presque" demi-métal
[103]. Mathématiquement, la bande d�électron quasiment remplie se comporte comme une
bande "type-trou" dans laquelle le spectre électronique est inversé par rapport au spectre
quadratique classique ; soit �" = ��s [104]. Dans cette partie, nous allons étudier di¤érents
cas utilisant le spectre de bande inversé.
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Fig. 1.9: Tracé de �TcTc0
pour t0 = 0:1Tc0. On voit l�apparition de l�e¤et de vanne de spin inverse

pour � > 0:135.

Cas limite h �! 0

Quand le champ d�échange s�annule, les spectres électroniques sont représentés par
�" = ��s et �# = �s. La di¤érence entre les fonctions anomales dans la con�guration P et
la con�guration AP (1:25) devient :

F y1;1P;#" � F y1;1AP;#" =
t40

!2+�2s

�
2

(i!+�s)
2

�
(1+�)2

i!��s
� (1��)2

i!+�s

�2�
� t40

(!2+�2s)
2

�
(1+�)4+(1��)4

(!2+�2s)
+

2(1��2)
2

(i!+�s)
2

�
: (1.33)

et ainsi la di¤érence de température critique devient :

�Tc
Tc0

= � 31
128

� (5)
t40

�4T 4c0

�
3� 20� � 14�2 � 20�3 + 3�4

�
: (1.34)

Le résultat (1:34) est présenté sur la �gure 1.9.
On dé�nit le paramètre �0 qui correspond à la valeur de � pour laquelle �Tc change

de signe, passant de négatif à positif. Ce paramètre �0 dépend des di¤érents paramètres
constituant le spectre électronique. Il peut prendre n�importe quelle valeur entre �1 et
1. On voit immédiatement que pour � > �0, la di¤érence de température critique �Tc
devient positive. L�e¤et de vanne de spin s�inverse. De la formule (1:34), on trouve que
�0 ' 0:135. L�inversion de courbure entre les électrons de spin " et les électrons de spin #
entraîne l�inversion de l�e¤et de vanne de spin. En e¤et, lorsque t" . 1:135t0, (� . 0:135),
alors les électrons de spin # qui pro�tent d�une courbure normale, sont plus mobiles que
les électrons de spin ". Par voie de conséquence, les propriétés de la structure F/S/F sont
majoritairement gouvernées par les propriétés des électrons # et leurs spectres de courbure
normale. En revanche, pour t" � 1:135t0 (� � 0:135), les électrons de spin " qui ont une
relation de dispersion type trou sont plus mobiles que leurs homologues de spin opposé.
Par conséquent, les propriétés de la structure F/S/F sont gouvernées par les électrons
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Fig. 1.10: Spectre électronique �s en fonction de p. a) Spectre d�un supraconducteur, on voit
une ouverture de gap à l�énergie de Fermi �0. b) Spectre d�un demi métal inversé avec �" = ��s
et �# = �E � �0. c) Spectre d�un demi métal inversé et décalé où �" = ���s + g�E et

�# = �E � �0. Attention, sur la �gure g�E =�E.
dont la relation de dispersion est inversée. Ce graphe démontre alors que l�inversion de
la relation de dispersion, présentée sur la �gure 1.8 c) est une explication importante de
l�e¤et de vanne de spin inverse.
On remarque que lorsque t" = t#, l�e¤et de vanne de spin est normal (�Tc < 0).

L�explication avancée dans [104] est qu�il y a un e¤et de moyenne entre les deux types
d�électron qui contribuent aux propriétés de la structure. Cet e¤et de moyenne est en
faveur des électrons dont la relation de dispersion est normale car ils ont accès à un
nombre plus important de niveau dans leurs bandes électroniques ce qui les rend plus
mobile.

Cas d�un demi-métal inversé

Le spectre d�un demi métal inversé est présenté sur la �gure 1.10 b). Dans ce cas,
les électrons " ont une relation de dispersion type-trou et les électrons # sont fortement
décalé par rapport au spectre supraconducteur.
Le spectre des électrons s�écrit �" = ��s et �# = �s + �E. La di¤érence entre les

fonctions anomales dans la con�guration P et la con�guration AP (1:25) s�écrit :

F y1;1P;#" � F y1;1AP;#" =
t40
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2
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Fig. 1.11: Graphe de �Tc
Tc0

en fonction de � pour di¤érentes valeurs de �E
Tc0

dans le cas où
t0
Tc0

= 0:1.

La di¤érence de température est représentée sur la �gure 1.11 en fonction de � pour
di¤érentes valeurs de�E et sur la �gure 1.12 en fonction de�E pour di¤érentes valeurs de
�. On remarque sur la �gure 1.11, que pour toutes les valeurs de�E, il existe une plage de
valeur de � pour laquelle l�e¤et de vanne de spin s�inverse. Pour �E � �0, �0 est négatif,
En revanche, dans ce régime, on constate qu�il existe toujours une valeur de � pour laquelle
�Tc est négative. Cet e¤et s�explique par le fait que pour � ' �1, les électrons type-trou
sont très peu mobiles entre les couches et ne contribuent presque pas à l�e¤et de vanne de
spin. Pour � = �1, on constate sur la �gure 1.12 que �Tc est négatif quelquesoit �E. A
cette valeur de �, les électrons de type-trou sont con�nés dans les couches ferromagnétiques
sans pouvoir en sortir (car t" est nul). Dans ce cas, l�e¤et de vanne de spin est normal. En
revanche, �Tc tend vers zéro lorsque �E augmente car dans ce cas, les électrons avec la
dispersion normale sont de moins en moins nombreux. Pour � = �1, lorsque �E �!1,
alors �Tc = 0 et l�e¤et de vanne de spin disparaît. On remarque également que l�e¤et de
�E est identique quelquesoit son signe. Cela s�explique par le fait que �E est de l�ordre
de �0 indépendamment de la place de la couche électronique dans le spectre. Dans le
régime �E � Tc0, la di¤érence �Tc s�écrit :

�Tc
Tc0

=
93

128

� (5)

�4T 4c0
t4" �

7� (3)

4 (�E)2 �2T 2c0
t4# (1.36)

où on voit que pour �E > Tc0, alors l�e¤et de vanne de spin est inversé. Il est intéressant
de noter que le terme positif de la relation (1:36) est directement proportionnel à t". Cette
dépendance est logique compte tenu du fait que ce sont les électrons de spin " qui ont un
spectre type trou.
Pour t" = t#, on peut démontrer à partir de la formule (1:36) que �Tc s�annule pour

�E
Tc0

=
q

224�2

93
�(3)
�(5)

= 5:25 ce qui équivaut à �E ' 3�0. Dans le cas où t" = t#, l�e¤et de
vanne de spin est normal pour �E < 3�0 et inverse pour �E > 3�0. Cette valeur limite
dé�nie le cas où le spectre électronique de type électron est trés décalé par rapport au
spectre électronique inversé et ne peut plus contribuer à l�e¤et de vanne de spin.
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Fig. 1.12: Graphe de �Tc
Tc0

en fonction de �E
Tc0

pour di¤érentes valeurs de � dans le cas où
t0
Tc0

= 0:1.
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Cas d�un demi-métal inversé : robustesse de l�e¤et de vanne de spin inverse

Le cas étudié dans la section précédente est intéressant, et apporte beaucoup d�infor-
mation sur le mécanisme de l�inversion de l�e¤et de vanne de spin. En revanche, le spectre
étudié s�avère être un cas particulier dans la réalité. En e¤et, il est peu probable en réalité
que le spectre électronique soit inversé sans être décalé par rapport au spectre du supra-
conducteur. Dans cette partie, nous allons nous intéresser à un spectre électronique plus
réaliste qui prendra la forme �" = ���s +g�E et �# = �s + �E où � est une constante
réelle et positive qui caractérise une di¤érence de masse e¤ective entre le matériaux su-
praconducteur et le matériaux ferromagnétique, et �E etg�E sont des décalages de fond
de bande des spectres électroniques normaux et inversés respectivement. Dans ce cas, la
di¤érence entre les fonctions anomales dans la con�guration P et la con�guration AP
(1:25) s�écrit :

F y1;1P;#" � F y1;1AP;#" =
t40
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2
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2
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�
�
+ (1��)4
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+

2(1��2)
2

(i!�(���s+g�E))(i!+��s+�E)
��

: (1.37)

et s�avère di¢ cile à manipuler. En ce basant sur l�étude précédente, on va étudier cette
relation dans le cas où le décalage �E est grand devant le gap supraconducteur soit
�E � Tc0. En e¤et, dans cette approximation, on voit clairement que l�e¤et de vanne
de spin inverse est clairement favorisé, notamment dans le cas où t" = t#. Ce cas est
intéressant à étudier car le cas t" = t# est le plus couramment observable. Dans ce cas,
�E � Tc0, la formule précédente se simpli�e en
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: (1.38)

A partir de la formule (1:38), on va pouvoir étudier la di¤érence de température dans
le cas où �E = 100Tc0 car l�e¤et de vanne de spin est inversé pour le cas plus simple
t" = t#. Ainsi, on étudie l�in�uence de la masse e¤ective et l�in�uence d�un décalage du
spectre inverség�E sur l�e¤et de vanne de spin inverse. Cette étude va permettre de tester
la robustesse de l�e¤et de vanne de spin inverse.
L�étude de l�in�uence de la masse e¤ective est représenté sur la �gure 1.13 pour dif-

férentes valeurs de g�E . On voit qu�il existe un �0 pour lequel �Tc est maximal. Cela
signi�e que l�e¤et de vanne de spin inverse est plus e¢ cace lorsque les masses e¤ectives
sont proches. Dés que les masses e¤ectives sont di¤érentes, on revient à l�e¤et vanne de
spin normal. De plus, �0 est environ égal à 1 pourg�E proche de 0 et augmente avecg�E.
Cela signi�e que l�e¤et de vanne de spin normal est sensible au décalage d�énergie. La
valeur de �0 augmente avec g�E, ce qui signi�e que l�a¤aiblissement de l�e¤et inverse de
vanne de spin est compensé par le décalage de masse e¤ective. En�n, la valeur maximale
diminue avec g�E car l�e¤et de vanne de spin est sensible au décalage d�énergie.
On voit la sensibilité de l�e¤et de vanne de spin au décalage d�énergie pour di¤érentes

valeurs de � sur la �gure 1.14. �Tc devient négative pour une valeur deg�E qui est égale
à environ 2 fois la valeur du gap supraconducteur. La fonction n�est pas symétrique selon
que g�E soit positif où négatif. Cette dissymétrie s�explique par la di¤érence de masse
e¤ective.
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Fig. 1.13: Graphe de �TcTc0
en fonction de � pour di¤érentes valeurs de

g�E
Tc0

avec � = 0, t0
Tc0

= 0:1

et �ETc0 = 100. Attention, sur la �gure
g�E est noté �E.

Fig. 1.14: Graphe de �TcTc0
en fonction de

g�E
Tc0

pour di¤érentes valeurs de � avec � = 0, t0
Tc0

= 0:1

et �ETc0 = 100. Attention, sur la �gure
g�E est noté �E.
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1.3.6 Conclusion

Dans cette partie nous proposons une explication de l�e¤et vanne de spin inverse dans
les tricouches F/S/F. Nous étudions en détail l�hypothèse proposée dans la référence [86],
d�une dépendance en spin du couplage intercouche. Nous démontrons que cette hypothèse
n�est pas su¢ sante pour expliquer l�inversion de l�e¤et vanne de spin. En revanche, cette
dépendance permet d�in�uencer la valeur absolue de la di¤érence de température critique��T Pc � TAPc

�� mais pas son changement de signe.
En plus de cette hypothèse, nous considérons les couches ferromagnétiques comme

des presque demi métaux. Cette hypothèse implique que l�une des bandes de spin est
quasiment remplie alors que l�autre est quasiment vide. Cette con�guration des sous-
bandes de spin implique que la relation de dispersion entre les électrons de spin di¤érents
est inversée. Cette situation peut se retrouver dans des ferromagnétiques très fort, où
le champ d�échange décale très fortement les bandes de spin. On peut supposer que des
matériaux sous champ magnétique trés fort pourraient obtenir ce type de con�guration.
En rajoutant cette hypothèse à la précédente, nous démontrons la possibilité d�obtenir un
e¤et de vanne de spin inverse. cette inversion de spectre électronique permet d�expliquer
l�apparition de l�e¤et de vanne de spin inverse.
L�étude de cette inversion de l�e¤et de vanne de spin avec des spectres électroniques

plus complexes permet la mise en évidence de la sensibilité de l�e¤et de vanne de spin
inverse aux décalages d�énergies et aux di¤érences de masse e¤ective. Si le décalage éner-
gétique entre le spectre électronique inversé et le spectre électronique du supraconducteur
est supérieur à 2�, alors l�e¤et de vanne de spin redevient normal. La faible échelle
énergétique et cette sensibilité rend la recherche de matériaux susceptibles de présenter
l�inversion de l�e¤et vanne de spin inverse plus di¢ cile.
En�n, il reste à déterminer le comportement du gap supraconducteur dans la con�gu-

ration parallèle et antiparallèle �P (AP ). Les études menées par Tollis et al. [88],[89] ont
en e¤et démontrées l�existence de température d�inversion dans la dépendance en tempé-
rature de �P et �AP . Une étude approfondie des gaps supraconducteurs dans le cadre
d�un spectre inversé reste à e¤ectuer.

1.4 La transition de phase 0 � � dans les tricouches
S/F/S

Dans cette partie, nous allons étudier la jonction S/F/S. Dans les jonctions S/F/S,
il peut s�établir un courant Josephson dont l�intensité et la phase sont gouvernées par le
ferromagnétique. En étudiant le courant Josephson d�une jonction S/I/S dont l�isolant est
su¢ samment dopé par des impuretés magnétiques, Bulaevskii, Kuzii et Sobyanin remar-
quèrent que le courant critique associé à un transfert tunnel des paires de Cooper pouvait
devenir négatif [29]. Un courant critique négatif n�étant pas physique, cet état doit être
interprété comme un décalage de phase de � dans la relation courant-phase du courant
Josephson. On parle alors de phase �, ou de jonction �. Utilisant le modèle des jonctions
S/F/S, Bulaevskii et al. démontrèrent danss les années 80 que le courant critique oscille
entre les états 0 et � en fonction de la longueur de la jonction magnétique [105],[106].
L�observation de la phase � a été réalisée dans les années 2000 avec l�observation de l�an-
nulation du courant critique dans une jonction S/F/S [63]. De nombreuses observations
de la phase � ont été réalisées par la suite [25], [43]. La phase � se manifeste par exemple
dans beaucoup de propriétés de cohérences quantiques. Par exemple, il a été observé des
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décalages dans la réponse du SQUID8 dans le cas où chaque jonction normale étaient
associées à une jonction � [107],[108]. D�autres travaux sur la phase � dans des supracon-
ducteurs à symétrie de type d [109], sur des jonctions S/N/S hors-équilibre [111],[110] ont
été e¤ectuées ces vingts dernières années. Il est à noter que des systèmes de multicouches
ferromagnétiques peuvent générer des phases � par la création d�un réseaux de vortex et
d�anti-vortex [112].
Dans les supraconducteurs à haute température critique, dont certains peuvent être

considérés comme des multicouches S/F, il a été prédit la possibilité d�observer l�établis-
sement de la phase � [30],[113]. Cette description est pertinente pour les Ruthénocuprates
RuSr2GdCu2O8 qui se comportent comme des multicouches S/F naturelles [38]. Il a été
observé en 2004 qu�il existe un e¤et Josephson intrinsèque à l�intérieur de ces matériaux
[114]. En revanche, l�existence d�une phase � dans ces matériaux n�a pas pu être établi
formellement [115].
Dans cette partie, nous proposons une explication basée sur l�anisotropie des spectres

électronique et sur les décalages d�énergie pouvant exister entre les spectres des couches
supraconductrices et ferromagnétiques pour expliquer l�absence de phase � dans ces com-
posés.

1.4.1 Modélisation de la tricouche S/F/S

En utilisant les hamiltoniens de la théorie de l�hamiltonien tunnel (1:12),(1:13) et
(1:14), on trouve les équations de Gorkov généralisées pour l�étude des multicouches (1:15).
Dans le cas S/F/S, les couches portent les indices n = 0 et n = 2 et la couche F porte
l�indice n = 1. En appliquant les équations (1:15) au cas S/F/S, on trouve les équations
de Gorkov de la forme :8>>>>>>><>>>>>>>:

(i! � �s)G
0;0
"" � tG1;0"" +�0F

y0;0
#" = 1�

i! � �"
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(i! � �s)G
2;0
"" � tG1;0"" +�2F

y2;0
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0;0
"" = 0�

i! + �#
�
F y1;0#" + tF y0;0#" + tF y2;0#" = 0

(i! + �s)F
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: (1.39)

La résolution du système d�équation (1:39) donne la fonction anomale dans le supracon-
ducteur 0 :

F y0;0#" =
[j�2j2
"
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�"
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#
s�t2]]��0+t4��2
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et 
s = (i! + �s). Dans le cas où la jonction est dans

l�état 0, alors ��
2 = �

�
0 et �2 = �0 et la fonction (1:40) devient :
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Quand la jonction est dans l�état �, alors ��
2 = ���

0 et �2 = ��0 et la fonction (1:40)
devient :
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A�n d�étudier la transition de phase 0��, on compare la température critique dans l�état
0, T (0)c , et dans l�état �, T (�)c . Si T (0)c > T

(�)
c , alors la transition de phase métal normal-

supraconducteur a lieu vers l�état de supraconductivité 0. Si T (�)c > T
(0)
c , alors la transition

de phase métal normal-supraconducteur a lieu vers l�état de supraconductivité �. Pour
comparer les deux températures critiques, on va utiliser la relation d�autocohérence (1:5)
dans l�état 0 et dans l�état � qui devient

ln
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Tc0

!
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soit en e¤ectuant la di¤érence des deux
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où l�on considère T (0)c ' T
(�)
c ' Tc0 dans le second membre de l�équation. D�après l�équa-

tion (1:43), si le second membre est positif, alors la phase de la jonction est �. Si le second
membre est négatif, alors la phase de la jonction est 0. L�étude de signe du second membre
de l�équation (1:43) nous renseigne sur la possibilité d�observer ou non la phase �.

1.4.2 E¤et d�un décalage des spectres

La transition de phase 0�� d�une jonction S/F/S où le ferromagnétique est considéré
comme ayant un décalage de bande symétrique, �"(#) = �s � h, a été étudiée par Houzet
et al. [113]. Nous allons étudier le cas plus général où chaque sous bande de spin a un
décalage de bande di¤érent l�un de l�autre, �" = �s + E" et �# = �s + E# où E"(#) est
l�énergie de décalage entre chaque sous-bande de spin et la bande du supraconducteur.
Dans ce cas, on peut considérer que l�énergie E"(#) = �E�h où �E est le décalage entre
le spectre supraconducteur et le spectre métallique et h le champ d�échange. La variation
de �Tc est représenté sur la �gure 1.15 en fonction de E" pour di¤érentes valeurs de E#
dans la limite t � Tc0. On peut remarquer que la variation de �Tc est symétrique par
rapport à E" selon la valeur de E#. Pour E# = 100Tc0 alors �Tc est antisymétrique par
rapport au signe de E#. Cette propriété n�étant valable que dans ce cas. D�ailleurs, dans
le cas où E# � Tc0 et �" proche de la surface de Fermi du supraconducteur, la fonction
peut s�écrire dans la limite t� Tc0 :

�Tc
Tc0

=
7t4� (3)

8E"E#�2T 2c0
� t4

8E2"E#�Tc0
Im

�
	0
�
1

2
� iE"
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Fig. 1.15: Tracé de �Tc en fonction de E" pour di¤érentes valeurs de E# dans le cas où t
Tc0

=
0:01. Pour E# � Tc0,�Tc devient positif si E# et E" sont de signe opposé. En revanche, quand E#
� Tc0, le changement de signe a lieu pour des valeurs toujours de signe opposé mais di¤érentes
de zéro.

où 	0 est la dérivée première de la fonction digamma. On en déduit de suite que �Tc est
négatif et la jonction S/F/S dans l�état 0 si E" et E# ont tous les deux le même signe. En
revanche, si E" et E#sont de signe opposés, alors �Tc est positif et la jonction S/F/S est
dans l�état �. L�existence de la phase � dépend alors du saut d�énergie entre le spectre
ferromagnétique et le spectre supraconducteur. Si on échange les rôles de E" et E#, la
conclusion est la même.
Dans le cas où E# � Tc0 et E" � Tc0 , la di¤érence de température critique s�écrit

�Tc
Tc0

= � 7t4� (3)

8E"E#�2T 2c0

et la conclusion reste la même, la phase � n�apparaît que lorsque E" et E# sont de signe
opposé. Le dernier cas de �gure est la cas où E# � Tc0 et E" � Tc0. La di¤érence de
température critique vaut

�Tc
Tc0

= �31E#t
4� (5)

64E"�4T 4c0

mais la conclusion reste inchangée. En revanche, on voit une dépendance linéaire de �Tc
par rapport à E# ce qui signi�e que quand E# tend vers zéro alors T

(0)
c = T

(�)
c et pour

déterminer le type de l�état fondamental dans ce cas, il faut calculer �Tc en prenant en
compte un ordre plus élevé en t.
Cette étude démontre des conditions plus restrictives pour observer la transition de

phase 0 � � dans les multicouches S/F que le diagrammes de phase proposé dans la
référence [113]. En revanche, dans notre étude, nous démontrons que la formation de la
phase � est assujettie au signe relatif des décalages énergétiques qui existent entre les
deux bandes de spin de la couche F avec la couche S. En e¤et, si ces décalages ont de
même signe, alors la phase � ne peut pas apparaître. Cette hypothèse pourrait expliquer
la di¢ culté d�observation de ces phases dans les ruthénocuprates.
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Fig. 1.16: Surface de Fermi 2D du supraconducteur �s (en trait plein) et pour les bandes
électroniques majoritaires �" et minoritaires �# du ferromagnétique (en tiret et en pointillet
respectivement). Dans a) est décrite la situation �s < �# < �". Dans b) est décrite la situation
�# < �s < �". Dans la �gure c), sont représenté les di¤érentes aires d�intégrations. Dans l�aire
(1), �s < �# < �", dans l�aire (2), �# < �s < �"et dans l�aire (3), �" < �# < �s. En d) est

représenté le signe de ln
�
T
(�)
c =T

(0)
c

�
dans les di¤érentes aires. Dans les aires hachurée, l�intégrale

est positive et dans les autres elle est négative. A la frontière, l�intégrale est nulle.

1.4.3 E¤et de l�anisotropie des spectres

Dans les composés réels, le résultat dépend des détails de la forme exacte de la surface
de Fermi des ferromagnétiques et des supraconducteurs. Ainsi, l�anisotropie des spectres
devrait avoir une forte in�uence sur la transition de phase 0� �. Pour illustrer ce cas, on
choisit une surface de Fermi elliptique de la couche F. Les spectres électroniques majori-
taires et minoritaires �" (�) et �# (�) dépendent de l�angle polaire � dans le plan (kx; ky)
(voir �gure 1.16).
Dans le cas d�un fort décalage d�énergie entre les bandes électroniques du ferroma-

gnétique et du supraconducteur, les spectres d�électrons majoritaires (minoritaires) du
ferromagnétique peuvent s�écrire �"(#) (�) = �s + E"(#) (�), où �s est le spectre du supra-
conducteur considéré comme isotrope.
Dans le cas de la �gure 1.16 a) et b), on peut donner le signe de �Tc sans tenir compte

de la dépendance en �. Les conclusions sont donc les mêmes que dans le cas isotrope. Le
cas de la �gure 1.16 a) montre que E" (�) et E# (�) sont tous les deux positifs, alors la
tricouche est dans la phase 0. Pour les surfaces de Fermi de la �gure 1.16 b), E" (�) et
E# (�) sont de signe opposé, alors la tricouche est dans la phase �. L�anisotropie de la
surface de Fermi de la couche F n�in�uence pas la phase de la jonction. Pour cela, il faut
étudier le cas où il y a intersection des surfaces de Fermi de la couche F et des couches S.
Le cas décrit dans le �gure 1.16 c) montre que les surfaces de Fermi des couches S et

de la couche F sont en intersection. Les intersections des surfaces délimitent les régions où
�Tc est positif et négatif. Pour savoir si �Tc est positif ou négatif, on délimite les surfaces
de Fermi en trois régions. En fonction de la taille des régions "positives" et "négatives",
on pourra déterminer la phase qui est réalisée au �nal. Dans les régions (1) et (3), E" (�)
et E# (�) sont de même signe (positif en (1) et négatif en (3)). Par conséquent, �Tc est
négatif et la jonction S/F/S est dans la phase 0. Dans la région (2), E" (�) et E# (�) sont
de signe opposé (E" (�) > 0 et E# (�) < 0) donc �Tc est positif et la jonction S/F/S réalise
la phase � dans ces régions. Le signe de �Tc est représenté sur la �gure 1.16 d). Si la
taille totale des régions où la phase � est réalisée est plus importante que la taille totale
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des régions ou la phase 0 est réalisée, alors on peut en conclure que la phase globale de
la jonction pourra être de �. Dans le cas contraire, la phase de la jonction S/F/S restera
de 0. On en conclut que l�anisotropie des surface de Fermi a un rôle important dans la
détermination de la phase globale de la jonction S/F/S.

1.4.4 E¤et pair-impair dans les multicouches S/F/../F/S

Les multicouches S/F/S peuvent être constituées par un nombre arbitraire de couche
F entre les deux couches S. Andersen et al. ont démontrés que la transition de phase 0��
d�une jonction Supraconducteur/Antiferromagnétique(AF)/Supraconducteur dépend du
nombre de couche magnétique entre les deux couches S [116]. La couche AF est constituée
d�un nombre pair ou impair de couche F où chaque couche adjacente a une aimantation
opposée à l�autre. A basse température, la jonction S/AF/S est une jonction 0 ou � selon
que la couche AF est constituée d�un nombre pair ou impair de couche F.
Grâce au formalisme développé précédemment pour les jonctions S/F/S, on démontre

que cet e¤et de parité ne dépend que du nombre de couche ferromagnétique entre les deux
couches S sans dépendre de l�aimantation relative entre deux couches adjacentes. Dans
notre modèle, les couches S porte les indices n = 0 et n = N . Pour simpli�er, on considère
que le spectre du ferromagnétique est très décalé par rapport à celui du supraconducteur
et que les spectres électronique peuvent s�écrire �" = E" � Tc0 et �# = E# � Tc0 où E" et
E# sont de signe opposé. Dans la limite t � E"(#), la di¤érence de température critique
s�écrit :

�Tc
Tc0

= �7t
2� (3)

8�2T 2c0

n=N�1Y
n=1

t2

En;"En;#
(1.44)

Il s�ensuit de la relation (1:44) que l�insertion d�une couche F supplémentaire conduit à
un décalage de phase �. Par conséquent, la di¤érence de phase résultante (0 ou �) est
déterminée par le nombre de couche ferromagnétique entre les deux couches supracon-
ductrices. Si le nombre de couche F est pair, la di¤érence de phase totale �t induite par
les couches F est �t = 2n� ce qui correspond à la phase 0. Si le nombre de couche F est
impair, la di¤érence de phase totale �t induite par les couche F est �t = (2n+ 1) � ce
qui correspond à la phase �. On voit alors que l�aimantation relative de deux couches F
adjacentes n�a aucune in�uence sur la phase totale du système S/F/../F/S multicouche.

1.4.5 Conclusion

La transition de phase 0� � est sensible aux di¤érences de spectre électronique entre
la couche S et la couche F. Cette sensibilité s�étend également aux possibles anisotropies
des surfaces de Fermi.
Dans le cas d�un décalage en énergie entre le spectre électronique de la couche F et

de la couche S, �E, inférieur au champ d�échange h de la couche F, alors la phase �
peut apparaître dans la jonction S/F/S. En revanche, si le décalage �E est supérieur au
champ d�échange h alors la phase � ne peut pas s�établir dans la jonction S/F/S. Cette
condition restreint la possibilité d�observer une phase � dans les jonctions S/F/S car elle
limite le nombre de matériaux S et F "compatibles".
L�anisotropie de la surface de Fermi in�ue si la surface de Fermi de la couche S et

de la couche F sont en intersection. Pour observer une phase �, il faut que la surface
"favorable" à l�établissement de la phase � soit plus grande que la surface "favorable"
à l�établissement de la phase 0. Si la situation inverse est réalisée, alors la phase � ne
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peut pas apparaître. Cette restriction entraîne une impossibilité topologique d�observer
des transition de phase 0� �.
Ces deux e¤ets permettent de donner une explication possible à l�impossibilité d�obser-

ver des transition de phase 0�� dans les ruthénocuprates [114]. Cette condition restreint
le diagramme de phase 0�� présenté dans la référence [113], au cas où les décalages d�éner-
gie sont de signes opposés. Ainsi, la physique de la jonction Josephson S/F/S s�enrichit
de considérer le détail des spectres d�énergie des matériaux en contact. La détermination
du spectre des matériaux est donc primordiale pour prévoir les propriétés des jonctions
S/F/S.
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Chapitre 2

Supraconductivité induite par champ
magnétique dans les bicouches S/N
et S/S : e¤ets du désordre.

Les supraconducteurs quasi-2D sont beaucoup étudiés depuis une cinquantaine d�an-
nées. Dans ces composés, le champ magnétique critiqueHc2 se révèle fortement anisotrope.
Cette anisotropie a été observée dans les cristaux lamellaires de dichalcognéïdes de métaux
de transition [31]. Dans ces composés, Hc2 est plus important dans le plan des couches
(plan a � b) que dans la direction perpendiculaire aux couches (axe c). Cette anisotro-
pie a été observée dans les graphites intercalés comme C8K [32],[33], C6Ca [148],[149] et
dans C6Yb [149], dans les supraconducteurs organiques [150], dans les supraconducteurs à
haute température critique basés sur des oxydes de cuivre (cuprates) [151],[152],[153],[154]
et dans les hétérostructures arti�cielles de type supraconducteur-supraconducteur (S/S�)
Y Ba2Cu3O7=DyBa2Cu3O7 [155] et supraconducteur-isolant (S/I) (Y Ba2Cu3O7)n = (PrBa2Cu3O7)m
[156]. Les supraconducteurs à haute température critique ont une structures lamellaires
[151] et une forte anisotropie électronique [94],[115],[151],[157],[158],[159]. Leur longueurs
de cohérence le long de l�axe c, �c, est plus petite que la distance entre deux couches d.
Par conséquent, ils peuvent être considérés comme des hétérostructures naturelles. Dans
les cuprates supraconducteurs à haute température critique, la supraconductivité existe
dans les plans de CuO2 et sont juxtaposés à deux plans non supraconducteur [94],[160].
Le modèle de Ginzburg-Landau (dans le cas de faible anisotropie, �c . d [161]) et le

modèle de Lawrence-Doniach (dans le cas de forte anisotropie, �c � d [162]) donne une
description de l�anisotropie de Hc2 dans les supraconducteurs en couches. Pour remonter
au diagramme de phase (Hc2; T ) de ses composés, il est plus commodee d�utiliser la théorie
BCS et de l�hamiltonien tunnel.
Certains cuprates supraconducteurs peuvent être considérés comme des empilement

de bicouches S/N, S/S�[89],[163] où S/F [30] faiblement couplées. Les bicouches S/N, S/S�
et S/F constituent alors les cellules élémentaires des multicouches. Comme les propriétés
des bicouches S/N, S/S�et S/F di¤érent des propriétés des monocouches N, S où F, les
propriétés des multicouches basées sur des monocouches élémentaires doivent di¤érer de
celle basées sur des bicouches élémentaires. Le cas des multicouches S/F a été étudié dans
les références [30], [90],[164],[165]. Dans les bicouches S/S�, Buzdin et al. ont démontré la
possibilité de dépasser la limite paramagnétique classique à basse température pour un
fort champ magnétique parallèle aux plans de la bicouche [166],[167]. La supraconductivité
induite par le champ magnétique doit apparaître lorsque l�énergie de couplage intercouche
t est plus importante que Tc0. De plus, dans cette phase, la bicouche S/S est dans la
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Fig. 2.1: Mécanisme de compensation du décalage d�énergie entre les niveaux liants et anti-
liants par l�e¤et Zeeman. Les corrélations supraconductrices existent au sein d�un même niveaux
électronique (trait plein) où entre deux niveaux électroniques (trait pointillé). La dégénérescence
des niveaux liants et anti-liants détruit les corrélations supraconductrices inter-niveaux. La levée
de dégénérescence due à l�e¤et Zeeman compense le décalage d�énergie produit par le couplage
intercouche et renforce les corrélations supraconductrices inter-niveaux. Cette compensation
explique la réapparition de la supraconductivité à fort champ magnétique.
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phase �. L�apparition de cette supraconductivité à fort champ magnétique est dûe au
fait que l�e¤et Zeeman compense le décalage d�énergie due aux états liants et anti-liants
provoqués par le couplage entre couche (voir �gure 2.1). Une idée similaire basée sur les
supraconducteurs à deux bandes a été introduite par Kulic et Ho¤mann [168].
Dans ce chapitre nous étudions le diagramme de phase (Hc2; T ) d�une bicouche S/N

soumise à un champ magnétique parallèle aux couches. Aprés avoir présenté le formalisme
quasi-classique, nous étudions, dans le formalisme d�Eilenberger, l�in�uence des impuretés
sur le diagramme de phase (Hc2; T ) de la bicouche S/N et S/S.

2.1 Formalisme quasi-classique et transition de phase
S-N

2.1.1 Formalisme d�Eilenberger

La manipulation des fonctions de Gorkov est mathématiquement compliquée. En 1968,
Eilenberger [117] et Larkin-Ovchinikov [118] ont développé une théorie qui réalise une ap-
proximation semi-classique de la théorie de Gorkov fondée sur la séparation des échelles
d�énergie, puisque �� EF

1. Cette simpli�cation est pratique pour étudier la supracon-
ductivité inhomogène sans s�a¤ranchir des e¤ets de cohérence, comme l�e¤et Josephson.
Dans un supraconducteur conventionnel, les propriétés des paires de Cooper, donc de la
supraconductivité, varient sur la longueur de cohérence �0 qui est beaucoup plus grande
que la longueur de Fermi �F . Les propagateurs de Gorkov dépendent donc d�une coordon-
née relative � = r1 � r2 consistant principalement en des oscillations de périodes �F et
d�une coordonnée d�ensembleR = r1+r2

2
correspondant à l�échelle de �0

2. Comme �F � �0,
on peut négliger les détails de tailles inférieures à �0. Cela revient à "lisser" les propa-
gateurs sur la coordonnée relative � en tenant compte que de la coordonnée d�ensemble
R. Dit autrement, l�approximation d�Eilenberger consiste à considérer la paire de Cooper
comme une particule unique dont le seul mouvement visible à l�échelle mésoscopique est
la position de son centre de masse.
De plus, les observables telles que le courant ou le nombre de particules s�expriment à

partir de propagateurs de Gorkov pris en des points identiques r1 = r2. On peut donc se
satisfaire des fonctions de Green prises en des points coïncidents r1 = r2.
A�n de lisser les fonctions de Green de Gorkov, on doit l�intégrer par rapport au

vecteur d�onde "rapide" p conjugué de �. Cela revient à intégrer sur l�énergie cinétique
�p = p2=2m � �. correspondant au vecteur d�onde p et mesuré le long d�un rayon vF

1Dans les supraconducteurs conventionnels, �=EF ' 10�4 � 10�5. Cette hypothèse est donc toujours
véri�ée dans les supraconducteurs BCS.

2Cette transformation de coordonnées correspond à la transformée de Wigner. Cette transformation
e¤ectue le changement

r1; r2 ! R =
r1 + r2
2

; � = r1 � r2

t1;t2 ! T =
t1 + t2
2

; t = t1 � t2

ce qui transforme les propagateurs :

bG (r1; r2; t1; t2)! bG (R;�; t) :
où T disparaît par invariance des fonctions par translation temporelle et t1,t2 et t sont des temps réels
ou imaginaires.
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de la surface de Fermi. Ainsi, la fonction de la théorie semi classique s�obtient par la
transformation :

g (R;vF ) =

Z 1

�1

d�p
i�
G (R;p) (2.1)

et ne dépend que d�un seul vecteur position R, d�une direction vF et de l�énergie !.
Dans le cas d�un supraconducteur uniforme (où � ne dépend pas de la position), on

prend les fonctions (1:11) que l�on intègre de la manière de (2:1) et on obtient :

g! =
!



g! = �!



f! =
�
i


f y! =
��

i


(2.2)

Après avoir dé�ni les nouvelles fonctions de Green d�Eilenberger, il faut établir leurs
équations d�évolution. Comme les fonctions quasi classiques représentent la limite � �! 0
des fonctions de Green-Gorkov [119], leurs équations d�évolution sont données par

bH (x1) :G (x1; x2)�G (x1; x2) : bH (x1) = 0
écrit ici dans l�espace de Nambu.
Lorsque l�on ne considère qu�une dimension d�espace (le long de l�axe x) pour un gaz

d�électrons sans interaction autre que l�interaction BCS (ce qui équivaut dans le cas 3D
à une surface de Fermi sphérique), les équations d�Eilenberger s�écrivent [117], [120] :

8<:
~vF@xf + 2!f � 2�g + 1

�
(hgi� f � g hfi�) = 0

~vF@xf y � 2!f y + 2��g � 1
�

�
hgi� f y � g



f y
�
�

�
= 0

~vF@xg ���f +�f y + 1
�

�
hfi� f y � f



f y
�
�

�
= 0

(2.3)

où la notation hi� signi�e hgi� =
R
g (v; x) d


4�
et représente la moyenne angulaire de la

fonction de Green correspondante.
On voit que dans le formalisme d�Eilenberger, les fonctions répondent également à la

relation d�autocohérence de fonctions de Green-Gorkov. Ainsi, il y a toujours une relation
implicite qui relie les fonctions f et f y à � et ��. Cette autocohérence ne pose pas de
problème particulier. En revanche, il existe un autre niveau d�autocohérence qui relie les
moyennes angulaires des fonctions via la quantité � = le=vF qui représente le temps de
collision moyen dans l�approximation de Born [120]. Dés qu�il existe des impuretés, les
fonctions d�Eilenberger sont plus di¢ ciles à trouver à cause de ce niveau d�autocohérence.
Si la condition le � �F est véri�ée, l�e¤et des impuretés peut être décrit par une sorte
de potentiel de di¤usion, variant tout aussi lentement dans l�espace que les fonctions de
Green quasi classique. L�intégration de ce potentiel d�impuretés est décrit dans [120]. Il
revient à e¤ectuer le changement suivant dans les équations d�Eilenberger

! �! ! +
hgi�
2�

et � �! �+
hfi�
2�

:

Les fonctions d�Eilenberger correspondent à la limite x1 �! x2 des fonctionsG (x1 � x2; R).
On perd alors l�information contenue dans les fonctions de Green pour � = x1 � x2 petit
mais non nul. Cette information est réinjectée dans les expressions des fonctions quasi-
classiques sous la forme d�une condition de normalisation

g2 � ff y = 1
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qui se déduit par un calcul direct du système (1:6) [120].
Les fonctions d�Eilenberger obéissent à la relation d�autocohérence de la théorie de

Gorkov, adaptée au formalisme d�Eilenberger.
Pour un supraconducteur propre de taille in�nie, le système d�équation s�écrit

i~vx@x

0@ g
f
f y

1A =

0@ 0 ��� �
2� �2i! 0
�2� 0 2i!

1A0@ g
f
f y

1A
et la solution s�écrit sous la forme0@ g (x; !)

f (x; !)
f y (x; !)

1A =
1

i


0@ i!
�
��

1A+ A+

0@ 1
�

i(!+
)
��

i(!�
)

1A ekSx + A�

0@ 1
�

i(!�
)
��

i(!+
)

1A e�kSx (2.4)

où A� sont des constantes données par les conditions aux limites des problèmes et où on
a kS = 2
= (~vx) et 
 =

p
!2 +�2. La solution est donc composée d�un partie constante

et de deux parties qui sont des ondes évanescentes (puisque kS est positif) propageantes
et contrapropageantes. On est e¤ectivement sous le gap supraconducteur dans lequel il
n�y a pas de propagation d�onde possible. Les excitations électroniques qui rentrent dans
le supraconducteur sont assimilées dans le gap sur une longueur caractéristique k�1S . On
voit aussi qu�à l�in�ni, les solutions sont les fonctions d�un supraconducteur homogène et
in�ni. Les fonctions (2:4) décrivent un supraconducteur homogène avec des excitations
qui existe sur le bord sur une longueur caractéristique k�1S . En�n, on constate que k

�1
S

tend vers 1 quand i! �! �. Ainsi, lorsque l�énergie des quasiparticules s�approche du
gap, les excitations associées peuvent se propager librement dans le supraconducteur.
Dans le cas di¤usif, dans lequel le libre parcours moyen entre impuretés l et inférieur

à la longueur de cohérence �0, les équations d�Eilenberger se simpli�ent pour devenir les
équations d�Usadel [121]. Ces équations de type équation de transport à la Boltzmann
doivent être complétées par des conditions aux limites caractéristiques calculées par Zait-
sev [122].

2.1.2 Le diagramme de phase (Hc2; T )

Dans cette partie nous considérons un supraconducteur conventionnel en présence d�un
champ magnétique externe H. Nous nous plaçons dans la limite de Pauli, c�est-à-dire que
nous négligeons tout e¤et orbital du champ magnétique. On pose que l�énergie produite
par le décalage Zeeman dans le supraconducteur s�écrit h = �BH ou �B est le magnéton
de Bohr . Nous étudions tout d�abord la transition de phase S vers N qui passe du second
ordre pour T � < T < Tc à une transition de phase du premier ordre pour 0 < T < T �

ou T � est la température du point critique. Si la quantité d�impuretés n�est pas trop
élevée, la transition de phase du premier ordre peut être remplacée par une transition de
phase du second ordre de N vers l�état non uniforme FFLO. Nous étudions rapidement
ces di¤érentes transitions de phase en commentant l�e¤et de la dimensionnalité et des
impuretés sur la transition de phase N/FFLO.

Transition du second ordre et du premier ordre : le point critique

Lorsque la phase supraconductrice se produit avec un paramètre d�ordre uniforme �,
il est possible de résoudre exactement les équations de Gorkov . Pour un supraconducteur
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conventionnel, l�équation d�autocohérence s�écrit :

1 = j�jT
X
!

X
k

1

(! + ih)2 + �2k +�
2
= 2� j�jTN (0)Re

X
!

1q
(! + ih)2 +�2

où � est la constante d�interaction électron-électron et ! = (2n+ 1) �T sont les fréquences
de Matsubara à la température T . Cette équation est de la forme 1 = K (T; h;�), où K
est appelé le noyau de la supraconductivité [123]. Cette équation est divergente mais on
se renormalise en remarquant que K (Tc; 0; 0) = 1. On forme alors l�équation équivalente

K (T; h;�)�K (T; 0; 0) = K (Tc; 0; 0)�K (T; 0; 0)

avec

K (Tc; 0; 0)�K (T; 0; 0) = j�jN (0) ln
�
T

Tc

�
:

L�équation d�autocohérence s�écrit alors

ln

�
T

Tc

�
= 2�T Re

X
!

1q
(! + ih)2 +�2

� 1

!
: (2.5)

Pour la transition de phase du second ordre où le paramètre d�ordre devient in�niment
petit (� �! 0), l�équation (2:5) fournit la valeur du champ critique hc (T ) :

ln

�
T

Tc

�
= Re

�
	

�
1

2

�
�	

�
1

2
� i

hc (T )

2�T

��
:

Le diagramme de phase correspondant est représenté sur la �gure 2.2 en trait plein. Quand
T ! Tc, l�e¤et du champ est très faible et ne modi�e pas la température critique

hc =

s
4�2Tc (Tc � T )

7� (3)
:

Même quand l�e¤et de Pauli est important pour la plupart des températures, cela signi-
�e qu�il est souvent dominé par l�e¤et orbital qui produit une dépendance linéaire en
température au voisinage de Tc. Cette courbe de transition de phase présente deux dif-
�cultés. Tout d�abord, lorsque T �! 0, on e¤ectue la transformation 2�T

P
�!

R
d!

dans l�équation (2:5) et on trouve le gap à température nulle �0 = 2!De
� 1
j�jN(0) . Ce gap

dé�nit la limite paramagnétique pour la transition du second ordre H(2)
P (0) = �0

2�B
( en

prenant le rapport gyromagnétique égal à 2). Or H(2)
P (0) est inférieure à la limite para-

magnétique dé�nie par CLogston-Chandrasekhar [17],[16] . De plus la forme exotique de
la courbe sous entend une supraconductivité moins stable aux basses températures. Ces
deux di¢ cultés ont entraîné une analyse plus détaillée où l�on considère une transition de
phase du premier ordre avec un paramètre d�ordre qui chute brutalement à la transition
[123].
Pour déterminer la transition de phase du premier ordre, il faut calculer la di¤érence

d�énergie libre entre les phases N et S. On trouve que

FS � FN = �2�TN (0)Re
X
!>0

2 (! + ih)2 +�2 � 2 (! + ih)
q
(! + ih)2 +�2q

(! + ih)2 +�2
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Fig. 2.2: Diagramme de phase (H;T ) [123]. La ligne de transition phase supraconductrice-
phase normale du second ordre est représentée en trait plein. La phase de transition S/N du
premier ordre est représentée en pointillés. La phase de transition FFLO/N est représentée en
tirets.Le point d�intersection entre ces deux lignes dé�nit le point tricritique pour T � = 0:561Tc
et H� = 1:07Tc. Pour 0 < T < T �, la transition de phase st du premier ordre ou FFLO. Pour
T � < T < Tc, la transition de phase est du second ordre.
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où le paramètre d�ordre �(h; t) est calculé à partir de (2:5) .
La ligne d�annulation de la di¤érence d�énergie libre et la valeur du gap à la transition

sont évaluées numériquement (�gure 2.2 en ligne hachurée) . Cette analyse montre que
le diagramme de phase présente un point critique à la température T � = 0:561Tc et
au champ critique B� = Hc (T

�) = 0:608�0 avec une transition du second ordre pour
T � < T < Tc et du premier ordre pour 0 < T < T � observé dans des �lm minces en
champ parallèle (condition pour supprimer l�e¤et orbital) d�Aluminium et de Bérylium
[124],[125]. A température nulle on retrouve la limite de Pauli indépendamment de la
dimensionnalité du supraconducteur.

La phase non uniforme

Il est encore possible de rehausser la limite paramagnétique avec un paramètre d�ordre
supraconducteur modulé spatialement. C�est le cas dans la phase FFLO [19],[18].
L�existence de cette phase repose sur un principe simple. Pour l�expliquer, on va se

placer dans le cas d�un modèle unidimensionnel à température nulle. La transition de
phase vers l�état supraconducteur provient du gain d�énergie dans l�appariement de deux
électrons de conductions de spin opposés " et # et de quantité de mouvement opposés
pF et �pF sur la surface de Fermi. La paire de Cooper ainsi formée a une quantité de
mouvement totale nulle. En présence d�un champ magnétique, l�e¤et Zeeman déplace les
niveaux de Fermi de l�électron de spin # de pF à pF + �p où �p = H=vF et l�électron de
spin " de �pF à �pF +�p. L�appariement des électrons " et # à la surface de Fermi sous la
forme d�une paire de Cooper est toujours possible mais la paire de Cooper a une quantité
de mouvement non nulle égale à 2�p (voir �gure 1.2). Le paramètre d�ordre présente alors
lui aussi une modulation dont le vecteur est égal à 2h=vF .
Pour déterminer le champ critique, en présence de la modulation FFLO, on va supposer

que la transition de phase métal normal/ phase FFLO est du second ordre. De plus, on
supposera que le gap supraconducteur s�écrit de la manière suivante 3 �(x) = �qe

iq:x.
L�équation d�autocohérence (2:5) s�écrit :

1 = K (T; hc; 0; q) (2.6)

où le noyau de la supraconductivité dépend de la norme du vecteur modulation 4. A�n
de déterminer le champ critique, il faut trouver la modulation q0 qui maximise le champ
critique. Pour calculer q0, il faut résoudre simultanément l�équation :

@K (T; hc; 0; q)

@q

����
q=q0

= 0: (2.7)

La résolution du système d�équation (2:6) et (2:7) donne le couple de solution (q0 (T ) ; hc (T )),
où à chaque modulation q0 correspond un champ critique hc. La résolution de ce système
à température nulle donne la limite paramagnétique qui dépend de la dimensionnalité du
supraconducteur.
A une dimension, l�étude a montré qu�il n�y a pas de limite paramagnétique. A tempé-

rature nulle, en présence de modulations FFLO, le supraconducteur à un champ critique
in�ni et la période des modulations est in�niment petite [127].

3Notons qu�il existe d�autres types de modulations spatiale du gap supraconducteur. Ces modulations
peuvent in�uencer le diagrammes de phase (H;T ) [123],[126].

4Dans le cas d�une transition de phase du second ordre, le paramètre d�ordre � est nul à la transtion.
En revanche, il reste des termes dans le noyau qui depend de la modulation q.
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A deux dimensions, les études ont montré que la limite paramagnétique s�établissait
à h2D;FFLOc = �0. La période des modulations est de q = 2�0=vF (soit �

�1
0 ) [128], [129] à

température nulle.
Dans les système quasi 2D, il y a des modulations dans chaque plan qk et entre chaque

plan q?. Or dans le cas de couplage faible (t� Tc), ceux sont les modulations intraplans
qui sont favorisées. La raison étant que le couplage faible ne permet pas, ou peu, la trans-
mission de paire de Cooper entre les couches et ainsi favorise les modulations dans le plan.
Dans le cas d�un couplage fort, (t� Tc), le cas bidimensionnel est également favorable
aux modulations le long des couches. Les supraconducteurs quasi bidimensionnels sont
équivalents aux supraconducteurs bidimensionnels [130].
Dans les systèmes à trois dimensions, la limite paramagnétique a été calculée à h3D;FFLOc =

0:755�0. La période des modulations est de q = 2:38�0=vF (environ �
�1
0 ).

L�état FFLO est très di¢ cile à observer. Actuellement, il est régulièrement proposé
d�observer l�état FFLO dans le composé à Fermions lourds CeCoIn5 [131],[132],[133],
et certains composés quasi-bidimensionnels organiques à base de BETS [134],[135]. Ces
matériaux, réputés très purs et présentant de forts e¤ets magnétiques intrinsèques [136],
présentent également certaines caractéristiques relatives à l�e¤et paramagnétiques, comme
la présence d�une transition de phase du premier ordre à fort champ magnétique signalant
que l�on a atteint la limite de Pauli [137] ou encore la présence d�oscillations du champ
critique Hc2 [142]. Néanmoins, l�observation est souvent limitée par la présence d�impu-
retés dans les structures supraconductrices. Une preuve de l�existence de la phase FFLO
semble avoir était détectée dans le composé CeCoIn5 grâce à la résonance magnétique
nucléaire [138]. Des phases FFLO on été prédites dans les domaines de la chromodyna-
mique quantique comme une description de l�état inhomogène dans les étoiles à neutrons
[139]. Cette phase FFLO est attendue dans les gaz d�atomes fermioniques ultrafroids [140]
où elle a¤ecterait les �uctuations de densité du condensat [141].
Le théorème d�Anderson stipule que la supraconductivité est insensible aux proces-

sus de di¤usion élastique (impuretés non magnétiques) pour un champ magnétique nul
[51],[120]. En revanche, la phase FFLO est très sensible aux impuretés quels que soient
leurs types [143],[144],[145]. Les impuretés brisent les modulations FFLO. L�in�uence des
impuretés sur le diagrammes de phase est plus subtile.
Pour de faibles taux d�impuretés, le champ magnétique critique à température nulle,

hFFLOc (0), décroît avec la présence des impuretés. Pour une valeur critique du taux d�im-
puretés, quand l = lc ' �0 (où l est le libre parcours moyen d�un électron entre deux
collisions élastiques), hFFLOc (0) devient plus faible que le champ magnétique critique de
la transition du premier ordre dans l�état uniforme. C�est l�état uniforme qui devient l�état
d�équilibre. hFFLOc (0) joue le rôle de champ de sur-refroidissement pour la phase normale.
Dans cette situation, la phase modulée peut apparaître comme un état métastable pour
les champs inférieurs à hFFLOc (0). Dans le cas lc < �0, le point d�intersection entre la
transition de phase FFLO et la transition de phase du premier ordre est décalé vers les
basses températures. Cette température devient nulle pour l = lc. Tous ces résultats ont
été con�rmés par l�analyse [146],[147].

2.2 Modèle de la bicouche S/N

On utilise également la théorie de l�hamiltonien tunnel présenté dans le chapitre précé-
dent. Dans cette partie, l�énergie de couplage entre couche sera notée t, l�énergie de déca-
lage provoquée par l�e¤et Zeeman dû au champ extérieur H sera notée h, et la constante
de couplage dans le supraconducteur sera noté �. Dans ce système bicouche dont le champ
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Fig. 2.3: Une bicouche S/N soumise à un champ magnétique H parallèle aux plans.

est parallèle aux couches (voir �gure 2.3), on pourra négliger l�e¤et orbital. Le supracon-
ducteur portera l�indice n = 0 et le métal normal l�indice n = 1. Si on se place dans le
cas où t� EF , on pourra considérer que les paires de Cooper sont localisées dans chaque
plan. L�hamiltonien de couplage entre couches utilisé sera (1:14). L�hamiltonien cinétique
utilisé sera celui de l�équation (1:12) dans lequel on posera �n;� (k; hn) = �n (k)��hn avec
�n (k) = k

2=2m � EF où n est l�indice de couche. Ici, on considérera que le spectre du
métal et du supraconducteur sont rigoureusement les mêmes. De même, on considérera
que l�énergie de décalage Zeeman sera la même dans le supraconducteur et dans le métal
(h 0 = h1 = h). A�n de prendre en compte la phase non homogène FFLO dans les calculs,
on posera l�hamiltonien BCS égal à

bHBCS = bH0+
X
n;k

�
��
n (q)	

+
n;# (k)	

+
n;" (�k) + �n (q)	n;" (�k)	n;# (k)

�
+
1

j�j

Z
d2r�2

n (r)

où r est la coordonnées bidimensionnelle dans chaque couche et � la constante de couplage
électron-électron présente uniquement dans la couche S. Le paramètre d�ordre supracon-
ducteur �n est non nul uniquement dans la couche S et nul dans la couche N. Dans ce
cas, le paramètre d�ordre présente la modulation suivante

�(r) = �eiq:r

où q est le vecteur d�onde de la modulation FFLO.

2.2.1 Formalisme de Gorkov

En utilisant le formalisme de Gorkov, les fonctions de Green peuvent s�écrire alors

Gj;l (k;k
0) = � (k� k0+q)Gj;l (k)

F yj;l (k;k
0) = � (k+ k0)F yj;l (k) :

Depuis les équations du mouvement décrites dans [51], le système de fonction de Green,
dans la représentation de Fourier s�écrivent0BB@

i! � �0;" (k+ q) �t �0 0
�t i! � �1;" (k+ q) 0 0
��
0 0 i! + �0;# (k) t
0 0 t i! + �1;# (k)

1CCA�
0BB@

G!0;0 (k+ q)
G!1;0 (k+ q)

F y!0;0 (k)

F y!1;0 (k)

1CCA =

0BB@
1
0
0
0

1CCA :

(2.8)

Dans les supraconducteurs quasi 2D, le module maximal du vecteur d�onde de modulation
est de l�ordre de (�ab)

�1, �ab étant la longueur de cohérence typique dans le supraconduc-
teur. Puisque �ab � 1

kF
est de l�ordre de la distance inter-atomique, on peut considérer que
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�n;" (k+ q) = � (k)�h+vF :q où vF est la vitesse de Fermi dans le plan. Puisque nous nous
intéressons aux propriétés thermodynamiques du supraconducteur, on ne va s�intéresser
qu�à la fonction de Green anomale du supraconducteur. Dans ce cas, elle s�écrit :

F y!0;0 =
���

0A

��0A� �t2 + t4
;

ouA = [i! � � (k) + h� vF :q] [i! + � (k) + h], �0 = j�0j2�[i! � � (k) + h� vF :q] [i! + � (k) + h]
et � = [i! � � (k) + h� vF :q]

2 + [i! + � (k) + h]2. Cette fonction va nous permettre de
déterminer le gap supraconducteur en fonction du couplage intercouche.

2.2.2 Formalisme d�Eilenberger et prise en compte des impure-
tés

A�n de prendre en compte les impuretés et la phase FFLO, il est plus facile d�utiliser
le formalisme d�Eilenberger. Ainsi, en appliquant la méthode de [120], les équations du
mouvement des fonctions d�Eilenberger deviennent :0BB@
e! � ivF :q �i t

2
0 i t

2

�i t
2

e! � ivF :q i t
2

0
0 i t

2
e! � ivF :q �i t

2

i t
2

0 �i t
2

e! � ivF :q

1CCA�
0BBB@

f y0;0 (!;q)

f y1;0 (!;q)

f y1;1 (!;q)

f y0;1 (!;q)

1CCCA =

0BBB@
��
0 +

hfy0;0(!;q)i�
2�

0
0
0

1CCCA :

(2.9)

où e! = ! + ih + (1=2�), f yn;m (!;q) =
1
i�

R +1
�1 d�F y!n;m (�;q) d� est la fonction de Green

anomale dans le formalisme d�Eilenberger et � le temps de libre parcours moyen électro-
nique entre deux impuretés. On écrit vF :q = vF q cos (�) ou � est l�angle polaire (vF ;q)
et h:::i� est la moyenne sur l�angle �. On supposera que la di¤usion des impuretés est
un processus intra-couche et qu�il n�y a aucun basculement de spin durant l�interaction
électron-impureté. En résolvant le système (2:9), les fonctions de Green d�Eilenberger pour
la couche S indexé n = 0 sont :

f y0;0 =
��
0

2
n
1� (1=2�)[
1
3+
2
3+2
1
2]

4
1
2
3

o � 1
!3
+

1

2!1
+

1

2!2

�
(2.10)

ou 
21;2 = e!2�+v2F :q2;
23 = e!2+v2F :q2 avec e! = !+ ih+(1=2�), e!� = !+ ih+(1=2�)� it,
!3 = e! � ivF :q cos (�) et !1;2 = !3 � it = e!� � ivF :q cos (�). La solution moyennée sur
l�angle � de (2:10) s�écrit :D

f y0;0

E
�
=

��
0

2
n
1� (1=2�)[
1
3+
2
3+2
1
2]

4
1
2
3

o � 1


3
+

1

2
1
+

1

2
2

�
:

On remarque déjà que plusieurs termes apparaissent où l�on remarque une compétition
explicite entre les énergies de Zeeman et le couplage intercouche. On voit apparaître ces
termes dans les fréquences réduites 
1 et 
2.

2.3 La réentrance dans la bicouche S/N dans le cas
propre (� �!1)

Dans cette partie, nous allons étudier la bicouche S/N au travers de ces di¤érentes
propriétés thermodynamiques, en cas d�absence d�impuretés (� �!1). A�n de déter-
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miner les di¤érentes propriétés thermodynamiques, l�équation d�auto-cohérence générale
s�écrit :

ln

�
Tc
Tc0

�
= 2�Tc

X
!

Re

 Z +1

�1

 
F y0;0
��
0

� 1

!2 + �2s

!
d�s

!
: (2.11)

où Tc est la température de la couche S dans la bicouche S/N, Tc0 =
2
!D
�
exp

�
�2�2
j�jmkF

�
est

la température critique d�une couche S isolée avec m la masse d�un électron, kF le vecteur
d�onde de Fermi, 
 = 0:577215 la constante d�Euler et !D la fréquence de Debye.

2.3.1 La température critique en fonction du couplage inter-
couche

Dans cette partie, nous allons étudier l�in�uence de l�e¤et de proximité sur la tem-
pérature critique de la couche S dans le cas d�un champ magnétique nul (h = q = 0) et
d�une bicouche parfaitement pure (� �!1). Dans ce cas, la fonction (2:10) se simpli�e
en

f y0;0 =
��
0 (t

2 + 2!2)

2! (t2 + !2)
:

Pour déterminer la température critique de la couche S dans la bicouche S/N, l�équation
d�autocohérence (2:11) se simpli�e pour devenir

ln

�
Tc
Tc0

�
= 2Tc

X
!

Re

0B@Z +1

�1

0B@
D
f y0;0

E
�

��
0

� �

!

1CA d�s

1CA : (2.12)

Dans le cas considéré, l�équation (2:12) donne

ln

�
Tc
Tc0

�
= �1

4

�
2
 + 4 ln (2) + 	

�
1

2
+

it

2�Tc

�
+	

�
1

2
� it

2�Tc

��
où 	(x) est la fonction digamma. La variation de température critique en fonction
du couplage intercouche est représentée sur la �gure 2.4 ou l�on voit que la tempéra-
ture critique de la couche S décroît globalement avec le couplage intercouche. A faible
énergie de couplage t � Tc0, la température critique supraconductrice varie comme
Tc
Tc0
= 1� 7

8
�(3)
�2

�
t
Tc0

�2
. Dans ce régime, la température critique décroît quadratiquement

avec l�énergie de tranfert. L�état supraconducteur n�est pas in�uencé qualitativement par
la présence de la couche métallique et peut être considéré comme une couche S isolée.
En revanche, à fort couplage entre les couches S et N (dans le cas t � Tc0 mais

dans limite t � !D), la température supraconductrice varie comme Tc
Tc0

= �e�


2
Tc0
t
. La

température critique est inversement proportionnelle au couplage intercouche. Les paires
de Cooper sont délocalisées entre la couche S et N. Les propriétés supraconductrices dans
les couches S et N sont pratiquement les mêmes et la bicouche peut être considérée comme
une couche S avec une constante de couplage e� où e� < � . Dans le cas t� !D, la bicouche
S/N peut être considérée comme une couche S ayant une constante de couplage e� égale
à �=2 comme l�ont prédit Bulaevskii et Zyskin dans la référence [95].
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Fig. 2.4: Graphe de Tc=Tc0 par rapport à t=Tc0en échelle logarithmique. Dans le régime, t� Tc0,
la température critique du supraconducteur décroît très peu avec le couplage intercouche. Dans
le régime, t� Tc0, la température critique du supraconducteur est inversement proportionnelle
au couplage intercouche.
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2.3.2 Le gap supraconducteur à température nulle en fonction
du couplage intercouche

A�n d�étudier le gap supraconducteur de la couche S en fonction du couplage inter-
couche, on va utiliser la fonction de Green de Gorkov décrivant la supraconductivité dans
la couche S. On va étudier le gap supraconducteur de la couche S à température nulle
�(0) a�n de pouvoir dé�nir la relation existante entre Tc et �(0) pour toutes les valeurs
du couplage intercouche à champ magnétique nul (h = q = 0). La fonction de Green de
Gorkov s�écrit alors :

F y!0;0 =
�� �!2 + �2s

�
t4 + 2t2

�
!2 � �2s

�
+
�
!2 + �2s + j�j

2� �!2 + �2s
�

La relation d�autocohérence (2:11) s�écrit alors

ln

�
�(0)

�0

�
=
1

�

Z
d�s

Z
d!

�
(!2+�2s)

t4+2t2(!2��2s)+(!2+�2s+j�j2)(!2+�2s)
� 1

(!2+�2s+j�j2)

�
où �0 est le gap supraconducteur à température nulle pour un couplage nul entre les
couches. Si on e¤ectue le changement de variable �s =

p
� cos (�) et ! =

p
� sin (�), la

relation d�autocohérence précédente devient :

ln

�
�(0)

�0

�
=
1

2�

Z 1

0

d�

2

Z 2�

0

d�

�
�

t4+2�t2(sin2(�)�cos2(�))+�(�+j�j2)
� 1

�+j�j2

�
(2.13)

A faible couplage, t � Tc0, on trouve que le gap supraconducteur varie selon la forme
�(0)��0

�0
' 4t4

j�(0)j4 ln
�

t
j�0j

�
. La variation du gap supraconducteur en fonction du couplage

intercouche est représentée sur la �gure 2.5. On remarque que la variation de �(0) suit
la même variation que la température critique du supraconducteur. En revanche, sur
la �gure 2.6, on voit que le coe¢ cient de la relation de proportionnalité entre le gap
supraconducteur à température nulle et la température critique évolue avec le couplage
entre couches. En e¤et, ce coe¢ cient prévu par la théorie BCS est 
 = 1:76, augmente
avec le couplage intercouche pour se stabiliser autour de 
 = 3:52. Ce nouveau coe¢ cient
de proportionnalité indique que la prédiction de [95] pour les forts couplages s�avère
véri�ée. Ces prédictions ont toutefois été e¤ectuées initialement par Buzdin et al. dans le
but d�étudier les densités d�états dans les multicouches S/N [169].

2.3.3 Les diagrammes de phase de la bicouche S/N

On étudie les diagrammes de phase (hc; t) et (hc; T ) de la bicouche S/N dan le cas
propre. Dans la monocouche S bidimensionnelle, on peut dé�nir trois champs critiques
à température nulle. Le champ critique de la limite paramagnétique dans le cas d�un
transition de phase du second ordre vaut h0 = �0=2. hI = �0=

p
2 est le champ critique

dan le cas de la transition de phase du premier ordre et correspond à la limite de Clogston-
Chandrasekhar [17],[16]. En�n, hFFLO = �0 est le champ magnétique critique en présence
de modulation FFLO. On voit que hFFLO > hI > h0. Dans notre cas, et par souci de
simplicité, on étudiera les champs critiques dans le cas d�une modulation FFLO et d�une
transition de phase du second ordre. En e¤et, on voit que la limite paramagnétique due
à la transition du premier ordre sera toujours entre les champs hFFLO et h0.
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Fig. 2.5: Graphe de �(0) =Tc0 (en trait plein) et Tc=Tc0 (en trait hachuré) par rapport à
t=Tc0en échelle logarithmique. Dans le régime, t� Tc0, le gap supraconducteur décroît très peu
avec le couplage intercouche. Dans le régime, t � Tc0, le gap supraconducteur est inversement
proportionnel au couplage intercouche.
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Fig. 2.6: Graphe de �(0) =Tc en fonction de t=Tc0 en échelle logarithmique. Dans le régime,
t � Tc0, le rapport des deux est de 1.76 comme prévu par la théorie BCS. Dans le régime,
t� Tc0, le coe¢ cient de proportionnalité évolue vers la valeur de 3.52.

Dans le cas étudié, la fonction anomale pour un couplage t d�une bicouche S/N dans
le cas propre est

f y0;0 =
��

2

�
1

! + ih+ ivFq
+

1

2 (! � it+ ih+ ivFq)
+

1

2 (! + it+ ih+ ivFq)

�
(2.14)

où on voit apparaître trois échelles d�énergie distinctes E3 = v+vFq et E1;2 = v+vFq�t.
Ces trois échelles d�énergie vont jouer un rôle prépondérant dans la détermination des
champs critiques dans le cas d�un réentrance de la supraconductivité.

Le diagramme de phase (hc; t) à température nulle

Pour déterminer le champ magnétique à température nulle, l�équation d�autocohérence
(2:11) devient

ln

�
h

h0

�
=
2Tc
�

Z +1

0

Re

0B@
D
f y0;0

E
�

��
0

� �

! + ih0

1CA d!: (2.15)

En combinant la fonction (2:14) avec l�équation d�autocohérence (2:15), le champ magné-
tique critique à température nulle est la solution de l�équation����hc � t+

q
(hc � t)2 � (vF q)2

���� : ����hc + t+

q
(hc + t)2 � (vF q)2

���� ����hc +qh2c � (vF q)
2

����2 = h40

(2.16)
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Fig. 2.7: Diagramme de phase (h; t)d�une bicouche S/N dans la limite propre. L�état uniforme
est représenté en gris. L�état non uniforme est la région en pointillé. La ligne h = �0=2 présente
la limite paramagnétique pour une transition de phase du second ordre d�une monocouche S.
La ligne h = �0=

p
2 présente la limite paramagnétique pour une transition de phase du pre-

mier ordre d�une monocouche S. La ligne h = �0 présente la limite paramagnétique pour une
transition de phase entre l�état normal et l�état FFLO d�une monocouche S.

où l�on doit trouver la valeur de q qui maximise le champ critique hc. Si la phase supra-
conductrice induite par champ est uniforme dans chaque plan atomique, i.e. si q = 0,
l�équation (2:16) se réduit à

jhc � tj : jhc + tj jhcj2 = h40: (2.17)

Le nombre de solutions qui ont un sens physique de l�équation (2:17) di¤ére avec la valeur
de t (voir �gure 2.7). On dé�nit l�énergie de transfert critique tc =

p
2h0 = 1:2473Tc0 qui

détermine le nombre de solutions physiques.
Si t < tc, alors l�équation (2:17) n�a qu�une seule solution. Le champ magnétique

critique à température nulle peut s�écrire hc1 = 1
2

h
2t2 + 2 (t4 + 4h40)

1=2
i1=2

. Dans la limite

t� Tc0;de faible couplage, la solution peut s�écrire hc1 = �0
2

�
1 + t2

�20

�
. On remarque alors

que le champ magnétique critique augmente avec le couplage t.
Dans le cas t > tc, l�équation (2:17) donne trois solutions qui ont un sens physique.

Ces trois solutions correspondent à l�apparition de la phase de supraconductivité à fort
champ magnétique. La première solution est hc1. Les deux autres solutions sont hc2 =
1
2

h
2t2 + 2 (t4 � 4h40)

1=2
i1=2

et hc3 = 1
2

h
2t2 � 2 (t4 � 4h40)

1=2
i1=2

. Dans la limite t� Tc0 de

fort couplage, les trois solutions peuvent s�écrire comme hc1;2 = t � �40
32t3

et hc3 =
�20
4t
. On

remarque que dans la limite des forts couplages, Tc est de l�ordre de T 2c0=t et par voie de
conséquence, hc3 est de l�ordre de Tc. Par conséquent, hc3 dé�nit le champ magnétique
critique le plus faible des trois et hc1;2 dé�nissent les champs critiques présents dans la
réentrance.
Dans le cas t = tc, les champs hc2 et hc3 deviennent égaux.
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Fig. 2.8: Diagramme de phase (h; T ) d�une bicouche S/N dans la limite propre pour t = 1:35Tc0
pour une transition de phase du second ordre (trait plein) et dans le cas de la transition de
phase FFLO/N (trait hachuré). On voit qu�en dessous de Tc ' 0:2Tc0 la ligne de transition est
déformée. La compensation entre l�e¤et Zeeman et le décalage d�énergie entre les niveaux liants
et anti-liants deviennent pertinents à basse température.

Ainsi, une phase supraconductrice induite par champ magnétique apparaît pour t >
tc. Cette phase existe entre les champs hc1 et hc2. La nouvelle limite paramagnétique à
température nulle hc1 peut être très élevée par rapport à la limite usuelle hFFLO = �0 en
augmentant le couplage intercouche.
L�étude de l�équation (2:16) démontre que cette limite peut être encore relevée en

considérant la modulation FFLO (voir �gure 2.7).
La limite paramagnétique FFLO de la bicouche S/N dépend du couplage intercouche

(voir �gure 2.7). La phase supraconductrice à fort champ magnétique peut être observée à
température nulle que si hc2 et hc3 sont distinguables. En prenant en compte la modulation
FFLO, hc2 et hc3 sont clairement séparés pour t & 1:5Tc0. En dessous de cette valeur, on
verra que le diagramme de phase (hc; T ) est fortement déformé (voir �gure 2.8).

Le diagramme de phase (hc2 ; T )

Dans cette partie, on va étudier le diagramme de phase (hc; T ) en prenant en compte
la modulation FFLO. L�équation d�auto-cohérence (2:12) devient

ln
�
Tc
Tc0

�
= �2

Z 2�

0

d�
2�
Re
n

 + 2 ln (2) + 1

4
	
�
1
2
+ i(h+vF q cos(�))

2�Tc

�
+1
8
	
�
1
2
+ i(h+t+vF q cos(�))

2�Tc

�
+ 1

8
	
�
1
2
+ i(h�t+vF q cos(�))

2�Tc

�o
(2.18)

L�analyse du cas général ne peut être menée à bien que numériquement. Une phase
supraconductrice induite par champ magnétique apparaît comme on le voit sur la �gure
2.9 et la �gure 2.10. Pour h ' t, l�e¤et Zeeman qui détruit la supraconductivité est
compensé par le levée de dégénérescence des niveaux liant et anti-liants crée par l�e¤et de
proximité entre les couches S et N (voir �gure 2.1). Les champs magnétiques supérieur et
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Fig. 2.9: Diagramme de phase (h; T ) d�une bicouche S/N dans la limite propre pour t = 2Tc0
pour une transition de phase du second ordre (trait plein) et dans le cas de la transition de
phase FFLO/N (trait hachuré).

Fig. 2.10: Diagramme de phase (h; T ) d�une bicouche S/N dans la limite propre pour t = 3Tc0
pour une transition de phase du second ordre (trait plein) et dans le cas de la transition de
phase FFLO/N (trait hachuré).
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inférieur de la phase réentrante se rejoignent pour h = t et la phase de supraconductivité
induite par champ est con�née sous la température maximale TM = �e�
T 2c0=8t évaluée
dans limite t � Tc0. Ces résultats sont obtenus pour des couplages relativement élevés.
Pour des couplages plus faibles, (t ' Tc0), on a vu que le diagramme de phase usuel est
fortement déformé (voir �gure 2.8) et disparaît pour t plus faible que Tc0.
D�un point de vue expérimental, on devra choisir une couplage t intermédiaire, suf-

�samment grand pour observer sans ambiguïté la séparation entre les deux phases mais
pas trop élevé pour ne pas trop baisser la température d�observation de cette phase de
ré-entrance.

2.4 L�in�uence des impuretés sur la supraconducti-
vité induite par champ magnétique dans les bi-
couches S/N et S/S

A�n de déterminer la robustesse de la phase de supraconductivité induite par champ à
la présence de désordre dans le matériau, on introduit la présence d�un terme de di¤usion
sur les impuretés dans la théorie initiale.

2.4.1 In�uence des impuretés dans la bicouche S/N

L�in�uence des impuretés sur la température critique de la bicouche S/N

Tout d�abord, on va étudier l�in�uence du désordre sur la température critique de la
couche S dans la bicouche S/N. Ainsi, la fonction (2:10) se simpli�e en

f y0;0 =
��
�
t2 + 2

�
! + 1

2�

�2��
2! + 1

2�

�
t2 + 2!

�
! + 1

2�

�2 (2.19)

en accord avec le modèle développé par Bulaevskii et Zyskin [95]. L�équation d�auto-
cohérence (2:12) s�écrit alors :
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Dans le cas d�un faible e¤et de proximité (t� Tc0), la décroissance de la température
critique se déduit de l�équation (2:20) qui s�écrit :
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Dans la limite propre,
�
Tc0 � t� 1

2�

�
, la température critique de la couche S varie comme

Tc
Tc0
= 1�

�
7�(3)
8�2

� �
192

1
�Tc0

�
t2

T 2c0
. On en conclut que les impuretés dans les couches décroît

l�e¤et de proximité. Dans le régime sale,
�
Tc0 � 1

2�
� t

�
, la température critique supra-

conductrice varie comme Tc
Tc0
= 1� ��t2

2Tc0
. La présence d�impuretés renforce l�état supracon-

ducteur et Tc décroît plus faiblement que dans le cas propre (voir �gure 2.11). Cependant,
à fort couplage (t� Tc0) et (1=2� � Tc), la fonction de Green anomale de la couche S

devient f y0;0 =
��(t2+2!2)
2!(t2+!2)

�
1 +

t2(2!2�t2)
2!(t2+!2)(t2+2!2)

�
1
2�

��
donc la température critique varie
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Fig. 2.11: Graphe de Tc=Tc0 en fonction de t=Tc0 pour di¤érentes valeurs de potentiel de di¤u-
sion sur les impuretés (1=2�) =Tc0. On voit que les impuretés réduisent la baisse de température
critique à faible couplage intercouche. En revanche, cette décroissance est accélérée à fort cou-
plage.

comme Tc
Tc0

= �e�


2
Tc0
t

�
1� 1

8
t

�T 2c0

�
. Cela signi�e que la di¤usion sur les impuretés font

fortement décroître Tc pour un fort couplage comme vu sur la �gure 2.11. Dans le régime
t � Tc0, le mélange entre l�état supraconducteur dans la couche S et l�état normal de la
couche N est très fort. La bicouche est proche du régime e� ! �=2 où la bicouche S/N
peut être considérée comme une couche S isolée avec une constante de couplage e¤ectivee� < �. Il faut remarquer que la température critique de la couche S dépend de la présence
d�impuretés non magnétique dans le système. Ce résultat n�est cependant pas surprenant
puisque le système est non-uniforme.

L�in�uence des impuretés sur le diagramme de phase (hc; t)

Dans les deux prochaines sous-sections, on va étudier l�in�uence des impuretés sur les
diagrammes de phase (hc; t) et (hc; T ) de la bicouche S/N. La présence d�impuretés a déjà
été discutée dans la partie 3.2 du premier chapitre, ainsi que dans les références [146],[147].
Ici, nous n�étudierons l�in�uence des impuretés uniquement sur le champ magnétique de
la transition de phase du second ordre, qui constitue la limite paramagnétique minimale.
Il peut constituer le champ de sur-refroidissement de la transition de phase métal normal-
supraconducteur. Dans ce cas, la fonction de Green anomale s�obtient par substitution de
! par ! + ih dans la formule (2:19) qui devient

f y0;0 =
��
�
t2 + 2

�
! + ih+ 1

2�

�2��
2 (! + ih) + 1

2�

�
t2 + 2 (! + ih)

�
! + ih+ 1

2�

�2 (2.21)

Les impuretés changent la forme du diagramme de phase à T = 0K (voir �gure 2.12). Le
diagramme de phase (hc; t) a été calculé numériquement. Le couplage intercouche critique
tc croît avec le potentiel de di¤usion 1=2� . La valeur maximale de hc1 et hc2 décroît avec
le potentiel de di¤usion 1=2� contrairement à hc3. Les variations de hc1, hc2 et hc3 révélent
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Fig. 2.12:Graphe de hc=Tc0 en fonction de t=Tc0 pour di¤érentes valeurs de potentiel de di¤usion
sur les impuretés (1=2�) =Tc0.

que la phase supraconductrice dans la couche S est renforcée par la présence des impuretés
alors que la phase induite par champ magnétique est détruite par les impuretés.

L�in�uence des impuretés sur le diagramme de phase (hc; T )

Le diagramme de phase (hc; T ) a été calculé numériquement. La phase réentrante
est fortement in�uencée par la présence d�impuretés (voir �gure 2.13). La température
critique maximale, sous laquelle on peut observer la phase ré-entrante, décroît avec la
présence d�impuretés. De plus, les champs magnétiques supérieur et inférieur de la phase
réentrante (hc1 et hc2) deviennent de plus en plus proche avec l�augmentation du potentiel
de di¤usion. Dans le cas, t = 2Tc0, la phase ré-entrante disparaît totalement pour un
potentiel de di¤usion supérieur à 0:097Tc0. Sur la �gure 2.13, le champ magnétique critique
de la phase à faible champ, hc3 est aussi in�uencé par la présence d�impuretés. Le champ
magnétique critique hc3 et la température critique en champ nul Tc augmentent avec le
potentiel de di¤usion. L�énergie de couplage e¤ective diminue en présence d�impuretés et
cela renforce la phase supraconductrice à faible champ.

2.4.2 In�uence des impuretés dans la bicouche S/S

Dans cette section, on va reprendre le travail de Tollis et al. [163] dans lequel ils ont
prédit une ré-entrance de la phase supraconductrice à fort champ magnétique dans le
cas d�un couplage � entre les deux couches supraconductrices. Nous compléterons leur
approche en étudiant l�in�uence des impuretés sur le diagramme de phase de la bicouche
S/S. En utilisant le modèle d�Eilenbeger développé au début de ce chapitre, le système
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Fig. 2.13: Graphe de hc=Tc0 en fonction de Tc=Tc0 pour di¤érentes valeurs de potentiel de
di¤usion sur les impuretés (1=2�) =Tc0 à t = 2Tc0.

d�équation s�écrit :
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(2.22)

où ��
1 est le gap supraconducteur dans la couche S portant l�indice n = 1.
Dans la phase �, alors ��

0 = ���
1, et la solution du système précédent s�écrit :

f y0;0 =
��
0

2
�
1� 1

2�

1+
2
2
1
2

� � 1
!1
+
1

!2

�

et f y0;0 = �f
y
1;1 dont la solution moyenné sur l�angle � s�écritD

f y0;0

E
�
=

(
1 + 
2)�
�
0

2
1
2
�
1� 
1+
2

2�

�
Dans la limite propre (� !1), à température nulle, la phase supraconductrice � apparaît
au dessus d�un champ critique hlow = t � �2

0=8t et en dessous de hup = t + �2
0=8t

dans la limite t � �0. Comme prédit dans [163], la phase modulée FFLO apparaît à
basse température et maximise le champ magnétique critique. Ainsi, dans l�état FFLO,
les champs magnétiques s�écrivent hlow;up = t � �2

0=4t dans la limite t � �0. La phase
supraconductrice ré-entrante est renforcée à basse température par les modulations FFLO.
La présence des impuretés devraient détruire l�état FFLO et la phase ré-entrante. La ligne
de transition FFLO va rapidement se confondre avec la ligne de transition de phase du
premier ordre. Par conséquent, on étudiera seulement l�in�uence des impuretés dans le
cas homogène où q = 0.
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Fig. 2.14:Graphe de hc=Tc0 en fonction de t=Tc0 pour di¤érentes valeurs de potentiel de di¤usion
sur les impuretés (1=2�) =Tc0 dans une bicouche S/S.

L�in�uence sur le diagramme de phase (hc; t)

A température nulle dans l�état � sans modulation FFLO, l�équation d�auto-cohérence
(2:11) devient2644� 1

2�

�2
+

0@2h+
vuut������4t2 +

�
1

2�

�2�����
1A2
375
2644� 1

2�

�2
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0@2h�
vuut������4t2 +

�
1
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�2�����
1A2
375 = 16h20:

(2.23)

Les solutions de l�équation (2:23) s�écrivent :

himpup;low =
1

2

vuuut������4t2 +
�
1

2�

�2������ 4
�
1

2�

�2
� 4

vuut�� 1
2�

�2 ������4t2 +
�
1

2�

�2�����+ h40

ou himpup;low sont les champs critiques de la bicouche S/S en présence d�impuretés (voir �gure
2.14). L�état supraconducteur induit par champ magnétique est détruite en présence d�im-
puretés et ne peut pas être observé si himplow = himpup . On dé�nit un temps de di¤usion d�im-

puretés critiques � c = 1=2
h
2t2 � (4t4 � h40)

1=2
i1=2

au dessus duquel la phase ré-entrante
disparaît totalement. Dans le cas t = 2Tc0 et h0 = 0:882Tc0, alors � c ' 0:194Tc0.
Le champ magnétique critique en présence de modulations FFLO est également re-

présenté sur la �gure 2.14 dans la limite propre. En présence de modulations FFLO, le
champ magnétique est la limite supérieure du champ magnétique critique.
On peut voir que hFFLOup , le champ magnétique supérieur en présence de modulations

FFLO, croise la ligne h = �0 pour t ' 1:25Tc0. Cela signi�e que la phase supraconductrice
à bas champ est déformée pour t > 1:25Tc0 à température nulle. La phase ré-entrante
devient alors observable. Cette phase ré-entrante devient parfaitement distingable de la
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Fig. 2.15: Graphe de hc=Tc0 en fonction de Tc=Tc0 pour di¤érente valeurs de potentiel de
di¤usion sur les impuretés (1=2�) =Tc0 dans une bicouche S/S à t = 2Tc0.

phase à bas champ quand hFFLOlow , la limite inférieure du champ en présence de modulations
FFLO, croise également la ligne h = �0 pour t ' 2:1Tc0.
Dans le cas uniforme, on devrait considérer la ligne de transition du premier ordre. Pour

la bicouche S/S, la ligne de transition du premier ordre est entre la ligne de transition du
second ordre et la ligne de transition FFLO. La ré-entrance devrait apparaître quand hIup,
le champ magnétique critique supérieur de la transition du premier ordre, est supérieur
à hI = �0=

p
2 et serait distinguable si la limite inférieure dans le cas de la transition du

premier ordre est supérieur à hI .

L�in�uence sur le diagramme de phase (hc; T )

Dans l�état �, les paires de Cooper sont formées par deux électrons de deux états (liants
et anti-liants) distincts. La phase supraconductrice standard à faible champ dans l�état
0 n�est alors pas in�uencée par la présence d�impuretés comme prédit par le théorème
d�Anderson. Les lignes de transition de phase supérieure et inférieure se rencontrent pour
le champ h = t à la température TM = �e�CT 2c0= (4t) dans la limite t � Tc0. La phase
ré-entrante supraconductrice � est con�née sous la température TM . Sur le diagramme
de phase, on voit que la phase ré-entrante diminue avec l�augmentation du potentiel
d�impuretés (voir �gure 2.15). La phase ré-entrante disparaît totalement pour 1=2� =
0:194Tc0 dans le cas t = 2Tc0. L�existence de la transition de phase du premier ordre
dans la phase ré-entrante change un peu ce résultat. hIup;low sont supérieurs (inférieurs) à
hup;low. Par conséquent, le temps critique de di¤usion sur les impuretés devrait être plus
élevé que dans le cas d�une transition de phase du second ordre.

2.5 Conclusion

Pour conclure, l�e¤et de proximité joue un rôle crucial dans les bicouches S/N et S/S.
La température critique et le champ magnétique critique à température nulle dans les
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bicouches S/N et S/S dépendent fortement du couplage inter-couche. Nous avons démontré
qu�à basse température, une phase supraconductrice apparaît à fort champ magnétique
parallèle au plan dans la bicouche S/N. Cette phase est produite par la compensation de
l�e¤et Zeeman par le décalage énergétique entre les états liants et anti-liants dus à l�e¤et de
proximité. Cette phase ré-entrante permet de dépasser la limite paramagnétique usuelle et
cela pourrait avoir des conséquence sur les applications à fort champ magnétique. De plus,
cette étude est pertinente pour la modélisation et la compréhension des supraconducteurs
à haute température critique où certains sont des multicouches S/N.
Dans les bicouches S/S et S/N , la présence d�impuretés non magnétiques rend la

phase ré-entrante plus di¢ cile à observer. Les impuretés produisent un élargissement des
niveaux énergétiques sur une échelle d�énergie de 1=� qui empêche la compensation exacte.
Il est possible de dé�nir un temps de libre parcours moyen au dessus duquel la phase ré-
entrante n�existe pas. Dans les bicouches S/S et S/N, ce temps � c dépend uniquement du
couplage intercouche. Dans la bicouche S/S, dans le cas où t ' �0 alors ��1c ' 0:25�0, au
dessus duquel il est impossible d�observer la phase S à fort champ magnétique. D�un point
de vue expérimental, il est possible de contrôler le taux d�impuretés par des techniques
d�épitaxie par jets moléculaires.
Bien que nous ayons traité uniquement l�e¤et Zeeman comme destructeur des paires

de Cooper, on doit discuter de l�e¤et orbital. Dans les cas des multicouches sous champ
magnétique parallèle aux plans cristallins, la condition pour négliger l�e¤et orbital s�écrit
tH�abd=�0 < �0 ou �0 = h=2e est le quantum de �ux magnétique dans un supra-
conducteur. Dans le cas t ' �0, on doit avoir un champ magnétique H inférieur à
Horb ' �0= (�abd). Aux valeurs typiques, d = 1nm, �ab = 10nm, le champ magnétique
Horb est très grand puisqu�il vaut environ 200T et n�est pas restrictif d�autant plus que le
champ magnétique constant maximal est d�environ 60T . L�e¤et orbital devient important
dans les systèmes multicouches si t � �0, quand la limite de Pauli doit être dépassée
plusieurs fois. Néanmoins, dans la référence [170], il a été démontré que l�e¤et orbital ne
détruit pas les paires de Cooper dans les systèmes multicouches et que la supraconducti-
vité doit être restaurée. Nous espérons observer cet e¤et dans les bicouches S/S et S/N.
L�existence de décalage énergétique entre les spectres électroniques du supraconducteur
et de métal normal peut compliquer l�observation de la phase réentrante. En e¤et, la
présence d�un décalage énergétique �E va décaler les niveaux énergétiques et rendre la
compensation entre les niveaux Zeeman et les niveaux liant et antiliants plus di¢ cile.
Pour de faibles décalages énergétiques, la phase ré-entrante doit être seulement déformée
et la compensation a lieu autour du champ magnétique h ' t + �E

2
. En revanche, si

�E & t=2, alors la compensation exacte n�est plus possible et la phase de ré-entrance
n�apparaît plus. Cet e¤et indique le rôle important des spectres électroniques dans les
propriétés intrinsèques des hétérostructures.
En�n, la prise en compte d�une multicouche (S/N)n dont la cellule élémentaire est une bi-
couche S/N est intéressante pour savoir comment persiste cette phase ré-entrante. Cette
étude a été e¤ectué sur des multicouches (S/S)n basées sur les bicouches S/S [89]. Le
résultats est que l�addition d�un taux de transfert supplémentaire, entre les bicouches,
détruit très rapidement la phase de ré-entrance. Nous nous attendons au même e¤et dans
les multicouches (S/N)n.
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Chapitre 3

L�e¤et de proximité dans les
multicouches S/N/.../N et les
jonctions S/N/.../N/S

L�e¤et de proximité se manifeste à l�interface entre un supraconducteur et un matériau
non supraconducteur. Il se dé�nit comme la pénétration des corrélations supraconductrices
dans le matériau non supraconducteur sur une longueur appelée longueur de cohérence.
Dans ce chapitre, nous étudions l�e¤et de proximité dans les structures en couche in-
cluant un nombre arbitraire de couches. Les structures lamellaires constituent la struc-
tures cristallines de la plupart des supraconducteurs à haute température critique [94]. A
base d�oxyde de cuivre, ces supraconducteurs présentent des propriétés inattendues. Par
exemple, l�e¤et de proximité développé par les supraconducteurs à haute température cri-
tique existe sur des longueurs plus importantes que celles attendues théoriquement. Ainsi,
dans les systèmes Bi2Sr2CuO6=Bi2Sr2CaCu2O8, R. Yasua et al. ont observé un e¤et de
proximité pouvant atteindre plus de 300nm [171]. Cette longueur s�avère plus grande que
la longueur théoriquement prédite. Cet e¤et de proximité à longue portée a également été
observé dans d�autres structures S/N où S est un supraconducteur à haute température
critique [172],[173],[174],[175],[176],[177]. A�n d�expliquer cet e¤et de proximité à longue
portée, K.A. Delin et A.W. Kleinsasser ont recalculé les longueurs de cohérence et le cou-
rant Josephson traversant une jonction S/N�/S où N�est un métal supraconducteur pris
au dessus de sa température critique [178]. Ils ont conclu que l�e¤et de proximité à longue
portée intervenant dans les systèmes expérimentaux doit provenir de l�existence de ponts
supraconducteurs nanométriques entre les deux électrodes S ou par l�existence de �aques
de supraconductivité dans le matériau N�. Kresin et al. ont démontré que l�e¤et de proxi-
mité à longue portée pouvait s�expliquer par l�existence de �aques de supraconductivité
dans le matériau non supraconducteur [179]. Cette hypothèse permet d�expliquer l�e¤et de
proximité dans les hétérostructures précédemment présentées. Néanmoins, Bozovic et al.
ont observé l�existence de cet e¤et de proximité à longue portée dans des hétérostructures
supraconductrices epitaxiées dans lesquelles l�existence de �aques de supraconductivité
est fortement improbable [180]. Des théories basées sur un appariement triplet de la su-
praconductivité sont envisagées pour expliquer l�e¤et de proximité à longue portée dans
des systèmes supraconducteur-ferromagnétique [181].
Dans les systèmes S/N, di¤érentes recherches ont démontré que la densité d�états

du matériaux métallique change avec la distance à l�interface S/N [182]. Cette propriété
a été étudiée par Courtois et al. sur des systèmes Nb/Au de di¤érentes épaisseurs. Ils
ont observé que la densité d�états dans la couche métallique varie avec son épaisseur.
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En revanche, ils ont également démontré l�existence de pseudo-gap qui ne se retrouve
pas par la théorie quasi-classique d�Usadel [183]. La prise en compte de la structure
intrinsèquement lamellaire des matériaux supraconducteurs et des hétérostructures S/N
pourrait nous aider à comprendre ces phénomènes.
Le but de ce chapitre est donc d�étudier les multicouches S/N/.../N et les jonctions

S/N/.../N/S comprenant un nombre arbitraire de couches en utilisant la théorie de Gorkov
et de l�hamiltonien tunnel. L�utilisation de la théorie de Gorkov permet de ne pas négliger
les corrélations supraconductrices présentes dans la structure.
La première partie de ce chapitre est consacrée à l�utilisation de la théorie de Gorkov

sur deux systèmes multicouches très étudiés, les multicouches S/N/.../N et les jonctions
S/N/.../N/S. Nous cherchons les fonctions de Green qui nous permettent de remonter aux
propriétés, aux densités d�états et au courant Josephson.
Dans la seconde partie, nous étudions les propriétés et les densités d�états des multi-

couches S/N/.../N. Nous étudions d�abord les cas de la bicouches S/N et de la tricouche
S/N/N. Puis nous discutons de l�in�uence d�un décalage énergétique entre le spectre élec-
tronique du supraconducteur et du métal normal sur les propriétés et les densités d�états
dans les bicouches S/N. En�n, nous étudions la densité d�états dans la multicouche S/N
dans le cas d�un couplage intercouche faible en tenant compte d�éventuelles di¤érences de
spectre électronique.
Dans la troisième partie, nous étudions les propriétés thermodynamiques et le courant

Josephson critique dans les jonction S/N/.../N/S. Nous commençons par discuter le cas
simple de la jonction S/N/S. Ensuite nous étudions le gap supraconducteur, l�énergie libre
et le courant Josephson critique des multicouches S/N/.../N/S dans la limite des faibles
couplages.

3.1 Théorie de Gorkov appliquée aux multicouches.

Le but de cette section est de déterminer les fonctions de Green de Gorkov dans les
multicouches S/N/.../N et S/N/.../N/S. La di¢ culté de la résolution des équations de
Gorkov de tels systèmes est que le nombre d�équation est égal à deux fois le nombre de
couche composant la multicouche. On cherche à résoudre ce système dans le cas d�un
nombre arbitraire de couche, L. Il faut trouver une astuce pour remonter aux solutions
du système. Le modèle utilisé est équivalent à celui utilisé dans la référence [30]. Dans
ce cas, on considère un l�hamiltonien d�énergie cinétique (1:12), l�hamiltonien décrivant
le couplage BCS (1:4) et l�hamiltonien tunnel (1:14). Le système général d�équation de
Gorkov dans les systèmes multicouches s�écrit :(

(i! � �n�)G
n;m
�;�0 � tGn�1;m�;�0 � tGn+1;m�;�0 +��

nF
yn;m
��;�0 = �nm���0�

i! + �n��
�
F yn;m��;�0 + tF yn�1;m��;�0 + tF yn+1;m��;�0 +�nG

n;m
�;�0 = 0

; (3.1)

où �nm (���0) est le symbole de Kronëcker, qui est nul pour n 6= m (� 6= �0) et égal à 1
sinon, �n le gap supraconducteur dans la couche n et �

n
� le spectre électronique dans la

couche n. L�équation d�autocohérence s�écrit dans ce cas

��
n = j�jT

X
!

Z
F yn;n��;�0d�s: (3.2)

A�n de résoudre le problème d�une multicouche avec un nombre arbitraire de couche
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Fig. 3.1: a) Multicouche S/N/.../N de L couches avec un couplage t entre chaque couche. b)
Multicouche S/N/.../N/S de L couches avec un couplage t entre chaque couche.

L, on cherche des fonctions de Green sous la forme

Gn;m�;�0 =
�
Aeqn +Be�qn

�
���0

F yn;m��;�0 =
�
Ceeqn +De�eqn� ���0 (3.3)

Ceux sont des fonctions de type propageante et contra-propageante le long de l�axe per-
pendiculaire aux couches. Cette écriture est similaire à celle utilisée pour simpli�er les
fonctions d�ondes dans le cas d�un puit de potentiel périodique. q et eq représentent les
vecteurs propagations des corrélations le long de l�axe perpendiculaire aux couches. Les
constantes A, B, C et D sont des constantes qui dépendent des autres paramètres du
problèmes et qui vont dépendre de la géométrie du système considéré. Nous travaillons
dans un système où il n�y a pas d�interaction qui transforme le spin. Il y une invariance
par rotation dans l�espace des spins. Ainsi, nous pouvons considérer uniquement le cas
� =" et �0 =". On considère que le spectre de la couche supraconductrice est �s et que
celui des couches métalliques est di¤érent de celui de la couche supraconductrice et noté
�n.
Les systèmes multicouches étudiés sont représentés sur la �gure 3.1. Pour mesurer ex-

périmentalement les propriétés des multicouches, il est plus simple d�accéder à la première
et à la dernière couche de la multicouche. Les fonctions de Green intéressantes sont donc
les fonctions de Green de la couche supraconductrice et de la dernière couche métallique
(ou supraconductrice) d�indice L. Le formalisme que nous utilisons nous permet de déter-
miner les fonctions G0;0�;�0 et F

y0;0
��;�0 de la première couche supraconductrice (voir �gure 3.1)

et les fonctions GL;L�;�0 et F
yL;L
��;�0 de la dernière couche metallique (ou supraconductrice). A

partir de ces fonctions, il est possible de déterminer toutes les propriétés des multicouches
en fonction du nombre de couches métalliques L.
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3.1.1 Fonction de Gorkov dans la multicouche S/N/.../N

On étudie le système S/N/.../N où la couche S porte l�indice n = 0 et les couches
métalliques portent les indices n = 1 à n = L (voir �gure 3.1 a)). La résolution exacte
du système d�équations de Gorkov permettant de remonter aux fonctions de Green est
détaillée dans l�annexe A. Les fonctions de Green dans la couche métallique d�indice L
s�écrivent :

GL;L";" =
t2aL�1eaL�t[(i!��s )aLeaL�(i!+�s )aL�1eaL+1]+(!2+�2s+j�0j2)aLeaL+1
t(t2aLeaL�t[(i!��s )aL+1eaL�(i!+�s)aLeaL+1]+(!2+�2s+j�0j2)aL+1eaL+1) (3.4)

F yL;L#;" =
��0a1ea1

(t2aLeaL�t[(i!��s )aL+1eaL�(i!+�s)aLeaL+1]+(!2+�2s+j�0j2)aL+1eaL+1) (3.5)

avec an = sinh (qn) et ean = sinh (eqn). Les fonctions de Green dans la couche supracon-
ductrice s�écrivent

F y0;0#;" =
��0aL+1eaL+1

(!2+�2s+j�0j2)aL+1eaL+1�t[(i!��s )aL+1eaL�(i!+�s)aLeaL+1]+t2aLeaL (3.6)

G0;0";" = �aL+1[(i!+�s)eaL+1+teaL]
(!2+�2s+j�0j2)aL+1eaL+1�t[(i!��s )aL+1eaL�(i!+�s)aLeaL+1]+t2aLeaL (3.7)

.
A partir de la fonction de Green (3:6), il est théoriquement possible de remonter aux

propriétés de la couche S en fonction du nombre total de couche L présent dans la multi-
couche. La dépendance des fonctions de Green par rapport au nombre de couche L n�est
pas triviale. Il est possible de transformer les coe¢ cients aL et eaL par leurs formes ex-
plicites. Cette forme explicite comprend les formes exponentielles des sinus hyperbolique.
Cette forme explicite est détaillée dans l�annexe A avec la formule (A:5). En revanche, il
est possible de remonter explicitement aux fonctions de Green des systèmes en explici-
tant le nombre de couche L. Dans la deuxième section, nous étudions les cas simples des
bicouches (L = 1) et des tricouches (L = 2). La multicouche avec un nombre de couche
arbitraire est étudiée dans le cas d�un faible couplage intercouche, t� Tc0.

3.1.2 Fonctions de Gorkov dans la jonction S/N/.../N/S

Nous nous intéressons directement à l�étude des corrélations Josephson à travers une
jonction S/N/S d�épaisseur arbitraire. Dans de système S/N/.../N/S, les couches supra-
conductrices portent les indices n = 0 et n = L alors que les couches métalliques portent
tous les indices compris entre n = 1 et n = L� 1 (voir �gure 3.1 b)). L�établissement et
la résolution du système d�équation permettant de déterminer les fonctions de Green de
Gorkov est e¤ectué en détail dans l�annexe A. Les fonctions de Green normale et anomale
dans la dernière couche supraconductrices qui s�écrivent :

GL;L";" =
�t3SL�2L�1�t2[e!�SL�2L +2e!SL�1L�1]�t[S

L�1
L (je!j2+
20)+e!2SLL�1]�e!
20SLL

t4SL�2L�2+2t
3XL�1

L�2+t
2
h
(2je!j2+
20+
2L)SL�1L�1+2�0�LS

1
1+e!�2SLL�2+e!2SLL�2i+t(
20+
2L)XL

L�1+S
L
L


2
L


2
0

(3.8)

F yL;L#;" =
t2��0S
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1+�

�
Lf
20SLL+t2SL�1L �te!�SLL�1�te!SLL�1g

t4SL�2L�2+2t
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L�2+t
2
h
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20+
2L)SL�1L�1+2�0�LS

1
1+e!�2SLL�2+e!2SLL�2i+t(
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L
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2
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2
0

(3.9)

où on pose an = sinh (qn) et ean = sinh (eqn), SMN = eaMaN , e! = i! + �s, e!� = �i! + �s =
� (i! � �s), 


2
0 = je!j2 + �2

0, 

2
L = je!j2 + �2

L et X
N
M = e!SNM + e!�SMN . De la même
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manière, on peut remonter aux fonctions de Green normale et anomale de la première
couche supraconductrice qui s�écrivent :

G0;0";" =
�t3SL�2L�1�t2[e!�SL�2L +2e!SL�1L�1]�t[S

L�1
L (je!j2+
2L)+e!2SLL�1]�e!
2LSLL
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2
h
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1
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L
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2
L


2
0

(3.10)
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(3.11)

avec an = sinh (qn) et ean = sinh (eqn).
Comme pour le cas précédent, la dépendance de la fonction de Green en fonction du

nombre total de couche L est complexe. Il est possible d�utiliser les relations (A:5) pour
remonter aux formes explicites des fonctions de Green. Dans la troisième section, nous
utilisons ces fonctions de Green dans le cas simple de la jonction S/N/S (L = 2) puis nous
e¤ectuons une analyse du courant Josephson pour le cas d�un nombre arbitraire de couche
L dans la limite des faibles couplages intercouches, t� Tc0.

3.2 Etude de la multicouche S/N/.../N

3.2.1 Introduction aux densités d�états dans les structures S/N

Dans la suite, la densité d�états de la couche d�indice L est calculé par la formule

� (E) = �2 Im
Z +1

�1
lim
�!0

GL;L";" (E + i�; �) d�: (3.12)

où GL;L";" (E + i�; �) est la fonction de Green normale de la couche L avec � le spectre du
supraconducteur et ! = E + i�. Dans un supraconducteur classique, la densité d�états
vaut �

� (E) = 0 pour jEj < �
� (E) = �0

Ep
E2��2 pour jEj < �

où �0 est la densité d�états dans un métal. La densité d�états peut se mesurer directement
par la mesure du courant tunnel entre un supraconducteur et un métal normal. En e¤et
la conductance di¤érentielle d�une jonction tunnel est donnée par l�expression suivante :

dI

dV
'
Z +1

�1
� (E)

d

dV
[nF (E)� nF (E + eV )] dE

où nF (E) est la fonction de Fermi. Or, à température nulle, la dérivée de la distribution de
Fermi est simplement la fonction de Dirac et la conductance est égale à la densité d�états
à température nulle. A température non nulle, la dérivée de la distribution de Fermi est
une fonction en forme de cloche de largeur d�environ 4kBT . La mesure de la conductance
tunnel intègre donc les contributions de la densité d�états sur cette largeur et limite la
résolution en énergie.
Dans les jonctions S/F et S/N, les matériaux N et F acquièrent une partie des proprié-

tés du matériaux supraconducteur par e¤et de proximité. Des mesures de densités d�états
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Fig. 3.2: Graphe de la densité d�état � (E) =�0 dans la couche supraconductrice (ligne pleine)
et dans la couche normale (ligne pointillé) pour t = 0.

induite dans un métal normal ont été réalisées par mesure de conductance tunnel dans
des contacts cuivre-aluminum [184]. D�autres mesures sur des bicouches Niobium/Cuivre
ont été e¤ectuées avec un microscope à e¤et tunnel à balayage. Ces expériences ont mis
en évidence le passage continu d�un gap supraconducteur très développé proche du gap
BCS pour de larges épaisseurs de Niobium, à une densité d�états très proche de la densité
d�états du métal normal pour des épaisseurs de Nb très faibles [185].On observe aussi la
réduction du gap induit en fonction de la distance à l�interface [182].
La densités d�états permet de remonter à des propriétés fondamentales dans les supra-

conducteurs non conventionnels comme MgB2 [186] et dans les nouveaux supraconduc-
teurs comme CaC6 [187].

3.2.2 Etude des densités d�états dans la bicouche S/N

L�étude des propriétés de la bicouche S/N a été e¤ectuée dans le chapitre précédent.
Pour résumer, on a démontré qu�il existait deux régimes de décroissance de la température
critique. Pour un paramètre de couplage intercouche t inférieur à Tc0, la température cri-
tique décroît faiblement. Pour un paramètre de couplage t supérieur à Tc0, le température
critique est inversement proportionnelle au paramètre t (voir �gure 2.5). La relation entre
le gap supraconducteur à température nulle et la température critique est présenté sur
la �gure 2.6. On voit que pour le coe¢ cient de proportionnalité 
 entre le gap à tempé-
rature nulle �(0) est la température critique Tc évolue de 
 = 1:764 pour un couplage
intercouche nul à 
 = 3:52 pour un paramètre de couplage supérieur à Tc0. Ce comporte-
ment s�explique par le fait qu�à fort couplage, la bicouche se comporte comme une couche
supraconductrice unique ayant une constante d�appariement � qui tend vers �=2 [95].
Les densités d�états dans la bicouches S/N évoluent en fonction du paramètre de cou-

plage intercouche t, et sont représentées sur les �gures 3.2 à 3.7. Les densité d�états
dépendent de manière compliquée du couplage intercouche. En revanche, il existe des pics
de densité d�états pour chaque couche qui composent la bicouche. D�un point de vue théo-
rique, chaque pics représentent la supraconductivité de la couche S et la supraconductivité
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Fig. 3.3: Graphe de la densité d�état � (E) =�0 dans la couche supraconductrice (ligne pleine)
et dans la couche normale (ligne pointillé) pour t = 0:1Tc0.

Fig. 3.4: Graphe de la densité d�état � (E) =�0 dans la couche supraconductrice (ligne pleine)
et dans la couche normale (ligne pointillé) pour t = 0:35Tc0.
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Fig. 3.5: Graphe de la densité d�état � (E) =�0 dans la couche supraconductrice (ligne pleine)
et dans la couche normale (ligne pointillé) pour t = 0:95Tc0.

Fig. 3.6: Graphe de la densité d�état � (E) =�0 dans la couche supraconductrice (ligne pleine)
et dans la couche normale (ligne pointillé) pour t = 1:5Tc0.
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Fig. 3.7: Graphe de la densité d�état � (E) =�0 dans la couche supraconductrice (ligne pleine)
et dans la couche normale (ligne pointillé) pour t = 10Tc0.

induite dans la couche N par l�e¤et de proximité. En étudiant les propriétés des multi-
couches S/N, Simonov et Buzdin ont e¤ectué une étude plus approfondie de ces densités
d�états dans la référence [169]. Ils démontrent notamment que les deux pics de densité
d�états sont séparés d�un énergie égale au gap supraconducteur �. Il est possible de consi-
dérer qu�à fort couplage intercouche, il se crée entre les couches des niveaux d�énergie
hybrides de type liant et anti-liant. Ces niveaux d�énergie pourraient expliquer l�existence
de pics de densités d�états.

3.2.3 Etude de la tricouche S/N/N

De la même manière, a�n de comprendre le mécanisme de l�e¤et de proximité dans
les multicouches, nous allons étudier les propriétés thermodynamiques de la couche S
inclue dans une tricouche S/N/N. Dans ce cas, on utilise la théorie de l�hamiltonien
tunnel, dé�nie dans la section 1.3.2 du premier chapitre, a�n de déterminer le système
des fonctions de Gorkov qui décrivent le système. Ainsi, il s�écrit :8>>>>>>><>>>>>>>:

(i! � �n)G
2;2
";" � tG1;2";" = 1

(i! � �n)G
1;2
";" � tG2;2";" � tG0;2";" = 0

(i! � �s)G
0;2
";" � tG1;2";" +�0F

+0;2
#;" = 0

(i! + �s)F
+0;2
#;" + tF+1;2#;" +�0G

0;2
";" = 0

(i! + �n)F
+1;2
#;" + tF+0;2#;" + tF+2;2#;" = 0

(i! + �n)F
+2;2
#;" + tF+1;2#;" = 0

qui permet de remonter à la fonction de Green normale dans la couche métallique d�indice
n = 2. La fonction de Green de Gorkov s�écrit :

G2;2";" =
((i!+�)2�t2)(i!��)�2�((i!��)2�t2)((i!+�)2�2t2)(i!+�)

((i!+�)2�t2)((i!��)2�t2)�2+(!2+�2)((i!+�)2�2t2)((i!��)2�2t2)
(3.13)
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Fig. 3.8: Graphe de Tc=Tc0 et �=Tc0 par rapport à t=Tc0 (ligne pleine). Pour t � Tc0, la
température critique de la couche supraconductrice et le gap supraconducteur à température
nulle diminuent avec le couplage intercouche.

Cette fonction se déduit directement de la fonction (3:4) en posant L = 2. Dans la couche
supraconductrice d�indice n = 0, la fonction de Green normale s�écrit :

G0;0";" =
�((i!��)2�t2)((i!+�)2�2t2)(i!+�)

((i!+�)2�t2)((i!��)2�t2)�2+(!2+�2)((i!+�)2�2t2)((i!��)2�2t2)
(3.14)

qui peut se déduire de la fonction (3:7) en posant L = 2. La fonction de Green anormale
dans la couche S est :

F+0;0#;" =
�((i!+�s)2�t2)((i!��s)2�t2)��

((i!+�)2�t2)((i!��)2�t2)�2+(!2+�2)((i!+�)2�2t2)((i!��)2�2t2)
(3.15)

qui peut se déduire de la fonction (3:6) en posant L = 2. A�n de faire une étude approfon-
die des densités d�états dans la tricouche S/N/N , on peut calculer la fonction de Green
normale dans la couche métallique d�indice n = 1. Cette dernière s�écrit :

G1;1";" =
((!2+�2)((i!+�)2�2t2)+�2((i!+�)2�t2))(i!��)

((i!+�)2�t2)((i!��)2�t2)�2+(!2+�2)((i!+�)2�2t2)((i!��)2�2t2)
(3.16)

Il est important de noter que la fonction (3:16) ne peut pas se déduire des fonctions de
Green du système d�équation de la multicouche. Ce système permet seulement de remonter
à la fonction de Green de la première et de la dernière couche. Ici, nous rajoutons cette
fonction à l�étude de la tricouche S/N/N car sa détermination est simple.

Température critique de la couche S en fonction de t

A partir de la fonction de Green (3:15), on peut remonter à la variation de la tempé-
rature critique en fonction du couplage intercouche. En injectant la fonction (3:15) dans
l�équation d�autocohérence (3:2), on trouve une variation de température critique égale
à :
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La variation de température critique est représentée sur la �gure 3.8 en trait plein. Cette
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Fig. 3.9: Graphe de �=Tc par rapport à t=Tc0. On voit qu�il existe un plateau pour les forts
couplages intercouches ou le rapport �0=Tc est égal à 4:51.

variation pour un taux de transmission faible s�écrit Tc
Tc0
= 1� 7

8
�(3)
�2

�
t
Tc0

�2
qui est identique

à la décroissance constatée dans la bicouche S/N. En revanche, dans le cas d�un fort cou-

plage intercouche, la température critique décroît de la manière suivante Tc
Tc0
=
�
e�
�Tc0
4
p
2t

� 5
3
.

Cette décroissance en loi de puissance est plus importante que la décroissance observée
pour la bicouche S/N. Cette di¤érence s�explique par le fait qu�à fort couplage, la couche
supraconductrice subit l�in�uence des deux couches métalliques ce qui déstabilise la su-
praconductivité d�autant plus vite.

Gap supraconducteur à température nulle

La dépendance du gap supraconducteur à température nulle s�obtient à partir de la
fonction de Green anomale de la couche supraconductrice (3:15). En e¤ectuant le même
changement de variable que dans la partie 2.3.2 du chapitre 2 , l�équation d�autocohérence
s�écrit :

ln
�
�(0)
�0

�
= 1

2�

Z 1

0

d�

Z 2�

0

d�

�
t4+2�(sin2(�)�cos2(�))t2+�2

(4�+�2)t4+2�(sin2(�)�cos2(�))(2�+�2)t2+�2(�+�2)
� 1

�+j�j2

�
(3.17)

La variation du gap supraconducteur est représentée sur la �gure 3.8 en trait pointillé.
On voit que le gap supraconducteur à température nulle suit la même variation que la
température critique. Ce constat n�est pas surprenant puisque le gap supraconducteur à
température nulle est directement relié à la température critique. En revanche, le coe¢ -
cient de proportionnalité entre le gap supraconducteur et la température critique évolue
avec le couplage intercouche.
Comme on le voit sur la �gure 3.9, la constante de proportionnalité pour un fort

taux de couplage est environ égal à 4:5. Ce coe¢ cient dépend donc du nombre de couche
constituant la multicouche. Plus le nombre de couche est élevé, plus ce coe¢ cient de pro-
portionnalité est élevé. La supraconductivité transmise vers les di¤érentes couches de la
multicouche a¤aiblissent la supraconductivité de la couche supraconductrice plus rapide-
ment. La tricouche S/N/N peut être alors considérée comme une couche supraconductrice
unique dont la constante de couplage passe de � à e� < �.
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Fig. 3.10: Graphe de la densité d�état � (E) =�0 dans la couche supraconductrice d�indice 0
(trait plein), dans la couche métallique d�indice 1 (trait court) et pour la couche métallique
d�indice 2 (trait pointillé) pour t = 0; 1Tc0.

Densités d�états dans les couches de la tricouche S/N/N

Dans cette partie, nous allons étudier les densités d�états dans les di¤érentes couches
constituant la tricouche SNN. A partir de la formule (3:12), on utilise les trois fonctions
de Green normales, 3.14,3.16 et 3.13 a�n de remonter aux densités d�états dans chaque
couches de la tricouche pour un coupage intercouche �xé. On voit que pour de faible
couplage, les densités d�états dans les couches métalliques sont globalement les mêmes.
On remarque l�existence de deux pics de densité d�états qui apparaissent dans la densité
d�états métallique et du supraconducteur pour de faibles énergies (voir �gure 3.10 et 3.11).
Pour des couplages intercouches intermédiaires, il apparaît plusieurs plateaux de densité
d�états qui pourraient correspondre au remplissage de plusieurs niveaux hybridés entre les
multicouches. On remarque distinctement trois pics de densité d�états (voir �gure 3.12 et
3.13). En�n pour un couplage intercouche très élevé, alors la densité d�états est très faible
à petite énergie et apparaît distinctement à forte énergie. L�interprétation est complexe
car les niveaux liants et anti-liants dans la tricouche sont plus di¢ ciles à distinguer (voir
�gure 3.14). Pour résumer, la densité d�états est très complexe, cependant on retrouve
trois pics qui sont caractéristiques des trois couches. La supraconductivité induite dans
chacune des trois couches ont chacune leur gap qui peut s�observer sur chacune des densités
d�états. Si l�étude de la tricouche S/N/N permet de remonter aux propriétés de chacune
des couches, l�analyse d�un système multicouche comprenant une nombre arbitraire de
couche métallique peut s�avérer plus di¢ cile.

3.2.4 E¤et d�un décalage d�énergie sur les propriétés des bi-
couches S/N

L�in�uence d�un décalage énergétique a déjà été étudiée dans les hétérostructures
F/S/F et S/F/S dans le chapitre 1. On voit qu�un décalage énergétique entre le spectre
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Fig. 3.11: Graphe de la densité d�état � (E) =�0 dans la couche supraconductrice d�indice 0
(trait plein), dans la couche métallique d�indice 1 (trait court) et pour la couche métallique
d�indice 2 (trait pointillé) pour t = 0; 35Tc0.

Fig. 3.12: Graphe de la densité d�état � (E) =�0 dans la couche supraconductrice d�indice 0
(trait plein), dans la couche métallique d�indice 1 (trait court) et pour la couche métallique
d�indice 2 (trait pointillé) pour t = 0; 95Tc0.
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Fig. 3.13: Graphe de la densité d�état � (E) =�0 dans la couche supraconductrice d�indice 0
(trait plein), dans la couche métallique d�indice 1 (trait court) et pour la couche métallique
d�indice 2 (trait pointillé) pour t = 1:5Tc0.

Fig. 3.14: Graphe de la densité d�état � (E) =�0 dans la couche supraconductrice d�indice 0
(trait plein), dans la couche métallique d�indice 1 (trait court) et pour la couche métallique
d�indice 2 (trait pointillé) pour t = 7Tc0.
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électronique du supraconducteur et du matériaux en contact pouvait in�uencer qualitati-
vement les propriétés des multicouches. A�n de compléter l�étude des multicouches S/N,
nous considérons un décalage énergétique entre les spectres électronique des couches S
et N. Le spectre du supraconducteur est noté �s alors que le spectre du métal est noté
�n = �s + �E. Par simplicité, nous allons étudier l�in�uence d�un décalage d�énergie
uniquement sur les propriétés de la bicouche S/N. Les comportements observés nous don-
neront des informations susceptibles de comprendre l�e¤et d�un décalage d�énergie sur les
propriétés des multicouches. Les fonctions de Green normale et anomale de la couche S
se déduisent des relations (3:6) et (3:7) en posant L = 1 et s�écrivent :

G0;0";" =
(i!��s��E)((i!+�s+�E)(i!��s)�t2)

t4+(2!2�2�s(�s+�E)t2+(!2+(�s+�E)2)(!2+�2s+�2))
(3.18)

F+0;0#;" = � ��(!2+(�s+�E)2)
t4+(2!2�2�s(�s+�E)t2+(!2+(�s+�E)2)(!2+�2s+�2))

(3.19)

La fonction de Green normale de la couche métallique se deduit de la fonction (3:4) en
posant L = 1 et donne

G1;1";" =
�(i!��s��E)(i!��s)t2+(!2+(�s+�E)2)(!2+�2s+�2)

(i!��s��E)(t4+(2!2�2�s(�s+�E)t2+(!2+(�s+�E)2)(!2+�2s+�2)))
(3.20)

Nous allons étudier les propriétés de la couche S puis sur les densités d�états dans le cas
d�un décalage �E quelconque.

Température critique de la couche S en fonction de t et de �E

On utilise la fonction de Green (3:19) et l�équation d�autocohérence (3:2) pour remon-
ter à la variation de température critique qui s�écrit :
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La variation de température critique est représentée sur la �gure 3.15 pour di¤érentes
valeurs de �E. On remarque que pour un fort décalage d�énergie entre le spectre su-
praconducteur et le spectre du métal normal , il y a trois régimes de décroissance de la
température critique.
La variation de la température critique répond désormais à trois échelles d�énergie :

t, �E et Tc0. Pour un faible couplage intercouche t � �E � Tc0, la température va-

rie comme Tc�Tc0
Tc0

= � 1
8�2

�
t
Tc0

�2�
7� (3)� 31

�2
� (5)

�
�E
Tc0

�2�
. On remarque que le décalage

d�énergie �E ralentit la décroissance de Tc. Si le couplage intercouche est plus important

que le décalage d�énergie, �E � t � Tc0, alors Tc�Tc0
Tc0

= �7�(3)
8�2

�
t
Tc0

�2
qui correspond

au cas précédemment étudié. Dans la situation intermédiaire t � Tc0 � �E, la varia-

tion de température critique s�écrit Tc�Tc0
Tc0

= �
�

t=Tc0
�E=Tc0

�2 �
2
 + ln

�
�E
4�2

��
. La variation de

température dans ce cas est également très faible. Dans ce dernier cas, la décroissance de
la température critique intervient pour des couplages intercouches plus élevés. En e¤et,
l�e¤et du décalage d�énergie rend le couplage intercouche e¤ectif teff plus faible que le
couplage intercouche imposé.
Pour un fort couplage intercouche , la température critique Tc décroît. Dans le cas

Tc0 � t ' �E, la variation de température s�écrit Tc
Tc0
' �e�
p

�E2+4t2
. On voit que la tempé-

rature critique n�est pas directement inversement proportionnelle au couplage intercouche.
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Fig. 3.15: Graphe de Tc=Tc0 et �=Tc0 par rapport à t=Tc0 . Pour t� �E � Tc0, la température
critique décroît peu avec le couplage intercouche. Pour Tc0 � t . �E, le température critique
diminue avec le couplage intercouche avec un coe¢ cient di¤érent que dans le cas Tc0 � �E � t.

Le couplage e¤ectif entre couche teff est plus élevé que le couplage t réel, et la décrois-
sance est plus rapide. Pour Tc0 � �E � t, on revient au cas précédemment étudié où
Tc
Tc0
= �e�


2t
. Il faut remarquer que le cas �E � Tc0 � t est similaire au cas où �E ' 0.

Il n�existe alors que deux régimes de décroissance.
Le décalage énergétique limite le passage des paires de Cooper vers la couche N. Dans

ce cas, il faut un couplage intercouche très fort pour espérer développer l�e¤et de proximité
dans la couche N.

Densité d�états dans les couches S et N en fonction de t et de �E

Un décalage énergétique entre le spectre électronique S et N in�ue sur la densité d�états
dans les couches S et N. A partir de la formule

� (E) = �2 Im
Z +1

�1
lim
�!0

GL;L";" (E + i�; �) d�: (3.21)

on peut calculer la densité d�états dans di¤érentes con�gurations. Le décalage d�énergie
doit in�uencer la densité d�états, en privant la bicouche d�état disponible pour une énergie
E comprise entre 0 et�E. comme on le voit sur les �gures 3.16 et 3.17 où sont représentées
les densités d�états des couches S et N dans le cas où �E < �0. La densité d�états est
nulle pour des énergies E qui sont inférieure à �E. Dans le cas d�un couplage faible, on
peut prendre �0 ' 1:764Tc0. En, revanche, sur la �gure 3.18, dans le cas où �E > �0,
on remarque que la densité d�états est nulle dans les couches jusqu�au saut caractéristique
au niveau du gap supraconducteur, E < �0. En revanche, pour �0 < E < �E, la densité
d�états de la couche S est celle d�une couche S seule. Néanmoins, il existe une densité
d�états non-nulle, quoique négligeable, dans la couche N. En revanche, dans le cas où
E > �E, la densité d�états redevient celle de la couche métallique normale. Il est crucial
de noter que le gap d�énergie �E est di¤érent du gap supraconducteur. La zone de
densité d�états nulle observée dans la couche métallique est directement produite par le
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Fig. 3.16: Graphe de la densité d�état � (E) =�0 dans la couche supraconductrice (ligne pleine)
et dans la couche normale (ligne pointillé) pour t = 0:1Tc0 et un décalage énergétique �E=Tc0 =
0:1Tc0.

Fig. 3.17: Graphe de la densité d�état � (E) =�0 dans la couche supraconductrice (ligne pleine)
et dans la couche normale (ligne pointillé) pour t = 0:1Tc0 et un décalage énergétique �E=Tc0 =
Tc0.
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Fig. 3.18: Graphe de la densité d�état � (E) =�0 dans la couche supraconductrice (ligne pleine)
et dans la couche normale (ligne pointillé) pour t = 0:1Tc0 et un décalage énergétique �E=Tc0 =
10Tc0.

décalage énergétique �E entre le spectre supraconducteur et le spectre métallique. Dans
le cas de la �gure 3.19, on calcule la densité d�états pour t = 100Tc0 et �E = 100Tc0.
On voit que le comportement de la densité d�états est compliqué, mais qu�il est régit par
les ordres de grandeurs du couplage intercouche et du décalage d�énergie. Dans ce cas, on
peut calculer le gap supraconducteur �0 = 0:93Tc0. On observe deux plateaux de densités
d�états qui pourraient être la signature de niveaux hybrides entre les couche S et N. Pour
un couplage faible, on suppose que l�in�uence du décalage énergétique est le même sur
les multicouches S/N/.../N que sur la bicouche S/N. A faible énergie E < �E, le spectre
des couches métallique n�est pas accessible, la densité d�états dans la couche métallique
est nulle. Dans le cas où E > �E, la densité dans les couches métallique redevient égale
à �0. En revanche, pour les forts couplages, il peut apparaître des di¤érences directement
produites par des niveaux hybrides entre les L couches de la multicouche.

3.2.5 Densité d�états dans la multicouche S/N/.../N à faible
couplage.

Dans la section précédente, nous avons constaté la dépendance complexe de la densité
d�états avec l�énergie E. La présence de niveaux liants et anti-liants pourrait expliquer
la forme de ces densités d�états. La dépendance des fonctions de Green de Gorkov dans
les multicouches S/N par rapport au nombre de couche L entraîne une étude la densité
d�états dans les multicouches S/N dans le cas d�un faible couplage intercouche. Cette
étude est pertinente pour les systèmes multicouches arti�ciels pour lesquels le couplage
intercouche est souvent faible.
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Fig. 3.19: Graphe de la densité d�état � (E) =�0 dans la couche supraconductrice (ligne pleine)
et dans la couche normale (ligne pointillé) pour t = 100Tc0 et un décalage énergétique �E=Tc0 =
100Tc0.

Température critique de la couche supraconductrice incluse dans la multi-
couche S/N/.../N

A�n de remonter aux propriétés de la couche S, il faut manipuler la fonction de Green
anomale de la couche S. Cette fonction de Green s�écrit :

F y0;0#;" =
��0aL+1eaL+1

(!2+�2+j�0j2)aL+1eaL+1�t((i!��s)aL+1eaL�(i!+�s)aLeaL+1)+t2aLeaL (3.22)

G0;0";" = �aL+1[(i!+�s)eaL+1+teaL]
(!2+�2+j�0j2)aL+1eaL+1�t((i!��s)aL+1eaL�(i!+�s)aLeaL+1)+t2aLeaL (3.23)

avec an = sinh (qn) et ean = sinh (eqn).
On ne peut pas déterminer les propriétés de la couche S aussi facilement que dans les

cas précédents. La raison est que le nombre arbitraire de couches métalliques composant
la multicouche S/N/.../N rend la résolution exacte des équations d�autocohérence di¢ cile.
En revanche, on peut déterminer le comportement de la température critique dans le cas
d�un faible couplage intercouche t� Tc0.
Dans le régime de faible couplage intercouche, la transmission des corrélations supra-

conductrices dans les couches N adjacentes est fortement limitée et devient rapidement
très faible. Par conséquent, la température critique de la couche S varie très peu avec le
couplage intercouche. Pour calculer la température critique dans le cas de faible couplage,
on doit remonter à la forme explicite de fonction de Green anomale dans la couche 0.
Dans le cas de faible couplage, t � Tc0, on remplace les sinus hyperbolique par leurs
valeurs approchées qui s�écrivent

a1 = sinh (q) ' (i!��n)
tea1 = sinh (eq) ' � (i!+�n)
t

(3.24)
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La fonction de Green anomale F y0;0#;" s�écrit alors

F y0;0#;" =
��0

(!2+�2s+j�0j2)

�
1� 2t2

(!2+�2s+j�0j2)
(!2��2s)
!2+�2s

� t4

(!2+�2s+j�0j2)(!2+�2s)

�
1� 4

(!2+�2s+j�0j2)
(!2��2s)

2

(!2+�2s)

��
(3.25)

La température critique s�écrit, à partir de l�équation d�autocohérence (2:12), Tc
Tc0
= 1 �

7
8
�(3)
�2

�
t
Tc0

�2
ce qui est une variation absolument identique à celle de la bicouche S/N et

la tricouche S/N/N. Le faible couplage entre couche atténue considérablement l�e¤et des
couches métalliques lointaines sur la couche supraconductrice. Dans ce régime, le nombre
de couche L (donc l�épaisseur de la couche métallique) n�in�ue pas qualitativement sur la
température critique de la couche supraconductrice.
De la même manière que dans la partie précédente, on peut déterminer le gap su-

praconducteur à température nulle pour un faible couplage intercouche. On part de la
forme de la fonction (3:25) et à partir de la relation d�autocohérence (2:13), le gap su-

praconducteur s�écrit �(0)��0
�0

= 4t4

j�(0)j4 ln
�

t
j�0j

�
. Cette variation est typique des faibles

couplages où on voit apparaître une dépendance logarithmique. Pour les mêmes raisons
que pour la température critique, le gap supraconducteur à température nulle varie de
manière identique à faible couplage quelque soit le nombre de couche.

Densité d�états dans la dernière couche de la multicouche S/N/.../N

A partir du formalisme développé dans la section précédente, on a déterminé la fonc-
tion de Green dans la couche S dans dans la dernière couche métallique d�indice L. On
s�intéresse à la densité d�états lorsque le spectre du supraconducteur et du métal normal
sont les mêmes. Dans un deuxième temps, nous nous intéressons au cas où les spectres
supraconducteurs et métalliques sont décalés.
Si on se place à couplage très faible, t � Tc0, on voit que les propriétés de la couche

S sont les mêmes que celle d�une couche S d�une bicouche S/N. La fonction de Green
normale G0;0";" se simpli�e dans cette approximation, et devient égale à la fonction de
Green de la couche S d�une bicouche. De la même manière, la fonction de Green normale
de la dernière couche métallique GL;L";" devient égale à une fonction de Green d�une couche
métallique isolée. A�n d�étudier la transmission des corrélations supraconductrices dans
l�approximation de faible couplage intercouche, il convient de transformer les fonctions
de Green normale du système. Les corrélations supraconductrices sont transportées par
le gap supraconducteurs. Ainsi, on va e¤ectuer un développement en �2 des fonctions de
Green pour étudier l�in�uence des corrélations supraconductrices sur les propriétés de la
dernière couche métallique.

Cas �n = �s Dans ce cas, la fonction de Green (3:4) s�écrit :

GL;L"" =
sinh((L+2)eq) sinh((L+1)q)t2+sinh((L+1)eq) sinh(Lq)�20

t�20 sinh((L+1)eq) sinh((L+1)q)+t3 sinh((L+2)eq) sinh((L+2)q)
On peut developper cette fonction en �2 pour obtenir :

GL;L"" = sinh((L+1)q)
t sinh((L+2)q)

� �20
t3

sinh((L+1)eq)
(sinh((L+2)q))2 sinh((L+2)eq) (sinh (q))2 (3.26)

En se plaçant dans la limite de faibles couplages, pour t� Tc0, on peut remplacer les sinus
hyperboliques par leur formes explicite approchée de la formule (3:24). Ainsi, la fonction
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de Green GL;L"" de la formule (3:26) devient :

GL;L"" = 1
i!��s

+�2
0

1
(i!��s)2(i!+�s)

�
t

i! � �s

�2L
On remarque immédiatement que les corrélations supraconductrices dépendent directe-
ment du couplage intercouche à la puissance 2L. Dans ce cas, on con�rme que pour un
nombre de couche très élevé L > 100, dans le cas d�un couplage intercouche faible t� Tc0,
les corrélations supraconductrices induites dans la dernière couche métallique sont qua-
siment nulles. A partir de la relation (3:12) ,on trouve la densité d�états dans la couche
métallique L égale à :

�L (E) = �0

h
1 +

�20
2E2

�
t
2E

�2Li
(3.27)

qui reste valide pour des énergies E supérieures à t. On remarque immédiatement que
la densité d�états est in�uencée par les corrélations supraconductrices à l�ordre 2L du
couplage intercouche. Cette dépendance est logique car les corrélations supraconductrices
concernent 2 électrons qui sont transmis sur L couche. De la même manière, l�in�uence
de la couche S sur la densité d�états de la couche L est très faible.

Cas �n 6= �s En e¤ectuant le développement en �2 de la fonction de Green GL;L"" de la
formule (3:4) s�écrit :

GL;L"" = t sinh((L�1)q)�(i!��s) sinh(Lq)
t(t sinh(Lq)�(i!��s) sinh((L+1)q))

+�2
0

sinh((L+1)eq)(sinh(q))2
((i!+�s) sinh((L+1)eq)�t sinh(Leq))(t sinh(Lq)�(i!��s) sinh((L+1)q))2

(3.28)

En se plaçant dans la limite de faibles couplages, pour t � Tc0, alors les sinus hyperbo-
liques se simpli�ent (voir relation (3:24)) et la fonction (3:28) devient :

GL;L"" = 1
(i!��n)

+
�20

(i!+�s)(i!��s)2

�
t

i!��n

�2L
Le décalage énergétique entre les spectres électroniques du supraconducteur et du

métal normal entraîne que les surfaces de Fermi sont fortement décalées. Il y a alors deux
contributions principales aux propriétés de la multicouche S/N. Il y a une contribution
autour de la surface de Fermi du supraconducteur. Le métal normal est considéré comme
fortement décalé par rapport à lui. Il y a également une contribution autour de la surface de
Fermi du métal, le supraconducteur étant considéré comme fortement décalé par rapport
au métal. Le but de cette partie est donc d�évaluer la contribution autour de la surface
de Fermi de S et de N et de déterminer, en fonction du nombre de couches L, laquelle des
deux contributions est la plus importante. Ainsi, en fonction du nombre de couches, nous
pourrons déterminer si les propriétés de la multicouches sont régies par les propriétés du
supraconducteur ou par les propriétés du métal normal.

Contribution des états proches de la surface de Fermi de la couche S : Dans
la situation où l�on e¤ectue l�intégration proche de la surface de Fermi du supraconducteur,
les spectres d�énergie peuvent être exprimer de la manière suivante

�s =
p2

2mS

� EF ' vFS (p� pFs)

�n =
p2

2mn

� EF '
p2FS
2mn

� EF =
p2FS � p2Fn
2mn

= �E � Tc0 (3.29)
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Fig. 3.20: Spectre électronique des couches S et N dans les deux cas d�intégrations. Dans le cas
a), l�intégration se fait proche de la surface de Fermi du métal. Dans le cas b), l�intégration se
fait proche de la surface de Fermi du supraconducteur. Le cercle en pointillé indique l�endroit
où se déroule l�intégration.

où vFS(n) est le vitesse de Fermi dans le supraconducteur (le métal normal), pFS(n) l�impul-
sion de Fermi dans le supraconducteur (le métal normal) et �E est la di¤érence d�énergie
entre le spectre métallique et le spectre supraconducteur pour une impulsion égale à pFS .
L�intégrale

R
dp devient

R d�s
vFs
. Ainsi la fonction de Green GL;L"" devient :

GL;L"" = 1
(i!��n)

+
�20

(i!+�s)(i!��s)2

�
t

i!��n

�2L
et, à partir de la formule (3:12), la densité d�états s�écrit

�L (E) = �0

�
1 + �2

2E2

�
t2

4E2+(�E)2

�L�
(3.30)

qui est valable dans la limite E > t. On voit que le terme dépendant du nombre de couche
est le rapport entre le couplage intercouche et le décalage énergétique entre les spectres
électroniques S et N. Proche de la surface de Fermi, �L (E) est limité par ce décalage
énergétique. Dans l�approximation d�un fort décalage énergétique �E � Tc0, la densité
d�états s�écrit :

�L (E) = �0

�
1 + �2

2E2

�
t
�E

�2L�
:

On voit que la contribution à la densité d�états des corrélations supraconductrices est
toujours très faible.

Contribution des états proches de la surface de Fermi de la couche N :
Dans la situation où l�on e¤ectue l�intégration proche de la surface de Fermi du métal
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normal, les spectres d�énergie peuvent être exprimer de la manière suivante

�s '
p2Fn
2mS

� EF = �
mn

mS

�E = �n +g�E � Tc

�n = vFn (p� pFs) (3.31)

Ainsi, la fonction de Green GL;L"" s�écrit :

GL;L"" = 1
(i!��n)

+
�20

(i!+�n+g�E)(i!��n�g�E)2
�

t
i!��n

�2L �
1� t2[(i!��s)(i!��n)+2(i!+�s)(i!+�n)]

(i!��s)(i!��n)(i!+�s)(i!+�n)

�
la densité d�états s�écrit

�L (E) = �0

 
1 +

�20
2E2

�
t2

4E2+(g�E)2
�L!

(3.32)

qui est valable dans la limite E > t. On voit que le terme dépendant du nombre de couche
est le rapport entre le couplage intercouche et le décalage énergétique entre les spectres
électroniques S et N. Dans l�approximation d�un fort décalage énergétique g�E � Tc0, la
densité d�états s�écrit :

�L (E) = �0

�
1 + �2

2E2

�
tg�E
�2L�

:

On voit que la contribution de densité d�états des corrélations supraconductrices est de
nouveau trés faible. En revanche, la présence deg�E au dénominateur induit un di¤érence
dans la contribution des surfaces de Fermi du supraconducteur et du métal. En e¤et,g�E
dépend du rapport de masse e¤ective du métal et du supraconducteur.

Conclusion

Les corrélations supraconductrices sont fortement atténuées dans la dernière couche
métallique et interviennent à l�ordre 2L par rapport au couplage intercouche. Ainsi, plus
le nombre de couche est élevé, plus la transmission des paires de Cooper, et donc l�e¤et
de proximité est faible dans la dernière couche métallique.
Si les spectres électroniques du supraconducteur et du métal normal sont décalés alors

la densité d�états dans la dernière couche métallique varie selon que l�on considère les
états proches de la surface de Fermi du métal où du supraconducteur. Ainsi, on voit que
la contribution à la densité d�états de la couche L des états proches de la surface de Fermi
du supraconducteur ou ceux proche de la surface de Fermi du métal va dépendre du
rapport de masse e¤ective mn=ms. Si mn < ms, alors la contribution est plus importante
pour les états proches de la surface de Fermi du métal. Cela signi�e que les propriétés
de la multicouche sont essentiellement dirigées par les couches métalliques. Le nombre
de couche L diminue fortement la transmission des corrélations supraconductrices. Si
mn > ms, alors la contribution est plus importante pour les états proches de la surface
de Fermi du supraconducteur. La densité d�états est gouvernée par les propriétés de la
couche S. Si mn = ms, les propriétés sont indépendamment gouvernée par les couches
métalliques et par la couche S.
On voit que les propriétés intrinsèques des matériaux en contact jouent un rôle pré-

pondérant dans les propriétés des multicouches. Ainsi, une di¤érence de masse e¤ective
peut déterminer quelles couches contribuent le plus aux propriétés de la multicouches
S/N/.../N. Une étude de ces e¤ets pour un fort couplage intercouche permettrait de pré-
ciser le rôle joué par chacune des surfaces de Fermi.

89



3.3 Etude de la jonction S/N/.../N/S

L�étude de l�e¤et d�épaisseur d�une jonction sur le courant Josephson a été étudié
dans les jonctions S/N/S [188]. Les auteurs démontre une dépendance en température du
courant critique Josephson di¤érente selon l�épaisseur de la jonction. Dans les tricouches
S/F/S, l�état 0 où � de la jonction peut dépendre de l�épaisseur de la jonction [64]. Dans
les multicouches S/N/S, l�étude du nombre de couche va permettre d�appréhender le rôle
de l�épaisseur du métal et du spectre métallique sur les propriétés de la multicouche
S/N/.../N/S.

3.3.1 Etude de la jonction S/N/S

Avant d�étudier le cas de la multijonction S/N/S, nous allons étudier le cas de la
tricouche S/N/S où L = 2. Nous savons que l�état de la tricouche S/N/S est la phase
0. En e¤et, la phase � n�apparaît que pour un décalage signi�catif de spectre entre les
sous bandes d�électrons de spin. Cependant, nous étudions les propriétés de la tricouche
dans l�état � car on démontre que le gap supraconducteur dans l�état � est supérieur au
gap supraconducteur dans l�état 0 à température nulle. Pour cette jonction, les couches
supraconductrices portent les indices n = 0 et n = 2 et la couche de métal porte l�indice
n = 1. A partir de la théorie de l�hamiltonien tunnel, explicitée dans la section 1.3.2 du
chapitre 1, le système d�équation à résoudre dans le cadre de la tricouche S/N/S s�écrit :8>>>>>>><>>>>>>>:

(i! � �s)G
0;0
";" � tG1;0";" +�0F

+0;0
#;" = 1

(i! � �s)G
1;0
";" � tG0;0";" � tG2;0";" = 0

(i! � �s)G
2;0
";" � tG1;0";" +�2F

+2;0
#;" = 0

(i! + �s)F
+2;0
#;" + tF+1;0#;" +��

2G
2;0
";" = 0

(i! + �s)F
+1;0
#;" + tF+0;0#;" + tF+2;0#;" = 0

(i! + �s)F
+0;0
#;" + tF+1;0#;" +��

0G
0;0
";" = 0

où �0 est le gap supraconducteur de la couche 0 et �2 celui de la couche 2. De ce système,
on remonte à la fonction de Green anomale de la jonction S/N/S :

F+0;0#;" =
((!2+�2s)j�2j2+(t2+!2+�2s+2t�s)(t2+!2+�2s�2t�s))��0+t4(��2)

(4!2+4�2s+j�2j2+j�0j2+�0��2+�2��0)t4+2(!2��2s)(2!2+2�2s+j�2j
2+j�0j2)t2+(!2+�2s)(!2+�2s+j�2j2)(!2+�2s+j�0j2)

:

Lorsque l�on se trouve dans l�état 0, c�est à dire lorsque �(�)
0 = �

(�)
2 , la fonction de Green

s�écrit :

F+0;00 =
((!2+�2s)(!2+�2s+j�j2)+2t2(!2��2s)+2t4)��

4(!2+�2s+j�j2)t4+4(!2��2s)(!2+�2s+j�j2)t2+(!2+�2s)(!2+�2s+j�j2)
2 (3.33)

en posant �(�)
0 = �(�). Lorsque l�on se trouve dans l�état �, c�est à dire lorsque �(�)

0 =

��(�)
2 , la fonction de Green s�écrit :

F+0;0� =
((!2+�2s)(!2+�2s+j�j2)+2t2(!2��2s))��

4(!2+�2s)t4+4(!2��2s)(!2+�2s+j�j2)t2+(!2+�2s)(!2+�2s+j�j2)
2 (3.34)

en posant �(�)
0 = �(�). A partir de la fonctions (3:33) (ou (3:34)), on peut remonter à la

température critique et au gap supraconducteur de la jonction dans la phase 0 (ou �).
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Température critique dans les phase 0 et �

La di¤érence de température critique dans l�état 0 et dans l�état � s�obtient en combi-
nant les fonctions anomales (3:33) et (3:34) avec la relation d�autocohérence (3:2). Ainsi,
la variation de température critique dans l�état 0 et dans l�état � s�écrivent :

ln
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T 0c
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= T 0c

X
!

Z
d�s

�
F+0;00

�� � 1

(!2+�2s)
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ln
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Z
d�s

�
F+0;0�

�� � 1

(!2+�2s)

�
ce qui donnent comme résultat
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(3.35)
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(3.36)

La variation de température critique dans l�état 0 et � est représentée sur les �gures 3.21
et 3.22 en trait plein. Dans le cas d�un faible couplage intercouche t � Tc0, la variation

de la température critique dans l�état 0 s�écrit T 0c
Tc0

= 1 � 7
8
�(3)
�2

�
t
Tc0

�2
. La variation est

identique pour la température critique dans l�état �. En réalité, la température critique
est plus faible dans l�état � que dans l�état 0. Cette di¤érence ne s�apprécie qu�à l�ordre
supérieur en t. Cela corrobore que l�on ne peut observer que l�état 0. Cette variation quasi
identique s�explique par le fait qu�à faible couplage, les corrélations supraconductrices
entre les deux couches S sont très faibles également.
Dans le cas d�un fort couplage intercouche, t � Tc0, la variation de la température

dans l�état 0 s�écrit T 0c
Tc0

=
�
�e�


2
p
2

1
t=Tc0

�1=3
. La température critique est inversement pro-

portionnelle au couplage intercouche avec une loi de puissance de 1=3. Cette variation
est plus faible que dans le cas de la tricouche S/N/N mais cette di¤érence s�explique par
la présence de deux couches supraconductrices. En revanche, on voit que la température
critique dans l�état � n�est pas dé�nie pour les fort couplages (voir �gure 3.22). A fort
couplage intercouche, la jonction S/N/S doit être considérée comme une couche unique
dans laquelle la notion de phase � perd son sens.

Gap supraconducteur à température nulle pour les phase 0 et �

Pour s�intéresser au gap supraconducteur à température nulle de la jonction dans la
phase 0 et �, il faut utiliser les fonctions (3:33) et (3:34) avec la relation d�autocohérence
(3:2). En e¤ectuant le changement de variable introduit dans la section 2 du chapitre 2, la
relation d�autocohérence donne la variation du gap supraconducteur à température nulle

ln
�
�0

�0

�
=

Z 2�

0

d�

Z 1

0

d�
4�

�
�(�+j�j2)�2t2� cos(2�)+2t4

4t4(�+j�j2)�4t2�(cos2(�)�sin2(�))(�+j�j2)+�(�+j�j2)
2 � 1

�+j�j2

�
(3.37)
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�
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Z 2�

0

d�

Z 1

0

d�
4�

�
�(�+j�j2)�2t2� cos(2�)

4�t4�4t2�(cos2(�)�sin2(�))(�+j�j2)+�(�+j�j2)
2 � 1

�+j�j2

�
: (3.38)

où �s =
p
� cos (�), ! =

p
� sin (�) et �0(�) le gap supraconducteur dans la phase zéro (�).

Le gap supraconducteur à température nulle en fonction du couplage intercouche est re-
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Fig. 3.21: Graphe de T 0c =Tc0 (trait plein) et de �
0=Tc0 (trait pointillé) en fonction de t=Tc0. On

voit que la température critique et le gap supraconducteur décroissent en fonction du couplage
intercouche. Pour t > Tc0, la température critique et le gap supraconducteur sont inversement
proportionnels au couplage intercouche à la puissance 1

3 .
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Fig. 3.22: Graphe de T �c =Tc0 (trait plein) et de �
�=Tc0 (trait pointillé) en fonction de t=Tc0.

Le gap supraconducteur en phase � reste constant quelque soit le couplage intercouche. Pour
t > Tc0, le couplage intercouche et la température critique disparaissent. La notion de phase �
n�est plus pertinente si le couplage intercouche est trop grand.
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Fig. 3.23: Graphe de �0=Tc en fonction de t=Tc0. On voit qu�il existe un plateau pour les fort
couplage intercouche ou le rapport �0=Tc est égal à 2:21.

présenté sur les �gures 3.21 et 3.22. On remarque que la variation du gap supraconducteur
suit la variation de la température critique dans le cas de la jonction dans la phase 0. La
relation de proportionnalité entre le gap et la température critique en fonction de l�e¤et
de proximité est représentée sur la �gure 3.23. On remarque que le coe¢ cient est moins
élevé que pour la tricouche S/N/N. La présence d�une deuxième couche supraconductrice
renforce la supraconductivité à fort couplage intercouche. La relation entre �(0) et Tc
devient alors plus proche que dans le cas S/N/N. Pour la phase �, le gap supraconducteur
reste constant.
On voit que �0 est inférieur à ��. Ce constat est surprenant car on sait que la phase

� est moins stable que la phase 0. Pour de faibles couplages, la di¤érence entre �0et ��

s�écrit :

�0 ���

��
= T

X
!

Z +1

0

�
4t4[!2+�2s��2]

(!2+�2s+�2)
3
(!2+�2n)

�
d�s

qui con�rme qu�à température nulle, �0 < ��. Cette di¤érence est écrite ici dans le
cas général où le spectre des couches métalliques est di¤érent du spectre de la couche
supraconductrice. Si �0 est inférieur à ��, cela ne signi�e pas que la phase � est plus
stable que la phase 0. On voit d�ailleurs que la température critique de la phase 0 est
toujours supérieure à celle de la phase �. Cette di¤érence n�implique pas une changement
radical dans la compréhension de la jonction S/N/S. Elle démontre en outre la relation
complexe entre le gap supraconducteur à température nulle et la température critique.
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Courant Josephson dans les tricouches S/N/S

Courant Josephson à température nulle Pour le calcul direct du courant Josephson,
on aura besoin des fonctions de Green normales intercouches qui s�écrivent :

G1;0";" =
(i!+�s)

2(!2+�2s+j�j2)t+(�2!2�2�2s�j�j2���0�2)t3

(4!2+4�2s+2j�j2+�0��2+�2��0)t4+4(!2��2s)(!2+�2s+j�j
2)t2+(!2+�2s)(!2+�2s+j�j2)

2

et

G0;1";" =
(i!+�s)

2(!2+�2s+j�j2)t+(�2!2�2�2s�j�j2��0��2)t3

(4!2+4�2s+2j�j2+�0��2+�2��0)t4+4(!2��2s)(!2+�2s+j�j
2)t2+(!2+�2s)(!2+�2s+j�j2)

2 :

Le courant Josephson se calcul par la formule

j? = i
2eN2D (0)

~
tT

1P
n=0

Z
d�s
�
G10";" �G01";"

�
: (3.39)

où N2D est la densité d�états électronique en deux dimensions, e est la charge de l�électron
et ~ la constante de Planck normalisée. Ainsi, de la formule (3:39), on peut déterminer le
courant Josephson dans la jonction S/N/S, en posant �0 = j�0j ei�0 et �2 = j�0j e�i�2
où �0(2) est la phase du supraconducteur 0 et 2. Le courant Josephson s�écrit alors :

j? = �4eN2D(0)j�j2t4
~ T

1P
n=0

Z
d�s

�
sin(�)

(4!2+4�2s+2j�j2(1+cos(�)))t4+4(!2��2s)(!2+�2s+j�j2)t2+(!2+�2s)(!2+�2s+j�j2)
2

�
où � = �2��0 est la di¤érence de phase entre le supraconducteur 0 et 2. On peut calculer
le courant critique Josephson dans la jonction S/N/S à température nulle qui s�écrit :

j? = �4ej�j2N2D(0)t4
~

Z
d�

�
sin(�)q

(2t4(2�+��2)+4t2�(�+�2)+�(�+�2)2)(2t4(2�+��2)�4t2�(�+�2)+�(�+�2)2)

�
avec � = (1 + cos (�)). On remarque un terme dépendant de cos (�) qui introduit une
anharmonicité dans la dépendance courant-phase. Proche de la température critique, on
peut considérer que le gap tend vers zéro, et on trouve une dépendance courant-phase
parfaitement harmonique. Le calcul exact du courant Josephson j? met en évidence une
saturation du courant Josephson pour la température nulle.

Courant Josephson à toute température Pour calculer le courant critique Joseph-
son à toutes températures, on calcule l�énergie libre de la jonction S/N/S dans l�état 0 et
l�état � à partir de la formule

Fs �Fn =
Z �(0)

0

 
@
�
1
�

�
@�

�2

!
d�

établit dans la référence [51]. La di¤érence d�énergie, dans le cas de faible couplage t� Tc0,
s�écrit

F� �F0 = 4t4N (0)�2T
X
!

Z +1

0

�
1

(!2+�2n)(!2+�2s+�2)
2

�
d�s

où l�on voit que cette di¤érence est toujours positive ce qui signi�e que l�état � est toujours
moins stable que l�état 0. A partir de cette di¤érence d�énergie, on peut dé�nir le courant
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critique Josephson à partir de la formule établit dans la référence [160], F� �F0 =
�}
e

�
Ic

où e est la charge électronique et ~ la constante de Planck normalisée. Le courant critique
s�écrit dans le cas où �n = �s :

Ic =
4et4N (0)�2T

~
X
!

Z +1

0

�
1

(!2+�2s)(!2+�2s+�2)
2

�
d�s

Si on se place proche de la température critique du supraconducteur, alors � peut être
considérer comme nul et le courant critique est égal à

Ic =
et4N (0)�2

~
93

128

� (5)

T 4c �
4
:

On remarque que le courant Josephson est directement proportionnel au gap supracon-
ducteur au carré. Dans l�approximation utilisée, on remarque que le courant Josephson
est également proportionnel à t4. Cette dépendance est directement reliée à la nature du
courant Josephson. Ce dernier est constitué d�un courant de paire Cooper ici à travers
deux interfaces. De plus, il est inversement proportionnel à la température critique T 4c .

3.3.2 Modélisation de la jonction S/N/.../N/S

Pour trouver les fonctions de Green de Gorkov d�une jonction S/N/.../N/S, on va
utiliser la forme des fonctions de Green (3:3) présentée dans la section précédente. La
résolution du système d�équation de la jonction multicouche va nous permettre d�évaluer le
gap supraconducteur dans l�état 0 et dans l�état � de la première couche supraconductrice
dans le cas d�un faible couplage intercouche. De ce résultat, nous en déduirons l�énergie
libre de la jonction et le courant critique Josephson qui traverse la jonction.
En se plaçant dans le cas d�un faible couplage t� Tc0, la fonction de Green anomale

(3:11) de la première couche supraconductrice s�écrit :

F y0;0#;" =
��L(!2+�2n)

(!2+�2s+�20)(!2+�2s+�2L)

�
t2

!2+�2n

�L
+

��0
(!2+�2s+�20)

� 2��Lj�0j
2(!2+�2n)

(!2+�2s+�20)
2
(!2+�2s+�2L)

�
t2

!2+�2n

�L
en gardant uniquement les termes à l�ordre 2L. Si l�on ne conserve que les termes suscep-
tibles de changer de signe lors de la transition de phase 0� �, alors la fonction de Green
s�écrit :

F y0;0#;" =
��0

(!2+�2s+�20)
+

��L(!2+�2n)(!2+�2s��20)
(!2+�2s+�20)

2
(!2+�2s+�2L)

�
t2

!2+�2n

�L
(3.40)

On constate immédiatement que le terme de couplage intercouche est directement relié au
spectre énergétique du métal. Cela signi�e que l�e¤et de proximité qui se propage dans la
jonction S/N/S multicouche est fortement in�uencé par la forme du spectre électronique

des couches métalliques. Lorsque la jonction est dans la phase 0
�
�
(�)
0 = �

(�)
L

�
, la fonction

(3:40) s�écrit :
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�
!2+�2s�j�0j2

�
(!2+�2s+j�0j2)

3

�
t2

!2+�2n

�L
: (3.41)
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où �0 est le gap supraconducteur lorsque la jonction est dans la phase 0. Dans la phase
�,
�
�
(�)
0 = ��(�)

L

�
, la fonction (3:40) s�écrit :

F y0;0#;" = ��
�

(!2+�2s+j�� j2)
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�
(!2+�2n)(!2+�2s�j�� j2)
(!2+�2s+j�� j2)

3

�
t2

!2+�2n

�L
où �� est le gap supraconducteur lorsque la jonction est dans la phase �. L�équation
d�autocohérence dans la phase 0 et � peuvent s�écrire :
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�
où l�on remarque que le terme de gauche est évalué à température nulle.
Pour un faible couplage intercouche, on peut considérer que la di¤érence entre les

gaps supraconducteurs dans les phases 0 et � est la même à température nulle qu�à
température �nie mais faible. En e¤et, la di¤érence �0 � �� est très petite à faible
couplage comme l�étude de la jonction S/N/S nous l�a précédemment montré. Ici, on
voit que cette di¤érence va évoluer en puissance 2L du couplage intercouche. La relation
directe entre �0 et �� s�écrit :
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(3.42)

où l�on considère � comme le gap supraconducteur moyen �0+��
2

. La di¤érence �0 ���

étant très faible, on peut considérer� comme le gap supraconducteur d�une monocouche S
isolée�0. Ces approximations multiples permettent néanmoins de remonter à la di¤érence
�0 et �� avec une bonne approximation.

Gap supraconducteur dans les phases 0 et �

A partir de l�équation d�autocohérence (3:42), on peut trouver assez simplement la
di¤érence �0 ���, qui s�écrit dans le cas multicouche :

�0 ���

��
= �T

X
!

Z +1

0

�
t2L(!2+�2s��2)

(!2+�2n)
L�1
(!2+�2s+�2)

3

�
d�s: (3.43)

On voit qu�à basse température, cette di¤érence est négative ce qui entraîne que le gap
supraconducteur dans l�état 0 est plus faible que le gap dans l�état �. On remarque
également que cette di¤érence dépend explicitement du nombre de couche, et donc de
l�épaisseur de la jonction S/N/S.
Dans le cas limite ou �n = �s, la di¤érence de gap supraconducteur est égal à

�0 ���

��
= �T 4�(2L�3)

�42L�1�2L�4(L�2)!
22L�3 � 1
22L�3

�
t

T

�2L
(3.44)

ou l�on voit que cette di¤érence est négative à basses températures. Pour passer de la re-
lation (3:43) à la relation (3:44), on e¤ectue une intégration sur les résidus en ne gardant
que les termes de plus haute puissances. Les termes divergents, qui dépendent notamment
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de � vont s�éliminer. Cette di¤érence est négative ce qui signi�e que le gap supraconduc-
teur pour une jonction � est supérieur au gap supraconducteur pour une jonction 0. Ce
résultat est le même que le résultat trouvé pour la jonction S/N/S, dans le cas où L = 2.
De la même manière que pour la multicouche S/N/.../N, nous étudions l�in�uence

d�une di¤érence de spectre électronique sur les propriétés des jonctions S/N/.../N/S. Dans
ce cas, nous allons calculer les contributions d�états proche de la surface de Fermi du
supraconducteur et proche de la surface de Fermi du métal.

Contribution des états proches de la surface de Fermi du supraconducteur On
a un spectre métallique très décalé par rapport au gap supraconducteur. En tenant compte
des conditions (3:29), on pose �n = �E � Tc. La di¤érence des gaps supraconducteurs
(3:43) devient :
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3

�
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et proche de la température critique, on peut faire un développement limité de � et la
di¤érence de gap supraconducteur devient :

�0 ���
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�
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�E

�2L
�E2 (56� (3) �2T 2c � 31�2� (5))

32�4T 4c

On remarque que la di¤érence �0 ��� est positive quelque soit le gap supraconducteur.
Ce qui signi�e que la contribution des états proches de la surface de Fermi du supracon-
ducteur entraîne que le gap supraconducteur dans la phase 0 , �0 est supérieur au gap
supraconducteur dans la phase �, �� proche de la température critique. Cette di¤érence
est fortement atténuée par l�existence de décalage d�énergie entre les spectres supracon-
ducteurs et métalliques. A température nulle, cette di¤érence est nulle.

Contribution des états proches de la surface de Fermi du métal normal En
tenant compte des conditions (3:31), on pose �s = �mn

mS
�E � T . La di¤érence des gaps

supraconducteurs (3:43) devient :
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s�écrit
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�
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dans le cas�� T et t� T . On remarque également qu�à basse température, la di¤érence
�0 � �� est négative dans le cas où mn

mS
�E est plus petit que �. Dans le cas d�un très

grand décalage d�énergie mn

mS
�E � �, alors la di¤érence �0 ��� est toujours positive.

On voit que l�in�uence des états proches de la surface de Fermi du métal peut entraîner
cette inversion dans les gaps supraconducteurs en phase 0 et �.
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Conclusion Il est di¢ cile de comparer les deux dépendances. On remarque surtout que
cette di¤érence est toujours proportionnelle au couplage intercouche t à la puissance 2L.
Comme t � Tc0, il y a une forte décroissance de ces di¤érences avec l�épaisseur de la
jonction. Les deux dépendances décroissent avec la température, plus rapidement si l�on
regarde la contribution proche de la surface de Fermi du métal. Cela signi�e, que cette
contribution détruit plus rapidement les corrélations supraconductrices dans le système.
En revanche, un décalage d�énergie est fatal à la contribution proche de la surface de
Fermi supraconductrice. Cette contribution ne semble limitée que par ce paramètre. En
réalité, pour des décalage d�énergie plus modeste, la température doit réapparaître à côté
de cette échelle d�énergie.

Courant critique dans la jonction S/N/.../N/S

On peut calculer l�énergie libre dans le cas de faible couplage intercouche ce qui donne

F� �F0 = 4t2LN (0)�2T
X
!

Z +1

0

�
1

(!2+�2n)
L�1
(!2+�2s+�2)

2

�
d�s > 0 (3.46)

ou l�on voit que l�énergie libre de l�état � est plus élevée que l�énergie libre dans l�état 0.
Une fois de plus, nous constatons que la phase � ne peut pas apparaître dans la jonction
S/N/.../N/S. Dans le cas où �n = �s, alors la di¤érence d�énergie libre est égale à

F� �F0 =
4�� (0) (2L� 4)!
((L� 2)!)2

�
2(2L�3) � 1

�
�222L�3 (2�)2L�3

� (2L� 3)T 4e�
La
�

En introduisant la longueur de cohérence supraconductrice intercouche �c,

�c =
a

2 ln
�
T
t

�
ou a est la distance intercouche. On a � �! 0 si T �! 1. De plus, on a � �! 1 si
T �! t. Le problème de cette méthode repose sur le fait que nous n�avons pas accès aux
très basse température. Nous sommes limités par le développement limité qui entraîne que
une longueur de cohérence intercouche in�nie pour des température proche de t=kB. Dans
ce cas, cette divergence pourrait être rattrapée en considérant des termes aux ordres
supérieurs. A partir de cette di¤érence d�énergie libre, on peut déterminer le courant
Josephson critique qui est égal à F� � F0 =

�}
e

�
Ic. Le courant critique Josephson s�écrit

alors

Ic =
e

~
4�� (0) (2L� 4)!
((L� 2)!)2

�
2(2L�3) � 1

�
�222L�3 (2�)2L�3

� (2L� 3)T 4e�
x
�

où x = L:a est la distance dans la multicouche. On constate alors une décroissance expo-
nentielle du courant Josephson dans les couches métalliques. Cet e¤et est caractéristique
d�une décroissance de la corrélation supraconductrice dans les milieux métalliques établie
par la théorie de la supraconductivité [20],[178].
On e¤ectue la même étude que précédemment, en considérant des spectres supracon-

ducteur et métallique décalés.
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Cas �s � �n, proche de la surface de Fermi du supraconducteur Ainsi, en tenant
compte des conditions (3:29), la di¤érence des gaps supraconducteurs (3:43) devient :

F� �F0 =
2t2L� (0)�2T

(�E)2L�2

X
!

Z +1

�1

1

(!2+�2s+�2)
2d�s:

et qui s�écrit, dans le cas où l�on considère � négligeable (proche de Tc) :

F� �F0 =
� (0) (�E)2�2

�2T 2
7

4
� (3)

�
t

�E

�2L
On remarque que la di¤érence F� � F0 est toujours positive pour tout décalage �E. Le
courant Josephson critique s�écrit :

Ic =
e

~
� (0) (�E)2�2

�2T 2
7

4
� (3)

�
t

�E

�2L
Dans le cas où le spectre du supraconducteur et du métal normal sont fortement décalés,
on voit que le courant critique est inversement proportionnel à ce décalage. Le courant
Josephson critique est très faible, et dépend des caractéristiques du métal normal. Proche
de la surface de Fermi du supraconducteur, la limitation la plus générale du courant
critique est le décalage d�énergie entre les spectres énergétiques du supraconducteur et du
métal normal.

Cas �n � �s, proche de la surface de Fermi du métal normal Ainsi, en tenant
compte des conditions (3:31), la di¤érence des gaps supraconducteurs (3:43) devient :

F� �F0 =
� (0)�2� (2L� 3)T 4

2L�1�2L�4 (L� 2)!
��

mn

mS
�E

�2
+�2

�2 22L�3 � 122L�3

�
t

T

�2L
:

On remarque que la di¤érence F� � F0 est toujours positive pour tout décalage �E. Le
courant Josephson critique s�écrit :

Ic =
e

~
� (0)�2� (2L� 3)T 4

2L�1�2L�4 (L� 2)!
��

mn

mS
�E

�2
+�2

�2 22L�3 � 122L�3

�
t

T

�2L
:

Le courant critique ne dépend que de la température. La dépendance en température
résulte de l�approximation t� T . En réalité, le courant Josephson sature à température
nulle. La limitation la plus importante, lorsque l�on considère la contribution des états
proches de la surface de Fermi du métal, est la température. Le courant Josephson décroit
en loi de puissance avec la température.

Conclusion Dans le cas que nous venons d�étudier, on voit que les contributions des
états proches de la surface de Fermi du supraconducteur ou du métal normal sont di¤é-
rentes. Il est délicat de déterminer quelle contribution est la plus importante. On peut
supposer que pour un nombre de couches élevé, et dans le cas où la température est
basse, ou pour un décalage énergétique �E trés grand devant t, alors la contribution
la plus élevée est celle des états proches de la surface de Fermi du métal. En revanche,
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pour une température élevée, ou pour un nombre de couches faible, alors la contribution
la plus élevée est celle des états proches de la surface de Fermi du supraconducteur. Le
courant Josephson d�une jonction S/N/.../N/S épaisse dépend explicitement du nombre
de couches métalliques et du décalage énergétique entre le spectre du métal et du supra-
conducteur. On remarque que plus la jonction est épaisse, plus la décroissance du courant
critique avec la température est rapide, comme observé dans la référence [188].

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié la physique des multicouches S/N/.../N et des
jonction S/N/.../N/S épaisses. Grâce à notre modèle, il est possible de remonter aux
fonctions de Green de Gorkov des premières et dernières couches de ces multicouches. La
détermination des fonctions de Green de Gorkov dans ces couches permet de ne négliger
aucun e¤et de cohérence qui pourraient apparaître dans ces multicouches. Elle permettent
de remonter aux densités d�états de la première et de la dernière couche, au courant
Josephson de la jonction S/N/.../N/S et à la température critique des couches S.
Nous avons déterminé les densités d�états dans les bicouches S/N et les tricouches

S/N/N pour di¤érents paramètres intercouches. On remarque plusieurs pics et plateaux
de densités d�états pour des énergies dé�nies dont les caractéristiques di¤érent selon les
paramètres du système. A très fort couplage intercouche, on voit que les pics de densité
d�états disparaissent en faveur de plusieurs plateaux de densité d�états. Ces plateaux
pourraient s�expliquer par la présence d�états d�hybridation entre les couches.
L�annulation de la densité d�états dans les bicouches S/N, lorsqu�un décalage énergé-

tique �E existe entre spectre électronique S et N s�avère assez attendu. Néanmoins, si
cette annulation est logique à faible couplage, la présence de plateaux de densités d�états
à très fort couplage suscite des interrogations. Il pourrait être la preuve indirecte de
l�existence de niveaux hybridés dans les bicouches S/N. L�étude des multicouches S/N
à fort couplage intercouche devrait con�rmer l�existence de telle hybridation de niveaux
énergétiques.
L�étude à faible couplage des densités d�états dans les multicouche S/N/.../N assure

que les corrélations supraconductrices sont très faiblement transmises dans la dernière
couche métallique. On remarque que les contributions à proximité de la surface de Fermi
du supraconducteur et du métal normal donnent des résultats similaires dépendant de la
di¤érence de masse e¤ective entre la couche S et les couches N. La contribution des états
autour de la surface de Fermi de S est plus importante si mn > ms et inversement si
mn < ms.
En�n, nous étudions le courant Josephson au sein d�une tricouche S/N/S. Nous met-

tons en évidence que le gap supraconducteurs lorsque la jonction est dans l�état 0 est
plus faible que lorsque la jonction est dans l�état �. Cette di¤érence n�est pas intuitive
car la phase � est moins stable que la phase 0. Cette di¤érence ne permet cependant pas
de contester la stabilité de la phase 0. L�énergie libre de la jonction 0 est bien inférieure
à celle de la jonction �. En calculant le courant critique Josephson dans les jonctions
S/N/.../N/S, on remarque que les propriétés de la jonction sont gouvernées par les pro-
priétés du métal pour un nombre de couche métallique très élevé. Le calcul du courant
critique Josephson tend à suivre les observations expérimentales de la référence [188] .
Néanmoins, une étude à fort couplage des caractéristiques des multicouches devrait nous
en apprendre plus sur la transmission des corrélations supraconductrices au sein des mul-
ticouches S/N/.../N et des jonctions S/N/.../N/S.
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Conclusion générale

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à divers aspects de l�e¤et de proximité
entre un supraconducteur, un métal normal et un métal ferromagnétique. Nous avons
étudié en détail l�in�uence de la forme des spectres électroniques sur les propriétés des
tricouches F/S/F et S/F/S. Puis nous nous sommes penchés sur l�étude de l�e¤et para-
magnétique sur les propriétés des bicouches S/N fortement couplées. En�n, nous avons
étudié les densités d�états, le courant Josephson et les propriétés dans les multicouches
S/N et les jonctions S/N/S épaisses avec le formalisme de Gorkov.
Dans le premier chapitre, nous nous sommes concentrés sur l�in�uence d�une di¤é-

rence de spectre électronique sur l�e¤et de proximité S/F dans les tricouches F/S/F et les
jonctions S/F/S. Pour les tricouches F/S/F nous avons d�abord étudié l�in�uence d�un
couplage intercouche dépendant du spin sur l�e¤et de vanne de spin. Nous avons démontré
que cette di¤érence in�ue sur les écarts de températures critiques parallèle et antiparallèle
T Pc �TAPc , mais ne permet pas d�expliquer l�inversion de l�e¤et vanne de spin. Pour expli-
quer l�inversion de l�e¤et de vanne de spin, il a été nécessaire d�introduire l�inversion d�un
spectre électronique. On obtient alors un ferromagnétique de type "presque" demi-métal.
Le spectre électronique d�une des orientations de spin est inversé par rapport à l�autre.
Les spectres étudiés peuvent s�écrire �" = ���s +g�E et �# = �s +�E où les électron "
ont une relation de dispersion type trou. Ce type de matériaux a été synthétisé récemment
dans les matériaux CuCr2Se4 [103]. Ces matériaux pourraient avoir des applications inté-
ressantes en spintronique [189]. L�obtention de ces matériaux peut s�expliquer par un fort
décalage Zeeman dû à un fort champ d�échange. L�e¤et de vanne de spin inverse est for-
tement sensible aux décalages d�énergie entre les spectres des couches S et F. Il disparaît
si les décalages d�énergie sont plus important que 2� où � est le gap supraconducteur de
la couche S. L�e¤et de vanne de spin est donc très dépendant des propriétés intrinsèques
des matériaux.
Ces décalages d�énergie et l�anisotropie des surfaces de Fermi ont une in�uence sur la

transition de phase 0�� dans les jonctions S/F/S. Caractérisée par une di¤érence de signe
entre les gaps supraconducteurs des couches S, la phase � est très sensible à l�existence
de décalages énergétiques �E, entre les spectres électroniques des couches S et F. Si le
décalage énergétique �E est supérieur au champ d�échange h de la couche F, �E > h,
alors il est impossible d�observer une phase � dans la jonction S/F/S. L�anisotropie des
surfaces de Fermi peut également jouer un rôle de limitation dans l�observation de la
phase �;en �xant une contrainte topologique à son observation. Ces contraintes peuvent
expliquer l�impossibilité d�observer la phase � dans les ruthénocuprates [115].
Ainsi, nous avons démontré que la compréhension de l�e¤et de proximité S/F dépend

des propriétés intrinsèques des matériaux comme le spectre électronique et l�anisotropie
des surfaces de Fermi. Ces paramètres peuvent alors conditionner les propriétés des hété-
rostructures S/F. La mise en évidence du spectre d�un "presque" demi métal sur l�e¤et de
vanne de spin est un exemple de cette in�uence. A l�interface supraconducteur/"presque"
demi-métal , il reste à comprendre les conséquences de cette inversion de spectre sur les
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ré�exions d�Andreev. Nous espérons que ce travail motivera des expériences autour de ces
problématiques.
Dans le second chapitre, nous avons établi l�existence d�une phase supraconductrice à

fort champ magnétique dans les bicouches S/N. L�étude de l�e¤et paramagnétique combiné
à l�e¤et de proximité dans les bicouches S/N nous a permis de démontrer la possibilité de
repousser la limite paramagnétique usuelle dans des matériaux hybrides.
L�existence de la phase de supraconductivité ré-entrante a été observée dans URhGe

[190] dans lequel observe une phase supraconductrice induite par champ magnétique plus
stable que la phase supraconductrice à champ nul. Le mécanisme exact à l�origine de cette
phase supraconductrice induite par champ magnétique n�est pas encore connu. Il pourrait
s�agir d�une signature de la supraconductivité avec une appariement triplet des électrons
composant la paire de Cooper. Cette phase de ré-entrance a également été observée dans
le supraconducteur organique �� (BETS)2 FeCl4 [134]. Dans ce composé, la ré-entrance
de la supraconductivité à fort champ magnétique est due à une compensation du champ
externe par le champ d�échange crée par les moments magnétiques des ions Fe3+ (e¤et
Jacobino-Peter). La simplicité du processus de compensation de l�e¤et paramagnétique
dans la bicouche laisse penser que ce rehaussement devrait également s�observer dans les
grains supraconducteur faiblement couplés.
De plus l�étude du désordre sur la stabilité de telle phase nous a permis de constater la

di¢ culté que va représenter l�observation de cet e¤et sur les bicouches usuelles. Dans les
bicouches S/S, le taux d�impuretés au delà duquel on n�oberve plus de phase induite par
champ est ��1 ' �0=4 pour un couplage intercouche t = �0. Par conséquent l�observation
de cette phase nécessite des échantillons encore plus purs que pour observer la phase
FFLO qui disparaît pour un taux d�impureté � supérieur à �0 [146]. De plus, l�autre
di¢ culté est d�établir un système dans lequel il est possible de changer facilement le
couplage intercouche. Cette possibilité est très attendue car elle permettrait de changer
complétement les propriétés des bicouches S/N et par exemple de contrôler l�existence de
cette poche de supraconductivité à fort champ magnétique.
Cette étude ouvre une voie dans la recherche de supraconducteurs, où de structures,

encore plus résistants aux champs magnétiques. Le champ magnétique, comme le cou-
rant, s�oppose à l�établissement de la supraconductivité. Il est possible que cet e¤et ait
de nombreuses applications technologiques dans le domaine de l�électronique à l�échelle
atomique.
En�n, dans le dernier chapitre, l�étude des multicouches S/N/.../N et des jonctions

Josephson S/N/.../N/S épaisses grâce au formalisme de Gorkov a permis d�étudier les cor-
rélations supraconductrices dans les multicouches. Nous trouvons ainsi la solution exacte
du système d�équation de Gorkov qui décrit les propriétés et l�e¤et de proximité dans les
multicouches.
Dans les multicouches S/N/.../N, les propriétés des multicouches sont fortement in-

�uencées par le décalage relatif des spectres S et N. Ces corrélations sont fortement at-
ténuées dans la multicouche S/N/.../N. Les propriétés de la couche S sont fortement
dépendantes des décalages d�énergie �E et du nombre total de couche L. La relation
entre �(0) et Tc est fortement dépendante du nombre de couche L ce qui implique que
l�épaisseur de la couche de métal in�uence les propriétés de la couche supraconductrice.
En cas de décalage énergétique, on voit que la couche supraconductrice contribue

plus au transport des corrélations supraconductrices si la masse e¤ective de l�électron
dans le métal mn est supérieure à celle dans le supraconducteur ms. Ce transport des
corrélations supraconductrices est gouverné par le métal si l�on se place la situation inverse.
On remarque les relations complexes entre les propriétés de la multicouche S/N/.../N et
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les propriétés des couches S et N.
Dans la jonction S/N/.../N/S, on a démontré que le gap supraconducteur à T = 0 est

plus important dans la phase � que dans la phase 0. Cette di¤érence interpelle car elle
suppose que la phase � est plus stable que la phase 0. Cette di¤érence très faible décroit
avec le nombre de couche L.
Le calcul de l�énergie libre de la jonction S/N/.../N/S con�rme que la phase � reste

moins stable que la phase 0. En revanche, le courant Josephson critique Ic est très dépen-
dant des contributions des états proches des surfaces de Fermi de S et N . Il est di¢ cile de
déterminer quelle contribution est la plus importante. La contribution proche de la sur-
face de Fermi de S est plus sensibles aux décalages énergétiques alors que la contribution
proche de la surface de Fermi de S dépend plus fortement de la température. En revanche,
les deux dépendent du nombre de couche L composant la multicouche.
Très présentes dans la recherche pour leurs possibles applications aux systèmes quan-

tiques de demain, la compréhension de la dynamiques des multicouches est un enjeux
important. Notre travail ouvre la voie à la compréhension des propriétés globales des mul-
ticouches en tenant compte des e¤ets intrinsèques de chaque couche. Ainsi, notre étude
est une introduction à la compréhension des paramètres intrinsèques, comme le déca-
lage d�énergie entre spectre électronique, sur les propriétés des multicouches. Ces travaux
pourront trouver des applications dans l�électronique à l�échelle atomique.
Le chapitre 1 et 2 de ces travaux ont fait l�objet de deux publications qui sont :
X. Montiel, D. Gusakova, M. Daumens and A. I. Buzdin, Proximity e¤ect in atomic-

scaled hybrid superconductor/ferromagnet structures : Crucial role of electron spectra.
Europhys. Lett. 89, 67002 (2009).
et
X. Montiel and A. I. Buzdin, Field-induced superconducting phase in superconductor�

normal metal and superconductor-superconductor bilayers. Phys. Rev. B 84, 054518 (2011)
.
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Annexe A

Fonctions de Green de Gorkov dans
les multicouches S/N/.../N et les
jonctions S/N.../N/S

Le but de cette annexe est de détailler les calculs des fonctions de Green dans les
multicouches S/N/.../N et les jonctions S/N/.../N/S.

Conditions de propagation

Cette condition de propagation intervient de la même manière sur les systèmes mul-
ticouches S/N/.../N et S/N/.../N/S. Elle rend possible la résolution exacte du système
d�équation comprenant les couches métalliques. A partir des équations générale des mul-
ticouches (3:3), on écrit les équations des fonctions de Green d�une couche métallique
arbitraire (qui ne peut pas être la dernière couche), et qui s�écrit :(

(i! � �n)G
n;m
";" � tGn�1;L";" � tGn+1;m";" = 0

(i! + �n)F
yn;m
#;" � tF yn�1;m#;" � tF yn+1;m#;" = 0

: (A.1)

Pour résoudre le système (A:1), on utilise la forme des fonctions de Gorkov données
en (3:3) ce qui revient à écrire (A:1) comme�

(i! � �n � 2t cosh (q)) (A+Be2qn) = 0
(i! + �n + 2t cosh (eq)) �C +De2eqn� = 0 : (A.2)

qui nous permet de trouver la condition de propagation, qui relie les vecteurs d�ondes aux
spectres d�énergies :

cosh (q) =
(i! � �n)

2t
(A.3)

cosh (eq) = �(i! + �n)

2t
(A.4)

où l�on peut constater que eq = q�.
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De plus, à partir des relations (A:3) et (A:4), on a :

eeq = �� i!+�n
2t

�
+

p
(i!+�n)

2�4t2
2t

e�eq = �� i!+�n
2t

�
�
p
(i!+�n)

2�4t2
2t

eq =
�
i!��n
2t

�
+

p
(i!��n)2�4t2

2t

e�q =
�
i!��n
2t

�
�
p
(i!��n)2�4t2

2t

(A.5)

qui permettent de remonter à la forme explicite des fonctions de Green.

Fonction de Gorkov dans la multicouche S/N/.../N

On étudie le système S/N/.../N où la couche S porte l�indice n = 0 et les couches
métalliques portent les indices n = 1 à n = L (voir �gure 3.1 a)). A�n de déterminer la
densité d�états de la dernière couche métallique, portant l�indice L, on doit déterminer la
fonction de Green GL;L";" . Si on s�intéresse alors aux équations de Gorkov dans la couche
métallique indexée n = L, alors on trouve(

(i! � �n)G
L;L
";" � tGL�1;L";" = 1

(i! + �n)F
yL;L
#;" + tF yL�1;L#;" = 0

: (A.6)

dans lequel on injecte les fonctions de la forme (3:3), pour pouvoir écrire dans ce cas les
constantes B et D en fonction des constantes A et C. Ainsi, les fonctions de Green de
Gorkov par rapport à la couche métallique d�indice L de la multicouche S/N s�écrivent :

Gn;L";" = A
�
eqn � e2qLe�q(n�2)

�
+

eq(L�n)

(i! � �n � teq)
(A.7)

et

F yn;L#;" = C
�
eeqn � e2eqLe�eq(n�2)� : (A.8)

Pour trouver les fonctions de Green, il su¢ t désormais de trouver les constantes A et C.
De plus, à partir des fonctions (A:7) et (A:8), on peut trouver toutes les fonctions de
Green calculées tant que le deuxième indice reste égal à L.
On établit alors le système d�équation de Gorkov de la couche S (n = 0) qui s�écrit :(

(i! � �n)G
0;L
";" � tG1;L";" +�0F

y0;L
#;" = 0

(i! + �n)F
y0;L
#;" + tF y1;L#;" +��

0G
0;L
";" = 0

:

et pour la couche métallique d�indice (n = 1)(
(i! � �n)G

1;L
";" � tG0;L";" � tG2;L";" = 0

(i! + �n)F
y1;L
#;" + tF y0;L#;" + tF y2;L#;" = 0

:

La synthèse des deux derniers systèmes, en intégrant les conditions de propagations (A:7)
et (A:8), le système devient :8>>><>>>:

(i! � �s)G
0;L
";" + 2tAe

q(L+1) sinh (qL) + �0F
y0;L
#;" = eqL

(i! + �s)F
y0;L
#;" � 2tCeeq(L+1) sinh (eqL) + ��

0G
0;L
";" = 0

2tAeq(L+1) sinh (q (L+ 1))� tG0;L";" = eq(L+1)

�2tCeeq(L+1) sinh (eq (L+ 1)) + tF y0;L#;" = 0
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Dont la solution est

A = 1
2

eaL+1(eq(L+1)(!2+�2s+j�0j2)�teqL(i!+�s ))+teaL(teqL+(i!��s)eq(L+1))
teq(L+1)(t2aLeaL�t[(i!��s )eaLaL+1�(i!+�s)aLeaL+1]+(!2+�2s+j�0j2)aL+1eaL+1)

C = �1
2

��0a1

eeq(L+1)(t2aLeaL�t[(i!��s )eaLaL+1�(i!+�s)aLeaL+1]+(!2+�2s+j�0j2)aL+1eaL+1)
G0;L";" =

sinh(q)((i!+�s)eaL+1�teaL)
t2aLeaL�t[(i!��s )eaLaL+1�(i!+�s)aLeaL+1]+(!2+�2s+j�0j2)aL+1eaL+1

F y0;L#;" = � ��0a1eaL+1
t2aLeaL�t[(i!��s )eaLaL+1�(i!+�s)aLeaL+1]+(!2+�2s+j�0j2)aL+1eaL+1

où on pose an = sinh (qn) et ean = sinh (eqn). Ainsi, les fonctions de Green s�écrivent :
Gn;L";" = 1

2

[eaL+1(eq(L+1)(!2+�2s+j�0j2)�teqL(i!+�s ))+teaL(teqL+(i!��s)eq(L+1))](eqn�e2qLe�q(n�2))
teq(L+1)(t2aLeaL�t[(i!��s )eaLaL+1�(i!+�s)aLeaL+1]+(!2+�2s+j�0j2)aLeaL+1) + eq(L�n)

(i!��n�teq)

F yn;L#;" = �1
2

��0a1(eeqn�e2eqLe�eq(n�2))
eeq(L+1)(t2aLeaL�t[(i!��s )aL+1eaL�(i!+�s)aLeaL+1]+(!2+�2s+j�0j2)aL+1eaL+1)

Si n = L alors la fonction de Green de la couche L s�écrit :

GL;L";" =
t2aL�1eaL�t[(i!��s )aLeaL�(i!+�s )aL�1eaL+1]+(!2+�2s+j�0j2)aLeaL+1
t(t2aLeaL�t[(i!��s )aL+1eaL�(i!+�s)aLeaL+1]+(!2+�2s+j�0j2)aL+1eaL+1)

F yL;L#;" =
��0a1ea1

(t2aLeaL�t[(i!��s )aL+1eaL�(i!+�s)aLeaL+1]+(!2+�2s+j�0j2)aL+1eaL+1)
Pour déterminer les fonctions de Green dans la couche supraconductrice, les fonctions

de Green se simpli�ent comme suit :

Gn;0";" = A
�
eqn � e2qLe�q(n�2)

�
F yn;0#;" = C

�
eeqn � e2eqLe�eq(n�2)�

et le système d�équation s�écrit8>>><>>>:
(i! � �s)G

0;0
";" � tG1;0";" +�0F

y0;0
#;" = 1

(i! + �s)F
y0;0
#;" + tF y1;0#;" +��

0G
0;0
";" = 0

(i! � �n)G
1;0
";" � tG0;0";" � tG2;0";" = 0

(i! + �n)F
y1;0
#;" + tF y0;0#;" + tF y2;0#;" = 0

et se transforme, en injectant les relations de propagations (A:7) et (A:8) comme :8>>><>>>:
(i! � �s)G

0;0
";" + 2tAe

q(L+1) sinh (qL) + �0F
y0;0
#;" = 1

(i! + �s)F
y0;0
#;" � 2tCeeq(L+1) sinh (eqL) + ��

0G
0;0
";" = 0

2tAeq(L+1) sinh (q (L+ 1))� tG0;0";" = 0

2tCeeq(L+1) sinh (eq (L+ 1)) + tF y0;0#;" = 0

et ainsi, la fonction de Green dans la couche supraconductrice s�écrit

F y0;0#;" =
��0aL+1eaL+1

(!2+�2s+j�0j2)aL+1eaL+1�t[(i!��s )aL+1eaL�(i!+�s)aLeaL+1]+t2aLeaL
G0;0";" = �aL+1[(i!+�s)eaL+1+teaL]

(!2+�2s+j�0j2)aL+1eaL+1�t[(i!��s )aL+1eaL�(i!+�s)aLeaL+1]+t2aLeaL
.
A partir de la fonction de Green (3:5), il est théoriquement possible de remonter

aux propriétés de la couche S en fonction du nombre total de couche L présent dans la
multicouche.
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Fonctions de Gorkov dans la jonction S/N/.../N/S

Dans le système S/N/.../N/S, les couches supraconductrices portent les indices n = 0
et n = L alors que les couches métalliques portent tous les indices compris entre n = 1
et n = L� 1. Pour établir le système d�équation de Gorkov qui correspond à la jonction
S/N/.../N/S, on e¤ectue les mêmes étapes que celle présentées dans la section précédente.
On doit établir les équations dans les couches d�indice n = 0, n = 1, n = L� 1 et n = L
(voir �gure 3.1 b)). Ainsi, pour déterminer les fonctions de Green normale et anomale
dans la couche supraconductrice d�indice n = L, le système d�équation s�écrit :8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

(i! � �s)G
0;L
";" � tG1;L";" +�

�
0F

y0;L
#;" = 0

(i! + �s)F
y0;L
#;" + tF y1;L#;" +�0G

0;L
";" = 0

(i! � �n)G
1;L
";" � tG2;L";" � tG0;L";" = 0

(i! + �n)F
y1;L
#;" + tF y2;L#;" + tF y0;L#;" = 0

(i! � �n)G
L�1;L
";" � tGL�2;L";" � tGL;L";" = 0

(i! + �n)F
yL�1;L
#;" + tF yL�2;L#;" + tF yL;L#;" = 0

(i! � �s)G
L;L
";" � tGL�1;L";" +��

LF
yL;L
#;" � 1 = 0

(i! + �s)F
yL;L
#;" + tF yL�1;L#;" +�LG

L;L
";" = 0

avec

"
cosh q = (i!��n)

2t

cosh eq = � (i!+�n)
2t

#

où on voit que eq = q�. Ainsi le système d�équation s�écrit8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

(i! � �s)G
0;L
";" � t (Aeq +Be�q) + ��

0F
y0;L
#;" = 0

(i! + �s)F
y0;L
#;" + t

�
Ceeq +De�eq�+�0G

0;L
";" = 0

A+B �G0;L";" = 0

C +D � tF y0;L#;" = 0

AeqL +Be�qL �GL;L";" = 0

CeeqL +De�eqL � F yL;L#;" = 0

(i! � �s)G
L;L
";" � t

�
Ae(L�1)q +Be�(L�1)q

�
+��

LF
yL;L
#;" � 1 = 0

(i! + �s)F
yL;L
#;" + t

�
Ceeq(L�1) +De�eq(L�1)�+�LG

0;L
";" = 0

(A.9)

La solution du système (A:9) s�écrivent :

GL;L";" =
�t3SL�2L�1�t2[e!�SL�2L +2e!SL�1L�1]�t[S

L�1
L (je!j2+
20)+e!2SLL�1]�e!
20SLL

t4SL�2L�2+2t
3XL�1

L�2+t
2
h
(2je!j2+
20+
2L)SL�1L�1+2�0�LS

1
1+e!�2SLL�2+e!2SLL�2i+t(
20+
2L)XL

L�1+S
L
L


2
L


2
0

F yL;L#;" =
t2��0S

1
1+�

�
Lf
20SLL+t2SL�1L �te!�SLL�1�te!SLL�1g

t4SL�2L�2+2t
3XL�1

L�2+t
2
h
(2je!j2+
20+
2L)SL�1L�1+2�0�LS

1
1+e!�2SLL�2+e!2SLL�2i+t(
20+
2L)XL

L�1+S
L
L


2
L


2
0

G0;L";" =
�t3SL�21 �2t2e!SL�11 �t[SL1 e!2+��0��2S1L]

t4SL�2L�2+2t
3XL�1

L�2+t
2
h
(2je!j2+
20+
2L)SL�1L�1+2�0�LS

1
1+e!�2SLL�2+e!2SLL�2i+t(
20+
2L)XL

L�1+S
L
L


2
L


2
0

F y0;L#;" =
t2[��0S

L�1
1 +��2S

1
L�1]+t��0SL1 e!�t��2e!�S1L

t4SL�2L�2+2t
3XL�1

L�2+t
2
h
(2je!j2+
20+
2L)SL�1L�1+2�0�LS

1
1+e!�2SLL�2+e!2SLL�2i+t(
20+
2L)XL

L�1+S
L
L


2
L


2
0

A =
�t3e�qeaL�2+t2[2e!eq�e!�e�eq]eaL�1+t[���2��0e�qLea1+e�qeaLe!2+(�2s�!2)e�eq(L�1)+je!j2eeq(L�1)eaL�1�
20eaL�1]+eaLe!
20

2
h
t4SL�2L�2+2t

3XL�1
L�2+t

2
h
(2je!j2+
20+
2L)SL�1L�1+2�0�LS

1
1+e!�2SLL�2+e!2SLL�2i+t(
20+
2L)XL

L�1+S
L
L


2
L


2
0

i
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B =
�t3e�qeaL�2�t2[2e!e�q�e!�eeq]eaL�1+t[���2��0eqLea1+eqeaLe!2+(�2s�!2)eeq(L�1)+je!j2e�eq(L�1)eaL�1�
20eaL�1]�eaLe!
20

2
h
t4SL�2L�2+2t

3XL�1
L�2+t

2
h
(2je!j2+
20+
2L)SL�1L�1+2�0�LS

1
1+e!�2SLL�2+e!2SLL�2i+t(
20+
2L)XL

L�1+S
L
L


2
L


2
0

i

C =
�t2(��2e�eqaL�1+��0e�eq(L�1)a1)+t[���0e!e�Leqa1+��2e!�e�eqaL+e!��2aL�1]���2aL
20

2
h
t4SL�2L�2+2t

3XL�1
L�2+t

2
h
(2je!j2+
20+
2L)SL�1L�1+2�0�LS

1
1+e!�2SLL�2+e!2SLL�2i+t(
20+
2L)XL

L�1+S
L
L


2
L


2
0

i

D =
�t2(��2e�eqaL�1+��0e�eq(L�1)a1)+t[��0e!�e�Leqa1���2e!�eeqaL�e!��2aL�1]+��2aL
20

2
h
t4SL�2L�2+2t

3XL�1
L�2+t

2
h
(2je!j2+
20+
2L)SL�1L�1+2�0�LS

1
1+e!�2SLL�2+e!2SLL�2i+t(
20+
2L)XL

L�1+S
L
L


2
L


2
0

i
où on pose an = sinh (qn) et ean = sinh (eqn), SMN = eaMaN , e! = i! + �s, e!� = �i! + �s =
� (i! � �s), 


2
0 = je!j2 + �2

0, 

2
L = je!j2 + �2

L et X
N
M = e!SNM + e!�SMN . De la même

manière, on peut remonter aux fonctions de Green normale et anomale de la première
couche supraconductrice qui s�écrivent :

G0;0";" =
�t3SL�2L�1�t2[e!�SL�2L +2e!SL�1L�1]�t[S

L�1
L (je!j2+
2L)+e!2SLL�1]�e!
2LSLL

t4SL�2L�2+2t
3XL�1

L�2+t
2
h
(2je!j2+
20+
2L)SL�1L�1+2�0�LS

1
1+e!�2SLL�2+e!2SLL�2i+t(
20+
2L)XL

L�1+S
L
L


2
L


2
0

F y0;0#;" =
t2��LS

1
1+�

�
0f
2LSLL+t2SL�1L �te!�SLL�1�te!SLL�1g

t4SL�2L�2+2t
3XL�1

L�2+t
2
h
(2je!j2+
20+
2L)SL�1L�1+2�0�LS

1
1+e!�2SLL�2+e!2SLL�2i+t(
20+
2L)XL

L�1+S
L
L


2
L


2
0

avec an = sinh (qn) et ean = sinh (eqn).
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