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INTRODUCTION

Le théoréme de Schneider-Lang est un critére classique de transcendance
pour les nombres complexes, datant des années 1950. Il affirme que des
fonctions méromorphes sur C, algébriquement indépendantes, ne croissant pas
plus vite en l'infini que ’exponentielle d’un polynoéme, et vérifiant une équation
différentielle polynomiale & coefficients dans un corps de nombres, ne peuvent
prendre simultanément des valeurs algébriques qu’en un nombre fini de points.
Ce théoreme implique directement les théorémes de Hermite-Lindemann et de
Gelfond-Schneider, et donc en particulier la transcendance de e, de 7, de e”.

La premiére version de ce critére a été démontrée par T. Schneider dans son
livre [Schneider, 1957], tout d’abord sous la forme d’un énoncé aux hypothéses
plus techniques et sans équation différentielle (théoréme 12 page 49) puis
presque sous la forme maintenant habituelle (théoréme 13 page 55). L’énoncé
sous ses hypothéses classiques est di & S. Lang ([Lang, 1962], théoréme 3
et |Lang, 1966]). Une démonstration trés claire du résultat avec une borne
optimale sur le nombre de points et des remarques supplémentaires sont
exposées dans [Waldschmidt, 1974] (théoréme 3.3.1). Voici I’énoncé précis de
ce critére, avec les hypothése dues a S. Lang et la borne due & M. Waldschmidt.

Théoreme A (Schneider-Lang). — Soit K un corps de nombres, et soient
fi,. .., fn des fonctions méromorphes sur C d’ordre fini, inférieur a p. Suppo-
sons que le degré de transcendance du corps K(fi,..., fn) sur K soit supérieur
ou égal a 2, et que Uanneau K|[f1,..., fn] soit stable par la dérivation %.

Soit W l’ensemble des points w de C qui ne sont pas des poles des fonctions
fis.-oy fn et tels que, pour tout 1 <i < n, fi(w) € K.

Alors W est fini, et plus précisément :

Card(W) <

ot r =degtryg K(fi,..., fn)-
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Rappelons que l'on dit qu’une fonction f entiére sur C est d’ordre inférieur
4 p, pour p un nombre réel strictement positif, s’il existe des nombres réels
positifs A, B tels que, pour tout z € C,

f(2)] < AP

Une fonction méromorphe sur C est d’ordre inférieur a p si elle peut s’écrire
comme le quotient de deux fonctions holomorphes d’ordre inférieur & p.

La démonstration de ce critére procéde d’un raisonnement désormais clas-
sique en théorie des nombres transcendants. Elle consiste & construire une fonc-

tion auxiliaire, sous la forme d’un polyndéme non nul en les fonctions f1,..., fu,
de degré D donné, qui s’annule & un grand ordre en des points wi, ..., w;, en
lesquels les fonctions fi,..., f, prennent toutes des valeurs dans le corps de

nombres. Un lemme de Siegel permet de construire un tel polyndéme dont les
coefficients sont entiers et de taille controlée. On s’intéresse & la plus petite
dérivée de cette fonction auxiliaire qui ne soit pas nulle en tous les points
W1, ..., Wm, et & sa valeur non nulle v en 'un de ces points. On majore la
valeur absolue de v grace au lemme de Schwarz en analyse complexe. D’autre
part, on la minore en utilisant que la norme d’un entier algébrique est plus
grande que 1. Lorsque 'on fait tendre le degré D du polynéme auxiliaire vers
I'infini, ces deux inégalités fournissent la majoration souhaitée du nombre m
de points.
Voici I’énoncé du lemme de Schwarz qui sert dans cette démonstration.

Théoréeme (Lemme de Schwarz). — Soit k un nombre entier naturel et
soit f une fonction holomorphe sur C s’annulant a ’ordre au moins k en
0. Alors, pour tous nombres réels r et R tels que 0 < r < R,

r\k
lrglzi}ﬁ\f(zﬂ < <E) gﬁﬁ”(z)‘a

1

B Y0) < B max o)

|z|=R

Il se démontre en appliquant le principe du maximum & la fonction holo-
morphe z — % sur le disque de rayon R.

Voici une reformulation « géométrique » du théoréme de Schneider-Lang
équivalente a l’énoncé classique. Soit f = (f1,..., fn), OU f1,..., fn sont des
fonctions méromorphes sur C, d’ordre fini. On peut reformuler I’hypothése
de stabilité par dérivation de 'anneau K|[fi,..., fu], et celle sur le degré de
transcendance de K(f1,..., fn) en les deux hypothéses suivantes sur I'image
de f : I'image de f est une feuille d’un feuilletage sur C™ algébrique sur K et
son adhérence de Zariski est de dimension au moins 2.
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Des travaux de C. Gasbarri [Gasbarri, 2010] donnent des généralisations de
cet énoncé géométrique du théoréme de Schneider-Lang, en utilisant la méthode
des pentes inventée par J.-B. Bost pour formuler de fagon géométrique les
meéthodes de transcendance (voir [Bost, 1996; Chambert-Loir, 2002; Bost, 2001,
2006]). On peut facilement remplacer 'espace d’arrivée C™ par une variété
algébrique projective quelconque X définie sur le corps de nombres K.

Dans la démonstration, I’hypothése d’équation différentielle ne sert que pour
donner des estimées de nature arithmétique sur les valeurs (algébriques) prises
par la fonction auxiliaire en les points étudiés. Cette hypothése d’équation
différentielle globale donne un énoncé simple et élégant, admettant de nom-
breux corollaires, mais n’est pas une hypothése nécessaire. D’ailleurs, le pre-
mier énoncé de ce type, démontré par Schneider dans [Schneider, 1949], ne
contenait pas cette hypothése, mais des hypothéses plus générales, assez tech-
niques, portant sur les dénominateurs des séries de Taylor des fonctions au
voisinage des points étudiés.

Soit maintenant p un nombre premier, notons C,, le complété de la cloture
algébrique de Q,. L’analogue p-adique « naturel » du théoréme de Schneider-
Lang, c’est-a-dire un énoncé portant sur des fonctions méromorphes non plus
sur C, mais sur C,, et vérifiant les mémes hypothéses, est également vrai.
La démonstration s’adapte sans difficulté au cas p-adique. Néanmoins, un tel
énoncé n’a, a notre connaissance, aucune application; il ne peut notamment
pas étre appliqué a la fonction exponentielle, puisque son rayon de convergence
p-adique est fini. Dans cette thése, nous généralisons ce théoréme dans le
but, pas encore atteint, d’obtenir des applications en transcendance p-adique.
Nous signalons que, dans le cas p-adique, il existe des énoncés de nature
différente des notres, ayant des applications a la transcendance p-adique. Ainsi,
W. Adams démontre dans [Adams, 1966] un analogue p-adique du théoréme
de Schneider-Lang sur un disque, qui implique en particulier I'analogue p-
adique du théoréme de Gelfond-Schneider, établi par K. Mahler [Mahler,
1935|. D. Bertrand redémontre ’analogue p-adique du théoréme de Gelfond-
Schneider dans |Bertrand, 1974|. Dans [Bertrand, 1977al, il démontre un critére
de nature locale dont on peut déduire les analogues p-adiques des résultats de
T. Schneider (voir [Schneider, 1957]) sur les fonctions elliptiques de Weierstraf.

Comme ceux de C. Gasbarri dans le cas complexe, les résultats établis dans
cette thése concernent des germes formels de courbes définis au voisinage des
points étudiés et supposent une hypothése de nature « arakelovienne » : on
dit qu'un tel sous-schéma formel est a-arithmétique si la partie finie de la
hauteur d’un morphisme d’évaluation aux points considérés qui lui est associé
vérifie une certaine majoration (voir le paragraphe 3.2 pour la définition des
morphismes d’évaluation, et le paragraphe 3.4 pour la définition de sous-schéma
formel a-arithmétique). Le paramétre a est un nombre réel positif; plus il
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est petit, plus la condition est forte. Dans le cas d’une équation différentielle
polynomiale, c’est-a-dire d’un feuilletage algébrique, un germe de feuille en
un point algébrique définit un sous-schéma formel 1-arithmétique (lemmes 3.6
et 3.13). Si de plus presque toutes les p-courbures de ’équation différentielle
sont nulles, le sous-schéma formel est O-arithmétique. La proposition 3.17
explique que si une certaine « densité » a € [0, 1] de p-courbures est nulle, alors
les sous-schémas formels sont (1 — «)-arithmétiques. Le théoréme 4.6 fait alors
le lien entre le critére de Schneider-Lang classique et un critére d’algébricité de
feuille d’un feuilletage dont presque toutes les p-courbures sont nulles, proche
du théoréme de J.-B. Bost dans [Bost, 2001]. Il généralise aussi un résultat non
publié¢ d’A. Thuillier.

Nous imposons aussi une condition d’uniformisation d’ordre p des sous-
schémas formels en une place donnée qui généralise I’hypothése d’une courbe
paramétrée par des fonctions méromorphes d’ordre p sur la droite affine sur C.
Cette condition est introduite au paragraphe 4.1 (définition 4.5) et consiste en
I’existence d’une application holomorphe d’une courbe algébrique projective
privée d’un nombre fini de points 7 € T dans X qui paramétre les sous-schémas
formels ‘/}j Nous définissons pour une telle application une notion d’ordre de
croissance au voisinage des singularités T € T, généralisant la notion d’ordre
de croissance en 'infini d’une application méromorphe sur C (paragraphe 4.1,
définition 4.1).

Le théoréme suivant est un analogue p-adique du résultat de C. Gasbarri
(dans |Gasbarri, 2010]) en une variable, sur une courbe affine.

Théoréme 4.6. — Soit X une variété projective sur un corps de nombres K.
Soient x1, -+ ,xy € X(K) (non nécessairement distincts) et pour 1 < j < m,
soit 17} un sous-schéma formel lisse de dimension 1 du complété formel ij de
X en x; vérifiant les hypotheses suivantes :

1. 1l existe a > 0 tel que, pour tout j € {1,...,m}, T/}J est a-arithmétique.

2. La famille de sous-schémas formels (171, cees f/m) admet une uniformisa-
tion d’ordre inférieur a p > 0 en une place vy.

Soit r la dimension de Uadhérence de Zariski de V = U;nzl ‘//\} dans X.
Alors,

—ou bienr >1 et
r

—alKQlp,

— ou bien r =1, c’est-a-dire les ‘//\} sont tous algébriques.

m <

Dans le cas ou la variété X est C™ et les sous-schémas formels ‘7] sont
paramétrés par des fonctions méromorphes sur C d’ordre inférieur a p, on
retrouve bien le théoréme de Schneider-Lang classique (théoréme A), les
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points x1,...,x,, étant les images de m points de l'ensemble noté W dans
le théoréme A.

Ce théoréme généralise un résultat de D. Bertrand, qui a démontré dans
l'article [Bertrand, 1975] un théoréme de Schneider-Lang sur I’espace projec-
tif P! privé d’un nombre fini de points, dans les cas complexe et p-adique. II
généralise aussi [Wakabayashi, 1987] dans lequel 1. Wakabayashi démontre un
théoréme de Schneider-Lang sur le complémentaire d’un nombre fini de points
dans une surface de Riemann compacte, dans les cas complexe.

Dans le cas complexe, c’est-a-dire dans la cas ou la place privilégiée vg
est archimédienne, ce théoréme 4.6 redonne un cas particulier d’'un énoncé
de C. Gasbarri, qui est valable pour une application holomorphe définie sur
une courbe parabolique au sens de Ahlfors (voir [Ahlfors et Sario, 1960]), toute
courbe algébrique étant parabolique. L’ordre de croissance d’une telle fonction
est alors défini a 'aide de la théorie de Nevanlinna.

La démonstration utilise la méthode des pentes de J.-B. Bost, qui nécessite
le langage de la géométrie d’Arakelov (des rappels sur cette méthode sont
faits au début du chapitre 1). Un fibré ample sur X est fixé, et le morphisme
d’évaluation gplf) envoie une section de L®P s’annulant a l'ordre k le long des
sous-schémas formels XA/] sur le (k + 1)-iéme « coefficient de Taylor » de sa
restriction a V.

La démonstration du théoréme 4.6 repose sur 1’inégalité de pentes et consiste
a montrer que les morphismes d’évaluation associés aux sous-schémas formels
étudiés et apparaissant dans 1’inégalité de pentes vérifient une certaine ma-
joration. Plus précisément, la majoration requise est la combinaison de deux
majorations d’origines distinctes : I'une provient de la condition que les sous-
schémas formels V; sont a-arithmétiques (3.10) et I'autre utilise I'uniformisa-
tion d’ordre p des sous-schémas formels en une place privilégiée (voir la par-
tie 4.2). C’est a ce point de la démonstration qu’interviennent, comme dans le
cas classique, les estimées analytiques issues du principe du maximum. Dans le
théoréme classique, I'estimation vient du principe du maximum appliqué sur
un « grand » disque. On peut également voir ce « grand » disque comme le com-
plémentaire d’'un « petit » disque autour de I'infini. C’est I'idée-clé utilisée ici :
oter de petits « disques » bien choisis autour des points 7 € T. Ces considéra-
tions permettent de majorer la hauteur des morphismes d’évaluation a la place
privilégiée fournie par I'uniformisation, résultat qui joue un réle analogue aux
majorations de dérivées que donne le lemme de Schwarz dans le cas classique.
Ainsi, nous emploierons encore ’expression lemme de Schwarz pour désigner
des majorations de la hauteur des morphisme d’évaluation obtenues par ces
techniques, bien qu’elles ne fassent pas apparaitre explicitement d’énoncé de
lemme de Schwarz au sens classique.



12 INTRODUCTION

Dans le chapitre 5, nous donnons une amélioration du théoréme 4.6, qui est
une généralisation d’un théoréme de D. Bertrand [Bertrand, 1977b|. Au lieu
de considérer I’ensemble des points dont 1'image est dans un corps de nombre
donné, on considére ’ensemble de tous les points dont l'image est algébrique.
Une conjecture de M. Walsdchmidt (voir [Waldschmidt, 1977]) affirme que cet
ensemble est fini. Dans cette direction, D. Bertrand a démontré le théoréme
suivant qui fournit une majoration ol interviennent les degrés de ces points
algébriques.

Théoréme B (Bertrand, 1977). — Soit k un corps de nombres et soient
fi,..., fn des fonctions méromorphes sur C telles que k[f1,..., fn] est stable
par la dérivation d/dz et fi, fa sont algébriquement indépendantes d’ordres
finis p1 et pa. Soit W ’ensemble des nombres complexes w distincts des poles
des fonctions de f1,..., fn tels que k(fi(w), ..., fo(w)) soit une extension finie
de k. Alors

1
U;V k(fi(w), ..., fo(w)): k] < (p1 +p2)k - Q.

Dans cet esprit, nous démontrons le théoréme :

Théoréme 5.2. — Soit X une variété projective sur Q et soient x1,..., Ty
des points fermés de X. Pour j € {1,...,m}, notons K; = Q(z;) le corps
résiduel de x; et dj son degré sur Q. Soit o > 0. Pour tout j € {1,...,m},
s0it ‘A/] un sous-Kj-schéma formel lisse o-arithmétique de dimension 1 du
complété X'mj de X en x;. Supposons que le sous-schéma formel V= U;nzl ‘//\}
admet une uniformisation d’ordre inférieure o p > 0 en une place pg de Q.
Soit r la dimension de l'adhérence de Zariski de V dans X.

Alors,

—ou bienr >1 et
r

NE

1

— < )

- dj T—lap
1

<
Il

- ou bien r =1, c’est-a-dire les X/}J sont tous algébriques.

Le théoréme de Schneider-Lang (théoréme A) peut se généraliser en plusieurs
variables, ¢’est-a-dire & des fonctions méromorphes non plus sur C, mais sur C¢.
La difficulté de telles généralisations réside dans la démonstration d’un lemme
de Schwarz en plusieurs variables. Dans 'article [Bombieri, 1970], E. Bombieri
a ainsi démontré le théoréme suivant :

Théoréme C (Bombieri). — Soit K un corps de nombres. Soient f1,..., fn
des fonctions méromorphes d’ordre inférieur a p sur C%, et soit f = (f1,..., fn).
Supposons que l'anneau K|[f1,..., fn] soit stable par les n dérivées partielles
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8%17 e %, et que le degré de transcendance r de K(fi,..., fn) sur K soit

supérieur ou égal a d + 1.
Alors lensemble des points w € C% en lesquels f est définie et f(w) € K™
est inclus dans une hypersurface algébrique, de degré au plus

d(d+ 1)plK : Q.

Cette borne sur le degré de I'hypersurface est un peu meilleure que celle
donnée initialement par E. Bombieri. Elle est due & H. Skoda, qui améliore
dans [Skoda, 1977] le lemme de Schwarz établi par E. Bombieri (voir égale-
ment [Waldschmidt, 1979], théoréme 5.1.1).

La premiére généralisation en ce sens avait été faite par Lang dans les an-
nées 60 (|Lang, 1965|, théoréme 1, [Lang, 1966], chap IV th.1) en imposant
une hypothése supplémentaire sur I’ensemble des points en lesquels les fonc-
tions prennent simultanément des valeurs dans le corps de nombres : que cet
ensemble soit un produit cartésien. Cette hypothése, qui ne semble pas trés
naturelle, permet de ramener la démonstration du lemme de Schwarz & celui
d’un lemme de Schwarz en une seule variable.

Théoréme D (Lang). — Soit K un corps de nombres. Soient fi,..., fn des
fonctions méromorphes sur C¢, d’ordre fini, inférieur a p. Supposons que
UVanneau K|f1,..., fn] soit stable par les d dérivées partielles 8%1’ e aag €
que le degré de transcendance r de K(f1,..., fn) sur K soit supérieur ou égal
ad+1.

Soit W = Wy x --- x Wy C C% un produit cartésien de d parties finies
Wi,..., Wy de C, chacune de cardinal m, telles que pour tout w € W, pour
tout 1 < j < n, les fonctions f; sont définies en w et f;(w) € K.

Alors

r

r—d

m < plK : Q).

Le chapitre 6 présente un analogue p-adique de ce théoréme de Lang. La
démonstration de ce résultat s’appuie sur un lemme de Schwarz p-adique en
plusieurs variables dans le cas des produits cartésiens. P. Robba a démontré
dans [Robba, 1978] un tel lemme de Schwarz pour les produits cartésiens
de Cj. Dans le paragraphe 6.3, nous démontrons un lemme de Schwarz pour
les produits cartésiens d’un produit d’ouverts de la droite affine sur C,, dont
nous déduisons le théoréme suivant.

Théoréme 6.5. — Soit X une variété projective sur un corps de nombres K.
Soient d,mq,...,mg des nombres entiers naturels non nuls et soit m =
my---mg. Soient x1,...,xm € X(K) (non nécessairement distincts) et pour

1 < j < m, soit V; un sous-schéma formel lisse de dimension d du complété
Jormel X, de X en x; vérifiant les hypotheses suivantes :



14

INTRODUCTION

1. Il existe o > 0 tel que, pour tout j € {1,...,m}, ‘A/] est a-arithmétique.

2. 1l existe une place finie po de K, il existe des nombres réels positifs
Ply---,pd tels que la famille (‘71,,17771) admette une uniformisation
cartésienne de type (mq,...,mq) d’ordre inférieur a (p1,...,pq) a la
place po par un produit d’ouverts de la droite affine sur Cy,.

Soit r la dimension de l'adhérence de Zariski de V = um:f/j dans X.

J
Alors,
- ou bienr >d et

d -1 i
Pi r
Pl <ok,
<i:1 m’) °! Q]T_d

— ou bien r = d, c’est-a-dire les ‘A/] sont tous algébriques.



CHAPITRE 1

METHODE DES PENTES

Ce chapitre présente les définitions et éléments de géométrie d’Arakelov
utiles dans la suite, en particulier ’énoncé de ["inégalité de pentes. Les résultats
sont énoncés sans démonstrations. Pour plus de détails, le lecteur pourra
consulter [Bost, 1996; Chambert-Loir, 2002; Bost, 2001; Chen, 2006; Bost,
2006; Viada, 2001, 2005].

1.1. Quelques définitions en géométrie d’Arakelov

Soit K un corps de nombres et 0 son anneau d’entiers. Soit X ’ensemble
des places de K. Les places de K sont de deux types : les places finies
correspondent aux idéaux premiers de oy, et les places archimédiennes sont les
[K : Q] plongements de K dans C. A chaque idéal maximal p de ox on associe
une valeur absolue p-adique |.|, sur K normalisée de la maniére suivante :
soit @ une uniformisante, alors

’®|p = N(p)717

ot N(p) désigne la norme de I'idéal p, c’est-a-dire le cardinal de o4 /p. Si K
désigne le complété de K pour cette valeur absolue et p le nombre premier tel
que (p) =pNZ,ona

(1.1) ply = p K Q.
Un plongement ¢ : K — C définit une valeur absolue sur K par |z|, := |o(z)],

ou |.| désigne la valeur absolue usuelle sur C.
Soit x € K \ {0}. Avec ces normalisations, la formule du produit s’énonce :

(1.2 I kb I1 lel=1
pESpecm 0 o:K—C

Définition 1.1. — Un fibré vectoriel hermitien sur Specoy est un couple
E = (E,(|.lls)s:k—c), ou E est un og-module projectif de type fini, et,
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pour chaque plongement o : K — C, ||.|» est une métriqgue hermitienne
sur E,(C) = E Quy o C et la famille (||.||s)s est invariante par conjugaison
complexe. Son rang est, par définition, le rang de E.

Soit E un og-fibré vectoriel hermitien et soit p un idéal premier de og.
L’espace vectoriel Ex, = E®,, K, est muni d’une norme p-adique, définie par

1.3 ellp = inf{|aly, a € K tq e € aE},
p p p

pour e € E,.

On peut effectuer sur ces fibrés vectoriels hermitiens des constructions
standard, notamment : sous-fibré (muni de la norme induite), somme directe
(munie de la norme somme directe orthogonale), quotient, produit tensoriel,
puissance extérieure et puissance symétrique.

Définition 1.2. — Soit Eun fibré vectoriel hermitien de rang 1 sur Spec ok .
Le degré arithmétique de E est

deg E =log|E/oxe| — > logllels,
o:K—C
ot e est un élément non nul de E.

On démontre a ’aide de la formule du produit que cette définition ne dépend
pas du choix de e € E'\ {0}.

Définition 1.3. — Le degré arithmétique d’un fibré vectoriel hermitien de
rang d € N* sur Specog est le degré arithmétique de sa puissance extérieure
mazimale N\ E. Il est égal o

—_ 1
deg ¥ = log \E/oKel + -+ 0K€d‘ - 5 Z 10gdet(<€i7 ej>0)’

o:K—=C
pour toute base (e1,...,eq) € E? de B sur K.
Définition 1.4. — La pente d’un o -fibré vectoriel hermitien E non nul est
le quotient de son degré arithmétique par son rang,
—_degE

)= By

Lorsque F décrit 'ensemble des o -sous-fibrés non nuls de E, lensemble des

pentes [i(F) est majoréSa borne supérieure est un mazimum, que on appelle
la pente maximale de E et qui est notée fimax(FE).

Les pentes et pentes maximales que nous venons de définir ne sont pas
normalisées. L’usage le plus courant est de définir la pente d'un og-fibré

—_—

vectoriel hermitien £ non nul comme i(E) = [K:d%}; et sa pente maximale

rg(E)
(normalisée) comme la plus grande des pentes (normalisées) de ses sous-fibrés.
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Le lemme ci-dessous rappelle le comportement de la pente maximale par
produit tensoriel et puissance symétrique (voir par exemple [Bost, 2001],
lemmes 4.2 et 4.3. pour la démonstration).

Lemme 1.5. — Pour tout fibré vectoriel hermitien E et tout fibré en droites
hermitien L sur Specog,
(1.4) fimax (E @ L) = fimax(E) + deg(L).

Pour tout fibré vectoriel hermitien E sur Spec ok, il existe ¢ € R tel que, pour
tout nombre entier naturel k,

(1.5) [imax (Sym* E) < ck.
Pour tous fibrés vectoriels hermitiens E et F sur Spec o,
(1.6) ﬁmaX(F D F) = max(ﬁmaX(E)v ﬁmaX(F))v

ot la somme directe est munie de la métrique somme directe orthogonale.

1.2. Hauteurs de morphismes

Définition 1.6. — Soient E, F deux fibrés vectoriels hermitiens sur Spec ox
et soit ¢ une application K-linéaire non nulle de Ex = E ®q, K dans
Fr = F ®q, K. Soit v une place de K. La hauteur de ¢ a la place v est
le logarithme de la norme d’opérateur de ¢ étendu en une application linéaire
de E, dans F,, ou E, et I, sont les complétés de E et F' en la place v :

hu(p) = log lgllo = log ( sup ”‘“”) .

e€E,\{0} lle]]v

La hauteur de ¢ est la somme des hauteurs de ¢ en chacune des places

de K :
(1.7) he)= D hole) = hy(e)+ Y halyp).
p

vEME g:K—C

Cette définition de hauteur est celle donnée habituellement en théorie
d’Arakelov. Il nous sera utile pour la suite de la récrire un peu différemment,
de maniére a faire jouer un role plus semblable aux places archimédiennes et
aux places ultramétriques, comme dans [Chambert-Loir, 2010].

Si p est un nombre premier, notons C,, le complété d'une cloture algébrique
du corps des nombres p-adiques Q,, complété de Q pour la topologie p-adique.
Notons encore | - |, 'unique valeur absolue sur Q,, qui étend la valeur absolue
p-adique sur Q. Alors a tout plongement o, de K dans C, on peut associer
une valeur absolue sur K en posant, pour = € K :

|%]o, = lop(2)lp-
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Désignons par C le corps des nombres complexes C et |- | la valeur absolue
usuelle sur Co, = C. Les valeurs absolues archimédiennes sur K prolongeant
la valeur absolue usuelle sur Q sont alors les  — |0()|oo.

Proposition 1.7. — Soient E et F deuz ox-fibrés vectoriels hermitiens et
soit ¢ une application K-linéaire non nulle de Ex = E ®,, K dans Fi =
F ®,, K. Alors

(1.8) he)=> " Y help),
p<0 0: K—C,y
ot dans la premiere somme ['indice p décrit la réunion de [’ensemble des

nombres premiers et du singleton {oo}.

Démonstration. — Deux plongements de K dans C, peuvent induire la méme
valeur absolue sur K. Soit v une place de K et soit €, le nombre de plonge-
ments o de K dans C, induisant la méme valeur absolue sur K. Alors

Z Z hU(SO) = Z Z Evhv(ﬁp)

p<oo  0:K—C)p p<oo vEMK tq
(|'|v)\Q:"|p
= Z Z evhy (@) + Z ho ()
p<oo vEM tq o K—C
(lo) =I"l»
- Y el Y )
p<oo vEMEK tq o:K—C
(o)1 q=lln

Soit v une place de K étendant la valeur absolue p-adique sur Q et
soit p lidéal maximal de ox correspondant & la place v. Alors d’aprés la
normalisation (1.1) choisie pour la norme p-adique sur K,

. — . [Kv:Qp]
o =1l

Comme ¢, = [K, : Qp], on obtient

oY k=3 Y @+ D k()

psoo 0 K—=Cy p<o©o  peESpecm 0k, o:K—C
plp
= > loglelly+ Y hely)
pESpecm 0k o:K—C
= h(y),

ce qui conclut la démonstration de la proposition 1.7. O
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Lemme 1.8. — Soient K un corps de nombres, E, F des o -fibrés vectoriels
hermitiens et soient Ex = E ®,, K et Fg = F ®,,, K. Soit ¢ : By — F
une application K -linéaire non nulle. Soit L une extension finie de K. Alors,
pour tout tdéal mazximal p de ox, on a

1 1
o 2 lalp@x L) = e ihn(@)
1L:Q] i, (K : Q]
alp
Démonstration. — Soit K, le complété de K pour la valeur absolue p-adique.

L’application ¢ s’étend en une application Kj-linéaire que I'on note encore ¢.
Comme Fj, est un Ky-espace vectoriel de dimension finie, il existe un nombre
entier naturel n non nul tel que ny envoie E,, dans Fj,. D’apres le théoréme de
la base adaptée, il existe des nombres entiers £ et m non nuls, il existe une base
(e1,...,er) de Fy, et des nombres entiers ay,. .., an tels que (aier, ..., amen)
soit une base de Im(ngc)u;0p ).

Alors

HnSOHp = 1%1};'%”"

Soit q un idéal premier de L au-dessus de p. Alors

eqfq eqfq
)

1. L= = |pefs =
(19) ek Ly = max fady = max jails ™ = [ngll

ou fq est le degré d’inertie de q au-dessus de p, eq l'indice de ramification et
leur produit eq fq est égal au degré local [Lq : K. Ainsi,

>, loglp@k Llg= > [Lq: Kyllogllel
qE€Specm o, qE€Specm o,
alp alp
= log [y Z[Lq L K|
alp
— Lo lpl[L : KI.
O
1.3. Inégalités de pentes
L’inégalité de pentes, due a J.-B. Bost, est la suivante.
Proposition 1.9. — Soient E et F deux ox-fibrés vectoriels hermitiens et

soit @ une application K -linéaire non nulle de Ex dans F . Si ¢ est injective,
alors

ﬁmax(E) < ﬁmaX<F) + h(p).
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Nous aurons besoin d’'une « version filtrée » de cette inégalité de pentes,
également due a J.-B. Bost. C’est un corollaire de 'inégalité précédente. C’est a
cette inégalité que 'on fait généralement référence quand on parle de ["inégalité
de pentes.

Proposition 1.10. — Soient E un og-fibré vectoriel hermitien non nul et
soit (Gr)reN une suite de fibrés vectoriels hermitiens sur Specog. Soit F' un
K -espace vectoriel muni d’une filtration décroissante ezhaustive (F¥)ren telle
que, pour tout nombre entier naturel k, le quotient Flk(/FIk{'H est isomorphe
a Gy k. Soit ¢ une application K-linéaire injective de Er dans Fr. Pour tout
k € N, soit E¥F = ¢~ Y(FL), et E le 0 ¢ -fibré vectoriel hermitien induit sur E*
par la structure de o -fibré vectoriel hermitien de E.
Alors Uapplication ¢ induit une application K-linéaire injective

<pk : E}C(/Efjl — GiK
et

(1.10) d/e\g(E) < Z rg(Ek/EkJrl) <ﬁmax(ak) + h(‘Pk>> :
keN

1.4. Sections d’un fibré en droites ample

Soit X une variété projective de dimension n définie sur un corps de
nombres K. Soit 2" un modéle projectif de X sur Spec(ox), c’est-a-dire un
schéma projectif sur Spec(ox) dont la fibre générique 2% est isomorphe & X.
Soit .Z un fibré en droites hermitien sur 2" dont la restriction L = %k & X
est ample.

Soit &p 1= I'(2", £®P). C’est un ox-module projectif de type fini. Définis-
sons des métriques hermitiennes sur ép , = &p ®q, .« C, pour tout plongement
o : K — C. Définissons la norme ||.||y,00 sur ép, par

Is]

0,00 ‘= Sup HS(.’L’)HJ
€ 2k,0(C)

Suivant H. Chen [Chen, 2009] et E. Gaudron [Gaudron, 2008| (paragraphe 4.2),

considérons la norme de John, notée ||.||5,7, associée a la norme ||.||4,00. Cette

norme est, parmi les normes euclidiennes plus grandes que ||.||s,00, celle dont

la boule unité a un volume minimal. On a entre ces normes la comparaison

suivante :

(L11) I

7,00 < ||-HU,J < rg(ED)H'HO',OO'

Ces normes munissent &p d’une structure de fibré vectoriel hermitien &p sur
Specog.
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Lemme 1.11. — Lorsque D tend vers linfini,
(1.12) rg(Ep) ~ degy (X)D".
1l existe un nombre réel C > 0 tel que

(1.13) deg(&p) > —CD"H,

L’équivalence (1.12) est le théoréme de Hilbert-Samuel géométrique (voir
par exemple [Bost, 2001] (4.19)). L’inégalité (1.13) est une version faible du
théoréme de Hilbert-Samuel arithmétique. D’aprés la proposition 4.4 de [Bost,
2001], il existe un nombre réel Cy > 0 tel que &p est engendré par un nombre
fini de sections s dont les normes vérifient

||5||U7oo < Cé)-

D’aprés la partie droite de 'inégalité (1.11), les normes de John de ces sections

vérifient donc :
I15]lo,s < V/18(ED)CE.

D’aprés le lemme 4.1 de [Bost, 2001], la pente maximale de &p vérifie par
conséquent

fi(€p) = —Dlog Co —log\/rg Ep
P *Cle

pour un nombre réel C; strictement positif, car le rang de Ep croit polyno-
mialement d’aprés (1.12). Ainsi,

deg(gp) = ZL\ED rg ED
> _CD?’L-{-I’
compte tenu du théoréme de Hilbert-Samuel géométrique (1.12).
Soit .Z un og-fibré vectoriel hermitien et soit ¢ une application K-linéaire

de & @ K = E = I'(X,LP) dans F = .F ®,, K. Soit h;(p) la hauteur
de ¢ relativement a ces normes de John, c’est-a-dire h;(p) = >, log|o|lp +

ZU:K‘—>C 10g ||90H0‘,J ou

1o (5)llo.
o,J

[¢llo.s = sup

s€EE-\{0} ]

Définissons également la hauteur h(p) obtenue en remplacant les normes
hermitiennes sur &, par la norme infinie,

h(p) = loglely+ > logllel
p

o:K—C

0,009

01t ¢l = SPacrr oy JESEL
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D’aprés la premiére inégalité de (1.11) de comparaison entre la norme infinie
et la norme de John associée, pour toute place archimédienne o de K on a
[ello,s < llpllo,00, €t done

(1.14) hi(p) < h(g).



CHAPITRE 2

RAPPELS SUR LES FEUILLETAGES

Dans ce chapitre, nous allons considérer des champs de plans involutifs
définis soit sur une variété analytique M sur C, soit sur une variété algébrique
projective X définie sur un corps de nombres. Dans le cas analytique, ce sont
des feuilletages. Ce chapitre a pour but de rappeler d’une part des résultats
simples et classiques sur les feuilletages, et d’autre part d’expliquer qu’un
champ de plans involutif sur X définit un « germe de feuille formelle » sur
le complété formel de X en un point, et montrer des résultats analogues aux
résultats classiques dans ce cadre formel.

En géométrie différentielle, ou analytique, il existe plusieurs définitions
équivalentes de ce qu’est un feuilletage. Celle qui s’adapte au cas algébrique
est la définition comme sous-fibré du fibré tangent.

Soit M une variété analytique de dimension n et soit X une variété algé-
brique projective de dimension n définie sur un corps de nombres K.

Définition 2.1. — Un champ de d-plans F' sur M (respectivement sur un
ouvert U de X ), ou un sous-fibré de rang d du fibré tangent TM (respective-
ment TU ) est la donnée, pour tout x € M (respectivement, pour tout x € U ),
d’un sous-espace vectoriel F, de dimension d de ’espace tangent T, M (respec-
tivement T, X ), vérifiant de plus la condition suivante :

tout point x € M (respectivement, x € U) admet un voisinage V' sur lequel
il existe d champs de vecteurs €', ...,6%: V. — TM (respectivement V. — TX )
tels que, pour touty € U, (€X(y),...,&%(y)) forme une base de F,.

Un champ de vecteurs & défini sur un ouvert U de M (respectivement, de X))
est tangent au champ de d-plans F si pour tout x € U, {(x) € F.

Rappelons que la donnée d’un champ de vecteurs £ sur M est équivalente
a la donnée d'une dérivation D¢ sur I'espace des fonctions analytiques de M
dans C. Soient & et n deux champs de vecteurs sur M. Le crochet de Lie de &
et m, noté [, n] est un champ de vecteurs sur M. Il est défini comme le champ
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de vecteurs dont la dérivation associée vérifie
Die ) = D¢ o Dy — Dy o De.

Définition 2.2. — Un champ F de d-plans sur un ouvert de X ou de M
est involutif si, pour tous champs de vecteurs &, n tangents a F, le champ de
vecteurs [§,n] est aussi tangent a F.

Définition 2.3. — Soit M une variété analytique. Un sous-fibré F de T M
est (complétement) intégrable s’il existe une sous-variété M' de M telle que,
pour tout x € M', T,M' = F,.

Définition 2.4. — Un feuilletage algébrique de dimension d sur un ouvert U
de X est un champ de d-plans involutif sur U.

Le théoréme de Frobenius donne une condition nécessaire et suffisante
d’intégrabilité d'un champ de d-plans (voir par exemple [Lee, 2003| page 359,
théoréeme 4.5 ou '’appendice de [Camacho et Lins Neto, 1985]).

Théoréme 2.5 (Frobenius). — Soit F' un champ de d-plans sur un ouvert
d’une variété analytique. Alors F' est complétement intégrable si et seulement
s’il est involutif.

Soit X une variété projective de dimension n définie sur un corps de
nombres K, et soit P un point lisse de X(K). Soit V un ouvert de X
contenant P, et soit F' un champ de d-plans sur V. Supposons le champ F'
involutif, suivant la méme définition (2.2) que dans le cas différentiel, ¢’est-a-
dire supposons que le crochet de Lie de deux champs de vecteurs tangents a F'
est encore tangent & F'.

Nous allons définir dans ce chapitre la feuille formelle de F passant par P,
sous-schéma formel du complété formel X pde X en P.

2.1. Champs de vecteurs et flots

2.1.1. Cas analytique. — Soit & un champ de vecteurs analytique sur une
variété analytique M. Une courbe analytique v : J — M définie sur un domaine
J de C est une courbe intégrale du champ & si en tout point le vecteur tangent
a v est égal a la valeur de & en ce point : pour tout ¢t € J,

7(t) = E(v(1)-

Soit & un point de M. Une courbe intégrale de £ d’origine = est une courbe
intégrale de &, v: J — M, telle que 0 € J et v(0) = x.
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Soit D un ouvert de C x M. Pour tout x € M, notons J, I'ensemble des
t € C tels que (t,2) € D. Un flot de £ de domaine D est une application
analytique ¢ de D dans M telle que, pour tout x € M, I'application

Oridy = X
t — et

soit une courbe intégrale de &, et pour tout x € M tel que (0,x) € D on ait
0(0,z) = x.

D’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, pour tout point € M le champ &
admet un flot analytique dont le domaine est un voisinage de (0, z) dans Cx M,
et deux flots de £ définis au voisinage de (0,z) coincident sur un voisinage
de (0, ).

Pour tout t on note & lapplication &(P) = ¢(t, P), pour tout P tel
que t € Jp.

2.1.2. Flot formel. — Dans le cas formel, on peut aussi définir un flot
formel, comme expliqué par J.-B. Bost dans [Bost, 2001].

Soit X une variété projective de dimension n définie sur un corps de
nombres K, et soit % un feuilletage algébrique sur X, défini sur K. Soit P un
point lisse de X (K). Il existe un ouvert U de X, contenant P, et des fonctions
x1,..., &y, régulieres sur U tels que l'application (z1,...,2y,) : U — A% soit
étale et envoie P sur 0.

Soit v un champ de vecteurs sur U tangent & F. On définit un flot formel
associé a v

@ : A}( X )? p — )/(: P.

Le complété formel X p s’identifie, en termes des coordonnées locales x1, . . ., xp,
avec le spectre formel de 'anneau de séries formelles K{[[z1,...,z,]], et le flot
formel ¢ s’identifie avec un élément de K|[[t, x1,...,z,]]", et @ vérifie

ool ) = ((t,2).

Le champ de vecteurs v s’identifie & un élément de K[[z1, ..., z,]]". Notons D la
dérivation définie par v = (v1, ..., v,) sur K[[x1,...,z,]] par D(x;) = vj;, pour
1 < j < n. La dérivation D agit également sur K[[z1,...,2,]|" composante
par composante. On définit le flot formel par
(ol A}( >A< )?p — Xp

00 s
(2.1) (t, 21, .. xp) — ZHDZ(xl,...,xn).

i=0

Pour tout ¢ € A}{O, on pose v; I'application de X p dans lui-méme donnée
par v, = (t,.).
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2.1.3. Action de flots commutatifs. — On dit que deux champs de
vecteurs commutent si leur crochet de Lie est nul. Si deux champs de vecteurs
commutent, leurs flots commutent également, au sens suivant.

Proposition 2.6. — Soit M une variété différentielle. Soient K un corps de
nombres et X une variété algébrique projective définie sur K. Soient P € X (K)
et U un voisinage ouvert de P dans X.

Soient £, 1 deux champs de vecteurs sur U ou sur M qui commutent. Alors

§toms =mnso&;.

Démonstration. — Dans le cas formel, cela découle du fait que, si D¢ et D,
sont les dérivations associées a § et n, alors 0 = D¢ ) = D¢ o Dy — Dy o Dg.
Par conséquent, D¢ et D, commutent, et les flots définis par la relation (2.1)
aussi.

Pour une démonstration dans le cas analytique, voir par exemple [Lee, 2003|
ou [Camacho et Lins Neto, 1985]. O

Soient v!,...,v% des champs de vecteurs sur M, ou sur un ouvert de X
contenant P € X (K), qui commutent deux a deux. On peut alors définir le
flot global (dans les cas classique et formel) en composant les flots associés aux
champs de vecteurs vy,...,vq :

gO(t17... 7td7‘r) — vtll S O,Ulfld(m)‘

C’est une action de C% sur M si le flot est défini globalement, ou une action
formelle de A%D sur Xp, car elle vérifie

@(0737) =,
et (t+s,x) = @(t, (s, x)).

2.2. Champ de plans involutif

Soient M une variété analytique, et X une variété projective sur un corps
de nombres K.

Proposition 2.7. — Soit F' un feuilletage de dimension d sur M (respecti-
vement, sur X ) et soit P un point de M (respectivement, un point de X (K)).
Alors il existe un ouvert U de M (respectivement, de X ) contenant P, et un
repére de F' sur U formé de champs de vecteurs qui commutent.

Démonstration. — La démonstration de ce résultat dans le cas analytique
est classique (voir par exemple I'appendice de [Camacho et Lins Neto, 1985],
ou |Lee, 2003]). La méme idée marche également dans le cas formel.

Soit F' un champ de k-plans involutif de dimension d sur X. Il existe un
ouvert V de X contenant P et £!,... &% un repére de F sur V, c’est-a-dire
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des champs de vecteurs tels que, pour tout z € V, £!(x), ... ,{d(x) engendrent
lespace vectoriel F(x) C T, V. Quitte a restreindre V, on peut supposer que
c’est un domaine de carte x = (z1,...,zy,) : V — R". Pour 1 < j < n,

= 0
J— L
§ Z ij 8:@ ’
=1
ot a;; € O(U). Notons A la matrice [aij]1<i<n. Pour tout x € V, la matrice
1<y<d
A(z) est de rang d, car ses colonnes &1 (z), ..., &4(z) sont linéairement indépen-
dantes. Il existe donc une sous-matrice de taille d x d B(P) de A(P) inversible.
Quitte a changer I'ordre des coordonnées locales x;, on peut supposer que
B(P) = [aij(P)]i<i j<d- Le déterminant de B(P) est non nul, et 'application
x +— det(B(z)) est réguliere sur V', donc il existe un voisinage U de P dans V
sur lequel det(B) est inversible. Notons ¢;; les coefficients de la matrice B~1,
et soit

d
j 7
v =) eyl
i=1

pour 1 < j < d. Alors v/ = Z?:l dija%iv ou les d;j,1 <i<n,1<j<dsont
les coefficients de la matrice AB~!. On a donc, pour tout 1 < j < d,

(2.2) i 9, §n a0
. vV = ..
a$]’ . K al'Z ’
i=d+1
Montrons que les champs de vecteurs v/ commutent. Soient 7,5 € {1,...,d},

i # j. Le crochet de Lie de v et v/ vaut, d’aprés I'égalité (2.2),

o o 0 "9 ) = o 0
i = L Y — dp—— dppj— ) ——
[’U ’,U] [81'1‘781'3']_'_ Z [6952’ k (%ck“_ Z [ kjaa;k 69c]]
k=d+1 k=d+1
- 0 0
+ Z [dkiaixk,dljafxl]
k,l=d+1
(2.3) = 0+ z”: eiji.
k=d+1
Comme F est involutif, il existe ffj Y f;j telles que

n

3 ez’jazzd:fijvz
k Oy, — L

k=d+1
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D’aprés l'égalité (2.2),

Z ek amk Z t 837 +Z Z fljd”

k=d+1 =1 1'=d+1
d’ott f{j == ;j =0, et donc [v?,v7] = 0. O
Remarque. — C’est le début de la démonstration du théoréme de Frobenius

« formel » (I'implication si le champ est involutif, alors il est complétement
intégrable).

2.3. Paramétrage des feuilles formelles

Nous pouvons maintenant définir la feuille formelle d’un feuilletage sur X
passant en un point, et en donner un paramétrage & ’aide du flot formel défini
au paragraphe précédent, en suivant toujours 'idée de Bost dans [Bost, 2001].

Soit F un champ de d-plans involutif défini sur un ouvert U de X. Quitte
a restreindre U, le champ F admet donc un repére constitué de d champs
de vecteurs v!,...,v% qui commutent, d’aprés la proposition 2.7. Pour tout
i€ {1,...,d}, soit D; = D, la dérivation associée au champ de vecteur v;.
Les flots formels associés aux champs de vecteurs vq, ..., vy commutent donc,
et 'on peut définir le flot formel (voir le paragraphe 2.1.3)

w : ACIl(,O X )?p — XP
"
(2.4) (bt @1,y ) = Y ﬁDl(q:l,...,:cn),
IeNd
ou, pour I = (i1,...,ig) un d-uplet de nombres entiers naturels, th = t’f . tild,

I'=iy!. . igl et DT débigne la dérivation Di1 Did
La feuzlle formelle V de F passant par P ou germe de feuille formelle de F
en P est le sous-schéma formel de Xp image de 1) restreint a Al %o x {P}

En termes de coordonnées locales, V est paramétré par les n séries formelles
¢(t1,...,td,0,.. . ,O)AE K[[tl,!.,td“n.
Définissons f : A%, — Xp, donné, en termes des coordonnées locales

T1,...,Tn SUr )?p, par I'élément de K|[t1,...,t,]]" :

(2.5) Fttyotn) = 0t 10,0, 0) 4 (0,020, b, - v tn).

On a alors

(2.6) FIV =A%y x {0y,



2.4. p-COURBURES 29

2.4. p-courbures

Remarquons que si D est une dérivation sur un anneau commutatif A de
caractéristique p, d’aprés la formule de Leibniz sa composée p-iéme DP est
encore une dérivation sur A.

Rappelons les notations des paragraphes précédents. Soit X une variété
projective de dimension n définie sur un corps de nombres K et soit F' un
feuilletage algébrique sur un ouvert lisse U de X, défini sur K. Soit N un
nombre entier naturel non nul tel qu’il existe un modéle lisse Z de U
sur 0 [1/N] et un sous-fibré involutif .# de T% de fibre générique F'. Soit p un
idéal maximal de ox[1/N], notons F, son corps résiduel et p la caractéristique
de Fy. On dira que .# est a p-courbure nulle sile sous-fibré # @F, de T(% @Fy)
est stable par puissance p-iéme.

Pour presque tout p, cette notion ne dépend pas des choix de % et de .F
que l'on a faits. Par abus, on dira alors que F' est a p-courbure nulle.






CHAPITRE 3

SOUS-SCHEMAS FORMELS a-ANALYTIQUES
ET o-ARITHMETIQUES

Le premier paragraphe de ce chapitre définit et détaille la
condition d’a-analyticité d’un sous-schéma formel, qui est une condition por-
tant sur les coefficients des séries formelles paramétrant le sous-schéma formel.
On définit ensuite les morphismes d’évaluation le long d’un sous-schéma for-
mel. C’est & ces applications linéaires que 1’on appliquera 1’inégalité de pentes.
Nous présentons ensuite la condition a-arithmétique, qui est impliquée par la
condition a-analytique. C’est une majoration de la partie finie de la hauteur
du morphisme d’évaluation le long du sous-schéma formel, hypothése qui ap-
paraitra directement dans l'inégalité de pentes.

3.1. Sous-schémas formels a-analytiques

Cette notion de sous-schéma formel a-analytique est due & Gasbarri, c¢’est
celle de LG-germe de type o dans son article [Gasbarri, 2010]. Nous donnons
ici des détails sur cette condition.

3.1.1. Définitions. — Soit K un corps de nombres. D’apreés le lemme ci-
dessous, le groupe des automorphismes Aut(A'% ;) du complété formel de
% en 0 s’identifie avec les n-uplets de séries formelles en n variables f =

(fis--osfn), fi € K[[X1,...,X,]], tels que f(0) =0 et

ofi
pro = 20| L)
Ox; 1<i,5<n
Lemme 3.1. — Soit A un anneau commutatif unitaire. Un n-uplet de séries
formelles f = (f1,..., fn) en n variables a coefficients dans A est inversible

pour la composition si et seulement si f(0,...,0) = (0,...,0) et Df(0) €
GL,,(A).
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Démonstration. — Notons m lidéal (Xi,...,X,) de A[[X1,...,X,]]. Soit
f = (fi,..., fn) avec, pour i € {1,...,n}, fi € A[[X1,...,X,]], telle que
f(0) = 0 et Df(0) € GL,(A). Construisons une suite (gx) de n-uplets de
polynomes g, € A[X1,...,X,]" dont les n composantes sont de degré au plus
k en chacune des variables, et

_ k+1
Jk+1 = Gk mod m"T,

flgr) = (X1,..., Xn) mod mF*L,

Ces conditions entrainent la convergence de la suite (g) vers un élément g de
Al[X1, ..., Xp]]" vérifiant f(g(X1,..., X)) = (X1,..., Xp).

Posons gg = 0, et g1 = Df(0)~}(X1,...,X,). Soit k € N, supposons les
termes de la suite construits jusqu’au rang k. On cherche gx1 de la forme

Jk+1 = gk + ()‘17 s 7)\n);

ou \; € A[Xy,...,X,] sont des polynomes homogénes de degré k + 1. Alors,
d’aprés la formule de Taylor & 'ordre 1,

Fgrsr) = £(gk) + DF(O) (M, -, An)  mod m*F2
= (X1,..., X))+ (a1,...,a,) + DF(0)(M1,...,\y) mod mF+2,
ou ai,...,a, sont des polynémes homogénes de degré k + 1.
En choisissant (A1, ..., \,) = —=Df(0)"Y(ay,...,a,), on a bien
flgp1(Xe, ..., X)) = (X1,...,X,) modm.
De méme, 'automorphisme g admet un inverse & droite, qui est donc égal a

son inverse a gauche, f. O

A~

Définition 3.2. — Nous notons Gay le sous-groupe de Aut(A%O) formé des

automorphismes formels f = (f1,...,fn) € Aut(A?ﬂo) tels que, pour tout
i€{l,...,n}, les séries f; ont un rayon de convergence strictement positif en
toute place de K.

Définition 3.3. — Pour tout a > 0, nous notons Ganq le sous-ensemble des
automorphismes formels f = (fi,...,fn) € Aut(A’}{O), fi =X fir X!, tels
qu’il existe un ensemble fini S de places de K contenant toutes les places
archimédiennes et une famille de nombres réels positifs (Cp)pgs tels que

H Cp < 00,
pES
et, pour tout p ¢ S,
C|I|

I firlly < 70—
SR e
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Soit X une variété algébrique projective de dimension n définie sur un corps
de nombres K et P un point lisse de X (K'). Soit V' un sous-schéma formel lisse
de dimension d du complété formel Xp de X en P.

Théoréme 3.4. — A un tel triplet (X, 17, P) on peut associer de maniére
unique un nombre a(X,V, P) dans Ry U {oo} tel que :

1. 8 (X, 17,P) = (A?{,V, 0,...,0)), a(X,‘/},P) est la borne inférieure
dans Ry U{+o0} desa € Ry tels qu’il existe f € Ganq tel que f*V = A,
(Si l’ensemble des tels a est vide, on pose a(X,V,P) = 00)

2. 81 X — X' est une immersion fermée, alors a(X, v, P) = a(X', v, P).

3. Sl existe un triplet (X/,?’,P/) et un morphisme X — X' étale en
P, envoyant P sur P’ et induisant un isomorphisme V ~ V', alors
a(X,V,P)=a(X' V' P.

Démonstration. — Veérifions que les prescriptions (1),(2) et (3) déterminent
a(X, 17, P) pour tout triplet (X, ‘7, P). En effet, soient (X, ‘A/, P) un triplet, U
un ouvert de X contenant P, et f: U — A% un morphisme étale envoyant P
sur 0. Alors, d’apreés le point 3., (U, 17, P) = a(AY, f*f/, 0) qui est bien défini
par la condition 1. Comme l'inclusion (U, P) < (X, P) est étale, on a aussi
a(X, 17, P) = «a(U, ‘A/, P) d’aprés le point 3.

Soit f : U — A étale en P. Montrons que a(Af}, f*f/\', 0) ne dépend pas
du choix d’un tel f. Il existe un modeéle % de U, de type fini sur Spec OK[%],
et un morphisme étale ¢: % — A:K[ 1 dont la restriction a la fibre générique
est f et tel que le point rationnel P s’étend en une section & du morphisme
U — Specog[+].

w

o9

Specog[5] — Spec K

R Ce morphisme étale induit un isomorphisme de schémas formels é : %i@ —
Am (voir par exemple |Liu, 2002], 4.3.2. prop 3.26).

0K [%]70

Si f et g sont deux morphismes de U dans A’ étales en P, on peut choisir
¢ et vy comme ci-dessus, définis sur le méme modéle % . Alors 4 o ¢~ €
ok [%][[X1,. .., X,]]", en inversant formellement ¢ & l'aide du lemme 3.1.
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f n % 4 n
U > AK %P UK[%},O
g ¥ .
504t
A?{ AZK[%LO

Pour tout idéal premier p de 0 qui ne contient aucun facteur premier de N,
la norme p-adique des coefficients de go f~! est inférieure ou égale a 1, et donc
a(AL, .V, 0)=a(A%, g.V,0). O

Définition 3.5. — Soit un triplet (X, v, P) comme précédemment, et soit o

un nombre réel positif. On dira que le sous-schéma formel V est a-analytique
sia > a(X,V,P).

3.1.2. Cas d’un feuilletage algébrique. —

Lemme 3.6. — Soit X une variété projective sur un corps de nombres K,
soit P un point K-rationnel lisse de X . Soit F' un feuilletage algébrique sur un
ouvert de X contenant P et soit V le germe de feuille formelle défini par F
au voisinage de P.

Alors V est 1-analytique.

Démonstration. — Rappelons les notations du paragraphe 2.3 sur les feuilles
formelles d’un feuilletage algébrique et leur paramétrage. Il existe un ouvert U
de X contenant P et des fonctions 1, ..., x, réguliéres sur U tels que 'appli-
cation (z1,...,xy) : U = A, soit étale et envoie P sur 0. On identifie )A(p avec
A"KO = Spf K[[x1,...,z,]] via les « coordonnées locales » #;. Soit (v!,...,v%)
une base de F' sur un voisinage ouvert V' de P formée de champs de vecteurs
vl € og[[x1,- .., 2n)]" qui commutent deux & deux (une telle base existe d’aprés
la proposition 2.7). Pour j € {1,...,d}, soit D; la dérivation sur K[[z1,...,zy]]
associée a v/, et pour tout multi-indice I = (i1, ...1iq) € N9, notons D I'opé-
rateur différentiel DI .. .Dzld et I' = H?Zl ij!.

La feuille formelle V de F passant par le point P est paramétrée par
(N A%O X )?p — )?p défini par

(2.4) Gty b, 0,...,0) = Y ﬁDI(xl,...,:cn)(P),

NIV o O
outh =T[_t;.
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Soit f le morphisme f : A’%, — Xp donné, en termes des coordonnées

locales z1,...,x, sur )A(p, par
(2.5) fltr, .o oty) =(t1, ... t3,0,...,0) +(0,...,0,tg51,. .-, tn).

1l vérifie f~1V = Al 0 < {0}"~4. Pour montrer que le sous-schéma formel V est
l-analytique, il suffit de prouver que f € Gay 1. Pour cela, il suffit de majorer
les coefficients du paramétrage ¥ (t1,...,%4,0,...,0).

Pour tout I € N¢,

D' o[z, an)]l = ok [[m1, . 20l
On a donc
L7 —1 I —1
(3.1) ﬁD (1,...,zn)(P)| = ]I!\p |D" (x1,...,20)(P)|p < |I!]p ,
' p
ce qui démontre que V est l-analytique. ]
Remarque. — Cette majoration vérifiée par les coefficients d’un paramétrage

de V est meilleure que 'hypothése 1-analytique. En effet, pour presque toute
. e e _
place p ces coefficients sont inférieurs a [}, avec Cp=1.

Lemme 3.7 — Soit X une variété projective sur un corps de nombres K,
soit P un point K-rationnel lisse deAX. Soit F un feuilletage algébrique sur
un ouvert de X contenant P et soit V le germe de feuille formelle défini par
F' au voisinage de P. Supposons que presque toutes les p-courbures de F sont
nulles (c’est-a-dire toutes sauf un nombre fini).

Alors V est 0-analytique.

Démonstration. — Soit p un idéal maximal de og, et p le nombre premier tel
que (p) = pNZ. Notons f le degré résiduel, degré de 'extension de corps ox /p
sur F), de sorte que og/p = F,s. Soit oy le complété de ox pour la valeur
absolue p-adique. Soit @ une uniformisante de oy, (p) = (®)° ot e est I'indice
de ramification absolu. 4 A

Soit I = (i1,...,iq) € N? La dérivation D! = D}'...DJ agit sur
op[[@1, ..., 2,)]"™. Side plus la p-courbure est nulle (voir le paragraphe 2.4), D?
applique op[[z1,...,2,]]" dans @oy[[z1,...,2,]]". Soit g € op[[z1,...,2,]]".
Pour 1 < j < d, écrivons i; = gjp + r; la division euclidienne de ¢; par p et
posons q = Z;l:l g;. Alors

D'(g) = DPP*™ . DIPFT(g)
= (D)™ DYt ... (D)™ (Dy'(9)),

donc D(g) € @%0p[[z1,...,zn)]"
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Le germe de feuille formelle défini par le feuilletage au voisinage de P (voir
paragraphe 2.3) est paramétré par

I
Bty ta o (P), (P = S %DIX(P),

IeNd
ou X = ($1,...,xn)_
Majorons les coefficients du paramétrage 1,
L pr 1=
ﬁD X(0) ; < | @l
< p[Kp:Qp}up(il!...idl)p_@q
(3.2) < (S5 w213

Rappelons la normalisation choisie pour la valeur absolue p-adique. Soit @
une uniformisante en p, on a :

[ply = N(p)~¢ = p~Kri ],

- _ _ [Kp:Qp]
@y =N@) t=pf=p
Lemme 3.8. — Soit a un nombre entier naturel. Alors
a a
uplal) - H <
8 p] " plp—1)
Démonstration. — La valuation p-adique de a! est vp(al) = > 22 L%J, ou |-]

désigne la partie entiére inférieure.
Ainsi,

w3135 st
O

Si e = 1, d’aprés la majoration donnée par le lemme ci-dessus et 1'inéga-
lité (3.2), on a la majoration suivante,

(3.3) %D[X(O)

. d i : 11| — A
< p[Kp-Qp] P ey < p[Kp-Qp}p(p_l) = Ipl, p(p=1)

p

Soit S lensemble fini des idéaux p ramifiés. Pour tout p ¢ S, l'indice de
ramification e vaut 1, et 'inégalité (3.3) est valable. Posons, pour p ¢ S,

[Kp:Qpl
C’P = p p(p—1) .
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Alors la somme

log p
ZlOng Z ( 1)[ P:QP]
pEs
converge, et

—DIX(O)

I
= <ql,

p
donc V est O-analytique. O

3.2. Morphismes d’évaluation

Soit X une vari¢t¢ projective sur K, de dimension d > 1. Soit P € X(K) et

soit V un sous-schéma formel lisse (de dimension d) du complété formel Xp de
X en P. Pour tout nombre entier naturel k, notons (V) le k-iéme voisinage
infinitésimal de P dans V. On a ainsi

{P}=(V)o,
(V)k C (V)kt1,
= lim (V).
k
Soit L un fibré en droites ample sur X. Définissons les K-espaces vectoriels
et applications K-linéaires suivants, pour tous entiers naturel D,k :

Ep =T(X,L®P),

np : Ep = T(V,LP)
S —> S|‘7’

np : Ep = T((V)y, LP)
S > 5\(V)k'

Si le sous-schéma formel V est dense dans X , application np est injective.
Les espaces vectoriels

Ep =kern ' = {s € T(X, L®P) [s(v,_, = 0}

-1
définissent une filtration de ’espace vectoriel Ep.
Le noyau de I'application de restriction de I'((V)g, LP) a T((V)g_1, L) est

isomorphe & Sym” (Qb) ® LE (voir [Viada, 2001], paragraphe 4.2.5 ou [Viada,

2005|, paragraphe 2.2). L’application 77]]3 restreinte a E]f—) induit donc une
application linéaire

(3.4) o« B% — Sym* (Q;) ® L%,
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qui envoie une section de L? s’annulant a l'ordre k en les P le long des V sur
le (k+ 1)-iéme « coefficient de Taylor » de sa restriction & V. Par définition,
le noyau de <plf3 est égal a E]L‘;H.

3.3. Structures entiéres, structures hermitiennes

Soit 2" un modéle projectif de X sur Spec(og), c’est-a-dire un schéma
projectif sur Spec(og ) dont la fibre générique 2k est isomorphe & X. Le point
rationnel P s’étend en une section & du morphisme 7 : 2~ — Specog. Soit
Z un fibré en droites hermitien sur 2  dont la restriction L = % a X est
ample.

Soit &p :=I'(2", Z£%P). C'est un ox-module projectif de type fini. Notons
tpV l'image de ‘@*Qi@/o;{ par Papplication

Py o (‘@*Q%”/w) ~ Qycp = (TPV)".

La restriction & K du ox-module projectif de type fini 'EPIA/ est isomorphe
a TpVV. Muni des metrlques duales des métriques ||.||, sur les C- -espaces

vectoriels T, pV Rog.oc C, tpV définit un fibré vectoriel hermitien tpV sur
Specog. Ses puissances symétriques héritent naturellement d’une structure de
ox-fibré vectoriel hermitien ; pour tout nombre entier naturel k, nous notons
1k la norme sur Sym” (Tp‘/})v associée a un plongement ¢ de K dans C.

Comme expliqué au paragraphe 1.4, on munit &p d’une structure de
fibré vectoriel hermitien &p sur Specox en munissant, pour tout plongement
o : K — C, le C-espace vectoriel &p s = &p Rop.o C de la norme de John
|| - |lo,s associée & la norme-infini.

Définissons également la hauteur h(go’]%) obtenue en remplagant les normes
hermitiennes sur éoDJ par la norme infinie,

Zlog leblle +

o:K—=C

w

l[slle,00

ot [¢hllo.ce = SUP.cpx o)
D’aprés (1.11), on a

(3.5) hy(eh) < h(eh).

3.4. Sous-schémas formels a-arithmétiques

Soit X une variété projective deﬁme sur un corps de nombres K, smt P un
point K-rationnel de X et soit V un sous-schéma formel lisse de X p. Soit L
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un fibré en droites ample sur X. Pour tout couple de nombres entiers naturels
(k, D), notons (pl; o le morphisme d’évaluation associé

k 1 D
Bl o Symt (0b) @ LD,

e v
oil E’“ ={s e HY(X, L") | s;v),_, = 0}.
Deﬁnztwn 3.9. — Soient a un nombre réel positif et S un ensemble fini de

places de K (finies ou archimédiennes). Un sous-schéma formel lisse V est
(S, a)-arithmétique si pour tout @ > «, il existe C > 0 et une famille de
nombre réels positifs (Cy)vex, tels que, pour tous nombres entiers naturels D
et k, le morphisme d’évaluation (pk v vérifie

(3.6) Z B < aklogk + C(k + D),

’UEZK\S

et, pour toute place v de K,
hu(eh o) < Culle + D).

Définition 3.10. — Soit o un nombre réel positif. Un sous-schéma formel

lisse V est a-arithmétique s’il est (S, a)-arithmétique pour tout ensemble fini
S de places de K.

Lemme 3.11. — Soit X une variété projective sur un corps de nombres K
soit P un point K-rationnel de X et soit V un sous-schéma formel lisse de Xp
Soit K' une extension finie de K et soit o un nombre réel positif.

Alors le sous-schéma formel V est a-arithmétique si et seulement st ‘7®K K’
est a-arithmétique.

Démonstration. — Notons 90’15 les morphismes d’évaluation le long de V. Alors

les morphismes d’évaluation le long de 1% ®x K’ sont les cka ®x K'. Notons
7 : Specogr — Specog. Soit q un idéal maximal de oxs et p = 7w(q) 'idéal
maximal de ox sous q. Alors, d’aprés (1.9)

(3.7) hq(¢h @K K') = [K] : K]hp (o).

Soit @ > «. Supposons que le sous-schéma formel V soit a-arithmétique.
Soit S’ un ensemble fini de places de K’. On a

Y hhekK)= > h(@hex K+ Y heleh ok K')
VEX s\ S’ qeSpecm 05 \S’ 0:K'—»C
o¢S’
= > halebex KN+ 3 heyleb).
geSpecm 07\ S’ 0:K'—C

oS’
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Comme V est a-arithmétique, pour toute place v de K il existe C, > 0 tel que
(3.8) ho(9%) < Cu(k + D).

La deuxiéme somme de ’égalité ci-dessus étant une somme finie, il existe donc
C7 > 0 tel que

(39) Y hl¢hexK)< D he(¢h @K K')+ Ci(k+ D).
VEX s\ S’ qESpecm 057\ S’

D’autre part, la somme sur les places finies peut étre majorée de la maniére
suivante. Tout d’abord, on a

Z ha(eh @k K') = Z Z he(¢h © K')
qESpecm 05 \S’ pESpecm 0k, qESpPecm 0k,
pgm(S") m(q)=p

+ > Y h(eh ok K)

pESpecm 0 w(q)=p,
pEﬂ'(S/) q¢S’

= > ST hp(eh)IK] K

pESpecm 0, qESPecn 0,
pgn(S’) m(q)=p

+ Z Z hp(@%)[KéiKp],
p€ESpecm 0k, w(q)=p,
pen(S’)  q¢s’

d’apres (3.7). La deuxiéme somme est une somme finie, donc d’aprés (3.8), il
existe un nombre réel Cy > 0 tel que

> (@)K Ky] < Co(k+ D).

m(q)=p,
q¢s’
On a alors
S hhexK)< Y S hp(eh)KG K]
qeSpecm 05/ \S’ pESpecm 0, gESpPecm 0k,
pgn(S’) m(q)=p
+ Cy(k+ D)
S[E':K] ) hp(¢h) + Calk + D)
pESpecm 0k,
pgn(S’)

Cs(k+ D)+ [K': K][K : Qlaklogk

<
< C3(k + D) + [K' : QJaklogk,
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puisque le sous-schéma formel V est a-arithmétique. D’aprés (3.9), en posant
C4 = C1 4+ C3 on a donc, pour tous nombres entiers kK > 0 et D > 1,

Z ho(¢h @k K') < Ca(k + D) + @K' : Qlklogk,
Ve L\ S

ce qui démontre que Ve Kk K' est a-arithmétique.

Supposons maintenant que Ve Kk K’ est a-arithmétique. Soit S un ensemble
fini de places de K. On a

Yo=Y meh)+ D haleh)

vEXK\S peSpecm 0k \S o K—C,
oS
(3.10) = > b+ D hal¢hex K,
peESpecm 0 \S 0:K—C,
oS

ol pour tout plongement o de K dans C, & désigne un plongement de K’
dans C prolongeant o. Comme le sous-schéma formel V @ K’ est a-arithmé-
tique, il existe un nombre réel Cs > 0 tel que

(3.11) Y heleh @K K') < C5(k + D).
o:K—C,
oS

Dans 'égalité (3.10), la somme sur les places finies vérifie d’aprés le lemme 1.8 :

Y b= Y X b oxk)

peESpecm 0k \S peESpecm 0k \S qESpecm 0
alp

1 k /
= KK > heleh @k K)
qeESpecm 0/,
qagr—1(S)
(K" Q]_
< ————=aklogk k+ D),
K7 &) rlosk + Colk + D)
car V @ K’ est a-arithmétique. Ainsi, d’aprés (3.10) et (3.11),
> ho(eh) <alK : Qlklogk + (Cs + Cs)(k + D).
vEXK\S

Par conséquent, le sous-schéma, formel V est a-arithmétique. ]

Le morphisme d’évaluation défini au paragraphe 3.2 et que 'on a noté @’B
dépend d’un choix du fibré en droites L sur X, d’'un modéle entier de X et L
sur og.
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Les propositions suivantes entrainent que le fait, pour un sous-schéma
formel, de vérifier la définition 3.10 ne dépend pas de ces choix. Les arguments
sont inspirés de larticle [Bost et Chambert-Loir, 2009], proposition 4.7.

L’indépendance du choix des modéles se démontre exactement comme dans
la partie a) de cette proposition; un changement de modéle ne modifie le
membre de gauche que par un facteur majoré par C(k 4+ D). Traitons mainte-
nant I'indépendance en le fibré en droites. Indiquons en indice par rapport a
quel fibré en droites le morphisme d’évaluation est défini : notons ainsi, pour

tous nombres entiers naturels k, D, Ep = I'(X, L®P)Y et gpIB 1, le morphisme
)4 : k kol ®D
d’évaluation EY, — Sym (va) @ Lip -

Proposition 3.12. — 1. Soit b un nombre entier naturel non nul, et soit L
un fibré ample sur X . Si ‘P%,L vérifie l'inégalité (3.6), alors QOIB,L@),, aussi.

2. Soient L et M deux fibrés en droites sur X. Supposons qu’il existe une
section o € T'(X, M®L™1) qui ne s’annule pas en P. Alors il existe C > 0

tel que ||l¢p 1 llp < 15 arllsCP-
Démonstration. — 1. Le morphisme d’évaluation défini par rapport au fibré
L®,
@]B,L@ : EBL,, — Symk(Q‘lA/P) ® L%Db,
coincide avec ¢}, Leurs normes sont donc égales, Hcp’l‘“) wollp = ks llp-
Si SOIB,L vérifie
1
(3.12) ——— log |l¢% |l < aklogk + C(k+ D),
g 2 bl

alors, quitte & remplacer C' par bC, go% ov Vérifie la méme inégalite.

2. Soit s € EB 1, une section s’annulant & 'ordre au moins % le long de V.
Alors s @ oP € EBM. De plus,
¢har(s @) = o 1(s) @ a(P)P.
Ainsi,
b, = l¥h,ar(s @ )| - [lo(P) P
<llebaell - lls @ | - o (P77
bl - sl (oo (P~

b all - IsICP,

1=

<
<

en posant C' = ||o||||o(P)
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Proposition 3.13. — Soit X une variété projective sur un corps de nombres
K, soit P un point K-rationnel lisse de X et soit V un sous-schéma formel
lisse de Xp. Soit a € R..

Si V est a-analytique, alors V est a-arithmétique.

Démonstration. — Notons d la dimension de ‘7, et notons Specm(og) le
spectre maximal de og. Supposons que V est a-analytique et soit @ > «.
Alors V est paramétré par des séries formelles fi,..., f, € Kl[z1,...,z4]],
fi = Y ;ar(i)x!, qui, en toute place, ont un rayon de convergence non nul
et vérifient : il existe un ensemble fini S de places de K contenant toutes les
places archimédiennes telles que, pour tout p € Specyn(0x)\ S, il existe C, > 0
tel que, pour tout I € N?, pour tout i € {1,...,n},

1]
Gy
[

(3.13) lar()ly <

et

peSpecm (0 )\S

Pour toute place v de K, il existe un nombre réel C!, > 0 nul pour presque
tout v tel que

(3.14) ho(2%) < C! (k4 D) + log (max max |a1(i)|v> .

1<i<n |T|=k

Pour majorer la hauteur de goljf), on utilise I'inégalité (3.13) pour la majoration

de la hauteur en toutes les places v € Y\ S, et analyticité des séries f1, ..., fq

fournit une majoration simple de hv(gokD) en les places v de ’ensemble fini S.
D’aprés les inégalités (3.14) et (3.13),

oid
hy (0" <C'(k+D)+1o max P_
P(@D) p( ) gleNd7 |I‘:k‘ HI'H?
Si I = (i1,...,iq) € N% est tel que |I| = k, alors k!/i1!...ig! est un nombre
entier, donc
1 1

[ PR
Alors,
log D llp < Cp(k + D) + klog Cy — ailog |k!l,.
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Si C = log ][ gs Cp et C' = 3°Cy, on a donc

> loglghlly <C'(k+D)+Ck—a Y logl|k!|,
pEXK\S pEXK\S
(3.15) <C'(k+D)—a Y logl|k!|p.
peXK\S
Soit v une place de K. Soit r,(i) un nombre réel strictement positif et
strictement inférieur au rayon de convergence de f;. Alors |az()|,r, (i)l — 0

quand |I| tend vers l'infini, et il existe donc un nombre réel strictement positif
C, tel que

(3.16) ho(¢h) < Cy(k + D).

En posant Cy = ) .4 C,, somme finie de termes strictement positifs, on a
donc

(3.17) > hu(eh) < Colk + D).
vesS

D’aprés les majorations de hauteurs (3.15) et (3.17),

hieh) = ho(eh)+ D hyleh)

vES pEEK\S
<Co(k+D)+C"(k+D)—a >  loglkll,
peEXK\S
<Ci(k+D)—-a Z log | k!lp.
pESpecm 0

D’apreés la formule du produit,
- ) loglk!|, = [K : Q]log(k!) < [K : Q]klogk,
pESpecm 0
d’ott
h(eh) = > ho(eh) < Ci(k + D) +a[K : Qklogk.
VEX K

Soit S” un ensemble fini de places de K. Comme pour tout v € S’, la hauteur
du morphisme d’évaluation go’f) a la place v vérifie la majoration simple (3.16),
on a aussi, par la méme méthode,

3" ho(eh) < Calk + D) +alK : Qlklogk,
vESK\S

et ce pour tout nombre réel @ > «. Par conséquent, le sous-schéma formel 1%
est a-arithmétique. O
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3.5. Densité de p-courbures nulles

Soit X une variété projective sur un corps de nombres K, soit P un point
K-rationnel lisse de X. Soit F' un feuilletage algébrique sur un ouvert de X
contenant P et soit V le germe de feuille formelle défini par F' au voisinage
de P.

Dans ce paragraphe, nous définissons une « densité » 5 dans U'intervalle [0, 1]
de p-courbures nulles du feuilletage F', valant 1 sans hypothése supplémentaire
sur le feuilletage et 0 si presque toutes les p-courbures sont nulles. Cette
« densité » est reliée a la notion de sous-schéma formel a-arithmétique : une
feuille formelle d’un feuilletage avec une « densité » 3 de p-courbures nulles est
(1 — B)-arithmétique (proposition 3.17). Avec cette définition, le théoréme 4.6
fournit, dans le cas archimédien, une sorte « d’interpolation » entre le théoréme
de Schneider-Lang classique (cas ou la densité de p-courbures nulles est nulle),
et un théoréme d’algébricité de Bost (cas ou presque toutes les p-courbures
sont nulles) dans son article [Bost, 2001].

Lemme 3.14. — Supposons que V soit le germe d’une feuille formelle d’un
feuilletage algébrique en un point rationnel. Alors le morphisme d’évaluation
vérifie les majorations suivantes : il existe un ensemble fini S d’idéaur mazi-
mauz de of tel que, pour tout p € Specy 0 \ S, pour tous k € N et D € N*,

(3.18) hy (o) < km)
p—1

et st de plus k < p, on a :

(3.19) hy () < 0.

Soit p un idéal mazimal de o, p ¢ S tel que la p-courbure de F est nulle.
Alors

K, : Qpllogp
3.20 ho(ihy) < e Qullosp,
( ) »(¥D) p(p—1)
Démonstration. — Les inégalités (3.18) et (3.19) se déduisent de I'inégalité (3.1).
Si de plus la p-courbure est nulle, d’aprés I'inégalité (3.3) on a (3.20). O

Pour tout x € R’ , posons

logp

()= D [Kp:Qpl——
pESpecn 0k

tq p<z
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Définition 3.15. — Soit F' un feuilletage algébrique sur X. Pour tout x €
R, posons

1 (K, : Qpllogp
8, > el

p iq p<z,
p-courbure(F)=0

On appellera « densité (inférieure) » de p-courbures nulles le nombre réel
compris entre 0 et 1 :

(3.21) f= lim S,.
T—r00
Lemme 3.16. — Soit K un corps de nombres. Alors, quand k tend vers +o00,

Vi (k) ~ [K : Q]logk.

Démonstration. — Pour tout nombre entier naturel k,

o) = Y K Qulk2ED

peESpecm 0 p= 1
tq p<k
Sp(k)
= Z vp(kN[Kp : Qpllogp + Z (K = Q)= . log p,
peESpecm 0 peESpPecm 0 p
tq p<k tq p<k

ou Sp(k) désigne la somme des chiffres de I’écriture de k en base p. La premiére
somme vaut :

> w)E, : Qllogp= > v(k)[K,: Qyllogp

pESpecm 0k pESPECm 0
tq p<k
= > log(kY)
pESpecm 0
— [K : Q] log(k!)

~ [K : Qlklogk.
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Montrons que la deuxiéme somme est négligeable devant la premiére, quand k
tend vers +oo.

Sy (k (b — 1)(10g, () + 1)
>, Ky Qp]pi(l) logp< Y [Kp: Q) ’ = log p

pESpecm 0k pESpecm 0
tq p<k tq p<k

log k
< ¥ [Kp:Qp]<10§p+1>logp

peESpecm 0k
tq p<k

<2logk Y [Ky: Q)
pESpecm 0k
tq p<k

< 2[K : Q]logk Z 1

p premier, p<k

k
< 1 kiu
Clog log k

ol C' est un nombre réel strictement positif, d’apres le théoréme de Tchebychev.
Donc

> Kyl Sp(h) logp = O(k).

pESpecm 0 p= 1
tq p<k
Finalement, ¢ (k) = > pespeen ox [Kp : Qpl 22 ~ [K : QJlog k. O
tq p<k
Proposition 3.17. — Soit X une variété projective définie sur un corps de

nombres K et soit P un point K-rationnel lisse de X. Soit F' un feuilletage
algébrique sur un ouvert de X contenant P et soit Ve germe de feuille formelle
défini par F au voisinage de P.

Soit B la « densité » des p-courbures nulles de F. Alors V est (1—-75)-
arithmétique.

Démonstration. — Soit S un ensemble fini de places de K. Montrons que pour
tout € > 0, il existe un nombre réel positif C' tel que, pour tous k, D,

S hu(h) < C(k+ D)+ (1 - B +e)kloghk.
’UEEK\S

Comme le sous-schéma formel V est le germe d’un feuilletage algébrique, il
est l-arithmétique et donc, pour toute place v de K, il existe un nombre réel
positif C, tel que, pour tous k € N et D € N*,

(%) < Cu(k + D).
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Soit A 'ensemble des idéaux maximaux p de ox tels que la p-courbure de F
est nulle. Alors en posant C1 =), s, Cos

Y ho(eh) <Cilk+D)+ > hy(eh)

vEXK\S pESpecm ok
< Ci(k+ D)+ Z he (%) d’aprés (3.19)
pESpecn 0k
p<k
SCik+D)+> hlep)+ Y. hpleh)
peA peESpecm 0\ A
p<k p<k
K, : 1
< Colk+ D)+ kY Ko Qulloar (Qp]l‘))gp
ped pp—
p<k
[Kp : Qpllogp
k 1 - pl Mol
vy, el

peESpecm 0\ A
p<k

<Cs(k+D)+k >

pESpecm 0\ A
p<k

car D e a %[Kp : Qp] < oo. D’aprés la définition 3.15,
K, : lo
S Bl UBE (1 eh),

pESpecm 0\ A p
p<k

[Kp : Qpllogp
p—1

Comme f = lim;, B, pour tout € > 0, il existe kg tel que, pour tout k > ko,
Br = B — e. De plus, d’aprés le lemme 3.16, ¥ (z) ~ [K : Q]logk, donc il
existe un nombre réel positif Cy tel que, pour tout k € N*,

Z [Kp = Qp)logp

b1 <Ci+(1—pB+¢)K : Qlklogk.

peSpecm 0\ A
p<k

Le sous-schéma formel V est donc (1 — 8)-arithmétique. O

3.6. Sous-schémas formels basés en un point fermé

Jusqu’a présent, nous avons considéré des sous-schémas formels du complété
formel d’une variété projective en un point rationnel. Dans ce paragraphe, nous
allons définir I’a-analyticité d’un sous-schéma formel lisse du complété formel
en un point fermé quelconque, ainsi que les morphismes d’évaluation qui lui



3.6. SOUS-SCHEMAS FORMELS BASES EN UN POINT FERME 49

sont associés, puis nous définirons ce que signifie étre a-arithmétique pour un
tel schéma formel.

Soit X une variété projective de dimension n sur un corps de nombres K et
soit P un point fermé lisse de X. Soit K (P) le corps résiduel de P. Alors le
complété formel X p de X en P est isomorphe au spectre formel de 'anneau

K(P)|[[t1,--.,tn]]. Soit K" une extension galoisienne de K contenant le corps
résiduel K (P). Quand on étend les scalaires de K a K’ Specy K (P)[[t1, . . ., tn]]
se décompose en une union disjointe de schémas formels Specy K'[[t1, . . ., t5]]

indexée par 1’ensembles des plongements de K (P) dans K’ :

Xp ~ |_| Specm K'[[t1, ..., tn]]-
o:K(P)—=K’

Soit V un sous-schéma formel lisse de dimension d de X p. Soit I I'idéal de

K(P)[[t1,...,ty]] définissant V. Lorsque I'on étend les scalaires de K a K’ le
sous-schéma formel V' se décompose en une union disjointe de sous-schémas
formels sur K’, indexée par les plongements de K(P) dans K’ :

(3.22) VerK' = || Vo
o:K(P)—K'

o V, est défini par lidéal I ®gc(p) o K' C K'[[t1,. .., ta]]-

Lemme 3.18. — Soit X wune wvariété projective définie sur un corps de
nombres K et soit P un point fermé de X. Soit V un sous-schéma formel
lisse de X’p. Soit K" une extension galoisienne de K contenant le corps rési-
duel K(P) de P. Soit o un nombre réel positif. S’il existe un plongement &
de K(P) dans K’ tel que 17& est a-analytique, alors pour tout plongement o :
K(P) < K', V, est a-analytique.

Démonstration. — Notons n la dimension de X et d celle de V. Soit @ > a.
Comme V; est a-analytique, il admet un paramétrage par des séries formelles
fiyo ooy fo € K[[z1,...,24]], fi = > ;ar(i)z!, qui, en toute place de K’, ont
un rayon de convergence non nul et vérifient : il existe un ensemble fini S
de places de K’ contenant toutes les places archimédiennes telles que, pour
tout p € Specn(ok) \ S, il existe Cy > 0 tel que, pour tout I € N9, pour tout
ie{l,...,n},

&
[P

H Cyp < o0.

pESPeCm 0

lar(@)lly <
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Soit o un plongement de K (P) dans K'. Il existe v € Gal(K'/K(P)) tel que

o = v&. Le sous-schéma formel 1775 est paramétré par yo fi,...,vo f, dont
les coefficients sont les v(as(1)),...,v(ar(n)). Soit p un idéal maximal de 0.
Alors

Iy (ar(@)llp = lIv(ar(@))ll 1)
= llar (@)l 1)
Cvj(p) '
)
Comme 7q est 'identité, v Y(p)NZ = p N Z, donc les nombres entiers ont
mémes valuations p-adique et v~ 1(p)-adique. Ainsi on a

C,—1
. )
9 (ar@)ly < T
[pa:
De plus,
H C,y—l(p) = H Cp < 0.

pESpecm 0 pESPecm 07
Le sous-schéma formel ‘A/J = 1776 est donc a-analytique. O
Définition 3.19. — Soit X une variété projective définie sur un corps de

nombres K et soit P un point fermé de X. Soit V un sous-schéma formel
lisse de )?p. Soit K' une extension galoisienne de K contenant le corps
résiduel K(P). Soit o un nombre réel positif. On dit que V est a-analytique
sur K’ si pour tout plongement o : K(P) — K’, 170 est a-analytique.

Lemme 3.20. — Soit X wune wvariété projective définie sur un corps de
nombres K et soit P un point fermé de X. Soit V un sous-schéma formel
de Xp. Soit K' une extension galoisienne de K contenant le corps résiduel K (P)
et soit o un nombre réel positif.

Si V est a-analytique sur K', alors V est a-analytique sur K" pour toute
extension finie K" de K'.

Démonstration. — Soit @ > «. Soit o un plongement de K’ dans K(P)
et solent ar(i) € K’ les coefficients d'un paramétrage de V,. Si V est a-
analytique sur K’, il existe un ensemble fini de places de K’ tel que, pour
tout p € Specm(0x7) \ S,

Cp

el

H C,Yfl(p) = H Cp < 00.

pESpecm 0 pESPecm 07

lar(@)lly <

et
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Soit v un plongement de K’ dans K”. Alors v(a;(i)) sont les coefficients d’un
paramétrage de ‘7700- Soit S” I'ensemble des idéaux maximaux q de og~ tels
que p = v~ 1(q) Nox n'est pas dans S et n’est pas ramifié¢ dans ogn. Alors S’
est un ensemble fini de places finies de o~ et pour tout q € S,

Iv(ar(@))llg = Iy~ v (ar(@))ly-1q

X Cp—-
Y1
O
Définition 3.21. — Soit X une variété projective définie sur un corps de

nombres K et soit P un point fermé de X . Soit V' un sous-schéma formel lisse
de Xp. Soit a un nombre réel positif. On dit que V' est a-analytique s’il existe
une extension K' de K, galoisienne, contenant le corps résiduel K(P) de P

telle que V soit a-analytique sur K'.

Définissons également la notion d’a-arithméticité pour un tel sous-schéma
formel basé en un point fermé. Soit ¢ un plongement de K(P) dans K.
Rappelons la définition des morphismes d’évaluation le long du sous-schéma
formel V.. Pour tout nombre entier naturel k, notons (V)i le k-iéme voisinage
infinitésimal de P dans ‘A/U. On a ainsi

{P7} = (Vo)o,
(Vo)r © (Vo )kt

V, = li_r)n(VU) k-
k
Soit L un fibré en droites ample sur X. Définissons les K’-espaces vectoriels
et applications K’-linéaires suivants, pour tous entiers naturel D, k :

ED,O’ == F(XK’a L®D)7

Do - ED,J — F(‘/}U,LD)

S S\‘A/a’

Mo Epe = T((Vo)r, L)
S = 8|(Va)k'
Les espaces vectoriels
Egp = ker 77%?01 ={sel'( Xk, L®D) |S\(Va)k_1 =0},

ou k décrit 'ensemble des nombres entiers naturels, définissent une filtration
décroissante de l'espace vectoriel Ep ;.
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Le noyau de I’application de restriction de T'(Vy)x, L”) & T'((Vy)g_1, LP)
est isomorphe & Sym” (Q%/ ) ®ng. L’application 173 , restreinte a EB o, induit

donc une application K'-linéaire

k k k
(3.23) ot B, — Sym® (20, ) @ L.,
Lemme 3.22. — Soient k, D des nombres entiers naturels. Pour toute place v

de K', pour tous plongements 1,09 de K(P) dans K', on a
k k
h‘v(SOD,O'g) = hgl%—ly(@D,al)'

Démonstration. — Posons v = o907 € Gal(K'/K(P)). Le sous-schéma
formel \702 = ‘7701 est défini par I'idéal I, =1 <I‘7 ) Alors
Yo1 1

(3.24) gy =100D 5 07

Soit s € Ef) 5y SOIt p un idéal maximal de of. Alors

1650, (s = 117 0 D0, (v ()l
=70 ho (V7 (N llyr-1p)
= 16D, (v ()31
<€D oyt 177 (3)lly1
<€Dy l15lp-

Nous avons donc montré 'inégalité suivante

k k
195,05 llp < 1Dy ly-1p-

1 1

En appliquant 'inégalité précédente & o1 = ~~ v au lieu de

la place v, on obtient I'inégalité

o2 & la place v~

k k k
HQDD,mH'y*lv < HQOD,@Hv(w*lv) < ||80D,02”U'
]

Soit a un nombre réel positif. D’aprés ce lemme, si 'un des sous-schémas
formels ‘A/g est a-arithmétique, alors ils le sont tous. En effet, soit ¢ un
plongement de K (P) dans K'. Supposons que 17(, est a-arithmétique et soit &
un nombre réel strictement supérieur a «. Par définition, pour tout ensemble
fini S de places de K’, il existe un nombre réel Cg strictement positif tel que

1

—_— E lochpk
/. D,o

[K': Q] venns

< aklogkCs(k + D).

v
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Soit v € Gal(K'/K(P)), soit S en ensemble de places de K’ et soient k, D des
nombres entiers naturels. Alors, d’aprés le lemme 3.22,

[};(/1:(2] Z hv(@%,wo) = [[(,1(;2] Z hrlv(@%,a)

’UEEK/\S UEEK/\S

= [I{,lq Z hv((p%,o)

vEX e \Y LS
<akloghk +C-15(k+ D),

car 170 est a-arithmétique. Ainsi, 1770 est également c-arithmétique.

On peut donc donner une définition d’a-arithméticité pour V' comme on I'a
fait pour I’a-analyticité.

Définition 3.23. — Soit X une variété projective définie sur un corps de
nombres K et soit P un point fermé de X. Soit V un sous-schéma formel
lisse de )?p. Soit K' une extension galoisienne de K contenant le corps
résiduel K(P) de P. Soit a un nombre réel positif. On dit que V est a-
arithmétique si pour tout plongement o : K(P) — K’, 170 est a-arithmétique.

Remarque. — Cette définition ne dépend pas du choix d’une extension ga-
loisienne K’ de K contenant K (P) d’aprés le lemme 3.11.

Proposition 3.24. — Soit X une variété projective définie sur un corps de
nombres K et soit P un point fermé de X. Soit V un sous-schéma formel
lisse de )?p. Soit a un nombre réel positif. Si le sous-schéma formel V est
a-analytique, alors il est a-arithmétique.

Démonstration. — Si V  est a-arithmétique, il existe une extension
galoisienne K’ de K contenant K (P) telle que pour tout o : K(P) < K', V,, est
a-analytique. D’aprés la proposition 3.13, les XA/U sont donc aussi
a-arithmétiques, et V est donc par définition a-arithmétique. ]






CHAPITRE 4

THEOREME DE SCHNEIDER-LANG SUR UNE
COURBE

Le théoréme principal de ce chapitre est une généralisation du théoréme de
Schneider-Lang sur une courbe affine sur le corps des nombres complexes ou
sur C,,. Le contexte en est le suivant. Soit X une variété projective définie sur
un corps de nombres K, soit (z;)jes une famille de points rationnels de X
et pour 57 € J soit IA/j un sous-schéma formel lisse du complété formel de X
en x;. Sous certaines hypothéses portant sur les sous-schémas formels ‘7]-, on
démontre que la famille (z;) est finie.

Avant de donner I’énoncé du théoréme 4.6, nous définissons une notion
d’uniformisation de sous-schémas formels définis en des points rationnels de X
par une fonction holomorphe sur une courbe affine My sur C ou C,. Cette
notion généralise celle de paramétrage par des fonctions méromorphes sur
la droite affine sur C. Si M est la compactification projective de My, nous
définissons également 1'ordre de croissance d’une telle fonction holomorphe
sur My en chacun des points de M \ Mj. Cette notion est une généralisation
de celle d’ordre exponentiel d’une fonction méromorphe sur C.

La démonstration du théoréme repose sur la méthode des pentes, notam-
ment 'inégalité de pentes exposée au chapitre 1. On définit un morphisme
d’évaluation le long des sous-schémas formels considérés. L’hypothése d’uni-
formisation permet de donner une majoration de la hauteur de ce morphisme
d’évaluation en I'une des places de K, grace a un lemme de Schwarz.

4.1. Ordre de croissance

Soit F' un corps valué complet et algébriquement clos. Les cas qui nous
intéresseront dans la suite sont les cas F' = C et I’ = C,,. Soient X une variété
projective sur F, M une courbe algébrique sur F, et P un point de M. Soit L
un fibré en droites métrisé sur X ; supposons L ample.
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Soit T' un sous-ensemble fini de M. La courbe affine M \ T' étant un espace
de Stein (voir [Grauert et Remmert, 2004; Kiehl, 1967]), il existe toujours une
section globale non nulle de T'(M \ T, ©*(L™1)).

Définition 4.1. — Soit T wune partie finie non vide de M(F). Soit p =
(pr)rer une famille de nombre réels positifs. Une application holomorphe
©: M\T — X(F) est d’ordre inférieur & p en T s’il existe une section
globale non nulle n € T(M \ T,0*(L™1Y)) telle que, pour tout T € T, si u, est
un parameétre local de M au voisinage de T, il existe des nombres réels Ay, Ag
strictement positifs tels que

(4.1) In(2)|| < Are?2“ I pour tout z suffisamment proche de 7.

Dans le cas ot ' = C, 'application est holomorphe au sens de la géométrie
analytique complexe. Dans le cas ' = C,, elle est holomorphe au sens de
la géométrie analytique rigide (voir [Bosch et al., 1984] ainsi que [Fresnel et
van der Put, 1981]).

Remarque. — Cette définition ne dépend pas du choix d’un paramétre local
au voisinage d’un point de 7. En effet, soit 7 € T', supposons que pour tout z
suffisamment proche de 7 'on ait

In(2)]] < Aget2lur (T,

Soit u. un autre parameétre local de M au voisinage de 7. Il existe alors un
nombre réel Az > 0 tel que |ur(z)| > As|ul(z)| au voisinage de 7. Alors

In(2)|| < Areelir@ITT < 4424 lr (70T g Al (0T
. L —p
ot I'on a posé Ay = A A5".

Lemme 4.2. — On utilise les mémes notations que dans la définition 4.1.
Soient Ly et Ly deux fibrés en droites amples métrisés sur X et soit n une
section globale de @*Ll_1 vérifiant inégalité (4.1) de la définition précédente.
Alors il existe une section ' € T(M \ T,0*(Ly")) non nulle vérifiant égale-
ment (4.1).

Démonstration. — Soit N un nombre entier naturel non nul tel que le fibré en
droites LY ® Ly 1 admette une section globale non nulle f. C’est possible car
L1 est ample. Alors, en posant ' = nNO*f € T'(M \ T, @*L;l), on a, pour
tout 7 € T et tout z suffisamment proche de T,

' ()l = ™ () 1©*f(2)l]

< A2l BT 0% f(2),
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ou A} = AyN. La section f a une norme bornée sur X, donc ©* f a une norme
bornée sur M \ T et il existe A} > 0 tel que

I’ (2)] < Ajetelr G,
O

Lemme 4.3. — Soit © : M\ T — X(F) d’ordre inférieur a pr en T € T et
soient Py, ..., Py, € M\ T. On peut choisir une section n vérifiant (4.1) qui
ne s’annule pas en les points P;.

Démonstration. — Nous allons construire une fonction g méromorphe sur M,
holomorphe sur M\ (TU{Pi,..., Py,}), ayant des poles d’ordre exactement n;
en P; et d’ordre controélé en les points de T'. La section n = gn ne s’annule alors
pasen Py, ..., P, et est holomorphe sur M \ T'; il restera a remarquer qu’elle
vérifie encore la majoration (4.1).

Si D est un diviseur sur M, notons h°(D) la dimension sur F de I’espace
des sections H°(M, 0);(D)). Notons Kj; un diviseur canonique de M.

Soit n € T(M\T, ©*L~!) vérifiant (4.1). Notons n; Pordre d’annulation de 7
en P;. Soit n € N et notons A le diviseur A = Y n[r] + > n;[F;]. D’aprés
le théoréme de Riemann-Roch,

RO(A) —hO(Kp — A) =degA+1—g,
et
hO(A = [P]) = B°(Ky — A+ [P)]) = deg A — g,
ou g désigne le genre de M. Si deg A > 2g,
W (K — A) = h'(Ky — A+ [Py)]) =0,

et par conséquent HY(M, O(A — [P}])) est un hyperplan de HY(M, O(A)).
Comme le corps F est infini, il existe une fonction g € HO(M, O(A)) qui
n’appartient & aucun de ces hyperplans

HO(M7 ﬁ(A - [Pl]))7 R HO(Mv ﬁ(A - [Pm]))

La fonction g est méromorphe sur M, holomorphe sur M\ (TU{Py,..., Py,}),
a des poles d’ordre exactement n; en P; et d’ordre au plus n en tout 7 € T.

La section 7 = gn ne s’annule pasen P, ..., P, et est holomorphe sur M \ T.
Soit 7 € T et soit u,; un paramétre local de M au voisinage de 7. Comme g
a un poéle d’ordre au plus n en 7, il existe As > 0 et il existe un voisinage U
de 7 dans M tels que pour tout z € U, g(z) < Aslu-(z)|~". Alors pour tout z
suffisamment proche de 7,

17(2)|| < ArAze 2O g (2) 77
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Soit A > Ay. Alors, quand z tend vers oo (z réel), e22%" g™ = o(e42*"7) et

donc il existe A4 > 0 tel que
[7(2)]] < Agetalur T,

La section 7 vérifie donc, comme 7, une inégalité semblable & (4.1) et ne
s’annule pas en Py,..., Ppy. O

Nous allons démontrer que la définition d’ordre de croissance donnée dans ce
chapitre est équivalente a celle d’ordre de croissance exponentiel classique dans
le cas ot les sous-schémas formels sont paramétrés par n fonctions holomorphes.
Ainsi, le théoréme 4.6 est bien une généralisation du théoréme de Schneider-
Lang classique (théoréme A, page 7).

Soit K C C un corps de nombres. Soit M une courbe algébrique sur C,
projective lisse et connexe et soit 7' un ensemble fini de points de M (C).

Définition 4.4. — Soit 7 € T et soit p; un nombre réel positif. On dit qu’une
fonction f holomorphe sur M(C)\T est d’ordre exponentiel inférieur a p, en 7
st pour tout parametre local ur au voisinage de T il existe des nombres réels
strictement positifs A et B tels que, pour tout z suffisamment proche de T,

(4.2) [f(2)] < Aexp(Blu-(2)[ 7).

Une fonction méromorphe sur M\T est d’ordre exponentiel inférieur a p si elle
peut s’écrire comme le quotient de deux fonctions holomorphes d’ordre inférieur
a p.

Dans le cas ot M = P!(C) et T est égal au singleton {oo}, donc M (C)\T =~
C, c’est la définition habituelle d’ordre de croissance (voir page 8).

Pour tout 7 € T, soit p, un nombre réel positif et soit p = > 7 pr.
Soient fi,..., fn des fonctions méromorphes sur M(C) \ T telles que, pour
tout 7 € T, f1,..., fn sont d’ordre inférieur & p, en 7. Soit fy une fonction
holomorphe sur M \ T d’ordre inférieur & p, en chaque 7 € T, ne s’annulant
pas en wy, ..., Wy, et telle que, pour tout ¢ € {1,...,m}, la fonction 0; = f; fo
est holomorphe sur C d’ordre inférieur a p, en chaque 7 € T. Soit T” le lieu
des zéros communs des fonctions 6y, ..., 0,. Alors la fonction

©=(L /1, fn) = (b0, 0n)
est une application holomorphe de M \ (T'UT") dans P"(C). Elle se prolonge
en une application holomorphe © définie sur M \ T tout entier. Fixons des
coordonnées projectives (Xo,...,X,) sur P*(C). Le fibré &(1) sur l'espace
projectif P"(C) est muni de la métrique définie comme suit. Soit o une section

de 0(1), 0 =377 a;Xj, alors

| 2251 a; X;(2)]
lo(2)]l = :
maxi<j<n | X;(2)]
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Définissons une section globale non nulle n de ©* ¢ (—1) de la maniére suivante :
sur {©71(X;) # 0}, soit
0;
O*X;
Ces sections se recollent en une section n € I'(M\T,0*0(—1)). Soit z € M\T
et soit i € {1,...,n} tel que | X(6;(2))| soit maximal, c’est-a-dire
[ Xi(O(2))]

i(©(2))ll = C -

n =

On a alors

In(2)]l =

0:(2) 6:(2) ;
= e S s )

10°Xi(2)ll  11Xi(6(2))]

Soit 7 € T'. Comme les fonctions éz sont d’ordre inférieur & p, en 7, il existe
des nombres réels positifs A et B tels que

16:(2) ]| < Aexp(Blu-(2)[~""),

pour tout z assez proche de 7. La section non nulle 7 vérifie donc bien, pour
tout 7 € T et tout z suffisamment proche de 7,

In(2)]l < Aexp (B(1/|2])~"") .

Par conséquent, la fonction O est une application holomorphe de M \ T
dans P"(C) d’ordre inférieur a (p;)rer.

Réciproquement, soit © : M \ T' — P"(C) une application holomorphe
d’ordre inférieur a p, en tout 7 € T et soit 7 une section de O*C0(—1)
vérifiant (4.1). Alors, pour tout ¢ € {1,...,n}, la fonction f; définie par
fi = ©*X;n est holomorphe sur M \ T d’ordre de croissance inférieur a p,
en 7, pour tout 7 € T

4.2. Enoncé

Soit X une variété projective sur un corps de nombres K. Soient Tl , Ty
des points K-rationnels de X et, pour 1 < j < m, soit V un sous-schéma
formel lise de dimension 1 du complété formel Xxj de X en z;.

L’adhérence de Zariski de V = Um \7 dans X est par définition le plus
petit fermé de Zariski Y de X (défini sur K) tel que, pour tout j € {1,...,m},
V C Y . On dit que V est algébrique si sa dimension (ici, 1) est egale ala
dlmensmn de son adhérence.

Soit vy une place de K, finie ou archimédienne, et soit C,, le complété d'une
cloture algébrique du complété de K en vg. Soit p un nombre réel positif.
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Définition 4.5. — La famille de sous-schémas formels (‘Z,,‘Afm) admet
une uniformisation d’ordre inférieur & p a la place vg s’il existe une courbe
algébrique M projective, connexe et lisse sur C,,, un ensemble finu T C M,
une famille (pr)rer de mnombres réels positifs vérifiant Y . pr < p et une
application holomorphe

©: M\ T — X(Cy)

d’ordre inférieur a p, en tout T € T, tels qu’il existe des points distincts
Wi, ..., Wy de M\ T tels que ©O(w;) = x; et le germe de courbe formelle
paramétré par © au voisinage de x; coincide avec Vj, c’est-a-dire V;

o, (A,}Uj).

Nous pouvons maintenant énoncer la version géométrique du théoréme de
Schneider-Lang sur une courbe affine qui suit.

Théoréme 4.6. — Soit X une variété projective sur un corps de nombres K.
Soient x1,- -+ ,xm € X(K) (non nécessairement distincts) et pour 1 < j < m,
s01t YA/j un sous-schéma formel lisse de dimension 1 du complété formel X'm]. de
X en x; vérifiant les hypotheses suivantes :

1. 1l eziste un nombre réel o > 0 tel que, pour tout j € {1,...,m}, T7J est
a-arithmétique.
2. La famille de sous-schémas formels (171, .. ,Vm) admet une uniformisa-

tion d’ordre inférieur a p > 0 en une place vy.

Soit r la dimension de Uadhérence de Zariski de V = U;nzl ‘A/] dans X.
Alors,
—oubienr>1 et

— ou bien r =1, c’est-a-dire les ‘7] sont tous algébriques.

Remarque. — Sous 'hypothése d’uniformisation du théoréme, si 'un des
sous-schémas formels Vj, j € {1,...,m}, est algébrique, alors ils le sont tous.

En effet, s’il existe j tel que V; n’est pas Zariski-dense dans X, alors il existe
une fonction rationnelle P sur X non nulle, identiquement nulle sur ‘7] La
fonction ©* P holomorphe sur M \ T' s’annule & un ordre infini en un point w;
tel que ©(w;) = x;. Comme M \ T est connexe, ©*P est également nulle &

un ordre infini en les w; tels que O(w;) = z;, pour tout ¢ € {1,...,m}. Donc
P est identiquement nulle le long de tous les V;, ¢ € {1,...,m}, et aucun des

sous-schémas formels V; n’est Zariski-dense dans X.
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Quitte a remplacer X par 'adhérence de Zariski de V= Uﬁlf/\;, on peut
supposer que les sous-schémas formels V; sont tous denses dans X et que r = n.
C’est ce que l'on fera dans toute la suite.

4.3. Morphisme d’évaluation

Soit X une variété projective sur K de dimension n. Soient Py,--- , Py, €
X (K) et pour 1 < j < m, soit V; un sous-schéma formel lisse (de dimension d)
du complété formel Xp, de X en Pj. Pour tout nombre entier naturel k,

notons (Vj)i le k-iéme voisinage infinitésimal de P; dans X/}J On a ainsi

{P;} = (Vj)o,
(Ve € (Vj)k+1,

Vi = lim(Vj)g.
k
Soit L un fibré en droites ample sur X. Définissons les K-espaces vectoriels
et applications K-linéaires suivants, pour tout nombre entier naturel k et tout
nombre entier naturel non nul D :

Ep =T(X,L%P),
m A~
o Ep - @T(V;, LP)
j=1

S (8“71, ey 8“77”),

i Ep — @ T((V)i, LP)

j=1
S (S‘(Vl)k’ cey 8|(Vm)k)'
Lemme 4.7 — Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. pour tout D, lapplication np est injective,
2. pour tout D assez grand, l'application np est injective,

3. le sous-schéma formel V est dense dans X.

Démonstration. — L’assertion 1 implique ’assertion 2.

Si V nest pas dense, alors V est inclus dans une hypersurface H de X.
Pour D assez grand, le fibré ample L a une section globale non nulle qui
s’annule sur H et par conséquent np n’est pas injective et I’assertion 2 implique
I’assertion 3.
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Montrons que 3 implique 1. Supposons V dense dans X et soit s une section
de LP sur X qui s’annule sur V. Alors V est contenu dans le diviseur de s, qui
est égal & X tout entier car le sous-schéma formel V est dense dans X. Par
conséquent, s est nulle sur X et np est injective. ]

Les espaces vectoriels
Ef =kernly ! = {s € ['(X, L®P) S| (Ve = = S|(Vi)es =0}

définissent une filtration décroissante de 'espace vectoriel Ep. Cette filtration
est séparée si p est injective.
Le noyau de 'application de restriction

@F((V] _>®F -1, L )
j=1

est isomorphe a @;”:1 Sym” <Q%7> ® ng . L’application 77% restreinte & Ef)
J

induit donc une application linéaire

(43) oy B — syt (21 ) o L7,
j=1

qui envoie une section de LY s’annulant & ordre k en les Pj le long des ‘7] sur
le (k + 1)-iéme « coefficient de Taylor » de sa restriction & V. Par définition,
le noyau de cplj% est égal a Eg“.

Soit 2" un modéle projectif de X plat sur Spec(ox), ¢’est-a-dire un schéma
projectif plat sur Spec(ox) dont la fibre générique 2% est isomorphe a X.
Les points rationnels P; s’étendent en des sections &?; du morphisme 7 :
2 — Specog. Soit .Z un fibré en droites hermitien sur 2~ dont la restriction
L =%k a X est ample.

Posons &p = (27, £%P). On munit ce og-module d'une structure de
fibré vectoriel hermitien &p sur Specog en définissant les métriques de John
associées aux normes-infini sur &p, = Ep Qg0 C, pour tout plongement
o : K — C, comme expliqué au paragraphe 1.4.

Soit P; € X (K) un point rationnel. Le K-espace vectoriel Sym” (Q%/) ®ng
peut étre naturellement muni de structures entiére et hermitienne J(voir le
paragraphe 3.3). La somme directe de ces fibrés vectoriels hermitiens est munie
d’une structure de fibré vectoriel hermitien en prenant la somme orthogonale
des métriques hermitiennes.

Soit hy(¢%) la hauteur du morphisme d’évaluation relative aux normes
définies ci-dessus. On notera dans la suite h(¢%) la hauteur du morphisme
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d’évaluation % (4.3) obtenue en remplagant les normes hermitiennes sur &%
par la norme-infini,

k k k
h(¢D) = Zlog leDllp + Z 1og 1D [lo,00-
p o:K—C
T —q 5, ()l sym.
ol (|9 llo00 = SUPseps \f0) T el
Soit v un nombre réel positif. Supposons que pour tout j € {1,...,m} le

sous-schéma formel 17] soit a-arithmétique et soit @ > «. Alors les morphismes
d’évaluation (% (définis par (6.3)) le long des m sous-schémas formels vérifient
également : pour tout ensemble fini S de places de K, il existe un nombre réel
strictement positif C' tel que

<aklogk+ C(k+ D).

v

[K{Q] 2 1°gH*D]B

UEEK\S
En effet, écrivons ¢k, = (cp’z) A m) D EF — @;n:l Sym* (Q%) ® LII:D)]_7
’ ’ i
ou By = {s € T(X,L®P) |sjv1),y, = "+ = 8|(Vi)p, = O} Alors, si || - || est

une norme ultramétrique sur le complété de @;n:l Sym* (Q%) ® ng en une
J

place finie, on a

k _ ko
len(s)ll = max. len,; ()l
et si || - || est une norme archimédienne sur le complété de 7, Sym”* (Q%) ®
J

Lg_ en une place archimédienne,
J

leb )l = | D ek (5112
j=1

< Vm max [l ;(s)].

1<j<m

Ainsi, en posant ¢ = max {log(v/m)[K : Q],1}, on a

k k
< m . .
h(¢p) < 1<ja<)§n h(pp ;) +c

De plus, pour j € {1,...,m}, 'application go’f) ; est la restriction de gplz) o au
5 Vi
sous-espace vectoriel Eg 7. de Ef) formé des sections qui s’annulent & ’ordre
WV
au moins k le long de Vi,...,V,,. En toute place v de K, sa norme est donc

inférieure & celle de gplj"’j v et par conséquent,
Vi

ho(#h ;) < max hy(F

1<jsm )

"/\'].)7
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et donc

k k
(4.4) hol(ep) < max ho(ep, ) +c

En particulier, si les TAfj sont tous a-arithmétiques, V vérifie aussi : pour tout
ensemble fini S de places de K, pour tout @ > «, il existe un nombre réel
strictement positif C' tel que

(4.5) [KTQ] Uezz;\slognglgHv <aklogh + C(k + D).

4.4. Inégalité de pentes

Avec ces notations et ces choix des fibrés vectoriels hermitiens, des filtrations
et morphismes d’évaluation, en notant h J(go%) la hauteur du morphisme
d’évaluation relative aux normes hermitiennes définies ci-dessus, I'inégalité de
pentes (1.10) s’écrit :

deg(6p) < > rg(EL/ES™) ( Fimax @Sym oL ®$\p +h(¢h)
k=0 j=1

D’apres l'inégalité (1.14), I'inégalité suivante faisant intervenir la hauteur
h((p’f)) est également valable, bien que cette hauteur ne provienne pas de normes
hermitiennes aux places archimédiennes.

(4.6)

8

deg (€p) < ng E%/Ef;rl) Hmax @Sym Ql ®‘=g|P +h(90’f))
k=0 7j=1

Nous donnons maintenant une majoration de la pente maximale intervenant
dans cette inégalité de pente, ainsi qu'une minoration du degré arithmétique.

Lemme 4.8. — Avec les mémes notations que précédemment. Il existe un
nombre réel Cy > 0 tel que

fimax | @D Sym" Ql ®.$|P < Cy(k+ D).

1<j<m
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Démonstration. — Ce lemme est un corollaire du lemme 1.5. D’aprés (1.6),
m @ SkaT@)yD = max [t (S kaT@)yD)
Hmax T y v, |P; 122 Hmax | DY v, |P;

= max fimax(Sym" OL) + deg(Z)p,)
J

1<jsm

= ax fimax(Sym* QF, ) + D deg(Z)p,)

1<g<m

d’aprés (1.4). D’apres l'inégalité (1.5), il existe un nombre réel ¢ strictement
positif tel que

- —~ _ =D —
Hrmax @ Sym" Q%/J ® Z\p, | < ck+ Dmaxdeg(Zp,)

1<j<m /

< Ci(k+ D),
ou (' est un nombre réel strictement positif. O

Rappelons que d’aprés le théoréme de Hilbert-Samuel arithmétique 1.13, il
existe un nombre réel C' > 0 tel que

deg(€p) = —CD™,
L’inégalité de pentes (4.6) se récrit donc

(4.7) —CD" <> " rg(ER/ERT)(Ci(k + D) + hgh)).
k>0

4.5. Majoration de la hauteur du morphisme d’évaluation

On reprend les notations du théoréme 4.6.

~

Lemme 4.9. — Supposons que ‘71, ..., Vi sont a-arithmétiques et soit @@ > .
Alors il existe un nombre réel C' strictement positif tel que, pour tous nombres
entiers k >0 et D > 1,

> holeh) <alK : Qlklogk + C(k + D).

vES K \{vo}
Démonstration. — Ce lemme se déduit immédiatement de la définition d’a-
arithmeticité, avec S = {vo}, et de (4.5). O
Lemme 4.10. — Supposons que la famille de sous-schéma formel (171, ceey ‘/}m)

admette une uniformisation d’ordre inférieur a p > 0 en une place vy de K.
Soit X un nombre réel strictement positif tel que

(4.8) Ap < m.
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Alors il existe un nombre réel C strictement positif tel que, pour tous nombres
entiers naturels D > 1 et k,

k
huo (D) < C(k + D) = Mk log —.

D
Cette majoration cruciale, a la place privilégiée, donnée par le lemme 4.10
provient de l'uniformisation de (V1, ..., V). Sa démonstration utilise de I’ana-

lyse, complexe ou p-adique selon que la place vy est archimédienne ou finie,
sous la forme d’un lemme de Schwarz.

De ces deux lemmes on déduit directement la proposition suivante, qui donne
une majoration de la hauteur de go%.

Propositiori 4.11. — Supposons qu’il existe a > 0 tel que, pour tout j €
{1,...,m}, V; est a-arithmétique et soit @ > c. Soit p > 0. Supposons que la
famille de sous-schémas formels (171, cee ?m) admet une uniformisation d’ordre
inférieur a p en une place vy. Soit A un nombre réel strictement positif tel que
Ap < m. Alors il existe un nombre réel C' positif tel que, pour tous nombres
entiers naturels D > 1 et k,

h(o%) < (@[K : Q] — Nklogk + Mklog D + C(k + D).

Démonstration du lemme 4.10. — Dans cette démonstration, on omettra I'in-
dice vy pour noter la valeur absolue de K correspondant & la place vg. De
méme, on notera simplement || - || les normes sur les complétés a la place vy

des espaces Ef), FE.

Comme la famille de sous-schéma formels (171, cee ‘7m) admet une unifor-
misation d’ordre inférieur & p > 0 en vy, il existe une courbe algébrique M
projective, connexe et lisse sur C,,, un ensemble fini 7" C M, une application
holomorphe

©: M\T— X(C,,),
des points distincts wy, ..., wy, de M\ T tels que O(w;) = x; et le germe
de courbe formelle paramétré par © au voisinage de z; coincide avec ‘7]
(cf. définition 4.5). L’uniformisation étant d’ordre inférieur a p, d’aprés la
définition 4.1 et le lemme 4.3, il existe n € T'(M \ T,0*L~!) ne s’annulant
pas en wi, ..., Wy, des nombres réels A1, As tels que

(4.1) In(2)]] < Are2=GI" pour tout z suffisamment proche de T,

et Y rer pr < p.
Pour tout point z € M (C,,), fixons un paramétre local u, au voisinage de x

et un voisinage ouvert D, de x tel que u, restreinte & D, soit un isomorphisme
analytique sur le disque de centre 0 et de rayon 1.

On note respectivement |x| et [z]| la partie entiére inférieure et la partie
entiére supérieure d’'un nombre réel x.
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Lemme 4.12. — Soit M une courbe algébrique projective lisse connexe sur
un corps algébriqguement clos k et soient T,W C M(k) des ensembles finis
disjoints. Pour tout T € T soit p; > 0 tel que Y ppu, < Card(W). Alors
pour tout mombre entier a assez grand, il existe une fonction rationnelle R,
sur M, réguliere sur M \ W ayant des poles d’ordre exactement a en w € W
et un zéro d’ordre n. > [ap;| en chaque T € T.

Démonstration. — Si D est un diviseur sur M, notons h%(D) la dimension sur

F de l'espace des sections HO(M, Oy (D)). Si D est un diviseur a coefficients

réels, D = Y Ap[P], avec Ap € R pour tout P, on note |D] le diviseur a

coefficients entiers D = > | Ap][P]. Notons K un diviseur canonique de M.
Considérons le diviseur a coeflicients réels

A=Yl =3 il
weWw TeT

Le degré de A, deg(A) = Card(W) — > _r fir, est strictement positif d’apres
I’hypothese faite sur la somme des p,. Pour tout nombre entier naturel a non
nul, on a, d’aprés le théoréme de Riemann-Roch :

WO ([aA]) — h°(Ky — [aA]) = deg(laA]) +1—g
et, pour tout w € W,
h(laA] — [w]) = B*(Kyr — [aA] + [w]) = deg([aA]) —g.
Lorsque a tend vers l'infini, deg(|aA|) ~ adeg(A). Prenons pour a un nombre
entier assez grand tel que deg(|aA]) > 2¢g. Alors,
RO(M, Ky — |aA]) = hP(Kp — [aA] + [w]) = 0.

Par conséquent, les HO(M, &(|aA] — [w])), pour w € W sont des hyperplans
de H°(M, 0(|aA])). Comme le corps k est infini, il existe

Ry € H'(M, 6(lar])\ | H(M,O(lad] - [w])).
weW

La fonction rationnelle R, a un pole d’ordre exactement a en chaque w € W,
pas d’autre pole, et un zéro d’ordre au moins [ap,| en 7 € T. O

Soient a un nombre entier naturel non nul et (j;)rcr une famille de nombres
réels strictement positifs dont la somme est strictement inférieure & m et telle
que, pour tout 7 € T,

(4.9) r = Apr.
Soit R, une fonction rationnelle sur M ayant un pdle d’ordre exactement a en
chaque wq, ..., wy,, pas d’autre pole, et un zéro d’ordre n, > [ap,| en 7 € T.

La paramétre a est ici auxiliaire et n’apparaitra plus dans les majorations
finales de la hauteur du morphisme d’évaluation.
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Soient k, D deux nombres entiers naturels, D > 1, et soit s € Eg Alors
O*(s)n" est une fonction holomorphe sur M \ T et s’annule au moins & 1’ordre
k en wi,...,wn. Son image par le morphisme d’évaluation w% est

eDh(s) = (©§(s), ..., 0k(s)),

ol

0 _ _
(410)  (s) = (O () Fn(w;) P € Sym*(Qf,) @ (D),
“snP(z)

Uw (Z)k
En posant Cy = maxjcy, _ny max(|0. 2 (w;)) %[, [n(w;) L)),

et cj = limz_wj

k k+D
(4.11) Iih(s)] < CE*P ma eyl
Majorons la valeur absolue de ¢;. On a :
(©(s)n" (2))"Ra(2)"| lim
Z—=wy

(©"(s)1"(2))" Ra(2)"

o —k —ak
lcjel® —le}gj Rq(2) qu‘(Z) “

(4.12) = C% lim

Z—Wy

)

1
ot C1 = lim, 4y, ‘Ra(z)*kuwj (z)~%|e.
La fonction (0*(s)n”)*RF est holomorphe sur M \ T, car (©*(s)n”)* s’an-
nule & 'ordre au moins ak en wy,...,w,, et R’; a un pdle d’ordre exactement
ak en wi, ..., Wny. Soit r un nombre réel strictement positif. Appliquons & cette
fonction holomorphe un principe du maximum sur le domaine {|R,(z)| > r*}.
Si la place vy est archimédienne, il s’agit du principe du maximum usuel en
analyse complexe. Si vy est une place ultramétrique, il est donné par la propo-
sition suivante, démontrée dans [Bost et Chambert-Loir, 2009] prop B.11.

Proposition 4.13. — Soit k un corps ultramétrique complet, et soit M une
courbe projective lisse et connexe sur k. Soit f € k(M) une fonction rationnelle
non constante, et soit X le domaine de Weierstrass

X ={z e M(k);|f(x)] < 1}.

Alors, toute fonction affinoide g sur X est bornée. De plus, il existe x € X tel
que

lg(x)| = suplg| et |f(x)]=1.
X



4.5. MAJORATION DE LA HAUTEUR DU MORPHISME D’EVALUATION 69

Supposons r suffisamment petit pour que w; appartienne a {|R,(2)| > r®},
pour tout j € {1,...,m}. Alors,

lim [(©*(s)nP(2)) Ry (2)F| <  max *(8)nP(2)) Ry (2)"
Jim (€ (5)1” () "Ba(2)'| P O [CHOLL(O) ()"
< max *(s)nP(2)) " Ra(2)"]
e [0 () Ra(2)
d’aprés la proposition 4.13. Ainsi,
lim |[(©*(s)nP(2)) Ra(2)F| < r**  ma O*(s)nP(2))*
Jim |(©"(s)7” ()" Ral2) ] a0 (n” ()
4.13 || max )P,
(4.13) sl ()

La section 1 est d’ordre au plus (pr)rer en T. Par définition (voir la
définition 4.1), il existe des nombres réels positifs A, Ag tels que, pour tout 7 €
T, il existe un voisinage U, C D, de 7 tel que, pour tout z € U,

In(2)|| < Agetzler&e,

La fonction R, a un zéro d’ordre n, en 7 € T, donc il existe un nombre réel As
strictement positif et un voisinage U. C U, de 7 tels que, pour tout z € U,
|Ro(2)| < As|ur(2)[". Ainsi, pour tout z € UL,

PT
()1 < Avexp (425 [R5 ).
Il existe donc 7¢ € |0, 1] tel que, pour tout r < ro,

PT
(4.14) max ||n(2)] < A; max exp (A4r aﬁ) ,
{|Ra(2)|=r"} €T
o
en posant Ay = Ay max,cr A57 . Rappelons que, pour tout 7 € T,

nr = lapr] = apir.

Par conséquent,
_PT __PT 1
maxr nr L1 ookt LroaXx
TeT

car % < % (4.9). Par suite, d’aprés (4.14), pour tout r < ro, on a
1
ax |In(2)[] < A1 exp <A4r_?) .
{IRa( )=re}
Avec cette majoration de la norme de la section 7, I'inégalité (4.13) devient :
a

lim |(6"(s)”(2)) " Ra(2)"| < r"* sl e AP exp (aDANTF)

2wy
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et ainsi, d’aprés (4.12), pour tout j € {1,...,m},
|Cj7]€’ < C]]f:rkHSHllo,ooA? exp <DA4’]”_%> .

D’aprés (4.11), cette inégalité fournit la majoration suivante de la norme de
I'image de s par le morphisme d’évaluation cp’f),

_1
leh(s)ll < CEPCtr* AP exp (DA [15/lun

Alors, pour r < 71,
hog (&) < Co(k + D) + klogr + Ay Dr~ 3,

ou Cy = log Cy + max(0,log C1) + max(0,log A4;).

Fixons maintenant
, e\
r=miny 7 —_— .
07 A4_D

—A _1
Sir= (%) , i.e. pour % > %TO A, alors

k,l
log H‘PD v

Ak
5(k + D) — Mk log <AD> + Ak
4

o SC
< C3(k + D) — Ak log k 4+ Ak log D
< Cs3(k+ D) — )\kzlogﬁ,

(4.15) 5

ol ('3 est un nombre réel strictement positif.
1

Sir = rg, c’est-a-dire si % < %TO_X, montrons qu’il existe Cy > 0 tel que

la hauteur a la place vg du morphisme d’évaluation @’B vérifie la majoration
suivante

(4.16) log [|l¥p[| < Ca(k + D).
D’apreés (4.11),

k k+D
Ibs)l < CE*P max Jeul.

N . @*snD(z) . . L 1. .
ot ¢jp = lim, e Soit j tel que |cj | réalise le maximum des |c; k|,
J
pour i € {1,...,m}. En appliquant le principe du maximum a la fonction
* D
holomorphe %L(Z)(f) sur un petit disque 2 autour de w;, qui ne rencontre
w;
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pas T' et ne contient aucun w; avec ¢ # j, on obtient :

k k+D
b ()l < Cg™7 + lejil
k+D D —1k
< Gp 7 max[©7sn” ()| max [uw, (2) |
k+D D _1,k
& \IS\Irngln(z)\ mefg!uwj(Z) e

En posant Cy = log(Co) max.cq |1(z)| max.cy [uw,;(2) 1], on obtient donc la
majoration (4.16) du morphisme d’évaluation.
Or log % < —% log g + log %, donc pour tout C5 > 0,

k A
Cs(k+ D) — )\klogﬁ > Cs(k+D)+k <logr0 - )\log;)

A
> (C5 +logrg — Alog 74)k + CsD.
Posons C5 = max(Cy, Cy + Alog % —log o). Alors,
k
huo () < Calk + D) < Cs(k + D) = Aklog .

La majoration (4.15) est donc encore valable pour les petites valeurs de %,
quitte a remplacer C5 par C5. Finalement, il existe un nombre réel C' > 0 tel
que pour tous nombres entiers k, D,

(i) < C(k + D) ~ Ak log -

ce qui conclut la démonstration du lemme 4.10. ]

4.6. Application de I’inégalité de pentes

Proposition 4.14. — Soient n,d deuxr nombres entiers naturels non nuls tels
que d < n. Soit (ekD)(hD)ENz une famille de nombres entiers naturels, vérifiant

1. il existe un nombre réel strictement positif Cy et un nombre entier natu-
rel n tels que
0 n
ep ~ CoD
D D—oo 0 ’
2. il existe un mombre entier naturel m tel que pour tous nombres entiers
naturels k, D,

0< el —efft <m(k+1)7L

Supposons qu’il existe des nombres réels A, B avec B < A et A > 0 et qu’il
existe C > 0 tels que

(417)  —CD"™ <> (eh — e (Cll(kz + D) 4 Aklog D — Bklog k;)
k>1
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Alors
(n—d)A < (A - B)n.

Démonstration de la proposition 4.14. — Si B < 0, le résultat est vrai (car
A > 0). Dans toute la suite de la démonstration, nous supposons 0 < B.

Montrons tout d’abord quelques inégalités vérifiées par les termes de la
suite e’f).

Lemme 4.15. — Pour tout nombre entier naturel N,
0 N k k+1 d
(4.18) ep —ep = Z (e} — e <mN“,
0<k<N

c’est-a-dire

(4.19) Z (efy — by = e} > e —mN?

Démonstration. —
Z (efy — ey <m Z (k+1)%"! d’aprés Ihypothese 2 sur les ef,
0<k<N 0<k<N
< mN¢,

puisque chacun des N termes de la somme est inférieur a N9 1. ]

Supposons par 'absurde que 'on ait

A n

B ~d
Soit B > 0. Récrivons l'inégalité (4.17) en découpant la somme selon les
termes d’indice k£ < Dﬁ7 et k> DP. En posant
Sp(B) = 3" (e — ekD“)( — Ci(k+ D) — Aklog D + Bklog k;)
k<D#B
et
SpB) = 3 (ch — e’;)“)( — Cii(k + D) — Aklog D + Bklog k)
k>D#
I'inégalité (4.17) s’écrit :
(4.20) Sp(8) + Sp(B) < CD™,
Lemme 4.16. — Supposons B = 1. On a alors :
[Sp(8)| = O(D**1og D).
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Démonstration. —
SpB< > (eh e (011D + ik + Aklog D + Bk log k:)
k<D?B
< Y (eh— el (CuD + DP(Cui + Alog D) + BED? log D)
k<D?B
< C12D%log D Z (eh—ep™)  (car B>1)

k<D#B
< O, DP @ D 10g D d’apres (4.18).
O
Lemme 4.17 — Supposons 3 6]%, o[ 1l existe alors un nombre réel stricte-
ment positif Chg tel que, pour D assez grand,

Sp(B) = C16D"Flog D.

Démonstration. — Minorons S7,(5).
Pour k > D7,
Blogk > fBlog D.
Comme 3 > %,
Blogk — Alog D > Ci3log D,
o Ci3=pB—-A>0.

Sp(B) = Y (eh - 6’73“)( — C11(k + D) + Cysklog D)).
k>D#B
Pour D assez grand, —C11 + Ci3log D > 0, et donc

Sp(B) = (=CuD + DP(=Cu + Cizlog D)) > (efy — ™),
k>D#8
2 014DB logD Z (6% — GIB—H),
k>D#8
pour D assez grand.
Or, Y popslel, — e]BH) > €% — m([DP] + 1)? d’aprés (4.19). Comme
rg eOD ~ C'D™ d’aprés ’hypothése 1 sur eOD et Bd < n, il existe un nombre
réel strictement positif C15 telle que pour D assez grand,

Z (GIB - Q%Jrl) = Cl5Dn.
k>D#

En posant Cig = C14C15, on obtient la minoration de S7,(8) voulue, a
savoir : S, (8) = C16D" P log D. O
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Pour achever la démonstration de la proposition 4.14, raisonnons par 1’ab-

surde et choisissons 3 E]%, %[ Alors, d’apreés les lemmes 4.16 et 4.17,

Sp(B) + Sp(B) = —C1yDP 4V 1og D + C16D™F log D.

Comme (d+ 1) = Bd + 8 < n+ 8, il existe C17 > 0 tel que, pour tout D
assez grand,
Sp(B) + Sp(B) = C17D" P log D.

Cette inégalité contredit 'inégalité de pentes
(4.20) Sp(B) + Sp(B) < D",

car 8 > % > 1. Par conséquent,

o
\Y
Al

On a donc
—dA < —nB,
et en ajoutant nA aux deux membres de cette inégalité, on obtient
(n—d)A<n(A- B).

ce qui démontre la proposition 4.14. O

4.7. Démonstration du théoréme 4.6

Nous pouvons & présent terminer la démonstration du théoréme 4.6. Soit
a > «a. D’aprés la proposition 4.11 qui donne une majoration de la hauteur
du morphisme d’évaluation, il existe un nombre réel C5 strictement positif tel
que, pour tout (k, D) € N x N*, la hauteur du morphisme d’évaluation vérifie

h(¢h) < Cs(k + D) + Aklog D — (A — @K : Q))klog k.
L’inégalité de pentes (4.7) s’écrit donc
—OD™ <Yy rg(ED/ER™)(Cilk + D) + h(vh))

k>0
@21) <Y rg(EH/EST) (CG(k: + D)+ Melog D — (A —a[K : Q))klog k:>
k>0

ol 'on a posé Cg = C1 + Cs.

Montrons que la suite (e))ren = (1g(E%))ken vérifie les hypothéses de la
proposition 4.14, grace aux encadrements des rangs des modules Ef) et des
rangs des quotients successifs de la filtration donnés par les lemmes suivants.

Lemme 4.18. — Pour tout k € N, pour tout D € N*,
(4.22) rg(E/EST™) < m.
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Démonstration. — Ces inégalités découlent de 'injectivité de I’application
m
o BY/EET - @Symk (Q%) ® LQ_,
i=1

et du fait que la dimension du K-espace vectoriel Sym* (Qé) est égalea 1. [

D’aprés le lemme 4.18, la suite (e¥) vérifie Phypothése 2 de la proposi-

tion 4.14 avec d = 1. De plus, d’aprés (1.12), e}, vérifie I'hypothése 1.
D’aprés la proposition 4.14, appliquée &8 A =X et B=X—a[K : Q] (on a
alors bien A > 0 et B < A), on a donc

(4.23) (r—1DA<alK :Q]r.

Si p = 0, alors on peut choisir A aussi grand que I'on veut, et l'inégalité

précédente apporte une contradiction. Donc p # 0, et en faisant tendre A
vers % par valeurs inférieures dans l'inégalité (4.23) et en faisant tendre @

vers « (par valeurs supérieures), on achéve la démonstration du théoréme :

r
mga[K:Q]T_lsz.
TeT







CHAPITRE 5

POINTS ALGEBRIQUES

Dans |Bertrand, 1977b|, D. Bertrand démontre une amélioration du théo-
réme de Schneider-Lang concernant les valeurs algébriques prises simultané-
ment par des fonctions méromorphes et dont voici 1’énoncé.

Théoréme 5.1 (Bertrand, 1977). — Soit k un corps de nombres. Consi-
dérons des fonctions méromorphes f1,..., fn sur C telles que k[f1,..., fn] est
stable par la dérivation d/dz. Supposons f1, fo algébriquement indépendantes et
d’ordres finis p1 et pa. Pour tout nombre entier naturel non nul d, soit Wy Uen-
semble des nombres complexes w distincts des pdles des fonctions de fi,..., fn

tels que k(fi(w),..., fn(w)) soit une extension de k de degré d. Soit vgq le
cardinal de Wy. Alors

Z % < (p1+p2)[k: Q.
d=1

Faisons quelques remarques sur ce théoréme.

Remarques. — 1. Avec ces notations, on a
Wi ={weC| fi(w) € ket folw) € k},
et le résultat fourni par le théoréme de Schneider-Lang classique est
I'inégalité vy < (p1 + p2)[k : Q].
2. Dans I’énoncé de D. Bertrand on peut supposer, sans perte de généralité,

que le corps de nombres k£ sur lequel est définie I’équation différentielle
est égal & Q, quitte & ajouter des fonctions constantes aux fonctions

fioooo fu

3. Une conjecture de M. Waldschmidt (dans [Waldschmidt, 1977]) affirme
que

> va < (p1+p2),

00
d=1
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c’est-a-dire que I’ensemble des points w € C en lesquels les fonctions
fi,---, fn prennent simultanément des valeurs algébriques est fini, de
cardinal inférieur & p; + po.

Dans le cas complexe, la généralisation géométrique de ce résultat a été faite
par C. Gasbarri dans [Gasbarri, 2010] (théoréme 4.16, et corollaire 4.17). Dans
ce chapitre, nous donnons une démonstration détaillée d’un théoréme de ce
genre, valable également dans le cas ultramétrique.

5.1. Enoncé du théoréme

Les places de Q qui correspondent a des valeurs absolues ultramétriques
sont en bijection avec l’ensemble des nombres premiers; on identifiera ainsi
une place ultramétrique avec le nombre premier correspondant. On désigne la
place archimédienne par le symbole co. On identifie ainsi I'ensemble ¥q des
places de Q a I’ensemble {c0,2,3,5,...}. Si p est une place de Q, on note Q,, le
complété de Q et C,, le complété d’une cloture algébrique de Q,, ; en particulier,
C désigne le corps des nombres complexes.

Soit X une variété projective sur Q, et soient x1, ..., Ty, des points fermés
de X. Pour j € {1,...,m}, notons K; = Q(x;) le corps résiduel de z;, d;
son degré sur Q et soit X/}J un sous-Kj-schéma formel lisse de dimension 1 du

complété )/ij de X en x;. Soit L un fibré en droite ample sur X.

Fixons une place pg de Q, finie ou archimédienne. Supposons qu’en cette
place pg le schéma formel V= U}n:ﬂ?j admette une uniformisation, c’est-a-
dire supposons qu’il existe une courbe affine lisse, connexe My sur C,,, une
application holomorphe

O: My— X(Cpo)

et des points distincts wy, ..., wy, de My tels que O(w;) =§;, ou & € X(Cy,)
est un point géométrique au-dessus du point fermé z;, et le germe de courbe
formelle paramétré par © au voisinage de §; coincide avec ‘A/] On notera M la
compactification projective lisse de My et T' le complémentaire (fini) de My
dans M, de sorte que My = M \ T. On rappelle qu'une telle uniformisation
est dite d’ordre inférieur & p; en 7 € T ¢§'il existe une section globale non
nulle n € T(M \ T,0*(L™1Y)) telle que, si u, est un paramétre local de M au
voisinage de 7, il existe des nombres réels strictement positifs Ay, Aa, &1 tels
que

In(2)|| < Are2“ I bour tout 2z suffisamment proche de 7.

Pour tout j € {1,...,m}, le point géométrique &; définit un morphisme
de Ox ,; dans C;, dont le noyau est I'idéal maximal m,;, donc qui se factorise
en un plongement o; de ﬁXJj /mxj = K dans C,.
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Théoréme 5.2. — Soit X une variété projective sur Q et soient x1,...,Tm
des points fermés de X. Pour j € {1,...,m}, notons K; = Q(z;) le corps
résiduel de xj et d; son degré sur Q. Soit a > 0. Pour tout j € {1,...,m},

soit \/}J un sous-Kj-schéma formel lisse a-arithmétique de dimension 1 du
complété )A(xj de X en x;. Supposons que la famille de sous-schéma formels
(‘71, ey X?m) admet une uniformisation d’ordre inférieur a p > 0 en une place
po de Q, finie ou archimédienne. Soit r la dimension de l’adhérence de Zariski
de V = UT:J;} dans X .

Alors,

—ou bienr >1 et

I
4 ap,
- ou bienr =1, c’est—d—dm"e les V] sont tous algébriques.

Avant de commencer & démontrer le théoréme 5.2, donnons quelques ex-
plications sur l'idée de la démonstration, qui est une adaptation de celle du
chapitre 4. Pour appliquer la méthode des pentes, nous allons deﬁnlr un mor-
phisme d’évaluation le long des m sous-schémas formels Vl, .. V SUr un corps
de nombres K contenant les corps résiduels de chacun des pomts TlyeeesTome
Pour cela, on définit une filtration par I'ordre d’annulation définie sur le corps
de base Q et on étend les scalaires & K. Si I'on reprend telle quelle la démons-
tration du théoréme 5.2, on obtient alors la majoration suivante :

m < [K Q]

10

On peut améliorer cette majoration en remarquant que, pour chaque sous-
schéma formel, 'hypothése d’uniformisation fournit une bonne majoration
en plusieurs places du grand corps K et non une seule. On obtient ainsi :
m < max; d;j g ap, et donc

V1 + -+ g r
d S r—1
Pour obtenir la conclusion du théoréme 5.2, il faut de plus adapter la filtration
de maniére & dériver a4 des vitesses différentes en les différents points, en
fonction de leur degré.

ap.

5.2. Choix de la filtration

Soit L un fibré en droites ample sur X. Comme pour le théoréme 4.6, on
filtre espace Ep des sections de L par 'ordre d’annulation le long des sous-
schémas formels 171-, mais cette fois, & un cran donné de la filtration on n’impose
pas le méme ordre d’annulation le long des m sous-schémas formels.
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Soit (ag)ken+ une suite de nombres entiers compris entre 1 et m et po-
sons ag = 0. Pour tout k, le terme a; indique que 'on impose aux sections
appartenant au (k+1)-iéme cran E%, de la filtration de s’annuler le long de 17%
4 un ordre un de plus qu’au cran précédent E]B_l.

Pour tout i € {1,...,m} et tout k € N, posons

wik) = Card{0<j<k|a;=i}= > a4,
0<j<k
ol 0y, désigne le symbole de Kronecker,
{ 0 siu#w
Oyw = .
’ 1 siu=w.

Soit K une extension finie de Q galoisienne, incluse dans C,,, contenant les
corps 01(K1),...,0m(Kp). Notons aussi

(5.1) ng = wa, (k)
et définissons les Q-espace vectoriel et K-espace vectoriel suivants :
Eq,p =T(X, L"),
et
Ex.p = Eq,p ®q K.

Définissons 7q p le morphisme de restriction de Eqp = I'(X, L") dans
@;”:1 F(Vj,LD ). Nous allons nous intéresser a l’extension des scalaires de

cette application Q-linéaire & K. Afin de la décrire, nous démontrons le lemme

suivant qui précise I'extension des scalaires du Kj-espace vectoriel I'(Vj, LP),

pour tout j € {1,...,m}.

Lemme 5.3. — Pour tout j € {1,...,m}, soit I; lidéal de O ~ Kj[[U]]
j

définissant V. Alors

PV, L)@ K= € T(Vee,) L"),
o':Kf—)K

ot ‘70(5],) désigne le sous-K-schéma formel de Spf K|[[U]| défini par [l’idéal
KO‘(Ij).

Démonstration. — Le complété formel )?xj de X en le point x; de corps rési-
duel K est isomorphe au spectre formel d'un anneau K;[[U]] = K;[[Uy, ..., Uy]].
L’extension des scalaires de Q a K s’écrit

K;[[U]] ®q K = (K; ®q K) [[U]],
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car K est une extension finie de Q. La Kj-algébre K; ®q K est isomorphe au
produit Ha:ch%K K,. Ainsi,

X:rj KQ K ~ @ Xxj,cn
0o:Kj—K
ol )?mjyg = Spf(K,[[U]]). Soit I; l'idéal de K;[[U]] correspondant au sous-

schéma formel lisse ‘//\3 de X, ;. Le produit tensoriel de I'anneau Kj;[[U]]/1;
par K sur Q vaut :

(KG[UN/ 1) ®q K = (K;[[U]]/1;) ®q K
= (Kj[[U]] ©q K) /(K1)
I KN/ (K., 1),
o Kj—K

ot K, I; désigne I'idéal engendré par I'image de [; par l'injection Kj;[[U]] dans
K,[[U]]. Par conséquent,

F(V]7 LD) ®q K = @ F(Va(ﬁj)a LD)a
o Kj—K

ol ‘70(5],) désigne le sous-schéma formel de Spf K, [[U]] = )A(xj,a défini par I'idéal
K(,—Ij :KJ(I]) ]

L’extension des scalaires de nq,p & K est alors 'application K-linéaire :

o : EKD—>® P TV, LY.

j=lo:Kj—K
Pour j € {1,...,m}, rappelons que l'on a noté d; = [K; : Q] et notons
également 031-, . ,J;lj les d; plongements de K; dans K.

Définissons une filtration décroissante sur Eq p puis sur Fx p. Tout d’abord
définissons, pour tous nombres entiers naturels k, D, le Q-espace vectoriel

k .
Eqp= {s € Eq.p| S|(Vi)uy (k-1 = 0 pour tout j € {1,...,m}},
et le K-espace vectoriel

Efp=Edp©q K

(52) = m m {S € ED‘ S|(Vc(§j))wj'(k>*1 - O}

j=lo:Kj—K
Pour alléger les notations, nous n’écrirons plus l'indice K pour désigner ces
K-espaces vectoriels. Ainsi, nous posons Ep = Ek p et, pour tout nombre
: E _ 1k
entier naturel k, £}, = E¥ p-
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Définissons également un raffinement de la filtration décroissante sur chaque
Ep = Eq,p ® K déduite de celle de Eq p par produit tensoriel,

kyda, — keyda
Eb=ER S o BT 5 B = Bl

ou, pour tout [ € {1,...,d,, — 1}, Ef)’l est défini comme
Ef ={secEy"s =0

(Vogk (Eak))nk

Pour tout nombre entier naturel k et tout [ € {1,...,d,, }, posons
! !
(53) fak = Uak (éak)

Définissons le morphisme d’évaluation K-linéaire

ki ki1 1
o5 BT — Sym"* 9‘71 ®L\E
Ak

L’espace d’arrivée Sym"* 9%7 ® LE, est un K-espace vectoriel de dimen-
ey,
sion 1. Le noyau de gole est Egl, notons encore ¢ Dl I’application K-linéaire

injective qui s’en déduit par passage au quotient :

(5.4) P BB/ ER < Sym™ Q) ®L‘§
ak
Comme l’espace d’arrivée est de dimension 1, l'application gOIBl est un

isomorphisme dés que Ef)’l est strictement inclus dans Eg’l

5.3. Inégalité de pentes

Pourk € Netl e {1,...,d,,}),les K-espaces vectoriels ED et Sym* QL
k(&)
peuvent étre munis de structures entiéres grace au choix d’un modéle pIOJectlf

de X sur Specog. Comme expliqué au paragraphe 3.3, on les mumt de
structures hermitiennes ( &p, QL ) en choisissant comme norme sur les E 'eC

la norme de John associée a la norme—lnﬁnl (voir page 20).
On obtient alors I'inégalité de pentes suivante :

[e's] dak
deg(8p) < D re(BY /B

k=0 =1
(5.5) —i—h((p%l)} .

Imax Symk oL ® ?Dz
V&l Ifak
ak
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D’aprés le lemme 4.8, on a une majoration de la pente maximale intervenant
dans cette inégalité. Il existe un nombre réel C'y strictement positif tel que, pour
tous nombres entiers naturels K, D, pour tout i € {1,...,m},

(5.6)  fimax (Symwi(k) oL ® Z@j) < Cy(ng + D) < C1(k + D).

5.4. Majoration des hauteurs du morphisme d’évaluation

Dans la suite, nous faisons 'hypothése suivante sur les vitesses de dérivation.
On suppose qu’il existe des nombres réels strictement positifs 51, ..., 5y, dont
la somme vaut 1 tels que, pour tout ¢ € {1,...,m}, I'ordre d’annulation w;(k)
le long de TA/Z prescrit pour les éléments de Ef) vérifie

(5.7) wilk) = fik+0(1).

o

Pour tout ¢ € {1,...,m} la suite (k — %)%N est bornée. Soit b un
nombre entier naturel qui majore ces suites. On peut alors écrire, pour tout
ie{l,...,m} et tout k € N,

(5.8) wi(k) = Bi(k —b) + ri(k),

ou (r;(k))ren est une suite bornée de nombres entiers naturels.

Proposition 5.4. — Soit X un nombre réel strictement positif tel que
(5.9) Ap < 1.

Soit @ > «. Il existe alors un nombre réel C' > 0 tel que, pour tous nombres
entiers naturels k, D et tout | € {1,...,dq, },

heh) < Ck + D) — d (A — @da, Ba, ) klog k + dAklog D.

Pour démontrer cette proposition qui contréle la hauteur des morphismes
d’évaluation QOIBZ, nous allons montrer deux lemmes : le lemme 5.5 qui fournit
une majoration de la somme des hauteurs du morphisme d’évaluation en toutes
places excepté un nombre fini, puis le lemme 5.6 qui donne une meilleure
majoration en certaines places de K, grace a I'uniformisation de V.

Lemme 5.5. — Pour tout ensemble S de plongements de K dans Cp,, pour
tout @ > «, il existe un nombre réel positif C tel que

> N helely) <@lK : Qi logni + C(k + D),
p<oo 0: K—=Cyp,
¢S

pour tous k € N, D € N* et toutl € {1,...,d,, }.
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Démonstration. — Soit @ > «. Soient £k € N et D € N*. Comme Y//\'ak est
a-arithmétique, pour tout plongement o de K,, dans K le sous-schéma formel

Vg(gak) est a-arithmétique (voir la définition 3.23). La norme du morphisme

d’évaluation cp]Bl défini (voir (5.4)) comme

kil k=1 ) okl 1
ep  Ep /EpR < Sym™ Qg

Lb
e, ®

leb,

vérifie donc :

>N helely) <@lK : Qi logny + C(k + D).
p<oo 0: K—=Cyp,
¢S

O]

Par définition, pour tout plongement o de K dans C,,, la hauteur de gp%
. k.l k.l
associée au plongement o est hqo () = log|l¢ @Ko Cpoll-
Pour tout plongement o de K dans C,, tel que a(d%) = &y, on obtient,

A R . . . . . k,l .,
grace a 'uniformisation, une bonne majoration de la hauteur de ¢} associée
au plongement o. C’est 'objet du lemme ci-dessous.

Lemme 5.6. — Soit A un nombre réel strictement positif tel que A\p < 1.
1l existe un nombre réel C' positif tel que, pour tous k € N, D € N*
et tout | € {1,...,dq,}, pour tout plongement o de K dans C,p, tel que

O—(é.(lzk) = gak;
(5.10) ho (£ < C(k + D) — Ak log %.

Démonstration du lemme 5.6. — Pour alléger les notations, on ne précisera
pas en indice que les valeurs absolues et normes considérées sont celles a la
place pg. R R

Comme la famille de sous-schémas formels (Vi,...,V;,) admet une unifor-
misation d’ordre inférieur & p > 0 en pog, il existe une courbe algébrique M
projective, connexe et lisse sur C,,, un ensemble fini 7" C M, une application
holomorphe

©:M\T — X(Cy,),

et des points distincts wy, ..., wp, de M \ T tels que O(w;) = &; et le germe
de courbe formelle paramétré par © au voisinage de {; coincide avec ‘73
(cf. définition 4.5). L’uniformisation étant d’ordre inférieur a p, d’aprés la
définition 4.1, il existe une section € T'(M \ T,©*(L~')) non nulle et une
famille (p;),; de nombres réels positifs telles que, si u, est un paramétre local
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au voisinage de 7 € T, il existe des nombres réels strictement positifs A;, As
tels que

(4.1) In(2)]] < Are?2“ 7" bour tout 2z suffisamment proche de 7,

et Y cppr < p. D’aprés le lemme 4.1, on peut supposer que 7 ne s’annule pas
en Wi,...,Wmn.

Lemme 5.7. — Soit M une courbe algébrique projective lisse connexe sur
un corps F' algébriquement clos et soient T,WW C M(F') des ensembles finis
disjoints. Notons g le genre de M. Pour tout T € T soit uy un nombre réel
strictement positif. Supposons que Y . pir < 1. Pour tout w € W, soit 3, > 0
tel que Y, cw Bw = 1. Alors pour tout nombre entier a assez grand, il existe
une fonction rationnelle Ry sur M, réquliere sur M\ W ayant un pdle d’ordre
ezactement |afy ] en w € W et un zéro d’ordre m, > [au,| en chaque 7 € T.

Démonstration. — Considérons le diviseur & coefficients réels A donné par
A= Z Buw[w] — ZNT[T]-
weW TeT

Son degré, deg(A) = > cw Bw — D2 rer Mor, est strictement positif par hy-
pothése. Si D est un diviseur sur M, notons h°(D) la dimension sur F de
I'espace des sections H*(M, Oy (D)). Si D est un diviseur a coefficients réels,
D = > A\p[P], avec Ap € R pour tout P, on note | D| le diviseur & coefficients
entiers D = > | Ap]|[P]. Notons Kjs le diviseur canonique de M. D’aprés le
théoréme de Riemann-Roch, pour tout nombre entier naturel ¢ non nul, on a :

RO(ladr|) — KO(Ks — aA]) = deg(laA]) + 1 — g
et, pour tout w € W,
hO(laA] — [w]) = h®(Kn — [aA] + [w]) = deg([aA]) — g.

Lorsque a tend vers l'infini, deg(|aA|) = adeg(A) + O(1), donc deg(|aA|) ~
adeg(A) puisque deg(A) > 0. Prenons pour a un nombre entier assez grand
tel que deg(|aA|) > 2g. Alors,

hO(Kyr — |aA]) = WO (Ky — |aA] + [w]) = 0.

Par conséquent, les F-espaces vectoriels HY(M, O(|aA] — [w])), pour w € W,
sont des hyperplans de H(M, &(|aA])). Comme le corps F est infini, il existe

Ro € HY(M, 0(laA])\ [ H(M,O(lal] — [u])).
weW

La fonction rationnelle R, a un pdle d’ordre exactement |af,| en chaque
w € W, pas d’autre pole, et a un zéro d’ordre au moins [au,] en 7€ T. O



86 CHAPITRE 5. POINTS ALGEBRIQUES

Soient donc @ un nombre entier naturel, (u)rer une famille de nombres
réels strictement positifs dont la somme est strictement inférieure a 1 et telle
que, pour tout 7 € T,

(5.11) fir = Apr.

C’est possible car on a supposé que A est tel que Ap < 1. D’aprés le lemme 5.7,
il existe alors une fonction rationnelle R, sur M, réguliére sur M \ W ayant un
pole d’ordre exactement |[af,, | en wi, ..., wy, et un zéro d’ordre m, > [ap, |
en chaque 7 € T.

Soit D € N et soit s € Ep. Soit Fs la fonction holomorphe ©*(s)n”
sur M \T. Soient £k € N et I € {1,...,dg, } tels que f € Egl. Alors Fj
s’annule au moins a l'ordre w;(k) en w;, pour tout ¢ € {1,...,m}. L'image de
la section s par le morphisme d’évaluation cp'Bl est

Kl 0 _ _
(5.12)  pp(s) = Ck(@*&(wak))@) "(wa,,) " € Sym™ (Q%/{ ) ® L\ga )
ol
o D
o= lim 2E°G) o fE)
2 Way, uak (Z)nk 2 Way, uak (Z)nk

Uq, désignant un parametre local de la courbe M au voisinage de wg, et
Ny = wa, (k), pour tout nombre entier naturel .

En posant Cy = max(\@*%(wak)\*l, In(wa,)]), on a

(5.13) 05 ()] < CFHPex].
Posons
(5.14) Vo, = any, — (k —b)afa, |-

C’est un nombre entier naturel. En effet, c’est clairement le cas si k < b et si
k>bona:

Va, = ang — (k - b) laﬁakJ = ang — (k - b)aﬂak + (k - b)(a/Bak - I_a/BakJ)
= arq, (k) + (k - b)(a/@ak - Laﬁakj) 20

Puisque

C = lim f(Z)

)
2= Way, Uq,, z)nk

on a

k—b
’ck|a — lim faRk b 71/a(k)( ) R Uy LaﬁakJ( ) )

Z—Way,

lim
2—Wa,,
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La fonction R, a un pole d’ordre exactement |af3;] en w;. En posant C; =

1
MAaX] << M50y }Ra(z)_luj(z)—LaﬁjJ |“, on a donc

1
(5.15) lex| < cf—b< lim faR’;—bu;;an)(z)D "
2= Way,

La fonction (0*(s)n”)*RE~Y est holomorphe sur M \ T, d’aprés 'hypo-
thése (5.8) faite sur les ordres d’annulation de ©*(s) aux points wi, ..., Wn,.
Soit 7 un nombre réel strictement positif. Appliquons a cette fonction un prin-
cipe du maximum sur le domaine {|Rq(z)| = r®}. Si la place pg est archimé-
dienne, il s’agit du principe du maximum usuel en analyse complexe. Si pg est
une place ultramétrique, il est donné par la proposition 4.13. Si r est suffisam-
ment petit, pour tout i € {1,...,m}, w; € {|Rq(2)| = r*}.

Il vient :

lim @*sEzaRazkb < max * nlzaRazkb
2y, (0% (s)n"(2)) (2) (|Ra(2)| >0} (s)n"(2)) (2) ‘
< max oF 77D z aRa z)kb

(|Ra () =} (©7(s)n"(2)) (2) ’

< rob) pax
{|Ra(2)[Zre}

(5.16) < Vs

(©%(s) 17 ()"

()17,

max
,O0
{IRa(2)[zr}

La section n est d’ordre au plus p; au voisinage de 7 : par définition
(voir (4.1)), pour tout paramétre local u, autour de 7, il existe des nombres
réels strictement positifs A1, As tels que pour tout z suffisamment proche de 7,

In(2)[| < Apeel= G,

La fonction R, a un zéro d’ordre m, en 7 € T, donc il existe un nombre
réel A3 > 0 tel que pour tout z suffisamment proche de 7, |R,(z)| >
Aslur(2)|™. Ainsi,

_pr
HU(Z)H < A1€A2A§T|Ra(z)\ mr

Pour r suffisamment petit, on a donc

PT
max 2)|| < max Ajex (A r_auif)
()] < max As exp (A7),

ou Ay = As max e AgT .

Rappelons que m; > [ap;] = ap,. Par conséquent, pour r < let 7 € T, on

a
PT P 1

T mr gT_”qu‘r <’)"_E7
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ol A = min, ‘;—:. Par suite, il existe ro € |0, 1] tel que, pour tout r inférieur
a To,

(=) < Avexp (Air~3)

Avec cette majoration de la norme de la section 7, I'inégalité (5.16) devient
donc

lim (€ (s)1”(2))

2 Way, = |Ra(2)j=re

(5.17) < rokh=b) 49D oxp (A4aDr*§) 1511500

|R( ) —7‘“

D’apreés l'inégalité (5.15),

len]® < C{‘k< lim
z—

wak

faRk b —Va(k)( )D

(5.18) < CF max
2€9 et
[tay, (2)|<B1

faRk b —ua(k)( )‘ ’

ot ¥ désigne un voisinage de wg, sur lequel le parametre local ug, est
holomorphe, et By est un nombre réel positif. En appliquant le principe du

va (k)

maximum & la fonction holomorphe f¢RE=by,]

{lua, ()] < Bi} N 7,

sur le domaine

on obtient :
max a pk—by—va(k) ()| = max aRk bu l’a(k) ‘
2€ED et f @ Gk ( ) z2€ED et f ( )
[uay, (2)|<B1 [uay, (2)|=B1
— B gax aRk=b(, ‘
1 ZED et f @ ( )
[uay, (2)|=B1

N

v (T(k—b)AlD exp (A4Dr—%> HSHWY,

d’aprés l'inégalité (5.17). On obtient donc la majoration suivante de ¢, d’aprés
I'inégalité (5.18) :

—va(k) _1
kp—a  nk—bAgD_AsDr~ X

ekl S CTBy * " PATeET 2 ls]g00-
Cette majoration de |cx| permet d’obtenir une majoration de la norme de

I'image de s par le morphisme d’évaluation @’Bl, d’apres l'inégalité (5.13) :

—va(k) _1
HSOIBZ(S)HO' < CngDC{CBl a Tk_bA1D€A4DT X ||3||0',oo-



5.4. MAJORATION DES HAUTEURS DU MORPHISME D’EVALUATION 89

Si o est un plongement de K dans C, c’est-a-dire si pg est une place archimé-
dienne, comme la norme-infini de s est inférieure a la norme de John associée
(voir (1.11)), on a

—va(k)

kol
lep lle < CgHPCrB;

Comme v, (k) = O(1), il existe un nombre réel Cy > 0 tel que, pour r < ro,

1
b AP A S

h(,(cp’f)’l) = log Hcp’BZHU < Co(k+ D) + klogr + A4D7’*§.

()|
r=mimn\§ 7o, 1447D .

Y 1
E Ak : k Ag, TN
Sir= (@) , B.e. pour 35 = Strg t,

Posons

k)l
log H‘:OD o

Ak
< _
< Co(k + D) )\klog<A4D>+)\k
(5.19) <
<

C:
Cs(k + D) — Melogk + Ak log D

k

(5.20) Cs3(k+ D) — \klog bl

ou ('3 est un nombre réel strictement positif.
_1

Si r = rg, cest-a-dire si % < %TO * . alors la norme de @IBI vérifie la

majoration
k.l
log [l || < Co(k + D),

valable en toute place par définition de la condition a-arithmétique.

Or log % < —% log ¢ + log %, donc pour tout Cy > 0,

k A
Ca(k+ D) — )\klogﬁ > Cy(k+D)+k <logr0 — Mog )\4>

A
> (Cy + logrg — Alog 74)k +yD.
Posons Cy = max(Cp, Cy + Alog % —logrg). Alors,
k
ho(@%l) < Co(k+ D) < Cy(k+ D) — Nklog D

La majoration (5.20) est donc encore valable pour les petites valeurs de %,
quitte a remplacer C5 par Cy. Finalement, il existe un nombre réel C' > 0 tel
que pour tous nombres entiers k, D et tout nombre entier [ € {1,...,d,, },

o) < C(h + D) ~ Ak log

ce qui conclut la démonstration du lemme 5.6. O
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Démonstration de la proposition 5.4. — D’aprés la proposition 1.7, la hauteur
du morphisme d’évaluation est donnée par la somme suivante :

hep)=>" > heleh)

p<oo o: K—=C,

= Z Z hU(@]Bl)

p#po 0:K—=Cyp

k,l k,l
+ Y helep) |+ Yo helel)
a:K—Cyp, a:K—Cyp,
Uogflk (gak ):gak gog(llk (gak )756‘7‘16

Soit o un plongement de K dans C,,. Si
(5-21> U(U(llk (gak)) = §Qk7

on dispose de la majoration (5.10) de la hauteur du morphisme d’évaluation cp’f)’l
associée au plongement o grace au lemme 5.6. La restriction d’un tel plonge-
ment o a aflk (K, ) est déterminée de maniére unique. Pour k et [ fixés, le
nombre de plongements o de K dans C,, vérifiant la condition (5.21) est égal
au nombre de fagons d’étendre un plongement de G[llk(Kak) dans C,, en un

plongement de K dans C,,, soit

K:Q]

[K : Utlzk(Kak)] = [K : Kak} = dak

Ainsi, en notant d = [K : Q],
d k
hh) < C'(k + D) + adny, log ny, + —(C(k+ D) = Aklog )
ag
dC

k
<(C'+ Ek)(k + D) + adny logny, — ;%)\k log D

d d
< Cs(k+ D) + @dfB, klogk — d—)\k log k + d—)\kzlog D,

aj a

ol 'on a posé Cg = C" + mi‘fdi, car ng < k. Ainsi,
d\ d\
< Cs(k+ D) — <d — daﬁak) klogk + d—klogD.
ag ag
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5.5. Démonstration du théoréme principal

Pour démontrer le théoréme 5.2, on peut supposer r > 1. Nous allons
alors appliquer I'inégalité de pentes en utilisant les majorations des hauteurs
des morphismes d’évaluation que nous venons de démontrer. D’aprés (5.5),
I'inégalité de pentes s’écrit

oo dak -

deg erg Ekl ' Ekl) (Mmax (Symnk Q%}{l ®$%1k> + h((p]Bl>> :
k=0 =1 L

D’aprés la majoration de la pente maximale intervenant dans cette inéga-

lité (5.6) et d’aprés la majoration de la hauteur du morphisme d’évaluation

donné par la proposition 5.4, on a donc

—C1 D" < ZZ ’“lfl/E]’gl)[cﬁ(kjLD) - <;M da,@ak> klog k

k=0 (=1 @k
dA
+ klog D}

ag

Mg

rg(EY /B [Cﬁ(k + D) — (d\ — daida, fa,) klog k
k=0

+ d\klog D] ,
ou Cg est un nombre réel strictement positif.

Posons A = dX et B = d\ — damaxy(dq, fa,,) = d\ — damaxi<j<m(d;fB;).
La proposition 4.14 s’applique a la suite e¥, = rg(E¥) car

ey — bt = vg(ER /ERTY) < d,, < max d;.

1<i<m

On a ainsi

(r—1)d\ < d&mjaxdjﬂjr,

c’est-a-dire

(5.22) A< —

p— lalrgjg;n(djﬁj)

Si p = 0, alors on peut choisir A aussi grand que l'on veut, et l'inégalité
précédente apporte une contradiction.

Donc p # 0, et en faisant tendre A vers % par valeurs inférieures dans
I'inégalité (4.23) et en faisant tendre @ vers a (par valeurs supérieures), on
obtient :

(5.23) 1<

ax (d;f3j)p-

r—1 1<j<m
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Il reste a choisir de maniére optimale les parameétres 3;. On veut minimiser
le maxi<j<m d;jfB;, pour 5; >0 et Y B; = 1. Ce minimum est au moins égal &

1
(ZZ d%) car
1= Zﬂi = Zﬁidil < max 3;d; Z l
En posant

1
(5.24) B; = ;j (Z ;) :

—1
on a, pour tout j € {1,...,m}, d;B; = (Zl d%) . Avec ce choix, 'inéga-
lité (5.23) devient donc

)

m
P
Lad;, S r—1 p-
=1

Pour terminer la preuve du théoréme 5.2, il reste & montrer que, pour
le choix (5.24) des 3; l'on peut construire une suite w donnant les ordres

d’annulation grice auxquels on définit la filtration Ef)’l qui vérifie 'hypothése

(5.7) wi(k) = Bik+O(1).

o0

Lemme 5.8. — Soit (Bj)1<j<m une famille de nombres rationnels strictement
positifs telle que Y 77" B = 1.

Alors il existe une application w : N — Nk — w(k) = (wi(k),...,wn(k)),
telle que

1. w(0) =(0,...,0);
2. pour tout k € N*, pour tout i € {1,...,m}, wi(k) —w;(k —1) € {0,1};
3. pour tout k € N*, il existe un unique ay € {1,...,m} tel que
W, (k) = wq, (k — 1) + 1;
4. pour tout i € {1,...,m},
w;(k) My Bik + O(1).

—00
Démonstration. — Soit 0 un dénominateur commun des j3;, c’est-a-dire un
nombre entier naturel non nul tel que pour tout j € {1,...,m}, 65; soit un
nombre entier. Posons, pour tout j € {1,...,m},

T; = (Sﬁ] e N*.
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On définit la suite (ag)ren d-périodique dont les § premiers termes sont :

1,...,1,2,...,2,....m,...,m.
— — —
x1 fois xo fois T fois
Les points 1, 2 et 3 définissent alors une unique suite w qui s’écrit alors :

(5.25)

c—1
w <j5+ S+ l) = (G+ D1, G+ Do, e + L jaesss o jom),

n=1

pour j € N, ce {l,...,m} et l € {1,...,z.} (en considérant que la somme
vide est nulle si ¢ = 1).

Soit k € N* et soit j = L%J Alors k—6 < jd < k, et pour tout i € {1,...,m}
on a :

wi(k) < (j+ Da; < (V;J + 1) Bid < Bik + Bid.
De plus,
wi(k) = jo; > V;J Bi6 = Bik — Bid.
Ainsi, la suite (w(k))y vérifie le point 4 : pour tout i € {1,...,m},

wi(k) = Bik+O(1).

k—o0

O

Rappelons ce que ce choix de suite w signifie pour la filtration (Ef)) k,D>0- A
chaque cran de la filtration, on demande une annulation a un ordre de plus en
I’'un des points de la filtration par rapport au cran précédent. Comme expliqué
au paragraphe 5.2, on code les ordres d’annulation par une suite (ag), le k-iéme
terme aj, indiquant que 'on impose aux sections appartenant au (k + 1)-éme
cran de la filtration E]f) de s’annuler & un ordre un de plus le long de XA/ak
qu’au cran EkDfl. On définit la filtration de la maniére suivante : on dérive
tout d’abord x7 fois par rapport au premier point, puis zs fois par rapport au
deuxiéme point, jusqu’a x,, fois par rapport au m-iéme point, puis & nouveau x1
fois par rapport au premier, etc.
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5.6. Quelques remarques sur le théoréme 5.2

Remarque. — Pour démontrer le théoréme 5.2, nous avons eu besoin de
dériver a des vitesses différentes en les différents points considérés : en chaque
point, nous avons dérivé a une vitesse inversement proportionnelle & son degré.
En dérivant aux mémes vitesses en tous les points, c’est-a-dire en prenant tous
les (3 égaux a L "on obtient d’aprés (5.23) I'inégalité plus faible suivante :

m’

m< o

max d;.
T*lplgjgm J

En reprenant les notations du début du chapitre, vy désignant, pour tout
nombre entier naturel non nul d, le nombre de points w tels que le corps

engendré par f(wi),..., f(wy,) soit de degré d sur Q, cette inégalité s’écrit :
m—+---+uyy T
5.26 <« ,
( ) d r—1”

pour tout d € N*. Ce résultat est moins fort que celui du théoréme 5.2, il
n’implique notamment pas la convergence de la série » o, “ : sitous les
vq sont égaux, vg = v1 < a;Tqp, U'inégalité (5.26) est vérifiée, mais la série

o0 Vq :
Yo A diverge.

Remarque. — Dans I’énoncé du théoréme 5.2, au lieu de supposer qu’il existe
un nombre réel positif a tel que ‘/}1, ceey Vm sont tous a-arithmétiques, on peut
supposer qu’il existe des nombres réels positifs az, ..., a;, non nécessairement
égaux tels que, pour tout i € {1,...,m}, Vi est a-arithmétique.

Pour tout ¢ € {1,...,m}, soit &; un nombre rationnel tel que @; > «;. Les
calculs qui menaient & (5.23) donnent alors

1<

T max (di ),

ol les 3; sont des nombres rationnels strictement positifs de somme 1. En

posant
1 1\

et en faisant tendre, pour tout i € {1,...,m}, @; vers «;, avec @; rationnel et
strictement supérieur & «;, on obtient alors comme conclusion :

m
Z 1 < T

- Oél'di = T — 1p'
i=1
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5.7. Optimalité de la borne du théoréme 5.2

Egalement dans l’article [Bertrand, 1977b|, D. Bertrand a démontré une
généralisation du théoréme 5.1 cité au début de ce chapitre, sans hypothése
d’équation différentielle, avec des hypothéses arithmétiques portant sur les dé-
rivées des fonctions méromorphes au voisinage des points considérés. I. Wa-
kabayashi a démontré dans |[Wakabayashi, 1985] que la borne donnée par ce
théoréme était optimale, de méme que celle d’'un théoréme de Chudnovsky.
Avant d’énoncer ces résultats, nous donnons la définition suivante d'un bon
point pour des fonctions méromorphes, qui regroupe les hypothéses adaptées a
ces théorémes. Cette définition, utilisée par D. Bertrand, G. V. Chudnovsky et
I. Wakabayashi, a été suggérée par D. Masser. Puis, nous faisons le lien entre ces
conditions et celles de sous-schémas formels a-analytiques et a-arithmétiques
définies au chapitre 3.

Définition 5.9 (bon point). — Soit n nombre entier naturel non nul et
sotent fi,..., fn des fonctions holomorphes sur C et soit w un point de C.
Sotent & un nombre entier naturel non nul, §',0"” des nombres entiers naturels
et u un nombre réel strictement positif. On dit que w est un bon point de
(f1,---, fn) de type (6,8",6", 1) s’il existe un corps de nombres K tel que, pour
tout i € {1,...,n}, les trois conditions suivantes sont satisfaites :

1. pour tout nombre entier naturel k, fi(k) (w) € K,
2.

= log | f®(w)]
lim ——~—
k—oo  klogk

3. pour tout k € N,
SR 1P (w) € og.

La notation |z|, pour un nombre algébrique x, désigne ici sa maison, c’est-a-
dire le mazimum des valeurs absolues de ses conjugués.

Comparons cette définition avec les hypothéses de nos théorémes. Tout
d’abord, 'analyticité des fonctions fi,..., f, entraine la condition 2 de la
définition 5.9 avec p = 1.

Lemme 5.10. — Soient (fi1,..., fn) des fonctions holomorphes sur C et soient
0 un nombre entier naturel non nul, §',0"” des nombres entiers naturels et
un nombre réel strictement positif. Soit w € C un bon point de (fi,..., fn) de
type (6,0,0", ).

Alors le germe de courbe paramétrée par (fi,..., fn) dans C"™ au voisinage
de (fi(w),..., fn(w)) est (1 + §6")-arithmétique.
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Démonstration. — Nous allons majorer la hauteur du morphisme d’évaluation
associé aux fonctions holomorphes f1,..., f, griace a 'hypothése que w € C
est un bon point de (f1,..., fn) de type (8,8",d”, ). D’aprés 3.14, pour toute
place v de K,

)
v

1
k = (k)
ho(¢p) < Co(k + D) + max log | fi™ (w)

avec pour tout v, C, > 0 et pour presque tout v, C, = 0. D’aprés la condition 3.
vérifiée par fi,..., fn, on a donc, pour toute place v de k,

- 1y k+1 _1, &
(i) < Gy + D) +1og (16 la =1 k')
< Ch(k + D) — log |K!l, — 8" log | (6'k)!;,

ot I'on a posé Cy = Cy + log |67 1],. Ainsi,

Do hyleh) <(k+D)> Cy— Y (log k!, + 6" log |(5'k)!],)

pESpecm 0k p pESpecm 0k

< (k+ D)C + [K : Q]log(k!) + [K : Q]6" log((8'k)!),

d’aprés la formule du produit et en notant C' =, Cy (somme sur un nombre
fini de termes non nuls). On a donc :

S hpleh) < C(k+ D) + [K : Qklogk + [K : Q]§"'klog(6'k)
pESpecm 0

<C'(k+ D)+ [K: Q1+ 66" klogk,
avec C' = C + [K : Q]6'8" logd'. O

Lemme 5.11. — Soient (f1,..., fn) des fonctions holomorphes sur C et soit
w un point de C. Soit o un nombre réel positif. Alors le germe de courbe
paramétrée par (f1,..., fn) dans C™ au voisinage de (f1(w),..., fn(w)) est a-
analytique si et seulement s’il existe un nombre entier naturel non nul § tel que
w soit un bon point de (fi,..., fn) de type (6,1,a — 1,1).

Nos définitions de sous-schéma formel a-arithmétique et a-arithmétique
implique la condition 2. de la définition de bon point avec p = 1, mais ne
tiennent pas compte du fait que p pourrait étre plus petit. Cela suggére une
définition raffinée de ces notions, que nous n’avons pas développée dans cette
these.

Avec les notations de la définition 5.9, les théorémes de D. Bertrand et
de G. V. Chudnovsky ([Bertrand, 1977b|, théoréme 2, [Choodnovsky, 1979],
|Choodnovsky, 1978], voir aussi [Reyssat, 1977 pour une démonstration du
théoréme de Chudnovsky sans marches aléatoires) s’énoncent ainsi.
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Théoréeme 5.12 (Bertrand, 1977). — Soient f1, fa deux fonctions méro-
morphes algébriquement indépendantes d’ordres de croissances respectifs py

et pa. Alors
1

< P1 + P2,
; dw(s;u(s'g) +1 (dw - 1):“'11}
ot la somme est prise sur tous les bons points w de (fi1,..., fn), et pour un tel

W, Oy Obyy O Ly SONE tels que w est un bon point de type (du, Ol O, fiaw) €t dy
le degré du corps de nombres Q(f1(w), ..., fo(w)).

Théoréme 5.13 (Chudnovsky, 1978). — Soit f une fonction méromorphe
sur C, transcendante, d’ordre de croissance au plus p. Alors

1
; dw(s;u(SZ) +1+ (dw - 1):“’11)

< p,

ot la somme est prise sur tous les bons points w € Q de (f), et pour un tel w,
Oy Ohyy Ot s iy SO tels que w est un bon point de type (Oy, 01, Obr, ) €t dy, le
degré du corps de nombres engendré par f(w).

En appliquant le théoréme 5.12 avec la fonction f1(z) = z, on obtient le
résultat suivant : pour toute fonction méromorphe transcendante f d’ordre
inférieur & p,

1
Zw: dy0!, 0" + 1+ (dy — 1) oy

< p,

oil la somme est prise sur tous les bons points w € Q de (z, f(2)). Le théoréme
de Chudnovsky est un résultat plus fort, puisque I’énoncé demande seulement
que chaque w soit un bon point pour (f); il ne requiert pas que w et les
f®) (w), pour k € N, soient dans un méme corps de nombres, seulement que
les f(¥) (w), pour k € N, soient dans un méme corps de nombres et que w soit
simplement algébrique.

Le théoréme ci-dessous, dit & I. Wakabayashi ([Wakabayashi, 1985], théoréme
3) démontre que les bornes des théorémes 5.12, 5.13 sont optimales.

Théoréme 5.1 (Wakabayashi, 1985). — Soient p un nombre réel stric-
tement positif, (dp)nen+ une famille de nombres entiers naturels non nuls,
(in)nen+ une famille de nombres réels strictement positifs, (8! )neN+, (00 )neN*
deux familles de nombres entiers naturels tels que

1
> =p,
SR @007 + 14 (dn — D

et, pour tout nombre entier naturel n non nul,

1
Mn?l_*-
P
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Pour tout n € N*, soit K, un corps de nombres de degré d,. Alors il existe
une fonction f entiére sur C, transcendante, d’ordre de croissance au plus p
et il existe un nombre entier naturel non nul § tels que, pour tout n € N, n
soit un bon point de (f) de type (8,0, 00, in).

D’apreés ce théoréme, la conjecture de M. Waldschmidt (voir page 77) n’est
donc pas vraie en toute généralité.

Récrivons ce théoréme 5.14 en termes de sous-schémas formels a-analytiques,
afin de voir plus clairement qu’il entraine également l'optimalité de la borne
du théoréme 5.2 dans le cas de deux fonctions, c’est-a-dire dans le cas ou la
dimension de la variété X est r = 2.

Théoréme 5.15. — Soient p un nombre réel strictement positif, (dn)neN+
une famille de nombres entiers naturels non nuls et (ap)nen+ une famille de
nombres réels positifs tels que

Pour tout n € N*, soit K,, un corps de nombres de degré d,. Alors il existe
une fonction f entiere sur C, transcendante, d’ordre de croissance au plus p
telle que, pour tout nombre entier naturel n, le sous-schéma formel paramétré
par (z, f(2)) au voisinage du point (n, f(n)) soit auy,-analytique.



CHAPITRE 6

CAS DES PRODUITS CARTESIENS

E. Bombieri a démontré dans son article [Bombieri, 1970] un théoréme de
type Schneider-Lang en plusieurs variables (nous en avons rappelé ’énoncé
dans l'introduction, théoréme C). Cet énoncé affirme que I’ensemble des points
en lesquels d+ 1 fonctions méromorphes algébriquement indépendantes sur Cg
prennent simultanément des valeurs dans un corps de nombres K est inclus
dans une hypersurface, sous les conditions que ces fonctions méromorphes sont
d’ordre de croissance fini et vérifient une équation différentielle polynomiale &
coefficients dans ce corps de nombres.

Dans ce chapitre, nous démontrons une version en plusieurs variables du
théoréme de Schneider-Lang sur une courbe affine (théoréme 4.6) exposé au
chapitre 4. Les sous-schémas formels considérés sont de dimension d plus
nécessairement égale & 1 et I’on suppose qu’ils admettent une uniformisation
en une place finie par un produit d’ouverts de la droite affine. Pour établir
le résultat principal de ce chapitre, le théoréme 6.5, nous avons besoin d’une
hypothése restrictive supplémentaire : ’ensemble des points étudiés, donnés
par I'uniformisation, forme un produit cartésien. Dans le cas complexe, cette
hypotheése avait également été faite par S. Lang dans [Lang, 1966], chap IV, th.1
et E. Bombieri s’en est affranchi ensuite dans [Bombieri, 1970]. Elle simplifie
considérablement la démonstration d’un lemme de Schwarz.

La démonstration du théoréme 6.5, plus précisément la majoration du
morphisme d’évaluation & la place privilégiée donnée par 1'uniformisation,
repose sur un lemme de Schwarz ultramétrique pour les produits cartésiens
dans un produit d’ouverts de la droite affine. Dans le cas d’un produit cartésien
de CZ, un tel lemme de Schwarz a été démontré par P. Robba dans [Robba,
1978] (voir aussi l'article [Roy, 2002] de D. Roy qui généralise ce travail de
P. Robba). La démonstration donnée dans le paragraphe 6.3 est une adaptation
de la démonstration que M. Waldschmidt donne d’un lemme de Schwarz pour
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les produits cartésiens dans le cas complexe, dans son livre [Waldschmidt,
2000.

On peut démontrer un énoncé similaire & celui du lemme 6.14 puis du
théoréme 6.5 dans le cas complexe, c’est-a-dire pour un produit d’ouverts de
la droite affine sur C. Le théoréme du type Schneider-Lang qu’on en déduit
est alors un cas particulier (le cas particulier des produits cartésiens) de la
généralisation du théoréme d’E. Bombieri par C. Gasbarri (|Gasbarri, 2010]).

6.1. Uniformisation

Soit p un nombre premier et soient T7,...,T; des ensembles finis de C,.
Pour tout j € {1,...,d}, soit U; = P}(Cp) \ T} et

U=U; x-- x U,

Pour tout i € {1,...,d} et pour tout t € Tj, soit p;y un nombre réel
strictement positif. A cette famille P(i), associons un diviseur effectif 7 a
coefficients réels de support T = Pl(Cp)d \ U. Pour tout i € {1,...,d},
notons 7; la projection du i-éme facteur de (Pl(Cp))d dans P!(C,). Notons

A={(i,t),ie{1,...,d} et t € T;}.
Pour tout o = (i,t) € A, soit
To = Ty =1 ({t}):

On définit alors un diviseur .7 a coefficients réels, supporté par (P!(C,))?\ U,
comme
T = Z pa[%]'
acA

Nous allons choisir une facon de « mesurer la distance » au diviseur 7.
Pour cela, pour tout o = (i,t) fixons une fonction de Weil Az, associée au
diviseur Z,. Une telle fonction est donnée par 'opposé du logarithme d’une
norme d’une section méromorphe non nulle du fibré en droites </ (7,,) défini par
le diviseur .7,. Pour plus de détails sur les fonctions de Weil, nous renvoyons
le lecteur au livre [Lang, 1997|, chapitre IX paragraphe 1. Posons

A7(2) = parz(2)-
acA
Définition 6.1. — Soient T1,...,T; des ensembles finis de C, et soit U
le produit cartésien U = (P1(C,) \ T1) x --- x (PY(Cp) \ Ty). Pour tout
i € {1,...,d} et tout t € Tj, soit p(;y) un nombre réel positif et soit T le
diviseur associé défini ci-dessus. Soit ) une section d’un fibré en droites métrisé
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surU. On dit que n est d’ordre de croissance inférieur & p = (pa)aca sl existe
des nombres réels A, B strictement positifs tels que

(6.1) 0]l < Aexp(Bexp(A7)).

Remarque. — Cette définition ne dépend pas du choix de fonctions de Weil
associées aux diviseurs 7,. En effet, pour tout a € A, soient \, et X, deux
fonctions de Weil associées au diviseur 7, et soient

)\7(2) = Z pa)\a(z)a

acA

No(z) =) pada(2).
acA
Si 1 est une section d’un fibré en droites métrisé tel que

Inll < Aexp(Bexp(Az)).

Soit @ € A. Les fonctions A, et A/, différent d’une fonction bornée. Il existe
donc Cy, > 0 tel que Ay (2) < Cq + AL (2). On a alors

In(2)]| < Aexp <B exp (Z paka(2)>>

acA

< Aexp <B exp (Z pPa(Co + Xa(z))>>

a€cA

< Aexp <B’ exp <Z pa)\ﬁl(z)>> ;

acA

et

en posant B’ = Bexp(Y_ e PaCa). La définition 6.1 ne dépend donc pas du
choix des fonctions de Weil.

Soit X une variété projective sur un corps de nombres K, soit m un nombre
entier naturel non nul. Soient x1, ..., z,, des points K-rationnels de X et, pour
tout nombre entier j tel que 1 < j < m, soit ‘73 un sous-schéma formel lisse de
dimension d du complété formel )/(\'xj de X en ;.

Définition 6.2 (Uniformisation). — La famille de sous-schémas formels

(V1,...,Vin) admet une uniformisation a la place vy par une variété affine s’l

existe une variété affine connexe U sur C,,, une application holomorphe
O:U — X(Cy)

et un sous-ensemble fini W = {w,...,wy} de U de cardinal m tels que, pour

tout j € {1,...,m}, ©(w;) = x; et le germe de courbe formelle paramétré

par © au voisinage de x; coincide avec Vj.
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Définition 6.3 (Uniformisation cartésienne). — Soient my,...,mg des
nombres entiers naturels non nuls dont le produit my...mq est égal a m.
La famille de sous-schémas formels (Vi,...,Vy,) admet une uniformisation
cartésienne de type (my, ..., mq) ala place vy si elle admet une uniformisation
comme celle de la définition 6.2 telle que la variété U est un produit de d ouverts
de la droite affine

U= (PYC)\Ti) x - x (PH(C,)\ Ty),

ouT1,...,Ty sont des ensembles finis et ’ensemble de points W est un produit
cartésien W = Wp x -+ x Wy o, pour tout i € {1,...,d}, W; est un sous-
ensemble de P1(C,,) \ T; de cardinal m;.

Définition 6.4 (Uniformisation d’ordre (p1,...,p4))

Soit L un fibré en droites ample, métrisé sur X et soit (p1,...,pq) une fa-
mille de nombres réels positifs. Avec les mémes notations que dans la définition
précédente, une uniformisation cartésienne

d
0 : [ (P1(Cup) \ T3) = X(Cyy)
=1

7

du sous-schéma formel V ala place vy est d’ordre inférieur a (p1,...,pq) s’
existe une section n € T'(U,©*(L™1)) et, pour touti € {1,...,d} et toutt € Ty,
il existe un nombre réel positif p;y) tels que
= pour tout i € {1....d}, > yer Pit) < Pis
— la section n ne s’annule en aucun w € W,
— la section n est d’ordre inférieur a p = (py)), c’est-a-dire vérifie la
condition de la définition 6.1 : il existe A, B des nombres réels strictement
positifs tels que

(6.2) Inll < Aexp(Bexp(Az)),

ol Ao est une fonction de Weil pour le diviseur

T= Y sl (8.

a=(i,t)€A

Remarque. — Cette définition ne dépend pas du choix d’un fibré métrisé L.
En effet, soient L1 et Lo deux fibrés métrisés sur X, ot Ly et Lo amples. Soit 7
une section de ©*(L;!) sur U qui ne s’annule en aucun w € W et telle que

Inll < Aexp(Bexp(A7)).

Montrons qu’il existe alors également une section non nulle de ©*(L; 1y veri-
fiant ces deux conditions.

Comme L est ample, on peut fixer un nombre entier naturel N non nul
tel que le fibré LY ® Ly 1 admette une section globale f qui ne s’annule pas
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sur 'ensemble fini ©(W). Alors, en posant i/ = nNO*f € T'(U, 0*(Ly ")), la
section 1’ ne s’annule pas sur W. De plus, sa norme vérifie :

')l = ™ () 1©*f (=)l
< AN exp(BN exp(A7))[[©° f(2)]]-

La section f est de norme bornée sur X qui est projective, donc la section ©* f
est de norme bornée sur U et il existe A" > 0 tel que

In(2)|l < A’ exp(BN exp(A7(2)))-

6.2. Théoréme de Schneider-Lang pour un produit cartésien

Théoréme 6.5. — Soit X une variété projective sur un corps de nombres K.
Soient d,m1,...,mqg des nombres entiers naturels mon nuls et soit m =
my---mgq. Soient z1,...,xm € X(K) (non nécessairement distincts) et pour

1 < j < m, soit Vj un sous-schéma formel lisse de dimension d du complété
Jormel X, de X en x; vérifiant les hypotheses suivantes :

1. 1l existe a > 0 tel que, pour tout j € {1,...,m}, T/}J est a-arithmétique.

2. Il existe une place finie pg de/\K, il existe des nombres réels positifs
P1s---ypa tels que la famille (Vi,...,V,,) admette une uniformisation
cartésienne de type (ma,...,mgq) d’ordre inférieur & (pi,...,pq) @ la
place po par un produit d’ouverts de la droite affine sur Cy,.

Soit r la dimension de 'adhérence de Zariski de V = U}”ZIYA/J- dans X.
Alors,

— ou bienr >d et

d -1 J
Pi . r
<Z 77%) <alK: Q]my

=1

— ou bien r = d, c’est-a-dire les ‘7} sont tous algébriques.

Remarque. — Contrairement a ce qui se passait dans le cas d’une seule
variable, ce théoréme ne donne pas une borne pour le nombre m de points
rationnels, ni ne démontre la finitude de I’ensemble de ces points rationnels.
En revanche, il fournit une borne sur le min;<;<qm;, donc, comme dans
le théoréme de Bombieri [Bombieri, 1970|, sur le degré d’une hypersurface
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contenant ces points. En effet,

d
max; p; Pi
d—— > E =
~ i1 i

min; m;
. d -1
1 min; m; Pi
—-—— < g — )
d max; p; — m;
1=

donc le théoréme implique la majoration suivante sur le minimum des m; :

-1
: L d*r
minm; < dmax p; — < oK : Q)max p;—.
7 ) el m; 4 r—d

Démonstration du théoreme 6.5. — Commengons par rappeler la construction
des fibrés vectoriels hermitiens et des morphismes d’évaluation auxquels on va
appliquer I'inégalité de pentes (cf. paragraphes 3.2 et 3.3).

Quitte a remplacer X par I'adhérence de V dans X , on peut supposer que
les sous-schémas formels 17] sont Zariski denses dans X.

Pour tout nombre entier naturel k, pour tout j € {1,...,my ---mg}, notons
(Vj)k le k-ieme voisinage infinitésimal de x; dans ‘7] On a ainsi

{z;} = (Vi)o,
(Vik € (Vj)rt1,
Vj = Hm(V; ).

=
k

Soit L un fibré en droites ample sur X. Définissons les K-espaces vectoriels
et applications K-linéaires suivants, pour tous entiers naturel D,k :

Ep =T(X,L%P),

m
nm:Ep — EPT(V;,LP)
j=1

s (8|‘71,...,s|‘7m),

mh:Ep = EPT((Vi LP)
j=1

S (s|(V1)k7 ey Sl(vm)k>'

L’application np est injective car les sous-schémas formels V; sont denses.
Les espaces vectoriels

Eg = kern%il ={s e I'(X, L®D) |S‘(V1)k—1 = = S (Vier T 0}
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définissent une filtration de l’espace vectoriel EP.
Le noyau de I'application de restriction

@F((V} %@F -1, L )
j=1

est isomorphe a @;n:l Sym* <Q‘17) & LZ. L’application n’f) restreinte a Ef)
J

induit donc une application linéaire

m
k k k(oL D
j=1
Par définition, le noyau de (p% est égal & E]B'H.
Afin d’appliquer la méthode des pentes, on définit comme au chapitre 4
page 62 des structures entiéres et hermitiennes sur les K-espaces vectoriels Eg

et @;":1 Sym” (Q%) ®L£j. On a alors I'inégalité de pentes suivante, ot h((p%)

désigne la hauteur relativement & la norme-infini sur les sections dans Elf-)

(voir (1.14) et (4.6)) :

(6.4)
o0
deg(@p) < > r8(ED/ES™) | fimax @Sym oL ®.$|p + ()
k=0 j=1
Lemme 6.6. — Avec les mémes notations que précédemment. Il existe un

nombre réel C1 > 0 tel que

ﬁmax @ Sym QA ®$|p <01(k+D)

1<j<m

Démonstration. — La démonstration de ce lemme est la méme que celle du
lemme 4.8, dans laquelle on n’avait pas utilisé que les sous-schémas formels
étaient de dimension 1. O

De plus, d’aprés une version trés affaiblie du théoréme de Hilbert-Samuel
arithmétique (1.13), il existe un nombre réel C' > 0 tel que

deg(&p) > —C D",
L’inégalité de pentes (6.4) s’écrit donc :

(6.5) —CD™ <Y "rg(ER/ERT)(Ch(k + D) + h(gh)).
k>0



106 CHAPITRE 6. CAS DES PRODUITS CARTESIENS

Pour démontrer le théoréme, on va utiliser le critére de la proposition 4.14 sur
la hauteur du morphisme d’évaluation. Les deux lemmes ci-dessous fournissent
les majorations nécessaires. Le premier donne une majoration de la somme
des normes du morphisme d’évaluation en toutes les places sauf lg place
privilégiée pg, qui provient de la condition de a-arithméticité de V', voir
définition 3.10, page 39. Le deuxiéme lemme est la majoration de la norme
du morphisme d’évaluation a la place privilégiée pg, grace & I'uniformisation
du sous-schéma formel V en cette place; elle repose sur un lemme de Schwarz,
le lemme 6.8 qui se déduit du lemme 6.14 qui est un lemme de décomposition
des fonctions méromorphes sur un produit cartésien et que nous démontrerons
au paragraphe 6.3.

Lemme 6.7. — Soit @ > «a. 1l existe un nombre réel positif Cy tel que, pour
tout nombre entier naturel k et tout nombre entier naturel D non nul,

> logllehlls < alK : Qlklogk + Co(k + D).

U62K7

v#pPo
Démonstration. — Cette e majoration provient directement du fait que les sous-
schémas formels Vi, . .., V;, sont a-arithmétiques (voir (4.5)). O
Lemme 6.8. — Soit pg la place en laquelle (171, cee ‘7m) admet une uniformi-
sation cartésienne de type (mq,...,mq) d’ordre (p1,...,paq). Il existe C > 0
tel que

-1
Pi k
hpo (%) < Ch(k + D) —(Zm) klog 5.

Finissons la démonstration du théoréme 6.5 en admettant pour 'instant le
lemme 6.8. La démonstration de ce lemme repose sur les résultats exposés au
paragraphe 6.3, nous le démontrerons a la fin du chapitre, au paragraphe 6.4.

D’aprés les deux lemmes ci-dessus, pour tout @ > «, il existe C > 0
tel que, pour tous nombres entiers k, D, D > 1, la hauteur du morphisme
d’évaluation ap% vérifie la majoration suivante :

-1
1 (< pi k
(6.6) h((p’f))g—d<Z:u> klog o5 +alK : QJklogk + C(k + D).

Vérifions que la suite (e%)ren = (rg(E))ken satisfait les hypothéses de
la proposition 4.14, griace aux encadrements des rangs des modules Elf—) et des
rangs des quotients successifs de la filtration donnés par les lemmes suivants.
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Lemme 6.9. — Pour tout k € N,

d+k—1
(6.7) re(Bh/ ) < m (1T ).
Démonstration. — Ces inégalités découlent de 'injectivité de I'application

m
o B/ — D sym* (2, ) @ LD,
=1

et du fait que la dimension du K-espace vectoriel Sym* (Q;) est égale

s (d+k—1

a ( 5 ) O

Lemme 6.10. — Soient k,d des nombres entiers naturels, d > 1. Alors
ka1 d+k—1

6.8 < < (k+1)!

(6:8) d—1) ( k ) (k+1)

Démonstration. — En minorant par k chacun des d — 1 termes au numérateur

du coefficient binomial
d+k—-1\ (k+d—1)...(k+1)
()
on obtient la minoration souhaitée.
Pour tout nombre entier £ > 1, on a k+ ¢ < (k + 1)¢, et donc

d—1 d—1
d+k—1 k+d—1
<+% ): —%j?—g (k+1) < (k+1)4!

/=1 /=1

O]

D’aprés les lemmes 6.9 et 6.10, la suite (%)) vérifie hypothése 2 de la

proposition 4.14. De plus, d’aprés (1.12), eD vérifie ’hypothese 1.
D’aprés la proposition 4.14, appliquée a

1{<& Pi o
(3
()

=1
et
1
B—_
d
(on a alors bien A > 0 et B <

r—l

Ny
||M&
B
-

|
/N
ol
>
o
=
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En faisant tendre @ vers «, on a donc

d \ !
(6.9) (r — 1)% (Z Z) <alK Q.
i=1

ce qui conclut la démonstration du théoréme 6.5.

6.3. Bonnes décompositions de fonctions méromorphes

Soit p un nombre premier et soient 17, ...,Ty; des parties finies non vides
de P1(C,). Pour tout j € {1,...,d}, soit

Uj = PHCp) \ T;

et
d

U=U; x - xUg C PH(Cy)".
Pour tout j € {1,...,d}, supposons que le point & I'infini sur P'(C,) n’appar-
tient pas & 7} et choisissons une coordonnée affine z; sur P1(C,) \ {oc}.
Notons &7 (U) I'anneau des fonctions holomorphes sur U et €/(U) celui des
fonctions réguliéres sur U.
Si P est une fonction rationnelle sur P(C,), on note mp(w) la multiplicité
d’un zéro w de P.

Définition 6.11. — Soient f € Z(U), j tel que 1 < j < d ett € Tj.
On définit le degré de f en t par rapport a la j-iéme variable degji(f) €
R U {—00,4+00} comme la borne inférieure des k € Z tels que la fonction
z = (25— t)* f(2) se prolonge en une fonction holomorphe sur Uy X - - - x (U; U
{t}) x === x Ug. Si cet ensemble est vide, on pose deg;, f = +oo.

On a deg;, f = —oo si et seulement si f est nulle.

Définition 6.12 (presque semi-norme multiplicative)

Une presque semi-norme multiplicative sur un anneau A est une applica-
tion s de A dans Ry U {oo} dont la restriction a s~ (R.y) vérifie les mémes
relations qu’une semi-norme multiplicative, c’est-a-dire

- s(0)=0¢ets(l)=1,

- s(zy) = s(z)s(y) pour tout z,y € A tels que s(z),s(y) # oo,

- s(z+y) < s(x) + s(y) pour tout x,y € A tels que s(x), s(y) # oo.

Si s vérifie de plus inégalité plus forte s(xz +y) < max{s(x),s(y)} pour tous
z,y € s1(Ry) elle est dite ultramétrique.
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La semi-norme d’un endomorphisme ® de A relativement & une presque

semi-norme s est o
s(P(x
s@) = sp 2@
z€A tq s(z)
5(x),s(®(z))#00
S’il existe x € A tel que s(x) =0 et s(¢(x)) # 0, s(P) est infinie.
Ezemples. — 1. Pour tout j € {1,...,d}, pour tout ¢t € T}, exp(deg;,)
définit une presque semi-norme multiplicative ultramétrique sur <7 (U).
2. Les endomorphismes de o/ (U) d’évaluation en la derniére variable
f(zl, A ,Zd> — f(Zl, e del,u),
avec u € Uy, sont de semi-norme inférieure a 1 pour les presque semi-
normes multiplicatives ci-dessus.

3. Donnons un autre exemple de presque semi-norme multiplicative. Pour

tout 7 € {1,...,d} et tout t € Tj, soit r(; 4 un nombre réel strictement
positif. Notons r la famille des 7(; 5, ot 7 décrit {1,...,d} et t € T;. Pour
tout T = (t1,...,t5) € T, définissons la fonction s, sur o/ (U) associée
aux rayons (7(i ), --»7(dt,)), donnée par :
(6.10) sr(g) = sup  [g(z)],
lzi—til=r(i,e;)
1<i<d

pour tout g € &/ (U). Alors s, est une semi-norme multiplicative sur <7 (U).
De plus, si Z;, désigne le domaine analytique

Dir= [ {z €P ||z —t5] = (4},
tjETj

et Z, le produit cartésien des Z;,, Z, = H?:l 9;r, alors on a

(6.11) sup |g(z)| = max s-(g).

2EDr €T
Définition 6.13 (bonne décomposition). — Soient m et d deux nombres
entiers vérifiant 1 < m < d. Pour tout j € {m,...,d}, soit P; une fonction

rationnelle sur PY(C,), soit Tj l’ensemble des poles de P; et soit W; 'ensemble
de ses racines. Soit T € Ty, X -+ X Ty.

Soient f un fonction de o7 (U). On appelle bonne décomposition de f relative
a (Pp,...,Py) et 7 = (tym,...,tq) une famille (fo, fm,--., fa) de fonctions
de o7 (U) vérifiant les quatre conditions suivantes.

1. La fonction f s’écrit

d
1) = fol2) + 3 Sil2) Pz,

i=m
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2. pour tout nombre entier j tel que m < j < d,

deg, (fo) < max(0, deg, ,(P})) pour tout ¢ € T,
degj,tj(fo) < ma'X(07 degj,tj (PJ) - 1)7

3. pour tous nombres entiers £, j tels que m < j < £ < d,

degg,t(f]-) < max(0, deg&t(Pg)) pour tout t € Ty,
deg@,t@ (f]) < maX(O, degf,t@ (Pf) - ]')

4. Soit s une presque semi-norme multiplicative ultramétrique sur <7 (U),

finie sur Uanneau O(U) des fonctions réguliéres sur U, telle que, pour

tout wg € Wy lendomorphisme de </ (U) donné par h(zi,...,zq) —
h(z1,...,24-1,wq) soit de semi-norme inférieure a 1. Alors

S(f()) < S(f)?
et pour tout j € {m,...,d},

s(f;) < s(Py)~'s(f).

Lemme 6.14. — Soient m et d deur nombres entiers vérifiant 1 < m < d.
Pour tout j € {m,...,d}, soit Pj une fonction rationnelle sur P1(C,), soit T}
ensemble des poles de Pj. Soit T = (tm,...,tq) € Tn X --- x Ty. Alors toute
fonction f € o/ (U) admet une bonne décomposition relative a (P, ..., Py) et
(tmy - tq)-

Démonstration du lemme 6.14. — Nous allons démontrer le lemme 6.14 par
récurrence décroissante sur m € {1,...,d}.

Etape 1 : démonstration du cas m = d.

Démontrons les points 1, 2, 3 et 4 par récurrence sur pg = Zter deg, P,.

Si pg = 0, alors Py est constante et fo =0, fg = fP} 1 conviennent.

Sipg = 1, alors T = {t}, W = {w} et P; est de la forme P; = =%,
Définissons

fg(zl, . .,Zd) = f(Zl, .. .,del,w),
. f(Zl,. . .,Zd) — f(zl, .. .,del,w)
fd(zla .. azd) — Pd(Zd)

Alors fy et fq sont dans &7 (U), et s(fo) < s(f) car fp est la restriction
de f en zg = w et la norme relativement & la presque semi-norme s de la
restriction est inférieure & 1 par hypothése. De plus, s(fy) < s(f)s(Py)~! et
degg(fo) < 0 = max(0, deg,(Fy) — 1).
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Soit pg = 2. Soit w une racine de P; et posons Qg = Pdi((jﬁ, on a

Zter degy,(Q4) = pa — 1. En appliquant I'hypothese de récurrence, f admet
une bonne décomposition relative a la fonction rationnelle Qg,

(6.12) f = g0+ 9aQu;
ol go, 94 € </ (U) et pour tout ¢t € Ty,
(6.13) deg(g0) < max(0,deg;(Qq))-

Appliquons maintenant I’hypothése de récurrence a la fonction gg : celle-ci
admet une bonne décomposition relativement & la fraction rationnelle E:Z et
a tq. Il existe ho, hq € o/ (U) telles que

(6.14) ga(2) = ho(2) + fa(z) 24— 2

zqg —tq’

et deg,,(ho) < 0 pour tout t € Tj.
D’aprés les décompositions (6.12) et (6.14) de f et gq4,

f(2) = go(2) + ho(2)Qa(za) + fa(z) Pa(za)
= fo(2) + fa(2) Pa(za),
olt 'on a posé
(6.15) fo(2) = g0(2) + ho(2)Qa(za)-
La fonction fy € o7 (U) vérifie donc, d’apres U'inégalité (6.13),
degd,t(f()) < max(degdi(go), degd7t(ho) + deg,(Qa)) < max(0, deg;(Qa))-
Or, pour tout t € Ty,

B X —tg,\ _ [ deg,(Py) sit#ta
(6.16) deg;(Qq) = deg; <X Pd) = { deg,(Py) —1 sit=tg,

max(0, deg, (P,
donc degy4(f) < { maXEO,degZEPd;)— 1) sit=ty
Démontrons maintenant le point 4. Soit s une presque semi-norme multipli-
cative ultramétrique sur 7 (U) vérifiant les hypothéses du point 4. D’apreés la
définition en (6.15) de fo,

s(fo) < max(s(go), s(ho)s(Qq)).

Par hypothése de récurrence, s(go) < s(f), s(ho) < s(gaq) et s(ga) < s(f)s(Qq)7 1,
d’ou

s(fo) < max(s(f), s(ga)s(Qa)) < s(f)-
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De plus, par hypothése de récurrence,

s(fa) < s(ga)s <Zd — w>_1

zq — tq

<s(s(@a s (2= w)_l

zq —tgq

s(f)s (P Zd td>_1 s <Zd — w>_1
dzd—w Zd—td
< s(f)s(Pa)™".

Le lemme 6.14 est donc démontré dans le cas m = d.

N

Etape 2. Soit m € N tel que 1 < m < d, supposons le lemme vrai au
rang m + 1.

Démontrons 1, 2 et 3. Soit f € «7/(U). En utilisant le cas m = d démontré a
I’étape 1, écrivons une bonne décomposition de f relativement a (P,) et (t,,),

(6.17) f(2) = ¢(2) + 0(2) Prn(2m),
ou ¢, 6 sont dans <7 (U) et

deg,, ;(¢) < max(0,deg,, ,(F)) pour tout t € Ty,
degm,tj (90) < maX(O, degm,tm (Pm) - 1)
En utilisant I’hypothése de récurrence, ¢ et 6§ admettent de bonnes décompo-
sitions relativement & (P41, ..., Py) et (g1, --,tq) :
d
(6.18) p(2) =po(2) + Y ;(2)P;(z),
j=m+1
d
(6.19) 0(z) = 0o(2) + D 0;(2)P;(z)),
j=m+1

ol ¢, bo, ¢j,0; € &(U) et pour tout £ € {m+1,...,d},
deg“(eo), degeyt(goo) < max(0, deg“(Pg)) pour tout t € Ty,
degy;,(00), degy, (w0) < max(0,degy, (Fr) — 1),

et pour tout j € {m+1,...,n— 1}, pour tout £ € {j +1,...,d},

deg&t(fj)
dege,tg (fj)

ax(0, deg, (%)) pour tout t € Ty,

<m
< max(0,degy,, (P) —1).
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On a donc, d’apreés les décompositions (6.17), (6.18) et (6.19),

d
F(2) = @0(2) +00(=) Pum) + D (03(2) + 05(2) P 2m) ) Py ().

j=m+1
En posant
fO = 0, fm = 907

et, pour tout nombre entier j tel que m + 1 < j < d,

(6.20) fi(2) = @j(2) + 0;(2) P (2m),

on obtient la décomposition de f suivante :

d
f2) = folz) + D fi(2)Pi(z)

Montrons que c’est une bonne décomposition relativement a (P, ..., P;) et

(tm, - -, ta). Nous savons déja que fo = o vérifie degy ;(¢o) < max(0, deg“(Pg))
pour tout t € Ty et degy,(00), degyy, (wo) < max(0,deg,,, () — 1), pour tout

nombre entier £ tel que m + 1 < ¢ < d. De plus, pour tout ¢t € T,,, par hy-

pothése de récurrence (point 4 au rang m + 1, avec s = exp(deg,,,)), on a

aussi

max(0,deg,, ,(Pn) —1) sit=ty,

degy, (o) < degy,i(¢) < { max (0, deg,, +(Pn)) sinon.

De plus, pour tout £ tel que m+1 < ¢ < d et tout t € Tj, la fonction f,, = 6y

- max(0,deg, ,(Pp) —1) sit=t
verifie degg ¢(fm) < { max (0, deg, ,(Fy)) sinon.

Soient j,¢ des nombres entiers naturels vérifiant m + 1 < £ < j < d. Alors
la fonction f;(z) = ¢;(z) + 0;(2) Ppn(2m) vérifie, pour tout ¢ € T,

degz,t(fj) max(deg“(gpj) degz +(05) + deg“(Pm))

max deget(%) degy (7))  car (#£m

{ max(max (0, degy,(P; — 1)), max(0,degy, Pr) — 1)) sit=t,
max(max (0 deg“(Pg)) max (0, deg, ;(Fr))) sinon,

<
<

< max(0,deg, ,(Pp) —1) sit=t
max (0, deg“(Pg)) sinon.

Montrons maintenant le point 4. Soit s une presque semi-norme multiplica-
tive ultramétrique sur o/ (U) telle que, pour tout wy € Wy 'endomorphisme
de &/ (U) donné par h(zi,...,2q) — h(z1,...,24-1,wq) soit de norme infé-
rieure & 1 et telle que, pour toute fonction P reguhere sur &7 (U), s(P) # 0.
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Les fonctions ¢; et 0; des décompositions de ¢ et 6 suivantes

d

p(2) =po(2) + Y 9i(2)P(z),

Jj=m+1

d
0(z) = 00(2) + D 0;(2)Pi(2)),

j=m+1

vérifient, par hypotheése de récurrence (point 4 au rang m + 1),

s(eo) < s(p) < s(f),

s(f0) < s(0) < s(Pn)7ts(f),

s(pj) < s(Py)ts(e) < s(Py)7ls(f),

s(0;) < s(Py)7ts(0) < s(PiPn)'s(f),

pour tout 57 € {m + 1,...d}. Les fonctions fy = ¢g et f,,, = 0y vérifient donc
bien
s(fo) < s(f),
et
s(fm) < 8(P) " 's(f)-
De plus, pour tout j tel que m + 1 < j < d, comme la fonction f; est définie
par fij(z) = ¢j(2) + 0j(2) Pn(zm), on a :

O]

Définition 6.15 (idéal .#). — Soient m,n deur nombres entiers naturels
tels que 1 < m < d. Soit F lidéal de </ (U) formé des fonctions g telles que,
pour tout (z1,...,2m-1) € Uy X -+ X Up—1, pour tout j € {m,...,n}, pour
tout (W, ..., wy) € Wiy X -« X Wi_1 X W1 x ... Wy, la fonction de o/ (Uj)

2> g(21, o Zme1, Winy e v oy W1, 2, Wit -« - W)

s’annule a l'ordre au moins mp; en z = wj.

Rappelons que pour tout j € {1,...,d}, le point a linfini sur P1(C,)
n’appartient pas a T} et que z; est une coordonnée affine sur P1(C,) \ {oo}.
Pour tout multi-indice I = (i1,...,1q4) € N¢, on note D! I'opérateur différentiel
D? - fo, ou D; est la dérivation par rapport a la i-éme variable z; sur &7 (U).

La longueur de I est notée |I| = 2?21 0.
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Une fonction g € o7 (U) est dans .# si et seulement si pour tout (wy,, ..., wgq) €
Wy X -+« x Wy, pour tout I = (0,...,0,ip,...,iq) € N% avec i; < mp, (w;) et
tout (2z1,...,2m—1) €Uy X -+ X Upy—1,

I
D'g(z1,..., 2Zm—1,Wm,...,wq) = 0.

Lemme 6.16. — Soient m,n deur nombres entiers naturels tels que 1 < m < d.
Soit f € S telle que, pour tout j € {m,...,d},

— pour tout t € Tj, deg;(f) < max(0,deg;,(F)),

— et il existe t; € T; tel que degj, (f) < max(0,deg;; (P;) —1).
Alors f = 0.

Démonstration. — Démontrons ce lemme par récurrence sur d. Si d = 1, f
s’annule & 'ordre au moins mp, (w) en tout w € Wi, et pour tout ¢ € 71,

degl,t(f) < max(0, degl,t(Pl))

et il existe t1 € T} tel que
degy ¢, (f) < max(0,deg; ; (P1) — 1).

La fonction f a donc au moins )y, mp, (w) zéros et au plus

3 max(0, degy ,(P1)) | 1
teTy

poles, comptés avec multiplicités. Or >y, mp (w) = >, degy ,(P1), donc
f a strictement plus de zéros que de poéles, donc f est nulle.

Soit d > 2. Supposons le lemme vrai au rang d — 1. Soit (21,...,2m—1) €
Up X -+ X Up—1 et soit J = (0,...,0,m+1,---,74) OU jr < px pour tout k €
{m+1,...,d}. Posons

Q ZZX}—>DJf(Zl,...,mel,X,wm+1,...,U}d).

Alors @ est une fonction rationnelle sur P1(C,) qui n’a pas de poles en dehors
de T, et s’annule a l'ordre au moins mp,_ (wy,) en tout w,, € W,, d’aprés
I’hypothése d’annulation. Ecrivons Q = P, R, avec R rationnelle sur Pl(Cp)
sans poles en dehors de T;,,. Montrons que R n’a pas de poles. Pour tout t € T,

degmﬂf(@) < degm,t(f)

. max(0,deg,,; (Pn)—1)) sit=ty,
= | max(0,deg,, ¢ (Pn)) sinon.



116 CHAPITRE 6. CAS DES PRODUITS CARTESIENS

Alors

degm,t(R) = degmﬂf (Q) - degm,t(Pm)

-1 sit=t,
<
= { 0 sinon.

La fonction R est donc sans poles et a un zéro d’ordre au moins 1 en t,,. Par
conséquent, R = 0 et donc @ = 0.

Supposons f non nulle. Alors il existe ¢ € Ty, tel que deg,, ;(f) # —oc. Soit
Tm € Tpy,. Soit

O(Z1y -+ oy Zm—1s ZmAtls- - 2d) = lm (2, — t)degt(f)f(z).
Zm—t
Par définition de deg, ¢ # 0. Pour tout I = (0,...,0,dmt1,...,94) € N1 tel
que i; < mp;(w;) la fonction ¢ vérifie

DI(go)(zl, ey Zme1s Wit 1y - - -, W) = 0,

pour tous (z1,...,2m—1) € Uy X -xUpn—1 et (Wmt1,...,wWq) € Wpy1 X -+ x Wy.
De plus, pour tout j € {m+1,...,d} et tout t € T}, deg; () = deg,;(f) donc
la fonction ¢, entiére sur Uy X - -+ X Up—1 X Upyqq X - -+ X Uy, vérifie les hypo-
theses du lemme 6.16 en d — 1 variables. Par hypothése de récurrence, ¢ est

nulle, donc f = 0. O
Corollaire 6.17. — Pour tout j € {1,...,m}, soit P; une fonction ration-
nelle sur PY(C,). Soit W; Uensemble de ses zéros, T; l'ensemble de ses poles.

Alors pour tout (t1,...,tq) € T1 X --- x Ty, toute fonction f € & admet une

bonne décomposition (fo, f1,..., fn) relativement a (P, ..., Py) et (t1,...,tq)
avec fo = 0.

Démonstration. — Commengons par remarquer que les fonctions rationnelles
Py, ..., P; appartiennent a I'idéal .#. Soit (t1,...,tq) € T1 X -+ X Tyg. D’aprés
le lemme 6.14, f admet une bonne décomposition relativement a (P, ..., Py)
et (tl, ooy ta),
d
f(2) = folz) + > fi(2)P;(z)).

J=1

Comme f € 4, fo = [ — Z;-lzl fjPj est également dans l'idéal .. La
fonction fy vérifie donc les hypothéses du lemme 6.16 et donc, d’aprés ce lemme,

fo=0. O
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6.4. Majoration de la hauteur du morphisme d’évaluation a la place
privilégiée
Pour terminer la démonstration du théoréme 6.5, il reste a démontrer
le lemme 6.8, qui fournit une majoration de la hauteur des morphismes
d’évaluation a la place privilégiée donnée par I'uniformisation.
D’aprés la définition 6.3 d’uniformisation, il existe une section n de ©*(L~1)
sur U, qui ne s’annule pas sur W et dont la norme vérifie

(6.21) In(2)]| < Aexp (Bexp(r(2))).

ou A, B sont des nombres réels strictement positifs.
Soit ¢ € {1,...,m}, soit t € T; et soit o = (i,t). Comme fonction de Weil,
choisissons
)\ya(z) = — log |ZZ' — t|.
Alors

A7(2) =) parz(z)=log | ] |-t |,

acA a=(i,t)eA

et par conséquent, d’aprés l'inégalité (6.21),

(622 )< Aesp (B[] lei— 1o
a=(i,t)€A

Soit s € Eg Alors f := (©*s)n” est une fonction holomorphe sur U qui
s’annule & 'ordre au moins k£ en tout w € W. Fixons des coordonnées affines
Z1,...,2q sur Uq,...,Uy en choisissant le point & l'infini sur le i-éme facteur
en dehors de T; U W;. Le développement de Taylor de la fonction f en w € W
s’écrit :

f2)= > ar(w)(z —w)".
IeNY,
[1|>k

Avec ces notations, I'image de s par le morphisme d’évaluation go% est

Q=1
023 b= | X ww) (e w) 0w

weW
Il existe donc un nombre réel Cy strictement positif tel que

6.24 k(s < CHP max max ay(w).
(624 b ()l < OF” max macar(u)
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Pour i € {1,...,d}, soit Q; un affinoide de U; contenant W;. Soit 2 =
Hle ;. Définissons, pour tout g € &7 (U),

lglle = sup|g(z)|.
z€Q)

Démontrons alors qu’il existe un nombre réel Cy strictement positif tel que,
pour tout entier naturel k,

(6.25) gllg?]g\af(w\ <G fle.

Comme (); est ouvert pour la topologie p-adique, il existe un nombre réel
strictement positif r tel que le disque de centre w; et de rayon r soit contenu
dans ;, pour tout i € {1,...,d} et tout w; € W;. Alors,

Iflle = sup sup |as(w)||(z — w)"|
2€Q JeNd

> max <]a1(w)\ sup |z1 — wi|™ ... |zg — wd‘”)
|I|=k z€Q

> max <|a1(w)|r|l|)
\I|=k

> rF max |ar(w)].
\I|=k
Il suffit maintenant de poser Cy = 7.
Pour tout ¢ tel que 1 < i < d, définissons
k
(z—w LEJ
(6.26) Pi(2) = e ) :
HtGTi (Z B t) 0

ou les a(; 4y, pour ¢ € Tj, sont des nombres entiers naturels non nuls tels que

(6.27) > agy = {SJ m.

teT;

Ainsi, P; est une fonction méromorphe sur P1(C,) dont les zéros sont les
w € W; et sont tous d’ordre L%J, et dont les pdles sont les t € T;, le pole t € T;
étant d’ordre a; .

D’aprés le corollaire 6.17, la fonction f peut s’écrire

(6.28) f(z) = Z Fi(2)Pi(z).
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Par suite,
< ol P;
[/le < max [[fillo[| Pille
(6.29) < {nggllfillaCé"}

ou ('3 est un nombre réel strictement positif.

D’aprés le lemme 6.14, pour toute presque semi-norme multiplicative ul-
tramétrique s sur &/ (U) telle que, pour tout wy € Wy 'endomorphisme de
&/ (U) donné par h(z1,...,2zq4) = h(z1,...,24-1,wq) est de norme inférieure
a 1 et telle que, pour toute fonction P réguliére sur o/ (U), s(P) # oo, on a la
majoration suivante

(6.30) s(fi) < s(f)s(P)~1,

pour tout i € {1,...,d}.
Pour tout @ € A, soit 7, un nombre réel strictement positif. Pour tout

T = (t1,...,tq) € T, soit s, la presque semi-norme multiplicative sur </ (U)
associée aux rayons (7r(i4),- - -,7(dz,)) (voir (6.10)) donnée par :
(6.31) sr(g)= sup  [g(z)],
lzi—til="(i,05)
1<i<d

pour tout g € &/ (U).

Pour tout i € {1,...,m}, posons Q = {|z; —t] > riyp, t € T;} et
Q= Hle Q. Si les r(; ) sont suffisamment petits, alors 2 D Q; pour tout i
et donc

Il < Il
De plus (voir (6.11)),
Il = MaX $r.

Ainsi, d’apres (6.29),
< CF max || f;
1flle 3 1<Kd”szQ

<Ch :
< Cy ggg;lllelw

N

C* max max s, (f;
3 1<i<d el ~(fi)

Ck P -1
3&1?5;136&%87(]”)87( )

(6.32)

N

d’apres I'inégalité (6.30) vérifiée par les presque semi-normes des fonctions f;.
Soit 7 € T. Majorons les termes s, (f) et s, (P;)~!. La presque semi-norme s,
étant multiplicative, on a, d’aprés la définition (6.26) de la fonction P;,

(6.33) se(P) " = s (P7) <y O,
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ou Cy est un nombre réel strictement positif. Grace & 'hypothése d’uniformi-
sation et a l'inégalité (6.22) qui en découle,

s+(f) = s- ((©*s)n")
= sup ‘(@*s)nD‘

Ny {lzi—til=re e}

I5lo sup P
Nd_y {lzi—til=r(e; }

d
(6.34) < |Islloc AP exp <B p] T&,’ZS‘”)) .

i=1

N

D’aprés les inégalités (6.32), (6.33) et (6.34),

|fla < Cg max maxr(( “C4H HooADeXp <BDHT£(Z)”)
=1

1<i<d

k+D p(’L i)
< C5*Pllslloo masx maer(iG exp (BDH Tt >

oit C5 = (max{C3C4, A})? > 0. Grace & cette inégalité, on obtient, d’aprés les
majorations (6.24) et (6.25), la majoration suivante de la hauteur a la place p
du morphisme d’évaluation 90']5,

d
P>t
(6.35) hy, (¢D) < Co(k+D) + max max (%t ylogrisy + BD ] [ i) >> ’
=1

ot Cg = log(C1C5 1 Cs5).

Choisissons & présent les paramétres a, et r,. Pour tout i € {1,...,d},
posons
my
(6.36) Wi=——=—
dZtETi P(i,t) ’

de sorte que
m;
Z HiP@t) = 0
teT;
Montrons que l'on peut fixer les a, € N* de telle sorte que pour tout

i€ {l,...,d} et pour tout t € T;,

(6.37) agy (k) = kpipay + 900 (k),
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ot g(; 1) (k) iy O(1). Rappelons que les paramétres a(; ) doivent également
—00
vérifier la condition
k
(6.27) > ) = || mi
teT;

pour tout i € {1,...,d}. Soient i € {1,...,d} et k un nombre entier naturel.
Lorsque les a(w)(k:), pour t parcourant T;, prennent toutes les valeurs entiéres
possibles dans l'intervalle

m

la somme ) ;. a(;p) (k) prend toutes les valeurs entieres comprises entre

Z {kum(m Ca dTJ et Z (Lkuipp| +1) .

teT; teT;

Vérifions que Yrer, |kuinuy — comlr; | < 5] mi < Sier, ([Ripgp) +1)-
En effet, on a

Hibi) = Card T; Hib(i.t) Card T;
teT; teT;
ko ﬁ
< gmi—mi < | o,

et

Z ([kmipap] +1) = Z(kmﬂ(i,t) —1+1)

>Em~> E m;
/d 1 = d (

Ainsi, on peut choisir les a(; 4 (k) de telle sorte que Y, p. ai (k) = LEJ m; et
la suite (g(;¢)(k))x est bornée. Soit

a d > teT, P(it)
_ —1 _ tG 7 1,
(6.38) v= ;_1 ;- =d ;_l <mZ ) .

Pour tout o € A, posons

k
BDv\ #v
(6.39) ro = ( ”) .

k
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Alors, avec ces choix de rayons 7, I'inégalité (6.35) devient

p(Jt)
hpo (%) < C(k—l_D)—i_fEiXdTea% a(it;) 108 T (i ¢,) +BD1_[1 Uit
j

P(ity)

d —k
k  (BDv BDv\ g
< — i
\CGUHD)*Q%IFQ% Vlog( ’ >+BD.||1< k >
J:

P(:ty)

k BD BDv\ Fuag
< Cs(k+ D) + —log ( ”) +maxBDH ( ”) v
1%

k TeT

d
k BDv k k P3t)
< D -1 BD l )
Cs(k + D) + ~ log ( . ) + max exp og (BDV) ;:1 e

Supposons % 1, c’est-a-dire % vB. On a alors

d
k BDV k k p(i,t,-)
hpo(goD) Cs(k+ D) + log( ’ > + BDexp (Vlog <BDV> max ) ,

TeT =1 Qi t;)

(6.40)

d
k D k k Pit:)
<Crk+ D)+ “10g (Z) + BD ug Petd | |
crte )+ s () 5o D (55, ) mar > 22
olt lon a posé¢ C7 = max(Cs + L log(Bv), Cg).

Lemme 6.18. — 1l existe un nombre réel positif Cg tel que pour tout nombre
entier naturel non nul k,

maxzd: 1+%
v teT 1 (zt) k

Démonstration. — D’aprés le choix des a(; ;) (voir (6.37)), pour tout (i,t) € A,
on a
Pat) Plirt) _ 1

aim  kHieGy + 960 k) g+ g(ﬁf)’“)




6.4. MAJORATION A LA PLACE PRIVILEGIEE 123

Ainsi, pour tout 7 € T, on a :

d d 1 1

g(zt( ) _?m
P(i,t)

i—1 Ait) = ki i—1 \ kui +

o @ K i /p i,t)

- 14 k 9¢i,t) (%) f)( )
=1 kﬂz k + P(irt) )

1 4 gun(B)/ pn

i (k)N
=1 i (ki + %)

=1-

v

Comme pour tout o € A, g, (k) est une fonction bornée de k et que 'ensemble A
est fini, il existe un nombre réel Cy tel que

k it
Y ma; p(lvtz) < 1 CS
vV TeT — a(mz) k
]
Ainsi, pour tous nombres entiers naturels k, D tels que % > vB,
d
k PGit;) k Cs k
d PG:t) 4 1+ ) log [ ——
v et = agy o\ BDv s+ ale| 3p,
Cs k
<1 — log ——
“BDy Tk **BDy
k Cs BDv k
<1 1 .
°BDv " BDv kK °BDv
Comme 54— > 1 et la fonction u log £ est bornée sur [1,+oo], il existe un

nombre réel Cy tel que

d
k Pit) k k
- — ] —— | <log——+C
v e L ag,, #\BDv) S ¥ BDy T
D’aprés la majoration (6.40) de la norme du morphisme d’évaluation, on a
alors

k D k
hpo(@D) C7(k+ D) + ;log <k> + BD exp (log Do + 09>

k oCo
BDI/

k D
<C7(k+ D)+ ;log <k:> + BD

k. k
(6.41) < Cio(k + D) = ~log(5)
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&)_
v
Montrons que la majoration (6.41) est encore valable pour % <vB.
D’aprés la définition d’a-arithmétique, il existe un nombre réel positif Cy
tel que la hauteur de gp% vérifie la majoration suivante a la place pg, comme
en toute place :

ot 'on a posé Cjp = max(Cr,Cr +

hypo (D) < Co(k + D).
Alors
k k k k
hpo(#h) + —log(5) < Co(k + D) + —log(;)
k
< Co(k+ D)+ » log(vB),
car % < vB. Posons C11 = Cp + %log(uB). Alors

k k
hpo (0) + " log(ﬁ) < Cu(k+ D),
c’est-a-dire
& k k
(6.42) hpo(¢D) < C11(k + D) — > 10g(5)'
D’aprés les inégalités (6.41) et (6.42), en posant Ci2 = max(Cig,Ci1), on a
bien, pour tous k et D,
k
D
Finalement, d’aprés la définition de v (6.38), on a bien, pour tous nombres
entiers k > 0et D > 1,

k
o () < Cra(k + D) =~ log(

d -1
1 ; k
(6.43) hyo (©Dh) < Ci2(k + D) g (;Zl e klog i)

Le lemme 6.8 est donc démontré, ce qui conclut également la démonstration
du théoréme 6.5.
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Sur le théoréme de Schneider-Lang

Le théoréme de Schneider-Lang est un critére classique de transcendance pour
des nombres complexes. Il dit que des fonctions méromorphes d’ordre fini, vérifiant
une équation différentielle polynomiale & coefficients dans un corps de nombres et
algébriquement indépendantes ne peuvent prendre simultanément des valeurs dans ce
corps de nombres qu’en un nombre fini de points.

Dans cette thése, nous démontrons des généralisations géométriques de ce critére,
valables sur le corps des nombres complexes ou sur un corps p-adique. Ces résultats
s’appuient sur des lemmes de Schwarz adaptés, que nous avons établis. En dimension 1,
nous démontrons un théoréme concernant des sous-schémas formels admettant une
uniformisation par une courbe algébrique affine. En dimension supérieure, notre
théoréme s’applique a des sous-schémas formels admettant une uniformisation par un
produit d’ouverts de la droite affine, sous I’hypothése supplémentaire que 1’ensemble
des points étudiés est un produit cartésien. Les démonstrations de ces résultats
reposent sur la méthode des pentes développée par J.-B. Bost et utilisent le langage
de la géométrie d’Arakelov.

About the Schneider-Lang theorem

The Schneider-Lang theorem is a classic transcendence criterion for complex
numbers. It asserts that there are only finitely many points at which algebraically
independent meromorphic functions of finite order of growth can simultaneously take
values in a number field, when satisfying a polynomial differential equation with
coeflicients in this given number field.

In this Thesis, we prove geometrical generalizations of this criterion, holding for
both the field of complex numbers and a p-adic field. These results are based on
suitable Schwarz lemmas we have been able to establish. In dimension one we have
proven a theorem for formal subschemes admitting a uniformization by an algebraic
affine curve. In the higher dimensional case, our theorem applies to formal subschemes
with a uniformization by a product of open subsets of the affine line, under the
additional hypothesis that the set of rational points is a Cartesian product. The
proofs of these results rely on the slopes method developed by J.-B. Bost and make
use of the language of Arakelov geometry.



