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CHAPITRE 1

Introduction

Les phénoménes d’interaction fluide-structure font partie de la vaste classe des
problémes multi-physiques. Les deux matériaux en présence n’obéissent pas aux
mémes lois de comportement, mais ils interagissent dans un systéme fortement cou-
plé. Dans le cas de l'interaction fluide-structure, il s’agit d’un solide mobile, rigide
ou déformable, et d’un fluide liquide ou gazeux. L’écoulement du fluide autour de
la structure est conditionné par le mouvement de la structure solide, et réciproque-
ment, la déformation de la structure est influencée par les efforts du fluide sur sa
paroi.

Un grand nombre de situations font intervenir des phénomeénes d’interaction
fluide-structure. Différents régimes peuvent étre distingués. Les applications en bio-
mécanique font en général intervenir un fluide liquide, incompressible et visqueux et
une structure déformable de densités proches : écoulements sanguins dans les vais-
seaux, déformation des globules rouges dans les capillaires, nage des poissons... En
génie civil, I’écoulement peut étre aérien (résistance d’un pont ou d’un batiment au
vent) ou hydraulique (digue soumise a la houle, tenue de piles d’un pont), sa vitesse
étant en général de faible Mach, I’écoulement peut donc étre considéré incompres-
sible. L'industrie nucléaire s’intéresse également a l’écoulement de réfrigérant (avec
ou sans changement de phase) dans les tuyaux des centrales. Dans le domaine des
transports, un écoulement a vitesse subsonique peut interagir avec une structure
mobile et engendrer des ondes acoustiques (bruit dans un véhicule ou un train)
ou, a vitesse transsonique, étre responsable de la ruine d'un avion (vibration des
ailes entrainant le flottement). Enfin, dans le domaine militaire ou de prévention du
risque, les effets d’une explosion sur un batiment ou sur un sous-marin font inter-
venir des phénoménes non-linéaires complexes (ondes de choc, fissuration, rupture).
Pour toutes ces applications, les résultats expérimentaux sont généralement longs
et coliteux & établir, et certains éléments ne sont méme pas accessibles a 'expé-
rience. Si la simulation numérique est suffisamment fiable, elle peut étre une bonne
alternative a 'expérimentation.

Les applications extrémement variées faisant intervenir de l'interaction fluide-
structure demandent des méthodes numériques adaptées. Ainsi, on peut en général
modeéliser la résistance d’un pont au vent par des méthodes linéaires, en effectuant le
calcul des fréquences propres de la structure et en les comparant & la fréquence des
tourbillons engendrés par la structure. De méme, certains problémes d’acoustique
peuvent étre étudiés par une analyse spectrale ou des méthodes de tracé de rayons.
En revanche, les modéles non-linéaires nécessaires a I’étude de certains phénomeénes
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demandent une résolution par des méthodes numériques plus poussées afin de cap-
turer l'intégralité des particularités physiques de la solution, comme les ondes de
choc ou les zones de rupture du matériau. Ce sont ces phénoménes complexes qui
nous intéresseront dans la suite de ce travail.

De nombreuses méthodes précises et robustes ont été développées au cours des
derniéres décennies afin de résoudre ’écoulement du fluide, d’une part, et la dé-
formation de la structure, d’autre part. Avec le développement de la puissance des
calculateurs, la simulation numérique du couplage de ces méthodes devient acces-
sible. Cependant, il faut que ce couplage ne dégrade pas la qualité des résultats
engendrés par les méthodes fluide et solide. En particulier, la simulation numérique
se doit d’étre stable afin d’obtenir un résultat de facon assurée. Le fait que les mé-
thodes fluide et solide prises séparément soient stables n’assure en aucun cas la
stabilité du systéme couplé. Par ailleurs, il faut assurer que la méthode numérique
obtenue est consistante avec les équations résolues afin que le résultat numérique
soit “proche”, en un certain sens, de la solution physique du probléme. Nous nous
intéresserons donc principalement & ces deux propriétés dans notre étude du schéma
de couplage.

L’objectif de cette thése est d’étudier le couplage entre un fluide compressible
et une structure déformable afin de simuler I'effet d’une onde de choc aérienne sur
un batiment. Pour l'interaction fluide-structure, deux types d’approches peuvent
étre envisagés : une résolution découplée ou une résolution couplée. La résolution
découplée consiste en général & résoudre le probléme fluide sur un domaine fixe, puis
a intégrer les efforts du fluide sur la structure pour en déduire le déplacement. Cette
approche ne donnera un résultat raisonnable que dans le cas ol le mouvement de
la structure est extrémement lent par rapport au temps caractéristique d’évolution
du fluide. Au contraire, nous souhaitons étudier des problémes ol la dynamique de
la structure est comparable & celle du fluide, avec éventuellement une rupture du
matériau et le vol balistique d’éléments solides sous 'effet du souffle d’une explosion.
Dans ce cas, une résolution couplée compléte est nécessaire.

Une difficulté majeure tient au fait que le domaine de résolution du fluide varie
en fonction du temps suivant le déplacement du solide avec, dans les cas qui nous in-
téressent, de grandes déformations de ce domaine et la possibilité de changements de
topologie en raison de la rupture ou du contact. Trois principaux types d’approches
sont envisageables pour traiter la déformation du domaine fluide : une approche
multiphasique, une approche avec déformation de maillage ou une approche par
domaine fictif. L’approche multiphasique (lagrangienne ou eulérienne) est limitée
au cas ol le solide et le fluide peuvent étre décrits par les mémes équations avec
des paramétres physiques variables affectés & chaque phase et advectés au cours du
mouvement de linterface. En général, les méthodes eulériennes (le domaine de cal-
cul est fixe et ne suit pas le matériau) sont préférées pour le calcul de ’écoulement
fluide, afin d’éviter de trop grandes distorsions des mailles de calcul. Au contraire,
le solide est plutdt simulé avec des méthodes lagrangiennes (le domaine se déforme
en suivant le déplacement matériel), qui permettent de suivre les discontinuités ma-



térielles avec précision et de traiter les phénomeénes de plasticité. Les approches de
déformation de maillage permettent d’assurer une transition lisse entre ces deux
types de modélisation. L’exemple typique d’une telle approche est la méthode ALE
(Arbitrairement Eulérienne-Lagragienne) : le domaine fluide est déformé de fagon
a suivre l'interface fluide-solide, sans toutefois subir des déformations aussi grandes
que dans une approche purement lagrangienne pour le fluide. La déformation du
maillage induit des termes additionnels dans la résolution des équations du fluide.
Cependant, des difficultés apparaissent lorsque le déplacement de la structure est
trop important : le domaine fluide doit alors étre remaillé, ce qui peut entrainer
des cotits de calculs accrus en trois dimensions. C’est pour contourner la question
du remaillage que les méthodes de domaine fictif ont été développées. Dans les ap-
plications qui nous intéressent, ce cas de figure se présentera réguliérement, tout
particuliérement en raison de la rupture de la structure sous l'effet du souffle. C’est
pour cette raison que nous nous tournons vers les méthodes de domaine fictif qui
seront étudiées dans ce qui suit.

Au cours de notre travail, nous nous limiterons & un cadre d’étude physique vo-
lontairement simplifié, mais dont les propriétés sont a prioriles plus contraignantes
pour les schémas de couplage développés. Nous garderons & 'esprit ’objectif d’inté-
gration de ces schémas & un programme de calcul industriel réaliste. Les problémes
présentés seront bidimensionnels. Le modéle physique étudié pour le fluide sera le
modéle des gaz parfaits compressibles non-visqueux, décrit par les équations d’FEuler.
Pour la structure, nous nous restreindrons a un solide indéformable ou déformable
avec une loi de comportement élastique linéaire. Ces modéles présentent la particu-
larité physique de conserver exactement I’énergie, sans aucune dissipation physique.
Nous utiliserons cette propriété importante tout au long de notre travail. Nous es-
timons en effet que 'ajout de termes dissipatifs, tels que la viscosité, le frottement
et la diffusion thermique, s’ils influent sur le réalisme du résultat de la simulation,
ne constituent pas des enjeux majeurs pour la stabilité du schéma numeérique et
pourront étre traités par des méthodes usuelles sans remettre en cause les résultats
obtenus. Cette approche nous évite également d’avoir a traiter la turbulence.

Nous nous appuierons dans le cadre de cette thése sur une méthode numeérique
classique pour le calcul de I’écoulement fluide compressible. Une formulation Vo-
lumes Finis des équations d’Fuler sur un maillage cartésien régulier avec des flux
numeériques décentrés de type Roe d’ordre élevé (par une montée en ordre de type
Lax-Wendroff) est utilisée dans les simulations numériques. Cependant, dans I’étude
du schéma de couplage, la forme précise de la méthode de calcul des flux numériques
ne sera pas utilisée afin d’en préserver la généralité. L’état du fluide est intégré en
temps de fagon explicite. Pour la structure, une méthode particulaire plus originale
est employée. La méthode des Eléments Discrets décrit le matériau continu comme
un assemblage de “grains” élémentaires interagissant par 'intermédiaire de forces
et de moments. L’expression de ces forces et de ces moments permet de retrouver
le comportement macroscopique du matériau. Cette approche autorise une prise en
compte de la rupture plus simple que par une méthode d’Eléments Finis classiques,
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car il suffit de rompre le lien entre deux grains de matiére pour assurer la perte de
cohésion du solide. L’intégration en temps du mouvement des particules solides est
également assuré par un schéma explicite.

Des critéres d’efficacité de la simulation ont guidé le développement de notre
méthode de couplage. Le cotlit de calcul des méthodes Volumes Finis et Eléments
Discrets se concentre principalement dans les étapes d’évaluation des flux numé-
riques et des forces et moments entre particules, respectivement. Nous souhaitons
éviter une méthode de couplage globalement implicite entre ces deux méthodes,
car cela impliquerait de calculer plusieurs fois par pas de temps les flux, forces et
moments dans le cadre d’une procédure de résolution itérative, jusqu’a atteindre
la convergence. Le cotit total de la simulation multiplierait alors le cotit des calculs
fluide et solide indépendants par le nombre d’itérations utilisées par pas de temps, ce
qui devient rapidement exorbitant. Nous optons donc pour une méthode de couplage
globalement explicite, avec une seule évaluation des flux numériques et des forces
et moments par pas de temps. Nous espérons pouvoir ainsi construire un schéma
numérique stable, consistant et dont le cotit global n’excéde pas significativement le
colt total des calculs fluide et solide pris séparément.

Le plan de cette thése est le suivant. Dans le premier chapitre, nous rappelons
les équations régissant 'interaction fluide-structure. Nous décrivons et analysons les
méthodes numériques existant au début de cette thése pour traiter les problémes
d’interaction fluide-structure. Nous comparons tout d’abord les avantages et incon-
vénients des méthodes de déformation de maillage (méthode ALE) et des différentes
méthodes de domaine fictif. Cette revue nous permettra de choisir une méthode de
domaine fictif adaptée aux objectifs visés. Puis nous nous intéresserons & I'intégra-
tion en temps du schéma de couplage et a ses implications sur la stabilité du schéma.
En particulier, nous verrons que pour le couplage avec un fluide compressible, 'uti-
lisation d’un schéma globalement explicite est justifiée.

Dans le second chapitre, nous détaillons la méthode Eléments Discrets utili-
sée pour décrire le solide. Nous montrons la consistance de l’expression des forces
et des moments avec 1’élastodynamique linéaire ainsi que le caractére hamiltonien
du schéma semi-discrétisé spatialement dans ce cas. Utilisant cette propriété, nous
sommes en mesure de préserver ’énergie du solide en employant un schéma nu-
mérique symplectique. Nous prouvons au passage que, sous une condition CFL, le
probléme non-linéaire intervenant dans le schéma de résolution de la rotation admet
une unique solution et que l'algorithme itératif utilisé converge.

Dans le troisiéme chapitre, nous présentons le schéma numérique de couplage
entre un solide rigide indéformable et un fluide compressible que nous avons déve-
loppé. Sous la contrainte de conservation de la masse, de la quantité de mouvement
et de I’énergie du systéme, nous montrons qu’un schéma explicite est possible. De
plus, ce schéma, conserve des propriétés de consistance qui nous assurent que le so-
lide n’engendre pas de rugosité artificielle dans les mailles fluides coupées, et que le
mouvement du solide & travers la grille fluide ne crée pas de perturbation importante



en changeant de maille.

Dans le quatriéme chapitre, le schéma de couplage est étendu au cas d’un solide
déformable. La principale nouveauté par rapport au cas indéformable provient de
la reconstruction nécessaire d’une paroi continue autour des particules solides et du
fait que cette paroi est extensible au cours du mouvement solide. Nous montrons
alors qu’un schéma totalement explicite n’est plus en mesure d’assurer & la fois les
propriétés de conservation et la consistance du schéma dans des cas simples. Nous
sommes alors contraints d’introduire une résolution implicite de la surface de la paroi
dans le schéma. Cependant, nous pouvons assurer que la méthode semi-implicite que
nous proposons ne remet pas en cause les performances du schéma de couplage, car
la procédure itérative de résolution de la surface ne fait pas intervenir le calcul des
flux et des forces et moments. Nous prouvons par ailleurs la convergence géométrique
de cette procédure.

Dans le cinquiéme chapitre, nous montrons la robustesse de la méthode de cou-
plage développée sur des résultats numériques présentant un intérét pour les ap-
plications industrielles futures visées. Nos résultats sur le phénoméne de flottement
d’une plaque dans un écoulement supersonique et leur comparaison & des références
numériques mettent en avant les trés bonnes propriétés en terme de conservation
de I'énergie du systéme de la méthode proposée. La comparaison entre la simula-
tion numérique et des résultats expérimentaux prouve le caractére prédictif de la
méthode de couplage développée.






CHAPITRE 2

Méthodes numériques pour
I'interaction fluide-structure

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous décrivons les méthodes numériques les plus couramment
utilisées pour effectuer des simulations d’interaction fluide-structure. Notre descrip-
tion sera guidée par I'application finale recherchée : la simulation de I'interaction
entre une onde de choc aérienne (explosion ou écoulement & vitesse supersonique ou
subsonique élevée) et une structure (batiment, véhicule, ...), avec possible rupture
du solide. La modélisation utilisée pour le fluide sera donc celle d’un écoulement
compressible, ce qui conditionnera le schéma de couplage développé. De méme, le
solide sera modélisé par des Eléments discrets afin d’étre en mesure de prendre en
compte la rupture. Dans le cadre de cette thése, le matériau restera toujours cohésif
et aucune fracturation ne sera considérée, mais tout le développement de la méthode
de couplage sera fait dans le but d’y intégrer ultérieurement la rupture du solide.

Nous présentons tout d’abord le modéle régissant le fluide pour le régime com-
pressible que nous souhaitons traiter. Nous rappelons les équations d’Euler qui seront
utilisées dans toute la suite de ce travail. La méthode Eléments Discrets utilisée pour
modéliser le solide sera exposée plus en détail dans le chapitre 3.

Nous nous intéressons ensuite aux différentes méthodes proposées pour discré-
tiser le probléme d’interaction fluide-structure en espace, tout particuliérement du
point de vue de la déformation du domaine fluide avec le déplacement du solide.
Nous rappelons briévement la formulation ALE, puis nous présentons les grandes
classes de méthodes de domaine fictif. En vue de la prise en compte de la rupture
du matériau solide, une approche par domaines fictifs sera utilisée pour prendre en
compte l'interaction fluide-structure dans les chapitres 4 et 5. Une attention par-
ticuliére sera apportée aux propriétés de conservation lors de la discrétisation en
espace afin de garantir la stabilité du couplage et la capture précise des chocs.

Enfin, nous décrivons différents types de schémas d’intégration en temps pour
I'interaction fluide-structure. Notre étude ne sera pas tournée vers la recherche de
l'ordre de convergence optimal mais vers les propriétés de stabilité des schémas et
la conservation de ’énergie. La compressibilité ou 'incompressibilité du fluide en
interaction parait jouer un réle important dans la stabilité des schémas explicites,
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ce qui justifiera la recherche d’un schéma de couplage globalement explicite pour
I'interaction fluide compressible/structure déformable.

2.2 Equations régissant le fluide

Dans le cadre des phénoménes étudiés (interaction d’ondes de choc aériennes avec
des structures), le fluide compressible peut étre considéré en premiére approximation
comme non-visqueux. Cette hypothése sera utilisée tout au long de notre travail.
Nous pouvons alors décrire le fluide par les équations d’Euler :

ap .

o + div(pu) =0 (2.1)
8(5:) +div(pu®u+p) =0 (2.2)
a(gtE) +div((pE +p)u) =0 (2.3)

oll p, u, p et pE sont respectivement la densité, la vitesse, la pression et la densité
d’énergie du fluide. Les équations (2.1), (2.2) et (2.3) expriment respectivement la
conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de l’énergie du fluide.
Ces équations nécessitent une relation complémentaire de fermeture fondée sur des
hypotheéses physiques sur le comportement du fluide. La plus simple, qui sera adoptée
par la suite, est 'hypothése des gaz parfaits. Si ’on écrit ’énergie interne pe comme
la différence entre I’énergie totale pE et I'énergie cinétique :

1
pe = pE = 5pllul?, (2.4)
on exprime p comme une fonction linéaire de pe :

p=(y—1)pe (2.5)

~ est le rapport des chaleurs spécifiques, c’est une constante strictement supérieure
& 1. En pratique, v vaut % pour un gaz parfait monoatomique, % pour un gaz
parfait diatomique. Dans la suite, ’air sera assimilé & un gaz parfait avec v = 1,4.
En pratique, cette approximation est satisfaisante pour un gaz de diazote et de
dioxygéne.

En deux dimensions d’espace, les équations d’Euler peuvent donc s’écrire sous
la forme :

ow Of(w) Og(w)

ot + oz + a2y =0 (2.6)
ol on a noté
p pu pu
W — PU , f(W): pu2-|—p ’ g(w): p2u’l) C u= < u >
pu puv pv°+0p v
pE (PE +p)u (PE + p)v
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La forme de ces équations sous forme conservative se préte bien a la simulation
par des méthodes Volumes Finis sur maillage cartésien. En effet, f et g s’interprétent
comme les flux dans les directions x et y respectivement. L'hypothése a la base de
la méthode Volumes Finis est de calculer des approximations de la valeur moyenne
de w dans chacune des mailles de la discrétisation fluide. Tout 'enjeu est alors de
calculer des flux numériques approchés a l'interface entre les cellules, et I’évolution
de w s’obtient par un bilan de masse, de quantité de mouvement et d’énergie sur
la, maille pendant un pas de temps. De trés nombreuses méthodes ont été proposées
pour le calcul des flux numériques. Nous ne présenterons pas ici toutes les diffé-
rentes approches développées, et renvoyons par exemple a [57, 91, 136] pour une
revue de ces méthodes. Notre méthode de couplage ne dépendra pas intimement de
I’algorithme employé pour le calcul des flux numériques.

2.3 Meéthodes de discrétisation spatiale du couplage
fluide-structure

Dans cette section, nous nous attachons & décrire les méthodes mises en ceuvre
dans la littérature pour simuler ’écoulement fluide autour d’une structure mobile.
Dans un premier temps, le probléme sera non-discrétisé ou semi-discrétisé en espace.
Dans la section suivante, nous nous concentrerons sur les méthodes de discrétisation
temporelle.

Le mouvement de la structure solide déforme le domaine fluide au cours du
temps. Le domaine fluide doit donc étre mis & jour réguliérement : il est possible
de garder le domaine fluide fixé pour un certain nombre de pas de temps en cas
de déformation faible de la structure, mais dés que la structure évolue dans des
temps caractéristiques comparables a ceux de ’écoulement fluide, il est préférable
de recalculer 'interface fluide-solide & chaque pas de temps. Suivant les méthodes
utilisées, la prise en compte de cette déformation peut étre plus ou moins coiiteuse.

Nous allons en particulier présenter deux catégories de méthodes pour prendre
en compte la déformation du domaine fluide. La premiére est la formulation ALE
(Arbitrairement lagrangienne-eulérienne) [29] qui consiste & déformer le domaine
fluide & partir d’une configuration de référence, ce qui introduit des termes complé-
mentaires liés au mouvement du maillage de calcul dans les équations aux dérivées
partielles du modéle. Nous décrirons ensuite certaines des méthodes de domaine fic-
tif les plus couramment utilisées. Le principe de ces méthodes est de superposer un
solide mobile sur un domaine fluide fixe, et d’imposer des conditions sur le domaine
fluide fictif sous le solide afin d’assurer la non-pénétration du fluide & travers la
frontiére solide.
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2.3.1 Meéthodes ALE

L’approche lagrangienne pour la simulation d’un fluide est envisageable et donne
de bons résultats pour certains problémes multiphasiques intervenant dans I’indus-
trie nucléaire [17], mais quand ’écoulement devient complexe, la déformation induite
du maillage impose un remaillage du domaine complet en respectant les interfaces.
Dans un écoulement réaliste, ce remaillage intervient dans des temps trés courts.
Une formulation eulérienne est donc mieux adaptée a la simulation d’un écoulement
fluide. En revanche, dans le cadre de 'interaction fluide-structure, une formulation
purement eulérienne ne permet pas de suivre efficacement les phénomeénes a 1’in-
terface fluide-solide et pose la question de la loi de comportement & imposer dans
les cellules coupées par cette interface. L’approche ALE est construite pour éviter
ces inconvénients : I’écoulement fluide est calculé sur un domaine qui est déformé
de facon a suivre le mouvement de Uinterface (lagrangien prés du solide) et dont
la vitesse de déformation ne suit pas nécessairement celle du fluide & l'intérieur du
domaine. On note U cette vitesse du maillage fluide. Si U est nul, la méthode se
réduit & une approche eulérienne; si U est égal 4 la vitesse du fluide, on retrouve
I'approche lagrangienne. U peut varier arbitrairement et continiiment d’une valeur
a lautre dans le domaine fluide. La formulation ALE se marie naturellement bien
avec les méthodes Volumes Finis : les volumes finis sont simplement mobiles et dé-
formables et les inconnues numériques sont les approximations des valeurs moyennes
sur ces volumes déformables. L’évolution en temps de ces valeurs moyennes découle
naturellement des équations de conservation que l’on cherche & approcher.

Nous présentons dans ce qui suit une formulation classique de la méthode ALE.

Considérons le référentiel du laboratoire, dans lequel les coordonnées eulériennes
sont notées x, et les coordonnées lagrangiennes liées au solide notées X. Le domaine
fluide de référence est noté g, et le domaine fluide au temps ¢ est désigné par €2;.
Nous notons également I'y et I'; I'interface entre le fluide et le solide initialement et
au temps t, respectivement. Il est possible de faire le passage entre X et x par la
bijection ¢ :

VX € Qo,Vt >0, x=¢(X,t) € Q. (2.8)
Nous supposons ici que ¢ est une application de classe C1.

Nous nous intéressons & une variable physique g dans les coordonnées eulériennes.
Nous la noterons ¢ dans le référentiel lagrangien, de telle sorte que :

VX € Qo, E](X, t) = g(d)(Xv t)? t) (2-9)

Notons maintenant £ les coordonnées dans le maillage mobile de la formulation ALE.
On peut les exprimer, par exemple, dans les coordonnées lagrangiennes :

£ =¢&(X,1) (2.10)

On définit alors le Jacobien et la vitesse du maillage mobile par

J@ﬁ—m(ﬁ(xw (2.11)

0X
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- 0
U(X, 1) = Ff

ol l'indice dans les dérivées partielles indique les variables qui restent constantes

(X,1) (2.12)
X

lors de la dérivation.

On peut alors montrer les résultats suivants :
— J est solution de I’équation différentielle :

0J

ot

(X, t) = J(X, t)dive(U)(&(X, t), 1) (2.13)
X

— Soit g une variable suffisamment réguliére, alors on a :

9(J3)

ot

(X,t) = J(X,1) (g‘z‘ + dng(gU)> (&(X,1),t) (2.14)
X 3

Le premier résultat peut étre vu comme une conséquence du second en prenant g = 1.
Il donne une propriété de conservation du volume. Au niveau numérique, la vérifi-
cation exacte de la discrétisation de (2.13) assure la conservation exacte d’un état
constant. Cette propriété est a l'origine des Geometric Conservation Laws (GCL)
[134] qui permettent d’obtenir des propriétés de stabilité [37] et de consistance [32].

Dans le cas des équations d’Euler, on obtient la formulation suivante en utilisant
(2.14) :

a(é];ﬁ) (X,t) + J(X, t)divy (p(u — U)) (£(X,1),t) =0  (2.15)
X
d(J pir) 5 . ap B
o |, (X,t) + J(X,1) (dwx (pu(u—U)) + ax> (&(X,t),t)=0  (2.16)
6(;?5) (X, t) + j(X, t) <divx (p?)(u — U)) + gz) (E(X7 t)’ t) -0 (2.17)
a({;;ZE) (X, 1) + J(X, t)divk (pE(u — U) + pu) (€(X,1),8) =0 (2.18)

La méthode ALE donne donc une formulation des équations d’Euler sous forme
conservative, avec une modification des vitesses de transport par la vitesse du
maillage. L’utilisation d’'une méthode Volumes Finis est donc simple & mettre en
ceuvre dés qu’une vitesse de maillage U est calculée. Le calcul de la vitesse de
maillage U doit vérifier les conditions GCL (2.13), mais doit aussi assurer que le
maillage reste peu déformé afin de garder des mailles non retournées. Ceci peut étre
assuré, par exemple, en résolvant ’équation [102] :

AU = 0 dans (2.19)
U = u, sur I (2.20)
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ol u; est la vitesse du solide. On peut alors calculer J de fagon & ce qu’il soit compa-
tible avec (2.13). Quand le déplacement de l'interface solide devient trop important,
il convient de remailler le domaine fluide afin d’éviter les mailles trop étirées qui
réduisent la précision et risquent d’étre retournées. Les valeurs sont alors projetées
sur le nouveau maillage.

Cette nécessité du remaillage est un des principaux inconvénients de la méthode
ALE. Si le calcul est possible en deux dimensions d’espace, le cotit du remaillage
devient trés rapidement une part importante du temps de calcul global sur des géo-
meétries complexes et en trois dimensions d’espace. C’est pour cette raison qu’ont été
développées les méthodes de domaine fictif, dans lesquelles le maillage du domaine
fluide reste fixe au cours du temps et ou la pénétration du fluide dans le solide est
pénalisée.

2.3.2 Meéthodes de domaine fictif

Afin d’éviter de déformer le domaine fluide, les méthodes de domaine fictif tra-
vaillent sur un maillage fluide fixe. Le solide est alors superposé au maillage fluide
et la valeur prise par le fluide dans les mailles occupées par le solide est totalement
fictive. La question est alors de savoir quelles conditions imposer afin que le fluide
“yoie” la présence du solide. Cette problématique ne se posait pas pour la méthode
ALE car les deux maillages fluide et solide ont une interface (commune ou distincte,
suivant l'algorithme utilisé) bien définie et ne se recouvrent pas. Un grand nombre
de méthodes différentes ont été proposées afin de traiter cette question. On peut dé-
gager six types principaux de méthodes de domaine fictif : les méthodes de frontiéres
immergées, les méthodes de pénalisation, les méthodes utilisant des multiplicateurs
de Lagrange, les méthodes multi-domaines, les méthodes fondées sur des interpola-
tions, et les méthodes assurant des propriétés de conservation. Nous allons présenter
chacune de ces classes de méthodes.

2.3.2.1 Frontiéres Immergées

La méthode des Frontiéres Immergées (Immersed Boundary Method, notée IBM)
a été proposée a lorigine par Peskin [113, 114] pour la simulation des écoulements
sanguins dans le coeur. Le modéle physique considéré est donc celui des écoulements
visqueux incompressibles couplés & des structures minces (parois cardiaques, valves)
de densité comparable a celle du fluide.

Le principe de la méthode IBM est de déplacer la paroi solide & la vitesse du
fluide, et d’imposer faiblement un saut dans la contrainte du fluide a la traversée de
Iinterface. Cette condition est réalisée en imposant des forces additionnelles dans
la formulation fluide au voisinage de la paroi solide. Plus précisément, les équations
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résolues pour le fluide sont les suivantes [114] :

d
p (a? + Sh(u)u> + D% = pLpu+f (2.21)

D). u=0 (2.22)

ol u, p et p désignent la vitesse, la pression et la viscosité du fluide, Sy (u), DY et
Ly, sont des analogues discrets des opérateurs u-V, V et A respectivement, et f est
le vecteur des forces additionnelles induites par la présence du solide dans le fluide.
Ces forces sont données par l'expression suivante :

f(x.1) = / F(y, 1)6n(x — X(y. t))dy (2.23)

ou X et F désignent respectivement la position lagrangienne du solide et la force liée
a ’énergie interne du solide comme dérivée de Fréchet de I’énergie E par rapport a

la position X :

F(y,t) = _axa(f,t)’ (2.24)

et 0p désigne une “approximation de la fonction de Dirac”. Le choix du noyau §p, a
support compact est dicté par des considérations de conservation de masse, de quan-
tité de mouvement et d’énergie, d’invariance par translation et d’intégration exacte
de polynémes de degré déterminé. Dans [114], Uexpression de Jj, est la suivante :

a0 o (22)0 (32)0(5) a2

ou h est le pas d’espace de la discrétisation fluide, et ou ¢ est donnée par :

1
5 (32l + VT4 47) sifr| <1

P =0 S (52 - VTP - 4?) sl < | <2 (2.26)
0 sinon.

Inversement, le solide est résolu par ’équation suivante :

dX

Pt = / u(x, )5, (x — X(y, £))dy. (2.27)

La vitesse du fluide dicte donc I’évolution de la position du solide.

La méthode IBM est affectée de plusieurs inconvénients. Tout d’abord, elle est
principalement tournée vers le traitement des structures minces. En effet, pour une
structure épaisse, 'hypothése d’un mouvement du solide régi par la vitesse du fluide
n’est plus correcte, car c’est plutdt le mouvement de la structure qui modifie alors
I’écoulement. Le fluide n’apporte plus qu’une contribution aux forces appliquées
sur un élément de structure, au méme titre que les contraintes internes au solide.
La méthode repose également entiérement sur le fait qu’il est possible, pour une



14 Chapitre 2. Méthodes numériques pour l’interaction fluide-structure

structure mince, de calculer un saut de contrainte dans le fluide & la traversée de la
structure, lié¢ & la contrainte interne de la structure. La méthode originelle souffre
alors du fait que le calcul est effectué avec ’hypothése d’une vitesse réguliére dans le
domaine fluide, ce qui n’est plus vrai dans le cas d’une structure infiniment mince. Ce
point a été amélioré dans la méthode Immersed Interface Method (I1IM) développée
par LeVeque, Li et Lai [92, 93, 95|, par I'introduction de conditions de saut dans les
différences finies de la méthode fluide a la traversée de la structure. La méthode IIM
semble étre d’ordre 2 alors que la méthode IBM originelle montre une convergence
numeérique d’ordre 1.

Un autre inconvénient de la méthode IBM est la possibilité de fuites numériques
de fluide a travers la paroi solide [142]. Une paroi solide fermée autour d’un domaine
fluide verrait alors son volume diminuer comme si le fluide fuyait & travers la paroi.
La méthode IIM améliore ce point en réduisant les fuites de fluide, mais la conserva-
tion n’est toujours pas exacte [142]. En fait, on peut considérer ces méthodes comme
des cas particuliers des méthodes de pénalisation de la pénétration du fluide dans
le solide.

2.3.2.2 Meéthodes de pénalisation

Une caractéristique principale de 'interaction entre un solide déformable non-
poreux et un fluide est la non-pénétration du fluide dans le solide. En général, dans
le cadre d’une méthode de domaine fictif, cette condition n’est pas aisément assurée.
Une approche possible pour traiter le domaine fictif est de pénaliser la pénétration
du fluide dans la structure.

Pénalisation par porosité de type Brinkman Un premier point de vue
consiste a voir le solide comme un milieu poreux, avec une impermeéabilité d’au-
tant plus grande que la porosité sera faible. Cette approche a été originellement
proposée par Arquis et Caltagirone [9] pour des écoulements incompressibles vis-
queux, avec un modeéle de porosité de Brinkman. Ce modéle revient a pénaliser la
vitesse du fluide dans le volume du solide en considérant une perméabilité % trés
grande dans le fluide par rapport au solide. Angot et al. [4] ont étudié un modéle
similaire (pénalisation L?) : en notant €2 le domaine fixe total, {2, le domaine fluide
fictif sous le solide et §2; le domaine fluide effectif, la vitesse u, et la pression p,
vérifient les équations suivantes :
ou,, 1

1
- —A : -1 = f dans Rt x Q 2.2
5 " RelUn +u,-Vu, + ” o,u,; + Vp, = f dans X (2.28)

divu, = 0 dans R x Q. (2.29)

Angot et al. [4] montrent en utilisant des estimations a priori sur u, et un résultat de
compacité que u,, converge vers uy quand 7 tend vers 0 avec un ordre de convergence
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(’)(77%), ol uy est la solution de ’équation de Navier-Stokes :

9 1
%—EAuﬁuf.Vuﬁvpf:fdans R* x O (2.30)
divuy = 0 dans R x Qy (2.31)
up = 0 sur 9y (2.32)

L’erreur u, — uy vérifie formellement et numériquement une équation de Darcy
a l'intérieur du solide, justifiant une interprétation sous la forme d’un solide po-
reux. Numériquement, une convergence en O(n) est observée en pratique. [4] montre
qu’une telle convergence a 'ordre 1 en n peut étre obtenue théoriquement avec une
pénalisation H' :

1 ou ) 1
<1 + n]lQS> 87; — div <(1 + n]le> U(umpn))

1
+u,-Vu, +-1gu,=f dans RT xQ (2.33)
n

diva, =0 dans RT x Q (2.34)

ot o(u,p) = 55 (Vu+ Vul) — pl est le tenseur des contraintes dans le fluide.
Cependant, la pénalisation crée une couche limite artificiellement épaisse autour du
solide qui n’améliore pas en pratique la convergence numérique du schéma.

Ce type de pénalisation a été utilisé pour traiter I’équation des ondes [111] et
Navier-Stokes compressible [13]. Dans ce dernier cas, la pénalisation porte sur la
quantité de mouvement et 1’énergie dans le solide :

0
ow, . 1 Py I .
f -1 e = —div(f 2.
g + div(f(wy)) + o Lo s Redlv( v(wy)) (2.35)

ou fy désigne le flux visqueux, et Eq, = cyTq, est une “énergie” du solide a la tem-
pérature fixée Tp,. La condition au bord simulée est alors une condition de vitesse
nulle au bord (u = 0 sur 9€2y) ainsi qu'une condition de Dirichlet en température
(T = TQS sur 8Qf)

Si les termes de pénalisation étaient traités de facon explicite, la restriction sur
le pas de temps serait du type At < Cr. Cette restriction n’est pas souhaitée car
7 est destiné a étre pris petit. En revanche, un traitement implicite des termes
de pénalisation conduit a la stabilité sous les conditions CFL du schéma originel
(sans pénalisation). La résolution implicite de (2.35) est efficace car la résolution est
totalement locale et ne fait pas intervenir le calcul (explicite et cotteux) des flux
numeériques.

Notons que, par définition, les méthodes de pénalisation n’assurent pas une
conservation exacte a l'interface fluide-solide. Si cette non-conservation peut ne pas
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étre génante pour l'interaction avec un fluide incompressible ou & bas Mach, elle
risque de diffuser artificiellement les chocs impactant le solide pour un fluide com-
pressible.

Meéthodes de couplage Euler-Lagrange Les méthodes de couplage FEuler-
Lagrange ont été développées principalement pour les codes d’hydrodynamique com-
pressible et incompressible (impacts de vagues sur des bateaux par exemple) [6]. Un
maillage solide lagrangien est superposé a un maillage fluide eulérien fixe. Le principe
est alors de pénaliser la différence de vitesse entre 'interface solide et le fluide. L’ap-
proche utilisée dans [6] consiste & considérer les nceuds & Uinterface solide comme
“esclaves” de noeuds “maitres” constitués de particules fluides virtuelles (Figure 2.1).
Ces noeuds sont liés par des ressorts de raideur k& qui pénalisent la pénétration de
fluide dans le solide.

Pour chaque nceud, on définit d™ la profondeur de pénétration au temps nAt.
Celle-ci est incrémentée & chaque pas de temps par la violation de la condition de
vitesse relative nulle & 'interface pendant le pas de temps :

1 n—4+i
Al =a" + At(v) T - Vi) (2.36)

ouvs 2etv f 2 sont respectivement les vitesses de I'interface au noeud esclave et
du fluide au neeud maitre. La pénétration permet alors de calculer les forces entre le
fluide et le solide. Cette force n’agit que si le solide comprime le fluide, afin d’éviter
la formation de vide. S’il y a compression, la force Fy appliquée sur le noeud esclave
solide et la force F; appliquée sur le fluide prennent la forme suivante au temps
nAt :

F,=—F; = kd" (2.37)

Tout le succés de la méthode est alors conditionné par le choix de la raideur
k du ressort. Afin d’éviter la fuite de fluide a travers le solide, il est important de
prendre k suffisamment grand ; en revanche, si k est trop grand, le probléme devient
raide et impose une restriction du pas de temps At. Il est également possible qu’en
cas d’impact, des oscillations de 'interface apparaissent. Le choix de k dépend donc
fortement du probléme considéré, ce qui est une faiblesse majeure de la méthode. Une
possibilité explorée par [6] est d’ajouter un amortissement visqueux C' = & VEM ou
M est la masse équivalente du systéme noeud maitre - nceud esclave et £ le coefficient
d’amortissement. £ est pris égal & 2 pour étre & un amortissement critique optimal.
Il est & noter que cet amortissement qui atténue les oscillations numériques peut
également amortir des oscillations physiques si la raideur du ressort k est trop proche
des raideurs physiques du matériau.

1l serait également possible d’imposer des conditions de contact cinématique en

1
n+3

41
2 =V}

forcant Ve . Cependant, si ces conditions conservent bien la quantité de
mouvement totale, elles ne conservent pas ’énergie totale du systéme, engendrant

ainsi une mauvaise capture des phénomeénes physiques en jeu.
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Fia. 2.1 — Schéma de I'algorithme de couplage Euler-Lagrange

2.3.2.3 Meéthodes par multiplicateurs de Lagrange

Nous avons vu que les méthodes de pénalisation assurent le couplage fluide-
structure en pénalisant la pénétration du fluide dans le solide, en général en imposant
faiblement la condition de vitesse nulle a la paroi du solide. Une autre possibilité
est de forcer cette condition par des multiplicateurs de Lagrange dans les équations
du fluide. Cette approche a notamment été adoptée par |55, 56, 144].

La méthode Fictitious domain a été développée par Glowinski et al. [55] afin
d’imposer des conditions aux limites de Dirichlet dans des équations aux dérivées
partielles elliptiques. Pour l'interaction fluide-structure, la méthode consiste & rem-
plir le domaine solide d’un état fluide virtuel, a relaxer la condition de mouvement
de corps rigide du solide indéformable, puis & imposer le mouvement de corps rigide
par multiplicateurs de Lagrange dans la formulation variationnelle du fluide. Cette
approche a été étendue a l'interaction avec un solide déformable par Yu [144]. Les
problémes solide et fluide sont alors couplés par la pseudo-force que constituent les
multiplicateurs de Lagrange, et il faut résoudre un probléme supplémentaire sur les
multiplicateurs de Lagrange dans le solide. La procédure peut étre menée de facon
totalement explicite en temps. On peut rapprocher cette méthode de la méthode
IBM, avec la différence notable que les pseudo-forces sont intégrées directement & la
formulation variationnelle et ne cherchent pas a approcher I’opérateur de Dirac mais
regoivent une interprétation comme multiplicateurs de Lagrange de la condition de
non-pénétration & 'interface.
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2.3.2.4 Meéthodes multi-domaines

Les méthodes multi-domaines n’utilisent pas & proprement parler de domaines
fictifs, car elles suivent plutét les idées des algorithmes de décomposition de domaine.
Cependant, leur capacité & simuler un solide mobile sur une grille globalement fixe
rappelle 'approche par domaines fictifs. Plusieurs méthodes ont été proposées dans
la littérature, en particulier pour l'interaction entre un écoulement compressible ou
incompressible et des solides rigides mobiles ou fixes [103, 135, 87]. Les applications
fluides recherchées dans ces travaux sont principalement le calcul d’écoulements
compressibles visqueux autour de corps solides et le calcul de la sédimentation de
particules solides dans un fluide incompressible. Nous donnons ici quelques détails
sur ces méthodes.

Tidriri et Le Tallec [135, 87] partent du constat que I’écriture des équations de
Navier-Stokes compressible sous forme conservative et les méthodes Volumes Finis
associées sont trés efficaces pour capturer les bonnes relations de choc dans un fluide
compressible, mais induisent des couches limites trop importantes au voisinage des
parois. En revanche, une écriture sous forme non-conservative permet d’approcher
correctement la condition de vitesse nulle & la paroi mais peine & assurer la vérifica-
tion des relations de Rankine-Hugoniot dans un choc. L’idée est alors de calculer un
couplage entre deux domaines fluides : un vaste domaine ol I’approche conservative
est utilisée (solution globale), et un domaine plus restreint autour du solide ou le
modele non-conservatif est utilisé (solution locale). Les deux domaines se recouvrent
donc. La condition de Dirichlet sur la vitesse & la paroi solide est utilisée unique-
ment sur le domaine local, et est remplacée par une condition de Neumann pour
le domaine global (égalité des flux & la paroi entre la solution locale et la solution
globale). Une condition de Dirichlet impose la continuité des solutions globale et lo-
cale a l'interface entre les deux domaines. [87] montre la convergence d’un couplage
explicite global-local dés que le recouvrement des domaines a une taille suffisante.

La méthode Fat Boundary développée par Maury [103] utilise une approche
similaire pour la résolution d’un probléme de Poisson dans un domaine & trous. Un
maillage non-structuré adapté a l'interface fluide-solide entoure le solide, tandis que
le domaine global est discrétisé par un maillage cartésien, comme représenté sur la
figure 2.2. Une telle approche permet d’utiliser des algorithmes rapides (transformée
de Fourier rapide, ...) pour la résolution du domaine global. Des conditions de saut a
la paroi solide,  la fagon de [92], sont incorporées dans la formulation Eléments Finis
du domaine local. La résolution du probléme se fait par itération sur la résolution
des problémes local et global avec conditions de Dirichlet et Neumann a U'interface.

Cette approche nous semble pouvoir étre étendue a un solide déformable par ’ap-
plication de méthodes de type ALE sur le domaine local afin de prendre en compte
la déformation du solide. Elle se préte naturellement & la simulation du mouvement
d’un nombre arbitraire de solides dans un fluide, tant que les domaines locaux les
entourant ne se recouvrent pas. [103| note d’ailleurs que si les particules solides sont
toutes identiques, une seule matrice de masse Eléments Finis doit étre construite
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et inversée pour l’ensemble des domaines locaux. En revanche, si le solide se fissure
ou si les particules entrent en contact, le maillage local doit étre reconstruit, ce qui
revient aux difficultés engendrées par les méthodes ALE. Nous ne nous tournons
donc pas vers ce type de formulation.

| Solide :}

Fia. 2.2 — Schéma de algorithme Fat Boundary Method : maillage global et maillage
local

2.3.2.5 Meéthodes d’interpolation

Les méthodes d’interpolation différent des méthodes de pénalisation exposées
précédemment par le fait que ’accent n’est plus mis sur 1’échange de forces entre le
solide et le fluide, mais sur la vérification des conditions aux limites & 'interface entre
le fluide et le solide. Elles trouvent leur origine dans le travail de Mohd-Yusof [106]
sur le “direct forcing”. D’autres types d’approches, notamment ceux s’apparentant
a la méthode Ghost Fluid de Fedkiw [42], ont suivi la méme voie pour imposer les
conditions aux limites sans pénalisation.
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Fia. 2.3 — Schéma de ’algorithme Direct Forcing

Méthode Direct Forcing Le principe de la méthode Direct Forcing consiste a
écrire le schéma sur la vitesse d’un fluide dans une méthode Immersed Boundary
pour Navier-Stokes, avec une force f de forcage :

un+1 —u” 1
—— =-u-Vu-V —Au+f 2.38
At P+ Re + ( )
Si I'on veut imposer u™t! = v**1 4 T'interface avec le solide, ol v est la vitesse de

I'interface, il suffit d’imposer :

n+1 n

A% —ua

1
f:u-Vu—{—Vp—ﬁAu—i—T

(2.39)
dans un voisinage de l'interface. En pratique, la référence a une force f est éliminée :
la vitesse est simplement modifiée dans un voisinage de la paroi de facon & assurer
la vérification des conditions aux limites. Si la paroi est alignée avec le maillage,
cela est possible en modifiant directement la valeur de la vitesse a la paroi. Si ce
n’est pas le cas, la vitesse est modifiée dans les cellules & 'intérieur du domaine
fluide adjacentes & la paroi, comme représenté sur la figure 2.3. Le stencil du schéma
numérique utilisé pour le fluide s’étendant en général a 'intérieur du domaine solide,
il est en général décidé d’étendre les valeurs de vitesse du fluide aux cellules fictives
& l'intérieur du domaine solide.

La méthode originelle de Mohd-Yusof [106], reprise dans [33], consiste & prendre
une vitesse relative & la paroi nulle, & interpoler linéairement la vitesse dans la
couche de noeuds d’interface, puis & utiliser une estimation de la diffusion Au afin
d’avoir un profil de vitesse compatible avec les conditions de Dirichlet sur la vitesse
au bord. Les vitesses virtuelles dans le solide sont prises comme 'opposée de l'inter-
polation linéaire de la vitesse au point symétrique du nceud par rapport a la paroi.
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[33] montre que 'approche par interpolation est plus précise que 'utilisation d’une
approximation de la paroi en marches d’escalier ou de la pondération des nceuds par
la fraction volumique occupée par le solide.

Ce principe a été utilisé pour des simulations incompressibles & nombre de Rey-
nolds élevé en ajoutant une loi de paroi ad hoc afin d’avoir le bon profil de vi-
tesse dans la couche limite, en combinaison avec des modeéles de turbulence RANS
(Reynolds-averaged Navier-Stokes) |76, 75] et LES (Large eddy simulation) [133].
La méthode a également été étendue aux fluides compressibles visqueux [28].

Méthode Ghost Fluid La méthode Ghost Fluid (GFM) a été initialement dé-
veloppée [42] pour traiter l'interaction de plusieurs matériaux compressibles, fluides
ou solides, n’ayant pas nécessairement les mémes lois de comportement, séparés par
des interfaces. Ces interfaces sont en général suivies par des méthodes de type “Le-
vel set” qui décrivent 'interface comme la courbe des zéros d’une fonction ¢. L’idée
a Dorigine de la méthode GFM est le fait que l'interface est, du point de vue du
fluide, une discontinuité de contact. La pression p et la vitesse normale u - n sont
donc continues a travers interface, tandis que ’entropie et la vitesse tangentielle
peuvent étre discontinues & travers l'interface. Ces conditions aux limites sont alors
imposées par des techniques d’extrapolation des valeurs sur des cellules virtuelles.

Le principe de la méthode GFM est présenté sur la figure 2.4 en une dimension
d’espace. De part et d’autre de l'interface existent deux types de valeurs pour la
pression, la vitesse et 'entropie du fluide : une valeur réelle prise par le fluide présent
de ce c¢6té de I'interface, et une valeur virtuelle utilisée par le stencil de la méthode
pour l'autre fluide de linterface. Pour fixer les idées, considérons le matériau 1 a
gauche de l'interface, et le matériau 2 & droite de l'interface. On construit donc des
cellules virtuelles, les “cellules fantémes”, pour le matériau 1 & droite de I'interface.
L’idée originelle consiste & imposer aux cellules fantomes du matériau 1 la vitesse
et la pression de leurs homologues du matériau 2, et la densité (ou alternativement,
Pentropie) de la plus proche cellule réelle du matériau 1. Cependant, comme cela est
montré dans [109, 104], cette approche peut engendrer une densité localement trop
forte ou trop peu élevée au voisinage de l'interface aprés 'interaction d’une onde
de choc forte avec l'interface. Menikoff [104] explique le phénoméne par ’épaisseur
numeérique du choc due a la viscosité numérique, et Noh [109] propose d’introduire un
flux thermique artificiel & 'interface pour compenser ’absence de diffusion thermique
dans le modeéle qui rend de tels comportements numériques possibles. Une autre
approche est proposée par Fedkiw et al. [42, 43] en introduisant un mécanisme
d’évaluation de I’entropie dans les cellules fantémes non pas & l'interface, mais plus
loin & lintérieur du fluide réel. La valeur de I'entropie est également modifiée a la
cellule la plus proche de l'interface afin d’éviter un surchauffage au voisinage de
I'interface. Cette derniére approche est présentée sur la figure 2.4.

En deux ou trois dimensions d’espace, 'extrapolation des valeurs des cellules
fantomes pour le matériau 1 se fait par imposition des valeurs du matériau 2 pour
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les quantités continues a linterface, p et u - n (avec éventuellement interpolation
si les maillages ne coincident pas de part et d’autre), et par imposition des valeurs
symétriques par rapport a la paroi pour le matériau 1 (avec interpolation a partir
des valeurs aux nceuds) pour les quantités discontinues, l’entropie S et la vitesse
tangentielle u - t. Différents types d’interpolation sont envisageables selon le type de
comportement des matériaux [41].

Interface

Matériau 2

P : pression
u : vitesse
S : entropie

=

° °
17— 2 i — 1 1

Matériau 1 Ghost fluid

Fia. 2.4 — Schéma de 'algorithme Ghost Fluid

Des modifications de la méthode GFM ont été proposées. Parmi celles-ci, la mé-
thode Ghost Fluid Method for the Poor (GFMP) [39, 2| propose de remplacer le
stockage coliteux d’une couche de cellules fantomes autour de l'interface par le calcul
de flux distincts pour les deux matériaux a l'interface. L’analyse d’Abgrall et Karni
[2] se fonde sur le fait que la suppression des oscillations de pression & l'interface
par la méthode GFM en comparaison avec d’autres méthodes multimatériaux tire
son origine de l'utilisation d’une seule loi de comportement pour le calcul des flux
dans chacun des deux matériaux. Il n’y a donc aucune loi de mélange & l'interface.
Par ailleurs, ils notent, a U'instar de [42], que la conservation exacte de la masse, de
la quantité de mouvement et de ’énergie n’est pas assurée par la méthode GFM.
L’idée consiste alors & abandonner la conservation exacte de 1’énergie du systéme
tout en assurant la conservation exacte de la masse et de la quantité de mouvement.
A Dinterface, il existe alors un flux d’énergie pour le matériau 1 et un flux d’éner-
gie pour le matériau 2 qui sont distincts et assurent ’absence d’oscillations de la
pression. Les flux de masse et de quantité de mouvement sont en revanche égaux
a l'interface. La méthode est alors presque conservative. [39] étend cette méthode
au calcul d’explosions sous-marines ou de fortes discontinuités de pression et de
densité sont rencontrées. La principale avancée est 'utilisation d’un solveur de Rie-
mann exact pour le probléme de Riemann diphasique unidimensionnel a l'interface.
Cette caractéristique permet la prise en compte de fortes discontinuités. D’autres



2.3. Meéthodes de discrétisation spatiale du couplage fluide-structure 23

variantes de la méthode GFM existent, par exemple la Modified Ghost Fluid Me-
thod (MGFM) [97] qui consiste & résoudre un probléme de Riemann & linterface
pour prédire 1’état & linterface et définir les états des cellules fantémes, ou encore
la real Ghost Fluid Method (rGFM) [138] qui cherche a mieux prédire I'impédance
de l'interface lors de l'interaction avec un choc en calculant 1’état de la cellule réelle
la plus proche de l'interface par un probléme de Riemann et en calculant les états
des cellules fantémes par un probléme d’advection.

La méthode GFM est au départ concue pour la résolution de problémes multipha-
siques fluides compressibles, mais a également été utilisée pour traiter des problémes
d’interaction fluide-structure compressible [51, 7, 124, 140, 41, 21]. Le principe de cel-
lules fictives dans le solide permettant 'utilisation de schémags numeériques a stencil
large est conservé par toutes ces méthodes. [7] étudie I'impact de la méthode d’ex-
trapolation des valeurs des cellules fantémes & 'intérieur du solide sur la précision
du schéma couplé. [140] apporte une amélioration sur le traitement des conditions
de transmission fluide-structure par la résolution exacte d’un probléme de Riemann
fluide-structure unidimensionnel & la surface pour calculer la vitesse et la pression
& la paroi.

Avantages et inconvénients de ces méthodes Un des avantages des méthodes
d’interpolation pour l'interaction fluide-structure tient au fait que le couplage entre
un code solide lagrangien et un code fluide sur maillage structuré peut se faire de
maniére totalement transparente. Il suffit de modifier les valeurs de cellules dans ou
a l'interface du solide, et d’appliquer une force de pression sur la paroi solide pour
coupler le fluide et le solide. Aucune hypothése sur la loi de comportement du fluide
ou du solide n’est nécessaire, contrairement aux méthodes de Frontiéres Immergées
clagsiques qui supposent en général un comportement compatible avec les forces de
pénalisation appliquées. La simplicité de ces méthodes est donc un de leurs atouts.

De plus, une grande flexibilité est possible dans le choix de la méthode d’inter-
polation suivant le type de probléme & traiter. Nous avons vu qu’il est possible de
prendre des lois linéaires simples de réflexion par rapport & U'interface aussi bien que
des interpolations complexes modélisant des lois de paroi pour obtenir une bonne
approximation de la couche limite dans le cas d’un fluide visqueux. L’interpolation
est un moyen simple de monter en ordre & proximité de 'interface.

En revanche, un inconvénient majeur de ces méthodes est qu’elles n’assurent pas
la conservation de la plupart des quantités physiques. En général, elles ne conservent
pas la masse fluide qui peut pénétrer numériquement dans le solide. Cependant, il
semble que la perte de masse diminue avec le raffinement du maillage et que le type
d’interpolation utilisée puisse contribuer & la réduire [7, 42]. De plus, les développe-
ments quasi-conservatifs de la méthode GFMP [39, 2| assurent la conservation de
toutes les quantités physiques sauf de I'énergie. Cependant, cette derniére approche
consiste a ne plus se contenter de valeurs fictives pour le fluide dans le solide mais &
imposer des flux a l'interface dans une formulation Volumes Finis. Une telle orien-
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tation nous évoque un lien évident avec les méthodes conservatives développées par
Colella et al. [112], sur lesquelles nous revenons dans la section suivante.

2.3.2.6 Meéthodes conservatives

Les méthodes conservatives consistent en une approche de type Volumes Finis
de l'interaction fluide-structure pour des fluides compressibles. Elles trouvent leur
origine dans les travaux de Noh sur le couplage entre une méthode lagrangienne
pour le solide et une méthode Volumes Finis eulérienne pour le fluide [108]. Elles
assurent une conservation exacte de la masse, de la quantité de mouvement et de
I’énergie du systéme par la discrétisation spatiale du schéma.

Le principe de la méthode est le suivant : les flux numériques entre cellules
fluides sont calculés sur toute la grille eulérienne fluide, sans prendre en compte la
présence du solide, puis des corrections sont apportées a l'intégration des flux dans
la formulation fluide afin d’assurer une conservation discréte exacte des quantités
conservatives & la paroi solide. La principale difficulté tient au fait que cette formu-
lation fait intervenir des cellules coupées dont le volume est arbitrairement petit. Si
I’on écrit la conservation exacte de la quantité w sur une cellule fluide coupée, dont
le taux d’occupation par du solide au temps nAt est noté o™ et le bilan sur la cellule

pendant le pas de temps est Aw™"*! .

(1 — o™ ™ = (1 — o™ Hw" + A", (2.40)

on voit immédiatement que pour des cellules de volume fluide petit (o' proche
de 1), il faut nécessairement étre extrémement précis dans 1’évaluation du bilan
Aw™™ ! ou appliquer un traitement spécial a la cellule, sans quoi le schéma nu-
mérique sera instable. Cette instabilité est intrinsequement liée au respect de la
condition CFL classique liant le pas de temps et le pas d’espace dans les schémas
numériques explicites pour les systémes hyperboliques. Classiquement, si ¢ désigne
la célérité maximale des ondes dans le milieu considére, et At et h sont les pas de
temps et d’espace respectivement, il faut imposer :

A< (2.41)

Cc

Plus généralement, sur un maillage non-structuré, la stabilité prend la forme :
v
At < — 2.42
Ars T, (242

ol V et P désignent respectivement le volume et le périmétre de la maille. Ici,
le méme type de condition est valable en remplacant la taille caractéristique du
maillage en espace h par la taille caractéristique minimale des cellules coupées (1 —
a)h, ce qui impose :

(1—a)h

Cc

At < (2.43)
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Fia. 2.5 — Schéma de ’algorithme Embedded Boundaries

Cette condition permet de stabiliser le schéma mais au prix d’une diminution tres
cotteuse du pas de temps. Il s’agit donc de stabiliser le schéma sans avoir a réduire
le pas de temps par rapport & la condition CFL classique pour le fluide.

Deux principaux types d’approches ont été adoptés pour assurer la conservation
et la stabilité du schéma sans réduire le pas de temps. La premiére, développée
initialement par Colella et al. [112, 22, 105], consiste a calculer un état du fluide sans
prise en compte de la présence du solide, puis a évaluer le défaut de conservation dans
chaque cellule coupée. Cette quantité est alors redistribuée en partie sur la cellule
coupée et en partie sur les cellules voisines. La redistribution se fait sur la base d’une
pondération par la masse de fluide effectivement présente dans chacune des cellules.
L’autre approche consiste a calculer directement I’état conservatif donné par le bilan
discret sur la cellule [36, 70|, et est présentée sur la figure 2.5. En notant fy, fg, fa
et fp les flux a droite, gauche, haut et bas respectivement, et & la proportion des
faces de la cellule occupée par du solide :

nn+l _ — Kl _1_51" 1 — Ky _1—I£t
At

n,n+1
+ Aoiy Xf—i—ZAw (2.44)

ot X désigne le travail des forces de pression a la paroi solide F et Aw?’nﬂ désigne
la quantité balayée par le mouvement de la paroi pendant le pas de temps, on peut
vérifier que le bilan discret de masse, de quantité de mouvement et d’énergie est
exact. Afin d’éviter I'instabilité du schéma pour les petites cellules coupées, [36]
suggére de fusionner ces cellules avec une voisine entiérement fluide, tandis que [70]
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propose le mélange conservatif de la cellule dans la direction de la normale extérieure
au solide. Cette approche est schématisée sur la figure 2.6.

Kluide «——— Meélange conservatif

e

/ - Cellules coupées a
// faible volume

— | |:| Cellules coupées
stables

Solide

=

Fia. 2.6 — Stabilisation de I’algorithme Embedded Boundaries & pas de temps fixé

Ces approches sont limitées par le fait qu’il n’est pas possible de traiter un
solide ayant une épaisseur inférieure & une cellule fluide. Par ailleurs, la procédure
de mélange avec une cellule voisine n’assure pas la stabilité dans le cas ol une
cellule coupée n’a pas de cellule voisine de volume fluide suffisant [54]. Ce cas de
figure peut se produire si deux parois solides occupent une méme cellule fluide
en vis-a-vis. Cette situation peut donc potentiellement se présenter souvent dans
la simulation de phénomeénes de fissuration ou de contact entre solides. [112, 22,
105] limitent I'impact de cette question en combinant la méthode conservative avec
des approches de raffinement de maillage adaptatif (Adaptive mesh refinement ou
AMR) afin d’avoir un maillage fin & proximité des interfaces fluide-solide. Cette
approche permet d’obtenir un maillage suffisamment fin pour que les parois solides
soient séparées par plus d’une cellule fluide, sans mettre en péril la capacité de
simulation par le temps de calcul qu’impliquerait un maillage raffiné uniforme. Enfin,
la méthode de mélange proposée par |70] peut se heurter a I'incapacité de définir une
normale extérieure au solide dans une cellule occupée par plusieurs parois solides de
directions différentes.

Notons que la combinaison de la propriété de conservation avec des propriétés
simples de consistance (conservation d’un état fluide au repos autour d’un solide)
impose la forme de I’équation (2.44). Les deux approches aboutissent donc au méme
résultat, si ce n’est éventuellement dans la procédure de mélange conservatif des pe-
tites cellules avec les cellules voisines. L’approche adoptée par les méthodes conser-
vatives étant particulierement adaptée au probléme que nous souhaitons traiter,
nous utiliserons ces méthodes dans la suite de notre travail, avec des modifications
apportées & la procédure de mélange conservatif des petites cellules.
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2.4 Schémas d’intégration en temps pour le couplage
fluide-structure

Les problémes d’interaction fluide-structure font intervenir un fluide et une struc-
ture couplés par des conditions aux limites au bord reliant les vitesses et contraintes
dans le fluide et le solide & l'interface X les séparant. Dans le cas d’un fluide vis-
queux, ces conditions sont en général les conditions de non-glissement, qui s’écrivent
comme des conditions de continuité de la vitesse et de la contrainte normale :

uy=1us, o5-ny+os-n,=0 surl, (2.45)

et pour un fluide non visqueux, on écrit les conditions de glissement parfait & ’in-
terface, qui donnent la continuité de la vitesse normale et de la contrainte normale :

uy-nyg+u;-n, =0, of-ny+os-n,=0 sur, (2.46)

oll us et uy, ng et ny, o, et oy désignent respectivement la vitesse, la normale
extérieure sortante et la contrainte du solide et du fluide.

Deux approches sont possibles pour satisfaire la condition de bord (2.45) ou
(2.46) : une approche monolithique ou une approche partitionnée. I’approche mo-
nolithique consiste & résoudre & I’aide d’un solveur unique le fluide et la structure, ce
qui nécessite en général 'inversion d’une matrice fluide-structure globale. Une telle
approche peut utiliser une formulation ALE [65], une formulation eulérienne pour
le fluide et le solide [40] ou encore des méthodes de domaine fictif [10]. L’approche
monolithique satisfait naturellement la condition d’interface (2.45) ou (2.46), mais
rend le code de simulation moins modulaire. En effet, le couplage est écrit “en dur”
dans le programme, et il est nécessaire de changer entiérement une partie du code si
I’on veut changer le comportement du fluide ou du solide. De plus, des programmes
extrémement efficaces ont été développés indépendamment pour la simulation du
fluide et du solide, et il est souhaitable de pouvoir utiliser ces techniques. C’est tout
I'intérét de 'approche partitionnée.

L’approche partitionnée consiste a résoudre le fluide et le solide a I'aide de deux
solveurs différents. Les conditions aux limites (2.45) ou (2.46) ne sont alors pas
nécessairement vérifiées & chaque pas de temps. Si les conditions sont vérifiées, on
dit que le schéma est fortement couplé. Au contraire, si elles ne sont pas exactement
vérifiées & chaque pas de temps, le schéma est dit faiblement couplé. En général,
un schéma fortement couplé sera implicite, tandis que les schémas explicites seront
faiblement couplés. En raison du colt en temps de calcul des schémas implicites di a
la résolution itérative du probléme aux limites fluide-solide, des schémas de couplage
semi-implicites ont été développés afin d’éviter les instabilités associées aux schémas
explicites. Nous allons détailler ces différentes formes de schémas de couplage dans
les sections suivantes.
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2.4.1 Schémas de couplage explicites

Les schémas de couplage explicites sont la méthode partitionnée la plus naturelle
pour traiter I'interaction fluide-structure. Le solide et le fluide sont avancés & tour
de role, la pression du fluide sur 'interface imposant une contrainte sur le solide,
et le mouvement du solide induit par ces contraintes entrainant la déformation
du domaine fluide. Les conditions de continuité de la vitesse et de la contrainte &
I'interface ne sont donc pas nécessairement assurées a chaque pas de temps.
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Fia. 2.7 — Différents algorithmes de couplage explicites

Plusieurs algorithmes d’intégration en temps différents sont possibles, suivant
que le fluide ou le solide est calculé en premier, ou encore selon le pas de temps
auquel sont pris le déplacement du solide ou la pression du fluide & l'interface.
Nous indiquons sur la figure 2.7 quelques exemples d’algorithmes présentés par [118]
pour la simulation de problémes aéroélastiques (fluide compressible non visqueux).
Il est possible de faire le choix d’un schéma décalé (staggered) simple, a l'instar
de lalgorithme ALGO. Un autre choix consiste a prendre en compte les échelles
différentes des pas de temps dans le fluide et le solide (liées aux disparités de vitesse
du son dans les matériaux ainsi qu’aux tailles de maillage utilisées) et sous-cycler la
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résolution du fluide ou du solide afin de ne coupler qu’au pas de temps le plus large.
C’est le choix qui est fait dans les algorithmes ALG1 et ALG3.

Comme les conditions a l'interface ne sont pas assurées, il est possible que le
schéma numeérique induise une dérive de 1’énergie du systéme au cours de la simula-
tion. En effet, pendant le pas de temps [nAt, (n + 1)At], le travail des forces solides

NETE n+1)At , . .
a l'interface fé At ) U, - 05 - Ng ne s’annule pas nécessairement avec le travail des

forces fluides féZjl)At uy - oy -ny. La stabilité du schéma numérique étant intrinse-
quement liée aux bornes sur I’énergie du systéme, le schéma couplé peut étre instable
alors que chacun des schémas fluide et solide est stable. La stabilité ou I'instabilité
dépend fortement de 1’algorithme de couplage utilisé. [118, 116, 117] discutent cette
problématique en montrant son influence sur la prédiction du phénoméne de flot-
tement en aéroélasticité. Nous renvoyons a [38] pour une revue plus compléte des
schémas de couplage explicites avec un fluide compressible.

La situation est plus critique dans le cadre de I'interaction avec un fluide incom-
pressible. Comme le suggere [86], un effet de masse ajoutée peut intervenir dans le
cas ol les densités du fluide et du solide sont comparables et que la vitesse de 1’écou-
lement est faible. [18] a montré, sur un cas simplifié (fluide a écoulement potentiel,
structure élastique linéaire fine) mais présentant les caractéristiques importantes
d’un probléme fluide-structure, un résultat de stabilité faisant intervenir le rapport
de densité entre le solide et le fluide ainsi qu'un parameétre géométrique décrivant le
rapport entre ’épaisseur de la structure et la taille du probléme. Le résultat montre
que le schéma explicite devient instable quand le rapport de densité 25 tend vers 0
ou quand la structure devient trés élancée, et ce, indépendamment du pas de temps
employé. Notons également que l'incompressibilité semble jouer un roéle important
dans les instabilités observées [45]. Cela pourrait étre lié au fait que, contrairement
au cas d’un fluide compressible, la vitesse de propagation de l'information dans le
fluide incompressible est infinie, et que le probléme devient ainsi non-local.

Burman et Fernandez [15, 16] ont proposé une méthode explicite pour le trai-
tement de l'interaction fluide-structure incompressible. Les conditions aux limites
sont traitées dans un sens faible, en suivant la formulation de la méthode de Nitsche
(voir par exemple [11, 63]). Cette méthode consiste en 'ajout dans la formulation
variationnelle d’un terme de pénalisation consistant avec les équations, avec des pa-
ramétres de pénalisation choisis de facon optimale selon le probléme. Le couplage
avec la méthode de Nitsche permet d’obtenir des estimées sur I’énergie pour la semi-
discrétisation en espace en raison de son caractére dissipatif, sous des conditions sur
les paramétres de pénalisation. Les sous-problémes fluide et solide associés a cette
formulation variationnelle sont alors couplés & leur interface par des conditions de
Dirichlet sur la pression fluide et de Robin sur la contrainte et le déplacement so-
lide. Ces conditions différent des traditionnelles conditions de transmission de type
Dirichlet-Neumann présentées précédemment. Un autre point clé de la stabilisation
est l'introduction d’une pénalisation en temps des fluctuations de la pression du
fluide & 'interface. Cette pénalisation est encore une fois consistante avec les équa-
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tions traitées. Il est intéressant de noter que cette stabilisation peut étre vue comme
un équivalent discret d’une compressibilité artificielle. Sous une condition CFL fai-
sant intervenir les paramétres de pénalisation de Nitsche, il est alors possible de
montrer une borne sur ’énergie du systéme. Le schéma explicite proposé est alors
conditionnellement stable, mais cette fois-ci, indépendamment du rapport de densité
fluide-solide et du rapport d’aspect de la structure. Cependant, I'erreur en temps est
sous-optimale, avec un taux de convergence en (’)(At%). Il est toutefois possible de
regagner un ordre supérieur & 1 en appliquant quelques itérations d’un correcteur.

2.4.2 Schémas de couplage implicites

Les schémas de couplage implicites consistent & imposer fortement la vérifica-
tion des conditions aux limites & 'interface fluide-solide. Ils peuvent donc assurer la
conservation exacte de ’énergie lors du couplage, & U'erreur de convergence du point
fixe prés, comme montré dans [86]. L’écriture du schéma implicite implique la réso-
lution d’un probléme de point-fixe & chaque pas de temps pour trouver la solution
au temps (n + 1)At. Cette résolution peut étre réalisée par une méthode itérative
de type Newton [46], quasi-Newton [50], Gauss-Seidel [101], avec éventuellement
I’ajout d’une relaxation d’Aitken ou d’un algorithme de gradient pour accélérer la
convergence.

Un schéma fortement couplé est en général beaucoup plus cofiteux en temps de
calcul que la somme des temps de calcul du fluide et du solide, car la résolution
itérative du probléme de point fixe demande de résoudre les problémes fluide et
solide & chaque itération. La stabilité est en général assurée sous des conditions
moins contraignantes que pour les schémas explicites ; cependant, [86, 18] montrent
par exemple que dans le cas ol des effets de masse ajoutée importants interviennent,
il est nécessaire d’ajouter une relaxation suffisamment forte au schéma itératif pour
avoir la convergence de la méthode de point-fixe. Ces propriétés rendent la simulation
de problémes d’interaction fluide-structure souvent trop cotiteux pour des problémes
réalistes. C’est pour rendre de telles simulations possibles qu’ont été développés les
schémas semi-implicites.

2.4.3 Schémas de couplage semi-implicites

Les schémas de couplage semi-implicites reposent sur 1’idée que seule une partie
de I'équation pose une difficulté dans 1’établissement de la stabilité du schéma. II
s’agit donc de traiter les termes n’intervenant pas dans l'instabilité de fagon explicite,
tandis que les termes induisant des instabilités sont traités implicitement. Ici, c’est
Ieffet de masse ajoutée qui semble étre & 'origine de l'instabilité. Au contraire,
les termes de dissipation, convection et les non-linéarités géométriques lies & la
déformation du domaine fluide peuvent étre traités explicitement.

Plusieurs choix sont possibles pour le traitement semi-implicite. [45] propose une
approche basée sur la résolution des équations de Navier-Stokes par un schéma de
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projection de Chorin-Temam |20, 132]. L’interface fluide-structure est tout d’abord
prédite par une extrapolation de la position du solide au temps (n + 1)At. Cette
nouvelle position d’interface permet de construire une déformation du maillage ALE
et de résoudre les équations de Navier-Stokes sans la contrainte d’incompressibilité.
Le couplage itératif porte alors sur ’étape de projection de la vitesse du fluide sur
I'espace des champs a divergence nulle et la détermination de la pression comme
multiplicateur de Lagrange de cette contrainte, et sur I’étape d’avancée du solide
sous les forces de pression fluide. La résolution du probléme fluide revient donc a
la résolution d’un probléme de Darcy sur le domaine fluide, qui est moins cotiteuse
que le calcul complet du probléme d’advection-diffusion sur maillage mobile dans
un schéma de couplage implicite. Notons que les conditions aux limites & l'interface
ne sont pas exactement vérifiées en raison de l'utilisation d’un prédicteur de la
position du solide au temps (n+ 1)At pour la déformation du maillage fluide, ce qui
implique que le schéma semi-implicite est faiblement couplé. Cependant, [45] montre
que le traitement explicite a I'aide du prédicteur ne compromet pas la stabilité
du couplage, et que le schéma semi-implicite reste conditionnellement stable sans
dépendre du rapport de densité solide-fluide. La démonstration de la stabilité est
toutefois intimement liée & la dissipation d’énergie due & 'utilisation d’un schéma
leap-frog pour la structure, comme indiqué par [16].

Un autre schéma semi-implicite est proposé par Quaini et Quarteroni [121] en
suivant le méme découpage en une résolution explicite pour les termes d’advection-
diffusion et un traitement implicite des termes de pression. La différence majeure
tient a l'utilisation du schéma fractionnaire algébrique Yosida [122] pour le fluide &
la place du schéma de projection de Chorin-Temam. Le principe de la méthode Yo-
sida consiste a remplacer la factorisation LU exacte de la matrice de couplage entre
le solide et le fluide par une décomposition LU inexacte mais de coiit calculatoire
moindre. La raison invoquée pour 'utilisation de cette méthode est le fait que le
schéma de Chorin-Temam induit en général des couches limites sur la pression au
voisinage des parois. La méthode Yosida améliore ce point au prix d’une erreur de
splitting supplémentaire. Le schéma de couplage semi-implicite proposé ne satisfait
pas exactement les conditions aux limites et il n’y a donc théoriquement pas conser-
vation de I’énergie, méme si les résultats numériques présentés dans [121] suggérent
le méme type de résultats de stabilité que pour [45].

2.5 Conclusion

Notre objectif dans cette thése est de développer une méthode de couplage fluide-
structure capable de prendre en compte la rupture du matériau pour le traitement
de l'interaction entre une onde de choc aérienne et une structure. Nous avons vu
qu’en cas de grands déplacements ou de rupture du solide, les méthodes de domaine
fictif sont bien adaptées. La conservation de la masse, de la quantité de mouvement
et de I’énergie est par ailleurs un critére que nous voulons assurer afin d’obtenir des
coefficients de transmission des ondes corrects et un schéma numeérique stable. Nous
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sommes donc amenés a utiliser une méthode Embedded Boundary conservative (telle
qu’exposée dans la section 2.3.2.6) pour prendre en compte du solide dans le fluide.
Les principales modifications apportées & la méthode porteront sur 'algorithme de
mélange des petites cellules avec les cellules voisines.

Pour le schéma d’intégration temporelle, nous nous orientons vers une approche
partitionnée globalement explicite afin de limiter les cotits de calcul de ’algorithme
de couplage. Notre approche n’est pas fortement couplée, car les critéres de vérifi-
cation des conditions aux limites & 'interface fluide-solide sont remplacés par des
propriétés de conservation et de consistance (comme conservation de solutions par-
ticuliéres). Nous verrons cependant que dans notre cas, il est possible d’assurer un
équilibre d’énergie discret entre le fluide et le solide au cours de chaque pas de temps.
Les échanges fluide-structure étant entiérement localisés le long de V'interface, nous
serons en mesure d’imposer ces conditions & ’aide d’une résolution semi-implicite
n’impliquant que les éléments fluide et solide & I'interface.
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3.1 Introduction

Particle methods are meshless simulation techniques in which a continuum me-
dium is approximated through the dynamics of a set of interacting particles. Two
main classes of particle methods can be distinguished : Discrete Element methods
(DEM), which rely on the contact interaction of material particles by means of
forces and torques, and Smooth Particle Hydrodynamics (SPH) methods, in which
the continuum is discretized by localized kernel functions.

Discrete Element methods consist in the resolution of the equations of motion of
a set of particles submitted to forces and torques. It is thus possible to account for
a variety of phenomena (behaviour laws, models, scales,...) using a single numerical
method. A wide variety of Discrete Element methods have been designed changing
the expression of the forces, with particular attention devoted to specific aspects.
Discrete Element methods have first been developed by Hoover, Arhurst and Olness
[69] in models for crystalline materials. Their application to geotechnical problems
was carried out by Cundall and Strack [23]|, and their use in granular materials
and rock simulation is still widespread [123, 120|. Discrete Element Methods have
also been used to simulate thermal conduction in granular assemblies [44] or fluid-
structure interaction [62]. The model is also able to account for grain size effects
[71], and to treat fracture in a natural way. Discrete Element methods used for
granular materials generally describe particles as spherical elements interacting via
noncohesive, frictional contact forces [123]. For brittle materials, models also use
unilateral contact forces, combined with bonds which simulate cohesion [120]. Kun
and Herrmann developed a combination of the contact model with a lattice model
of beams to account for the cohesion [82|, which has been extended to Reissner
models of beams to simulate large rotations of the material |24, 71|. The authors
use Voronoi tesselations to generate the polygonal particles. However, the results
obtained still depend on the size of the discretization (which physically corresponds
to the size of heterogeneities) [71]. The effective macroscopic Young modulus and
Poisson ratio highly depend on the isotropy of the distribution of the particles and
are only empirically linked to their microscopic value for the Reissner beams [82].

In a different approach, SPH methods describe the particles as smooth den-
sity kernel functions. The kernel functions are an approximation of the partition of
unity. The continuous equations of evolution of the fluid or solid material therefore
induce the dynamics of the particles. Originating from astrophysical compressible
fluid simulations [52, 99], SPH was extended to incompressible fluids [107] and to
elastic and plastic dynamics [96], and used for fluid-structure interaction with both
domains discretized with SPH [5]. A state of the art review of the method with
applications to solid mechanics is presented in [68]. SPH preserves the total mass
of the system exactly. However, in tensile regime, unphysical clusters of particles
tend to appear in situations where a homogeneous response is expected [129]. Hicks,
Swegle and Attaway advocate the smoothing of the variables between neighbouring
particles to stabilize the method, rather than introducing artificial viscosities [67].
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Bonet and Lok have addressed the issue of angular momentum preservation, and
show that rotational invariance is equivalent to the exact evaluation of the gradients
of linear velocity fields, which can be achieved either through correction of the kernel
function or through a modification of its gradient [14]. In order to circumvent the
difficulties affecting SPH, Yserentant developed the Finite Mass method, in which
particles of fixed size and shape also possess a rotational degree of freedom (spin).
The method achieves effective partition of unity, and thus preserves momentum,
angular momentum and energy, ensuring stability [143].

The Moving Particle Semi-implicit (MPS) method is a variant of the SPH me-
thod developed by Koshizuka. It consists in the derivation of the dynamics of a set
of points from a discrete Hamiltonian [80]. As in the SPH method, the differential
operators are approximated by a kernel function of compact support. The expression
of the approximated differential operators is inserted in the classical Hamiltonian of
the system, and by application of Hamilton’s equations, the dynamics of the discre-
tized system is obtained. To preserve the Hamiltonian structure of the dynamic of
the system through time discretization, the authors use symplectic schemes [128].
The MPS method has been used initially for free-surface flows [80, 79|, and has
been extended to nonlinear elastodynamics [81, 128| and to fluid-structure interac-
tion [88]. Using similar ideas, by deriving the dynamics of the system from a discrete
Hamiltonian, Fahrenthold has simulated compressible flows [78] and impact events
with breaking of the target |34, 35].

These methods show the importance of the preservation of momentum and
energy for the accuracy and stability of the scheme over long-time simulation. The
use of symplectic schemes ensures the preservation of the structure of Hamilton’s
equations by the numerical time integration, and therefore the preservation of mo-
mentum and energy [60]. Simo, Tarnow and Wong note, however, that while ensuring
the stability of the simulation for small time steps, the symplectic schemes fail to
preserve exactly energy and become unstable for larger time steps [125]. They derive
a general class of implicit time-stepping algorithms which exactly enforce the conser-
vation of momentum, angular momentum and energy. The algorithms are built in
order to preserve linear and angular momentum, and energy conservation is enforced
either with a projection method (projection on the manifold of constant energy) or
with a collocation method. The algorithm is used for nonlinear elasticity in large
deformation using finite element methods [125, 58, 84| and for low-velocity impact
[64].

In this chapter, we extend and analyze the Discrete Element method initially
introduced by Mariotti [100]. Combining a Discrete Element Method with a lattice
model of beams, we are able to account for the cohesion of the material, and analy-
tically recover the macroscopic behaviour of the continuous material. The method,
Mka3D, has been successfully used to simulate the propagation of seismic waves in
linear elastic medium [100]. Here, we extend the properties of the algorithm to the
case of large displacements without fracture. Contrary to usual Discrete Element
methods, we are able to derive the microscale forces and torques analytically from
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the macroscopic Young modulus and Poisson ratio, and to prove the convergence
of the method as the grid is refined. In addition, as in MPS methods, we derive
the forces and torques between particles from a Hamiltonian formulation. Using a
symplectic scheme, we ensure the preservation of energy over long-time simulations,
and thus stability of the method. This allows for the simulation of three-dimensional
wave propagation as well as shell or multibody dynamics. The chapter is organized
as follows. In section 3.2, we describe the lattice model used. We introduce the Ha-
miltonian of the system and we derive the expression of forces and torques chosen
to simulate linear elasticity. In section 3.3, we show that these expressions lead to
a macroscopic behaviour of the material equivalent to a Cosserat continuum, with
a characteristic length of the order of the size of the particles. Hence, the model is
consistent with a Cauchy continuum medium up to second-order accuracy, in the
case of small displacement and small deformation. The microscopic values of Young
modulus and Poisson ratio yield directly the macroscopic values, and we can choose
Poisson ratio in the whole interval (—1,0.5). In section 3.4, we then describe the
symplectic RATTLE time-scheme [60], which allows us to preserve a discrete energy
over long-time simulations. These theoretical results are illustrated by numerical
simulations of test cases involving large displacements in section 3.5.

3.2 Description of the method

3.2.1 Geometrical description of the system

In order to discretize the continuum material, several methods have been sug-
gested for Discrete Element Methods. Most authors working on granular materials
use hard spheres, in order to simplify the computation of contacts between particles,
as the exact form of the particles is mainly unknown. However, in the case of the
simulation of a continuous material, this method is not adapted as the interstitial
vacuum between spheres is inconsistent with the compactness of the solid. In addi-
tion, the difficulty to obtain a dense packing of hard spheres, and the problem of the
expression of cohesion between the particles, have led us to use Voronoi tesselations
instead, as suggested in [82, 24]. The particles are therefore convex polyhedra which
define a partition of the entire domain, as shown on Figure 3.1. As we shall see,
this method allows us to handle any Poisson ratio v strictly between —1 and 0.5,
independently from the size of the particles. On the contrary, most granular sphere
packing methodologies account for a limited range of v, which is size dependent.

The following parameters are relevant to describe the motion of a given particle
I : X7 and vy denote respectively the position and velocity of its center of mass
(vi=45)

rigid particle, and the angular velocity vector €2 is uniquely defined by :

aQs
dt

, Qr denotes the orthogonal rotation matrix of the frame attached to the

Q) = —=Q7, (3.1)
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where the map j : R? — R3*3 is such that :
Vx €R3, Vy e R3, j(x)-y =xAy

Finally, the material of particle I is described by its mass mj, its volume V; and
its principal moments of inertia, I}, I% and [ ? We suppose the local frame attached
to the particle is attached to the principal axes of inertia (e}7 e%, e?). The matrix of
inertia in the fixed frame is given by :

R =Qr-RY-Q;! (3.2)

where R(} is the matrix of inertia written in the inertial frame :

I 0 0
RI=| 0 17 0
0 0 I3

We also define the parameters d}, d% and d? as :

; I+ 12+13

— —Ii i=1,2,3
I 9 I 7

and we introduce the following matrix D; defined in the inertial frame :

di 0 0
Di=| 0 d* 0
0 0 d

The Discrete Element Method relies on the computation of forces and torques
between nearest neighbours particles. We denote by V5 the list of the neighbouring
particles linked to particle I. For each link between two particles I and J, we define
Prj the center of gravity of the interface, Sy the surface of the interface, the distance
between particles I and J :

Dyy = |IX1Xs],
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and the initial exterior normal vector for link I.J :

1
nyy = TUXIXJ

We define two normalized orthogonal vectors of the interface sy and t;; = nyyAsyy,
serving as references to evaluate the torsion between particles I and J.

These parameters are given a fixed value at the beginning of the computation.
D? 7 and n? 7 respectively denote the initial values for Dy; and ny;. The particles
are therefore assumed to be rigid. However, compressibility effects are taken into
account through the expression of interaction potentials.

In addition, we define the following quantities :
— the displacement at the interface between particles I and J :

Auy; =X — X1+ Q- XJPry — Q- X{Pyy

— When particle I has several free interfaces (i.e. not linked to another particle),
these surfaces are marked as stress-free. To account for the free deformation
of the particle in these directions, free-volume VIl is defined as the sum of the
volumes of all pyramidal polyhedra with a free surface as basis and XV as
summit.

— the volumetric deformation €} of particle I is defined as the sum of all contri-
butions of the deformations of the material links of particle I. We have assumed
that the bending of the link between two particles does not affect volume, as
long as the centers of the interface of the two particles stay in contact. The
corrective term on the volume is active only on particles having a free surface,
and accounts for the boundary condition ¢ - n = 0. We derive it in Appendix

3.7.1. ) g
]
er = S 7 Auy nyy
Jevr 2 VI +3 VI

1-2v
— The interpolated volumetric deformation for link (1.J) :

1
€1y = 5(5? +ej)

3.2.2 Expression of the Hamiltonian of the system

We denote by E the Young’s modulus and by v the Poisson’s ratio for the
material. The Hamiltonian formulation of the elastodynamic equations on a domain
Q) is as follows :

H(a.p) = /Q ;pp p+U(q) (3.3)

where q is the displacement field and p = pv is the density of momentum. U(q) is
the potential energy of the system. It can be expressed in terms of the stress tensor
o and the linearized strain tensor € = (Vq+ Vq") :

U(q) =Wi(e) = ;/Qa(a) L€ (3.4)
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In the case of Cauchy linear elasticity, we use the counstitutive relation

o(e) = ; fys + g Vij gt (3.5)
to derive the expressions of W (e) and U(q) :
Wi(e) = % A HEys te+ i yf(i — 2y)tr(5)2 (3.6)
1 E E .
U(q):Q/QMVq:Vq+2(1+V)(1_2y)(d1v q)? (37)

We choose to discretize the Hamiltonian formulation as a discrete Hamiltonian
Hj,. The displacement field q is derived from the values of (X7, Q). The density of
momentum derives from :

T[ = mjvy (38)
Pr=j(2r)-Qr- Dy

We define :

1 1 1
Hy(X,Q,T,P) = 5 > ETI T+ S tr(Pr D P 4+ UR(X,Q) (3.10)
I 1

The discretized potential energy is split into three terms :

Un(X, Q) = Un(X, Q) + Ua(X, Q) + Us(Q)

U (X, Q) corresponds to the first term of (3.6) : we approach the strain of the link
(IJ) in the direction nyy € -ny; by the normalized displacement D%Au”, and we
1J

use the approximation :

ere~ Y (e mpy)? (3.11)

JEV;
We therefore write :

FE AuU'AuU
1+v D(I)J

This energy accounts for the deformation of each link between two particles.

Ua(X, Q) corresponds to the second term of (3.6) : we approach the trace of the
strain tr(e) in particle I by the sum of the normalized displacements €j for links
surrounding I. A corrective term is added for cells having a free boundary :

UX,Q) = 5 Z]: i+ uii 57 (Vi + 3=, VD

This energy accounts for the global volumetric deformation of each particle.
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The former two terms are sufficient to recover the equations of elastodynamics
inside the solid. However, for the method to be able to cope with thin one-element
shells, we add the pure flexion term Uy (Q) :

UpQ) = =3 2 (0,(Qy - nY,) - (Qr - md)

(1J) 1J
+as(Qy-sry) - (Qr-sry) +a(Qy-try) - (Qr - try))

This term accounts for the flexion between particles. The coefficients «ay,, as and oy
are chosen to recover the exact flexion and torsion of a beam, and are detailed in
Appendix 3.7.2.

3.2.3 Derivation of the forces and torques between particles

We use Hamilton’s equations for the system (3.10) :

X; = ZFTI;‘ (3.12)
Qr = ggf (3.13)
T, = —Zi’; (3.14)
by — _‘;gf CAQ (3.15)

where A; is the symmetric matrix of the Lagrange multipliers associated with the
constraint QIT -Qr = Id.

Equations (3.12) and (3.13) give us the usual kinematic relations between posi-
tion and velocity :
X] = m;lTI =vVvy
Qr=P;-D;t =) Qs
The derivation of forces and torques from the potential energies is carried out in

Appendix 3.7.3. We obtain myv; = Fj; where Fyz, the force exerted by particle T
on particle J, is given by :

Sr; E
Fry= Aury
DY 1+
Ev 1 1
S 7 —A -—(A . 3.16
+ AT =) <HIJ+ D, Au DIJ( uzy nIJ)nIJ> (3.16)

This expression can be seen as a discrete version of Hooke’s law of linear elasticity

_F 4 Ev
T10 T (- 20)

g

tr(e)ld (3.17)
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using the previous analogies between D%Auu and €, €7, and tr(e), and noting
1J

that o - n is a force per surface unit (a pressure).
For the rotational part, we define the two following torques :

Sr; E Ev
X0Pry) A A
T DY 14w (Qr- 1) “”*(1+y)(1—2y)

M/, e9,817(Qr - X{P1y) Anyy

(3.18)

= (an(Qr - m%;) A (Qy-nYy) +as(Qr-sr) A (Qy - s1))

+ay(Qr-tr) A(Qy-try)) (3.19)

We note the fact that MY, corresponds to the torque of force Fr; with respect to
the center of gravity of the interface Py :

M, = (Qr - XPP1s) AFyy

and M{ 7 is the flexion-torsion torque. We get the equation on the angular velocity :

d
- (R Q) = > My (3.20)
JEV

where :
My =Mj; + M]ICJ

In the case when exterior forces and torques are applied to the system, they are
to be added to the internal forces and torques computed above.

3.3 Consistency and accuracy of the scheme

In this section, we investigate the consistency and the accuracy of the scheme. We
first propose a modified equation for small displacements and small deformations.
As the equations obtained are coupled dynamics for displacement and rotation, we
compare the model with Cosserat generalized continuum, and recover a Cauchy
continuum as the spatial discretization h tends to zero.

3.3.1 Modified equation for the scheme

The modified equation approach is a standard scheme analysis where a set of
continuous equations verified by the approximate solution is sought for. These mo-
dified equations should be an approximate version of continuous equations derived
from physics.

In order to be able to carry out a Taylor developments of the displacement, we
place the points of the Voronoi tesselation on a Cartesian grid. The Discrete Element
method can be seen, in this simplified case, as a Finite Difference scheme.
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We assume that no exterior force and no exterior torque are applied on the
system. The displacement &; of particle I is given by :

& =X X9

We assume that & is a regular function on the domain, and we can therefore expand
&7 at point I with Taylor series if J € V;. We denote Az, Ay and Az the grid steps
in each direction, and h their maximum.

We assume displacements and rotations to be small. We denote 6., 0; and 6!
the small rotation angles around axes x, y and z.

Using (3.16), a simple Taylor development of the equations of motion yields for
the displacement :

. B (9%, & 0%, 09, 00,
Pha = 1+1/<8:1:2 y? T 9 dy _82)
. Ev (a%z 0%, | 82@)
(14+v)1—2v) \ 022  OJzdy 0Oxdz
N E (Am2 0%,  Ay? oY, AZ20Y, Ay? 0%, B Az? 83c9y>
1+v \ 12 0zt 12 Oyt 12 924 6 Oy? 6 023

Ev Ax? 9, Az? 91g,
+

1+v)1—-2v)\ 3 0a* 6 0x3dy

Az? 9%, Agy? 84§y AZ? 9,

6 0x30z 6 Oxdy? 6 0rdz3

) +0(h3) (3.21)

The same results hold for &, and &, permuting the indices x, y and z circularly.

Using (3.18) and (3.19), (3.20) gives the equivalent equation for the rotation :

b, = ~ By 99 -
12 T 1o \ay T T ar T 6 028 120 o

A2 05¢,  Ay? 9%, B A2 0%0, Ay*tore, A 64996)

Ay? + A2 . E (852 ¢, A2 o3¢, A20%, Aytode,

120 925 4 0y2 4 922 48 9yt 48 97t
Ay? + AZ2 (0%0, Az 0%, AZ2 (0%0, Ay? 0%,
[ 12(1 4+ v) <8x2 LT 8334) 12 <8y2 T 8y4>
Ay? (0%0, Az 0%,
12 ( 022 12 924 >]

+0(h°) (3.22)

The same results hold for 6, and 6, permuting the indices x, y and z circularly.

We see that these sets of equations couple € and 8, and by construction of the
method, no constitutive law exists between &€ and 6. The fact that a rotation remains
in the equations can be compared to Cosserat continuum theory. We investigate this
comparison in the following subsection.
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3.3.2 Comparison with Cosserat and Cauchy continuum theories

In a Cosserat model for continuum media, the kinematics is described by a
displacement field u and a rotation field ¢. A modified strain tensor ¢ and a new
curvature strain tensor x are introduced [31] :

e=Vu+j(¢)
k=Vo

We define t and p the stress and couple stress tensors. We assume the following
constitutive relations :

t = Mr(e)ld + pe + peet (3.23)
p = atr(r)ld + vk + Bk (3.24)
where A, p, e, o, B and v are elastic moduli.
The dynamical equations for the system are :
pi =div t
|c(i’;:div,u+e:t

where p denotes the density, |. is a characteristic inertia matrix, : denotes the double
contraction product of tensors, and e is defined as follows :

1 if (ijk) is an even permutation
(€)ijr = —1 if (ijk) is an odd permutation
0  otherwise

Using the constitutive relations (3.23) and (3.24), the following equations can
be obtained :
pi = (A + pe)Vdiv u+ pAu + (p — pe)curl ¢ (3.25)

lep = (a4 B)Vdiv ¢ + vAP — 2(pn — pe)p + (1 — pe)curl u (3.26)

Identifying the terms of (3.25) with equation (3.21), we find :

N Ev
(1 +v)(1-2v)
_F

H= 1+v

pe =0

and we therefore recover the classical expression, for Cauchy media, of the first Lamé
coefficient Acquchy, and % corresponds to the classical second Lamé coeflicient
HCauchy- Comparing then equation (3.26) with equation (3.22), we find :

Ay’ +Az?
12 20 5 0
IC =p O Ax 1~5AZ 0
2 2
0 0 Az +Ay

12
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For a given h = Ax = Ay = Az, we see that the modified equations for the scheme
are those of a Cosserat generalized continuum, with second-order accuracy, and
the coefficients verify a + 3 = 0 and v = 2(17}‘1”)
mesh size (Ax # Ay # Az), we cannot identify the coefficients with the isotropic
Cosserat equations, due to the presence of the Laplacian operator. We can however
find an anisotropic Cosserat model with weighted second derivatives instead of the

Laplacian.

h?. In the case of an anisotropic

One of the main characteristics of a Cosserat generalized continuum is to exhibit
a characteristic length for the material, [, which describes the length of the nonlocal
interactions. . is defined as :

l2_ Y
S =
W+ e

In our case, we see that :

le = Qh
2
lc is of the same order as the size of the particles. In an homogenization analysis
framework, S. Forest, F. Pradel and K. Sab have shown [47] that when the macro-
scopic length of the system is fixed and the characteristic length [. of the Cosserat
continuum tends to 0, the macroscopic behavior of the material is that of a Cauchy

continuum. We therefore converge to a Cauchy continuum as h tends to 0.

As a consequence, displacement &, acceleration é, rotation @ and acceleration of
rotation @ in equations (3.21) and (3.22) converge to finite macroscopic quantities.
Therefore, using the equations on rotation, we find :

0= %curl £+ O(h?) (3.27)

which is the classical definition of the local rotation of a Cauchy material at order 2.
Using this relation in the equations of displacement, we find the equations of linear
elasticity for a Cauchy continuum medium up to error terms of order O(h?) :

E Ev

21 ) 2 Ty ) VAV €+ 000)

p€ =

and taking %curl of this equation, we find the equivalent equation on rotation up
to error terms of order O(h?) :

. E
pf = on +O(h?) (3.28)

We recover a second-order accuracy on the rotation 8. As equation (3.27) shows, 0 is
a derivate of €, and we should expect only first-order accuracy using a second-order
accurate method on &£ We have therefore improved the accuracy on @ using the
Discrete Element method.
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3.4 Preservation of the Hamiltonian structure by the
time integration scheme

3.4.1 Description of the scheme

The model built has a Hamiltonian structure. To preserve this property after
time discretization, we use a symplectic time integration scheme. As the system
(3.12)—(3.15) is a constrained Hamiltonian system [60, Sec VIL.5], it is natural to
use the following RATTLE scheme [3] with time-step At :

At 9U,
T2 =y - S (xn 2
; o (X7Q7) (3.29)
n+1/2 n At aUh n n At nan
pri/2 — pn 5 ag, XHQ + SAQ] (3.30)
At .,
Xptl = X7+ =T (3.31)
mr
Q! = Qp + APy %D (3.32)
where A7 is such that Q"HT Qi =1d (3.33)
At 9,
Tn+1 _ Tn+l/2 h Xn+l n+1 34
n At At
P?]H—l —-p +1/2 . gg}l (Xn+1 Qn+1) + 7An+1Qn+l (3.35)
I

where A7t is such that Q7" - PP+ D14 DL P Qrt =0 (3.36)

where A} and /N\? are symmetric matrices, the Lagrange multipliers associated with
the constraints (3.33) and (3.36). We denote the scheme (3.29)-(3.36) by :

(XnJrl, Qn+17 Tn+17 Pn+1) _ \PAt(Xn; Qn’ r:[wn7 Pn)

The proof for RATTLE’s symplecticity can be found in [89]. As a consequence,
in the absence of exterior forces, the energy of the system is an invariant of the
system, and is preserved by the numerical integration in time. More precisely, the
error is of order (’)(e_Ait) over a time period of eat, with x > 0 independent from
At [60]. This yields the stability of the simulation over long time periods if the time
step is chosen sufficiently small. In addition, we directly derive from (3.29)-(3.36)
that the linear and angular momentum are exactly preserved.

Another important property of the RATTLE scheme is its reversibility. Starting
with the knowledge of positions and velocities at time (n + 1)At, we recover the
positions and velocities at time nAt with the following scheme :

(}(n7 an Tn, Pn) — \I’,At(Xn—i_l, QTL—H7 Tn—&—l’ Pn+1)
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As a reversible scheme, RATTLE is of even order, and as it is consistent, it is a
second-order scheme.

RATTLE has the advantage of enforcing explicitly matrix Q7 to be a rotation
matrix, and at the same time be explicit in time. However, the nonlinearity of the
constraint on Q7 needs to be solved with an iterative algorithm, which will be
addressed in section 3.4.3.

3.4.2 Implementation with forces and torques

For effective implementation of the RATTLE scheme, a difficulty arises from the
fact that we do not necessarily have a direct access to g—%(X”, Q™) and %(X”, Q"),
as we compute the expression of forces and torques rather than the functional Uy,
In the particular case studied here, we could impose directly Uy in the computa-
tion of velocity and position, but in that case, we would not be able to treat non-
conservative exterior forces and torques, and the extension of the method to more
complex behavior laws for the material would become unfeasible. To that end, we
have chosen to recover g%(X”, Q") and g—g’;(X”, Q™) from the expression of forces
and torques. We prove, in Appendix 3.7.4, that the equations to be solved have the
same form as (3.29-3.35), replacing g—% with —F7 = =3 ;o) Frs and g%’; with
—2i(M7)Q}, where M7 = > sey, M1y, and changing the Lagrange multipliers.

In order to implement the scheme, without having to compute matrices A} and
N}, we follow once more [60, Sec VIL5|. We set :

Yi = QjT P

Zi2 Q. prtt/2 pt

We use the following algorithm :
— We start the time step knowing X7, Q7, Z?_I/Q and T?_1/2 (in the first step,
these last two elements are the null matrix and the null vector).
— We compute the forces and torques in a submodule of the code, using only
positions X" and Q".
— The displacement scheme is written :

i N RN
At
X7Il+1 _ X? + 7T7I’L+1/2
mp
— Then, we use the rotation scheme :
_ _1/9T
— Compute A? = Dy - Z? 172 _ Z? /2= D+ AtQ?T Sj(MT) - QY
~ Find Z7""/? such that :

{ Id + AtZ?H/2 is orthogonal (3.37)

T
Z?H/Q Dy —Dy- Z?H/z — A
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— Compute QP! = Q7 - (Id + AtZ)/?)
We can observe that all those steps are explicit, and that the only step that re-
quires an iterative resolution is (3.37). Following [60], we use the quaternion iterative
method to solve (3.37) for Z,, /5. We describe that method in the next subsection.

3.4.3 Resolution of the nonlinear step

Note that A’ is a skew-symmetric matrix, which can be written as :

0 —Qs3 a9
A? = a3 0 —Q
-y Qg 0

Equation (3.37) now reads :

T
Zp 0 -0y 7y <

T 3.38
(1d+ aezy2) - <Id + Atz > ~Id (3.38)

To impose the second line of (3.38), we write the matrix Id + AtZ?H/2 with the
quaternion notation :

ld + AtZ0? = (€2 + €2 + €2 + e2)ld + 2¢0E + 2E2

with :
0 —€3 €92
E = €3 0 —e1
—ey e 0

We make use of the property that every orthogonal matrix can be written in this
form, and that condition e3+e?+e2+€3 = 1 ensures that such a matrix is orthogonal.
Equation (3.37) is hence equivalent to solving for eg, e1, €9, e3 the following quadratic
system of equations :

2<d2 + d3)60€1 + 2(d2 — d3)€2€3 = Atoy

2(d1 + d3)6062 + 2(d3 — d1)6163 = Atas

2(d1 + dg)eoeg + 2(d1 — d2)6162 = Atas
edtel+es+ei =1

(3.39)

Existence and uniqueness do not hold for this set of equations. In the simple case
where a1 = ag = a3 = 0, there are distinct solutions for (eg,e1,es2,e3) : (1,0,0,0)
(in that case, 7mts = Id), (0,1,0,0) (in that case, VARS represents the axial symme-
try around axis x), (0,0,1,0) (associated with the axial symmetry around axis y),
(0,0,0,1) (associated with the axial symmetry around axis z), and their opposites
which represent the same transformation. There is a deep physical reason for that
non-uniqueness : dynamically speaking, the rigid body is totally represented by its
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equivalent inertia ellipsoid (the ellipsoid with the same axes of inertia and moments
of inertia), which is invariant under the axial symmetries around the inertial axes
x, y and z. As the rotation Id 4+ AL‘Z"Jr /2
the particle, we select a solution close to identity, in a certain sense.

is an increment of the global rotation of

The existence and uniqueness in a neighbourhood of identity can be obtai-
ned from the equivalent formulation of RATTLE using the discrete Moser-Veselov
scheme, with a fixed point theorem applied on equation (17) of reference [61]. We
have found an explicit bound on the time-step At for the iterative scheme to
converge, and ensure existence and uniqueness in a neighbourhood of identity. It
is derived in Appendix 3.7.5. We use the following iterative scheme [60] :

~ We start with (e, e, ¢e9,€3) = (1,0,0,0) (which represents identity).

— At each iteration, we compute :

k41 At()q — 2<d2 — d3)6§€§

_ 3.40
€1 2(dy + ds)ek 40
i _ Atog — 2(d3 — dl)elfel?f (3.41)
2 2(dy + d3)el |
i _ Atas — 2(dy — da)elel (3.42)
3 2(dy + da)efy
ekt = \/1 Y2 (eht1y2 _ (ehtly2 (3.43)

Let us introduce :

1
8(7) = {(60,61,62,63) such that e +e% +e3 +e3 =1,e] +e3+€3 < 2}

When the time-step At satisfies the condition :

At v | 4 s i |as| \/>_ 3 ~ 0.26 (3.44)
Il I2 Id

the algorithm (3.40)—(3.43) converges with a geometrical speed to the unique solu-
tion in B(@)

Let us observe that I; and D scale as ph®. In addition, as P; = j(£2;)Q;Dy, Z n+2

is of the order of ||€2r]|. Using the expressions (3.18) and (3.19), and the fact that
oy, as and oy scale as h%, we obtain that M7 is of the order of Eh3. Condition
(3.44) therefore gives us a constraint on the time-step of the following type :

At* E
AtHQI||+—; <C (3.45)

where C' is a constant. This is the natural CFL condition for an explicit scheme on
rotation, with \/% the typical celerity of the compression and shear waves in the

material.
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3.5 Numerical results

In this section, we present several challenging test cases. First, we address Lamb’s
problem, which allows us to examine numerically the accuracy of the method in the
case of small displacements against a semi-analytic solution. The presence of surface
waves is the most difficult part of the problem, and the results appear to be satis-
factory. We examine the conservation of energy on the case of a three-dimensional
cylinder submitted to large displacement. In the end, we also demonstrate the ability
of the method to tackle static rod and shell problems using the same formulation,
on the cases of the bending of a rod and of the loading of a hemispherical shell.

3.5.1 Lamb’s problem

We have simulated Lamb’s problem (see [83]) : a semi-infinite plane is descri-
bed by a rectangular domain, with a free surface on the upper side, and absorbing
conditions on the other sides. On a surface particle, we apply a vertical force, whose
time evolution is described by a Ricker function (the second derivative of a Gaussian
function). We observe the propagation of three waves : inside the domain, a com-
pression wave of type P and a shear wave of type S, and on the surface, a Rayleigh
wave. We also have a P-S wave linking the P and the S waves, which is a conver-
sion of the P wave into an S wave after reflection at the surface. In the case of a
two-dimensional problem, the intensity of P and S waves is inversely proportional
to the distance to the source, and the intensity of the Rayleigh wave is preserved
throughout its propagation.

We have chosen the following characteristics for the material : the density is
p = 2200 kg.m ™3, the Poisson coefficient is ¥ = 0.25, Young’s modulus is E =
1.88.10'° Pa. The velocity of P waves is therefore approximately 3202 m.s~! and
the velocity of S waves is 1849 m.s~!.

The force applied is a Ricker of central frequency 14.5 Hz, that is, with maximal
frequency around 40 Hz. The minimal wave length for P waves is therefore 80 m,
and the minimal wave length for S waves is approximately 50 m. In the rest of this
subsection, we call “wave length” this minimal wave length of 50 m. We indicate the
discretization step in terms of number of elements per wave length.

Lamb’s problem has the interesting particularity of having a semi-analytic solu-
tion : Cagniard’s method is described in [27]. We have compared our results with
this exact solution and thus estimate the numerical error of the scheme. The compa-
rison between the numerical results and the semi-analytic solution obtained at 300
meters from the source, on the surface, with Az = Ay = 5 m (10 points per wave
length), is shown on figure 3.2.

We compute the same result with different spatial discretizations, with Az = Ay.
As expected, refining the spatial discretization decreases the error. The velocity of
the different waves agrees with the exact solution, and the amplitude of the waves
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Fia. 3.2 — Displacement at the surface, 300 meters from source, with Az = 5 m,
Ay =5 m (10 points per wave length)

is accurately captured with more than 10 elements per wavelength. The accuracy
of the method cannot compare with that of spectral elements (5 points per wave
length), but it gives better results than classic second-order finite elements (30 points
per wave length), and mostly on the surface, where we recover the non-dissipative
Rayleigh wave. This is probably due to the introduction of parameter @ which helps
us simulate the rotation of the particle precisely, instead of recovering it as a Taylor
development of the displacement, thus losing one order of accuracy for rotation.

If we measure the L°-error on vertical displacement at 300 meters from the
source, with an angle of 60° with the horizontal axis, we obtain an approximate
slope of 2 fitting the points (figure 3.3). This confirms the results of subsection 3.3.1
as to the second-order nature of the spatial scheme.

le-07

L*-error

1e-08

\
A

10

Discretization step (m)

Fia. 3.3 — Linear fitting of the log-log diagram for the numerical error against the
spatial discretization step

3.5.2 Conservation of energy

In order to illustrate the conservation of energy by the scheme, we model the
evolution of a pinched cylinder. The cylinder has a radius of 1m, a height of 2m and
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a width of lem. The physical characteristics are that of steel (£ = 210000 MPa,
v = 0.25). The cylinder is discretized with 50 elements on the perimeter, 20 elements
on the height and one element in thickness. Opposite forces are applied on two sides
of the cylinder, pinching it. At the initial time, the forces are removed, and the
cylinder is left free. We simulate the system over 500,000 time-steps, corresponding
to 45 oscillations of the first mode of the cylinder. The large number of time-steps
required reflects the fact that a number of smaller local oscillations propagate at high
velocities, and that the cylinder is very thin. On figure 3.4, we observe an excellent
preservation of the energy. The configuration of the cylinder at the moment of release
is shown on figure 3.5.

EQ)

2e+05

Potential energy
1.5e+05 — i =
Kinetic energy

Total energy

a'll W
woll LLLERIVEERIRL

0 | \
0 5 10 15 20 1)

Fia. 3.4 — Total, potential and kinetic energies for the simulation of the cylinder
over 500000 time-steps

Fic. 3.5 — Initial configuration of the cylinder

The preservation of energy is quite satisfactory, even with large displacements
in a three-dimensional geometry.
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3.5.3 Static shell test cases

In order to show the versatility of the method, we compare the static deformation
obtained with Mka3D (adding damping to the model) to the second and fourth
benchmarks for geometric nonlinear shells found in [130].

The first benchmark considered is that of the cantilever subjected to an end
moment M. Let N be the number of discrete elements in the length of the beam.
We take one element in the two other directions. We immediately see that at the
equilibrium, for each particle I, the sum of forces is null, and using the boundary
conditions, the force Fr; between particles is always null. The sum of moments is
also zero, and is equal to the end moment M. As F;; = 0, if we denote Oy the
angle between two consecutive particles, using (3.51),

VT R O B
M]J = MIJ = @blﬂ@]\[ (346)
If we take the maximum end moment M. = 271%, which is the theoretical

moment applied to bend the beam into a circle, we obtain :

N6Oy = N arcsin <§\7;> (3.47)

As N tends to infinity, the deflection angle of the end NOy tends to 27 with se-
cond order accuracy, which indicates a second order convergence to the theoretical
solution. This convergence has been checked in practice.

The second benchmark considered is a hemispherical shell with an 18° circular
cutout at its pole, loaded by alternating radial point forces F at 90° intervals. The
shell is discretized by 16 elements in latitude, 64 elements in longitude and one
element in thickness. The initial and deformed geometries are shown on figure 3.6.
The radial deflections at the points of loading A and B are compared with the
results obtained in [130] in figure 3.7. Our results are in very good agreement with
the benchmark.
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Fia. 3.6 — Initial geometry and deformed geometry at F = 400N for the hemisphe-
rical shell subjected to alternating radial forces

— Reference
+ Mka3D

2

Disp-lacement (m)

— Reference
+ Mka3D

L
2

o

4 6
Displacement (m)

Fia. 3.7 — Load-deflection curves for the hemisphere shell at the loading points A
(left) and B (right)
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3.6 Conclusion

In this chapter, we proposed a numerical discretization of material continuum,
allowing for the simulation of three-dimensional wave propagation as well as shell
or multibody dynamics, in a monolithic way. It is consistent with the equations of
elastodynamics at order 2 in space and in time, and we numerically recover the
propagation of seismic waves in the body of the material and at the free surface.
Furthermore, the dynamics of the system are written in the form of a Hamiltonian
dynamics. Using symplectic schemes, we correctly reproduce the preservation of the
system energy. This ensures numerical L2-stability of the scheme, and allows long-
time stable simulations with large displacements and large deformations. As the
method is entirely local and requires no matrix inversion, it can be easily parallelized
with domain decomposition. The main restriction is the size of the time-step due
to the explicit nature of the integration scheme. This could be remedied by using
asynchronous symplectic integrators in order to have local time refinement at small
elements and a global larger time-step [94]|. This work can be seen as a first step
towards using more complex constitutive laws (while still maintaining stability of the
scheme), and towards coupling particle dynamics simulation with a fluid dynamics
simulation for fluid-structure interaction.

3.7 Appendices

3.7.1 Expression of the equivalent volumetric deformation with a
free surface

We need to account for the boundary condition ¢ -n = 0 at every free surface of
the particles. We have seen in section 3.2.3 that the discrete equivalent for o-nis Fy;.
For a given particle I, we assume that the particle is surrounded by real particles
J € Vr, and by ‘ghost’ particles J € V} at every free boundary. The position of these
particles is adjusted in order to satisfy the boundary condition.

The equivalent deformation of particle I can be expressed as in the bulk of the
1577 1575
8}122 Au]l]‘n],]‘i‘Z*iAU.]J'n]J

2V,
Jevy ! Jevi

material :

For a ghost particle J € V}, the boundary condition Fy; - ny; = 0 boils down to :

Sy E Ev

——-——Auy;-n;;+ S
DY 1+ TP ) (1 - 2w)

£ =0 (3.48)

Summing (3.48) over the ghost particles, and using the fact that the free volume V}
satisfies

S1sDY
vy S
Jevt
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we find that the deformation of the links with the ghost particles should follow the

equation :
1 S[J 3v Vl 1 SIJ
R e =T T
gewt = 7 1+ 1wV ey I

Inserting this relation in the expression of €7, we check that :

ef = S5 o;Auryngy
‘]EZVI 2 VI + 1—gy‘/[

3.7.2 Expression of the coefficients for the flexion and torsion of

the particle links

We denote :

I;J:// (XPyy -s75)%dX

Srr

Ifj—// (XPyy - t75)%dX
Sry

(3.49)

(3.50)

the principal moments of the interface between particles I and J, we require that :

EI}
ap + ag = —1LJ
EI;;
Qg + 0 =
ES&]S +It))
— Z\IJ T 1))
¥t 0y = 2(14+v)Sts
The expression of the « is given by :
(1+2v)E ;
=——"(I;;+1
an 4(1+V)S[J< tr+11s)
E
= ——————(B+2v)I}; — (1+2v)]]
Qs A0+ V)SU(( +20)I7; — (1 +2v)11;)
E
ap = (3+2v)1}; — (1 +2v)I7))

41 +v)Srs

(3.51)

(3.52)
(3.53)

(3.54)
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3.7.3 Derivation of the forces and torques from the potential ener-
gies

The derivation of potential energies is straightforward :

Uy 5~ S B

o~ . 0 uIJ

6X1 =y DIJl—I-

oUy Ev 1 1

Ihd N PV gy —~ Ausy— —(Augy -
0X J;I (T 0)(1 = 20) 1 (n”eru urs = (A “”)“”>
oU, Sty E

0. = Aur; ® X{Pry

Q1 JEZ;I DY, 1+v

oUq Ev o

- = —S v X_ P

Q1 J%; (1+1/)(1—2y) 17E101] & R E1

ou

BQJ; - Z SIJ (@n(Qs - njy) @nj; + as(Qs - s17) @51

JEVr
+ou(Qy-try) ®try)

Using the expression of the force F;; between particles I and J :

Sr; FE
Frjj=———"-—A
1J D?Jl—i-u ury
FEv 1 1
+ S e%; |njg+ —=—Au;; — —(Auyy-nyj)n
AT =) ]J<IJ D, A DU( 1 npy) IJ)
we obtain :

mpvy=Tr=Fp;
For the rotational part, it is easily obtained that :
i(Rr€2) =j(Q27)D = Dj(Qr) =P - Q" —Q; - PT

Deriving in time, we obtain :

d OHp\ o 1, o (OHn t
G iR == (G o a5
Using the fact that :
(a®@b)-Q=a® (Q"-b)

we get :
8Ut T S]J FE
s QT = X o Awy® (@ XYPy) (3.55)
Jeyy T 1J
aUd T Ev 0
Zza S v - X7P .
Qs Qs J%; AT )1 =2 Srretmry ® (Qr - Xy Piy) (3.56)
I
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aU;

2Q; Q" = Z SJJ (an(Qy-n};) ® (Qr-nl;) + as(Qs - s17) ® (Qr - s15)

JeVr
+a(Qy - try) ® (Qr-try)) (3.57)

Denoting symm() and skew() the symmetric and skew-symmetric parts of a
matrix, we note that for any a and b :

j(aAnb) = —skew(a® b)

Using the expression of the torques MtU and M}c g

Sry FE FEv
M X{Py)AA i - XPPyg) A
A (Qr- 1) uIJ+<1+V)(1_2V)€[JS[J(QI 1Pu)Angy
S
M{; = 25" (an(Qr-nly) A (Qr-nd,) +as(Qr-s0) A (Q-s1)
1

+at(Qr - try) A(Qu - t1))
equation (3.15) gives us the equation on the angular velocity :

d

i (Rr- Q) = Z M, + M7,

JeVr

3.7.4 Details on the implementation of the RATTLE scheme with
forces and torques

For forces, the relation is simple :

U, -
TX[(X’Q) =) Fuy
JEV

For torques, we have :

oUy,
0Qr

where A7 is the symmetric matrix of Lagrange multipliers associated with constraint
Q7 - Q;T = Id. On the other hand,

—(X,Q) =Pr — Q/A;

> My | =Pr- Q" +P-Qf —Q-P/T - Qs PT
JeVr

Q- (2 Lo
=Q; (8Q[(X Q)) 8Q1(X Q) - Q"
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as the A; are symmetric. Therefore, there exists a symmetric matrix /\(} such that :

ouy, 1. 0
X,Q=|-= M —A7]-Q
8QI( ) 2.] JEZVI IJ 1 I
We denote :
Fi=) Fu
JEV
f=> My
JEVT

where forces F; and torques M7y have been computed with positions X™ and Q™.
We can rewrite equations (3.29) to (3.35) as follows :
At

T2 =Py 5 Fl (3.58)
n n At- n n At n n n
P]+1/2 =P7+ ZJ(MI)QI + 7( T+ APQ (3.59)
At
Xntl = xp 4 Slpntl/2 (3.60)
mr
Qrt! = Qp + AtP"T/2p 1 (3.61)
where A7 is such that Q?HT . QTIH'1 =Id (3.62)
n At
TP =Ty (3.63)
n At ol A .
P = PP M+ AT AT, (3.64)

where A} is such that Q’}HT -PrtL.D 4Dt P?HT Q=0 (3.65)

3.7.5 Resolution of the nonlinear step of the RATTLE time-scheme

In this appendix, we examine the resolution of the nonlinear step of the RATTLE
time-scheme described in section 3.4.3. We determine conditions on the time-step
At that ensure convergence of the iterative algorithm (3.40)-(3.43) in a certain
neighbourhood of identity, and we conclude on the existence and uniqueness of a
solution in this neighbourhood.

We denote B(0, ) the ball of center 0 and radius r :
B(0,7) = {(e1,e2,e3)/e] + €3 + €3 < 1°}

Using the numerical scheme described in section 3.4.3, we first show that it stabilizes
a ball included in B(0, @), under a CFL-type condition on At. We then show
convergence in that same ball, and we conclude on convergence to the unique fixed
point.
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3.7.5.1 The iterative scheme is bounded

Starting with a given (eg, e1, €2, e3) computed in the previous iteration, such that
€2 +e? + €3 + e = 1, the iterative scheme (3.40)—(3.43) gives the new quadruplet
(€5, €7, €5, e3) defined by :

o — Ataq — 2(d2 — d3)€2€3
1 2(d2 + dg)eo

o — Atag — 2(d3 — d1)€1€3
2 2(d1 + dg)eo

_ Atag — 2(d1 — d2)€1€2
2(d1 + d2)60

€= /1 (€1)? — (e§)? — (e})?

€3

For this scheme to be well-defined, (e}, €3, %) should be in B(0,1). We impose

a stronger condition, with (e, e2,e3) and (e7, €3, e3) in B(0, 3) where (3 is less than
1

5-
Suppose that :
el +e3+ei<p
We want to have :
(1) + (e3)” + (e3)” < 8
As €3 +e3 + €3+ e3 =1, we also have e > 1 — 3. Since :

1
eacs| < 5(c3+e}) < 5

we obtain :

1
2v/1 — B(da + ds)
Let us define I1 = do + ds, Io = di + ds, Is = di + do and :

1 o (lal® | oo | as)?
g o (5 )

ler] < (|1Aten| + pldy — ds])

= 2t
|dy — ds||ar| | |ds —dil|ag| | |d1 — daf|as|
—|—26At< e e e
1 2 3
o (lda —ds|* | |ds—dif* | |dy — da|?
0 ( 7 B R

then the previous assumptions imply that :
(€1)” + (e3)* + (e3)* < F(6)

Therefore, a sufficient condition for the scheme to be bounded is f(5) < 5. We
know that :

|do —d3|  |d2 — d3| <

= 1
I do+d3z —
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as the d; are positive. Then :

1 la1? | Jaof? | Josl? laa| | lag| | |as] 2
<—— [A# 28At
f(m—4(1_5)< [112 T ) Ay, ) T30

Hence, a sufficient condition for f(3) < 3 to hold is :

2 2 2
A2 a1 |as| |as] 28 At aa| | ao| o] 782 — 48 < 0 (3.66
<If+122+f§ +20AL (1P ) 78 48 <0 (3.66)

Let us define :

laa| | Jag| | |as]
B =

L L o
C— jaa]® | ool N |as|®

o5 5

A sufficient condition to obtain (3.66) is to have At < At with :

- —2BB+\/4B2B% — 4(73% — 4B)C
At = 20

As we supposed that 0 < 8 < % < %, 7% — 45 < 0. We also know that B? < 3C
and C < B?, and it follows that :

BzLﬂ%ﬁiﬁ

B

In the end, we have the following lemma :

Lemma 1 Let us choose 0 < < % and At > 0 such that :

lar|  Joo|  |as] B — B2
At(h ot 13)<2\/3—ﬁ (3.67)

If (e1,e2,e3) € B(0,+/B), then (€7, €5, e5) € B(0,v/[).

3.7.5.2 The iterative scheme is a contraction

Following the previous subsection, suppose that (e1, e2, e3) and (f1, f2, f3) are in
B(0,+/3), and let ey = \/1 —ef —e3—e3 and fy = \/1 — f? — f— f3. We define
e* and f* as before. We show here that |[e* — f*|| < p|le — f||, with 0 < p < 1.

We compute :

er—fi= (dzj_ %) {(fQ —€2) (f3;63> +(fs —e3) <f2—562>] [ 0 g
1€0 €o
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We then use the fact that |d21771d3| < 1. As the same type of results hold with a
circular permutation of indices x, y and z, we let ||-|| the Euclidean norm in R? on
(e1,e2,€3), and we find :

(252) +(52) (#42) +(42)
le* — f*|1? < 2 5 (fi—e)?+2 5 (fa — ea)?
€0 €

fie)\? | (fates)?
+2< é >62( - )(f3—€3)2+4(f2—€2)(f3—€3)(f2;62> <f3;-€3>

)

0 €0

+;i2(f1—61)(f3—63) (f142r€1) (f3+63 % (Fi—e1)(fo—e2) <f142rc81> <f2;r€2>
0 €

U+ 5P + (1)

(fo — eo)?

Since :

Sh-elh-e (B52) (B12) <5 [(fz—@)? (2re)

0

we have :

2
e =11 < 5 (ne”u le— FI2 + 17712 —eo>2)

We also have :

155>

(fo—e€0)® < (ELTPHQ - fIP
)

In the end, we obtain the upper bound :

N O i

60 <6o+f0>2
2

If we take the same hypotheses as in the first subsection, that is, (e, e2,e3) €

B(0,/B) and (f1, f2, f3) € B(0,/B), and h such that (e}, e}, €3) € B(0,/3) and
(fi, 15, f3) € B(0,/[), then due to the convexity of B(0, /), we have :

le* — f|I* < lle = £1

e+ f

2
15542 < 6

2
and moreover, as e > 1 — B et f§ > 1— (3, then (#) >1-7.
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Then :
s A R I <1+ E )_ 28
€ (@)2 T 1= 1-p (1-p)

In order to have a scheme which is a contraction, it is sufficient to impose :

26
— <1
(1-8)2 "
AsO< (< %, it is sufficient to choose :
B<2-V3

3.7.5.3 Optimization on constant 3

Optimizing the stability condition (3.67) on At, we obtain the following optimal

7—V21
14

value of 3 :

max —

~ 0.17

3.7.5.4 Conclusion

If we take the time-step At such that :

_ 732
R P o el

then the iterative scheme starting with (1,0,0,0) converges to the unique solution

of the nonlinear problem in B(0, 4/ 71‘?), and the convergence speed is geometric
with a rate p < 1. In addition, p < 28 — 6v/21 =~ 0.5. We thus have proved existence
)

2 )

and uniqueness of the solution in B(0
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4.1 Introduction

This work is devoted to the development of a coupling method for fluid-structure
interaction in the compressible case. We intend to simulate transient dynamics pro-
blems, such as the impact of shock waves onto a structure, with possible fractu-
ring causing the ultimate breaking of the structure. An inviscid fluid flow model
is considered, being convenient for treating such short time scale phenomena. The
simulation of fluid-structure interaction problems is often computationally challen-
ging due to the generally different numerical methods used for solids and fluids and
the instability that may occur when coupling these methods. Monolithic methods
have been employed, using an Eulerian formulation for both the solid and the fluid
(for instance, the diffusive interface method [40, 1]), or a Lagrangian formulation for
both the fluid and the solid (for example, the PFEM method [72]), but in general,
most solid solvers use Lagrangian formulations and fluid solvers use Eulerian for-
mulations. In this paper we consider the coupling of a Lagrangian solid solver with
an Eulerian fluid solver.

A possible choice is to deform the fluid domain in order to follow the movement
of the solid boundary : the Arbitrary Lagrangian-Eulerian (ALE) method has been
developed to that end. It has been widely used for incompressible [29, 45| and
compressible [38] fluid-structure interaction. However, when solid impact or fracture
occur, ALE methods are faced with a change of topology in the fluid domain that
requires remeshing and projection of the fluid state on the new mesh, which are
costly and error prone procedures. Moreover remeshing is poorly adapted to load
balancing for parallel computations.

In order to allow for easier fracturing of the solid, we instead choose a method
based on fictitious domains that solves the fluid flow on a fixed Eulerian mesh, on
which a Lagrangian solid body is superimposed. A special treatment is then applied
on fluid cells near the boundary and inside the solid. Different types of fictitious
domain methods have been developed over the last thirty years. They can roughly
be classified in three main classes : penalization methods, interpolation methods
and conservative methods. Among penalization methods, the Immersed Boundary
method is certainly the best known and most widely used for fluid-structure interac-
tion. It was originally introduced by Peskin for incompressible blood flows [113, 114].
The solid boundaries deform under the action of the fluid velocity, and the presence
of the solid adds forces in the fluid formulation that enforce the impermeability
of the solid. However, Xu and Wang have pointed out some numerical leaking of
fluid into the solid [142|. Following Leveque and Li [92, 93], they advocate the use
of the Immersed Interface method, which incorporates jump conditions in the fi-
nite differences used. However, the absence of fluid mass loss is still not ensured
exactly. In a different approach, Olovsson et al. [110, 6] couple an Eulerian and a
Lagrangian method by penalizing the penetration of the solid into the fluid by a
damped spring force. As the stiffness of the spring goes to infinity, the penetration
goes to zero. Boiron et al. [13] and Paccou et al. [111] consider the solid as a porous
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medium, using a Brinkman porosity model. As the porosity goes to zero, the solid
becomes impermeable. However, in both cases, as the stiffness grows or the porosity
decreases, the use of implicit schemes is mandatory to avoid the severe stability
condition of explicit schemes [13, 111]. For the high speed phenomena we consider,
we use explicit solid and fluid solvers and an explicit coupling algorithm is better
suited in order to avoid costly iterative procedures.

Another class of fictitious domain methods consists in enforcing the boundary
conditions through interpolations in the vicinity of the boundary, using the exact
values taken by the fluid on the boundary [106, 33|. The method seems to be very
versatile, being used with incompressible Navier-Stokes [106, 33], Reynolds-averaged
Navier-Stokes [137, 75, 76|, turbulent boundary layer laws [19] and compressible
Navier-Stokes [28]. The Ghost Fluid method developed by Fedkiw et al. [42, 41]
relies on the same type of principle for compressible fluids. The interface is tracked
using a level-set function, and conditions are applied on both sides of the interface
to interpolate the boundary conditions. The advantage of these methods is that they
do not suffer from additional time-step restriction due to stability, and the order of
accuracy of the boundary conditions can be set a priori. However, the interpolation
does not ensure the conservation of mass, momentum and energy in the system.
This can cause problems when dealing with shock waves interacting with solids.

Conservative fictitious domain methods, generally referred to as Embedded
Boundary methods, rely on a modified integration of the numerical fluid fluxes in the
cells cut by the solid boundary. The original idea of the method can be traced back
to Noh’s CEL code [108]. However, the approach brings out the problem of small
cut-cells, where stability would require reducing the time step to very small values.
Several solutions have been proposed to avoid time step restrictions in those cells,
involving a conservative averaging in the vicinity of the boundary [112, 36, 54, 70].

In this chapter, we develop a new coupling method for fluid-structure interac-
tion within the framework of conservative fictitious domain methods. The finite
volume scheme for the fluid calculation is modified in the near interface region.
The method can be implemented independently from the time integration scheme
used for the fluid, whether based on space-time splitting or multi-level time inte-
gration. Conservative fictitious domain methods have proven to give satisfactory
conservation results for inviscid compressible flows in the case of static solid boun-
daries. Nevertheless, to our knowledge, conservation issues of the coupling have not
been studied in the case of moving solids. We establish new conservation results in
such a case. Our coupling method is designed to be capable of treating the general
case of moving deformable bodies. In the present work, however, we only consider
non-deformable (rigid) solid bodies. The case of deformable bodies is the object of
ongoing work.

The fluid and solid solvers that we consider were chosen according to their abi-
lity to deal with shock waves and fracturing solids. The solid solver is based on a
Discrete Element method, implemented in a code named Mka3D in the CEA [100].
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It can handle elasticity as well as fracture and impact of solids. Solids are discretized
into polyhedral particles, which interact through well-designed forces and torques.
The particles have a rigid-body motion, and fracture is treated in a straightforward
way by removing the physical cohesion between particles. The work reported in
this chapter is a first step towards the coupling with the Mka3D code. The time
integration scheme used by Mka3D (Verlet for displacement of the center of mass
and RATTLE for rotation, see Chapter 3) is retained for the rigid body treatment.
Concerning the fluid solver, we use a Cartesian grid explicit finite volume method,
based on the high-order one-step monotonicity-preserving scheme developed in [25]
and space-time splitting. However we emphasize that our coupling method is in-
dependent from both the Discrete Element method (as long as a solid interface is
defined) and the numerical scheme used for the fluid calculation.

The chapter is organized as follows : we first present briefly the solid and fluid
methods in section 4.2. In sections 4.3 and 4.4, we describe the proposed explicit
coupling procedure between the fluid and the moving solid in the framework of
an Embedded Boundary method. The analysis of the conservation properties of
the coupling is reported in section 4.5, where we show that mass, momentum and
energy of the solid-fluid system are exactly preserved. In section 4.6, we demonstrate
results about the preservation on a discrete level of two solid-fluid systems in uniform
movement. Finally, we illustrate the efficiency and accuracy of the method on one
and two-dimensional static and dynamic benchmarks in section 4.7.

4.2 Solid and fluid discretization methods

4.2.1 Solid time-discretization method

We consider a non-deformable solid (rigid body). The position and velocity of
the solid are given, respectively, by the position of its center of mass X, the rotation
matrix Q, the velocity of the center of mass V and the angular momentum matrix
P. The physical characteristics of the solid are its mass m and its matrix of inertia
R which, in the inertial frame, is a diagonal matrix with the principal moments
of inertia Iy, Is and I3 on the diagonal. Here, we instead use the diagonal matrix
D = diag(dy, da,ds), where :

Vie {1,2,3),d; = W _ I
The angular momentum matrix P can be related to the usual angular velocity vector
Q by the relation P = Dj(2)Q, where the map j : R? — R3*3 is defined such that :

Vx e R, Vy e R3, j(x) -y =xAYy.

Let us denote by F and M the external forces and torques acting on the so-
lid, and by At the time-step. In order to preserve the energy of the solid over
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time integration of the movement, we choose a symplectic second-order scheme for
constrained Hamiltonian systems, the RATTLE scheme [60] :

At

Vit = Vo4 —F", (4.1)
2m
X = X7 4 AV (4.2)
At At
Pt — P 4 IMMQ" + A, (4.3)
Q! = Q" + AtP"TaD L, (4.4)
with A" such that (Q*™) Q" =1, (4.5)
At
vl = vtz SU et (4.6)
2m
Pn+1 _ Pn—i—% + %j(Mnﬁ-l)Qn—i—l + %An-ﬁ-lQnﬂ-l’ (47)

with A"! such that (Q*T1) P+1D~! 4 D~L(PnH) Qnt! = 0. (4.8)

The symmetric matrices A" and Antl play the role of Lagrange multipliers for the
constraints on matrices Q"t! and P™*1.

The scheme makes use of the velocity at half time-step V"*é, which is constant
during the time-step. Let us now consider the angular velocity. For a rigid solid, we
have for all points x :

X—x:Q-(XO—XO),

X% and x° being material points of the solid at initial time. Using the identity
Q A (Qx) = PD!x for all x, the velocity at point x can be written as :

V(x)=V+4+PD!. (XO — xo)
which is more convenient for use in the time scheme. In analogy with displacement,

we consider P"*3 as constant during the time-step, and we define the velocity of
point x at half time-step (n + 3)At :

VTH‘%(X) — V"t + pr+ip—l. (XO — XO) .

4.2.2 Fluid discretization method

The problem of the interaction of shock waves with solid surfaces can be at first
studied using an inviscid fluid model. In this work, we consider inviscid compressible
flows, which follow the Euler equations :

w4+ V- f(w) =0,



Chapitre 4. An Embedded Boundary method for the conservative
68 coupling of a compressible flow and a rigid body

where w = (p, pu, pE) " is the vector of the conservative variables, and f(w) is the
Euler flux :
pu
f=| puRu+p |,
(PE +p)u

where the pressure p is given by a perfect gas law : p = (y — 1) (pE — %pu : u).

To solve these equations, we use the OSMP numerical scheme, which is a one-
step high-order scheme developed in |25, 26]. It is derived using a coupled space-time
Lax-Wendroff approach, where the formal order of accuracy in the scalar case can be
set at arbitrary order (in this chapter, we use order 11, that is the OSMP11 scheme).
Imposing the MP conditions (Monotonicity Preserving) prevents the appearance of
numerical oscillations in the vicinity of discontinuities while simultaneously avoiding
the numerical diffusion of extrema. In one space dimension, on a uniform mesh with
step-size Ax, at order p, it can be written :

At
n+tl _ . n ’4

Az )

N[

where f;’; , is the pth-order-accurate numerical flux of the scheme at the cell interface
2

(J —i—%) Given the [ eigenvectors of the Jacobian matrix of the flux ry and eigenvalues
Ak, the general expression of the numerical fluxes can be written :

floa=F5+5 Z D) el (4.9)

where, for clarity, the superscript n has been omitted. fﬁfi is the first order Roe
2

flux defined as follows :

ot = 2 (fy + o) - Ekj<6|f| el (4.10)
with
8| flkjr1/2 = Mk jr1/200% ji1/2

Oy, ;i1 =Tk (U’;LH - w]") being the k-th Riemann invariant of the Jacobian matrix.
)

The P are corrective terms to obtain order p. The function ¢ can be decomposed

in odd and even parts :

ml
. 2n+1
A ZwkHl +]821¢k7j+1_]; (4.11)
n—=
where m = ], ml = L@J (| ] is the integer division symbol), and js =

sign (A, i+l ). The odd and even v functions are given by the recurrence formulae
’ 2
(valid for n > 1) :

2n—2

22+% = Z ( )CQn 2" (CQnéa)k,j+%+n_1_l (412)
=0
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2n—1
2n+1 IFal)
wkz‘i§ = ;0: (_1) C2n71 : (c2n+15O‘)k,j+%+(nflfl)-js7 (413)

where C; = m The coefficients ¢, depend on the local CFL number, Vg jil =

ot A

S kgL and are given by :

(e2) 1 = ALt (0= 1wy 1)
Wl gy + (=172 SN CRTY
7+ 1 ' (Cq)k,j+%, q=2

(Cq+1)k,j+% =

At order p, the stencil of the scheme uses p 4+ 2 points. Flux limiting TVD or MP
constraints are then be applied to 9P to make the scheme non-oscillatory. The detail
of the limiting procedure can be found in [26].

Near cut-cells, the existence of an adequate stencil of fluid points is not necessa-
rily provided for. Two main types of solutions can be devised : either lower the order
of accuracy and thus the stencil width, or construct fictitious fluid values in the so-
lid. We resort to the second solution, with simple mirroring conditions with respect
to the solid boundary. The solution is satisfactory as long as the solid is larger than
the stencil of the scheme, which is the case for the numerical examples considered in
this paper. In case this condition fails, we could resort to Ghost Fluid-type methods
as in [42].

In two dimensions, the fluxes are computed using a directional Strang splitting
[127] which is second-order accurate. However the error of the scheme remains very
low [25]. This splitting procedure will be expressed in section 4.4 devoted to the
coupling algorithm.

4.3 Treatment of the cells cut by the solid boundary

In order to take into account the position of the solid in the fluid domain, we rely
on the Embedded Boundary method, which consists in modifying the fluid fluxes in
cells that are cut by the solid boundary (named cut cells), as in {70, 36]. At time
t, for a cut cell C, we assume that the solid occupies a volume fraction ae. We also
assume that the density, velocity and pressure are constant in the cell. The fluid
mass, momentum and energy quantities contained in the cell are therefore equal to
their value at the center of the cell times the volume of the cell and the volume
fraction of fluid 1 — a¢. In the same way, the computed fluxes are assumed to be
constant on the faces of a cell. Denoting by k¢,c, the solid surface fraction of the
face between cells C; and Co, the effective flux between C; and Cs is the computed
flux times the surface of their interface times the fluid surface fraction 1 — k¢, c,.
Additional fluxes come from the presence of the moving solid boundary. These fluxes
arise due to the change in surface fractions and the work of the fluid pressure on the
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solid surface. They are expressed in order to yield exact conservation of fluid mass
and of the total momentum and energy of the system.

For the sake of simplicity, we limit ourselves to two space dimensions. However
the three-dimensional case can be carried out in a similar way. Let us consider a
fluid cell C cut by the boundary, as shown in Figure 4.1. The indices [, r, t and b
indicate respectively left, right, top and bottom in the sequel.

ft
Fluid L
fi Ir _—
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—

Boundary F Solid

Jo

< A -

FiG. 4.1 — Physical fluxes in a cut cell

Integrating the Euler equations on the cut cell and over the time interval
[nAt, (n + 1)At], and applying the divergence theorem, we get :

— K¢l — K¢y HCb
(1—ag™)Awe = At < for — A:r fer + fev
1-— K¢t At
— X A 4.15
Ay fc>+AA F+ Y Awk (4.15)
FeC
where Awe = wé‘“ — wg is the time increment and all fluxes are time-averaged

over the time interval (the time averaging will be specified later). At the solid walls,
pressure forces cause momentum and energy exchange between the solid and the
fluid. They are taken into account through the exchange term Xz. The detailed
expression of Xz will be given in section 4.4.4. Finally, the quantity Aw’s represents
the amount of w™ swept by each solid boundary F present in the cell during the
time step. The solid boundary F is the largest subsegment of the solid boundary
which is contained in one single cell (not necessarily the same) at times nAt and
(n 4 1)At. The precise definition of F and the expression of Aw’ will be given in
section 4.4.3.



4.4. Coupling algorithm 71

4.4 Coupling algorithm

Since the Discrete Element method is computationally expensive, the coupling
algorithm should be explicit in order to avoid costly iterative procedures. In fact,
the CFL condition of the explicit time-scheme gives the appropriate criterion for the
capture of the high-frequency eigenmodes involved in the solid body fast dynamics.
Moreover, as it is well known, explicit methods are more robust for impact problems.
We choose the following general structure of the algorithm, which can be traced back
to Noh [108] :

— The position of the solid and the density, velocity and pressure of the fluid are
known at time ¢
— The fluid exerts a pressure force on the solid boundaries : knowing the total
forces applied on the solid, the position of the solid is advanced to time ¢t + At
— The density, velocity and pressure of the fluid are then computed at time
t + At. This step takes into account the new position and velocity of the solid
boundary, as well as the work of the forces of pressure on the boundary during
the time step.
The choice of the coupling algorithm is guided by the conservation of the global
momentum and energy of the system and the conservation of constant flows (see
section 4.6).

At the beginning of a time step, at time nAt, the position and rotation of the solid
particle (X", Q™), the velocity and angular velocity of the solid particle (V™ Q™)
and the fluid state w" are known. We choose the following general architecture for
the algorithm :

(_soLp ) (COUPLING |

[ xnQnve P P, ut, pt
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f
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Steps (1) to (5) of the algorithm are computed successively, and are detailed in
the following subsections.

4.4.1 Computation of fluid fluxes and of the boundary pressure
(steps (1) and (2))

Step (1) is a precomputation of fluxes without considering the presence of a solid
boundary. As said above, the fluxes are computed in every cell using the OSMP11
scheme. However, we emphasize that the coupling algorithm does not depend on the
choice of the numerical scheme. The fluxes are then stored for later use in step (5).

The other aim of this step is the computation of mean pressures in each cut-cell
during the time-step in each direction p, and p,. These pressures, transterred to
the solid boundary in step (2), account for the forces exerted by the fluid on the
solid during the time-step. The same mean pressures will be used in step (5) to
compute the momentum and energy exchanged between the solid and the fluid. In
this way, the choice of p, and p, has no effect on the conservation of fluid mass,
momentum or energy of the system. On the contrary it is a key ingredient for
the exact conservation of constant flows (see section 4.6). The explicit structure of
our solid and fluid methods allows several possibilities for the choice of boundary
pressures while maintaining the stability of the coupling algorithm. This is unusual
in fluid-structure interaction.

The Strang directional splitting algorithm [127] is originally formulated as fol-

n At A\
wg, D _ . <> Ly (At) L, <> w7,

lows :

2 2

where L,(At) and L,(At) are finite-difference approximation operators for the in-
tegration by a time-step At in directions x and y respectively. Here, this splitting
procedure is implemented in a simplified form :
w{" = L, (At) L, (At) L (At) L, (At) w?,

that recovers the symmetry of the solution every two time steps. In our case, L, and
L, involve the computation of a flux in the x or y direction using the state of fluid w
of the cells. The mean pressures p, and p, are then the pressures in the cell used for
the computation of the fluxes by L, and L,, respectively. The directional splitting
used for the fluid flux computation does not require the solid body displacement
to be split in x and y components. It is applied here only to recover second-order
accuracy of the fluxes.

For a general multi-step time integration method, the definition of pressures D,
and p,, is the following. The time integration is supposed to consist in N successive
steps, with intermediate results denoted W; = (p;, pu;, pe;). The time-increment at
each step in the z and y directions are denoted At¥ and At? respectively. These
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intermediate time-steps are such that At = >, At¥ = >~ At?. In two dimensions,
a full time-step is written :

Wo = w" (4.16)
Vi€ {0,...,N =1}, W1 = LA, At!)w; (4.17)
w'tl =Wy (4.18)

where L(At?, AtY) is the following finite-difference approximation operator :

LA, At )w = w — (Atf f7(w) A_zf ) 4 awd y<W)A_yf y(w)> (4.19)

In the case of the original Strang splitting, N = 3, Atf = At5 = %, At} = At, and
Aty = Aty = At) = 0. Runge-Kutta methods can also be expressed in this form.

For instance, a third-order Runge-Kutta method can be written in three successive

steps (N = 3), with At = Atf = 28, At? = At} = & and At§ = At} = 28L. The

coupling method can thus be extended to other splitting methods and to Runge-
Kutta time-integration schemes.

We choose to define p, and p, using the intermediate pressures p; :
_ 1 T~ 1 Y~
Po =57 2 AtBi By =757 > AL (4.20)
i J

These pressures correspond to the mean pressures used for the computation of the
flux in the x and y directions respectively during the time-step.

4.4.2 Computation of the solid step (step (3))

Step (3) consists mainly in the application of the time integration scheme for
the rigid body motion described in section 4.2.1. The essential difference with an
uncoupled version lies in the integration of boundary pressure forces. As we consider
an explicit coupling, the only boundary pressures available are p, and p,.

The solid is assumed to be polygonal (in two space dimensions) as described in
Figure 4.2. We denote by § the list of all faces of the solid in contact with fluid. For
every face F € §, the position of the center of the face is given by vector X, and
we denote by S its surface and ng its normal vector (oriented from the solid to
the fluid). The fluid pressure force F £ exerted on face F € § is written as :

Fr-e,= —f)xanﬁ (4.21)
Fr- ey = —;T?yS]:ny}- (4.22)

The total fluid pressure force F?is the sum of the contributions on each face :

F}=) Fr (4.23)
FeF
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Fia. 4.2 — Geometric description of the particles

The fluid pressure torque M7 is the sum of the torques of the pressure forces at
the center of mass of the solid body :

Mp =D FrA X" —Xg)
Fe¥

The solid time-step is written as in equations (4.1) to (4.8), with the only diffe-
rence that the fluid pressure force and torque are taken constant during the whole
time-step, equal to F'} and M7 (including in equations (4.6) and (4.7)). The fact

that F7, s V™3 and P"*3 are constant during the time-step will be used in
the conservation analysis in section 4.5.

4.4.3 Update of the boundary and of the volume fractions (step

(4))

Several tasks are carried out in step (4). For each cell C, the new solid volume
fraction of the cell agH and new surface fractions KTCLH are computed. In addi-
tion, for each solid boundary F, the pressures p, and p, are stored and the swept

quantities Aw’ used in (4.15) are evaluated.

In two dimensions, the solid boundary is polygonal, and we therefore only have
to deal with plane boundaries F. In order to simplify the computation of the average
of p, and p, on F, we also assume that each boundary F is contained only in one
cell at time nAt. The computation of the contribution of Aw’ to each cell is also
easier if F is entirely in the cell at time (n + 1)At. We denote ®,,(F) the position of
boundary F at time nAt. We choose to define F as the largest subsegment of the
boundary polygon such that ®,,(F) is contained in cell C,, at time nAt and ®,,11(F)
is contained in cell C,41 at time (n+1)At (see Figure 4.3). The two cells need not be
necessarily different. F may contain one or both vertices of the polygonal boundary
at its ends, but we assume that each F is contained in one single polygonal face.
At each new time step, the polygonal boundary is subdivised into a new set of
plane boundaries F. Each newly computed boundary F € § stores every variable
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necessary for the coupling : the surface Sz and the normal vector nx of ®,(F), the
center of mass Xz of F, and we define X% = ®((X ). The boundary also stores
the pressures p,, and p, in the cell occupied by ®,,(F), and the velocity of the center

of the boundary at time (n + 3)At, V 2 computed as :

VI vl prtipl. (X0 - XY) (4.24)

The swept quantities Aw’s are computed as the integral of w™ in the quadrangle
bounded by ®,,(F) and ®,41(F) (see Fig. 4.3). The condition

Z Awy = (agt! — o uwp (4.25)

c

is then automatically satlsﬁed as the set of such quadrangles is a partition of the
volume swept by the solid during the time step.

VX - Sw Solid boundary at ¢ = (n + 1)At |~

\ ‘% Domain of integration of Aw]_-]
P, (F) s\ \

BN
[Solid boundary at t = nAt] : \

F1G. 4.3 — Update of the boundary and computation of the Aw’

The computation of a?“ and HEH_I involves the intersection of planes with rec-
tangles, and can be carried out geometrically. The application of the divergence
theorem to cell C shows that the following relations are satisfied :

=Kgt+ Y —ng@ (4.26)
.7-'66
f
K:gb = K’gt =+ Z Ena— (427)
Fec

These conditions correspond to the geometric conservation laws (GCL) in ALE
methods [90], and will be used in the analysis of the consistency of our method.

4.4.4 Modification of fluxes (step (5))

Step (5) of the algorithm consists mainly in the computation of the final values

g“ in each cell, using a fully discrete expression of Eq. (4.15). It is the only part of
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the algorithm where the fluid “sees” the presence of a solid. The explicit fluid fluxes
were pre-computed in step (1) on the Cartesian regular grid, and the modification
of fluxes aims at conserving the mass of fluid and balancing the momentum and
energy transferred to the solid during the time-step.

The exchange term in (4.15) can be written as

Xr= Z Srfr,

FeC

where fr is the fluid flux at the solid boundary F (see fig. 4.1), that are approxi-
mated as :

T
1 _ _ +1 D N5
e (o s [t [ ) o
y
1

Here V;Jr? is the velocity of the center of the boundary and is defined in (4.24).

Using the fluid fluxes given by the OSMP11 scheme, we finally compute the time
increment Awe from the following fully discrete version of equation (4.15) :

+1 1‘”21“ 1- E’LH 1_“231
1—al™)Awe = At L
(1 —ag™)Aug A fe A for + Ay Jeb
1— kg2t At
-t Aw’ (4.2
Ay fCt> * AeAy > Srfr+ ) Awy (4.29)
FeC FeC
The value of we is then updated in every cell : ng = wi + Awe.

A main difference with [36] lies in the time integration of cell-face apertures
(1—kc). Falcovitz et al. [36] use time-averaged cell-face apertures over the time step
(at time (n+ 1)At), ensuring consistency (in the sense that the uniform motion of a
solid-fluid system is exactly preserved). In fact, a key ingredient in the consistency
proof is the fact that conditions (4.26) and (4.27) are checked exactly. In [36], the
consistent choice of time-averaged cell-face apertures k"2 and solid surfaces in the
fluid cell S"+2 allows to check these conditions.

Here we instead take x™*

1 and recover consistency using the solid surface S™*!
present in the fluid cell at time (n + 1)At. This result is proved in section 4.6. Note

that ST = 20,1 (Fec SF as the solid is undeformable. This choice is motivated

by the fact that the computation of time averaged K™ and S5 s already complex

in two dimensions and might become intractable in three dimensions. In addition,
~ 1

it requires an implicit resolution of S™*2 in order to preserve the energy of the

"+l theoretically reduces the accuracy of the method in cut-

system. The choice of k
cells. However, the accuracy of our numerical results did not advocate the use of the

time-averaged k"2 and the related added complexity in the algorithm.
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In order to avoid the classical restriction of the time-step due to vanishing vo-
lumes :
(1 — a¢)min(Az, Ay)

At <
[ul[ +¢

)

where ¢ is the local speed of sound, we resort to the mixing of small cut cells with
their neighbors to prevent instabilities.

4.4.5 Conservative mixing of small cut cells

Two main methods have been developed to ensure the stability of conservative
Embedded Boundary methods. A first method consists in computing a reference
state using nonconservative interpolations, modified by redistributing the conserva-
tion error on neighbouring cells [112, 30, 105]. A second method is to compute a
fully conservative state using a formula similar to (4.29). For stability reasons, small
cells are merged with neighboring cells using a conservative procedure (originating
from Glimm’s idea [54]). We choose this second class of method, as [70] and [36].

Target cells need to be defined for small cells to be merged with them. |70]
defines an equivalent normal vector to the boundary in the cell and mixes the cells
preferentially in that direction. [36] rather merges newly exposed or newly covered
cells with full neighbours having a face in common. In order to deal with cells
occupied by several boundaries (impact of two solids), we cannot define a normal
vector in every cell and we choose to improve the strategy applied in [36]. We define
small cells as a¢ > 0.5. For mixing two cells C and Cr, so they have equal final value
w, the following quantities are exchanged :

ac
Mee, = —— (we, — w
cer ac+acT( Cr — WC)
ac
= —— —
Me,c s (we — wey)

and it is easy to check that we + Mcc, = we, + Mc,c- In the two dimensional case,
we select the target cell Cr as the fully-fluid cell (o, = 0) nearest to C, such that the
path between the two cells does not cross a solid boundary. A recursive subroutine
finds such a target cell in a small number of iterations, without any restriction on
the geometry of the fluid domain.

4.5 Analysis of the conservation of mass, momentum and
energy

In this section, we analyze the conservation properties of the coupling algorithm.
These properties are verified for periodic boundary conditions or for an infinite
domain.
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4.5.1 Integration on the fluid domain

Integrating w on the fluid domain Q?‘H at time (n+1)At, we obtain using (4.29)
and the cancellation of fluxes on each cell face :

A;Ay /Q?+1 W't :Z (1— ot ywd + Z o) At
~3 (1 -zt c+§j‘“5ffr+§:Awf
c

Using (4.25) we finally get :
1 AtSr
mméw Z“”%C+ZAAy

1 n
_A:I:Ay/?w +AA

the expression of fr being given in Eq. 4.28.

(4.30)

The first component of system (4.30) expresses the fluid mass conservation. In
order to proceed with the analysis of momentum and energy conservation, let us
now turn to the solid part.

4.5.2 Solid conservation balance

Since the solid is treated using a Lagrangian method, the conservation of solid
mass is straightforward. The fluid pressure force applied on the solid during the time
step is given by (4.21), (4.22) and (4.23). Let us consider a solid boundary F € §,
and denote by AP £ the solid momentum variation induced by the pressure forces on
F, and AEx the corresponding energy variation. Recalling that the pressure forces
are kept constant during the time step, the balance of momentum and energy is
given by :

APr = AtFr

Ag]-' = AtF]: ( / Vn+2 )dX) AtF]: n+
Sr
Finally, using the expression of forces F r, we obtain :
APE = —At/ DN
f

APY = —At / B,
f

1 = T
sr= it [ (k)
Y
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Comparing with section 4.5.1, the balance of momentum and energy in the fluid
domain results in :

n

f

/ pn-l-lEn—i-l + ZAgf — / ann
Qn+1 r= Q

n
f f

/ B pn+1un+1 + ZAPf :/ pnun
Qn
f F

This demonstrates the conservation of momentum and energy for the coupled sys-
tem.

4.6 Conservation of constant flows

In this section we analyze the consistency of the coupling method, in the sense

defined in [36], meaning exact conservation of uniform flows by the coupling algo-
rithm. Two cases are analyzed. The first one, also considered in [36], consists of a
solid immersed in a fluid and moving at the same velocity. This property is called
“consistency” in [36]. The second one, not considered before, demonstrates the cor-
rect representation of the slip boundary condition along walls. These simple cases
have been a guide to design the algorithm, as the preservation of such flows is a
basic criterion for the quality of the method.
In the whole section, we consider a constant fluid state : p” = pg, u" = ug, v™ = vg
and p" = pg everywhere. The fluxes f are such that f, = f; = (pouo,pou% +
Po, potiovo, (poeo + po)uo)” and fi = fio = (povo, pouovo, povg + po, (poeo + po)uo)” .
In this case, the efficient pressures on the boundary of the solid are p, = b, = po.

4.6.1 Steady constant flow with moving boundaries

We consider an arbitrarily shaped rigid body, moving at constant velocity with
no rotation, immersed in a uniform fluid flowing at the same velocity.

The solid is a closed set, and we denote by (27 the solid domain at initial time.

We have :
Zany::f ndS =0
= oQn

Using (4.21) and (4.22), we obtain :
Y Fr=-) poSrny=0
F F

This induces :

1
VI = VIR 2V = (ug,00)T, X = XP 4 At(ug, vo) T

)
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In the same way,
> Mg == pSrnr A (X} - Xg) —pof (X? —X)AndS =0
F F 092

The volume swept by boundary F is AtSr(ug,v0)’ - nz. Since the initial state is

constant, Aw’ is given by :

AtSr
AzxAy

Aw'’y = (uon’ + Uonz_-)wo

In addition, as the solid translates without rotation, the normal vector nr to a
boundary F is constant in time. Using this property in equations (4.26) and (4.27),
we easily conclude that (1 — a¢)Awe = 0. Thus w"*t! = w", showing that the
constant flow is left unchanged by the coupling algorithm and the mixing of small
cells.

4.6.2 Free slip along a straight boundary

We consider an undeformable, fixed solid consisting in a semi-infinite half-space.
The solid boundary is a straight planar boundary with a constant normal vector n
such that :

u-n=>0 (4.31)

This initial state describes the free slip of the fluid along the straight boundary. In
the inviscid case, no boundary layer should develop in the vicinity of the boundary.
The conservation of such flows ensures that the boundary is not seen by the fluid as
being artificially rough.

As the solid is fixed, a¢ and k¢ remain constant over time and Aw is equal to
zero. From equation (4.29), and using (4.26), (4.27) and (4.31), the components of
Awe are calculated as :

Sr

1 —oac)Ape = —At n-uy=0
( c)Apc ;echAy 0
S AtS
(1= ac)Apule = =At 3 27 (- woJuo + pone) + 3 50 2 pone =0
FecC FecC
S AtS
(1= ac)A(pv)e = =AY =2 (- uo)vo + pony) + Y 1—Epony =0
FecC y FecC y

_ SF _
(1 —ac)A(pE)c = At;EC AMy(n -up)(poeo + po) = 0

This shows that the constant flow is preserved by step (5) of the algorithm.
This result is not modified by the mixing procedure. We thus have shown the exact
preservation of the free slip of the fluid along a straight boundary.
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4.7 Numerical examples

In the following, we consider a perfect gas, with v = 1.4. In all computations the
CFL number was fixed equal to 0.5.

4.7.1 One-dimensional results

A piston of density 2 kg.m ™2 and length 0.5 m is initially centered at z = 2 m,
in a one-dimensional, 7Tm-long tube, whose ends are connected by periodic boun-
dary conditions which allow an easier comparison with ALE results. The gas initial
pressure and density are equal to 10% Pa and 10 kg.m ™3 for z < 2m and z > 5m
and to 10° Pa and 1 kg.m ™ elsewhere. The system is initially at rest. The initial
pressure difference between the two sides of the piston triggers its movement and
the propagation of waves in the fluid regions (a rarefaction in the left region and a
shock wave in the right one). Wave interactions then occur at later time. The fluid
pressure at time ¢ = 0.003s is shown in Figure 4.4, and the trajectory of the solid is
presented in Figure 4.5. The x — ¢ diagram over a longer time (0.01 s) is shown in
Figure 4.6.

' ' Fluid préssure '
le+06
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Fi1G. 4.4 — Pressure at time ¢t = 0.003 s

An ALE computation was done for comparison, using a uniform grid moving
at the solid velocity. The solid position and velocity are updated using the same
second-order Verlet scheme. We compared the numerical results obtained through
the Embedded Boundary method on 100, 200, 400, 800, 1600, 3200, 6400 and 12800
points grids with a 51200-points ALE grid, considered as the reference solution. We
observe a second-order convergence of the solid position (Figure 4.7) and a super-
linear convergence of order 1.2 of the fluid pressure (Figure 4.8). The convergence
rate is optimal for the solid (Verlet scheme is second-order accurate). The conver-
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Fia. 4.5 — Time evolution of the solid position

gence rate for the fluid pressure is not optimal, due to the presence of discontinuities,
but is not affected by the solid coupling.
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F1a. 4.6 —  — t diagram (the position of the solid is in deep blue)
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Fia. 4.7 — Convergence of the solid position L*>-error
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4.7.2 Double Mach reflection

A Mach 10 planar shock wave reflects on a fixed 30° wedge, creating a Mach
front, a reflected shock wave, and a contact discontinuity which develops into a jet
along the solid boundary. This benchmark was first simulated on a Cartesian grid
aligned with the solid boundary, using different finite volume methods |73, 141, 25].
Non-aligned grid methods were also tested on this benchmark, using Embedded
Boundary methods [112, 22|, non-conservative Immersed Boundary methods [49],
h-box methods [66], and kinetic schemes [77]. The position of the tip of the jet
is an important characteristic of the accuracy of the results. The comparison with
grid-aligned results shows that it is better recovered by conservative methods than
non-conservative methods [112, 22].

We have simulated the problem on a grid aligned with the wedge (aligned case,
Figure 4.9) and on a grid aligned with the incident shock wave (non-aligned case,
Figure 4.10). The two results are very similar, and agree with [22, 112, 73, 25]. One
can remark that all the features of the flow are captured at the correct position in
the non-aligned case. The jet propagates along the wall without numerical friction
due to the conservation of free slip along a straight boundary (section 4.6.2). In
the principal Mach stem, the discontinuities are slightly more oscillatory than in the
aligned case. This can be identified as a post-shock oscillation phenomenon to which
Roe’s scheme is especially prone (see, for instance, [74, 8]), and is not related to the
coupling method. Nevertheless, the perturbations stay localized in the vicinity of
discontinuities.

Fia. 4.9 — Aligned case : 30 contours of fluid density from 1.73 to 21, Az = Ay =
1/220
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Fia. 4.10 — Non-aligned grid case : 30 contours of fluid density from 1.73 to 21,
Ax = Ay =1/220

4.7.3 Lift-off of a cylinder

This moving body test case was first proposed in [36], using a conservative me-
thod. A rigid cylinder of density 7.6kg.m™> and diameter 0.1 m, initially resting
on the lower wall of a Im x 0.2m two-dimensional channel filled with air at stan-
dard conditions (p = 1 kg.m™3, p = 1 Pa), is driven and lifted upwards by a Mach
3 shock wave. Gravity is not taken into account. The problem was simulated in
[48, 7, 70, 124]. In Figure 4.11, we present our results on a uniform 1600 x 320 grid
at times 0.14 s and 0.255 s. The cylinder was approximated by a polygon with 1240
faces.

Our results agree well on the position of the solid and of the shocks with Arienti
et al. [7] and Hu et al. [70]. However, some differences should be noted. First of all,
some reflected shock waves in our results seem to lag slightly behind their position
in previous results. This difference might be caused by small differences in the final
position of the solid. Hu et al. [70] also discuss the presence of a strong vortex under
the cylinder in the results of Forrer and Berger [48]. They dismiss it as an effect of
the space-time splitting scheme employed which affects the numerical dissipation.
We also obtain this vortex, which does not disappear as we refine the mesh. We
rather believe that this vortex is associated with a Kelvin-Helmholtz instability of
the contact discontinuity present under the cylinder (Figure 4.12).

In Figures 4.13 and 4.14 we present convergence results on the final position of
the center of mass of the cylinder, compared to those of Hu et al. [70]. We observe
that our results exhibit a fast convergence process, which is not the case in [70].
Let us note that no exact solution exists for the final position of the cylinder. The
final position we found is however in the same range as in [70]. The results also
compare well with Arienti et al. |7]. The improvement lies in the combination of the
conservative interface method [70] with a conservative coupling and a second-order
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time-scheme for the rigid body motion. We present in Figures 4.15, 4.16 and 4.17
the respective conservation errors in fluid mass, momentum and energy due to fluid-
structure coupling, after subtracting the theoretical drifts due to the incoming and
outcoming fluid fluxes at the inflow and outflow boundaries. For this difficult case,
the maximal conservation relative errors due to coupling were bounded by 4.1076
over the whole simulation time, and no drift was observed.

In Figure 4.18 we present the relative computational cost of the coupling. The
relative cost is defined as the ratio of the computational times dedicated to the
coupling method and to the fluid and solid methods. In the rigid body case, the cost
of the solid method is very low compared to that of the fluid method. As the coupling
method is explicit and local, the computational cost is located on a manifold one
dimension lower than the dimension of the whole space. In the two-dimensional
case, the coupling is on a one-dimensional manifold. Indeed, we observe in Figure
4.18 that the relative cost of the coupling decreases as the grid is refined, with a
slope of 0.5, and that the coupling cost remains lower than the fluid and solid costs,
amounting to approximately 10-20% for the grids yielding sufficient accuracy.
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Fia. 4.11 — 60 contours of fluid pressure from 0 to 28 at different times, Az = Ay =
6.25 x 1074
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Fi1a. 4.12 — 60 contours of fluid density from 0 to 12 at final time, Ax =
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Fia. 4.14 — Comparison of the convergence of the vertical position of the center of
mass of the cylinder with Hu et al. |70]

3e-06 T

T T T
Coupling fluid mass error

2e-06

1e-06

error (kg)

-1le-06 |

-2e-06 +

-36-06 1 1 1 1 1

FiG. 4.15 — Conservation errors in fluid mass due to coupling
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F1a. 4.16 — Conservation errors in momentum due to coupling
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FiG. 4.17 — Conservation errors in energy due to coupling
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4.7.4 Flapping doors

We propose this new fluid-structure interaction case as a demonstration of the
robustness of our approach and as a first step towards fracture and impact simula-
tions. The flapping doors case involves separating or closing solid boundaries, with
cells including several moving boundaries. The algorithm is shown to be able to deal
with such difficulties. Two doors initially close a canal and are impacted from the
left by a Mach 3 shock. The canal consists of two fixed rigid walls, 2m long and 0.5m
apart. Fach door consists of a 0.2-m long and 0.05m-wide rectangle, completed at
both ends by a half-circle of diameter 0.05m. The doors are respectively fixed on
points (0.5,0.025) and (0.5,0.475) at the center of the half-circles. They can rotate
freely around these points. The Mach 3 shock is initially located at = 0.43m. The
density of the solid is 0.1 kg.m ™3 and the pre- and post-shock state of the fluid are
(p,u,v,p) = (1,0,0,1) and (p,u,v,p) = (3.857,2.6929,0,10.333). In Figure 4.19 we
show the density field obtained using a 1600x400 grid, at times 0.125s, 0.25s, 0.375s
and 0.5s. After the incident shock hits the doors, it reflects to the left and the doors
open due to the high rise in pressure. The opening of the doors produces a jet prece-
ded by a shock wave propagating to the right. Then complex interactions of waves
occur, due to door movements and interaction with the walls. Kelvin-Helmholtz
instabilities of contact lines can be observed at t=0.5s. It is worth noting that sym-
metry of the flow about the centerline of the canal axis is remarkably well preserved
by the coupling method.

As the doors remain tangent to the canal walls during their rotation, the fluid
cannot pass between the wall and a door at its hinge. When the doors approach the
walls at maximum rotation, the fluid is compressed, and eventually pushes them
back. This is observed at time t = 0.2162s and ¢ = 0.486s in Figure 4.20, which
presents the time evolution of the doors rotation angle. In the first case, the distance
between each door’s straight boundary and the wall is less than 0.002m, while the
size of a fluid cell is Az = 0.00125m. The method is able to deal with the fact
that most cells along the wall are cut by the moving boundary and contain several
moving boundaries. Treating this test case with an ALE method would require
several remeshings in the course of the simulation, especially in the initial separation
of the tangent door tips, and when the doors approach the walls.
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F1G. 4.19 — Density contours at times ¢t = 0.125s (a), t = 0.25s (b), t = 0.375s (c)
and ¢t = 0.5s (d)
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4.8 Conclusion

We have presented a new Embedded Boundary algorithm for coupling a Finite
Volume method for compressible fluid flows with a rigid body. This explicit algorithm
has the advantage of preserving the usual CFL stability condition : the time-step
can be taken as the minimum of the full cell size fluid and solid time-steps. The
combination of the Embedded Boundary method for the fictitious fluid domain and
of the coupling strategy ensures the conservation of fluid mass and the balance of
momentum and energy between fluid and solid. In addition, the exact conservation of
the two constant states described in section 4.6 gives good insight on the consistency
of the method : we prove the conservation of a constant flow in which a solid moves
at the same velocity and the fact that the treatment at the boundary introduces
no spurious roughness or boundary layers. The numerical examples suggest the
second-order convergence of the solid position and the super-linear convergence of
the fluid state in L! norm, while our results on two-dimensional benchmarks agree
very well with body-fitted methods and improve Immersed Boundary results. We
are also capable of dealing with solid boundaries moving close to each other, which
is promising for impact simulations. The method is computationally efficient, as
the coupling adds an integration on a space one dimension smaller than the fluid
and solid computation spaces. The present method is therefore perfectly liable to
be extended to a deformable solid, and was designed to extend naturally in three
space dimensions. The remaining difficulty is the ability to define and track the solid
boundary surrounding a Discrete Element assembly.
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Coupling with a deformable solid

5.1 Introduction

Fluid-structure interaction with deformable boundaries is an important research
subject in such varied applications as biomechanics [45, 85, 113|, spacecraft and
parachutes [131], flutter of wings and panels [118, 117] and resistance of structures
submitted to explosions [126, 140]. A main challenge in fluid-structure interaction
problems is the modification of the fluid domain due to the displacement of the
solid. Three main types of answers have been developed to treat this issue : fully
Eulerian [40, 1] or fully Lagrangian [72| methods, Arbitrary Lagrangian-Eulerian
(ALE) methods [45, 85, 126] or fictitious domain methods. In general, monolithic
Eulerian or Lagrangian approaches are limited to the case where the fluid and solid
behave according to similar equations with different parameters. The Lagrangian
description is less adapted for fluid dynamics due to the large deformation of the
mesh induced by the fluid movement and needs efficient remeshing. On the contrary,
it is better suited for solid computations due to the exact capture of material discon-
tinuities and the easier access to the plastic deformation history. ALE methods have
therefore been developed in order to exploit these features : an additional equation
on the deformation of the fluid mesh is introduced and allows to switch smoothly
from a Lagragian description near the solid boundary to an Eulerian description
in the bulk of the fluid domain. As long as the solid displacement is small enough,
the distortion of the mesh can be controlled. However, in the event of large solid
displacement or rupture, the fluid domain has to be remeshed [102], causing possibly
costly additional computational time. On the other hand, fictitious domain methods
can treat changes in the topology of the fluid domain without remeshing : the solid is
superimposed on the fluid fixed grid and additional terms are introduced in the fluid
formulation to penalize or prevent the penetration of fluid inside the solid. Various
types of fictitious domain methods have been proposed. Among these, the Immer-
sed Boundary method [113, 114] has gained popularity for incompressible fluids, but
other approaches such as the direct forcing method [106, 28], Immersed Interface
method [95], Ghost Fluid method [124, 42, 41], fictitious element method [139] and
Embedded Boundary methods [112, 22, 105, 70, 36| have been developed for in-
compressible and compressible fluids in interaction with deformable structures. The
accuracy of immersed and embedded methods and its comparison with body-fitted
methods on incompressible test-cases has been assessed in [98].
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The issue of conservation of mass, momentum and energy is crucial for the
simulation of fluid-structure interaction problems as the stability analysis of the
scheme relies on that property. This issue has to be addressed for compressible [117]
as well as incompressible [45, 85] fluid-structure interaction. In addition, the absence
of “leaking” of fluid into the solid and the accurate transfer of energy between the
solid and the fluid are relevant considerations in order for the simulation to capture
the physical properties of the phenomena. The question of conservation is especially
non-trivial when the coupling is dealt with using an immersed boundary method and
in the presence of shocks. Most Immersed Boundary methods either use interpolation
of values inside the solid domain or additional forces in the fictitious fluid inside
the fluid domain. Both approaches are unable to yield exact conservation and the
conservation error is linked to the approximation error at the solid boundary. On the
contrary, the Embedded Boundary method [112] is constructed in order to exactly
conserve the semi-discretization in space of mass, momentum and energy of the
system. However, to the best of our knowledge, no study has been carried out on
the effect of the time-discretization of the coupling on the overall conservation of
the energy of the system.

In this chapter, we use the Embedded Boundary method developed by Colella
et al. [112] in combination with a Finite Volume method and a Discrete Element
method. The Finite Volume method is computed on a Cartesian grid, using high-
order upwind fluxes [25] calculated with a Lax-Wendroff approach. The Discrete
Element method (Chapter 3) is a particle method for elastodynamics, in which
particles interact through forces and torques yielding the macroscopic behaviour of
the assembly. Both methods being time-explicit and computationally expensive, we
require that the coupling algorithm be explicit too. We have already developed a
conservative explicit coupling algorithm between the Finite Volume method and an
undeformable solid in Chapter 4, and we extend the results to the deformable case
here.

When dealing with incompressible fluids, a possible cause of instability of the
numerical scheme is the so-called “added-mass effect” as first pointed out in [86]. A
stability criterion for the explicit staggered coupling has been derived in [18], which
implies the instability of the coupled fluid-structure system as the density ratios of
the solid and the fluid are close to 1. The use of an implicit [18] or semi-implicit [45]
coupling scheme improves the stability criterion. For compressible fluids, it has been
found [59] that for very light solids (with solid density of the order of 10~2 that of the
fluid), the explicit coupling strategy becomes unstable, generating spurious pressure
oscillations at the solid boundary which can result in the fluid pressure becoming
negative. For our intended applications (the effect of an air or water shock wave on
a concrete structure), such density ratios will not be encountered and it seems safe
to use explicit schemes.

This chapter is organized as follows. In section 5.2, we describe the general
architecture used and the main points which change with regard to the undeformable
case. Details of the time-integration of the solid angular velocity in the coupling
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scheme have been modified from Chapter 4. The solid boundary reconstruction is
presented, and explicit, predictor and semi-implicit strategies are introduced for the
evaluation of the surface of the boundary elements. We show that only the semi-
implicit approach is able to recover at the same time consistency and conservation
of energy. In section 5.3, we prove that the semi-implicit algorithm converges with
geometric rate under a CFL condition, which, under the assumption that the solid
density is larger than the fluid density, is less restrictive than the fluid CFL condition.
In section 5.4, we prove that the modification of the solid angular velocity allows the
exact conservation of a discrete energy for the coupled system in the undeformable
case in two dimensions, and a quasi-conservation in three dimensions. Numerical
results are then analyzed in section 5.5.

5.2 Coupling algorithm

5.2.1 General coupling architecture

We use the same explicit architecture as in Chapter 4. The fluid fluxes are
precomputed and we denote by p, and p, the mean pressures used in the x and~y
directions. The fluid forces F £ acting on a solid planar boundary F of surface Sr
and normal vector nr are equal to the force of these pressures on the surface in
contact with fluid :

Fr e, = —p,Sri% (5.1)

Fr-e, = —ﬁygfﬁg_— (5.2)

The solid is then advanced in time : internal forces are computed based on the
position of the solid particles and the position of each particle (submitted to a
constant external fluid force) is integrated using the Verlet scheme for translation,
and the RATTLE scheme for rotation (Chapter 3). The volume fractions of solid
in fluid cells agﬂ and surface fractions of solid on cell interfaces x"*! can then be

computed using the new position of the solid boundary. The fluid fluxes are modified

n+1 n
7

using « a”, k"1 the pressures p, and p, and the velocity of the boundary in
order to enforce the conservation of fluid mass and of the total momentum and

energy of the system (Chapter 4).

We recall the solid integration scheme for particle I used in Chapter 4 :

n+3 n At n n
Vi = Vi g (R F) (5.3)
el
X0 = X7 4 ALV, (5.4)
n+3 n At n n n At nAn
Py 2 =P+ TJ( T+ M7 QT + 7A1Q1 (5.5)

1
Qi = Qp + AP 2D; ! (5.6)
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with A7 such that (Q7T1) Q! = | (5.7)
ntl At
VI = VT R F (538)
n At At At -
Pn+1 — P +2 4+ = (Mn—i-l)Q'}H—l 4 ( )Qn—i-l /\n+1Qn+1 (59)

with A7+ such that (Q7+1) PrHID; ! 4 DL (PPHH Q! =0, (5.10)

where F;; and M ; denote the interior forces and torques applied on particle I
and F; y and M ¢ are the fluid forces and torques applied on the particle.

In order to preserve the energy exactly in the coupling scheme with an under-
formable solid, we give a new definition of the velocity of the centroid of boundary

F at time (n+ 3)At, V , which replaces equation (4.24) :
V2 = V™ 4 Qe A (X — X7 (5.11)
and where we define the angular velocity Q"3 at time (n+ %)At using the relation :
@) = P @ @ (5.12)

We prove in Lemma 4 (page 111) that Q"3 is well-defined by (5.12).

This new formulation allows us to obtain a result concerning the exact discrete
conservation of energy in the case of an undeformable solid in two dimensions (see
section 5.4). Let us note that in the case of a deformable solid without fluid coupling,
the time-integration scheme does not ensure the exact conservation of the discrete
energy. Like many symplectic schemes, it only preserves an approximate discrete
energy (whose expression cannot be found in general for a nonlinear potential) over
long-time simulations. This induces fluctuations of the discrete energy of the solid
around a mean value. Interactions between these numerical fluctuations of the dis-
crete energy and the conservative fluid and coupling scheme could therefore take
place. However, we observe in the numerical results that this is not the case and
that the overall conservation of energy for the system is quite satisfactory.

The other differences with the undeformable case presented in Chapter 4 are the
reconstruction of the solid boundary around the particle assembly and the integra-
tion of the boundary’s surface Sz and normal vector fiz. In the undeformable case,
the exphc1t choice for S and fir was trivially S7 7 and n’. Let us stress that any
choice for Sz and fir can be made without affecting the conservation of energy, as
long as consistent choices are made. However, that choice affects the accuracy of the
numerical method as a whole. We discuss in the subsequent sections the choice for
the boundary reconstruction technique and for Sz and .
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Initial configuration of the particles and the nodes

Configuration of the particles, the nodes and the reconstructed
boundary at time nAt (in red)

Fi1G. 5.1 — Reconstruction of the solid interface from the position of the particles

5.2.2 Deformed boundary reconstruction

The Discrete Element method consists of particles linked with cohesive forces and
torques. If we keep a description of each particle as undeformable, the particles can
overlap or become separated by small gaps as the solid is compressed or stretched.
However, physically, no fluid should penetrate into the numerical gaps between the
particles as the solid is cohesive. We therefore resort to the reconstruction of a
continuous interface around the particle assembly, as close as possible to the actual
displacement of the particles.

Several choices for the reconstruction are possible. For the sake of simplicity, we
have explored here one option : the reconstructed interface is a polyhedral set with
vertices obtained from a transformation of the vertices of the Discrete Elements
lattice at time 0. Let us consider a vertex a; of the initial Discrete Element lattice :
it supports several polygonal boundaries of one or more polyhedral particles. Let us
denote Py, the set of particles which share the vertex a; and #7P,, the cardinality
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\[Domain of integration of Aw}}

n+1
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[Solid boundary at t = (n + 1)At}
\

[Solid boundary at ¢t = nAtJ

F1G. 5.2 — Update of the boundary and computation of the Aw’

of set Pa;. We define the mean vertex aj' corresponding to a; at time nAt as the
average of the positions of vertex a; under the rigid body motion of each particle in
Pa. :

Z =n 1 n n 0
a; = P I;; (X7 +QF - (ai — X7)) (5.13)

The reconstructed interface at time nAt is the set of the polygons supported by
the (@]'); such that the (a;); support a polygonal interface of the Discrete Elements
in contact with fluid. Such a construction of the interface is straightforward in two
dimensions. A typical boundary reconstruction is shown in Figure 5.1. In three
dimensions, it is generally not possible to ensure that the @} of a planar face remain
coplanar. In this case, the polygon can be subdivided into triangles, the additional
vertex being the centroid of the polygon. The reconstructed interface is the set of
the triangles supported by the vertices at time nAft.

Let us note that in the case when the solid amounts to one undeformable par-
ticle, the position of the vertices @} coincides with that of a; under the rigid body
movement. As a consequence, the results obtained in the undeformable case still
hold.

In the same way as in Chapter 4, we define a mapping from the interface at time
nAt to its position at time (n 4+ 1)At. We assume that the interface behaves as an
extensible elastic surface and that the points on the interface move as the surface
stretches or shrinks. If a triangular element of surface is supported by vertices aj,
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as and ag and we express point x of the surface at time nAt as a barycenter :

X = alﬁ? + Oégﬁg + Oégﬁg (5.14)
ay,ag,a3 >0, ap+as+ag=1, (5.15)

the map ®,, from the interface at time nAt to the interface at time (n + 1)At can
be defined as :
®,(x) = aqal ™ + agay ! 4+ azayt! (5.16)

The algorithm for the partitioning of the solid interface into boundary elements F
is presented in Figure 5.2.

5.2.3 Evaluation of the fluid pressure forces

Due to the deformation of the solid, the surface of each boundary element F
evolves during the time-step. In order to ensure the conservation of momentum and
energy of the system, we need to use the same surface area Sz and normal vector
nr during the time-step for the computation of solid pressure forces and for the
modification of fluxes. On the other hand, the preservation of Galilean invariance
involves the following geometric conservation laws in cell C :

S
rgt =R Y —fﬁ”} (5.17)
]—‘EC
PR Axnf (5.18)
FecC

We propose three different methods for the evaluation of Sr and fiF : an explicit
method, a predictor method and a semi-implicit method. We compare their perfor-
mance in the sequel.

5.2.3.1 Explicit method

The explicit method does not differ from the method exposed in Chapter 4. We
take Sy = S% and ny = n’ for each boundary element. In the case of a rigid body
in translation, conditions (5.17) and (5.18) are satisfied exactly, but this is no longer
the case for a deformable solid. We therefore expect pressure fluctuations near a
solid boundary deformed tangentially, whereas the slip boundary conditions should
not yield such behavior.

We could satisfy exactly conditions (5.17) and (5.18) using " instead of k"1

in the flux modification step. However, this solution seems to lead to instabilities as
the boundary crosses cell faces. For newly covered cells, the left hand-side of (4.29)
is equal to zero, whereas its right hand-side is not, using " instead of x"*!. This
might explain the instabilities observed. We do not resort to that modification of
the algorithm.
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5.2.3.2 Predictor method

In order to reduce the pressure fluctuations of the explicit method, we need to
accurately predict the area and normal of the surface at time (n 4+ 1)At. We also
favour the fact that the method should remain explicit in time, in order to avoid a
costly implicit resolution of the solid. To that end, we propose the following explicit
method using a simple predictor for Sy and nr.

We define the mean velocity vy of vertex a; as the average of the velocities of
particles supported by a; :

n 1 n | -
Va, = > (Vi+PiD7" - (ai = X})) (5.19)
7 Pa; I€Pa,

and we predict a new position a; for each vertex at time (n + 1)At :
a;, =a; + Atvy, (5.20)

The surface Sz and normal fiiF are computed on the polygon supported by the (&;);.
This method still does not satisfy exactly conditions (5.17) and (5.18). However,
results should be improved compared to the explicit method. Indeed, in the case
when the surface deformation rate is constant, conditions (5.17) and (5.18) can
be satisfied exactly. The pressure fluctuations only originate from the acceleration
terms during the time-step.

5.2.3.3 Semi-implicit method

Conditions (5.17) and (5.18) can be satified exactly by taking Sz = S%H and
nr = ngﬂ. Such an option leads to solve the solid with an implicit procedure which
could be computationally expensive. We choose a semi-implicit procedure which only

computes the position of particles in contact with fluid.

In order to reduce the computational cost, we precompute the internal forces
between particles, as this is the most time-demanding step of the Discrete Element
method. This computation is based on the position of particles at time nAt and
the internal forces are fixed throughout the iterative procedure. In the same way,
the fluid pressures p, and p, have already been computed and remain fixed during
the iterative procedure. For the particles in the outer layer of the solid (in contact
with fluid), we compute the fluid forces exerted by the fluid pressure on surface Sy,
advance the position of the outer layer of particles with the internal and external
pressure forces and update surface Sz and normal fir. We iterate the process until
convergence is reached. Let us note that the procedure is more efficient than a global
implicit method : the iterative procedure only involves the computation of positions
of particles located in a limited space (typically one dimension smaller than the
solid and fluid computation spaces). In addition, the expensive computation of the
internal forces does not need to be carried out at each iteration : the only operations
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involved are the inexpensive computation of fluid pressure forces, increment of the
particle position and reconstruction of the boundary. We assess the efficiency of the
semi-implicit method in section 5.5. We also prove in section 5.3 that under a clas-
sical CFL condition on the time-step, the iterative fixed point procedure converges
at a geometric rate.

(X", Q, v, P p", u”, p"
(2) Computation (1) Computation
of internal forces of fluxes f%
and torques

B

\'@

Y
?717 fwaﬁx7ﬁy

Iterative compu-
tatlon of §ntl

(3) Fpp Mis
_ (5) Boundary update, (6) Fluid update
(4) Solid update a1 entl gntl
[Xn-i-l’ Qutl vl pntl [pn+1’ utl pn+1]

Fi1G. 5.3 — Structure of the semi-implicit scheme

The general structure of the semi-implicit scheme is presented on Figure 5.3.
The most computationally expensive steps are steps (1) and (2). Let us note that
these two steps are independent. The rest of the procedure is localized on the solid
boundary and the fluid cell layer and solid particle layer in contact with the interface.
The parallelization of the procedure with domain decomposition (in fluid and solid)
should therefore be scalable.

5.3 Convergence of the fixed-point procedure

5.3.1 Notations

Let (X™F QuF) = ((X?k,Q?k)>I be the field of positions of particles I of
the solid at the k-th iteration of the fixed-point procedure of section 5.2.3.3. Let
(XnhtL QrA+l) = £(X™* Q™) be the k + 1-th iteration. The procedure is initia-
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lized with (X™0, Q™Y) = (X", Q"). f can be expressed as follows :

At At

n k n n,k

=iy 5 Flit —QmIFLf (5.21)
X?]’L,k‘"‘l Xn ﬁtvn k+1 (522)

At At At
n,k n - n n . n n,k~n

P = P74 ZJ( 1.)Q7 + TJ(M f) I+ AI Q7 (5.23)
Q?»k-i-l Q?Il Atp?vlﬁ‘lDI—l (5.24)

where F” and M” denote the internal forces and torques on particle I at time nAt

and F}’ and M7 denote the pressure forces and torques of the fluid on particle
I at tlme nAt and at the k-th iteration of the fixed-point procedure.

In three space dimensions, let us denote F € (aj,ag,as) a boundary element
included in the triangle supported by vertices a;, as and asz. We suppose triangle
(a1,a2,a3) to be oriented (the normal vector going from the solid to the fluid) and
non-degenerate. The surface and unitary normal of triangle (aj, ag,as) are given
by :

Spk gk Lk _gniky o gk _gniy (5.25)

aljazas a1('325‘13 2

where the average position of the vertex ﬁ?’k is given by :

—-n, 1 n n
At = e > (X QP e - X)) (526)
A [€Pa,

As the boundary element F is included in the triangle, the normals coincide : n?_-’k =

nk,as. The application @, ,(x) is defined as in (5.16) :
®, 1(x) = alﬁ?’k + asay’ ky aszay’ ok (5.27)

®, 1(x) is used to compute the position of the boundary element F at the k-th
iteration in the same way as ®,,(x) for the position at time (n + 1)At. Let us note
that this application ensures the following relation of surfaces :

S%

n,k n

SE = TSk, (5.28)
ajasas

For the sake of simplicity, we suppose from now on that p, =p, =p, =Dp. This
assumption is not necessary to the proof, but greatly simplifies the presentation.
Note that the mean pressure on each boundary is constant during the iterative
process. We define the fluid pressure force F?]’f on particle I :

Fnk’ ZFn /c’ Fnk _p}_Snk n,k (529)

ILf —
Fel

and the fluid pressure torque M;Ljf on particle I :

n,k
My =>"Fp — XM (5.30)
Fel
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We now denote p the mean pressure for triangle (a;,ag,as) :

Sn
p= Y L _5r (5.31)

n
Fe(ar,ag,ag) 218283

We define, for a vertex a, the displacement §Z’k(X, Q) of the vertex between the
position at time nAt and the k-th iteration :

1

n,k _
a (XvQ)_ #pa

3 (XZ’k X5+ QY - QY) - (a- X(})) (5.32)
JEPa

Then a™* = a” + ¢2F(X, Q), and using (5.28),

At?

K41 ,

X = ?4'% E Filha (X, Q) (5.33)
I (a1,a2,a3)el

where C7 is a constant with regard to k :

I = I + Atvl + Tﬂll I (534)

n 1_ n n n n n n n n
Faﬁigag (Xa Q) = ip (3.2 —aj + faék - aik) A (83 - + éag:k - a{k)] (Xa Q)
(5.35)

We denote hg the size of the solid particles. Let us now prove that function f is
contracting for the following norm :

IX, Q)lloo = max IX; = Y| + hs max [Qs — Ryl (5.36)

5.3.2 Estimate on the position of the center of mass
Let (X, Q) and (Y, R) be two position fields on the particles. As

hs > max (|laz —a1l],[Jag — a1, ||az — az||), (5.37)
(a1,a2,a3)

we have :

HFZilggag (Xa Q) - ngkagag (Ya R)H
< 2p (-4 2 (G54 X, QUL IR (Y, RIID ) ma €54, Q) — E24(Y. R
(5.38)
Using the expression of §Zjik (5.32),

lea (X, Q) — En (Y, R < [|(X™F = Y™F, Q% — R™)| (5.39)
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Using the solid CFL condition :
€25 (X, Q)| < hs (5.40)
which implies :
P as (X, Q) = Fiha, (Y, R < 6P| (X = Y™F,QUF — R™F) |l (5.41)

aijazas ajazas

As a result,

n,k+1 n,k+1 BhSAtQ — n,k n,k An,k n,k
e ST BIlXmE -y QU - R (5.42)
(a1,a2,a3)€l

5.3.3 Estimate on rotation

In the same way, for rotation,

At?

Q=T+ == > (M (X, Q) +2A7H)QpD; ! (5.43)
Fel
where '} is given by :

n n ny—1 At2- n nry—1

7 =Qf +AtPTD; " + TJ( 7.)Q7D7 (5.44)
n Sn n n n
MEE(X,Q) = o T FEH (X, Q) A (X3 — XY (5.45)
Sala2a3

Let us note that

X5 = Y3 < max [€45(X, Q) — 2H (Y. R < (X7 = Y™, @ — R
(5.46)
X5 = X7E) < by (5.47)
Using the bound on the force (5.41), we obtain :
n
[ MG (X, Q) = MEH (YR < 1055 —Prhf (XM = Y™, Q4 = R™) oo
ajasas
(5.48)
Note that due to the construction of the Lagrange multiplier /\?’k7 there exists a
constant C such that :

INPH(X, Q) — APH(Y,R)|| < CIMBE* (X, Q) — M (Y, R)| (5.49)

In the end,

nk+1 i1 5(1 + 2C)h2AL
lQp =Ry < 25

HD[—IH Z m‘(xn’k_Yn’k,Qn’k_Rmk)Hoo
(a1,a2,a3)€l

(5.50)
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5.3.4 End of the proof and remarks

As a result,

“(Xn,k+1 . Yn,k+1’ Qn,k:Jrl . Rn,k+1)HOO

3hs  5(1+20)h3, e nk o n
s( LR b A2 YT B - YR QR o,

my 2

(a1,a2,a3)el

(5.51)

We now suppose that the particles have a maximal aspect ratio : there exists o4 the
minimal inscribed sphere such that

o5 = mJinsup {R>0s.t. B(x,R) C J} (5.52)
x,R

Using the mass and inertia of a sphere of radius o5 and of the same density ps as

the solid, we obtain

47 47
mr > ?Pﬂf? |Dy]| > 1—5pso§ (5.53)

. - h h .
For a given aspect ratio 7, we note K(7*) as :

. <h> _ 9 hs  T5(1+20) (h) (5.54)

O 47 oy 8 O

Then for At satisfying the CFL condition :

he\ At? D
K (J) T Yoo =<, (5.55)

(a1,a2,a3)el Ps

the map f is contracting with respect to the norm [[(X, Q)|/cc-

Let us comment on condition (5.55). We note that for a given aspect ratio of
the particles, the condition on time-step At is proportional to the minimal solid
space discretization step os. Let us also note that the constant involves the ratio
p% : if the solid density is assumed to be larger than the fluid density (which will
be the case in most of our intended applications), % is less than the square of
the maximal fluid velocity ¢?. The condition is compatible with the stability results
found in [59] : a very small solid density induces numerical instabilities of the overall
explicit coupling strategy. As our bounds on K have been very pessimistic, we can
then expect that condition (5.55) is in practice less restrictive than the fluid CFL
condition for physical density ratios. We have verified this on numerous simulations,
in which the fixed point procedure always converged in less than 7 iterations, where
the following criterion of convergence is chosen in the numerical simulations :

n,k+1

k k41 k k41 k
LIV =V IQETT = QI IPTT =PRI <€

(5.56)

K41 k
ma (| X — X7

where e = 10712,



110 Chapitre 5. Coupling with a deformable solid

5.4 Exact conservation of energy for the undeformable
solid

Let I be a solid undeformable particle. In this section, we omit the subscript [
as there is only one particle. No interior forces exist in the solid. Denote £ the solid
energy at time nAt :

&

1 1
= SmV" 2+ S (P”D*l(P”)T) (5.57)
In the sequel, we use the following lemma :

Lemma 2 Let A and S be respectively skew-symmetric and symmetric matrices.

Then tr(AS) = 0.

The proof of the lemma is straightforward. Developing £7*! using equations (5.3)-
(5.10), we obtain :

1 1 T
Tt = Cml[ VP + AFG -V 4 <Pn+éD—1<Pn+é) )

+ %tl‘ <j(M§cL)Qn+1D—1(Pn+;)T> + %tl‘ (Pn+1D—1(Qn+1)T7\n+1)
At? Antlant+ln—1/An+1\T Ant1 At? : mantlpn—1/an+1yT: n
(5.58)

Using Lemma 2, (5.10) and the symmetry of A"t the fifth term of the right hand-
1
side is equal to 0. Developing P"*2, we obtain :

1 1
et = Sml[ VPP + AFF - VS 4 e (PPDTH(PY)T)

At At

1. T
+ ?‘EI‘ (j(M?)Qn+1D_1(Pn+2) > + ?tr (PTLD—I(Qn)TAn)

2 2
+ %tr (AnQnD—l(Qn)TAn> _ %tr (An+1Qn+1D—1(Qn+1)TAn+1> (5.59)

Again, applying Lemma 2, (5.10) at time nAt¢ and the symmetry of A" | the fifth
term vanishes.

We now prove a technical result on the trace of the Lagrange multipliers :
Lemma 3

AtQ nAnH—1 n\Tan At2 Ant+tlAantln—1 n+1\ I'Rn+1
Ttr(l\QD (Q)/\)f?tr</\ QD1 (@A )

- L (ont+l _ onyontl nT
= ot (J(ﬂ Q")Q"*+DQ ) (5.60)
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Proor  Using equations (5.5), (5.6), (5.9) and the fact that the Lagrange multi-
pliers are symmetric matrices, we obtain the following expression for A" and A"*! .

2 2
A" — n+l _ om\pQ"T _ prQnT .61
At? @Q Q")bQ At Q (5.61)
. 2 2
At — _At2 (Qn+1 - Qn)DQn+1T + Ktpn—i—lQn—HT (562)

Inserting these equalities in the trace and using Lemma 2 and the constraints on P™
and P"*1 the difference can be written :

2
r <AnQnD71(Qn)TAn> o A8t tr (An+1Qn+1Dfl(Qn+l)T/'“\n+1>
_ 1 n+l __ An n+l _ pn T
= ot (@ =@ (Pt =P (5.63)

The final result is obtained by inserting the relation giving the angular velocity "

8

in terms of P™ :
i@ =p'D'Q"" (5.64)
O

Let us note that equation (5.6) and Lemma 2 imply :

S <j(M?>Q”“D‘1<P”+5)T> = <j(M}L)(Q” + Q”+1)D—1<pn+;)T>
(5.65)

We now prove the following lemma :

Lemma 4 P”JF%D_l(Q” + Q”H)T is a skew-symmetric matriz, so that we can de-
1
fine the angular velocity vector Q"2 at time (n + %)At by :

1
J(Qn—i-%) — §Pn+%D—1(Qn + Qn—i-l)T. (566)
PROOF  Let us note that :
1
Pn-&-lD—l — _— (ont1l _n 567
Dl - L@ Q) (567
It follows that :
1
Pn+%Dfl(Qn + Qn+1)T — E(QnJrl o Qn)(Qn 4 Qn+1)T (5.68)
1
_ E(QH—H(Qn)T o Qn(Qn—H)T) (5.69)
which proves the result. O

It is straightforward to see that :

tr (j(M;%)j(m%)) — oM} Qs (5.70)
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In the end, we obtain the variation of the discrete solid energy in terms of the
fluid forces and torques and of the velocity of the solid at time (n + 3)At :

1
EML = E1 4 AtF} - V'3 £ AtM}- Q"3 4 N

ot (j(Q"+1 — Q")Q”“DQ”T)

(5.71)
Note that in two space dimensions, the last term vanishes due to the commutation of
the rotation matrices and of matrix D. On the other hand, the works of fluid forces
and torques exactly cancel with their discrete conterpart in the fluid integration
scheme already computed in section 4.5.1.

We have therefore proved the exact conservation of a discrete energy for the
coupled system in the case of an undeformable solid in two space dimensions. In the
three-dimensional case, the conservation is not exact anymore. However, the discre-
pancy is limited : the product Q*"t'DQ"T is almost symmetric when the rotation
matrices are close, and the term j(Q®T1 — Q) is of the order of At. We therefore
have a quasi-conservation in that case.

5.5 Numerical results

5.5.1 Tangentially vibrating rod

This case is a prototypical example of the inconsistency of the explicit and pre-
dictor schemes in the case of a tangential deformation of the solid boundary. A 2
meter long and 1 meter large rectangular rod is surrounded by gas at constant state
(p,u,p) = (1.4 kg.m 3,0 m.s~1, 1 Pa). The rod’s Young modulus and Poisson ratio
are /= 7000 Pa and v = 0. The rod is discretized with 10 Discrete elements in its
length : the two extremal elements are fixed, and the other 8 elements are submitted
to an external force F = 0.25Fe, while ¢ is less than 0.05 s. The computation is
carried out over 0.5s.

Physically, the rod should exhibit internal deformations, with both ends remai-
ning fixed. As the Poisson ratio is v = 0 and the force is directed along the axis of the
rod, no normal deformation should occur at the surface of the rod. Only tangential
deformations of the surface appear on both lateral sides of the rod. As a consequence,
the tangential deformation of the boundary should create pressure oscillations for
the explicit scheme, while the tangential deformation acceleration should yield smal-
ler pressure oscillations for the predictor scheme. On the contrary, we expect the
semi-implicit scheme to exactly preserve the constant state. This is precisely what
is observed in Figure 5.4. The error for the explicit scheme grows faster when the
velocity of the particles is the largest, whereas the error growth for the predictor
scheme occurs when the particles accelerate or decelerate (in phase opposition with
the explicit scheme). The predictor scheme does improve the error generated by the
explicit scheme. However, only the semi-implicit scheme is able to eliminate totally
the error (up to numerical errors caused by the incomplete convergence of the fixed
point).
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F1G. 5.4 — Evolution of the L'-error in pressure of the explicit, predictor and semi-
implicit schemes

5.5.2 Clamped beam

Consider a 4 meter long and 2 meter large canal, with fixed solid boundaries at
the top and at the bottom. A beam is clamped at the bottom of the canal, its center
is located at x = 2m. The beam is 0.2857 m wide and 1m long. Periodic boundary
conditions are applied to both ends of the canal. Initially, the gas in the canal
forms a double shock tube : the state is (p,u,p) = (8 kg.m 3,0 m.s~!,116.5 Pa)
if 0 <z < 1.5m, (p,u,p) = (1.4 kgm=3 0m.s7!,1 Pa) if 1.5bm < = < 4m. The
beam’s density and Young’s modulus are ps = 100kg.m~3 and E = 7000Pa, with
a Poisson ratio v = 0. The fluid domain is discretized with 400 x 200 elements
(Az = Ay = 1072 m) and the beam is discretized with 14 x 50 square elements
(hs = 2x 1072 m). We show the pressure profile in the beam and in the fluid at time
t = 0.08s computed with the semi-implicit scheme in Figure 5.5. On the left of the
beam, we observe the primary reflected shock followed by successive compression
waves induced by the multiple reflections of the shock wave inside the beam.

We compute the L! error on pressure of the explicit and predictor scheme with
regard to the semi-implicit scheme, and plot its evolution in time over 4 seconds in
Figure 5.6. As expected, the error is more important for the explicit scheme than
for the predictor scheme and it is cumulative. The choice of a semi-implicit scheme
rather than the explicit or predictor scheme is therefore justified, in combination
with the “consistency” property noted in section 5.5.1. We note that the CPU costs
are the same for the explicit, predictor and semi-implicit schemes in this case.
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F1a. 5.5 — Pressure profile in the beam and in the fluid at time ¢ = 0.08s (50 contours
in the fluid from 0 to 160Pa)

In the case of a deformable solid coupled with the fluid, we have seen that no
exact conservation of energy for the system can be proved. The energy conservation
error of the system for the semi-implicit scheme is shown in Figure 5.7. The energy
errors of the explicit and predictor schemes are similar. In comparison, the evolution
of the solid energy is presented in Figure 5.8, as it corresponds to the energy transfer
between the solid and the fluid. We observe that the ratio between the energy error
and the energy transfer is of the order of 107°. This fluctuation of energy is not
linked to the convergence criterion, as it is does not depend on the choice of the
semi-implicit, explicit or predictor scheme, but originates from the fluctuation of
the discrete energy in the symplectic scheme. However, we observe no energy drift
during the simulation. This shows that the approach chosen still ensures an excellent
long-term conservation of the energy of the system in the case of a deformable solid.
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Fia. 5.8 — Evolution of the solid energy for the semi-implicit scheme
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5.6 Conclusion

We have developed a coupling strategy between a deformable solid modelled
with Discrete Elements and a compressible fluid approximated with Finite Volumes,
inspired from the explicit coupling scheme with an undeformable solid (Chapter 4).
In the case of a deformable solid, different approaches have been explored for the
computation of the solid boundary surface and normal : explicit, predictor and semi-
implicit algorithms have been proposed. The exact conservation of energy for an
undeformable solid in two space dimensions is proved for the three schemes, and the
numerical results show little conservation error in the deformable case. However, the
explicit and predictor schemes are unable to recover consistency due to the explicit
and conservative nature of the overall coupling algorithm. On the contrary, the semi-
implicit algorithm retains consistency without impairing the numerical efficiency of
the method. We therefore recommend the use of the semi-implicit version of the
algorithm. We have proved the convergence of the fixed-point involved in the semi-
implicit scheme with geometric convergence rate. The extension of these results to
contact and fracturation requires the adequate reconstruction of a solid boundary
around the solid assembly and of a map from the position of the boundary at time
nAt to its position at time (n+1)At. In the same way as we have been able to extend
the coupling scheme from an undeformable to a deformable solid, the extension to
fracturation and contact phenomena should therefore be possible.






CHAPITRE 6

Résultats numériques

Dans ce chapitre, nous considérons des cas de validation de nos résultats en deux
dimensions d’espace. Nous comparons tout d’abord nos résultats avec des résultats
numeériques [115, 116] sur le cas du flottement d’une plaque mince dans un écoule-
ment supersonique, et la détermination de la limite de stabilité. Nous considérons
ensuite deux cas de validation expérimentaux : I'ouverture d’une porte par un choc
droit et les oscillations d’une plaque déformable impactée par une onde de choc.

6.1 Flottement d’une plaque mince dans un écoulement
supersonique

Ecoulement fluide non visqueux
supersonique
Moo, Pso, Poo

Fluide au repos
P=P,

Plaque encastrée

FiG. 6.1 — Schéma du probléme de flottement

Nous étudions tout d’abord le probléeme de flottement d’une plaque mince dé-
formable dans un écoulement supersonique étudié dans [115, 116]. Le probléme est
symptomatique du flottement d’une structure (aile d’avion, plaque du fuselage) en
interaction avec un écoulement supersonique. Une plaque mince est encastrée & ses
deux extrémités dans une paroi droite horizontale. La pression sous la plaque est
constante et a pour valeur la pression P, de I’écoulement libre, tandis qu’un écoule-
ment supersonique & nombre de Mach M, est produit au-dessus, comme représenté
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sur la figure 6.1. Une analyse de stabilité linéaire utilisant une hypothése de pe-
tits déplacements pour la plaque permet d’évaluer la limite de stabilité du systéme
couplé, pour une plaque de rapport d’aspect infini. Le probléme considéré ici est
le méme que dans [115, 116] : une plaque de longueur L = 0,5 m, d’épaisseur
h =1,35.10"2 m, de module d’Young FE = 7,728.10'° Pa, de coefficient de Poisson
v = 0,33 et de densité ps = 2710 kg.m ™3, en interaction avec un fluide parfait non
visqueux de densité poo = 0,4 kg.m ™3, de pression Py, = 25714 Pa et s’écoulant
a4 un nombre de Mach M. La plaque est perturbée autour de son second mode
propre. Pour ces données, la limite de stabilité théorique dans une analyse simplifiée
intervient a Mo, = 2,2686. Numériquement, {115, 116| trouve un nombre de Mach
limite compris entre 2,23 et 2,24.

Nous avons simulé le méme probléme pour les nombres de Mach 2,23 et 2,24. Le
domaine fluide utilisé s’étend sur 0,05 m en amont et 0,25 m en aval de la plaque, et
0,05 m sous la plaque et 0,45 m au-dessus. Nous discrétisons le domaine fluide avec
80 x 50 cellules, soit un pas de discrétisation de 0,01 m. Notons que I’épaisseur de
la plaque est inférieure au pas de discrétisation. Cependant, la plaque étant située
exactement sur les interfaces entre deux couches de cellule, nous pouvons assurer
qu’il n’y a pas de fuite de fluide & travers la plaque. De plus, cela sera le cas tout au
long de la simulation, les déplacements verticaux de la plaque étant petits devant
I’épaisseur de la plaque. Nous discrétisons le solide avec une seule particule dans
I’épaisseur et 90 particules dans la longueur de la plaque. Les deux particules des
extrémités sont bloquées en translation et en rotation pour reproduire les conditions
d’encastrement.
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FiG. 6.2 — Comparaison du déplacement vertical en x = 0,35 m de la plaque dans
un écoulement My, = 2,23 (stable) et My, = 2,24 (instable)

Nous représentons sur la figure 6.2 le déplacement vertical de la plaque au point
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x = 0,35 m (compté a partir du bord d’attaque de la plaque) pour des vitesses
d’écoulement de nombre de Mach 2,23 et 2,24. Nous pouvons observer, comme dans
[115, 116], que le mouvement de la plaque reste stable pour My, = 2,23, tandis
qu’il devient instable pour My, = 2,24 (croissance continue de 'amplitude du dé-
placement au cours des cycles). La limite de stabilité du systéme est donc observée
pour un nombre de Mach compris entre 2,23 et 2,24 comme dans [115, 116], ce qui
est proche de la limite théorique de stabilité de 2,2686. Notons que la conservation
de ’énergie par le systéme est cruciale pour I'obtention correcte de cette limite de
stabilité.

L’écoulement utilisé comme condition initiale est ’écoulement stationnaire au-
tour de la position fixe de la plaque perturbée, présenté sur la figure 6.3. La figure
6.4 présente ’écoulement obtenu lors du phénoméne de flottement, aprées avoir laissé
la plaque libre d’osciller. Ces profils de densité normalisés par la densité ambiante
sont en bon accord avec ceux présentés par [115]. La figure 6.5 représente le mode
de flottement de la plaque. Celui-ci est en bon accord avec le mode présenté dans
[115], méme si le pic en z = 0,35 m semble moins prononcé dans nos calculs. Nous
attribuons cette différence au traitement des conditions aux limites d’encastrement.
En effet, le fait de bloquer les deux particules extrémes a pour effet de diminuer la
longueur effective de la plaque et donc de la rigidifier. Cela explique les différences
de Tordre de 3% observées dans les fréquences propres de la plaque, ainsi que les
amplitudes d’oscillation moindres.
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0 0.9994
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Fi1G. 6.3 — Profil de densité adimensionnée au-dessus de la plaque : écoulement initial
sur la plaque perturbée (marquée en noir)
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Fi1G. 6.4 — Profil de densité adimensionnée au-dessus de la plaque : écoulement sur
la plaque en flottement (marquée en noir)
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Fia. 6.5 — Mode propre de flottement de la plaque
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6.2 Comparaisons expérimentales

6.2.1 Owuverture d’une porte par un choc incident

Dans cette section, nous comparons nos résultats numériques avec les expériences
réalisées par Laurent Biamino et al. & PTUSTT (Université de Provence/CNRS) pré-
sentées dans [12].

Le probléme industriel a l'origine de I'expérience est le systéme de sécurité des
moteurs d’avion. Dans un moteur i réaction, des ondes de choc peuvent apparaitre
qui menacent d’endommager le systéme mécanique et peuvent affecter les perfor-
mances. Il est alors important de prévenir les augmentations de pression soudaines
dans le compartiment du moteur. Pour cela, une valve de sécurité est utilisée pour
permettre & l’air sous pression de s’écouler en partie hors du compartiment. Il s’agit
donc de comprendre comment interagissent la valve et I’onde de choc incidente pour
pouvoir prédire les éventuels dégats causés a la structure de ’avion.

6.2.1.1 Description du dispositif expérimental

pigital sc0PE?

Light sourc® g *ﬁx]ﬁﬁnm conditione!
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F1a. 6.6 — Dispositif expérimental utilisé (repris de [12])

La figure 6.6 reprend la description du tube & choc de section intérieure carrée
80 x 80 mm utilisé & 'TUSTI. Ce tube & choc peut créer des chocs de nombre de
Mach compris entre 1,1 et 5, mais pour des raisons de sécurité (sortie du choc par
Pextrémité ouverte du tube), le nombre de Mach est limité & 1,25 dans expérience.
Le tube est fermé d’un co6té, et & I'autre extrémité se trouve une porte fixée par une
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charniére. La porte peut s’ouvrir librement en pivotant autour de ’axe horizontal
de la charniére. Le montage de la porte est présenté sur la figure 6.7 en position
ouverte. On note 0 I'angle d’ouverture de la porte. La position initiale de la porte est
en configuration fermée (6 = 0), et elle est bloquée en rotation par une bande Velcro
deés que l'angle 0 atteint 90 degrés. La longueur totale du tube entre 'extrémité
fermée et la porte est de 4,034 m.

ChoWQm

F1G. 6.7 — Schéma de la porte a lextrémité du tube a choc (repris de [12]). Les
dimensions sont données en mm

L’origine de l'axe du tube est fixée a lextrémité fermée. Quatre capteurs de
pression sont placés le long du tube, aux distances suivantes (en mm) : C; (3630),
C7 (2630), C1g (615) et Cyo (265). Le diaphragme permettant de créer le choc est
placé & 750 mm. Trois capteurs sont placés & proximité de la porte (Cpottom, Ctop €t
Cside) & 4024 mm, respectivement en bas, sur le coté et en haut du tube. Un capteur
est positionné au centre de la porte (Cqpor)-

Afin d’étudier 'effet de l'inertie de la porte sur son ouverture, deux portes diffé-
rentes sont considérées. La premiére, en aluminium, est la plus légére. Sa masse est
de 0,376 kg et son moment d’inertie (par rapport & la charniére) de 1026,2 kg.mm?.
L’autre porte, en acier, est plus lourde. Sa masse est de 0.981 kg et son moment
d’inertie de 2675,52 kg.mm?.

6.2.1.2 Caractéristiques de la simulation numérique

Nous pouvons considérer en premiére approximation que le probléme étudié est
bidimensionnel. Cela sera vrai en pratique a 'intérieur du tube a choc; en revanche,
lors de 'ouverture de la porte, des effets tridimensionnels apparaissent. La porte,
en s’ouvrant, ne laissera passer ’écoulement que par 'ouverture en bas du tube,
alors que dans I'expérience, I’écoulement peut également se faire par les cotés. Nous
verrons que l'approximation bidimensionnelle permet néanmoins de retrouver les
caractéristiques générales de 1’écoulement.

Comme dans l’expérience, la porte n’est pas hermétiquement fermée initiale-
ment : un léger espace existe entre la porte et le tube a choc & la charniére et a
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Iouverture en bas. Ce point nous permet de ne pas avoir & considérer le contact
dans toute la simulation.

Le domaine a simuler est extrémement long, avec des conditions aux limites
d’écoulement libre dans une atmosphére ambiante. Afin de limiter le temps de calcul,
nous choisissons de simuler un domaine resserré autour du solide. Notre domaine de
calcul a une taille de 4,4 x0, 2 m, I'intérieur du tube & choc se situant dans l'intervalle
[0,4.034] x [0.1,0.18] m. Dans un premier calcul peu raffiné, nous utilisons une grille
de calcul fluide de 528 x 24 cellules, soit une taille de cellule d’environ 8.33 mm.
Cette taille caractéristique est & comparer & la taille de la porte qui mesure 20 x 87
mm. Le domaine de calcul est représenté sur la figure 6.8

Fluide
4034 mm .
[ J N
| 4
Tube Porte

FiG. 6.8 — Schéma du domaine de calcul numérique

Une difficulté numérique importante est la prise en compte des conditions aux
limites qui sont trés proches de la porte (pour les plus proches, a une distance de
Pordre de 100 mm seulement). Afin d’approcher au mieux ces conditions aux limites,
nous utilisons des conditions de Poinsot-Lele d’écoulement libre [119]. L’écoulement
étant localement subsonique, afin que le probléme soit bien posé, il faut assurer un
retour a la pression atmosphérique ambiante en temps long.

Nous intégrons l'effet de la gravité dans les équations du mouvement de la porte.
Nous verrons en effet que la gravité peut intervenir dans la détermination du temps
d’ouverture de la porte. En revanche, nous considérons I’air comme un gaz parfait
compressible non visqueux, avec v = 1.4. Nous considérons que la charniére de la
porte est parfaite et ne dissipe aucune énergie par frottement.

6.2.1.3 Analyse des résultats

Aprés la rupture controlée du diaphragme, une onde de choc (se dirigeant vers
la porte) et une onde de détente sont engendrées. L’onde de détente se réfléchit
contre le fond du tube, tandis que 'onde de choc se réfléchit contre la porte, exer-
cant ainsi une poussée sur celle-ci. L’ouverture de la porte permet & une partie de
I’écoulement de se propager dans ’atmosphére environnante, tandis qu’une partie
de 'onde incidente est réfléchie a l'intérieur du tube. Aprés une réflexion contre le
fond du tube, 'onde de choc revient impacter la porte, qui s’est entretemps ouverte
partiellement. L’onde de choc peut alors s’écouler hors du tube, avec de nouveau
une réflexion partielle plus faible & I'intérieur deu tube. Finalement, la porte, sous
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Ieffet de son inertie, s’ouvre en totalité. Des profils de pression a différents temps
sont présentés sur la figure 6.9. Les photographies de strioscopie (gradient de den-
sité) correspondantes sont reprises de [12] sur la figure 6.10. Les résultats numériques
obtenus sont qualitativement trés proches des résultats expérimentaux. Deux princi-
pales différences apparaissent. Tout d’abord, les temps de retour de I'onde réfléchie
ne sont pas exactement identiques, ce que nous attribuons & des différences dans
la préparation des conditions initiales. En effet, n’ayant pas d’information sur la
densité initiale dans la chambre & haute pression séparée du reste du tube par le
diaphragme, nous avons fait une hypotheése isotherme (équilibre des températures
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Fic. 6.9 — Profils de pression simulés autour de la porte a différents instants
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entre les deux chambres du tube). Il se pourrait cependant que si 'augmentation de
la pression a été réalisée de facon rapide juste avant la rupture du diaphragme, une
hypotheése isentropique soit plus correcte, induisant des différences de densité entre
la simulation et ’expérience et expliquant les légéres différences de temps d’arrivée
des ondes. Par ailleurs, nous notons que ’onde apparaissant & ¢ = 26 ms sur 'ex-
périence ne peut pas étre retrouvée sur la simulation aux temps comparables. Cette

Fia. 6.10 — Photographies de strioscopie obtenues expérimentalement & différents
instants (reprises de [12])
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onde semble étre une discontinuité de contact qui est absente de nos résultats sur
la densité. Une explication possible serait le fait que cette onde soit liée & des effets
visqueux d’interaction de ’onde de choc avec la couche limite dans le tube.
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Fic. 6.11 — Comparaison des pressions expérimentales et numériques aux capteurs
C1o, Cr, Cy et Cgoor pour 'interaction entre un choc & My, = 1.1 et une porte en
aluminium
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Le cas de référence utilisé par [12] est linteraction d’une porte en aluminium
avec un choc & Mach 1,1. Dans ce cas, I’évolution de la surpression AP par rapport
a atmosphére obtenue numériquement et expérimentalement aux capteurs Cqg, C7,
C1 et Cgoor st représentée sur la figure 6.11. Le temps d’origine utilisé ici est le
temps d’arrivée de 'onde de choc sur le capteur C;. Nous pouvons noter que les
temps d’arrivée et les amplitudes des ondes sont trés proches de ceux obtenus ex-
périmentalement. Les fluctuations de la solution numérique peuvent avoir plusieurs
origines. Tout d’abord, la grille eulérienne utilisée est extrémement grossiére. La
prise en compte de la présence du solide ne peut donc pas étre trés précise. L’épais-
seur de la porte n’étant que de moins de trois cellules fluide, il est possible que le
stencil large de la méthode induise des oscillations numériques parasites. Enfin, nous
observons que les conditions aux limites d’écoulement libre a la frontiére du domaine
peuvent engendrer des ondes partiellement réfléchies ou interagir de facon complexe
avec les vortex engendrés par 1’écoulement autour de la porte. Une solution serait
donc d’utiliser un maillage plus fin avec un domaine de calcul plus large autour du
tube & choc. Nous n’avons pas conduit cette étude ici en raison du cotit de calcul
associé.
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FiG. 6.12 — Comparaison de I’évolution de la pression au capteur Cgoor d'une porte
en aluminium avec un choc & Mo, = 1.1 et & My, = 1.25

A Tinstar de [12], nous avons comparé I'impact d’un choc Mach 1,25 a celui d'un
choc & Mach 1,1 sur la porte en aluminium. L’évolution de la pression renormalisée
par la pression maximale au cours du temps au capteur Cgyoor est représentée sur
la figure 6.12, le temps d’origine étant ici pris a 'impact du choc sur la porte. La
pression de renormalisation P, vaut ici 50000 Pa pour My, = 1,1 et 157000 Pa
pour My = 1,25. Comme [12], nous observons initialement une diminution plus
rapide de la surpression relative dans le cas M = 1,25 que dans le cas M = 1, 1.
Cette diminution de la surpression peut s’expliquer par l'ouverture de la porte sous
les forces de pression, qui est plus rapide dans le cas du choc M = 1,25 que dans le
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cas M = 1,1. La surpression s’annule ensuite sous l'effet des détentes refléchies sur
le fond du tube.

90 /
80 | .
70 | ]
60 | .

50 | ]

6 (deg.)

40 | ]
30 | ]
20/ ]

10 ¢ Mach 1.1 ———
0 Mach 1.25 -

0 5 10 15 20 25 30 35 40
t(ms)

Fic. 6.13 — Comparaison de la rotation en ouverture d’'une porte en aluminium par
un choc My, = 1.1 et My, = 1.25

L’ouverture de la porte en fonction du temps pour les chocs M = 1,25 et
M = 1,1 est représentée sur la figure 6.13. Nous obtenons des courbes d’évolu-
tion similaires & D'expérience, avec une premiére phase d’accélération de la porte
sous l'effet des forces de pression, puis une deuxiéme phase ou la porte s’ouvre a
vitesse constante, sous l'effet de 'inertie. Les temps d’ouverture simulés pour les
chocs M = 1,1 et M = 1,25 sont respectivement de 37,6 ms et 14,4 ms, qui sont
remarquablement proches des temps mesurés expérimentalement de 37,5 ms et 13,8
ms. Nous obtenons donc une trés bonne évaluation de la dynamique de la porte en
dépit des simplifications physiques effectuées.

La comparaison avec les expériences sur 'influence de la masse de la porte est
également tres concluante. Nous présentons sur la figure 6.14 I’évolution de la sur-
pression renormalisée par le pic de pression pour un choc M = 1,1 dans le cas d’une
porte en aluminium et d’une porte en acier. La pression Pyax €st de nouveau prise
égale & 50000 Pa. Nous observons, comme dans ’expérience, que la surpression est
supérieure pour la porte en acier par rapport & la porte en aluminium. Cela est di
& la plus grande inertie de la porte en acier, qui limite la chute de la surpression
par rapport & celle d’'une porte en aluminium, plus légére et s’ouvrant donc plus
rapidement. Cette constatation confirme ’origine de la chute de la surpression avec
I'ouverture de la porte. La comparaison des dynamiques des deux portes est repré-
sentée sur la figure 6.15. On voit apparaitre, dans le cas de la porte en acier, I'effet
de la gravité en fin de course, le temps d’ouverture étant suffisamment long pour
que la gravité fasse effet. Nous mesurons un temps d’ouverture de la porte en acier
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d’environ 96 ms, en bon accord avec le temps d’ouverture expérimental de 92 ms.
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Fi1a. 6.14 — Comparaison de I’évolution de la pression au capteur Cgqor pour un choc
My, = 1.1 entre une porte en aluminium et une porte en acier
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FiG. 6.15 — Comparaison de la rotation en ouverture par un choc My, = 1.1 d’une
porte en aluminium et d’une porte en acier

6.2.1.4 Conclusions

Nous retrouvons donc bien les caractéristiques principales de ’expérience avec
notre méthode numérique, tout en ayant fait des simplifications physiques (pas de
viscosité ni de dissipation, pas d’effets tridimensionnels). Les comparaisons quan-
titatives avec les données expérimentales semblent concluantes sur la validité du
schéma numeérique. En particulier, nous estimons que l'obtention d’un temps cor-
rect d’ouverture de la porte est un signe de la bonne conservation de 1’énergie par
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la méthode de couplage. Les transferts énergétiques entre le fluide et le solide per-
mettent d’assurer des relations de transmission correctes entre les deux milieux.

6.2.2 Interaction d’une onde de choc avec une plaque déformable

Dans cette section, nous comparons nos résultats numériques avec une expérience
d’interaction fluide-structure réalisée & 'TUSTI (Université de Provence/CNRS) [53].
Cette expérience a déja été simulée par une méthode ALE de couplage bidimension-
nel entre un code Volumes Finis pour les écoulements compressibles visqueux et
un code de dynamique des structures. Le but de cette expérience est de fournir un
cas-test de validation expérimentale pour U'interaction fluide-structure dynamique.

6.2.2.1 Description du dispositif expérimental

Pressure Sen ﬂ{r—“
/ T | thickness
\

panel length

15

shock tube|

F1G. 6.16 — Dispositif expérimental utilisé (repris de [53])

Le tube & choc utilisé est toujours le tube & choc T80 de section carrée 80 x 80
mm, de longueur totale 3,75 m. Cette fois-ci, les deux extrémités du tube & choc
sont fermées. Un choc est engendré par une surpression dans 'extrémité gauche et la
rupture controlée d’un diaphragme, puis le choc se propage jusqu’a 'extrémité droite
ol se trouve une chambre en plexiglass permettant la visualisation. Le dispositif
que nous allons décrire ici se situe intégralement dans cette chambre. Nous nous
limiterons donc & la description de cette partie du dispositif, en prenant ’arrivée
d’un choc droit depuis la gauche comme donnée. Le choc utilisé dans ce travail a un
nombre de Mach de 1,21.

Une plaque en acier (E = 220 GPa et p = 7600 kg.m?), d’épaisseur 1 mm et de
longueur variable (40 mm ou 50 mm dans cette expérience) est fixée sur une base
lui servant de support. La base est considérée comme indéformable, tandis que la
plaque est déformable sous l'effet des forces de pression. La base suréléve la plaque
de 15 mm, et forme une marche d’escalier 15 mm en amont de la plaque. L’extrémité
fermée du tube a choc se situe 250 mm en aval de la plaque. Un capteur de pression
situé sur la paroi supérieure du tube 10 mm en amont de la plaque permet d’évaluer
I’évolution de la pression subie par la plaque.
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Lors de I'impact de 'onde de choc sur la plaque, une partie de 'onde de choc
est transmise au-dessus de la plaque ainsi que par les cotés, tandis que le reste de
I’onde est réfléchi. L’onde de choc transmise se réfléchit sur 'extrémité du tube
et revient impacter la plaque. Sous l'effet de la surpression, la plaque est mise en
oscillation, principalement selon son premier mode propre. Au long de I'expérience,
des tourbillons se détachent du bord de la plaque sous l'effet de I’écoulement. Les
profils de densité toutes les 70 us sont présentés sur les figures 6.17 et 6.18.

t =70 ps

t = 140 ps t = 210 ps

t = 280 us

t = 420 us t = 490 us

t = 560 us t =630 us

t = 700 pus t =770 ps

t = 840 us t =910 us

t = 980 us t = 1050 us

Fi1G. 6.17 — Profils de densité simulés autour de la plaque toutes les 70 ps & partir
de I'impact du choc sur la plaque (¢t = 0)
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t = 1120 pus t = 1190 pus

t = 1260 us

t = 1400 pus t = 1470 ps

t = 1540 us

F1G. 6.18 — Profils de densité simulés autour de la plaque toutes les 70 ps & partir
de I'impact du choc sur la plaque (¢t = 0)

6.2.2.2 Description de la simulation numérique

Dans la simulation numérique, nous faisons encore une fois les simplifications
physiques suivantes : I’écoulement est supposé bidimensionnel et non visqueux. Nous
ne pourrons donc pas observer le passage d’une partie de 'onde transmise par les
cotés de la plaque. De plus, la taille des tourbillons sera entiérement déterminée
par la viscosité numérique puisqu’aucune viscosité physique n’est présente dans le

fluide.

Nous nous limitons & la simulation de 'extrémité du tube a choc contenant le
dispositif. Notre domaine de calcul est un domaine de 300 x 80 mm : il s’étend donc
de extrémité droite du tube jusqu’a 50 mm en amont de la plaque, et a la largeur
du tube. Nos simulations ont utilisé un maillage assez grossier pour limiter le temps
de calcul. Le maillage du solide se réduit & une particule dans I’épaisseur et 20
particules dans la hauteur. Nous prenons un maillage fluide de 300 x 80 cellules, soit
exactement une cellule dans 1’épaisseur de la plaque. Nous allons voir que méme dans
ce cas extréme, nos simulations se comparent bien aux résultats expérimentaux. En
particulier, nous pourrons comparer la qualité de nos résultats numériques a ceux
obtenus dans [53]|. Le maillage utilisé dans [53] est constitué de 80000 mailles non
uniformes (& comparer & nos 24000 mailles uniformes), avec une taille transversale
de maille prés des murs égale 4 0,01 mm.

Nous imposons a nouveau les conditions aux limites de Poinsot-Lele [119] sur
le bord d’entrée et sortie du domaine. Nous utilisons comme pression & l'infini la
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pression apreés le choc P, = 154177 Pa. Nous ne prenons donc pas en compte le
retour des ondes de détente réfléchies sur 'extrémité gauche du tube, mais nous
considérons que la pression dans le tube est constante au cours de la simulation et
vaut P.. Cette hypothése est valable tant que les ondes de détente ne reviennent
pas. L’extrémité du tube réflechissante se trouvant & 0,75 m du diaphragme initial,
les ondes de détente doivent parcourir 1,5 m de plus que ’onde de choc pour parvenir
au dispositif expérimental. Si on considére 'hypotheése la plus pessimiste (vitesse des
ondes de détente égale a la vitesse des ondes de choc, soit Mach 1,21), les ondes de
détente arrivent sur la plaque au plus tét 3,6 ms aprés les ondes de choc. L’hypotheése
sera donc valable pour tous les signaux de pression considérés par la suite.

6.2.2.3 Analyse des résultats

Plaque de 50 mm de long Nous étudions tout d’abord l'interaction d’un choc
M = 1,21 avec une plaque de 50 mm de long.

La figure 6.19 présente ’évolution simulée de la pression au niveau du capteur
pour une plaque de 50 mm de long et reprend les résultats expérimentaux et numé-
riques de [53]. Nous retrouvons les caractéristiques principales des résultats expéri-
mentaux, avec 'arrivée de 'onde de choc (& ¢ = 0 ms) suivie immédiatement d’une
onde de choc réfléchie sur la plaque (a t = 0,082 ms) puis le retour de 'onde de choc
transmise et réfléchie a Uextrémité du tube (a ¢t = 1,44 ms). Les temps d’arrivée
et les amplitudes des chocs correspondent bien aux résultats expérimentaux. Nous
observons également que nous revenons bien aux mémes niveaux de pression que
les résultats expérimentaux aprés le passage des ondes de choc, contrairement aux
résultats numériques présentés dans [53]|. Nous attribuons cette différence non pas a
larrivée des ondes de détente comme affirmé dans [53], mais plutét & une meilleure
prise en compte des conditions d’inflow /outflow au bord libre dans notre cas.

Le déplacement de 'extrémité de la plaque peut étre également comparé aux
résultats expérimentaux et numériques de [53] sur la figure 6.20. Nous observons
une amplitude des oscillations comparable & celle mesurée expérimentalement, mais
avec une période différente. Ce phénomeéne avait déja été remarqué dans [53] pour
la comparaison avec les résultats numériques, et est attribué soit & I’amortissement
de la structure (mais qui devrait étre négligeable pour la premiére période), soit a
une déformation de la base servant de support a la poutre. Nous pouvons observer
que nous obtenons un déplacement remarquablement proche du résultat numérique
de [53]. La période d’oscillation que nous mesurons numériquement (2,8 ms) est la
méme que [53] et est trés proche de la période théorique d’oscillation de la plaque
seule dans son premier mode propre (2,87 ms), alors que la fréquence d’oscillation
expérimentale est d’environ 4,8 ms.
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F1G. 6.19 — Evolution de la pression calculée du capteur pour une plaque de 50 mm
de long et comparaison avec la pression expérimentale et numérique de référence

(repris de [53])



6.2. Comparaisons expérimentales

137

Déplacement (m)

0.007
0.006
0.005
0.004
0.003
0.002
0.001

-0.001
-0.002
-0.003
-0.004
-0.005
-0.006
-0.007

~ 0.007

= 0.006

8

£ 0.005

2 0.004

=

Z 0,003

a
0.002
0.001

-0.001
-0.002
-0.003
-0.004
-0.005
-0.006

(Iiéplacemenlt S

0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005
t (ms)

EI 1 ] 1 I 1 T ) 1 I ] 1 1

E_ = Experimental

- Numerical

E| Lo b

0 0.001 0.002 0.003 0.004 . 0,005

Time (s)

FiGg. 6.20 — Déplacement calculé de 'extrémité de la plaque de 50 mm de long et

comparaison avec le déplacement expérimental et numérique de référence (repris de
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Plaque de 40 mm de long Nous étudions maintenant le cas d’une plaque de

40 mm de long. Sa
la plaque est moins

anticiper une déformation moindre de la base portant la plaque. Les résultats nu-
meériques devraient donc étre plus en accord avec ’expérience en ce qui concerne la

surface étant moins grande, la force de pression exercée sur
importante que dans le cas précédent, et nous pouvons donc

déformation de la plaque.
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F1G. 6.21 — Evolution de la pression calculée du capteur pour une plaque de 40 mm
de long et comparaison avec la pression expérimentale et numérique de référence

(repris de [53])

La figure 6.21 présente ’évolution de la pression simulée au niveau du capteur
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ainsi que les résultats expérimentaux et numériques de [53]. On peut observer 'ar-
rivée de 'onde de choc incidente (& ¢ = 0,25 ms), puis l'onde de choc réfléchie sur
la plaque (& ¢ = 0,35 ms) et enfin 'onde de choc transmise réfléchie a extrémité
du tube (& t = 1,68 ms). De nouveau, les temps d’arrivée et 'amplitude des ondes
sont en bon accord avec 'expérience, ainsi que les niveaux de pression mesurés.

Nous pouvons observer sur la figure 6.22 que le déplacement de 'extrémité de
la plaque est cette fois-ci en trés bon accord avec les résultats expérimentaux et
numériques présentés dans [53]. Il semble donc que ce soit bien la déformation de
la base de la plaque, et non ’amortissement, qui est & l'origine des différences entre
résultats numériques et résultats expérimentaux pour la plaque de 50 mm de long.
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Fi1G. 6.22 — Déplacement calculé de 'extrémité de la plaque de 40 mm de long et
comparaison avec le déplacement expérimental et numérique de référence (repris de

[53])



6.2. Comparaisons expérimentales 141

6.2.2.4 Conclusions

La comparaison des résultats numériques que nous avons obtenus avec les résul-
tats expérimentaux et numériques de [53] montrent que les effets tridimensionnels
et visqueux peuvent étre négligés dans un premier temps pour obtenir une bonne
estimation du comportement du systéme. De plus, il apparait que notre méthode
numeérique donne des résultats d’une précision comparable ou meilleure que des ré-
sultats numériques obtenus avec une méthode de déformation de maillage, alors
que nous nous sommes placés dans le cas a priori le plus défavorable (structure
mince, avec un maillage grossier et une taille de maille de 'ordre de I’épaisseur de
la structure).






CHAPITRE 7

Conclusion

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés a la simulation numérique de
problémes d’interaction fluide-structure dans le cas ou le fluide est compressible
non-visqueux et la structure déformable. Nous avons mis au point un schéma de
couplage globalement explicite entre une méthode de Volumes Finis pour le fluide
et une meéthode d’Eléments Discrets pour le solide.

Nous avons tout d’abord passé en revue les méthodes permettant de traiter la
déformation du domaine fluide lors du déplacement du solide. En vue de réaliser
un couplage avec rupture du matériau, nous ne nous sommes pas tournés vers les
méthodes de déformation de maillage de type ALE, mais nous avons choisi d’utili-
ser des méthodes de domaine fictif de type Frontiéres Immergées. Plus précisément,
nous avons choisi de travailler avec la méthode Embedded Boundaries qui assure
des propriétés de conservation de masse, de quantité de mouvement et d’énergie au
niveau discret dans le fluide. Cette méthode s’écrit de fagon naturelle en utilisant
des Volumes Finis pour le fluide. Nous avons également vu que 'instabilité numé-
rique causée par les phénoménes de masse ajoutée dans l'intégration temporelle des
problémes d’interaction structure/fluide incompressible ne touche pas les schémas
de couplage avec un fluide compressible. Il est donc légitime pour nous d’utiliser un
schéma de couplage globalement explicite.

Nous avons ensuite présenté la méthode d’Eléments Discrets utilisée dans le cou-
plage. Nous avons montré que les forces et moments liant les particules permettent
de retrouver les équations de ’élastodynamique lorsque le maillage est raffiné. De
plus, en faisant dériver ces forces et moments d’un potentiel, nous assurons que
le systéme solide discret est hamiltonien. Nous pouvons alors utiliser un schéma
symplectique pour préserver I’énergie en temps long.

Nous avons ensuite étudié le couplage entre une méthode de Volumes Finis
d’ordre élevé et un solide indéformable. Nous avons développé un schéma de cou-
plage original, indépendant de la méthode utilisée pour le calcul des flux fluides,
assurant une conservation exacte de la masse du fluide et un bilan exact de quantité
de mouvement et d’énergie entre le fluide et le solide au cours du pas de temps.
Ce schéma permet également la vérification de propriétés de consistance, telles que
la conservation du mouvement uniforme d’un solide dans un écoulement de méme
vitesse et la conservation d’un écoulement paralléle & une paroi droite. Ces proprié-
tés sont des indicateurs de la bonne prise en compte de la présence du solide par le
fluide dans la méthode de domaines fictifs. Les résultats numériques obtenus et leur
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comparaison avec les cas-tests existants nous permettent de vérifier la précision du
schéma, proposé.

Le couplage avec un solide indéformable était une premiére étape importante en
vue du couplage avec un solide déformable, la méthode d’Eléments Discrets étant
constituée d'un assemblage de particules indéformables. Nous avons montré alors
que la principale difficulté intervenant dans le cas d’un solide déformable est la
reconstruction d’une paroi solide autour de ces particules. Nous avons proposé une
méthode efficace de reconstruction de la paroi solide. La paroi se déformant, il est
nécessaire de décider a quel instant de l'algorithme de couplage sera intégrée la
surface du solide. La vérification des conditions de conservation géométrique (GCL)
lites aux propriétés de consistance combinée & la conservation de ’énergie implique
le choix d’un schéma semi-implicite. La surface du solide au temps n+ 1 est calculée
implicitement puis utilisée pour le calcul des forces de pression du fluide sur le
solide et dans la modification des flux dans le fluide. Cependant, ce calcul implicite
peut se faire de facon extrémement efficace : la procédure itérative de résolution
n’utilise que les particules solides de l'interface sans nécessiter le calcul des forces et
moments intérieurs du solide, et nous avons pu montrer que cette procédure converge
géométriquement.

Enfin, nous avons appliqué notre schéma & des problémes bidimensionnels réa-
listes. Un premier cas de validation numérique porte sur la limite de stabilité d'une
plaque déformable dans un écoulement supersonique. Les propriétés de conservation
de ’énergie trouvent tout leur intérét dans ce type de probléme et nous permettent
d’obtenir la bonne limite de stabilité. Nous avons également comparé nos résultats
numeériques a deux expériences : I'ouverture d’'une porte par un choc et la défor-
mation d’un panneau en acier dans un tube a choc. Ces validations expérimentales
démontrent la précision de la méthode et sa capacité & simuler des phénomeénes réels.

Ce travail ouvre plusieurs perspectives. Tout d’abord, notre but ultime est le
traitement de la fissuration du solide ainsi que le contact dynamique entre deux
solides dans les phénoménes d’interaction fluide-structure. Le schéma a été congu
de facon & pouvoir intégrer ces aspects dans le couplage. La principale difficulté
résidera sans doute, comme pour le passage du solide indéformable au déformable,
dans la définition d’une paroi solide autour des particules & chaque pas de temps et
dans I’établissement d’une application assurant la correspondance entre les parois
au temps n et au temps n+ 1. Une question importante sera notamment liée au fait
que, contrairement a ce qui précéde, cette application ne sera plus nécessairement
une bijection en raison de 'ouverture de fissures en un point.

D’un point de vue physique, ’extension du schéma & trois dimensions d’espace
parait souhaitable afin de pouvoir traiter des cas plus complexes et réalistes. Le
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passage en trois dimensions consistera principalement dans 1’évaluation des inter-
sections de plans avec des pavés en lieu et place des intersections de droites avec des
rectangles.

Le cott de calcul global, en revanche, augmentera fortement en trois dimen-
sions d’espace du fait de la taille accrue des maillages fluide et solide utilisés. En
revanche, le colit de calcul lié au couplage augmentera certainement de fagon moins
importante. D’un point de vue informatique, deux angles d’attaques, potentielle-
ment combinés, peuvent étre envisagés afin de réduire le cotit de calcul du fluide et
du solide : la parallélisation et le raffinement de maillage adaptatif. La méthode de
couplage proposée ici est entiérement locale avec des échanges de plus proches voi-
sins, et une parallélisation par décomposition de domaines nous parait donc adaptée.
Le raffinement de maillage adaptatif, quant & lui, concerne principalement le fluide.
L’utilisation de la méthode Embedded Boundaries avec raffinement de maillage a déja
été réalisée par des travaux antérieurs [112, 22, 105] et semble une piste intéressante
pour réduire le temps de calcul.

Enfin, des modeles physiques plus réalistes (viscosité, lois de comportement fluide
et solide plus complexes que la loi des gaz parfaits et I’élasticité linéaire) pourraient
étre intégrés dans le schéma, en les incluant dans le calcul des flux fluides et des
forces et moments solides. Nous estimons que leur intégration ne posera pas de
sérieuses difficultés numériques, en raison de leur caractére dissipatif moins contrai-
gnant numériquement que les propriétés de conservation de I’énergie que nous avons
traitées.
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RESUME

Dans cette thése, nous avons étudié la simulation numérique des phénoménes
d’interaction fluide-structure entre un fluide compressible et une structure défor-
mable. En particulier, nous nous sommes intéressés au couplage par une approche
partitionnée entre une méthode de Volumes Finis pour résoudre les équations de la
mécanique des fluides compressibles et une méthode d’Eléments discrets pour le so-
lide, capable de prendre en compte la fissuration. La revue des méthodes existantes
de domaines fictifs ainsi que des algorithmes partitionnés couramment utilisés pour
le couplage conduit & choisir une méthode de frontiéres immergées conservative et
un schéma de couplage explicite. Il est établi que la méthode d’Eléments Discrets
utilisée permet de retrouver le comportement macroscopique du matériau et que le
schéma symplectique employé assure la préservation de I’énergie du solide. Puis nous
avons développé un algorithme de couplage explicite entre un fluide compressible
non-visqueux et un solide indéformable. Nous avons montré des propriétés de conser-
vation exacte de masse, de quantité de mouvement et d’énergie du systéme ainsi que
de consistance du schéma de couplage. Cet algorithme a été étendu au couplage avec
un solide déformable, sous la forme d’un schéma semi-implicite. Cette méthode a été
appliquée a I’étude de problémes d’écoulements non-visqueux autour de structures
mobiles : les comparaisons avec des résultats numeériques et expérimentaux existants
démontrent la trés bonne précision de notre méthode.

Mots clés : interaction fluide-structure — algorithme de couplage — frontiéres
immergées — Volumes Finis — Eléments discrets

ABSTRACT

This work aims at the numerical simulation of compressible fluid/deformable
structure interactions. In particular, we have developed a partitioned coupling al-
gorithm between a Finite Volume method for the compressible fluid and a Discrete
Element method capable of taking into account fractures in the solid. A survey of
existing fictitious domain methods and partitioned algorithms has led to choose an
Embedded Boundary method and an explicit coupling scheme. We first showed that
the Discrete Element method used for the solid yielded the correct macroscopic be-
haviour and that the symplectic time-integration scheme ensured the preservation
of energy. We then developed an explicit coupling algorithm between a compressible
inviscid fluid and an undeformable solid. Mass, momentum and energy conserva-
tion and consistency properties were proved for the coupling scheme. The algorithm
was then extended to the coupling with a deformable solid, in the form of a semi-
implicit scheme. Finally, we applied this method to unsteady inviscid flows around
moving structures : comparisons with existing numerical and experimental results
demonstrate the excellent accuracy of our method.

Key words : fluid-structure interaction — coupling algorithm — Embedded Boun-
daries — Finite Volume method — Discrete Element method
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