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Introduction générale

Qu’elles soient lumineuses, électromagnétiques, acoustiques ou élastiques, les

ondes occupent une place considérable dans notre quotidien. Elles constituent un

moyen privilégié dont nous disposons pour appréhender notre environnement et

communiquer entre nous. Les milieux dans lesquels elles se propagent sont le plus

souvent diffusants : les ondes hertziennes sont diffusées par les immeubles des villes,

la lumière du soleil par le brouillard et les nuages, les vagues par les coques des ba-

teaux, le son par les parois d’une salle de concert, etc. Le rôle des interférences dans

ces milieux est crucial. Pour des milieux hétérogènes dont le désordre est suffisam-

ment fort, les interférences entre les ondes multiplement diffusées peuvent bloquer

la propagation des ondes : ce phénomène spectaculaire, connu sous le nom de "loca-

lisation d’Anderson" (ou localisation forte), a été proposé à la fin des années 1950

pour les ondes électroniques. Étant de nature purement ondulatoire, le phénomène

a été naturellement étendu aux ondes classiques.

Parmi elles, les ondes élastiques présentent de nombreux avantages pour l’étude

expérimentale de la propagation en milieux complexes : leur grande longueur d’onde

(de quelques dixièmes de millimètres à quelques centimètres, voire de l’ordre du

kilomètre pour les ondes sismiques) ainsi que leur vitesse de propagation relative-

ment faible permettent d’effectuer des mesures résolues en temps et en espace sur

des systèmes de taille macroscopique. Les dispositifs expérimentaux ne requièrent

donc pas d’électronique ultra-rapide et peuvent être en outre étudiés à température

ambiante. Ces attributs font des ondes élastiques un outil performant dont peut

bénéficier l’étude de la propagation des ondes en milieux complexes.
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Outre les milieux désordonnés, les milieux homogènes chaotiques présentent une

complexité qui émane de leur géométrie singulière. Contrairement aux systèmes dits

réguliers (rectangle, ellipse, cercle), il n’existe pas de solution analytique aux équa-

tions du mouvement dans un milieu chaotique. La dynamique de ces systèmes non

intégrables est caractérisée par la fameuse propriété d’extrême sensibilité aux condi-

tions initiales.

C’est dans ce contexte que s’inscrit ce travail de thèse. Le but est de développer

une expérience modèle permettant d’étudier les problématiques fondamentales que

sont la propagation et la diffusion c des ondes élastiques en milieux complexes. Plus

précisément, nous souhaitons déterminer la nature des modes dans un milieu forte-

ment désordonné contenant un grand nombre de diffuseurs résonants. Pour pouvoir

atteindre un régime extrême de localisation forte, les diffuseurs doivent présenter une

efficacité maximale. Il est alors nécessaire de connaître préalablement le comporte-

ment d’une onde de plaque en présence d’un diffuseur, afin d’optimiser le pouvoir

diffusant de ce dernier.

En parallèle, nous portons un intérêt particulier à l’effet de l’ouverture d’un mi-

lieu homogène chaotique vers l’extérieur. Cette configuration correspond au cas des

milieux réels qui ne sont en pratique jamais fermés, ne serait-ce que pour mesurer

les propriétés de ces derniers. Il apparaît alors essentiel de connaître les effets d’un

couplage du système sur les propriétés spectrales et spatiales des modes. En plus de

l’aspect très fondamental de ces problématiques, des applications dérivant de cette

étude expérimentale sont envisageables. Elles se situent dans le domaine de l’ima-

gerie acoustique, de la détection de défauts en milieux acoustiquement opaques ou

encore des problèmes inverses.

Le présent manuscrit est constitué de quatre chapitres. Le premier d’entre eux

posera les bases des ondes élastiques qui se propagent dans les milieux que nous

avons choisi d’étudier : les plaques minces. Les ondes qui se propagent dans de tels

systèmes sont de deux types : les ondes de Lamb, polarisées dans le plan sagittal, et

les ondes de cisaillement polarisées dans le plan horizontal notées (SH). Les ondes

c. on parle ici de diffusion au sens de "scattering" en anglais. Ce sera le cas dans la quasi-totalité

de ce manuscrit.
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de Lamb induisent deux types de déformations : les modes symétriques (S) et les

modes antisymétriques (A). Elles possèdent l’atout de se propager sur de longues

distances avec peu de déperdition d’énergie, justifiant leur usage intensif dans le

domaine du contrôle et de l’évaluation non destructifs. Elles impliquent néanmoins

un lot de complications liées à leur nature vectorielle, leur caractère dispersif et

leur propagation multimodale. La deuxième moitié de ce chapitre présentera l’expé-

rience d’élastodynamique que j’ai développée au Laboratoire Physique de la Matière

Condensée (LPMC) à Nice dans l’équipe Propagation en Milieux Complexes. J’y dé-

taillerai les outils qui permettront tout au long de ce manuscrit d’étudier différentes

plaques de silicium "complexes".

Dans le chapitre II, on considérera un milieu chaotique et l’on étudiera l’effet de

pertes locales sur les caractéristiques spectrales des modes d mais également sur les

caractéristiques spatiales des déformées modales. Plus précisément, on s’intéressera

expérimentalement au comportement des ondes de Lamb dans une plaque de sili-

cium dont le taux de pertes locales est contrôlé. Ces résultats seront comparés aux

calculs analytiques développés par les théoriciens de l’équipe.

Le chapitre III traitera du problème complexe de la diffusion des ondes de plaque

par un trou non traversant ou trou "borgne". On présentera les motivations qui

nous ont poussés à choisir ce type de diffuseur résonant. On fera également un tour

d’horizon des différentes théories et approches existantes pour décrire la diffusion

d’une onde de flexion dans une plaque infinie avant d’adapter l’une d’entre elles,

la méthode de Poisson-Kirchhoff, à notre cas. La deuxième partie du chapitre sera

consacrée à l’étude expérimentale de la diffusion d’une onde de flexion dans une

plaque de silicium contenant un trou borgne. La confrontation des résultats expéri-

mentaux à une méthode numérique de type FDTD e permettra de mieux comprendre

les phénomènes de couplage entre les résonances du diffuseur et celles de la plaque

environnante.

d. que l’on appelle "quasimodes" du fait de l’ouverture du système vers l’extérieur
e. Finite Difference Time Domain
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Le dernier chapitre traitera de la propagation des ondes de Lamb dans une plaque

de silicium contenant une forte concentration de trous borgnes répartis aléatoire-

ment. Après quelques brefs rappels sur la propagation en milieu désordonné, on

présentera les estimations que l’on a effectuées à partir du modèle théorique de

Poisson-Kirchhoff du chapitre III pour pouvoir élaborer un échantillon "localisant"

au sens d’Anderson. La dernière partie du chapitre sera consacrée à l’étude expé-

rimentale d’un échantillon fabriqué par les membres du Laboratoire d’Analyse et

d’Architecture des Systèmes (LAAS) à Toulouse, réalisé à partir de nos estimations.

Les résultats permettront de mettre en exergue les transitions entre régime diffusif

et régime proche d’un état de localisation dans le domaine temporel et dans le do-

maine spectral. Nous verrons en particulier que, malgré l’absence de signature de la

localisation dans le spectre, certaines distributions spatiales présentent un confine-

ment spatial et un profil de décroissance exponentiel, signature de modes localisés

au sens d’Anderson.
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I.1 Introduction et motivations

Décrites en 1917 par le mathématicien anglais Horace Lamb [1], les ondes élas-

tiques qui se propagent dans les plaques minces a possèdent l’avantage de parcourir

de longues distances avec très peu de dissipation. Leur faible vitesse de propagation

(comparativement aux ondes électromagnétiques par exemple) ainsi que l’échelle ca-

ractéristique des longueurs d’onde (de quelques dixièmes de millimètres à quelques

centimètres) permettent de constituer des dispositifs expérimentaux de taille raison-

nable et ne nécessitant pas d’électronique ultra-rapide. Les nombreuses études mo-

tivées par les applications dans le domaine du contrôle non destructif de matériaux

ont permis l’élaboration de méthodes large bande propices à l’imagerie, notamment

grâce au développement ces cinquante dernières années de méthodes de génération

et détection des ultrasons par laser.

Rappelons que l’objectif de cette thèse est d’étudier expérimentalement les phé-

nomènes complexes de diffusion multiple, que ce soit en milieux hétérogènes ou en

milieux homogènes chaotiques. Pour cela, il est nécessaire de développer une expé-

rience modèle permettant de récolter et d’étudier toute la dynamique du système

tout en présentant le moins de contraintes expérimentales possibles. De ce point de

vue et compte tenu de leurs atouts, les ondes de Lamb constituent un candidat idéal

pour l’étude expérimentale de la propagation et de la diffusion des ondes en milieux

complexes.

Néanmoins, ces ondes vectorielles impliquent des difficultés liées à une propa-

gation multimodale et à leur caractère dispersif. A cette dispersion fréquentielle

s’ajoute une dispersion spatiale due à l’anisotropie des échantillons de silicium que

nous avons choisi d’étudier.

La première partie de ce chapitre posera les bases théoriques des ondes guidées

dans une plaque mince. Ces dernières résultent de l’interaction d’ondes de volume

de différentes polarisations sur les surfaces libres du système. Je ferai au préalable

un rappel sur les équations de l’élasticité tridimensionnelle avant d’aborder la notion

a. les plaques minces sont usuellement caractérisées par un rapport L/2h (où L est la plus petite

dimension latérale et 2h l’épaisseur) compris entre 8 et 80 [2]
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d’ondes de surface. Je présenterai ensuite quelques généralités sur la propagation en

milieu anisotrope et en particulier dans la famille des cristaux à symétrie cubique à

laquelle appartient le silicium.

La deuxième moitié du chapitre sera consacrée à la présentation du dispositif

expérimental mis en œuvre dans le cadre de cette thèse et à la description des outils

utilisés qui nous permettront d’étudier diverses catégories de milieux complexes. Ces

derniers feront l’objet des chapitres suivants.

Notons que tout au long de ce manuscrit, nous ne considèrerons pas la limite

quantique de l’élasticité, c’est-à-dire l’existence de quantum d’énergie de vibration ou

phonon. Cette hypothèse se justifie par le fait que nos valeurs typiques de longueurs

d’onde sont grandes devant les distances nanométriques qui séparent les atomes

d’un monocristal de silicium. De plus, les modèles théoriques ne prendront pas en

compte les différentes sources de dissipation (couplage avec l’air, pertes internes

intrinsèques au matériau, couplage externe, etc.) sur certaines desquelles on peut

jouer expérimentalement.

I.2 Ondes élastiques dans les plaques minces

I.2.1 Rappels d’élasticité tridimensionnelle

Pour un solide homogène isotrope, les trois relations fondamentales de l’élasticité

linéaire sont les suivantes b :

– l’équation du mouvement, qui résulte du principe fondamental de la dyna-

mique :

∂σij

∂xj

+ ρfi = ρ
∂2ui

∂t2
(I.1)

où σij désigne les composantes du tenseur des contraintes σ, fi les composantes

des forces volumiques, ρ la masse volumique du matériau et ui les composantes

du champ de déplacement u.

– la loi de Hooke généralisée (ou relation constitutive contrainte/déformation) :

σij = Cijklǫkl (I.2)

b. on utilise la convention de sommation d’ Einstein
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où les Cijkl sont les composantes du tenseur des rigidités (ou d’élasticité) C.

On en compte 34 = 81 mais celles-ci ne sont pas indépendantes.

Leur nombre peut en effet être réduit en considérant d’une part les symé-

tries des tenseurs et d’autre part les symétries du réseau cristallin considéré.

En utilisant la notation de Voigt (voir annexe A) le tenseur C possèdera au

maximum 21 constantes élastiques indépendantes dans les cas les plus com-

plexes d’anisotropie (i.e le système triclinique, qui n’admet qu’un centre de

symétrie) [3].

Dans le cas d’un matériau isotrope, le nombre de composantes indépendantes

est réduit à deux. Ainsi, le comportement élastique du solide peut être décrit

soit par les constantes élastiques C11 et C12, soit par les coefficients de Lamé λ

et µ (µ porte également le nom de module de cisaillement et se trouve parfois

noté par la lettre G) ou encore le couple (E, ν) où ν est le coefficient de Poisson

et E le module d’Young (appelé aussi module d’élasticité longitudinale). On

rappelle que le coefficient de Poisson caractérise la contraction de la matière

perpendiculairement à la direction de l’effort appliqué. Le module d’Young,

indice de rigidité du matériau, caractérise quant à lui le rapport de la contrainte

de traction ou de compression appliquée sur la déformation résultante. Les

constantes élastiques décrites précédemment sont liées par de simples relations

résumées dans le tableau (I.1). Dans ce cas simple d’isotropie, la loi de Hooke

se réduit à :

σij = λǫkkδij + 2µǫij (I.3)

où les ǫij sont les composantes du tenseur des déformations ǫ, ǫkk la trace de

ǫ et δij le symbole de Kronecker (qui vaut 1 pour i = j, 0 sinon).

– la relation de Cauchy (ou relation déplacement/déformation) :

ǫij =
1
2

(

∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)

(I.4)

La combinaison de ces trois dernières relations aboutit à la formulation en dé-

placement de Navier [4] :

(λ+ µ)
∂2uj

∂xj∂xi
+ µ

∂2ui

∂x2
j

+ ρfi = ρ
∂2ui

∂t2
(I.5)
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Tableau I.1 – Relations entre les différentes constantes élastiques d’un solide iso-

trope.

(λ, µ) (E, ν) (C11, C12)

E
µ(3λ+ 2µ)
λ+ ν

E C11 − 2
C2

12

C11 + C12

ν
λ

2(λ+ µ)
ν

C12

C11 + C12

λ λ
Eν

(1 + ν)(1 − 2ν)
C12

µ µ
E

2(1 + ν)
C11 − C12

2

En l’absence de force volumique f , l’équation de Navier peut se mettre sous la forme

vectorielle suivante :

(λ+ µ)∇∇ ·u+ µ∆u = ρ
∂2u

∂t2
(I.6)

où ∆ désigne l’opérateur laplacien qui, en coordonnées cartésiennes, s’exprime comme

suit :

∆ = ∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
(I.7)

Dans l’équation (I.6), les trois composantes du déplacement ux, uy, uz sont cou-

plées. Il est possible d’obtenir des équations découplées en adoptant la décomposi-

tion de Helmholtz. Cette dernière nous permet d’écrire le champ de déplacement u

comme la somme d’un potentiel scalaire irrotationnel φ et d’un potentiel vectoriel

incompressible ψ :

u = ∇φ + ∇ ∧ψ (I.8)

avec

∇ ∧ (∇φ) = 0 et ∇ψ = 0 (I.9)
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Ainsi, on a explicitement :

ux =
∂φ

∂x
+
∂ψz

∂y
− ∂ψy

∂z
(I.10)

uy =
∂φ

∂y
+
∂ψx

∂z
− ∂ψz

∂x
(I.11)

uz =
∂φ

∂z
+
∂ψy

∂x
− ∂ψx

∂y
(I.12)

En reportant l’expression du déplacement (I.8) dans l’équation de Navier (I.6)

on obtient :

∇[(λ + 2µ)∆φ− ρ
∂2φ

∂t2
] + ∇ ∧ [µ∆ψ − ρ

∂2ψ

∂t2
] = 0 (I.13)

Ainsi on aboutit à deux équations de d’Alembert découplées pour les deux potentiels

φ et ψ :

∆φ− 1
c2

L

∂2φ

∂t2
= 0, ∆ψ − 1

c2
T

∂2ψ

∂t2
= 0 (I.14)

La première équation correspond à la propagation d’une onde longitudinale (L)

ou de compression (P) pour laquelle la matière subit une succession de compressions

et de dilatations parallèles à la direction de propagation. Une illustration de ce type

de mouvement est présentée dans la figure I.1.

Figure I.1 – Onde longitudinale : déformation parallèle à la direction de propaga-

tion.
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La célérité de l’onde longitudinale est définie par la relation suivante :

cL =

√

λ+ 2µ
ρ

(I.15)

qui, en fonction du coefficient de Poisson ν et du module d’Young E s’écrit

cL =

√

√

√

√

E(1 − ν)
ρ(ν + 1)(1 − 2ν)

(I.16)

La deuxième équation concerne les ondes transversales (T) ou de cisaillement

(S) (pour Shear en anglais) pour lesquelles le déplacement des particules s’effectue

perpendiculairement à la direction de propagation (figure I.2). On distingue les ondes

transversales polarisées dans le plan vertical du solide (ondes TV ou SV) et dans le

plan horizontal (ondes TH ou SH).

Figure I.2 – Onde transversale : déformation perpendiculaire à la direction de

propagation.

La vitesse de ces ondes est définie comme suit :

cT =
√

µ

ρ
=

√

E

2ρ(ν + 1)
(I.17)

Généralement, on a cL ≈ 2cT .
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Dès lors que le solide possède une interface, les différentes ondes de volume vont

y interagir. Cette interaction ne concerne pas les ondes transversales horizontales

(SH) dont la polarisation n’est pas modifiée lors d’une réflexion sur l’interface [5].

En revanche, les ondes longitudinales (L) et transversales verticales (TV) vont subir

à chaque réflexion une conversion partielle selon le processus suivant :

onde (L) incidente → onde (L) réf léchie + onde (TV ) convertie

onde (TV ) incidente → onde (TV ) réf léchie + onde (L) convertie

Ces phénomènes de conversion vont donner lieu à de nouveaux types d’ondes

qui vont dépendre de la nature de l’interface et des milieux de propagation. Ces

dernières appartiennent à la vaste famille des ondes acoustiques de surface (OAS,

également désignées par leur acronyme anglais SAWs).

I.2.2 Ondes acoustiques de surface

Alors que les ondes de volume s’étendent dans tout le milieu où elles se propagent,

les ondes acoustiques de surface sont guidées par l’interface et y restent confinées sur

une épaisseur d’environ une longueur d’onde. De nombreux ouvrages [6–8] présentent

de manière exhaustive les différents types d’OAS en milieux isotropes, anisotropes [9]

ou même piézoélectrique [5]. Ceci sortant du cadre de cette thèse, je me contenterai

de citer les différentes catégories rencontrées en milieu isotrope ainsi que leurs prin-

cipales caractéristiques. En revanche la configuration qui nous intéresse, à savoir la

propagation dans une plaque mince sera détaillée dans les sections suivantes.

On distingue deux grandes catégories d’OAS : les ondes non dispersives dont

les différentes composantes fréquentielles se propagent à la même vitesse, et le cas

contraire des ondes dispersives pour lesquelles la vitesse de phase dépend de la

fréquence.
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Figure I.3 – Onde de Rayleigh : la polarisation est elliptique et rétrograde près de

la surface.

I.2.2.1 Ondes non dispersives

– les ondes de Rayleigh se propagent à l’interface solide isotrope/vide. Le mou-

vement des particules est elliptique, tout comme celui des ondes de gravité

que l’on rencontre à la surface de l’eau à la différence que le sens de rotation

est rétrograde près de la surface pour les ondes de Rayleigh. La polarisation

elliptique peut s’expliquer par la faible impédance de l’air par rapport à celle

du solide, favorisant ainsi le déplacement normal par rapport au déplacement

tangentiel. L’amplitude des ondes de Rayleigh décroît exponentiellement avec

l’épaisseur de sorte que leur énergie reste confinée sur à peu près une longueur

d’onde. La vitesse de ces ondes (toujours inférieure à celle des ondes de volume)

peut être estimée à partir de la formule suivante :

CR ≈ CT





0.44 + C12

C11

0.58 + C12

C11





1

2

(I.18)

qui peut aussi s’écrire :

CR ≈ CT

(

1.44λ+ 0.88µ
1.58λ+ 1.16µ

)
1

2

(I.19)

Cette expression, proposée par Royer et Clorennec [10], est une amélioration

de la formule initialement proposée par Viktorov [11].

Dans le cas du silicium, la vitesse des ondes de Rayleigh vaut approximative-

ment 4321 m/s.
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– les ondes de Stoneley se retrouvent à l’interface entre deux solides et corres-

pondent à la combinaison de deux ondes de Rayleigh qui se propagent de part

et d’autre de la frontière. La vitesse de ces ondes est comprise entre la plus

petite vitesse des ondes de Rayleigh parmi les deux solides pris séparément et

la plus petite vitesse des ondes de volume.

– les ondes de Scholte se propagent à l’interface solide isotrope/fluide. On peut

les voir comme un cas limite des ondes de Stoneley où le module de cisaillement

µ d’un des deux milieux tend vers zéro.

I.2.2.2 Ondes dispersives

Dès lors qu’une échelle de longueur caractéristique est introduite (épaisseur d’une

plaque mince ou milieu multicouche), la propagation des ondes devient dispersive.

– les ondes qui se propagent dans une plaque mince isotrope se découplent en

deux catégories indépendantes : les ondes de Lamb et les ondes SH. Leurs

principales caractéristiques sont une propagation guidée multimodale entraî-

nant deux grandes catégories de déformations : les déformations symétriques

(mouvement de compression sans flexion du plan moyen) et les déformations

antisymétriques (flexion sans compression du plan moyen). Elles feront l’objet

des sections suivantes.

– la propagation dans une couche et un substrat isotropes de l’onde transversale

horizontale SH donne naissance aux ondes guidées de Love (à condition que la

vitesse de cisaillement dans la couche soit inférieure à celle dans le substrat).

La vitesse de ces ondes oscille continument entre les vitesses de cisaillement

des deux milieux.

– pour les ondes polarisées dans le plan sagittal, si la vitesse de Rayleigh dans

la couche est inférieure à celle dans le substrat, des modes d’ordres supérieurs

peuvent apparaître pour lesquels le déplacement mécanique oscille en profon-

deur dans la couche et décroît dans le substrat. Ces modes se divisent eux

aussi en deux familles de déformation symétrique et antisymétrique. Le mode

symétrique de plus bas ordre est appelé onde de Rayleigh perturbée alors

que le pendant antisymétrique porte le nom d’onde de Sezawa [6].
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I.2.3 Ondes de plaque

I.2.3.1 Ondes de Lamb

Considérons une plaque homogène isotrope d’épaisseur constante 2h, de dimen-

sions latérales infinies (cf. figure I.4) et placée dans le vide. Le système de coor-

données est tel que le plan (x, y) correspond au feuillet moyen de la plaque dont la

normale est suivant z. La propagation se fait suivant l’axe x.

Dans le cas où l’épaisseur est plus grande que la longueur d’onde λ, deux ondes

de Rayleigh vont se propager indépendamment sur les deux surfaces libre du solide.

Mais si l’épaisseur de la plaque est inférieure ou égale aux longueurs d’ondes des

ondes de volume, les deux ondes de Rayleigh vont se coupler et donner naissance

aux ondes de Lamb qui vont mettre en mouvement la totalité de la plaque.

Figure I.4 – Plaque homogène d’épaisseur 2h et de dimensions latérales infinies.

I.2.3.1.1 Equation de Rayleigh-Lamb

On adopte la méthode des potentiels [5] dont les fondements reposent sur la dé-

composition de Helmholtz introduite en (I.8). Les ondes de Lamb, polarisées dans le

plan sagittal (x, z) de la plaque, sont découplées des ondes transversales horizontales

(SH) dont le mouvement s’effectue suivant y. L’hypothèse de déformation plane dans

le plan (x, z) implique uy = 0 et ∂/∂y = 0.
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Les composantes des déplacements des ondes de Lamb se propageant suivant x

s’expriment alors comme suit :

ux =
∂φ

∂x
− ∂ψy

∂z
(I.20)

uz =
∂φ

∂z
+
∂ψy

∂x
(I.21)

où les potentiels φ et ψy (qu’on notera ψ) obéissent aux équations de propagation

suivantes :

∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂z2
− 1
c2

L

∂2φ

∂t2
= 0 (I.22)

∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂z2
− 1
c2

T

∂2ψ

∂t2
= 0 (I.23)

On cherche les solutions harmoniques de la forme :

φ = Φ(z)ei(kx−ωt), ψ = Ψ(z)ei(kx−ωt) (I.24)

En injectant ces solutions dans les équations (I.22) et (I.23), on obtient les équations

suivantes :
∂2Φ
∂z2

+ p2Φ = 0,
∂2Ψ
∂z2

+ q2Ψ = 0 (I.25)

avec

p2 =
ω2

c2
L

− k2, q2 =
ω2

c2
T

− k2 (I.26)

Les solutions de (I.25) sont déterminées par les conditions aux limites de la plaque

pour laquelle les contraintes normale σzz
c et tangentielle σxz doivent s’annuler en

z = ±h. Les expressions des contraintes pour un solide isotrope se déduisent de

(I.3) :

σzz = (λ+ 2µ)(
∂ux

∂x
+
∂uz

∂z
) − 2µ

∂ux

∂x
(I.27)

σxz = µ

(

∂ux

∂z
+
∂uz

∂x

)

(I.28)

qui en terme de potentiels Φ et Ψ et après simplifications donnent :

σzz = µ

[

(k2 − q2)Φ + 2ik
∂Ψ
∂z

]

(I.29)

σxz = µ

[

(q2 − k2)Ψ + 2ik
∂Φ
∂z

]

(I.30)

c. la notation des contraintes et leur signification physique est rappelée dans l’annexe A
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L’annulation des contraintes en z = ±h n’est possible que si elles sont fonctions

paires ou impaires de z. Compte tenu de leur expression, et sachant que la dérivation

change la parité d’une fonction, les potentiels solutions de (I.25) sont forcément de

parités différentes et de la forme suivante :

Φ(z) = A cos(pz + α) (I.31)

Ψ(z) = B sin(qz + α) (I.32)

avec α = 0 (cas σzz pair, σxz impair) ou α = π/2 (cas σzz impair, σxz pair). On en

déduit les expressions des composantes du champ de déplacement u :

ux = [ikA cos(pz + α) − qB cos(qz + α)]ei(kx−ωt) (I.33)

uz = [−Ap sin(pz + α) + ikB sin(qz + α)]ei(kx−ωt) (I.34)

Les deux valeurs du paramètre α correspondent alors à deux familles distinctes

d’ondes de Lamb :

– les modes symétriques correspondant à la valeur α = 0 et pour lesquels les

composantes longitudinales du déplacement ux sont égales de part et d’autre

du feuillet moyen de la plaque, alors que les composantes transversales uz sont

opposées (cf. figure I.5).

Figure I.5 – Onde de Lamb symétrique.

– les modes antisymétriques correspondant à α = π/2 et pour lesquels les

composantes transversales sont égales de part et d’autre du feuillet moyen de

la plaque et les composantes longitudinales opposées (cf. figure I.6).
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Figure I.6 – Onde de Lamb antisymétrique.

Les conditions aux limites d’annulation des contraintes en z = ±h (pour α =

0 ou π/2) mènent au système linéaire suivant :











(k2 − q2)A cos(ph+ α) + 2ikqB cos(qh+ α) = 0

(q2 − k2)B sin(qh+ α) − 2ikpA sin(ph+ α) = 0
(I.35)

L’homogénéité de ce système d’équations implique l’annulation du déterminant des

coefficients A et B, soit :

−(k2 − q2) cos(ph+ α) sin(qh+ α) − 4k2qp cos(qh+ α) sin(ph+ α) = 0 (I.36)

qui, après simplifications, peut également s’écrire sous la forme suivante :

ω4

cT
4

= 4k2q2

[

1 − p

q

tan(ph+ α)
tan(qh+ α)

]

(I.37)

Cette relation de dispersion constitue l’équation de Rayleigh-Lamb. Elle mène à

une infinité de solutions qui correspondent à l’infinité de modes de Lamb symétriques

(S) et antisymétriques (A). Les modes (S) s’apparentent aux ondes de compression

dans la mesure où le déplacement moyen sur l’épaisseur se fait essentiellement dans

la direction longitudinale. Les modes (A) sont quant à eux appelés modes de flexion

puisque le déplacement moyen se fait dans la direction transverse.

I.2.3.1.2 Courbes de dispersion

L’équation de Rayleigh-Lamb étant insoluble analytiquement, il faut recourir à

des méthodes numériques pour trouver les couples (ω, k) de chaque mode. L’une

d’entre elles [4] permet d’accéder rapidement aux courbes de dispersion des diffé-

rents modes. Elle est basée sur la recherche des racines des relations symétrique et
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antisymétrique adimensionnées de l’équation de Rayleigh-Lamb :

(ξ2 − x2)2 sin x cos y + 4xyξ2 cosx sin y = 0, pour les modes (S) (I.38)

(ξ2 − x2)2 sin y cos x+ 4xyξ2 cosx sin y = 0, pour les modes (A) (I.39)

où

x = (Ω2 − ξ2)1/2, y = (Ω2 c
2
T

c2
L

− ξ2)1/2, Ω =
ωh

cT
, ξ = kh (I.40)

La recherche des racines des équations (I.38) et (I.39) est effectuée numérique-

ment par la routine ’fzero’ du logiciel Matlab (cf. programme dans l’annexe B). Le

résultat se présente sous la forme d’un réseau de courbes où chaque branche corres-

pond à un mode de Lamb propagatif. La figure (I.7) montre les courbes de dispersion

des huit premiers modes de Lamb calculés pour une plaque isotrope d’aluminium

d’épaisseur 2h, de coefficient de Poisson ν = 0.34 et dans laquelle la vitesse des

ondes transversales vaut cT = 3140 m/s.
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Figure I.7 – Les huit premiers modes de Lamb symétriques (ligne en pointillé) et

antisymétriques (trait plein) pour une plaque d’aluminium homogène d’épaisseur

2h. La flèche bleue indique le point particulier où la vitesse de groupe du mode S1

s’annule (ZGV).
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Pour des raisons pratiques, on regarde l’évolution du produit {fréquence×épaisseur}

en fonction du produit {nombre d’onde×épaisseur}. Cette représentation courante

permet de trouver rapidement les couples (f,k) pour toute épaisseur de plaque 2h

sans recalculer les courbes de dispersion.

Notons que nous ne considérons ici que les racines réelles des relations de disper-

sion qui correspondent aux modes propagatifs de Lamb. Les modes non propagatifs

(nombre d’onde imaginaire pur) ou atténués (nombre d’onde complexe) ne sont pas

pris en compte. Le lecteur désireux d’en connaître d’avantage sur ces solutions en

champ proche pourra par exemple consulter la référence [12].

Physiquement, l’évolution de ces courbes traduit la variation de la proportion

des composantes longitudinales et des composantes transversales en fonction de la

fréquence. Il existe deux modes, les modes de Lamb fondamentaux antisymétrique

A0 et symétrique S0, qui se propagent dans la plaque quelque soit la fréquence. Les

modes d’ordre supérieur, notés An et Sn, possèdent quant à eux une fréquence de

coupure au delà de laquelle ils peuvent se propager. L’ordre du mode n (n ∈ N
∗)

indique le nombre de nœuds du champ de déplacement mécanique le long de l’épais-

seur de la plaque lorsque le mode vibre à une fréquence proche de sa fréquence de

coupure. Les relations permettant de trouver les fréquences de coupure des modes

de Lamb d’ordre supérieur s’obtiennent en considérant le cas k 7→ 0 (qui implique

ω 7→ ωc) dans l’équation de Rayleigh-Lamb. Elles sont indiquées dans le tableau

(I.2).

Les fréquences de coupure approximatives des 2 premiers modes d’ordre supérieur

pour une plaque de silicium de 410 µm d’épaisseur coupée dans le plan cristallin d

(100), semblable à celles que nous utilisons dans nos expériences, sont les suivantes :

fA1
∼ 7 MHz et fS1

∼ 10 MHz. Bien que les théories précédentes concernent les

milieux isotropes, il semble raisonnable de considérer que les fréquences de coupure

se situent entre les valeurs déduites des vitesses volumiques extrémales dans le plan

(100). Il faut garder à l’esprit qu’il ne s’agit ici que d’approximations dont le but est

d. quelques notions de cristallographie dans les milieux à symétrie cubique seront présentées

plus loin avec notamment l’expression des vitesses dans les directions cristallines principales
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de montrer que nos conditions expérimentales sont telles qu’aucun mode de Lamb

d’ordre supérieur ne se propage. En outre, nous montrerons à la fin de ce chapitre

que l’impact de l’anisotropie dans une coupe (100) de silicium est faible sur les

courbes de dispersion du mode A0.

Tableau I.2 – Expressions des fréquences de coupure des modes de Lamb An et

Sn.

Type de mode Parité Fréquence de coupure

modes S pairs : S2n (n ∈ N
∗) fc =

ncT

2h

impairs : S2m+1 (m ∈ N) fc =
(m+ 1/2)cL

2h

modes A pairs : A2n (n ∈ N
∗) fc =

ncL

2h

impairs : A2m+1 (m ∈ N) fc =
(m+ 1/2)cT

2h

A partir des courbes de dispersion, il est possible d’accéder aux vitesses de phase

des modes de Lamb par la relation Vφ = ω/k. A une fréquence donnée, cette quantité

correspond à la vitesse de propagation des fronts d’ondes du mode à l’intérieur d’un

paquet d’ondes. La figure (I.8) présente l’évolution des vitesses de phase pour les 8

premiers modes de Lamb d’une plaque d’aluminium. Le comportement asymptotique

à haute fréquence de ces courbes montre que la vitesse des deux modes fondamentaux

A0 et S0 tend vers une limite commune qui est la vitesse des ondes de Rayleigh. On

peut également montrer que la vitesse des modes d’ordre supérieur tend vers la

vitesse des ondes transversales cT (en considérant kh >> 1 dans la relation (I.26)).
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Figure I.8 – Evolution de la vitesse de phase Vφ des 8 premiers modes de Lamb

symétriques (ligne en pointillé) et antisymétriques (trait plein) pour une plaque

d’aluminium homogène d’épaisseur 2h.

Pour un mode propagatif de Lamb, ainsi que pour tout autre type d’ondes dis-

persives, l’énergie transportée par le mode ne se propage pas à la même vitesse que

les fronts d’ondes. Autrement dit la vitesse de groupe Vg = ∂ω/∂k, qui représente

la vitesse de propagation d’un paquet d’ondes de pulsation centrale ω, diffère de la

vitesse de phase Vφ. L’évolution de la vitesse de groupe des 8 premiers modes de

Lamb est présentée dans la figure (I.9).

la figure (I.7) fait apparaître une particularité du premier mode symétrique non

fondamental S1 (point indiqué par une flèche bleue) : ce dernier existe pour une

fréquence légèrement inférieure à sa fréquence de coupure. Dans cette zone, la fré-

quence passe par un minimum pour lequel la vitesse de groupe s’annule. Ce point

particulier, que l’on nomme ZGV (pour Zero Group Velocity) [13], correspond à une

forte résonance d’épaisseur du mode S1. Puisque la vitesse de groupe y est nulle,

l’énergie ne se propage pas donc la résonance reste localisée au niveau de la source.

Évoquée il y a plus de soixante ans [14], cette particularité des modes de Lamb a

été intensivement étudiée durant les années 2000 tant d’un point de vue théorique

qu’expérimental avec des applications dans le domaine de l’évaluation non destruc-

tive des matériaux [15–22].
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Figure I.9 – Evolution de la vitesse de groupe Vg des 8 premiers modes de Lamb

symétriques (ligne en pointillé) et antisymétriques (trait plein) pour une plaque de

silicium homogène d’épaisseur 2h.

Une autre zone remarquable de la courbe de dispersion de S1 se situe juste

avant la résonance ZGV et présente une pente négative, soit une vitesse de groupe

négative (clairement visible dans la figure I.9). Vitesse de groupe et vitesse de phase

sont donc de signes opposés, ce qui implique l’existence d’une onde de Lamb contra-

propagative. Très récemment, cette propriété a fait l’objet de la mise en œuvre d’une

expérience de réfraction négative pour les ondes de Lamb [23]. Le système étudié est

une plaque isotrope avec un changement abrupt d’épaisseur en forme de marche. La

conversion entre une onde propagative et contra-propagative au niveau de l’interface

(changement d’épaisseur) confère à ce système les propriétés d’une lentille plate pour

les ondes élastiques, semblable à la lentille plate pour les ondes électromagnétiques

prédite par Veselago à la fin des années 1960 [24]. Horace Lamb ne s’était pas trompé

cent ans auparavant en prévoyant d’importantes applications issues de la notion de

vitesse de groupe négative [25].
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I.2.3.1.3 Cas basse fréquence

Comme nous le verrons plus tard, nos configurations expérimentales sont telles

que nous nous situons dans une gamme de produits {fréquence×épaisseur} faible

avec comme seuls modes propagatifs les deux modes fondamentaux A0 et S0. Il

est alors intéressant d’analyser leurs comportements à basse fréquence, c’est-à-dire

lorsque la longueur d’onde λ est très grande devant l’épaisseur 2h. Pour ce faire,

examinons le comportement asymptotique de l’équation de Rayleigh-Lamb quand

k 7→ 0 (impliquant w 7→ 0) :

– pour le mode de Lamb symétrique fondamental S0 (α = 0), l’équation (I.37)

devient :
ω4

cT
4

≈ 4k2(q2 − p2) = 4k2ω2

(

1
c2

T

− 1
c2

L

)

(I.41)

la vitesse de phase Vφ tend alors vers une valeur finie qu’on appelle vitesse

de plaque et qui est définie par la relation suivante :

cP = 2cT

(

1 − c2
T

c2
L

) 1

2

(I.42)

On retrouve ce comportement non dispersif dans le domaine basse fréquence

du diagramme des vitesses de phase (I.8) de S0 ainsi que dans la figure (I.7)

pour laquelle la relation de dispersion se réduit à :

ωS0
= cP .k (I.43)

Le calcul des composantes du déplacement [5] montre que la composante lon-

gitudinale ux est très grande devant la composante transversale uz. Ainsi le

mode S0 peut être assimilé à un mode presque purement longitudinal qui se

propage à la vitesse cP (dont la valeur est toujours comprise entre cT

√
2 et

cL).

– pour le mode de Lamb antisymétrique fondamental A0 (α = π/2), l’équation

(I.37) devient, après développement limité des fonctions tangentes :

ω4

cT
4

≈ 4k2q2

(

1 − 1 − p2h2/3
1 − q2h2/3

)

≈ 4
3
h2k2q2(p2 − q2) (I.44)
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la vitesse de phase s’exprime alors comme suit :

Vφ =
ω

k
=

2cT√
3

√

√

√

√1 − c2
T

c2
L

kh =
cP√

3
kh (I.45)

La relation de dispersion de A0 à basse fréquence correspond alors à une pa-

rabole d’équation :

ωA0
=

cP√
3
k2h (I.46)

La composante transversale uz du déplacement est très grande devant la com-

posante longitudinale ux donc le mode A0 est un mode de flexion à basse

fréquence.

La figure I.10 montre les limites de validité des approximations basses fréquences

dans le cas d’une propagation d’une onde plane dans la direction [100] de la coupe

(100) d’une plaque de silicium de 410 µm d’épaisseur. Dans la direction [100], les

paramètres élastiques sont les suivants [26] : E[100] = 130.2 GPa, µ[100] = 79.4 GPa

et ν[100] = 0.279.
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Figure I.10 – Comparaison des courbes de dispersion théorique (trait plein) avec

les approximations basses fréquences (tirets) pour S0 et A0 dans le cas d’une propa-

gation dans la direction [100] de la coupe (100) d’une plaque de silicium de 410 µm

d’épaisseur.
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Les courbes en trait plein sont solutions de l’équation de Rayleigh-Lamb qui

correspondent aux modes propagatifs fondamentaux S0 et A0 le long de la direction

de propagation [100]. Les approximations sont représentées par des courbes en tirets.

Dans le cas présent, on observe un écart de 5% entre l’approximation basse fréquence

de S0 et la théorie exacte à partir d’environ 1.4 MHz alors que le cas A0 est beaucoup

plus restrictif dans la mesure où le même écart s’observe à partir de 496 kHz.

I.2.3.2 Ondes transversales horizontales (SH)

Ces ondes se propagent à la vitesse cT =
√

µ/ρ suivant x et sont polarisées

suivant la direction y.

Le déplacement uy est régi par l’équation de propagation suivante [5] :

∂2uy

∂z2
+

(

ω2

c2
T

− k2

)

uy = 0 (I.47)

Les solutions uy se trouvent à partir des conditions aux limites mécaniques qui

imposent l’annulation de la contrainte σyz sur les deux surfaces libres de la plaque

en z = +h et z = −h. Or cette dernière est reliée à uy par la relation suivante :

σyz = µ
∂uy

∂z
(I.48)

Annuler cette relation implique un déplacement uy extrémal. La solution s’écrit

donc sous la forme suivante :

uy(z) = u0 cos
[

nπ

2h
(z + h)

]

avec n ∈ N (I.49)

A chaque valeur de n correspond alors un état de résonance transversale (suivant

z). Les n pairs correspondent aux modes SH symétriques tandis que les n impairs

concernent les modes SH antisymétriques.

La relation de dispersion f(k) se trouve en injectant les solutions (I.49) dans

l’équation (I.47) :

f(k) =
cT

2π

[

k2 +
(

nπ

2h

)2
]1/2

(I.50)

A partir de cette relation on peut tracer les courbes de dispersions des différents

modes SHn. Les six premiers d’entre eux sont représentés dans la figure I.11 dans le

cas d’une plaque d’aluminium.
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Figure I.11 – Courbes de dispersion des six premiers modes de cisaillement hori-

zontal SH0, SH1, SH2, SH3, SH4, SH5 dans une plaque d’aluminium.

On voit que seul le mode transversal horizontal fondamental est non dispersif.

Pour la direction de propagation [100] dans une plaque de silicium (100), la vitesse

de l’onde de cisaillement horizontale vaut 4673 m/s (cf. tableau I.3 plus loin). Pour

une plaque de 410 µm d’épaisseur la fréquence de coupure du premier mode d’ordre

supérieur SH1 se situe à environ 6 MHz. Tout au long de ce manuscrit, les études

expérimentales que je présenterai concerneront principalement des gammes de pro-

duits {fréquence×épaisseur} faibles. Ainsi, parmi les différents modes de cisaillement

horizontal possibles, seul le mode SH0 se propagera dans nos plaques.

I.2.4 Propagation dans les cristaux à symétrie cubique, cas

particulier du silicium

La propagation d’ondes en milieu anisotrope présente des différences importantes

par rapport au cas isotrope. En particulier la polarisation des trois ondes de volume

n’est plus nécessairement parallèle ou perpendiculaire à la direction de propagation.

On parle alors d’ondes quasi-longitudinale et quasi-transversales. Contrairement au

cas isotrope, l’onde de surface en milieu anisotrope peut résulter de la combinaison

linéaire de trois, deux, ou même une seule, onde(s) de volume non homogène(s).
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Le comportement anisotrope du milieu modifie donc considérablement l’existence

et la structure des ondes de surface qui se propagent à la surface libre d’un milieu [27].

Considérer l’anisotropie implique généralement une résolution complexe nécessi-

tant l’élaboration de méthodes numériques. Cependant certaines classes de symétrie

peuvent se traiter analytiquement e. C’est en particulier le cas du système cubique

auquel appartient le silicium et qui constitue le cas d’anisotropie le plus simple de

par son haut degré de symétrie. Les raisons qui nous ont poussés à choisir le silicium

pour nos échantillons expérimentaux seront évoquées dans la partie expérimentale

du chapitre. Le nombre de constantes indépendantes décrivant le comportement

élastique d’un cristal à symétrie cubique est réduit à trois. Le loi de Hooke s’écrit

alors comme suit :
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(I.51)

On trouve les constantes du tenseur des rigidités du silicium dans de nombreux

articles [28,29]. Les plus précises semblent être les suivantes [30](précision de 0.02%,

à température ambiante et pression atmosphérique) :


























C11 = 165.64 GPa

C12 = 63.94 GPa

C44 = 79.51 GPa

Ces valeurs seront celles adoptées dans toutes les applications numériques de ce

manuscrit.

e. nous n’avons pas effectué ces développements analytiques, ceux-ci sortant du cadre de cette

thèse essentiellement expérimentale
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Notons par ailleurs que pour contourner les difficultés liées à l’anisotropie, il est

parfois d’usage de recourir à des approximations isotropes qui consistent à définir

des quantités qui caractérisent le comportement élastique "moyen" du solide aniso-

trope. Par exemple, la moyenne de Voigt [31] définit les modules de cisaillement µ,

coefficient de Poisson ν et module d’Young E moyens d’un solide anisotrope :

µ = 0.2C11 − 0.2C12 + 0.6C44 (I.52)

ν =
0.1C11 + 0.4C12 − 0.2C44

0.4C11 + 0.6C12 + 0.2C44

(I.53)

E = 2µ(1 + ν) (I.54)

qui dans le cas du silicium donnent :

µ = 68.0 GPa (I.55)

ν = 0.22 (I.56)

E = 165.7 GPa (I.57)

Le silicium présente une structure cristalline de type diamant (cf. figure I.12),

forme dérivée de la maille cubique à faces centrées dont la moitié des huit sites

tétraèdriques est occupée (atomes en foncé sur la figure). La structure diamant est

donc équivalente à deux réseaux c.f.c décalés de 1
4

dans les trois directions de l’espace.

Figure I.12 – Structure cristalline en diamant du silicium.
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Figure I.13 – Les différents plans de découpe usuels du silicium. Dans chaque cas

les atomes compris dans le plan considéré sont représentés (Tiré de [29]).

Dans un monocristal de silicium et plus généralement dans tout matériau aniso-

trope, la vitesse de propagation des ondes acoustiques va dépendre de l’orientation

du plan du cristal vis-à-vis des axes cristallins et de la direction de propagation

dans ce même plan. Les plans (notés entre parenthèse) et directions (notées entre

crochets) du cristal sont décrits en utilisant la notation de Miller (cf. annexe D

dans [6]). La figure (I.13) montre différentes coupes cristallographiques que l’on

trouve usuellement pour un cristal de silicium.

Les axes x,y et z coïncident respectivement avec les directions [100],[010] et [001]

et les plans (100),(110) et (111) sont orthogonaux aux directions de mêmes indices.

Chaque cas fait apparaître le nombre d’atomes de silicium présents dans la coupe. On

voit que le plan (111) présente la plus forte densité atomique. Dans ce cas particulier

d’orientation, les module d’Young, coefficient de Poisson et module de cisaillement

sont indépendants de la direction cristallographique considérée, contrairement aux

orientations (100) et (110) [26]. Un tel matériau peut donc être considéré comme

isotrope.
Le calcul des vitesses des trois ondes de volume selon n’importe quelle orientation

d’un cristal cubique revient à résoudre l’équation suivante [32] :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

l2C11 + (m2 + n2)C44 − ρc2 lm(C12 + C44) ln(C12 + C44)

lm(C12 + C44) m2C11 + (l2 + n2)C44 − ρc2 mn(C12 + C44)

ln(C12 + C44) mn(C12 + C44) n2C11 + (l2 + m2)C44 − ρc2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0 (I.58)
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où les indices l,m et n sont les cosinus directeurs f suivant les axes x,y et z de la

direction de propagation considérée (l2 +m2 + n2 = 1).

A titre d’exemple, calculons les expressions des vitesses le long de la direction

[110] : les solutions s’obtiennent en injectant les valeurs l = m = 1√
2
, n = 0 dans

l’équation I.58 :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

l2C11 + m2C44 − ρc2 lm(C12 + C44) 0

lm(C12 + C44) m2C11 + l2C44 − ρc2 0

0 0 (l2 + m2)C44 − ρc2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0 (I.59)

La résolution de cette dernière mène à l’expression des trois vitesses volumiques :

c1 = cL =

√

C11 + C12 + 2C44

2ρ
polarisée suivant [110] (I.60)

c2 = cT 1 =

√

C11 − C12

2ρ
polarisée suivant [11̄0] (I.61)

c3 = cT 2 =

√

C44

ρ
polarisée suivant [001] (I.62)

En procédant de même dans les deux autres directions principales du réseau

cubique, on trouve :

– suivant la direction [100], on a :

c1 = cL =

√

C11

ρ
polarisée suivant [100] (I.63)

c2 = c3 = cT =

√

C44

ρ
polarisée dans le plan (100) (I.64)

– suivant la direction [111], on a :

c1 = cL =

√

C11 + 2C12 + 4C44

3ρ
polarisée suivant [111] (I.65)

c2 = c3 = cT =

√

C11 − C12 + C44

3ρ
polarisée dans le plan (111) (I.66)

f. les cosinus directeurs sont les cosinus des angles formés par la direction considérée avec les

axes du repère de référence



I.2 Ondes élastiques dans les plaques minces 51

Les valeurs de ces vitesses dans le cas du silicium sont présentées dans le tableau

I.3.

Tableau I.3 – Valeurs des vitesses des ondes de volume dans le silicium selon

différentes directions de propagation.

direction de propagation polarisation valeur des vitesses (m/s)

[100] [100] cL = 8433

plan (100) cT = 5843

[110] [110] cL = 9134

[11̄0] cT = 4673

[001] cT = 5843

[111] [111] cL = 9356

plan (111) cT = 5093

Parker et Mayer [33] ont montré par ailleurs que la somme des carrés des trois

vitesses dans un cristal cubique est invariante et vaut (C11+2C44)/ρ. Par conséquent

la connaissance de deux vitesses est suffisante puisqu’elle permet d’en déduire la

troisième.

Notons enfin que la symétrie cubique implique l’équivalence des plans (100),

(010) et (001). De manière plus générale, si on considère les plans (hkl), alors tous

les plans obtenus par permutation des indices et par leur changement de signe sont

équivalents : on parle alors de famille de plans {hkl}. Ainsi, à titre d’exemple la

famille {100} comprend les six plans (100), (010), (001), (1̄00) g, (01̄0), (001̄) et la

famille {110} les neuf plans (110), (101), (011), (1̄10), (11̄0), (01̄1), (011̄), (1̄10)

et (11̄0). De même, les directions cristallographiques obtenues par permutation et

changement de signe des indices de Miller sont équivalentes, on parle donc de famille

de rangées <uvw>.

g. 1̄ doit se lire "moins 1"
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I.3 Génération et détection optiques des ultra-

sons

Les méthodes de génération et de détection optiques des ultrasons ont vu le jour

quelques années après l’avènement du laser [34], il y a cinquante ans. C’est préci-

sément en 1963 que White [35] démontre la génération par faisceau laser d’ondes

acoustiques dans un solide. Contrairement aux méthodes "classiques" par transduc-

teur piézoélectrique de contact, les systèmes totalement optiques possèdent l’avan-

tage de proposer une mesure large bande, sans contact, avec la possibilité de sonder

des matériaux de forme complexe, qui peuvent être en mouvement et à très haute

température [36]. Durant ces vingt dernières années, les nombreuses études considé-

rant l’utilisation couplée d’une génération et d’une détection optique des ultrasons

ont donné naissance à une nouvelle spécialité baptisée "Ultrasons-Laser". Cette der-

nière, en plein essor, trouve de nombreuses applications dans la détection de défauts

et la caractérisation des matériaux [37–39]. Une conférence internationale lui est

même dédiée depuis 2008 h.

I.3.1 Génération d’ultrasons par laser

La génération d’ultrasons par laser dépend des paramètres du faisceau laser (lon-

gueur d’onde, puissance incidente, taille, forme, durée) et des propriétés optique,

thermique, élastique et électronique du matériau.

En régime nanoseconde, les sources les plus utilisées sont le laser impulsionnel

déclenché (Q-switched) Nd :YAG constitué d’un cristal Y3Al5O12 (Grenat d’Alumi-

nium et d’Yttrium) dopé au néodyme et le laser CO2 [41]. Actuellement, le diag-

nostic mécanique des systèmes nanométriques ou submicrométriques imposent des

sources laser de durées ultra-courtes (régimes picoseconde, femtoseconde voire atto-

seconde i). L’outil utilisé dans ces régimes est généralement le laser Titane-Sapphire.

h. "LU 2008" à Montréal, Canada ; "LU 2010" à Bordeaux, France ; "LU 2012" en prévision au

Japon [40]
i. 10−18s
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Même si la plupart des lasers de génération d’ultrasons sont de type impulsion-

nel, il est possible de générer des ultrasons à l’aide de lasers continus modulés de

faible puissance. Cependant, dans ce cas, l’amplitude des ultrasons est très faible

et le bruit thermique capté par les détecteurs optiques domine le signal reçu. Il est

alors nécessaire d’utiliser une détection synchrone pour extraire le signal du bruit.

Suivant la densité de puissance absorbée, l’impact d’une impulsion lumineuse

sur la surface libre d’un solide opaque engendre des ondes élastiques selon différents

mécanismes qui relèvent de deux catégories : le régime thermoélastique et le régime

d’ablation.

I.3.1.1 Régime thermoélastique

Ce régime concerne les faibles puissances lumineuses. L’augmentation de tempé-

rature due à l’absorption du rayonnement laser est suffisamment faible pour éviter

un changement d’état du solide, et des contraintes élastiques sont obtenues par di-

latation (ou plus rarement contraction) thermique du solide en surface. Pour un

matériau isotrope, l’impulsion laser donne naissance à une source acoustique com-

pressive [42] qui engendre des ondes se propageant parallèlement à la surface libre

(cf. figure I.14). Plus profond, la source génère des ondes polarisées verticalement

qui, lorsqu’elles interagissent avec les précédentes, donnent naissance à des ondes de

Rayleigh ou de Lamb dans une plaque mince.

Le faisceau laser pénètre dans le matériau sur une distance égale à ξ, la pro-

fondeur de pénétration optique, définie comme l’inverse du coefficient d’absorption

optique du matériau. L’évolution de ξ en fonction de la longueur d’onde d’émission

du laser est indiquée dans le cas du silicium dans la figure I.15. Les deux valeurs

qui nous concernent se situent dans l’infra-rouge à 1064 nm (longueur d’onde fon-

damentale d’émission du laser Nd :YAG) et dans le visible à 532 nm (fréquence

fondamentale doublée) dont les valeurs respectives de profondeur de pénétration

optique sont ξI.R ≈1 mm et ξvert ≈1 µm. Une plaque de silicium de moins de 1 mm

d’épaisseur sera donc transparente dans l’infra-rouge.
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Figure I.14 – Régime thermoélastique : le faisceau laser pénètre dans le matériau

sur la profondeur optique ξ et crée une source acoustique compressive parallèle à la

surface.
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Figure I.15 – Evolution de la profondeur de pénétration optique pour le silicium

en fonction de la longueur d’onde des photons incidents, tiré de [43]. Les valeurs

pour un faisceau lumineux incident vert (532 nm) et infrarouge (1064 nm) sont

respectivement marquées par un disque vert et rouge.
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De nombreuses études [42, 44–46] présentent différents modèles théoriques de

génération d’ondes acoustiques par un impact laser ponctuel ou linéique. Les modèles

les plus complets prennent en considération les mécanismes optique, thermique et

électronique du processus de génération d’ultrasons par laser.

Dans le cas d’impulsions laser nanosecondes, sans tenir compte des phénomènes

de diffusion thermique et électronique, les caractéristiques spatiales et fréquentielles

de la source acoustique dépendent des paramètres du faisceau laser et des propriétés

du matériau. En particulier, les longueurs d’ondes générées dépendent de la taille

caractéristiques Γ de la source : celle-ci est égale au diamètre de la tâche focale 2a

auquel on ajoute la distance parcourue par l’onde de compression pendant la du-

rée de l’impulsion τL, autrement dit le produit 2cLτL. Cependant, cette dernière est

négligeable dans nos cas expérimentaux où le diamètre de l’impact laser est milli-

métrique. On a donc Γ ≈ 2a.

Lorsqu’elle est prise en compte, la diffusion thermique implique une étendue spa-

tiale que l’on quantifie par la longueur de diffusion thermique lth, dont l’expression

est la suivante [42] :

lth =
√

Dth∆ (I.67)

où Dth est la diffusivité thermique et ∆ le temps écoulé pour que les ondes quittent

la zone d’excitation optique de taille Γ, soit Γ/cL.

Les modèles faisant intervenir les phénomènes de diffusion électronique sont plus

rares. Ils contribuent, tout comme la diffusion thermique, à élargir la zone d’excita-

tion optique. Ainsi, selon les matériaux, la profondeur de pénétration effective peut

être multipliée par un facteur 10 (cas de l’or [42]) par rapport à la profondeur de

pénétration optique initiale.

Le cas des semi-conducteurs est à distinguer de celui des autres matériaux [46,47].

Alors que l’origine de la génération ultrasonore optique est essentiellement ther-

mique dans la plupart des solides [48] (dont les métaux), une autre contribution

d’origine électronique peut parfois dominer la génération thermique dans le cas des

semi-conducteurs [49,50]. En effet, un faisceau laser incident d’énergie supérieure ou

égale au gap (ou bande interdite) crée une population de porteurs de charge (élec-
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trons et trous) en excès dans le matériau qui, suite à des phénomènes complexes

de recombinaison, va créer une source acoustique d’origine non thermique. Il faut

savoir que le temps de recombinaison électronique dépend de l’énergie incidente,

impliquant ainsi une non linéarité vis-à-vis de l’énergie du faisceau laser incident,

contrairement aux modèles ne considérant qu’une génération thermoélastique [45].

L’énergie du photon incident est donnée par la relation E = hν où h est la

constante de Planck et ν la fréquence du photon. Lorsque le laser émet dans l’infra-

rouge à λ = 1064 nm, l’énergie d’un photon vaut 1.17 eV contre 2.33 eV dans le vert

à λ = 532 nm. Ces quantités sont à comparer avec la bande interdite (ou gap) du

silicium dont l’évolution en fonction de la température est donnée par la relation

suivante [51] :

Eg(T ) = 1.1557 − 7.021T 2

T + 1108
(I.68)

A 300 K, il vaut 1.11 eV. La génération électronique sera donc plus importante

dans le vert que dans l’infra-rouge. Mais c’est sans compter sur l’influence de l’énergie

lumineuse incidente. En effet, pour des densité de puissance lumineuse élevées (mais

inférieures au seuil d’ablation), l’origine thermique de la génération domine celle due

à la création de porteurs, ceci étant du à la décroissance du temps de recombinaison

des porteurs de charge [52]. Ce dernier point important nous amène à conclure que

la génération ultrasonore par laser dans nos expériences est essentiellement d’origine

thermique compte tenu de nos régimes de puissances lumineuses proches du régime

d’ablation.

I.3.1.2 Régime d’ablation

En régime thermoélastique, l’amplitude des ultrasons générés croît linéairement

en fonction de la valeur de l’intensité lumineuse au centre du faisceau laser [53], jus-

qu’à une certaine valeur d’intensité au-delà de laquelle l’amplitude varie peu dans

une large gamme d’intensités. Pour des valeurs plus élevées de puissances lumineuses,

l’impact laser provoque la fusion puis la vaporisation d’une petite quantité de ma-

tière. On entre alors dans le régime d’ablation pour lequel l’amplitude des ultrasons

est cette fois-ci proportionnelle au carré de l’intensité lumineuse [32].



I.3 Génération et détection optiques des ultrasons 57

Dans ce cas, le transfert de quantité de mouvement dû à l’éjection des particules

crée dans la zone irradiée une force normale à la surface (cf. figure I.16).

Figure I.16 – Régime d’ablation. Pour une densité d’énergie lumineuse (fluence) in-

cidente supérieure au seuil d’ablation, la force résultante est essentiellement normale

à la surface et s’accompagne d’une éjection de matière.

Le seuil au-delà duquel on entre dans le régime d’ablation s’exprime usuellement

en terme de rapport de la densité de puissance lumineuse incidente sur la surface

irradiée j. Une expression du seuil d’ablation Iseuil en fonction des paramètres du

matériau et du faisceau laser a été déterminée par Ready en 1965 [41, 54] :

Iseuil(W/cm2 ) =
(

πKρ Cm

4τ

)

1

2

(Tv − Ti) (I.69)

avec :

– K( W/m.K ) la conductivité thermique du matériau,

– Cm( J/kg.K ) la capacité thermique massique,

– Ti( K ) la température initiale du matériau,

– Tv( K ) sa température de vaporisation,

– ρ( kg/m3 ) sa masse volumique,

– τ( s ) la durée de l’impulsion laser.

Dans le cas d’un échantillon de silicium dont la température initiale est de 20◦C et

j. on parle aussi de fluence lorsque ce rapport est exprimé en terme d’énergie
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pour une impulsion laser de durée 7.7 ns, on a :

Iseuil =
(

π × 141.2 × 2329 × 700
4 × 7.7 × 10−9

)
1

2

(2628 − 293) ≈ 35.780 × 106 W/cm2

soit environ 36 MW/cm2.

Cependant, il faut garder à l’esprit que cette formule n’est qu’une estimation de

la valeur du seuil d’ablation. Elle ne prend pas en considération la dépendance vis-

à-vis de la longueur d’onde incidente [55]. En particulier le seuil sera d’autant plus

bas que la profondeur de pénétration optique sera faible. Frass et al. [56] présentent

une synthèse des différentes valeurs du seuil d’ablation du silicium que l’on trouve

dans la littérature. Ces dernières diffèrent parfois d’un facteur 2 voire 3 , ceci étant

principalement dû aux problèmes liés à la détermination exacte de la surface de

l’impact laser. Ils trouvent un seuil de fluence d’environ 340 mJ/cm2 dans l’ultra-

violet pour une durée d’impulsion de 180 ps, qui se transpose dans le visible à l’aide

de la relation suivante (déduite de l’équation (4) dans [56]) :

F V IS
seuil =

FUV
seuil

√

Dthτ(ps)α
(I.70)

qui donne environ 6 J/cm2. Toutes ces observations nous amènent à abandonner

l’idée d’avoir une valeur théorique précise du seuil d’ablation pour le silicium. Pour

nos expériences, nous veillerons à nous placer en-dessous de ce seuil en observant

au préalable l’état de surface de l’échantillon pour différents puissances lumineuses

incidentes à l’aide d’un microscope.

Pour des densités de puissance encore plus élevées, il peut y avoir ionisation de

la matière éjectée et formation d’un plasma à la surface de l’échantillon. Ce plasma

engendre une onde de choc dans l’air qui par conversion à la surface de l’échantillon,

génère à son tour des ondes élastiques dans le solide. Ce procédé de génération

d’ondes acoustiques trouve son application en science des matériaux sous le nom de

PLD (Pulsed Laser Deposition) pour la réalisation de couches minces sur différents

substrats [57]. Il est à noter que la formation de plasma n’est possible que pour

des impulsions suffisamment longues (typiquement τL supérieur à la picoseconde),

laissant ainsi le temps à la matière éjectée d’interagir avec l’impulsion laser. Pour
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des impulsions courtes (en-dessous de la picoseconde), la formation de plasma n’est

plus possible.

On parle par ailleurs de régime cumulé (ou encore régime de génération contrainte

[58]), lorsqu’on considère la superposition des effets du régime thermoélastique et du

régime d’ablation. C’est par exemple le cas lorsqu’on recouvre la surface de l’échan-

tillon d’un film liquide qui sera vaporisé lors de l’impact. Dans cette situation, on

bénéficie des contraintes normales élevées du régime d’ablation tout en préservant

l’échantillon d’une détérioration. C’est une façon d’augmenter l’amplitude des ultra-

sons générés. Cependant cette méthode pose un problème évident de reproductibilité

et sera donc à proscrire dans le cas d’expériences de longue durée.

Notons enfin que la forme du signal généré en régime thermoélastique reste la

même pour différentes énergies alors qu’en régime d’ablation celle-ci varie en fonction

de la densité de puissance incidente k.

I.3.2 Détection sans contact

Par rapport aux dispositifs de mesures "classiques" par capteur piézoélectrique

de contact, les méthodes optiques présentent l’avantage d’une mesure sans contact

avec une bande passante large, bien qu’avec une sensibilité moindre.

Il existe deux catégories de détecteurs optiques : les sondes non interférométriques

qui exploitent la déflexion ou la diffraction du faisceau lumineux, et les sondes in-

terférométriques qui exploitent la modulation de la phase ou de la fréquence du

faisceau lumineux se réfléchissant sur la surface vibrante [41, 59].

Le principe des méthodes interférométriques est le suivant : un laser continu ou

pulsé l émet un faisceau qui est réfléchi (ou diffusé) par la surface à sonder puis

combiné à un faisceau de référence. Le déphasage optique est alors converti en mo-

dulation d’amplitude qui est détectable par une photodiode. De nombreux articles

de revues présentent une comparaison des méthodes de mesure optiques des ultra-

k. ce point sera vérifié plus loin dans la partie qui traite de la description du dispositif expéri-

mental
l. la durée de l’impulsion doit être suffisament longue pour pouvoir capter la totalité du signal

ultrasonore utile
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sons (voir par exemple [60]).

Dans notre cas, la détection de la composante normale des ondes de Lamb à la

surface du wafer de silicium se fait par une méthode interférométrique dite hétéro-

dyne, ce qui signifie qu’un des 2 faisceaux laser est transposé dans le domaine des

radio-fréquences, à 70 MHz (cf. figure I.17). Dans un montage homodyne (sans dé-

calage de fréquence), le rapport signal sur bruit est beaucoup plus faible du fait des

bruits mécaniques, électroniques et des bruits techniques du laser, essentiellement

basses fréquences.

Figure I.17 – Principe de l’hétérodynage : le signal utile est transposé autour de

la fréquence fB(fréquence de Bragg) pour s’affranchir des bruits basses fréquences.

La sonde optique hétérodyne conçue par D.Royer et E.Dieulesaint [61] a une

résolution de 10−4Å/
√
Hz (sensibilité d’autant plus grande que le signal est détecté

dans une bande passante plus étroite) qui lui permet de mesurer des déplacements

de quelques angströms. Cette sensibilité est limitée par le bruit de photon sur la pho-

todiode destinée à convertir la modulation de phase optique en courant électrique.

Le faisceau lumineux est fourni par un laser Nd :YAG d’une longueur d’onde de 532

nm et d’une puissance de 100 mW. La distance entre la sonde et l’échantillon peut

être comprise entre 50 et 150 mm. La résolution latérale de la sonde est quant à

elle limitée par le diamètre du faisceau laser, soit environ 50 µm. La sonde propose,

suivant l’application, six choix de bande passante : [ 20 kHz - 4 MHz], [ 20 kHz -

18 MHz], [ 20 kHz - 45 MHz], [ 200 kHz - 4 MHz], [ 200 kHz - 18 MHz] et [ 200 kHz

- 45 MHz]. Nos fréquences d’études expérimentales relativement faibles feront que

nous prendront comme limite haute le filtre à 4 MHz.
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La limite basse (20 ou 200 kHz) dépendra du type d’échantillon qu’on étudiera.

L’idéal étant de cibler au mieux les fréquences qui nous intéressent et de restreindre

la bande passante autour de celles-ci pour optimiser le rapport signal/bruit.

La figure I.18 illustre la partie optique de la sonde, de type Mach-Zehnder. Le

faisceau laser incident de fréquence fL et de polarisation horizontale, est divisé par

le cube séparateur A en un faisceau de référence (R) et un faisceau sonde (S). Le

premier est dirigé par un prisme de Dove vers la photodiode. Le deuxième, décalé

en fréquence par un modulateur acousto-optique (ou cellule de Bragg) de fréquence

fB , est réfléchi par l’échantillon qui vibre à la fréquence ν0. Ayant traversé deux fois

la lame quart d’onde, il revient polarisé verticalement pour être réfléchi, à 90◦, par

le cube séparateur de polarisation B, en direction de la photodiode. Pour pouvoir

interférer, les deux faisceaux doivent avoir la même polarisation. Pour ce faire, ils

traversent un analyseur orienté à 45◦de leur polarisation. La photodiode délivre

alors un courant à la fréquence fB dont la phase est modulée par la vibration à la

fréquence ν0 de la surface de l’échantillon. L’expression de ce courant est établi dans

l’annexe C.

Figure I.18 – Dispositif optique de type Mach-Zehnder de la sonde laser intérféro-

métrique hétérodyne.
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Une détection électronique cohérente démodule le signal porteur et permet de

récupérer un signal directement proportionnel au déplacement normal de la surface.

Un dispositif de contrôle automatique du gain de l’onde porteuse permet en outre de

compenser, avec une dynamique proche de 60 dB, les variations de réflectivité des

cibles. Il maintient l’amplitude de l’onde porteuse à un niveau de référence constant

(0 dBm). Malgré cela, l’état de surface des matériaux sondés doit permettre une

bonne réflexion du faisceau sonde. Dans le cas contraire, il existe des méthodes ex-

ploitant l’effet photoréfractif [62, 63] dont le principe de fonctionnement repose sur

l’interférence de l’onde de référence avec le "speckle" du faisceau réfléchi.

D’autres méthodes interférométriques exploitent quant à elle la modification de

la fréquence du faisceau sonde par effet Doppler lorsqu’il interagit avec le matériau

sondé. C’est le cas de la vélocimétrie laser [64].

Rappelons que ces méthodes de mesure sont ponctuelles. Des travaux récents

sur l’holographie [65] permettent d’entrevoir une extension du principe de la sonde

interférométrique hétérodyne ponctuelle à une méthode de mesure en temps réel

permettant de relever le champ de déplacement sur des zones de plusieurs cm2 (mais

avec une sensibilité moindre).
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I.4 Dispositif expérimental

I.4.1 Présentation

Une vue globale du montage expérimental est présentée dans la figure I.19. Les

différents instruments sont disposés sur une table optique montée sur vérins pneu-

matiques, ce qui permet une isolation vis-à-vis des vibrations solidiennes ambiantes.

Figure I.19 – Schéma de l’expérience : 1© Laser d’excitation, 2© Echantillon, 3©
Laser sonde, 4© Platines de translation, 5© Oscilloscope/PC d’acquisition.

I.4.1.1 Types d’échantillon et matériau

Nous avons opté pour le silicium comme matériau d’étude. Les motivations qui

nous ont poussés à faire ce choix sont les suivantes :

– il présente de faibles pertes intrinsèques

– il possède une bonne réflectivité, ce qui est nécessaire pour un fonctionnement

optimal de la sonde laser

– sa dureté est élevée, assurant une planéité sur de grandes surfaces

– il dispose d’un bon état de surface grâce au polissage
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Le silicium est en outre facilement usinable et bénéficie des technologies avancées

en micro-électronique. Ceci est intéressant dans l’optique de l’étude de la propaga-

tion en milieu désordonné, qui implique l’usinage d’hétérogénéités dans la plaque.

La plupart des wafers de silicium ne sont pas faits de silicium pur : des atomes

d’un autre matériau y sont introduits en quantités réduites (un atome pour 105 à 108

atomes de silicium). Le rôle de ce dopage est de favoriser la conduction électrique par

l’un des deux types de porteurs (électron ou trou). On parle de dopage P lorsque le

dopant principal est du bore (provoquant un excès de trous) et de dopage N pour un

ajout d’atomes de phosphore, arsenic ou antimoine (excès d’électrons). On retiendra

que le dopage électronique peut altérer les propriétés élastiques du solide dans une

échelle allant de 1 à 3% [29]. Les différents types de wafer de silicium sont illustrés

dans la figure (I.20). Ils présentent un ou plusieurs méplats qui renseignent sur le

plan de coupe de l’échantillon et le type de dopage.

Figure I.20 – Les différents types de wafer de silicium. L’angle entre le méplat prin-

cipal et le méplat secondaire (s’il existe) détermine l’orientation cristallographique

et le type de dopage.
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Figure I.21 – Wafer de silicium de type (100) avec les directions cristallographiques

dans le plan indiquées.

A titre d’exemple la coupe (100) m est présentée dans la figure I.21. On y voit

les principales directions dans le plan. La vitesse est maximale pour la direction

parallèle au méplat principal du wafer [110] et par conséquent toute direction de

la famille <110>. Elle est minimale à 45◦ suivant la direction [010] et pour toute

direction de la famille <100>. Notons que la totalité des échantillons étudiés dans

les expériences décrites dans ce manuscrit seront de type (100).

I.4.1.2 Dispositifs de génération des ultrasons

I.4.1.2.1 Excitation optique par laser impulsionnel

La génération optique des ultrasons est assuré par un laser Nd :YAG impulsionnel

Q-déclenché (modèle ULTRA de la société Quantel) qui fournit des impulsions dont

les profils spatial (cf. figure I.22) et temporel sont gaussiens.

m. la coupe (100) est plus fréquemment rencontrée de part la simplicité de son clivage et la

facilité de l’élaboration des lingots de Si (100)
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Figure I.22 – Allure du faisceau laser en champ proche (à droite) et en champ

lointain (à gauche). Spécifications techniques fournies par la société Quantel.

Pour des raisons pratiques, et aussi parce que le silicium est moins absorbant

dans l’infra-rouge, on choisit une longueur d’onde d’émission dans le visible à 532 nm

obtenue grâce à un cristal doubleur de fréquence. Les caractéristiques du faisceau

laser à cette longueur d’onde sont les suivantes :

– durée de l’impulsion : 7.7 ns

– énergie maximale par impulsion n : 31.3 mJ

– diamètre du faisceau en champ proche : 2.5 mm

– taux de répétition des impulsions : réglable de 1 Hz à 20 Hz

La figure (I.23) représente les différents modules de la tête laser : l’oscillateur

laser 1© émet une longueur d’onde fondamentale dans l’infra-rouge à 1064 nm dont

l’énergie peut être modifiée grâce à un atténuateur réglable à lame demi-onde 2©. Un

cristal non linéaire 3© génère, lorsque sa température est augmentée, l’harmonique

double à 532 nm. Enfin un module séparateur d’ondes par miroirs dichroïques 4© éli-

mine l’infra-rouge résiduel et permet de fournir en sortie de tête seulement le 532 nm.

Figure I.23 – Schéma de la tête laser du dispositif d’excitation optique.

n. Cette valeur se dégrade peu à peu avec l’usure des lampes flashs
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En pratique, on règle l’énergie incidente (typiquement en dessous du millijoule

par impulsion) par la lame demi-onde pour être en dessous du seuil d’ablation afin

d’éviter d’endommager la surface à sonder. Pour le choix de la cadence du laser, il

faut s’assurer que la réponse du système soit finie avant de réexciter ce dernier. Elle

dépend du type d’échantillon étudié et des conditions expérimentales. Nos valeurs

expérimentales sont au minimum de 5 Hz et au maximum de 20 Hz.

Par ailleurs une lentille convergente permet, si besoin est, de focaliser le faisceau

laser sur l’échantillon. Cependant le seuil d’ablation sera atteint pour des énergies

moindres que dans le cas sans lentille. Le début du phénomène d’ablation n’étant

pas visible à l’oeil nu, des tests préliminaires sont réalisés pour différentes puissances

lumineuses sur différentes cibles pendant quelques minutes. Ces échantillons témoins

sont ensuite observés par microscopie pour conclure sur la présence ou non de dom-

mage. On se place ainsi dans le cas d’une puissance maximale la plus proche du seuil

d’ablation afin d’optimiser le rapport signal/bruit tout en épargnant l’échantillon.
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Figure I.24 – Evolution des cinquantes premières microsecondes d’un signal mesuré

au niveau de la source laser pour différentes puissances lumineuses incidentes (dans

l’ordre de puissance croissante : noir, bleu, magenta et vert). Les différentes courbes

sont ramenées à la même échelle pour pouvoir être comparées.
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Du moment que l’on reste dans le régime thermoélastique, l’amplitude des ultra-

sons générés croît linéairement en fonction de l’énergie du faisceau laser incident. Les

observations expérimentales rapportées dans la figure I.24 confirment que le régime

dans lequel on travaille est linéaire : on y voit le signal délivré par la sonde en un

même point au niveau de la source acoustique pour différentes valeurs de puissance

lumineuse incidente. Les courbes noire, bleue, magenta et verte correspondent, dans

cet ordre, à des puissances croissantes (elles sont mises à l’échelle pour pouvoir les

comparer qualitativement). La diminution de la puissance du faisceau laser incident

entraîne une augmentation globale du bruit sur le signal mais la forme de l’onde se

conserve. On note cependant un léger décalage temporel entre les différents cas (en-

viron 800 ns entre les cas extrêmes présentés ici). En particulier, le temps d’arrivée

de l’onde décroît pour des puissances lumineuses croissantes. Cette observation peut

s’expliquer par une élévation locale de la température qui entraînerait l’augmenta-

tion de la célérité de l’onde acoustique générée dans la zone irradiée.

Au-delà du seuil d’ablation, la forme de l’onde change significativement comme

en témoigne la figure I.25. La courbe noire est mesurée pour une faible puissance

lumineuse incidente et la courbe verte correspond au régime d’ablation.
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Figure I.25 – Comparaison de la forme de l’onde générée en régime thermoélastique

(courbe noire) et en régime d’ablation (courbe verte).
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I.4.1.2.2 Excitation par transducteur de contact

Nous disposons également d’un dispositif "classique" de génération ultrasonore

par transducteur piézoélectrique de contact. Il est de type longitudinal et possède une

fréquence centrale optimale de fonctionnement de 5 MHz avec une bande passante

de 100% (modèle Panametrics M109 ). Afin de focaliser l’onde ponctuellement et

d’éviter d’éventuels retours après réflexions, on colle une pointe de silice de forme

conique sur la surface du transducteur (cf. figure I.26).

Figure I.26 – Transducteur piézoélectrique de contact + pointe de silice.

Le collage est réalisé à chaud à l’aide d’un sel de salicylate de phényle (salol) qui

permet une bonne adaptation d’impédance entre les deux éléments. La pointe est

obtenue dans les ateliers du LPMC et correspond à la première goutte de silice issue

du tirage des fibres optiques. On obtient ainsi le même effet qu’avec les pointes en

aluminium utilisées dans les expériences de retournement temporel de Draeger et

Fink [66] (mais à moindre coût !).

On génère un signal impulsionnel de type "burst" (cf. figure I.27), à la fréquence

et au taux de répétition désirés, à l’aide d’un générateur de fonction (modèle Agilent

33120A). Ce signal passe ensuite par un amplificateur de puissance (bande passante

100 kHz-50 MHz, puissance 100 W) avant d’être injecté au transducteur.
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Figure I.27 – Allure d’une impulsion de type "burst" envoyée au transducteur de

contact. La figure de droite correspond au spectre de l’impulsion.

Le tableau I.4 résume les avantages et inconvénients des deux types de géné-

ration ultrasonore dont on dispose. Bien entendu, ils n’ont pas le même poids et

il conviendra d’opter pour le dispositif le mieux adapté au système que l’on veut

étudier compte tenu des contraintes expérimentales.

I.4.1.3 La sonde laser interférométrique hétérodyne

On dispose d’une sonde laser interférométrique SH140 de la société BMI. Son

principe de fonctionnement est décrit dans la section I.3.2. Un miroir de renvoi per-

met au faisceau sonde d’atteindre l’échantillon et de régler son orientation vis-à-vis

de ce dernier. Une importante phase de réglage de la sonde est effectuée préliminai-

rement à chaque expérience. Elle consiste à maximiser l’amplitude de la porteuse en

jouant sur l’orientation du miroir de renvoi et la focalisation du faisceau sonde. Il

faut en outre s’assurer de l’horizontalité de l’échantillon vis-à-vis de la sonde pour

disposer des mêmes performances sur la totalité de la zone sondée.
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Tableau I.4 – Avantages et inconvénients de nos deux dispositifs de génération

ultrasonore.
Laser Transducteur

couplage avec l’échantillon o

bande passante

rapport signal/bruit

contrôle de la source

reproductibilité sur de longues périodes

coût

La figure I.28 présente les 30 premières millisecondes d’un signal délivré par

la sonde en un point d’un wafer de silicium de 4" et de 380 µm d’épaisseur. Les

diverses origines de la décroissance du signal au cours du temps seront abordées

dans la section I.4.1.5.
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Figure I.28 – Exemple de signal mesuré par la sonde en un point.

o. plus précisément, le laser n’impose aucune contrainte mécanique et empêche les éventuels

retours vers la source qu’on peut avoir dans le cas du transducteur
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Figure I.29 – Début du signal mesuré par la sonde en un point.

Le début du signal précédent est montré dans la figure I.29. On y voit la nais-

sance d’une onde hautement dispersive, l’onde de Lamb fondamentale A0, qui est

réfléchie par les bords du système après quelques microsecondes. L’onde S0 qui la

précède n’est pas visible ici compte tenu de sa très faible composante normale à

basse fréquence.

Pour balayer la totalité de l’échantillon et récupérer ainsi toute la dynamique du

champ de déplacement normal de la plaque, deux platines de translation mettent en

mouvement l’échantillon et son support dans le plan XY. Elles disposent d’une préci-

sion de déplacement de 0.5µm et assurent une répétabilité unidirectionnelle 1.5µm.

Pour préserver la stabilité de l’échantillon, il est nécessaire d’ajuster les valeurs des

vitesses et accélérations des platines pour éviter tout déplacement brusque. Il faut

également s’assurer de l’horizontalité de la plaque et de son support. Une légère

pente pourrait, lors d’un déplacement, provoquer un déplacement latéral de l’échan-

tillon.

Le type de déplacement effectué par les platines est indiqué dans la figure I.30. Le

choix des paramètres spatiaux (résolution spatiale δ, dimensions Lx et Ly) et tem-

porels (résolution temporelle, durée totale du signal, nombre de coups pour effectuer

une moyenne) conditionne la durée des expériences et dépendra donc du système
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que l’on étudie et de ce qu’on veut en tirer. Pour avoir un ordre d’idée, la durée des

expériences décrites dans ce manuscrit varie de quelques heures à une quinzaine de

jours, représentant des tailles de données de quelques centaines de mégaoctets à plus

de 100 gigaoctets pour les expériences les plus longues (milieux désordonnés). Ces

tailles de données très importantes proviennent de la grande profondeur de mémoire

nécessaire pour enregistrer toute la dynamique temporelle des signaux (de quelques

µs à plusieurs dizaines de ms).

Figure I.30 – Principe d’indexage des grilles de mesure. Chaque point de mesure,

noté par un disque, est séparé de son voisin d’une distance égale à la résolution

spatiale δ.

Une fois l’expérience terminée, on a à notre disposition toute la dynamique du

champ de déplacement normal de la plaque. Il nous est donc possible de retracer

l’évolution temporelle des ondes acoustiques, comme l’illustre la figure I.31 dans le

cas de la propagation dans une plaque rectangulaire aux bords libres.
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Figure I.31 – Exemple de l’évolution temporelle du champ de déplacement normal

dans une plaque rectangulaire.

I.4.1.4 Acquisition et traitement des données

L’acquisition des données et le pilotage de l’expérience sont réalisées par un os-

cilloscope numérique (modèle Wavesurfer 42 Xs de Lecroy) qui dispose d’un PC

embarqué. Les divers instruments du dispositif expérimental communiquent par bus

GPIB p. Le signal analogique fourni par la sonde est numérisé sur 8 bits en échelle

verticale avec un taux d’échantillonnage maximal de 2.5 milliards d’échantillons par

seconde et une bande passante de 400 MHz. L’oscilloscope offre la possibilité d’opti-

miser le rapport signal/bruit de nos mesures par plusieurs moyens : en réalisant une

moyenne arithmétique sur plusieurs impulsions, en optimisant la bande passante au-

tour de nos fréquences d’études et en proposant des filtres passes-bas de bruit haute

fréquence.

Les programmes de pilotage des expériences et tout le traitement qui suit ont

été développés avec le logiciel Matlab. Afin de disposer du maximum de résolution

verticale de l’oscilloscope, on effectue en tout point du balayage expérimental une

mise en pleine échelle pour compenser les fortes variations du signal entre la zone

de la source et ailleurs dans l’échantillon. On gagne ainsi en dynamique de signal.

p. le GPIB (general purpose information/interface bus ou IEEE 488) est un standard univer-

sellement utilisé pour interconnecter des instruments de mesure électronique
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Au delà de la dynamique du champ acoustique, on veut pouvoir étudier les

modes propres du système. Pour ce faire, on réalise une transformée de Fourier

grâce à l’algorithme FFT de Matlab. Un exemple de spectre d’un signal temporel

est présenté dans la figure I.32. Chaque pic du spectre correspond alors à un mode

propre du système (ou quasi-mode si le milieu n’est pas fermé). En chacun de ces

pics, il est possible de représenter la distribution spatiale du module et de la phase

du mode correspondant en réalisant la transformée de Fourier de chacun des signaux

temporels stockés par l’expérience. Un exemple est montré dans la figure I.33.
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Figure I.32 – Exemple de spectre de puissance réalisé en un point entre 50 et 100

kHz.

Compte tenu de la très grande taille des données expérimentales, il est nécessaire

d’effectuer ces calculs par portions de points (temporels ou fréquentiels suivant si

on s’intéresse à la dynamique ou aux modes propres) et/ou sur une zone spatiale

réduite, ce qui ajoute à la durée de l’expérience une composante importante liée au

post-traitement numérique.
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Figure I.33 – Exemple de distribution spatiale du module et de la phase des modes

(5,3) et (10,2) d’un wafer rectangulaire aux bords libres.

I.4.1.5 Contrôle des pertes

La décroissance du signal temporel présenté dans la figure I.28 s’explique par les

processus physiques suivants :

– l’atténuation interne du matériau, de type visco-élastique

– le rayonnement dans l’air

– le couplage avec les supports

Le premier étant intrinsèque au matériau, nous ne pouvons jouer expérimentalement

que sur les deux derniers.

Pour minimiser le couplage et les possibles fuites par les supports, nous avons

opté pour des supports de forme conique en laiton (cf. figure I.34). La surface de

contact entre la pointe des supports et l’échantillon est très faible, ainsi que la masse

des échantillons (qui vaut au maximum 30 g), nous pouvons donc négliger l’influence

des supports sur la propagation des ondes acoustiques dans nos plaques de silicium.

Ceci se confirme expérimentalement par l’absence de perturbation au niveau des

supports.
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Généralement les échantillons reposent sur trois pointes mais dans le cas où

l’excitation se fait par le transducteur de contact, la pointe fine de silice collée sur

ce dernier joue le rôle de support en plus de deux cônes. Le transducteur est alors

monté sur une platine de translation compacte verticale qui permet d’approcher

précisément l’échantillon.

Figure I.34 – Illustration des supports coniques sur lesquels l’échantillon est posé.

I.4.1.5.1 Contrôle global du couplage avec l’air

Pour diminuer le rayonnement des ondes de plaque dans l’air, nous avons conçu

une cavité à vide dans laquelle il est possible de réaliser un vide primaire en pompant

l’air qui environne l’échantillon. La cavité est constituée de deux plaques de verre

acrylique transparentes posées sur des joints toriques et vissées de part et d’autre

d’un anneau de dural (cf. figure I.35).

Figure I.35 – Photographie du dispositif à vide permettant de réduire le rayonne-

ment des ondes élastiques dans l’air.
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Sur la plaque inférieure, un hublot de quartz permet au faisceau pompe d’at-

teindre la surface inférieure de l’échantillon sans détériorer la plaque d’acrylique (le

seuil d’ablation du quartz est nettement supérieur à celui de l’acrylique). Bien que

transparente, la plaque supérieure induit une diminution du rapport signal/bruit

d’environ 1.5 dBm pour le signal fourni par le faisceau sonde.

La figure I.36 illustre le gain qu’apporte le dispositif à vide primaire sur la dy-

namique du signal. La courbe bleue représente un signal mesuré en un point d’un

wafer homogène de 4" de diamètre et de 380 µm d’épaisseur, à l’air libre. Au bout

d’environ 50 ms, il n’est plus possible de distinguer le signal du bruit. On consi-

dère donc que la réponse du système est terminée. En revanche, la même mesure en

présence d’un vide primaire (courbe rouge) montre que le signal est comparable au

niveau de bruit seulement au bout de 200 ms. On a donc gagné un facteur 4 sur la

dynamique du signal.
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Figure I.36 – Comparaison d’un signal mesuré en un point avec (courbe rouge) et

sans (courbe bleue) un vide primaire. Les signaux ont été moyennés sur 100 coups.
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La qualité de la mesure est également renseignée par le facteur de qualité Q, qui

se détermine à l’aide de la formule suivante :

Q =
f0

∆f
(I.71)

où f0 est la fréquence de la résonance considérée et ∆f la largeur spectrale à mi-

hauteur de cette dernière. En s’intéressant au spectre de puissance des courbes de

la figure I.36 entre 0 et 1 MHz, les valeurs de Q oscillent entre 1.102 et 2.104 à l’air

ambiant et entre 6.102 et 4.104 avec un vide primaire.

Notons que la courbe rouge correspond à un cas "idéal" dans la mesure où l’échan-

tillon ne contient aucune hétérogénéité et qu’une moyenne sur un grand nombre de

coups (100) est réalisée. En pratique, d’une part la présence de pertes locales (cha-

pitre II) ou de diffuseurs (chapitres III et IV) augmentera la décroissance des signaux

et d’autre part, le nombre de coups pour la moyenne en chaque point sera limité à

20 pour avoir des temps d’expérience raisonnables q.

On peut ajouter au tableau I.4 présenté plus haut, l’avantage de pouvoir réaliser

un vide primaire autour de l’échantillon avec le dispositif de génération optique. La

configuration transducteur ne permet pas pour l’instant de bénéficier de cet atout

mais on peut très bien imaginer la réalisation future d’un autre système semblable

à la boîte en plexiglas adapté au montage transducteur et les câbles qui y sont

rattachés.

I.4.1.5.2 Contrôle local

Il est possible d’agir localement sur les pertes du système en y collant un polymère

absorbant (PDMS) de dimension et/ou de forme variables. Plus les dimensions de ce

dernier seront grandes, plus l’absorption des ondes de surface sera importante. Les

innombrables possibilités de fabrication et de découpe de ce polymère permettent de

disposer d’une multitude de configurations d’absorption différentes (cf. les exemples

illustrés par la figure I.37).

q. sur les petits échantillons, on pourra monter jusqu’à 50
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Figure I.37 – Schéma illustrant les diverses possibilités de tailles et de formes

d’élastomère absorbant que l’on peut coller sur nos plaques de silicium.

Nous verrons dans le chapitre suivant l’utilité de pouvoir contrôler localement

les pertes dans l’étude de l’ouverture progressive d’un milieu chaotique fermé. La

planéité des wafers de silicium et des morceaux de PDMS permet une adhérence

naturelle de ces derniers sur la surface des échantillons (à condition d’éliminer toute

poussière qui pourrait nuire à l’adhérence).

I.4.2 Exemple de mesure : courbes de dispersion expérimen-

tales

En guise d’exemple, je présente ici une expérience qui permet d’accéder rapi-

dement aux courbes de dispersion des ondes qui se propagent dans nos plaques.

Différentes méthodes de calcul des courbes de dispersion expérimentales sont pré-

sentées dans la référence [67]. Parmi elles, la méthode de la transformée de Fourier

bidimensionnelle [68] présente l’avantage d’être rapide et facile à mettre en place.

Le point de départ consiste en la réalisation d’une série de mesures temporelles

le long d’une direction de propagation (B-Scan). Une double transformée de Fourier

de ces dernières permet de passer de l’espace (t,x) à l’espace dual (f,k), permettant

ainsi l’accès quasi-direct aux courbes de dispersion des différents modes de propa-

gation.

Le domaine des fréquences accessibles expérimentalement dépend des paramètres

de la source et de la bande passante de la sonde. Le domaine des nombres d’ondes

dépend quant à lui de la résolution spatiale du B-Scan : kmax = 2π/∆x avec une
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résolution ∆k qui dépend de la distance totale balayée xmax : ∆k = 2π/xmax. Le

théorème de Shannon préconise un pas d’échantillonnage spatial maximal égal à

λmin/2 où λmin est la plus petite longueur d’onde. En pratique, un échantillonnage

optimal est obtenue pour ∆x = λmin/4 [69].

Nous avons réalisé deux séries de mesures temporelles en surface d’un wafer de

silicium de 4" et de 350 µm d’épaisseur : la première suivant la direction de propa-

gation [110] (parallèle au méplat) sur une longueur d’environ 9 cm et la deuxième

suivant [100] sur une longueur d’environ 8 cm. Dans les deux cas les points de me-

sures sont pris tous les 0.1 mm, assurant la validité de la méthode pour des longueurs

d’onde supérieures à 0.4 mm, i.e pour des fréquences inférieures à environ 10 MHz,

ce qui est largement suffisant dans notre cas. Pour éviter les problèmes liés aux ré-

flexions sur les bords de l’échantillon [70], seuls les premiers instants (0 - 50 µs) des

signaux temporels sont stockés.
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Figure I.38 – Champ mesuré : on stocke l’évolution temporelle du champ de vibra-

tion le long de la direction de propagation [110] (B-Scan).

L’ensemble des mesures temporelles en chacun des points de la direction [110]

est illustré dans la figure I.38.
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Le résultat de la transformée de Fourier bidimensionnelle est exposé dans la

figure I.39. On y voit apparaître la courbe de dispersion du mode A0, prédominant

dans nos expériences. Une détection des maxima de cette représentation permet

d’en extraire la courbe de dispersion de A0. Les courbes de dispersion mesurées le

long des directions [110] et [100] sont présentées dans la figure I.40 (en pointillés) et

rendent compte de l’anisotropie du silicium, bien que faible dans la coupe (100).
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Figure I.39 – Transformée bidimensionnelle du B-Scan.

On réalise un fit de ces dernières par la courbe de dispersion de A0 théorique

de Rayleigh-Lamb (cf. section I.2.3.1.2) avec comme paramètres du fit les vitesses

longitudinale cL et transversales cT . Les résultats du fit sont les suivants : pour la

direction [100], on trouve cL=8690 m/s et cT =5702 m/s qui diffèrent des valeurs

théoriques présentées dans le tableau I.3 de 3% et 2% respectivement ; pour la di-

rection [110] parallèle au méplat on a cL=8836 m/s et cT =5910 m/s qui s’éloignent

des valeurs théoriques de 3% et 1%. Bien que très satisfaisants, ces résultats peuvent

être optimisés en améliorant la précision de l’alignement de la ligne de mesure avec

la direction cristallographique considérée.
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Figure I.40 – Fit des courbes de dispersion expérimentales de A0 (en pointillés)

avec la théorie (en trait plein) pour deux directions de propagation : [100] (en bleu)

et [110] (en rouge).

De part sa simplicité et sa rapidité d’exécution, cette méthode constitue un

outil efficace qui permet de remonter aux propriétés élastiques du matériau dans les

différentes directions, ou encore d’évaluer l’épaisseur de la plaque connaissant les

vitesses de propagation des ondes volumiques.

I.5 Conclusion

Nous avons présenté dans la première partie de ce chapitre la théorie des ondes

qui se propagent dans les plaques minces. La résolution numérique de l’équation de

Rayleigh-Lamb permet d’accéder aux courbes de dispersion de l’infinité des ondes

de Lamb qui coexistent dans ces milieux. Cependant, à très basse fréquence, nous

avons vu qu’en plus du mode fondamental de cisaillement horizontal SH0, seul deux

modes fondamentaux de Lamb se propagent : le mode symétrique S0, semblable à

une onde de compression, et le mode antisymétrique A0, assimilable à une onde de

flexion de part sa forte composante transversale.
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L’expérience d’élastodynamique que j’ai mise en place permet d’explorer l’évolu-

tion temporelle des ondes de Lamb qui se propagent dans des plaques de silicium de

formes diverses. Grâce à une génération et une détection par laser, il est possible de

réaliser des mesures de manière non invasive et sur une large gamme de fréquences.

Outre l’information sur la dynamique du champ de déplacement, il est possible, par

reconstruction numérique, d’accéder aux distributions spatiales des module et phase

de chacun des modes du système sur lesquelles se décomposent les ondes. L’informa-

tion apportée par la phase est essentielle puisque c’est elle qui rend les phénomènes

d’interférences possibles dans les problèmes de diffusion multiple.

La versatilité de l’expérience rend possible l’étude de différents types de milieux

sans changer le dispositif : nous étudierons ainsi dans le prochain chapitre l’effet de

l’augmentation locale de pertes dans un milieu homogène chaotique avant de nous

intéresser à la diffusion des ondes de Lamb par une hétérogénéité (chapitre III) puis

une forte densité d’hétérogénéités réparties aléatoirement (chapitre IV).
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II.1 Introduction et motivations

Un système quantique fermé est entièrement défini par un ensemble discret

d’énergies propres et d’états orthogonaux entre eux. Lorsque le système fermé s’ouvre

progressivement vers l’extérieur par l’intermédiaire de canaux de perte, la durée de

vie des modes devient finie. Par conséquent, les largeurs spectrales des modes s’élar-

gissent et les résonances ne sont plus isolées. Les effets du couplage sur les statis-

tiques spectrales des systèmes chaotiques ouverts ont été intensivement étudiés, que

ce soit en régime de résonances isolées [71, 72], en régime de faible recouvrement

spectral [73, 74] ou en régime de fort recouvrement spectral [75]. En revanche, les

statistiques du champ associé aux résonances ont fait l’objet de peu d’études.

Pour des systèmes ondulatoires chaotiques dont la limite fermée est invariante

par renversement du temps, les fonctions propres deviennent complexes (non réelles)

par la présence de courants de perte, la composante stationnaire étant peu à peu rem-

placée par une composante progressive fuyant vers l’environnement extérieur [76].

L’analyse de la complexité du champ apparaît également dans d’autres domaines

de la physique ondulatoire. C’est un ingrédient essentiel dans la théorie des modes

laser, qui entraîne un élargissement de la largeur spectrale d’un facteur K, appelé

facteur de Peterman [77]. Ce dernier a été intensivement étudié d’un point de vue

statistique, notamment pour des cavités lasers de forme chaotique [78]. La com-

plexité du champ a été également récemment abordée dans le contexte des milieux

désordonnés ouverts [79] et dans les lasers aléatoires diffusifs [80]. Pour quantifier

cette complexité, on utilise le paramètre de complexité q2 défini comme le rapport

des variances des parties imaginaire et réelle de la fonction propre considérée. Cette

grandeur a été introduite par O. Lobkis et R. Weaver en 2000 [81] pour mesurer la

complexité du champ associé aux résonances d’un bloc d’aluminium de forme chao-

tique. Sa mesure requiert la connaissance de la distribution spatiale de l’amplitude

et de la phase du champ. Des estimations indirectes du paramètre de complexité ont

été réalisées en 2005 dans le contexte des micro-ondes [82]. Mais à notre connais-

sance, des mesures expérimentales directes de ce paramètre pour un mode donné

n’ont jamais été réalisées.
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L’objectif de ce chapitre est de déterminer l’effet de l’ouverture progressive

d’un milieu chaotique vers l’extérieur sur les propriétés spectrales et spatiales des

modes [83]. Pour ce faire, on observera expérimentalement la propagation d’ondes

de Lamb dans un wafer de silicium doublement tronqué avec différentes conditions

d’absorption. Ces dernières seront réalisées en collant localement une bande d’élas-

tomère dont on fera varier la largeur et l’épaisseur. Pour chaque configuration et

pour un mode isolé, on calculera le paramètre de complexité q2 à partir des distri-

butions de l’amplitude et de la phase du mode ainsi que la largeur spectrale Γ de la

résonance. Nous verrons que ces deux grandeurs, qui caractérisent respectivement

l’influence des pertes dans le domaine spatial et spectral, sont liées par une relation

de proportionnalité. Cette dernière sera confrontée à un modèle analytique basé sur

le formalisme du hamiltonien effectif. Pour des raisons de clarté, la partie théorique

sera décrite avant la partie expérimentale, avec au préalable un bref rappel sur les

notions relatives au chaos ondulatoire.

II.2 Le contexte du chaos ondulatoire

Ce chapitre s’inscrit dans le contexte du "chaos ondulatoire" qui regroupe l’en-

semble des systèmes ondulatoires dont la limite géométrique est chaotique. Lorsque

la longueur d’onde est suffisamment petite face aux dimensions caractéristiques du

système, la limite géométrique revient à approximer la propagation d’une onde par

la propagation de rayons. Le problème peut alors être traité par l’étude de la dy-

namique d’une particule classique dans un système fermé à 2 dimensions, appelé

"billard" a. Alors que le problème se résout analytiquement pour les billards régu-

liers (intégrables), une géométrie chaotique entraîne l’absence de solution analytique.

La figure II.1 illustre la différence de comportement de la trajectoire d’une particule

ponctuelle dans un billard régulier et dans un billard chaotique.

Dans le cas du cercle (a), l’angle de réflexion est conservé et la trajectoire régulière

de la particule laisse apparaître une zone de l’espace non explorée délimitée par une

caustique. Dans le cercle tronqué (b), la brisure de symétrie entraîne une trajectoire

irrégulière et l’ensemble du système est balayé par la particule. La dynamique d’un

a. par analogie avec le billard français, puisqu’il ne comporte pas de trou !
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Figure II.1 – Évolution d’une particule classique dans un billard dont la dynamique

est (a) régulière et (b) chaotique. Issu de [84].

tel système exhibe la fameuse propriété d’extrême sensibilité aux conditions initiales.

Notons que cette section n’a pas pour vocation de présenter un état de l’art du

chaos ondulatoire. Le lecteur désireux d’étendre ses connaissances dans le domaine

pourra consulter par exemple la référence [85] qui concerne le chaos ondulatoire en

acoustique et en élastodynamique. Cet article de revue s’inscrit dans la lignée des

travaux réalisés depuis 1995 par l’équipe danoise du CATS (centre for Chaos And

Turbulence Studies) [86–89]. Plus récemment, Wright et Weaver [90] ont publié un

ouvrage sur le chaos ondulatoire et plus généralement les milieux complexes dans le

domaine de l’acoustique.

II.3 Modèle analytique

Le modèle analytique à 2 niveaux présenté ici a été développé dans le cadre de la

thèse de Charles Poli sur la thématique du chaos ondulatoire en milieux ouvert [91].

Nous ne présentons ici que les grandes lignes, nécessaires à une compréhension glo-

bale des concepts abordés et permettant une comparaison directe avec les résultats

expérimentaux décrits plus loin. J’introduirai au préalable la notion de hamiltonien

effectif.



II.3 Modèle analytique 89

II.3.1 Le formalisme du hamiltonien effectif

Les études sur le chaos ondulatoire se sont historiquement développées sur des

systèmes fermés, décrits par un hamiltonien, donc par un opérateur hermitien dont

le spectre d’énergie est réel et discret. Dans ce domaine de recherche, deux approches

théoriques se sont développées : les approches semiclassiques fondées sur la théorie

des orbites périodiques où l’on essaie de calculer les niveaux d’énergie à partir des

orbites périodiques classiques b, et les approches statistiques fondées sur la théorie

des matrices aléatoires.

Mais un milieu réel n’est jamais "fermé", ne serait-ce que par la nécessité de le

coupler au monde extérieur pour mesurer ses propriétés. Il devient alors nécessaire

de traiter ces systèmes comme des systèmes ouverts. Dans le cadre de la théorie

de la diffusion (au sens de "scattering"), le couplage du milieu avec l’extérieur est

modélisé sous la forme de canaux fictifs de pertes, par lesquels les ondes rentrent et

sortent de la zone d’interaction. L’élément de base de cette théorie est la matrice

de diffusion S dont les pôles donnent accès aux propriétés statistiques des énergies

propres, des largeurs, et du champ associé aux résonances [91]. Ces dernières sont

reliées aux valeurs propres et aux fonctions propres d’un opérateur non-hermitien :

le hamiltonien effectif Heff . Ce dernier s’exprime en fonction du hamiltonien du

système fermé H et de la matrice de couplage V :

Heff = H − iV V †/2 (II.1)

où V † est la matrice adjointe (ou transconjuguée) de V .

Les propriétés statistiques des résonances sont obtenues en considérant Heff

comme une matrice aléatoire non-hermitienne. Le formalisme du hamiltonien effectif

possède donc l’avantage de décrire les propriétés statistiques des systèmes chaotiques

ouverts en y incorporant la théorie des matrices aléatoires, initialement utilisée en

milieux fermés. Pour plus de détails sur le formalisme du hamiltonien effectif, j’invite

le lecteur à consulter les références [92, 93].

b. les orbites périodiques sont des trajectoires se reparcourant indéfiniment après un nombre n

de rebonds sur les bords du billard.
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II.3.2 Nature des pertes en milieux ouverts

Comme J. Barthélémy et. al l’ont montré dans le cas particulier d’une cavité

électromagnétique bidimensionnelle, les différents types de couplage peuvent être

séparés en deux catégories [94] : les pertes homogènes et les pertes inhomogènes,

i.e localisées spatialement. Tandis que les premières affectent de manière uniforme

les largeurs des résonances c, les dernières provoquent des fluctuations de largeur

spectrale différentes selon la résonance considérée.

Ces différentes catégories de pertes ont un impact encore plus notable dans le

domaine spatial dans la mesure où la composante spatiale du champ reste inchangée

en cas de pertes homogènes alors que les pertes locales contribuent à rendre le champ

complexe.

II.3.3 Effets des pertes inhomogènes dans le domaine spatial

Il est important de noter que le champ mesuré dans les expériences décrites plus

loin, noté ψ
′

= u + i v, contient une phase globale arbitraire. Pour s’assurer que

la partie imaginaire du champ soit uniquement due à la partie progressive, il est

nécessaire d’appliquer une rotation de phase globale [95] :

ψ = eiαψ
′

= eiα(u+ i v) = ψR + i ψI (II.2)

la phase α est unique et fixée par la condition d’orthogonalité 〈ψRψI〉 = 0 qui

rend les parties réelle et imaginaire indépendantes. En prenant la moyenne spa-

tiale, notée 〈...〉, du carré de l’expression (II.2), et en identifiant les parties réelle et

imaginaire, la phase s’exprime en fonction de 〈u2〉,〈v2〉 et 〈uv〉 :

tan(2α) = − 2 〈uv〉
〈u2〉 − 〈v2〉 (II.3)

La complexité du champ permet de caractériser l’influence des pertes inhomo-

gènes puisque ce sont elles qui rendent les fonctions propres du système complexe.

c. à condition d’être à haute fréquence [91]
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Ce changement sur les propriétés spatiales du champ peut être quantifié par un

paramètre unique : le paramètre de complexité q2, introduit dans le domaine de

l’élastodynamique par Lobkis et Weaver [81]. Pour une fonction d’onde ψ donnée,

son expression est la suivante :

q2 =
〈ψ2

I 〉
〈ψ2

R〉 (II.4)

où 〈...〉 est une moyenne spatiale. Le paramètre de complexité vaut 0 pour une cavité

fermée (ψI = 0). Il vaut 1 pour un milieu complètement ouvert, ce qui correspond à

une superposition aléatoire d’ondes planes.

Dans le cadre de l’hypothèse de Pnini et Shapiro [76] selon laquelle les parties

réelles et imaginaires du champ d’un système sont des variables aléatoires gaus-

siennes d, il existe un lien entre le paramètre de complexité q2 et la distribution de

probabilité de la phase P (φ) de la composante spatiale du champ ψ = |ψ|eiφ [81] :

P (φ) =
q

2π
1

q2cos2φ+ sin2φ
(II.5)

Cette distribution est piquée sur 0 et π pour le champ purement stationnaire d’un

milieu fermé. L’ouverture du système vers l’extérieur provoque un élargissement de

cette distribution jusqu’à devenir uniforme pour le champ purement progressif d’un

milieu ouvert.

II.3.4 Proportionnalité entre qn et Γn

Alors qu’un modèle à N niveaux avec N → ∞ est nécessaire pour décrire les

statistiques du paramètre de complexité, un modèle à 2 niveaux (présenté en détail

dans le chapitre 2 de la référence [91]) est ici suffisant pour illustrer la proportion-

nalité entre la racine carré du paramètre de complexité qn et la largeur spectrale e

Γn de la résonance d’un état n. On rappelle l’expression du hamiltonien effectif :

Heff = H − iV V †/2 où le hamiltonien du système fermé H est représenté par une

matrice 2 × 2 et iV V †/2 est un potentiel imaginaire décrivant le couplage avec l’ex-

térieur par l’intermédiaire de M canaux de fuites. La matrice V de dimension 2×M

contient les amplitudes de couplage V c
n qui relient l’état n au canal c.

d. pour un système ouvert contenant des pertes inhomogènes
e. induite par les pertes inhomogènes
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La non-hermiticité du hamiltonien effectif rend ses valeurs propres et vecteurs

propres complexes. Les énergies propres de Heff s’expriment comme suit :

E1,2 = ǫ1,2 − i

2
Γ1,2 (II.6)

où ǫ1,2 and Γ1,2 sont respectivement les deux énergies propres et les deux largeurs

spectrales du modèle à 2 niveaux. Dans la base diagonalisant le hamiltonien du

système fermé H , le hamiltonien effectif s’écrit :

Heff =







E1 0

0 E2





− i

2







Γ11 Γ12

Γ21 Γ22





 (II.7)

où E1,2 sont les énergies propres du système fermé (avec E2 > E1) et Γnp =
∑M

c=1 V
c

nV
c

p . Notons que dans ce modèle, les éléments non diagonaux du potentiel

imaginaire sont égaux : Γ12 = Γ21 =
∑M

j=1 V
c

1 V
c

2 . Comme nous nous intéressons au

régime de faible recouvrement modal, le potentiel imaginaire peut être vu comme une

perturbation de la partie hermitienne et Heff (II.7) peut être facilement diagonalisée

en appliquant la théorie des perturbations au premier ordre. Les énergies propres et

les largeurs spectrales se déduisent directement : ǫ1,2 = E1,2 et Γ1,2 =
∑M

c=1(V
c

1,2)2.

Dans la base {|1〉, |2〉} des vecteurs propres de H , les vecteurs propres "perturbés"

de Heff s’écrivent :

|ψ1〉 = |1〉 − i

2
Γ21

E2 −E1
|2〉, (II.8)

|ψ2〉 = |2〉 +
i

2
Γ12

E2 − E1

|1〉. (II.9)

Le paramètre de complexité q2
n dans le modèle à 2 niveaux se déduit de (II.4) :

q2 =
Γ2

21

4(E2 − E1)2
(II.10)

Une augmentation uniforme des pertes inhomogènes modifie, par définition, chaque

élément de couplage de la même manière : V c
i → √

vV c
i , où le scalaire v caractérise

l’augmentation des pertes.
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Par conséquent, la largeur spectrale et le paramètre de complexité dépendent de

v de la manière suivante :

Γn(v) = v
∑

c

(V c
n )2 and q2(v) = v2 (

∑

c V
c

1 V
c

2 )2

4(E2 − E1)2
(II.11)

impliquant une relation de proportionnalité entre Γ et q pour un mode donné :

qn =

√

(
∑

c V
c

1 V
c

2 )2

∑

c(V c
n )2

Γn

2(E2 −E1)
. (II.12)

Cette relation peut se mettre sous la forme générale :

qn = βnΓn (II.13)

où le coefficient de proportionnalité βn, propre à chaque résonance, dépend des

amplitudes de couplage et du spectre du système fermé [96]. Dans la limite d’un

très grand nombre de canaux faiblement couplés (M → ∞, σ2 → 0 f et 〈Γ〉 = Mσ2

fixé) le terme qui dépend des amplitudes de couplage est proportionnel g à 1/
√
M ,

de sorte à ce que les fluctuations de βn soient seulement dues au spectre. Dans la

suite on s’intéressera seulement à la proportionnalité entre qn et Γn en étudiant

expérimentalement une plaque de silicium de forme chaotique.

II.4 Résultats expérimentaux

L’expérience décrite dans la partie suivante utilise le dispositif laser/ultrasons

de l’outil expérimental d’ondes de surface présenté dans le premier chapitre de ce

manuscrit. En contrôlant de manière progressive le taux de pertes inhomogènes, on

trouve une relation de proportionnalité entre q et Γ pour un mode donné, en accord

avec les prédictions théoriques décrites précédemment.

II.4.1 Principe de l’expérience

Le système étudié est illustré dans la figure II.2. Il s’agit d’un wafer de silicium

de 2 pouces de diamètre et de 380 µm d’épaisseur. Une première coupe est réalisé

f. σ2 correspond à la variance des amplitudes de couplage, directement liée à la force de couplage

pour un canal entre le système et l’extérieur.
g. comme cela est indiqué dans la référence [97]
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à R/2 pour obtenir un cercle tronqué, assurant ainsi une dynamique chaotique de

la particule qui se meut dans le billard classique associé [98]. Cette forme chaotique

assure l’ergodicité des modes contrairement à ceux que l’on trouve dans les cavités

intégrables et qui présentent des motifs réguliers. Les statistiques modales dans un

tel système sont essentiellement gaussiennes, avec un phénomène de répulsion entre

deux fréquences propres voisines [99]. Une autre coupe perpendiculaire à la première

est réalisée à
√

3R/2 pour briser la symétrie restante.

Figure II.2 – Wafer de silicium de 2 pouces de forme chaotique. Les zones hachurées

indiquent les deux troncatures qui ont été réalisées à partir du wafer initial. La bande

bleue indique la position de la bande d’élastomère absorbante décrite plus loin.

On rappelle que l’échantillon est disposé à l’horizontale sur trois supports co-

niques dont l’influence est négligeable. Les ondes acoustiques sont générées par effet

thermoélastique sur la face inférieure du wafer à l’aide du laser Nd :YAG pulsé dé-

crit dans le chapitre I qui fournit des impulsions d’environ 8 ns avec un taux de

répétition de 20 Hz. De l’autre côté de l’échantillon, la sonde laser interférométrique

hétérodyne récupère la dynamique temporelle du champ de déplacement normal sur

une bande passante de [ 20 kHz - 4 MHz]. La durée de stockage des signaux est

de 20 ms avec une résolution temporelle de 40 ns. La génération thermoélastique,



II.4 Résultats expérimentaux 95

moins efficace qu’avec le transducteur de contact, nécessite de moyenner chaque si-

gnal temporel sur 100 réalisations pour optimiser le rapport signal/bruit. La totalité

du champ du système est récupérée en déplaçant l’échantillon avec les deux platines

de translation XY. Ce déplacement est réalisé avec une résolution spatiale de 500 µm

menant à des durées d’expérience d’environ 1 jour.

La figure II.3 présente les premiers instants de la dynamique temporelle recons-

tituée après une expérience sur un wafer de silicium chaotique. Une distribution

spatiale de type "speckle" est rapidement atteinte du fait la géométrie chaotique du

wafer doublement tronqué.
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Figure II.3 – Premiers instants de la dynamique temporelle du champ de déplace-

ment normal dans un wafer de silicium doublement tronqué.

L’ouverture du milieu vers l’extérieur est réalisée en collant sur un bord du wafer

(cf. figure II.2) une bande d’élastomère absorbante, identique à celles décrites dans le

chapitre précédent. L’absorbant utilisé est un élastomère en PolyDiMethylSiloxane

(PDMS), (Dow Coring, Sylgard 184). Un mélange 10 :1 en PMDS est préparé, dégazé

puis mis à l’étuve à 80◦C pour réticulation pendant 2 heures. Une lame de bistouri

est ensuite utilisée pour le découper à la forme et à la taille voulues. L’épaisseur

d’absorbant dépend par ailleurs du volume du mélange que l’on met dans la boîte

de pétri.
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Différentes conditions d’absorption sont obtenues en faisant varier l’épaisseur ou

la largeur de la bande d’élastomère tout en conservant sa longueur, pour que le

nombre de canaux de pertes h reste le même dans chaque cas expérimental. Notons

que le degré d’absorption de chaque bande n’est pas totalement contrôlé et dépend

par exemple de la manière dont la bande est collée sur le wafer i. Néanmoins, les

paramètres qui nous intéressent étant mesurés pour une absorption donnée, la valeur

précise de cette dernière importe peu.

Nous avons au total effectué une série 5 configurations d’absorption avec des

bandes de PDMS de longueur fixée à 45 mm et d’épaisseur et de largeur variables :

– la première sans bande absorbante, qui constitue le cas référence,

– la deuxième avec une bande épaisse de 1 mm et large de 1 mm,

– la troisième avec une bande épaisse de 2 mm et large de 1 mm,

– la quatrième avec une bande épaisse de 2 mm et large de 2 mm,

– la dernière avec une bande épaisse de 2 mm et large de 3 mm.

On obtient ainsi 5 configurations expérimentales avec une augmentation progres-

sive des fuites locales vers l’extérieur. Les résultats qui suivent présentent l’effet de

l’augmentation du couplage sur les propriétés spectrales et spatiales d’une résonance

isolée.

II.4.2 Évolution des propriétés spectrales

Après avoir identifié une résonance bien isolée autour de 47 kHz, nous nous

sommes intéressés à l’évolution de la largeur de cette résonance pour les 5 confi-

gurations expérimentales décrites plus haut. Le résultat est présenté dans la figure

II.4. En plus de la diminution triviale de l’amplitude de la résonance alors que

l’absorption augmente, on voit que l’augmentation des pertes provoque un élargis-

sement de la largeur spectrale, correspondant à une diminution du temps de vie

du quasimode. On observe en outre un décalage de la position de la résonance vers

les basses fréquences. Pour expliquer ce dernier, on peut considérer que la présence

d’absorbants de plus en plus gros contribue à agrandir en quelque sorte la cavité. La

h. ce dernier est proportionnel à la longueur de la bande sur la demi-longueur d’onde du mode

considéré [91]
i. on rappelle que la planéité des wafers de silicium et des morceaux de PDMS permet une

adhérence naturelle de ces derniers sur la surface des échantillons
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longueur d’onde résultante se retrouve alors augmentée, impliquant une diminution

de la fréquence de résonance.
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Figure II.4 – Évolution de la largeur spectrale de la résonance considérée pour les 5

configurations d’absorption. Les chiffres de 1 à 5 indiquent les différentes expériences

par ordre d’absorption croissante.

II.4.3 "Complexité" du quasimode

La figure II.6 présente l’évolution des distributions spatiales des parties réelles et

imaginaires du quasimode considéré pour les différentes expériences. Ces cartogra-

phies sont obtenues à partir de la transformée de Fourier de chaque signal temporel

stocké au cours de l’expérience. Pour une absorption croissante, on observe une di-

minution de la partie réelle alors que le poids de la partie imaginaire augmente, due

à l’augmentation des courants de fuite. L’accroissement des pertes induit également

une déformation progressive de la distribution spatiale du champ complexe.

Les distributions du champ complexe permettent d’autre part de valider l’hy-

pothèse de Pnini et Shapiro selon laquelle les parties réelle et imaginaire sont des

variables aléatoires gaussiennes de moyenne nulle, comme en témoigne la figure II.5.
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Elle présente les distributions expérimentales des parties réelle et imaginaire norma-

lisées du quasimode dans le cas sans absorption. Les histogrammes expérimentaux

sont en très bon accord avec une évolution gaussienne f(x) =
1

σ
√

2
exp(−x2/2σ2),

représentée en trait plein j. On observe le même comportement pour les quatre autres

expériences.
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Figure II.5 – Distributions des parties réelle (à gauche) et imaginaire (à droite)

mesurées expérimentalement pour le quasimode à 47 kHz dans l’expérience (1). La

courbe en trait plein rouge correspond à l’évolution gaussienne théorique.

j. la normalisation des parties réelles et imaginaires entraîne σ2 = 1
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Figure II.6 – Cartographies des parties réelles (colonne de gauche) et imaginaires

(colonne de droite) du quasimode considéré pour les 5 configurations d’absorption

croissante (de 1 à 5). Notons la différence d’échelle de couleur pour les parties réelle

et imaginaire ; les fluctuations de la partie réelle de chaque configuration restent

supérieures à celles de la partie imaginaire.
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Le calcul du paramètre de complexité nécessite une statistique gaussienne du

quasimode, ce qui exclut les modes de type "scar" pour lesquels l’onde vient se

concentrer sur une orbite périodique instable de la cavité (cf. un exemple de mode

scar mesuré dans la figue II.7). Pour le quasimode étudié jusqu’ici, on calcule la

valeur du paramètre de complexité q2 en réalisant les moyennes spatiales des cartes

du champ complexe obtenues expérimentalement dans chaque cas d’absorption.
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Figure II.7 – Exemple d’un mode de type "scar" qui brise l’ergodicité des modes

de type "speckle".

On rappelle que pour rendre les parties réelle et imaginaire indépendantes, on

effectue une rotation de la phase du champ mesuré qui associe ainsi exclusivement la

partie imaginaire du quasimode aux pertes locales. Les distributions de probabilité

de la phase P (φ) mesurées dans chaque cas d’absorption sont présentées dans la

figure II.8. Alors que le cas sans absorption s’apparente au comportement d’un

champ stationnaire d’un milieu fermé dont les valeurs de la phase sont piquées à 0

et π, on remarque au fur et à mesure que le couplage vers l’extérieur augmente un

étalement des valeurs de la phase, correspondant à l’augmentation de la composante

progressive du champ. La courbe en rouge correspond aux valeurs obtenues par la

relation théorique (II.5) liant P (φ) au paramètre de complexité q2. Un excellent

accord est observé.
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Figure II.8 – Distributions de probabilité de la phase pour les cinq cas de couplage

vers l’extérieur. La courbe en trait plein, déduite des valeurs expérimentales de q2,

correspond à la relation (II.5).
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II.4.4 Proportionnalité entre q et Γ

Les largeurs des résonances sont obtenues en ajustant le spectre complexe avec

une fonction lorentzienne complexe L(ω) = C/(ω − ω0 + 2iπΓ), où ω0, la fréquence

centrale, Γ, la largeur spectrale totale et la constante C sont les paramètres d’ajuste-

ment. La figure II.9 illustre la relation de proportionnalité entre q et Γ pour le quasi-

mode autour de 47 kHz. La déviation de l’ajustement linéaire q = 5.54×10−4−0.04Γ

est en dessous de 3%. Notons que la valeur non nulle de la largeur pour q=0

(Γ=70.5Hz) correspond à la contribution homogène des pertes qui résulte du cou-

plage de la plaque avec l’air. Nous nous sommes ici concentrés sur une seule résonance

mais à chaque résonance correspond un facteur de proportionnalité β différent dont

la valeur dépend des fluctuations des éléments de couplage et du spectre.
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Figure II.9 – Évolution de la racine carrée du paramètre de complexité q en fonc-

tion de la largeur de la résonance autour de 47 kHz pour les cinq configurations

expérimentales d’absorption. Les points correspondent aux données expérimentales

et la droite en trait plein à l’ajustement linéaire réalisé.
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II.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on s’est intéressé à l’influence des pertes inhomogènes dans

un milieu chaotique ouvert sur les propriétés spectrales et spatiales des fonctions

d’onde du système. Après une première partie introduisant les prédictions théoriques

basées sur le formalisme du hamiltonien effectif, on a présenté une série d’expériences

d’élastodynamique en milieu chaotique ouvert. Plus précisément, on a observé par

une méthode de mesure non invasive le comportement des ondes de Lamb dans

un wafer de silicium doublement tronqué et dont on a fait varier le taux de pertes

locales. En collant une bande d’élastomère de taille variable, on a obtenu une série

de 5 expériences correspondant à des configurations d’absorption croissante. Pour

une résonance isolée, on a observé d’une part un élargissement de la largeur spectrale

mais également une augmentation du poids de la partie imaginaire, liée aux courants

de fuite, au fur et à mesure que le système se couple à l’environnement extérieur.

On a caractérisé la complexité de la distribution spatiale du champ en terme

de distribution de probabilité de la phase du champ mesuré P (φ) et de paramètre

de complexité q2. Les résultats expérimentaux ont permis de révéler la relation de

proportionnalité entre deux grandeurs qui n’avaient à priori rien à voir : q et la lar-

geur spectrale Γ. Ceci est en accord avec le modèle analytique à 2 niveaux présenté

dans la première partie du chapitre. La théorie prévoit également que le facteur de

proportionnalité entre ces deux quantités dépende du nombre de canaux de pertes

M . A notre connaissance, c’est la première fois qu’une mesure directe du paramètre

de complexité q2 est réalisée pour un quasimode donné.

Les perspectives de cette étude s’étendent à une étude systématique sur un grand

nombre de quasimodes, bien qu’elle soit limitée par un faible nombre de résonances

isolées. Cette dernière devrait permettre une exploration statistique des propriétés

spatiale et spectrale des fonctions d’onde et vérifier la dépendance sur le nombre de

canaux des coefficients de proportionnalité.
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III.1 Introduction et motivations

Le choix du diffuseur acoustique est dicté par la motivation initiale d’observer et

d’étudier le phénomène de localisation d’Anderson pour les ondes de plaque en milieu

désordonné (ce point sera développé dans le chapitre suivant). Pour être dans ces

régimes extrêmes de diffusion multiple et espérer piéger spatialement l’onde par le

désordre, les diffuseurs doivent disposer d’un fort pouvoir diffusant. On cherche donc

un effet analogue à la théorie de Mie en électromagnétisme qui prévoit une exaltation

de la diffusion autour des résonances internes a d’un diffuseur diélectrique.

Parmi les différentes configurations possibles, le cas du trou circulaire non tra-

versant (ou trou "borgne") a particulièrement retenu notre attention : comme nous

le verrons dans l’état de l’art décrit dans la section suivante et tout au long de ce

chapitre, cet élément présente l’avantage d’être résonant à des fréquences qui dé-

pendent de son rayon et de l’épaisseur restante dans le fond du trou, par opposition

au trou perçant qui est non résonant.

L’intérêt de ce chapitre est de comprendre et de mettre en exergue les propriétés

remarquables du trou borgne. La première partie traitera des principaux modèles

théoriques existants pour décrire le comportement d’un tel élément. Nous confronte-

rons ensuite ces modèles à des expériences de diffusion d’ondes de flexion par un trou

borgne que nous comparerons à un calcul numérique réalisé par la méthode des dif-

férences finies dans le domaine temporel (communément appelée par son acronyme

anglais FDTD).

III.2 État de l’art

De nombreux ouvrages traitent de la diffusion des ondes de Lamb par des hé-

térogénéités, avec des applications essentiellement tournées vers l’évaluation et le

contrôle non destructifs des matériaux. Ces ondes guidées par les surfaces de la

plaque présentent l’avantage de se propager avec peu de dissipation, permettant

ainsi une inspection de la totalité de l’épaisseur de la plaque sur de longues dis-

tances (de quelques centimètres à quelques dizaines de mètres selon la nature du

milieu). Néanmoins, il faut faire face à la complexité d’une description exacte du

a. appelées résonances de Mie
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problème de diffusion de ces ondes. Outre le caractère dispersif des modes de Lamb,

la difficulté majeure rencontrée provient du grand nombre de modes guidés par la

plaque et des phénomènes complexes de conversion qui peuvent se produire lors de

la diffusion par un défaut ou après réflexion en bord de plaque.

Pao et Chao [100] font partis des premiers à avoir résolu analytiquement le pro-

blème de diffusion du mode antisymétrique fondamental A0 (qu’on assimile à basse

fréquence à une onde de flexion) par un trou circulaire dans une plaque infinie à l’aide

de la théorie des plaques d’ordre supérieur de Mindlin [101, 102]. Depuis, de nom-

breuses études analytiques, numériques et expérimentales ont été mises en œuvre

pour décrire la diffusion d’ondes de Lamb par tout type de défaut. Elles concernent

principalement la diffusion des deux modes fondamentaux de Lamb S0 et A0.

McKeon et Hinders [103] ont étudié théoriquement l’interaction du mode sy-

métrique fondamental S0 avec un trou circulaire en utilisant la théorie des plaques

de Kane-Mindlin. Paskaramoorthy et al. [104] ont utilisé quant à eux une méthode

hybride en combinant la théorie de Mindlin et la méthode des éléments finis pour

décrire la diffusion d’ondes de flexion par des cavités de forme arbitraire et des

fissures débouchantes. La diffusion d’ondes de flexion par des diffuseurs de forme

arbitraire a également été étudiée plus récemment par Matus et Emets [105] qui ont

fait appel à la méthode numérique de la matrice de transfert (voir par exemple [69]).

Dans ses travaux de thèse, E. Le Clézio [12] aborde les problèmes de diffusion

des ondes de Lamb par des fissures verticales dans des plaques de dimensions finies.

La méthode de décomposition modale b est utilisée puis doublement validée par une

modélisation par éléments finis et une série d’expériences. Il considère en particulier

les conversions qui peuvent exister aux réflexions sur les bords biseautés de la plaque.

Benmeddour et al. [106] utilisent les mêmes méthodes pour décrire la diffusion de

A0 et S0 par des rainures symétriques et des brusques changements d’épaisseur.

b. la méthode de décomposition modale consiste à décomposer les champs acoustiques de vitesse

et de contrainte, au niveau du défaut, sous la forme d’une superposition de champs produits par

une infinité de modes propagatifs, non propagatifs ou atténués [69]
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Figure III.1 – La figure de gauche, tirée de [107], présente l’amplitude de l’onde de

flexion rétrodiffusée en champ lointain pour trois différents types d’hétérogénéités

circulaires : le cas 1© correspond à un trou traversant (courbe bleue), le cas 2©
correspond à une inclusion rigide d’un autre matériau de même épaisseur que la

plaque (courbe rouge), et le cas 3© correspond à une inclusion du même matériau que

la plaque mais d’épaisseur 25 fois plus petite que cette dernière (courbe bleue+noire).

Pour des raisons de clarté les différents cas sont illustrés à droite de la figure.

Vemula et Norris ont développé un modèle permettant de résoudre le problème

de la diffusion d’une onde de flexion par une inclusion circulaire. Dans leur premier

article sur le sujet [108], les deux auteurs font appel à la théorie des plaques classique

de Kirchhoff pour décrire le mouvement de flexion. Deux années plus tard [107], ils

poussent l’analyse plus loin et étendent le domaine de validité de l’article précédent

en considérant cette fois-ci la théorie de Mindlin plus complète. Dans les deux cas

ils considèrent les deux configurations limites du trou traversant (baptisé "limite

souple") et d’une hétérogénéité constituée d’un autre matériau que la plaque en-

vironnante (appelée "limite rigide"). La figure III.1 présente l’amplitude du champ

rétrodiffusé en champ lointain par une inclusion circulaire pour une onde de flexion

incidente d’amplitude unité. Pour des raisons de clarté et pour bien distinguer les

cas, certaines courbes ont été repassées en couleur et les différentes configurations

sont illustrées à la droite de la figure. Le champ acoustique rétrodiffusé dans le cas

d’une inclusion rigide ( 2©) tend vers l’infini quand la fréquence tend vers 0 alors
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qu’il est nul pour un trou traversant ( 1©). Le comportement à haute fréquence est

en revanche identique pour les deux types de diffuseurs. Le cas 3© concerne une

hétérogénéité circulaire de même nature que le matériau environnant mais dont

l’épaisseur est 25 fois plus petite que celle de la plaque. Un tel diffuseur possède un

comportement "double" qui est celui du trou traversant auquel viennent s’ajouter des

fréquences discrètes piquées qui sont les fréquences propres d’une plaque circulaire

au bord encastré et de même épaisseur que la matière restant au fond du trou.

Ces dernières études considèrent le cas d’hétérogénéités symétriques par rapport

au plan médian de la plaque . Cette configuration idéale n’est malheureusement pas

adaptée aux cas pratiques pour lesquels les défauts rencontrés sont souvent asymé-

triques. Dès lors que la symétrie est rompue, il peut y avoir des phénomènes de

conversion entre les différentes familles de modes présents dans le milieu, même à

basse fréquence. T. Grahn [109] est le premier à avoir développé un modèle analy-

tique tridimensionnel pour décrire la diffusion de S0 par un trou non débouchant

(ou trou borgne) et non symétrique. Il valide cette théorie aux basses fréquences par

l’utilisation combinée des modèles de Poisson et Kirchhoff pour décrire les différentes

familles de modes qui se propagent dans de tels milieux.

Diligent [110] et Lowe [111] ont étudié le même problème en utilisant un modèle

d’éléments finis tridimensionnel qu’ils ont confronté à des résultats expérimentaux.

Ils considèrent le cas plus réaliste d’ondes cylindriques générées par une source cir-

culaire ponctuelle et étudient l’influence du rayon du diffuseur sur le champ réfléchi.

Ils observent en particulier des maxima d’amplitude du mode S0 réfléchi pour des

diamètres de trou multiples impairs de λ/4 et des minima pour des multiples pairs.

Ces observations s’expliquent par des phénomènes d’interférences constructives ou

destructives des ondes réfléchies par la partie avant et la partie arrière du diffuseur.

La diffusion du mode S0 par un trou borgne a également été étudiée par Cegla et

al. [112] à l’aide des modèles analytiques de Poisson et Mindlin. Ces résultats sont

comparés aux autres modèles existants et confrontés à des études expérimentales.
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III.3 Géométrie du problème

On considère une plaque de dimensions latérales infinies, isotrope, d’épaisseur

2h petite devant les longueurs d’ondes caractéristiques du problème et contenant un

trou circulaire non traversant de profondeur 2(h − b). L’épaisseur de matière res-

tante vaut donc 2b. Les deux configurations possibles du trou borgne sont illustrées

dans la figure III.2 : a) configuration symétrique (telle qu’on la trouve dans les ré-

férences [107], [108]) ou b) configuration asymétrique [109, 112]. Nous nous plaçons

dans la deuxième configuration, plus réaliste et présentant moins de contraintes ex-

périmentales. L’asymétrie du trou entraîne un décalage de l’axe neutre de la plaque

(z = 0) avec celui de la zone sous le trou (z′ = 0). Nous verrons que ce décalage

induit un couplage entre les différents types d’ondes présents dans le milieu. Les mo-

dèles analytiques décrits dans cette partie ne prennent pas en compte le caractère

anisotrope du silicium et le caractère fini de la plaque, contrairement à la méthode

FDTD que nous verrons en fin de chapitre.

Figure III.2 – Géométrie du problème en coupe sagittale : a) configuration symé-

trique, b) configuration asymétrique.

Dans de tels systèmes, il existe deux familles de modes propagatifs : les ondes

de cisaillement polarisées horizontalement et les ondes de Lamb, polarisées dans le

plan sagittal (cf. chapitre I).
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Pour de faibles produits {fréquence×épaisseur}, seuls les deux modes fondamen-

taux de Lamb se propagent : le mode symétrique S0 et le mode antisymétrique A0

assimilables respectivement à une onde de compression et une onde de flexion dans

ces régimes de fréquences faibles (la fréquence de coupure du premier mode d’ordre

supérieur, A1, se situe aux alentours 7 MHz pour wafer de silicium (100) de 410 µm

d’épaisseur, soit bien au-delà de nos fréquences de travail).

III.4 Résonances du trou : approche simplifiée

Cette section a pour vocation de déterminer par une approche simple les fré-

quences de résonance et les modes de vibration de la fine épaisseur de matière qui

reste au fond du diffuseur, prise de manière isolée. Localement, cette dernière peut-

être vue comme une plaque circulaire de rayon a, d’épaisseur 2b et de condition au

bord encastrée. Contrairement aux autres modèles décrits plus loin, cette méthode

ne prend pas en compte les phénomènes qui se déroulent en dehors du trou et qui

sont couplés à celui-ci. Elle ne prévoit donc pas la manière dont va être diffusée

l’onde A0 incidente mais donne les fréquences autour desquelles la diffusion sera

forte.

Il est facile de calculer les modes de vibrations d’un tel système. On se place

dans le cadre des hypothèses de Kirchhoff c, en ne considérant qu’un mouvement de

flexion pure entièrement décrit par le déplacement normal w. La solution générale

de l’équation biharmonique en coordonnées polaires s’écrit comme suit [113] :

wn(r, θ) = [AnJn(kfr) +BnIn(kfr)]cos(nθ) (III.1)

où l’indice n, entier naturel, correspond au nombre de diamètres nodaux des modes

de vibration, Jn est la fonction de Bessel de première espèce d’ordre n et In la

fonction de Bessel modifiée de première espèce d’ordre n. Les coefficients An et Bn

c. voir la section III.5.2.1 plus loin



III.4 Résonances du trou : approche simplifiée 113

déterminent la forme des modes et se déduisent des conditions au bord :


















w(r = a) = 0
∂w

∂r

∣

∣

∣

∣

∣

r=a

= 0
(III.2)

En posant ξ = kfa, l’injection des solutions (III.1) dans (III.2) mène à la résolution

du déterminant suivant :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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n(ξ) I
′

n(ξ)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0 (III.3)

où le prime désigne les dérivées par rapport à l’argument kr. Ces dernières s’ob-

tiennent en utilisant les relations de récurrence des fonctions de Bessel :

ξJ
′

n(ξ) = nJn(ξ) − ξJn+1(ξ) (III.4)

ξI
′

n(ξ) = nIn(ξ) + ξIn+1(ξ) (III.5)

le développement du déterminant de la relation (III.3) donne alors :

Jn(ξ)In+1(ξ) + In(ξ)Jn+1(ξ) = 0 (III.6)

Les valeurs propres ξ, racines de cette équation, s’obtiennent à partir des valeurs

tabulées des fonctions de Bessel que l’on trouve dans de nombreux ouvrages (e.g.

dans [113]). De ses valeurs propres on déduit les valeurs des fréquences propres de la

plaque circulaire encastrée en utilisant l’expression du nombre d’onde de la théorie

de Kirchhoff kf (cf. relation (III.18) présentée plus loin) :

fn,s = ξ2
n,s

b

2Πa2

√

E

3ρ(1 − ν2)
(III.7)

Chacun des modes est désigné par le couple d’entier (n, s) où n indique le nombre

de diamètre nodaux et s le nombre de cercles nodaux (en comptant le cercle nodal

du bord de la plaque).
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Bien que cette théorie ne puisse pas s’appliquer à un cas anisotrope, nous avons

effectué les applications numériques en prenant des paramètres élastiques correspon-

dant à la direction [100] du plan de coupe (100) du silicium. Cette approximation,

qui peut paraître inappropriée, est pourtant en bon accord avec les résultats expé-

rimentaux décrits plus loin. C’est très certainement la faible anisotropie des wafers

de silicium de type (100) qui nous autorise à faire cette importante approximation.

Cette approche ne pourrait en revanche pas être faite pour d’autres coupes présen-

tant une forte anisotropie.

Le tableau III.1 indique les fréquences de résonance des vingt premiers modes de

vibration du système. Les paramètres de la plaque utilisés sont ceux de l’expérience,

à savoir wafer de silicium (100) d’épaisseur b = 30 µm, de rayon a = 1 mm et de

masse volumique ρ = 2329 kg/m3. On rappelle les valeurs des paramètres élastiques

dans la direction [100] : E[100] = 130.2 GPa, µ[100] = 79.4 GPa et ν[100] = 0.279.

Tableau III.1 – Les 20 premières fréquences de résonance en kHz de la plaque de

silicium (100) circulaire clampée.

fréquences des modes (n,s)

s n

0 1 2 3 4 5 6 7 8

1 109.63 228.16 374.32 547.75 747.63 973.78 1222.8 1503 1805.5

2 426.81 652.7 907.69 1191.3 1503.6 1843.7 ... ... ...

3 956.24 1288.7 1650.6 2042.2 ... ... ... ... ...

4 1697.6 ... ... ... ... ... ... ... ...
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III.5 Modèles simplifiés de la théorie des plaques

La présence du défaut asymétrique implique le couplage entre les différents types

de mouvements présents dans la plaque. Il est donc nécessaire de décrire les ondes

dans le plan (S0 et SH0) et les ondes de type flexion (A0) par des modèles adéquats.

Différentes approches peuvent être alors envisagées : la théorie de l’élasticité tri-

dimensionnelle prend en compte tous les modes présents dans la plaque (modes de

Lamb et modes SH, cf. chapitre I), qu’ils soient propagatifs ou évanescents. Cette mé-

thode, de part son caractère exact, présente l’inconvénient d’être difficile à mettre

en œuvre. Ces obstacles ont motivé le développement de méthodes alternatives à

cette description tridimensionnelle. Leur domaine de validité en terme de produit

{fréquence×épaisseur} dépend de leur degré de simplification. Suivant le type de

mouvement des ondes se propageant dans la plaque, différentes approximations sont

utilisées : pour décrire les ondes dont le mouvement se fait essentiellement dans le

plan de la plaque, i.e. l’onde S0 et l’onde de cisaillement horizontal fondamentale

SH0, on utilisera le modèle de Poisson. Les mouvements de type flexion de plaque

induits par A0 peuvent être décrits par la théorie de Mindlin (ou Reissner-Mindlin)

ou plus simplement la théorie de Kirchhoff.

III.5.1 Mouvements dans le plan : ondes S0 et SH0

On utilise le modèle de Poisson pour décrire les ondes dont la polarisation est

essentiellement dans le plan de la plaque (exactement pour SH0). On se place dans

le cadre de la décomposition de Helmholtz qui permet de découpler les composantes

longitudinales et transversales du champ de déplacement u :

u = ∇φ + ∇ ∧ψ (III.8)

De part la géométrie du diffuseur, on adoptera le système de coordonnées cylin-

driques (cf. figure III.3) dont l’origine coïncide avec le centre du trou. Tout point M

sera donc repéré par ses coordonnées r, θ, z. Les composantes du champ de déplace-
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Figure III.3 – Système de coordonnées choisi.

ment à trois dimensions s’expriment alors comme suit :

ur =
∂φ

∂r
+

1
r

∂ψz

∂θ
− ∂ψθ

∂z
(III.9)

uθ =
1
r

∂φ

∂θ
+
∂ψr

∂z
− ∂ψz

∂r
(III.10)

uz =
∂φ

∂z
+

1
r

∂(ψθr)
∂r

− 1
r

∂ψr

∂θ
(III.11)

L’épaisseur de la plaque étant faible, on fait l’hypothèse des "contraintes planes"

selon laquelle le champ de contrainte en tout point ne dépend que des coordon-

nées r et θ. Ainsi l’étude est réduite à deux dimensions en ne considérant que les

mouvements membranaires dans le plan moyen (ou plan neutre) de la plaque :

ur =
∂φ

∂r
+

1
r

∂ψz

∂θ
(III.12)

uθ =
1
r

∂φ

∂θ
− ∂ψz

∂r
(III.13)

En suivant la même démarche que dans la section I.2 du premier chapitre, on

trouve qu’à une fréquence donnée, les potentiels φ et ψz (qu’on notera ψ), liés res-

pectivement à une onde de compression et à une onde de cisaillement horizontal,

vérifient une équation de Helmholtz :

∆φ+ kP
2φ = 0, ∆ψ + kT

2ψ = 0 (III.14)
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avec

kP
2 =

ω2

cP
2
, kT

2 =
ω2

cT
2

(III.15)

cP
2 =

E

ρ(1 − ν2)
, cT

2 =
E

2ρ(1 + ν)
(III.16)

Où cP est la vitesse de phase de l’onde S0 aux basses fréquences, égale à la vitesse

de plaque. cT la vitesse de phase des ondes de cisaillement. On remarque ici que

les nombres d’onde kP et kT ne dépendent pas de l’épaisseur de la plaque et que le

modèle est non dispersif. Celui-ci est donc valide dans la zone où la vitesse de phase

du mode S0 est constante, i.e à basse fréquence (le mode SH0 est quant à lui non

dispersif).

III.5.2 Mouvements de flexion : onde A0

Nous abordons dans cette section les deux principaux modèles théoriques qui

permettent de décrire la flexion des plaques : le modèle de Kirchhoff, ou théorie

classique des plaques, et le modèle d’ordre supérieur de Mindlin.

La comparaison des vitesses de phase obtenues pour les différentes théories est

présentée dans la figure III.4. Mindlin [101] montre ainsi que la prise en compte

des effets de cisaillement et d’inertie de rotation (courbe IV) à partir de la théorie

classique des plaques permet d’obtenir un modèle de flexion en accord avec la des-

cription élastique exacte du problème (courbe I). Cependant nous verrons que pour

nos configurations expérimentales de faibles produits {fréquence×épaisseur}, l’uti-

lisation du modèle de Kirchhoff (courbe II) est suffisante pour décrire la diffusion

d’une onde de flexion par un trou circulaire non débouchant.
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Figure III.4 – Comparaison des différents modèles de plaque en flexion. Les courbes

représentent l’évolution de la vitesse de phase normalisée c̄ = c/cT en fonction du

nombre d’onde normalisé ξ̄ = kh/2π. La valeur numérique indiquée en dessous de

la courbe IV correspond à la valeur du coefficient de cisaillement κ introduit dans

le modèle de Mindlin. Issu de [101].
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III.5.2.1 Modèle de Kirchhoff

la théorie de Kirchhoff repose sur les hypothèses restrictives suivantes [2] :

– le matériau est élastique, homogène et isotrope

– la plaque est initialement plate

– la plaque est fine dans le sens où l’épaisseur est petite devant les autres di-

mensions mais comparable ou plus grande que le déplacement transverse w du

plan moyen (ou feuillet moyen)

– on suppose qu’un segment initialement perpendiculaire au plan moyen (ou

feuillet moyen) le reste au cours de la déformation (hypothèse de Kirchhoff-

Love). Autrement dit on néglige les déformations de cisaillement transversal

ǫxz, ǫyz
det la composante de la déformation normale ǫz.

– la contrainte σz dans la direction normale est nulle. Il est admissible de la

considérer nulle pour tout z dans la mesure où la plaque est mince et que cette

contrainte doit s’annuler sur les faces de la plaque.

– les déplacements et déformations étant de faibles amplitudes, on suppose que

le plan moyen de la plaque retourne à sa position initiale non déformée après

flexion.

On considère une flexion pure, harmonique, simplement dépendante de la com-

posante normale du déplacement uz = w(r, θ) (que l’on nomme également flèche).

Sous les hypothèses de Kirchhoff décrites ci-dessus, w est régie par l’équation en

double laplacien

∆2w − kf
4w = 0 (III.17)

où kf dépend de l’épaisseur 2h de la plaque dans laquelle l’onde se propage :

kf
4 =

2ρhω2

D
(III.18)

avec D, la rigidité de flexion, qui, dans une plaque d’épaisseur 2h, est définie par

la relation suivante :

D =
2Eh3

3(1 − ν2)
(III.19)

d. les déformations de cisaillement sont également notées γij/2 au même titre qu’on trouve une

notation distinctive entre les contraintes de cisaillement τij et les contraintes normales σi
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Il n’existe pas de solution analytique générale de cette équation biharmonique (sauf

pour des plaques au contour simple, e.g. le cas circulaire encastré qu’on abordera

ultérieurement).

Les autres composantes du champ de déplacement se déduisent de w par les

relations suivantes :

ur = −z∂w
∂r

(III.20)

uθ = −z

r

∂w

∂θ
(III.21)

Remarque 1 : si on se place dans le domaine de Fourier dans lequel une dérivée

spatiale équivaut à une multiplication par (ik), l’équation (III.17) devient :

k4w =
3
h2

ρ(1 − ν2)
E

ω2w (III.22)

or la quantité ρ(1−ν2)
E

n’est rien d’autre que l’inverse du carré de la vitesse de plaque

cP . L’équation précédente s’écrit alors :

ω =
cP√

3
k2h (III.23)

Ainsi on retrouve l’expression de la relation de dispersion du mode de Lamb A0

lorsqu’on considère la limite basse fréquence k 7→ 0 (cf. I.46)

Remarque 2 : la prise en considération des pertes internes du matériau de

type viscoélastique rajouterait un terme équivalent à une force de dissipation dans

l’équation III.17 qui deviendrait :

∆2w − kf
4w + µvω∆w = 0 (III.24)

où µv est le module de cisaillement visqueux. Ce dernier découle de la composante

visqueuse de la contrainte introduite dans le cadre du modèle viscoélastique de

Kelvin-Voigt, tel qu’il est décrit par exemple dans la référence [70].



III.5 Modèles simplifiés de la théorie des plaques 121

III.5.2.2 Modèle de Mindlin

Pour des produits {fréquence×épaisseur} élevés, la théorie de Kirchhoff ne donne

plus de résultats fiables. On peut alors faire appel à des approximations moins res-

trictives, ce qui est le cas de la théorie de Mindlin [101, 102] qui ne néglige plus

les effets de cisaillement transverse et d’inertie de rotation. Ainsi l’hypothèse de

Kirchhoff-Love selon laquelle tout segment initialement perpendiculaire au plan mé-

dian de la plaque le reste au cours de la déformation n’est plus vérifiée. Dans ce

cadre, le champ de déplacement s’exprime comme suit [107] :

ur = −zΠr(r, θ) (III.25)

uθ = −zΠθ(r, θ) (III.26)

uz = w(r, θ) (III.27)

Le déplacement transversal w se décompose en une partie propagative w1 et une

contribution évanescente w2 (liée à l’atténuation lors de la propagation). Les rota-

tions Πr et Πθ s’expriment en fonction de trois potentiels w1,w2 et V :

w(r, θ) = w1(r, θ) + w2(r, θ) (III.28)

Πr = A1
∂w1

∂r
+ A2

∂w2

∂r
+

1
r

∂V

∂θ
(III.29)

Πθ = A1
1
r

∂w1

∂θ
+ A2

1
r

∂w2

∂θ
+
∂V

∂r
(III.30)

avec

Ai = −1 +
k2

P

k2
i

Ces potentiels, analogues aux potentiels φ et ψ dont dépendent ur et uθ dans le

modèle de Poisson, obéissent chacun à une équation de Helmholtz :

∆w1 + k2
1w1 = 0 (III.31)

∆w2 + k2
2w2 = 0 (III.32)

∆V + k2
3V = 0 (III.33)

Les nombres d’ondes sont déterminés par les relations suivantes :

k2
1,2 =

1
2

(k2
P + k2

T ′) ±
√

k4
f +

1
4

(k2
P − k2

T ′)2 et k2
3 = κ2k

2
1k

2
2

k2
P

(III.34)
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où kf est le nombre d’onde du modèle de Kirchhoff défini par la relation (III.18), kP

celui de l’onde longitudinale associée à S0, kT ′ celui de l’onde de cisaillement ajusté

par un facteur de correction κ = π√
12

tel que cT ′ = κ cT [114]. Ce facteur numérique

prend en compte le fait que les déformations de cisaillement ne sont pas constantes

sur l’épaisseur de la plaque.

Pour des fréquences inférieures à la fréquence de coupure du mode A1, seul le

nombre d’onde k1 est réel, associé ainsi à la propagation du mode A0. Les nombres

d’onde k2 et k3 sont quant à eux imaginaires, liés aux ondes évanescentes. Le modèle

de Mindlin compte donc un mode évanescent de plus que celui de Kirchhoff e.

Figure III.5 – Comparaison des courbes de dispersion du mode A0 : théorie exacte

de Rayleigh-Lamb (trait plein), théorie de Kirchhoff (tirets) et théorie de Mindlin

(pointillés). La zone grisée correspond aux fréquences considérées expérimentale-

ment.

e. La partie évanescente de w dans le modèle de Kirchhoff n’apparaît que plus tard lors du

développement infini en séries de Bessel suivant Km(kr), qui tend vers zéro pour des grands

arguments
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La figure III.5 résume les différentes approches qui décrivent le mode de flexion

A0 dans le cas d’un wafer de silicium (100) de 410 µm d’épaisseur. On y voit la

courbe de dispersion du mode A0 obtenue dans chaque cas. La zone grisée corres-

pond à la gamme de fréquence explorée dans les décrites dans la deuxième moitié

de ce chapitre. Pour une fréquence de 500 kHz, la courbe de dispersion de Kirchhoff

ne s’écarte de celle de la théorie exacte que de 5%. Nos faibles valeurs de produits

{fréquence×épaisseur} (inférieurs à 0,8 MHz.mm) nous permettent d’utiliser ce mo-

dèle simplifié pour décrire les ondes de flexion. Il présente l’avantage d’impliquer des

temps de calculs plus faibles que les autres modèles et une implémentation plus aisée,

tout en présentant une bonne fiabilité vis-à-vis de la théorie exacte. Le développe-

ment du modèle faisant appel à la théorie de Mindlin est décrit par F. Cegla [112].

Toutefois, l’exploitation des résultats qui y sont présentés est délicate compte tenu

de la présence de nombreuses erreurs typographiques et autres "zones d’ombre", non

élucidées par l’auteur même de l’article. La théorie de l’elasticité exacte est quant

à elle développée par T. Grahn [109]. Mais la complexité de cette dernière rend la

résolution du problème de diffusion ardue et gourmande en temps de calcul. Elle ne

serait vraiment utile que pour des produits {fréquence×épaisseur} élevés.

III.6 Modèle de diffusion de Poisson-Kirchhoff

Cette méthode, utilisée entre autres par T. Grahn [109], repose sur la combinai-

son des modèles de Poisson et de Kirchhoff pour décrire respectivement les ondes

dans le plan S0, SH0 et l’onde de flexion A0. Les grandeurs fondamentales du pro-

blème que sont le champ de déplacement u, les déformations ǫ et les contraintes σ

s’expriment alors comme la somme d’une contribution provenant du modèle de Pois-

son et d’une autre issue du modèle de Kirchhoff. La formulation de ces grandeurs

ainsi que celles des forces et moments résultants sont indiquées en détails dans l’an-

nexe D. Nous allons voir comment ces grandeurs se développent dans les différentes

régions de la plaque (au niveau du diffuseur et hors diffuseur) et la manière dont le

couplage s’effectue par l’intermédiaire des conditions de continuité et des conditions

aux limites au bord du diffuseur.
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III.6.1 Développement des grandeurs en séries de Bessel

On exprime les grandeurs caractéristiques dans la région du diffuseur (r < a) et

à l’extérieur de celui-ci (r > a). Le système de coordonnées cylindriques pour une

telle géométrie permet de séparer les variables radiales et azimutales des potentiels

du modèle de Poisson-Kirchhoff et ainsi exprimer les solutions comme une somme

infinie de séries de Bessel. Cette méthode analytique de développement en fonctions

d’onde f est utilisée dans une grande majorité des articles traitant de la diffusion des

ondes de Lamb par des défauts de formes simples (e.g rectangulaire, circulaire ou

sphérique) [100, 103,104,107–110,112,116,117].

On considère une onde A0 incidente monochromatique d’amplitude unité qui va

être en partie transmise dans la zone sous le trou et en partie diffusée dans la plaque

environnante. L’onde incidente se propage suivant les x positifs dans la plaque :

winc = eik>
f

x = eik>
f

r cos θ, φinc = 0, ψinc = 0 (III.35)

k>
f et k<

f indiquent si le nombre d’onde du modèle de Kirchhoff est calculé dans la

plaque d’épaisseur 2h ou au niveau du défaut où l’épaisseur de matière restante vaut

2b. Le développement de Jacobi Anger permet de décomposer l’onde plane incidente

en une somme infinie de fonctions de Bessel :

winc =
∞
∑

m=−∞
imJm(k>

f r)e
imθ, φinc = 0, ψinc = 0 (III.36)

où Jm est la fonction de Bessel de première espèce d’ordre m.

De manière analogue, on exprime les potentiels des modèles en somme de fonc-

tions de Bessel.

En dehors de la région du diffuseur, il vient :

φ>(r, θ) = h
∞
∑

m=−∞
amHm(kP r)eimθ (III.37)

ψ>(r, θ) = h
∞
∑

m=−∞
bmHm(kT r)eimθ (III.38)

w>(r, θ) =
∞
∑

m=−∞
(cmHm(k>

f r) + dmKm(k>
f r))e

imθ (III.39)

f. que l’on nomme également méthode de développement des fonctions propres ou encore mé-

thode de séparation des variables [115]
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Sous le trou :

φ<(r, θ) = h
∞
∑

m=−∞
emJm(kP r)eimθ (III.40)

ψ<(r, θ) = h
∞
∑

m=−∞
fmJm(kTr)eimθ (III.41)

w<(r, θ) =
∞
∑

m=−∞
(gmJm(k<

f r) + hmIm(k<
f r))e

imθ (III.42)

La détermination des coefficients de développement am, ... ,gm permet de connaître

en tout point l’amplitude des champs diffusés par le trou borgne. Ils sont détermi-

nés à partir des conditions au bord du diffuseur que nous allons définir dans le

paragraphe suivant.

Le choix des fonctions de Bessel est imposé par le caractère fini du champ diffusé

en r = 0 et les conditions sortantes ou rayonnantes lorsque r 7−→ ∞ pour éviter toute

singularité. Hm est la fonction de Hankel de premier type g d’ordre m (ou fonction

de Bessel de troisième espèce), correspondant aux ondes sortantes, Km la fonction

de Bessel modifiée de deuxième espèce d’ordre m qui décroît exponentiellement pour

des arguments réels larges et Im est la fonction de Bessel modifiée de première espèce

d’ordre m, finie lorsque r 7−→ 0. Le facteur de normalisation h est introduit pour

que les coefficients de développement aient même dimension.

g. Hm = Jm + iYm où Ym est la fonction de Bessel de deuxième espèce d’ordre m
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III.6.2 Conditions de continuité et de couplage au bord du

diffuseur

D’une manière générale, les conditions de continuité au bord du diffuseur concernent

le champ de déplacement u et le tenseur des contraintes σ.

En r = a, le déplacement est continu dans la portion de matière qui reste sous

le trou :

uinc + u> = u< pour 0 < z′ < 2b (III.43)

Les contraintes sont également continues dans cette portion mais s’annulent sur les

parois libres du trou en r = a :

(σinc + σ>).êr =











0 pour − h < z < h

σ<.êr pour − b < z′ < b
(III.44)

où êr désigne le vecteur radial unitaire.

A ces conditions de continuité s’ajoutent des conditions de couplage, qui pro-

viennent du caractère non symétrique du trou par rapport au plan médian de la

plaque. Le décalage des axes neutres, égal à (h− b) va induire un couplage entre les

moments de flexion,torsion et les efforts radial et tranchant donc entre les différents

modes A0, S0 et SH0.

Dans le cadre du modèle combiné de Poisson-Kirchhoff, les conditions précé-

dentes impliquent huit équations de continuité qui concernent les déplacements, les

moments et les forces développés dans les paragraphes précédents.

Pour les déplacements, on a :

∂φ>

∂r
+

1
r

∂ψ>

∂θ
+ (h− b)

∂w>

∂r
=
∂φ<

∂r
+

1
r

∂ψ<

∂θ
(III.45)

1
r

∂φ>

∂θ
− ∂ψ>

∂r
+ (h− b)

1
r

∂w>

∂θ
=

1
r

∂φ<

∂θ
− ∂ψ<

∂r
(III.46)

winc + w> = w< (III.47)

∂winc

∂r
+
∂w>

∂r
=
∂w<

∂r
(III.48)
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Figure III.6 – Motivation pour l’équation de continuité (III.52).

Les deux premières conditions indiquent la continuité des composantes ur et uθ

sur l’axe neutre du fond de trou z′ = 0. Les dernières concernent la continuité du

déplacement transverse w et de la dérivée radiale de ce dernier.

Les conditions de continuité pour les forces et les moments s’expriment comme

suit :

N>
rr = N<

rr (III.49)

N>
rθ = N<

rθ (III.50)

V >
r + V inc

r +
1
r

∂

∂θ
((h− b)N<

rθ) = V <
r (III.51)

M>
rr +M inc

rr + (h− b)N<
rr = M<

rr (III.52)

où Nrr et Nrθ désignent l’effort normal et l’effort tranchant dans le plan de la

plaque, Mrr et Mrθ représentent respectivement le moment de flexion et le moment

de torsion et Vr la composante radiale de la réaction de bord de Kelvin-Kirchhoff

(cf. annexe D).

Les relations (III.51) et (III.52) font apparaître chacune un terme de couplage,

proportionnel à l’écart des axes neutres des différentes régions (h − b). Ces termes

représentent les moments induits par les efforts radial et tranchant qui doivent être

compensés respectivement par les moments de flexion et de torsion en dehors et dans

la zone du diffuseur. La motivation pour le terme de couplage de l’équation (III.52)

est illustrée dans la figure (III.6), inspirée de [112].
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Lorsqu’on injecte les grandeurs développées en série de Bessel dans les conditions

de continuité, on obtient un système d’équations à huit inconnues pour chaque ordre

de développement m qui peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :





















































α11 α12 α13 α14 α15 α16 0 0

α21 α22 α23 α24 α25 α26 0 0

0 0 α33 α34 0 0 α37 α38

0 0 α43 α44 0 0 α47 α48

α51 α52 0 0 α55 α56 0 0

α61 α62 0 0 α65 α66 0 0
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(III.53)

Les éléments αij de cette matrice sont donnés dans la section D.2 de l’annexe

D. Les termes βi à droite de l’égalité correspondent aux composantes non nulles du

champ incident.

Nous avons écrit un code sous Matlab qui permet de trouver les coefficients

am, bm, ..., hm dans le cadre de la théorie de Poisson-Kirchhoff, pour une onde A0

monochromatique incidente. La résolution exacte de ce système impliquerait une

sommation sur une infinité d’ordre m. En pratique, ce nombre est gouverné par le

rapport du rayon du trou sur la longueur d’onde. Après des tests de convergence,

nous avons trouvé que seuls sept ordres de développement en séries de Bessel suf-

fisent. Les ordres supérieurs ont une influence négligeable sur le champ diffusé et

tendent rapidement vers zéro.

Nous avons déterminé les coefficients de développement en utilisant la méthode

de l’élimination de Gauss, évitant ainsi l’inversion explicite de la matrice α qui serait

plus coûteuse en temps de calcul et moins précise.
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III.6.3 Evaluation de la section efficace de diffusion

La résolution des différents coefficients permet d’accéder aux amplitudes de

chaque mode présent dans la plaque, résultant de la diffusion et de la conversion du

mode A0 incident par le diffuseur. Chacun d’entre eux possède une composante du

déplacement qui prédomine sur les autres :

– la composante ur pour le mode S0

– la composante uθ pour le mode SH0

– la composante uz pour le mode A0

Ces composantes en champ lointain s’expriment comme suit :

U∞
r,θ,z(θ) =

|ur,θ,z|
max(|winc(a, θ)|)

√
2r , r 7−→ ∞ (III.54)

L’expression (III.54) permet d’accéder aux diagrammes de diffusion des diffé-

rentes composantes en champ lointain. Quelques exemples pour la composante U∞
r,θ,z

sont présentés dans la figure III.7 pour différentes fréquences en considérant la dif-

fusion par un trou borgne de 2 mm de diamètre et de 380 µm de profondeur dans

une plaque de silicium infinie de 410 µm d’épaisseur h. La direction de l’onde inci-

dente coïncide avec l’angle π. A noter que les diagrammes à 108 kHz et 122 kHz se

situent à proximité de la première et deuxième résonance de la fine plaque circulaire

clampée équivalente au fond du diffuseur. On constate que la diffusion est isotrope

pour une fréquence égale à la première résonance du trou.

La capacité du trou à diffuser l’onde incidente est déterminée par sa section

efficace de diffusion. Cette quantité, qui a la dimension d’une longueur, s’obtient en

intégrant le carré des composantes en champ lointain dans toutes les directions [108] :

σscat =
1
2

∫ 2π

0
|U∞

r,θ,z(θ)|2dθ (III.55)

h. le modèle étant isotrope, on réalise ici la même approximation qu’auparavant en considérant

les paramètres suivant la direction [100] de la coupe (100).
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Figure III.7 – Exemples de diagrammes de diffusion de la composante en champ

lointain U∞
z pour différentes fréquences. L’unité est arbitraire.



III.6 Modèle de diffusion de Poisson-Kirchhoff 131

Nous verrons dans le chapitre suivant que l’on peut caractériser le désordre d’un

milieu hétérogène par le libre parcours élastique moyen le (qui représente la dis-

tance moyenne entre deux diffusions). Dans une approximation de milieu dilué, cette

quantité est liée à la section efficace de diffusion σscat et à la densité surfacique N

de diffuseurs par la relation suivante :

le =
1

N σscat
(III.56)

Par conséquent, pour être dans les régimes de fort désordre qui nous intéressent,

on cherchera à maximiser σscat en fonction des paramètres géométriques du diffuseur.

La figure suivante présente la section efficace de diffusion pour la configuration

décrite quelques lignes plus haut. Le calcul a été réalisé sur une plage de fréquence

allant de 0 à 2 MHz avec une résolution de 5 Hz. Les pics de la section efficace de

diffusion correspondent aux résonances de la fine épaisseur de matière située sous le

trou.

Rappelons que ce modèle n’est valable que pour des fréquences faibles (ou plus

justement des produits {fréquence×épaisseur} faibles). Grahn [109] montre que

l’écart par rapport à la théorie exacte est d’autant plus grand que les paramètres

ωh/cT et b/h sont grands. En particulier, pour un rapport b/h = 0.5, une dévia-

tion est observée à partir de ωh/cT = 0.4 soit une fréquence d’environ 1.4 MHz

dans le cas de nos plaques de 410 µm d’épaisseur coupées suivant le plan (100).

Or, dans nos expériences, l’épaisseur du fond de trou est de 30 µm soit un rapport

b/h ≈ 0.07 nettement inférieur à celui utilisé par Grahn. Ce dernier point élargit

le domaine de validité du modèle, ainsi, on peut considérer que dans notre gamme

de fréquences expérimentales, allant de 0 à 2 MHz, le modèle de Poisson-Kirchhoff

donne des résultats fiables.
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Figure III.8 – Section efficace de diffusion calculée avec le modèle de Poisson-

Kirchhoff.

III.6.4 Dépendances géométriques de la section efficace de

diffusion

Intéressons nous maintenant à l’évolution de la section efficace de diffusion en

fonction des dimensions du trou (rayon et profondeur). On considère la même plaque

de silicium (100) de 410 µm d’épaisseur contenant un trou borgne dont on fait varier

soit le rayon, soit la profondeur.

La figure III.9 présente la section efficace de diffusion d’un trou borgne de 380 µm

de profondeur dont on fait varier le diamètre. Les résonances du diffuseur qui ap-

paraissent dans la section efficace de diffusion se décalent vers les basses fréquences

lorsque le rayon du trou augmente.
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Figure III.9 – Evolution de la section efficace de diffusion pour un trou borgne de

rayon croissant et de 380 µm de profondeur situé dans une plaque infinie de silicium

de 410 µm d’épaisseur.
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Figure III.10 – Evolution de la section de diffusion pour une profondeur décrois-

sante d’un trou borgne de rayon 1 mm situé dans une plaque infinie de silicium de

410 µm d’épaisseur.

La figure III.10 montre l’évolution de la section de diffusion d’un trou borgne

de 1 mm de diamètre dont on fait varier la profondeur. On constate que pour des

profondeurs croissantes, autrement dit pour une épaisseur de matériau au fond du

diffuseur de plus en plus fine, les résonances du trou se décalent vers les basses

fréquences. Ce dernier point présente un avantage dans le cas où on veut des ré-

sonateurs petits devant la longueur d’onde i : cette condition de résonateur basse

fréquence peut en effet être atteinte pour un fond de trou très fin pour un diamètre

de trou donné.

i. voir les perspectives concernant les métamatériaux en toute fin de chapitre
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Figure III.11 – Evolution de la section de diffusion autour de la première résonance

du trou, pour une profondeur décroissante.

Pour mieux apprécier l’évolution de la section de diffusion autour d’une résonance

en fonction des paramètres géométriques, intéressons nous à la première résonance.

La figure III.11 illustre la dépendance de la section de diffusion autour de la première

résonance du trou pour une profondeur de trou décroissante. On voit que σscat est

d’autant plus piquée que l’épaisseur du fond du trou est faible. Le même comporte-

ment est observé si on se focalise sur les autres résonances du diffuseur.

Les dépendances de la première fréquence de résonance vis-à-vis de l’épaisseur

du fond du trou 2b et du rayon a sont résumées dans la figure III.12. La courbe

en pointillés rouge représente l’évolution en fonction de 1/a2. Ainsi, cette figure dé-

montre la dépendance en 2b/a2 de la fréquence de résonance, conformément à la

formule III.7 de la section III.4. De part l’ensemble de ces observations, l’approche

qui consiste à assimiler le fond du trou borgne à une plaque fine circulaire au bord

encastré donne des résultats très satisfaisants quant aux positions des résonances du
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Figure III.12 – Evolution de la première fréquence de résonance en fonction de

l’épaisseur du fond du trou 2b et du rayon a pour six valeurs croissantes. La courbe

en pointillés rouge désigne la dépendance vis-à-vis de l’inverse du carré du rayon du

diffuseur.

diffuseur.

La dernière figure de cette section (III.13) a pour vocation d’illustrer la sensibilité

de la position des résonances vis-à-vis d’une variation d’épaisseur ou de diamètre du

fond du diffuseur. La courbe en trait plein correspond au cas de référence avec un

trou de 1 mm de rayon et d’épaisseur 30 µm. Les courbes en pointillés et en tirets/

pointillés correspondent respectivement à une augmentation de 10% du rayon (soit

a′ = 1.1 mm) et une diminution de 10% de l’épaisseur du trou borgne (2b′′ = 27 µm).

Bien que relativement la variation de rayon ait plus d’incidence sur la position de la

résonance (18% contre 10%, ce qui est en accord avec la formule III.7), on remarque

qu’une très faible variation d’épaisseur, de l’ordre de quelques microns, modifie de

manière non négligeable la position de la résonance ; ici on observe un décalage vers

les basses fréquences de 11 kHz. La précision sur la profondeur de gravure du trou

sera par conséquent un paramètre important, surtout si on veut un effet collectif des

diffuseurs.
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C’est elle qui déterminera en grande partie l’incertitude sur la position des réso-

nances du diffuseur.
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Figure III.13 – Sensibilité de la position de la première résonance du trou vis-à-vis

de ses paramètres géométriques : les courbes en tirets et en tirets/pointillés montrent

les effets d’une variation de 10% d’épaisseur ou de rayon par rapport à la courbe de

base (trait plein).



138 Chapitre III. Diffusion des ondes de plaque par un trou borgne

III.7 Expériences et résultats

Figure III.14 – Wafer de silicium de 4 pouces avec un trou borgne en son centre.

III.7.1 Échantillon à forte densité modale

Une première expérience a été réalisée avec un wafer de silicium (100) de 4

pouces de diamètre (cf. figure III.14), épais de 410 µm et contenant en son centre

un trou borgne de 2 mm de diamètre et profond de 380 µm. La fabrication de cet

échantillon a été confiée à la plateforme technologique du Laboratoire d’Architecture

et d’Analyse des Systèmes (LAAS) à Toulouse, dans le cadre d’une collaboration j

entre l’équipe Propagation des Ondes en Milieux Complexes du LPMC et l’équipe

photonique du LAAS. Le processus utilisé est une gravure sèche par plasmas. Cette

méthode hautement anisotrope permet d’assurer une très bonne verticalité des flancs

des trous percés. Des précisions sur le processus de gravure utilisé pour fabriquer

nos échantillons sont apportées dans l’annexe E.

j. Projet PEPS 07-20 2007-2008
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L’excitation des ondes ultrasonores, effectuée en dehors du trou borgne, est as-

surée par le transducteur piézoélectrique de contact (modèle Panametrics M109 )

couplé à une pointe de silice, pour assurer le caractère ponctuel de la source et limi-

ter les perturbations avec l’échantillon. Une photographie du montage expérimental

est présentée dans la figure III.15. Le transducteur assure un mode de transmission

de type longitudinal et possède une fréquence centrale de 5 MHz avec une bande pas-

sante de 100%. Le signal fourni au transducteur est constitué de 2 cycles de sinusoïde

à 500 kHz à enveloppe gaussienne. De par sa nature, l’excitation génère principale-

ment un mode A0 incident. Dans le cadre de ses travaux de thèse sur la localisation

de source en milieu réverbérant par retournement temporel, Guillemette Ribay [70]

a montré numériquement qu’une excitation par un impact favorise la génération du

mode A0 au détriment de S0, pour des faibles produits {fréquence×épaisseur}. En

particulier dans le cas d’une plaque d’aluminium de 410 µm d’épaisseur, et pour une

excitation de fréquence centrale 500 kHz, le rapport des énergies des modes A0 sur

S0 vaut approximativement 100. Il semble raisonnable d’admettre qu’un tel com-

portement ne dépende pas directement des paramètres élastiques du matériau mais

plutôt de la nature de la source. Ainsi on peut considérer que la prédominance du

mode A0 généré se retrouve dans le cas du silicium.

Le wafer de silicium est orienté de telle sorte que le trou est situé côté génération.

Ainsi, la surface côté détection est plane, ce qui permet de mesurer le champ dans

le trou sans altérer la qualité de la mesure réalisée avec la sonde interférométrique

laser k. Le balayage expérimental, centré autour du trou, est une grille carrée de

1 cm2 constitué de 10 000 points de mesures et dont la résolution spatiale est de

100 µm. Chaque signal stocké dispose d’une résolution temporelle de 40 ns pour une

durée totale de 20 ms, soit 500 000 points temporels. En chacun des points de la

grille, une moyenne sur 20 mesures est effectuée afin d’améliorer le rapport signal

sur bruit tout en assurant une durée d’expérience raisonnable (15 heures dans le cas

présent).

On rappelle que les données stockées en chaque point de la grille de balayage

représentent l’évolution du déplacement normal en fonction du temps. A partir de

chacun de ces points de mesure on peut reconstruire l’évolution globale du champ

k. ce problème ne se pose pas pour des sondes laser plus récentes qui disposent d’une focalisation

automatisée



140 Chapitre III. Diffusion des ondes de plaque par un trou borgne

Figure III.15 – Photographie du dispositif expérimental.

de vibration de la plaque au cours du temps. Une transformée de Fourier de ces

données permet d’accéder aux distributions spatiales du module et de la phase du

champ pour chaque valeur de fréquence. A chaque fréquence de résonance du sys-

tème, on peut ainsi représenter les modes correspondants.

Sur la figure III.16, on compare la section efficace de diffusion calculée avec le mo-

dèle de Poisson-Kirchhoff (courbe noire) et le spectre expérimental (courbe rouge).

Ce dernier est obtenu en réalisant une moyenne sur une dizaine de spectres pris en

différents points dans la zone du trou, en évitant les points situés sur des nœuds de

vibrations des premiers modes. Des différentes possibilités envisageables (spectre en

un point, moyenne de différents spectres sur une zone plus ou moins étendue), cette

représentation semble être la plus adaptée et la moins bruitée, nous permettant de

voir un maximum de résonances dans la gamme de fréquences considérée.

On note un très bon accord entre théorie et expérience pour la position des

résonances avec seulement 2 % d’écart pour les deux premiers. La figure III.17

présente les mesures expérimentales des parties réelles des quatre premiers modes

de vibration du trou, semblables à ceux d’une plaque fine circulaire au bord encastré.
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Figure III.16 – Comparaison entre la section efficace de diffusion du modèle de

Poisson-Kirchhoff et les données expérimentales.

Figure III.17 – Représentation tridimensionnelle des parties réelles des 4 premiers

modes du diffuseur résonant obtenues expérimentalement.
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Figure III.18 – Grossissement de la figure III.16 autour de la première résonance

du diffuseur.

Si maintenant on regarde de plus près la première résonance du spectre expéri-

mental (cf. figure III.18), on remarque qu’il n’y a pas un pic isolé mais plutôt une

distribution de pics autour de la résonance.

Ceci s’explique par le fait que le trou se situe lui même dans une cavité fermée

qui possède ses propres modes, d’autant plus nombreux que les dimensions de la

plaque sont grandes (et que la plaque est fine).

Une représentation tridimensionnelle de ce couplage est présentée dans la figure

III.19. Cette dernière fait apparaître l’évolution du spectre le long d’une ligne de

mesure de 4 mm de long qui passe par le centre du trou. La zone du trou se situe

entre 4 et 6 mm (axe des ordonnées). La courbe en arrière-plan représente la section

de diffusion calculée avec le modèle de Poisson-Kirchhoff et permet de situer la

position des résonances du diffuseur.

Entre 4 et 6 mm, on observe bien les résonances du trou et entre celles-ci d’autres

résonances induites par les modes de la plaque environnante.
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Figure III.19 – Illustration du couplage entre les modes du trou et ceux de la

plaque.

En plus d’induire un couplage entre les modes de la plaque et ceux du trou, on

peut se poser la question de l’influence des bords de la plaque finie sur la conversion

des différents modes qui se propagent dans le milieu. On peut en effet s’attendre à

ce qu’il y ait conversion entre ceux-ci à chaque réflexion sur les bords de la plaque en

plus de celles induites par le défaut asymétrique. Même dans le cas idéal où l’angle

d’un bord de la plaque est droit, il a été montré numériquement et expérimentale-

ment [118] qu’il existe des conversions entre modes de même famille (symétriques

ou antisymétriques si le mode incident est S0 ou A0) du moment que les fréquences

considérées sont au-delà des fréquences de coupure des modes d’ordres supérieurs.

Ces conversions sont d’autant plus importantes que le biseau de la plaque s’éloigne

de 90◦. Cependant, pour un angle de bord de 75◦et en dessous de la fréquence de

coupure de A1, le mode A0 incident se conserve au pire à 90% à la réflexion et n’est

que très peu converti en S0, comme on peut le constater dans la figure III.20.
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Figure III.20 – Distribution énergétique des ondes réfléchies à l’extrémité biseautée

d’une plaque d’acier (α=75◦) en fonction du produit {fréquence×épaisseur} pour

une onde A0 incidente. Tiré de [118].

Figure III.21 – Module de l’amplitude des quatre premiers modes de Lamb antisy-

métriques en bord d’une plaque d’aluminium lorsque le mode A0 est incident. Tiré

de [12]. La zone grisée correspond à nos fréquences de travail.
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Nos valeurs faibles de produits {fréquence×épaisseur} (d’un maximum de 1

MHz.mm) nous situe en tout début de courbe. Par conséquent, même dans le cas

où les bords de nos échantillons auraient un biseau pas tout à fait droit, il est rai-

sonnable de négliger les conversions de bords.

Remarque : Si on peut négliger les conversions entre les deux familles de modes

symétrique et antisymétrique, on ne peut en revanche faire abstraction de la contri-

bution du mode A1 en bord libre de plaque [12, 110]. En effet, ce dernier, bien que

non propagatif à ces fréquences, possède une amplitude importante comme en té-

moigne la figure (III.21) qui présente le module des quatre premiers modes de Lamb

en bord d’une plaque d’aluminium quand le mode A0 est incident.

L’interaction du mode A0 sur les bords libres d’une plaque a également été étudié

par Ribay et al. [119]. Ils présentent des expériences qui confirment le déphasage de

π/2 de A0 à la réflexion et une augmentation d’un facteur
√

2 de son amplitude en

bord de plaque. Nous avons pu observer ce phénomène expérimentalement pour une

plaque rectangulaire de silicium aux bords libres, comme l’illustre la figure III.22.

On y voit le profil spatial normalisé le long d’une ligne (en pointillés) du mode

(3,3). Le rapport des amplitudes bord/centre donne 1.4106 pour le bord inférieur de

la plaque et 1.4667 pour pour le bord supérieur, soit
√

2 respectivement à 0.3% et

4% près.

mode (3,3)

0

0.5

1
profil spatial

Figure III.22 – Mode (3,3) d’une plaque rectangulaire de silicium et profil spatial

le long d’une ligne (en pointillés).
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L’expérience décrite dans cette section a permis de mettre en exergue le fort

couplage entre le diffuseur résonant et la plaque qui l’entoure. Pour diminuer ce

dernier, nous avons tenté de minimiser la réflexion des bords en collant sur chaque

face un anneau d’élastomère (PDMS) présentant un profil d’épaisseur progressif afin

d’éviter toute rupture d’impédance à l’interface solide/élastomère. La figure III.23

présente une photographie de l’échantillon avec PDMS et l’évolution du spectre au

centre du trou avec(courbe magenta) et sans élastomère(courbe noire). L’influence

de l’élastomère sur le spectre n’est malheureusement pas celle escomptée. En effet,

les anneaux de PDMS couplent les modes du système vers l’extérieur, augmentant

ainsi leur largeur spectrale. Le recouvrement spectral conséquent complique la dis-

crimination entre les modes du diffuseur et ceux de la plaque.

Figure III.23 – Effets de l’ajout d’anneaux de PDMS sur les bords de l’échantillon.

La courbe noire correspond au spectre du centre du trou mesuré sans les anneaux

de PDMS. La courbe magenta correspond au cas avec PDMS. L’amplitude de cette

dernière a été multipliée par 50 pour pouvoir être comparée au cas sans élastomère.
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Figure III.24 – Coupe sagittale du bord d’une poutre présentant un profil de "trou

noir acoustique" avec une couche d’absorbant (représentée par des tirets). Pointillés :

profil idéal ; trait plein : profil réel. Tiré de [120].

Une autre solution envisageable serait d’exploiter l’effet "trou noir acoustique"

[120–122]. Le principe de ce dernier est de ralentir la célérité des ondes de flexion

(proportionnelle à l’épaisseur) en diminuant progressivement l’épaisseur des bords

de la plaque jusqu’à une valeur nulle. Ainsi l’onde resterait piégée dans un "trou

noir acoustique" d’où elle n’en ressortirait pas. Il a été montré théoriquement [123]

que le profil d’épaisseur doit suivre une loi de décroissance en puissance dont l’ordre

est supérieur à deux pour pouvoir observer l’effet. La figure III.24 illustre le profil

de décroissance optimal d’un bord d’une poutre. L’élément représenté par des ti-

rets indique une fine couche d’absorbant dont le rôle est de compenser l’inévitable

troncature en pratique du profil de décroissance du bord. L’optimisation de l’effet

trou noir acoustique passe en outre par le choix des bons paramètres géométriques

et élastiques de la couche absorbante, avec en particulier un faible module d’Young

et un fort facteur de pertes internes (cf. [120] pour plus de détails). Reste à savoir

si cette méthode est réalisable en pratique dans notre cas et si la diminution des

réflexions de bord est significative.
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Une méthode alternative pour diminuer le couplage entre le trou et la plaque et

de diminuer la densité modale du système. Pour ce faire, et ainsi mieux apprécier

le comportement du diffuseur de manière isolée, nous avons décidé de faire une

expérience dans un échantillon à faible densité de modes, en découpant un carré de

taille réduite autour du trou borgne. Les résultats expérimentaux seront confrontés

à une simulation numérique par FDTD.

III.7.2 Échantillon à faible densité modale

Il n’est pas possible de manière simple de connaître le nombre exact de modes

de nos cavités. En effet, il n’existe pas d’expression analytique pour calculer les fré-

quences propres d’une plaque aux bords libres [113], conditions aux limites qui se

rapprochent le plus de nos expériences compte tenu de la faible surface de contact

entre les supports coniques et l’échantillon (cf. chapitre I). Malgré tout, pour avoir

une idée de la diminution du nombre de modes par rapport au disque de 4pouces,

il semble raisonnable de dire que le nombre total de modes est proportionnel à la

surface de la plaque considérée. Le rapport des surfaces du wafer de 4pouces de dia-

mètre et du carré de 6 mm de côté vaut environ 225. On peut donc considérer qu’on

a réduit considérablement le nombre de modes en diminuant la taille de l’échantillon.

III.7.2.1 Fabrication de l’échantillon et protocole expérimental

Le nouvel échantillon a été obtenu en découpant un carré de 6 mm2 autour du

trou à l’aide d’une scie à diamant (cf. figure III.25). Pour limiter les risques de casse

de l’échantillon (unique !), le fil en diamant a été placé le plus proche possible d’axes

cristallins du wafer de silicium (100), en s’aidant des méplats initialement présents

sur le wafer de 4 pouces. Les côtés du carré correspondent donc à la famille de di-

rections cristallines 110 et les diagonales sont suivant 100 (aux erreurs d’orientation

près). Il est à noter que la précision du sciage est limitée par les 300 µm de diamètre

du fil.

Malgré tout le soin porté au découpage, on note des imperfections sur la géomé-

trie du carré et en particulier sur le centrage du trou. Ces irrégularités sont présentées

dans la figure III.26.
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Figure III.25 – Photographie de l’échantillon après découpage d’un carré de 6 mm

de côté autour du trou borgne.

Figure III.26 – Irrégularités sur la géométrie du carré et le centrage du trou.



150 Chapitre III. Diffusion des ondes de plaque par un trou borgne

Les erreurs par rapport au carré parfait et trou centré peuvent se résumer comme

suit :

– l’écart maximal sur les longueurs des différents côtés du carré est de 2%

– l’angle qui est le moins droit ne l’est pas d’environ 2%

– le trou n’est pas centré de 9% en y et 1% en x

Nous verrons que ces imprécisions ont une influence sur l’allure des fonctions d’ondes

du système et impliquent en particulier des levées de dégénérescences.

Les paramètres d’excitation des ultrasons sont les mêmes que dans l’expérience

précédente, à savoir une source de 500 kHz avec une bande passante de 100 %. La

résolution spatiale de la grille de mesure a été augmentée à 50 µm, ce qui correspond

à la résolution maximale qu’on puisse avoir compte tenu du diamètre de 50 µm

du faisceau sonde. La zone de balayage de 7, 25 mm2 comprend environ 20 000

points de mesure ayant chacun une durée de 20 ms et une résolution temporelle

de 40 ns. Quelques images représentant les premières microsecondes de l’évolution

temporelle du champ de déplacement sont présentés dans la figure III.27. Ces figures

ont été réalisées en appliquant un filtre passe haut à 80 kHz afin d’éliminer des

basses fréquences de fortes amplitudes venant perturber le signal. Les images ont

été volontairement saturées afin de mieux apprécier la dynamique de propagation

des ondes de flexion.

III.7.2.2 Identification des modes et comparaison avec les modèles théo-

riques

La figure III.28 présente le spectre normalisé par sa valeur maximale et obtenu en

moyennant les spectres d’une dizaine de points de mesure répartis dans la région du

trou borgne. L’échelle logarithmique permet d’apprécier toute la dynamique entre

0 et 2 MHz et d’avoir une vue globale sur la répartition et la densité des modes

du système, marqués d’une croix rouge. On en compte 90 dans cette gamme de

fréquences. Au delà de 2 MHz, il devient très difficile de distinguer des modes, le

niveau de signal étant de l’ordre ou inférieur au niveau de bruit. Les quelques pics

hautes fréquences non marqués d’une croix ne correspondent pas à des modes mais

à des bruits piqués en fréquence et répartis uniformément sur tout l’échantillon. On

ignore l’origine de ces parasites.
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0 µs 0.72 µs 1.08 µs 1.44 µs 1.8 µs

2.16 µs 2.52 µs 2.88 µs 3.24 µs 3.6 µs

3.96 µs 4.32 µs 4.68 µs 5.04 µs 5.4 µs

5.76 µs 6.12 µs 6.48 µs 6.84 µs 7.2 µs

Figure III.27 – Dynamique du champ de déplacement transversal total mesuré au

cours des premières microsecondes. La source et le diffuseur sont respectivement

repérés par une croix blanche et un cercle blanc.

On peut classer les résonances du système en trois catégories :

– les quelques unes qui correspondent aux modes de la plaque carrée seule l, pour

des fréquences inférieures à la première résonance du trou (i.e en dessous de

97 kHz)

– les résonances du trou seul

– des résonances couplées entre le trou et la plaque

En réalité, nombre de ces pics correspondent à des levées de dégénérescence des

modes du système. La majorité d’entre eux disposent d’au moins deux versions

dégénérées. Nous aborderons la nature et les origines de ces phénomènes dans les

sections suivantes.

l. qui contiendrait un trou traversant à la place du diffuseur
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Figure III.28 – Spectre normalisé par son maximum en échelle logarithmique. Les

positions des 90 résonances du système détectées sont marquées par des croix rouges.

Après avoir réalisé une détection de maxima pour repérer les positions des réso-

nances du système, on affiche la distribution du champ en chacune d’entre elles afin

d’identifier à quelle catégorie les différents modes appartiennent. Entre 0 et 2 MHz,

on relève expérimentalement 17 modes correspondants aux résonances du trou seul,

semblables à celles d’une plaque circulaire clampée en son bord. Ceux-ci sont pré-

sentés dans la figure III.29 : par ordre de fréquence croissante, on identifie les modes

(0,1), (1,1), (2,1), (0,2), (3,1), (1,2), (4,1), (2,2), (0,3), (5,1), (3,2), (6,1), (1,3), (4,2),

(7,1), (2,3) et (8,1). Pour que chacun des modes puisse être correctement représenté,

l’échelle des couleurs utilisées pour coder l’intensité est renormalisé par le maxi-

mum à chaque image. Les modes n’ont bien évidemment pas tous le même poids,

en particulier dans notre cas trois résonances dominent le spectre : le maximum est

observé pour le mode dipolaire (1,1), suivent ensuite les modes (3,1) et (3,2) qui

sont respectivement à 40% et 7% du maximum. Les quatorze autres résonances du

trou se situent entre 0.02% et 3% de la valeur de l’amplitude du mode dipolaire.
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Le poids de ces modes dépend de plusieurs paramètres dont la nature de la source,

sa fréquence d’excitation ainsi que sa bande passante, et dans le cas des modes de la

plaque environnante le recouvrement spatial de la source avec les modes considérés.

97.1 kHz 219.6 kHz 357.5 kHz 420.5 kHz 537.8 kHz

641 kHz 738.9 kHz 871.2 kHz 951.8 kHz 962.7 kHz

1167.9 kHz 1214.2 kHz 1256.4 kHz 1473.6 kHz 1487.7 kHz

1667.4 kHz 1784.4 kHz

Figure III.29 – Les 17 premiers modes du trou identifiés (l’intensité codée par les

couleurs est remise à l’échelle pour chaque image). La source et le diffuseur sont

respectivement repérés par une croix blanche et un cercle blanc.

Par rapport aux valeurs théoriques calculées pour une plaque circulaire clampée

et indiquées dans le tableau III.1, on note une inversion sur la position des modes

(7,1) et (4,2). Ces derniers, relativement proches en théorie se retrouvent éloignés

et inversés en pratique : 1503 kHz et 1503.6 kHz contre respectivement 1488 kHz

et 1474 kHz dans l’expérience. Une autre différence provient de l’absence du mode

(0,4) dans l’expérience alors qu’il est présent dans les valeurs tabulées entre le mode

(2,3) et le mode (8,1). Le dernier mode (5,2) théoriquement présent vers 1844 kHz

n’est également pas observé expérimentalement.

Au final, sur les 19 résonances prévues par les valeurs tabulées, on en identifie

17 expérimentalement m. La théorie de Poisson-Kirchhoff prévoit quant à elle 18

fréquences propres.

m. sans compter ceux liés aux nombreuses levées de dégénérescences abordées plus loin
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Figure III.30 – Positions des résonances obtenues théoriquement et expérimenta-

lement. Le nom des modes est indiqué au dessus de chaque point.

Les positions des résonances obtenues avec les modèles théoriques sont identifiées

avec l’expérience est résumées dans la figure III.30. Le nom des modes est indiqué

pour chaque position des résonances. On note un très bon accord entre les théories

et l’expérience pour l’intervalle de fréquence considéré, bien qu’elles ne considèrent

qu’un milieu isotrope. Notons cependant que le modèle de Poisson-Kirchhoff ne pré-

voit pas directement la forme des modes. Il est peut-être possible de les déduire

à partir des sections efficaces de diffusion mais nous faisons l’hypothèse qu’ils ap-

paraissent dans le même ordre que le prévoit la théorie simple de la plaque fine

circulaire au bord encastré.

Les écarts relatifs des valeurs expérimentales avec les valeurs tabulées et le mo-

dèle de Poisson-Kirchhoff sont présentés dans les histogrammes de la figure III.31.

Globalement les fréquences obtenues expérimentalement sont sur-estimées par les

modèles théoriques. Ce biais peut s’expliquer par la résistance de l’air dans les ex-

périences qui a tendance à décaler les résonances vers les basses fréquences. On

constate un bon accord entre les valeurs expérimentales et les valeurs tabulées, avec

un écart variant entre 0.2% à 13%.
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Figure III.31 – Ecart relatif (exprimé en %) entre les valeurs expérimentales des

fréquences de résonance et celles prévues par la théorie (histogramme magenta pour

le modèle de Poisson-Kirchhoff et histogramme noir pour les valeurs tabulées).

Notons par ailleurs que le modèle de Poisson-Kirchhoff colle plutôt bien avec les

valeurs tabulées (entre 0.03% et 0.6% de différence) bien qu’un léger écart commence

à se faire sentir aux fréquences élevées (au maximum 10 %).

Le spectre total présente également un grand nombre de résonances dont les

fonctions d’ondes sont un mélange des modes de la plaque carrée (modifié par le

trou partiel en son centre) et du trou seul. Quelques exemples sont présentés dans

la figure III.32.
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87.3 kHz 140.6 kHz 247.1 kHz 265.9 kHz 298.9 kHz

300.8 kHz 373.6 kHz 392.1 kHz 476.9 kHz 531.9 kHz

541.2 kHz 813.9 kHz 1150.1 kHz 1207.6 kHz 1246.8 kHz

Figure III.32 – Exemples de modes couplés plaque carrée/trou. La source et le

diffuseur sont respectivement repérés par une croix blanche et un cercle blanc.

III.7.2.3 Levées de dégénérescence des modes

La majorité des modes du diffuseur illustrés dans la figure III.29 présente une

ou plusieurs distributions identiques mais avec une orientation différente. Quelques

exemples exhibant deux ou trois levées de dégénérescence sont présentés dans la

figure III.33. A première vue, il est difficile d’observer un comportement universel :

le nombre de levées est variable, certains modes semblent arbitrairement tournés,

d’autres alignés sur les axes de symétrie du réseau cristallin ou encore sur la position

de la source. La richesse de ces observations, et ce ne sont là que quelques exemples,

rend la compréhension de ce phénomène de levées de dégénérescence délicate. Néan-

moins, nous verrons plus loin que des simulations numériques permettent de mieux

comprendre et d’expliquer en partie l’origine de ces observations.
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219.6 kHz 247.1 kHz 249 kHz

1150.1 kHz 1155.1 kHz 1167.9 kHz

1246.8 kHz 1256.4 kHz 1285.3 kHz 1288.3 kHz

1587.3 kHz 1643.6 kHz 1667.4 kHz

(1,1)

(3,2)

(1,2)

(2,2)

Figure III.33 – Exemples de levées de dégénérescence multiples pour les modes

(1,1), (3,2), (1,2) et (2,2).
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III.7.2.4 Phénomène de piégeage de résonances

Le phénomène de piégeage de résonance a été introduit dans le cadre de l’étude

des systèmes quantiques ouverts [124]. Il intervient en cas de recouvrement important

des états de résonances et provoque une redistribution des largeurs de résonance à

travers les canaux de perte du système. Ces derniers matérialisent le couplage du

milieu avec l’extérieur qui, dans notre cas, correspond au couplage de l’échantillon

avec l’air environnant. Certaines résonances peuvent donc se retrouver élargies par

rapport à leurs voisines , ce qui correspond à l’alignement du mode correspondant

avec les canaux de pertes.

Ce phénomène a été observé expérimentalement pour la première fois il y a une

dizaine d’années dans une cavité micro-ondes couplée à l’extérieur par un guide

d’ondes à ouverture variable [125].

Dans notre expérience, le piégeage de résonance apparaît clairement à deux en-

droits, comme l’illustrent les figures III.34 et III.35. Ces positions particulières cor-

respondent à des configurations pour lesquelles on a un recouvrement d’un mode du

trou et d’un mode de la plaque environnante. Le spectre présenté à gauche montre la

redistribution des largeurs spectrales qui s’est opérée : on observe un élargissement

de la résonance de droite qui correspond à un mode du trou. En effet, ce dernier

offre une "porte de sortie" à l’énergie grâce au fort couplage local avec l’air environ-

nant qui joue le rôle d’un canal de perte. En revanche, la résonance de gauche subit

un rétrécissement. Elle correspond au mode "mixte" pour lequel le champ est plus

uniformément réparti dans tout le système.
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Figure III.34 – Piégeage de résonance autour de 590 kHz. Les images des modes

ont été volontairement saturées à 5% de leur valeur maximale.
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Figure III.35 – Piégeage de résonance autour de 950 kHz. Les images ont été sa-

turées à 0.5% de leur valeur maximale.
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III.7.2.5 Modes chaotiques

Notre système, de par sa géométrie, se rapproche de la configuration du billard

de Sinaï (carré + obstacle circulaire en son centre) qui présente naturellement une

dynamique chaotique. La forme de certaines fonctions d’ondes hors obstacle obser-

vées précédemment présente une certaine régularité, du fait des symétries restantes.

En revanche, d’autres fonctions d’ondes du système portent la signature du chaos.

En particulier, certains modes du trou présentent des dissymétries non prévues par

la théorie (cf. figure III.36). Le comportement hors trou est également intéressant

puisque certaines fonctions d’onde sont localisées sur une portion de la plaque carrée.

Le cas le plus révélateur de la figure III.36 se situe à 1514 kHz. Cette distribution lo-

calisée fait penser aux modes "scar" n dans les cavités chaotiques où l’onde concentre

une part importante de son énergie sur une orbite périodique instable de la cavité.

576.5 kHz 754 kHz 828.6 kHz 1021 kHz 1043.5 kHz

1180.9 kHz 1347.4 kHz 1353.3 kHz 1449 kHz 1484.1 kHz

1514.1 kHz 1525.6 kHz 1538.3 kHz 1541.8 kHz 1752.9 kHz

1940.9 kHz

Figure III.36 – Modes de type chaotique. La source et le diffuseur sont respective-

ment repérés par une croix blanche et un cercle blanc.

n. Les modes "scar", qui constituent le squelette de la dynamique chaotique, brisent l’ergodicité

spatiale des modes de type "speckle", majoritaires dans les cavités chaotiques [84]
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III.7.3 Résolution numérique par FDTD

La méthode exacte tridimensionnelle évoquée plus tôt demeure loin de la réa-

lité expérimentale et ce, malgré sa complexité. En particulier, elle ne prend pas en

considération le caractère anisotrope de la propagation des ondes élastiques dans

nos plaques de silicium et concerne un milieu d’extension latérale infinie. Le modèle

numérique proposé par Emmanuel Bossy (Institut Langevin, Paris), basé sur la mé-

thode FDTD, constitue un modèle unique et performant permettant de prendre en

compte tous ces éléments. Elle offre ainsi un outil performant et complet pour décrire

la propagation d’une onde de flexion dans une fine plaque de silicium de dimensions

finies contenant un trou non traversant. En jouant sur la géométrie du système, le

positionnement du diffuseur et la position de la source, nous avons réalisé une série

de simulations pour mieux comprendre l’origine des phénomènes physiques observés

expérimentalement.

III.7.3.1 Principe de la méthode utilisée

La méthode de résolution numérique choisie est basée sur le schéma aux diffé-

rences finies de Virieux [126, 127]. Développée dans le domaine de la géophysique,

cette formulation en vitesses/contraintes permet de décrire à la fois les fluides et

les solides inhomogènes anisotropes. L’implémentation de cette méthode à trois di-

mensions permet une modélisation efficace de la propagation du mode A0 dans une

plaque finie anisotrope contenant un trou borgne.

On trouve une description complète de l’outil de simulation dans la thèse d’E.

Bossy [128], qui a lui même effectué les simulations décrites plus loin. Nous nous

contenterons dans cette section de décrire le principe général de l’outil de simulation

numérique.

Le schéma de Virieux repose sur la discrétisation spatio-temporelle des équations

suivantes :

∂vi

∂t
=

1
ρ(r)

× ∂σij

∂ri
+ ai (III.57)

∂σij

∂t
= Cijkl(r) × ∂vk

∂rl
+ θij (III.58)
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où v est le vecteur déplacement (dérivée temporelle du champ de déplacement u),

σ le tenseur des contraintes, C le tenseur des rigidités, ρ la masse volumique du

matériau, θij un éventuel terme source de taux de contraintes et ai un éventuel

terme source d’accélération. La première équation correspond à une reformulation

du principe fondamental de la dynamique, et la deuxième à la loi de de comporte-

ment élastique.

Le schéma de Virieux est basé sur une discrétisation en différences finies centrée

en temps et en espace qui conduit à l’approximation des dérivées premières par le

taux d’accroissement suivant :

∂f(an)
∂a

=
f(an+1/2) − f(an−1/2)

∆a
(III.59)

où f désigne le champ de vitesses ou de contraintes, a la variable d’espace ou de

temps, n le nœud de la grille de discrétisation où sont calculés les champs du pro-

blème et ∆a le pas de discrétisation considéré.

Notons que la stabilité de la méthode numérique impose aux différents pas de

discrétisation la condition suivante :

∆t ≤ ∆h√
N × cmax

L

(III.60)

où N est la dimension de l’espace (trois dans notre cas) et cmax
L la plus grande

des vitesses longitudinales mises en jeu dans l’ensemble des milieux de propagation

considérés. Généralement, on admet qu’une longueur d’onde doit au moins contenir

10 points de grille pour mener à des résultats satisfaisants. Mais le choix du pas

spatial est également conditionné pas les distances de propagation en terme de lon-

gueur d’onde sur lesquelles on désire simuler les phénomènes. La finesse du maillage

sera donc à adapter à chaque cas suivant la précision recherchée pour les résultats.

Le code informatique développé par E. Bossy dans le cadre de sa thèse s’applique

parfaitement à la classe de symétrie cubique à laquelle appartient le silicium. La seule

hypothèse utilisée concerne la modélisation du trou borgne : comme il n’est pas pos-

sible d’implémenter des conditions bords libres sur une géométrie circulaire, l’espace

libre du trou est simulé par une inclusion d’un matériau de constantes élastiques
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nulles. La validité de cette approche est confirmée par la suite, par comparaison

avec l’expérience.

III.7.3.2 Conditions de simulation

Les paramètres de la simulation ont été choisis de manière à ce que celle-ci soit la

plus proche possible de l’expérience décrite dans la section III.7.2. Pour des raisons

de simplification, la méthode numérique considère un carré ou un rectangle parfait

alors que les quatre angles de la plaque carrée de l’expérience ne sont pas parfaite-

ment droit et les cotés pas rigoureusement égaux (cf. figure III.26).

Ainsi, on considère une plaque carrée de 5.85 mm2, de 410 µm d’épaisseur, de

conditions aux bords libres et contenant un trou borgne de 2 mm de diamètre et dont

l’épaisseur restante au fond mesure 30 µm. Les positions de la source et du centre

du trou sont identiques à celles de la figure III.26 : la source, introduite par un terme

de force normale, est ponctuelle et située du côté du trou borgne au point (S) de

coordonnées Sx=0.69 mm, Sy=1.64 mm et le trou est placé au point (T) de coordon-

nées Tx=2.98 mm, Ty=2.75 mm o. L’orientation de la plaque est telle que les axes

principaux de symétrie <100> sont suivant les diagonales du carré, les côtés étant

par conséquent suivant les directions <110>. Les constantes élastiques du matériau

sont les suivantes : C11=165.6 GPa, C12=63.9 GPa, C44=79.5 GPa et ρ=2329 kg/m3.

Ces constantes correspondent aux vitesses des ondes de volume longitudinales sui-

vantes : suivant les directions <100> cL=8432 m/s et suivant les directions <110>

cL=9133 m/s.

Le pas temporel de la simulation est de 0.6 ns. Il est conditionné par le pas

spatial, dont la valeur de 10 µm a été choisie de façon à produire des temps de

calcul "raisonnables" (de l’ordre d’une quinzaine de jours). A titre indicatif, un pas

spatial de 5 µm aurait multiplié les temps de calcul par un facteur 16 !

Les signaux reçus sont des mesures de vitesse de déplacement normal, échantillonnées

spatialement sur une grille de 118×118×42 points, avec une résolution de 50 µm dans

le plan de la plaque et 10 µm suivant l’épaisseur. L’échantillonnage fréquentiel de

o. en prenant comme origine le coin inférieur gauche du carré
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ces derniers est fait à 8.2 MHz (soit 1/200ème de la fréquence de calcul).

III.7.3.3 Résultats et comparaison avec les expériences

Notons que l’interprétation des résultats du modèle numérique et la comparaison

avec les expériences supposent de prendre en compte les paramètres de simulation

suivants :

– la plaque est rigoureusement carrée

– le fond du trou est plat

– ce dernier n’est maillé qu’avec 3 points en épaisseur. Il en résulte une modéli-

sation peu précise dans le fond du trou. Les fréquences de résonance du trou ne

peuvent donc pas être prédites avec exactitude par les simulations numériques.

0 µs 0.72 µs 1.08 µs 1.44 µs 1.8 µs

2.16 µs 2.52 µs 2.88 µs 3.24 µs 3.6 µs

3.96 µs 4.32 µs 4.68 µs 5.04 µs 5.4 µs

5.76 µs 6.12 µs 6.48 µs 6.84 µs 7.2 µs

Figure III.37 – Premières microsecondes de la dynamique du champ de déplace-

ment transversal obtenue par simulation numérique. La source et le diffuseur sont

respectivement repérés par une croix blanche et un cercle blanc.
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III.7.3.3.1 Étude dynamique

Pour obtenir la dynamique du champ de déplacement, on intègre les signaux de

vitesse de déplacement de la simulation par rapport à la variable temps. Le résultat

de la figure III.37, comparable à la dynamique expérimentale de la figure III.27,

illustre l’évolution temporelle du champ de déplacement au cours des premières

microsecondes. La dynamique simulée est relativement proche de celle observée ex-

périmentalement. Qualitativement, on retrouve des comportements analogues : les

premiers instants où l’onde suit les bords de la plaque, la dynamique à l’intérieur

du trou et le transfert d’énergie entre le diffuseur et la plaque environnante.

III.7.3.3.2 Étude modale

La démarche entreprise pour réaliser l’étude modale est identique à celle ef-

fectuée expérimentalement en réalisant une transformé de Fourier de chacun des

signaux temporels.

En se focalisant sur les modes dominés par le trou, on retrouve en simulation la

quasi-totalité des modes observés expérimentalement. Ces observations permettent

dans un premier temps de valider le choix de modélisation du trou borgne par une

inclusion de constantes élastiques nulles.

Les modes qui sont en parfaite correspondance sont représentés dans la figure

III.38, sur laquelle l’écart entre les fréquences de résonance de la simulation et celles

obtenues expérimentalement sont indiquées dans chaque cas. Hormis la première fré-

quence de résonance très proche du cas expérimental, on peut dire que les simulations

numériques sous-estiment les fréquences de résonance expérimentales d’environ 10

%, presque indépendamment de la fréquence. Un meilleur accord sur les fréquences

serait sans doute obtenu pour un pas spatial inférieur à celui de 10 µm utilisé dans

la simulation, et pour un modèle prenant en compte le caractère non plat du fond

du trou. Notons au passage la succession des modes (4,2) et (7,1) (respectivement

1319 kHz et 1324 kHz dans la figure) qui, tout comme le cas expérimental, est in-

versée par rapport aux prédictions des résonances de la plaque circulaire encastrée

(cf. section III.4) .
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1414.8 kHz

11 %
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11 %

Figure III.38 – Modes de la simulation qui correspondent parfaitement aux modes

de l’expérience. L’écart (%) entre la fréquence de résonance de la simulation et le

cas expérimental est indiqué sur chaque figure.

La sous-estimation des fréquences de résonance implique d’autre part la présence

de 4 modes supplémentaires par rapport au cas expérimental p.

p. en l’occurrence les modes (5,2),(3,3),(1,4) et (6,2)
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Des résultats numériques préliminaires ont permis d’établir l’importance de la

position de la source sur l’orientation de certains modes. En témoigne la figure

III.39 qui présente les différences d’orientation de quelques modes obtenus par deux

simulations pour lesquelles nous avons modifié la position de la source.

simulation 1 simulation 2

Figure III.39 – Influence de la position de la source sur l’orientation de quelques

modes. La source est repérée par une croix blanche.

D’autre part, les différentes simulations numériques, couplées aux observations

expérimentales, permettent de relever les effets de l’anisotropie du silicium sur les

modes du système.

En premier lieu, l’anisotropie a une influence directe sur la forme des modes.

La manifestation la plus remarquable concerne les modes axisymétriques de type

(0,m) (avec m>1). L’exemple du mode (0,3) est présenté dans la figure III.40. Dans

l’expérience comme dans la simulation, on voit que les cercles concentriques sont

déformés le long des axes <100> (axes "lents") q. Il s’agit de l’effet le plus notable

de l’anisotropie sur la forme des modes.

q. des simulations indiquent que cette déformation n’existe pas dans un milieu isotrope
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878.3 kHz

simu

949.4 kHz

exp

Figure III.40 – Déformation du mode (0,3) due à l’anisotropie du silicium. L’effet

est observé expérimentalement (à gauche) et par les simulations (à droite).

Dans le cas du mode fondamental (0,1), on trouve une très faible anisotropie

de seulement 0.1% contre environ 48% sur l’anneau le plus éloigné du mode (0,3).

Ces valeurs s’obtiennent en comparant les modes par soustraction au même modes

tournés de 45◦. La même procédure appliquée aux modes (1,1) et (2,1) donnent une

anisotropie de l’ordre de 1%. Les modes sont donc déformés de façon différente par

les "axes lents" et les "axes rapides" du cristal.

En second lieu, l’anisotropie est à l’origine d’une levée de dégénérescence des

modes r qui entraîne une version d’un même mode tournée à 45◦ à une fréquence

différente.

L’ensemble de ces observations numériques permet de considérer les effets de

l’anisotropie, contrairement à l’approche théorique isotrope de la plaque circulaire

encastrée. Néanmoins, une compréhension complète des levées de dégénérescences et

des changements d’orientation suppose l’analyse de nombreux résultats de plusieurs

simulations qui n’ont à ce jour pas été encore toutes réalisées.

r. autres que les modes axisymétriques (0,m).
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III.8 Conclusion et perspectives

Nous avons abordé au cours de ce chapitre le problème de la diffusion d’une onde

de Lamb antisymétrique fondamentale A0 par un trou non traversant. L’asymétrie

de cet élément vis-à-vis du feuillet moyen de la plaque implique des phénomènes

complexes de conversion entre les différentes familles de modes (symétriques et anti-

symétriques) qui se propagent dans le système. Il est donc nécessaire de faire appel à

des modèles adéquats pour décrire chacun de ces types de déformation. Après avoir

exposé les différentes théories existantes, nous avons opté pour les modèles simplifiés

des plaques de Poisson et Kirchhoff pour décrire respectivement les mouvements dans

le plan (dus à S0,SH0) et les mouvements de type flexion (lié à A0). La combinaison

de ces modèles présente des résultats fiables vis-à-vis de la théorie tridimensionnelle

exacte dans nos gammes de faibles produits {fréquence×épaisseur}.

Dans un deuxième temps, nous avons présenté des expériences de diffusion par

un trou borgne dans des plaques de silicium. Les modes du diffuseur correspondent

à ceux d’une plaque circulaire encastrée d’épaisseur égale à la matière restant au

fond du trou. Cette approche constitue une bonne approximation pour déterminer

les fréquences de résonance du diffuseur, bien qu’elle ne soit valable que pour un

milieu isotrope. Les effets subtils de l’anisotropie ont été finement révélés par l’ou-

til numérique FDTD développé par E. Bossy. On a vu en particulier que la forme

des modes axisymétriques de type (0,m) étaient significativement affectée suivant

les différents axes principaux du cristal ("axes lents" suivant les diagonales et "axes

rapides" suivant les côtés de la plaque carrée). L’anisotropie est également à l’origine

d’une levée de dégénérescence des modes impliquant un changement d’orientations à

45◦ d’un même mode à des fréquences différentes. A celle-là peut s’ajouter aussi un

dédoublement de ces modes par couplage avec des modes non dégénérés de la plaque

environnante qui proviennent des dissymétries matérielles du système (excentricité

du trou ou plaque non carrée). La position de la source semble jouer également un

rôle important sur l’orientation de certains modes. Néanmoins une compréhension

totale de l’ensemble de ces phénomènes nécessite de réaliser des études numériques

complémentaires qui n’ont pas encore été réalisées [129].
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D’autre part, contrairement au trou perçant s, le trou borgne présente des réso-

nances piquées qui correspondent aux fréquences propres de l’épaisseur de matériau

restante au fond du diffuseur, équivalente localement à une fine plaque circulaire

au bord encastré. Le caractère résonant de cet élément lui confère un pouvoir de

diffusion important au niveau de ces fréquences propres. C’est ce dernier point qui a

motivé le choix de ce type de diffuseur, dans l’optique de l’observation du phénomène

de localisation d’Anderson en milieu fortement désordonné. Ainsi, le trou borgne ré-

sonant constitue une brique élémentaire de système plus complexe contenant une

distribution aléatoire de trous borgnes. Ces milieux multiplement diffusants feront

l’objet du chapitre suivant.

Par ailleurs, la propriété remarquable du trou borgne de résonner à des fréquences

d’autant plus faibles que ce dernier est profond ouvre des perspectives prometteuses

dans le domaine en plein essor des métamatériaux acoustiques. Ces matériaux arti-

ficiels peuvent présenter des propriétés élastiques effectives exotiques telles qu’une

densité et un module d’Young négatifs. Une des conditions nécessaires à l’obtention

de telles spécificités est de disposer de résonateurs dont la taille est inférieure à

la longueur d’onde, assurant ainsi une homogénéisation apparente de la structure

(cf. [130]). Le trou borgne, de par sa simplicité t, est un bon candidat pour jouer

le rôle de super-résonateur dans ces méta-structures à condition de présenter une

épaisseur de fond de trou suffisamment fine. Le cas échéant, il est possible de dis-

poser d’une forte densité de résonateurs couplés de manière évanescente dans un

volume réduit. Les applications possibles concernent les effets spectaculaires de ré-

fraction négative ou le pendant de la cape d’invisibilité électromagnétique [132] pour

les ondes de flexion [133].

s. tout du moins pour nos gammes de fréquences expérimentales basses
t. en comparaison avec d’autres types de résonateurs tels que les résonateurs en anneaux fendus

introduits en électromagnétisme par John Pendry [131]
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IV.1 Introduction et motivations

Ce dernier chapitre traite de la diffusion multiple des ondes de Lamb en milieux

désordonnés. Lorsque ces derniers sont très diffusifs, la propagation et la diffusion

des ondes peuvent être ralenties et l’onde peut se retrouver piégée dans une région

finie de l’espace. Ce phénomène dit de "localisation forte", qui résulte des interfé-

rences entre ondelettes multiplement diffusées par le désordre a été proposé par P.W

Anderson [134] en 1958 pour expliquer la transition métal-isolant dans les fils mé-

talliques.

La localisation d’Anderson est un phénomène purement ondulatoire puisqu’il est

lié aux interférences entre les différentes ondes multiplement diffusées par le désordre.

C’est donc naturellement que son étude s’est étendue aux ondes classiques, sous l’im-

pulsion des travaux réalisés dans les cristaux photoniques par S. John il y a près

de 30 ans [135]. Depuis, la quête pour l’observation expérimentale de la localisa-

tion d’Anderson a vu naître une quantité considérable d’études, que ce soit dans le

domaine de l’optique [136,137], des micro-ondes [138,139] ou encore des ondes acous-

tiques [140–142]. On trouve d’excellentes revues sur les réalisations expérimentales

marquantes [143–145] ou sur les principes fondamentaux et les aspects théoriques

de la localisation d’Anderson [146,147].

Les travaux expérimentaux concernant la localisation forte des ondes élastiques

ne sont pas légions. Les premières observations marquantes dans le domaine de

l’élastodynamique sont à mettre au crédit de R. Weaver qui a observé en 1990 [148] la

localisation d’Anderson d’ondes élastiques dans une plaque d’aluminium contenant

une centaine de rainures réalisées à la scie circulaire. Deux années plus tard, l’équipe

de P. Sheng [149] rend compte de la localisation à deux dimensions d’ondes de

flexions dans une plaque d’acier sur laquelle sont collés deux cents blocs résonants

de PMMA a répartis de manière aléatoire. Ils observent un gap dans le spectre à des

fréquences qui sont proches des fréquences de résonance de cisaillement des blocs

diffuseurs.

a. ou verre acrylique, plus connu sous le nom commercial Plexiglass ou encore Lucite
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Tout est loin d’être compris sur la localisation d’Anderson et cinquante ans après

sa découverte, ce domaine de recherche est plus vivant que jamais. Il y a trois ans,

Weaver et Lobkis [150] ont repris leurs travaux expérimentaux réalisés vingt ans

auparavant afin de lever toute ambiguïté sur leurs résultats initiaux. La même an-

née, l’équipe expérimentale canadienne de J. Page et l’équipe grenobloise de B. van

Tiggelen [151] ont présenté dans le cadre d’une collaboration une étude expérimen-

tale qui révèle la localisation forte d’ondes élastiques dans un réseau tridimensionnel

aléatoire composé de billes d’aluminium. Ils présentent plusieurs caractéristiques

(dynamique anormale, confinement spatial, fluctuations non gaussiennes, fonction

d’onde multi-fractale...) qui permettent d’affirmer sans équivoque qu’ils se trouvent

dans un régime localisé. Ces efforts spécifiques visent à exclure l’ambiguïté qui peut

exister entre la localisation d’Anderson des ondes classiques et les phénomènes d’ab-

sorption dans la mesure où ils impliquent tous deux une décroissance exponentielle

du champ transmis sur la longueur de l’échantillon. Cette distinction peut être faite

si l’étalement spatial caractéristique du mode localisé, appelé longueur de localisa-

tion ξloc , est inférieur à la longueur d’absorption du milieu. Mais cette dernière est

en pratique difficile à quantifier.

D’autre part, une des approches proposées pour diminuer la longueur de locali-

sation, et ainsi être dans un régime localisé, consiste à tirer profit des résonances

internes des diffuseurs. La section efficace de diffusion d’un diffuseur augmente bru-

talement aux fréquences de résonances internes, on s’attend alors à observer une

diminution conséquente de ξloc à ces positions. De nombreuses études numériques

et expérimentales ont montré que la localisation d’Anderson était légèrement dé-

calée en fréquence par rapport aux résonances des diffuseurs. Citons par exemple

les travaux de A. Chabanov et A. Genack [152] sur la localisation des micro-ondes

dans un guide d’onde contenant des sphères d’alumines ou encore les travaux numé-

riques réalisés en acoustique par l’équipe de Z. Ye [142, 153–155] dans des liquides

contenant des bulles d’air résonantes . Dans ces deux cas, la localisation d’Anderson

est observée à des fréquences légèrement supérieures aux résonances individuelles

des diffuseurs. Par ailleurs, l’approche qui consiste à mettre le plus de diffuseurs

efficaces possible dans un milieu pour observer la localisation forte est remise en

cause dans une étude de van Tiggelen et. al [156]. Ils montrent en particulier que



174 Chapitre IV. Diffusion multiple en milieu désordonné

dans ces conditions de fort couplage entre les diffuseurs, la possibilité que l’onde

rencontre plusieurs fois le même diffuseur b est défavorable à l’observation de la lo-

calisation. Une étude numérique plus récente de C. Vanneste et P. Sebbah [157]

s’intéresse au rôle des résonances de "Mie" de diffuseurs cylindriques diélectriques

sur la localisation d’Anderson. Il montrent que l’usage de diffuseurs de même taille

(présentant donc les mêmes résonances) est, de part un effet collectif, favorable à la

localisation. Cette dernière est observée à une fréquence significativement différente

des résonances individuelles des diffuseurs lorsque la densité d’hétérogénéités est

importante. Ainsi, la question concernant le rôle précis des résonances internes des

diffuseurs dans l’observation de la localisation forte demeure une question ouverte.

L’objectif de ce dernier chapitre est de proposer le diffuseur résonant présenté

dans le chapitre précédent comme cellule élémentaire d’un système désordonné pou-

vant être le siège de modes localisés au sens d’Anderson. Nous avons vu que la section

efficace de diffusion du trou borgne, autrement dit son pouvoir diffusant, augmen-

tait brutalement aux résonances internes du diffuseur. S’ils présentent tous la même

résonance, on peut espérer un effet collectif des diffuseurs qui exacerbe les effets du

désordre. De plus, sa capacité à résonner à basse fréquence permet de disposer d’un

grand nombre de diffuseurs dans une petite surface, ce qui est à priori favorable à la

localisation. Nous estimerons dans un premier temps les paramètres géométriques

du milieu désordonné qui nous permettront d’être dans un régime de localisation

forte. Nous allons ensuite tirer partie des performances du dispositif expérimental

décrit dans le chapitre I pour étudier les différents régimes de diffusion des ondes

de Lamb dans une plaque de silicium contenant une forte concentration de trous

borgnes.

b. ils nomment ce phénomène le "dependent scattering"
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IV.2 Généralités sur la diffusion multiple en mi-

lieux désordonnés

IV.2.1 Longueurs caractéristiques du problème

Dans les régimes de diffusion multiple, les différentes échelles de longueur à

prendre en compte sont les suivantes :

– la longueur caractéristique du système L

– le libre parcours moyen élastique le dans le milieu

– l’échelle de la longueur d’onde λ

La définition du libre parcours moyen élastique le provient de la loi de décrois-

sance de l’intensité transmise moyenne, appelée loi de Beer-Lambert, qui à 1D s’écrit

comme suit : I = I0e
−x/le où x représente la distance parcourue par l’onde et I0 l’in-

tensité de l’onde avant diffusion. le caractérise le degré de désordre du milieu : plus

sa valeur est grande, plus le désordre est "faible". Dans le cadre de l’Independent

Scattering Approximation (ISA) [158], ou approximation des milieux dilués, une

estimation du libre parcours moyen élastique est donnée par la relation suivante :

le =
1

Nσscat

(IV.1)

où N est la densité surfacique de diffuseurs (en m−2) et σscat la section efficace

de diffusion d’un diffuseur (en m).

Notons que généralement le libre parcours moyen élastique le est à distinguer du

libre parcours moyen de transport l∗ qui représente la distance au bout de laquelle

l’onde a perdu toute information sur sa direction de propagation initiale. l∗ est lié à

le par un facteur qui dépend de l’anisotropie de la diffusion par un diffuseur. Lorsque

la diffusion est très anisotrope, ces deux grandeurs peuvent différer d’un ordre de

grandeur [159]. Dans notre cas, on s’intéressera particulièrement à la première réso-

nance du trou borgne, qui présente une section de diffusion isotrope. La distinction

entre le et l∗ sera donc accessoire.
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IV.2.2 Les différents régimes de propagation en milieu dif-

fuseur

C’est la valeur du libre parcours moyen le relativement à la taille du système

L et à la longueur d’onde λ qui va déterminer dans quel régime de propagation on

se situe. La figure IV.1 indique les différents régimes de propagation pour différents

degrés de désordre.

Figure IV.1 – Les différents régimes de propagation suivant la valeur du libre

parcours moyen élastique le. L constitue la dimension caractéristique du système.

Lorsque le désordre est faible (le > L), l’onde n’est que très peu diffusée et va

se propager quasi-librement avec une vitesse renormalisée par l’indice du milieu :

c’est le régime balistique. Pour un milieu dont le niveau de désordre est tel que

λ < le < L, la propagation des ondes suit un régime diffusif. Au delà de quelques

libres parcours moyens, l’onde balistique s’est éteinte c, la majeure partie de l’éner-

gie s’étant transférée aux ondes diffuses. Le transport est dit incohérent et les ondes

suivent une marche aléatoire. Dans des régimes extrêmes de fort désordre (le ≤ λ), le

transport de l’onde devient cohérent. Ainsi, les interférences entre les ondes multiple-

ment diffusées par les hétérogénéités sont possibles et l’onde peut se retrouver piégée

dans une région finie de l’espace : c’est le régime de localisation d’Anderson ou

localisation forte. Un mode localisé présente une décroissance spatiale exponentielle

en e−L/ξloc où la longueur de localisation ξloc caractérise l’étalement du mode.

Pour un milieu unidimensionnel, la longueur de localisation est égale au libre

parcours moyen. La longueur de localisation d’un système bidimensionnel est donnée

par l’expression suivante :

ξloc = lee
(πk le/2) (IV.2)

c. C’est la raison pour laquelle le libre parcours moyen élastique porte également le nom de

longueur d’extinction.
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Cette dernière n’est valable que dans l’approximation des milieux dilués qui néglige

toute interaction entre les diffuseurs. Skipetrov et al. [160] donnent une expression

de ξloc à trois dimensions :

ξloc =
6le(kle)2

1 − (kle)4
(IV.3)

La théorie d’échelle proposée en 1979 par le "gang des quatre" [161] prédit l’exis-

tence d’une transition entre états étendus (régime diffusif) et états localisés dans

un milieu infini de dimension 3 ou supérieure. Cette transition est atteinte lorsque

k.le . constante ∼ 1. Cette condition, appelée critère de Ioffe-Regel, n’est pas uni-

verselle dans le sens où la constante peut varier d’un modèle à l’autre (usuellement

on se ramène à 1 [147]). Notons que cette transition n’existe que pour des milieux

infinis de dimension supérieure à 2. En effet, pour des systèmes désordonnés unidi-

mensionnels ou bidimensionnels de taille infinie, tous les états sont localisés, quelle

que soit la nature du désordre.

La condition d’observation expérimentale du phénomène dans un milieu de taille

finie implique que la longueur de localisation ξloc soit inférieure à L/2 (dans le cas où

la source est au centre d’un milieu de taille L). Pour un disque de rayon R, semblable

à nos wafers de silicium, cette condition devient : ξloc < R. Notons que l’observation

de la localisation à 2D est plus difficile qu’à 1D dans la mesure où la longueur de

localisation varie de manière exponentielle en fonction du libre parcours moyen, la

rendant plus sensible à une variation de le.

IV.3 Élaboration du système désordonné

L’objet de cette section est de montrer les tendances d’évolution de le et ξloc en

fonction des paramètres géométriques du milieu et d’estimer ainsi les configurations

du désordre qui nous permettront d’être dans un régime de localisation forte. Ces

estimations sont réalisées dans l’approximation des milieux dilués à partir de la sec-

tion efficace de diffusion d’un trou borgne déduite du modèle de Poisson-Kirchhoff d.

d. cf. chapitre précédent
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Cette étude se déroule en trois étapes :

– on calcule la section efficace d’un diffuseur σscat par le modèle de Poisson-

Kirchhoff

– on en déduit le libre parcours moyen le grâce à la la relation IV.1, pour un

nombre de diffuseurs donné

– grâce à la relation (IV.2), on estime la longueur de localisation ξloc, qui doit

être inférieure à R, le rayon du cercle qui contient le désordre

La figure IV.2 présente l’évolution pour deux valeurs du paramètres b/h des gran-

deurs σscat, k.le et ξloc pour une forte concentration de diffuseurs (fraction surfacique

Φ = 0.44) de 1 mm de rayon. Elle indique clairement qu’une fine épaisseur du fond

des trous (rapport b/h petit) favorisera l’occurrence de modes localisés. La condition

ξloc < R est vérifiée dans les deux cas e. Cette tendance se confirme pour d’autres

valeurs de b/h.

D’autre part, la manière dont ces grandeurs évoluent pour différentes valeurs du

rayon du trou est illustrée dans la figure IV.3 où les courbes en trait plein corres-

pondent à un trou de 1 mm de rayon et les courbes en tirets à un trou de 1.5 mm de

rayon. Les valeurs de k.le et ξloc ont été obtenues pour la même fraction surfacique

de trous que précédemment, à savoir Φ = 0.44. On voit que notre approche prévoit

de meilleures conditions de localisation pour le trou le plus petit. Cette configura-

tion présente en outre l’avantage d’atteindre un nombre de diffuseurs plus élevé que

dans le cas où ils ont un diamètre supérieur. Cependant, une forte densité de dif-

fuseurs implique un couplage entre eux qui nous fait sortir du cadre de l’hypothèse

des milieux dilués, ce qui peut remettre en cause notre approche.

e. dans nos échantillons de silicium de 4 pouces, la zone inscriptible correspond à un disque de

9 cm donc R=4.5 cm
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Figure IV.2 – Evolution de la section efficace de diffusion σscat, du libre parcours

moyen le et de la longueur de localisation ξloc pour deux valeurs du produit b/h. La

ligne bleue en pointillé indique la position du rayon du wafer. Ces courbes ont été

obtenues dans l’approximation des milieux dilués pour une distribution aléatoire de

trous borgnes de 1 mm de rayon et dont la fraction surfacique est de 44%.

0 500 1000
0

2

4

6

σ
s
c
a
t
(m
m

)

0 500 1000
10

0

10
2

10
4

l e
(m
m

)

a=1 mm
a=1.5 mm

0 500 1000

10
0

10
10

ξ l
o
c
(m
m

)

R

Figure IV.3 – Evolution de la section efficace de diffusion σscat, du libre parcours

moyen le et de la longueur de localisation ξloc pour deux valeurs du rayon des diffu-

seurs. La ligne bleue en pointillé indique la position du rayon du wafer. Ces courbes

ont été obtenues dans l’approximation des milieux dilués pour une collection de

trous borgnes profonds de 280 µm répartis aléatoirement dans une plaque de 300 µm

d’épaisseur. La fraction surfacique des diffuseurs est de 44%.
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A partir de ces estimations nous avons élaboré plusieurs configurations de désordre

avec différentes concentrations et tailles des diffuseurs. Trois d’entre elles sont pré-

sentées dans la figure IV.4.

Après avoir proposé ces différentes configurations au Laboratoire d’Architecture

et d’Analyse des Systèmes (le LAAS), chargé de réaliser nos échantillons, une seule

d’entre elles nous a été fournie. Il s’agit de la configuration "M3" présentée au bas de

la figure IV.4. Elle correspond à une collection de 3467 diffuseurs de 1 mm de dia-

mètre répartis aléatoirement et occupant une fraction surfacique d’environ 43%. Ils

sont disposés sur une zone de 9 cm de diamètre correspondant à la zone de gravure

technologiquement réalisable sur un wafer de 4 pouces. Une distance d’exclusion de

100 µm est assurée entre les trous (de bord à bord) pour éviter que ces derniers ne

coalescent f.

Remarque : la configuration retenue par le LAAS correspond à une forte concen-

tration de diffuseurs. La distance minimale qui sépare les trous vaut 100 µm, ce qui

est largement inférieur à la longueur d’onde de 3 mm qu’on trouve aux alentours de

la fréquence de résonance fondamentale des diffuseurs. Dans ces conditions, on ne

peut plus négliger l’influence des trous entre eux et on sort du cadre de l’approxi-

mation des milieux dilués. La relation IV.1 donnant le libre parcours moyen n’est en

particulier plus valable et au lieu de décroître avec la densité de diffuseurs, le aug-

mente. Ces cas de fortes concentrations ne sont donc pas nécessairement favorables à

la localisation d’Anderson. Néanmoins, nous verrons que les résultats expérimentaux

obtenus dans cet échantillon sont très proches d’un état de localisation forte.

f. la distance d’exclusion induit des corrélations à courte portée
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Figure IV.4 – Exemples de configurations de désordre générées à partir de l’exten-

sion du modèle de Poisson-Kirchhoff. (a) : une distribution aléatoire de 235 diffuseurs

de 2 mm de rayon, (b) : 934 diffuseurs de 1 mm de rayon et (c) : 3467 diffuseurs

de 0.5 mm de rayon. Les fractions surfaciques occupées par les trous vallent respec-

tivement 47%, 46% et 43%. Le cercle de 9 cm correspond à la zone inscriptible en

pratique dans les wafers de silicium de 4 pouces.



182 Chapitre IV. Diffusion multiple en milieu désordonné

IV.4 Étude expérimentale

IV.4.1 Conditions de l’expérience

En plus de la zone inscriptible maximale de 9 cm de diamètre, les contraintes

technologiques imposent les limitations suivantes : une épaisseur des wafers supé-

rieure à 200 µm, une épaisseur de fond de trou supérieure à 20 µm.

Figure IV.5 – Photographie de l’échantillon "D3" réalisé par les membres du LAAS,

à Toulouse. Il s’agit d’un wafer de silicium de 4 pouces, épais de 406 µm et conte-

nant une répartition aléatoire d’environ 3400 trous borgnes d’1 mm de diamètre et

profond de 380 µm.

Le système désordonné a été réalisé à partir du masque "M3" présenté dans la

figure IV.4 par une méthode de gravure sèche du silicium par plasmas (cf. annexe

E) développée par le LAAS à Toulouse g. Après de longues phases d’élaboration

et d’amélioration du processus de gravure, plusieurs échantillons avec la configura-

tion "M3" nous ont été fournis avec des profondeurs de trou différentes. Nous avons

choisi la plaque présentant le moins de défauts et possédant les trous borgnes les plus

profonds, en l’occurrence 380 µm de profondeur. La plaque ayant une épaisseur de

406 µm, la portion de matière restant au fond du trou fait seulement 26 µm d’épais-

g. Projet PEPS 07-20 2007-2008
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seur, soit deux fois mieux que ce que les limitations technologiques prévoyaient. Une

photographie de l’échantillon est présentée dans la figure IV.5.

Le wafer de silicium de 4 pouces contient environ 3400 trous borgnes de 1 mm

de diamètre répartis aléatoirement. Les quelques trous sombres en périphérie cor-

respondent à des défauts de gravure (gravure pas assez profonde ou ne couvrant pas

toute la surface du trou h). La technologie utilisée impose une zone non gravée en

bord d’échantillon sur un anneau d’environ 1 cm de largeur.

La section efficace de diffusion prédite par le modèle de Poisson-Kirchhoff (cf.

chapitre III, paragraphe III.6.3) pour un trou de ce système est indiquée dans la

figure IV.6. L’échelle des abscisses montrée correspond à la gamme de fréquence

accessible expérimentalement (jusqu’à environ 1 MHz). Les deux pics présents à

380 kHz et 788 kHz correspondent aux deux premières fréquences de résonance de

la matière qui reste au fond du trou. En effet, on a vu dans le chapitre précédent que

l’on pouvait raisonnablement assimiler le fond du trou à une plaque fine circulaire

au bord encastré. Pour une plaque circulaire clampée de 26 µm d’épaisseur, les deux

premières fréquences de résonance valent respectivement 380 kHz et 791 kHz soit un

accord parfait pour la première (avec la précision affichée ici) et un écart de moins

de 1% pour la deuxième vis-à-vis du modèle de Poisson-Kirchhoff.

La génération ultrasonore est assurée par le transducteur de contact avec la

pointe de silice i. L’impulsion envoyée par le générateur de fonction est centrée autour

de 585 kHz, valeur qui a été choisie pour être proche de la fréquence de résonance

fondamentale des trous borgnes proches de la zone d’excitation j. La pointe en silice

se situe approximativement au centre de l’échantillon, sur la face inférieure, entre

les trous. Le petit diamètre des trous (1 mm) impose une résolution spatiale élevée

de la grille de mesure. On a opté pour un pas de discrétisation spatial de 200 µm

conduisant à une grille comprenant environ 245 000 points de mesure.

h. voir la partie sur les défauts de gravure dans l’annexe E
i. pour des raisons techniques, le dispositif de génération par laser n’a pas pu être utilisé à ce

moment
j. nous verrons effectivement plus loin que la résonance des trous fluctue significativement

suivant la zone de l’échantillon considérée
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Figure IV.6 – Section efficace de diffusion d’un trou borgne de 1 mm de diamètre

et de 380 µm de profondeur dans une plaque de silicium de 406 µm d’épaisseur,

prédite par le modèle de Poisson-Kirchhoff.

Dans une expérience typique, les signaux sont stockés sur une durée de 20 ms

avec une résolution de 40 ns (soit 500 000 points temporels). La richesse de ces

signaux met en jeu des tailles de données colossales : 230 Go stockés après une

durée totale d’expérience de 10 jours. Il faut ajouter à cette taille de données brutes

celle des données créées lors du post-traitement (transformées de Fourier, opérations

de filtrages ...etc). On rencontre ici une difficulté liée au stockage et au traitement de

données de grande taille k. Elle impose une analyse par portions d’une cinquantaine

de points le long de la dimension temporelle ou fréquentielle. Ce nombre est en

grande partie conditionné par la mémoire vive de l’ordinateur qui sert au traitement

des données. Nos calculs ont été réalisés sur un PC doté d’un processeur double

cœur 32 bits Intel Pentium Core 2 disposant de 3 Go de RAM et cadencé par un

signal d’horloge à 2, 4 GHz.

k. une solution alternative aurait consisté à faire immédiatement la transformée de Fourier et

de ne stocker que la partie du spectre pertinente
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IV.4.2 Résultats préliminaires

La figure IV.7 présente l’exemple de signaux temporels pris à proximité sur

l’échantillon : l’un entre deux trous et l’autre dans un des deux trous. Elle met

en exergue la forte résonance du diffuseur qui explique que l’amplitude du signal

hors trou est quatre fois moindre que celle du signal dans le trou. Cette différence en

amplitude apparaît clairement dans la figure IV.8 qui illustre les premiers instants

de la dynamique temporelle du champ total de déplacement. Les points qui saturent

l’image correspondent à la position des diffuseurs.

0 5 10 15 20

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

t(ms)

ZOOM

trou
hors trou

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure IV.7 – Exemple de signaux temporels pris sur un trou (courbe noire) ou

hors trou (courbe magenta) près de la zone d’excitation. Le début des signaux est

représenté dans l’insert.

Les spectres des signaux temporels issus de (IV.7) sont présentés dans la figure

IV.9. Les deux flèches noires indiquent la position des deux résonances du trou pré-

sentes dans cette gamme de fréquences. La première d’entre elles domine largement

le spectre et explique que l’évolution temporelle de la figure IV.8 soit saturée par le

mode fondamental (0,1) de chaque diffuseur.
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Figure IV.8 – Premiers instants de la dynamique temporelle du champ de dépla-

cement normal dans la plaque désordonnée D3.
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Figure IV.9 – Spectres des signaux temporels de la figure IV.10 entre 0 et 1.2 MHz.

L’insert présente la même courbe en échelle logarithmique. Les deux flèches indiquent

approximativement la position des premières résonances du trou considéré.
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L’observation du spectre au centre de diffuseurs pris dans différentes zones du

système met en évidence des différences significatives sur la position des résonances

comme en témoigne la figure IV.10. Le fort couplage qui peut exister entre eux de

par leur grande concentration et leur proximité ne peut à lui seul expliquer une telle

dispersion sur la position des résonances. Cette dernière traduit une différence sur

la profondeur des trous d’environ 20 µm qui est au delà de la précision de 5 µm

spécifiée par le LAAS l.
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Figure IV.10 – Résonances de 4 trous situés à divers endroits de l’échantillon.

Chaque spectre a été normalisé par l’amplitude de la résonance fondamentale. La

position des trous se rapportant au spectre correspondant est indiquée sur l’échan-

tillon représenté dans l’insert.

Une vision globale de l’évolution spatiale de la première résonance de tous les

diffuseurs du système est présentée dans la figure IV.11. J’y présente la distribution

spatiale du champ seulement dans les trous pour différentes fréquences. Puisque

la première résonance de chaque trou domine largement chaque spectre, c’est une

manière indirecte de suivre l’évolution de la position de la fréquence de résonance

fondamentale dans les différentes zones de l’échantillon.

l. cette marge seule entraînerait une variation maximale de 80 kHz de la fréquence fondamentale
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Figure IV.11 – Évolution spatiale de la distribution du champ dans les diffuseurs

pour différentes fréquences. Les pics que l’on voit apparaître correspondent à la

première résonance des trous. Cette représentation permet d’apprécier la disper-

sion sur la position de la fréquence fondamentale des trous selon leur position dans

l’échantillon.

On voit que les trous en périphérie résonnent à des fréquences plus faibles que

ceux situés au centre. Cette évolution semble suivre un schéma précis qui fait penser à

une non-uniformité du processus de gravure. Elle peut s’expliquer par la présence de

microstructures colonnaires en fond de trou (cf. annexe E) qui viendraient modifier

l’épaisseur effective de la matière restante et modifier ainsi la fréquence de résonance.

Cette forte dispersion sur la fréquence de résonance des diffuseurs constitue mal-

heureusement un frein à l’observation de la localisation d’Anderson puisque l’on

perd l’effet collectif des diffuseurs. Néanmoins, nous verrons plus loin que nous ob-

tenons des distributions de champ proches d’états localisés autour des fréquences de

résonance des trous borgnes malgré l’absence de signature de la localisation dans le

spectre.
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IV.4.3 Étude dynamique

L’objectif de cette section est de mettre en exergue les différents comportements

de la dynamique temporelle du champ en régime diffusif et en régime proche de la

localisation forte. On peut pour cela s’intéresser par exemple au profil temporel le

long d’une ligne passant par la source. Pour ce faire, on réalise une transformée de

Fourier des signaux temporels présents sur cette ligne, avant d’effectuer un filtrage

passe bande. Ce dernier est réalisé en multipliant les spectres par une gaussienne de

position et de largeur variables. En guise d’exemple, la figure IV.12 présente quatre

positions de fenêtre de filtrage de 100 kHz de large, notées α, β, γ et ǫ positionnées

respectivement à 350 kHz, 500 kHz, 650 kHz et 800 kHz. La courbe bleue en poin-

tillés permet de repérer approximativement la position de la première résonance des

trous borgnes proches de la zone d’excitation. Elle correspond à la section efficace

de diffusion calculée par le modèle de Poisson-Kirchhoff.
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Figure IV.12 – Position des différentes fenêtres de filtrage α (350 kHz), β (500 kHz),

γ (650 kHz) et ǫ (800 kHz). La courbe magenta correspond au spectre hors trou

présenté dans la figure IV.9, en échelle logarithmique. La courbe bleue en pointillés

présente la section efficace de diffusion calculée pour un trou borgne de la zone

centrale.
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L’étape suivante consiste à réaliser une transformation de Fourier inverse pour

retourner dans le domaine temporel. De cette manière, on peut observer le profil

temporel le long de la ligne verte notée X dans le schéma en haut de la figure IV.13

pour les différentes position de fenêtre de filtrage.
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Figure IV.13 – Evolution du profil temporel du champ le long de la ligne verte X

(illustration du haut) pour différentes positions de fenêtre de filtrage α, β, γ, ǫ. La

position de la source est notée "S".
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Cette représentation permet de se rendre compte globalement de la manière dont

l’onde pénètre dans le système. Alors qu’on se rapproche des fréquences de résonance

des trous, on voit que la progression de l’onde est de plus en plus ralentie par les

diffuseurs. Cela se matérialise par le rétrécissement du cône de pénétration de l’onde.

En plus de cela, le front d’onde se retrouve brisé, perd de plus en plus en régularité,

traduisant ainsi les difficultés qu’éprouve l’onde à pénétrer dans le milieu. Notons

que nous ne présentons pas ici les multiples combinaisons de filtrages que nous avons

explorées, en terme de position et de largeur, dans la mesure où elles ne nous ont pas

permis d’observer l’arrêt total du transport de l’onde, caractéristique de localisation

d’Anderson.

IV.4.4 Étude modale

L’objectif de cette dernière section est de trouver dans les propriétés spectrales

du champ des indications renseignant sur l’occurrence de modes localisés. On a vu

précédemment le comportement des trous résonants, dont le mode fondamental do-

mine largement la distribution du champ dans tout le milieu. On désire maintenant

observer la distribution du champ entre les diffuseurs, à la recherche d’un confine-

ment spatial. Pour ce faire, les grandeurs présentées plus loin seront calculées en

excluant la contribution des diffuseurs, afin de ne pas "noyer" l’évolution hors trou.

La première figure IV.14 présente l’intensité totale du système. Si on note par

s(x, y, t) le signal temporel mesuré au point de coordonnées (x,y), l’intensité est

obtenue en sommant le carré du module de chaque spectre complexe :

I(ω) =
∑

x,y

|ŝ(x, y, ω)|2

Cette opération est réalisée sur tout l’échantillon (courbe bleue) ou en excluant les

valeurs prises dans les diffuseurs (courbe rouge).
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Figure IV.14 – Intensité totale en échelle logarithmique avec prise en compte ou

non des trous dans la statistique.

Alors que ces deux dernières se superposent aux basses fréquences, elles com-

mencent à se séparer lorsque les premiers trous résonnent (aux alentours de 300 kHz).

Le plus gros écart est observée entre environ 500 kHz et 700 kHz, ce qui correspond

à la position de la résonance fondamentale des trous situés près de la source. La

proximité de ces derniers avec la zone d’excitation ultrasonore explique que l’am-

plitude de leur résonance fondamentale soit plus élevée que des trous localisés plus

loin. Néanmoins, les deux courbes présentent un comportement quasi-identique en

terme de forme de signal, seul un facteur d’échelle les différencie.

Lorsqu’on s’intéresse au champ dans la zone d’efficacité des trous, il est difficile de

trouver des corrélations entre un confinement spatial et un comportement particulier

des courbes précédentes. Par conséquent, on ne dispose pas de signature spectrale

de la localisation d’Anderson où un état localisé correspond à une résonance précise

et piquée dans le spectre d’intensité. Au contraire, on est dans un régime de fort

recouvrement spectral qui témoigne de la richesse du spectre. Il convient donc de

trouver d’autres indications qui permettent de "traquer" les modes localisés. Nous
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avons choisi pour cela de nous intéresser à un paramètre appelé largeur effective m,

weff dont l’expression se trouve par exemple dans la référence [163]. Avant de le dé-

finir, il est nécessaire d’introduire l’Inverse Participation Ratio (IPR) (encore appelé

Inverse Participation Number), qui indique le confinement caractéristique de l’onde,

et dont la définition pour une fréquence donnée est la suivante :

IPR =
∫

I(x, y)2dxdy

[
∫

I(x, y)dxdy]2
(IV.4)

La largeur effective weff se déduit de l’IPR comme suit :

weff = IPR−1/2 =
∫

I(x, y)dxdy
√

∫

I(x, y)2dxdy
(IV.5)

Dans notre cas, les intégrales sont remplacées par des sommes discrètes sur les

positions x et y. L’expression de la largeur effective à la fréquence ω devient :

weff(ω) =

∑

x,y
I(x, y, ω)

√

∑

x,y
I(x, y, ω)2

(IV.6)

Physiquement, le paramètre de largeur effective indique l’étalement caractéris-

tique du champ en fonction de la fréquence. Ainsi on s’attend à avoir une largeur

effective faible en régime de localisation.

Les courbes de largeur effective calculées avec ou sans trou (de manière analogue

aux courbes d’intensité de la figure IV.14 sont présentées dans la figure IV.15. Le

gap brutal présent dans la courbe bleue (statistique faite en prenant en compte

les trous) correspond aux premières résonances des trous situés en périphérie de

l’échantillon. Tout comme la figure de l’intensité IV.14, mais de manière plus nette,

on voit apparaitre ces résonances aux alentours de 300 kHz. La courbe qui nous

intéresse d’avantage est la courbe rouge qui est obtenue sans prendre en compte les

trous borgnes dans la statistique. Il faut donc exclure ces derniers des calculs pour

éviter de "noyer" les modes localisées par l’importante résonance des diffuseurs.

m. également appelé diamètre moyen [162]
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Figure IV.15 – Largeur effective weff avec prise en compte ou non des trous dans

la statistique. La zone grisée correspond à la zone d’efficacité maximale des trous

dans laquelle on s’est intéressé aux distributions de champ présentées dans la figure

IV.17.

La zone grisée de la figure IV.15 indique la gamme de fréquences dans laquelle

la résonance des trous est maximale. Après avoir inspecté la distribution spatiale du

champ dans cet intervalle, nous avons repéré des minima de largeur effectives qui

correspondent à des "objets" localisés n. Ces derniers sont repérés par des étoiles dans

la figure IV.16. Notons que tous les minima de largeur effective ne correspondent

pas nécessairement à des structures localisées.

n. on évitera d’employer le terme de "mode" ou "quasimode" dans la mesure où on est dans

un régime de recouvrement spectral important et que les distributions de champ observées ne

correspondent pas à des résonances isolées du spectre.
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Figure IV.16 – Zone grisée de la figure IV.15 représentant les minima de largeur

effective sélectionnés pour l’illustration de la figure IV.17.

Les distributions du champ repérées dans la figure précédente sont illustrées

dans la figure IV.17. Elles apparaissent clairement spatialement localisées avec un

maximum près de la source. Le profil de décroissance spatial le long d’une ligne

est indiqué pour trois d’entre elles (A,B et D) dans la figure IV.18. L’échelle loga-

rithmique fait apparaître deux droites, signe d’une décroissance exponentielle. Il est

possible à partir de ces droites d’estimer la longueur de localisation dans chacun des

cas : on obtient respectivement ξloc ≈ 9 mm, ξloc ≈ 3 mm et ξloc ≈ 6 mm o. Ces dé-

croissances exponentielles correspondent à une signature d’un effet de la localisation

forte.

o. on note une certaine asymétrie des profils probablement due à l’inhomogénéité de la position

de la fréquence de résonance fondamentale et donc de l’efficacité de diffusion des différents trous.

Les valeurs de ξloc ont été déduites de la partie gauche du profil.
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Figure IV.17 – Distributions de champ localisées proches de la zone centrale et cor-

respondant aux minima de largeur effective définis dans la figure IV.16. Le maximum

de chaque distribution est indiqué en unité arbitraire.
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Figure IV.18 – Profils de décroissance spatiale en échelle logarithmique le long de

la ligne notée "X" pour 3 distributions de champ de la figure IV.17.

Les observations de la figure IV.18 sont à opposer à la figure IV.19 dans laquelle

on peut voir deux cartes de champ en régime diffusif accompagnées du profil de dé-

croissance spatial correspondant. Que ce soit dans le premier cas avant la résonance

des trous à 157 kHz ou dans la zone de résonance à 491 kHz, les deux situations

présentent une intensité étendue dans la totalité de l’échantillon et un profil carac-

téristique de décroissance spatiale plus étalé. On observe ainsi une différence nette de

comportement entre un régime diffusif et un régime qui présentent une distribution

spatiale localisée.
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Figure IV.19 – Deux exemples de distribution du champ en régime diffusif et profil

de décroissance spatiale le long de la ligne notée "X".

IV.5 Conclusion et perspectives

Au cours de ce dernier chapitre, nous avons utilisé le trou borgne décrit dans le

chapitre précédent comme brique élémentaire d’un milieu complexe désordonné. Ce

type de diffuseur possède l’avantage d’une section efficace de diffusion importante

grâce à ses résonances, ce qui permet de se placer dans des régimes de diffusion

extrêmes. Ces derniers peuvent être le siège d’un phénomène remarquable, la locali-

sation d’Anderson, qui implique l’arrêt du transport de l’onde par des phénomènes

d’interférences.

Après quelques rappels généraux sur la propagation en milieux complexes, nous

avons établi à partir du modèle de Poisson-Kirchhoff et dans l’approximation des

milieux dilués les conditions géométriques favorables à l’élaboration d’un échantillon
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désordonné "localisant". Ces estimations ont abouti à la fabrication d’un échantillon

de silicium contenant un grand nombre de diffuseurs répartis aléatoirement et pré-

sentant une fine épaisseur de fond de trou (autour de la vingtaine de microns).

L’utilisation de l’outil expérimental développé dans le premier chapitre de ce ma-

nuscrit a permis d’illustrer dans un premier temps la transition entre régime diffusif

et régime proche de la localisation d’Anderson dans le domaine temporel. Dans un

second temps, nous avons pu observer cette transition dans le domaine spectral. Les

spectres ne présentant pas de résonance isolée dans la zone d’efficacité des diffuseurs,

nous avons utilisé le paramètre de largeur effective weff pour pouvoir identifier les

cartes de champ localisées. Ces dernières, situées à des minima de weff , présentent

une décroissance spatiale exponentielle et portent ainsi la signature d’un mode lo-

calisé p au sens d’Anderson [164].

L’ensemble de ces observations expérimentales constituent des résultats encou-

rageants même si certaines améliorations peuvent être apportées. En particulier nos

estimations préliminaires reposent sur l’approximation des milieux dilués. Mais pour

la forte concentration de diffuseurs présente dans l’échantillon qui nous a été fourni,

la distance qui sépare les trous est largement inférieure aux longueurs d’ondes carac-

téristiques du problème (typiquement d’un facteur 30) impliquant un recouvrement

des sections efficaces de diffusion des différents diffuseurs. Cette grande fraction sur-

facique n’est pas nécessairement favorable à la localisation. En effet, il n’est pas dit

que ces forts couplages ne constituent pas un frein à l’observation du phénomène de

localisation d’Anderson. Malheureusement, nous n’avons pas pu disposer d’autres

échantillons avec des concentrations et/ou des tailles de diffuseurs différentes pour

pouvoir les comparer à nos résultats actuels. Outre la fabrication d’échantillons avec

des concentrations moindres, une des améliorations futures consiste à optimiser ce

qu’on appelle le facteur de structure [165], lié à la disposition et la concentration

des diffuseurs, plus que le facteur de forme (qui conditionne les résonances de ces

derniers).

p. ou d’une superposition de modes localisés autour de la source
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Une autre perspective, serait de développer un outil numérique qui pourrait

simuler nos configurations expérimentales. Une extension de la simulation FDTD

avec un trou borgne décrite dans le chapitre III à un milieu contenant un grand

nombre de trous n’est pour l’instant pas envisageable compte tenu des performances

actuelles des outils de calcul. D’autres pistes sont peut être à creuser avec des mé-

thodes numériques différentes (type éléments finis par exemple). Reste à savoir si

elle permettront de décrire des systèmes aussi denses que le notre.

Par ailleurs, des améliorations sont également à apporter sur les technologies de

gravure de nos plaques désordonnées afin d’assurer une meilleure homogénéisation

des profondeurs des trous, renforçant ainsi l’effet collectif des diffuseurs, d’avoir un

meilleur contrôle de l’épaisseur du fond des trous et de parfaire leur état de surface.

Enfin, la séparation des états localisés dans les fenêtres que nous avons iden-

tifiées passe par la diminution des pertes par couplage avec l’air et nécessite donc

de réaliser les expériences avec notre dispositif laser/ultrasons q. Des essais ont été

effectués mais se sont avérés infructueux, ceci étant dû à l’efficacité moindre de la

génération optique comparativement à la génération par transducteur de contact

mais également à l’instabilité du faisceau laser sur la durée totale d’une expérience

complète (environ 20 jours pour les essais que nous avons effectués). Ces réalisa-

tions impliquent soit d’améliorer l’efficacité de la génération thermoélastique, soit

de réaliser un dispositif à vide adapté à la génération par transducteur de contact.

q. qui nous permet de faire un vide primaire grâce à notre "boîte à vide" en PMMA (cf. chapitre

I).



Conclusion générale

Les ondes élastiques qui se propagent dans les plaques minces constituent un outil

performant pour l’étude de la propagation et de la diffusion des ondes en milieux

complexes. Elles permettent de développer des dispositifs expérimentaux de taille

macroscopique, larges-bandes et non invasifs lorsque la génération et la détection

des ultrasons sont effectuées par laser.

Dans le premier chapitre de ce manuscrit, j’ai présenté les rudiments des ondes

élastiques qui se propagent dans une plaque mince isotrope de dimension latérale

infinie. L’étude des ondes de Lamb, qui résultent du couplage des ondes de volume

sur les surfaces libres du système, passe par la résolution numérique de l’équation de

dispersion de Rayleigh-Lamb. Cette dernière fait apparaître une infinité de modes

de Lamb symétriques (Sn) et antisymétriques (An). Néanmoins, dans nos régimes de

faibles produits {fréquence×épaisseur}, seuls deux modes de Lamb se propagent r :

le mode de Lamb symétrique fondamental S0 et le mode de Lamb antisymétrique

fondamental A0, que l’on peut associer respectivement à une onde de compression

et une onde de flexion.

Le dispositif que j’ai mis en place au LPMC permet, de par sa versatilité, d’étu-

dier le transport de ces ondes dans des systèmes de nature différente sans changer

le montage expérimental. Outre l’accès direct à la dynamique temporelle du champ

de vibration normal des ondes de Lamb, il permet par reconstruction et traitement

numérique d’accéder aux cartographies spatiales d’amplitude et de phase des modes

du milieu étudié. Cette dernière information constitue un atout de taille dans la me-

r. en plus du mode fondamental de cisaillement horizontal SH0 parfois oublié dans la littérature
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sure où c’est la phase qui est à l’origine des phénomènes d’interférences en milieux

complexes.

Le chapitre II s’inscrit dans le contexte fondamental du chaos ondulatoire. Ce

domaine désigne l’étude du comportement des ondes dans les milieux dont la limite

géométrique suit une dynamique chaotique. Notre attention s’est portée sur la fa-

çon dont le couplage du milieu vers l’extérieur modifie les propriétés spectrales et

spatiales des fonctions d’ondes. Pour ce faire, nous avons étudié expérimentalement

le comportement des ondes de Lamb dans une plaque de silicium dans laquelle le

taux de pertes locales a été contrôlé en collant une bande d’élastomère d’épaisseur

et de largeur variables. Pour une résonance isolée, nous avons mis en exergue la

proportionnalité entre les pertes dans le domaine spatial et celles dans le domaine

spectral, respectivement quantifiées par la racine carrée du paramètre de complexité

q et la largeur spectrale de la résonance Γ. Ces observations sont en accord avec les

prédictions théoriques basées sur le formalisme du Hamiltonien effectif développé

par C. Poli et rappelé dans la première partie du chapitre.

Dans le troisième chapitre, nous avons étudié le problème complexe de la diffusion

d’une onde de Lamb par un trou non traversant. Contrairement au cas débouchant,

le trou borgne présente des résonances de forte amplitude dues à la fine épaisseur de

matière restante. Ces résonances lui confèrent une section efficace de diffusion im-

portante, faisant de ce dernier un candidat idéal pour l’étude des milieux fortement

désordonnés. Une approche simplifiée a consisté à assimiler le fond du trou à une

plaque fine circulaire isotrope au bord encastré. Cette démarche nous a permis d’es-

timer de manière simple les fréquences naturelles et les modes propres du diffuseur.

Une description complète du problème de diffusion faisant appel à la théorie exacte

demeure d’une très grande difficulté à mettre en place. Il paraît donc judicieux de

faire appel à des approximations de la théorie tridimensionnelle de Rayleigh-Lamb.

Parmi celles-ci, la description par le modèle de Poisson-Kirchhoff donne des résultats

très satisfaisants dans nos gammes de {fréquence×épaisseur} faibles.

Les expériences menées dans la deuxième moitié du chapitre III traitent de la

diffusion d’une onde de flexion par un trou borgne dans une plaque de silicium.

On retrouve approximativement les fréquences de résonances et les modes propres
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du diffuseur estimés par les différentes théories isotropes. En outre, on observe un

couplage important entre les modes de la plaque environnante et les modes du trou

borgne. Ces résultats expérimentaux ont été confrontés à des simulations numériques

FDTD originales développées par E.Bossy. Ces comparaisons concluantes ont permis

d’une part de confirmer l’approche entreprise dans l’outil de simulation et d’autre

part d’apprécier les effets de l’anisotropie sur la forme des modes et sur les levées de

dégénérescence par le biais d’une série de simulations avec variation des différents

paramètres géométriques (position de la source, du diffuseur, géométrie de la plaque

environnante).

Dans le dernier chapitre de ce manuscrit, nous nous sommes concentrés sur

l’étude de la propagation des ondes en milieux désordonnés avec un intérêt particu-

lier pour le phénomène de localisation d’Anderson. A partir de la section efficace de

diffusion prédite par le modèle de Poisson-Kirchhoff, nous avons établi des estima-

tions sur les paramètres essentiels que sont le libre parcours moyen élastique le et la

longueur de localisation ξloc permettant d’élaborer un dispositif désordonné locali-

sant. Cette approche effectuée dans l’approximation des milieux dilués a débouché

sur la fabrication par les membres du LAAS de plaques de silicium gravées aléa-

toirement. Les expériences menées sur ces échantillons ont permis dans un premier

temps de mettre en exergue une transition entre régime diffusif et régime proche

d’un état localisé dans le domaine temporel. Dans un second temps, nous avons ob-

servé le confinement spatial de certaines fonctions d’ondes dans la zone d’efficacité

des trous borgnes et ce, malgré l’absence de résonance isolée dans le spectre. Ces

distributions présentent en outre une décroissance spatiale exponentielle, signature

d’un mode localisé au sens d’Anderson.

Les perspectives de ce travail expérimental sont multiples et variées. La première

d’entre elles concerne les milieux chaotiques dans lesquels on peut s’intéresser au

concept de fidélité quantique [166]. Ce dernier a été introduit pour caractériser la

stabilité d’un système quantique face à une perturbation. Il connaît actuellement un

regain d’intérêt en raison de son rôle important dans le domaine de l’information et

de la communication quantiques. Le dispositif expérimental acoustique développé

dans cette thèse possède l’avantage de proposer de nombreuses configurations de
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perturbation par l’intermédiaire d’absorbants de taille et de forme variables, tels

ceux utilisés dans le chapitre II. Il permettrait en outre une mesure directe de la

fidélité grâce à l’information sur la totalité du champ du système.

D’autres perspectives émanent des conclusions du chapitre IV. La forte concen-

tration des diffuseurs de l’échantillon proposé par la LAAS n’est pas nécessairement

favorable à la localisation. En effet, dans cette configuration, on ne peut plus consi-

dérer le milieu comme dilué et les interactions entre les diffuseurs résonants ne sont

plus négligeables. Il faudrait alors explorer des concentrations plus faibles et s’inté-

resser au facteur de structure, autrement dit la manière dont le désordre est organisé,

plus qu’au facteur de forme lié aux résonances internes des diffuseurs. En résumé,

une optimisation du désordre ainsi qu’une amélioration des techniques de fabrica-

tion des échantillons permettrait d’aller plus loin dans l’analyse des transitions entre

états étendus et états localisés.

Enfin, la propriété remarquable du trou borgne de résonner à des fréquences

d’autant plus faibles que sa profondeur est grande ouvre des perspectives intéres-

santes dans le domaine des métamatériaux acoustiques. Cette propriété permet de

disposer d’un grand nombre de diffuseurs dans un espace de la taille d’une longueur

d’onde, respectant ainsi les conditions d’homogénéisation requises pour pouvoir ob-

server les effets spectaculaires que sont par exemple la réfraction négative ou encore

le "cloacking" des ondes de flexion.



Annexe A
Tenseur des contraintes et

notation de Voigt

A.1 Tenseur des contraintes

La figure suivante présente les différents composantes des contraintes qui s’ap-

pliquent sur les faces d’un cube dont les axes principaux sont portés par les vecteurs

de référence d’un système de coordonnées orthonormé [167]. Les composantes σii (no-

tées également σi) représentent les contraintes normales appliquées au solide dans

la direction i. Les composantes σij représentent quant à elles les contraintes tangen-

tielles agissant sur le plan orthogonal à la direction i. Ces dernières composantes

de type cisaillement sont parfois notées par la lettre τij . Le tenseur des contraintes

s’expriment alors comme suit :

σ =















σxx σxy σxz

σyx σyy σyz

σzx σzy σzz
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Figure A.1 – Contraintes s’appliquant sur les facettes d’un cube

A.2 Notation de Voigt

L’expression de la loi de Hooke généralisée σij = Cijklǫkl porte sur des ten-

seurs du second et quatrième ordre symétriques. Ils peuvent être respectivement

représentés par des vecteurs de dimension 6 (pour σ et ǫ) et par une matrice carré

6x6 (pour C). La notation de Voigt [168], à deux indices I et J variant de 1 à 6,

met respectivement en correspondance les valeurs 1, 2, 3, 4, 5, 6 de I et J avec les

doublets (1,1), (2,2), (3,3), (2,3), (3,1), (1,2). Ainsi cette notation permet d’écrire

la loi d’élasticité précédente sous forme matricielle : σI = CIJǫJ , qui, dans le repère

orthonormé (x,y,z) donne explicitement :
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C12 C22 C23 C24 C25 C26
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Annexe B
Code Matlab pour les courbes de

dispersions

%% Lamb waves d i s p e r s i o n curves f o r th in p l a t e s

% we cons ide r an i s o t r o p i c , homogeneous p l a t e o f t h i ckne s s 2h

% i n i t i a l l y wr i t t en by F .A. Amirkulova ( January 2011)

% adapted by O. Xer idat ( Apr i l 2011)

funct i on y=Disp_Lamb()% Plate parameters

%Aluminium

Ct=0.34 ; %shear wave speed (m\ s )

nu=3140; %po i sson Ratio

k2 = 2∗(1−nu)/(1−2∗nu) ; %k2=Cl^2/Ct ^2;

numroots =5; %number o f r oo t s

ISYM=1; % 1 : symmetric modes 2 : ant isymmetr ic modes

sp = 8 ; sv = 0 . 0 1 : 0 . 0 1 : sp ; a0 =( .2 )^2 ;

f o r N=1:numroots

a0=N^2 −.99;

f o r J=1: l ength ( sv )

s2=sv ( J )^2 ;
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i f N==1

Dfun= @( a ) 1 ;

e l s e

Dfun= @( a ) prod ( (a−xv (J , 1 :N−1) ) ) ;

end

i f ISYM==1

xv (J ,N)= f z e r o (@( a ) RL_sym1(a , s2 , k2 )/ Dfun ( a ) , a0 ) ;

e l s e

xv (J ,N)= f z e r o (@( a ) RL_antisym1 (a , s2 , k2 )/ Dfun ( a ) , a0 ) ;

end

a0=xv (J ,N) ;

end

end

OMEGA=sqr t ( xv ) ; FREAKY=OMEGA∗Ct/ pi ;

p l o t (2∗ sv ,FREAKY∗1e −3, ’b−− ’ , ’ LineWidth ’ , 1 . 5 ) ; g r id on

x l a be l ( ’ k . 2 h ’ )

y l a b e l ( ’ f . 2 h ($MHz.mm$) ’ )

hold on

ISYM=2;

f o r N=1:numroots

a0=N^2 −.99;

f o r J=1: l ength ( sv )

s2=sv ( J )^2 ;

i f N==1

Dfun= @( a ) 1 ;

e l s e

Dfun= @( a ) prod ( (a−xv (J , 1 :N−1) ) ) ;

end

i f ISYM==1

xv (J ,N)= f z e r o (@( a ) RL_sym1(a , s2 , k2 )/ Dfun ( a ) , a0 ) ;
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e l s e

xv (J ,N)= f z e r o (@( a ) RL_antisym1 (a , s2 , k2 )/ Dfun ( a ) , a0 ) ;

end

a0=xv (J ,N) ;

end

end

OMEGA=sqr t ( xv ) ; FREAKY=OMEGA∗Ct/ pi ;

p l o t (2∗ sv ,FREAKY∗1e −3, ’ r ’ , ’ LineWidth ’ , 1 . 5 ) ; g r id on

text ( 2 . 2 , 0 . 7 , ’ $A_0$ ’ )

t ext ( 0 . 3 , 2 , ’ $S_0$ ’ )

ylim ( [ 0 2 0 ] )

xlim ( [ 0 1 5 ] )

%%

funct i on f=RL_sym1(a , s2 , k2 )

x=sq r t (a−s2 ) ; y=sq r t ( a . / k2−s2 ) ;

f =( s i n (x ) . / x .∗ cos ( y ) . ∗ ( a−2∗s2 ).^2+ cos ( x ) . ∗ s i n ( y ) . ∗ 4 . ∗ s2 .∗ y ) . / a ;

end

%%

funct i on f = RL_antisym1 ( a , s2 , k2 )

x=sq r t (a−s2 ) ; y=sq r t ( a . / k2−s2 ) ;

f =( s i n (x ) . ∗ cos ( y ) . ∗ 4 . ∗ s2 .∗ x+cos ( x ) . ∗ s i n ( y ) . / y . ∗ ( a−2∗s2 ) . ^ 2 ) . / a ;

end

end
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Annexe C
Courant délivré par la sonde

interférométrique

Pour déterminer l’expression du courant délivré par la sonde interférométrique,

il faut partir de l’expression des champs électriques des faisceaux sonde et référence :

ER =E0e
i(ωLt+θR)

ES =E0e
i[(ωL+ωB)t+θS+∆φ(t)]

où ωL est la pulsation du faisceau laser incident, ωB la pulsation induite par la

cellule de Bragg et ∆φ(t) le déphasage du faisceau sonde engendré par la vibration

de la surface. Dans le cas d’une excitation sinusoïdale d(t) = u cos(ω0t + ψ), le

déphasage est donné par la relation :

∆φ(t) = 2kLd(t) = 2
(

ωL

c

)

u cos(ω0t+ ψ)

où c est la vitesse de la lumière dans le vide.

Le courant détecté par la photodiode est :

I(t) = |ER + ES|2 = I0[1 + cos(ωBt+ θS − θR + ∆φ(t))]

Pour un déplacement petit devant la longueur d’onde (kLu << 1), une nouvelle

expression de I(t) est obtenue :
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I(t) = I0[1 + cos(ωBt+ θS − θR) + kLu cos[(ωB + ω0)t+ θS − θR + ψ]

− kLu cos[(ωB − ω0)t+ θS − θR − ψ]

Le spectre du signal est donc composé d’une raie centrale à fB et deux raies

latérales à fB + ν0 et fB − ν0. Les fluctuations aléatoires θS − θR affectent la raie

centrale et les deux raies latérales. Elles sont éliminées par une détection électronique

cohérente qui effectue la différence de la fréquence de la raie centrale et de l’une des

deux raies latérales. Un dispositif adéquat de filtrage permet au final de récupérer un

signal directement proportionnel à ∆φ(t) i.e au déplacement normal de la surface.



Annexe D
Modèle de diffusion de

Poisson-Kirchhoff

D.1 Expression des grandeurs

La démarche entreprise ici est identique à celle que l’on trouve dans l’article de

Grahn [109]. L’objectif de cette annexe est de développer, clarifier et uniformiser les

différentes notations que l’on peut trouver dans les divers articles et de rectifier les

erreurs de typographie et/ou de calculs.

D.1.1 Déplacements et déformations

On exprime le champ de déplacement total comme la somme des déplacements

des modèles de Poisson et Kirchhoff :

ur =
∂φ

∂r
+

1
r

∂ψ

∂θ
− z

∂w

∂r
(D.1)

uθ =
1
r

∂φ

∂θ
− ∂ψ

∂r
− z

r

∂w

∂θ
(D.2)

uz = w(r, θ) (D.3)

Le tenseur des petites déformations (ou tenseur linéarisé) se déduit du déplace-

ment u à partir de la relation suivante :

ǫ =
1
2

[∇u+ (∇u)T ] (D.4)
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On rappelle l’expression du gradient d’un vecteur en coordonnées cylindriques [169] :

∇u =





















∂ur

∂r

1
r

(
∂ur

∂θ
− uθ)

∂ur

∂z
∂uθ

∂r

1
r
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∂θ
+ ur
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(D.5)

ainsi, on a explicitement :

ǫrr =
∂ur

∂r
(D.6)

ǫθθ =
ur

r
+

1
r

∂uθ

∂θ
(D.7)

2ǫrθ = γrθ =
∂uθ

∂r
− uθ

r
+

1
r

∂ur

∂θ
(D.8)

2ǫθz = γθz =
1
r

∂w

∂θ
≈ 0 (D.9)

2ǫrz = γrz =
∂w

∂r
≈ 0 (D.10)

ǫzz =
∂uz

∂z
=
∂w

∂z
= 0 (D.11)

où γθz et γrz représentent les déformations de type cisaillement transverse qui, par

hypothèse, sont négligées dans l’approche de Kirchhoff.

Le développement de ces expressions fait apparaître deux termes : un premier

correspondant au sous-problème membranaire ("partie Poisson") qui dépend de φ

et ψ, et un deuxième proportionnel à z relatif à l’étude en flexion de la plaque

("partie Kirchhoff"). On peut donc réécrire le tenseur des déformations sous la forme

générale :

ǫ = ǫm + zǫf (D.12)

Remarque : les expressions des composantes du tenseur des déformations font

apparaître quelques incohérences du modèle de Kirchhoff : en particulier l’annulation

des composantes de cisaillement transverse implique, pour un matériau isotrope qui

suit la loi de Hooke, l’annulation des contraintes de cisaillement et donc l’absence

de force de cisaillement transverse. Mais ces dernières doivent être présentes pour

des raisons d’équilibre des forces (cf. paragraphe 26.3.4 de la référence [170]).

Une autre incohérence vient de l’annulation de la composante ǫzz qui signifie que

la plaque est en état de déformations planes alors que la physique de la plaque se
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rapproche plus d’un état de contraintes planes (σzz = 0). Pour une plaque homogène

isotrope, la simultanéité de ces deux hypothèses implique l’annulation du coefficient

de Poisson.

D.1.2 Contraintes

On déduit le tenseur des contraintes σ du tenseur des déformations ǫ à partir

de la loi de comportement élastique suivante :

σ =
E

1 + ν
ǫ+

Eν

(1 + ν)(1 − 2ν)
tr(ǫ)I (I est la matrice identité)

qui peut aussi s’exprimer en fonction des coefficients de Lamé µ et λ :

σ = 2µǫ+ λtr(ǫ)I (D.13)

Le caractère linéaire de cette relation fait que le découplage membranaire/flexion

se retrouve au niveau des contraintes. On peut donc écrire [171] :

σ = σm + zσf (D.14)

avec

σm = C.ǫm (D.15)

σf = C.ǫf (D.16)

où C est le tenseur des rigidités (ou d’élasticité).

La résultante de σ sur l’épaisseur de la plaque permet de définir le tenseur des

tensions N :

N =
∫ h

−h
σdz =

∫ h

−h
σmdz +

∫ h

−h
zσfdz =

∫ h

−h
σmdz = 2hσm (D.17)

De même, on définit le tenseur des flexions M représentant les moments induits par

σ sur l’épaisseur de la plaque :

M =
∫ h

−h
σzdz =

∫ h

−h
zσmdz +

∫ h

−h
z2σfdz =

∫ h

−h
z2σfdz =

2h3

3
σf (D.18)

on peut ainsi reformuler σ :

σ =
N

2h
+ zM

3
2h3

(D.19)
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De la relation (D.1.2) on déduit les expressions des deux précédents tenseurs :

N =
2Eh

1 − ν2
[(1 − ν)ǫm + νtr(ǫm)I] (D.20)

M =
2Eh3

3(1 − ν2)
[(1 − ν)ǫf + νtr(ǫf )I] (D.21)

soit explicitement :

Nrr =
2Eh

1 − ν2

[

∂2φ

∂r2
+
ν

r

(

∂φ

∂r
+

1
r

∂2φ

∂θ2

)]

+
2Eh
1 + ν

[

1
r

∂2ψ

∂r∂θ
− 1
r2

∂ψ

∂θ

]

(D.22)

Nθθ =
2Eh

1 − ν2

[

ν
∂2φ

∂r2
+

1
r

(

∂φ

∂r
+

1
r

∂2φ

∂θ2

)]

+
2Eh
1 + ν

[

1
r2

∂ψ

∂θ
− 1
r

∂2ψ

∂r∂θ

]

(D.23)

Nrθ =
2Eh
1 + ν

[

1
r

∂2φ

∂r∂θ
− 1
r2

∂φ

∂θ
+

1
2

(

−∂2ψ

∂r2
+

1
r2

∂2ψ

∂θ2
+

1
r

∂ψ

∂r

)]

(D.24)

et :

Mrr = −D
[

∂2w

∂r2
+ ν

(

1
r2

∂2w

∂θ2
+

1
r

∂w

∂r

)]

(D.25)

Mθθ = −D
[

ν
∂2w

∂r2
+

1
r2

∂2w

∂θ2
+

1
r

∂w

∂r

]

(D.26)

Mrθ = −D(1 − ν)

(

1
r2

∂w

∂θ
− 1
r

∂2w

∂r∂θ

)

(D.27)

(D.28)

où Nrr, Nθθ et Nrθ désignent les efforts normaux et tranchant dans le plan de la

plaque. Mrr, Mθθ et Mrθ représentent respectivement les moments de flexion et le

moment de torsion.

Les forces de cisaillement transverse Q ont pour expressions :

Qr = −D ∂

∂r
(∆w) (D.29)

Qθ = −D1
r

∂

∂θ
(∆w) (D.30)

avec l’opérateur laplacien ∆ en coordonnées polaires :

∆ =

(

∂2

∂r2
+

1
r

∂

∂r
+

1
r2

∂2

∂θ2

)

(D.31)
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Pour une plaque de dimensions latérales finies, les conditions de bords libres

impliquent l’annulation de trois quantités : les moments de flexion, de torsion et

les forces de cisaillement transverse. Kirchhoff [172] a montré qu’il était possible de

regrouper deux de ces trois conditions en introduisant une nouvelle quantité, V , que

l’on nomme réaction de bord de Kelvin-Kirchhoff a [174] et qui dépend du moment

de torsion Mrθ et des forces de cisaillement transverse Q :

Vr = Qr − 1
r

∂Mrθ

∂θ
(D.32)

Vθ = Qθ − ∂Mrθ

∂θ
(D.33)

a. ou encore Force équivalente de Kirchhoff ou Cisaillement modifié [173]



218 Annexe D. Modèle de diffusion de Poisson-Kirchhoff

D.2 Éléments de matrice

On rappelle que les exposants < et > du nombre d’onde de Kirchhoff kf déter-

minent si ce dernier est calculé respectivement dans la région du trou d’épaisseur

2b ou dans la plaque environnante d’épaisseur 2h. Le prime désigne quant à lui

l’opération de dérivation des fonctions de Bessel par rapport à l’argument (kr). Les

éléments de la matrice α de l’équation (III.53) qui permettent de déterminer les

coefficients d’expansion am, bm, ...,hm sont :

α11 = (kP a)H
′

m(kP a), α12 = imHm(kT a), α13 =

(

1 − b

h

)

(k>
f a)H

′

m(k>
f a),

α14 =

(

1 − b

h

)

(k>
f a)K

′

m(k>
f a), α15 = −(kP a)J

′

m(kP a), α16 = −imJm(kT a)

α21 = imHm(kP a), α22 = −(kT a)H
′

m(kT a), α23 = im

(

1 − b

h

)

Hm(k>
f a),

α24 = im

(

1 − b

h

)

Km(k>
f a), α25 = −imJm(kP a), α26 = (kT a)J

′

m(kT a)

α33 = Hm(k>
f a), α34 = Km(k>

f a), α37 = −Jm(k<
f a), α38 = −Im(k<

f a)

α43 = (k>
f a)H

′

m(k>
f a), α44 = (k>

f a)K
′

m(k>
f a), α47 = −(k<

f a)J
′

m(k<
f a),

α48 = −(k<
f a)I

′

m(k<
f a)

α51 = [m2 − γ(kP a)2]Hm(kP a) − (kP a)H
′

m(kP a),

α52 = im[(kT a)H
′

m(kT a) −Hm(kT a)]

α55 = − b

h
[m2 − γ(kP a)2]Jm(kP a) − (kP a)J

′

m(kP a),

α56 = −im
b

h
[(kT a)J

′

m(kT a) − Jm(kT a)]
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α61 = im[(kP a)H
′

m(kP a) −Hm(kP a)],

α62 =

(

(kT a)2

2
−m2

)

Hm(kT a) + (kT a)H
′

m(kT a)

α65 = −im
b

h
[(kP a)J

′

m(kP a) − Jm(kP a)],

α66 = − b

h

[(

(kT a)2

2
−m2

)

Jm(kT a) + (kT a)J
′

m(kT a)

]

α73 =
2
3

[(

γ(k>
f a)2 +m2

)

(k>
f a)H

′

m(k>
f a) −m2Hm(k>

f a)
]

,

α74 =
2
3

[(

−γ(k>
f a)2 +m2

)

(k>
f a)K

′

m(k>
f a) −m2Km(k>

f a)
]

,

α75 = −2

(

1 − b

h

)

b

h
m2

[

(kP a)J
′

m(kP a) − Jm(kP a)
]

,

α76 = 2

(

1 − b

h

)

b

h
im

[(

(kT a)2

2
−m2

)

Jm(kT a) + (kT a)J
′

m(kT a)

]

,

α77 = −2
3

(

b

h

)3
[(

γ(k<
f a)2 +m2

)

(k<
f a)J

′

m(k<
f a) −m2Jm(k<

f a)
]

,

α78 = −2
3

(

b

h

)3
[(

−γ(k<
f a)2 +m2

)

(k<
f a)I

′

m(k<
f a) −m2Im(k<

f a)
]

α83 = −2
3

[

(m2 − γ(k>
f a)2)Hm(k>

f a) − (k>
f a)H

′

m(k>
f a)

]

,

α84 = −2
3

[

(m2 + γ(k>
f a)2)Km(k>

f a) − (k>
f a)K

′

m(k>
f a)

]

,

α85 = 2

(

1 − b

h

)

b

h

[

(m2 − γ(kP a)2)Jm(kP a) − (kP a)J
′

m(kP a)
]

,

α86 = 2

(

1 − b

h

)

b

h
im
[

(kT a)J
′

m(kT a) − Jm(kT a)
]

,

α87 =
2
3

(

b

h

)3
[

(m2 − γ(k<
f a)2)Jm(k<

f a) − (k<
f a)J

′

m(k<
f a)

]

,

α88 =
2
3

(

b

h

)3
[

(m2 + γ(k<
f a)2)Im(k<

f a) − (k<
f a)I

′

m(k<
f a)

]

avec γ =
1

1 − ν
.
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Les éléments βi de la matrice du champ A0 incident sont les suivants :

β3 = −imJm(k>
f a)

β4 = −im(k>
f a)J

′

m(k>
f a)

β7 = −im
2
3

[

J
′

m(k>
f a)

(

γ(k>
f a)3 +m2(k>

f a)
)

−m2Jm(k>
f a)

]

β8 = im
2
3

[

Jm(k>
f a)

(

m2 − γ(k>
f a)2

)

− (k>
f a)J

′

m(k>
f a)

]

On rappelle l’expression des dérivées des fonctions de Bessel [175] :

– les dérivées premières :

J
′

m(x) = Jm−1 −
(

m

x

)

Jm = −Jm+1 +
(

m

x

)

Jm =
1
2

(Jm−1(x) − Jm+1(x))

H
′

m(x) = Hm−1 −
(

m

x

)

Hm = −Hm+1 +
(

m

x

)

Hm =
1
2

(Hm−1(x) −Hm+1(x))

I
′

m(x) = Im−1 −
(

m

x

)

Im = Im+1 +
(

m

x

)

Im =
1
2

(Im−1(x) + Im+1(x))

K
′

m(x) = −Km−1 −
(

m

x

)

Km = −Km+1 +
(

m

x

)

Km = −1
2

(Km−1(x) +Km+1(x))

– les dérivées secondes :

J
′′

m(x) = Jm(x)

(

m2

x2
− 1

)

− J
′

m(x)
x

(idem pour H
′′

m(x))

I
′′

m(x) = Im(x)

(

m2

x2
+ 1

)

− I
′

m(x)
x

(idem pour K
′′

m(x))



Annexe E
Élaboration des échantillons de

silicium

Cette annexe permet d’exposer la méthode qui a été utilisée pour fabriquer nos

échantillons de silicium percés d’un ou de plusieurs trous borgnes. Ces derniers ont

été réalisés dans le Laboratoire d’Architecture et d’Analyse des Systèmes (le LAAS)

à Toulouse, dans le cadre d’une collaboration a avec l’équipe photonique. Nous pré-

sentons les difficultés rencontrées lors de l’élaboration et les quelques imperfections

des échantillons.

E.1 Gravure profonde du silicium

Une étape préliminaire consiste à inscrire le motif que l’on souhaite obtenir sur

le substrat de silicium à graver. Celle-ci est réalisée par photolithographie UV : une

résine photosensible est déposée sur l’échantillon à graver, puis exposé à un rayonne-

ment lumineux UV à travers un masque contenant le motif. Le substrat est ensuite

plongé dans une base forte afin de "développer" (comme en photographie) l’image

transférée.

a. Projet PEPS 07-20 2007-2008
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Figure E.1 – Principe du procédé de gravure Bosch. Extrait de [176].

Généralement, la gravure profonde du silicium est obtenue soit par le procédé

Bosch soit le procédé cryogénique [176]. Le principe de ces procédés repose sur

l’utilisation alternée (pour le Bosch) ou simultanée (pour le cryogénique) de deux

plasmas différents, l’un ayant pour rôle de fournir des agents de gravure, l’autre

participant à un processus de passivation des flancs du trou. Le procédé cryogénique

présente des flancs de gravure plus lisses mais nécessite une régulation stricte de la

température aux alentours de -100◦C.

C’est le procédé de gravure Bosch qui a été utilisé pour fabriquer nos échantillons.

A température ambiante, il utilise une alternance de plasma de gravure (SF6) et de

plasma de passivation (C4F8, C2F6, CF4 ou CHF3). Son principe est illustré dans la

figure E.1.

Le plasma SF6 grave rapidement le silicium de manière isotrope puis le plasma

de passivation C4F8 dépose une couche de protection épaisse sur les flancs mais

mince sur le fond du motif en déposant un polymère de type CxFy. L’étape de

gravure suivante détruit la fine couche de passivation au fond du motif à l’aide du

bombardement ionique. Le silicium non protégé par la couche de passivation est alors

gravé dans cette même étape par les radicaux fluorés provenant du plasma SF6. En

réitérant les étapes de gravure et de passivation, une gravure profonde anisotrope

peut être alors obtenue avec un fort rapport d’aspect b.

b. le rapport d’aspect est défini comme le rapport de la profondeur gravée sur l’ouverture du

motif.
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Notons que, contrairement au processus cryogénique, la gravure Bosch peut pré-

senter une ondulation des flancs (telle qu’on la voit sur l’image de droite de la figure

E.1) qui porte le nom de "scalloping".

Figure E.2 – Observations au microscope confocal des bulles apparues lors du

processus de lihtographie UV.

E.2 Résultats et imperfections

L’élaboration des processus de gravure des trous borgnes dans nos échantillons

ont nécessité un procédé technologique spécifique à ces géométries. En effet, les

grandes surfaces couvertes par les motifs induisent des comportements inhabituels

de la résine photosensible utilisée, notamment un dégazage des résidus de solvants

dissous dans la résine illustré dans la figure E.2 [177]. Les améliorations apportées

au procédé ont consisté notamment en la mise en place d’une séquence d’enduction

et de recuit optimisée pour obtenir une résine suffisamment durcie et épaisse pour la

gravure. Le résultat final est illustré par les images au microscope de la figure E.3.

On y voit la surface de la plaque de silicium percée de quelques trous borgnes avec

une mise au point en surface de plaque et au fond des trous.

Le profil du fond des trous est présenté dans la figure E.4. On voit que, contraire-

ment aux hypothèses des théories et modèles numériques développés dans le chapitre

III, le fond du trou n’est pas plat. On estime d’après ce profil qu’il y a environ 5 µm
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Figure E.3 – Résultats obtenus avec le procédé final : mise au point réalisée en

surface (image de gauche) et au fond des trous (à droite).

entre le point le plus haut et le point le plus bas du fond du trou. A cela s’ajoute

l’incertitude sur la détermination de la profondeur qui est de 5% .

Compte tenu des contraintes technologiques et pour éviter le risque de percer la

plaque de part en part, l’épaisseur du fond de trou la plus fine qu’on ait pu obtenir

de manière contrôlée mesure une vingtaine de microns.

Sur les échantillons à forte concentration de trous décrits dans le dernier cha-

pitre de ce manuscrit, on note la présence de quelques défauts de gravure, dont les

principaux types sont présentés dans la figure E.5. Les zones claires correspondent

à des portions qui n’ont pas été gravées.

Nous avons également constaté la présence d’hétérogénéités en fond de trou. Il

s’agit en réalité de microstructures colonnaires dont la forme s’apparente à de la

rugosité en forme d’"herbe".

Il a été montré que ces microstructures apparaissent dans le cas où la protection

du silicium par la couche de passivation devient trop efficace vis à vis du bom-

bardement ionique [178]. Pour mieux pouvoir les observer, nous avons "sacrifié" un

échantillon désordonné en le clivant afin d’observer la tranche de ce dernier par

Microscopie Electronique à Balayage (MEB). Les images de la figure E.6 ont été

réalisées au CRHEA à Sophia-Antipolis par Valérie Mauroy, doctorante au LPMC.

Elles montrent la présence d’une forte concentration de colonnes microstructurées

d’une hauteur de 55 µm, soit environ trois fois l’épaisseur de fond de trou restante.
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Figure E.4 – Profil de gravure en fond de trou.

Figure E.5 – Principaux types de défauts de gravure observés.
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Figure E.6 – Images MEB de la tranche d’un wafer de silicium coupé au niveau

d’un trou non traversant de 1 mm de diamètre. La largeur des images est, du haut

vers le bas, de 1.5 mm, 150 µm et 15 µm.

Une des conséquences de cette "herbe", évoquée dans le chapitre IV est de modi-

fier la profondeur effective du trou et donc d’en changer ses fréquences de résonance.
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Résumé :

Les ondes élastiques qui se propagent dans les plaques minces constituent un outil performant

pour l’étude fondamentale des ondes en milieux complexes. Elles permettent d’élaborer des

dispositifs expérimentaux de taille macroscopique, large bande et non invasifs lorsque la géné-

ration et la détection des ultrasons sont effectuées par laser. L’outil expérimental développé

dans le cadre de cette thèse permet d’une part l’accès direct à la dynamique temporelle du

champ de vibration normale des ondes de Lamb et d’autre part de dresser les cartographies

spatiales d’amplitude et de phase des modes propres par traitement numérique. Les milieux

complexes étudiés sont de deux types : les milieux homogènes chaotiques ouverts et les milieux

hétérogènes fortement diffusants. Pour les premiers, on s’intéresse aux effets de l’ouverture

du système fermé vers l’extérieur sur les caractéristiques spectrales et spatiales des modes.

Pour ce faire, une série d’expériences est réalisée à la surface d’un wafer de silicium de forme

chaotique avec un taux de pertes locales variable. Une seconde étude a trait au problème

de la diffusion des ondes de Lamb par un trou non traversant : le trou " borgne ". Ses ca-

ractéristiques de résonateur basse fréquence permettent de disposer d’un grand nombre de

diffuseurs efficaces dans un volume réduit. Dans de tels milieux désordonnés, les interférences

entre les ondes multiplement diffusées peuvent bloquer la propagation des ondes : c’est le

phénomène de "localisation d’Anderson" qui fait l’objet de la dernière partie de ce travail. On

y décrit l’élaboration puis l’analyse d’un milieu localisant constitué d’une plaque de silicium

contenant une collection aléatoire de trous borgnes.

Mots clés : ondes de Lamb, diffusion multiple, chaos ondulatoire, localisation d’Anderson.

Abstract :

Elastic waves propagating in thin plates are an efficient tool for the fundamental study of

waves in complex media. They allow developing experimental setups of macroscopic size,

broadband and non-invasive when the generation and detection of ultrasounds are performed

by laser. The experimental tool developed in this thesis allows direct access to the whole time

dynamics of Lamb wave normal displacements. The amplitude and phase spatial distribution

of the modes are obtained by Fourier transform of time measurements. We study two kinds

of complex media : homogeneous ones with chaotic shape and heterogeneous ones. For the

first, we look at how a closed chaotic medium is modified when it is progressively coupled

with the environment. For this, a series of experiments is carried out on a chaotic silicon

wafer with increasing local losses. A second study deals with Lamb waves scattering by a non

through-hole : the "blind" hole. This scatterer exhibits a high scattering strength thanks to

its internal resonances. Thus, it can be used to build complex heterogeneous systems. In such

media, waves can be spatially trapped by the disorder, due to complex interference processes.

This phenomenon, known as "Anderson localization", is studied in the last part of this work.

We describe the conception and experimental analysis of a randomly etched silicon wafer

containing about 3400 blind holes.

Keywords : Lamb waves, multiple scattering, wave chaos, Anderson localization.


