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Introduction

Mes travaux de recherche sont liés a 1’analyse asymptotique, I’approximation numérique et la théorie
spectrale de problemes elliptiques. J’allie les résultats théoriques et les simulations numériques pour
préciser le comportement des solutions : la théorie permettant de proposer des méthodes numériques
plus performantes et de prévoir certaines difficultés numériques, les simulations illustrant parfois des
comportements plus fins que ceux démontrés jusque-la ou suggérant de nouvelles conjectures.

Ce document se découpe en quatre chapitres, chacun correspondant a un théme de recherche.

Le premier theme de recherche que je vais aborder concerne 1’analyse mathématique de la supracon-
ductivité qui était le sujet de ma theése. Cette thématique a fait I’objet de collaborations avec F. Alouges,
M. Dauge, S. Fournais, B. Helffer, D. Martin, N. Popoff, N. Raymond et G. Vial. Notre objectif est de
comprendre I’influence de la géométrie du matériau sur 1’apparition de la supraconductivité. La premiére
étape consiste a étudier le spectre de 1’opérateur de Schrodinger avec champ magnétique et parametre
semi-classique dans les domaines a coins. Nous avons établi un développement asymptotique des modes
propres et montré que les vecteurs propres avaient une structure double échelle, ce qui rend les simula-
tions numériques tres délicates. Nous avons proposé une approche basée sur la méthode d’éléments finis
nodaux de haut degré et mis en évidence I’effet tunnel pour des domaines symétriques. Ces résultats
ont ensuite permis d’étudier les minimiseurs de la fonctionnelle de Ginzburg-Landau et d’établir la
localisation du parametre d’ordre qui rend compte de la densité des électrons supraconducteurs, lors-
qu’on abaisse progressivement le champ magnétique appliqué. Tres peu d’études avaient été réalisées
pour les domaines a coins. Nous en avons maintenant une compréhension assez précise en dimension 2.
Récemment, nous avons commencé I’étude en dimension 3 dans le cadre de la these de N. Popoff, avec
M. Dauge.

La deuxiéme partie de ce document présente un modele simplifié pour le transport quantique dans
des diodes a effet tunnel résonant. Elle résulte de collaborations avec A. Faraj, F. Nier et Y. Patel.
Ce dernier a réalisé une analyse asymptotique fine de systemes de Schrodinger-Poisson stationnaires,
non linéaires uni-dimensionnels dans un régime hors-équilibre. Nous avons proposé une adaptation
numérique de cette analyse afin de déterminer rapidement des diagrammes courant-tension et de bi-
furcation et montré la pertinence de ce modele réduit en le comparant a un modele 1D de Schrédinger-
Poisson avec traitement numérique complet des états résonnants.

Dans le cadre du projet ANR jeunes chercheurs n® JCJC06-139561 MACADAM, je me suis intéressée
a I’analyse multi-échelle et numérique de problemes elliptiques perturbés, en collaboration avec D. Bran-
cherie, M. Dambrine, S. Tordeux, F. Hérau et G. Vial. Ce projet consiste a étudier I’'influence de petites
perturbations géométriques sur la solution de problémes elliptiques. Les cas d’une inclusion isolée ou
de plusieurs bien séparées ont été largement étudiés. Nous considérons plus précisément le cas ou la
distance entre deux inclusions tend vers zéro mais reste grande par rapport a leur taille caractéristique.
Nous donnons un développement asymptotique multi-échelle complet de la solution de 1’équation de La-

5



Introduction

place dans la situation de deux inclusions. Nous présentons également quelques simulations numériques
basées sur une méthode de superposition multi-échelle de la solution non perturbée et d’un profil (so-
lution normalisée de I’équation de Laplace dans le domaine extérieur obtenu par blow-up de la pertur-
bation). Nous étendons ces techniques aux équations de 1’élasticité linéaire afin de prédire le comporte-
ment a rupture de certains matériaux présentant des micro-défauts. Nous avons également proposé des
méthodes pour calculer effectivement les profils intervenant dans le développement asymptotique. Ceci
a soulevé des questions mathématiques liées a la perte de coercivité provenant de conditions de Ventcel
dégénérées.

Le dernier chapitre propose quelques résultats sur les partitions minimales, en collaboration avec
B. Helffer, T. Hoffmann-Ostenhof, C. Léna et G. Vial. Nous souhaitons comprendre le lien entre la k-
partition minimale, pour laquelle la plus grande premiere valeur propre du Laplacien-Dirichlet sur les
k sous-domaines est minimale parmi les k-partitions, et les ensembles nodaux des vecteurs propres du
Laplacien avec condition de Dirichlet. Nous nous sommes focalisés sur le cas k¥ = 3 pour lequel on ne
connait pas, en général, de partition optimale méme pour des géométries tres simples telles que le carré
ou le disque. En se restreignant aux configurations symétriques, nous utilisons la méthode d’éléments
finis pour exhiber des candidats aux 3-partitions minimales symétriques du disque, du carré ou d’autres
géométries. Cette étude numérique nous a conduits a des problemes d’isospectralité que nous avons
résolus en utilisant le Hamiltonien de Aharonov-Bohm. L’introduction de cet opérateur pour résoudre
une question théorique a ouvert une nouvelle piste numérique qui consiste a calculer les modes propres
par une méthode d’éléments finis sur un revétement a deux feuillets et d’étudier le comportement des
lignes nodales en fonction du point singulier. Cela nous a permis de dégager de nouveaux candidats aux
partitions minimales.



Chapitre 1

Analyse mathématique de la
supraconductivité

J’ai abordé cette thématique durant ma theése sous la direction de Francois Alouges et Bernard Helf-
fer. J’ai ensuite travaillé sur ce sujet en collaboration avec Monique Dauge, Soeren Fournais, Daniel
Martin, Nicolas Popoff, Nicolas Raymond et Grégory Vial. Ce théme fait I’objet des articles [ABO3,
ABO06, Bo03b, Bo04, Bo05a, Bo05b, BD06, BDMV07, BFO7, Bol1].

1.1 Modélisation

La supraconductivité est la propriété que possedent certains matériaux de laisser passer le courant
sans dissipation d’énergie lorsqu’ils sont maintenus en dessous d’une température critique 7. Cette
propriété disparait lorsque le matériau est soumis a un champ magnétique extérieur trop intense. En
revanche, lorsque le champ externe n’est pas trop élevé, en plus d’€tre supraconducteur, le matériau
repousse le champ extérieur. Ce phénomene est appelé effet Meissner. On distingue deux sortes de su-
praconducteurs. Les supraconducteurs de type I ne possédent qu’ un champ critique et lorsque I’intensité
du champ magnétique externe augmente, ils passent directement de 1’état supraconducteur avec effet
Meissner a I’état normal pour lequel la supraconductivité est détruite. Les supraconducteurs dits de type
IT possedent deux champs critiques H¢, et Hc,. Lorsque le champ appliqué est inférieur a Hc,, en
plus d’étre supraconducteur, le matériau repousse le champ extérieur. Lorsqu’on augmente progressive-
ment I'intensité du champ appliqué, Ho, < H < H¢,, le matériau est supraconducteur mais le champ
extérieur pénetre ponctuellement a travers des tubes, appelés vortex, de plus en plus denses. Au dela de
Hc,, le matériau a perdu toute propriété supraconductrice.

Plusieurs physiciens ont proposé des modeles pour décrire ce phénomene : London en 1935, Ginz-
burg et Landau en 1952, Bardeen, Cooper et Schrieffer en 1957. Nous nous limiterons a la modélisation
de Ginzburg-Landau qui décrit de facon phénoménologique la supraconductivité. Cette modélisation,
confortée par la théorie macroscopique de Gorkov, s’appuie sur la théorie générale de transitions de
phase du second ordre développée par Landau en 1937 (cf. [Ti96]). Elle suppose I’existence d’un pa-
rametre d’ordre 1/ tendant vers O a la transition de phase et d’une écriture de I’énergie libre selon les
puissances de . Nous considérons un échantillon €2 supraconducteur, supposé sans trou et soumis a
un champ magnétique H = H rot Ay. Alors, aprés renormalisation, 1’énergie libre de ce matériau est
donnée par la fonctionnelle de Ginzburg-Landau dont le premier terme représente I’énergie associée aux
électrons supraconducteurs et le deuxieme, I’énergie magnétique :

2
Euatlv Al = [ {1V = inH AW — w2l + ol do 2 [ Jrot(A = o), (1.11)
Q R4
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1.1 Modélisation

ou {2 est un ouvert borné simplement connexe de R4 (d = 2, ou 3) a bord Lipschitzien, 1) € wWh2(Q;C),
A € HY, 4y = Ao + Hl, avec Hy,, = {A € H'(RY,RY) | div.A = 0}, H'(R?,RY) Iespace de
Sobolev homogene et

-/40(331)332) = l(_':627561) sid= 25
Ao

2
(w1,22,23) = (—% cosvy, G cosvy,siny(sinfry —cosfry)) sid=3,

de sorte que
By := rot Ay

soit un vecteur unitaire. Physiquement, By représente 1’orientation du champ magnétique appliqué H =
HBy. On remarque que

{Bo(xl,xg) = (0,0,1) sid=2,

Bo(z1,22) = (sinysin®,sinycosf,cosy) sid=3.

Nous nous intéressons au comportement des supraconducteurs de type II pour lesquels le parametres «
est grand. La fonction ¢ définie sur €2 a valeurs complexes est appelée parametre d’ordre, son module
|4|? rend compte de la densité des paires d’électrons supraconducteurs et sa phase, de la circulation de
courant. Ainsi, |¢| ~ 0 correspond a I’état normal quand le matériau n’est pas supraconducteur et |¢)| ~
1 a la phase supraconductrice. Le champ de vecteurs A, défini sur R & valeurs dans R¢ est le potentiel
magnétique induit. Son champ magnétique associé est B = rot.A. On identifie ce champ a un scalaire
en dimension d = 2. Les états physiquement stables sont les minimiseurs (¢, A) € WH2(Q) x H}L‘O’ div
de la fonctionnelle &, i de Ginzburg-Landau qui vérifient les équations d’Euler-Lagrange :

—(V —ikHA)*) = k2(1 — [1]?)y sur  ,
rot? A = { — S (WYY — V) — [p[2PA 1o(z) sur R4, (1.1.2)
(V—ikHA)Y) - v=0 sur  09.

D’apres un résultat de Giorgi et Phillips [GP02], on sait que lorsque 1’on fixe « et que H est assez grand,
le seul minimiseur (a changement de jauge pres) est la solution dite normale (1), . A) = (0,.4p). Afin de
comprendre 1’apparition de la supraconductivité, on va donc linéariser au premier ordre au voisinage du
point (¢, A) = (0,.4p) (cf. [dPFS00, HPO3]). On est alors amené a étudier la réalisation de Neumann
Py, 4 de I’opérateur de Schrodinger —(hV — iA)? lorsque le parametre h tend vers 0. Ce paramétre
provient d’un changement de variable h = 1/(xH) dans la fonctionnelle &, ; définie en (1.1.1) ou H
est 'intensité du champ appliqué.

L’un de nos objectifs est de comprendre I’influence des coins lors de I’apparition de la supraconduc-
tivité. Nous avons commencé par supposer que {2 était un domaine borné simplement connexe a bord
lipschitzien de R? et que le champ est normal 2 la section €2. La réduction d’un probléme de R? 2 un
échantillon de R? dans 1’écriture de la fonctionnelle (1.1.1) peut avoir deux interprétations physiques :

— Le domaine €2 est la section d’un cylindre infiniment long dans R3 ;

— Le domaine €2 est le domaine < limite > d’un film de fine épaisseur dans R>.

L’étude des minimiseurs de la fonctionnelle de Ginzburg-Landau présentée en Section 1.4 requiert
des informations sur I’opérateur linéarisé€ associ€, ¢’est-a-dire I’opérateur de Schrodinger P}, 4 sur les
domaines de R? a coins. Dans cette optique, la Section 1.3 précise les résultats que nous avons démontrés
concernant le développement asymptotique des modes propres de I’opérateur de Schrodinger P, 4 sur un
polygone curviligne du plan lorsque h — 0. Pour construire ces développements asymptotiques, nous
avons analysé le spectre d’opérateurs modeles en Section 1.2 : la famille d’opérateurs de de Gennes

8



1 Analyse mathématique de la supraconductivité

—0? + (t — ¢)? sur R, en Section 1.2.1, I’opérateur de Schrodinger avec champ magnétique constant
—(V —iAp)? sur le plan et le demi-plan en Section 1.2.2 et sur les secteurs angulaires 2 la Section 1.2.3.
Récemment, nous avons commencé 1’étude de domaines a coins en dimension 3 dans le cadre de la these
de Nicolas Popoff [Po]. La Section 1.5 présente les premiers résultats.

Pour terminer cette partie, mentionnons que 1’opérateur de Schrodinger P}, 4 est invariant par chan-
gement de jauge au sens de la proposition suivante :

Proposition 1.1.1. Supposons Q simplement connexe. Soit ¢ € H%(Q), alors u est un vecteur propre
associé a la valeur propre p pour I’opérateur Py, 4 si et seulement si uy := ei0/hy, est un vecteur propre
associé a la valeur propre i pour I'opérateur Py v 4.

En particulier, les valeurs propres de I’opérateur de Schrédinger sont les mémes pour tout potentiel
A tel que rot A = rot A. Ceci permet de choisir une jauge adaptée lors des simulations numériques. De
plus, le spectre de 1’opérateur de P, 4 ne dépend que du champ magnétique associé B = rot A.
Remarquons que la fonctionnelle de Ginzburg-Landau est également invariante par changement de jauge
au sens ol si [¢), A] est un minimiseur, alors [e??1), A + V] I’est aussi.

Tout au long de ce chapitre, nous noterons sp(A) le spectre d’un opérateur A et

Dt = —i(‘)t.

1.2 Opérateurs modeles

1.2.1 Opérateur de de Gennes

Commencons par rappeler certains résultats sur une famille d’opérateurs uni-dimensionnels dont les
caractéristiques apparaissent trés souvent en supraconductivité.
Pour tout ¢ € R, on considere 1’opérateur a résolvante compacte

H(¢) = D? + (t — ¢)* sur (0, 400),

défini sur
D = {u c H*(Ry)| t*u € L% (R, ) et u/(0) = 0}.

On note py ;(C) la k° plus petite valeur propre de H (), comptée avec multiplicité. Les propriétés
spectrales de cette famille d’opérateurs sont bien connues (cf. [DH93]) :

Proposition 1.2.1. I existe (y > 0 tel que p1, i soit strictement décroissante de (—oo, (o) sur (400, ©p)
et strictement croissante de [(y,+00) sur [Og,1). De plus, si on note ®¢, le vecteur propre positif
normalisé associé a py g (Co), on a

|08 + ¢ - wPleg @) d=en. [T - wlegoPda=o,

= = (§ = min .
Co 2{0 ’ 0 0 CER ,U'I,H
En utilisant les fonctions de Weber ou la méthode de représentation intégrale, De Gennes—Saint-
James [dGSJ63] et Chapman [Ch94] ont donné une valeur approchée de ©g par 0.59010 (ou 0.59).
Mentionnons également que M. Persson a proposé une valeur de ©( avec autant de décimales qu’on le
souhaite a 1’aide de MATHEMATICA. Toutefois, ces travaux ne précisent ni I’ordre de 1’approximation
de O, ni d’estimation de ®¢, (0). L’objet de I’article [Bol1] est de donner des estimations trés précises
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1.2 Opérateurs modeles

de O et ®¢,(0) en contrdlant les erreurs commises. Pour cela, on utilise simplement une méthode de
différences finies sur un segment [0, L] en imposant une condition de Dirichlet en L. On se sert de ce
calcul numérique pour construire explicitement un quasi-mode et calculer son quotient de Rayleigh. Les
estimations d’erreur se font a I’aide du théoreme spectral [He88, Proposition 4.1.1, p. 30] :

Proposition 1.2.2. Soient A un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert H, de domaine D(A),
I C R un intervalle compact, V1, ...,V € H des fonctions linéairement indépendantes de D(A)
et pui,...,un € I tels que AV; = p;V; + 1 avec ||rj||n < e. On considére un réel a > 0 tel que
sp(A)N(I+8B(0,2a)\I) = 0. On note E le sous-espace engendré par V1, ...,V et F' le sous-espace
propre de sp(A) N 1. On a alors

eV N

b
min
ay/ Ng

oit \T'™ est la plus petite valeur propre de S = ((;, Vy.)y) et d la distance non-symétrique définie par
d(E; F) = |llg — HUpllg||x, avec Il g, I les projections orthogonales sur E et F.

d(E; F) <

Nous montrons ainsi le résultat suivant :
Théoreme 1.2.3.
|80 — 0.590106125| < 1077 et @, (0) — 0.87304] < 5 x 1077,

La Figure 1.1 donne le graphe des premiéres valeurs propres 1 f7(¢) calculées par une méthode
d’éléments finis et la librairie MELINA [Ma0O7].

FIGURE 1.1 - ( +— py g(¢) pour k = 1,...,4 et  — (? en pointillés.

1.2.2 Plan et demi-plan

On note X = (X1, Xz) les coordonnées cartésiennes de R?. On considére respectivement Qﬁ et
QT la réalisation de Neumann de 1’opérateur —(V — i.4g)? sur R? et Ri = R4 x R, définis sur les
domaines

D(QT) = {\II €L2(R?), (V —id)"¥ € LA(R?), k = 1,2},

D(Q™) = {\IJ €IA(RY), (V—id)fW e L2(R2), k=12, v-(V—ido)¥| _, = o}.

Le spectre de ces opérateurs, noté sp(Q?™) et sp(Q™) est bien connu (cf. [DH93] pour I’étude du demi-
plan) :

10



1 Analyse mathématique de la supraconductivité

Proposition 1.2.4.
- sp(Q*™) = {2n + 1,n € N} et les valeurs propres sont de multiplicité infinie.
— inf sp(Q™) = O et est un élément du spectre essentiel.

Expliquons formellement comment retrouver ces résultats. Par 1’invariance de jauge donnée en Pro-
position 1.1.1, on consideére le potentiel Ay = (0,X;) qui vérifie rot 4y = rot.Ay et il suffit alors
d’étudier le spectre de 1’opérateur de Schrodinger :

—(‘3>2<1 — (Ox, —iX1)? sur  R? ouR%.

Apres une transformation de Fourier en la variable Xo (cf. [RS78]), on se ramene a étudier la famille
d’opérateurs :
—0%, + (¢ —X1)? avec X3 € RouRy.

Par un changement de variables, on se ramene donc, dans le cas du plan, a I’étude de 1’oscillateur
hamonique —&? +t2 sur R dont les valeurs propres, appelées niveaux de Landau, sont les entiers impairs.
L’étude de I’opérateur de Schrédinger sur le demi-plan se ramene a celle de I’opérateur de de Gennes
H(¢) = —0? + (t — ¢)? sur R que I’on a mentionné en Section 1.2.1.

1.2.3 Secteurs angulaires

On note X = (Xj,Xs) les coordonnées cartésiennes de R, (p,6) les coordonnées polaires, G
Iintérieur du secteur angulaire de R? d’angle o :

o o

Go = {XERQ, 0 c (——,—)}. (1.2.1)
22

Lorsque o« = m, on retrouve le demi-plan. On note Q¢ la réalisation de Neumann de 1’opérateur de

Schrodinger —(V — i.4g)? sur le secteur G*. La forme sesquilinéaire ¢ associée a I’opérateur Q< est

définie sur I’espace variationnel V(¢®) comme suit :

V(g®) = {xy € L2(GY), (V —idg)V € LQ(G“)}, (12.2)

*(U,3) = /a(v —iA)U(X) - (V —idg)@(X)dX, U, ®eV(g®).  (1.2.3)

Sur V(¢%), on définit la norme :
191 gy = 1912 ey + 1T = 40) ] 22 .

L’ opérateur Q< s’écrit

Q" = | Dx, + 5 + ( Dx, — 5 =—-A+ Z(X18X2 — Xgaxl) + Z‘X| . (1.2.4)

11 est défini sur le domaine
DQY) = {TeV(e), (V—id)"WelX(G), v-(V—id)¥|yq. =0},

ol v désigne la normale unitaire extérieure au bord de G*. On note () le k€ plus petit élément du
spectre de Q*, donné par le principe du max-min :

— i { ) o 1
pi (o) = ‘Ill,I.I},Z%Il)ilmln{ R UeV(@®), Ve¥,...,¥. 4] ¢. (1.2.5)
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1.2 Opérateurs modeles

Ici (-, -) désigne le produit scalaire hermitien de L?(G®).

Tres peu d’études concernaient les domaines a coins. Seul le cas du quart de plan avait été étudié
par Jadallah [Ja01] et Pan [Pa02] avec des techniques spécifiques qui ne pouvaient s’appliquer a un
secteur G d’angle quelconque. Dans [Bo05a], j’ai proposé une étude systématique pour tout angle.

Notons que le changement de jauge u1(p, ) = exp (i%@) u(p, @), suivi du changement de variables

(t,n) = (aé Q) rameénent 1’étude de Q a celle de la forme quadratique

27«

1
Go(u) = / (2@\(@ — in)u!Q + \8nu]2> dt dn,
0o 2at

ou Q¥ =R, x (—%, %) est un domaine indépendant de a.. On voit alors facilement que les fonctions
a — api(a) et a — pi(a)/o sont respectivement croissante et décroissante. On peut par ailleurs
utiliser la forme quadratique g, pour construire un développement asymptotique de 1% (). Le théoréme
suivant donne quelques résultats que j’ai obtenus concernant le spectre de Q.

Théoreme 1.2.5.
1. Le bas du spectre essentiel de Q“ vaut ©g = 1 (7).

2. Pour tout o € (0, 7),

S)

?Oa < () < (1.2.6)

@

%.

3. Pour tout a € (0, 5], p1(c) < Og et pu1(x) est une valeur propre.

4. Soit o € (0,2m) et K le plus grand entier tel que ng, () < ©q. Pour tout k < K,, on note
U un vecteur propre normalisé associé a py(a). Alors W§ vérifie Iestimation de décroissance
exponentielle suivante :

e( G0 — (a)*ﬁ) IX] N

Ve > 0,3C; q, < Cen (1.2.7)

V(g®) 7

5. Pour tout entier n, il existe une suite de réels (m;)j<n que I’on peut déterminer de fagon récursive
(cf- [BoO5a, Proposition 5.1]) telle que

a

n
1 () 73 + Z m;a®t + 0, (o) quand a— 0.

=1

6. Pour tout entier k > 1,

(o) 2k —1
lim = .
a—0 « \/§

Dans [BDMVO07], nous utilisons la librairie d’éléments finis MELINA [Ma07] pour calculer le spectre
de Q“. Pour calculer les modes propres de ()%, nous tronquons les secteurs angulaires G et imposons
une condition de Dirichlet sur les bords artificiels. Les valeurs propres ainsi calculées donnent des ma-
jorations de p (). La Figure 1.2 représente les modules du premier vecteur propre pour trois angles
différents et illustre ainsi la localisation exponentielle des vecteurs propres au sommet, donnée par la re-
lation (1.2.7). On remarque que lorsque I’angle est petit, le module du vecteur propre est essentiellement
radial puis qu’il s’étale le long des bords lorsque I’angle augmente. La décroissance est plus rapide vers
I’intérieur que sur les bords. La Figure 1.3 présente les phases du premier vecteur propre de la réalisation
de Neumann de —(hV — iAg)2, —(hV — iAp)? et —(hV — iAp)? avec

(1.2.8)

Ao(X) = (=X, X1),  Ap(X) = (X2, 0) = Ao(X)=VX52, Ao(X) = (0,X1) = Ao(X)+V X5

12



1 Analyse mathématique de la supraconductivité

Ces trois opérateurs ont le méme champ magnétique constant et en utilisant la Proposition 1.1.1, on voit
alors que le vecteur propre differe d’un facteur de phase.

1.00

q < ‘( ‘( i :

0.00

FIGURE 1.2 — Module du premier vecteur propre pour o = 0.17, 0.357, 0.757.

+1.50
+0.75
+0.00

-0.75

-1.50

(@) Ao(X) = 1(—Xz,X1) (b) Ao(X) = (=Xa,0) (© Ao(X) = (0,X1)

FIGURE 1.3 — Phase du premier vecteur propre pour un champ constant.

/ e R ) /A A A

0.5¢ 1 05t ,
0.4r 1 041 1
0.3f : 1 0.3} §|
0.2 - 1 0.2r J
— Spectre essentiel
o1l — Majoration I o1 — Spectre essentiel 1
) — Minoration ’ — Asymptotique
* Estimations numériques * Estimations numériques
0 : : : : ; 0 : : ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 0 0.05 0.1 0.15 0.2
(@) p1(c) vs. & pour o € (0,1.27) ®) pr(a)vs. 2, k=1,...,7

FIGURE 1.4 — Valeurs propres de Q.
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1.3 Opérateur de Schrodinger dans un domaine a coins

La Figure 1.4(a) représente les valeurs propres calculées pour 11 () ainsi que les encadrements
(1.2.6) (voir aussi [AB0O6] pour les premieres simulations). Elle nous conduit a la conjecture suivante :

Conjecture 1.2.6. La fonction o — () est strictement croissante de (0, 7| sur (0, ©¢| et égale a ©g
sur [, 27).

La Figure 1.4(b) donne les premiceres valeurs propres calculées pour des angles petits et illustre les
asymptotiques (1.2.8) de pux (o). Nous référons a [BDMV07] pour plus de détails sur le calcul numérique
de ces asymptotiques.

1.3 Opérateur de Schrodinger dans un domaine a coins

Soient 2 un domaine borné de R? et .4 un potentiel magnétique régulier de champ associé B =
rot A. On suppose B > 0. On s’intéresse au comportement des modes propres de la réalisation de Neu-
mann P, 4 sur  de 1’opérateur de Schrodinger —(hV — iA)? lorsque h — 0. Beaucoup d’articles
ont été consacrés a 1’analyse des premiers modes propres lorsque €2 est un domaine régulier. On peut
citer les travaux de Bernoff-Sternberg [BS98], Lu-Pan [LP99, LP00], Helffer-Morame [HM96, HMO01] :
ils montrent que 1’état fondamental est localisé pres des points du bord ou la courbure est maximale,
et donnent un développement asymptotique a deux termes de I’énergie associée. Fournais et Helffer
[FHO5, FHO6b, FHO6a, FH09, FH10] ont établi I’asymptotique compléte en h'/® des premiers modes
propres pour des domaines réguliers dont le bord n’a qu’un point de courbure maximale. Bien que les do-
maines non réguliers soient souvent mentionnés dans les articles de physique [BDFM99, FDM98, SP99],
tres peu d’articles en mathématique traitaient de ce sujet : mentionnons les travaux de Jadallah [Ja0O1]
et Pan [Pa02] qui étudient des cas particuliers comme le carré et le quart de plan et [Jal0] pour une
approche numérique.

Nous nous sommes intéressés a déterminer le comportement des modes propres de P, 4 sur des poly-
gones curvilignes. Nous avons mené cette étude a la fois théoriquement [Bo03b, Bo05a, Bo05b, BD06]
et numériquement [ABO3, Bo04, AB06, BDMVO07]. Nous utilisons les informations recueillies sur le
plan, le demi-plan et les secteurs angulaires pour préciser la localisation des premiers vecteurs propres
et le comportement des premicres valeurs propres de I’opérateur P}, 4 lorsque h tend vers 0.

Enoncons les résultats obtenus pour I’opérateur de Schrédinger avec champ constant Py, 4, sur un poly-
gone {2 borné du plan. Nous faisons référence a [BD06] pour I’opérateur a champ variable P}, 4 sur les
polygones curvilignes. Nous allons utiliser les modes propres de Q% = —(V — iAg)? sur les secteurs
angulaires G“ pour construire des quasi-modes de P, 4, sur €2 et ainsi déterminer 1’asymptotique des
modes propres.

Notation 1.3.1. On note :
— (Bhns Un,pn) le n° mode propre de Py, 4,
Y. I’ensemble des sommets s de €,
— ag l’angle au sommet s € 3. dans (Q,
- Kq =) o5 Ka, o1t K, est le plus grand entier tel que 1k, () < O,

— A la n® valeur propre répétée avec multiplicité de & Q< ,
SED

— Pourn < Kq, ¥, = {s € X, A\n est une valeur propre pour Q"‘S},
— r(Ap) = mingey, d(s, X\ {s}),
— Pourtout k, 1 < k < K, on définit la fonction

Yhsk(x) = Xs(x)\}ﬁ exp (;hx/\s> e (Rs(\xfh—s)) sur €, (1.3.1)

on U est le k° vecteur propre de Q®, Rs est la rotation qui envoie localement le secteur angu-
laire qui coincide avec §) au voisinage de s sur le secteur G et xs une fonction de troncature
réguliere, nulle en dehors de la boule B(s,d(s,% \ {s})).
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1 Analyse mathématique de la supraconductivité

Remarque 1.3.2. La Conjecture 1.2.6 suggere que ’opérateur Q% a au moins une valeur propre stric-
tement inférieure a ©¢ dés que o < . On aurait alors Kq > 1 deés que ) a un sommet dont I’angle
associé est aigu.

Théoreme 1.3.3. Avec les Notations 1.3.1, pour tout € > 0, il existe C- tel que

1
— < - — — Vn < .
|uh7n h)\n| C.exp < \/E (r()\n) O — M\ 6)) , n < Kq

Comme il peut y avoir répétition dans les valeurs )y, il se peut que les valeurs propres pip , se
regroupent en clusters. Pour étudier la localisation des vecteurs propres, il faut donc tenir compte de
ce regroupement comme le souligne le théoreme suivant dont la démonstration repose en partie sur la
Proposition 1.2.2.

Théoreme 1.3.4. On note
— {A1 < ... < Ap} Uensemble des valeurs propres distinctes de {)\1, ..., Ak, },
— Fj,m le m® cluster de sous-espaces propres de Py, 4, :

Fy m = Vect{upn pour tout n tel que \, = A, }, pourm < M,
— Ej o le cluster de quasi-modes correspondant :
Ehm = Vect{tp s, pourtouts € ¥, k > 1 tel que pj(as) = Ay }.

Alors, pour tout € > 0, il existe C; tel que

(r(Am) = 6)vOo — A — €
Vh

oud(E; F) = ||llg — lpIlg| avec Il la projection orthogonale sur E.

d(Enm; Fpm) < Ce exp (— ) Vm < M,

Ce théoréme montre donc que toute fonction propre de P} 4, pour la valeur propre py, , est ex-
ponentiellement proche d’une combinaison linéaire des quasi-modes associés a 1’énergie \,, pour les
opérateurs modeles sur les secteurs angulaires.

Intéressons-nous maintenant au calcul numérique des modes propres de P, 4,. Les quasi-modes (1.3.1)
possédent une structure double échelle, constituée d’une couche limite aux coins a I’échelle v/A et d’un
terme oscillant a 1’échelle h. Les oscillations hautes fréquences rendent les calculs numériques trés
délicats : une approximation raisonnable pour des petites valeurs de h requiert un raffinement extréme du
maillage si nous utilisons une approximation de bas degré. Durant ma these (cf. [Bo03a, Bo04, AB06]),
j’ai effectué des premiers calculs des modes propres de P, 4, en utilisant une méthode d’éléments finis
et une approximation P; ou Po. J’ai également développé des estimateurs d’erreurs a posteriori afin
d’associer une méthode bas degré et un raffinement de maillages adapté. Nous avons ensuite proposé
dans [BDMVO07] une approche différente basée sur une méthode d’éléments finis nodaux de haut degré
(jusqu’a 24), utilisant la librairie d’éléments finis MELINA [Ma07]. Cette derniére méthode s’est révélée
plus performante.

Prenons I’exemple du carré. D’apres le Théoreme 1.3.3, nous avons

Hhmn

Pour 1 < n <4, N

— 1 (g) quand h — 0.

A la Figure 1.5, nous représentons le graphe de fh.n/h en fonction de 1/h a nombre de degrés de
liberté fixé et pour des éléments Q1, Q5 et Q29. On voit alors que I’approche p-version est bien plus
adaptée que la h-version. Lorsque le degré d’approximation n’est pas suffisant, on capte un niveau de
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Landau beaucoup moins oscillant mais d’énergie plus élevée. Les courbes en pointillé représentent le
tube exponentiel A~! — 0.509940.6 exp(—0.5665h1/2) qui exprime la localisation de yu, ,/h donnée
par le Théoreme 1.3.3. Les symétries du carré engendrent des interactions entre les sommets ce qui se
manifestent par I’effet tunnel que I’on voit par I’entrelacement des valeurs propres a la Figure 1.5. C’est
la premiere fois que 1’on met ainsi en évidence numériquement ce phénomene d’effet tunnel.

11 1.1 11

1 1 1
0.9 0.9 0.9
0.8] 0.8] 0.8]
0.7] 0.7] 0.7]

0.6 0.6pn = _

0.5 0.5

oaf 7 oaf 7
0.3 1600 elements, Q1 {1 0.3 64 elements, Q5 0.3 4 elements, Q20

0. 0. 0.
10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60

FIGURE 1.5 - h™ iy, ,, vs. h™1 pour 1600 DDL.

Les Figures 1.6 et 1.7 illustrent les résultats théoriques des Théoremes 1.3.3 et 1.3.4 concernant les
développements asymptotiques des premiers modes propres. La localisation des vecteurs propres au
voisinage de certains coins du domaine est clairement illustrée par les résultats numériques. Ces calculs
permettent d’observer les modes propres de P, 4 pour différents domaines tels qu’un carré, un losange,
un trapeze. Les calculs haut degré ont permis d’obtenir une précision quasi-inaccessible par raffinement
de maillage et une approximation de bas degré (1 ou 2).

FIGURE 1.6 — Modules et phases des quatre premiers vecteurs propres, h = 0.02.

Dans le cas des polygones curvilignes et d’un potentiel magnétique a champ non constant, nous
obtenons le développement des modes propres (ip, ,, Up ) €0 puissance de hl/2 (cf. [BDO6, Théoréemes
7.1 et 7.4]). La Figure 1.8 donne des exemples de simulations numériques sur des domaines curvilignes.
D’autres simulations sont disponibles sur le site

http ://w3.bretagne.ens-cachan.fr/math/people/virginie.bonnaillie/Schrodinger/anim.html
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1 Analyse mathématique de la supraconductivité

a B
(a) Modules des premiers vecteurs propres, h = 0.02 (b) h’luh,n vs. b1

FIGURE 1.7 — Simulations numériques pour les modes propres de 1’opérateur de Schrodinger.

‘u | o

N2

. 4

FIGURE 1.8 — Modules et phases du premier vecteur propre, h = 0.02.

1.4 Localisation de la supraconductivité

11 est bien connu que pour tout ~, H > 0, la fonctionnelle &, z posséde un minimiseur. Un résultat

important de Giorgi et Phillips [GP02] établit que pour « fixé et H assez grand (dépendant de k),
le systeme d’Euler-Lagrange (1.1.2) a une solution unique (a un changement de jauge pres) qui vaut
(1, A) = (0, Ag). Cette solution correspond a 1’état normal, pour lequel le matériau n’est pas supracon-
ducteur.
Le but de cette section est de déterminer le champ critique pour lequel apparait la supraconductivité et
de déterminer la localisation du parametre d’ordre qui rend compte de la densité des électrons supra-
conducteurs. Une premiere notion mathématique du champ critique apparait dans [LP99]. On définit le
champ sous-critique H ., qui est la plus basse intensité H pour laquelle la transition a lieu :

He, (k) =inf{H >0 : (0, Ap) est un minimiseur de & 7 }. (1.4.1)

Comme il n’y a a priori pas de raison que la transition ait lieu en une unique valeur de I’intensité H, on
peut définir un champ sur-critique :

Hey (k) =inf{H >0 : (0,Ap) est I'unique minimiseur de &, g pour tout H' > H}.  (1.4.2)

Dans le cas d’un domaine €2 régulier, [FHO6a, FH10] montrent que les champs sous- et sur-critiques
sont égaux et en donnent un développement asymptotique complet

K Cik 3ko _3 _J
HC3(/<¢)=@—O 1+ \/@_";Zx—C’l\/—/s 2+ K 4Zm 1 lorsque x — 00,
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1.5 Opérateur de Schrodinger en dimension 3

avec (1 = @go (0)/3 et kpmaz la courbure maximale de §2. Ils montrent également que le minimiseur
est localisé au point de courbure maximale de €2 lorsque ce point est unique.

La quantité k,,,,, est < infinie > lorsqu’on considere des domaines a coins et I’asymptotique du champ
critique en est donc modifiée. Pan [Pa02] a donné le premier terme de 1’asymptotique pour un rectangle :

Hey (k) = Lﬂ + O(1) lorsque Kk — +o00.
m(3)
En collaboration avec S. Fournais, nous avons utilisé les résultats établis sur le probleme spectral
linéaire afin d’obtenir des résultats sur la fonctionnelle de Ginzburg-Landau. Nous avons établi dans
[BF07] I’asymptotique compleéte du champ critique Hc¢, () pour un polygone (curvligne) €2 :

Théoreme 1.4.1. Avec les Notations 1.3.1, on suppose que pour touts € %, as € (0, ) et 11 (as) < Op.
Alors il existe une suite de réels (1)) ;>1 telle que

o

— K .
He, (k) = Hey(k) = Hoy(K) ~ ———F— (1 + anli J> lorsque k — +-00.
min i (as) \ | £
sex Jj=1

Nous avons également établi une estimation précise de la localisation de 1’apparition de la supracon-
ductivité pour des champs magnétiques dont I’intensité est juste en dessous du champ critique. Comme
le terme principal de 1’asymptotique du champ critique H¢, vaut k/©q pour des domaines réguliers
et qu’il vaut k/ mingey; 11 (as) dans le cas de polygones curvilignes, ceci laisse une nouvelle zone de
champs magnétiques pour laquelle le parametre d’ordre v est localisé dans les coins du domaine.

Théoreme 1.4.2. Soit p > 0 tel que miél pi(os) < p < Og. Onnote X' := {s € | (o) < p}. Il
s

existe ko, M, C,e > 0 tels que si k > Ky, Hrk !> u‘l et (1, A) est un minimiseur de Ex 1, alors

[T / 1 .
/ o Vet dist(e, ) <\¢(=’r)2 + gl (V- mHA)I/J(l’)P) da < Ol¢lF20)-
0 K

1.5 Opérateur de Schrodinger en dimension 3

Jusqua présent, la plupart des résultats dans le cadre tri-dimensionnel concernent les domaines
réguliers (cf. [HMO02, HMO04, FHO09, Ral0]) et précisent la localisation des premiers modes propres.
L’orientation du champ magnétique intervient de maniere cruciale dans les résultats. Dans le cas de do-
maine a coins, mentionnons le travail de Pan [Pa02] qui a travaillé sur les octants et cubes. Considérons
maintenant un domaine de R3. Comme pour 1’étude de domaine bi-dimensionnel, nous allons dégager
des opérateurs modeles en étudiant I’opérateur de Schrodinger avec un champ magnétique constant
sur des domaines modeles : I’espace, le demi-espace, les diedres, les domaines avec un coin (comme
I’octant) pour commencer. Dans la suite, le champ magnétique By est un vecteur unitaire de R3. Nous
choisirons un potentiel de référence Ay tel que rot Ag = By.

1.5.1 Demi-espace

Lu-Pan [LP0O0], Helffer-Morame [HMO1], Fournais-Helffer [FH09, FH10] et Raymond [Ra10, Ra09]
ont introduit I’opérateur que nous allons maintenant étudier. Nous avons amélioré les résultats de [Ral0]
en précisant la localisation des vecteurs propres et le comportement des valeurs propres dans [BDPR10]
et complété 1’étude par des simulations numériques. Résumons ces résultats.

L’un des premiers modeles a étudier en dimension 3 est celui du demi-espace :

R3 = {X = (X1, X2, X3,) € R?, X; > 0}.
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1 Analyse mathématique de la supraconductivité

Quitte a changer de repere, on peut se ramener au champ magnétique constant
By(X) = (sin 6, cos 8, 0),
ot § € [0, Z] représente I’angle entre le champ magnétique By et le plan {X; = 0} '. On définit un

’ 2
potentiel magnétique associé Ay :

.A()(X) = (0,0,VQ(Xl,Xg)) avec Vg(xl,XQ) = X2 sin 6 —X1 cos 0.

Nous souhaitons donc déterminer le bas du spectre de la réalisation de Neumann de 1’ opérateur D)Q(1 +
D>2(2 + (Dx, 4+ Vp)? sur R3. Si 6 = 0, on se raméne 2 I’opérateur de de Gennes H(() apres une
transformation de Fourier en X3 et X5. Dans ce cas, on a

inf sp. (L) = Og lorsque 6 = 0.

Supposons désormais 6 # 0. On effectue alors une transformation de Fourier en X3 et un changement
de variables ramene 1’étude du spectre a celle de I’opérateur

Ly = Dy, + Dy, + (Xq cos — Xy sin ),

avec condition de Neumann sur le demi-plan G™ = {(X;, X3) € R2, X; > 0}. Le paramétre 6 représente
donc 1’angle entre le bord de G™ et la demi-droite d’équation X; cosf = Xosin€ ou le potentiel
(X1 cos f — Xo sin §)? atteint son minimum.

On note 0,,(0) la n® valeur propre de 1’opérateur Ly donnée par le principe du min-max et spo(Lg) son
spectre essentiel. D’apres [HMO02, LPOO], on a les propriétés suviantes :

Proposition 1.5.1. On suppose 6 # 0. Alors
- Spess([’9) = [17 +00),
— oy, est croissant sur (0, 5] pour tout entier n,
— o071 est une valeur propre simple et strictement croissante avec o1(0) < 1.

Ce dernier résultat prouve I’existence de spectre discret. Grace au théoreme de Persson et aux es-
timées d’Agmon, on peut montrer, de facon assez classique, que les fonctions propres associées au
spectre discret décroissent exponentiellement a 1’infini. Nous avons précisé ces comportements a 1’aide
d’une propriété de décroissance uniforme dans la direction transverse a la ligne de minimum du poten-
tiel, et, si 0, (6) < 1 < 1, une décroissance uniforme par rapport a n dans la direction transverse au bord
du domaine :

Théoreme 1.5.2. On suppose 6 # 0. Soit (0(0),ug) un mode propre de Ly avec o(6) < 1. Alors :
Va € (Oa V 1- 0(0) )7 301(0[,0) > 07 Hea X%—i_x%uGHLQ(Q) < ClH“@HLQ(Q)v (151)
VB € (0,5), FC2B) >0, ™ Pug|[ 2 ) < Collugllizo, (15.2)

V77 <1, V’}/ € (Oa V91— 77)3 303(7737)7 {0(9) <n = Hen/XIUGHLZ(Q) < C3”“6||L2(Q)}, (1.5.3)

v

__%o
3Cy >0, 361 >0, VO € (0,64], ﬁaneu@HLQ(Q) < Cylluglliz).  (1.54)

La Figure 1.9 illustre ces propriétés de décroissance dans les variables (X3, X1). L’angle 6 € (0, §)
représente donc I’angle entre 1’axe horizontal et la droite d’équation X; cos# = Xs sin 6. Nous avons

1. Pour plus de cohérence avec les autres sections de ce chapitre et notamment la Section 1.5.2, nous avons choisi d’autres
notations que celles de ’article [BDPR10] en effectuant le changement de variables (X1, X2, X3) = (¢, s,7).
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1.5 Opérateur de Schrodinger en dimension 3

1.0001  0.9998  0.9991  0.9945 0.9611 0.7950 0.6481

FIGURE 1.9 — Premier mode propre de Ly pour 6 = g—g avecy = 9,8.5,8,7, 5,2, et 0.5. Les vecteurs

propres sont représentés dans le repere (Xo, X1).

représenté le premier vecteur propre de Ly pour différentes valeurs de 6, calculé a I’aide de la méthode
des éléments finis. Le domaine de calcul est [—5, 15] x [0, 75] pour 6 > 7 /4 et [—15, 25] x [0, 15] pour
6 < 7/4. L’anisotropie de la décroissance est trés nette.

Apres un changement de variables adéquat

x = X1Vcosb, = XoVsinf — % , 1.5.5

I’opérateur Ly devient :
—siné 85 —cos0 9% + cosB(x — o — yVtanh)?,

ot (z,y) € Q™. Notons @ un vecteur propre associé¢ a H(¢) (cf. Section 1.2.1) et 1); la j° fonction
d’Hermite. En considérant le quotient de Rayleigh des fonctions orthogonales (X1, X2) — ®¢, (x) ¢;(y),
nous montrons la majoration de o,,(0) :

on(0) < Ogcost + (2n —1)sinh, n>1, 6¢c(0,7).

Le nombre de valeurs propres sous le spectre essentiel tend donc vers I’infini lorsque 1’angle 8 tend vers
0. Nous avons aussi montré un résultat de densité au sens suivant :

Théoreme 1.5.3.
Yo € (0,1),Ve >0, 30, >0, VO € (0,91], d(Xo,sp(Ly)) < e.

Lorsque 6 — 0, I’estimation (1.5.4) montre que les modes propres de Ly sont uniformément loca-
lisés dans une couche horizontale au dessus du bord et se concentrent autour du point (so(6),0) avec
50(0) = (pVcos B/ sinf. Ainsi so(f) — oo quand § — 0, ce qui contredit toute estimation uniforme.
Lorsque § — 0, nous pouvons donner une asymptotique a deux termes des valeurs et vecteurs propres
de Ly. Le changement de variables (1.5.5) permet d’écrire Ly = cos (£, + ©g) avec h = tan 6 et

1= —hd2 + D2+ (= G — yvh)?| - 0.

Le comportement de 0,,(6), quand § — 0, est donc donné par celui de la n® valeur propre de £}, lorsque
h — 0. L’approximation de Born-Oppenheimer consiste alors a remplacer 1’opérateur de de Gennes
H (o + yv/h) par son état fondamental 11 g7 (Co + yv/) et nous pouvons démontrer :

20



1 Analyse mathématique de la supraconductivité

Théoréme 1.5.4. Pour tout N > 1, il existe hg > 0 et C(N) > 0 tels que pour tout 0 < 6 < hg et
1<n<N:

on(0) — | ©g + 6 “”1;(40)(71—1) < C(N) 632, (1.5.6)

Notons, en utilisant le changement de variables (1.5.5), &, (h) et fl?@(h) les n® quasi-modes a un et deux

termes :
Co)q1/4
Ml Hz( O)} y) (I)Co (33)7

aﬁn,e(xl,xz) = ¢n_1([//1'71{2(®)} 1/431) (‘I’co (z) + hl/gyaq‘pc}g:go (30)) .

i, 9(X1, X2) = %—1([

Alors
~b
[tno — i gllzi) < COM P unglliz) et e — n9||L2 < COllungllrz

Les simulations numériques de [BDPR10] laissent supposer un développement asymptotique de
o, (0) plus fin que celui démontré en (1.5.6), a savoir un développement en puissance entiere de 6 de la
forme :

on(0) = O + 0 at HQ(CO)( M — 1) — ap 26% — an36° + o(6°).

La Figure 1.10 montre les comportements des premiéres valeurs propres o, () calculées a I’aide de la
librairie d’éléments finis MELINA, [Ma07].

0.95 JIi
0.9} ¢
085
0.8} :“J
0.75[ {
0.7}

0.65r

> i i i i 0.6t i i i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.05 0.1 0.15 0.2

(@ Y€ {&%,1 <k <99} (b) ¥ € {{&,1 <k <20}

FIGURE 1.10 — Approximation o,,(#) pour § = 51.

s
2

b

Dans [BDPR10], nous tragons les graphes des fonctions propres u,, ¢ ainsi que les quasi-modes u, , et

ﬁi gpour 1 <n < 8etf = 0.01257. Nous représentons a la Figure 1.11 les vecteurs propres u,, g et les

quasi-modes a deux termes ﬂi o
2
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1.5 Opérateur de Schrodinger en dimension 3

(@ ung,n=1,...,6 ) @ gom=1,...,6

FIGURE 1.11 — Premiers vecteurs propres u, ¢ de Ly et quasi-modes ﬂBL o dans le repere (X2, X;) pour
= 0.01257.

1.5.2 Diédre

Dans le cadre de la these de N. Popoff [Po], nous avons commencé 1’étude d’un premier domaine a
coin en dimension 3 : le diedre. Notons, pour @ € (0, 7] le diedre d’angle « :

Q% = {(X1, X2, X3) € R®, X1 > 0, [Xo| < Xy tan §} = {(X1,X2,X3) € G* x R},

ot G* est le secteur angulaire de R? défini en (1.2.1).

X

FIGURE 1.12 — Modele du diedre.

On considere le champ magnétique constant
By(X) = (sinfsin -y, cos 0 sin~y, cos ),

et un potentiel de référence associé A :

X X
Ao(X) = <— cos 772, cos 'y?l, sin y(sin #Xg — cos 0X1)> .
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1 Analyse mathématique de la supraconductivité

L’angle v représente I’angle entre 53 et I’aréte du diedre : v = (X3, B). L’angle 0 représente I’angle entre
I’axe X, et la projection du champ B sur le plan (X1, X2) (cf. Figure 1.12). On considére la réalisation
de Neumann sur 2% de 1’opérateur

X 2 X 2
<DX1 + 72 cos 7> + (DX2 — 71 cos *y) + (Dx, — siny(sin 6Xg — cos 9X1))2 .

Une transformation de Fourier en X3 conduit a étudier la famille d’opérateurs :

X ? X ?
Logor = (Dx1 + ?2 cos 'y) + (Dx2 — 71 cos ’y) + (7 — siny(sin #Xg — cos 6X1))? sur G°.

Notons o (7, 8, «, 7) le bas du spectre de cet opérateur. Il est intéressant de comprendre le comportement
de inf,cgr o(7, 0, «, 7) en fonction de I’orientation du champ By, ¢’est-a-dire en fonction de - et §. Lu-
Pan [LPOO] et Pan [Pa02] ont donné quelques éléments de réponses dans le cas o = g
Pour des angles o quelconques, on a commencé a étudier le comportement 7 = 0 (N. Popoff travaille
en ce moment sur le cas 7 quelconque). On obtient alors 1’opérateur

X 2 X ?
Lra:= <Dx1 + 72 cos 7) + <DX2 — ?1 cos ’y> + sin? y(sin Xy — cos #X1)?  sur G,

Lorsque v = 0, on retrouve 1’opérateur de Schrodinger avec champ magnétique Q® étudié en Sec-
tion 1.2.3 (cf. (1.2.4)). Lorsque v = 7, on obtient un opérateur de Schrodinger avec un potentiel
électrique Vp comme dans la Section 1.5.1 dans le cas oo = 7.

Lorsque 0 = 7, N. Popoff [Po] a montré le comportement asymptotique

(v, 5,0,0) = %4—(9(0(3) quand o — 0,

généralisant ainsi I’étude de Q. On remarque que le premier terme est indépendant de . La Figure 1.13
donne le comportement de o (7, 5, c, 0) en fonction de « et . La Figure 1.14 montre le comportement

FIGURE 113 — (v,a) = o(7,5,,0), 2 € { £ 1 <k <5}et 2 € {{f5,1 < j < 99}.

du module du premier vecteur propre de £, g pour § = 7, o = 0.4mwet T € {k/10,0 < k < 5}.
On retrouve la localisation dans le coin avec une décroissance plus rapide lorsque v = 0 correspondant
a Iopérateur ) et un étalement du module le long de la ligne d’annulation du potentiel X; = 0
lorsque v augmente. Ces simulations ont été effectuées par une méthode d’éléments finis en imposant
une condition de Dirichlet sur les bords artificiels.
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1.6 Perspectives

@~y=0 b) vy=0.17 (©) y=0.27
< ‘Q ‘4 ‘
(d) vy=0.37 () vy =0.4m f) v=0.57

FIGURE 1.14 — Module du premier vecteur propre de L, z ¢ 4 pour e {1%, 0 <k <5}

1.6 Perspectives

L’un des premiers objectifs est de poursuivre 1’étude des domaines a coins en dimension 3 en regar-
dant la dépendance du bas du spectre de L., g o - en fonction du parametre 7. Cette €tude nous apportera
les éléments utiles pour déterminer I’asymptotique du champ critique Hc, () pour des domaines de R?
présentant des arétes. Il faut également compléter cette étude pour celle d’opérateurs de Schrodinger
dans des domaines a coin dans R?, tels que I’octant.

La Conjecture 1.2.6 reste ouverte et nous souhaiterions démontrer ce résultat. Ce résultat permettrait,

en particulier, d’énoncer plus simplement la localisation du parametre d’ordre en fonction de I’ouverture
aux sommets et non en fonction des valeurs propres des opérateurs modeles.
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Chapitre 2

Modele de transport quantique dans les
semi-conducteurs

Ce chapitre fait la synthese des articles [BNP06, BNPO8, BNP09, BFN09] avec Ali Faraj, Francis
Nier et Yassine Patel. L’étude théorique a été principalement menée par F. Nier et Y. Patel dans [NP04,
Pa05] et [BNPOS, BNP09]. J’ai contribué a I’implémentation des résultats asymptotiques [BNP0O6] et a
la comparaison de ce modele avec un modele complet [BFN09]. Comme je n’ai plus récemment travaillé
sur cette thématique, j’ai choisi d’en faire une présentation succincte.

2.1 Modélisation

Le but de ce travail est de proposer des modeles simples pour décrire les phénomenes non-linéaires
de transport d’électrons dans les diodes a effet tunnel résonnant (ou également dans les hétérostructures).
On utilise un modele de Schrodinger-Poisson et on souhaite en particulier qu’il permette de retrouver les
phénomenes d’hystérésis mentionnés dans [JLPS95, PS96], de comprendre I’influence de la géométrie
des dispositifs et surtout d’exhiber un algorithme efficace et rapide provenant de 1’analyse asymptotique
fine du systeme de Schrddinger-Poisson.

Commencons par donner le modele dans les variables physiques. Dans les diodes a effet tunnel
résonnant, le transport électronique s’effectue dans la direction transverse et se modélise par un systéme
monodimensionnel. La masse m utilisée dans ce modele est la masse effective m = mg3 dans cette
direction transverse £ = x5. Le Hamiltonien quantique pour un électron s’écrit

H=-s—— +V(), V=B+Vy+Vy. 2.1.1)

Le potentiel total ¥ se décompose en un potentiel affine par morceaux B représentant la différence de
potentiel appliquée — B,

r—a

B(z)=-B [b Liag () + 1[b,+oo)($)] ;

—a

un potentiel V pour décrire les barrieres et les puits :

N
Vo(z) = Vol (z) + ij (z),
j=1

avec V5 > (et les potentiels W ; € L (R)a support compact dans [a, b], fixés tels que —V 5 < W, <0
(cf. Figure 2.1) et un potentiel non-linéaire positif V 5;; qui rend compte de la répulsion électrostatique
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2.1 Modélisation

FIGURE 2.1 — Potentiel B + V,,.

dans une approximation de champ moyen a I'intérieur du dispositif ¢ < x < b et satisfait I’équation de

Poisson )
{ —AKNL = q?ﬂv
Vinp(a) =Vy(b) =0,

ou A = d ——, la densité de charges n sera définie en (2.1.4), € est la permittivité diélectrique et ¢ la
charge élémentaire.

On décrit le faisceau d’électrons injectés de part et d’autre par une fonction f du moment & # 0 et
on suppose que le profil d’injection est le méme des deux cOtés : B

(2.1.2)

f(k) =g, (K)1r. (k) +g_(k* — B)lp_(k) avec g (E)=g (E) et g (E)=g,(E+B),

ou kp, T' et k désignent respectivement la constante de Boltzmann, la température et le vecteur d’onde
etyg,la statistique de Fermi-Dirac :

s kT Ep — 28
g9,(k%) = Y B n <1+exp (Fsz?m , (2.1.3)

avec le niveau de Fermi et la masse totale donnés par

h2
Er = %(3772711))2/3, m = (mimams)

1/3.

On définit maintenant les fonctions propres généralisées du systeéme de Schrodinger-Poisson pour décrire
la densité d’états stables. Les fonctions 1 _(k, z) sont définies pour k& > 0 par

By (ko) + VY (ko) = By (k) pour z € R,
¢ (k,z) = e* 4 R(k)e 2 pourz < a,
Y (k,z) = T(k)eV k*+Bz pour z > b,

avec une formulation similaire pour k£ < 0 (en échangeant z < a etz > b et remplacant k par une racine
carrée de EQ — B, cf. [BNPO06]). La densité électronique n est alors donnée par

e o dk 0 2 o dk
n(z) = ; 9y _(k2)o =+ [ g = B)Y_(kz)l- . (2.1.4)
La densité de courant s’exprime par
k?
g [ ek / Im (vwh (k, z) 0" (k, x)) dx%. 2.1.5)
m Jo b—a -
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2 Modele de transport quantique dans les semi-conducteurs

On effectue un adimensionnement du systeme en utilisant les variables

r—a E %
b—ae[’]’ EF7 EF

€Tr =

Le systéme non-linéaire de nouvelle inconnue VZG 1, se récrit

( —h2AP" (k,x) + V" (k,2) = K*" (k, )  + conditions transparentes en = = 0 ou 1,
Vi(z) = B(z) + V§(z) + Vi, (2),
B(x)=—-B [xl[m] (x) + 1[17+OO)($)] ,
N
Vo (2) = Volp () = Y Wi(52),
j=1

—AV{, =vyn  avec Vi (0)=VE (1) =0,

400 0
"(””:/o go(k*) 2 (k. )" g + / go(k)|" (k) 32

\ go(k*) = B~ n (1 + exp(B(1 = k%)) .

(2.1.6)
Les parametres du changement d’échelle sont

E 4L 4h?
k:i h:L ﬁ:i v¥=— et ap = mh*e

V2mER’ L\2mEp’ kT’ ap mims q
La densité de courant s’exprime par

e Uyt (k, 2)——— dk

Avec les valeurs physiques, la constante h est de I’ordre de 0.2 et n’est pas tres petite. Nous verrons que
le modele asymptotique est néanmoins pertinent.

2.2 Résultats théoriques

Le modele réduit est obtenu en prenant la limite h — 0 dans le systeéme adimensionné (2.1.6). Pour
établir les résultats de [NP04, BNPOS, BNP09], quelques hypotheses supplémentaires simplifient I’étude
mathématique sans pour autant remettre en cause les principaux phénomenes. Une étude asymptotique
raffinée serait toutefois intéressante pour relaxer ces hypotheses et mieux respecter le modele physique.
On suppose que I’injection ne se fait que d’un c6té et que la fonction gg est positive a support compact
inclus dans [A,, A*] C (0, Vy — B) (cf. [BNPO8] pour les hypothéses précises). On montre alors :

Théoreme 2.2.1. La famille (V]GL)hG(O,l) est uniformément bornée dans W ([0, 1]).
Apres extraction d’une sous-suite,

Vi, -V dans  C%*([0,1]), 0 < a < 1.

Pour exhiber un modele simplifié, nous devons préciser le comportement des limites possibles du
potentiel non linéaire Vﬁ 7, en limite semi-classique ~ — 0. Donnons quelques définitions.
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2.2 Résultats théoriques

Définition 2.2.2. )
- SiV =limy_g V]@ 1, on note V le potentiel limite a puits bouchés :

V(z) = B(x) + Volpy(z) + V().

— Pourtout j = 1,..., N, on note (—e?)lgkg{j«rw les valeurs propres négatives de I’opérateur
de Schrédinger H; = —d?/da? + W;(z) sur R, rangées par ordre croissant. L’ensemble des
énergies résonnantes est défini par

N
E= U &j avec &= {f)(c]) —ef 1<k < Kj} . (2.2.1)
j=1

— Pour tout £ € R, on pose
JP.={je{1,...,N} telque E €&}

Si j € JE, on dit que le puits c; est résonnant a I’énergie E.
— On pose
cgE = min ¢;j, cf = max ¢;j.
jeJE jeJE
On notera plus simplement ¢ quand cf =ck.

— Pour un potentiel ® € L>°([0, 1], R), on définit la distance d’Agmon

/y v max {®(t),0} dt|.

Pour une énergie résonnante £ € £, on pose

dag(z,y; @) =

On remarque que 5f > 0 si et seulement si tous les puits résonnants a 1’énergie E se situent sur
la moitié gauche de I’ile (plus proche de z = 0 que de z = 1) et §¥ > 0 si et seulement si tous les
puits résonnants a I’énergie F se situent sur la moitié droite de 1’1le (plus proche de z = 1 que de x = 0).

On montre que la densité électronique n admet une limite faible* dans I’ensemble M, ([0, 1]) des
mesures de Radon quand h — 0. On peut préciser la forme des limites possibles de n et donc des limites
possibles du potentiel non linéaire Vf\} - On note P!(c) I’ensemble des éléments finis P! associés aux
neeuds ¢ = {cp, c1,...,cn41} avec ¢g = 0, cy41 = 1. On définit I’ensemble

Py(c)4 = {V € P!(c), V > 0}.

Théoreme 2.2.3. L’ensemble A des limites possibles h — 0 du potentiel non linéaire VJG 1, solution de
(2.1.2) est un sous-ensemble de P{(c)+. Si V € A, il vérifie I'équation de Poisson

—AV =) > (17 (94(B) — g-(E)) +9-(B)) b,
E€Eg jeJE (222)
V(0) = V(1) =0,

avec la convention que (g4 —g—)(0) peut prendre toute valeur de [0, (g+—g—)(07)] et ot les coefficients
tf € [0, 1] vérifient
- siE<0,tf =0,
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2 Modele de transport quantique dans les semi-conducteurs

- siE >0,
6 >0=1tF=1,vjeJ~,
(2.2.3)
68 >0=1tF =0, VjeJ-.

On propose quelques discussions de cas générique ou critique dans [BNP06] et de calculs des coef-
ficients t]E dans [BNP09]. On se ramene a des potentiels affines par morceaux. Les résultats théoriques
montrent donc qu’asymptotiquement, quand h — 0, le systeme complet (2.1.6) se réduit a une collec-
tion de systemes non-linéaires simples. La description complete de cette collection de problemes se fait
par comparaison de distances d’Agmon. On peut voir que toute indétermination des coefficients £ est
compensée par une nouvelle équation (égalité de distance d’ Agmon), celle de (g4 — g—)(0) par I’égalité
E = 0. Sur le modele asymptotique, les inconnues se réduisent aux sauts des dérivées du potentiel
dV/dz.

Les quantités caractéristiques du modele sont : le parametre h, la position des puits c; qui sera calculée
comme position moyenne dans les puits ou se concentre la densité électronique, les niveaux d’énergie
des états résonnants —eﬁf' et la distance d’ Agmon.

2.3 Implémentation et validation du modéle asymptotique

On a besoin de connaitre les fonctions propres généralisées pour déterminer —e;? et ¢; et calculer la
densité de courant. On utilise une méthode de différences finies pour les calculer comme solution d’un
probléme avec conditions aux bords non homogenes. Pour k& > 0, le systeme s’écrit

2

g h2) VI () = R (k).
hot (k,0) + ikl (k,0) = 2ik,

h (k1) — iVk2 + Byt (k,1) = 0.

Ben Abdallah et Pinaud [BAP06, Pi03] ont proposé une méthode performante mais plus cofiteuse pour
calculer précisément les fonctions propres généralisées. On détecte les résonances en repérant les pics
de densités locales dans chaque puits grace a la formule de Breit-Wigner

M;(E) = /_ (Wi(x/E,x)F + |¢}_‘(—\/E+B,x)|2> da.

La proximité des résonances détectées avec les valeurs propres de Dirichlet, cf. Figure 2.2, confirme
que I’on peut considérer que 1’on est en régime asymptotique. On peut donc utiliser des conditions aux
limites de type Dirichlet pour calculer les fonctions propres généralisées. Supposons, pour simplifier

Resonances on the well 1,B =0 Resonances on the well 1, B =16.35

o Welght on the well — " " " Weight on the well —
8L Dirichlet level i ﬁ Dirichlet level
Resonances % 15l ‘\‘ Resonances "% |
7k 1 : |
I\
I
61 1t | ‘\
LSk _ I
5 Z 7\
§ 4L ‘ g 05t / \‘
3L
: ‘ . N
% %
|
i A ] sl
o5~ e ]
-1 3 3 6 8 10 12 RSP a— g 2

8 K
Energy Energy

FIGURE 2.2 — Détermination des énergies résonnantes.
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2.3 Implémentation et validation du modele asymptotique

la présentation, que K; = 1. Pour déterminer la position c; des puits et e;, on utilise la formule de
Feynman-Hellman. On calcule les énergies résonnantes Ej(Bmin) et E;(Bmax) dans le j¢ puits pour
deux valeurs de différence de potentiel B, et Brax et on détermine e; et ¢; par I’équation linéaire :

E](B) = VO — BCj —€5.

La densité de courant se calcule a I’aide de (2.1.7) pour les fonctions propres généralisées associées au
potentiel non linéaire donné par le modele asymptotique.

Comme on prend un potentiel affine par morceaux, le calcul des distances d’Agmon est completement
explicite (cf. [BNPO6, §7]).

Il reste a déterminer les coefficients ¢;. Pour cela, on utilise une méthode de pénalisation. On écrit

1
dag(0,c;;V—Ej)—dag(c;, 1;V—Ej) ) ’

t]‘ = Tj@j avece 9]' =
1+ exp (

)

I1 faut choisir le paramétre de pénalisation € € (0, h) et faire trés attention a son influence. Pour chaque
résonance, on distingue 3 cas :

(Cj)—€j>0, ’7']':1,
(Cj)*6j<0, TjIO,
(¢j) —ej =0, 7 €(0,1).

SRSHS
Il
L i i -

On procéde maintenant 2 une méthode de continuation pour les 3%V cas correspondant aux 3 valeurs
possibles de 7; et aux IV puits. On vérifie a posteriori les conditions 7; € [0,1], E; > 0, E; < 0.

Présentons deux exemples, GaAs et Si-SiO (cf. [LKF04]). Les caractéristiques du dispositif sont
données au Tableau 2.1. La Figure 2.3 permet de comparer notre modele réduit dans le cas du Ga-GaAs
avec un modele complet. La Figure 2.4 présente les simulations pour Si-SiO et montre un diagramme
présentant un phénomene d’hystérésis et des cas critiques.

X 10
51 1 0.08 1
at J 0.06 1
<« o 004 :
3 | 2
< 2 0.02 1
— 2 L GC')
LLl or
b | -0.02 1
0 ; : ‘ - -0.04 ; : ; : ‘
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
B (eV) B(eV)
(a) Diagramme I-V (b) Diagramme de bifurcation Eyes-V pour B = 0.05 eV

FIGURE 2.3 — Comparaison du modele réduit et d’un modele complet : modele réduit (o), méthode de
continuation en augmentant la DDP (+) et en la diminuant (X).
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2 Modele de transport quantique dans les semi-conducteurs

Ga Si
Densité (np) em=2 | 10%* | 5 x 10%
Niveau de Fermi (Er) eV | 0.054 | 0.716
Bonin eV 0 0
Bax eV 0.25 2.5
Hauteur des barrieres (1)) eV 0.3 3
Nombre de puits 1 2
Taille de la 1€ barriere nm 3 0.5
Taille de la 2° barriere nm 6 0.5
Taille de la 3° barriere nm 0.55
Taille du 1° puits nm 6 1.5
Taille du 2° puits nm 1
h 0.22 0.13
Parametre de pénalisation (&) 0.001 0.01
# de valeurs de tension (B) 100 100
# de valeurs du moment (k) 300 200
Nombre d’énergies résonnantes 1 2
Position du puits ¢y nm 6.3 1.2
Position du puits co nm 3
el eV 22 2.5
€9 eV 2.1

TABLE 2.1 — Caractéristiques des dispositifs.

12 ‘ ‘ ‘ ‘ 1
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2t E,
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0 L L ¥ -1.5 T T L L
0 0.5 1 15 2 2.5 0 0.5 1 15 2 2.5

B(eV) B (eV)

FIGURE 2.4 — Exemple d’hystérésis et de solutions critiques pour Si-SiO.

Nous avons réalisé des simulations numériques pour les composants GaAs et Si-SiO dans [BNP06,
BFNO09]. L’avantage de cette méthode est d’€tre trés rapide (de 1’ordre de la minute sur un ordinateur
portable). Elle permet de déterminer rapidement des diagrammes courant-tension et de bifurcation. Ce
modele simplifié permet de tester treés rapidement et de dégager des configurations de dispositifs réalistes
intéressantes pour lesquelles il y a interaction entre les états résonnants et qui présentent des diagrammes
de bifurcation complexes. Nous retrouvons des résultats trés proches de ceux obtenus par des méthodes
numériques beaucoup plus complexes basées sur le traitement complet du systeme de Schrodinger-
Poisson dans I’approche de Landauer-Biittiker (cf. [BAP06, Pi03]). Dans [BFN09], nous avons comparé
deux modeles pour le transport électronique :

— un modele 1D de Schrodinger-Poisson avec un traitement numérique complet des états résonnants,
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2.3 Implémentation et validation du modele asymptotique

— un modele réduit que nous avons déduit de 1’analyse asymptotique précise du probléme non-
linéaire.
Nous avons montré la concordance tant au niveau qualitatif que quantitatif des deux modeles sur les dia-
grammes de bifurcation. Ce travail renforce I’intérét des modeles asymptotiques réduits qui permettent
d’obtenir des résultats trés rapides pour une précision tout a fait raisonnable. Le calcul numérique com-
plet ainsi qu’un tracé sans oubli des diagrammes de bifurcation a permis également d’ajuster la géométrie
du potentiel pour faire apparaitre des phénomenes rares tels que I’interaction d’états résonnants.
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Chapitre 3

Analyse multi-échelle et numérique de
problemes elliptiques perturbés

Ce travail a été en partie réalisé dans le cadre du projet ANR jeunes chercheurs n® JCJC06-139561
MACADAM financé de 2006 a 2009. 11 propose une synthese des articles [BDTV07, BDTV09, BDHV 10,
BBDTV10, BDVV0S, BBDHTV11, BDHV11, BBDTV11] avec Delphine Brancherie, Marc Dambrine,
Frédéric Hérau, Sébastien Tordeux et Grégory Vial.

3.1 Introduction

Dans de nombreuses situations physiques, on est amené a considérer des objets dont la géométrie
présente naturellement plusieurs échelles. Typiquement, a la description macroscopique s’ajoute un ni-
veau de détail microscopique : c’est le cas de bulles de gaz au sein d’un matériau obtenu par fusion, de
granulats dans un bloc de béton ou d’aspérités a la surface d’une carrosserie. Les questions auxquelles on
souhaite répondre ont trait en particulier aux propriétés mécaniques de ces matériaux. La modélisation
mathématique de telles situations consiste le plus souvent en un systeéme d’équations aux dérivées par-
tielles posées dans un domaine (2D ou 3D) représentant la géométrie réelle. Si les aspects théoriques
ne sont généralement pas affectés par les inhomogénéités microscopiques, il n’en va pas de méme des
aspects numériques. En effet, la prise en compte des deux échelles dans un code de calcul (éléments
finis, par exemple), impose un raffinement du maillage au voisinage des micro-défauts. Les calculs qui
en résultent peuvent devenir trés cotiteux. Ainsi, seule la description macroscopique de 1’objet est le plus
souvent conservée dans les codes industriels. On omet alors I’influence des inhomogénéités locales sur
le comportement global. Notre objectif est de proposer une méthode numérique qui prenne en compte
les deux échelles géométriques, tout en conservant une efficacité raisonnable en temps de calcul.

Notre approche se base sur une analyse asymptotique fine de 1’équation gouvernant le phénomene en
fonction de la taille € des micro-défauts. La solution limite quand € tend vers O correspond a la solution
dans le domaine sans défaut, celle-ci peut étre calculée a moindre cofit sur un maillage grossier. Dans le
cadre de ce travail, la perturbation induite par les micro-défauts est essentiellement concentrée au voisi-
nage de ceux-ci. Précisément, dans un cas modele, on a montré que le premier terme correctif consiste
en un profil, c’est-a-dire une fonction définie dans un domaine infini adimensionné, intervenant en la
variable rapide z/e, i.e. a I’échelle de la perturbation. Cette structure suggere une méthode numérique
basée sur la superposition de la solution non perturbée et du profil. L’analyse et la mise en ceuvre de cette
méthode constituent un objectif majeur : les difficultés principales concernent le calcul effectif du profil
et I’analyse numérique des performances de 1’algorithme. Il s’ agit, pour déterminer le profil, de résoudre
une équation elliptique posée dans un domaine infini, a bord infini. Une fois le profil calculé, le profil
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3.2 Développement asymptotique pour I’équation de Laplace

est ajouté a la solution non perturbée dans un patch d’éléments au voisinage du micro-défaut. L’ utilisa-
tion pratique d’une telle méthode de superposition requiert une estimation précise des différentes erreurs
commises et du cofit de calcul. Notre travail a ét€ initié lors d’une collaboration avec des mécaniciens.
Il s’agit de prendre en compte I’influence des défauts surfaciques sur le comportement a rupture d’une
structure en béton. La méthode de superposition multi-€échelle présentée plus haut constitue la phase
préliminaire de détection de fissure, a laquelle s’adjoint un modele d’endommagement et de propaga-
tion développé précédemment par D. Brancherie dans [BI04, BDVV06, BDV V08, BI09].

Sur le plan de I’analyse mathématique, nos efforts ont porté principalement sur I’analyse asymptotique
du probléme perturbé. Il s’agit de justifier de maniere compléte les développements a la base de la
méthode numérique de superposition. Nous avons traité en partie le cas modele de 1’opérateur de La-
place avec différentes conditions au bord. Un des enjeux majeurs a été d’étudier le cas de plusieurs
micro-défauts proches les uns des autres, ce qui génére une nouvelle échelle correspondant a la distance
entre deux aspérités. La coexistence des trois échelles rend cette question plus délicate ; techniquement,
il s’agit de comprendre les interactions entre les différents profils en jeu. L’ autre enjeu a été de calculer
effectivement les profils. Pour cela, nous avons utilisé une méthode d’éléments finis avec troncature en
proposant plusieurs conditions aux limites sur le bord artificiel.

Les problemes faisant intervenir plusieurs échelles sont tres nombreux. Les ouvrages [MNPOOa,
MNPOOb] font référence dans ce domaine. On peut distinguer deux types de stratégies : développements
asymptotiques multi-échelle [DNBL90, CD96, NO93, CDN10] ou développements raccordés [JT06].
Citons le travail de [TVD06, DTV10] qui propose une comparaison de ces deux méthodes. La théorie
du potentiel [VV00, BHB06, ABCT08, AKL09, AKLZ10a, AKLZ10b, AGJ10, AKLP10, ABFFKL10]
permet de traiter le cas de perturbations locales. Le cas des petites inclusions de domaines ou des inho-
mogénéités a été largement étudié, notamment dans le cadre de I’électromagnétisme ou des problemes
inverses, cf.[HJ01, LS00, NS03, AKLZ10b, CV03, VV00, BV00, BHB06, ABCTO0S8] par exemple.

Nous commencgons par énoncer les résultats de [BDTV09] concernant les développements asymp-
totiques pour 1I’équation de Laplace dans un domaine avec de petites perturbations intérieures ou au
bord. Nous appliquons ensuite ces méthodes a I’équation de Navier dans le contexte de la mécanique
de la rupture en Section 3.3 (cf. [BBDTV10]). On présente ensuite, a la Section 3.4, I’utilisation de
ces développements asymptotiques pour calculer numériquement la solution de ces probleémes : il suffit
de calculer la solution du probleme non perturbé et des profils (solutions d’un probléme exérieur) pour
construire une approximation adéquate de la solution du probleme perturbé. Nous avons réalisé des si-
mulations numériques pour I’équation de Laplace et le probleme de I’élasticité linéaire (cf. [BDTVQ9,
BBDTV10]). Nous détaillons également I’approximation numérique des profils en proposant des condi-
tions artificielles. Nous verrons que ceci nous a conduits a étudier des problemes de type Ventcel
dégénérés (cf. [BDHV10]).

3.2 Développement asymptotique pour I’équation de Laplace

3.2.1 Cas d’une inclusion

Le cas d’une seule inclusion w a I'intérieur du domaine {2y ou sur le bord 9€)y est bien connu
maintenant (cf. [MNPOOa, 1192, DV05, DV07]). Commencons par rappeler certains résultats qui nous
seront utiles par la suite et expliquons formellement I’obtention du développement asymptotique. On
considére un domaine fixé )y de R? et contenant 0 ainsi qu’un autre domaine w centré en 1’origine 0.
Pour tout € suffisamment petit, on définit le domaine perturbé €., représenté a la Figure 3.1, par

Q. = Qo \ we avec W, = £w.
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3 Analyse multi-échelle et numérique de problemes elliptiques perturbés

FIGURE 3.1 — Une petite inclusion intérieure.

On s’intéresse au probleme suivant

—Au., = [ sur{l,
ue = 0 surdQy, (3.2.1)
Ontte = 0 surduwe,

en supposant, pour la présentation, que le support de f € L2(€Qq) ne contient pas 1’origine 0.
On note ug la solution de I’équation de Laplace-Dirichlet sur €2, ¢’est-a-dire du probléme non perturbé :

{Auo = [ surQ,

ug = 0 sur 0. (32.2)

On sait estimer I’écart 70 := u. — ug entre la solution du probléme non perturbé et celle du probléme
perturbé. On montre ainsi que ug est une approximation de u. au premier ordre. Expliquons formelle-
ment comment déterminer les termes suivants du développement asymptotique de u.. Pour déterminer
le second terme, on remarque que le reste 70 vérifie :

~Ar? = 0 sur €2,
0 =0 sur 9,
Onr? = —0Opuy surdw;,

ou n est le vecteur normal unité entrant de w. Pour calculer le terme suivant du développement, nous
devons relever la condition de Neumann sur dw.. Au premier ordre, on approche dnug sur Jw. par
son développement de Taylor en 0 et on reléve alors la condition 9,7 = —Vug(0) - n sur dw.. Les
techniques utilisées ici reposent sur la notion de profil, solution normalisée de 1’équation de Laplace en
domaine extérieur obtenu par blow-up de la perturbation. Rappelons maintenant un résultat classique
concernant I’existence et le comportement des profils (cf. [AGG97]) :

Proposition 3.2.1. Soit w un domaine régulier et borné de R? tel que 0 € w. On suppose que la donnée
g € HY2(dw) satisfait (g, D) y-1/241/2 = 0. Alors le probleme

~AV = 0 surR:\@,
OnV = g surodw, (3.2.3)
V. — 0 alinfini,
admet une unique solution faible Vy dans I’espace variationnel

|4
(1+ | X])log(2 + | XT)

{v ; VV € LA(RA\G) et € LQ(Rz\w)} :

De plus, cette solution admet la décomposition

Vo(X) =) Vor(X) + Oxe(| X[, (3.2.4)
k=1
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3.2 Développement asymptotique pour I’équation de Laplace

ou Vo 1. est une fonction harmonique homogéne d’ordre —k et Vy j, € Ooo(|X|7%), au sens on Vo €
L2(R2\w) et pour tout multi-indice i € N2, il existe une constante positive C; , telle que

| X [FH0V, (X)) < Cigy, VX € R\,

Le profil Vj défini par (3.2.3) avec g = —Vup(0) - n, mis a I’échelle rapide, est utilisé pour
décrire le comportement local de la solution du probleme perturbé. On peut établir la convergence
du développement asymptotique a I’aide de la décroissance du profil a I’infini. Ainsi, le début du
développement asymptotique de wu. s’écrit

ue(x) = uo(z) +eVo(2) +ri(z)  avec |ri|lmi(a,) = O(?). (32.5)

Le terme en £2 s’obtient en regardant le systéme vérifié par 7.

~Arl =0 sur ¢,
rd = —eVo(2) surdQo,
Onrt = sur Owe,

ot 42 provient du développement de Taylor en 0 de Oy, ug. Il faut maintenant relever deux termes : 1’un en
variable lente pour satisfaire la condition de Dirichlet sur 02y, I’autre en variable rapide pour satisfaire
la condition de Neumann sur I’inclusion. Le probleme modele décrivant le premier relevement s’écrit :

—Aw1 = 0 surQo,
w = @1 surBQg,

ou 1 se déduit du comportement de V4. En ce qui concerne le terme en variable rapide, on est dans le
cadre de la Proposition 3.2.1 avec une fonction g qui provient du développement de Taylor de u et de
la trace de w;. Nous obtenons ainsi, pas a pas, un développement asymptotique complet de u, :

Proposition 3.2.2. Pour tout N € N, la solution u. de (3.2.1) s’ écrit

ue () +Zs’+1V +Ze’+1 z) + O )(5N+1).

Dans ce développement,

— les profils V;, en variable rapide, compensent la trace sur 1’inclusion du ¢° terme du développement
de Taylor de uq et la trace de w; pour j < 1,

— les profils wj;, en variable lente, compensent la trace de V; pour j < 4 sur 0€2.

Remarque 3.2.3. Lorsque ’inclusion est localisée sur le bord et que celui-ci est courbe au voisinage
de la perturbation, I’analyse est plus délicate comme le montrent les résultats de [DV05, DVO7].

3.2.2 Cas de deux inclusions

Nous allons maintenant décrire les résultats de [BDTV09] concernant le cas de deux inclusions dont
I’une est intérieure et I’autre est soit intérieure, soit sur le bord du domaine. Ces deux géométries sont
représentées a la Figure 3.2. Nous expliquerons la démarche dans le premier cas et énoncerons tres
rapidement les résultats dans la seconde configuration.

On considere pour I’instant le cas de deux inclusions distinctes a I’intérieur du domaine 2. Soient w™
et wt deux domaines bornés de R? contenant chacun I’origine 0. Pour £ > 0, suffisamment petit, on
définit le domaine perturbé (2. de la maniere suivante

Q. = Qo\(w; U wj) avec wl = xf + ew®, (3.2.6)

£
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3 Analyse multi-échelle et numérique de problemes elliptiques perturbés

(a) Inclusions intérieures (b) Perturbation de bord

FIGURE 3.2 — Deux inclusions de taille ¢, a distance 27,.

ot 2 = 47.d, d étant un vecteur unité fixé et 7. un réel. Plus simplement, (2. consiste en le domaine
Qo auquel on a retiré deux inclusions dilatées a 1’échelle ¢ et distantes de 27, cf. Figure 3.2(a).
Notre but a été de construire un développement asymptotique complet de la solution u. du probleme
de Laplace dans €2,
—Au, = [ sur§,
us = 0 sur 0y, 3.2.7)
Ontte = 0 sur &.ug:.

Nous supposons a nouveau que le support de la fonction f ne contient pas I’origine 0.
Les résultats obtenus dans le cas d’une inclusion unique peuvent facilement s’étendre au cas de deux
inclusions (ou d’un nombre fini) dans les deux situations suivantes :
— Les inclusions sont a distance O(1). Cela correspond a choisir . = 7 indépendant de . Dans
ce cas, les centres des inclusions z* sont indépendantes de . Les profils VOi sont décroissants,
harmoniques sur R?\w= et satisfont les conditions au bord

Vi = —Vug(z®) -n  sur dw®.

Au premier ordre, les inclusions n’interagissent pas, leurs contributions dans 1’approximation de
ue sont simplement ajoutées :

uele) = wo(@) + = [ViH =) 4+ V(=) +rl(@) avee  [rdlinga. = O(2).
(3.2.8)
— Les inclusions sont a distance O(g). Cela correspond a choisir 7. = ce ol ¢ est une constante
strictement positive. Dans ce cas, les deux inclusions forment un unique motif a I’échelle . On
ramene alors le probléme 2 celui d’une seule inclusion w = wt U w™, auto-similaire par rapport
a l’origine 0. Le développement asymptotique de w,. s’écrit alors

us(x) = ug(x) +eWo (%) + ri(x) avec ||T;||H1(Q€) = 0(e?), (3.2.9)

ou W) est le profil associé au motif w.

On voit que les comportements sont tres différents pour ces deux situations : aucune interaction ou
interaction totale. On s’est intéressé (cf. [BDTVO09] pour les détails et démonstrations des résultats)
au cas intermédiaire, ou les inclusions sont modérément proches, comme 1’illustre la Figure 3.2(a) :
la distance entre les deux inclusions vaut e* avec o € (0,1). Le cas limite @« = 0 correspond a des
inclusions distantes de O(1) et le cas limite « = 1 correspond a des inclusions distantes de O(e) . Pour
construire le développement asymptotique, nous procédons comme pour le cas d’une seule inclusion.
On remarque que le reste 70 := u. — uq vérifie le systéme :

-Ar? = 0 sur ¢,
0 = 0 sur 09, (3.2.10)
Onr? = —0Onup surdwl Udw?.
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3.2 Développement asymptotique pour I’équation de Laplace

On introduit alors les deux profils VOjE définis par (3.2.3) pour chacune des inclusions w = w®. On écrit
alors u. sous la forme :

ue(w) = uo(e) + Vi (2222) + V5 (2=2) ] + ri(w).

Le second reste 7} vérifie

—Are = sur €,
ri(z) = —e {\/b (:r xZ ) + Vot (%)} pour x € 9%,

Barl(x) = n-Vug(0) —n - Vue(z) —n-VVy (222)  pours € du?, (3.2.11)
ri(z) = mn-Vup(0) —n- Vug(z) —n- VV; # pour z € dw; .

Pour déterminer 1’ordre de r, nous avons besoin d’informations supplémentaires sur le comportement
de sa trace sur les bords de §2.. Grice a la Proposition 3.2.1, on connait le comportement de Voi. Par
conséquent,
— quand x € 99, |z — zZ| a un développement en puissance de € et il existe des coefficients fik
tels que
ri(e) = Y @) + oY), Vo e . (3.2.12)
321,k>0,
j+ak<N
— quand z = +e%d + X € OwE, |v — 2F| = 2e%|d + !7*X| admet un développement en
puissance de ¢!~ et on déduit alors

Oari(z) = Y g (X)+ Y dUTIRT(X) + o), (3.2.13)
320,k20, 2<i<
0<j+ak<N

ou les fonctions gj.tk proviennent du développement de Taylor de ug et h;-F de la trace des pro-

fils V7. Ces fonctions vérifient les conditions de compatibilité suivantes qui vont permettre le
relévement :

/8 X gj.fk(X) dox =0 et /8 X hT(X)dox = 0. (3.2.14)

Remarquons que I’on fait un développement a ’ordre NV en (3.2.12) et (3.2.13) afin de construire un
développement de u. 2 un ordre suffisamment. A ce stade, nous devons alors relever chaque condition
de bord apparaissant dans (3.2.12) et (3.2.13). Les fonctions f; ;. introduites en (3.2.12) génerent des
correcteurs F; ; définis par

{ —-AF;, = 0 sur €,

Fix = —fir surdf. (3.2.15)

Ces correcteurs ne satisfont pas les conditions de Neumann sur le bord des inclusions (%) et engendrent
alors des erreurs sur ces bords. Les fonctions g]ik et h:F génerent des profils Gik et H; T qui ont le méme

comportement que les premiers correcteurs Voi. Ces proﬁls vérifient :

—AG;Ek = 0 sur R?\w¥, —AHS = 0 sur R?\w¥,
8ntk = - ;Ek sur w™, OHH;F = —h;-F sur Ow™®, (3.2.16)
G]j-:k — 0 a I’infini, H;F — 0 a I’infini.

On peut alors exprimer le terme suivant du développement asymptotique de u., puis itérer le procédé
afin d’établir le théoreme :
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3 Analyse multi-échelle et numérique de problemes elliptiques perturbés

Théoreme 3.2.4. La solution u. du probléme (3.2.7) admet un développement a tout ordre N de la
forme

uea) = uo(w) + & [Vi (255) + VgF (=25

&€ 3

bYD e (ppag (o) + € [Viag (B25) + Vg (B2)]) + 12 ),
(r,a)eKnN

avec Ky = {(p,q) €Z° |p>0, ¢>=3p+1, ¢>—p, p+ag < N} et |[rl | = 0(e

Les termes vy g, VL se construisent de facon inductive comme expliqué précédemment.

ptogq

Remarque 3.2.5. Si on ne prend en compte que les premiers profils Voi, on a le développement

ue(w) = uo(w) + ¢ | Vg (25) + V3 (22) ] + il (a),

3 3
avec HT';HHl(QE) = O(gmin(i+a3=20)y (37 17)

On peut interpréter ce développement (3.2.17) de la maniére suivante : la contribution principale des
deux inclusions est la simple superposition de leurs effets individuels. Le reste r} contient des infor-
mations sur l'influence a un ordre supérieur. Si [’on regarde la structure du reste, on peut distinguer
plusieurs situations :
— pour o < 2/3, les inclusions sont modérément éloignées I'une de I’autre. Le terme principal du
reste Té est en O (') et provient du développement de Taylor de ug a I'origine 0 ;
— pour 2/3 < a < 1, les inclusions sont plus proches. Le reste v} est en O(e372%) et rend princi-
palement compte de I'interaction entre les profils V,;” et VO+ ;
— pour o = 2/3, les deux contributions sont d’ordre équivalent.
En outre, on note que le reste de (3.2.17) est d’ordre ¢ lorsque o« — 0 ou a« — 1 car les profils
utilisés dans ce développement ne sont pas adaptés a la géométrie limite.

Pour terminer cette partie, mentionnons que les résultats que nous avons obtenus lorsqu’une per-
turbation se situe sur le bord du domaine comme illustré a la Figure 3.2(b). On suppose cette fois que
0 € Q. Définissons dans ce cas le domaine perturbé €2, :

0. = [\ (wz UB)] U (BNex™), (3.2.18)

ol B est une petite boule fixe centrée en 0 et w™ la perturbation du demi-plan en ce sens que O™ est
composé de trois parties : deux demi-droites horizontales reliées par une courbe rectifiable et Lipschit-
zienne (cf. Figure 3.3).

Tt

S1 Sa

FIGURE 3.3 — Perturbation du demi-plan.

Comme I’expliquent [DV07, TVD06, DTV 10], I'inclusion 2. C g n’est pas toujours satisfaite et nous
devons étendre le domaine de définition de ug a €2.. On peut établir le théoréme suivant :
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3.3 Extension a I’élasticité linéaire

Théoreme 3.2.6. La solution u. de

—Au. = f sur€y,
ue = 0 surdf\ dw_, (3.2.19)
Onu: = 0 surdw;,

admet un développement a tout ordre N

ue(w) = C(Io(2) + = [Vy (2225) + x(a) Vi (2)]

+ 3 (2N prar(®) + 2 [Vyrag (25) + X(2)Viiog (£)]) 02 @)
(P.9)EKN

avec K défini au Théoréme 3.2.4 et ||rév||H1(Q€) = 0(eM). La fonction 1y est construite a partir du
développement de Taylor de uy et la fonction de troncature x est a support au voisinage de l’inclusion.
La fonction de troncature x permet de définir le profil Vpiaq sur .. La fonction de troncature ( permet
d’assurer que les termes du développement asymptotique sont dans H' (Q.).

Remarque 3.2.7. Dans [BDTV09], nous avons énoncé les résultats pour des problemes posés en di-
mension 2 avec conditions homogenes de Neumann sur 8w5i (ou Dirichlet pour une perturbation de
bord) mais on peut généraliser a d’autres conditions. En particulier, ces résultats s’étendent facilement
aux problemes avec conditions de Neumann en dimension d > 2 et conditions de Dirichlet en dimension
d > 3. Le probleme de Dirichlet en dimension 2 est beaucoup plus délicat a cause du potentiel logarith-
mique croissant.

3.3 Extension a I’élasticité linéaire

Dans cette partie, nous mentionnons les résultats asymptotiques pour les équations de 1’élasticité
linéaire. Le schéma utilisé pour le Laplacien reste valable pour les équations de Navier. Nous utilisons
cette analyse dans le cadre de la mécanique numérique pour étudier le comportement a rupture de struc-
tures élastiques avec de petites inhomogénéités. Notre but est de dégager une stratégie numérique avec
une discrétisation grossiere du domaine non perturbé afin d’analyser la réponse d’un matériau de la
phase élastique a la rupture. Pour cela, on considere deux modeles macroscopiques décrivant chacun
une des phases du comportement :

— D’analyse asymptotique permet d’évaluer I’influence de la présence de micro-défauts sur la solu-

tion,

— un modele a discontinuité forte permet de prendre en compte, a I’échelle de la structure, des zones

de localisation de contraintes et d’apparition de la fissuration.
Je présente ici les résultats pour la premiere phase. La deuxieéme phase est étudiée dans [BDVVO06,
BDVV08, BBDTV10].

On détermine I’influence des perturbations géométriques en utilisant comme précédemment une
analyse asymptotique multi-échelle des équations de 1’élasticité linéaire. On suppose que les inclusions
sont localisées sur le bord du domaine.

On considére un domaine Qg de R? tel que le bord coincide avec ’axe des abscisses sur un petit
voisinage de I’origine 0. L’article [BDVV08] avait traité le cas d’une seule inclusion. Nous avons étudié
dans [BBDTV10] le cas de deux inclusions modérément proches. Nous considérons un domaine ).
auquel on a retiré deux inclusions de taille € pres de O :

Q. =9 \w! Uw? avec wg = xé +ew!, m; =e%d et x? =—e%d, a€(0,1).
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3 Analyse multi-échelle et numérique de problemes elliptiques perturbés

On suppose que 0 € w’ et que d est le vecteur tangent unitaire au bord en 0. On note HY, les domaines
non bornés obtenus par blow-up autour de chaque perturbation :

H/ =R xRy \w.
Le probléme qui nous intéresse s’écrit :

—pAu. — A+ p)Vdiva, = 0 sur (),
u. = u? surly, (3.3.1)
olus) n = g surly,

ouI'y et '), représentent les parties du bord ou I’on impose respectivement des conditions de Dirichlet et
Neumann. Le bord I',, inclut le bord de la perturbation et on suppose que g s’annule au voisinage de la
perturbation. Dans I’équation précédente, u. représente le déplacement et o le tenseur des contraintes :

oij(u) = MO1uy + doug)dij + p(du; + dyuy).

La solution de (3.3.1) s’écrit au premier ordre :

u.(z) = up(x) — 522: [a{v{ (”3_€I£> + v} (I_fé)} +0 <5min(1+a’3*2a)) , (3.3.2)

J=1

avec U la solution sur le domaine non perturbé, a; = o11(ug)(0) et aeg = 012(up)(0). Les profils y{
et v sont obtenus comme solution de 1’équation de Navier homogene sur le domaine non borné HZ,
avec conditions de Neumann sur le bord de la perturbation mise a I’échelle unité :

—pAV) — A+ )V divy] = 0  surHL,
o(vy)-n/ = Gy surOHL, (3.3.3)
v; — 0 a I’infini,

avec G = (n],0), GJ = (0,n]) et n] la premiere composante de la normale unitaire extérieure de
OHL.

3.4 Simulations numériques

3.4.1 Méthode de superposition

Le calcul direct de la solution u. du probleme (3.2.7) (ou de la méme maniere de (3.3.1)) re-
quiert un maillage tres fin si € est petit (voir les maillages des Figures 3.5 et 3.9(a) pour les calculs
de référence). Pour des valeurs de € tres petites, il est naturel d’utiliser le développement asymptotique.
Plus précisément, on approche u. par son développement au premier ordre

ui(x) = ug(x) + ¢ [VJ(%) + VOJF(#)} ) (3.4.1)
Pour calculer une approximation de wu,, il suffit donc de calculer ug et les profils VOi. Tandis que ug
est la solution d’un probléme sur un domaine borné (domaine indépendant de € et qui peut donc étre
maillé grossierement), chaque profil est solution d’un probléme posé en domaine extérieur infini. Le
calcul des profils dans une géométrie de référence (effectué une fois pour toute et pour chaque forme de
défauts) se fait par une méthode d’éléments finis sur un domaine tronqué sur le bord duquel on impose
des conditions aux limites artificielles. Nous reviendrons sur le calcul des profils a la section suivante.
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3.4 Simulations numériques

Dans le contexte de la mécanique de la fracture, on souhaite prédire le comportement de 1’endom-
magement a la rupture des structures en présence de défauts géométriques dans le matériau. L’ asymp-
totique (3.3.2) est utilisée pour calculer le champ de déplacement sans mailler finement au voisinage
des petites inclusions ou des inhomogénéités. La formule de superposition (3.3.2) n’est pas forcément
commode pour étre implémentée dans un code de calculs éléments finis existant. On peut alors préférer
une méthode d’enrichissement cinématique de I’approximation en espace grace a une partition de 1’unité
(cf. [CLPRS07, MB96)).

La discrétisation du champ de déplacement est alors de la forme :

2 2
u'(z) = ug(z) 622 > Ni(x) [ oy 7, (P ) + a7, (P2 ;y)] , (3.4.2)

ou J; désigne les indices des nceuds situés dans la zone enrichie relative a la perturbation j, (N%);
représentent les fonctions de forme standard associées au nceud ¢ et agg ;. €st le vecteur a deux compo-

santes des degrés de liberté relatifs a la fonction d’enrichissement \7@ ;> obtenu comme approximations

des profils vg. Pour assurer la stabilité du probleme a résoudre, on utilise une stratégie maitre-esclave
comme 1’explique I’article [BBDTV10] avec plus de détails.

3.4.2 Calcul des profils

Un profil est défini comme solution d’un probleme posé en domaine infini extérieur. Pour le calculer
numériquement, nous introduisons un bord artificiel (un cercle de rayon R) et calculons la solution
du probleme sur ce domaine tronqué en imposant une condition artificielle adaptée afin d’obtenir une
bonne approximation du profil. Les résultats numériques que je présente maintenant ont été réalisés avec
la librairie d’éléments finis MELINA [Ma07].

Equation de Laplace

On commence par s’intéresser au calcul des profils satisfaisant (3.2.3) pour I’équation de Laplace-
Dirichlet. Afin de calculer les profils Voi intervenant dans I’expression (3.4.1), on introduit le profil
vectoriel normalisé V =V, solution du probleme

~AV = 0 surR?\uw,
OnV = g suridw,
V — 0 alinfini,
avec g = —n. On retrouve les profils V;~ a partir V ,+ grice a la formule VOjE = Vug(0)-V,+, de sorte
que la relation (3.4.1) devienne
w1 (z) = ug(z) + eVau(0) - [Vw_ (B22) 4 Vo (22 )} : (3.4.3)

On peut calculer le profil Vi composante par composante comme solution d’un probléme aux
limites avec conditions aux limites adaptées sur le bord artificiel. Notons V' et g la premiere compo-
sante de V et g, respectivement (on proceéde de la méme maniere pour la deuxiéme composante). Pour
déterminer la condition au bord artificiel |z| = R, on cherche une combinaison linéaire entre V' et ses
dérivées normales et tangentielles de sorte que le développement asymptotique en puissance de R a I’in-
fini de cette combinaison commence en R~ P pour différentes valeurs de I’ordre p. Pour p = 0, 1, 2, on
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3 Analyse multi-échelle et numérique de problemes elliptiques perturbés

obtient les conditions de Dirichlet, Robin et Ventcel respectivement :

V=0, (3.4.4)

V 4 RO,V =0, (3.4.5)
2

v+ ?anv - %ATV = 0. (3.4.6)

Numériquement, on résout donc I’un des problémes

-AV = 0 sur B(0, R) \ w,
OV = g sur Jw, 3.4.7)
(3.4.4)ou (3.4.5)0u (3.4.6) sur9dB(0,R).

La Figure 3.4 donne la convergence pour ces trois conditions artificielles lorsque R tend vers I’infini

0
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FIGURE 3.4 — Convergence des problemes approchés (3.4.7) a nombre de degrés de liberté fixé.

dans le cas modele d’une couronne de rayon interne 1 et externe R en utilisant le méme maillage pour
chaque condition. On utilise un maillage a 64 éléments carré de degré Qg et une interpolation non-
isoparamétrique Q19. On compare la solution de (3.4.7) avec un calcul de référence et on observe les
pentes de coefficient 1, 2, 3 comme attendu. On remarque que la condition de Ventcel (3.4.6) n’est plus
satisfaisante lorsque R devient assez grand ; cela provient d’une approximation peu précise de la dérivée
tangentielle (ce qui peut étre amélioré en utilisant un maillage plus fin).

Equations de Navier

On s’intéresse maintenant au calcul des profils définis par (3.3.3) pour les équations de Navier.
Comme dans le cas de I’équation de Laplace, nous utilisons une condition aux limites approchée sur un
bord artificiel afin de calculer précisément les profils. La condition artificielle la plus simple est celle de
Dirichlet. En écrivant le comportement a 1’infini des profils en coordonnées polaires, on peut déterminer
une condition artificielle plus précise (cf. [BDHV11, BBDTV11])

1 e | 1 E1-v) [00

1—v u+ = 0 1

Aru=0, 348
0l R 2(1+ v)(1 - 2v) ] " (34.8)
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3.4 Simulations numériques

sur le demi-cercle de rayon R, avec A, = d?/d#?. Les paramétres physiques E et v sont tels que les
coefficients devant 1’opérateur de Laplace-Beltrami sont positifs car le module de Young F est positif et
le coefficient de Poisson v prend ses valeurs dans I'intervalle (—1, 0.5). Nous avons la relation suivante :

vE E

A= Q+(1-20) "“2a0+0)

Le probleme (3.4.8) est dégénéré et il faut commencer par prouver I’existence d’une solution. Dans
[BDHV10], nous avons étudié le cas modele plus simple de 1’équation de Laplace avec condition de
Ventcel :

{ —Au = 0 sur, (3.4.9)

Ontt + au+ BA;u = ¢ sur0f,

sous I’hypotheése non usuelle 3 > 0. Sous cette condition, la forme quadratique associée n’est plus
coercive et on ne peut plus appliquer la théorie variationnelle classique. On reformule le probléme aux
limites en une équation non locale sur le bord 0f2. Pour ce faire, on introduit 1’opérateur de Dirichlet
a Neumann A associé a I’opérateur de Laplace sur €2 : cet opérateur A est défini de HY 2(082) sur
H~Y/2(9Q) par A(v)) = 9,U ot U est la solution du probléme aux limites

—AU = 0 sur(),
U = vy surdfd.

L’emploi de I’opérateur de Dirichlet 8 Neumann permet de récrire (3.4.9) comme une équation de bord
BArw + Aw + aw =@ sur JfD. (3.4.10)

La théorie des opérateurs pseudodifférentiels permet de prouver I’existence et I’unicité de solution hor-
mis dans certains cas déterminés par des relations entre les coefficients. Le probleme reste bien posé
quand on perturbe légerement le domaine. On montre alors que le probleme (3.4.9) est bien posé lorsque
R est suffisamment grand.

Ces résultats constituent un premier pas pour 1’étude des conditions de Ventcel pour les équations de
I’élasticité linéaire (3.4.8) (cf. [BDHV11, NU95]).

3.4.3 Simulations numériques

Equation de Laplace

Présentons maintenant les simulations numériques pour le probleéme de Laplace (3.2.7). Pour compa-
rer la solution u, et son approximation a I’ordre 0 et 1, nous avons besoin de calculer assez précisément
ue. La Figure 3.5 donne des exemples de maillages utilisés pour le calcul de référence.

(a) a=0.9ete =0.01 (b) a=0.5ete =0.05

FIGURE 3.5 — Exemple de maillages pour calculer ..
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3 Analyse multi-échelle et numérique de problemes elliptiques perturbés

La Figure 3.6 représente les différences u. —ug et u.—u lorsque les perturbations sont deux ellipses.
La valeur ¢ = 0.0585 est assez grande pour des raisons de représentation des solutions, mais on voit
toutefois que I’approximation par 1’ordre 1, w1, est bien meilleure que celle par ug. L’erreur principale
dans u. — ug se concentre au voisinage des inclusions et elle est corrigée partiellement dans . — u1. A
la Figure 3.7, on représente les erreurs (en norme H'(€2.)) obtenues pour les deux approximations wuq et
w1 pour deux inclusions elliptiques et o = 0.2. Lorsque I’on calcule les taux de convergence locale a la
Figure 3.7, on retrouve I’ordre du reste u. —u1 en 1+« = 1.2 comme mentionné dans le développement
asymptotique (3.2.17).

-1.23807E-01 1 5138E-01 -1 91568E-02 55742E-02

| | | |
-2 B780E-01 1.1655E-02 28111E-01  -S.EB30E-02 1.8318E-02 9.3266E-02

(@) ue —uo (b) ue —u1

FIGURE 3.6 — u. — ug et uz — u1 pour € = 0.0585 et « = 0.5.
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FIGURE 3.7 — Norme d’énergie de u. — ug et u. — u; pour a = 0.2.

Equation de Navier

Présentons maintenant les résultats numériques pour les équations de Navier. On considere un do-
maine soumis a un chargement en traction (voir Figure 3.8). Le domaine est percé par deux perturba-
tions : la premiere, centrée au point O; = (105, 0) et de rayon 2 mm et la seconde de rayon 1.5 mm,
centrée au point Oz = (135, 0).

Afin de valider la stratégie d’enrichissement adoptée pour décrire I’'influence de petits défauts, nous
comparons les résultats obtenus pour calculer le déplacement et les champs de contraintes par les deux
approches : un calcul de référence obtenu par une discrétisation fine de la géométrie réelle (voir Fi-
gure 3.9(a)) par une méthode d’éléments finis standard et la méthode d’enrichissement sur un maillage
grossier (voir Figure 3.9(b)) sur le domaine non perturbé.
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3.4 Simulations numériques

200 mm

D

§> u
E D> Q. —
=)
Sl > B =38 x 10" MPa, v = 0.18

P —

0; 0y

FIGURE 3.8 — Géométrie, chargement et propriétés du matériau.
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(a) Discrétisation pour le calcul de référence (b) Maillage grossier pour calculer u

FIGURE 3.9 — Discrétisations.

25000601 7.5000E-01 2 5002E-01 7.5007E-01
[ —mE—— | ea——— | L EE—— e — |
0.0000E+00 5.0000E-01 1.0000E+00 0.0000E+00 5.0005E-01 1.0001 E+00

(a) Calcul de référence sur un maillage fin

S.5386E-04

[ _—SEEaaa—— . |
0.0000E+00 1.1077E-03 22154E-03

(c) Erreur relative

FIGURE 3.10 — Champ de déplacement u,, et carte d’erreur relative.
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3 Analyse multi-échelle et numérique de problemes elliptiques perturbés

La Figure 3.10 représente les résultats obtenus pour le champ de déplacement dans la direction de la
traction. Lerreur relative entre ces deux calculs est inférieure a 0.25%, ce qui prouve la pertinence de la
stratégie proposée.

3.5 Perspectives

On a établi un développement asymptotique complet pour I’équation de Laplace avec conditions
de Neumann (ou de Dirichlet en dimension > 3) lorsque la taille des deux inclusions tend plus vite
vers zéro que la distance entre elles, c’est-a-dire que les inclusions sont de taille € a distance € avec
a € (0,1). La situation o > 1, correspondant au cas ot les inclusions se rapprochent plus vite que leur
distance ne diminue, est plus compliquée car le domaine limite est le complémentaire de deux domaines
tangents avec un double cusp. Il s’agit mainteant d’étudier ce modele.

Dans le cas de conditions de Dirichlet en dimension 2, la solution fondamentale n’est plus décroissan-
te. Cette difficulté modifie la nature du développement car la trace des correcteurs sur le bord en variables
rapides n’est plus petite. On pourra commencer par s’intéresser au cas d’inclusions circulaires pour les-
quelles le profil est explicite.

Pour calculer les profils dans le cas de 1’élasticité linéaire, nous avons proposé des conditions arti-
ficielles de type Ventcel en (3.4.8). Nous souhaiterions étendre les résultats obtenus dans [BDHV11] a
ce probleme vectoriel. Pour cela, on va utiliser la décomposition en symboles de I’opérateur grace aux
travaux de Uhlmann-Nakamura [NU95].
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Chapitre 4

Partitions minimales et nodales

Dans ce chapitre, je décris mes travaux en collaboration avec Bernard Helffer, Thomas Hoffmann-
Ostenhof, Grégory Vial et plus récemment avec Corentin Léna qui vient de commencer sa thése sur
cette thématique. Les résultats sont détaillés dans les articles [BHV10, BHH09, BH11] et les articles de
survey [He10, Hel1]. De nombreuses simulations numériques sont disponibles a I’adresse

http ://w3.bretagne.ens-cachan.fr/math/simulations/MinimalPartitions/
L’objet de ce travail est de comprendre le lien entre les partitions nodales et minimales et ainsi de
déterminer ces dernicres.

4.1 Survol de quelques résultats connus

4.1.1 Partitions minimales

On considere 2 un ouvert borné, régulier (C'* par morceaux pour un certain o > 0) et connexe de
R2. On note pour tout ouvert D C €,

A(D) < A2(D) < ... <\ (D),
les valeurs propres du Laplacien —A sur D avec conditions de Dirichlet, répétées selon leur multiplicité.

Définition 4.1.1. On fixe un entier k > 1. Une k-partition est un ensemble d’ouverts connexes et
disjoints de ) tels que
Int (Ule) \8Q C Q.

On note Dy () I’ensemble des k-partitions. Pour toute k-partition D = (D;)¥_, € Dy (Q), on note
Ak (D) la plus grande premiére valeur propre du Laplacien-Dirichlet sur les sous-domaines D :

1<i<k
On s’intéresse alors au probleéme de minimisation de A, (D) parmi les k-partitions :
Ek(Q) = inf{Ak(D), D e Dk} 4.1.2)

Une k-partition D € Dy () vérifiant Ag(D) = L£4(€2) est appelée k-partition minimale de Q. II est
facile de montrer que tous les A; (D;) sont égaux lorsque D = (D;)1< <) est une k-partition minimale.
Définissons la régularité d’une partition.

Définition 4.1.2. Pour tout D = (D;)1<i<k, € D(2), on note
N(D) = U;(0D; N Q). (4.1.3)

On dit qu’une k-partition D est réguliere si elle vérifie les conditions suivantes :
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4.1 Survol de quelques résultats connus

1. 1l'y a un nombre fini de points x; € QNN (D) tels qu’au voisinage de x;, N (D) est la réunion d’au
moins deux courbes réguliéres se terminant en x;. En dehors de ces points, N (D) est localement
difféomorphe a une courbe réguliere.

2. QNN (D) est constitué d’un nombre fini de points z; au voisinage desquels N (D) est la réunion
d’au moins une courbe réguliere.

3. N(D) vérifie la propriété d’intersection a angles égaux.

Commencons par énoncer un résultat d’existence des partitions minimales démontré par Conti-
Terracini-Verzini [CTV05a] et Helffer-Hoffmann—Ostenhof-Terracini [HHTO09] (cf. également [CTV03,
CTVO05b, BBHIS, CLO7]).

Proposition 4.1.3. Pour tout entier k, il existe une k-partition minimale réguliére de ).

4.1.2 Partitions nodales

Définition 4.1.4. Pour toute fonction u € CJ(2), les ensembles nodaux de u sont les composantes
connexes de )\ N(u) on N (u) est ’ensemble des zéros de u :

N(u) = {z € Qlu(z) = 0}.
On note ji(u) le nombre d’ensembles nodaux de .

Définition 4.1.5. Soit u,, un vecteur propre du Laplacien-Dirichlet associée a la valeur propre X\, (f2).
Les ensembles nodaux de u,, forment une p(uy,)-partition de ) que I’on nomme partition nodale.

Les partitions nodales sont des partitions régulieres car N (uy,) est une courbe C'*° sauf en un nombre
fini de points critiques. En chaque point critique 2 € €2, N(u,) est localement la réunion de demi-
courbes se rejoignant en x a angles égaux. Si x est un point intérieur, alors il y a un nombre pair de
courbes se rejoignant en x.

4.1.3 Lien entre partitions minimales et nodales

Intéressons-nous maintenant au cardinal des ensembles nodaux d’une partition nodale. D’apres le
théoreme de Courant, tout vecteur propre réel u,, associé a \,,({2) a au plus n ensembles nodaux et on a
donc la majoration

p(un) < n.

Définition 4.1.6. On dit que le vecteur propre u,, associé a la valeur propre A, ({2) est Courant-sharp
lorsque uy, a exactement n ensembles nodaux : j1(uy,) = n.

A I’inverse, on peut chercher des k-partitions parmi les vecteurs propres.

Définition 4.1.7. Pour tout entier k > 1, on note Vi,(2) la plus petite valeur propre dont I’espace propre
associé contient un vecteur propre uy, ayant k ensembles nodaux. On pose Vi, (1) = +o0 s’il n’y a aucun
vecteur propre avec k ensembles nodaux.

Nous pouvons alors encadrer £5(Q2) (cf. [CTVO05a, HHT09]) :
Proposition 4.1.8. Pour tout entier k > 1,
Ak(2) < £,(€) < Vi(Q). (4.1.4)

Nous obtenons immédiatement des informations dans le cas k = 1 et k = 2 car tout vecteur propre
associé a \1(2) est de signe constant et que \2(£2) = Va(Q) :
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4 Partitions minimales et nodales

Corollaire 4.1.9. 1. £,(2) = A\ (Q).

2. Les partitions nodales des vecteurs propres associés a la seconde valeur propre \o(S2) de la
réalisation de Dirichlet du Laplacien sur §2 sont des 2-partitions minimales et on a

£2(2) = X2(2).

On peut alors se demander si cette situation est générale. Le théoreme de Pleijel [P156] nous donne
une réponse négative de maniere asymptotique car les vecteurs propres uy pour la réalisation de Diri-
chlet du Laplacien ne sont pas Courant-sharp lorsque k est assez grand. Plus précisément, il existe kg tel
que A\ (£2) < Vi (Q2) pour tout k > k.

On peut quand mé&me étudier le lien entre les partitions nodales pour uy, et les k-partitions minimales
pour 3 < k < kg. Ceci nous conduit a définir la notion de partition bipartite.

Définition 4.1.10. Soit D = (D;)1<i<k € Dy. On dit que D; et D; sont voisins si Int(D; U Dj) \ 052
est connexe. Pour chaque partition, on définit un graphe en associant a chaque D; un sommet et a
chaque paire D; ~ D; une aréte. Un graphe est bipartite si on peut le colorier avec deux couleurs
(deux sous-domaines voisins séparés par une aréte ayant deux couleurs différentes).

Par abus de langage, on dira qu’une partition est bipartite lorsque son graphe I’est. La régularité des
partitions nodales permet de montrer la proposition suivante.

Proposition 4.1.11. Toute partition nodale est bipartite.

Le théoreme suivant, démontré dans [HHTO09], donne une condition nécessaire pour qu’une partition
minimale soit nodale.

Proposition 4.1.12. Si le graphe d’une partition minimale est bipartite, alors c’est une partition nodale.

On peut alors naturellement se demander si la réciproque est vraie. Pour cela, citons un résultat de
[HHTO09] précisant le Théoréme 4.1.8.

Proposition 4.1.13. Soit k > 1. Si £4(02) = Vi(Q) ou £x(2) = A\, (Q), alors
Ae(Q2) = £1(Q) = Vie(Q).
Dans ce cas, il existe un vecteur propre Courant-sharp associé a \(2).

Par conséquent, lorsque 1’on cherche une k-partition minimale, on commence tout d’abord par re-
garder s’il existe un vecteur propre associé a Ai(£2) ayant k ensembles nodaux. Si un tel vecteur propre
existe, il fournit une k-partition minimale. Sinon, aucun vecteur propre du Laplacien-Dirichlet sur {2 ne
fournira une k-partition minimale.

Donnons trois exemples tres simples : le disque D1, le carré Sq et le triangle équilatéral T'r.

Pour chacun de ces domaines, on a : O /\
k=1
2]9(9) = Ak(Q)a Pourk =1,2,4, @ /]\
k=2
A3(Q) < £3(Q) < V3(9). 4R /@\
k=4 L/
Dans le cas du rectangle Rop =] — §, §[x] — %, 3[ avec 0 <a<bet ‘;—; irrationnel, on a alors

mn=k

. n2 m2
Vk(Ra,b) = 772 min <012 + b2> .

Helffer-Hoffmann—Ostenhof-Terracini [HHT09] ont montré que les vecteurs propres sur R, ; ne sont
jamais Courant-sharp hormis, éventuellement, lorsque
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4.2 3-partitions symétriques

3 a 5
1. =3, n=2e¢ct-< < =,
m " e5_172_8
3 2
2m=2n=2et><L <1,
57 b2
a? 3
3. m:l,n>1etb—2§n2_1.

3
Il s’agit maintenant de proposer une méthode pour déterminer les partitions minimales non bipartites.
Pour cela, on peut se ramener aux 2-partitions minimales que 1’on détermine facilement a I’aide des
partitions nodales :

Dans le cas des 3-partitions, on déduit que A\3(R, ) est Courant-sharp si et seulement si § < \ﬁ

Proposition 4.1.14. Soient k > 3 et D = (D;)1<i<k, une k-partition minimale de ). Alors pour tous
sous-domaines voisins D; ~ D;, £1,(S2) est la seconde valeur propre du Laplacien-Dirichlet sur D;; =
Int (D; U D;) et D; et Dj sont les 2 ensembles nodaux d’un vecteur propre associé. On a alors

L£1(Q) = Xa(Dyy).

Cette proposition conduit naturellement a 1’algorithme itératif proposé par Bozorgnia [Boz09] :

Algorithme.

Initialisation. Soit DY = (DY, DY, DY) une 3-partition de 2.

Itération. Pour n > 1, on définit la partition D" = (D}, DY, D}) telle que D} = Dy~ ' et (DY, D%)
est la partition nodale d’un vecteur propre associé a A2(2\ D7).

Si cet algorithme converge vers une partition D = (D1, Do, D3), alors A1 (D1) = A\ (D2) = A (D3).
Des mises en ceuvre de cet algorithme sont données a la Figure 4.1 et disponibles a I’adresse
http ://w3.bretagne.ens-cachan.fr/math/simulations/MinimalPartitions/form3.php

Initialisation Itération 2 Itération 3 Itération 4 Itération 5 Itération 10

FIGURE 4.1 — Algorithme itératif.

4.2 3-partitions symétriques

Cette partie est détaillée dans I’article [BHV10]. On se restreint dans cette section a des domaines §2
symétriques par rapport a un axe o et on cherche a déterminer les 3-partitions minimales. On essaie de
répondre aux deux questions suivantes :

1. Existe-t-il des 3-partitions minimales symétriques lorsque le domaine {2 est symétrique ?

2. Si oui, comment les déterminer ?
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4 Partitions minimales et nodales

4.2.1 Topologie des 3-partitions minimales symétriques

Commengons par étudier le probléme de minimisation de A (D) parmi les partitions symétriques,
c’est-a-dire les partitions qui vérifient

o(D;) = D; pouri=1,2,3 ou o(D1) = D, 0(D3) = Ds.

Si la 3-partition est bipartite, il existe un vecteur propre associé a £3(€2) qui est Courant-sharp et qui
forme une 3-partition minimale. Supposons donc que la 3-partition minimale ne soit pas bipartite. Alors
elle a nécessairement une des trois structures suivantes dont les topologies sont représentées a la Fi-
gure 4.2 :

(a). La 3-partition a un point critique sur I’axe de symétrie (cf. Figure 4.2(a)).
(b). La 3-partition a deux points critiques intérieurs sur I’axe de symétrie (cf. Figure 4.2(b)).

(c). La 3-partition a deux points critiques intérieurs sur I’axe de symétrie et deux points critiques sur

le bord de € et I’axe de symétrie (cf. Figure 4.2(c)).
(@ ©

FIGURE 4.2 — Topologie des 3-partitions minimales non bipartites.

(b)

On supppose que I’axe de symétrie de €2 est la droite {y = 0}. On note x; les points critiques intérieurs
et (a,b) la droite 2 N {y = 0}. Utilisons la Proposition 4.1.14. Supposons que D = (D1, Dy, D3)
est une 3-partition minimale de type (a), (b) ou (c). Alors (D1, D3) est une 2-partition minimale pour
Dq3 = Int (ﬁl U ﬁg) Par symétrie, on se ramene a étudier I’un des problemes mixtes suivants sur le
demi-domaine QT = QN {y > 0} :

~Ap = Ap surQF,
Onhp = 0 sur [z, b] ou [a, xo] U [x1, b] ou [zg, z1], (4.2.1)

p = 0 ailleurs.
Sur I’axe de symétrie, ceci correspond a une condition de type Dirichlet-Neumann dans le cas (a),
Neumann-Dirichlet-Neumann dans le cas (b) et Dirichlet-Neumann-Dirichlet dans le cas (c). On cherche
alors a déterminer les parametres zg et x; de facon a ce que les ensembles nodaux de ¢ fournissent
une 3-partition apres symétrisation et que 3 lignes nodales se terminent au point critique. Notons que

lorsqu’en fixant xg = a pour la configuration (b) ou 27 = b pour la configuration (c), on retrouve alors
la configuration (a).

4.2.2 Résultats numériques

Nous avons utilisé la librairie d’éléments finis MELINA [Ma07] et calculé les modes propres des
problemes mixtes (4.2.1) pour les paramétres (zg,x1) € {(a + id,a + j), 0 < i < j < N} avec
d = (b—a)/N et N = 30 ou 40 selon les géométries. Nous avons fait des simulations numériques
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4.2 3-partitions symétriques

completes pour les trois géométries suivantes : le carré, le disque et la réunion de 3 hexagones. Les
simulations sont disponibles a 1’adresse suivante :
http ://w3.bretagne.ens-cachan.fr/math/simulations/MinimalPartitions/form2.php

On remarque que les configurations de type (b) ou (c), avec a < zg < z1 < b, ne permettent pas de
produire de candidats pour les 3-partitions car les vecteurs propres n’ont que deux ensembles nodaux
apres symétrie. Nous obtenons des candidats en étudiant les configurations de type (a) (cf. Figures 4.3,
4.4, 4.5). Dans le cas du carré, on peut utiliser les deux symétries, par la médiatrice ou la diagonale,
pour exhiber des candidats de type (a), (b) ou (c). Nous obtenons alors deux candidats représentés a la
Figure 4.3 qui semble avoir la méme énergie A(Dy) ~ A(D;) et pour ces partitions, le point x( est le
centre de symétrie du carré. Dans le cas du triangle équilatéral, nous avons cherché des candidats de
type (a). Nous obtenons deux candidats représentés a la Figure 4.4 mais les énergies sont différentes et
le deuxieme candidat est a exclure. La Figure 4.5 propose des candidats pour d’autres géométries.

(a) A(Do) ~ 66.581124 (b) A(D:) ~ 66.581124

FIGURE 4.3 — Candidats symétriques pour le carré.

(a) A(Do) ~ 61.872353 (b) A(D:) ~ 93.155616

FIGURE 4.4 — Candidats symétriques pour le triangle.

(a) Disque (b) Géométrie non convexe (c) Secteur d’angle 0 = 0.5

FIGURE 4.5 — Candidats symétriques.



4 Partitions minimales et nodales

4.3 Opérateur de Aharonov-Bohm

Cette section reprend quelques résultats de [BHHO9] et se base sur [BR99, HHHO99]. En reprenant
la Figure 4.3, on souhaite justifier 1’égalité d’énergie A3(Dy) = As(D;) et montrer qu’il existe une
famille continue de partitions (D;)p<¢<1 avec la méme énergie.

4.3.1 Définitions

~ On suppose que € est un ouvert de R? tel que 0 € €2. On considére X = (x9,%0) € €2 et on note
Qx = Q\ {X} le domaine pointé. On considere le potentiel magnétique de flux ® = %

1 Y—1Yp T— T
AX(x,y)—(Af((w,y),Aé((x,y))—2(— = 0>~

Le Hamiltonien de Aharonov-Bohm avec pole en X est défini comme I’extension de Friedrichs a partir
de C§°(§2x) de I’opérateur

—Apx = (Do = AT)? + (Dy — A7),

On omettra I’exposant X lorsqu’on choisit X = (0,0). L’opérateur de Aharonov-Bohm —A 4 x
commute avec I’opérateur anti-linéaire K = T ot on a noté I la conjugaison complexe (Tu = 7).
On peut ainsi trouver une base de vecteurs propres K -réelles, c’est-a-dire qu’ils vérifient Ku = u.

4.3.2 Isospectralité

On s’intéresse d’abord a des domaines qui ont les mémes symétries que le rectangle. On suppose
que
c12=0Q et 090 =1,

ol o et oy sont les symétries
oz, y) = (—z,y),  oaz,y) = (z,—y). 4.3.1)
On peut alors définir les opérateurs anti-linéaires associés :
Yi:=4I'Y; et X5:=T%y avec Xju(z,y)=u(oj(z,y)).
On décompose I’espace des fonctions K -réelles selon les fonctions symétriques et antisymétriques :
Lic() = Lic s, & Loy,

avec L2 (Q) = {u € L2(Q), Ku = u} et

L%QE]_ ={uel, Yiu = u}, L%{,azj ={uecl%, Yiu = —u}.

- s s 7 2
On note —A A,(a)z; la restriction de I’opérateur de Aharonov-Bohm —Aa a l’espace L k()% On
montre alors le résultat d’isospectralité suivant :

Théoreme 4.3.1. Les opérateurs —Ap 5, —AAox,, —AAx, et —Aa o5, sont isospectraux a I’ opéra-
teur —Aa. De plus \ est une valeur propre de I’'un des quatre premiers opérateurs de multiplicité k(\)
si et seulement si \ est une valeur propre de multiplicité 2k(\) de —An .
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4.3 Opérateur de Aharonov-Bohm

Quh Dirichlet
Dirichlet Neumann
----j’ ..... Qleh ¢ Qrih
]
Qe 1< Neumann
:
(a) Domaines Q“", QF, Qleh Qrir (b) Domaines QT+ QFFh,

FIGURE 4.6 — Problemes de type Dirichlet-Neuamnn sur les demi-domaines.

Pour plus de lisibilité, on consideére plus simplement 2 = R, ;. On peut montrer que les fonctions
régulieres de L%}EZ sont nulles sur [—§,0] x {0}. Cette remarque permet de relier certains vecteurs
propres de —Aa avec les vecteurs propres de problemes Dirichlet-Neumann sur les demi-domaines de
type (4.2.1). On définit (cf. Figure 4.6(a))

QO =an{y>0}, Ar=an{y<o}, Q"=an{z<0}, Q"=0n{z>0}. 432
On a alors la proposition

Théoreme 4.3.2. Si u est un vecteur propre de —Aa, K-réel et invariant par 335, alors la restriction a

QU de =5y (avec 8 € (—m,m)) est un vecteur propre réel du Laplacien sur Quh avec une condition
de type Dirichlet-Neumann sur 9Q"" : Dirichlet partout sauf sur (0,%] x {0} oit I’on impose une
condition de Neumann. En particulier, si \ est une valeur propre de — /A p, alors c’est une valeur propre
du Laplacien sur Q" avec cette condition de Dirichlet-Neumann.

De méme, si u est un vecteur propre de —Aa, K-réel et invariant par X5, alors la restriction a Qrih
.0 . ; ..
de e™"2 u (avec 0 € (—37“, %)) est un vecteur propre réel du Laplacien sur Qi avec une condition
de type Dirichlet-Neumann sur 0" : Dirichlet partout sauf sur {0} x (—g, 0] oit I’on impose une
condition de Neumann. En particulier, si \ est une valeur propre de — A, alors c¢’est une valeur propre

du Laplacien sur Q""" avec cette condition de Dirichlet-Neumann.

Revenons maintenant au cas du carré. On note rx la rotation d’angle 5. On définit I’opérateur de
rotation Rg u(-) = u(rg -) qui commute avec —Aa. Comme précédemment, on définit les domaines
représentés a la Figure 4.6(b) :

Q" =an{z+y<0}, QFh=—qn{z+y>0},
ot~ —on{z-y>0, Q' =0n{z-y<0}.
On a alors le résultat d’isospectralité suivant

Théoreme 4.3.3. Les problémes du Laplacien Dirichlet-Neumann sur les quatre demi-domaines Q"
QFF sont isospectraux a ceux introduits a la Proposition 4.3.2.

On montre ainsi que les problémes suivants ont les méme valeurs propres :

— L’opérateur d’ Aharonov-Bohm sur Q) avec condition de Dirichlet,

— Le Laplacien avec condition de Dirichlet-Neumann sur Quh_Qleh oy Qi Qrih

— Le Laplacien avec condition de Dirichlet-Neumann sur Q1142 Q=—dh oy Qt—dh —+dh,

L’introduction de I’opérateur de Aharonov-Bohm a permis de montrer que les partitions Dy et D;
de la Figure 4.3 (avec un point critique au centre de symétrie du carré) satisfont

A3(Dg) = A3(Dy).
On notera A%(Sq) cette valeur.
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4 Partitions minimales et nodales

4.3.3 L’approche par revétement

Cette approche a été utilisée dans [Bé89, Bé92, BE93, BB80] et plus récemment dans [JLNPO6,
LPP06, HHT09, HH10a, HHT10a, HHT10b] pour montrer des résultats d’isospectralité. Elle a en outre
permis de montrer (cf. [HHT10b]) que la 3-partition représentée a la Figure 4.7 est minimale pour la
sphere.

FIGURE 4.7 — 3-partition minimale pour la sphere.

Dans cette partie, nous regardons le comportement du spectre de I’opérateur de Aharonov-Bohm en

fonction de la position du point singulier avec plusieurs objectifs :

— Construire une famille continue de 3-partitions (D;)o<¢<1 telle que A3(D;) = Az(Dy) et ainsi
exhiber des 3-partitions non symétriques.

— Mettre en évidence les déformations des ensembles nodaux et les transitions entre les différentes
structures nodales lorsque I’on bouge le point singulier X. Ceci permet d’illustrer les résultats de
[HHHOY99] et de [NTO09].

Plus de détails sont mentionnés dans I’article [BH11] et des simulations numériques sont disponibles a
I’adresse :
http ://w3.bretagne.ens-cachan.fr/math/simulations/MinimalPartitions/CoveringSquare.php

Au lieu de calculer les modes propres de 1’opérateur —A , x sur Qx, nous préférons utiliser 1’ap-
proche du revétement. Soit QR le revétement 2 deux feuillets de €2x. Notons DY - QR QR I"ap-
plication passant d’un feulllet a l’autre, c’est-a-dire que w et DR( ) ont la méme projection sur Qx
pour tout w € Q§ On peut alors identifier les vecteurs propres de —A 5 x aux vecteurs propres réels
antisymétriques du Laplacien-Dirichlet sur Q§

Notation 4.3.4. On note
— M:(Q2) la k° valeur propre du Laplacien-Dirichlet sur 2,
- /\;?B (Qx) la k© valeur propre du Hamiltonien de Aharonov-Bohm avec pole en X,
- )\k(§2§) la k* valeur propre du Laplacien-Dirichlet sur Q§

En utilisant la décomposition de LQ(Q§) entre fonctions symétriques et antisymétriques, on voit
facilement que le spectre de I’opérateur de Laplace-Dirichlet sur le revétement Q§ correspond
— soit aux vecteurs propres de € relevés sur Q§ par symétrie. Il s’agit alors du spectre de 1’opérateur
de Laplace-Dirichlet sur le carré.
— soit des vecteurs propres D?—antisymétriques. Il s’agit du spectre du Hamiltonien de Aharonov-
Bohm avec pdle en X.

4.3.4 Simulations numériques

Construction d’un maillage de Q”;

Nous avons utilisé la méthode des éléments finis pour calculer les modes propres de 1’opérateur
de Laplace-Dirichlet sur le revétement a deux feuillets Q§ Nous avons utilisé la librairie d’éléments
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4.3 Opérateur de Aharonov-Bohm

finis MELINA [Ma07]. L’originalité de ce travail a été de construire des maillages du revétement Q§
Pour cela, nous avons utilisé le mailleur TRIANGLE [Sh05]. Expliquons la démarche. Considérons un
domaine €2, un pole X € Q et un point O du bord 9€2. On construit un maillage de €2 tel que :

— le segment joignant les points O et X ne traverse aucun élement du maillage,

— le segment [0, X] est ’union d’un nombre pair d’arétes du maillage,

— le pdle X est un sommet du maillage.
Ce maillage constitue le premier feuillet du maillage de 97)% On répete ce maillage pour le deuxieme
feuillet en échangeant les sommets du segment [O, X | de facon a passer d’un feuillet & I’autre. Enfin, on
supprime le pdle X du deuxieme feuillet en I’identifiant a celui du premier feuillet.

Simulations numériques sur le carré

Présentons les résultats pour le carré 2 = [0, 1] x [0, 1]. Le théoréme de Courant et le principe du
Max-Min pour le Hamiltonien de Aharonov-Bohm avec pdle en X permettent de montrer la proposition
suivante :

Théoréme 4.3.5. Soit X € [0, 3] x [0, 3], alors
M) =M(QF), MBY = u0F),  MBY =, (0%). (4.3.3)
Pour tout k = 2,4, 5, il existe un entier {y, tel que

)\?BX < M) = Ay (Q?) avec Uy > 4 (de multiplicité au moins 2), (4.3.4)
MBY < MN(Q) = M (QF)  avecty > 7,
5

X
() = A (QR)  avec ts > 8.
Commencons par choisir X = (%, %) le centre du carré. La Figure 4.8 donne les lignes nodales des 8
premiers vecteurs propres et les valeurs propres associées. En regardant les valeurs propres et les lignes
nodales, il est facile de distinguer le spectre symétrique et antisymétrique.

AM(QF) = M\ (Q) = 19.7392 A5(Q%) = A3(Q) = 49.3480 /
Na(OR) = MB(Qy) = 335138 |/ 1 26(0F) = AP (0x) = 66.5812 .
/ L
A3(Q%) = M (Qx) = 33.5180 / A (QF) = MP(Qx) = 66.5812
A (QF) = Xa(Q) = 49.3480 \ As(QF) = M\i(Q) = 78.9568

FIGURE 4.8 — Modes propres de —Aa X pour X = (%, ).

D=

_ (11
La 3° valeur propre de —Ax avec X = (3, 5) est double. On remarque que les vecteurs propres
ué‘lB , ufB associés sont des 3-partitions non symétriques et on peut construire une famille continue de

3-partitions ayant la méme énergie a I’aide d’une combinaison linéaire de ug“B et ufB , cf. Figure 4.9.

Regardons maintenant le comportement du spectre de —A 5 x en fonction de X qui se déplace sur un
des axes de symétrie. La Figure 4.10(a) représente les valeurs propres lorsque X = (z,z),0 < z < %
et la Figure 4.10(b) celle lorsque X = (z, %) avec ) <z < % On illustre ainsi le résultat annoncé par
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4.3 Opérateur de Aharonov-Bohm

Noris et Terracini :

Jim MB(Qx) = M\e(Q). (4.3.5)

On remarque par ailleurs que les valeurs propres de Aharonov-Bohm sont doubles lorsque X est le
centre du carré. En regardant les Figures 4.10(a) et 4.10(b), on observe en C; et A; des croisements
éventuels des valeurs propres de I’opérateur de Aharonov-Bohm —A , ¢; ou —A , 4;. Pour savoir s’il
s’agit de croisements évités ou non, il suffit de regarder les lignes nodales des vecteurs propres. Celles-ci
sont représentées aux Figures 4.11(a) et 4.11(b) au voisinage des points C et A1. Les résultats sont simi-

z =0.28 x=0.29 r =0.42 r=0.43
| -
/\

B () / MB(9x)
AP () /f M () >W/

@ X = (z,2) ®) X = (z,3)

1

FIGURE 4.11 — Lignes nodales associées 2 A\i\B (Q).

laires au voisinage des autres points. Le changement de symétrie des lignes nodales montre qu’il s’agit
d’un vrai croisement et donc qu’il existe des points C; et A tels que les valeurs propres A\{\? (Qc;) et
A6 (€247 sont doubles.

Regardons maintenant le comportement du spectre et des lignes nodales des vecteurs propres as-

sociés lorsque X € P = {(155, 185): 1 < 4,4 < 50}. Les simulations numériques laissent supposer que
I’on peut préciser la relation (4.3.4) car on observe les égalités :

A (QF) = A2 (Q), As(Q25) = A2 (Q), A6(QF) = MBX(Q).

. La Figure 4.12 illustre a nouveau le résultat (4.3.5) de [NT09] car les valeurs propres sur le revétement
Q§ convergent vers les valeurs propres du carré lorsque le point X se rapproche du bord 0€2. On observe
par ailleurs que

YRY : YR YR\ : YRY . A%
max A2(Qx) = min A3(2x),  maxAs(Qx) = min Ar(2x) = A3(Sq).

De plus, les extrema sont atteints lorsque X = (%, %) est le centre du carré.

Les Figures 4.13, 4.14(a) et 4.14(b) représentent les lignes nodales des vecteurs propres associés
a /\k(Qﬁ) avec k = 6,7,8. Le point singulier X est repéré par un point rouge. Les valeurs propres
(connues pour le carré) et la symétrie des vecteurs propres en passant d’un feuillet a I’autre permettent
déterminer si la valeur propre )\k(§2§) est un élement du spectre symétrique (spectre de 1’opérateur de
Laplace-Dirichlet sur le carré) ou du spectre antisymétrique (spectre du Hamiltonien de Aharonov-Bohm
sur le domaine pointé Qx). La Figure 4.13 suggere donc que tout vecteur propre associé a )\3ABX (Q)
n’a que deux ensembles nodaux sauf lorsque X est le centre du carré. En regardant les Figures 4.14(a)
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4 Partitions minimales et nodales

©) X — X(QR) () X — A (QF) ) X — Xs(QF)

FIGURE 4.12 — Valeurs propres sur le revétement Q§ lorsque X € P.

AANAN|
=

{ |

FIGURE 4.13 — Lignes nodales des vecteurs propres associés a A\g(22%) = MBX(Q).

et 4.14(b), on parvient a isoler les figures correspondant aux lignes nodales de vecteurs propres associés
a )\f‘BX (€2). On remarque alors parmi ces candidats que la 3-partition optimale pour le critere (4.1.2)
est atteint lorsque le point singulier X est au centre du carré.

Lorsque I’on regarde les modes propres suivants, on peut illustrer les déformations de lignes nodales
mentionnées dans [HHHO99] comme le montre la Figure 4.15 donnant les lignes nodales de vecteurs
propres associés a AABX (Qx).
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4.4 Mécanisme de déformation pour les 3-partitions

-
\_
(-

.
B
-

s

\//\
.
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FIGURE 4.14 — Lignes nodales des vecteurs propres associés a A4(Q) ou A3BX(Q).

Sl oI

FIGURE 4.15 — Lignes nodales des vecteurs propres associés a MABX(Q), X = (;&,1), i =
1,7,30,42,43,44, 45, 50.

4.4 Meécanisme de déformation pour les 3-partitions

En déformant différentes géométries telles que le rectangle, I’ellipse ou le secteur angulaire ', on
souhaite proposer un mécanisme de déformation et de transition entre les 3-partitions minimales bipar-
tites et celles qui ne le sont plus.

Proposons un mécanisme dans le cas du rectangle R, (cf. [BHH09]). On sait que lorsque 7 < %, il

existe un vecteur propre Courant-sharp associé A\3(Ry ) et ce n’est plus le cas pour \/g < ¢ < 1. Ainsi

L£3(Ryp) = A3(Rap) = 72 (& + ) siet seulementsi ¢ < \/g.

) ) a?

Lorsque § = %, la 3° valeur propre est double et les vecteurs propres sont de la forme

gpaﬂ(w,y):acos%cosi%y—i—ﬁsin%xcosy avec o’ + 3240, e= %

Aucun de ces vecteurs n’a de point critique intérieur. En étudiant les points critiques de ¢, g, on montre
que deux lignes nodales se rejoignent en ce point critique si et seulement si a«£23 = 0. La Figure 4.16(a)
représente ce vecteur propre.

1. Lellipse et le secteur angulaire sont deux géométries modeles qu’a commencé a étudier Corentin Léna [Lé] dans le
cadre de sa these.
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4 Partitions minimales et nodales

Lorsque 3 < %, la partition nodale associée a A3(R, ;) nous donne une 3-partition minimale.

3
>4/ 3s

I’axe de symétrie et cherchons, comme dans le cas du carré, le meilleur candidat. La Figure 4.16 propose
un mécanisme de transition entre partitions bipartites et non bipartites.

Lorsque nous utilisons les problemes mixtes (4.2.1) avec condition de Dirichlet-Neumann sur

Salls]

(aAt=0 b)yt=2 (c) t=3.45 dt=7 e)t=11 ) t=15 (g)t=20

FIGURE 4.16 — Simulations pour les rectangles R, j avec § = (1 — %)\/% + .

Nous pouvons procéder de méme pour I’ellipse et les résultats sont représentés a la Figure 4.17.

g OO

(a) Partitions bipartites (b) Partitions non bipartites

FIGURE 4.17 — Ellipses.

Dans le cas du secteur angulaire, ¥g = {(r,0),0 < r < let0 < 6 < O}, les vecteurs propres
sont explicites (cf. [Lé]). On peut montrer qu’il existe deux angles ©f < ©f tels que les partitions
nodales associées a A3(Xg) sont bipartites lorsque © € (0, ©f] U [O%, 27]. La Figure 4.18 représente les
partitions nodales de vecteurs propres associés a A3(Xg). On constate alors que O < T et ©5 > %.
C. Léna [Lé] a donné des estimations précises de ces parametres critiques a I’aide des fonctions de
Bessel. En © = Of, la 3° valeur propre est double. Comme dans le cas du rectangle, on peut construire
une nouvelle 3-partition, représentée a la Figure 4.19(a), avec un point critique sur I’arc de cercle. Pour
un angle légeérement supérieur a O, nous ne pouvons plus utiliser les vecteurs propres pour proposer
un candidat a étre partition minimale. Nous pouvons chercher une 3-partition minimale symétrique en
calculant les vecteurs propres de 1’opérateur de Laplace-Dirichlet sur 97)% avec X sur I’axe de symétrie.
Cela revient a étudier le probleme mixte (4.2.1) avec une condition de type Dirichlet-Neumann. De ces
simulations numériques, nous déduisons le candidat symétrique de la Figure 4.19(b). Une alternative est
de déplacer le pole X sur la perpendiculaire partant du point critique du bord (cf. Figure 4.19(a)). Nous
obtenons alors, a la Figure 4.19(c), un nouveau candidat non symétrique dont I’énergie est plus basse.
Il semble alors qu’on ait exhibé un domaine symétrique dont aucune 3-partition minimale ne soit pas
symétrique.

Ces différentes géométries laissent penser qu’une dilatation avec un fort coefficient dans une direc-
tion rende le probleme bipartite. Dans cet esprit, mentionnons 1’article [FKO8] qui montre ce résultat
pour des tubes courbés a section constante suffisamment petite.
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4.5 k-partitions pour k£ > 5

@0=r b) © = ©©= @ 6= © 0= " 6=
®©6=2 ho=1I e=1 Go=25 ®©=r

FIGURE 4.18 — Lignes nodales pour un vecteur propre associé a A\3(Xg).

==L

(a) 3-partition minimale (b) A3(Do) = 302.663 (c) A3(D1) = 300.895

sur le secteur Xge pour le secteur g avec O < © = 0.5 < ©F

FIGURE 4.19 — Simulations numériques sur les secteurs angulaires.

4.5 k-partitions pour k > 5

4.5.1 5-partitions

Les simulations numériques pour 1’opérateur de Laplace-Dirichlet sur Q§ avec X le centre du carré
ont permis d’obtenir une 5-partition nodale. En regardant les travaux de [CBHO5], on utilise des argu-
ments de symétrie et on étudie des problemes mixtes du type (4.2.1) sur le huitieme de carré, on obtient
alors, a la Figure 4.20, de nouvelles 5-partitions dont I’'une a une énergie plus basse. La Figure 4.5(a)
propose le méme style d’analyse pour le disque.

A (QF) = 111.910 ADN = 104.294 APV = 131.666

FIGURE 4.20 — Candidats pour la 5-partition du carré.

64



4 Partitions minimales et nodales

104.367 110.832

FIGURE 4.21 — Candidats pour la 5-partition du disque.

4.5.2 Asymptotique lorsque kK — +o0
Dans [BHV10], nous avons testé numériquement la conjecture suivante.

Conjecture 4.5.1.
lim (@)
k——+o0

= A1 (Hexaq),
ou Hexay est I’hexagone régulier dont I’aire est normalisée.

Mentionnons les travaux [BBO10, CBHOS] pour des simulations numériques avec d’autres criteres.

4.6 Perspectives

4.6.1 Partitions minimales pour d’autres critéres

De fagon plus générale, on définit pour (D;)1<i<i € £4(€2) et p € [1, +00[

Lk 1/p
App(Q) = <k ;Al(Di)p> .
On peut alors étudier le probleme de minimisation
Lrp(Q) = inf{Ay (D), D € Dy}. (4.6.1)

Le résultat d’existence de la Proposition 4.1.3 reste valable pour ce probleme (cf. [BBH9S, CLO7,
CTVO05a])).
On peut montrer que

L11(Q) < £4(Q).

Il est alors intéressant de chercher les cas d’égalité et de voir si cette situation est générique ou non.
Le cas des 2-partitions est déja tres difficile a traiter. D’une part, on sait que £2(2) = A2(€2). En re-
vanche, on ne peut se ramener a 1’étude de partitions nodales pour calculer £, 1(€2). Dans [HH10b],
Helffer et Hoffmann-Ostenhof ont montré que s’il existait un vecteur propre @2 associé a A2(€2) tel
que [[p2lr2(p,) # lle2llLz(p,), out (D1, D2) est la partition nodale de o, alors £21(2) < £2(0). Ce
critere est satisfait dans le cas du triangle équilatéral et laisse suggérer que £ 1(2) < £2(2) de fagon
générique. Dans le cas du carré et du disque, nous ne connaissons pas la réponse.

Mentionnons les articles [CBHO5, CLLL0O4] qui proposent des algorithmes pour déterminer des k-
partitions et on remarque que celles proposées dans [CBHOS5] pour certaines k-partitions du carré res-
semblent aux candidats que nous avons obtenus pour £4(Sq) lorsque k = 2,3, 5.
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4.6 Perspectives

4.6.2 Caractérisation de £4(2) a I’aide du Hamiltonien de Aharonov-Bohm

Lorsque 1’on ajoute des pdles au Hamiltonien de Aharonov-Bohm, on pense pouvoir déterminer
£1:(Q) et une k-partition minimale, comme le suggére la conjecture suivante.

Conjecture 4.6.1. Soit Q un domaine ouvert simplement connexe de R?, alors

. : AB ¢
£() = inf le?.f,xz L (2xy,,x,)-

Dans cette relation, on désigne par LkAB(Q Xi,...Xx,) la plus petite valeur propre du Hamiltonien de
Aharonov-Bohm avec ¢ pdles en X7, ..., X, (cf. [HHHO99]), pour laquelle il existe un vecteur propre
associé avec k ensembles nodaux.

D’un point de vue pratique, nous devons donc adapter les méthodes numériques pour traiter les
opérateurs de Aharonov-Bohm avec plusieurs poles. Dans le cas des 3-partitions minimales du carré, il
faudra également chercher des candidats parmi les partitions nodales de 1’opérateur de Aharonov-Bohm
avec deux podles. Une premicre étape sera d’adapter le code permettant de mailler un revétement du do-
maine a deux feuillets avec un seul pdle a un revétement avec deux podles (puis ¢ poles pour étudier les
k-partitions). Il s’agira ensuite d’explorer numériquement les configurations possibles. Notons que cet
algorithme ne pourra éventuellement étre mis en ceuvre que pour des petites valeurs de k.

4.6.3 3-partition minimale du carré et du disque

Pour des géométries tres simples, telles que le carré et le disque, nous souhaiterions démontrer que
les candidats que nous avons exhibés numériquement sont effectivement des 3-partitions minimales.

Conjecture 4.6.2. Les 3-partitions représentées aux Figures 4.3, 4.9 et 4.5(a), c’est-a-dire les parti-
tions nodales associées a )\3ABX (), lorsque le pole X est placé au centre de gravité du domaine sont
minimales pour le carré et le disque.
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Résumé :

Mes travaux de recherche concernent 'analyse asymptotique, I'approximation numérique et la
théorie spectrale de problémes elliptiques et ont pris quatre directions essentielles : 'analyse de la
supraconductivité dans les domaines a coins, le transport quantique dans des diodes a effet tunnel
résonant, I'analyse de perturbations géométriques sur la solution de problemes elliptiques et le lien
entre partitions minimales et nodales.

Jallie les résultats théoriques et les simulations numériques pour préciser le comportement des
solutions : la théorie permettant de proposer des méthodes numériques plus performantes et de
prévoir certaines difficultés numériques, les simulations illustrant parfois des comportements plus
fins que ceux démontrés jusque-la ou suggérant de nouvelles conjectures.

Mots-clés :

Analyse numérique, équations aux dérivées partielles, opérateurs de Schrédinger, Schrédinger-
Poisson, Laplace, Navier, fonctionnelle de Ginzburg-Landau, développement asymptotique, théorie
spectrale, simulations numériques, éléments finis, estimations d’erreur, conditions artificielles de
Ventcel.
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