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Ce document présente une synthése de mes travaux de recherche issus et postérieurs a ma
these; le théme central est la statistique spatiale, plus précisément la modélisation et I'étude
statistique de processus spatiaux ou spatio-temporels.

Lors de ma these ([Har0]), j’ai abordé plusieurs sujets : estimation par minimum de contraste
fort, avec application aux champs de Markov ([Harl]), estimation pour une régression dont le
résidu est a longue mémoire, et régression sur le log-périodogramme pour une série stationnaire.

Au sortir de ma theése j’ai travaillé avec Fabienne Comte sur l’estimation & temps discret
des processus fractionnaires, & longue mémoire ou non, par la méthode de régression sur log-
périodogramme. Ce gros travail n’a pas donné lieu a publications et est synthétisé dans une
note aux CRAS ([Har3]). Paralleélement, je continuais une collaboration avec des collegues du
SAMOS sur les statistiques par minimum de contrastes ([Har2]).

Je me suis tournée ensuite vers le domaine de la statistique spatiale, et plus particulierement
vers 1’étude des champs de Markov. C’est toujours dans ce domaine que mes recherches sont
orientées ; les contextes sont variés mais appartiennent fondamentalement au domaine de la
statistique spatiale sur grille.

En collaboration avec Xavier Guyon, je me suis d’abord intéressée a I’étude d’un modeéle
spatio temporel général, consistant en une chaine de Markov (temporelle) de champs de Markov
(spatiaux) ([Har5]). Plus tard, avec Jian-Feng Yao nous avons développé une généralisation des
auto-modeles de J. Besag, qui sont un type particulier de champ markovien ([Har7-9]) ; cette ex-
tension nous a permis de proposer une modélisation non hiérarchique pour des données spatiales
de nature mixte, composées par exemple d’'une masse en zéro accompagnée de valeurs réelles
([Har10]) ; des applications ont été réalisées en collaboration avec des chercheurs de ’équipe
VISTA de I'IRISA sur la modélisation des mesures de mouvement dans des séquences vidéo
([Har6]). La modélisation spatio-temporelle de telles données était alors la suite naturelle de ce
travail ([Har13]).

Parallélement, un collégue économiste nous a proposé de travailler sur la modélisation de
I’adoption des standards technologiques. Plus précisément, des agents placés sur un réseau choi-
sissent certains standards technologiques au détriment d’autres suivant une régle contextuelle ;
les situations sont diverses, il peut s’agir de choix répétitifs réalisés de maniére séquentielle
ou synchrone, ou au contraire d’une situation de choix unique et définitif; les régles de choix
elles-mémes offrent beaucoup de possibilités. Nous avons fait plusieurs études dans ce contexte
([Har4-8-11]).

En statistique spatiale, le calcul de la constante de normalisation d’une probabilité discréte
est en général un probléme insoluble ; par exemple, pour un modéle d’Ising sur une “petite” grille
10 x 10, la constante de normalisation se calcule par sommation sur 2'% termes. De nombreux
travaux portent sur le contournement de cette difficulté, en ayant recours a la simulation, ou,
pour un but d’estimation, en remplacant la vraisemblance par la pseudo-vraisemblance condi-
tionnelle. Nous nous sommes intéressés avec Xavier Guyon au calcul exact de la constante pour
un processus de Gibbs via un algorithme récursif sur les lois conditionnelles ; nous avons rejoint
des résultats obtenus par N. Friel et H. Rue qui permettent le calcul dans le cas o I'une des
dimensions du lattice reste petite ([Har12]). Le probléme reste encore ouvert pour des grands
lattices.

Je présenterai dans un premier chapitre les résultats obtenus sur les modéles spatiaux et



spatio-temporels, et les approches menées pour la modélisation des données de nature mixte.
Puis je développerai dans le chapitre 2 les travaux sur ’adoption de standards technologiques.
J’aborderai ensuite le probléme du calcul de la constante de normalisation. Enfin, je terminerai
par un bref rappel dans le chapitre 4 des travaux plus anciens, ne s’inscrivant pas dans le
domaine de la statistique spatiale, sur I'estimation par minimum de contraste et la régression
sur log-périodogramme .



Notations et glossaire

S =1{1,2,...,n} est un ensemble de sites fini.

Si A est un sous ensemble de S, on note x4 = (z;,7 € A) la configuration de X sur A et
at = (zj,7 € S\ A) celle a 'extérieur de A.

On note z* = 213,

Pour un ensemble A, on note |A| son cardinal.

Considérons un graphe de voisinage G sur S.

(1,7) signifie que les sites 7 et j sont voisins pour G.

Le voisinage de Aest 0A={j€S:7¢ AtgqIiec A: (i,j)}.
On note 0i = 0{i}.

Une clique est soit un singleton, soit un ensemble de sites qui sont voisins deux & deux pour
le graphe de voisinage.

Un ensemble de codage C' est un sous-ensemble de S tel que si ¢ et j sont deux points de
C avec i # j, alors i et j ne sont pas voisins. Une conséquence importante est que les variables
conditionnelles {X; | zg;, ¢ € C'} sont indépendantes.



Chapitre 1

Modéles spatiaux

1.1 Introduction

Les champs de Gibbs-Markov fournissent un moyen commode de modéliser des données
spatiales; ils sont utilisés dans de nombreux domaines comme ’analyse d’images, I’économétrie
spatiale, les sciences de ’environnement ou I’épidémiologie. Considérons un ensemble fini de sites
S sur lequel est défini un graphe de voisinage symétrique G. Un champ X = (X, i € S) vérifie
la propriété de Markov relativement & ce graphe de voisinage si pour tout A C 5, la loi de X4
conditionnelle & la configuration en tous les autres sites ne dépend que de la configuration xg4
sur le voisinage A de A: P(X4 | 24) = P(X4 | £94). Il en découle quun champ de Markov va
étre défini via ses lois conditionnelles, c’est-a-dire ses caractéristiques locales, plutdt que par des
caractéristiques globales. Le probléme se pose alors de spécifier des lois conditionnelles qui se
recollent effectivement en une loi jointe. Si on suppose que pour tout A C S et toute configuration
x, P(X4 | 24) > 0, alors le théoréme de Hammersley-Clifford ([10]) permet d’écrire le champ
de Markov comme un champ de Gibbs pour lequel les potentiels sont définis sur les cliques
du graphe de voisinage. Les auto-modeles de Besag ([10]) constituent une classe de champs
markoviens particuliérement utilisés en statistique spatiale.

Dans tout ce qui suit, 'espace d’état E est général, il peut étre qualitatif ou quantitatif,
discret ou non, voire mixte. On supposera qu'’il est mesurable, (F, ) étant muni d’une mesure
de référence m et on notera I'espace des configurations (Q = E¥,£%9) et v := m®9 la mesure
de référence sur Q. Notons qu’en général Q = E°, mais la plupart des résultats se généralisent
a un produit général Q = [] E;.

€S
Champ de Gibbs.

Si X est un champ de Gibbs ([25]) sur un ensemble de sites S fini, sa distribution jointe
s’écrit de la facon suivante :

m(x) = Z YexpU(x).

U est I’énergie qui s’écrit comme une somme de potentiels définis sur une famille C de parties
WdeS:U(x)=> wee Pw(x).

Pour rendre ces potentiels identifiables, on se fixe un état de référence 7 dans €2, et on doit
avoir pour toute partie W non vide, @y (x) =0 si pour un i € W, z; = 7.



On dit que I'énergie est admissible lorsque Z = )~ expU(z) < oo (ou Z = [ expU(z)v(dx) <
z€)
o0) : Z est la constante de normalisation.

Les lois conditionnelles d’un champ de Gibbs sont les wa(z4 | 24) = Za(zd) Lexp Ua(x)

avec Ug(z) = > Oy (z)et Za(z) = 3 expUa(za,24) (ou fQA expU(za, 28 v(dz ).
WeC:-WnNA#D zAEQA

Champ de Gibbs-Markov

Supposons que S est muni d’'un graphe de voisinage G. X est un champ de Markov sur S
relativement au graphe G si pour toute partie A C S, on a la propriété de Markov w4 (x4 | 24) =
ma(ra|xoa).

On relie les deux définitions de Gibbs et Markov en prenant pour la famille C les cliques
associées au graphe G. Le théoréme de Hammersley-Clifford (Cf [10] pour une démonstration)
établit I’équivalence d’'un champ de Markov & un champ de Gibbs sous la condition de positivité
qui stipule que 74 (x4 | 24) > 0 pour toute partie A de S et configuration x de Q.

Auto-modéles de Besag

Ces modeles particuliers dérivent de deux hypotheéses; la premiére porte sur les cliques qui
sont au plus d’ordre 2 ; en conséquence, I’énergie s’écrit comme une somme de potentiels portant
sur les singletons et de potentiels portant sur les paires. La seconde hypothése caractérise les lois
conditionnelles qui doivent appartenir & une famille exponentielle. Nous reviendrons en détail
sur ces modéles ultérieurement en 1.3.

1.2 Dynamiques temporelles de champs de Markov ([Har5])

Le modele que nous avons étudié dans [Har5] est un modele paramétrique semi-causal appelé
CMCM : Chaine de Markov de Champ de Markov, défini sur un espace d’états général F et un
ensemble fini de sites S = {1,2,...,n}. Le modele est défini comme suit : X = (X(¢), t € N¥)
est une chaine de Markov sur Q = ES et X(t) = (X;(t), i € S) est, conditionnellement au
passé X (t — 1), un champ de Markov sur E°. Nous étudions la structure et les propriétés de ce
modele, ergodicité, identification, estimation et validation. Pour simplifier, nous considérons des
dynamiques basées sur des chaines de Markov d’ordre 1 homogénes dans le temps, mais aucune
stationnarité dans I’espace n’est supposée. Les résultats peuvent s’étendre a des chaines d’ordre
supérieur et, hormis I'ergodicité, & des modeéles inhomogeénes dans le temps.

On écrit la transition de probabilité via une énergie conditionnelle c’est-a-dire
P(z,y) = Z Y z)expU(y | ) avec Z(x)= / expU(y | z)v° (dy) < oo (1.1)
Q

(Z(x) = qexpU(y | ) < oo si E est discret).

Posons X (t— 1) = z et notons 0 un état de référence dans E° (on prend 0 = 09 si £ =N, R
ou R} ). Suivant la formule d’inversion de Moebius ([10], [36], [23]), il existe une famille minimale
C (choisie indépendante de x) de sous ensembles non vides de S, et des potentiels conditionnels
@7, (. | «) pour chaque W € C tels que Iénergie s’écrive comme une somme de potentiels sur la
famille C, U(y | ) = > yec ®3y(y | ) , avec la condition d’identifiabilité &3, (y | ) = 0 si pour



un i € W, y; = 0. De plus, pour chaque W de C, il existe une famille Cyy de parties non vides
de S telle que le potentiel ®7;, se décompose en

iy lz) =dw)+ > Pwrwlz,y) .
WreCw

Ceci signifie que I'énergie U est liée a deux familles de potentiels : les potentiels d’interaction
instantanée {®y, W € C} et les potentiels d’interaction dans le temps { @y w, W € C, W' €
Cw }. Cette représentation semi-causale est associée a un double graphe de voisinage G = {G,G_}
ol G et G_ sont définis par,

Gridg. & ((t—1,7), (t,4))g < IW € C, W' € Cw t.q. Dy £0, i € W, j € W

On remarque ici que le graphe G_ est orienté. Le voisinage d’un site ¢ a deux composantes
qui sont ses voisins instantanés (au temps t) 9i = {j € S\ {3}, (i,)g}, et ses voisins du passé
(autemps t —1) 9i- ={j €S, (j,i)g_}.

Finalement on écrit

P(zy)=Z ") exp{ Y @wly)+ D Pwoml(z,y)} (1.2)

wec Wyec—,WaeC
avec C~ = W%CCW’ Oy, w, =0 si Wi € Cyy, et les conditions d’identifiabilité @y (y) = 0 (resp.
Dy, w, (z,y) = 0) si pour un ¢ € W (resp. i € Wa), y; = 0.

Dans un premier temps, nous étudions les propriétés de ces modeles : loi invariante, dis-
tributions marginales; puis nous établissons que la dynamique CMCM est équivalente a une
représentation non causale d’un champ de Markov espace xtemps.

Réversibilité et loi invariante de la chaine CMCM

Supposons que les potentiels ®yy, w, s’annulent aussi si pour un 7 € Wy, z; = 0. On dira
qu’une transition P est synchrone si elle résulte d’une relaxation synchrone et indépendante de
tous les sites : P(x,y) = [[,cqPs(, ys)-

Proposition 1 ([Har5] Proposition 1)
(1) la chaine est réversible dans le temps st et seulement si pour tous Wi, Wa, x,y = O, w,(x,y) =
Cyw, wy (Y, ). Dans ce cas, P admet une unique probabilité invariante donnée par :

) = 70 ) = (0202 exp Y B ()
’ w

(ii) cette mesure invariante m n’est pas en général un champ de Markov. Si la transition
P est synchrone et réversible, alors ™ est markovienne.

Représentation non-causale

Si la représentation semi-causale définie précédemment fait intervenir les deux systémes de
voisinage instantané et passé, la représentation non causale fait appel aux voisins du futur (au
temps ¢t + 1). Notons X(t+ 1) =z et pouri € S, it ={j €S, (i,5)g_}.



Proposition 2 ([Har5] Proposition 2) La représentation semi-causale (1.2) avec le systéme de
voisinage {0i, 0i~,1 € S} est équivalente & la représentation non causale espacextemps suivante
avec le systéme de voisinage {0i,0i,0i%,i € S} :

Py |z,2)=Z "z, 2)exp{ > {Pwiwa(@,0) + Pwywn(y:2)} + > Pw(y)} . (1.3)
W1,Wao w

Nous étudions ensuite quatre exemples importants en modélisation de données réelles : £ = R
et les dynamiques auto-normales, £ = R et les dynamiques auto-exponentielles, £ = N et
les dynamiques auto-poissonniennes, et F qualitatif fini et les dynamiques auto-discrétes. Par
exemple, on définit une dynamique auto-exponentielle par I’hypothése de distribution suivante :
pour chaque i, conditionnellement & (X*(¢) =y, X (¢ — 1) = z), X;(t) suit une loi exponentielle
de parameétre \;(y',x) (en fait \;(ys;, zg;-)). Dans chaque cas de distribution, les résultats
d’Arnold, Castillo et Sarabia ([6], Cf aussi [4], [3] et [5]) sur le recollement des lois conditionnelles
nous donnent la forme de I’écriture de 1’énergie conditionnelle U(y | z).

A titre d’exemple, dans le cas de la dynamique auto-exponentielle, nous avons

Uy | ) Za, Yi Z Aw (2)yw, (1.4)

i€S Wi W] <2

avec yw = [ Liew vi» U(. | x) étant admissible si a;(x) > 0 pour tout = et Aw (z) > 0.
L’énergie d’une dynamique auto-normale s’écrit

Uy |2) =Y {ci@yi+ 8@t + Y. yw@)yy, (1.5)

i€S W W|<2

ol yi/‘{/‘/ = [Liew yii, l; = 1,2, et les fonctions «, 3, v étant telles que toutes les variances

conditionnelles soient positives et U(. | ) admissible.

Enfin, la dynamique auto-logistique pour 1’espace d’état E = {0, 1} est caractérisée par

Uy |z)=> ail@)yi+ Y Bijviv; - (1.6)

1€S (3,5)

Puisque les potentiels conditionnels sont finis, cette énergie est admissible sans conditions. Condi-
tionnellement & X (¢t — 1) = x, X;(¢) suit une loi de Bernouilli de paramétre

, exp 0;(y', x)
7 17 == - 5@ — 1 E 17
iy’ o) 1+ exp 6;(yt, x) avee di(y', ) = ol +JeazB”yJ .7



Ergodicité et Loi des Grands Nombres

Pour chacune de ces quatre dynamiques, on donne des conditions assurant ’ergodicité de la
chaine ; certains de ces résultats s’obtiennent en utilisant un critére de Lyapounov ; rappelons
brievement les résultats de stabilité de Duflo [20], 6.2.2. Pour n > 0, soit F,, = ¢ (X(s), s <n)
la o—algebre engendrée par les X (s), s < n. Le critére est le suivant : on suppose que la chaine
de Markov considérée définie sur un sous ensemble fermé de R est fortement Fellérienne, et qu’il
existe une fonction de Lyapounov V telle que, pour n > 0, et pour des constantes 0 < o < 1 et
B < 00, on ait

E[V(Xy) | Fa-1] <aV(Xp-1)+ 5.

On suppose de plus qu’il existe au plus une mesure invariante. Alors, la chaine est positive
récurrente.

De plus, la loi des grands nombres suivante s’applique : si on note u la mesure invariante,

n
pour toute fonction ¢ p—integrable, on a n+t1 S (X)) Y3 u(e). La difficulté est souvent de
k=0

savoir si ¢ est pu—intégrable; on utilise alors le Tésultat suivant qui permet de contourner le
probléme : la méme loi des grands nombres s’applique pour toute fonction ¢ qui est continue
presque strement (par rapport & u) et telle que |p| < aV + b pour des constantes a et b.

Suivant ce critére, on obtient par exemple pour la dynamique auto-exponentielle (1.4) la
condition d’ergodicité suivante :

El1 (i) VYieS, VW, z— ai(z) et x — A\w(z) sont continues.
(ii) 3a € (0,00), t.q. Vo € (RT)S, Vi € S: ai(x) > a.

Proposition 3 ([Har5] Proposition 3) Sous Uhypothése E1, la dynamique auto-exponentielle
(1.4) est positive récurrente. De plus, la loi forte des grands nombres s’applique pour toute
fonction f intégrable, et particuliérement pour les fonctions x — f(x) vérifiant | f(z)] < aVy(x)+
B (pour des constantes finies o et ) avec Vp(x) = Y .,c g, pour v un entier positif quelconque.

Nous obtenons de fagon analogue des conditions assurant I’ergodicité de la chaine dans le cas
de la dynamique auto-poissonienne ([Har5] Proposition 5). La chaine auto-discréte sur un espace
d’état qualitatif fini est ergodique sans conditions, ses potentiels étant finis. Dans le cas gaussien
(1.5), on réécrit le modele sous une forme autorégressive d’ordre 1, X (t) = m+ AX (t —1) +&(t)
avec € gaussien, et la condition est classique, portant sur le rayon spectral p(A) de la matrice A
(Cf par exemple Duflo [20] Théoréme 2.3.18).

Proposition 4 ([Har5] Proposition 4) Si p(A) < 1, alors la matrice (I — A) est réguliére et la
chaine est ergodique de mesure stationnaire gaussienne L.

Statistique du modéle CMCM

Le travail sur ce modele spatio-temporel se poursuit par ’estimation des paramétres; nous
donnons les propriétés asymptotiques (consistance, normalité, test de sous hypothése) des esti-
mateurs de pseudo-vraisemblance conditionnelle ; le modéle auto-exponentiel (1.4) est développé
en particulier.



Supposons que la transition dépend d’un parameétre inconnu 6, 6 appartenant a I'intérieur
de ©, un compact de R%. Lorsque la dynamique est ergodique, on obtient de facon standard les
propriétés asymptotiques des estimateurs des méthodes classiques d’estimation, comme le maxi-
mum de vraisemblance. La difficulté inhérente a la procédure du maximum de vraisemblance
réside dans la complexité du calcul de la constante de normalisation Zy(x) dans la vraisemblance.
Une alternative usuelle en statistique spatiale est de considérer la pseudo-vraisemblance condi-
tionnelle proposée par Besag en 74 ([10]). En I’absence de dépendance forte, cette procédure
conduit a des estimateurs consistants, asymptotiquement normaux avec une vitesse analogue &
celle obtenue en utilisant la vraisemblance, avec une perte d’efficacité assez faible en situation
de dépendance spatiale modérée ([11], [23], [24]).

Nous obtenons ainsi les résultats asymptotiques de consistance et normalité asymptotique.

Supposons que la distribution conditionnelle de X;(t) sachant X'(t) = ¢’ et X(t — 1) =
est absolument continue par rapport a la mesure v sur F (v est la mesure de comptage si E est
discret ou la mesure de Lebesgue pour E C RP), de densité strictement positive f;(yi, 9, z;0)
(en fait f;(yi, yoi, Toi-; 0))-

On note #y la vraie valeur du paramétre, et Py la transition associée. Le processus est observé
aux temps £t = 0,--- ,7. On considére I'estimateur éT = arg I@réiél Ur(6) minimisant 'opposé du

log de la pseudo-vraisemblance conditionnelle

Ur(6) = % 3 ¥ In fulws(t).2'(2) 2(¢ — 1):0)
t=14eS
Conditions pour la consistance (C) :
C1 : Pour 6 = 0o, la chaine X est ergodique de mesure stationnaire unique fi.
C2: (i) Pour tout i€ S, z,y€ E, 0w fi(yi, v, z;0) est continue..
(i) Il existe une fonction mesurable, py ® Py-intégrable h sur E x E telle que pour tous
i€S,0e€0,z,yeck, Infi(y,y,z0)— Infi(y,y, x;00)] < hy,z).
C3 : Identifiabilité : si 0 # 0o alors Y ;g po({x t.q. fi(.,.,2;00) # fi(.,.,2;0) }) > 0.

Notons fl-(l)(ﬁ) et fl-(Q)(Q) le gradient et la matrice Hessienne de f;(y;, 3", x; 0) relativement &
6. On définit les matrices de (pseudo) information conditionnelles, pour 6 € 1}, un voisinage de
0o, Vo C O :

201 0y

Lij(yUh, 2, 0) = EGO[W

’ X{w}( t) = y{i,j}jX(t —1) =2,
Lj(7,0) = Eg, [L;(X10}(t), X (¢t - 1),0) | X(¢t—1) =2z].
Conditions pour la normalité asymptotique (N) :

N1 : La fonction 0 — f;(y;,y*,x;0) est deuz fois continiment différentiable sur un voisinage

Vo C © de 0y, et il existe une fonction mesurable, de g @ Py carré intégrable H sur E X E
telle que pour tous 0 € Vo ,z,y € B, 1 <wu,v<d:

1 0 , 0? ,
- o Ji\Yqi, Z; ) \Yisy Z: ) SH )
fiaguf(yyw@!et!fzaea@ fi(yi,y' x;0)] (y,z)

N2:Ip= ) E, [lu(X(t—1),00)] et Jo= > Ey, [Lij(X(t—1),00)] sont définies positives.
i€S i,j€S
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Proposition 5 ([Har5] Proposition 6)

(i) Sous les conditions (C), O Ti 0o

(ii) Si Uon suppose de plus (N), VT (6 — 6) TL Ny (0, I~ JoIp™1)

Cette propriété asymptotique est obtenue & partir des résultats généraux sur I’estimation
par minimum de contraste; pour l'estimation des champs de Markov, on peut se référer en
particulier & Besag ([11]), [Harl], ou [8].

Lorsque la densité conditionnelle est dans une famille exponentielle, on donne des condi-
tions assurant 'identifiabilité¢ (C3) ainsi que la régularité de la matrice Iy ([Harb], Proposition
7). Nous reprenons également ’exemple de la dynamique auto-exponentielle et spécifions les
conditions de consistance et de normalité asymptotique ([Har5], Proposition 9).

Test de sous hypothése

A la suite des propriétés sur I’estimation, nous proposons un test de sous-modeéle emboité. I1
s’agit de tester '’hypothese (Hy) : 0 = p(a), a € RY, ¢ < d, ou ¢ est une fonction de R? dans
R%: sous de bonnes conditions de régularité et de rang sur ¢, on construit une statistique de test

basée sur la différence des pseudo-vraisemblances conditionnelles 27T (UT(éT) — UT(éT)> ol Op

et 9T sont respectivement les estimateurs de pseudo-vraisemblance conditionnelle sous les deux
hypothéses (Hy) et (Hg). Reprenant des résultats de [Har2|, on sait que la loi asymptotique de
cette statistique est une somme pondérée de chi-2 a un degré de liberté ([Har5] Proposition 8,
Cf Chapitre 4).

Identification et validation de modéle

Enfin, nous regardons les problémes d’identification puis de diagnostic et validation de mo-
deéles. Supposons que 'on veuille identifier un modéle CMCM semi-causal. La premiére étape est
la détermination du double graphe de voisinage G et G~ ; il y a deux stratégies, le choix résultant
de la complexité du probléme et du nombre de sites; la premiére procédure est globale, en uti-
lisant un algorithme de maximisation de la pseudo-vraisemblance conditionnelle avec un critére
de pénalisation de type AIC; la seconde possibilité, moins cofiteuse, est de travailler localement
en déterminant site par site, les voisinages 0i et di~ pour chaque i € S, et en harmonisant
ensuite les voisinages instantanés obtenus pour obtenir un graphe symétrique.

Le graphe étant établi et les paramétres estimés, nous proposons une procédure de validation
du modele basée sur les résidus conditionnels dans le cas ou l'espace d’état est une partie de R.

Notant toujours 0y et 07 la vraie valeur du parameétre et son estimateur de pseudo-vraisemblance
conditionnelle, on pose

it = Xi(t) —py et i = Xi(t) — Ly (1.8)

ot ;;(0) = E[X;(t) | X*(¢), X (¢ — 1); 0], pyy = it (00), et Ly = i (67).

Nous construisons deux tests, I’'un basé sur les résidus estimés €;; et 'autre sur les carrés des
résidus estimés 5.

Soit C un sous-ensemble de codage de S pour le graphe instantané (Cf Notations, deux
sites i,7 (i # j) de cet ensemble de codage ne sont pas voisins pour le graphe G) : alors,
conditionnellement au passé X (¢t —1) et a la réalisation Xz(t) de X en dehors de C et au temps

t, Xi(t) et X;(t) sont indépendants. Posant e;; = 0(5;;), on peut montrer que €; = Y ;o €;s est
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une différence de martingale de carré intégrable par rapport a la filtration (F; = o(X(s),s <
t),t > 0). On applique alors un théoréme de limite centrale pour les martingales ([20] Corollaire
2.1.10, voir aussi [27]) ; rappelons ce résultat.
Pour une martingale de carré intégrable (M), notons ({(M);) son processus croissant défini
par
(M) = (M)y_1 + E[||M; — My_1]|* | Fi_1] for t > 1, and (M)o = 0.

La premiére condition pour établir le TCL est de vérifier M P, I', pour I' symétrique
T T—o00

semi définie positive. La seconde condition est une condition de Lindeberg, mais on utilise plutot
Ja > 2 tel que E||e;]* | Fi—1] est borné. (1.9)

(1.9) implique la condition de Lindeberg, plus difficile a vérifier.
S

Dans notre cadre, posant Mg = > €, on a (M); — (M);—; = |C| et la premiére condition
i=1
est vérifiée pour toute dynamique. En revanche, la seconde condition (1.9) devra étre vérifiée au

cas par cas. Si elle est vérifiée, on a alors le résultat suivant ([Har5] Proposition 10) :

1 T
e 2 N(0,1)
t=1

VICTT 2 7

2
. p , - ez, —1 . A sy
On travaille de facon analogue sur les carrés des résidus w;; = _La(ez y> dui ont les mémes propriétés
it

que les e;; ([Harb] Proposition 11).

La vraie valeur #y du paramétre étant inconnue, on la remplace par ’estimateur 67 ; en effet,
lorsque celui-ci est consistant, les résultats précédents transposés aux résidus estimés restent
valides.

Nous reprenons alors les exemples de dynamiques considérées (auto-exponentielles, auto-
poissonniennes, auto-discrétes, auto-normales) et donnons les conditions exactes pour obtenir
(1.9) pour ces modeles et les TCL qui en découlent.

Application sur une dynamique météorologique

Ces différents résultats sont confrontés a I’étude d’une application sur des données réelles.
Les données consistent en des mesures journaliéres de pluie, effectuées sur 123 jours consécu-
tifs de juillet & octobre 1983 en 16 sites du delta du Mekong (Vietnam), présentés Figure 1.
Nous proposons un modele CMCM auto-logistique sur les données binarisées (0 s’il ne pleut
pas, 1 sinon) ; nous avons suivi la procédure décrite auparavant : identification des graphes de
voisinage par procédure locale, estimation des paramétres du modeéle par pseudo-vraisemblance
conditionnelle, et validation par un test sur les résidus estimés calculés sur un ensemble de
codage.
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Site Name Latitude | Longitude
number

1 Tan Chau 10.80 105.25
2 My Tho 10.35 106.37
3 Chau Doc 10.70 105.01
4 Can Tho 10.03 105.78
5 Soc Tran 09.60 105.97
6 Vinh Long 10.25 105.97
7 Sa Dec 10.30 105.75
8 Go Cong 10.35 106.67
9 Ca Mau 09.17 105.17
10 Long Xuyen 10.40 105.42
11 Rach Gia 10.00 105.08
12 Ha Tien 10.38 104.48
13 Cao Lanh 10.47 105.63
14 Moc Hoa 10.75 105.92
15 Vi Thanh 09.77 105.45
16 Tan An 10.53 106.40

FIG 1.1 - Stations météorologiques et graphe de voisinage

Le graphe de voisinage représenté Figure 1.1 a été estimé par régressions locales; cette
procédure nous a conduit & considérer un double graphe composé de 25 arétes d’interaction
instantanée accompagnées de 17 interactions dans le temps. Nous avons alors estimé un modéle
auto-logistique (1.7) : en chaque site 4, conditionnellement & Xp;(t) et Xg;- (t), X;(t) suit une loi
de Bernouilli de paramétre p;(t) avec p;(t) = (1+exp —\i(t)) " et Xi(t) = 6; + > jeoi BijX;(t) +
Y icoi- iXi(t—1). La dimension paramétrique de ce modele est 16+-25417=>58. Cette dimension
étant importante, la procédure d’estimation-validation a été faite en deux étapes; une premiére
procédure de minimisation des pseudo-vraisemblances conditionnelles site par site a fourni un
premier jeu de parameétres et des statistiques locales de validation V; = % Zle éit-sign(é;t).
Les valeurs des parameétres ont servi d’initialisation pour ’estimation par pseudo-vraisemblance
conditionnelle globale et la statistique de validation V = ﬁ Yice SO éir sign(éi) a été
calculée sur I’ensemble de codage C = {3,4,5,7,8,10,11, 14}. Chaque modeéle local a été accepté,
comme le modéle global final.

Une autre validation possible est de comparer les vraies données a celles prédites par le
modele, et nous obtenons pour ce modeéle un taux de similarité moyen de 77.4%. Ce modele se
révele donc assez satisfaisant ; il peut étre amélioré en considérant une distribution plus complexe
que 'auto-logistique : ces données de pluie exhibant une part importante de valeurs nulles, ceci
nous a conduit & envisager des modéles spécifiques pour de telles données “mixtes”, constituées
d’une masse en zéro accompagnée de valeurs positives. La construction de ces modeéles passe par
celle, plus générale, des auto-modéles pour plusieurs parameétres.
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1.3 Généralisation des auto-modéles de Besag ([Har7, Har9])
Ce travail a fait I’'objet d’une collaboration avec Jian-Feng Yao, Université de Rennes 1.

Auto-modéles multi-paramétres

J. Besag a proposé en 1974 des modeéles caractérisés par leur famille de lois conditionnelles. Le
recollement des lois conditionnelles est un probléme classique en statistique spatiale. Considérons
un lattice S ={1,...,n} muni d’un graphe de voisinage symétrique et un espace d’état £ C R.
Si la distribution de probabilité jointe P est positive presque partout (“condition de positivité”),
le Théoréme de Hammersley-Clifford permet d’établir que log P est proportionnel & une somme
de potentiels basés sur les sous-ensembles de S'; reprenons les notations de Besag ([10]) :

P(z) = Z " expQ(x) ,

Qx) = Z%Gz(i’fz) + Z%ijGi,j(%al'j) + in$j$kGi,j,k($i7$j>$k) + ...
i€S 1,J 1,5,k

+x129...2,G1.2 n(.’I}l,Jjg,...,xn) (1.10)

sy

Dans ce cadre, J. Besag définit les auto-modeéles en supposant que premiérement les interac-
tions ne concernent que les singletons et les paires, c’est-a-dire

Q($) = Z$1G1($1) + Z xiiji,j(xi,xj) .

€S {i,5}

Cette premiére hypothése est connue sous le nom de "pairwise only dependence". La seconde
hypothése est que chaque densité conditionnelle appartient & une famille exponentielle, pour
chaque 1, ‘

log pi(w; | ') = Ai(2")Bi(2;) + Ci(w;) + Di(z") .
ot en fait le conditionnement en 2* est fonction de xg;, les fonctions A; et B; désignant respecti-
vement le paramétre naturel et la statistique exhaustive associée, et D; définissant la constante
de normalisation appropriée.

Besag montre alors que les fonctions A; prennent nécessairement la forme

Ai() =i+ Z/Biij(mj)

avec (;; = B;; et B;; = 0 si les sites ¢ et j ne sont pas voisins. De méme, les potentiels s’écrivent
Gij(wi,x;) = B;;Hi(xi) Hj(x5)

avec x;H;(z;) = B;(z;) — B;(0).

Enfin, Besag fait 'hypothése additionnelle que pour chaque i, la statistique B; est linéaire en
x;. Il en découle une famille de modeéles nommés d’apreés la forme des distributions conditionnelles
choisies : modeéles auto-logistique, auto-binomial, auto-exponentiel, auto-normal...

Soulignons deux limitations de ces modéles. La premiére est que les lois conditionnelles en
question sont en dimension 1 dans la mesure o la statistique exhaustive et le parameétre naturel
associé sont scalaires. Plus précisément, si ’on considére par exemple une loi conditionnelle
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gaussienne au site ¢, seule la moyenne dépend du voisinage, la variance étant constante ou ne
dépendant que de 1.

La seconde réside dans les conditions d’utilisation de ces modeéles. 11 faut s’assurer que
exp Q(x) est sommable ou intégrable; cette condition d’intégrabilité va entrainer des contraintes
sur les parameétres qui correspondent & des comportements de compétition entre sites voisins
dans beaucoup de modeles (auto-exponentiel, auto-Poisson par exemple), ce qui est une limita-
tion pour les applications. Une solution pour pallier ce probléme est de considérer des modeéles
tronqués.

On trouve plusieurs extensions des auto-modeéles dans la littérature ; Kaiser et Cressie ([31])
ont proposé un allégement de la condition de positivité, préalable & tout modeéle ; Lee, Kaiser et
Cressie ([33]) ont étendu la premiére condition sur la dépendance entre les sites en “multiway de-
pendence”. A notre connaissance, la premiére tentative pour relaxer la condition sur la dimension
de la famille exponentielle est dans Cressie et Lele ([13]) ou le terme multi-parameter exponential
family Markov random field models apparait. Puis Kaiser et Cressie ([31]) analysent en détail un
modele spatial basé sur des lois conditionnelles Beta (loi dans une famille exponentielle a deux
parameétres). De notre coté, nous avons travaillé sur 'idée de considérer des familles exponen-
tielles pour lesquelles la statistique exhaustive ainsi que le paramétrage naturel associé sont en
dimension quelconque. Nous donnons un résultat analogue a celui de Besag ([10]) pour un espace
d’état général E. L’utilisation de lois dans une famille exponentielle multi-paramétre permet de
résoudre les problémes de comportement de compétition entre sites voisins. Par exemple, les lois
Beta permettent de considérer des modéles aussi bien coopératifs que compétitifs. Ces modéles
s’estiment par pseudo-vraisemblance conditionnelle et nous donnons un résultat de consistance
pour l'estimateur associé. Présentons cette généralisation des auto-modeéles multi-parameétres.

Dans tout ce qui suit, 'espace des sites S = {1,...,n} est muni d’un graphe de voisinage,
et on considére un espace d’état mesuré (E,E,m) et 'espace des configurations associé (2 =
ES,£9%) avec v := m®°. L'espace d’é¢tat F est général (pas nécessairement une partie de R)
et nous présentons les résultats pour €2 = ES , mais ceux-ci valent encore pour un espace des
configurations plus général Q = [],_ ¢ E;, que nous considérerons ultérieurement dans le cas des
données de nature mixte. Nous restons dans le cadre de la condition de positivité; ’énergie @
est alors une somme de potentiels définis sur des cliques, et retenant I’écriture générale, on a

P(z)=Z texpQ(z), ou
Q($) = Z Gz(:ljz) + Z G@j(i{}i, :pj) + Z Gi,j,k(xi,xj, wk) 4+ ...
€S 2,J 1,5,k
+G1,. n(T1, 22, ..., Tn) (1.11)

La généralisation des auto-modeéles au cadre multi-paramétre est donnée par les trois hypo-
théses de base suivantes. La premiére est encore la "pairwise only dependence" :

[B1] Q(z) =3 ;s Gilwi) + >, 53 Gij (@i, @) -

Pour s’assurer de 'identification des potentiels, fixons une configuration de référence 7 =
(1) € Q; les potentiels ci-dessus sont déterminés de fagon unique si ’on suppose pour tout 4, j,
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et € Q que Gij(14,2j) = Gij(zi,75) = Gi(m;) = 0 . Dans la plupart des cas 7 = (0,...,0),
mais ce choix est en fait arbitraire et par exemple, nous prendrons 7 = (%, cen %) dans le cas
des lois conditionnelles Beta.

La seconde hypothése généralise le schéma de la famille exponentielle au cadre multi-paramétre.

[B2] logpi(xi ‘ .’El) = <AZ(.’L'1), BZ(.’L'z)> + Ci(ZL‘Z) + DZ(.’LJ) , AZ(.’El) c Rl, BZ(.’Ez) c Rl,
avec Bz(Tz) = CZ(TZ) =0.

Nous ajoutons une condition de régularité vectorielle sur les statistiques exhaustives; cette
condition est peu restrictive et est satisfaite dans la plupart des exemples.

[C] Pour tout i € S, Span{B;(z;) : v; € B} = R\

Alors, le résultat suivant généralise celui de Besag ([10]) et donne la forme nécessaire des
parameétres canoniques et I’écriture des potentiels.

Théoréme 6 ([Har9] Théoréme 1) Supposons que les trois conditions [B1], [B2] et [C] soient
vérifiées ; alors il existe une famille {o; : i € S} de vecteurs de dimension | et une famille de
matrices {B;; : i,j €S, i # j} de taille | X | vérifiant 3;; = 63; telles que

Ai(a") =i+ Y ByBj(xy) , i€ S (1.12)

JiyFi
De plus, les potentiels s’écrivent :

Gl(x,) = <ai,Bi($i)>+Ci($i), (1.13)
Gij(wi,zj) = B (2:)By;Bj(x;).

Nous donnons également un résultat de réciprocité : si on considére un champ défini par
des potentiels de la forme (1.13), et si |, Q@) y(dx) < oo, alors la famille de lois conditionnelles
pi(z; | ) est dans une famille exponentielle multi-parameétre dont le parameétre naturel satisfait
(1.12) ([Har9] Proposition 1).

Notons ici que I'on n’impose ici aucune symétrie sur les §,; et ce modele peut s’appliquer
a des graphes orientés ou non. Une illustration simple est la suivante : considérons un couple
de variables (X1, X2) tel que la distribution conditionnelle de X; sachant Xy = x5 est une loi
Gamma, et celle de X9 sachant X; = z est gaussienne. Dans cet exemple, S = {1, 2}, les deux
espaces d’état sont différents et le modéle n’est pas symétrique. Ici, on prend pour configuration
de référence T = (1,0), les statistiques exhaustives sont respectivement Bi(z) = (—z +1,logz)T
et Ba(w) = (z,2%)7, et la condition [C] est vérifice. D’aprés le résultat précédent, il existe deux
vecteurs oy, as de R? et une matrice 8 2 x 2 telle que la densité de la loi jointe s’écrive
P(x1,22) = P(1) exp Q(21,22) avec Q(z1,22) = (a1, Bi(1)) + (a2, Ba(x2)) + BY (21)3B2(a2) -
Si la matrice § n’est pas symétrique (et rien n’exige qu’elle le soit), ce modeéle a 8 parameétres,
qui doivent vérifier que Iénergie @) est intégrable. Ce résultat est déja connu, présenté dans [6],
§4.8, mais son obtention ici est trés simple via 'application du théoréme.

16



Auto-modéles de lois conditionnelles Beta

Comme nous 'avons déja souligné, un inconvénient de certains auto-modéles est que les
conditions d’admissibilité sur les parameétres impliquent la compétition spatiale entre sites voi-
sins, ce qui est souvent contraire a la situation observée (modeéles auto-exponentiels par exemple).
Une fagon de contourner le probléme est d’envisager la troncature ou la censure de la loi condi-
tionnelle concernée. Une autre possibilité est de considérer directement une loi conditionnelle
qui n’induit pas de contraintes; c’est le cas des lois Beta. Nous étudions en détail ce modéle dans
[Har9]; nous donnons une condition suffisante pour son existence ([Har9] Proposition 2), puis
nous examinons sous quelles hypothéses il exhibe un comportement de coopération ou de com-
pétition spatiale. Nous examinons ensuite I’exemple d’un lattice rectangulaire S = [1, M| x [1, N]
avec le systéme de voisinage des 4 ou des 8 plus proches voisins ; dans les deux cas, nous suppo-
sons le modeéle invariant par translation, avec symétrie spatiale mais anisotropie dans les deux
directions horizontales et verticales, et coopération spatiale.

Estimation

On sait que la méthode du maximum de vraisemblance est difficile & mettre en oeuvre dans le
cadre des champs markoviens du fait du calcul de la constante de normalisation ; une alternative
est d’utiliser la pseudo-vraisemblance conditionnelle (Besag [10]). Nous donnons dans [Har9]-
Théoréme 2 un résultat de consistance presque stire pour les estimateurs des auto-modéles multi-
parameétres sur un lattice rectangulaire sous hypothése de spécification invariante par translation,
I’asymptotique portant sur la taille du lattice ; les hypothéses du théoréme sont classiques, et la
preuve repose notamment sur la convergence des estimateurs pour des contrastes convexes (Cf
[37], ou [23] Théoréme 3.4.4).

Nous appliquons ce résultat général aux auto-modeles Beta définis précédemment ([Har9)
Proposition 3).

Application sur données simulées

Nous avons simulé sur un lattice 64 x64 un auto-modeéle de lois conditionnelles Beta, invariant
par translation, symétrique, anisotropique, spatialement coopératif et avec le voisinage des 4
ou des 8 plus proches voisins. Dans chaque cas nous calculons les estimateurs par pseudo-
vraisemblance conditionnelle pour 1600 simulations et obtenons des estimations consistantes.

Puis nous reprenons un modeéle aux 4 plus proches voisins utilisé dans [32] pour la modélisa-
tion de données réelles d’arbres malades. Nous mesurons empiriquement la vitesse de convergence
des estimateurs en considérant des lattices de taille croissante ; nous nous intéressons également
a la distribution des estimateurs en tragant des graphes quantiles quantiles (gaussiens) pour des
tailles croissantes du lattice. Ces deux derniéres expérimentations concluent a une convergence
gaussienne des estimateurs a la vitesse y/n.
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1.4 Modeéles spatiaux a états mixtes ([Har6, Har10, Har13])

1.4.1 Variables a états mixtes

Le travail d’application des chaines CMCM pour les données de pluviométrie nous a montré
qu’il était difficile de traiter ces données du fait de I'importance des valeurs nulles : comment
construire des modeéles spécifiques pour ce genre de données? De son coté, en collaboration
avec des chercheurs de 1'équipe VISTA de 'TRISA/INRIA, Jian-Feng Yao s’intéressait aussi a
ce type de données dans un contexte différent, celui des analyses de textures de mouvement,
pour lesquelles on mesure dans une séquence vidéo le mouvement des pixels ou leur absence
de mouvement, ce qui nous a conduit & travailler ensemble sur la modélisation des données de
nature mixte. Ce travail a fait 'objet d’une publication collective [Har6] avec une application
en imagerie, et d’une autre, plus théorique et générale, [Har10].

Les données a états mixtes se rencontrent dans divers domaines, par exemple en modélisa-
tion économétrique (absence de dépenses « culturelles » d’un ménage ou montant des dépenses
et modele TOBIT [2]), en météorologie (absence ou hauteur de précipitation), en analyse du
mouvement d’une séquence vidéo (pixel immobile ou vitesse d'un pixel), en épidémiologie (ab-
sence d’'une maladie et gravité si la maladie est présente)... La figure 1.2 ci-dessous montre des
exemples d’histogrammes pour de telles données ; & gauche, I’histogramme pour 123 jours consé-
cutifs de pluie dans une station météorologique du delta du Mékong; a droite I’histogramme
d’une vitesse de mouvement pour une séquence vidéo d’une foule (grossierement la différence
renormalisée de 'intensité d’un pixel dans deux images consécutives).

60

-10 0 10 20 30 40 50 60

(a) )

FIG 1.2 - (a) Distribution de 123 jours de pluie, et (b) Vitesse de mouvement renormalisée
d’un pixel.

Lorsque les données sont enregistrées sur un réseau spatial 5, elles font habituellement 1’ob-
jet d’une étude via un modele hiérarchique ou le premier niveau considére par exemple I'ab-
sence/présence de pluie et le second niveau étudie la distribution conditionnelle de la pluie
lorsque la hauteur des précipitations est positive (Cf par exemple [1]). La généralisation des
auto-modeles multivariés définis précédemment en 1.3 nous permet une modélisation directe
(non hiérarchique), souple, et propice tant a la simulation (méthode MCMC) qu’a I’estimation
de modele (par pseudo-vraisemblance conditionnelle).
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Variable aléatoire a états mixtes dans £ = {0} U (0, c0)

Nous définissons une variable aléatoire a états mixtes de la fagon suivante ([Har6-9-10]) dans
le cas ou l'espace d’état est £ = {0} U (0,00). On pose X = 0 avec probabilité v € [0, 1], et
sinon, avec probabilité 1 —~y, X a une distribution continue sur (0, 00), de densité de probabilité

g.
Formellement, I'espace d’état mesurable (F, ) est muni d’une mesure de référence mixte

m(dx) = do(dz) + A(dz) , (1.14)

ot §p est la mesure de Dirac en 0 et A est la mesure de Lebesgue sur R. Notons §*(z) = 1-10y () ;
la variable mixte X admet la densité f par rapport & m,

f(@) =71goy(2) + (1 =)0 (2)g(z), ze€E. (1.15)

Dans 'idée de proposer une modélisation spatiale basée sur des auto-modeéles, on considére
des variables mixtes pour lesquelles la densité g est dans une famille exponentielle, possiblement
multi-paramétre, de dimension ¢ :

g(x) = ge(w) = HE)L(z)exp(§, T(x)) ,  €€R’, T(x) €R’, (1.16)

T et & désignant respectivement la statistique exhaustive et le paramétre naturel.
Alors on peut montrer que la densité f de X est aussi dans une famille exponentielle, de
dimension [ + 1 :

f(z) = fo(z) = v1g0y(x) + (1 = 7)0" (7)ge ()
= exp [5*(3:) In % + (&, T(x)6"(x)) + Iny+ 6" (x) In L(a:)}
= H'(0)L'(z) exp(0, B(x)), (1.17)

avec H'(0) = v, L'(z) = exp{d*(x) In L(x)} ; le parameétre canonique et la statistique exhaustive

sont :
(01 (In A=) H() B 5* ()
0= (02> = ( 57 ) , B(x)= <T(w)5*(z)> , x€FE. (1.18)

On retrouve les parameétres d’origine du modeéle via la correspondance

H(02)

=0 ="

Donnons quelques exemples :

Ezemple 1.  Distribution exponentielle mizte; on prend gx(z) = Ae™™® avec A > 0. Alors

0 = (In L2 )T et B(x) = (6*(2), —2) 7.

Ezxemple 2.  Distribution gaussienne positive mixte ; g est la densité du module d’une variable
2

. 2 ,I_z
— 2 .
gaussienne, g,(x) = SUasC 7 iona

fo(x) = exp{{0, B(z)) + In~} (1.19)

avec 0§ = (In %, #)T et B(z) = (6*(z), —22)7T.
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Généralisation pour des états mixtes multiples ([Harl0])

Si 'espace d’état considéré dans les applications est souvent £ = {0} U (0, 00), il peut étre
plus général avec plusieurs “atomes” et une partie de RP. Nous généralisons dans [Harl0] la
définition des variables & états mixtes.

Soit F' = {ey,...,ep} un ensemble fini de M éléments et G' un sous ensemble de RP. Soient
d = (q1,-.-,qn) une loi de probabilité sur F' et g une densité de probabilité sur G. X est une
variable & états mixtes si, avec probabilité v € [0, 1], X prend ses valeurs dans F' avec la loi de
probabilité q; sinon, avec probabilité 1 — ~, X est a valeurs dans G avec g pour densité.

Bien que la nature de F' puisse étre arbitraire, nous considérons pour la suite F' C RP pour
faciliter les développements ; 'espace d’états de X est E = {ey,...,epy} UG, ¢; € RP\ G. On
munit alors E d’une structure borélienne et de la mesure mixte m(dz) = 2 | 8., (dz) + A(dz),
ou d. est la mesure de Dirac en e. X est donc une variable mixte de densité par rapport a m :

f(z) =71p(z Z%l{ez - MNg(x)g(x), =€k (1.20)

Toujours avec l'idée de définir ultérieurement un auto-modéle pour des données spatiales,
rajoutons 'hypothése que g est dans une famille exponentielle de dimension [, et que la loi de
probabilité q est positive.

Ecrivant "M, ¢ilgey(z) = exp M 1,y () (ki +Ingnr), avec k; =
la densité f de X prend la forme suivante :

fz) =
= exp llF { e} () (ki + Inqar) +ln7} + 1g(2) {In[(1 = y)H (&) L(z)] + (&, T(z))}

i=1,...,M,

q M’

= exp llg qj‘f(g) €,T )+ Z kil{e;}(x) + In(yqm) + 1a(z )lnL(x)]
= H'(0)L'(x)exp(d, B(x)), (1.21)

ou H'(6) = In(yqu), et L'(z) = L(w)*e).

Autrement dit, fy est dans une famille exponentielle de dimension ¢ + M, de paramétre
naturel et statistique exhaustive

01 k1 1{61}(x)
0= 104 |= ka1 , B(x)= Loy (@) | *€ E. (1.22)
0 I E=VH(E) 1o (x
M Yam G( )
Onr+1 13 T'(z)1la(z)

Notons que Opr41 et T'(z)1g(x) sont de dimension [ et que par définition B(ep) = 0 et
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L'(epr) = 1. De plus, les équations suivantes permettent de remonter aux parameétres originaux.

ki = 60;,, 1<i<M,

5 = 9M+17
ki .

q/L - 6k1+.‘.+€kM’ 1§7’§M’
H(¢

o ©

H(&) + quee?

Cette généralisation n’est pas purement théorique mais trouve des applications; prenons
I’exemple d’une variable & états mixtes et censurée. Soit Z une variable exponentielle de para-
métre A censurée en K > 0 de densité de probabilité g(z) = Ae™* 1(g x)(2) + e .k (2). On
définit alors la variable & états mixtes X qui vaut 0 avec probabilité « et qui a la distribution
de Z sinon, avec probabilité 1 — «. Dans ce cas, X peut étre vue comme une variable a états
mixtes générale sur I'espace d’états E = {0, K} U (0, K) et avec

vy = a+(1-a)e
1 K
qQ = o+ (1 — a)e_)\K (aa (1 - CK)G ) ’
A
g(z) = T oK® Az e (0,K).

D’aprés ce qui précéde, la densité de X est dans une famille exponentielle de dimension 3 de
parameétre naturel et de statistique exhaustive donnés par

In %= + AK 1ioy(z)
0= mA+AK |, B@)=| Llox(z) |, z€L.
A —z1(9, 1) ()

1.4.2 Auto-modéles a états mixtes

Revenons au cas de données spatiales caractérisées par une structure mixte ; tout est en place
pour construire proprement un auto-modeéle pour ces données. Il suffit d’appliquer le théoréme
6 sur les auto-modeéles multi-parameétres au cas de distributions conditionnelles dans une famille
exponentielle de type (1.21), la configuration de référence étant 7 = (epr, ..., en), en € F.

Nous nous intéressons alors & quelques caractéristiques de ces modeéles. Tout d’abord, concer-
nant les caractéristiques de compétition ou de coopération spatiale entre sites voisins, il appar-
tient de redéfinir la coopération spatiale; dans le cas standard, on dit qu’il y a coopération
(resp. compétition) spatiale si en chaque site i, 'espérance conditionnelle F [XZ | x"] est non
décroissante (resp. non croissante) en chaque valeur voisine x;, j € 0i et croissante (resp. dé-
croissante) en au moins une. Nous adaptons cette définition au cas ot 'espace d’état est E° =
(F UG)”, en remplagant I'espérance conditionnelle par la fonction R(z') = E [X;1¢(X;) | zf].
Si B = {0} U (0,00), on montre que les définitions classique et généralisée coincident.

Nous détaillons ensuite dans [Harl0] 'exemple des auto-modeles dont les lois condition-
nelles sont exponentielles mixtes. La simplicité de ces lois permet d’investiguer les propriétés
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de ce type de modeéle, et c’est une distribution utile dans les applications; la proposition 1
de [Harl0] donne les conditions assurant lexistence de tels modéles. Dans le cas d’un auto-
modele & lois conditionnelles exponentielles, on sait que les conditions d’intégrabilité sur 1’éner-
gie impliquent une compétition spatiale entre sites voisins, ce qui est souvent contraire a la
modélisation souhaitée. Il est facile de voir que dans le cas des lois exponentielles mixtes, on
a encore cet inconvénient. Nous proposons deux alternatives pour résoudre cette limitation, en
tronquant ou en censurant les observations en une valeur K donnée. Le modeéle tronqué est
défini pour l'espace d’état £ = {0} U (0, K] et utilise la densité gy(z) = H()\)e_/\xl(o’[q (z), avec
H(\) = H+AK sur (0, K], tandis que le modele censuré avec E = {0, K'} U (0, K) utilise la den-
sité g(z) = Ae™M Lo,r)(2) + e 5k (). Dans chaque alternative, nous donnons les conditions
d’existence des auto-modeéles mixtes associés, ainsi que les conditions assurant un comportement
de coopération ou de compétition spatiale ([Har10] propositions 2 et 3).

Application ([Har6))

Ce travail réalisé en collaboration avec J.-F. Yao et des chercheurs de 'TRISA a consisté
& utiliser les auto-modeéles multi-parameétres pour la modélisation de données mixtes issues de
mesures de mouvement dans une séquence vidéo et évaluer leurs performances.

Plus précisément, si p = (x,y) est un point de I'image, notons (g, t) l'intensité du pixel ¢ au
temps ¢, VI(q,t) le gradient spatial de cette intensité et v,(q,t) = % les résidus de
flot. On considére alors la mesure de mouvement résiduel définie comme une moyenne pondérée

locale des magnitudes des résidus de flot :

> ger ) IVI(@: )17 [vn(g, t)]
maX(TlQ’ ZQE}—(p) ||VI((L t) ||2)

ot F(p) est une fenétre locale centrée sur le pixel p (typiquement une fenétre 3 x 3), et 7% une
constante liée au bruit. Des travaux antérieurs ([21], [35]) ont montré la bonne aptitude de cette
mesure (1.23) a la détection ou la reconnaissance de mouvement.

Dans [Har6], on considére des séquences vidéos “naturelles” comme des vidéos de feuillages,
d’herbe, riviére, mer... Les histogrammes des {v,¢s} sur ces séquences montrent clairement des
états de type mixte avec un pic en zéro. Par exemple, la figure 1.3 ci-dessous représente (a)
une image de feuillages tirée d’une séquence, (b) la texture de mouvement associée {v,cs} et (¢)
I’histogramme de celle-ci. On ne s’intéresse pas ici & la modélisation de l'intensité dans le temps
mais aux mesures mémes de mouvement, d’ot le terme de “texture” de mouvement.
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FIG 1.3 - Vidéo de feuillages : (a) une image de la séquence, (b) une texture de mouvement
{vres}, (c) histogramme de cette texture.
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On propose d’utiliser la distribution mixte positive gaussienne (1.19) de I’exemple 2, ce choix
résultant de I'observation des différents histogrammes.

Nous donnons des conditions sur les parameétres pour que le modéle soit bien défini puis
spécifions davantage ce modéle pour nous situer dans le cadre de 'application envisagée sur les
textures de mouvement. Nous faisons alors les hypothéses suivantes : lattice régulier rectangulaire
avec le systéme de voisinage des 4 plus proches voisins, invariance par translation (mais on
autorise l’anisotropie entre les directions verticales et horizontales), coopération spatiale. On
aboutit au modéle suivant, décrit par son énergie :

Q(z) =Y {ad*(z:) —bal} +c1 Y 0" (2:)06"(x5) + e > 6% (wi)d* ().

€S <Zv.j>H <17J>V

Ce modele comporte 4 parameétres ¢ = (a, b, ¢, ¢2) et est bien défini si b > 0. Il est isotropique
si c1 = co. Une étude par simulations est menée pour comprendre le role de chacun des parameétres
sur le nombre de valeurs nulles, la granularité de la texture, ses orientations. L’estimation de ces
parameétres par pseudo-vraisemblance conditionnelle a de bonnes performances.

Revenant aux données réelles de textures de mouvement, on évalue ensuite la capacité du
modele a refléter des caractéristiques fondamentales de textures, comme la stationnarité spatiale,
I’isotropie ou ’anisotropie. Ce premier modeéle simple s’est montré trés satisfaisant et prometteur
et apporte une réelle contribution & la compréhension de ce type de données.

Ce travail a permis de mettre en évidence I'intérét de ces modéles pour la modélisation de
données spatiales de nature mixte. Les propriétés statistiques sont examinées dans un cadre
spatio-temporel.

1.4.3 Dynamique temporelle d’auto-modéles a états mixtes ([Har13])

Toujours dans I’étude de la modélisation de données spatiales & états mixtes, rajoutons
la dimension temporelle. Nous proposons une dynamique spatio-temporelle pour des champs
markoviens & espace d’états mixte. Pour cela, on utilise le modéle CMCM de chaine de Markov
de champs de Markov que ’on ’adapte au cadre des auto-modéles & états mixtes.

Cette nouvelle perspective engendre de nouvelles études théoriques liées & I'asymptotique
dans le temps ; aprés avoir posé le modeéle général, nous étudions une dynamique auto-exponentielle
mixte puis une dynamique auto-normale mixte ; pour chaque modéle, nous regardons ses condi-
tions d’admissibilité ainsi que ses propriétés statistiques, notamment ’ergodicité.

Nous présentons une application sur données réelles pour la reconnaissance de textures de
mouvement, et de tracking (suivi automatique d’un déplacement). Une premiére modélisation
avec voisinage spatial temporel (au temps ¢ — 1) mais pas de voisins instantanés est trés promet-
teuse. Ce travail est réalisé en collaboration avec T. Crivelli, de ’'Université de Buenos Aires.

On considére P'espace d’états mixte £ = {0} UR* avec les quatre conditions suivantes; on
note X (¢t — 1) = x pour la configuration au temps ¢ — 1 et X (¢) = y pour celle au temps ¢.

= t), t € est une chaine de Markov homogéne sur .
[B1] X = {X(t) N*} haine de Markov homoge ES

Conditionnellement au passé et presque stirement en x, la transition admet une densité positive

Pa,y) = 2 \(2) expQly | ) - (1.24)
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[B2] Hypothése de “pairwise only dependence” :

Q=) =3 Gilwi | 2)+ 3 Giglunrys | 2)
ics {i.j}
avec G;(0 | z) = Gyj(0,y; | ©) = G4 (4,0 | ) = 0 pour tout 4,5 € S.

[B3] Pour tout i, conditionnellement & (X*(t) =4, X(t—1) = z), la distribution de X;(t) est
dans une famille exponentielle & états mixtes (1.17),

filyi | ' x) = Hi(0:(y', x)) Li(yi) exp(0(y', x), Bi(yi)) (1.25)

avec 0;(y,x) € RY, B;(y;) € RY et les conditions d’identifiabilité B;(0) = 0 et L(0) = 1
pour tout 7 € S.

[B4] Pour tout i € S, Span {B;(y;), y; € E} = R%

Proposition 7 ([Har13] Proposition 1) Supposons que les conditions [B1] a [B4] soient véri-
fiées ; alors, conditionnellement & X (t — 1) = x, il existe une famille {c;(x) : i € S} de vecteurs
de dimension d et une famille de matrices {B;;(z) : i,j € S, i # j} de taille d x d vérifiant
Bji(z) = L(x) telles que

ij
Qi(yivw) = O‘%(x) + Z Bij(w)Bj(yj) , 1€ S . (1'26)
Jij#i

Et les potentiels s’écrivent :

Gi(yi | ) = (@i(2), Bi(vi)) + Ci(y:)
Gij(yi,yj | ) = Bi(yi)" By ()B;(y;) -

Le résultat ci-dessus donne un cadre trés général pour une grande variété de modéles pos-
sibles ; les fonctions « and 5 décrivent le choix des dépendances passées et instantanées et leur
forme est libre, soumise au seul impératif de I'intégrabilité de exp Q(y | ).

On examine ensuite le cas d’'une dynamique auto-exponentielle mixte et on donne les condi-
tions pour que la chaine soit bien définie et ergodique ([Harl3] Proposition 2). Puis nous nous
intéressons au cas gaussien, et & nouveau nous donnons les conditions sous lesquelles le modéle
est bien défini et ergodique ([Harl3] Proposition 3). Dans les deux cas, ergodicité s’obtient
comme dans [Harb], en utilisant un critére de Lyapounov.

Dans un but applicatif, nous spécifions davantage le cadre gaussien en choisissant les va-
riances conditionnelles indépendantes des voisins, 012 (yi, x) = J?, et en éliminant les interactions
entre voisins faisant intervenir des carrés. Alors les moyennes et variances des lois gaussiennes
conditionnelles sont respectivement

. 1
miy', ) = o feit D eumt ) k|
! 1€di— jeoi

et o2(y',x) = o= = -



Ainsi, la moyenne est une combinaison linéaire des voisins instantanés et du passé, ce qui est

souvent une bonne hypothése de modélisation. Par ailleurs, la probabilité de prendre la valeur
mZ(y’.x)

zéro est v, (y', z) = [1 + 0iV/27 exp {ai + 2 eai- il (@) + 3050 5y €507 (Y5) + —TH
Finalement, I’énergie conditionnelle au passé est donnée par

Qylz) =D | (ai+ > cub™(@))6" (i) — bivi + (ci+ > euim)ys (1.27)

€S leoi— ledi~

+ Y (e (w6 (y) + kijyiyy) -
(i17):(i:9)

Ce modele est bien défini si chaque variance est strictement positive et si 'énergie (condi-
tionnelle) est intégrable; on montre ([Harl3] Proposition 4) que ceci est assuré par la condition
suivante : pour tout ¢ € S, b; > %Zj:#i |kij|. Cette condition tres simple est libre des autres
paramétres (a;, ¢;, aqi, €14, €;5) du modele. On trouve dans cette méme proposition une condition
assurant l'ergodicité.

Application
Nous nous intéressons a nouveau aux textures de mouvement. Nous reprenons les nota-

tions de [Har6] mais modifions v, (i,t) et vres(i,t) respectivement par les vecteurs v(i,t) =
_IG0)—1Gi=1) VIGH
VIGEOT  TVIGHT

> jerm v DIV
max (1,3 e r ) IVIGDI1?)

Nous cherchons & modéliser le mouvement de I’observation du site ¢ au temps ¢t donné par

o(i,t) =

(i VI, t)T
60 X TG

z;(1)

Nous renvoyons le lecteur a [14] pour plus de détails sur la motivation de la construction de
x;(t) ; notons cependant que x;(t) est réel (et plus positif comme dans [Har6]).

Nous nous intéressons encore aux textures de mouvement issues de scénes naturelles; nous
représentons Figure 1.4 deux exemples de séquences traitées ; dans la premiére colonne & gauche,
a titre illustratif, (a) est une image instantanée extraite de la séquence vidéo traitée ; au milieu,
(b) représente la texture de mouvement associée {x;(t), i € S}, et la derniére colonne (c) donne
les histogrammes de ces textures. La premiére série provient d’une séquence vidéo de jet de
vapeur et celle du bas d’une vidéo d’herbe.

Examinant les histogrammes, nous choisissons un modéle mixte auto-normal. Précisément,
X(t) = {Xi(t),i € S} est la texture de mouvement au temps ¢ sur le lattice S des pixels, et
chaque X;(t) est distribué suivant une loi gaussienne a états mixtes, conditionnellement au passé.
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FIG 1.4 - Vidéos de vapeur et d’herbe : (a) images de la séquence, (b) textures de mouvement
{z;}, (c) histogrammes de ces textures.

Nous choisissons le systéme de voisinage suivant : on suppose 'indépendance spatiale condi-
tionnelle au temps ¢, ce qui signifie que nous n’avons pas de voisinage instantané 9i (mais pour
autant, x;(t) et x;(t) restent corrélés); le voisinage i~ du passé d’un site i au temps ¢ — 1 com-
prend 9 points, ses 8 plus proches voisins plus lui méme (Cf Figure 1.5). On suppose le modéle
invariant par translation et spatialement symétrique, mais a priori anisotropique dans les quatre
directions (verticale, horizontale, diagonale et anti diagonale).
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t

FIG 1.5 - Voisinage d’un site du lattice

Sous ces hypothéses, la loi conditionnelle gaussienne & états mixtes en un site ¢ a pour
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moyenne, variance, et probabilité de valeur nulle,

. 1 - 1
m;i(y', ) =mi(z) = = |c+ Z axr| , ory,z)=0>=—= , (1.28)

—1
m? (x)
202 ’

V(') =v,(z) = |1+ 0V2r expQa+ Y b () +
l€eoi~

(1.29)

et ’énergie conditionnelle Q(y | ) s’écrit :

Qlz)=> [(a+ > b (@)d*(yi) — by} + (c+ Y ax)yi | - (1.30)

€S ledi— ledi—

D’apreés ce qui précéde pour le modeéle général (1.27), cette énergie est admissible si b > 0. Le
modele comporte 13 paramétres ¢ = (a, b, ¢, {e;},{a},l € 0i™), avec {g;} = {€i,eiv,€im, €iD,€iaD}
correspondant respectivement au site ¢ et ses voisins verticaux, horizontaux, diagonaux et anti
diagonaux au temps t — 1 (et idem pour les {y}). Ces parameétres sont estimés par la méthode
de maximum de pseudo-vraisemblance conditionnelle. Formellement, la condition permettant
d’établir I’ergodicité de ce modele, et donc la consistance est In, Vi € S, sup, m;(z) <1, ce qui
suppose alors de modifier théoriquement la loi gaussienne pour en prendre une version tronquée
ou censurée.

Ce modele a été mis en oeuvre dans [15] pour faire de la reconnaissance de textures de
mouvement ; dans un premier temps, on “apprend” une texture de mouvement via ’estimation
de ses parameétres; ceci permet ensuite de faire de la classification de textures, en utilisant la
divergence (conditionnelle) de Kullback-Leibler pour mesurer la distance entre deux densités.
L’application considérée dans la thése de Tomas Crivelli ([16]) est le “tracking” ou suivi d’un
objet particulier en mouvement dans la séquence vidéo; la méthode, qui a été comparée avec
d’autres sur plusieurs types de séquences vidéo ( flamme d’un feu avec panache de fumée, flamme
de torchére ou groupe de personnes traversant une rue), s’est révélée plus performante.

1.5 Perspectives

Plusieurs perspectives s’offrent pour compléter ce travail. Sur les auto-modéles, il est inté-
ressant de savoir si I’extension générale des auto-modeéles multivariés est compatible avec des
extensions telles que la levée de la condition de positivité, ou la “multiway dependence” ou les
interactions portent au dela des paires.

Dans le cas des auto-modeéles mixtes, il reste a étudier les propriétés d’estimation et de valida-
tion de modéles : normalité asymptotique de la méthode d’estimation par pseudo vraisemblance
conditionnelle, identification par pseudo vraisemblance conditionnelle pénalisée (de type AIC)
et test de validation de modéle. Enfin, on peut aussi s’intéresser a 'intégration de covariables
explicatives dans une modélisation auto-markovienne.

Rappelons que beaucoup d’auto-modeéles présentent des propriétés de compétition spatiale,
impliquant un tronquage ou une censure des données, ces procédures autorisant tant la coopéra-
tion que la compétition spatiale. Ce paramétre de tronquage n’est pas estimé avec les parameétres
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du modele, mais préalablement fixé, ce qui pose la question de son choix par le modélisateur.
Kaiser et Cressie ([30]) s’intéressent a ce probléme dans le contexte des auto-modéles de Poisson ;
il serait intéressant dans le cas des données mixtes de proposer des méthodes pour choisir ce
parameétre. On peut également se demander quel est son effet sur la corrélation spatiale.
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Chapitre 2

Adoption de standards et diffusion
de technologies

2.1 Introduction

L’objet de cette étude vient d’un probléme présenté par un collégue économiste de 1I’Uni-
versité Paris 1 : la modélisation des mécanismes conduisant & I’adoption de certains standards
technologiques au détriment d’autres. L’étude de la diffusion d’un processus technologique, de
la dynamique de formation d’une opinion ou d’un choix collectif d’individus placés sur un en-
semble de sites S constitue un élément important de 1’économie spatiale, citons par exemple [1],
[2], [5], [19]... Des agents placés sur un réseau choisissent entre plusieurs standards suivant une
régle contextuelle. Nous entendons par standard aussi bien un produit, qu'un nouveau service ou
une nouvelle technologie. Diverses modélisations ont été proposées : exemple chaine de Markov
(par ex. [9]), automate cellulaire ([7]), champs de Gibbs (par ex. [12], [25]), modele d’appren-
tissage (réseaux neuronaux), jeux évolutionnistes (par ex. [20]), algorithmes génétiques... Nous
travaillons ici sur la modélisation markovienne spatio-temporelle par potentiels de Gibbs.

Décrivons la situation spatiale : n consommateurs ou agents sont placés aléatoirement sur un
lattice S = {1, 2, ...n}, muni d’un graphe de voisinage G. Pour simplifier, on considére que chaque
individu a le choix entre deux standards E = {0,1}. La procédure d’adoption de standards est
séquentielle et locale : chaque individu fait son choix selon une stratégie indépendante de ses
voising, ou suit une stratégie de préférence locale basée sur ’observation des choix antérieurs de
ses voisins. L’observation finale disponible est X = {X;, i € S}.

Un “balayage” de S est un choix séquentiel progressif pour tous les sites de S suivant un
ordre donné par une permutation de [1,2,..n]. Une fois le premier balayage de S effectué, la
procédure peut étre itérée. Une différence importante avec le premier balayage est la suivante ;
a partir du deuxiéme balayage, tous les sites voisins d’un site sont déja occupés. Le cadre de
balayages itératifs est connu, nous le rappelons briévement.

Réaffectations itératives : la dynamique de I’échantillonneur de Gibbs

Supposons les balayages séquentiels et notons oy, le k™€ balayage, = X (k—1) et y = X (k)
les configurations avant et aprés le k¢ balayage. Alors, X = (X (k));>2 est une chaine de
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Markov sur {0,1}° de transitions données par

ng(:t,y) = H pi(yl' ‘ Y1,Y2, - 5 Yi—1,Tit1, " " 7'%'”)'

i=1,n

Dans le cas ou les balayages différent, X est une chaine inhomogene et la loi de X (k) est
X (k) ~ Py, PyyPy,...Py, ol i est la loi initiale de X (0). Mais si les parcours de visites sont les
mémes & chaque balayage, o = o pour tout £ > 1, la chaine est alors homogeéne de transition
P = P,, et X(k) ~ uP*. Le résultat suivant établit I'ergodicité de la chaine (Cf par exemple
[13] ou [17] ou [Har4] Proposition 2).

Proposition 8 Supposons que § = inf{p;(z; | 2*), = € {0,1}°} > 0.
(1) Dans le cas homogéne, la chaine X est ergodique de loi limite m, l'unique loi invariante.
(2) Dans le cas inhomogéne, supposons qu’il existe une loi T invariante pour toute permuta-
tion o, (Vo, P, =m). Alors X est ergodique convergeant vers .

Une application importante de ce résultat est 1’échantillonneur de Gibbs [13]. Considérons
une distribution 7 sur E° satisfaisant la condition de positivité

Vo e ES, n(x) >0,

et notons 7;(z; | 2*) ses lois conditionnelles en chaque site i € S. L’algorithme de ’échantillon-
neur de Gibbs de la loi 7 consiste a prendre p;(z; | ) = m;(z; | 2%) ; en effet, puisque la condition
de positivité sur 7 implique la stricte positivité des 7;, on a § > 0. De plus, 7w étant invariante
pour chaque 7;, elle I'est encore pour chaque P,. La chaine X est donc ergodique de loi limite
m, et on voit ici que 'ordre dans lequel les balayages sont effectués n’a pas de conséquence. En
pratique, il suffit donc d’itérer un nombre suffisant de balayages basés sur le seul calcul des lois
conditionnelles 7; pour simuler un processus de loi 7.

Exemple : Echantillonneur d’un champ de Markov
Considérons le tore bidimensionnel S = 72 muni de la relation aux 4 p.p.v., X étant a valeurs
{0, 1}. Supposons que 7 soit donnée par

m(z)=Z 'exp{ad zi+ B mia;}. (2.1)

€S (4,5)
Les deux standards sont équiprobables si a4+ 25 = 0, et si a + 28 > 0, 1 est plus probable que
0. La loi conditionnelle au site i est 7;(x; | 2%) = leii:;((z_tggjeil ZJJ )) .
JEOT

Choix synchrones ou parallélisation massive
Supposons que dans le passage de X (k — 1) =z a X(k) = y, les n choix soient synchrones.
La nouvelle transition s’écrit

Q(z,y) = ] pilyi | ).

i=1n

Q@ reste ergodique, mais sa loi limite p, unique loi stationnaire solution de pu@ = u, differe de
celle obtenue pour un balayage séquentiel ([24]). En général, on ne dispose pas d’'une forme
analytique explicite pour u.
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Si nous itérons les balayages, qu’ils soient séquentiels ou synchrones, et si les choix de stan-
dard sont effectués suivant une régle d’affectation locale, ces modeéles présentent une corrélation
spatiale non nulle. Nous proposons dans [Har4] des tests de non “coordination” spatiale pour
discriminer les stratégies de choix réalisés en toute indépendance ou sous I'influence des voisins.

Nous étudions dans [Har8] et [Har11] le cas d’un balayage unique dans le cadre o les straté-
gies de choix sont locales; nous sommes alors dans un contexte non ergodique et ’étude est de
nature empirique ; nous nous intéressons a ’effet de la présence initiale d’un standard sur le mar-
ché (avant apparition des concurrents) sur la configuration finale ; pour caractériser celle-ci, nous
examinons la fréquence finale de standards, ’évolution de la corrélation spatiale et proposons
des indicateurs d’agrégation spatiale.

2.2 Tests de répartition spatiale ([Har4])

Revenons aux stratégies de choix. Celui-ci s’opére-t-il sous I'influence des voisins ou est-il
effectué en toute indépendance ? Nous proposons des tests de ’hypothése nulle (Hy) d’absence
de “coordination” spatiale. Lorsque le modéle spatial est paramétrique, la non coordination
spatiale correspond & la nullité de certains paramétres et on peut obtenir des tests dérivant d’es-
timateurs standards et de leurs propriétés asymptotiques. Nous nous situons dans un cadre non
paramétrique, et les statistiques de tests que nous proposons sont basées sur I’estimation empi-
rique de la corrélation aux plus proches voisins et sur I'étude de sa loi asymptotique sous (Hp),
I’asymptotique portant sur la taille de la fenétre d’observation. Nous comparons empiriquement
ces tests en examinant leurs puissances sous deux alternatives spécifiées pour X.

2.2.1 Modéles sans coordination spatiale

En I’absence de coordination spatiale, nous définissons le modele pour X de la fagon suivante.

1. On choisit une distribution 7 pour une variable Y = (Y;, ¢ = 1,...n) € {0,1}". Cette
distribution 7 dépend de (2" — 1) paramétres , les probabilités 7% = P(Y4 = 14 , Y4 = 04),
ot A € Py, 'ensemble des parties de S, avec la contrainte ) 4 WX =1.

2. On choisit une permutation o de S qui affecte y; au site o(i), selon une loi p sur Z,,
Pensemble des permutations de S. On considére alors X = (Xj;, i = 1,..,n) avec X; = Y1),
et la distribution de X dépend donc de 7 et de p.

Posons Sy =Y ;" Y; =Sx, p= %E [Sy| et définissons les probabilités suivantes :

w(k
") =Py =k = Y % . pk:%
AEPn,|Al=k k
Le résultat suivant donne la distribution des variables Xj :
Proposition 9 (/Har4] Proposition 1) Supposons que o est uniforme sur =,. Alors :

(1) Pour toute partie B de S, ﬂg = p\p|- En particulier, pour toute permutation § de =y,
les variables (X5(1y, X5(2), s Xs(n)) ont la méme loi.

(2) Les variables X; sont des variables de Bernoulli B(p) de covariance Cov(X;, X;) =
VarSy + E[Sy]> _ E[Sy]
n(n—1) n2(n—1) n(n—1)"

(8) Conditionnellement a Sy = b, X est une variable uniforme concentrée sur les parties de

b1 b
S de taille b et vérifie E[X;] = 2 et Cov(X;, X;) = —% .
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(3) signifie que conditionnellement & Sy = b (b agents ont choisi le standard 1), les variables
X; sont de méme loi, qui est indépendante de la permutation o et de la distribution initiale des
Y;. De plus, la corrélation des X; devient petite dés que n est grand.

2.2.2 Modéeles avec coordination spatiale

Si maintenant le choix d’un standard en un site dépend des choix passés dans le voisinage
de ce site, il va apparaitre une dépendance spatiale, positive s’il y a coopération, négative s’il y
a compétition.

Le modéle de choix séquentiel en une étape

Une fois le placement o des individus fixé, le modeéle est le suivant ;

1. Au site o(1), on choisit X, 1) = Y1 ~ B(p1).
Supposons réalisés les choix y1, 92, -+ ,¥i—1, © < n.

2. Au site o(i), on choisit X suivant une régle contextuelle X,y = Y; ~ B(pi(y'~,0)) ou
pi(y'~,0) s’exprime en fonction des choix antérieurs des voisins de o (7).

Prenons deux exemples simples de telles régles de choix.
Modéle d’Ising progressif :

Considérons le tore d-dimensionnel S = {1,2,--- | N}* avecn = N @ sites, muni de la relation
aux 2d-p.p.v. (avec les conditions naturelles de raccordements aux bords). Notons n;(y) = > v;,
la somme étant étendue aux voisins du site o (i) qui ont déja choisi, c’est-a-dire aux j < i tels
que (0(i),0(j)). La loi de Y; est donnée, pour «, [ deux parameétres réels, par

d

pi(yi ’ yi—) o €xXp yi{a +an(y)}

1 +expi{a+ Bni(y)}’ yi € {0, 1}

Le parameétre 8 controle la coordination spatiale : 5 > 0 favorise la coopération alors que S < 0
traduit une compétition.

Modeéle d’affectation majoritaire :

Dans le modele précédent, on pose d tel que o+ dfS = 0 et on fait tendre § vers l'infini. On
choisit avec certitude y; = 1 (resp. y; = 0) si n;i(y) > d (resp. n;(y) < d), et on choisit {0, 1} avec
les mémes probabilités sinon. L’écriture analytique de la loi jointe de Y est toujours possible,

1 i
my) =~ S I pitwily,0)
" 0€E, i=1,n

mais elle est tributaire de la complexité géométrique due aux permutations o. Ceci explique
I'impossibilité d’exprimer analytiquement les caractéristiques de m, telle la corrélation aux p.p.v..
Par contre, celles-ci peuvent s’obtenir facilement par simulation ([Har8-11]).

2.2.3 Tests de non-coordination spatiale : le cas d’un lattice régulier aux v
plus proches voisins

Considérons S = {1,2,--- ,n} un lattice régulier avec le systéme de voisinage des v plus
proches voisins. On supposera dans tout ce paragraphe que ’on est en situation de non-coordination
spatiale comme décrit précédemment et que les variables Y; sont indépendantes. Notons :
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(B) le modele de Bernoulli 4.i.d. de probabilité 7. Puisque les Y; sont i.i.d. de loi B(w), les
variables X; sont également i.i.d. B(7),

(HG) le modele conditionnel & b= )", X;.

Une statistique naturelle pour tester ’hypothese (Hp) de non-coordination spatiale est construite
a partir de 'estimateur C,, de la covariance aux p.p.v., qui s’exprime & partir de la variable M,, :

2
n ny E 4 143 ]
<2,7>

Pour les Xj;, il y a non coordination spatiale si X; = Y,-1(;) est “indépendant” de X; = Y, -1(;);
dans le cas (B), cela correspond & la non corrélation spatiale i.e. Cov(X;, X;) = 0; mais dans
le cas (HG), cette corrélation n’est pas nulle. Résumons 'expression de la statistique dans les
trois situations que nous allons étudier.

e (B) et m connue

C, = M, — 7°
ee (B) et m inconnue

Si 7 est inconnue, w2 est estimée sans biais par (X, — %X n)- La statistique remplacant C,,
est alors

n -2 1—
Fn—Mn—n_l(Xn—an)
eee (HQG)

Le résultat ci-dessous donne les lois asymptotiques pour les trois cas.

Proposition 10 Test d’absence de coordination spatiale  ([Harj] Propositions 3,4,5).
(1) Dans le cadre du modéle (B) avec w connue,

%cn — N(0,7*(1 — m)[1 + (2v — 1)7]) .

(2) Dans le cadre du modéle (B) avec ® connue,

\/;Fn — N(0,7%(1 — 7)%) .

(8) Dans le cadre du modéle conditionnel (HG). Supposons (S) : % — 7, alors

n—oo

v (o XnmXn DN o o -2
S ) EECRE P

Dans le résultat (3), 'hypothése (S) revient a dire qu’il y a stabilisation de la proportion
des standards.
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2.2.4 Autres tests et étude empirique des puissances

D’autres statistiques de test de non-coordination spatiale sont envisageables, portant par
exemple sur une autre évaluation de la corrélation spatiale. Entre deux tests, on privilégiera
celui de plus grande puissance. Nous envisageons deux types d’alternatives pour X, et calculons
empiriquement par simulation la puissance des tests proposés au niveau 5%.

Alternative 1. Test (Ho) = (B) contre (H1) = (Hg) : X est un modele d’Ising avec a+23 = 0.
Sous I'hypothése alternative, les lois conditionnelles s’écrivent

_ expmi{ 284 fni(x))
1+ exp{—25+ Bn;(x)}

L’hypothese nulle correspond a 5 = 0 dans (Hg). Notons que la corrélation n’est pas explicite.

pi(wi | B,ni(z))

Nous avons simulé des lattices pour des valeurs de S variant de 0 & 1.3; lors de chaque
simulation, nous calculons d’une part la corrélation empirique a distance 1 et d’autre part les
statistiques de test, ceci dans les deux contextes ol 7 est connue ou inconnue.

En ce qui concerne la corrélation, a § fixé, on observe que la corrélation augmente avec la
taille.du lattice.

La figure 2.1 donne les courbes de puissance empiriques sur la base de 500 simulations d’un
lattice de taille 10x 10 au niveau 5%, pour les 5 statistiques de test suivantes :

V(M 7)o V(M - )
\/7r2(1—7r)(1+7/\) V21 —m)(1 + 15m)

Modele (B), 7 connue : C4

Van(M, — 72 VAR(M — 72
Modele (B), 7 inconnue : G4 = M et G8 = M
T(l—7) T(l—T)
M** — 2
Modele (B), 7 inconnue : G2 = V(Mg — ), avec M}* = %2878%‘3,8%:1 X1 Xt

71 —7)

On observe que les tests fondés sur le calcul de la corrélation aux 4 p.p.v. sont meilleurs que
ceux utilisant 2 ou 8 voisins, et cela dans les deux situations m connue ou non : les tests basés
sur les 2 p.p.v. n’utilisent pas assez d’observations; dans le cas du systéme de voisinage aux 8
p-p-v., la corrélation diagonale étant plus petite que celle & distance 1, cela introduit un biais
négatif sur G8 ou C8.

On observe par ailleurs que les tests basés sur les statistiques lorsque 7 est inconnue sont
plus puissants que ceux utilisant la vraie valeur de 7 lorsque 7 est connue.

Alternative 2. (Hp) : (HG) contre (Hp) : X est un modele d’Ising avec o + 25 = 0 et
conditionnel & Sy = 3.
Nous itérons le méme travail que dans l'alternative 1, les simulations étant ici réalisées en
utilisant la dynamique de Metropolis d’échange de spins conditionnelle & Sx = % ([15], §6.2.1).
Comme précédemment, nous constatons que la corrélation & distance 1 augmente avec la
taille du lattice. Les courbes de puissance sont tracées pour les deux statistiques :

VRO - g VIR - )
4(n—1) ot O8 — n  4(n—1)
VA4 + By VAs + Bg
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F1a. 2.1 — Modele (B). Puissances des statistiques auz 2 ppv (G2), 4 ppv (C4, G4), et 8 ppv
(C8, G8).

avec Ay, By, (resp. Ag, Bg) les constantes données dans la proposition 10 pour v = 4 (resp.
v =8) et b= %. On constate également, comme dans le cadre de I'alternative 1, que les tests
basés sur les 4 p.p.v. sont plus puissants que ceux basés sur les 8 p.p.v., et que la puissance
augmente avec la taille du lattice.

Cas de plus de deux standards
Supposons que nous ayons r + 1 > 2 standards {ag, a1, - ,a,} en compétition. En un site 1,
la réalisation sera codée par la variable multidimensionnelle X; € {0,1}" de R"

. 1 siX; = o .
X;(l) { 0 sinon ,l=1,.r.

On utilise des techniques similaires & celles développées antérieurement ; par exemple pour un
modeéle de Bernouilli, on obtient un test de non coordination spatiale.

2.3 Répartition spatiale avec présence initiale d’un standard
([Har8, Har11])

Toujours dans le cadre d’'un choix unique entre deux standards, on cherche & décrire la
configuration finale dans ’hypothése ot la procédure de choix débute aprés affectation initiale
d’une proportion 7 de I'un des standards en compétition (0 < 7 < 1), les sites préalablement
affectés étant choisis régulierement ou aléatoirement sur S. On parcourt ensuite aléatoirement
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les (1—7)n sites restant et chaque nouvel agent fait son choix de standard de fagon locale suivant
une régle définie.

Nous considérons le systéme de voisinage des 4 plus proches voisins avec les trois régles
d’affectation suivantes :

1. Le choix majoritaire fort : 'agent choisit le standard qui est majoritaire parmi ses quatre
voisins. En cas d’égalité, ou lorsque ’ensemble des sites voisins est non occupé, il choisit
A (resp. B) avec la probabilité 7 (resp. 1-7).

2. Le choix majoritaire faible : si le nombre de sites voisins occupés est inférieur ou égal a
deux, I'agent choisit A (resp. B) avec la probabilité 7 (resp. 1-7). A partir de trois voisins
occupés, 'agent suit la régle de choix majoritaire.

3. Le choix probabiliste de type Ising : si les 4 sites voisins de ¢ sont non occupés, l'agent
choisit A (resp. B) avec la probabilité = (resp. 1-m). Dans le cas contraire, notant yg; la
configuration des quatre plus proches voisins de 4, il choisit A avec la probabilité

exp{f > v}

j€di

exp{f > y;j} texp{—B > y;}

jeoi jeoi

Wi(A ’ yai) =

=1—-7i(B | yai)

Pour une loi de la géométrie de remplissage donnée, la répétition de simulations permet
d’obtenir une loi empirique pour le pourcentage final de standards A et les corrélations spatiales.
Nous nous intéressons ensuite a décrire la configuration finale via des mesures de ’agrégation
spatiale; a cet effet, nous donnons un indicateur d’agrégation et trois paramétres mesurant la
connexité. Ces caractéristiques dégagent a la fois 'influence de la régle d’affectation et celle
du taux de contamination initiale sur la répartition spatiale finale des deux standards. Pour
chaque indicateur, nous mesurons ses propriétés liées a ’agrégation spatiale en comparant sa
valeur avec celle obtenue pour un champ aléatoire “au hasard” comportant le méme nombre
final de standards A, mais répartis uniformément. Les indicateurs proposés peuvent étre utiles
pour construire des tests (de permutation) d’indépendance spatiale.

Dans cette étude, nous avons choisi m = 0.5 dans les régles majoritaires et considéré trois
valeurs du paramétre S de coordination spatiale pour la régle de type Ising : 3 = 0.5 qui
correspond & une faible coordination spatiale, puis 8 = 1 qui correspond & un début de formation
d’amas, et enfin 5 = 3 ou la formation d’agrégats (clusters) est plus prononcée. Pour chaque
valeur de 7 variant de 2% a 99%, et pour chacun des modeles d’affectation, nous réalisons 400
simulations sur le tore carré de taille 64 x64.

La fréquence finale du standard A

La figure 2.2 représente 1’évolution de la fréquence finale de standards A en fonction de 7 pour
les cinq régles d’affectation. On voit sans surprise que la croissance de la courbe est d’autant plus
importante que la régle force la coopération locale. Mais I'intérét de ces courbes est de montrer
que leffet différentiel de la contamination initiale est plus important pour des petites valeurs du
taux. En effet, par exemple, pour la régle d’affectation majoritaire forte avec un taux initial de
20%, le standard A sera présent a 90% dans la configuration finale; en comparaison, si les 80%
des sites initialement non affectés s’étaient répartis équitablement entre A et B, la proportion
finale de A aurait été de 8—20%+20%:60%, soit une différence entre les deux situations de 30%.
Mais dans le cas d’un taux initial de 10%, la différence serait de 23%.
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Fi1G. 2.2 — Fréquence finale de standards A suivant la régle d’affectation : x : faible; [J : Ising
B=0.5;0:Ising B=1; ¢ : Ising f = 3 et forte (confondues).

La corrélation spatiale

Nous calculons la corrélation a distance 1, a distance 2 et a distance /2 , notées respec-
tivement py, p, /5, €t py, €t enfin celle aux 8 plus proches voisins pg,, et ce pour chaque régle
d’affectation et nous examinons leur évolution en fonction de 7. Quelle que soit la régle, et pour
chaque corrélation, celle-ci est positive et décroit vers zéro lorsque 7 augmente. On constate
une hiérarchie entre les différentes régles; pour un taux initial de standards inférieur a 50%, la
corrélation spatiale est plus importante et décroit plus vite vers zéro pour les régles qui forcent
davantage le choix du standard A. A titre d’exemple, la figure 2.3 représente I’évolution de la
corrélation a distance 1 en fonction de 7.

Une autre fagon d’appréhender 'effet spatial d’une contamination initiale et d’une dyna-
mique de choix locaux sur la configuration finale pour une régle donnée, est de comparer cette
configuration (C) avec celle qui résulterait d’une répartition aléatoire uniforme (Cp) pour un
méme nombre final de standards A. Le champ (Cy) est d’allure et de caractéristiques distinctes
de (C). Par exemple, nous représentons figure 2.5 deux champs (C) et (Cp) obtenus pour la régle
d’affectation Ising avec § = 0.5, et le méme taux initial 7 = 0.05; ces deux champs ont la méme
proportion de standards A, 57.79%, mais on distingue visuellement les deux configurations I'une
de Pautre, celle résultant d’un choix uniforme étant caractérisée par une corrélation spatiale
moins élevée. En effet, dans le cas des champs (Cj), la corrélation est quasi nulle (|p;| < 2.1073),
quelles que soient la régle d’affectation et la valeur de 7. Il est donc clair que la corrélation
spatiale constitue un bon critére de différenciation des champs issus d’une procédure de ba-
layage avec régle d’adoption locale, une corrélation positive supérieure a 0.002 correspondant &
un champ de type (C).
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F1a. 2.3 — Corrélation a distance 1 suivant les régles d’affectation (courbes Ising 8 = 3 et forte
quasi confondues) : x : faible; [J: Ising 5 = 0.5; 0 : Ising 5 =1; ¢ : Ising = 3; * : forte
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FIG. 2.5 - Champs (C) issu d’un Ising 8 = 0.5 et 7 = 0.05, et (Cp) uniforme, f4 = 57.79%.

Mesures d’agrégation spatiale

Lorsque nous examinons des réalisations de champs (C) et les comparons a celles de champs
(Cop), une différence essentielle est la formation d’agrégats ou clusters pour les champs (C) (cf.
Iexemple ci-dessus). Nous proposons plusieurs indicateurs pour évaluer cette différenciation
spatiale.

Lindicateur d’agrégation I A est le nombre d’arétes joignant des sites voisins de méme stan-
dard A, rapporté au nombre total de sites au standard A.

Nous calculons également trois indicateurs de connexité : ncc le nombre de composantes
connexes de sites A, mcc la taille moyenne de ces composantes, et max cc la taille de la plus
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grande composante connexe. Nous étudions I’évolution de ces indicateurs pour les différentes
régles d’affectation et les différentes valeurs de 7 pour les champs (C) et (Cy).

Pour I'exemple Ising 8 = 0.5, 7 = 0.05 (fa = 57.79%), les indicateurs sont les suivants :

Champ (C) Champ (Cyp)
p; = 0.2823, TA = 1.3520, | p; = 0.0053, A = 1.1019,
nce = 59, mec = 38.08, ncc = 185, mcec = 12.15,
mazxcc = 2132 maxcc = 268

Hormis max cc, ces indicateurs caractérisent bien 'organisation spatiale des champs issus
d’une procédure de choix en un balayage si on sait que le taux initial de contamination est
peu élevé. En revanche, dés que ce taux initial est relativement important (20 a 50% selon les
indicateurs et les régles), ils ne sont plus pertinents; quant & mazce, il ne discrimine les types
de champs que lorsque le taux est faible (par exemple inférieur & 10% pour la regle d’Ising avec

B=1).

2.4 Perspectives

Reprenant les paradigmes d’adoption et de diffusion de standards en économie (Cf. par
exemple [19]), nous souhaitons formaliser l'interprétation “chaine de Markov” d’un certain
nombre de dynamiques. Une dynamique est caractérisée par sa transition. La discrétisation
en temps et en espace permettra une approximation de diffusion & partir de laquelle il sera plus
facile de décrire les caractéristiques analytiques de la loi stationnaire et qui devrait permettre
d’interpréter certains comportements de la dynamique observés empiriquement.
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Chapitre 3

Calcul de constante de normalisation
pour un modéele de Gibbs

3.1 Introduction

Pour des modeéles de Gibbs, il est bien connu que le calcul des lois marginales ainsi que celui
de la constante de normalisation C' sont en général impossible. Pour une distribution = de Gibbs
discréte, cela résulte de la sommation sur un grand nombre d’éléments, rapidement infaisable.
Par exemple, considérons un modeéle d’Ising sur une grille 10 x 10, la constante de normalisation
se calcule par sommation sur 2'%° termes. Ce probléeme a un impact direct et important sur
de nombreuses applications; par exemple, il rend impossible ’estimation par maximum de la
vraisemblance. Des recherches récentes ont été menées pour contourner le probléme ; par exemple,
en statistique spatiale, la vraisemblance est remplacée par la pseudo-vraisemblance conditionnelle
([2]). Un autre contournement classique consiste a évaluer la constante de normalisation par
méthodes de Monte Carlo (Cf par exemple [11]). Cependant, il est parfois possible de calculer
la vraie valeur de C' avec un algorithme efficace (Cf par exemple [8]).

Si l'on considére 7, un processus de Gibbs sur un espace d’états fini, I'idée générale est
d’envisager m comme un champ de Markov dont il est aisé de manipuler les lois conditionnelles.
Cette approche permet d’établir une récurrence sur les lois marginales et le calcul de la constante
de normalisation.

Nous avons retrouvé quelques résultats établis récemment ([14]), mais sous une forme dif-
férente. De plus, nous proposons une nouvelle récurrence, toujours basée sur les probabilités
conditionnelles de 7, aboutissant & un calcul explicite et facile & implémenter de la constante de
normalisation. La performance numérique de cet algorithme est évaluée pour quelques exemples.

Nous généralisons les résultats au cas de processus de Gibbs spatiaux et calculons notamment
la constante de normalisation C' pour m un modeéle d’Ising spatial. La méthode s’applique bien
pour des lattices dont une dimension reste petite ; en pratique, pour un lattice de taille m x T,
T n’est pas limitée, mais m doit rester inférieure ou égale & 10 ou 12.
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3.2 Récursions pour une distribution de Gibbs temporelle ([Har12])

Soient 7" > 0 un entier positif, £ un espace d’états finis & N éléments, et Z(T') = (Z1, Za,-- - , Z7)
une variable aléatoire temporelle dont la distribution 7 s’écrit sous une forme factorisante sur
ET (Cf Reeves and Pettitt [14]) : pour 2(T) = (21, 22, - , 21),

m(2(T)) = Clexp Z hs(2s, 2s41) = C 1 H Hq(zs, 2541) (3.1)
s=1,T-1 s=1,T-1

Donnons quelques notations : dans tout ce qui suit, les Hs, s = 1,7 — 1, sont des matrices
de taille N x N de composantes Hg(u,v) = exphs(u,v). Pour deux telles matrices N x N
H et G, pour F = (B(v),v € E), un vecteur ligne de taille N, et pour un vecteur colonne
B = (B(v),v € E) de taille N, on note

HG(u,v) = Z H(u,w)G(w,v) , FH(v) = Z F(u)H (u,v) et HB(u) = Z H(u,v)B(v).
weE uel veEE
On note également u' = (ug, ust1, -+ ,ut) avec 1 < s <t < T, mg les lois marginales de 7 sur
SCT= {17 2, 7T}7 et 7T1; = T{s,..,t}-

On peut interpréter m comme une distribution de Gibbs d’énergie

Ur(2(T)) = Y hslzs,2511)

s=1,T-1

associée aux potentiels de paires (hg)s=1,7—1. En particulier, 7 est un champ de Markov bilatéral
aux 2 plus proches voisins :

Hi_1(ze—1, z) He (24, 241)
Hy 1Hy(24—1, 241)

Z(T) est aussi une chaine de Markov d’ordre 1 avec
Hi_1(z—1, 2) Z“tTH Hy (2, ueg1) HLZ;{H Hy(us, usr1)
S Hioa(ze-1,up) [To5 Ho(us, ustn)

(2 | 25,8 # 1) = =7(2 | Zt—1, 2t4+1)-

(2| zs, s<t—1)=

=m(z | 2¢-1)-

3.2.1 Récursions sur les marginales et calcul exact de la constante de nor-
malisation

Posons By = 1 le vecteur colonne de taille N de composantes égales & 1. En marginalisant
sur zr, on obtient :

m ez zre) = O[] Hlzs zs01)M(Hr-1Br) (2r-1) -
s=1.T—2

On définit la suite de vecteurs (By;) par B,—1 = H;_ 1By, et on a alors pour t =T a 2 :

77?1(21,22,...,%) = ! H Hy(zs, 2s4+1)(H¢Biy1)(2t) (3.2)
s=1,t—1
= ¢V [ Heleozes1)(Hy - Hr 1 Br)(=) -
s=1,t—1
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On descend ainsi jusqu’a 7y et on obtient la constante de normalisation en posant C = C x

YomenTy(21)

Proposition 11 (/14], et [Har12] Proposition 3.2)

c=Br{ [[ H:Br (3.3)
s=1,T—1

Si les potentiels sont invariants dans le temps, avec Hy = H, on a simplement

c=1" (H)T72HT,11.

On retrouve les résultats de Liu ([8]), ou Reeves and Pettitt ([14]). Cependant, notre formule
est intéressante car elle permet de calculer la constante via un simple produit de matrices. En
particulier, dans le cas des potentiels invariants dans le temps, si on peut diagonaliser la matrice
H, alors le calcul s’effectue quelle que soit la dimension temporelle T

Inversement, si on s’intéresse maintenant aux récursions “forward”, en définissant F; = B%
et F; = Fy_1H;_1 pour t > 2, on obtient les lois marginales de (z, ..., 27) :

7TtT(ZtaZt+17"';ZT) = Cil{<Ft—1Ht—1)(zt) H H(zs, 2s41)}
s=t,T—1

= CY(RHHy---Hia)(z) [ He(zssze0))
s=t,T'—1

Plus généralement, le résultat suivant donne la formule pour n’importe quelle marginale :

Proposition 12 1 - La loi marginale de w sur S = {s1,s2, -+, 8¢} avec 1 = 1 < s9 < -+ <
Sq—1 < 8q="1T est

S'H»l*]-

m5(21, Zas 2 25y o 2r) = C0 T (T Ho) (20 Zein)s (3.4)

i=1,q—1 s=s;

2 - La loi marginale sur Sy = S\ {1,T} est obtenue en remplagant le premier produit
(T3 H)(21, 255) par LT (13271 Hy)(2,) et le dernier (T1307) Hy) (25, 15 27) par (T1507) Hs)1) (25, ,)-

Performances numériques

Nous avons calculé la constante de normalisation C' pour deux exemples.

Le premier est celui d’'un modéle auto-logistique avec des potentiels de singletons et de
paires indépendants du temps 0;(2;) = azi, t = 1,T et Wiz, 2¢41) = Bzezi4+1 pour t < T — 1. Ici,
hi(zt, ze41) = 04(21) + Vi(2t, z¢41) pour t = 1,7 — 2 et le potentiel terminal est hp_1(zp_1, 27) =
Or—1(27—1) + Vr_1(2r—1, 27) + O7(27).

Nous calculons la constante C' = 1T (H)T=2Hp_11 pour des valeurs croissantes de 1" jusqu’a
T = 700; le calcul est instantané dans chaque cas, c’est-d-dire que le “computing time” rendu
par le logiciel (matlab), exprimé en secondes, est nul.
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Le second exemple est celui d’'un modele d’Ising temporel bivarié. L’espace d’états est £ =
{0,1}2 et on considére le modéle de potentiels invariants hs = h,

h((z1,y1), (z2,y2)) = az1 + By1 + yx1y1 + axe + Bys + yxoy2 + d(T122 + Y1Y2) -

Nous avons calculé la constante de deux facons, en calculant directement la puissance H' 2,
ou bien en utilisant une diagonalisation de H et 'expression C' = 1T"PDT2p~1Hp 11, Les
temps de calculs sont instantanés pour les deux méthodes, la diagonalisation n’apporte rien
puisque ici la taille de H est petite, 4x4.

3.2.2 Extension aux processus ‘“r—factorisables”

Reeves et Pettitt ([14]) considérent des distributions plus générales qui se factorisent en
potentiels de portée r : w(2(T)) = [[s—] Hs(2s, 2541, , 2s4r). On retrouve les résultats pré-
cédents sur les objets () définis sur E* = E™' comme suit : si H est une fonction sur £*, on
deéfinit H* sur E* x E* par :

H*(u,v) = H(ub™, v40) H 1(wir1 = v;). (3.5)
i=1

Notamment, la constante s’exprime comme C = 1T(T[L H*)1.

3.2.3 Récursion sur les marginales conditionnelle au futur
On propose un nouvel algorithme pour calculer récursivement les marginales, en utilisant un

conditionnement sur le futur.

Réécrivons la distribution générale (3.1) en explicitant les potentiels de singletons et de
paires :
hs(237 Zs+1) = 93(2’8) + \I/s<287zs+1) pour s = 1,T

avec la convention W7 = 0. C’est & dire qu’on a encore pour t = 1, T, et 2! = (2129, -+, 2¢) :
Ut(zi) = Z 95(’28) + Z \I’s(z&zs-‘rl) .

s=1,t s=1,t—1

On définit la contribution de 7 conditionnelle au futur (2441, -+ ,27) de la fagon suivante.
Tout d’abord, il est clair que 7(z1, 22, , 2 | Zt41, -+ ,27) = 7(21, 22, + , 2t | 2t+1). Alors, pour
t<T,

(21 | ze41) = Cp H(zer1) exp U (21 z241),
ou Uf(24; 2e41) = Up(2h) + Wy(2t, 2441) est Pénergie conditionnelle au futur et Cpiq(zt41) =
ut e gt €XP {Ut*(utl;ztﬂ)}.

On définit alors pour 1 <t < T,

Yi(2hsu) = exp Uy (2} u)
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la contribution de 7771 conditionnelle au futur z;11 = u, puis Ft(zf) le vecteur ligne de taille NV
de ces contributions de 7 & I'instant ¢ conditionnelles au futur

Ly(1)(u) = 7, (z150) 3 w€E.
Sit=T, I'r(2(T)) est le vecteur constant de composantes v (z(T)) = exp Ur(z(T)).

Posons alors pour 1 <t < T, Hi(u,v) = exp{0¢(u) + ¥¢(u,v)},u,v € E; on définit la suite
de vecteurs colonnes (Dy,t = T,2) par Dy = (1,0,---,0)T, et D,y = H;D; for t < T. On
obtient le résultat suivant.

Proposition 13 ([Har12] Propositions 3.1 et 3.2)
1 - Formule de récurrence sur les contributions conditionnelles au futur.
Pour 2<t < T,

Z Ft<Z§_1, Zt) = Ft_l(Zi_l)Ht.
nelR

2 - Fxpression des lois marginales.
Pour1<t<T,
i (2h) = C7 x Ty(24) Dy. (3.6)

De la méme fagon que précédemment, ce résultat s’étend pour des processus dont la distri-
bution s’exprime comme un produit de potentiels de portée r.

3.2.4 Cas d’un processus de Gibbs spatial

L’idée est de considérer le champ spatial comme un processus temporel multidimensionnel.

Soit Z = (Zs, s = (t,i) € S) un champ spatial sur S =7 xZ ,ou 7 = {1,2,---,T} et
Z=1{1,2,---,m}, et avec Zs € F. On considere alors le processus temporel Z; = (Z(; 3, i € I),
avec Zy € E = F™ sur lequel on a les résultats précédents.

Supposons que Z est un processus de Gibbs de loi 7 caractérisée par une énergie U. On
réécrit cette énergie en fonction de potentiels liés & la dimension “temporelle” ; si la plus grande
hauteur de ces nouveaux potentiels est 7, alors (Z;) est un champ de Markov aux 2r plus proches
voisins mais aussi un processus de Markov de mémoire r ; Yy = (Zy, Zyi1, -+ Zpyr), t = 1, T — 1,
est une chaine de Markov sur F* = E" pour laquelle on a les résultats sur les lois marginales
(3.6) et le calcul de la constante de normalisation (3.3).

Exemple : le modéle d’Ising

On considere Z = (Z(), (t,4) € S) un champ markovien sur le lattice S = 7 xZ ={1,2,--- , T} x
{1,2,--- ;m} muni du systéme de voisinage aux 4 plus proches voisins, avec Zugy € F =
{—1,+1}. Laloi jointe de Z est caractérisée par les potentiels de paires et de singletons suivants :

Dii(2) = azy, pour (t,i) €S,
e it (2) = B Zwi)Zit1) pour 1 <i <m — 1,
(I){(t,i),(t+1,i)}(z) = 4 Z(t,i)z(t+1,i) pour 2 S t S T.
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On réécrit alors ’énergie en fonction des nouveaux potentiels donnés par

Ou(z) = 0(z) = Y zan+B D, Ztiitit1):
i=1,m i=1,m—1

Ui(z, ze41) = WU(zt,2041) =6 Z Z(t,i)2(t+1,0), L <t <T —1.

i=1m

Nous avons calculé la constante de normalisation pour ce modele avec m = 10 et des valeurs
croissantes de T" jusque T' = 100. Nous utilisons deux méthodes : par calcul des puissances HT 2
de H, ou bien en utilisant une diagonalisation de H. Il s’avére que les temps de calcul sont plus
longs (d’environ 30 secondes) dans la méthode utilisant la diagonalisation. En effet, le temps
utilisé pour la procédure de diagonalisation est trop important et on perd le bénéfice de son
usage. On obtient rapidement le calcul de C, par exemple en moins de 20 secondes pour un
lattice de taille 10x100.

Perspectives

Il reste & définir de bonnes approximations pour le calcul des marginales et de la constante
pour des grands lattices; si le lattice est de taille T'x M, avec M < T, une idée est de le découper
dans le sens de M en petits morceaux de taille T' x m sur lesquels on peut mener des calculs
exacts, puis de “recoller” les résultats.
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Chapitre 4

Quelques résultats en statistique
paramétrique

4.1 Estimation par minimum de contraste en situation non er-
godique

4.1.1 Processus de contraste fort ([Har0, Harl)])

Si Py, 6 € O, est un modele paramétré pour la variable Y = (Y;, ¢ € S) ou S est infini
dénombrable (S = Z? par exemple), la méthode d’estimation par minimum de contraste pour @
consiste & choisir une valeur § minimisant une fonctionnelle v — Uy, (o, Y (n)) on Y (n) = {V;, i €
D,}, D, étant une suite de domaines d’observations tendant vers S. Cette fonctionnelle U, est
par exemple, ’'opposée de la log-vraisemblance, la pseudo-vraisemblance conditionnelle de Besag
pour un champ de Markov, le contraste de Whittle pour une série chronologique, la somme des
carrés résiduels pour un modeéle conditionnel. Les propriétés asymptotiques de cette méthode
sont étudiées dans Dacunha-Castelle et Duflo ([11]) dans le cas ergodique. Dans le cadre de ma
these, j’ai proposé une généralisation a la définition et aux propriétés des processus de contraste
de ([11]). D’une part, la notion de contraste fort, pour laquelle les conditions habituelles en
Py—probabilité sont remplacées par des conditions Py—presque stire, permettent d’obtenir un
résultat de consistance presque stire de ’estimateur. D’autre part, sous une condition de sous-
ergodicité, nous obtenons la consistance et la normalité asymptotique dans la situation non
ergodique. A partir de ces résultats, on batit un test asymptotique d’une sous-hypothése par
différence de contraste qui suit la loi d’'une somme pondérée de Chi-deux & un degré de liberté
et indépendantes. ([Harl-2]).

Nous considérons le modéle paramétrique (Q, A, (Py)aco) 0t © est un compact de R* d’in-
térieur © non vide. On note la filtration F = {F,, n € N} avec F,, = (i, i € Dy,).

Une fonction de contraste relative a 6 est une fonction @« — K (6, ) de © dans RT ayant un
minimum unique en a = 6 ([11]).

Un processus de contraste fort relatif a 6 et & K est une fonction U de 2 x N x © dans R,
F—adaptée, vérifiant :

liminf (Up(a) — Un(0)) > K(0,a) Py — p.s. (4.1)

n—oo
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La condition initiale de ([11]) sur le processus de contraste U est

lim (Up(a) = Up(0)) = K(0,«0) en Py — probabilité. (4.2)

n—oo

Cette condition est vérifiée pour des modéles stationnaires et ergodiques deés que la para-
meétrisation est propre; c’est pourquoi on parle de condition ergodique, alors que (4.1) sera dite
condition de sous-ergodicité.

Soit @n = Arginfyeco Uy (a) Vestimateur du minimum de contraste. Les résultats suivants
établissent la consistance forte puis la normalité asymptotique de cet estimateur ([Har0], [Harl],

[21]).

Posons les deux conditions suivantes :
(C1): a0 — Up(a,w) et a« — K(0,a) sont continues.
(C2) : Notant Wy, le module de continuité de Uy,

Wa(n) = sup {|Un(@) = Un(B)|, o= B| <n, aet § €O},

il existe une suite (ex) qui tend vers zéro telle que Pyllimsup,, o Wn(1/k) < ex] = 1.

Théoréme 14 Consistance forte ([Harl], [Har0])
Sous (C1) et (Ca), lim 0, =0 Py—presque sirement.
n—oo

Y

Remarque : Si (4.1) et (C2) sont affaiblies respectivement en liminf,, o (Un(a) — Un(0))
K(0,a) en Py—probabilité et lim, oo Pp[Wy(1/k) < ] = 1, alors on a lim, o0, = 0 ¢
Py—probabilité.

B

Corollaire 15 Contraste additif ([Harl], [Har0])

K
Soit Up = > ankUnk, ank >0 et supposons que
k=1
(1) les processus Up 1, ..., Uy i satisfont (Cz) et sont continus en «,
(2) il existe un ko tel que U, y, est un processus de contraste fort relatif a une fonction de
contraste Ko(0, ) continue en 0,
(3) pour ce méme ko, il existe ag = liminf,, o ank, > 0,
(4) pour tout k # ko, liminf,, o (Up k() — Uy i(0)) > 0.
Alors lestimateur de minimum de contraste associé au processus Uy, converge presque stire-
ment vers 0.

Le corollaire est utile dés que le processus de contraste se décompose en une somme de sous
contrastes dont I'un au moins se traite bien. En particulier, on appliquera ce résultat pour le
contraste de la pseudo-vraisemblance conditionnelle de Besag ([3]) en le décomposant sur des
sous-ensembles de codage.

Le cas des processus de contrastes convexes est traitée par Senoussi ([31]) sous la condition
d’ergodicité (4.2) ; dans ce cas, on n’a pas besoin de condition sur le module de continuiteé.

Présentons rapidement quelques applications.
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Variables indépendantes

Soit une suite de variables aléatoires indépendantes Y1, Ya,---. Ici Y; est & valeurs dans €;,
espace mesurable, de loi Py ;. Pour chaque ¢ € N, soit g; : {2; X © — R, mesurable en Y; € §); et
continue en 0, et soit {b,, n € N} une suite de réels positifs tendant vers +o0.

On considére alors le contraste : Uy, (a) = 7~ Z 9i(Yi, o).

Des choix classiques pour g; sont g;(Y;, o) = — log fi(Yi, @) si f; est la densité de Y; (maximum
de vraisemblance pour des variables indépendantes non identiquement distribuées), ou g;(V;, o) =
(Y; — E,(Y;))? (moindres carrés ordinaires).

Contrastes du codage et de la pseudo-vraisemblance conditionnelle pour les modéles
markoviens

S est ici un ensemble infini dénombrable de sites, muni d’un graphe symétrique définissant la
relation de voisinage. Le champ markovien est spécifié par une famille de densités conditionnelles
WA(yA/yaA, a), ACS.

Soient B,, une suite strictement croissante de domaines d’observations et C' un sous-ensemble
infini de codage; C,, = B, N C. On étudie les deux contrastes introduits par Besag ([3]) :

~C
Contraste du codage : US (o) = —L Z log 7 (yi | yai, @) et 0, = arg ngn Ul (a).
ZE n
Contraste de la pseudo-vraisemblance conditionnelle : Uy () = —ﬁ > log mi(yi/ysi, ) et

0, = arg m@in Un(a).
En s’appuyant sur le résultat précédent pour des observations conditionnellement indépen-

~C A
dantes, on obtient la consistance de 6,, et 6, dans un cadre assez général (Cf. [Har0] et [Harl]).

Variables dépendantes : Régression non linéaire a résidu ergodique.

On considére le modele y; = f(x¢, ) + g, t=1,...,T , oule résidu est ergodique, et le
contraste des moindres carrés Ur(a) = # Z(yt £y, ))2

Par exemple ¢ est gaussien de den81te spectrale intégrable égale a g(\)[1 — |24
0<d<1/2.

avec

4.1.2 Normalité asymptotique ([Har0-1-2])

La vraie valeur du paramétre sera notée ici 6y € © et US) (fp) est la itme dérivée partielle
de U,, en 6.

Pour deux matrices symétriques p x p A et B, on notera A > B (resp. A > B) lorsque la
différence A — B est une matrice semi-définie positive (resp. définie positive). Pour une matrice

A qui admet une diagonalisation A = PDP~! | on note Az = PD3 P71,

Posons les conditions suivantes :
(N1) : 1l existe un voisinage V' de 6y sur lequel U, est deux fois continiment différentiable
et une variable aléatoire G Py, —intégrable, tels que pour tous 1 < 4,7 < p et o € V, on ait

|2 (2, w)] < Gw).

(Ng2) : Il existe une suite (I,0) de matrices p X p et une matrice In > 0 telles que
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(1) & partir d’un certain rang I o > Io
(i) lim, (U,SQ) (0p) — In70> =0 en Py,-probabilité

(N3) : Il existe une suite (ay) tendant vers Uinfini et une matrice Jo telles que
(i) & partir d’un certain rang, J,o = Var (a/an él)(90)> existe et vérifie Jno0 > Jo

(ii) fam Jno~ V2 UV (69) —~ N(0, I,)

Théoréme 16 ([Har0]) Supposons que l’estimateur du minimum de contraste 0,, de Uy, soit
consistant et que les hypothéses (N1), (Na) et (N3) soient vérifiées. Alors

_ ~ L
Van Jn,O 1/2 In,O (en - 90) — N(O> Ip)
Les conditions (/V) ne sont pas d’un usage facile. Lorsque le contraste est de type additif,
n
Un(a) = i >~ gi(Yi, @), et que le processus est faiblement dépendant, elles sont remplacées par

1=1
des conditions portant sur la régularité des fonctions g et de mélange sur Y (Cf [Har(0]).

Ces résultats permettent de construire un test statistique pour deux hypothéses emboitées.

4.1.3 Test asymptotique de différence de contrastes ([Har0-1-2])

Considérons I'hypothese (H) : “0 € O, ouvert de RP 7. Soit ¢ un entier plus petit que p;
nous voulons alors tester la sous-hypothése nulle (Hp) : “6 = r(a)”, ou r est une application de
classe C% d’un ouvert A C RY dans © telle que

0o =r(ap) et Ry = g—;(ao) est de rang q.

Notons 6, et 0, = r(éy) les estimateurs de minimum de contraste sous (H) et (Hyp), et
notons également I, J,, Iy, Jo les matrices apparaissant dans les conditions (V) relatives au
contraste Uy, (r(«)) sous (Hp). Posons

1/2 —1 —1pT 1/2
An = 2,5 (I — Rl BT ) 7,5 (4.3)

A, est une matrice symétrique positive de rang p — g.
Le test de sous-hypothése est basé sur la statistique

T, = 2ay, (Un(én) - Un(én)> .

Théoréme 17 ([Har0]) R B
Supposons que les estimateurs 0y, et 0, soient convergents et que le contraste U, vérifie, sous
(H) et sous (Hp), les hypothéses (N1) a (Ns3). Alors, sous (Hp),

p—q

2

Ty ~ E )\i,n X1,i
i=1

ot les X%,i sont des x? indépendantes et les Ain sont les p — q valeurs propres strictement
positives de la matrice A, définie par (4.3).
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Remarques et exemples :

- Cas stationnaire :

Supposons que lim I, g = Ip, lim ij = Iy, lim Jno = Jo et notons Ag = Jé/Q (Io_l — Rofo_lROT) Jé/Q;
alors sous I’hypothése (Hg) on a T, —* SN X2 ot les \; sont les p — ¢ valeurs propres de
la matrice Ag.

- Cas Inog = Jnp :

Dans ce cas, la matrice A, o est idempotente de rang p—q (A, = 1) et la statistique T;, suit
une loi de Xz%— ¢ ; on retrouve le résultat classique du test du rapport de vraisemblance mais dans
une situation non nécessairement stationnaire puisqu’il suffit que pour chaque n, I, o = Jy0.
Ce sera le cas pour des observations indépendantes mais non identiquement distribuées avec le
contraste de la vraisemblance ([Har0]), ou une chaine de Markov non homogene dans le temps
avec également le contraste de la vraisemblance ([Har2]), ou encore pour un champ de Markov
avec le contraste du codage ([Harl]).

- Divers exemples sont étudiés dans [Harl] et [Har2] ; le cadre du champ markovien est détaillé
dans [Harl]. Nous examinons dans [Har2| le cas d’une chaine de Markov inhomogene, puis celui
d’un modeéle d’Ising aux 4 plus proches voisins ; enfin, nous considérons une série chronologique
pour laquelle le parameétre est estimé par contraste de Whittle avec le test de vraisemblance.

- Puissance du test :

Nous avons évalué empiriquement la puissance du test pour deux exemples ([Har2]). Nous
utilisons 'approximation ./a, (O — 00) —% N(0,I,J,I;Y) on I, = U7(L2)(9n) et J, =
aansl)(én)Uy(Ll)(én)T. La fonction de répartition d’une somme pondérée de x? n’ayant pas de
forme explicite, elle est évaluée de facon numérique.

Nous considérons d’abord une chaine de Markov homogéne sur Z, a deux états {—1,+1};
c’est encore un champ de Markov aux deux plus proches voisins de lois conditionnelles

PYy=y|Yer=2, Yy =2) = ezx fjfh(&iﬂééizg)))}

La chaine Y est ergodique et exponentiellement mélangeante; on veut alors tester (Hp) :
a = [ = 0; on envisage trois procédures de test basées sur les contrastes de codage (avec
C = {2k, k € Z}), de pseudo-vraisemblance conditionnelle et de vraisemblance. Sous I’hypothése
(Hp), les trois statistiques de test ont pour lois asymptotiques respectives

¢ ~ 3, TEVC v g+ 203, TV ~x3 . (4.4)

On sait que la précision des estimateurs va en s’améliorant en allant du contraste du codage
a celui de la vraisemblance en passant par la pseudo-vraisemblance ([22]); nous avons tracé
les courbes de puissance empirique des trois tests sous l'alternative (Hi) : « = 0, 8 # 0
correspondant a une loi stationnaire uniforme : les puissances sont similaires. En revanche pour
une autre alternative (Hz) : @ # 0, § = 0 correspondant au cas i.i.d., on observe que la méthode
de codage est inférieure a celle de pseudo-vraisemblance, elle-méme inférieure a la vraisemblance.

Le second exemple est celui d’une série chronologique non gaussienne :

1+ )Y+ g(Ytﬂ +Yi1) =¢
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ott |B] < [1+a] et (&) est un bruit blanc i.i.d. centré et non gaussien de variance 2. Notons que
Y est exponentiellement mélangeant. On utilise ici le contraste de Whittle défini par U, (6) =

ﬁ ffﬂ (log fo(N) + %(A)) d\, ou fy désigne la densité spectrale et I,,(\) le périodogramme.

On teste alors (Hp) : @« = 8 = 0 correspondant au cas i.i.d.. La loi asymptotique de la
statistique de différence de contraste est une somme pondérée de deux X% indépendants, la
pondération faisant intervenir le coefficient d’aplatissement du bruit. Nous comparons empiri-
quement la puissance de ce test avec celle du rapport de vraisemblance : les puissances restent
tres proches, le test de vraisemblance ayant une avance de 'ordre de 10% sur le test de Whittle

aux points les plus différenciés.

4.2 Estimation sur le log-périodogramme “régularisé” ([HarO,
Har3])

Parmi les méthodes d’estimation de processus stationnaires, la procédure de Whittle donne
un estimateur consistant, asymptotiquement normal, et de plus dans le cas gaussien, asymp-
totiquement efficace. Cette procédure est encore valide dans le cas de processus stationnaires
fortement dépendants (appelés encore & mémoire longue), pour lesquels la densité spectrale du
processus n’est pas bornée.

Nous introduisons une procédure d’estimation basée sur le log-périodogramme ; cette mé-
thode a été proposée a l'origine par Geweke et Porter-Hudak ([18]) puis Kashyap et Eom
([23]). Cette méthode est particulierement intéressante pour des modéles faisant intervenir
des parameétres en exposant ; c’est le cas des processus fractionnaires, par exemple les modeéles
FARIMA(p,d, q).

Le modéle général est le suivant :
Xt = A(B)Et (45)

observé sur t = 1,...,n, o (&) est un bruit blanc et A(B) = Y a;B’ avecag =let Y a? < 00,
>0 >0
B étant opérateur retard usuel (BX; = X;_1).
n

Notons X, (\) = 3 X | e,(\) = e et I x(\) = 5= |X,(N)|? et L(\) =
t=1 =1

2mn

1

5—|en(A)|? les périodogrammes de X et e.

Davis et Jones ([13]) et Brillinger ([6]) ont donné des résultats sur le comportement asymp-
totique du périodogramme dans le cas gaussien et & mémoire courte ; Geweke et Porter-Hudak
([18]) traitent le cas d'un FARIMA(p,d,q) avec —% < d < 0 (processus & courte portée) mais
dans un cadre non gaussien, et Kiinsch ([27]) celui d’un processus fractionnaire non gaussien et
a mémoire longue (Cf [Har0]).

Reprenons le modele (4.5) : X; = A(6, B)ey dépend d’un parametre § € © C RP, © compact.

Taniguchi ([33]) a comparé les estimateurs de Whittle et des moindres carrés sur le log
périodogramme dans le cas gaussien : tous deux sont asymptotiquement gaussiens ; I’estimateur
basé sur le périodogramme n’est pas asymptotiquement efficace, au contraire de celui de Whittle,
mais présente des propriétés de robustesse ; mais surtout, lorsque le parameétre du modeéle est en
exposant, il est solution d’une équation linéaire ce qui simplifie avantageusement les calculs.
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Notons maintenant J,, x = |A(6, €**)|?,, -(\) I'approximation de I,, x (\) et réécrivons cette
égalité en en prenant le log; on a alors

log Jn.x (\) = log |A(0, ¢) > + log I, < (\) (4.6)

On estime les parametres du modele en considérant la régression (4.6) aux fréquences A\, =

k =14 5. Sic est un processus i.i.d. gaussien, 'estimateur du contraste des moindres

2nk
n ?

n/2

- 2

carrés Up(0) = 23 (log Jn,X(%) —log |A(6,e?)|? + )" (o v est la constante d’Euler) est
k=0

asymptotiquement normal, mais pas asymptotiquement efficace. C’est le principe de la démarche

proposée par Kashyap et Eom ([23]) pour estimer les paramétres d et 02 d’un processus a longue

portée (1 — B)?X; = oe; ot (&) est i.i.d. N(0,1) et 0 < d < 1/2.

L’idée proposée dans [Har(] est de “régulariser” le périodogramme pour produire un esti-
mateur efficace; il s’agit de découper 'intervalle d’observation [1,7n] en m paquets de longueur
K:

m_q
{1,...%} = |J Travee Ty = {IK +1,...,(1+ DK}
=0

et on travaille avec les pseudo-périodogramme et périodogramme régularisés Jx = % > kez, In, X(%)
ot Ie = % Mg, Ine(F).

Sous des hypotheses de régularité de la densité spectrale de X et d’un “bon” découpage, on
obtient un estimateur de la régression sur le log périodogramme régularisé asymptotiquement
normal et efficace; la variance asymptotique est celle de I'estimateur de Whittle calculé avec
Inx-

L’ensemble de ces résultats a été présenté dans la thése ([Har0]) et est résumé dans [Har3].
Ils s’appliquent & une grande classe de modéles, par exemple 1’ensemble des processus MADE
de Gongalves ([19]) de type [[(1 — a;B)% X; = &;.

J
Nous donnons également dans [Har0] quelques résultats lorsque le bruit € n’est pas gaussien,
en supposant notamment qu’il a moment d’ordre 4.

Le pseudo périodogramme J,, x n’étant pas observable, nous le remplacons dans la pratique
par I, x. Solo ([32]) a montré que la différence 6,(\) = I, x(A) — J x () entre le vrai pério-
dogramme et son approximation tend vers zéro, et ce a la vitesse n'/%. L’idée abordée dans le
travail avec F. Comte ([Har3] et preprints [8], [9], [10]) était de considérer la régression sur le
vrai périodogramme régularisé Ix en introduisant dans ’équation un terme d’erreur basé sur
dn(A). Nous avons également travaillé sur des extensions au cadre non gaussien. Ce gros travail
issu de la thése et de la collaboration avec F. Comte n’a pas donné lieu & publication en dehors
de [Har3] mais les prépublications sont citées dans certains articles d’Econométrie et Statistique

([34])-
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Annexe A
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E-mail : cecile.hardouin@u-paris10.fr
Page web : http ://www.u-paris10.fr/87676212/0/fiche___ pagelibre/6SRH=FR

Née le 20/02/1963
Mariée, cinq enfants

A.1 Synthése de la carriére

Fonctions exercées

- Depuis 1992 Maitre de conférences en mathématiques appliquées, section CNU 26, &
I"Université Paris Ouest Nanterre la Défense (Paris X).

- 1991-1992 : ATER Université Paris 1

- 1988-1989 : professeur de mathématiques en classe de troisiéme

- 1987-1991 : Allocataire de recherche

Affiliations de Recherche
- Depuis 2010 Membre du centre de recherche MODAL’X,

Université Paris Ouest Nanterre La Défense.
http ://www.u-paris10.fr/86618150/0/fiche. MODALX _ pagelibre//

Membre associé de Péquipe SAMM®)| Université Paris 1.
http ://samm.univ-parisl.fr/
(*) Depuis le ler janvier 2010, le SAMOS et I’équipe Marin Mersenne de I’Université Paris 1 consti-
tuent une nouvelle équipe nommée SAMM.
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- 1991-2009 Membre du Laboratoire SAMOS, Université Paris 1.

- 1994-1998 Membre du centre de recherche MODAL’X , Université Paris 10.

Formation

- Octobre 1987 - Janvier 1992. Theése de doctorat de Mathématiques Appliquées de I’Univer-
sité Paris 7 sous la direction de Xavier Guyon.

Sujet : "Quelques résultats nouveaux en statistique des processus : contraste fort, régression
a résidus a longue portée, estimation par log-périodogramme".

Jury : Mmes Laure Elie (présidente), Yvonne Girard, Dominique Picard, Mrs Jean-Marc
Azais (rapporteur), Paul Doukhan, Xavier Guyon (directeur), Jose Leon (rapporteur).

- 1987 D.E.A de "Statistique et modéles mathématiques en économie" des Universités Paris
7 et Paris 1 mention AB.

A.2 Publications et travaux

Revues internationales & comité de lecture

- Hardouin C., Crivelli T. (2011) Mixed states spatio-temporal auto-models, Statistics, Vol
45 Issue 1, Special issue : Statistics on dependent data, 87-100.

- Hardouin C., Yao J-F. (2008) Spatial modelling for mixed state observations, Electronic
Journal of Statistics Vol. 2, 213-233.

- Hardouin C., Yao J.-F. (2008) Multi-parameter auto-models and their application, Biome-
trika. 95(2), 335-349

- Bouthemy P., Hardouin C., Piriou G., Yao J.-F. (2006) Mixed state auto-models and motion
texture modeling, Journal of Mathematical Imaging and Vision. Vol 25, n 3, 387-402.

- Guyon X., Hardouin C. (2002) Markov chain Markov field dynamics : models and statistics,
Statistics 36, no. 4, 339-363.

(Egalement référencé en 2001 par Statistics 35, no. 4, 593-627).

- Bayomog S., Guyon X., Hardouin C., Yao J.F. (1996) Test de différence de contrastes et
somme pondérée de khi-deux, The Canadian Journal of Statistics, Vol 24, n 1.

Notes aux CRAS et assimilées

- Guyon X., Hardouin C (2010) Exact marginals and normalizing constant for Gibbs distri-
butions, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. 1. 348. 199-201.

- Hardouin C., Yao J.-F. (2007) Multi-parameter auto-models with applications to coopera-
tive systems, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 345.

- Comte F., Hardouin C. (1997) Régression sur le log-périodogramme régularisé pour des
processus gaussiens a densité spectrale bornée, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I. 325, no. 11, 1203~
1206.

Proceedings

- Hardouin C. (2007) Dumping influence on a non iterative dynamics, Recent Advances in
Stochastic Modelling and Data Analysis, Editor ~C. H. Skiadas, World Scientific Publishing,
371-381.

- Hardouin C., Guyon X. (2001) Standards adoption dynamics and test for non spatial coor-
dination, Spatial statistics : methodological aspects and applications, Lecture Notes in Statistics
159, Springer, 39-56.
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- Guyon X., Hardouin C. (1992) The chi-square coding test for nested Markov random field
hypotheses, Stoch. Models, Stat. Methods and Algorithms in Image Analysis. Lecture Notes in
Statistics, 74, Springer, 165-176.

Revues nationales & comité de lecture
- Hardouin C. (2008) Influence d’une contamination initiale sur une dynamique spatiale non
itérative, Journal de la SFDS, Tome 149, no 4, 107-129.

Travaux d’enseignement

- Carter L., Hardouin C. (2009) Use and misuse of quantitative and graphical Information in
Statistics. An Approach in Teaching. Proceedings 10th Int. Conf. Mathematics Education into
the 21st Century Project.

Articles soumis et en préparation

- Guyon X., Hardouin C., Forward recursions and normalizing constant for Gibbs fields.

- Hardouin C., Some differences between sequential or synchronous dynamics for standard
adoption.

- Guyon X., Hardouin C., Variogram identification by penalized least squares.

Travaux non publiés ou incomplétement publiés

- Comte F., Hardouin C. (1996) Log-regularized periodogram regression, Prepub. SAMOS
65.

- Comte F., Hardouin C. (1995) Regression on log-regularized periodogram for fractional
models at low frequencies, Prepub. SAMOS 46 et CREST 9536.

- Comte F., Hardouin C. (1995) Regression on log-regularized periodogram under assumption
of bounded spectral densities : the non fractional and the fractional cases, Prepub. SAMOS 47
et CREST 9535.

- Comte F., Hardouin C. (1995) Regression on log-regularized periodogram : Comparison
with Whittle estimator and study of the non Gaussian case, Prepub. CREST 9539.

- Hardouin C. (1992) Quelques résultats nouveaux en statistique des processus : contraste
fort, régression a résidus a longue portée, estimation par log-périodogramme. Thése Université
Paris 7.

A.3 Communications et conférences

Congreés internationaux avec actes

- “Adoption dynamics : sequential or synchronous modelling”, ASMDA 2011, Rome, Italie,
juin 2011.

- “Mixed states spatio-temporal auto-models”, METMA V, International workshop on spatio-
temporal modelling, St Jacques de Compostelle, juin 2010.

- “Recursions for marginals and normalizing constant for Gibbs processes”, SMTDA 2010,
Chania, Crete, juin 2010.

- “Dumping influence on a non iterative dynamics” 12th International Conference on Applied
stochastic Models and Data Analysis (ASMDA), Chania, Crete, mai 2007.

- “Multivariate auto-models, Application to mixed states data” 7th International Conference
on Operations Research, La Havane, Cuba, Mars 2006.
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- “Markovian automodels with mixed states”, International Symposium on Applied Stochas-
tic Models and Data Analysis (ASMDA), Brest, Mai 2005.

Congrés nationaux

- “Modele spatio-temporel pour des variables mixtes”, 41°™ Journées de Statistique, Bor-
deaux (2009).

- “Non iterative standards adoption dynamics” Modeles et Apprentissages en Sciences Hu-
maines et Sociales (MASHS), Créteil (2008).

- “Auto modéles markoviens mixtes”, aux 34°™¢ Journées de Statistique, Bruxelles (2002).

- “Dynamique d’adoption de standards et tests de coordination spatiale” , aux 31°™¢ Jour-
nées de Statistique, Grenoble (1999).

- “Estimation de modéles fractionnaires” aux 27°™° Journées de Statistique, Jouy-en-Josas
(1995).

- “Estimation par log-périodogramme. Application aux modéles fractionnaires” aux 267
Journées de Statistique, Neuchatel (1994).

- “Régression du log-périodogramme” aux 24°™¢ Journées de Statistique, Bruxelles (1992).

- “Modeles de contraste fort et statistique asymptotique pour des processus non ergodiques”
aux 23°ms Journées de Statistique, Strasbourg (1991).

Exposés lors de workshops, journées thématiques et séminaires

- “Markovian automodels with mixed states”, 5th French-Danish workshop on Spatial Sta-
tistics and Image Analysis in Biology. Grenoble (2004).

-“Markov Chain Markov Field dynamic : models and statistics” 2nd French-Danish workshop
on Spatial Statistics and Image Analysis in Biology. Sandbjerg, Danemark (1998).

- Présentation de séminaires dans des universités ou des instituts de recherche frangais (Agro-
ParisTech, Pau, Montpellier, Paris 7, Paris 1, Paris 5, Paris 6).

- Présentation d’articles ou de travaux personnels lors de journées thématiques (groupe spa-
tial AgroParisTech, réseau MSTGA, institut de I’élevage).

A.4 Animation recherche et responsabilités collectives

Séjours
- Invitation & I’Université Ca’Foscari de Venise, par le professeur C. Gaetan, juin 2009.

Organisation de congrés et séminaires

- Organisation d’une session spatiale pour Applied Stochastic Models and Data Analysis
(ASMDA 2011), Rome, Italie, juin 2011.

- Organisation locale des journées du réseau MSTGA, & I’Université Paris Ouest, Novembre
2010.

- Organisation d’une session spatiale pour Stochastic Modeling Techniques and Data Analysis
International Conference (SMTDA 2010), Chania, Greece, juin 2010.

- Organisation de la session Statistique spatiale et spatio-temporelle aux Journées MAS,
Rennes, aott 2008.

- Organisation d’un colloque international de statistiques spatiales, le 27 avril 2007, & I’Uni-
versité Paris 1.

68



http ://samos.univ-parisl.fr/spatialstat/

- Organisation locale des deuxiémes journées du réseau MSTGA, & 1'Université Paris 1,
Novembre 2006.

- Participation a l'organisation locale des congrés organisés par le SAMOS (Limit Theorems
and Applications Janvier 2008, Stochastic dynamics Juin 2007, WSOM 2005)

Réseaux

- Membre du réseau Modélisation Spatio-Temporelle sur Graphe et Approximation, organisé
par le département Mathématiques et Informatique Appliquées de 'INRA depuis mai 2006
(http ://carlit.toulouse.inra.fr/MSTGA/).

- Correspondante de ce réseau pour le RNSC et ISC-PIF (Réseau National des Systémes
Complexes et Institut des Systémes Complexes de Paris Ile de France).

- Membre du groupe de travail en statistiques spatiales de I’AgroParistech (anciennement
INA PG).

Expertise

- Membre élu du CNU section 26, depuis octobre 2007.

- Membre de comités de sélection des Université Paris Ouest Nanterre (1994-97, 2009), Paris
Descartes (1998-2008, 2010), Paris 1 Panthéon Sorbonne (2000-08).

- Rapporteur pour les revues CSDA, C. R. Acad. Sci., Canadian Journal of Stats, IEEE
Transactions on Image processing.

Activités administratives

- Membre de la, commission d’attribution des services pour les mathématiques a 1’Université
Paris 10, de 2008 & ce jour (département de mathématiques et informatique).

- Rédaction d’une partie du rapport quadriennal du SAMOS, 2008.

- Rédaction de demandes de financement de projets au titre du BQR, 2006 et 2007.

- Membre du conseil de laboratoire de 'TUMR MATISSE, représentant le centre de recherche
SAMOS de 1999 a 2003.

- Responsable de la bibliotheque du SAMOS (devis, achats, inventaire) de 2000 a 2009
(environ 650 livres en 2009).

A.5 Enseignement et encadrement

Enseignements de licence
MASS - TD de Mathématiques générales en 1L1 (algebre, analyse).
- CM et TD de Statistiques en L2 et L3.
MIAGE - CM et TD de Statistiques en L3.
- CM et TD de mathématiques en L1 (analyse, algebre).
- CM et TD de probabilités en L2.
- CM et TD de Statistiques en L1 (statistique descriptive).

Sciences Economiques

Psychologie - Cours-TD de Statistique inférentielle en L3.
Ethnologie - CM de Statistiques en L3.
AES - Cours-TD de Statistiques en L1 et L2.
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Enseignements de master

- TD de statistique mathématique en maitrise.
MASS o
- TD de processus en maitrise.

MIAGE - CM et TD d’Analyse de données en M1 Utilisation d’Excel et de SAS.

- CM de Statistiques en M1 Economie et Société

Sciences Fconomiques - TD de préparation au Capes SES

Responsabilités pédagogiques

- Responsable de ’enseignement des statistiques en premiére année de Licence de Psychologie
(environ 800 & 1000 étudiants) de 2003/2004 a 2008/2009.

- Préparation des étudiants & 1’épreuve orale de mathématiques du CAPES de Sciences
Economiques et Sociales. Supervision d’un groupe de discussion sur internet pour les étudiants
et les enseignants.

Encadrement
- Tutorat d’étudiants en apprentissage dans la filiere Miage depuis 2005-2006.
- Encadrement de mémoires d’étudiants en master 1 Miage.

Autres cours ou activités
- Correction de I’épreuve de “maths 2” du concours d’entrée a 'ESSEC depuis 1991.
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