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THÈSE

présentée et soutenue publiquement le 03 octobre 2008

pour l’obtention du
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par

Phuc DO VAN

Composition du jury

Rapporteurs : Yves DUTUIT (Pr. des Univ.) - Université Bordeaux 1
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Institut Charles Delaunay — FRE CNRS 2848



Mis en page avec la classe thloria.



Remerciements

Je tiens tout d’abord à remercier, Christophe Bérenguer et Anne Barros pour m’avoir enca-

dré durant mon DEA, et pendant ces trois années dernières de thèse. Ils m’ont donné l’opportu-

nité de travailler sur un sujet aussi passionnant que riche d’enseignements. Leur confiance, leur

disponibilité, et leur sens de la critique constructive ontété pour moi toujours très précieux. Je

leur exprime ici toute ma reconnaissance et mon admiration.

Je remercie Christophe Bérenguer, Anne Barros, Antoine Grall, Laurence Dieulle et Mitra

Fouladirad pour m’avoir accueilli dans leur équipe et pour leur professionnalisme excellent dans

les travaux que j’ai réalisé au sein de leur équipe. J’étendsces remerciements aux membres du

laboratoire M2S/ICD, en particulier à Monsieur Igor Nikiforov, pour m’avoir accueilli au sein

du laboratoire et pour avoir mis à ma disposition les moyens nécessaires pour achever ce travail

de thèse.

Messieurs Yves Dutuit, Michel Roussignol ont accepté d’être rapporteurs de cette thèse et

je tiens à leur exprimer ma gratitude pour l’attention qu’ils y ont portée et les observations

pertinentes qu’ils ont faites sur ce travail. Je remercie également Messieurs Jean-Louis Bon,

Didier Theilliol, Emanuelle Borgonovo pour avoir accepté de faire partie du jury et pour leur

soutien.

Je ne peux également manquer l’occasion d’adresser une pensée particulière à mes parents

et ma fiancée pour leur estime et leurs encouragements.

Un remerciement spécial à Babiga Birregah et Jean-BaptistePothin pour leur amitié sincère

et hors pair.

i



ii



Résumé

Les facteurs d’importance fiabilistes permettant de fournir des informations sur l’importance

des composants vis-à-vis des performances fiabilistes d’unsystème. Ces facteurs d’importance

sont un outil efficace pour la prise de décision dans les études de fiabilité, d’analyse de risques,

en maintenance, en exploitation ou en conception. Les facteurs d’importance fiabilistes ont été

classiquement définis dans le cadre des modèles booléens de fiabilité et, sous leur forme clas-

sique (et avec les méthodes d’évaluation actuelles), ces facteurs ne sont souvent utilisables que

sous l’hypothèse de composants binaires et indépendants, et pour une architecture de système

“statique”. L’utilisation de ces facteurs d’importance pour l’aide à la décision sur des systèmes

réels impose pourtant souvent la prise en compte d’hypothèses plus réalistes.

Cette thèse propose un nouveau facteur d’importance fiabiliste, la “sensibilité multi-directionnelle”,

qui permet d’évaluer l’importance fiabiliste d’un composant ou d’un groupe de composants

d’un système markovien à composants dépendants et, plus généralement, l’importance fiabiliste

d’un ensemble de caractéristiques du système. On développeégalement des méthodes efficaces

d’évaluation de ce nouveau facteur d’importance par calculanalytique ou par estimation à partir

d’une seule trajectoire observée en utilisant des techniques d’analyse par perturbation.

L’extension aux ordres supérieurs et l’utilisation pour des systèmes markoviens d’un facteur

importance introduit récemment (DIM) sont également abordés.
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Abstract

Reliability importance measures provide useful insight insystem performance (reliability,

availability, maintainability, global production capacity, ...). They constitute an efficient tool to

support decision-making in reliability studies, risk analysis, maintenance optimization, system

exploitation or design. Most of reliability importance measures have been primarily defined in

the framework of reliability boolean models and under theirclassic form (and to the current

methods of assessment), these measures can be used for systems with binary and independent

components, and for a “static” structure a priori defined. However, the use of these importance

measures in the decision-marking process for real systems often requires the consideration of

more realistic assumptions.

This thesis proposes a new reliability importance measure,the “multi-directional sensiti-

vity”, which allows the evaluation of the reliability importance of a component or a group of

components for a markovian system with dependent components and more generally the relia-

bility importance of any characteristic feature of the system. The thesis also develops efficient

evaluation procedures for this new importance measure bothby analytical calculation and esti-

mation from a single sample path observation using perturbation analysis techniques.

The extension and use of classical importance measures for systems with dependent com-

ponents in a markovian framework are also investigated.
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Introduction générale

L A sûreté de fonctionnement est apparue récemment dans l’histoire, et s’est développée au

cours du XXe siècle en devenant un domaine incontournable à l’heure actuelle pour les

industries à risques (en premier chef, l’industrie nucléaire et les industries chimiques) mais aussi

de plus en plus pour toute industrie en raison de ses relations étroites avec la notion de qualité,

les problèmes ergonomiques (relation homme-machine), l’impact sur l’environnement ainsi que

son influence sur le coût global de possession (constructionet production, exploitation, mise au

rebut).

Les études de sûreté des systèmes constituent un bon supportpour l’aide à la décision en ex-

ploitation, en maintenance et même en conception. Quant auxfacteurs d’importance, ils peuvent

constituer des indicateurs de pilotage des activités de maintenance qui permettent de concentrer

les ressources disponibles sur les matériels les plus critiques et ainsi optimiser les décisions de

maintenance. A l’aide de facteurs d’importance, il est par exemple possible de distinguer les

matériels critiques pour la sûreté (sur lesquels on renforcera la maintenance) des matériels non

critiques (pour lesquels on peut souhaiter relâcher certaines contraintes réglementaires). Avec

le développement des approches de décision dite « risk-informed», de telles utilisations des fac-

teurs d’importance sont appelées à se développer en pratique. Les décisions prises peuvent na-

turellement avoir des conséquences directes sur la sûreté des installations et elles méritent donc

d’être étayées par des développements méthodologiques permettant de justifier et de valider les

procédures de décision de maintenance basées sur les facteurs d’importance. Les facteurs d’im-

portance ont été classiquement définis dans le cadre des modèles booléens de fiabilité (arbres

de défaillances, arbres d’événements) et des algorithmes d’évaluation performants basés sur les

diagrammes de décision binaire ont été développés, [43, 44]. Sous leur forme classique et avec

les méthodes d’évaluation actuelles, ils peuvent être utilisables sous l’hypothèse de composants

binaires et indépendants et pour une architecture de système définie a priori. L’utilisation des

facteurs d’importance fiabilistes pour l’aide à la décisionsur des systèmes réels impose pourtant

souvent la prise en compte d’hypothèses plus réalistes.

Notre premier objectif est de proposer un nouveau facteur d’importance fiabiliste appelé le

facteur de sensibilité multi-directionnelle. Le facteur proposé est en fait défini en se basant sur

1



Introduction générale

une modélisation markovienne du système qui permet de prendre en compte des dépendances

entre les composants. Ce facteur permet, d’une part, d’étudier la sensibilité du système selon

une direction d’intérêt, d’autre part, d’identifier l’importance d’un composant (d’un groupe

de composants), ainsi que l’importance d’un état (ou d’un groupe d’états) du système. Pour

l’évaluation de ce facteur proposé, le calcul analytique ainsi que l’estimation à partir d’une

seule trajectoire observée sont considérés.

Le second objectif est de mettre en œuvre et de proposer une extension d’un facteur d’impor-

tance fiabiliste introduit récemment [18] dans le cadre des systèmes markoviens à composants

dépendants. Pour l’évaluation de ce facteur et celle de son extension, les méthodes analytiques

et estimées sont également étudiées.

Organisation du manuscrit

La première partie permet de donner un cadre à notre étude et de préciser notre probléma-

tique. Des introductions sur les systèmes à composants dépendants et sur les facteurs d’impor-

tance fiabilistes sont exposées dans le premier chapitre. L’essentiel des notions indispensables à

la compréhension de notre problème et de nos motivations y est exposé de manière très générale.

Le deuxième chapitre est consacré entièrement à une étude bibliographique sur la modélisation

des systèmes dynamique avec dépendances, et sur les facteurs d’importance existants. Chacun

de ces points a été abordé dans le but de justifier les choix quenous avons effectués au sujet

de la modélisation pour le système et les composants (modélisation markovienne), des exten-

sions des facteurs d’importance existants, et de la nécessité d’un nouveau facteur d’importance

(facteur de sensibilité multi-directionnelle) pour le modèle du système envisagé.

La seconde partie du mémoire est consacrée à l’étude du nouveau facteur d’importance

proposé (le facteur de sensibilité multi-directionnelle). On commence par présenter, dans le

chapitre 3, son concept et son évaluation analytique dans lecas d’un système markovien pour

lequel l’indicateur de performance est vue traditionnellement via sa disponibilité instantanée,

asymptotique, ou encore moyenne sur une période d’observation. Le chapitre 4 a pour but de

montrer comment ce facteur d’importance peut être utilisé pour un système de production multi-

état dans lequel les indicateurs de performance considéréssont sa disponibilité et sa capacité

de production globale. Des applications détaillées sont également exposées. Dans le chapitre

5, nous présentons la méthode d’analyse de perturbation afind’estimer ce facteur à partir des

données de retour d’expérience.

La troisième partie se compose de deux chapitres. Le chapitre 6 concerne une étude sur la

variation de performances (qui sont des mesures de disponibilité/fiabilité, de capacité de pro-

duction globale, etc) du système lorsqu’il existe une variation de paramètres fiabilistes (taux de

2



défaillance et de réparation, ...), ou plus généralement, une variation selon une direction spé-

cifique (taux de transition entre des états) dans le contextedes systèmes markoviens. Afin de

mesurer la contribution relative d’un composant ou d’un groupe de composants à la variation

de performances, on propose dans le chapitre 7 l’utilisation du facteur d’importance différentiel

récemment introduit par Borgonovo [18, 17]. Lorsque ce facteur est limité par l’hypothèse de

variation faible des paramètres, on propose dans ce chapitre son extension permettant une utili-

sation plus générale qui s’avère possible dans le cadre markovien. Le lien direct avec le facteur

de sensibilité multi-directionnelle est également établi.

Une étude sur la mise en œuvre et sur l’évaluation (y compris le calcul analytique ou par

estimation) des facteurs d’importance fiabilistes existants dans le contexte des systèmes marko-

viens à composants indépendants est présentée dans l’annexe A.
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Introduction

L’objectif de cette première partie est de présenter et d’expliciter notre problématique pour

les études de sensibilité et le calcul de facteurs d’importance fiabilistes dans un système dyna-

mique. De manière générale, nous avons pu constater que les facteurs d’importance existants

utilisés comme outils d’aide à la décision (de maintenance,d’exploitation ou de conception, ...)

sont basés sur l’hypothèse simplificatrice (mais parfois peu réaliste) d’indépendance des com-

posants. Or, il existe de nombreux cas réels dans lesquels cette hypothèse n’est pas vérifiée, par

exemple pour les dépendances relevant de phénomènes de défaillances de cause commune ou

de propriétés fonctionnelles et structurelles. L’existence de ces dépendances affecte souvent de

façon notable les probabilités d’occurrence des événements redoutés sur un système, et en les

négligeant, on s’expose à de graves erreurs d’appréciationsur les composants les plus critiques

pour la sûreté et sur les décisions les plus appropriées. L’objectif des travaux présentés ici est de

mettre en évidence la nécessité de la prise en compte des dépendances stochastiques entre des

composants et de proposer des outils efficaces qui permettent, d’une part, d’étudier la sensibilité

de performance du système selon une direction d’intérêt, d’autre part, d’identifier l’importance

d’un composant (d’un groupe de composants) ainsi que l’importance d’un état (d’un groupe

d’états) du système envisagé.

Le chapitre 1 est une introduction générale sur la nécessitéde la prise en compte des dépen-

dances dans un système dynamique et sur les facteurs d’importance fiabilistes pour l’optimi-

sation de la prise de décision. On définit et on illustre de manière succincte et très “pratique”,

l’ensemble des notions indispensables à la description et àla compréhension de cette problé-

matique.

Dans le chapitre 2, on présente une étude bibliographique sur la modélisation des systèmes

en prenant en compte des dépendances entre des composants, et sur les facteurs d’importance

fiabilistes couramment utilisés en sûreté de fonctionnement, afin de préciser le cadre de notre

problématique et de justifier le choix de modélisation effectué.
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Chapitre 1

Etude de sensibilité et facteurs

d’importance fiabilistes pour un système

dynamique : problématique

1.1 Introduction

La sûreté de fonctionnement constitue désormais un enjeu majeur pour de nombreux sys-

tèmes embarqués ou procédés complexes. Dans ce contexte, les études probabilistes de sûreté

de fonctionnement voient leur champ d’utilisation s’étendre de plus en plus. Il ne s’agit plus

seulement de vérifier que des spécifications techniques d’exploitation ou de conception sont

respectées, mais aussi d’utiliser les modèles et les indicateurs de sûreté de fonctionnement pour

optimiser les décisions de maintenance, d’exploitation oude conception. Pour des systèmes

complexes, il est en général difficile, voire impossible de construire un modèle global et com-

plet en suivant une démarche analytique, mais il est souventpossible de caractériser le compor-

tement du système par la détermination d’indicateurs de sûreté de fonctionnement du système

(facteurs d’importance fiabilistes des composants, importance relative des coupes minimales

prépondérantes, probabilité d’occurrence d’événements critiques, ...) et d’appuyer les décisions

sur ces indicateurs. On observe de façon assez courante cette pratique et cette évolution en ingé-

nierie de la sûreté de fonctionnement. Ainsi, par exemple, dans l’industrie nucléaire, les études

probabilistes de sûreté (EPS) n’ont plus pour seule vocation d’identifier et de quantifier les scé-

narios accidentels conduisant à une conséquence inacceptable (fusion du cœur, rejets radioactifs

hors de l’enceinte de confinement) et de vérifier le respect des contraintes de sûreté et de sé-

curité. Ces études servent également de support à plusieursapplications visant à perfectionner

les pratiques d’exploitation, à ré-évaluer en permanence le "référentiel sûreté " et à justifier les

choix de conception des tranches futures. Parmi ces applications, on peut citer l’analyse pro-
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babiliste des incidents (évaluation des conséquences potentielles d’un accident), l’optimisation

de la maintenance par la fiabilité (OMF), ou encore l’élaboration des spécifications techniques

d’exploitation. Ainsi, les facteurs d’importance peuventconstituer des indicateurs de pilotage

des activités de maintenance qui permettent de concentrer les ressources disponibles sur les

matériels les plus critiques et d’optimiser les décisions de maintenance. A l’aide des facteurs

d’importance, il est par exemple possible de distinguer lesmatériels critiques pour la sûreté (sur

lesquels on renforcera la maintenance) des matériels non critiques (pour lesquels on peut sou-

haiter relâcher certaines contraintes réglementaires). Avec le développement des approches de

décision dite “risk-informed”, de telles utilisations desfacteurs d’importance sont appelées à se

développer en pratique. Les décisions prises peuvent naturellement avoir des conséquences di-

rectes sur la sûreté des installations et elles méritent donc d’être étayées par des développements

méthodologiques permettant de justifier et de valider les procédures de décision de maintenance

basées sur les facteurs d’importance (quels facteurs utiliser pour la maintenance et comment les

utiliser ?).

Cette approche de la décision basée sur la détermination et l’utilisation d’indicateurs issus

des études de sûreté et de fiabilité est susceptible de présenter deux types de difficultés :

1. Calcul des indicateurs :en premier lieu, il faut être en mesure de calculer des indica-

teurs pertinents et représentatifs du système, sous des hypothèses réalistes. Ce calcul se

heurte très rapidement à des obstacles méthodologiques. Ainsi, s’il existe des algorithmes

efficaces pour calculer les divers facteurs d’importance existants sous l’hypothèse d’indé-

pendance des composants du système étudié, le calcul d’un facteur d’importance fiabiliste

devient très difficile à réaliser en présence de dépendancesentre les composants du sys-

tème.

2. Utilisation et mise en œuvre des indicateurs :en second lieu, comme il n’est pas tou-

jours possible d’évaluer de façon exhaustive et complète les conséquences d’une décision

sur le système, l’utilisation de ces indicateurs pour la prise de décision doit s’appuyer sur

une démarche heuristique validée permettant d’éviter de “mauvaises” décisions, à défaut

de savoir établir les décisions optimales.

Chacune de ces deux difficultés peut, à elle seule, justifier un programme de travail pour une

(ou même plusieurs !) thèse. Dans le cadre de cette thèse, on s’intéressera donc principalement

au problème de l’évaluation d’indicateurs de fiabilité pertinents et représentatifs de la réalité du

système, avec pour objectif à plus long terme l’utilisationet la mise en œuvre de ces indicateurs

pour la prise de décision.
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1.2 Modélisation des dépendances : une difficulté accrue et

un enjeu pour l’évaluation d’indicateurs fiables

Bien évidemment, dans les pratiques actuelles, on construit déjà de tels indicateurs à partir

des études probabilistes de sûreté pour les utiliser dans des procédures de décision basées sur

le risque (" risk-informed decision making "). C’est notamment le cas en maintenance lorsqu’il

faut hiérarchiser et choisir les actions à réaliser avec un budget limité. Cependant, une analyse

détaillée de l’utilisation des études de sûreté dans les procédures de décisions montrent que

de nombreux problèmes persistent, comme le rapporte K.N. Fleming dans un rapport publié

en 2003, [49]. Il apparaît ainsi que les dépendances existant entre les différents éléments du

système étudié sont rarement prises en compte explicitement dans les études probabilistes de

sûreté qui reposent sur l’hypothèse simplificatrice (mais parfois peu réaliste) d’indépendance

des composants. Or, l’existence de ces dépendances affectesouvent de façon notable les proba-

bilités d’occurrence des événements redoutés sur un système, et en les négligeant, on s’expose

à de graves erreurs d’appréciation sur les composants les plus critiques pour la sûreté et sur les

décisions les plus appropriées.

La prise en compte et la modélisation des dépendances entre les différents composants d’un

système constituent donc une direction privilégiée d’amélioration des études probabilistes de

sûreté pour la prise de décision. Naturellement, la prise encompte des dépendances, si elle

constitue une hypothèse de travail plus réaliste et permet de construire des indicateurs de déci-

sion plus fiables, conduit à des modèles plus complexes et accroît les difficultés de modélisation.

Comme nous le verrons par la suite, la présence de dépendances complique significativement

le travail de définition et d’évaluation des indicateurs d’importance fiabiliste des composants

d’un système. On s’intéressera en particulier aux dépendances stochastiques (c’est-à-dire les

interactions qui peuvent survenir entre les composants lorsqu’on les assemble pour remplir une

fonction commune, par exemple, défaillances de cause commune) ou aux dépendances fonc-

tionnelles qui confèrent un comportement ”dynamique” au système.

Les phénomènes de défaillances de cause commune affectent ou peuvent affecter, simulta-

nément ou en cascade, à partir d’une même cause, tout ou partie des composants d’une entité.

Cette situation se produit lorsque plusieurs composants partagent un environnement commun

ou des caractéristiques de conception identiques. Il ne fait aucun doute que les défaillances

de cause commune contribuent de façon notable à la probabilité d’occurrence d’un événement

redouté sur un système. Il est donc indispensable de prendreen compte ces dépendances sto-

chastiques lors de l’évaluation de l’importance des composants d’un système. De façon plus

générale, il faudra prendre en compte divers autres types dedépendances qui sont présentes dès

que le comportement fiabiliste d’un composant dépend de l’état d’autres composants (partage
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de charge, ...).

Les défaillances fonctionnelles (dues par exemple à la présence de redondance passive, de

reconfigurations possibles du système selon la phase de mission en cours, d’actions de mainte-

nance, ...) doivent également être prises en compte. En présence de ces dépendances, les études

de fiabilité doivent adopter des approches plus ”dynamiques” que celles des modèles booléens

classiques, relevant soit de modèles analytiques (modèle de Markov, arbres de défaillances dy-

namiques, ...), soit de méthodes basées sur la simulation stochastique (simulation de Monte

Carlo), soit de méthodes mixtes.

De nombreuses approches sont proposées dans la littératurepour prendre en compte ce type

de dépendances (dépendances fonctionnelles/structurelles, défaillances de cause commune, ...)

dans le but de modéliser de manière plus réaliste les comportements dynamiques du système.

Une étude bibliographique sur ces approches sera exposée dans le paragraphe 2.2 (du chapitre

2).

1.3 Analyses de sensibilité et facteurs d’importance fiabilistes

Dans le domaine nucléaire, comme dans la plupart des autres champs d’application de l’in-

génierie de la fiabilité et de la sûreté (transports, pétrochimie, systèmes instrumentés de sécu-

rité...), une étude probabiliste de sûreté et de fiabilité n’a plus pour seul objectif de vérifier qu’un

niveau de performance requis est effectivement atteint. Ces études doivent en effet également

permettre d’améliorer la conception, l’exploitation et lamaintenance du système considéré en

offrant des éléments de réponse aux questions suivantes :

– quels composants ou modules du système contribuent le plusà sa défiabilité ?

– sur quel composant agir pour améliorer de façon la plus efficace et la moins coûteuse les

performances du système ?

– sur quel composant peut-on relâcher (ou au contraire doit-on absolument garantir) des

exigences de maintenance ?

Les analyses de sensibilité ou d’importance permettent d’évaluer la contribution relative

d’un composant à la fiabilité ou la défiabilité du système, et elles ont précisément pour objet de

répondre (en partie, au moins) aux interrogations formulées ci-dessus. L’importance d’un com-

posant dépend à la fois de sa fiabilité propre et de son rôle fonctionnel au sein du système et

mesure la sensibilité du système au composant considéré et àses caractéristiques [92]. Selon le

type d’utilisation envisagée (amélioration de la fiabilitéen conception, pilotage d’une stratégie

de diagnostic de défaillance...) plusieurs facteurs d’importance différents ont été définis (facteur

d’importance marginal, facteur d’importance critique, facteurs d’augmentation et de diminution

du risque, facteur d’importance de diagnostic,...). Ces facteurs d’importance sont classiquement
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définis a priori pour un système à partir de son architecture (fonction de structure) et des ca-

ractéristiques des composants et évalués par des méthodes plutôt combinatoires. On verra dans

l’étude bibliographique du chapitre 2 (paragraphe 2.3) quel’on peut montrer que l’utilisation

de ces facteurs et leurs méthodes d’évaluations deviennentrapidement difficiles d’utilisation ou

moins efficaces en présence des systèmes complexes. Il est donc nécessaire d’une part de dispo-

ser de méthodes et d’outils d’évaluation de ces grandeurs, et d’autre part, d’extensions notables

de ces facteurs.

1.4 Conclusions et problème proposé

La prise en compte des dépendances entre composants devientdonc indispensable afin de

pouvoir modéliser de manière plus réaliste des comportements dynamiques du système pour les

études de sûreté de fonctionnement.

Les facteurs d’importance fiabilistes sont un outil efficacepour la prise de décision de main-

tenance, d’exploitation ou de conception. Cependant, sousleur forme classique (et avec les

méthodes d’évaluations actuelles), ils ne peuvent pas tenir compte de dépendances entre les

composants du système.

Dans ce mémoire, nous allons étudier la problématique de développement des facteurs d’im-

portance fiabilistes avec pour but l’étude de sensibilité etl’importance d’un composants ou d’un

groupe de composants dans un système ”dynamique” avec dépendances. Nous orienterons nos

travaux selon ces deux axes :

– une proposition d’un nouveau facteur d’importance fiabiliste basé sur une modélisation

markovienne du système ;

– une étude des possibilités d’extensions et d’adaptation des facteurs d’importance fiabi-

listes existants dans le contexte des systèmes envisagés.

13



Chapitre 1. Etude de sensibilité et facteurs d’importance fiabilistes pour un système dynamique : problématique

14



Chapitre 2

Étude bibliographique

2.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de montrer les travaux les plus significatifs par rapport d’une part

à la modélisation des systèmes avec des dépendances entre des composants que nous consi-

dérons, d’autre part aux facteurs d’importance fiabilistesque nous exposons dans ce mémoire.

L’étude bibliographique nous permet de choisir l’approcheenvisagée pour la modélisation des

dépendances et de préciser l’orientation des travaux que l’on expose dans ce mémoire.

L’organisation de ce chapitre est la suivante. Dans un premier temps (section 2.2), on cher-

chera à présenter le problème de la modélisation des systèmes dynamiques en prenant en compte

des dépendances entre les composants. Après avoir choisi unmodèle de modélisation (approche

markovienne), on présente les travaux relatifs à la modélisation markovienne en termes de mo-

délisation des dépendances et des comportements dynamiques (multi-état, multiphasé, ...). Dans

un second temps, on exposera (section 2.3) les travaux les plus significatifs par rapport aux fac-

teurs d’importance fiabilistes afin de définir les deux axes d’orientation de la thèse (section 2.4) :

une proposition d’un nouveau facteur d’importance et une extension d’un facteur d’importance

existant dans le cadre des systèmes markoviens à composantsdépendants.

2.2 Modélisation markovienne des systèmes

2.2.1 Modélisation des systèmes ”dynamiques” avec dépendances

Il s’agit de modéliser des systèmes en prenant en compte les dépendances entre composants

(par exemple, dépendances fonctionnelles ou structurelles, ...). Il existe trois approches princi-

pales : les arbres de défaillance dynamique, les réseaux de Petri et l’approche markovienne.

– La modélisation par arbre de défaillance (AdD), a été crééeau début des années soixante,
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et est utilisée dans de nombreux domaines pour les études de sûreté et de fiabilité qui

concernaient des systèmes statiques (sans dépendances structurelles et/ou fonctionnelles)

[3, 75]. Les arbres dynamiques [46, 76], développés au débutdes années quatre-vingt dix,

modélisent des séquences de panne ou des dépendances fonctionnelles grâce à de nou-

velles portes : les CSP (cold spare) qui en cas de panne du ou des composants en entrée

"lance" les composants en redondance passive, les HSP (hot spare) pour les composants

de secours en redondance active, les WSP (warm spare) pour les composants en redon-

dance semi-active et enfin les portes FDEP (functional dependency gate) de dépendance

fonctionnelle ;

– Les réseaux de petri stochastiques, (RdP) se sont développés depuis le début des années

1970 aux États-Unis et en Europe. Il s’agit de représenter l’évolution d’un système dyna-

mique à événements discrets sous forme de graphe (places et transitions) et d’évaluer des

indicateurs de fiabilité à partir de simulations de Monte-Carlo [4, 45] ;

– Les approches markoviennes sont fondées sur les travaux deAndreï Andreïevitch Mar-

kov (1856- 1922) en théorie des probabilités et plus particulièrement sur les "processus de

Markov". Elles ont été appliquées à la sûreté de fonctionnement pour la première fois dans

les années 50. Depuis, de nombreux progrès ont été réalisés,et des extensions permettent

de résoudre un grand nombre de classes de problèmes. La modélisation des systèmes dy-

namiques par des processus markoviens présente l’avantagede permettre une évaluation

analytique des indicateurs de fiabilité à partir de la résolution de systèmes d’équations dif-

férentielles linéaires du premier ordre. On notera l’existence d’une abondante littérature

sur le sujet [30, 73, 92, 95].

Nous avons retenu pour le travail présenté dans ce mémoire lamodélisation markovienne qui

permet d’intégrer ”naturellement” les principales caractéristiques des systèmes pour lesquels

nous cherchons à développer une méthode d’analyse d’importance probabiliste (dépendances

stochastiques, fonctionnelles, comportement dynamique,...).

2.2.2 Modélisation markovienne

Dans ce paragraphe, on présente les principaux travaux consacrés à la modélisation des

systèmes dynamiques en utilisant les processus de markov desauts.

Processus markovien de sauts Soit E = {e1, e2, · · · } un ensemble fini ou dénombrable

d’états etX = (Xt, t ≥ 0) un processus à trajectoires continues à droite, à valeur dansE.

Définition 2.1. Le processusX est un processus markovien de sauts (homogène) si pour tout

n, tous0 ≤ t0 < t1 < ... < tn, et touse0, e1, ..., en+1 dansE tels queP(Xt0 = e0, Xt1 =
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e1, ..., Xtn = en) 6= 0, on a :

P(Xtn+1 = en+1/Xt0 = e0, Xt1 = e1, ..., Xtn = en) = P(Xtn+1 = en+1/Xtn = en)

4

3

2

1

État

Xt

t1 t2 t3 t4 t5 t

FIG. 2.1 – Trajectoire d’un processus de Markov

Equations de Chapman-Kolmogorov Un système physique est couramment décrit par des

équations permettant de connaître les principales grandeurs observables qui le caractérisent.

Une autre description consiste à s’intéresser non plus à sonévolution physique mais plutôt à

son “état”. En d’autres termes, il s’agit de considérer l’ensemble des propriétés et/ou de com-

portements du système (variable interne ou d’environnement) qui peuvent influencer sur ses

propriétés fiabilistes (probabilité de défaillance ou de réparation) et réciproquement. Un ap-

proche probabiliste de la fiabilité d’un système conduit inévitablement à distinguer un ou des

états nominaux, des états dits “dégradés”. Les équations d’état qui en résultent sont probabi-

listes et basées sur des étatsei du système identifiés. En sûreté de fonctionnement, la description

conventionnelle des systèmes par l’approche markovienne est souvent basée sur une discrétisa-

tion des états des composants du système. Les états du système peuvent alors être déduits des

états des composants en étudiant les interactions entre composants. Ainsi, les équations d’état

permettent de rendre compte de l’évolution du système en fonction du temps en termes de pro-

babilité d’occupation d’état du systèmePi(t) = P(Xt = ei), ceci à l’aide des probabilités de

transitionPij(t) (Pij(t) = P(Xt = j/X0 = i)) avecdPij(t) = pijdt pendant un intervalle

de tempsdt entre deux étatsei et ej . Le paramètrepij est appelé taux de transition et n’est

défini que siPij(t) est dérivable. Dans de nombreuses applications, les taux detransition sont

constants et peuvent correspondre aux taux de défaillance (notésλ) ou aux taux de réparation

(notésµ) des composants qui causent les changements d’état. Toutesles lois de probabilité qui

régissent les divers phénomènes pris en compte (les temps deséjour dans chaque état notam-

ment) sont donc de nature exponentielle et un tel processus stochastique est dénommé processus

de Markov homogène.
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On peut construire l’équation d’état d’un systèmeS associée à l’espace discretE en faisant

intervenir les taux de transition instantanéspij (s’ils existent bien entendu) sous forme d’un

système d’équations différentielles deChapman-Kolmogorov. On considère ainsi pour chaque

étatei :

Pi(t + dt) = P(Xt+dt = ei) = P(S dans l’étatei à t et durant[t, t + dt])+

+
∑

ej∈E−{ei}

P(S dans l’étatej à l’instantt et dans l’étatei à l’instantt + dt).

En ne tenant compte que des termes du premier ordre (les termes du second ordre correspondent

à deux transitions élémentaires), on obtient :

Pi(t + dt) = Pi(t)
[

1 −
∑

ej∈E−{ei}

pijdt
]

+
∑

ej∈E−{ei}

Pj(t)pjidt.

D’où, en faisant apparaître la différencePi(t + dt) − Pi(t) puis en divisant pardt :

Pi(t + dt) − Pi(t)

dt
= −Pi(t)

∑

ej∈E−{ei}

pij +
∑

ej∈E−{ei}

Pj(t)pji

= Pi(t)pii +
∑

ej∈E−{ei}

Pj(t)pji,

où pii = −
∑

ej∈E−{ei}
pij . Et |pii| représente donc le taux de transition deei vers n’importe

quel autre état différent (et non pas le taux de transition deei vers lui-même).

Comme chaque état fait l’objet d’une équation similaire, l’ensemble de ces équations peut

être rassemblé sous une forme matricielle qui constitue la formule de base des processus mar-

koviens homogènes :
dP (t)

dt
= P (t)M, (2.1)

où,

– M = [pij]i,j∈E : matrice des taux de transition (ou matrice génératrice) duprocessus de

Markov,

– P (t) = (P1(t), P2(t), ...) : vecteur de probabilité d’occupation des états.

2.2.2.1 Modélisation d’un système à composants indépendants

Composant binaire L’approche classique ne considère que deux états, état de marche parfaite

et état de panne totale, pour chaque composant.

Considérons un composant de taux de défaillanceλ et de taux de réparationµ constants

et dont toutes les durées de fonctionnement et de réparationsont indépendantes entre elles.
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Le comportement de ce composant est décrit par un processus markovien1 Xt à valeur dans

E = {1, 0} de matrice génératrice :

M =

(

−λ λ

µ −µ

)

.

Son graphe d’états est donné dans la figure 2.2 ci-dessous :

1 0

λ

µ

FIG. 2.2 – Graphe d’états d’un composant binaire

Système avec composants indépendantsConsidérons un système den composants élémen-

tairesC1, C2, ..., Cn indépendants stochastiquement. Le taux de défaillance du composantCi

estλi, son taux de réparation estµi. L’ensemble des états du système estE = {0, 1}n et l’état

ei = (c1, c2, ..., cn) avecck = {0, 1}.

Construction automatique de la matrice génératrice Pour un grand système, il est dif-

ficile de construire manuellement sa matrice génératrice, et la construire automatiquement de-

vient nécessaire. Cela se fait à partir de la relation 2.2 en utilisant la somme de Kronecker.

Soit Mi la matrice génératrice du processus markovien pour le composant élémentaireCi

(i = 1, ..., n). La matrice génératriceM peut être établie selon l’expression suivante :

M = M1 ⊕ M2 ⊕ ... ⊕ Mn =
n
⊕

i=1

Mi, (2.2)

où :

Mi ⊕ Mj = Mi ⊗ I + I ⊗Mj , pouri, j = 1, ..., n. I étant la matrice d’indentité.

Par exemple, on s’intéresse à la construction de la matrice génératrice qui correspond à un

système à deux composants indépendants (C1 etC2) à partir de deux matrices génératricesM1

etM2 qui correspondent aux composants élémentairesC1 etC2.

M1 =

(

−λ1 λ1

µ1 −µ1

)

et M2 =

(

−λ2 λ2

µ2 −µ2

)

.

1Tout le reste du mémoire, nous écrirons souvent “processus markovien” au lieu de “processus markovien de

sauts”
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Alors :

M = M2 ⊕ M1 =

(

−λ2 λ2

µ2 −µ2

)

⊗

(

1 0

0 1

)

+

(

1 0

0 1

)

⊗

(

−λ1 λ1

µ1 −µ1

)

=











−λ2 0 λ2 0

0 −λ2 0 λ2

µ2 0 −µ2 0

0 µ2 0 −µ2











+











−λ1 λ1 0 0

µ1 −µ1 0 0

0 0 −λ1 λ1

0 0 µ1 −µ1











=











−λ1 − λ2 λ1 λ2 0

µ1 −µ1 − λ2 0 λ2

µ2 0 −λ1 − µ2 λ1

0 µ2 µ1 −µ1 − µ2











.

2.2.2.2 Modélisation d’un système à composants dépendants

Dans de nombreux articles, les différents types de dépendances sont pris en compte grâce à

la modélisation markovienne, voir par exemple [83, 30, 92].On présente ici deux types de dé-

pendances principales : les dépendances fonctionnelles/structurelles et les dépendances relevant

de phénomènes de défaillances de cause commune.

Dépendances fonctionnelles/structurelles Dans plusieurs systèmes industriels, les dépen-

dances fonctionnelles et structurelles peuvent exister entre les composants : c’est le cas par

exemple lorsque la mise en œuvre d’un composant dépend de l’état d’autres composants (re-

configurations, redondance passive, ...) ou encore lorsquele comportement fiabiliste d’un com-

posant dépend de l’état d’autres composants (taux de défaillance accru en cas de perte d’un

système auxiliaire, ...).

Redondance passive Considérons deux composants élémentairesC1 etC2 en redondance

passive. Le composantC1 est initialement en fonctionnement et le composantC2 est en attente.

Lorsque le composantC1 tombe en panne, le composantC2 devra être mis en service. La pro-

babilité de refus de démarrage du composantC2 estγ. Les taux de défaillance et de réparation

du composantCi sontλi etµi respectivement. Le composantC2 ne peut tomber en panne lors-

qu’il est en attente. Ces comportements dynamiques du système peuvent être modélisés par un

processus markovien dont le graphe d’état de markov est donné dans la figure 3.6.

Partage de charge Considérons un système formé de 2 composants élémentairesC1 etC2

en parallèle. Le taux de réparation du composantCi estµi. Le taux de défaillance du composant

Ci estλi en fonctionnement normal (c’est-à-dire si l’autre composant est en fonctionnement).
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1 4

2

3
λ1

(1 − γ)λ1

γλ1

λ2

µ1

µ1
µ2

État 1 :(1, 1) État 2 :(0, 1)

État 3 :(1, 0) État 4 :(0, 0)

FIG. 2.3 – Graphe d’états d’un système de deux composants en redondance passive

Par contre si un composant est en réparation, le composant restant est plus “sollicité” et son

taux de défaillance estλi (> λi). Alors le comportement du système peut être modélisé par un

processus markovien dont le graphe est donné dans la figure 2.4.

1 4

2

3

λ1

λ1

λ2

λ2

µ1

µ1
µ2

µ2

FIG. 2.4 – Graphe d’états d’un système de 2 composants en parallèle avec le partage de charge

Défaillances de cause communeUne défaillance de cause commune (DCC [5, 7, 50, 10])

se produit sur un système lorsque des défaillances (quasi) «simultanées» de plusieurs entités

du système se produisent en réponse à une même cause sous-jacente. Dans le pire des cas, tout

le système peut tomber en panne à cause d’un seul et même phénomène initiateur. Ce phéno-

mène entraîne évidemment des dépendances entre les défaillances des composants du système,

ce qui vient contredire l’hypothèse d’indépendance généralement retenue dans les modèles de

fiabilité. Ces dépendances peuvent être dues à des facteurs environnementaux (mécanique, ther-

mique, électrique, chimique...) ou à des liens fonctionnels (conception, fabrication et technolo-

gie identiques, procédures de maintenance similaires, proximité géographique... ). L’utilisation

des processus markoviens pour modéliser des défaillances de cause commune a été étudiée par

Platz [89]. En effet, l’auteur considère un modèle de deux composants en parallèle. Les deux
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composants peuvent faillir au même moment lorsqu’une défaillance de cause commune survient

avec un taux de défaillanceλC ; ceci quel que soit le nombre de composants en fonctionnement

à ce moment là. Cela signifie que le tauxλC doit être ajouté au taux de défaillance classique

lorsqu’un des deux composants est en fonctionnement. Le graphe de Markov est présenté sur la

figure 2.5.

1 4

2

3

λ1

λ1 + λC

λ2 + λC

λ2

µ1

µ1
µ2

µ2

λC

FIG. 2.5 – Graphe d’états d’un système de 2 composants en parallèle en présence des dé-

faillances de cause commune

2.2.2.3 Modélisation d’un système dynamique

On considère ici deux types de systèmes dynamiques : les systèmes multi-états et les sys-

tèmes multiphasés.

Systèmes multi-états Sous l’hypothèse “binaire”, seulement deux états (marche/panne)

sont considérés pour chaque composant. Cependant, du pointde vue pratique, plusieurs sys-

tèmes industriels ne vérifient pas cette hypothèse, comme par exemple, les systèmes de géné-

ration électrique, les lignes de production, ..., dans lesquels les composants peuvent continuer

à assurer un service même s’ils ne sont pas dans un état de marche parfaite. Ces états inter-

médiaires sont appelés des états “dégradés”. On distingue en général des états de dégradations

intermédiaires qui permettent de transiter successivement entre l’état neuf ou le moins dégradé

et l’état de panne. Ce type de systèmes est appelé des systèmes multi-état (multi-state systems

[8, 34, 79]). Pour modéliser les comportements de ces composants, les processus markoviens

sont proposés dans [2, 14, 72].

Systèmes multiphasés Pour un système multiphasé (multi-phase system), sa mission est

caractérisée par des phases différentes. La structure du système, le processus de défaillance et

de restauration, et aussi les critères de succès peuvent changer selon chaque phase. Par exemple,

un aéronef devrait changer sa configuration pour le décollage ou pour l’atterrissage, etc. Afin
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de modéliser le comportement de ces systèmes, les processusmarkoviens sont proposés dans

[62, 96].

Réduction de la taille des graphes Avec une modélisation markovienne, le nombre d’états

augmente très rapidement lorsque le nombre de composants constituant le système augmente.

Pour des grands systèmes, il faut alors trouver des moyens pour limiter ce nombre d’états à la

combinatoire explosive. Il existe pour cela deux approchesprincipales [81, 93, 95] :

– les réductions/simplifications rigoureuses qui conduisent à un graphe équivalent plus pe-

tit ;

– les réductions/simplifications approchées qui conduisent à un graphe donnant des résul-

tats numériques proches des résultats exacts.

2.3 Facteurs d’importance fiabilistes

Les facteurs d’importance permettent de fournir des éléments d’aide à la décision pour amé-

liorer la conception et l’exploitation d’un système en identifiant les principaux points faibles.

Deux catégories de facteurs d’importance ont été proposées: les facteurs d’importance struc-

turels (structural importance measures) et les facteurs d’importance fiabilistes (reliability im-

portance measures). Les facteurs d’importance structurels donnent l’importance relative d’un

composant grâce seulement à sa position dans la structure d’arbre de défaillance, et ils peuvent

être utilisés même si la loi de durée de vie (la disponibilité) du composant n’est pas connue.

Ces facteurs ne permettent pas de distinguer des composantsqui ont des comportements fiabi-

listes différents mais qui se situent à des positions similaires dans la structure du système. Les

facteurs d’importance fiabilistes évaluent l’importance relative d’un composant en prenant en

compte de façon conjointe ses contributions structurelle et probabiliste à la fiabilité du système.

Dans ce mémoire, nous ne considérons que les facteurs d’importance fiabilistes.

Plusieurs facteurs d’importance fiabilistes ont été proposés, et les plus couramment utilisés

sont :

– le facteur d’importance marginal (marginal importance measure- MIM [11]),

– le facteur d’importance conjoint (joint importance measure- JIM [67]),

– le facteur d’importance critique (criticality importance measure- CIM [75]),

– le facteur d’importance de diagnostic (Diagnostic importance factor- DIF [53]),

– le facteur d’augmentation du risque (risk achievement worth- RAW [28]),

– le facteur de diminution du risque (risk reduction worth- RRW [28]),

– et récemment, le facteur d’importance différentiel (differential importance measure- DIM

[18]).
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Ces facteurs d’importance ont été classiquement définis dans le cadre des modèles booléens

de fiabilité (arbres de défaillances, arbres d’événements)et des algorithmes d’évaluation per-

formants, basés notamment sur les diagrammes de décision binaire (binary decision diagrams-

BDD [27, 44]) ont été développés. Sous leur forme classique et avec les méthodes d’évaluation

actuelles, ils constituent donc des indicateurs de performances statiques, utilisables sous l’hy-

pothèse de composants binaires et indépendants et pour une architecture de système définie à

priori.

2.3.1 Facteurs d’importance fiabilistes classiques

Dans ce paragraphe, on s’intéresse à présenter les facteursd’importance fiabilistes évoqués

précédemment et les liens directs entre eux dans le contextedes systèmes à composants sto-

chastiquement indépendants.

Facteur d’importance marginal (marginal importance measure, MIM)

Le facteur d’importance marginal, introduit par Birnbaum [11], est défini comme une me-

sure de variation de la disponibilité/fiabibilité du système en fonction de la disponibilité/fiabilité

d’un composant. Par définition, le facteur d’importance marginal relatif au composanti peut

s’écrire selon l’expression suivante :

MIM (i|t) =
∂A(t)

∂ai(t)
(ou

∂A(t)

∂ai(t)
), (2.3)

où :

– A(t), ai(t) sont les disponibilités/fiabilités du système et du composant i à l’instantt,

– A(t), ai(t) sont les indisponibilités/défiabilités du système et du composanti à l’instant

t.

Pour les systèmes binaires avec des composants stochastiquement indépendants, la dispo-

nibilité/fiabilité du système est une fonction linéaire de la disponibilité/fiabilité de chacun des

composants (voir la relation (2.16)). Alors si la disponibilité du composanti à l’instantt subit

une variationδ, la disponibilité du système au même instant varie deδMIM (i/t). Par consé-

quent, MIM mesure la sensibilité de la disponibilité du système à l’état d’un composant. Si on

veut augmenter la disponibilité/fiabilité du système, il faut donc commencer par améliorer la

disponibilité/fiabilité du composant qui a le plus grand facteur d’importance marginal.

Une autre façon permettant de calculer ce facteur est donnéeselon l’expression suivante,

[92] :

MIM (i|t) = P{ϕ(1i, s) − ϕ(0i, s) = 1}, (2.4)

où :
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– s = (s1, s2, s3, · · · ) représente le vecteur d’états du système avecsi une variable boo-

léenne indiquant l’état du composanti : si = 1 si le composanti est en marche, sinon

si = 0 ;

– (1i, s) = (s1, s2, ..., si−1, 1, si+1, ...),

– ϕ(s) correspond à la fonction de structure du système pour laquelle ϕ(s) = 1 si le sys-

tème est en marche,ϕ(s) = 0 en cas de panne .

Le facteur d’importance marginal relatif au composanti dans un système cohérent peut donc

être défini comme la probabilité que la panne du composanti conduise à la panne du système.

Facteur d’importance conjoint (joint importance measure,JIM)

Le facteur d’importance conjoint [6, 56, 66, 67, 100] mesurel’action conjointe de deux

composantsi et j sur la disponibilité du système. Sa définition est :

JIM(i, j|t) =
∂2A(t)

∂ai(t)∂aj(t)
(2.5)

D’après (2.3) et (2.5), on a une relation directe entre le facteur d’importance marginal et le

facteur d’importance conjoint comme suit :

JIM(i, j|t) =
∂MIM (i|t)

∂aj(t)
(2.6)

=
∂MIM (j|t)

∂ai(t)

Cette relation nous montre que le JIM(i, j|t) mesure la sensibilité du MIM(i|t) à l’état du com-

posantj (ou la sensibilité du MIM(j|t) à l’état du composanti respectivement). Pour un système

binaire avec des composants indépendants, le MIM(i|t) est une fonction linéaire de la dispo-

nibilité/fiabilité du composantj. Alors si la disponibilité/fiabilité du composantj, à l’instantt,

subit une variationδ le MIM (i|t) devrait varier deδJIM(i|t).

Il est démontré que le facteur JIM peut s’écrire en fonction du facteur MIM (voir [6, 67]) :

JIM(i, j|t) = MIM (j|t)1i
− MIM (j|t)0i

(2.7)

= MIM (1|t)1j
− MIM (i|t)0j

,

où : MIM(j|t)1i
correspond à MIM(j|t) sachant que le composanti est en marche et MIM(j|t)0i

correspond à à MIM(j|t) sachant que le composanti est en panne.

Si on utilise le critère MIM pour évaluer l’importance d’un composant, alors la relation (2.7)

nous montre que :

– JIM(i, j|t) > 0 (par conséquent MIM(j|t)1i
> MIM (j|t)0i

) indique que le composantj

a plus d’impact sur la disponibilité du système lorsque le composanti fonctionne,
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– JIM(i, j|t) < 0 indique que le composantj a moins d’impact sur la disponibilité du

système lorsque le composanti fonctionne,

– JIM(i, j|t) = 0 indique que l’impact du composantj est indépendant de l’état du compo-

santi.

La relation (2.7) montre également que le facteur JIM peut être évalué grâce au facteur MIM.

Facteur d’importance de critique (criticality importance measure, CIM)

Le facteur d’importance critique, introduit par Lambert [75], correspond à la probabilité

que le composanti ait mis en panne le système, sachant que le système est en panne. Ce facteur

évalue donc l’importance d’un composant en fonction de sa participation à la mise en panne du

système global.

CIM(i|t) = P{(ϕ(1i, s) − ϕ(0i, s) = 1) ∩ si = 0/ϕ(s) = 0}

=
P{(ϕ(1i, s) − ϕ(0i, s) = 1) ∩ si = 0, ϕ(s) = 0}

P{ϕ(s) = 0}

Notons que :

– {(ϕ(1i, s) − ϕ(0i, s) = 1) ∩ si = 0} impliqueϕ(s) = 0 ;

– et que :

P{(ϕ(1i, s) − ϕ(0i, s) = 1) ∩ si = 0} = P{ϕ(1i, s) − ϕ(0i, s) = 1}P{si = 0}

= MIM (i|t)ai(t),

où :ai(t) = P{si = 0} l’indisponibilité/défiabilité du composanti. On obtient finalement :

CIM(i|t) = MIM (i|t)
ai(t)

A(t)
, (2.8)

avecA(t) = P{ϕ(s) = 0} l’indisponibilité/défiabilité du système.

Ce facteur est en fait utile en cas de panne pour identifier lescomposants à réparer en

priorité, c’est-à-dire ceux dont la mise en marche est la plus susceptible de restaurer le fonc-

tionnement du système.

Facteur de diminution du risque (risk reduction worth - RRW)

Le facteur de diminution du risque [28] représente la diminution maximum du risque que

l’on peut espérer en améliorant la disponibilité/fiabilitédu composanti. Sa définition est :

RRW(i|t) =
P{ϕ(s) = 0}

P{ϕ(1i, s) = 0}
=

A(t)

A(1i|t)
,
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avecA(1i|t) = P{ϕ(1i, s) = 0} la probabilité pour que le système soit en panne à l’instantt

sachant que le composanti est en marche.

Ce facteur d’importance est intéressant pour repérer les composants dont l’amélioration de

la disponibilité/fiabilité est la plus susceptible d’augmenter celle du système. Alors, elle est

couramment utilisée pour déterminer les composants à fiabiliser en priorité dans le cadre d’une

maintenance préventive.

Le lien direct entre les deux facteurs RRW et MIM est donné1 par la relation suivante :

RRW(i|t) =
1

1 − MIM
ai(t)

A(t)

. (2.9)

Facteur d’augmentation du risque (risk achievement worth,RAW)

Le facteur d’augmentation du risque [28] est un indicateur de l’importance qu’il y a à main-

tenir le niveau de disponibilité du composanti pour maintenir la disponibilité du système. Sa

définition est la suivante :

RAW(i|t) =
P{ϕ(0i, s) = 0}

P{ϕ(s) = 0}
=

A(0i|t)

A(t)
, (2.10)

où : A(0i|t) = P{ϕ(0i, s) = 0} la probabilité pour que le système soit en panne à l’instantt

sachant que le composanti est en panne.

Cette quantité ne représente pas l’importance du composantlui-même mais "l’immunité"

du système vis-à-vis de la défaillance du composant. D’après [28], un RAW élevé reflète une

mauvaise immunité du système vis-à-vis de la défaillance ducomposant en question. C’est

l’interprétation du RAW en termes de sûreté.

Ce facteur d’importance peut être évalué à partir du facteurMIM selon l’expression sui-

vante1 :

RAW(i|t) = MIM
ai(t)

A(t)
+ 1. (2.11)

Facteur d’importance de diagnostic (Diagnostic importance factor, DIF)

Le facteur d’importance de diagnostic, introduit par Vesely-Fussel [53], est la probabilité

que le composanti soit en panne, sachant que le système est effectivement en panne. Sa défini-

1les développements détaillés seront exposés dans l’annexeA.1.
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tion est la suivante :

DIF(i|t) = P{si = 0/ϕ(s) = 0} =
P{si = 0, ϕ(s) = 0}

P{ϕ(s) = 0}
(2.12)

=
P{ϕ(0i, s)}P{si = 0}

P{ϕ(s) = 0}
=

A(0i|t)

A(t)
ai(t). (2.13)

Ce facteur représente la proportion de temps où le composanti est en panne lorsque le système

est en panne. A ce titre, DIF(i|t) est utilisé comme un facteur de contribution au risque du

composanti. Il faut remarquer que le système peut être en panne sans quei le soit. En effet, le

composanti n’a pas nécessairement déclenché la panne du système.

D’après (2.10), (2.11) et (2.12), le facteur DIF relatif du composanti peut s’écrire comme

suit :

DIF(i|t) = RAWai(t) = (MIM
ai(t)

A(t)
+ 1)ai(t). (2.14)

Cette relation permet d’évaluer le facteur DIF à partir du facteur RAW ou du facteur MIM.

Facteur d’importance différentiel (differential importa nce measure, DIM)

Récemment, un nouveau facteur appelé facteur d’importancedifférentiel a été introduit

[16, 17, 18] afin de mesurer la contribution relative d’un composant à la variation totale de la

disponibilité/fiabilité (ou plus généralement, d’une mesure de performance), qui est provoquée

par les changements simultanés d’un ou plusieurs paramètres.

Supposons que les indisponibilités/fiabilités deK composants (a1(t), a2(t), ..., aK(t)) va-

rient simultanément selon des quantités dites “suffisamment petites”2 δa1(t), δa2(t), ...,δaK(t)

respectivement. Le facteur d’importance différentiel relatif du composanti est défini selon l’ex-

pression suivante :

DIM (i|t) =

∂A(t)

∂ai(t)
δai(t)

K
∑

j=1

∂A(t)

∂aj(t)
δaj(t)

.

En regardant la définition du facteur MIM, on obtient une relation suivante :

DIM(i|t) =
MIM (i|t)δai(t)

K
∑

j=1

MIM (j|t)δaj(t)

. (2.15)

C’est-à-dire que l’on peut utiliser le facteur MIM afin de calculer le facteur DIM.

2La condition “suffisamment petits” a été démontrée dans [18]en utilisant le critère de convergence de la

séquence de Cauchy
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Conclusions

1. L’étude ci-dessus montre que tous les facteurs d’importance fiabilistes classiques peuvent

être évalués à partir du facteur d’importance marginal MIM,voir le tableau 2.1 (détail

dans l’annexe A).

2. L’utilisation des facteurs d’importance fiabilistes pour classifier l’importance d’un com-

posant a été exposée dans de nombreux articles. Lorsque chaque facteur d’importance

donne un classement d’importance différent, alors la combinaison des informations don-

nées par les facteurs d’importance d’un composant afin de classifier l’importance globale

d’un composant a également été étudiée [47, 98, 101]. Les études dans [98] montrent que

l’ensemble des informations fournies par les différents facteurs permet de prendre une

décision ... Parmi ces facteurs d’importance, le facteur d’importance marginal est le plus

important si le but est d’optimiser la maintenance.

JIM(i|t) CIM(i/t) RRW(i|t) RAW(i|t) DIF(i|t) DIM(i|t)

MIM (1i)− MIM (0i) MIM
ai(t)

A(t)

1

1 − MIM
ai(t)

A(t)

MIM
ai(t)

A(t)
+ 1 (MIM

ai(t)

A(t)
+ 1)ai(t)

MIM δai(t)
K
∑

j=1

MIM δaj(t)

TAB. 2.1 – Liens directs entre le MIM et les autres facteurs d’importance. MIM dans le tableau

correspond à MIM(i|t)

Nous nous intéressons donc, dans la suite de ce chapitre, auxtravaux les plus significatifs

par rapport au facteur d’importance marginal (MIM).

2.3.2 Facteur d’importance marginal pour un système markovien

On étudie ici les travaux publiés sur le facteur MIM dans le contexte des systèmes décrits

par des processus de Markov. On distingue deux grandes classes des systèmes :

– les systèmes à composants indépendants ;

– et les systèmes avec des composants dépendants.

2.3.2.1 Système à composants indépendants

Lorsque les composants du systèmes sont indépendants, une décomposition pivotale de

Shannon pour le composanti permet d’écrire la disponibilité/fiabilité du système sousla forme

suivante :
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A(t) = ai(t) ∗ A(1i|t) + (1 − ai(t)) ∗ A(0i|t)

= ai(t)[A(1i|t) − A(0i|t)] + A(0i|t). (2.16)

– A(1i|t) est la probabilité que le système est en marche à l’instantt sachant que le compo-

santi est en marche (ai(t) = 1) ;

– A(0i|t) est la probabilité que le système est en marche à l’instantt sachant que le compo-

santi est en panne (ai(t) = 0).

Par définition, le facteur d’importance marginal relatif ducomposanti peut donc s’écrire

comme suit :

MIM (i|t) =
∂A(t)

∂ai(t)
= A(1i|t) − A(0i|t), (2.17)

De façon similaire, afin d’étudier l’importance d’un groupede composants, Huseby [69]

propose le MIM relatif du groupe de composantsS selon l’expression suivante :

MIM (S|t) = A(1S|t) − A(0S|t). (2.18)

Les relations (2.17) et (2.18) permettant de calculer le facteur d’importance marginal pour

un composant ou un groupe de composants. Cette solution reste cependant limitée aux systèmes

dont tous les composants sont indépendants, ce qui la rend enpratique d’un intérêt limité pour

les systèmes étudiés sous l’aide d’un modèle markovien (puisque les solutions classiques, ba-

sées sur la fonction de structure du système, restent valables dans ce contexte). De plus, cette

méthode n’est certainement pas optimale du point de vue “charge de calcul”.

2.3.2.2 Système à composants dépendants

Dans le cas de composants dépendants, la disponibilité du système ne peut plus être formu-

lée comme une fonction des seules caractéristiques des composants. Les dépendances résultent

en effet d’interactions au niveau du système qui sont prisesen compte dans le calcul de la dispo-

nibilité A(t) du système, mais qui n’apparaissent pas dans l’expression de la disponibilité d’un

composant pris individuellement. La disponibilité du système n’est donc plus une fonction de

la disponibilité des composants, ce qui remet en cause la définition des facteurs d’importance

tels qu’on les envisage classiquement. En effet, quelle signification peut-on donner à la défini-

tion du facteur d’importance marginal MIM(i|t) = ∂A(t)
∂ai(t)

dans ce contexte ? Cette définition est

aussi ambiguë car la disponibilité du composantai(t) à considérer n’est elle-même pas claire.

En effet, sous l’hypothèse de composants indépendants, la disponibilité/fiabilité du composant
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i (i = 1, 2, ...) dans le système notéeaS
i (t) (voir l’équation (2.27)) et celle de ce composant pris

isolémentaI
i (t) sont identiques et généralement notéesai(t) qui est donnée par l’expression

suivante :

aS
i (t) = aI

i (t) = ai(t) =
µi

λi + µi

+
λi

λi + µi

e−(λi+µi)t, (2.19)

λi, µi étant les taux de défaillance et de réparation du composanti.

En revanche, en prenant en compte des dépendances entre les composants, l’état d’un com-

posant peut dépendre de l’état des autres composants. Il estdonc important de noter queaS
i (t)

peut dépendre non seulement du comportement propre du composanti mais aussi d’autres com-

posants dans le système et du fonctionnement du système lui-même [85] et queaS
i (t) peut être

différent deaI
i (t).

Remarquons également qu’en présence de composants dépendants, la décomposition pivo-

tale donnée par l’équation (2.16) n’est plus valable, c’est-à-dire que la disponibilité/fiabilité

n’est plus une fonction linéaire de la disponibilité/fiabilité de chacun des composants.

Face à cette difficulté, des auteurs ont été tentés de proposer une généralisation du facteur

d’importance marginal notée MIMG, [51, 85, 55], définie selon l’expression suivante :

MIM G(i|t) =
∂A(t)

∂aI
i (t)

(2.20)

Afin d’évaluer ce facteur généralisé, plusieurs approches différentes ont été mises en œuvre

par différents auteurs : méthode de Frank, méthode de perturbation généralisée et méthode

d’approximation. La comparaison détaillée de ces trois méthodes est exposée dans [41]. Notons

cependant dès à présent que la définition et la signification de MIMG(i|t) restent sujettes à

discussion, car rien ne justifie l’utilisation deaI
i (t) à la place deai(t).

L’approche de Frank Frank [51] utilise la règle de dérivation en chaîne afin de reformuler le

MIM G comme suit :

MIM G(i|t) =
∂λi

∂aI
i (t)

.
∂A(t)

∂λi
. (2.21)

Remarquons queA(t) =
∑

j∈ΩO

Pj(t) = P (t)f (ΩO étant un ensemble d’états de marche,

P (t) le vecteur de probabilité d’occupation d’états, etf = (f1, f2, · · · )
> est un vecteur colonne

associé aux états du système, par exemple,fi = 1 si le système est en état de marchei etfi = 0

sinon), alors :

∂A(t)

∂λi

=
∂P (t)

∂λi

f = Iλi
(t)f ,
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oùIλi
(t) = ∂P (t)/∂λi. D’après l’équation (2.1), on a :

∂ dP (t)
dt

∂λi
=

∂P (t)

∂λi
M + P (t)

∂M

∂λi
,

Notons que
dIλi

(t)

dt
=

d∂P (t)
∂λi

dt
=

∂ dP (t)
dt

∂λi
, on obtient finalement :

dIλi
(t)

dt
= Iλi

M + P (t)
∂M

∂λi
. (2.22)

En utilisant les équations (2.1) et (2.22), on obtient le système d’équations différentielles

suivant :
[

dP (t)

dt

dIλi
(t)

dt

]

=
[

P (t) Iλi
(t)
]





M
∂M

∂λi

0 M



 .

La résolution de ce système permet d’obtenir toutes les dérivées partielles nécessaires à l’éva-

luation de MIMG(i|t). Remarquons que cette approche peut être utilisée dans le cas où les

composants sont indépendants car pour ce cas le MIMG devient le MIM.

L’approche de Frank est une approche simple et élégante. Et elle a été également utilisée

dans [85, 86] afin de calculer le facteur d’importance marginal généralisé. Notons toutefois que

pour évaluerIλi
(t), il faut résoudre un système d’équations différentielles.En effet, la taille de

ce système d’équations explose en fonction du nombre d’états. Par conséquent, pour des grands

systèmes, cette méthode est difficile à mettre en œuvre. Des algorithmes améliorés ont ainsi été

proposés pour une utilisation efficace de cette méthode [13].

L’approche de Gandini Dans [55], Gandini propose l’utilisation de la méthode de pertur-

bation généralisée (generalized perturbation theory- GPT [54]) afin de calculer les dérivées

partielles nécessaires à l’évaluation du facteur d’importance marginal généralisé MIMG.

On commence par réécrire de façon différente la formule d’évaluation de la disponibilité afin

de pouvoir appliquer la méthode de perturbation généralisée. Plus concrètement, la disponibilité

peut s’écrire selon l’expression suivante :

A(t) = P (t)f =

∫ t

0

P (s)f∗ds, avec f ∗ = fΥ(t − s),

avecΥ(t − s) la fonction Dirac. Notons queA(t) est une fonction dérivable par rapport au

taux de défaillance (taux de réparation) du système. En appliquant la méthode de perturbation

généralisée (voir l’annexes B), Gandini [55] a montré que ladérivée deA(t) par rapport au taux

de défaillanceλi du composanti peut être écrite comme suit :

∂A(t)

∂λi

=

∫ t

0

P (s)
∂M

∂λi

P ∗>(s)ds, (2.23)
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où P ∗(s) = [P ∗
1 (s), P ∗

2 (s), · · · ], pour0 ≤ s ≤ t, est un vecteur ligne qui satisfait l’équation

suivante :

−
dP ∗(s)

ds
= P ∗(s)M> + f∗>.

D’après les équations (2.21) et (2.23), le facteur d’importance marginal généralisé relatif du

composanti à l’instantt peut s’écrire sous forme :

MIM G(i|t) =
∂λi

∂aI
i (t)

∫ t

0

P (s)
∂M

∂λi
P ∗>(s)ds, (2.24)

Cette technique nous permet de calculer le facteur d’importance marginal généralisé. Ce-

pendant, elle reste complexe à mettre en œuvre. En effet, l’expression (2.24) nous montre que

pour calculer MIMG(i|t), il faut d’abord déterminer le vecteurP ∗(t), et ensuite calculer l’inté-

grale de0 à t. D’autre part, les calculs deviennent rapidement difficiles dans le cas de systèmes

complexes de grande taille.

Approche de Ou et Dugan Dans [85], Ou et Dugan proposent une méthode approchée de

calcul du facteur d’importance généralisé MIMG s’appuyant sur la résolution du modèle de

Markov et sur une partition judicieuse de l’espace des états. Cette méthode approchée est valide

pour un système modélisé par une chaîne de Markov acyclique.Deux situations doivent être

distinguées selon le comportement du composant étudié :

– Composant avec comportement indépendant : le composant est soit en cours d’utilisation,

soit défaillant indépendamment des autres composants ;

– Composant avec comportement dépendant : le composant peutêtre en attente, en utilisa-

tion partielle, ... Il s’agit en fait des composants dont le comportement de défaillance est

affecté par le comportement dynamique du système.

Composants avec comportement indépendant : Dans un système avec des dépendances,

il peut exister quelques composants dont le comportement est indépendant de celui des autres.

Ou et Dugan [85] montrent que le facteur d’importance marginal généralisé pour le compo-

santi se calcule grâce à l’approximation suivante :

MIM G(i|t) '
A(i|t)

aI
i (t)

−
A(i|t)

1 − aI
i (t)

, (2.25)

où :aI
i (t) est la fiabilité du composanti pris isolément.
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Composants avec comportement dépendant :Pour le composantj qui a le comporte-

ment dépendant,aS
j (t) est différent deaI

j (t). Ou et Dugan montrent dans [85] que le facteur

d’importance marginal généralisé relatif du composantj est calculé approximativement selon

la relation suivante :

MIM G(j|t) '
[A(j|t)

aS
j (t)

−
A(j|t)

1 − aS
j (t)

]1 − aS
j (t)

1 − aI
j (t)

, (2.26)

oùaS
j (t) est calculé par par l’expression suivante :

aS
j (t) =

∑

l∈Ωj

Pl(t), (2.27)

avecΩj étant un ensemble d’états dans lesquels le composantj est en marche.

Prenons l’exemple d’un système dynamique constitué par 4 composants, repris de [85]. Ce

système est décrit par l’arbre de défaillance dynamique de la figure 2.6 :

– P1 et P2 sont les composants primaires avec comportement indépendant. Les taux de

défaillance sontλP1 = λP2 = 10−5/h(heure) ;

– S1 et S2 sont les composants de secours (en attente) avec comportement dépendant. Les

taux de défaillance sontλS1 = λS2 = 10−5/h.

FIG. 2.6 – Exemple d’un système à comportement dynamique : les composants S1 et S2 sont

tous deux en redondance passive sur les composants P1 et P2. S1 est utilisé en premier. D’après

[85]

Les figures 2.7 permettent une comparaison des résultats données par la méthode de Frank

et par la méthode d’approximation. La figure 2.7.a représente le facteur d’importance marginal
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FIG. 2.7 – Comparaison des évaluations du facteur d’importancemarginal généralisé pour les

composants P1 (figure 2.7.a) et S1 (figure 2.7.b) par les approches de Frank (exacte) et de Ou

et Dugan (approchée)

généralisé MIMG pour le composant à comportement indépendant P1. Les résultats de MIMG

relatif d’un composant à comportement dépendant S1 dans ce système sont reportés sur la figure

2.7.b. Les résultats numériques permettent de mettre en évidence la qualité de l’approximation

pour des temps de mission faibles (en comparaison du MTTF du composant) et l’erreur com-

mise pour des temps plus grands.

2.3.2.3 Conclusions

Pour un système à composants indépendants, le facteur d’importance marginal (MIM) est

un outil efficace permettant d’identifier l’importance d’uncomposant ou d’un groupe de com-

posants pour la prise de décision (de la maintenance, de l’exploitation, ou de la conception, ...).

La méthode d’évaluation donnée par (2.17) est simple et efficace.

En présence de dépendances dans le système, il est importantde remarquer que :

– la disponibilité/fiabilité du composant dans le système etcelle de ce composant pris iso-

lément sont différentes ;

– la disponibité/fiabilité du système n’est plus une fonction linéaire de la disponibilité/fiabilité

de chacun des composants (y compris la disponibilité/fiabilité du composant dans le sys-

tème et ainsi que celle de ce composant pris isolément).

Une généralisation du facteur d’importance marginal notéeMIM G (voir l’équation (2.21))

constitue une première proposition pour l’évaluation de l’importance fiabiliste des composants.

Pour l’évaluation de cette mesure, l’approche de Frank [51]et l’approche de Gandini [55]

semblent adaptées. Toutefois, ces méthodes deviennent inutilisable lorsque l’on a à faire à des

systèmes complexes de grande taille. Quant à l’approche de Ou et Dugan [85], elle est moins
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sensible à la taille du modèle, mais elle fournit des résultats approchés et ne permet pas de

travailler directement avec des systèmes à composants dépendants réparables. Mais au-delà des

difficultés d’évaluation, le sens même de cette mesure pose problème et motive largement les

travaux développés ici visant à proposer une mesure de sensibilité adaptée aux systèmes à com-

posants dépendants.

La nécessité d’une mesure de sensibilité multi-directionnelle

Cette rapide analyse des travaux existants montre que le problème de l’évaluation des indi-

cateurs de sensibilité (ou facteurs d’importance) pour lessystèmes dynamiques mettant en jeu

des dépendances entre composants reste largement ouvert :

– aucune des approches relevées dans la littérature ne permet de résoudre complètement

ce problème d’évaluation du facteur généralisé MIMG. De plus, MIMG ne semble pas

constituer une mesure de d’importance adaptée car il prend mal en compte les dépen-

dances présentes dans le système ; en particulier, il ne peutpas tenir compte du fait que

le comportement d’un composant peut changer et dépendre d’autres composants quand

il est inséré dans le système. Il est donc intéressant d’étudier la sensibilité par rapport à

ce qui peut conduire directement au changement du comportement fiabiliste du compo-

sant (ou du système), c’est-à-dire la sensibilité par rapport à un ou plusieurs paramètres

fiabilistes, ce qui correspond en fait à considérer des dérivées partielles et directionnelles ;

– la disponibilité/fiabilité d’un système peut dépendre nonseulement des paramètres des

composants pris individuellement (λi,µi) mais aussi des paramètres qui sont le produit

des dépendances dans le système, comme par exemple,λ (pour une partage de charge),

λC (pour une défaillance de cause commune),γ (probabilité de refus de démarrage),

... Selon la définition, le facteur d’importance marginal etsa généralisation deviennent

inopérants pour ce système. La mesure de sensibilité par rapport à un paramètre est alors

indispensable.

– enfin, dans le contexte des systèmes markoviens, la variation de paramètres peut être liée

non seulement à un paramètre, ou un groupe de paramètres, mais également aux taux de

transition entre des états [1, 26, 31, 63]. Par exemple, un composant ou un groupe de com-

posants dans un état spécifique peuvent être soumis à un événement comme par exemple,

un choc électrique/mécanique, un changement brutal de la condition d’environnement,

une surcharge, etc. Les taux de transition sortant de cet état peuvent alors varier et il est

intéressant d’étudier la sensibilité par rapport à ces tauxde transition.

Le nouveau facteur que nous allons proposer est une mesure desensibilité par rapport à une

direction qui peut représenter un paramètre, un groupe de paramètres, ou plus généralement,

des taux de transition entre des états. Cette mesure correspond donc en fait à dérivées direction-

nelles. Remarquons d’une part que l’approche de Frank et celle de Gandini se basent principale-
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ment sur la dérivée partielle par rapport au taux de défaillance du composant. D’autre part, dans

le contexte d’analyse de sensibilité d’un système markovien, le calcul de dérivées partielles a

déjà été étudié [1, 63, 90]. Mais, il n’y a aucune littératuresur l’utilisation de cette mesure de

dérivée dans le but d’identifier l’importance d’un composant pour les études de fiabilité.

2.4 Problème étudié

Afin de répondre à la problématique exposée dans le chapitre 1, nos travaux s’appuyent

sur deux axes principaux : la proposition d’un nouveau facteur d’importance basée sur des

dérivées partielles ou directionnelles et la mise en œuvre et l’extension du facteur d’importance

différentiel (DIM) dans le cadre des systèmes markoviens à composants dépendants. Ces choix

sont explicités et justifiés à l’aide de l’étude bibliographique précédente.

2.4.1 Proposition d’un nouveau facteur d’importance

La première étape de notre travail a donc consisté à redéfinirdes facteurs d’importance et à

s’interroger sur la notion de sensibilité du système par rapport à l’état d’un composant (ou d’un

groupe de composants), à un état (ou groupe d’états) du systèmes dans le contexte des systèmes

markoviens.

2.4.1.1 Facteur de sensibilité multi-directionnelle

Le nouveau facteur d’importance proposé, appelé le facteurde sensibilité multi-directionnelle

notée MSM (Multi-directional sensitivity measure), est défini comme la dérivée de la mesure

de performance (par exemple la disponibilité/fiabilité, lacapacité de production,...) du système

suivant une direction définie par une matrice directionnelle (ou matrice de sensibilité). Par dé-

finition, le facteur de sensibilité multi-directionnelle de la mesure de performanceW selon la

direction de sensibilitéQ est :

MSMW
Q =

dW

dQ
.

La définition détaillée sera exposée dans le chapitre 3. Ce facteur nous permet en fait :

– quand la matrice directionnelleQ représente la direction d’un paramètre ou d’un groupe

de paramètres (taux de défaillance et/ou taux de réparation, la probabilité de refus de

démarrage,...), le MSMWQ est équivalent à la sensibilité par rapport à un ou plusieurs

paramètres. Nous allons en fait utiliser cette mesure afin d’identifier l’importance d’un

composant ou d’un groupe composants. Une analyse détailléesera présentée dans les

chapitres 3 et 4 ;
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– quand la matrice de sensibilitéQ représente la direction des taux de transition sortant

et/ou entrant d’un état ou d’un groupe d’états du système, leMSMW
Q correspond à une

mesure de sensibilité par rapport à un ou plusieurs états (chapitre 4) ;

– enfin, le facteur d’importance multi-directionnel nous permet de construire une mesure

de variation de performance du système et de proposer également cette mesure comme un

facteur d’importance fiabiliste. En se basant sur cette dérivée directionnelle, nous propo-

sons également des extensions du facteur d’importance différentiel existant (DIM) (voir

les chapitres 6 et 7).

2.4.1.2 Evaluation du facteur de sensibilité multi-directionnelle

Ce nouveau facteur nous a conduit à mener des études sur l’évaluation des dérivées partielles

ou directionnelles d’une fonction de performance par rapport à une direction définie par une

matrice dans un espace approprié. Il existe en effet deux classes de méthodes d’évaluation :

1. les évaluations analytiques : on s’intéresse au développement d’une méthode permettant

de calculer analytiquement le facteur proposé en régime transitoire et aussi en régime

stationnaire ;

2. les évaluations par estimation : l’objectif est d’estimer le facteur proposé à partir des

données de retour d’expérience (REX), et sans avoir à connaître la matrice de taux de

transition du processus de Markov sous-jacent.

Evaluation analytique L’évaluation de la dérivée partielle par rapport à un paramètre fiabi-

liste (taux de défaillance) a été étudiée par Frank [51] et par Gandini [55]. Ces deux approches

sont limitées dans leur application par la complexité de leur mise en œuvre (voir le paragraphe

2.3.2.2). Une autre approche nous semble efficace a été considérée dans [1, 63, 90]. Cette ap-

proche est en fait basée seulement sur la résolution de l’équation d’états (2.1).

Notre objectif dans le chapitre 3 est de développer une méthode similaire (basée seulement

sur la résolution de l’équation d’états (2.1)) pour le calcul des dérivées directionnelles. Cette

méthode nous permet de calculer de façon analytique le facteur d’importance proposé MSM en

régime stationnaire et transitoire.

Estimation à partir de REX par analyse de perturbation Du point de vue pratique, le

comportement fiabiliste (taux de défaillance et/ou taux de réparation) des composants n’est pas

toujours disponible et la matrice des taux de transition du modèle de Markov du système est

inconnue. La taille de l’espace d’état de Markov peut devenir trop grande pour permettre un

travail aisé directement sur la matrice des taux de transition. Pour ces cas, il est pratiquement
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impossible de calculer de manière analytique les indicateurs de sensibilité du système. La si-

mulation de Monte Carlo ne permet pas non plus d’apporter uneréponse simple au problème

dans la mesure où l’estimation des dérivées directionnelles à partir de simulation n’est pas im-

médiate. En effet, la méthode classique des différences finies qui consiste à simuler l’évolution

de deux chaînes de Markov (l’une avec le jeu de paramètres nominal, l’autre avec un jeu de

paramètre légèrement modifié) et à estimer la dérivée de la fonction de performance par la for-

mule de différences finies présente dans bien des cas de mauvaises propriétés de convergence,

[31] et peut même, dans certains cas, conduire à des résultats erronés. De façon plus géné-

rale, s’il s’avère simple de simuler des réalisations d’un processus markovien, même de grande

taille, l’estimation de dérivées de fonctions de performances à partir des réalisations ainsi ob-

tenues reste un problème difficile qui requiert l’élaboration d’estimateur consistants. Enfin ces

méthodes ne permettent pas de se contenter des données de retour d’expérience (REX), (c’est-

à-dire l’observation d’une trajectoire du processus).

L’analyse de perturbation apporte une solution économiqueen coût de calcul à ce problème,

[24, 25, 80, 31, 26]. Dans une de ses formulations (dite IPA, pour Infinitesimal Perturbation

Analysis), elle consiste à analyser l’effet d’une modification infinitésimale de la matrice de

transition de la chaîne de Markov sur les trajectoires du processus correspondant. Cette ap-

proche a également été étendue au cas de perturbation finie, mais non infinitésimale et cette

extension peut s’appliquer par exemple à des systèmes dont les indicateurs de performance sont

discontinus [25]. L’analyse de perturbation permet d’estimer de façon efficace les indicateurs

de sensibilité (dérivées des performances du système par rapport à une direction d’intérêt) à

partir d’une réalisation unique d’une trajectoire du processus d’évolution de l’état du système.

Cette réalisation peut être issue soit de l’observation du système (et permet donc de se contenter

des données de REX), soit fournie par une procédure de simulation. L’approche par analyse de

perturbation repose sur des résultats récents montrant qu’une réalisation unique d’une trajec-

toire du processus contient toute l’information sur la sensibilité du système à une direction [26].

Les algorithmes d’estimation développés dans le cadre de l’analyse de perturbation reposent

sur l’analyse d’une seule réalisation du processus stochastique décrivant l’évolution du système

et ne nécessitent pas d’expliciter les matrices de transition ou les générateurs infinitésimaux

mis en jeu [25]. En plus de la réduction du volume de calcul nécessaire, cette méthode semble

également présenter l’avantage d’être applicable en ligne(dans un contexte de surveillance

par exemple) pour estimer les indicateurs de sensibilité desystèmes pour lesquels il n’est pas

envisageable de modifier les valeurs de paramètres dans le seul but d’estimer des dérivées di-

rectionnelles.

Le nouveau facteur d’importance proposé et son évaluation présentés dans ce mémoire ont

fait l’objet de deux publications dans deux revues avec comité de lecture [40, 38], de deux

communications à des congrès internationaux [42, 37] et d’une communication à un congrès
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national [36].

2.4.2 Facteur d’importance différentiel : mise en œuvre et extension

La deuxième partie de ce mémoire a pour objectif, d’une part,de présenter la mise œuvre du

facteur d’importance différentiel DIM, et d’autre part, deproposer une extension de ce facteur

(DIM aux ordres supérieurs) dans un système markovien à composants dépendants.

2.4.2.1 Mise en œuvre du facteur d’importance différentiel

Le facteur d’importance différentiel a été créé dans le but d’analyser la sensibilité de per-

formance du système par rapport à un composant (voir 2.3.1) pour un système à composants

indépendants. Dans le contexte des systèmes à composants dépendants, on propose une géné-

ralisation de ce facteur pour les études de sensibilité selon une direction d’intérêt (y compris la

direction d’un paramètre, d’un groupe de paramètres, ...).Pour l’évaluation, on propose le cal-

cul analytique ainsi que l’estimation à partir d’une seule trajectoire observée du système (voir

les chapitres 6 et 7).

2.4.2.2 Extension du facteur d’importance différentiel

Le facteur d’importance différentiel se base principalement sur l’hypothèse d’une variation

faible des paramètres. Du point de vue pratique, cette hypothèse n’est pas toujours vérifiée. Il est

donc intéressant de développer ce facteur pour une utilisation plus générale qui s’avère possible

dans le cadre markovien. Dans ce mémoire, on propose une extension de ce facteur appelé

le facteur d’importance différentiel aux ordres supérieurs. Cette extension permet de mesurer

plus précisément la contribution relative d’un composant (ou d’un groupe de composants) à

la variation totale de la performance du système. L’évaluation (analytique et estimée) de cette

extension présentée dans le chapitre 7 se base principalement sur celle qui est exposée dans le

chapitre 6.

Ces extensions ont fait l’objet d’une communication à un congrès international [39].

En outre, une étude sur le mise en œuvre des facteurs d’importance existants dans le contexte

des systèmes markoviens à composants indépendants est considérée. Elle permet de montrer

comment un facteur d’importance existant peut être évalué de manière analytique ou estimée.

Cette étude sera présentée dans l’annexe A.
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2.5 Conclusions et orientation des travaux

L’étude bibliographique nous a amené d’abord à choisir l’approche markovienne qui permet

de prendre en compte des dépendances entre les composants (partage de charge, redondance

passive, défaillances de cause commune, ...) d’un système dynamique.

Compte tenu des choix que nous avons faits au terme de l’étudebibliographique dans ce

chapitre sur les facteurs d’importance fiabilistes, la problématique posée dans le chapitre 1 peut

être reformulée de manière plus précise :

1. Il s’agit, dans un premier temps, de proposer un nouveau facteur d’importance (facteur

de sensibilité multi-directionnelle, MSM) dans le contexte des systèmes markoviens en

prenant en compte des dépendances entre des composants. L’évaluation analytique et

l’évaluation estimée à partir des données de retour d’expérience en utilisant la méthode

d’analyse de perturbation sont considérées dans ce mémoire.

2. Dans un second temps, nous considérons la mise en œuvre et l’extension d’un facteur

d’importance existant, le facteur d’importance différentiel (DIM).
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Introduction

Dans cette partie, nous proposons un nouveau facteur d’importance, appelé facteur de sen-

sibilité multi-directionnelle [38, 40], pour des systèmesdécrits par les processus de Markov

qui permettent de prendre en compte des dépendances entre composants (y compris dépen-

dances fonctionnelles et structurelles, défaillances de cause commune,...). Ce facteur nous per-

met d’analyser la sensibilité de la mesure de performance dusystème par rapport à un paramètre,

à un groupe de paramètres, ou plus généralement, suivant des”directions” caractéristiques du

système. Ces directions caractéristiques peuvent correspondre par exemple à un composant du

système, une famille de composants, ... Comme les autres facteurs d’importance, la sensibilité

multi-directionnelle nous fournit des éléments d’aide à ladécision pour améliorer la conception

et l’exploitation d’un système en identifiant ses principaux points faibles.

Nous commençons, dans un premier temps du chapitre 3, par présenter de manière générale

le principe de ce facteur et ses propriétés. Afin d’évaluer cefacteur, nous découvrirons dans un

second temps de ce chapitre des méthodes analytiques permettant donner des résultats exacts

en considérant que la mesure de performance est la disponibilité du système.

Le chapitre 4 a pour but de montrer comment ce facteur d’importance peut être utilisé pour

un système de production multi-état pour lequel les mesuresde performance retenues sont la

disponibilité et la capacité de production globale. Des exemples d’applications sont également

exposées au travers un système de production simple.

Dans le chapitre 5, nous présentons une méthode d’estimation efficace basée sur les tech-

niques d’analyse par perturbation, permettant l’estimation du facteur proposé à partir d’une

seule trajectoire nominale du processus de Markov. Du pointde vue pratique, cette méthode

peut être mise en œuvre pour estimer le facteur de sensibilité multi-directionnelle directement

à partir des données de retour d’expérience (c’est-à-dire l’observation d’une trajectoire du pro-

cessus) lorsqu’on n’en connaît pas le générateur.
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Chapitre 3

Facteur de sensibilité multi-directionnelle

3.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est, dans premier temps, de présenter un nouveau facteur d’impor-

tance appelé le facteur de sensibilité multi-directionnelle (Multi-directional sensitivity measure-

MSM, [38, 40]) que nous envisageons suite à l’étude bibliographique présentée au chapitre 2

dans le contexte des systèmes markoviens. Dans un second temps, on montre comment ce fac-

teur proposé peut être calculé de façon analytique en régimetransitoire ainsi qu’en régime

stationnaire. On découvre également les liens entre la méthode de calcul proposée et celle de

Frank, [51] et de Gandini, [55].

Rappelons que le facteur de sensibilité multi-directionnelle est en fait défini comme la dé-

rivée de la mesure de performance du système selon une direction d’intérêt définie par une

matrice dans un espace approprié. Cette direction peut représenter la direction d’un paramètre,

d’un groupe de paramètres, d’un composant, d’une famille decomposants, ou plus générale-

ment, la direction des taux de transition entre des états. Cefacteur permet donc conduire aux

études suivantes :

– l’évaluation de l’effet sur la mesure de la performance lorsqu’il existe des changements

d’un ou plusieurs paramètres de conception ;

– l’identification de l’importance d’un composant (ou d’un groupe de composants), et ainsi

que l’importance d’un état (ou d’un groupe d’états) du système ;

– et enfin, l’optimisation de la maintenance des paramètres.

Pour introduire le facteur de sensibilité multi-directionnelle, on s’intéresse en premier lieu

dans le paragraphe 3.2 à la matrice directionnelle qui permet de modéliser les directions dif-

férentes de sensibilité (direction d’un paramètre, d’un groupe de paramètres, ou plus générale-

ment, direction des taux de transition). On présente ensuite la définition générale de ce facteur

ainsi que ses propriétés.
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Le paragraphe 3.3, entièrement consacré l’évaluation de cefacteur, permet de présenter le

calcul analytique du facteur proposé en considérant que lesmesures de performance d’intérêt

sont la disponibilité instantanée, la disponibilité moyenne sur l’intervalle de temps donné, et

ainsi que la disponibilité asymptotique.

3.2 Facteur de sensibilité multi-directionnelle (MSM)

Considérons un système dont le comportement au cours du temps est décrit par un processus

de Markov ayant un espace d’états finiE = {S1, S2, · · · } et une matrice de taux de transition

M = [mij ]i,j∈E.

SoitP (t) = (P1(t), P2(t), · · · ) le vecteur de probabilité d’occupation des états à l’instant t

etP 0 = P (t = 0) le vecteur de probabilité d’occupation des états à l’instant initial. P (t) satis-

fait l’équation différentielle du premier ordre de Chapman-Kolmogorov appliquée au processus

Markovien homogène (sans ajouter des variables dynamiques) [30, 92] :

dP (t)

dt
= P (t)M. (3.1)

La solution de (3.1) peut s’écrire comme suit :

P (t) = P 0e
Mt = P 0FM(t), (3.2)

oùFM(t) = eMt est une fonction exponentielle de la matriceM.

Pour étudier la sensibilité de la mesure de performance du système selon une direction d’in-

térêt qui est définie par une matrice directionnelle, on expose donc dans le premier paragraphe

de cette section comment est construite cette matrice directionnelle.

3.2.1 Matrice directionnelle de perturbation

3.2.1.1 Introduction de la matrice directionnelle de perturbation

En suivant les approches utilisées dans l’analyse par perturbation, on considère une pertur-

bation structurelle [22, 33, 58] sur un paramètre ou sur un groupe de paramètres du système.

Cette perturbation conduit alors à une perturbation sur la matrice de taux de transition du pro-

cessus de Markov [24, 31].

Supposons que la matrice de taux de transitionM soit perturbée de manière suivante :

Mδ = M + δQ, (3.3)
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où δ est un réel positif etQ = [qij ] est une matrice indiquant la direction de perturbation

effectuée. Une entréeqij = 0 indique que le taux de transition de l’étati à l’état j n’est pas

perturbé, et une entréeqij = α (α 6= 0) indique que le taux de transition de l’étati à l’étatj est

perturbé par une quantitéαδ. La condition nécessaire sur la matriceQ pour queMδ soit aussi

une matrice de taux de transitions d’un processus de Markov est que la somme de chaque ligne

deQ soit égale à 0 [24].

Sur la base de la relation (3.3), on peut modéliser non seulement les perturbations sur des

paramètres (taux de défaillance ou/et taux de réparation, ...), mais plus généralement, sur les

taux de transition entre des états du processus de Markov.

Pour illustrer le concept de la perturbation et la matrice indiquant la direction de perturba-

tion, on considère l’exemple simple suivant.

Exemple 1. (Système de 2 composants indépendants) Soit un système de deux composants

indépendantsC1 etC2 en parallèle, ayant pour taux de défaillanceλ1 etλ2 et taux de réparation

µ1 et µ2 respectivement, voir figure 3.1. Chaque composant possède deux états. On noteraCi

l’état de marche du composantCi, etCi son état de panne.

λ1 µ1

λ2 µ2

C1

C2

FIG. 3.1 – Une structure parallèle de 2 composants indépendantsayant les taux de défaillance

et de réparation constants

Le comportement du système est décrit par un processus de Markov, et le graphe d’états est

donné par la figure 3.2.

Par conséquent, la matrice de taux de transition du système est :

M =











−λ1 − λ2 λ1 λ2 0

µ1 −µ1 − λ2 0 λ2

µ2 0 −µ2 − λ1 λ1

0 µ2 µ1 −µ1 − µ2











Considérons maintenant deux types différents de perturbations : une perturbation sur le

paramètreλ2 (voir figure 3.3), et une perturbation sur les transitions sortant de l’état 3 (voir

figure 3.4). Ces perturbations conduisent à deux matrices dedirectionQλ2 , QS3 respectivement.
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1 4

2

3
λ1

λ1

λ2

λ2

µ1

µ1
µ2

µ2

État 1 :C1C2 État 2 :C1C2

État 3 :C1C2 État 4 :C1 C2

FIG. 3.2 – Graphe d’états d’un système à deux composants indépendants

Perturbation sur le paramètre λ2 : La perturbation surλ2 conduit à la matrice généra-

trice perturbée :

Mδ =











−λ1 − (λ2 + δ) λ1 λ2 + δ 0

µ1 −µ1 − (λ2 + δ) 0 λ2 + δ

µ2 0 −µ2 − λ1 λ1

0 µ2 µ1 −µ1 − µ2











Cette matrice peut s’écrire également sous la forme suivante :

Mδ =











−λ1 − λ2 λ1 λ2 0

µ1 −µ1 − λ2 0 λ2

µ2 0 −µ2 − λ1 λ1

0 µ2 µ1 −µ1 − µ2











+











−δ 0 δ 0

0 −δ 0 δ

0 0 0 0

0 0 0 0











ou :

Mδ = M + δ











−1 0 1 0

0 −1 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0











= M + δQλ2 , avec Qλ2 =











−1 0 1 0

0 −1 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0











.

Cette relation montre que la perturbation sur le paramètreλ2 correspond à une perturbation

selon la directionQλ2 .

Une autre écriture possible deQλ2 est :

Qλ2 =
Mδ − M

δ
.

LorsqueQλ2 est une matrice constante et indépendante deδ, on a finalement :

Qλ2 = lim
δ→0

Mδ − M

δ
=

∂M

∂λ2

.
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Cette relation montre que la matrice indiquant la perturbation d’un paramètre est égale à la

dérivé partielle de la matrice génératrice par rapport à ce paramètre.

1 4

2

3
λ1

λ1

λ2 + δ

λ2 + δ

µ1

µ1
µ2

µ2

FIG. 3.3 – Perturbation sur taux de défaillanceλ2 du composantC2, correspondant la matrice

directionnelle de perturbationQλ2

Perturbation sur les transitions sortant de l’état 3 : On regarde maintenant la perturba-

tion sur les transitions sortant de l’état 3 (voir figure 3.4).

1 4

2

3

λ1

λ1 − 2δ

λ2

λ2

µ1

µ1

µ2

µ2 + 3δ

FIG. 3.4 – Perturbation sur les transitions sortant de l’état 3,correspondant la matrice direction-

nelle de perturbationQS3

De façon similaire, on obtient la matrice indiquant cette perturbation comme la suivante :

QS3 =











0 0 0 0

0 0 0 0

3 0 −1 −2

0 0 0 0











. �

3.2.1.2 Propriétés de la matrice directionnelleQ

Notons d’abord que, de façon générale, une matrice directionnelle de perturbationQ = [qij ]

doit vérifier les conditions suivantes :

51



Chapitre 3. Facteur de sensibilité multi-directionnelle

1. la taille de matriceQ est la même celle de la matrice génératriceM,

2. qij ≥ 0 si mij = 0 et i 6= j,

3. Qe = 0, oùe = (1, 1, · · · , 1)> est un vecteur colonne.

Deux types principaux deQ Plusieurs types de matrices de perturbation peuvent être pro-

posés. En effect, les directions ici peuvent être la direction d’un paramètre, la direction d’un

groupe de paramètres, ou plus généralement, la direction detaux de transition. Dans le contexte

des études de sensibilité de la mesure de performance du système, on peut distinguer notamment

deux types de matrices :

Type 1 : matrice indiquant la perturbation sur un paramètrex, notéeQx telle queQx =

∂M/∂x. Dans l’exemple ci-dessus la matrice directionnelle indiquant la perturbation sur

le paramètreλ2 estQλ2 = ∂M/∂λ2.

Type 2 : matrice qui indique les perturbations sur les taux de transition entrant ou/et sortant

d’états sont notéesQS. Par exemple,QS3 indique la perturbation sur les taux de transition

sortant de l’état 3.

Combinaison de matrices directionnelles de perturbation Soientk matrices de direction

Qx1 ,Qx2, · · · ,Qxk
qui indiquent les perturbations surk paramètresx1, x2, · · · , xk (taux de dé-

faillance/taux de réparation) respectivement, la matricede direction modélisant les perturbations

simultanées de cesk paramètres, sous l’hypothèse que chaque paramètrexi,i=1,··· ,k est perturbé

par une quantitéδ ∗ αi (α1, α2, · · · , αk sont des constantes réelles), est :

Q[α1x1,α2x2,··· ,αkxk ] =
k
∑

i=1

αiQxi
. (3.4)

La démonstration de (3.4) peut facilement être obtenue par l’utilisation (3.3).

Cette relation nous permet d’établir la direction de perturbation pour un groupe de para-

mètres à partir des directions de perturbation individuelles. Cette propriété permet en particu-

lier de construire une matrice de perturbation correspondant à un composant décrit par plusieurs

paramètres. En outre, dans de nombreux systèmes réels, les composants d’un groupe peuvent

être affectés par un même événement (comme par exemple, le changement brutal de la condi-

tion de l’environnement, un choc électrique, un choc de l’atterrissage, une surcharge, etc.) et

on peut chercher à évaluer l’importance de cet événement ”aggravant” en perturbant simulta-

nément les taux de défaillance des composants d’un groupe. Ici encore, cette étude peut être

menée simplement grâce à la propriété de linéarité évoquée ci-dessus.

Reprenons l’exemple 1 ci-dessus et considérons une perturbation simultanée sur le groupe

de deux composantsC1 et C2. Supposons que les taux défaillance des composantsC1 et C2

soient perturbés simultanément par deux quantitésδ et2δ.
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La matrice de direction pour la perturbation surλ1 est :

Qλ1 =













−1 1 0 0

0 0 0 0

0 0 −1 1

0 0 0 0













.

Alors, la matrice de direction pour la perturbation simultanée vaut :

Q[λ1,2λ2] = Qλ1 + 2Qλ2 =













−3 1 2 0

0 −2 0 2

0 0 −1 1

0 0 0 0













.

Exemple 2. (Système de 2 composants en redondance passive) Soit un système de 2 compo-

sants en redondance passive, voir figure 3.5. On supposera que le composantC2 initialement

au repos peut refuser de démarrer avec une probabilitéγ et le fait que le composantC1 soit

réparé en priorité quand les deux composants sont en panne.

λ1 µ1

λ2 µ2

C1

C2

γ

FIG. 3.5 – Une structure parallèle de 2 composants en redondancepassive avec la probabilité

de refus de démarrageγ

Le graphe d’états est représenté sur la figure 3.6. La matricedes taux de transition est :

M =













−λ1 (1 − γ)λ1 0 γλ1

µ1 −µ1 − λ2 0 λ2

µ2 0 −µ2 − λ1 λ1

0 0 µ1 −µ1













.

S’il y a une perturbation sur le taux de défaillanceλ1, alors la matrice directionnelleQλ1

est :

Qλ1 =













−1 (1 − γ) 0 γ

0 0 0 0

0 0 −1 1

0 0 0 0













.
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1 4

2

3
λ1

(1 − γ)λ1

γλ1

λ2

µ1

µ1
µ2

État 1 :C1C2r État 2 :C1C2

État 3 :C1C2 État 4 :C1 C2

FIG. 3.6 – Graphe d’états d’un système de 2 composants en redondance passive :C1 est le

composant principal ; composant composant 2 initialement au repos notéC2r

De la même façon, la matrice directionnelle indiquant la perturbation sur la probabilité de refus
de démarrageγ est :

Qγ =













0 −λ1 0 λ1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0













.

Selon la technique proposée, on ne peut pas modéliser, dans ce cas, la perturbation simulta-

née des deux paramètresλ1 etγ de manière indiquée par (3.3).

En résumé, on peut toujours modéliser la perturbation sur chaque paramètre individuel, mais

dans certains cas, on ne peut pas modéliser les perturbations simultanées sur des paramètres.

On expose dans la suite la définition du nouveaux facteur d’importance proposé.

3.2.2 Définition du facteur de sensibilité multi-directionnelle

La perturbation de la matrice de taux de transition conduit àun changement de la probabilité

d’occupation des divers états du système. De ce fait, notonsP δ(t) le vecteur de probabilité

d’occupation des états pour la matrice des taux de transition perturbéeMδ. Par conséquent,

P δ(t) satisfait l’équation différentielle du premier ordre Chapman-Kolmogorov suivante :

dP δ(t)

dt
= P δ(t)Mδ, (3.5)

avec la condition initiale choisieP δ(0) = P (0).

La dérivée du vecteur de probabilité d’occupation des étatsest définie comme suit :

dP (t)

dQ
= lim

δ→0

P δ(t) − P (t)

δ
. (3.6)

54
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Si on s’intéresse à une mesure de performanceW (t) du système qui est une fonction linéaire

des probabilités d’occupation des états, c’est-à-dire

W (t) = P (t)f

où f = (f1, f2, · · · )
> est un vecteur colonne associé aux états du système, la dérivée de la

mesure de performance dans la directionQ est donnée par

dW (t)

dQ
= lim

δ→0

P δ(t)f − P (t)f

δ
.

Notons que les mesures de performances classiquement utilisées en sûreté de fonctionnement

des systèmes (fiabilité, disponibilité, capacité de production) sont effectivement linéaires en

fonction des probabilités d’occupation des états.

Définition 3.1. Facteur de sensibilité multi-directionnelle - MSM, [38, 40] - Étant donnée

une mesure de performanceW (t) linéaire en fonction des probabilités d’occupation des états,

le facteur de sensibilité multi-directionnelle (Multi-directional Sensitivity Measure -MSM) est

défini comme la dérivée de la mesure de performance du systèmesuivant une direction définie

par une matrice directionnelleQ.

MSMW
Q (t) =

dW (t)

dQ
= lim

δ→0

P δ(t)f − P (t)f

δ
. (3.7)

3.2.3 Propriétés du facteur MSM

A partir de la définition du facteur MSM, et sur la base des deuxtypes différents de matrice

directionnelle de perturbation,Qx etQS, nous distinguons deux types de facteur MSM :

Type1 : MSM représentant la sensibilité de la mesure de performancedu système par rapport

à un paramètre (taux de défaillance/taux de réparation, ou généralement un paramètre

fiabiliste, noté généralementxi), MSMW
Qxi

(t), ou à un groupe de paramètres (s’il existe la

matrice directionnelleQ[α1x1,··· ,αkxk]), MSMW
Q[α1x1,··· ,αkxk]

(t)

Type2 : MSM représentant la sensibilité de la mesure de performancedu système par rapport

aux taux de transition entrant et/ou sortant d’états donnés, MSMW
QS

(t).

Par définition, le facteur MSM nous permet de fournir des éléments d’aide pour optimiser les dé-

cisions de maintenance, les politiques d’amélioration de performance du système. Plus concrè-

tement :

Le facteur MSM type 1 nous permet :

– d’évaluer l’effet sur la mesure de performance (disponibilité/fiabilité, capacité de pro-

duction, etc) d’un changement simultané d’un ou plusieurs paramètres de conception

[38, 42] ;
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– d’identifier l’importance d’un composant (paramètre) donné et aussi l’importance d’un

groupe de composants, voir [37, 40] ;

– d’établir les liens directs avec : le facteur d’importancemarginal (voir le paragraphe

A.1.1.3 dans les annexes), le facteur d’importance différentiel (voir le chapitre 7).

Enfin le facteur MSM type 2 nous permet :

– d’évaluer l’effet sur la mesure de performance d’un changement simultané d’un ou plu-

sieurs taux de transition entre des états du système,

– d’identifier l’importance d’un état ou l’importance d’un groupe d’états donnés [40, 38].

– de proposer un facteur d’importance différentiel généralisé, voir le chapitre 7.

3.3 MSM de la disponibilité

Dans le domaine de la sûreté de fonctionnement, la performance d’un système est tradi-

tionnellement vue via sa disponibilité instantanée, moyenne sur une période d’observation, et

asymptotique. Afin d’étudier la sensibilité de la disponibilité du système selon une direction, on

considère dans cette section le MSM instantané, le MSM moyenet le MSM asymptotique.

3.3.1 MSM instantané

Le but de ce paragraphe est d’étudier la sensibilité de la disponibilité instantanée selon une

directionQ.

3.3.1.1 Définition de MSM instantané

La disponibilité/fiabilité à l’instantt est évaluée selon l’expression suivante, [30, 92] :

A(t) =
∑

i∈ΩO

P i(t) = P (t)f , (3.8)

où ΩO est un ensemble d’états de marche, etf = (f1, f2, · · · )
> est un vecteur colonne associé

aux états du système. Par exemple pour un système à composants binaires,fi = 1 si le système

est en état de marche dans l’étati etfi = 0 sinon.

D’après la définition (3.1) et la relation (3.8), la sensibilité de la disponibilité instantanée

A(t) suivant la directionQ (c’est-à-dire : MSM deA(t)), appelée MSM instantané, peut être

définie selon l’expression suivante :

MSMA
Q(t) =

dA(t)

dQ
=

dP (t)

dQ
f . (3.9)

On s’intéresse maintenant à la méthode permettant de calculer de façon analytique cette

mesure.
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3.3.1.2 Evaluation de MSM instantané

Afin d’établir la formule d’évaluation de MSM instantané, nous commençons par définir un

vecteur ligneZ(t) = P δ(t) − P (t). D’après les équations (3.1) et (3.5),Z(t) satisfait :

dZ(t)

dt
= Z(t)Mδ + P (t)(Mδ −M), (3.10)

avec la condition initialeZ(t0) = P δ(t0) − P (t0). La solution de l’équation différentielle

linéaire (3.10) est (voir, par example, [68] pour le détail):

Z(t) = Z(t0)e
Mδ(t−t0) +

∫ t

0

P (s)(Mδ −M)eMδ(t−s)ds.

Rappelons qu’une des hypothèses de base est que les conditions initiales du processus ne sont

pas affectées par la perturbation et qu’àt0 = 0, P δ(0) = P (0) soitZ(0) = 0.

Par conséquent,Z(t) peut s’écrire comme suit :

Z(t) =

∫ t

0

P (s)(Mδ −M)eMδ(t−s)ds,

ou,

Z(t) =

∫ t

0

P (s)(Mδ − M)FMδ
(t − s)ds. (3.11)

avecFMδ
(t − s) = eMδ(t−s).

RemplaçonsP δ(t)−P (t) parZ(t) à l’équation (3.6) et utilisons l’équation (3.11), alors la

dérivée deP (t) suivant la directionQ peut être écrite sous forme :

dP (t)

dQ
= lim

δ→0

1

δ

∫ t

0

P (s)(Mδ −M)FMδ
(t − s)ds,

ou :
dP (t)

dQ
= lim

δ→0

∫ t

0

P (s)
Mδ −M

δ
FMδ

(t − s)ds,

Notons que(Mδ −M)/δ = Q est une matrice constante et indépendante par rapport àδ et que

la limite limδ→0 FMδ
(t − s) = limδ→0 eMδ(t−s) existe. On obtient alors :

dP (t)

dQ
=

∫ t

0

P (s)Q(lim
δ→0

FMδ
(t − s))ds.

dP (t)

dQ
=

∫ t

0

P (s)QFM(t − s)ds. (3.12)

En substituant (3.2) à (3.12), on a :

dP (t)

dQ
=

∫ t

0

P 0FM(s)QFM(t − s)ds. (3.13)
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Finalement, d’après (3.9) et (3.13), le facteur MSMA
Q(t) peut s’écrire comme suit :

MSMA
Q(t) =

∫ t

0

P 0FM(s)QFM(t − s)fds. (3.14)

Le facteur MSMA
Q(t) s’obtient ensuite directement par évaluation numérique del’intégrale dans

l’équation (3.14), [84].

La proposition ci-dessous rappelle comment on peut obtenirle facteur MSMA
Q(t) pour une

direction ”composée” donnée en fonction des facteurs MSMA
Q(t) pour des directions ”élémen-

taires”.

Proposition 3.3.1.Considéronsk matrices directionnellesQx1 ,Qx2 , · · · ,Qxk
indiquant la di-

rection dek paramètresx1, x1, · · · , xk respectivement. S’il existe une matrice directionnelle

Q[α1x1,α2x2,··· ,αkxk] tel que :

Q[α1x1,α2x2,··· ,αkxk ] =

k
∑

i=1

αiQxi
.

On a :

MSMA
Q[α1x1,α2x2,··· ,αkxk ]

(t) =
k
∑

i=1

αiMSMA
Qxi

(t), (3.15)

Preuve.Cette proposition est facile à démontrer comme suit. On commence par établir le

MSM instantané dans (3.14) pour les directionsQxi
, pour i = 1, 2, .., k , puis on prend la

somme.
k
∑

i=1

αiMSMA
Qxi

(t)

=
k
∑

i=1

[

αi

∫ t

0

P 0FM(s)Qxi
FM(t − s)fds

]

=
k
∑

i=1

[

∫ t

0

P 0FM(s)αiQxi
FM(t − s)fds

]

=

∫ t

0

P 0FM(s)
[

k
∑

i=1

αiQxi

]

FM(t − s)fds.

En remplaçant
∑k

i=1 αiQxi
parQ[α1x1,α2x2,··· ,αkxk], on obtient finalement la relation (3.15).�

La proposition 3.3.1 permet de calculer facilement la sensibilité de la disponibilité du sys-

tème suivant une direction constituée par une combinaison linéaire de directions élémentaires

qui correspondent à des dérivées partielles. Cela nous permet alors d’étudier la sensibilité ou

l’importance dans une direction quelconque (correspondant à une ensemble de paramètres ca-

ractéristiques d’un composant, d’un groupe de composants,d’un ensemble d’états, ...) à partir

de la mesure de sensibilité aux paramètres (c’est-à-dire les dérivées partielles) sans ajouter du

calcul.
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3.3.1.3 Lien avec l’approche de perturbation généralisée [55]

Afin de calculer la sensibilité de la disponibilité du système markovien par rapport à un pa-

ramètre, une méthode basée sur la théorie de perturbation généralisée (generalized perturbation

theory - GPT [54]) est présentée par Gandini [55]. On s’intéresse ici à montrer le lien entre

notre résultat et celui donné par Gandini.

Lien avec l’approche GPT : L’équation (3.14) peut s’écrire sous forme :

MSMW
Q (t) =

dA

dQ
(t) =

∫ t

0

P (s)QP ∗>(s)ds, (3.16)

où P ∗(s) = [P ∗
1 (s), P ∗

2 (s), · · · ], pour0 ≤ s ≤ t, est un vecteur ligne qui satisfait l’équation

suivante :

−
dP ∗(s)

ds
= P ∗(s)M> + f>Υ(t − s), (3.17)

avecΥ(t − s) la fonction Dirac.

Preuve.Notons que l’équation (3.17) correspond à une équation différentielle linéaire sui-

vante

−
dP ∗(s)

ds
= P ∗(s)M>,

avec0 ≤ s ≤ t et la condition finaleP ∗(t) = f>. Alors la solution de cette équation est :

P ∗(s) = f>eM>(t−s) = f>FM>(t − s). (3.18)

Lemme 1. SoitFM(t) la fonction exponentielle de la matriceM, on a :

FM>(t) = [FM(t)]>.

Ce lemme est facile à prouver en utilisant le développement en série de Taylor :

FM>(t) =

∞
∑

n=0

[M>]n
tn

n!
.

On sait que[M>]n = [Mn]>, alors :

FM>(t) =
∞
∑

n=0

[Mn]>
tn

n!
=

∞
∑

n=0

[Mn tn

n!
]> = [FM(t)]>.

Lorsque nous appliquons ce lemme, l’équation (3.18) peut s’écrire comme suit :

P ∗(s) = f>[FM(t − s)]> = [FM(t − s)f ]>,
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c’est-à-dire queP ∗(s)> = FM(t − s)f . Substituons ce résultat à l’équation (3.14), on obtient

finalement (3.16).�

Les équations (3.16) et (3.17) ont été également montrées dans [55]. Notons toutefois que

la matrice directionnelleQ dans [55] est limitée à la direction d’un seul paramètre, c’est-à-dire

Qx = ∂M
∂x

, afin d’étudier la sensibilité de la disponibilité du système par rapport à un para-

mètre.Il s’agit d’une contribution importante de l’approche que nous proposons : si, comme

d’autres approches proposées auparavant, elle est basée sur l’évaluation de dérivées partielles,

son principal intérêt est d’offrir un cadre permettant de combiner les sensibilités élémentaires

par rapport aux paramètres pour obtenir des mesures de sensibilités dans n’importe quelle di-

rection d’intérêt.

3.3.2 MSM moyen

L’objectif de ce paragraphe est d’établir la formule d’évaluation de la sensibilité de la dis-

ponibilité moyenne sur l’intervalle de temps[0, t] suivant une direction spécifique.

3.3.2.1 Définition de MSM moyen

Rappelons que la disponibilité moyenne sur l’intervalle detemps[0, t] peut être calculée

grâce à la relation suivante, [30, 92] :

Ã(t) =
1

t

∫ t

0

A(s)ds =
1

t

∫ t

0

P (s)fds =
1

t
P̆ (t)f . (3.19)

La sensibilité de la disponibilité moyennẽA(t) suivant la directionQ (appelée le MSM

moyen) est définie selon l’expression suivante :

MSMÃ
Q(t) =

dÃ(t)

dQ
. (3.20)

3.3.2.2 Evaluation de MSM moyen

Pour commencer, on prend l’intégrale sur l’intervalle de temps [0, t] de l’équation (3.10).

On obtient alors :
∫ t

0

dZ(s)

ds
ds =

[

∫ t

0

Z(s)ds
]

Mδ +
[

∫ t

0

P (s)ds
]

(Mδ − M),

ou,

Z(t) − Z(0) =
[

∫ t

0

Z(s)ds
]

Mδ +
[

∫ t

0

P (s)ds
]

(Mδ − M). (3.21)

Puis, on définit :
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– P̆ (t) =

∫ t

0

P (s)ds.

– Z̆(t) = P̆ δ(t) − P̆ (t) =

∫ t

0

Z(s)ds.

Notons quedZ̆(t)/dt = Z(t) et Z(0) = 0. L’équation différentielle (3.21) peut donc s’écrire

comme suit :
dZ̆(t)

dt
= Z̆(t)Mδ + P̆ (t)(Mδ −M), (3.22)

avec la condition initialĕZ(0) = 0. Alors la solution de l’équation différentielle linéaire (3.22)

est (voir [68] pour le détail) :

Z̆(t) =

∫ t

0

P̆ (s)(Mδ − M)FMδ
(t − s)ds.

La dérivée dĕP (t) par rapport à la directionQ est définie de la façon suivante :

dP̆ (t)

dQ
= lim

δ→0

Z̆(t)

δ

= lim
δ→0

{1

δ

∫ t

0

P̆ (s)(Mδ − M)FMδ
(t − s)ds

}

= lim
δ→0

{

∫ t

0

P̆ (s)
Mδ − M

δ
FMδ

(t − s)ds
}

,

en utilisant(Mδ − M)/δ = Q et le fait que la limitelimδ→0 FMδ
(t − s) = limδ→0 eMδ(t−s)

existe. On obtient alors :
dP̆ (t)

dQ
=

∫ t

0

P̆ (s)QFM(t − s)ds. (3.23)

D’après les relations (3.20) et (3.23), le MSM moyen est finalement donné par :

MSMÃ
Q(t) =

1

t

dP̆ (t)

dQ
f =

1

t

∫ t

0

P̆ (s)QFM(t − s)fds. (3.24)

Cette relation nous permet d’évaluer analytiquement la sensibilité de la disponibilité moyenne

sur l’intervalle de temps[0, t] par rapport à une direction.

Comme le MSM instantané, le MSM moyen relatif d’une direction définie par une combi-

naison linéaire des directions différentes peut être calculé selon l’expression suivante :

MSMÃ
Q[α1x1,α2x2,··· ,αkxk]

(t) =

k
∑

i=1

αiMSMÃ
Qxi

(t), (3.25)

avec :

Q[α1x1,α2x2,··· ,αkxk ] =
k
∑

i=1

αiQxi
.

La démonstration de (3.32) est similaire à la démonstrationde la proposition 3.3.1.

61



Chapitre 3. Facteur de sensibilité multi-directionnelle

3.3.3 MSM stationnaire

Si le système atteint un régime permanent, ce qui est en particulier le cas lorsque tous les

composants sont réparables (car dans ce cas, le processus deMarkov est irréductible et il ne

possède qu’une classe de récurrence) alorslimt→∞{dP (t)/dt} = 0. Il existe alors une et une

seule loi stationnaireπ et, pour toute loi initiale,π = limt→∞ P (t). Nous nous intéressons dans

cette section à la mesure de sensibilité multi-directionnelle en régime stationnaire.

3.3.3.1 Définition de MSM stationnaire

La disponibilité asymptotique du système, notéA, est donnée par l’expression suivante,

[30, 92] :

A = lim
t→∞

A(t) = πf . (3.26)

La sensibilité de la disponibilité asymptotiqueA suivant la directionQ, appelé MSM sta-

tionnaire, est définie comme suit :

MSMA
Q =

dA

dQ
=

dπ

dQ
f . (3.27)

3.3.3.2 Evaluation de MSM stationnaire

Afin d’établir la formule d’évaluation du facteur MSM stationnaire, nous commençons par

prendre la limite quandt → ∞ pour l’équation (3.10). Notons quelimt→∞{dZ(t)/dt} = 0 et

limt→∞ Z(t) = πδ − π avecπδ = limt→∞ P δ(t). On obtient :

(πδ − π)Mδ + π(Mδ − M) = 0,

donc :

−
πδ − π

δ
Mδ = π

Mδ − M

δ
= πQ. (3.28)

La matrice génératrice perturbéeMδ n’étant pas inversible par construction, nous devons avoir

recours à un inverse généralisée (generalized inverse) [82, 24].

Inverse généralisé [82] :L’inverse généralisée de la matrice génératriceMδ est :

M
]
δ = (Mδ + eπδ)

−1 − eπδ,

et,

MδM
]
δ = M

]
δMδ = I − eπδ, (3.29)

avecI est la matrice d’identité de la même taille que celle deMδ et, e = (1, 1, · · · , 1)> un

vecteur colonne.
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D’après les équations (3.28) et (3.29), on obtient :

−
πδ − π

δ
(I − eπδ) = πQM

]
δ.

En remarquant queπe = πδe = 1, alors :

πδ − π

δ
= −πQM

]
δ.

La dérivée deπ suivant la directionQ peut être définie comme suivante :

dπ

dQ
= lim

δ→0

πδ − π

δ
= − lim

δ→0
πQM

]
δ = −πQ

[

lim
δ→0

M
]
δ

]

.

La continuité de la matriceM]
δ a été démontrée dans [24], alorslimδ→0 M

]
δ = M]. Par consé-

quent,dπ/dQ peut s’écrire comme suit :

dπ

dQ
= −πQM]. (3.30)

D’après la définition (3.27), le facteur MSM stationnaire peut s’écrire finalement :

MSMA
Q = −πQM]f . (3.31)

La solution exacte est obtenue en calculant l’inverse généraliséeM] = (M + eπ)−1 − eπ

[82]. En se basant sur cette relation, une méthode d’estimation sera présentée dans le chapitre 5.

Cette méthode permet d’estimer directement le facteur MSM stationnaire à partir des données

de retour d’expérience [40].

Afin de calculer la sensibilité de la disponibilité asymptotique selon une direction qui est

définie par une combinaison linéaire des directions différentes, on peut d’une part utiliser direc-

tement la relation (3.30) en remplaçant la matrice de direction Q par cette matrice de combinai-

son, ou d’autre part se baser sur la relation suivante :

MSMA
Q[α1x1,α2x2,··· ,αkxk]

(t) =
k
∑

i=1

αiMSMA
Qxi

(t), (3.32)

avec :

Q[α1x1,α2x2,··· ,αkxk ] =
k
∑

i=1

αiQxi
.

La démonstration de (3.32) est facilement donnée par l’équation (3.31).

En résumé, le MSM de la disponibilité (y compris disponibilité instantanée, disponibilité

moyenne sur un intervalle de temps, ou disponibilité asymptotique) suivant une direction, ce

qui est une combinaison linéaire des directions individuelles, peut être calculé grâce aux MSMs

suivant chacune de ces directions sans ajouter du calcul.
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3.4 Conclusions

Dans ce chapitre on a étudié le facteur d’importance de sensibilité multi-directionnelle MSM

dans le cadre des systèmes markoviens à composants dépendants. Ce facteur nous permet d’étu-

dier la sensibilité de la mesure de performance dans une direction d’intérêt définie par une ma-

trice directionnelle. Cette direction peut représenter ladirection d’un paramètre, d’un groupe de

paramètres, d’un composant, d’une famille de composants, ou plus généralement, la direction

des taux de transition entre des états.

La considération de MSM instantané, de MSM moyen et de MSM stationnaire nous permet

d’étudier la sensibilité de la mesure de performance (y compris la disponibilité ou la fiabilité)

instantané, moyenne sur une période d’observation, asymptotique. Pour l’évaluation, on a pro-

posé le calcul analytique permettant des résultats exacts.Plus précisément,

– le MSM instantané est calculé par :

MSMA
Q(t) =

∫ t

0

P 0FM(s)QFM(t − s)fds;

– le MSM moyen sur l’intervalle de temps[0, t] est obtenu grâce à la relation suivante :

MSMÃ
Q(t) =

1

t

∫ t

0

P̆ (s)QFM(t − s)fds, avec P̆ (s) =

∫ s

0

P (v)dv.

– et enfin, le MSM stationnaire est donné par :

MSMA
Q = −πQM]f .

On a montré également que la mesure de sensibilité (y comprisle MSM instantané, le MSM

moyen et le MSM stationnaire) de la disponibilité du systèmesuivant une direction constituée

par une combinaison linéaire de directions élémentaires peut être calculée facilement à partir de

la mesure de sensibilité dans ces directions élémentaires sans ajouter du calcul.

Des applications détaillées de ce facteur de sensibilité MSM seront exposées dans le chapitre

4 au travers d’un système de production multi-état pour lequel les mesures de performance

retenues sont la disponibilité et la capacité de productionglobale du système.

64



Chapitre 4

Application aux systèmes de production

multi-état

4.1 Introduction

L’approche “binaire” de modélisation des systèmes ne considère que deux classes d’états :

la classe des états de marche parfaite et celle des états de panne totale. D’un point de vue

pratique, entre l’état de marche parfaite et l’état de pannetotale, les systèmes industriels (par

exemple, les systèmes de génération électrique, les lignesde production, les ateliers de fabri-

cation ...) présentent généralement un grand nombre d’états dégradés qui continuent d’assurer

un service, même si celui-ci n’est pas égal à 100%. L’approche “multi-état”, introduite dans les

années 1970, permet de prendre en compte les différents niveaux de performance (par exemple,

100%, 80%, 50%, ... de la valeur nominale), voir [77, 79, 102]). La performance d’un système

modélisé suivant une approche binaire est traditionnellement vue via sa fiabilité, sa disponibi-

lité instantanée ou moyenne. Dans le contexte des systèmes multi-état, plusieurs indicateurs de

performance et des méthodes d’évaluation ont été proposés,voir par exemple [8, 15, 72, 48].

Nous nous intéressons dans ce travail à deux indicateurs de performance particulièrement adap-

tés à un système de production que sont la disponibilité et lacapacité de production, dite aussi

production potentielle.

De nombreuses études sur l’extension des facteurs d’importance (facteur de Birnbaum [11],

de Vesely-Fussel [53], de Lambert [75],...) proposés initialement pour les systèmes binaires, ont

été menées dans le but de développer des méthodes pour évaluer l’importance d’un composant

dans un système multi-état, voir [70, 78, 103, 91, 48]. Il a été démontré dans le chapitre pré-

cédent que le facteur de sensibilité multi-directionnelle[38, 40] offre de nombreux avantages

pour analyser la sensibilité de la disponibilité, et d’identifier l’importance d’un composant (ou

d’un groupe de composants) pour un système binaire. Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’utili-

65



Chapitre 4. Application aux systèmes de production multi-état

sation de ce facteur pour des systèmes de production multi-état où on utilise non seulement la

disponibilité, mais encore la capacité de production globale comme indicateurs de performance

du système.

Nous considérons dans un premier temps la mise en œuvre du facteur MSM sur un sys-

tème multi-état. Ainsi, nous commençons par évaluer la capacité de production instantanée,

asymptotique et moyenne sur une période d’observation. Ensuite, nous établissons les formules

d’évaluation de MSM instantané, MSM asymptotique et MSM moyen. Grâce aux méthodes

analytiques, nous pouvons obtenir des résultats exacts.

Dans un second temps, nous montrons comment le facteur de sensibilité multi-directionnelle

MSM peut être utilisé d’une part pour analyser la sensibilité des performances (y compris la dis-

ponibilité et la capacité de production globale) du système, et pour identifier l’importance d’un

composant (ou d’un groupe de composants), l’importance d’un état (ou d’un groupe d’états) du

système au travers d’un système de production simple. D’autre part, ce facteur peut également

être appliqué pour développer une technique permettant de maintenir le niveau de performances

lorsque sont survenues des variations simultanées des paramètres.

4.2 Systèmes de production multi-état

La modélisation multi-état (multi-state systems[8, 79]) se prête particulièrement bien à

l’étude des performances de nombreux systèmes industriels, comme par exemple les systèmes

de génération électrique, les lignes de production, les ateliers de fabrication, les chaînes lo-

gistiques,etc. Dans ce contexte de modélisation ”multi-état”, les indicateurs de performance

considérés sont non seulement la disponibilité mais aussi la capacité de production [72, 70, 48].

Dans cette section, nous nous intéressons à étudier la sensibilité les indicateurs de per-

formance d’un système de production multi-état en utilisant le facteur de sensibilité multi-

directionnelle MSM [38, 40] qui a été présenté au chapitre précédent. Nous commencerons

dans un premier temps par exposer comment ces indicateurs deperformance sont évalués. Puis,

dans un second temps, nous présentons et illustrons la mise en œuvre du facteur MSM sur un

système multi-état.

4.2.1 Mesures de performance

Afin d’évaluer la performance des systèmes multi-état, plusieurs indicateurs de performance

ont été introduits, voir par exemple [8, 79]. Dans le contexte des systèmes de production multi-

état, nous considérons deux indicateurs intéressants : la disponibilité et la capacité de production

globale du système.
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4.2. Systèmes de production multi-état

4.2.1.1 Disponibilité d’un système multi-état

La disponibilité (fiabilité) d’un système multi-état peut être définie de la manière suivante

(voir par exemple [8, 79, 77]) :

AMSS(t) = P{W (t) ≥ W ∗}, (4.1)

oùW (t) est le niveau de performance du système à l’instantt, etW ∗ le niveau de performance

demandé. Sous la modélisation markovienne, l’équation (4.1) peut s’écrire comme suit :

AMSS(t) =
∑

i∈ΩW∗

Pi(t) = P (t)fMSS, (4.2)

où :

– Pi(t) est la probabilité d’être à l’étati du système ;

– ΩW ∗ est l’ensemble des états dont le niveau de performance est supérieur ou égal au

niveau demandé ;

– fMSS = (fMSS
1 , fMSS

2 , · · · )> est un vecteur colonne associé à la performance d’états,

fMSS
i = 1 si la performance d’étati : Wi(t) ≥ W ∗ etfMSS

i = 0 sinon.

Il est clair que siW ∗ = 0, la disponibilité du système multi-état est identique à celle obtenue

avec une modélisation binaire du système, c’est-à-dire queAMSS(t) = A(t) = P (t)f .

Exemple 3. (Centrale électrique simple) Considérons un système de génération électrique

constitué de deux générateurs électriques notéesG1 etG2 dont la structure est représentée sur

la figure 4.1. La capacité nominale deG1 est de 60 MW et celle deC2 est de 40 MW. Puisque

G1 est plus productif queG2 alors il est prioritaire pour la remise en service. Le graphed’états

est donné sur la figure 4.2.

G1 G2

60 MW 40 MW

FIG. 4.1 – Exemple simple d’une centrale de deux générateurs électriques

Supposons que cette centrale a pour but de fournir l’énergiepour une charge (par exemple,

un centre industriel, une communauté d’habitants, ...). Alors si la puissance de la centrale est

inférieure à la consommation, ce système est considéré comme défaillant. Ainsi
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1

100

40

60

0

2

3

4

λ1

λ1

λ2

λ2

µ1

µ1
µ2

État 1 :G1G2 État 2 :G1G2

État 3 :G1C2 État 4 :G1 G2

FIG. 4.2 – Graphe d’états d’un système de 2 composants dans lesquelsG1 est prioritaire pour

la mise en service

– si la puissance demandée est de 40MW (W ∗ = 40), la disponibilité de la centrale est :

AMSS
40 (t) = P1(t) + P2(t) + P3(t);

– si la puissance demandée est supérieure à 40MW (W ∗ > 40), la disponibilité de la cen-

trale devient :

AMSS
>40 (t) = P1(t) + P2(t).

Il est clair que la disponibilité (fiabilité) du système multi-état dépend non seulement du

comportement du système mais aussi au niveau de performancedemandé. Il a été démontré

également que l’importance d’un composant dans un système multi-état peut changer en fonc-

tion du niveau de performance demandé, voir [40, 77, 103]. Ilest donc important de disposer

de facteur d’importance pour les systèmes multi-état.

4.2.1.2 Capacité de production

Le deuxième indicateur de performance qui nous intéresse est, rappelons-le, la capacité de

production du système. Celle-ci peut être vue comme une variable aléatoireX pouvant prendre

plusieurs valeurs discrètesXi, qui correspondent aux différents niveaux de production que peut

atteindre le système. On peut alors considérer que l’espérance mathématiqueE(X) est un bon

indicateur qui reflète la performance moyenne globale du système, et qui sera complété par la

distribution de probabilités (Pi(t), Xi), voir [70, 72].

Sous la modélisation markovienne, on suppose que chaque état i du système correspond à

un seul niveau de productionXi. La probabilité que ce système se trouve dans l’étati à l’instant

t estPi(t). Alors, la capacité de production globale du système peut alors être évaluée par :

S(t) = EP (t){X} =
∑

i∈Ω

Pi(t)Xi = P (t)X , (4.3)
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4.2. Systèmes de production multi-état

oùX = (X1, X2, ..., Xm) est un vecteur colonne représentant les niveaux de production d’états

du système,EP (t){X} indique l’espérance mathématique de la variableX suivant la distribu-

tion de probabilitésP (t), etΩ est l’ensemble d’états du système.

Evaluation du niveau de production des états

Notons que le niveau de production d’un état du système dépend non seulement des niveaux

de production des composants individuels mais aussi de la structure du système. On suppose

que tous les composants sont caractérisés par différents états, correspondant chacun à un niveau

de production différent, et par les différents taux de défaillance et réparation entre états. Pour

évaluer le niveau de production de chaque état du système, ondivise le système en des sous-

systèmes et des structures fondamentales (structures séries/parallèles). Le niveau de production

d’une structure série (sans tampon) est égal au niveau minimal de production de ses composants.

Et pour une structure parallèle (sans tampon), le niveau de production de la structure est égal à

la somme des niveaux de production de tous les composants.

Soit Xstruct.
k la capacité de production à l’étatk (k = 1, 2, ...) d’une structure den compo-

sants,Y k
i le niveau de production du composanti à l’étatk, on a les relations suivantes :

– pour une structure série (sans tampon),

Xseries−struct.
k = min(Y k

1 , Y k
2 , ..., Y k

n );

– pour une structure parallèle (sans tampon),

Xparallel−struct.
k =

n
∑

i=1

Y k
i .

Ces relations permettent de calculer le niveau de production des structures fondamentales, et

par conséquent, le niveau de production du système pour chaque état. Et finalement, la capacité

de production globale du système est évaluée par la relation(4.3).

4.2.2 Mise en œuvre de MSM

La sensibilité de la disponibilité suivant une direction spécifique a été étudiée au chapitre

précédent. Dans le même esprit, on s’intéresse ici à analyser la sensibilité de la capacité de pro-

duction globale du système en utilisant le même facteur MSM.La considération de la capacité

production instantanée, moyenne sur une période d’observation et asymptotique correspondent

aux MSM instantané, MSM moyen et MSM stationnaire respectivement.
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MSM instantané

En utilisant (3.13) et (4.3), la sensibilité de la capacité de production du système suivant une

directionQ (c’est-à-dire le MSM deS(t)) à l’instantt peut s’écrire comme suit :

MSMS
Q(t) =

dS(t)

dQ

=

∫ t

0

P 0FM(s)QFM(t − s)Xds. (4.4)

Cette équation peut être évaluée numériquement pour fournir la valeur de MSMS
Q(t), voir [84].

MSM moyen

La capacité de production moyenne sur l’intervalle de tempsdonné [0, t] est définie selon

l’expression suivante :

S̃(t) =
1

t

∫ t

0

P (s)Xds,

ou,

S̃(t) =
P̃ (t)

t
X, avecP̃ =

1

t

∫ t

0

P (s)ds. (4.5)

En utilisant (3.23) et (4.5), la sensibilité de la capacité de production moyenne sur l’intervalle

de temps [0, t] par rapport une direction considéréeQ (c’est-à-dire le MSM dẽS(t)) peut être

écrite comme suit :

MSMS̃
Q(t) =

dS̃(t)

dQ
=

1

t

dP̆ (t)

dQ
X =

1

t

∫ t

0

P̆ (s)QFM(t − s)Xds. (4.6)

MSM asymptotique

Nous supposons que le processus de Markov est irréductible,ou plus généralement qu’il ne

possède qu’une classe de récurrence. Il existe alors une et une seule probabilité stationnaireπ

et, pour toute loi initialeπ = limt→∞ P (t). Et quandt tend vers l’infini (+∞), limt→∞ S̃(t) =

limt→∞ S(t) = πX. S = πX est appelé la capacité de production asymptotique. De façon

similaire à l’équation (3.30), la sensibilité de la capacité de production asymptotique suivant la

direction spécifiqueQ (c’est-à-dire le MSM deS) peut être donnée par la relation suivante :

MSMS
Q =

dS

dQ
=

dπ

dQ
= −M]QπX. (4.7)

La solution exacte est obtenue en calculant l’inverse généraliséM] = (M + eπ)−1 − eπ [82].

Notons toutefois qu’une méthode d’estimation sera présentée dans le chapitre 5. Cette méthode

offre de nombreux avantages. Elle permet d’estimer directement le facteur MSM stationnaire
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suivant une direction spécifique à partir des données de retour d’expérience (sans perturbation

des paramètres) [40].

Il est clair que le MSM nous permet d’étudier la sensibilité suivant d’une direction de la

disponibilité et de la capacité de production globale. L’évaluation numérique des relations ana-

lytiques (4.4), (4.6) et (4.7) permettent de calculer le MSMen régime transitoire ansi qu’en

régime stationnaire.

Rappelons que la matrice directionnelle peut représenter la direction d’un paramètre, d’un

groupe de paramètres ou plus généralement la direction des taux de transition entre des états.

Par conséquent, selon la direction choisie, le facteur proposé MSM peut conduire à l’évaluation

de l’importance d’un composant, d’un groupe de composants ainsi que l’importance d’un état

et d’un groupe d’états spécifiques du système [38, 40]. Ces diverses mesures d’importance

donnent des informations permettant d’optimiser la décision de la maintenance, d’exploitation

de production ou de conception.

Afin d’illustrer les applications du facteur MSM, on considère dans la section suivante des

analyses détaillées au travers d’un système de production.

4.3 Application à un système de production

Cette section a pour objectif de montrer comment le facteur de sensibilité multi-directionnelle

MSM peut être utilisé afin d’analyser l’importance d’un composant/état, d’un groupe de com-

posants/états au travers d’un système de production simpleoù les mesures de performances

considérées sont la disponibilité et la capacité de production globale. Ces deux mesures de

performance seront considérées à l’instantt, sur une période d’observation donnée et aussi en

régime stationnaire.

C1

C2

C3

C4

100/120

100

200

200

FIG. 4.3 – Une partie d’une ligne de production de fabrication

La figure 4.3 représente une partie d’une ligne de productionde fabrication. Les quatre com-

posants (notésC1, C2, C3 etC4) sont dépendants. Ils sont séparés en deux groupes différents :

– Groupe G1 : deux composantsC1 et C2 sont des unités de traitement de production.

Chaque composant peut traiter 100 produits par heure (h) quand il est à l’état de fonction-
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FIG. 4.4 – Diagramme de Markov & la distribution de la capacité deproduction

nement normal. On suppose queC1 augmente sa capacité de traitement à120 produits/h

(celle-ci correspond à20% d’augmentation) lorsque le composantC2 est défaillant.

– Groupe G2 : deux composantsC3 etC4 sont des unités d’emballage, et le composantsC4

est en redondance passive (il est mis en service dès la défaillance du composantC3 et il

est arrêté dès que le composantC3 est réparé).C3 est le composant principal de ce groupe,

c’est-à-dire qu’il est prioritaire pour la remise en service. La capacité de traitement pour

chaque composant du groupe est de 200 produits/h pour l’étatde fonctionnement et de 0

pour l’état de panne.

En se basant sur ces données et la structure du système, la capacité de production nominale

du système est de 200 produits/h. Les différents modes de fonctionnement du système sont

décrits dans le tableau 4.1 où “O” indique un état de fonctionnement, “S” indique un état de

veille, et “F” correspond un état de panne. Le graphe de Markov correspondant est reporté

sur la figure 4.4. Le tableau 4.2 donne les valeurs numériquesdes taux de défaillanceλi ( λi

indiquant le partage de charge du composantCi, par exemple, quandC2 est défaillant etC1 est

fonctionnement), celles des taux de réparationµi, (i = 1, ..., 4), et également les capacités de

production de chaque composant.

On s’intéresse tout d’abord à calculer la disponibilitéA(t) et la capacité de productionS(t)

du système. En effet, en résolvant analytiquement l’équation différentielle du premier ordre de

Chapman-Kolmogorov, la disponibilité et la capacité de production du système sont obtenues

par les relations (3.8) et (4.3) respectivement. Leurs évolutions en temps sont reportées sur
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Composant

État C1 C2 C3 C4 Système Capacité de production

1 O O O S O 200

2 F O O S O 100

3 O F O S O 120

4 O O F O O 200

5 O O O F O 200

6 F F O S F 0

7 F O F O O 100

8 F O O F O 100

9 O F F O O 120

10 O F O F O 120

11 O O F F F 0

12 F F F O F 0

13 F F O F F 0

14 F O F F F 0

15 O F F F F 0

TAB. 4.1 – États du système et ses niveaux de production

la figure 4.5. On trouve que le comportement asymptotique estatteint après une durée envi-

ron de2500h. La disponibilité moyenne et la capacité de production moyenne sur une période

d’observation initiale d’une année [0, 8760 h] (ts = 8760h) sont évaluées par (3.19) et (4.5)

respectivement, et leurs valeurs obtenues sontÃ(ts) = 0, 966 et S̃(ts) = 88, 47% (celui-ci

correspond à 88.47%*200=176,94 produits/h).

Nous présentons ci-dessous les études de la sensibilité de la disponibilité et de la capa-

cité de production du système en utilisant le facteur de sensibilité multi-directionnelle MSM.

Les mesures de sensibilité sont considérées en régime transitoire (MSMs instantanés et MSMs

moyennes sur la durée d’une année), et en régime stationnaire (MSMs stationnaire).

4.3.1 Analyse de sensibilité par rapport à un paramètre

Afin d’étudier la sensibilité des mesures de performance du système (y compris la disponi-

bilité et la capacité de production du système, notées généralementW ) en utilisant le facteur

MSM, plusieurs directions de sensibilité peuvent être proposées. Nous nous intéressons dans ce

paragraphe aux directions des paramètres individuels pourles études de sensibilité par rapport
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Composant λi(h
−1) µi(h

−1) λi(h
−1) Capacité de production (produits/h)

C1 4.5e-4 4e-3 1e-3 0/100/120

C2 4.5e-4 4e-3 - 0/100

C3 4.5e-4 3e-3 - 0/200

C4 6.0e-4 3e-3 - 0/200

TAB. 4.2 – Taux de défaillance/réparation & capacités de production des composants.

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
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FIG. 4.5 – Evolution de la disponibilité et de la capacité de production globale du système.

aux paramètres, plus concrètement, aux taux de défaillancedes composants.

Pour commencer, rappelons que la matrice de directionQλi
représente la direction de sen-

sibilité pour le taux de défaillance du composanti, λi. La sensibilité de la mesure de perfor-

manceW suivant cette direction est, par définition, MSMW
Qλi

, notée simplement ici MSMWλi

(MSMW
λi

= MSMW
Qλi

). Lorsque que le taux de défaillance du composantC1 est partagé entre

λ1 etλ1, la sensibilité de la mesure de performance par rapport au taux de défaillance du com-

posantC1 est égale à la somme des sensibilités de la mesure de performance par rapport àλ1 et

par rapport àλ1 : MSMW
λ1

+ MSMW
λ1

.

4.3.1.1 Analyse de sensibilité de la disponibilité par rapport à un paramètre

Considérons maintenant la sensibilité par rapport aux tauxde défaillance des composants

de la disponibilité instantanée, moyenne sur une période d’observation d’une année [0 8760h],

et asymptotique. Les mesures de sensibilité correspondantes (MSM instantané, MSM moyen et

MSM stationnaire ) sont calculées en évaluant numériquement les relations analytiques (3.14),
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(3.24) et (3.31).
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FIG. 4.6 – Sensibilité de la disponibilité du système par rapport aux taux de défaillance

Les évolutions en temps de ces mesures sont présentées sur lafigure 4.6. De façon non sur-

prenante, les résultats numériques montrent qu’une augmentation du taux de défaillance amène

à une diminution de la disponibilité du système car ces mesures sont toujours négatives.

En se basant sur la sensibilité de la disponibilité du système par rapport aux taux de dé-

faillance, on peut classer les composants selon leur importance. Les résultats donnés sur la

figure 4.6 montrent que l’importance relative d’un composant peut changer dans le temps. Plus

concrètement :

– le composant le plus important dans l’intervalle de temps(0, 580 h] estC2 ;

– à partir det = 580h à t = 1500h, le classement d’importance des composants estC1 <

C4 < C2 < C3 ;

– et enfin, aprèst = 1500h, le classement d’importance des composants est :C1 < C2 <

C4 < C3. Ce classement est le même que celui donné par le MSM moyen (voir tableau

4.3) ou celui donné par MSM stationnaire (voir tableau 4.4).Ces résultats peuvent être

expliqués par le fait que le comportement asymptotique du système est atteint dèst =

2500h.

Ces résultats montrent que l’importance relative d’un composant peut changer avec le temps,

l’intérêt de la sensibilité en régime transitoire est précisément d’être en mesure d’identifier au fil

du temps, parmi tous les composants constituant un système,ceux qui influent le plus sur sa dis-

ponibilité. Notons toutefois que les classements que nous obtenons ne sont pas des classements

absolus de l’importance, mais les classements liés au critère du facteur MSM. Évidemment, des

classements différents pourraient être obtenus si un autrecritère était utilisé.
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4.3.1.2 Analyse de sensibilité de la capacité de productionpar rapport à un paramètre

Les études de la sensibilité de la disponibilité par rapportaux taux de défaillance permettent

de hiérarchiser l’importance d’un composant. Étudions maintenant dans ce paragraphe la sen-

sibilité de la capacité de production globale par rapport autaux de défaillance d’un composant

afin d’identifier son importance dans le système.

Les mesures de sensibilité, MSM instantané, MSM moyen (sur l’intervalle de temps d’une

année) et MSM stationnaire, sont calculées numériquement par les équations (4.4), (4.6) et (4.7).

Et leurs résultats sont reportés sur la figure 4.7, aux tableaux 4.3 et 4.4 respectivement. On note

qu’une augmentation du taux de défaillance conduit à une diminution de la capacité de produc-

tion globale du système.
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FIG. 4.7 – Sensibilité de la capacité de production globale du système par rapport aux taux de

défaillance

Pour le régime transitoire, les résultats exposés dans la figure 4.7 montrent queC1 est le plus

important et le classement de l’importance des composants estC4 < C3 < C2 < C1. Ce classe-

ment est maintenu pour la valeur moyenne, et aussi pour la valeur asymptotique, voir tableaux

4.3 et 4.4. Cet ordre d’importance peut être expliqué intuitivement de la façon suivante. Le vo-

lume de production entrant dans le groupeG2 (C3 ouC4) dépend de l’état du groupeG1 (C1 et

C2). Alors, l’impact deC1 etC2 sur la capacité de production globale est plus important queC3

et C4 (“effet de goulot d’étranglement”). De plus, la capacité deproduction du composantC1

est plus élevée que celle deC2.

Si le régime stationnaire est atteint rapidement dans l’intervalle d’étude considéré, la mesure

de sensibilité moyenne (MSM moyen) sur l’intervalle et la mesure de sensibilité stationnaire

(MSM stationnaire) conduisent évidemment à un même classement d’importance des compo-
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sants. On peut donc utiliser la mesure stationnaire pour lesétudes de l’importance des com-

posants durant cet intervalle de temps car l’évaluation de MSM moyen est plus complexe que

l’évaluation de MSM stationnaire (voir la section 3.3).

Remarquons que ce classement de l’importance des composants n’est pas le même que

celui montré dans le paragraphe précédent car la mesure de performance n’est pas la même.

Alors, afin de prendre la décision (pour la maintenance, l’exploitation, ...), il est intéressant de

regarder l’influence d’un composant sur les deux indicateurs de performance (la disponibilité et

de la capacité de production globale) du système.

Composant

Disponibilité Capacité de production globale

MSM Valeur Ordre MSM Valeur Ordre

C1

MSMA
λ1

-7.9066
4

MSMS
λ1

-17333.4172
1

MSMA
λ1

-9.0608 MSMS
λ1

-1812.4142

C2 MSMA
λ2

-29.8912 3 MSMS
λ2

-17872.5520 2

C3 MSMA
λ3

-47.3851 1 MSMS
λ3

-8690.0876 3

C4 MSMA
λ4

-30.0011 2 MSMS
λ4

-5501.9786 4

TAB. 4.3 – Sensibilité de la disponibilité/capacité de production moyennes sur une période

d’observation d’une année par rapport aux taux de défaillance des composants

Composant

Disponibilité Capacité de production globale

MSM Valeur Ordre MSM Valeur Ordre

C1

MSMA
λ1

-8.1398
4

MSMS
λ1

-17644.2201
1

MSMA
λ1

-9.3909 MSMS
λ1

-1897.7427

C2 MSMA
λ2

-30.9503 3 MSMS
λ2

-18310.9107 2

C3 MSMA
λ3

-51.2382 1 MSMS
λ3

-9395.1702 3

C4 MSMA
λ4

-32.0239 2 MSMS
λ4

-5871.9813 4

TAB. 4.4 – Sensibilité de la disponibilité asymptotique et la capacité de production asympto-

tique par rapport aux taux de défaillance des composants
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De façon plus générale, la décision optimale (pour la maintenance, l’exploitation, ...) dépend

probablement d’autres contraintes, par exemple, la sécurité, le coût de maintenance, etc.

4.3.2 Analyse de sensibilité par rapport à un groupe de paramètres

Considérons maintenant la sensibilité dans d’autres directions. Pour ce faire, choisissons la

matrice directionnelleQ de façon à mesurer la sensibilité par rapport à un groupe de paramètres

(ou groupe de composants). Ces mesures de sensibilité peuvent être utilisées non seulement

pour identifier l’importance d’un groupe de composants, mais encore pour optimiser l’effort de

maintenance comme on le verra ci-dessous.

4.3.2.1 Application à l’identification du classement de l’importance d’un groupe de com-

posants

Du point de vue pratique, les composants dans un groupe spécifique peuvent être affectés

par une même action (maintenance, remplacement, ...) ou parun même événement (choc, ...).

Alors, il est intéressant de connaître l’influence de ce groupe sur la performance du système.

Dans cette section, on noteQ(λ1, λ1, λ2) la matrice de perturbation directionnelle qui indique

que les taux de défaillance du composantC1 etC2 sont perturbés en même temps d’une même

quantitéδ. De façon semblable, la direction notéeQ(λ3, λ4) correspond à une perturbation

uniforme et simultanée des taux de défaillance des composantsC3 etC4. On considère ensuite

la sensibilité des mesures de performance du système suivant ces directions comme un critère

permettant de classifier l’importance d’un groupe de composants.
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FIG. 4.8 – Sensibilité de la disponibilité (a) et de la capacité de production globale (b) du

système suivant une direction d’un groupe de paramètres (composants)

Les mesures de performance considérées sont la disponibilité et la capacité de production
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globale du système. Grâce à la proposition 3.3.1, on peut obtenir la mesure de sensibilité suivant

la direction d’un groupe de taux de défaillance à partir des mesures de sensibilité par rapport

aux taux de défaillance individuels.

En se basant sur les mesures de la disponibilité données dansla figure 4.8.a., on trouve que :

– dans l’intervalle de temps (0,500h], le groupeG1(C1, C2) est plus important que le groupe

G2(C3, C4) ;

– aprèst = 500h, le groupe(C3, C4) est plus important queG1(C1, C2).

Si on regarde les mesures de sensibilité de la capacité de production globale, les résultats

conduisent au classement de l’importance :G1(C1, C2) > G2(C3, C4), voir figure 4.8.b.

Les sensibilités des mesures de performance moyennes/asymptotiques sont reportés au ta-

bleau 4.5. Et on note que :

– le classement de l’importance lié aux mesures de sensibilité de la disponibilité moyenne

ou asymptotique est :C1 < C2 < C4 < G1(C1, C2) < C3 < G2(C3, C4), voir les

tableaux 4.3, 4.4 et 4.5 ;

– en se basant sur les mesures de sensibilité de la capacité production moyenne ou asymp-

totique du système, on obtient un autre classement :C4 < C3 < G1(C3, C4) < C2 <

C1 < G2(C1, C2).

Il est clair que le facteur MSM peut être utilisé pour identifier non seulement l’importance

d’un composant et aussi l’importance d’un groupe de composants.

4.3.2.2 Application à l’optimisation de la maintenance

On sait que le taux de défaillance d’un composant peut être seaugmenter lorsque ce com-

posant dégrade ou subit un choc (interne et/ou externe). Parconséquent, la performance du sys-

tème devraient varier de manière négative. Alors, il est nécessaire de trouver un moyen pour la

compensation de cette variation. En effet, pour éviter ces baisses de performance, il est possible

de répercuter cette variation sur les autres paramètres (taux de réparation, par exemple). Plus

concrètement, on suppose queλi augmente d’une quantité suffisamment petiteδ. Simultané-

ment, on perturbe le taux de réparationµj d’une quantitéαδ (réduction du temps de réparation

du composantj par exemple). Si la sensibilité de la mesure de performance suivant la direction

Q(λi, αµj) est proche de 0 et le fait que les quantitésδ, αδ soient suffisamment petites, alors la

variation de la mesure de performance provoquée par l’augmentation duλi peut être compensée

par l’effet lié au changement deµj .

Dans le tableau 4.5, on présente deux directions de perturbation permettant de maintenir le

niveau de la disponibilité et/ou la capacité de production globale du système lorsqueλ1 et λ4

varient légèrement. D’un point de vue pratique, les différentes directions de “compensation”

peuvent être proposées. La solution optimale dépend évidemment d’autres critères comme, par
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Direction

Disponibilité Capacité de production

MSMA
Q MSMA

Q MSMS
Q MSMS

Q

Q(λ1, λ1, λ2) -46.8586 -48.4811 -37018.3834 -37852.8736

Q(λ3, λ4) -77.3862 -83.2621 -14192.0662 -15267.1515

Q(λ1, 2.34µ2) -0.2137 -0.0060 2756.2570 2923.6961

Q(λ4, 2.42µ3) -1.3369 0.0534 -245.1435 9.8035

TAB. 4.5 – Sensibilité de la disponibilité moyenne/asymptotique et de la capacité de production

moyenne/asymptotique par rapport à un groupe de paramètres

exemples, le coût de maintenance (modification d’un taux de réparation) ou de reconception

(modification d’un taux de défaillance).
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FIG. 4.9 – Sensibilité de la disponibilité instantanée (a) et dela capacité de production instan-

tanée (b) par rapport aux taux de défaillance sortant d’un état de fonctionnement

4.3.3 Analyse de sensibilité par rapport à un état

Dans ce paragraphe, on utilise le même facteur d’importanceMSM pour le but d’analyser

la sensibilité d’un état du système. En se basant sur les résultats de sensibilité, on peut classi-

fier l’importance d’un état sur la performance (disponibilité/capacité de production globale) du

système.

On commence par choisir les directions permettant d’étudier la sensibilité d’un état de fonc-

tionnement. En effet, dans le tableau 4.6, la direction notéeQSi indique le fait que tous les taux
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Direction

Disponibilité Capacité de production

MSMA
QSi

MSMA
QSi

Ordre MSMS
QSi

MSMS
QSi

Ordre

QS1 -57.4255 -60.0535 1 -35477.8421 -36215.8937 1

QS2 -13.8533 -14.6393 3 -2354.4050 -2512.5380 3

QS3 -11.4106 -12.0197 4 -2221.8456 -2356.8238 4

QS4 -27.3454 -29.1022 2 -8022.0121 -8486.7967 2

QS5 -5.1681 -6.0478 5 -1496.7651 -1739.0416 5

QS7 -4.0821 -4.4008 6 -719.7299 -785.4732 6

QS8 -0.7728 -0.9072 8 -136.2435 -162.0568 8

QS9 -3.5206 -3.7906 7 -657.3550 -714.1543 7

QS10 -0.6664 -0.7822 9 -124.2511 -147.2472 9

TAB. 4.6 – Sensibilité de la disponibilité moyenne/asymptotique et de la capacité de production

moyenne/asymptotique par rapport aux taux de défaillance d’un état de fonctionnement

de défaillance sortant de l’état de marchei (i = 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10) sont perturbés simultané-

ment par une même petite quantitéδ. Les mesures de sensibilité instantanée de la disponibilité

suivant ces directions sont présentées sur la figure 4.9.a. De son côté, la figure 4.9.b corres-

pond au fait que la mesure de performance est la capacité de production globale. Les résultats

montrent que l’importance d’un état peut aussi changer dansle temps. D’après les résultats de la

sensibilité de la disponibilité moyenne/asymptotique et/ou de la capacité de production globale

moyenne/asymptotique reportés au tableau 4.6, l’état 1 estle plus important sur ces mesures de

performance (disponibilité/capacité de production globale) et, le moins important état est l’état

numéro 10.

4.3.4 Analyse de sensibilité par rapport à un groupe d’états

Ce paragraphe explore l’étude de sensibilité de la mesure deperformance du système par

rapport aux taux de défaillance caractérisant un groupe d’états. Dans le tableau 4.7, la direc-

tion notéeQ(CiCj) (i, j = 1, 2, 3, 4) indique le fait que le taux de défaillance des composants

Ci et Cj sont perturbés simultanément par une même quantité petiteδ dans touts les états de

fonctionnement où les deux composantsCi etCj sont en marche. En se basant sur la sensibilité

de mesures de performance du système suivant ces directions, on peut classifier l’importance

d’un groupe d’états ou un groupe de composants opérationnels (tous les composants dans d’un

groupe opérationnel sont en marche).

Les résultats des mesures de sensibilité moyennes et asymptotiques reportés au tableau 4.7
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FIG. 4.10 – Sensibilité de la disponibilité instantanée (a) et de la capacité de production instan-

tanée (b) par rapport aux taux de défaillance sortant d’un groupe d’état de fonctionnement

Direction Etats

Disponibilité Capacité de production

MSMA
Q MSMA

Q Ordre MSMS
Q MSMS

Q Ordre

Q(C1C2) 1,4,5 -26.4276 -27.2344 5 -33329.7076 -33978.7511 1

Q(C1C3) 1,3,5,10 -58.0905 -61.8841 2 -25005.6896 -25899.9678 2

Q(C1C4) 4,9 -28.9252 -30.8173 4 -6998.0912 -7425.4585 4

Q(C2C3) 1,2,5,8 -70.1417 -74.3927 1 -23954.6266 -24903.1600 3

Q(C2C4) 4,7 -30.5990 -32.6183 3 -6918.9540 -7354.4199 5

TAB. 4.7 – Sensibilité de la disponibilité moyenne/asymptotique et de la capacité de production

moyenne/asymptotique par rapport aux taux de défaillance d’un groupe d’états de fonctionne-

ment

montrent que :

– si on regarde la disponibilité moyenne/asymptotique, le plus important groupe de deux

composants opérationnel est is(C2, C3) tandis que le groupe(C1, C2) est la moins impor-

tante ;

– si on regarde la capacité de production moyenne/asmptotique,(C1, C2) est le plus impor-

tant groupe et le moins important groupe est(C2, C4).

Les mesures de sensibilité instantanées sont reportées dans la figure 4.10 dans lesquelles,

4.10.a correspond au cas où la mesure de performance est la disponibilité et 4.10.b indique la

capacité de production globale.
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4.4 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons montré comment le facteur de sensibilité multi-directionnelle

MSM peut être utilisé pour les études de sensibilité des mesures de performance du système de

production multi-état décrit par un processus de Markov.

Dans un premier temps, nous avons étudié la mise en œuvre du facteur MSM dans le

contexte où la mesure de performance est la capacité de production globale du système. Grâce

aux MSM instantané, MSM moyen et MSM stationnaire, nous pouvons analyser la sensibilité

de la capacité de production globale suivant une direction d’intérêt (direction d’un paramètre,

d’un groupe de paramètres, ou plus généralement, directiondes taux de transitions du processus

de Markov) à l’instant donné, durant une période d’observation ou en régime stationnaire.

Dans un second temps, nous avons montré les applications principaux du facteur MSM au

travers d’un système de production multi-état simple où lesmesures de performance considérées

sont la disponibilité et la capacité de production globale.Les différentes directions de sensibilité

ont été proposées afin d’identifier l’importance d’un composant (un groupe de composants),

l’importance d’un état (un groupe d’états). On a montré également que ce facteur peut fournir

une technique permettant de maintenir le niveau de performance lorsque des variations des

paramètres sont survenues.

En résumé, le facteur MSM nous semble un outil efficace dans nombreuses applications :

étude de la variation d’un ou plusieurs paramètres, identification d’un composant critique ou

d’un groupe de composants critiques, adaptation des paramètres de maintenance pour maintenir

ou améliorer les indicateurs de performance en cas de dégradation de composants, etc.
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Chapitre 5

Estimation du facteur MSM stationnaire

par analyse de perturbation

5.1 Introduction

Si on veut mettre en œuvre en pratique les méthodes développées dans les chapitres précé-

dents, on peut se retrouver confronté à diverses difficultés. Le comportement fiabiliste (taux de

défaillance et/ou taux de réparation) des composants peut être inconnu, et la matrice des taux de

transition du modèle de Markov du système est inconnue. La taille de l’espace d’état de Markov

peut devenir trop grande pour permettre un travail aisé directement sur la matrice des taux de

transition. Pour ces cas, il est pratiquement impossible decalculer de manière analytique les

indicateurs de fiabilité du système. Il est donc intéressantde disposer d’une méthode efficace

permettant une estimation à partir des données observées dusystème, c’est-à-dire à partir de

l’observation d’une trajectoire du processus de Markov régissant le comportement du système.

L’objectif de ce chapitre est de présenter une méthode d’estimation efficace qui permet d’es-

timer le facteur d’importance proposé en régime stationnaire (appelé aussi MSM stationnaire)

à partir d’une seule trajectoire observée du processus de Markov.

Rappelons tout d’abord que le facteur proposé MSM est défini comme la dérivée de la

mesure de performance selon une direction d’intérêt. Afin d’estimer une dérivée , plusieurs

méthodes d’estimation ont été proposées. Les méthodes simples se basent sur la technique des

différences finies (finite differences- FD [32]), et sur la technique des perturbations simultanées

(simultaneous perturbation- SP [97]). Ces méthodes impliquent des changements de para-

mètres pour chaque simulation, qui peuvent être coûteuses en temps de calcul et irréalisable

pour de nombreux systèmes réels. Les méthodes basées sur desnombres aléatoires communs

(common random numbers[32]) offrent une solution à ce problème. Cependant, si la valeur de la

perturbation est trop petite, les résultats des différentsestimations pourraient être extrêmement
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affectés par des interférences. L’estimation de dérivée basée sur les rapports de vraisemblance

a été proposée dans [61, 59], et la dérivée faible (weak derivatives) a été introduite par Pflug

[87, 88]. Ces méthodes offrent un estimateur sans biais, ce qui conduit à une accélération de

la convergence lors de mises en œuvre d’une optimisation de l’algorithme de simulation, par

exemple, approximation stochastique [59].

L’analyse de perturbation (Perturbation Analysis- PA) [22, 65], et ses variantes : analyse

de perturbation infinitésimale (Infinitesimal Perturbation Analysis- IPA [26]), analyse de per-

turbation moyenne (smoothed perturbation analysis- SPA [52]), analyse de perturbation in-

finitésimale structurelle (structural IPA [33]) semblent être beaucoup plus prometteuses. Ces

méthodes sont basées sur l’utilisation du gradient stochastique qui peut être estimé à partir

d’une seule trajectoire (c’est-à-dire qu’aucune modification des paramètres du modèle n’est né-

cessaire) [58, 60]. Toutefois la complexité de mise en œuvreen limite leur application. Récem-

ment, l’approche basée sur le concept de réalisation de perturbation (Perturbation Realization

[24]) a été introduite. Cette approche semble la plus pratique et particulièrement bien adaptée

aux modèles de Markov en régime stationnaire [25, 31].

Le présent chapitre a pour but de montrer comment la méthode d’analyse de perturbation,

ou plus précisément, le concept de réalisation de perturbation peut être utilisé afin d’estimer le

MSM stationnaire à partir d’une seule trajectoire observée. Pour ce faire, nous commençons par

présenter le principe de l’analyse de perturbation, qui donne un cadre général à de nombreuses

approches au problème d’analyse de perturbation. Nous aborderons ensuite l’approche basée

sur la notion de ”réalisation de perturbation” afin de définirdes estimateurs à partir d’une seule

réalisation du processus de Markov. Nous établirons ensuite les formules permettant d’évaluer

le facteur MSM stationnaire grâce à ces estimateurs. Nous appliquerons enfin cette approche

au travers de quelques exemples numériques simples pour montrer les avantages de la méthode

choisie.

5.2 Analyse de perturbation

5.2.1 Principe de l’analyse de perturbation (PA)

Considérons un système à événements discrets défini par :

– un espace d’états finie = {e1, e2, · · · },

– un ensemble de paramètresθ = (θ1, θ2, · · · ),

– un espace de probabilité(Ω, F, P ) ,

– un vecteur aléatoireξ = ξ(ω), ω ∈ Ω, qui représente la partie aléatoire du modèle d’évo-

lution du système.
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5.2. Analyse de perturbation

La fonction de performance du système à l’instantt est notéeηt(θ, ξ). Deux grandeurs sont

considérées par la suite. La première, associée au régime transitoire, est :

ηt(θ) = E

{

ηt(θ, ξ)
}

,

où E désigne l’espérance mathématique. La deuxième, associée au régime stationnaire (s’il

existe), est :

η(θ) = lim
t→+∞

ηt(θ, ξ).

Les fonctions déterministesηt(θ) et η(θ) représentent des critères de performance dont on se

propose d’analyser la sensibilité par rapport àθ. On étudie pour cela la dérivée directionnelle

que l’on peut définir par rapport àθ et qui s’écrit [22, 65] :

dηt(θ)

dθ
= lim

δθ→0

ηt(θ + δθ) − ηt(θ)

δθ
, (5.1)

dη(θ)

dθ
= lim

δθ→0

η(θ + δθ) − η(θ)

δθ
, (5.2)

en régime transitoire et stationnaire respectivement. Supposons que l’on perturbe légèrement

les paramètres du système selonθ′ = θ + δθ, et que l’on note :

– (θ, ξ) le couple représentant les paramètres et l’évolution du système sans perturbation,

– (θ′, ξ′), oùξ′ est indépendant deξ, le couple représentant les paramètres et l’évolution du

système avec perturbation.

L’estimation de (5.1) et (5.2) peut alors se faire par la méthode des différences finies. Tou-

tefois, du point de vue pratique, les données de la trajectoire perturbée ne sont pas toujours

disponibles. Changer les paramètres du système réel afin d’observer les réalisations de la tra-

jectoire perturbée peut, par exemple, s’avérer impossibleou trop coûteux [26]. Dans ce cas, la

simulation est indispensable, mais elle devient rapidement difficile pour des grands systèmes.

5.2.2 Analyse de perturbation infinitésimale (IPA) :

Le but de l’analyse de perturbation infinitésimale est d’estimer les dérivées (5.1) et (5.2) à

l’aide de la seule trajectoire définie par(θ, ξ). Pour atteindre cet objectif, il est alors nécessaire

de pouvoir déterminer une quantité basée sur la seule trajectoire (θ, ξ). Dans [22], Cao propose

de considérer comme estimateur de l’IPA :

φt(θ, ξ) = lim
δθ→0

ηt(θ + δθ, ξ) − ηt(θ, ξ)

δθ
,

où :
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Chapitre 5. Estimation du facteur MSM stationnaire par analyse de perturbation

– ηt(θ, ξ) est la fonction de performance déterminée à partir de(θ, ξ), donc à partir des

données de retour d’expérienceξ qui correspondent à la trajectoire nominale, et en faisant

l’hypothèse (juste) que ces données ont été générées par un système dont les paramètres

sont dansθ.

– ηt(θ+δθ, ξ) est la fonction de performance déterminée à partir de(θ′, ξ), avecθ′ = θ+δθ,

donc à partir des données de retour d’expérienceξ qui correspondent à la trajectoire nomi-

nale, et en faisant l’hypothèse (erronée) que ces données ont été générées par un système

dont les paramètres sont dansθ′.

En considérant l’espérance mathématique et la limite deφt(θ, ξ), on obtient :

E

{

φt(θ, ξ)
}

= E

{

lim
δθ→0

ηt(θ + δθ, ξ) − ηt(θ, ξ)

δθ

}

et

lim
t→+∞

φt(θ, ξ) = lim
t→+∞

( lim
δθ→0

ηt(θ + δθ, ξ) − ηt(θ, ξ)

δθ
).

φt(θ, ξ) peut être utilisé pour l’estimation de (5.1) et (5.2) si et seulement s’il est non biaisé

ou/et convergent. C’est-à-dire que :

E

{

φt(θ, ξ)
}

=
d

dθ
E

{

ηt(θ, ξ)
}

=
dηt(θ)

dθ
,

lim
t→+∞

φt(θ, ξ) =
dη(θ)

dθ
.

Les difficultés de l’IPA consistent tout d’abord à trouver unalgorithme d’estimation de la

fonction φt(θ, ξ). Il faut ensuite montrer que l’estimateurφt(θ, ξ) vérifie les propriétés pré-

cédentes de convergence et de biais nul. Ce dernier point peut être particulièrement difficile,

notamment lorsque la mesure de performance n’est pas une fonction continue de la variable

θ. C’est pourquoi “l’analyse de perturbation moyenne”, “l’analyse de perturbation finie” et le

concept de “réalisation de perturbation” ont été développées [22, 26, 24]. Les deux premières

méthodes s’appliquent pour une classe restreinte de problèmes. En outre, leur application est

limitée de par leur complexité. La dernière, concept de réalisation de perturbation, semble la

plus pratique et particulièrement bien adaptée aux modèlesde Markov en régime stationnaire.

5.3 Réalisation de perturbation pour un processus de Mar-

kov

L’objectif de cette section est de définir des estimateurs (ycompris les estimateurs du facteur

de réalisation de perturbation, et de potentiel de performance) à partir d’une seule réalisation.
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5.3. Réalisation de perturbation pour un processus de Markov

Grâce à ces estimateurs, on peut estimer le facteur proposé MSM stationnaire à partir d’une

seule trajectoire observée.

Pour commencer, nous considérons un processus irréductible de Markov ayant un espace

d’états fini, notéX. Par conséquent, ce processus est ergodique et l’existenced’une distribution

stationnaire peut être prouvée, voir [94]. Ce processus estcaractérisé par :

– un espace d’états finiE = {e1, e2, · · · } ;

– un ensemble de paramètresθ représentant les taux de transition, et déterminant la matrice

de taux de transitionM ;

– un vecteur de probabilitéπ = (π1, π2, · · · ) indiquant la distribution de probabilité d’oc-

cupation d’états du processus en régime stationnaire.

Le critère de performance du processus de Markov en régime stationnaire est défini par :

W = lim
t→+∞

Eπ

{

ηt(M, X)
}

=
∑

i∈E

πifi = πf ,

où ηt(M, X) est la fonction de performance du processus de MarkovX, et le vecteur colonne

f = (f1, f2, · · · )
> (> désigne la transposition).fi est un coefficient associé à l’étati ou à

la performance de l’étati selon les cas (système binaire ou système multi-état). Rappelons par

exemple, que si l’on cherche à évaluer la fiabilité ou la disponibilité d’un système binaire,fi = 1

si l’état i est un état de marche du système etfi = 0 si l’état i est un état de panne.

5.3.1 Réalisation de perturbation

Supposons qu’à l’instanttk, le processus est à l’étatk et la matriceM est perturbée de façon

à ce que :

Mδ = M + δQ, (5.3)

avecδ un nombre réel de valeur faible etQ une matrice indiquant la direction de perturbation.

Rappelons que la condition surQ pour queMδ soit une matrice de taux de transition est que

la somme de chaque ligne deQ soit égale à 0. Suite à cette perturbation, si elle se ”réalise”

effectivement, le processusX peut sauter de l’étatk à l’étatj au lieu de l’étati dans lequel il se

serait trouvé en l’absence de perturbation sur la matrice detaux de transitionM.

Notons maintenant :

– X i = (X i
t , t ≥ 0) le processus de Markov avec la matrice de taux de transitionM et

l’état initial X i
0 = i ;

– X ′j = (X ′j
t , t ≥ 0) le processus de Markov avec la matrice de taux de transitionMδ et

l’état initial X ′j
0 = j.

Une illustration d’effet de la perturbation est présentée sur la Figure 5.1. Supposons que

l’on commence par un processus de MarkovX l
t à l’instant zéro, avec un état initiall ( X l

0 = l)
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i

i

j

j

l

l

k

k

t
tk

État

λkj + δ

λki
Xl

t

Xl
t

Xi
t−tk

Xi
t−tk

X′j
t−tk

X′j
t−tk

FIG. 5.1 – Illustration d’effect de la perturbation d’un processus de Markov, une perturbation

est effectuée à l’instanttk
.

et la matrice de taux de transitionM. Si à l’instanttk donné (le système est à l’étatk), le taux

de transitionλkj est perturbé parλkj + δ, par conséquent, le processus peut sauter de l’étatk à

l’état j au lieu de l’étatk à l’étati comme dans le cas où il n’y a pas de perturbation sur le taux

de transitionλkj. Dans ce cas, on dit que la perturbation est réalisée.

5.3.2 Facteur de réalisation de perturbation

5.3.2.1 Définition du facteur de réalisation de perturbation

L’effet de la perturbation sur le processus peut être mesurépar la quantitédij(δ,∞) qui vise

à quantifier l’écart entre la performance obtenue avec le processus perturbé et celle résultant du

processus original :

dij(δ,∞) = E

{

∫ ∞

tk

[ηt(Mδ, X
′j
t−tk

) − ηt(M, X i
t−tk

)]dt
}

,

où :

• tk= l’instant de la perturbation survenue,

• ηt(Mδ, X
′j
t−tk

), la fonction de performance du processus de MarkovX ′j,

• ηt(M, X i
t−tk

), la fonction de performance du processus de MarkovX i.

Quandδ tend vers à zéro,Mδ tend versM [24]. Par conséquent, le processusX ′j devient

Xj qui est un processus de Markov avec la matrice de taux de transition M et l’état initial
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5.3. Réalisation de perturbation pour un processus de Markov

Xj
0 = j, Xj = (Xj

t , t ≥ 0).

lim
δ→0

dij(δ,∞) = E

{

∫ ∞

tk

[ηt(M, Xj
t−tk

) − ηt(M, X i
t−tk

)]dt
}

,

Le facteur de réalisation de perturbation, notédij, est défini comme suit [21] :

dij = lim
δ→0

dij(δ,∞) = lim
T→∞

E

{

∫ T

tk

[ηt(M, Xj
t−tk

) − ηt(M.X i
t−tk

)]dt
}

,

Par définition, le facteur de réalisation de perturbation (dij) mesure l’effect moyen d’un

changement de l’état initial (de l’étati à l’état j) du processus de Markov sur le critère de

performance.

Il a montré également dans [24] que le facteur de réalisationde perturbation peut également

être écrit sous la forme :

dij = lim
T→∞

E

{

∫ T

tk

ηt(M, Xj
t−tk

)dt
}

− lim
T→∞

E

{

∫ T

tk

ηt(M, X i
t−tk

)dt
}

(5.4)

La matrice de réalisation, notéeD, est donc telle queD =
[

dij

]

i,j∈E
. D’après (5.4), on a :

dij = −dji, i, j ∈ E, (5.5)

et par conséquent,D est une matrice antisymétrique. C’est-à-dire que :

D> = −D (5.6)

Afin de déterminer la matrice de réalisationD, il suffit de déterminer les élémentsdij tel

quei > j, ce qui nous permet de réduire le temps de calcul.

Le facteur de réalisation de perturbationdij, et par conséquent, la matrice de réalisationD

sera utilisée dans la section suivante afin d’évaluer le facteur de sensibilité multi-directionnelle

MSM présenté au chapitre 3. Le paragraphe suivant est consacré à l’estimation dedij.

5.3.2.2 Estimation du facteur de réalisation de perturbation dij

Pour commencer, notons bien que les deux processusXj etX i ont la même matrice de taux

de transitionM et le même espace d’étatsE. Seul les états initiaux diffèrent ; il existe donc un

temps finitfin pour lequel ces deux processus se rejoignent à l’instanttfin [24], c’est-à-dire que

Xj
tfin

= X i
tfin

. Par conséquent,

E

{

∫ +∞

tfin

[ηt(M, Xj
t−tk

) − ηt(M, X i
t−tk

)]dt
}

= 0, (5.7)
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Chapitre 5. Estimation du facteur MSM stationnaire par analyse de perturbationreplacements

i

i
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j

l
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tk tfin

État
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Xl
t

Xl
t

Xi
t−tk
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Xj
t−tk

Xj
t−tk

FIG. 5.2 – Illustration d’une réalisation de perturbation commençant à l’instanttk et terminant

à l’instanttfin.

alors,

dij = E

{

∫ tfin

tk

[ηt(M, Xj
t−tk

) − ηt(M, X i
t−tk

)]dt
}

+ E

{

∫ ∞

tfin

[ηt(M, Xj
t−tk

) − ηt(M, X i
t−tk

)]dt
}

= E

{

∫ tfin

tk

[ηt(M, Xj
t−tk

) − ηt(M, X i
t−tk

)]dt
}

.

Comme les deux processus sont homogènes en temps,dij peut être défini à partir de l’instant

t = 0. Le facteur de réalisation de perturbationdij peut donc s’écrire :

dij = E

{

∫ tfin−tk

0

[ηt(M, Xj
t ) − ηt(M, X i

t)]dt
}

. (5.8)

Pour estimer le facteur de réalisationdij à partir d’une seule trajectoire sans utiliser l’estimateur

d’IPA, on introduit maintenant la mesure du temps de premierpassage de l’étatj à l’état i,

Γj(i), comme suit :

Γj(i) = inf{t, t > 0/Xj
t = i}. (5.9)

On note queΓj(i) correspond à un temps d’arrêt deXj et est indépendant deX i.
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5.3. Réalisation de perturbation pour un processus de Markov

Théorème 5.1.SiEπ(f) < ∞ et limt→+∞ E
[

|ηt(M, X i
t)|
]

= Eπ(|f |), donc pour touti, j ∈ E :

dij = E

{

∫ Γj(i)

0

[

ηt(M, Xj
t ) − ηt(M, X i

t)
]

dt
}

= −E

{

∫ Γi(j)

0

[

ηt(M, X i
t) − ηt(M, Xj

t )
]

dt
}

= E

{

∫ Γj(i)

0

ηt(M, Xj
t )dt

}

− W ∗ E

{

Γj(i)
}

. (5.10)

La démonstration de ce théorème a été donnée dans [24].

Considérons maintenantΓl(j), la durée de temps queX l
t passe avant de visiter pour la

première fois l’étatj. On a selon la relation (5.9) :

Γl(j) = inf{t, t > 0/X l
t = j}.

Alors, les deux processus{X l
t , t ≥ Γl(j)} et {Xj

t , t ≥ 0} sont identiques. Par conséquent,

l’équation (5.10) peut s’écrire finalement comme suit :

dij = E

{

∫ Γj(i)+Γl(j)

Γl(j)

ηt(M, X l
t)dt
}

− W ∗ E

{

Γj(i)
}

.

Lorsque le temps de premier passageΓj(i) et le vecteur de probabilitéπ (et en conséquence,

la mesure de performanceW ) peuvent être estimés à partir d’une seule trajectoire observéeX l,

cette relation permet d’estimer tous les facteurs de réalisation de perturbationdij (pour tous

i, j ∈ E) en utilisant des données d’une seule trajectoireX l.

Algorithme d’estimation de la matrice de réalisation de perturbation :

Considérons un processus de MarkovX l de matrice de taux de transitionM et d’état initial

X l
0 = l. Ce processus est observé pour les deux séquences de temps{js} et {is} tels que pour

touts ≥ 1 :

• i0 = 0,

• js est la date à laquelleX l
t visite pour la première fois l’étatj aprèsis−1,

• is est la date à laquelle queX l
t visite pour la première fois l’étati aprèsjs.

Par définition,Γl(j) = j1.

On définit également :

• Lj
s(i) = is − js pours ≥ 1 (voir Figure 5.3),

• Rs =

∫ is

js

ηt(M, X l
t)dt,

• εk(v) tel queεk(v) = 1 si v = k et εk(v) = 0 sinon.
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i

j

l

Lj
1(i)

Lj
2(i)

Xl
t

j1 i1 j2 i2Tk Tk+1 t

Γl(j)

État

Sk

FIG. 5.3 – Représentation deLj
s(i) sur une trajectoire donnéeX l. Lj

s(i) est utilisé pour estimer

le temps de premier passageΓj(i) afin d’estimer le facteur de réalisation de perturbationdij.

Les quantitésΓj(i),
∫ Γj(i)

0

ηt(M, X l
t)dt, etW peuvent être estimées parΓ̂j(i), Î, Ŵ respective-

ment :

Γ̂j(i) =
1

n

n
∑

s=1

Lj
s(i),

Î =
1

n

n
∑

s=1

Rs,

π̂i =
1

TN

∫ TN

0

εi(X l
t)dt, pour touti ∈ E, (5.11)

Ŵ = π̂f ,

oùn est le nombre de séquences observées sur l’intervalle de l’état j à l’étati, N est le nombre

total de séquences observées, etTN est la durée de la trajectoire observée. Par conséquent, on

obtient finalement l’estimateur̂dij :

d̂ij = Î − Ŵ Γ̂j(i). (5.12)

La convergence de ces estimateurs a été étudiée et prouvée par Cao, voir [24, 25].

Pour l’estimation de la matrice de réalisationD, on peut donc suivre les étapes suivantes :

1. Estimerdij pour tous{i, j ∈ E/i > j} par l’estimateur (5.12).

2. Affecterdji = −dij pour tous{i, j ∈ E/i > j} etdij = 0 pour{i, j ∈ E/i = j}

3. AffecterD = [dij]i,j∈E.

En se basant sur cet algorithme, l’estimation de la matrice de réalisation de perturbation doit

être menée pour chaque couple(i, j)i>j, ce qui donne une complexité d’ordreO((m2 − m)/2)

lorsquem désigne le nombre total d’états du système.

94



5.3. Réalisation de perturbation pour un processus de Markov

Sur le plan pratique, ce résultat est important : il permet d’utiliser une seule et même trajec-

toire pour estimer l’impact d’une perturbation sur un système et de simplifier, par conséquent, la

complexité de calculs. Ce résultat peut nous permettre d’estimer le facteur de sensibilité proposé

MSM à partir de données de retour d’expérience, c’est-à-dire l’observation d’une trajectoire no-

minale du processus de Markov.

5.3.3 Potentiel de performance

5.3.3.1 Introduction du potentiel de performance

Dans ce paragraphe, on s’intéresse à introduire une mesure,appelée le potentiel de perfor-

mance, qui sera utilisée pour l’estimation du facteur de sensibilité MSM en régime stationnaire,

voir la section suivante.

Pour commencer, on regarde la définition dedij donnée par l’équation (5.4), on trouve que :

dij = dik + dkj, aveci, j, k ∈ E. (5.13)

Cette propriété ressemble à celle du potentiel d’énergie. Notonsgi le potentiel de performance

ou simplement le potentiel de l’étati. Soientk∗ ∈ E un entier quelconque etc un nombre réel,

tels que :

gk∗ = c, etgi = gk∗ + dk∗i, i 6= k∗,

on peut démontrer d’après (5.13) que :

dij = gj − gi, pour tousi, j ∈ E. (5.14)

Par conséquent, la matrice de réalisationD peut être écrite comme suit :

D = eg> − ge>, (5.15)

g = (g1, g2, · · · )
> étant le vecteur du potentiel de performance ete = (1, 1, · · · , 1)>.

5.3.3.2 Estimation du potentiel de performanceg

D’après les équations (5.4) et (5.14) et le fait queX i etXj sont homogène en temps, on a :

gj − gi = lim
T→∞

E

{

∫ T

0

ηt(M, Xj
t )dt

}

− lim
T→∞

E

{

∫ T

0

ηt(M, X i
t)dt

}

Posons maintenantgi(T ) tel que :

gi(T ) = E

{

∫ T

0

ηt(M, X i
t)dt

}

. (5.16)
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Il est clair que :

gj − gi = lim
T→∞

E
{

gj(T ) − gi(T )
}

. (5.17)

D’après (5.14), (5.15) et (5.17), la matrice de réalisationD peut s’écrire comme suit :

D = lim
T→∞

E
{

e[g(T )]> − [g(T )]e>
}

,

oùg(T ) = (g1(T ), g2(T ), · · · )>. C’est-à-dire que l’on peut utiliserg(T ) comme un estimateur

deg en choisissant leT suffisamment grand.

On définit maintenant :

– Tk est l’instant de lak-ième transition du processus de Markov,

– Sk est lek-ième temps de séjour vérifiantSk = Tk+1 − Tk (voir Figure 5.3),

– Xk = Xt|t=T+
k

, Xk étant l’état de lak-ième transition,

– εk(v) tel queεk(v) = 1 si v = k et εk(v) = 0 sinon.

En se basant sur l’ergodicité du processus de Markov à récurrence positive, (5.16) conduit

à l’équation suivante, [23] :

gi(T ) = lim
N→∞

∑N−1
k=0

{

εi(Xk)
∫ Tk+T

Tk
η(M, Xt)dt

}

∑N−1
k=0 εi(Xk)

, (5.18)

oùN est le nombre total de séquences observée.

La démonstration de (5.18) se base sur le théorème fondamental de l’ergodicité, voir [19].

Soit un processus de Markov ergodiqueX = {Xt/t ≥ 0}, alors le processus de Markov

Z = {Zt/t ≥ 0} avecZk = εi(Xk)
∫ Tk+T

Tk
η(M, Xt)dt est aussi ergodique. On a :

lim
N→∞

∑N−1
k=0

{

εi(Xk)
∫ Tk+T

Tk
η(M, Xt)dt

}

∑N−1
k=0 εi(Xk)

= lim
N→∞

{ N
∑N−1

k=0 εi(Xk)

}{

∑N−1
k=0

{

εi(Xk)
∫ Tk+T

Tk
η(M, Xt)dt

}

N

}

. (5.19)

Notons que :

E

[

Xk = i
]

= lim
N→∞

∑N−1
k=0 εi(Xk)

N
,

et,

E[Zk] = E

[

εi(Xk)

∫ Tk+T

Tk

η(M, Xt)dt
]

= lim
N→∞

∑N−1
k=0

{

εi(Xk)
∫ Tk+T

Tk
η(M, Xt)dt

}

N
.
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5.4. Estimation du facteur MSM stationnaire

Par conséquent, (5.19) peut s’écrire comme suit :

lim
N→∞

∑N−1
k=0

{

εi(Xk)
∫ Tk+T

Tk
η(M, Xt)dt

}

∑N−1
k=0 εi(Xk)

=
E

[

εi(Xk)
∫ Tk+T

Tk
η(M, Xt)dt

]

E

[

Xk = i
]

= E

[

∫ T

0

η(M, Xt)dt|X0 = i
]

= E

[

∫ T

0

η(M, X i
t)dt

]

. �

La relation (5.18) nous permet d’estimer le vecteur de potentiel de performance grâce au

comportement d’une seule trajectoire observée. Notons d’une part que l’estimation deg est

biaisée pour un temps finiT , et d’autre part, qu’une difficulté est ici de choisir la longueur

de périodeT . En effet, pour estimergi (i = 1, 2, · · · ) on calcule l’espérance de l’intégrale de

la fonction de performance sur une période fixeT . En ayant recours à la définition du facteur

de réalisationdij = gj − gi, pour estimerdij , la période doit représenter le temps du premier

passage de l’étatj à l’étati , voir (5.9).

Choix de la longueur de périodeT [25] : Pour estimergi, la valeur deT peut être choisie

d’un ordre de grandeur comparable à la durée moyenne du premier passage de l’étati à l’étatj.

Remarquons que siT est grande, l’erreur systématique de(gj − gi) qui estimedij est faible

mais sa variance est grande, [25].

5.4 Estimation du facteur MSM stationnaire

L’objectif de cette section est d’intégrer les estimateursci-dessus, qui peuvent être estimés

à partir d’une seule trajectoire nominale du processus de Markov, dans la formule d’évaluation

du facteur de sensibilité multi-directionnelle en régime stationnaire (dit aussi facteur MSM

stationnaire dans le chapitre 3). Ce développement nous permettra d’estimer le facteur MSM

stationnaire à partir des données de retour d’expérience, c’est-à-dire de l’observation d’une

seule trajectoire nominale.

Soit W la mesure de performance stationnaire du système. Il peut s’agir de la disponibilité

asymptotique, la capacité de production asymptotique , etc. Le facteur MSM stationnaire de la

mesureW suivant la directionQ noté MSMW
Q et présenté dans la chapitre 3 est donné par :

MSMW
Q =

dW

dQ

= −πQM]f , (5.20)
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Chapitre 5. Estimation du facteur MSM stationnaire par analyse de perturbation

oùM] est l’inverse généralisée deM tel que :

MM] = M]M = I − πe,

I étant la matrice d’identité de même taille queM.

Afin d’estimer le facteur MSM stationnaire à partir d’une seule trajectoire observée, nous

présentons ci-dessous trois approches différentes :

– la première méthode se base sur l’estimation de la matrice génératrice ;

– la deuxième consacrée à une approche qui est basée sur l’estimation du facteur de réali-

sation de perturbation ;

– enfin, la troisième approche est liée à l’estimation du potentiel de performance.

On commence maintenant par étudier la première méthode.

5.4.1 Approche basée sur l’estimation de la matrice génératrice

Il a été démontré dans [82] que l’inverse généraliséeM] peut être calculé selon l’expression

suivante :

M] = (M + eπ)−1 − eπ. (5.21)

Alors, d’après l’équation (5.20) le facteur MSM peut s’écrire comme suit :

MSMW
Q = −πQ[(M + eπ)−1 − eπ]f

= −πQ(M + eπ)−1f + πQeπf ,

en notant queQe = 0. On obtient finalement :

MSMW
Q = −πQ(M + eπ)−1f . (5.22)

Supposons que la matrice génératriceM est inconnue. Étant donnée une matrice directionnelle

Q, pour pouvoir estimer le facteur MSMWQ à partir d’une seule trajectoire observée, il faut tout

d’abord estimer le vecteur de probabilité d’occupation desétatsπ . L’estimateurπ̂ est obtenu

par (5.11) en analysant le comportement d’une seule trajectoire observée. Le problème restant

est d’estimer la matrice génératriceM à partir de cette trajectoire.

5.4.1.1 Estimation de la matrice génératrice

Supposons que le comportement du système est observé sur l’intervalle de temps[0, T ].

L’estimation de la matrice génératriceM = [mij ]i,j∈E se base sur l’approche de maximum de

vraisemblance, voir [71, 74].
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5.4. Estimation du facteur MSM stationnaire

Soit Nij(T ) le nombre de transitions de l’étati à l’état j sur l’intervalle de temps[0, T ],

alorsNij(t) peut s’écrire comme suit :

Nij(T ) =

N−1
∑

k=0

εi(Xk)ε
j(Xk+1),

oùN est le nombre total de transitions observées. On considère maintenant le temps passé dans

l’état i durant l’intervalle de temps[0, T ], notéTi(T ). Ce temps peut être évalué par :

Ti(T ) =

∫ T

0

εi(Xt)dt,

En se basant sur le comportement observé du système sur l’intervalle de temps[0, T ], l’es-

timation de la matrice génératrice peut être obtenue selon l’expression suivante [12, 71] :

m̂ij(T ) =
Nij(T )

Ti(T )
. (5.23)

La convergence de cet estimateur a été justifié dans [71].

La relation (5.24) nous donne l’estimation de la matrice génératrice,

M̂ = [m̂ij(T )]i,j∈E, (5.24)

grâce au comportement observé du système.

5.4.1.2 Estimation du facteur de sensibilité multi-directionnelle MSM

D’après les équations (5.22) et (5.24), on obtient finalement l’estimation du facteur MSM

stationnaire comme suit :

ˆMSM
W

Q = −π̂Q(M̂ + eπ̂)−1f . (5.25)

Cette relation nous montre que l’on peut estimer le facteur MSM stationnaire à partir d’une

seule trajectoire nominale du processus de Markov. C’est-à-dire que l’estimation du facteur

MSM peut être obtenue à partir des données de retour d’expériences.

On considère maintenant l’exemple 1 du chapitre 3. On s’intéresse ici à calculer la sensibilité

de la disponibilité du système, notéA, par rapport à la directionQλ2 , voir le paragraphe 3.2.1

du chapitre 3. MSMAQλ2
correspond à la dérivée partielle deA par rapport au paramètreλ2,

c’est-à-dire que MSMAQλ2
= ∂A/∂λ2. Afin de comparer le résultat estimé au résultat exact, on

commence par calculer le MSMAQλ2
en utilisant la résolution analytique.
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Chapitre 5. Estimation du facteur MSM stationnaire par analyse de perturbation

L’équation de Kolmogorov en régime stationnaire est comme suit :

−(λ1 + λ2)π1 + λ1π2 + λ2π3 = 0

µ1π1 − (µ1 + λ2)π2 + λ2π4 = 0

µ2π1 − (λ1 + µ2)π3 + λ1π4 = 0

µ2π2 + µ1π3 − (µ1 + µ2)π4 = 0

π1 + π2 + π3 + π4 = 1.

Les états de marche du système sont 1, 2 et 3. Alorsf = (1, 1, 1, 0)>. En résolvant cette

équation, la disponibilité asymptotique du système est obtenue finalement :

A = πf = π1 + π2 + π3 =
µ1µ2 + µ1λ2 + µ2λ1

(λ1 + µ1)(λ2 + µ2)
,

et la dérivée deA par rapport àλ2 est :

MSMA
Qλ2

=
∂A

∂λ2

=
−µ2λ1

(λ1 + µ1)(λ2 + µ2)2
.

En prenant les données3 :λ1 = 0.01, λ2 = 0.01, µ1 = 0.05, µ2 = 0.05, le résultat exact de

MSMA
Qλ2

vaut :

MSMA
Qλ2

= −2.3148.

Considérons maintenant la méthode d’estimation. On effectue 10 simulations et la longueur

de la trajectoire simulée correspond à 100000 transitions.En utilisant (5.11), le vecteur de pro-

babilité d’occupation d’états est obtenu comme suit :

π̂ = (0.6898, 0.1406, 0.1413, 0.0283), (5.26)

en utilisant l’équation (5.24), l’estimation de la matricegénératrice vaut :

M̂ =











−0.0200 0.0101 0.0099 0

0.0495 −0.0596 0 0.0102

0.0503 0 −0.0598 0.0095

0 0.0495 0.0492 −0.0988











.

Et d’après l’équation (5.25), on obtient finalement :

E( ˆMSMQA
λ2

) = −2.3047, et

σ ˆMSM
A

Qλ2

= 0.0337,

avecσ ˆMSM
A

Qλ2

étant l’écart-type de ˆMSM
A

Qλ2
.
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FIG. 5.4 – Représentation de l’estimateur de MSMA
Qλ2

, basé sur l’estimation de la matrice gé-

nératriceM, en fonction de la longueur de trajectoire simulée

La figure 5.4 représente l’évolution de l’estimateur̂MSM
A

Qλ2
, qui est basé sur l’estimation de la

matrice génératriceM, en fonction de la taille de la trajectoire simulée.

Pour éviter le problème d’inversion d’une matrice, nous considérons au paragraphe suivant

une approche basée sur l’estimation de la matrice de réalisation de perturbation, ce qui permet

d’estimer le facteur MSM stationnaire sans passer l’inverse d’une matrice.

5.4.2 Approche basée sur l’estimation du facteur de réalisation de pertur-

bation

Dans ce paragraphe on intègre le facteur de réalisation de perturbationdij à la formule

d’évaluation du facteur MSM stationnaire. Cela nous permetde pouvoir estimer le facteur MSM

stationnaire via l’estimation deD.

Théorème 5.2.Si Eπ(f) < ∞ et limt→+∞ E
[

|ηt(M, X i
t)|
]

= Eπ(|f |), la matrice de réalisa-

tion D vérifie l’équation de Lyapunov

MD + DM> = −F, (5.27)

oùF = ef> − f>e. Lorsque le processus de Markov est ergodique alors il existe une solution

unique dansV, où :V = {ex> − xe> : x ∈ R∞}

3Rappelons que tout le reste du mémoire on utilise des unités arbitraires
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Chapitre 5. Estimation du facteur MSM stationnaire par analyse de perturbation

Preuve.Nous commençons par définirD(T ) = [dij(T )]i,j∈E de façon suivante :

dij(T ) = E

{

∫ T

0

[

ηt(M, Xj
t ) − ηt(M, X i

t)
]

dt
}

=

∫ T

0

{

E
[

ηt(M, Xj
t )
]

− E
[

ηt(M, X i
t)
]

}

dt. (5.28)

Par conséquent, on a :

D = lim
T→∞

D(T ).

En notons queE[ηt(M, X i
t)] =

∑

k∈E fkpik(t), qui est lei ème élément deexp(Mt)f . De ce

fait, l’expression intérieure de l’intégration (5.28) estégale à la différence entre lej ème et

i ème élément deexp(Mt)f , alors :

D(T ) =

∫ T

0

(ef>
[

exp(Mt)
]>

−
[

exp(Mt)
]

fe>)dt.

En utilisantMe = 0, on obtient :

MD(T ) + D(T )M>

=

∫ T

0

(ef>
[

exp(Mt)
]>

M> −M
[

exp(Mt)
]

fe>)dt

= ef>
(

∫ T

0

[

exp(Mt)
]

Mdt
)>

−
(

∫ T

0

[

exp(Mt)
]

Mdt
)

fe>

= ef>
[

exp(MT ) − exp(0)
]>

−
[

exp(MT ) − exp(0)
]

fe>. (5.29)

Notons queexp(0) = I et quelimT→∞ pij(T ) = πj , c’est-à-dire également quelimT→∞ exp(MT ) =

eπ. En prenantT → ∞ pour l’équation (5.29), on a :

MD + DM> = lim
T→∞

{

MD(T ) + D(T )M>
}

= ef>(eπ)> − ef> − eπfe> + fe>

= fe> − ef>, caref>(eπ)> = e(πf)>e> = eπfe>

= −F.

Maintenant, on prouve l’unicité de la solution. Supposons que (5.27) admet deux solutions

différentes,D1 = eg>
1 − g1e

> et D1 = eg>
2 − g2e

>. ÉtantW = D1 − D2 = eω> − ωe>,

avecω = g1 − g2, par conséquent,MW + WM> = 0. Remarquons queMe = 0, on a

donceω>M>−Mωe> = 0. En multipliant les deux côtés sur la gauche de cette équation avec

l’inverse généraliséeM] et, utilisantM]M = I−eπ etM]e = 0, on obtient :(I−eπ)ωe> = 0.

Par conséquent,

ωe> = eπωe> = (πω)ee>,
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5.4. Estimation du facteur MSM stationnaire

où πω est une constante. Pour cela, on aW = (ωe>)> − ωe> = 0. C’est-à-dire finalement

queD1 = D2. �

Lien entre M] et D : Soient l’inverse généraliséeM] et la matrice de réalisation de pertur-

bationD, on a la relation suivante :

M]f = Dπ>, (5.30)

Pour la démonstration de cette relation, on commence par multiplier les deux côtés sur la

droite de (5.27) parπ, et en utilisantπM = 0 etπe = 1, on obtient :

MDπ> = (fe>π> − ef>πT ) = f − eπf

= (I− eπ)f ,

Remarquons que(I − eπ) = MM], on a :

MDπ> = MM]f

Ensuit, multiplions à gauche les deux membres parM], on obtient(I − eπ)Dπ> = (I −

eπ)M]f . Cela conduit directement à (5.30) carπM] = 0 et πDπ> = π(eg> − ge>)π> =

g>π> − πg = 0 pour toutD ∈ V. �

Lien entre le facteur MSM et le facteur de perturbation dij : D’après (5.6) et (5.30), le

facteur MSM stationnaire peut se écrire comme suit :

MSMW
Q = −πQDπ> = πQD>π>. (5.31)

On a vu précédemment que le vecteur de probabilité d’occupation des étatsπ et la matrice de

réalisation de perturbationD peuvent être estimés à partir d’une seule trajectoire observée. En

effet, les estimateurŝπ et D̂ sont obtenus par les équations (5.11) et (5.12) respectivement. Par

conséquent,
ˆMSM

W

Q = π̂QD̂>π̂>. (5.32)

Ici encore, cette relation nous permet d’estimer le facteurde sensibilité multi-directionnelle en

régime stationnaire grâce à une seule trajectoire observée. Notons de plus que cette équation

montre tout l’intérêt de l’approche proposée par rapport à une estimation par différences finies :

les quantitéŝπ et D̂ sont estimées une fois pour toutes, et n’importe qu’elle mesure d’impor-

tance souhaitée peut être obtenue sans estimation supplémentaire, directement en choisissant la

matriceQ correspondante.

Pour illustrer cette approche, reprenons maintenant l’exemple au paragraphe 5.4.1. Plus

concrètement, on s’intéresse ici à estimer MSMQλ2
en utilisant une trajectoire simulée du sys-

tème.
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Chapitre 5. Estimation du facteur MSM stationnaire par analyse de perturbation

On considère des données simulées identiques à celles de la section précédente. Tout d’abord,

en utilisant l’algorithme basée sur la relation (5.12), l’estimation de la matrice de réalisation de

perturbation donne :

D̂ =











0 −1.3648 −1.4528 −11.2053

1.3648 0 −0.0850 −9.8446

1.4528 0.0850 0 −9.8063

11.2053 9.8446 9.8063 0











,

Puis, en utilisant l’estimation̂π donnée(5.26), on obtient alors les résultats suivants grâce à la

relation (5.32) :

E( ˆMSM
A

Qλ2
) = −2.3301

σ ˆMSM
A

Qλ2

= 0.0309.

La figure 5.5 représente l’évolution de l’estimation̂MSM
A

Qλ2
basée sur l’estimation de la ma-

trice de réalisation de perturbationD, en fonction de la taille de la trajectoire simulée.
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FIG. 5.5 – Représentation de l’estimateur de MSMA
Qλ2

basé sur l’estimation de la matrice de

réalisation de perturbationD en fonction de la taille de la trajectoire simulée observée

Les deux figures 5.4 et 5.5 semblent indiquer que l’estimateur ˆMSM
A

Qλ2
basé sur l’esti-

mation du facteur de réalisation de perturbation converge plus rapidement que celui basé sur

l’estimation de la matrice génératrice.

En se basant sur l’estimation du facteur de réalisation de perturbationdij, ou par consé-

quent, la matrice de réalisationD, on peut estimer le facteur MSM stationnaire à partir d’une

seule trajectoire. Notons toutefois que l’estimation de lamatrice de réalisationD peut s’avérer

coûteuse en temps de calcul. En effet, celle-ci demande une complexité d’ordreO((m2−m)/2)

lorsquem désigne le nombre total d’états du système.
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Au paragraphe suivant, on considérera une autre approche permettant d’estimer le MSM

stationnaire avec une complexité d’ordreO(m).

5.4.3 Approche basée sur l’estimation du potentiel de performance

Ce paragraphe a pour objectif d’intégrer le vecteur du potentiel de performanceg dans la

formule d’évaluation du facteur MSM stationnaire. Cela nous permet de pouvoir estimer le

facteur MSM stationnaire via l’estimation deg.

Lien entre le facteur MSM et le vecteur du potentiel de performanceg : Le facteur

MSM stationnaire peut être écrit sous la forme :

MSMW
Q = πQg. (5.33)

Preuve.En substituant (5.15) dans (5.32), on a :

MSMW
Q = πQ(eg> − ge>)π> = πQe(πg)> − πQg(πe)>.

En utilisantQe = 0 etπe = 1, on obtient facilement (5.33).�

Lien direct entre g et M] : D’après (5.20) et (5.33), on obtient :

g = −M]f . (5.34)

Notons que le vecteur du potentiel de performanceg peut être estimé à partir d’une seule tra-

jectoire observée, voir paragraphe 5.3.3. En fait, les estimateursπ̂ et ĝ sont obtenus par les

équations (5.11) et (5.18) respectivement.

D’après (5.33), l’estimation du facteur MSM stationnaire suivant une directionQ peut être

obtenue grâce à la relation suivante :

ˆMSM
W

Q = π̂Qĝ. (5.35)

Cette relation nous donne une estimation du facteur MSM stationnaire à partir d’une seule tra-

jectoire observée car les deux estimateursπ̂ et ĝ sont obtenus à partir d’une seule trajectoire

observée. Il importante rappeler que l’estimation du vecteur du potentiel de performanceg est

obtenue avec une complexité d’ordreO(m) seulement. Rappelons que cette équation montre

tout l’intérêt de l’approche proposée par rapport à une estimation par différences finies : les

quantitésπ̂ et D̂ sont estimées une fois pour toutes, et n’importe qu’elle mesure d’importance

souhaitée peut être obtenue sans estimation supplémentaire, directement en choisissant la ma-

triceQ correspondante.

Considérons encore une fois maintenant l’exemple traité aux paragraphes précédents. On

s’intéresse à estimer le MSMQλ2
en utilisant l’estimation deg ce qui peut être obtenue à partir

de la même trajectoire simulée au paraphe 5.4.1.
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FIG. 5.6 – Représentation de l’estimateur de MSMA
Qλ2

basé sur l’estimation du potentiel de

performance en fonction de la longueur de trajectoire observée pour le casT = 20

On commence tout d’abord par estimer la durée moyenne du premier passage qui permet de

choisir la longueur de la périodeT pour l’estimation du potentiel de performance. En utilisant

(5.9), la durée moyenne du premier passageΓ vaut :

Γ̂ = 56.0953.

Puis, on propose maintenant trois scénarios liés à trois différentes valeurs deT : T = 20,

T = 56, et T = 100. Ensuite on utilise l’équation (5.18) pour estimer le vecteur du potentiel

performanceg, et on reprend l’estimateur̂π, voir (5.26). Les résultats de MSMAQλ2
sont finale-

ment obtenus par l’équation (5.4.3), voir tableau 5.1. Ils nous montrent que quand la longueur

T est égale ou supérieure à la durée moyenne du premier passage, les résultats estimés sont tout

à fait comparables avec le résultat exact obtenu par la méthode analytique. On trouve égale-

ment que siT est grande, l’écart-type est grand, cependant, il est tout àfait acceptable. Notons

toutefois que siT est grande, le temps de calcul devrait être probablement long.

Les figures 5.6 et 5.7 donnent les évolutions de l’estimateurˆMSM
A

Qλ2
, qui est basé sur

l’approche d’estimation du potentiel de performance, en fonction de la longueur de trajectoire

simulée pour trois cas différents.

Les résultats numériques dans cet exemple nous suggère le fait que l’on choisit la valeur

de la longueurT dans la formule d’estimation (5.18) selon la valeur de la durée moyenne du

premier passage.
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FIG. 5.7 – Représentation de l’estimateur de MSMA
Qλ2

basé sur l’estimation du potentiel de

performance en fonction de la longueur de trajectoire observée (T ) : (a) correspond au cas

T = 56 ; (b) correspond au casT = 100

T E( ˆMSM
A

Qλ2
) σ ˆMSM

A

Qλ2

T = 20 -2.0078 0.0362

T = 56 -2.3145 0.0469

T = 100 -2.3146 0.0511

TAB. 5.1 – Résultats de l’estimateurˆMSM
A

Qλ2
, qui est basé sur l’estimation du potentiel de

performance, avec trois différentes valeurs de la longueurde trajectoire observéeT

5.4.4 Conclusion

En résumé, afin d’estimer le MSM stationnaire à partir d’une seule trajectoire observée, on

peut utiliser trois différentes approches. La première se basse sur l’estimation de la matrice gé-

nératrice du processus de Markov, cette approche est simpleet facile à réaliser. Notons toutefois

qu’elle peut conduire des erreurs numériques car le problème de l’inverse d’une matrice des va-

leurs faibles. De plus, elle peut également être difficile à appliquer pour des grands systèmes

dont la taille de la matrice génératriceM est grande.

La deuxième approche basée sur l’estimation de la matrice deréalisation de perturbation

D nous permet d’éviter le problème de l’inverse d’une matrice. Malgré sa complexité à mettre

en œuvre, le résultat estimé est bon et comparable avec le celui de la théorie, la convergence

de cette estimation est plus rapide que celle liée sur l’estimation de la matrice génératrice.
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Notons toutefois que l’estimation de la matrice de réalisationD peut s’avérer coûteuse en temps

de calcul. En effet, celle-ci doit être menée pour chaque couple (i, j)i>j, ce qui donne une

complexité d’ordreO((m2 − m)/2) lorsquem désigne le nombre total d’états du système.

L’approche basée sur l’estimation du potentiel de performance permettant également d’esti-

mer le facteur MSM stationnaire grâce à une seule trajectoire. Elle peut fournir de bon résultat

en choisissant la valeur de la longueurT autour de la valeur de la durée moyenne du premier

passage. De plus, sa complexité est beaucoup moindre que l’approche basée sur l’estimation

de la matrice de réalisation de perturbation. En effet, cette approche demande une complexité

d’ordre O(m) seulement. C’est-à-dire que cette approche offre des avantages considérables,

particulièrement pour des grands systèmes.

5.5 Exemple d’application

Considérons maintenant le système de production présenté àla section 4.3 du chapitre 4,

où on a découvert les applications principales du facteur MSM afin d’analyser la sensibilité

des indicateurs de performance (disponibilité et capacitéde production globale) du système

suivant des directions spécifiques, et d’identifier non seulement l’importance d’un composant,

d’un groupe de composant, et aussi l’importance d’un état oud’un groupe d’états donnés. La

méthode analytique a été utilisée dans le chapitre 4.3 les résultats exactes de MSM instantané,

moyenne sur une intervalle de temps et aussi stationnaire.

Dans cette section, on suppose que les comportements des composants (taux de défaillance

et de réparation) et la matrice génératrice sont inconnus etque seulement des données de retour

d’expériences (qui correspondent à une seule trajectoire du processus de Markov en régime

normal) sont disponibles. On s’intéresse ici à utiliser la technique de l’analyse de perturbation,

plus concrètement, l’approche basée sur l’estimation du potentiel de performance pour estimer

le facteur MSM stationnaire.

Pour commencer, on simule une trajectoire sur une durée équivalente de 100000 transitions

en utilisant les mêmes données (taux de défaillance, taux deréparation) appliquées à la section

4.3.

En se basant sur cette trajectoire, le vecteur de probabilité d’occupation d’états est obtenu

grâce à l’équations (5.11). La durée moyenne du premier passage, qui est utilisé pour choisir

la longueur de la périodeT pour l’estimation du potentiel de performance, peut également être

obtenue par l’équation (5.9). Ensuite, on utilisera l’équation (5.18) afin d’estimer le vecteur

du potentiel de performanceg. Et finalement, l’estimation du facteur MSM stationnaire sera

obtenue grâce à l’équation (5.4.3). Plus concrètement, en changeant les différentes directions
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spécifiques on peut obtenir l’estimation les sensibilités de la disponibilité/capacité de production

asymptotique par rapport à :

– un paramètre donné, voir les tableaux 5.2 et 5.3 ;

– un groupe de paramètres, voir le tableau 5.4 ;

– un état donné, voir le tableau 5.5 ;

– un groupe d’états donnés, voir le tableau 5.6.

Résultat MSMA
Qλ1

MSMA
Q

λ1

MSMA
Qλ2

MSMA
Qλ3

MSMA
Qλ4

Théorique -8.1398 -9.3909 -30.9503 -51.2382 -32.0239

Estimation4 -8.2003 -9.4116 -30.8735 -52.2005 -32.0500

TAB. 5.2 – Sensibilité de la disponibilité asymptotique du système par rapport à un paramètre

Résultat MSMS
Qλ1

MSMS
Q

λ1

MSMS
Qλ2

MSMS
Qλ3

MSMS
Qλ4

Théorique -17644.2201 -1897.7427 -18310.9107 -9395.1702 -5871.9814

Estimation4 -17718.2509 -1889.2698 -18262.4159 -9539.7950 -5902.7632

TAB. 5.3 – Sensibilité de la productivité asymptotique du système par rapport à un paramètre

MSMA
Q MSMS

Q

Direction Théorique Estimation4 Théorique Estimation4

Q(λ1,λ1,λ2)
-48.4811 -48.4854 -37852.8736 -37965.5190

Q(λ3,λ4) -83.2621 -82.2505 -15267.1515 -15710.7693

Q(λ1,2.34µ2) -0.0060 -0.0025 2923.6961 2954.3188

Q(λ4,2.42µ3) 0.0534 0.6145 9.8035 -20.8369

TAB. 5.4 – Sensibilité de la disponibilité/productivité asymptotique par rapport à un groupe de

paramètres

Les résultats numériques nous montrent que les valeurs estimées sont proches de celles qui

sont données par la méthode analytique.

4L’approche basée sur l’estimation du potentiel de performance
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MSMA
Q MSMS

Q

Direction Théorique Estimation4 Théorique Estimation4

QS1 -60.0535 -60.3198 -36215.8937 -36384.5685

QS2 -14.6393 -14.8813 -2512.5380 -2591.7307

QS3 -12.0197 -12.3534 -2356.8238 -2376.2139

QS4 -29.1022 -28.7519 -8486.7967 -8666.4106

QS5 -6.0478 -6.1136 -1739.0416 -1794.6838

QS7 -4.4008 -4.3567 -785.4732 -782.1155

QS8 -0.9072 -0.8512 -162.0568 -176.9185

QS9 -3.7906 -3.8327 -714.1543 -749.2108

QS10 -0.7822 -0.8320 -147.2472 -154.5079

TAB. 5.5 – Sensibilité de la disponibilité/productivité asymptotique par rapport à un état donné

Direction États
MSMA

Q MSMS
Q

Théorique Estimation4 Théorique Estimation4

Q(C1C2) 1,4,5 -27.2344 -27.0534 -33978.7511 -34114.7134

Q(C1C3) 1,3,5,10 -61.8841 -62.1467 -25899.9678 -26096.2319

Q(C1C4) 4,9 -30.8173 -30.3143 -7425.4585 -7632.9012

Q(C2C3) 1,2,5,8 -74.3927 -74.6672 -24903.1600 -22443.5158

Q(C2C4) 4,7 -32.6183 -32.9070 -7354.4199 -7483.8962

TAB. 5.6 – Sensibilité de la disponibilité/productivité asymptotique par rapport à un groupe

d’états
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5.6 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre comment le facteur de sensibilité multi-directionnelle

en régime stationnaire (appelé aussi MSM stationnaire, voir chapitre 3) peut être évalué sans

passer par des méthodes exactes qui requièrent les données des composants individuels (taux

de défaillance, taux de réparation), ni par des méthodes approximatives qui sont coûteuses en

temps de calcul, ni par les méthodes FD/SP qui nécessitent des données des comportements

nominal et perturbé à la fois. En fait, les données du systèmeperturbé peuvent être inexistantes

lorsque les paramètres ne peuvent pas être intentionnellement modifiés (par exemple, pour des

raisons d’économie ou de sécurité).

Nous avons présenté trois approches permettant d’estimer le facteur MSM à partir d’une

seule réalisation du processus de Markov :

– l’approche basée sur l’estimation de la matrice des taux detransition ;

– l’approche basée sur l’estimation du facteur de réalisation de perturbation ;

– et enfin, L’approche liée à l’estimation du potentiel de performance.

Les deux dernières approches basée principalement sur la technique de réalisation de per-

turbation permettent d’éviter les problèmes numériques dus à l’inversion matricielle mécessaire

à la mise en œuvre de la première approche. Pour une comparaison entre ces deux approches,

la deuxième peut s’avérer plus coûteuse en temps de calcul que la troisième approche particu-

lièrement pour des grands systèmes.

A travers d’un système simple, il a été montré que les trois approches peuvent donner des

résultats tout à fait comparables à ceux obtenus par la méthode analytique, et que la convergence

de la troisième semble être la plus rapide (même si ce dernierpoint reste à prouver).

D’un point de vue pratique, ces approches offrent de nombreux avantages. Elles permettent

d’estimer le MSM stationnaire à partir des données de retourd’expériences, et sans avoir à

connaître la matrice des taux de transition du processus de Markov sous-jacent. Par rapport à

une approche ”simple” basée sur les différences finies, il est à noter qu’une seule estimation

suffit à obtenir toutes les mesures d’importance souhaitées, puisqu’il suffit ensuite de prendre la

valeur deQ souhaitée dans les équations (5.32) ou (5.35).
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Troisième partie

Proposition d’un facteur d’importance

différentiel étendu
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Introduction

Dans la dernière partie de ce mémoire, on envisage, dans un premier temps, de mesurer

l’effet sur la performance du système d’un changement des paramètres, dans une direction.

Pour ce faire, on s’intéresse à la définition d’un indicateurde variation de performances. On

étudie, dans un second temps, comment mesurer la contribution relative d’un composant (d’un

groupe de composants), ou d’un état, à la variation totale deperformances du système.

Le chapitre 6 est consacré à l’étude de l’accroissement d’une fonction qui correspond à des

mesures de performances (la disponibilité/fiabilité, la capacité de production globale ...) du sys-

tème. Cette étude est nécessaire lorsque des changements deparamètres surviennent qui peuvent

être liés, par exemple, aux phénomènes de dégradation des composants, à un choc, ou au fait

que l’on optimise la conception du système en modifiant ses caractéristiques fiabilistes . Afin

d’évaluer cet accroissement, on considère d’abord dans ce chapitre des méthodes analytiques

permettant de donner des résultats exacts. Ensuite, on présentera des méthodes d’estimation

qui peuvent fournir des résultats approchés à partir de données dont la structure est réaliste par

rapport au retour d’expérience.

Afin de classer les composants (ou des groupes de composants)selon leur contribution rela-

tive à une variation des performances du système, on proposedans le chapitre 7 l’utilisation du

facteur d’importance différentiel récemment introduit par Borgonovo [18, 17]. Ce facteur est ici

mis en œuvre dans le contexte des systèmes à composants dépendants décrits par des processus

de Markov. Il est défini à partir de l’approximation au premier ordre de l’accroissement de la

fonction de performance. Nous proposons ensuite une extension de ce facteur basée sur un dé-

veloppement complet de l’accroissement. On montre qu’un tel développement est envisageable

à moindre frais dans le cadre des systèmes markoviens. L’évaluation du facteur d’importance

différentiel et celle de son extension sont facilement obtenues grâce à l’indicateur de varia-

tion de performances présenté au chapitre 6 et l’on peut établir un lien direct avec le facteur

d’important proposé MSM.
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Chapitre 6

Variation des performances asymptotiques

6.1 Introduction

L’évaluation des variations des performances (qui sont desmesures de disponibilité/fiabilité,

de capacité de production globale ...) du système en fonction des variations de certains para-

mètres a été étudiée dans de nombreux travaux. Borgonovo [18, 17] propose de passer par une

approximation au premier ordre de l’accroissement de la fonction de performance à condition

que les changements soient suffisamment petits au niveau desparamètres. L’approximation au

deuxième ordre a été introduite par Zio [104]. Dans le contexte des systèmes markoviens seule-

ment, l’approximation aux ordres supérieurs a été envisagée [29, 64] mais aucune formulation

donnant le développement complet n’a été établie.

Nous nous attachons dans un premier temps à établir la formule permettant de calculer de

façon analytique les variations de performances asymptotiques qui sont provoquées par des

changements simultanés de paramètres fiabilistes (taux de défaillance et/ou de réparation) ou

relatifs à des états (taux de transition) dans le contexte d’un système dynamique décrit par un

processus de Markov. Cette formule prend en compte tous les ordres de l’accroissement, ce qui

nous permet d’obtenir des résultats exacts.

Dans un second temps, nous considérons les méthodes d’estimation basées sur l’analyse de

perturbation, voir chapitre 5, permettant d’estimer cettevariation à partir de données de retour

d’expérience sans avoir à connaître la matrice génératricedu processus de Markov.

Une partie présentée dans ce chapitre a été l’objet d’une communication à un congrès inter-

national [39].
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6.2 Variation des performances asymptotiques - Définition

Considérons un système à composants dépendants (fonctionnelles et structurelles) décrit par

un processus de Markov avec pour matrice génératriceM. Nous supposons également que le

processus est irréductible, il existe donc une et une seule distribution de probabilité d’occupation

d’états en régime stationnaireπ. Par conséquent, l’équation Chapman-Kolmogorov en régime

stationnaire vaut :

πM = 0 (6.1)

Rappelons que la mesure de performance du système en régime stationnaire, appelée mesure

de performance asymptotique, peut être évaluée selon l’expression suivante :

W = πf ,

où f = (f1, f2, ..., fn)
> est un vecteur colonne associé aux états du système dans le cas d’un

système binaire. Pour un système multi-état (y compris un système de production),f est associé

au niveau de performance asymptotique des états du système.Par exemple, pour un système

de production,f peut correspondre au vecteur des capacités de production d’étatsX, voir le

chapitre 4.

6.2.1 Variation en fonction d’un seul paramètre

On suppose que le changement d’un paramètre est modélisé mathématiquement selon la

relation suivante :

xiδ = xi + δxi, (6.2)

où :

– xi est un paramètre fiabiliste (par exemple, taux de défaillance ou taux de réparation, ou

plus généralement, taux de transition entre des états, ...);

– δxi est la quantité de variation du paramètrexi ;

– xiδ est la valeur dexi après le changement.

Ce changement peut se produire physiquement lorsque le composant subit un changement

brutal (phénomène de dégradation d’un composant). Les changements liés à des chocs exté-

rieurs peuvent être, par exemple, un changement de la condition de l’environnement, un choc

mécanique, etc, voir [9]. Une illustration de ce changementlié à un changement brutal de l’en-

vironnement est présentée sur la figure 6.1. Notons également que ce changement peut être

également dû à une action de maintenance : amélioration de lafiabilité d’un composant ; rem-

placement d’un nouveau composant.
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xi

xi + δxi

Environnement

Paramètre Temps

Temps

condition 1

condition 2

changement

FIG. 6.1 – Illustration d’une dégradation liée au changement dela condition de l’environnement

La variation de la valeur du paramètrexi conduit à un changement de la matrice des taux de

transition du processus de Markov :

Mδ = M + δxiQxi
, (6.3)

avecQxi
est la matrice directionnelle indiquant la direction du paramètrexi. On a montré éga-

lement dans le chapitre 3 queQxi
= ∂M/∂xi.

Le changement d’un paramètre donné par relation (6.2), ou plus généralement, le change-

ment de la matrice des taux de transition du processus de Markov (équation (6.3)) conduisent

donc à une variation de la mesure de performance. Nous nous intéressons à établir la formule

d’évaluation de cette variation. Pour ce faire, nous utilisons le développement en séries de

McLaurin [20] en supposant que la mesure de performance asymtotiqueW est une fonction

indéfiniment dérivable par rapport au paramètrexi.

Plus précisément, la variation de la mesure de performance asymptotiqueW provoquée par

le changement d’un paramètrexi peut s’écrire selon l’expression suivante :

δWxi
= δxi

∂W

∂xi
+

1

2!
(δxi)

2 ∂2W

∂2xi
+

1

3!
(δxi)

3∂3W

∂3xi
+ ...

=
∞
∑

l=1

δlWxi
, (6.4)

avec :

δlWxi
=

1

l!
(δxi)

l ∂
lW

∂lxi

, pourl = 1, 2, 3, · · · .
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6.2.2 Variation en fonction de plusieurs paramètres

De façon plus générale, on suppose maintenant queK paramètres (les taux de défaillance

et/ou les taux de réparation, ou plus généralement, les tauxde transition caractérisant un état,

ou d’un groupe d’états) du système de multi composants (x1, x2, · · · , xK) sont simultanément

perturbés selon les relations suivantes :

x1δ = x1 + δx1

x2δ = x2 + δx2

· · ·

xKδ = xK + δxK . (6.5)

La figure 6.2 donne une illustration de la variation de taux dedéfaillance de deux compo-

sants en parallèle soumis à un choc extérieur. Sur cet exemple simple, les taux de défaillance du

composantC1 et du composantC2 avant de choc sontλ1 etλ2 respectivement. Après avoir subi

un choc, ils deviennentλ1 + δλ1 etλ2 + δλ2 respectivement. Une autre illustration est reportée

dans la figure 6.3 dans laquelle les taux de transition sortant de l’état 1 varient lorsqu’il existe

une interaction entre les deux composantsC1 etC2 dans l’état 1.

Notons également que les changements simultanés des paramètres du système peuvent être

également dûs à une action de maintenance : amélioration simultané de la fiabilité des com-

posants ; remplacement des nouveaux composants. Ils peuvent aussi être liés au fait que l’on

optimise la conception en faisant varier simultanément lesvaleurs des paramètres fiabilistes

pour atteindre la mesure de performance souhaitée.

λ1 → λ1 + δλ1

λ2 → λ2 + δλ2

Choc

C1

C2

FIG. 6.2 – Illustration d’une dégradation liée à un choc extérieur

Dans le cadre des études de la sûreté des systèmes nucléaires, Borgonovo [18, 17] considère

deux types de changements simultanés des paramètres :
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1 4

2

3
λ1

λ1 + δλ1

λ2

λ2 + δλ2

µ1

µ1
µ2

µ2

État 1 :C1C2 État 2 :C1C2

État 3 :C1C2 État 4 :C1 C2

FIG. 6.3 – Illustration d’une dégradation liée à une interaction entre deux composantsC1 etC2

dans l’état 1

Type1 - changements uniformes: lesK paramètres varient simultanément d’une même quan-

tité. On a :

δxi = δxj, pouri, j = 1, 2, ..., K. (6.6)

Type2 - changements proportionnels: lesK paramètres varient simultanément avec un même

pourcentageω.

δxi

xi

=
δxj

xj

= ω, pouri, j = 1, 2, ..., K. (6.7)

De façon similaire, en utilisant les matrices directionnelle (Qx1 ,Qx2, · · · ,QxK
) qui in-

diquent les directions des paramètres (x1, x2, · · · , xK) respectivement, l’équation (6.5) conduit

à l’équation suivante :

Mδ = M + δx1Qx1 + δx2Qx2 + · · ·+ δxKQxK

= M +

K
∑

i=1

δxiQxi

= M + Qδ, (6.8)

où :

– Qxi
=

∂M

∂xi
pouri = 1, 2, · · · , K

– Qδ =
K
∑

i=1

δxiQxi
.

Le changement simultané de plusieurs paramètres, le changement des taux de transition

caractérisant un état (un groupe d’états) du système, ou plus généralement, le changement de la
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matrice des taux de transition du processus de Markov conduit à une variation de la mesure de

performance notéeδW .

En utilisant l’extension du développement en séries de McLaurin et en supposant queW est

indéfiniment dérivable par rapport tous les paramètres, cette variation totaleδW peut s’écrire

selon l’expression suivante :

δW =

K
∑

i=1

δxi
∂W

∂xi
+

1

2!

K
∑

i=1

K
∑

j=1

(δxiδxj
∂2W

∂xi∂xj
) + ...

=
∞
∑

l=1

δlW, (6.9)

où :

δlW =
1

l!

K
∑

i1=1

K
∑

i2=1

· · ·
K
∑

il=1

δxi1δxi2 · · · δxil

∂lW

∂xi1∂xi2 · · ·∂xil

, pourl = 1, 2, 3, · · · (6.10)

On explicite maintenant une méthode efficace permettant d’évaluer la variation de la mesure

de performance asymptotiqueδW .

6.3 Calcul analytique de la variationδW

Pour l’évaluation deδW , la méthode des différences finis peut être utilisés. On a :

δW = Wδ − W,

où :

– W est la mesure de performance asymptotique du système non perturbé (avant des chan-

gements des paramètres ) ayant comme matrice de taux de transition M et comme vecteur

de probabilité d’occupation d’étatsπ ;

– Wδ est la mesure de performance asymptotique du système perturbé ayant comme matrice

de taux de transitionMδ qui conduit au vecteur de probabilité d’occupation d’étatsπδ.

Wδ = πδf avec πδMδ = 0. (6.11)

Par conséquent,

δW = (πδ − π)f . (6.12)

Cette relation montre que pour calculerδW il faut déterminer le vecteur de probabilité

d’occupation d’états du système nominalπ et celui du système perturbéπδ. L’objectif dans

la suite est de montrer que l’on peut évaluerδW à partir seulement du vecteur de probabilité

d’occupation des étatsπ (sans calculπδ).
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6.3.1 Evaluation de la variation au premier ordreδ1W

Par définition,δ1W peut s’écrire sous la forme suivante :

δ1W =

K
∑

i=1

δxi
∂W

∂xi
=

K
∑

i=1

δxi
∂π

∂xi
f

= δ1πf , (6.13)

avec :

δ1π =

K
∑

i=1

δxi
∂π

∂xi
. (6.14)

On sait que l’équation de Kolmogorov en régime stationnairedonne :

πM = 0,

en prenant la dérivée par rapport au paramètrexi, on a :

∂π

∂xi
M + π

∂M

∂xi
= 0,

en remplaçantQxi
par∂M/∂xi, on obtient :

∂π

∂xi

M = −πQxi
. (6.15)

Notons queM est la matrice génératrice d’un processus de Markov, elle n’est donc pas

inversible. C’est la raison pour laquelle l’inverse généralisée deM a été introduite dans [82].

En effet, l’inverse généralisée deM est calculé selon l’expression suivante :

M] = (M + eπ)−1 − eπ, (6.16)

avece = (1, 1, ..., 1)> et MM] = M]M = I − eπ (I étant la matrice d’identité de la même

taille que celle de la matrice génératriceM). En multipliant les deux côtés de l’équation (6.15)

parM], on a :
∂π

∂xi
(I − eπ) = −πQxi

M],

ou,
∂π

∂xi
−

∂πe

∂xi
π = −πQxi

M].

Notons également queπe = 1, donc∂πe/∂xi = 0. Par conséquent, on obtient :

∂π

∂xi
= −πQxi

M]. (6.17)
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Alors, d’après l’équation (6.14) :

δ1π =
K
∑

i=1

δxi
∂π

∂xi

= −π
[

K
∑

i=1

δxiQxi

]

M]

= −πQδM], (6.18)

et d’après les équations (6.13) et (6.18), on obtient finalement :

δ1W = −πQδM]f . (6.19)

6.3.2 Evaluation de la variation au deuxième ordreδ2W

Par définition,δ2W peut s’écrire comme suit :

δ2W =
1

2

K
∑

i=1

K
∑

j=1

δxiδxj
∂2W

∂xi∂xj
=

1

2

K
∑

i=1

K
∑

j=1

δxiδxj
∂2π

∂xi∂xj
f , (6.20)

on commence par prendre la dérivée de l’équation (6.15) par rapport au paramètrexj :

∂2π

∂xi∂xj
M +

∂π

∂xi

∂M

∂xj
= −

∂π

∂xj
Qxi

,

alors :
∂2π

∂xi∂xj

M = −
∂π

∂xi

Qxj
−

∂π

∂xj

Qxi
. (6.21)

En utilisant l’inverse généraliséeM], et en notant queMM] = I − eπ etπe = 1, on obtient :

∂2π

∂xi∂xj
= −(

∂π

∂xi
Qxj

+
∂π

∂xj
Qxi

)M]. (6.22)

Donc :

δ2π =
1

2!

K
∑

i=1

K
∑

j=1

δxiδxj
∂2π

∂xi∂xj

(6.23)

= −
1

2

{

K
∑

i=1

δxi
∂π

∂xi

K
∑

j=1

δxjQxj
+

K
∑

j=1

δxj
∂π

∂xj

K
∑

i=1

δxiQxi

}

M]

= −
1

2
2

K
∑

i=1

δxi
∂π

∂xi

[

K
∑

j=1

δxjQxj

]

M]

= −
K
∑

i=1

δxi
∂π

∂xi
QδM],
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en utilisant les équations (6.14) et (6.18) , on a :

δ2π = −[δ1π]QδM]

= π[QδM]]QδM]

= π[QδM]]2. (6.24)

D’après les équations (6.20), (6.23) et (6.24) , on obtient finalement :

δ2W = [δ2π]f = π[QδM]]2f . (6.25)

6.3.3 Evaluation de la variation aux ordres supérieurs

De façon similaire, la variation aul-ième ordre (l = 3, 4, · · · ) de δπ peut s’écrire comme

suit :

δlπ =
1

l!

K
∑

i1=1

K
∑

i2=1

· · ·
K
∑

il=1

δxi1δxi2 · · · δxil

∂lπ

∂xi1∂xi2 · · ·∂xil

, (6.26)

et,

δlW = δlπf . (6.27)

On commence par prendre la dérivée de l’équation (6.21) par rapport au paramètrexk :

∂3π

∂xi∂xj∂xk
M +

∂2π

∂xi∂xj

∂M

∂xk
= −

∂2π

∂xi∂xk
Qxj

−
∂2π

∂xj∂xk
Qxi

,

or,

∂3π

∂xi∂xj∂xk
M = −

∂2π

∂xi∂xj
Qxk

−
∂2π

∂xi∂xk
Qxj

−
∂2π

∂xj∂xk
Qxi

. (6.28)

Notons queMM] = I − eπ et πe = 1, alors on obtient la relation suivante lorsque l’on

multiplie tous les deux côtés de l’équation (6.28) parM] :

∂3π

∂xi∂xj∂xk
= −(

∂2π

∂xi∂xj
Qxk

+
∂2π

∂xi∂xk
Qxj

+
∂2π

∂xj∂xk
Qxi

)M].
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Par conséquent, On a :

δ3π =
1

3!

K
∑

i=1

K
∑

j=1

K
∑

k=1

δxiδxjδxk
∂3π

∂xi∂xj∂xk

= −
1

3!

{

K
∑

i=1

K
∑

j=1

δxiδxj
∂2π

∂xi∂xj

K
∑

k=1

δxkQxk
+

+
K
∑

i=1

K
∑

k=1

δxiδxk
∂2π

∂xi∂xk

K
∑

j=1

δxjQxj
+

+
K
∑

j=1

K
∑

k=1

δxjδxk
∂2π

∂xj∂xk

K
∑

i=1

δxiQxi

}

M]

= −
1

3!
3

K
∑

i=1

K
∑

j=1

δxiδxj
∂2π

∂xi∂xj
QδM]

= −
[ 1

2!

K
∑

i=1

K
∑

j=1

δxiδxj
∂2π

∂xi∂xj

]

QδM] (6.29)

D’après les équations (6.23), (6.24) et (6.29), on obtient la relation suivante :

δ3π = −[δ2π]QδM]

= −π[QδM]]3. (6.30)

Et, la variation au3-ième ordre de la mesure de performance asymptotique est :

δ3W = δ3πf = −π[QδM]]3f . (6.31)

De façon plus générale, en regardant les relations (6.24) et(6.30), on trouve queδlπ peut

être écrit récursivement à partir deδl−1π (pour l = 2, 3, · · · ). C’est-à-dire que pour toutl ≥ 2,

on a :

δlπ = −[δl−1π]QδM]

= (−1)lπ[QδM]]l. (6.32)

Alors, la variation aul-ième (l > 3) ordre de la mesure de performance asymptotique est :

δlW = δlπf = (−1)lπ[QδM]]lf . (6.33)

D’après les équations (6.9), (6.19), (6.25), (6.31) et (6.33), on obtient la variation totale de

la mesure de performance asymptotique provoquée par les changements simultanés des para-

mètres du système :
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6.3. Calcul analytique de la variationδW

δW =
∞
∑

i=1

{

(−1)iπ[QδM]]i
}

f ,

ou,

δW = −πQδM]
[

∞
∑

i=0

[−QδM]]i
]

f . (6.34)

Grâce à la prise en compte des impacts aux ordres supérieurs,cette relation nous permet de

calculer précisément la variation totale de la mesure de performance asymptotique provoquée

par des changements de paramètres ( taux de défaillance, taux de réparation, ou plus généra-

lement, taux de transition entre des états). Notons toutefois que le calcul peut être laborieux

(évaluation d’une somme infinie). On étudie maintenant la convergence de
∑∞

i=0[−QδM]]i
]

.

On commence par définir la matriceT tel queT = −QδM]. En notant que :

I −Tk = (I − T)(I + T + T2 + · · ·+ Tk−1)

= (I − T)
k−1
∑

i=0

Ti,

donc,

lim
k→∞

[I − Tk] = lim
k→∞

{

(I − T)
k−1
∑

i=0

Ti
}

,

ou,

I − lim
k→∞

Tk = (I − T)

∞
∑

i=0

Ti. (6.35)

Théorème 6.1.(Convergence delimk→∞ Tk - [64]) r étant la plus grande valeur propre de la

matriceT en valeur absolue, on ar < 1. Par conséquent,

lim
k→∞

Tk = 0. (6.36)

D’après (6.36) et (6.35), on a :

I = (I − T)
∞
∑

i=0

Ti.

alors :
∞
∑

i=0

Ti = (I −T)−1.

127



Chapitre 6. Variation des performances asymptotiques

En remplaçantT par−QδM], on a :

∞
∑

i=0

[−QδM]]i = (I + QδM])−1. (6.37)

D’après les équations (6.37) et (6.34), on obtient finalement une relation suivante :

δW = −πQδM](I + QδM])−1f . (6.38)

Remarque : On considère le cas où la matrice des taux de transition du processus de Mar-

kov est "linéaire" par rapport à tous ses paramètres (c’est notamment le cas lorsqu’elle n’est

constituée que de taux de défaillance et de réparation, et qu’il n’y a pas par exemple de refus de

démarrage). On suppose également que tous les paramètres dusystème varient simultanément

d’une même quantité (en pourcentage), voir (6.7). D’après l’équation (6.7), on a :

Qδ =
K
∑

i=1

ωxiQxi

= ω

K
∑

i=1

xiQxi

= ωM.

On sait queπM = 0, alorsπQδ = πωM = 0. Par conséquent, en injectant cette relation

dans l’équation (6.34), on trouve la variation totaleδW = 0.

De façon plus générale, si tous les paramètres (taux de défaillance et les taux de réparation)

de la matrice des taux de transition du processus de Markov changent simultanément d’un même

pourcentage, la mesure de performance asymptotique du système est inchangée.

6.3.4 Conclusion

En résumé, on peut calculer de façon analytique la variationtotale de la mesure de perfor-

mance asymptotique qui est provoquée par des changements simultanés de paramètres (taux

de défaillance et/ou de réparation, ou plus généralement, taux de transition entre des états) en

utilisant soit la relation donnée par l’équation (6.34) :

δW = −πQδM]
[

∞
∑

i=0

[−QδM]]i
]

f ,

soit la formule (6.38) :

δW = −πQδM](I + QδM])−1f .
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Il est clair que la formule d’évaluation représentée à l’équation (6.38) est beaucoup plus

simple que celle donnée par l’équation (6.34). Cependant, l’intérêt de la formule (6.34) est de

pouvoir éviter l’inversion d’une matrice. Dans la suite, onse base sur la formule (6.38) pour

développer la méthode d’estimation, mais les résultats obtenus sont transposables à l’équation

(6.34).

6.4 Estimation de la variationδW

Supposons que la matrice génératrice est inconnue et que l’on a seulement des données de

retour d’expérience (qui correspondent à une trajectoire nominale du processus de Markov).

L’objectif de cette section est de montrer comment l’indicateur des variations de performances

asymptotiques est estimé à partir de cette seule trajectoire observée.

Le vecteur de probabilité d’occupation des étatsπ peut être estimé grâce à l’estimateur

π̂ obtenu par l’équation (5.11) du chapitre 5. Le problème restant est l’estimation de l’inverse

généraliséeM]. En effet, il existe principalement deux méthodes différentes fondées sur l’équa-

tion (6.38) :

– une approche basée sur l’estimation de la matrice génératrice ;

– une approche basée sur l’estimation directe de l’inverse généralisée.

6.4.1 Approche basée sur l’estimation de la matrice génératrice

Au paragraphe 5.4.1.1 du chapitre 5, nous avons montré que lamatrice génératriceM peut

être estimée à partir d’une seule trajectoire observée en utilisant une technique basée sur le

maximum de vraisemblance. L’estimateurM̂ est donc obtenu par l’équation (5.24). D’après

l’équation (6.16), on obtient l’estimation de l’inverse généralisée selon le relation suivante :

M̂] = (M̂ + eπ̂)−1 − eπ̂, (6.39)

où π̂ est obtenu par l’équation (5.11). Notons que :

QδM̂] = Qδ(M̂ + eπ̂)−1 − Qδeπ̂

= Qδ(M̂ + eπ̂)−1, carQδe = 0.

D’après les équations (6.38), on obtient finalement :

δŴ = −π̂Qδ(M̂ + eπ̂)−1[I + Qδ(M̂ + eπ̂)−1]−1f . (6.40)

Cette relation nous donne une estimation de la variation totale de la mesure de performance

asymptotique provoquée par les changements des paramètresfiabilistes grâce à une seule tra-

jectoire observée.
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Exemple 4. (Système dynamique de 4 composants) Considérons un système dynamique re-

présenté sur la figure 6.4. Les quatre composants (notésC1, C2, C3 etC4) sont dépendants : le

composants 4 est en redondance passive (il est mis en servicedès la défaillance du composant

3 et il est arrêté dès que le composant 3 est réparé). Le composant 1 est en partage de charge

avec le groupe de composants 2, 3 et 4 (quand les trois composants 2, 3 et 4 sont défaillants,

et si le composant 1 est en marche, son taux de défaillance passe deλ1 à λ1). On suppose que

λ1 = 0.002, λ1 = 0.0025, λ2 = 0.001, λ3 = 0.002, λ4 = 0.004, µ1 = 0.001, µ2 = 0.009, µ3 =

0.0029, µ4 = 0.006.

λ1 λ1 µ1

λ2 µ2

λ3 µ3

λ4 µ4

C1

C2

C3

C4

FIG. 6.4 – Structure du système de 4 composants dépendants

Le graphe de Markov correspondant est reporté sur la figure 6.5.
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λ1

λ1

λ1

λ1

λ1

λ2

λ2

λ2

λ2

λ2

λ2

λ3

λ3

λ3

λ3

λ4

λ4

λ4

λ4

µ1µ1

µ1

µ1

µ1

µ1

µ2

µ2

µ2

µ2

µ2

µ2

µ3

µ3

µ3

µ3

µ4

µ4

µ4

µ4

FIG. 6.5 – Diagramme de Markov
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La matrice génératrice du système est :

M =10−2









































-0.50 0.20 0.10 0.20 0 0 0 0 0 0 0 0

0.10 -0.40 0 0 0.10 0.20 0 0 0 0 0 0

0.90 0 -1.35 0 0.25 0 0.20 0 0 0 0 0

0.29 0 0 -0.99 0 0.20 0.10 0.40 0 0 0 0

0 0.90 0.10 0 -1.20 0 0 0 0.20 0 0 0

0 0.29 0 0.10 0 -0.89 0 0 0.10 0.40 0 0

0 0 0.29 0.90 0 0 -1.84 0 0.25 0 0.40 0

0 0 0 0.60 0 0 0 -0.95 0 0.25 0.10 0

0 0 0 0 0.29 0.90 0.10 0 -1.69 0 0 0.40

0 0 0 0 0 0.60 0 0.10 0 -0.80 0 0.10

0 0 0 0 0 0 0.60 0.90 0 0 -1.75 0.25

0 0 0 0 0 0 0 0 0.60 0.90 0.10 -1.60









































En résolvant l’équation (6.1), on a :

π=(0.1362,0.2825,0.0146,0.0921,0.0319,0.1966,0.0099,0.0590,0.0222,0.1335,0.0065,0.0149)

En utilisant le vecteur associé d’étatsf = (1, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 0)>, on obtient la

disponibilité asymptotique du système :A = πf = 0.79747.

On s’intéresse au calcul de la variation de la disponibilitéasymptotique du système lorsqu’il

existe les changements simultanés des paramètres. En effet, on suppose que tous les taux de

défaillance varient simultanément deω = 10% (par exemple, à cause de choc électrique, choc

mécanique,...).

La matrice génératrice perturbée est :

Mδ = M + w(λ1Qλ1 + λ1Qλ1
+ λ2Qλ2 + λ3Qλ3 + λ4Qλ4),

alors,

Qδ = w(λ1Qλ1 + λ1Qλ1
+ λ2Qλ2 + λ3Qλ3 + λ4Qλ4),

et numériquement,

Qδ=10−3









































-0.50 0.20 0.10 0.20 0 0 0 0 0 0 0 0

0 -0.30 0 0 0.1 0.20 0 0 0 0 0 0

0 0 -0.45 0 0.25 0 0.20 0 0 0 0 0

0 0 0 -0.70 0 0.20 0.10 0.40 0 0 0 0

0 0 0 0 -0.20 0 0 0 0.20 0 0 0

0 0 0 0 0 -0.50 0 0 0.10 0.40 0 0

0 0 0 0 0 0 -0.65 0 0.25 0 0.40 0

0 0 0 0 0 0 0 -0.35 0 0.25 0.10 0

0 0 0 0 0 0 0 0 -0.40 0 0 0.40

0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0.10 0 0.10

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0.25 0.25

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0








































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Par conséquent, la disponibilité asymptotique perturbée est :Aδ = 0.76950. D’après l’équa-

tion (6.12) ou (6.38), on obtient finalement la variation de la disponibilité asymptotique :

δA = −0.02826.

Considérons maintenant la méthode d’estimation. On suppose que la matrice génératrice du

processus de Markov est inconnue, que l’on a seulement un trajectoire observée qui correspond

ici une trajectoire simulée (avec les même données de taux dedéfaillance et taux de réparation)

sur une durée équivalente à 100000 transitions.

L’estimation de la matrice génératrice est obtenue par l’équation (5.24) :

M̂ =10−2









































-0.50 0.20 0.10 0.20 0 0 0 0 0 0 0 0

0.10 -0.40 0 0 0.10 0.20 0 0 0 0 0 0

0.90 0 -1.37 0 0.27 0 0.19 0 0 0 0 0

0.29 0 0 -0.99 0 0.20 0.10 0.39 0 0 0 0

0 0.89 0.10 0 -1.20 0 0 0 0.20 0 0 0

0 0.29 0 0.10 0 -0.90 0 0 0.10 0.41 0 0

0 0 0.29 0.91 0 0 -1.88 0 0.27 0 0.41 0

0 0 0 0.59 0 0 0 -0.95 0 0.26 0.10 0

0 0 0 0 0.29 0.90 0.10 0 -1.70 0 0 0.41

0 0 0 0 0 0.59 0 0.10 0 -0.79 0 0.10

0 0 0 0 0 0 0.62 0.94 0 0 -1.84 0.28

0 0 0 0 0 0 0 0 0.60 0.91 0.09 -1.61









































L’estimation du vecteur de probabilité d’occupation d’états est obtenue par l’équation (5.11) :

π̂=(0.1358,0.2822,0.0139,0.0910,0.0318,0.1965,0.0094,0.0579,0.0223,0.1380,0.0060,0.0152)

D’après l’équation (6.40), on obtient l’estimation de la variation totale de la disponibilité

asymptotique du système :

δÂ = −0.02793.

La figure 6.6 représente l’évolution de l’estimateurδÂ basé sur l’estimation de la matrice

génératrice, en fonction de la taille de la trajectoire.

Il est clair que le résultat estimé est très proche du résultat exact. Dans le paragraphe suivant,

nous considérerons une autre approche qui se base sur la technique d’analyse de perturbation

permettant d’estimer directement l’inverse généralisée àpartir d’une seule trajectoire observée

sans passer l’estimation de la matrice génératrice.
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x 10
4

−0.032

−0.03

−0.028

−0.026

−0.024

−0.022

−0.02

δ̂
A estimation viaM̂

exacte

Nombre de transitions

FIG. 6.6 – Représentation de l’estimateur deδÂ basé sur l’estimation de la matrice génératrice,

en fonction de la taille de la trajectoire observée

6.4.2 Approche basée sur l’estimation directe de l’inversegénéraliséeM]

Nous commençons par établir la formule d’évaluation directe de l’inverse généralisée.

Lemme 2. L’inverse généraliséeM] peut s’écrire comme suit :

M] = −

∫ ∞

0

(exp{Mt} − eπ)dt,

= − lim
T→∞

{

∫ T

0

exp{Mt}dt − Teπ
}

(6.41)

Preuve.On a [24] :
∫ ∞

0

exp{Mt}Mdt = −(I − eπ).

Ensuite, en utilisant les relationsMe = πM = 0, on a :

[

∫ ∞

0

(exp{Mt} − eπ)dt
]

M = −(I − eπ).

En multipliant les deux côtés de cette équation parM], et en utilisantMM] = I − πe et

πM] = 0, on obtient :

[

∫ ∞

0

(exp{Mt} − eπ)dt
]

(I − eπ) = −M] + eπM],

ou,
∫ ∞

0

(exp{Mt} − eπ)dt −
[

∫ ∞

0

(exp{Mt} − eπ)dt
]

eπ = −M]. (6.42)
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De plus, notons queexp{Mt}e = e eteπe = e. On a donc :
[

∫ ∞

0

(exp{Mt} − eπ)dt
]

eπ = 0.

En injectant cette relation dans l’équation (6.42), on obtient (6.41).�

D’après (6.41), on a :

M] = lim
T→∞

M](T ),

où,

M](T ) = −
{

∫ T

0

exp{Mt}dt − Teπ
}

. (6.43)

La relation (6.41) nous montre queM](T ), avec unT choisi, peut être considéré comme un

estimateur deM]. En notant queQδe = 0, on a :

QδM](T ) = −Qδ

∫ T

0

exp{Mt}dt − TQδeπ

= −Qδ

∫ T

0

exp{Mt}dt = QδM
]
(T ),

où,

M
]
(T ) = −

∫ T

0

exp{Mt}dt (6.44)

Dans le but d’estimer la variation totaleδW en utilisant la relation (6.38), on peut utiliser

M
]
(T ) au lieu deM](T ).

Soientpij(t) = P{X i
t = j} etP(t) = [pij(t)]i,j∈E. On aP(t) = exp(Mt) (voir par exemple

[57]). Par conséquent, d’après (6.44) l’élémentm]
ij(T ) de la matriceM

]
(T ) = [m]

ij(T )]i,j∈E

peut s’écrire comme suit :

m]
ij(T ) = −

∫ T

0

pij(t)dt, (6.45)

en utilisant leεj(X i
t) (rappelons queεk(v) = 1 si v = k et εk(v) = 0 sinon, voir le paragraphe

5.3.3.2 du chapitre 5), l’équation (6.45) peut s’écrire comme suit :

m]
ij(T ) = −E

[

∫ T

0

εj(X i
t)dt

]

. (6.46)

En se basant sur l’ergodicité du processus de Markov,m]
ij(T ) peut s’écrire de la même façon

quegi(T ), voir le paragraphe 5.3.3.2 du chapitre 5. Alors :

m]
ij(T ) = − lim

N→∞

∑N−1
k=0

{

εi(Xk)
∫ Tk+T

Tk
εj(Xt)dt

}

∑N−1
k=0 εi(Xk)

. (6.47)
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FIG. 6.7 – Représentation de l’estimateur deδÂ basé sur l’estimation directe de l’inverse géné-

ralisée en fonction de la taille de la trajectoire observée

La démonstration de (6.47) est similaire à celle donnée pourl’équation (5.18). Il est clair

que (6.47) nous permet de calculer directement l’estimateur de l’inverse généralisée grâce à une

seule trajectoire observée sans utiliser l’estimateur de la matrice génératrice.

Remarquons que la démarche d’estimation de l’inverse généralisée est similaire à celle du

potentiel de performanceg. Alors, la longueur de périodeT peut être choisie de la même façon

que pour l’estimation deg (c’est-à-dire qu’il est basé sur la durée moyenne du premierpassage

de l’un à l’autre état).

L’estimateur de l’inverse généralisée est alors :

M̂] = [m](T )], pour tousi, j ∈ E.

Notons que l’estimation du vecteur de probabilité d’occupation d’états est obtenue par l’équa-

tion (5.11) du chapitre 5. Alors, d’après les équations (6.38), on obtient finalement :

δŴ = −π̂QδM̂](I + QδM̂])−1f . (6.48)

Reprenons maintenant l’exemple 4, auquel on applique cetteapproche afin d’estimer la

variation totale de la disponibilité asymptotique du système. On utilise la même trajectoire

simulée au paragraphe précédent pour l’estimation de l’inverse généralisée.

En utilisant (5.9), la durée moyenne du premier passageΓ vaut :

Γ̂ = 2614,

en se basant sur cette valeur, on choisit la longueur de périodeT = 2700, et d’après (6.47), on

obtient l’estimation de l’inverse généraliséeM].
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Finalement, d’après l’équation (6.48), on obtient l’estimation de la variation totale de la

disponibilité asymptotique provoquée par les changementssimultanés de 10% pour tous les

taux de défaillance :

δÂ = −0.027867.

Le résultat nous montre que la valeur estimée est tout à fait comparable avec celle de la

théorie. La figure 6.7 représente l’évolution de l’estimateur δÂ basé sur l’estimation directe du

groupe inverse en fonction de la longueur de la trajectoire.

En regardant les deux figures 6.6 et 6.7, on constate que l’estimateurδÂ basé sur l’estimation

de l’inverse généraliséeM] converge plus rapidement que celui basé sur l’estimation dela

matrice génératriceM.

Notons que l’estimation de l’inverse généraliséeM] directement permet de calculerδŴ

avec une seule inversion de matrice (voir la relation (6.48)), au lieu de deux pour la méthode

basée sur l’estimation de la matrice génératrice, voir l’équation (6.40).

6.5 Conclusions

On a étudié dans ce chapitre un indicateur des variations de performances asymptotiques

qui sont provoquées par des changements simultanés de paramètres fiabilistes (taux de dé-

faillance/réparation, ou plus généralement, taux de transition entre des états...), ou plus gé-

néralement, par un changement de la matrice des taux de transition du processus de Markov.

Afin de calculer cet indicateur, on a présenté une méthode analytique permettant de don-

ner des résultats exacts. Pour les cas où la matrice génératrice est inconnue, deux approches

différentes permettant d’estimer cette variation grâce à une seule trajectoire observée (qui cor-

respond aux données de retour d’expérience dont on dispose)sont proposées. L’approche basée

sur l’estimation de la matrice génératrice du processus de Markov est simple et facile à réaliser.

Les résultats numériques nous montrent que la valeur estimée est tout à fait comparable avec

celle obtenue analytiquement. La deuxième approche basée sur l’estimation directe de l’inverse

généralisée peut donner aussi de bons résultats. La comparaison entre ces deux approches a été

considérée au travers d’un exemple et les résultats numériques montrent que la convergence de

la première approche est moins rapide que celle de la seconde. De plus, la deuxième approche

nous permet d’éviter une inversion de matrice.

Dans le chapitre suivant, nous considérons l’utilisation de cet indicateur afin de calculer ana-

lytiquement, et d’estimer des facteurs d’importance différentiels dans le contexte des systèmes

markoviens à composants dépendants.
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Chapitre 7

Facteur d’importance différentiel :mise en

œuvre et extension

7.1 Introduction

Pour identifier la contribution relative d’un composant ou d’un groupe de composants aux

variations des performances du système qui sont provoquéespar des changements simultanés

des paramètres fiabilistes, un facteur appelé facteur d’importance différentiel a été introduit

récemment par Borgonovo [18]. Ce facteur est privilégié pour les études de sûreté dans les

centrales nucléaires [16, 17, 99]. Jusqu’à présent,aucun développement n’a été proposé pour

calculer ce facteur dans le cas de systèmes markoviens.

Dans ce chapitre nous nous intéressons, d’une part, à mettreen œuvre ce facteur dans le

contexte des systèmes markoviens, d’autre part, à proposerune extension ayant pour objectif :

– de poursuivre les études de sensibilité dans des directions quelconques ;

– de permettre une utilisation plus large du facteur proposépar Borgonovo quand celui ci

n’est plus satisfaisant.

Afin d’évaluer ce facteur et son extension, nous proposons dans un premier temps des mé-

thodes analytiques pour des résultats exacts, et dans un second temps, des méthodes d’esti-

mation permettant d’utiliser une seule trajectoire observée du système. Un lien direct avec le

facteur de sensibilité multi-directionnelle MSM, est également établi.

Ce chapitre est organisé de la façon suivante : le deuxième paragraphe a pour objectif de

présenter le facteur d’importance différentiel et son extension pour un système à composants

dépendants décrit par un processus de Markov. Le calcul analytique de ce facteur et celui de

son extension sont exposés dans le troisième paragraphe. Afin d’estimer ces facteurs en régime

stationnaire, des méthodes d’estimation sont considéréesdans le quatrième paragraphe. Ces

méthodes nous permettent d’obtenir des résultats approchés à partir des données observées sur
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le système. On établit également le lien direct avec le facteur de sensibilité multi-directionnelle

présenté dans les chapitres précédents.

7.2 Facteur d’importance différentiel et son extension

Cette section a, d’une part, pour objectif de présenter le facteur d’importance différentiel

récemment introduit pour des études de la sûreté des systèmes nucléaires [18], et d’autre part,

de présenter une extension de ce facteur dans le contexte dessystèmes décrits par des processus

de Markov.

7.2.1 Facteur d’importance différentiel (DIM)

Soit W la mesure de performance du système (la disponibilit/fiabilité, capacité de produc-

tion globale,...),W est en fait une fonction linéaire des probabilités d’occupation des états.

On suppose queW est fonction indéfiniment dérivable par rapport aux paramètres (taux de

défaillance, de réparation...).

La variation de la mesure de performanceW provoquée par les changements simultanés de

K paramètres (x1, x2, · · · , xi, · · · , xK), sous l’hypothèse que ces changements soient suffisam-

ment petits5, peut être approximée selon l’expression suivante :

δW ' δ1W =
∂W

∂x1

δx1 +
∂W

∂x2

δx2 + · · ·+
∂W

∂xK

δxK ,

où δx1, δx2, ..., δxK sont les variations des paramètresx1, x2, ..., xK respectivement. De façon

similaire, la variation conduite par la variation du paramètrexi est :

δWxi
' δ1Wxi

=
∂W

∂xi
δxi,

Le facteur d’importance différentiel(DIM) pour le paramètre xi, introduit par Borgonovo

[18], est défini comme suit :

DIM (xi) =
δ1Wxi

δ1W
=

∂W
∂xi

δxi
∑K

j=1
∂W
∂xj

δxj

. (7.1)

Cette relation donne la contribution relative du composanti (qui est caractérisé par le paramètre

xi) par rapport à la variation de la mesure de performanceδW .

5Rappelons que la condition “suffisamment petits” a été explicitée dans [18] en utilisant le critère de conver-

gence de la séquence de Cauchy
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De façon similaire, on peut définir le DIM pour un groupe de paramètres (xi, xj , ..., xl)

comme la suivante :

DIM (xi, xj , ..., xl) =
δ1Wxi,xj ,...,xl

δ1W
=

∂W
∂xi

δxi + ∂W
∂xj

δxj + ... + ∂W
∂xl

δxl

∑K
j=1

∂W
∂xj

δxj

, (7.2)

où :

δWxi,xj ,...,xl
' δ1Wxi,xj ,...,xl

=
∂W

∂xi
δxi +

∂W

∂xj
δxj + ... +

∂W

∂xl
δxl.

est la variation de la mesure de performance provoquée par legroupe de paramètres (xi, xj, ..., xl).

Remarquons que l’on peut classer des composants ( groupes decomposants) selon leur

importance donnée par ce facteur DIM.

Propriétés de DIM

Par construction, le DIM possède les deux propriétés suivantes :

1. Le DIM d’un groupe de paramètres est égal à la somme des DIM des paramètres.

DIM (xi, xj , .., xl) = DIM (xi) + DIM (xj) + · · · + DIM(xl).

Cette propriété nous permet de calculer facilement l’importance d’un groupe de para-

mètres (ou composants) à partir de l’importance de chaque paramètres.

2. La somme des DIM de chacun des paramètres du système qui sont perturbés est égale à

l’unité. C’est-à-dire que :

DIM (x1) + DIM (x2) + · · ·+ DIM (xK) = 1.

En se basant sur cette proposition, on peut évaluer l’importance d’un paramètre (compo-

sant) grâce à l’importance des autres paramètres (composants).

DIM(xi) =

= 1 − [DIM(x1) + DIM (x2) + · · ·+ DIM (xi−1) + DIM(xi+1) + · · ·+ DIM (xK)].

DIM pour une direction spécifique

Considérons une variation de la matrice génératrice du processus de Markov due à des

changements simultanés suivantK directions différentesQ1,Q2, · · · ,QK (voir le chapitre 6).

Mδ = M + δQ1Q1 + δQ2Q2 + ... + δQK
QK ,
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où δQi
(pour i = 1, ..., K) est la variation selon la directionQi de la matrice des taux de

transition du processus de Markov.

Selon la définition de DIM, on peut définir une généralisationde DIM comme suit.

DIM (Qi) =

dW
dQi

δQi

∑K
j=1

dW
dQj

δQj

, (7.3)

où dW
dQi

est la dérivée de la fonctionW dans la directionQi (le paragraphe 3.2.2 du chapitre 3).

Par construction, le DIM(Qi) donne la contribution relative de la direction de sensibilitéQi

par rapport à la variation totale de la mesure de performance. De façon similaire, le DIM pour

un groupe de directions est défini selon l’expression suivante :

DIM (Qi,Qj, ...,Ql) =

dW
dQi

δQi
+ dW

dQj
δQj

+ ... + dW
dQl

δQl

∑K
j=1

dW
dQj

δQj

. (7.4)

Notons d’une part que deux propriétés du DIM (relatif à un paramètre) présentées ci-dessus

sont applicables pour le DIM relatif à une direction en remplaçant les paramètresx1, x2, ..., xK

par les directions de sensibilitéQ1,Q2, ...,QK . D’autre part, on a montré dans le chapitre 3

que la direction de sensibilité peut représenter la direction d’un paramètre ou d’un groupe de

paramètres, ou plus généralement, la direction de taux de transition entre des états. Par consé-

quent,le DIM relatif à paramètre correspond au cas particulier du DIM calculé avec les ma-

trices de directionQ1,Q2, ...,QK qui représentent les directions des paramètres, c’est à dire :

Q1 = Qx1 ,Q2 = Qx2 , ...,QK = QxK
.

Par définition, le DIM ne prend en compte que l’impact de changements au premier ordre.

Une condition nécessaire pour une utilisation correcte du DIM est que ces changements soient

"suffisamment petits". Afin de s’affranchir de cette condition, on propose de s’intéresser à une

extension de ce facteur qui correspondrait à un DIM aux ordres supérieurs.

7.2.2 DIM aux ordres supérieurs (DIM∗)

Remarquons que la variation de performance,δW , peut être calculée précisément selon

l’expression suivante (voir l’équation (6.9) au chapitre 6) :

δW =

∞
∑

l=1

δlW,

où δlW est la variation aul-ième ordre et son interprétation est donnée par l’équation(6.10).

On s’intéresse à mesurer la contribution relative du composant i (qui est caractérisé par le

paramètrexi) par rapport à la variation totale de performanceδW . Pour ce faire, on propose
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donc une extension du facteur d’importance différentiel, appelée DIM aux ordres supérieurs et

notée DIM∗. Le DIM∗ du paramètrexi est défini comme suit :

DIM ∗(xi) =
δWxi

δW
, (7.5)

avecδWxi
est la variation de performance provoquée par le changementde paramètrexi (voir

la relation (6.4)).

De façon similaire, le DIM pour un groupe de paramètresxi, xj , ..., xl est donné par :

DIM∗(xi, xj , ..., xl) =
δWxi,xj ,...,xl

δW
, (7.6)

où δWxi,xj ,...,xl
est la variation de la mesureW provoquée par les changements simultanés des

paramètresxi, xj ,...,xl.

Il est clair que le facteur d’importance différentiel aux ordres supérieurs (DIM∗) prend en

compte tous les effets aux ordres supérieurs. Le DIM∗ peut donner plus précisément la contri-

bution relative d’un composant (ou d’un groupe de composants) à la variation totale de per-

formance que le DIM. Notons toutefois que l’évaluation de DIM∗ est plus complexe que celle

de DIM. C’est la raison pour laquelle on présente seulement le DIM∗ en régime stationnaire

(dit DIM ∗ stationnaire). Quant au DIM, il est étudié en régime stationnaire ainsi qu’en régime

transitoire.

7.3 Evaluation analytique de DIM et de DIM∗

Dans ce paragraphe on s’intéresse aux méthodes analytiquespermettant de donner des ré-

sultats exacts de DIM et de DIM∗ dans le contexte des systèmes markoviens.

7.3.1 Evaluation de DIM en stationnaire et en transitoire

Ce paragraphe a pour objectif de montrer comment le facteur DIM pour un paramètre, pour

un groupe de paramètres, ou plus généralement, pour une direction quelconque peut être calculé

de façon analytique. Pour ce faire, on propose un lien directentre le facteur DIM et le facteur

proposé MSM (voir le chapitre 3). Cela nous permet d’évaluerrapidement le DIM à partir des

résultats du MSM.

7.3.1.1 Lien direct avec le facteur MSM

On rappelle que MSMWQi
= dW

dQi
, le DIM selon la directionQi (d’après l’équation (7.3)) peut

donc s’écrire comme suit :

141



Chapitre 7. Facteur d’importance différentiel :mise en œuvre et extension

DIM (Qi) =
δQi

MSMW
Qi

∑K
j=1 δQj

MSMW
Qj

. (7.7)

Et d’après l’équation (7.4), on a :

DIM (Qi,Qj, ...,Qj) =
δQi

MSMW
Qi

+ δQj
MSMW

Qj
+ ... + δQl

MSMW
Ql

∑K
j=1 δQj

MSMW
Qj

. (7.8)

Ces relations permettent de faire un lien direct entre le facteur d’importance différentiel au

premier ordre DIM et le facteur de sensibilité multi-directionnelle MSM.

Rappelons que la section 3.3 a porté sur l’étude du facteur MSM en régime transitoire (y

compris le MSM instantané, le MSM moyen sur l’intervalle de temps donné), et aussi en ré-

gime stationnaire (le MSM stationnaire). En effet, le calcul analytique de ces mesures (le MSM

instantané, le MSM moyen, et le MSM stationnaire) a été étudié. D’après la relation (7.7), on

peut alors calculer analytiquement le DIM instantané, moyen sur l’intervalle de temps donné et

également le DIM stationnaire selon une direction d’intérêt en utilisant le facteur MSM.

DIM pour un paramètre Pour les cas où les changements sont liés aux paramètres (taux de

défaillance ou de réparation), la relation (7.7) devient :

DIM (xi) =
δxiMSMW

Qxi
∑K

j=1 δxjMSMW
Qxj

. (7.9)

Dans le chapitre 6 on a signalé qu’il existe principalement deux types de variation de para-

mètres :

– le type 1 (changements uniformes) qui se base sur le fait quetous les paramètres varient

simultanément avec une même quantité ;

– le type 2 (changements proportionnels) pour lequel tous les paramètres varient simulta-

nément avec un même pourcentage.

Changements uniformes : D’après l’équation (7.9), pour les changements uniformes,le

facteur DIM relatif du paramètrexi ou de la directionQxi
peut s’écrire simplement comme

suit :

DIM (Qxi
) =

MSMW
Qxi

∑K
j=1 MSMW

Qxj

, (7.10)

car δxi = δxj pour tousi, j = 1, 2, ..., K. Cette relation nous montre que si les paramètres

varient uniformément alors le DIM ne dépend pas de la quantité de changement.
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Dans ce cas l’importance d’un composant basée sur le facteurDIM sous l’hypothèse que

des paramètres du système varient uniformément et celle liée au facteur MSM conduisent au

même résultat. En effet si on suppose|MSMW
Qxi

| > |MSMW
Qxj

|, alors l’équation (7.10) conduit

à |DIM(xi)| > |DIM(xj)|.

Changements proportionnels : On considère maintenant le cas dans lequel des para-

mètres changent simultanément avec un même pourcentage :δxi = ω ∗ xi pour tout i =

1, 2, ..., K. Par conséquent, on peut obtenir la relation suivante d’après (7.9) :

DIM (xi) =
xiMSMW

Qxi
∑K

j=1 xjMSMW
Qxj

. (7.11)

D’après cette relation, on trouve que le DIM ne dépend pas deω.

Remarquons que le DIM pour un paramètre (xi) en régime stationnaire peut être évalué via

le facteur MSM ou directement par la relation suivante d’après l’équation (6.19) :

DIM (xi) =
δ1Wxi

δ1W
=

−πQδ
xi
M]f

−πQδM]f
. (7.12)

7.3.1.2 Exemple d’application

Considérons maintenant l’exemple 4 présenté au chapitre 6.On s’intéresse ici au facteur

DIM afin d’étudier l’importance des composants pour la performance du système qui est vue

via la disponibilité instantanée et la disponibilité asymptotique.

On commence par calculer le MSM de la disponibilité du système par rapport aux direc-

tions de taux de défaillance. Lorsque le taux de défaillancedu composantC1 vaut λ1 ou λ1,

la sensibilité de la disponibilité du système par rapport autaux de défaillance du composant

C1 peut être définie par MSMAQ
λ1λ1

, oùQλ1λ1
= Qλ1 + Qλ1

. En utilisant l’équation (3.14), on

obtient les MSMA
Qλi

,i=2...4(t), et MSMA
Q

λ1λ1

(t). Leurs évolutions avec temps sont représentées

sur la figure 7.1. Pour étudier la sensibilité de la disponibilité asymptotique par rapport aux taux

de défaillance des composants (ce qui correspondent aux MSMs stationnaires), on se base sur

l’équation (3.31). Et les résultats obtenus sont reportés dans le tableau 7.1.

En se basant sur ces résultats, nous pouvons étudier l’importance d’un composant. Selon les

résultats représentés sur la figure 7.1, on trouve un classement de l’importance des composants

comme suit. Sur l’intervalle de temps[0, 1150] : C2 > C1 ≥ C3 > C4, c’est-à-dire que le plus

important composant estC2 tandis queC4 est le plus moins important. A partir de l’instant

t = 1150, l’importance des composantsC1 et C3 change. En effet,C3 devient plus important

queC1 et le classement estC2 > C3 > C1 > C4. Ce classement est maintenu jusqu’à l’infini,

voir tableau 7.1.
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FIG. 7.1 – Sensibilité de la disponibilité instantanée par rapport aux taux de défaillance
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FIG. 7.2 – DIM des paramètres pour les cas où les taux de défaillance varient simultanément

d’un même quantité

Changements uniformes des paramètres : Supposons maintenant que les taux de défaillance

des composants varient simultanément et uniformément (changements uniformes - type 1). Ces

changements conduisent à une variation de la disponibilitédu système. Nous nous intéressons

à la contribution de chaque composant à cette variation. Pour ce faire, on calcule alors le fac-

teur DIM relatif de chaque composant. Sachant que la relation (7.11) nous permet d’obtenir

facilement le DIM grâce aux résultats du facteur MSM.

La figure 7.2 représente l’évolution avec temps de DIM(λi)i=2...4 et de DIM(λ1λ1). Ces

résultats montrent queC2 > C1 ≥ C3 > C4 sur l’intervalle de temps(0, 1150]. Dès l’instant

t = 1150, le classement de l’importance des composants d’importance devientC2 > C3 ≥

C1 > C4. Et ce classement est maintenu jusqu’à l’instant infini, voir tableau 7.1.
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Grâce aux résultats de MSM stationnaire donnés dans le tableau 7.1, le facteur DIM station-

naire peut être facilement obtenu en utilisant la relation (7.11), voir le tableau 7.1. On rappelle

que le DIM en régime stationnaire peut être évalué en utilisant le calcul analytique donné par

l’équation (7.12).

MSM DIM

Composant MSM Valeur Ordre DIM Valeur Ordre

C1 MSMA
Q

λ1λ1

-28.3094 3 DIM (λ1λ1) 0.2088 3

C2 MSMA
Qλ2

-49.3440 1 DIM (λ2) 0.3640 1

C3 MSMA
Qλ3

-31.2916 2 DIM (λ3) 0.2308 2

C4 MSMA
Qλ4

-26.6111 4 DIM (λ4) 0.1963 4

TAB. 7.1 – Résultats des facteurs d’importance MSM stationnaire et DIM stationnaire liés à des

changements uniformes des taux de défaillance

Les résultats montrent que l’importance d’un composant basée sur le facteur MSM et celle

liée au facteur DIM, sous l’hypothèse que les changements des paramètres varient uniformé-

ment, conduisent au même résultat. Ce qui est normal puisquedans ce cas, le MSM et le DIM

sont égaux à une facteur muliplicatif près.

Changements proportionnels des paramètres : Considérons maintenant que les taux de

défaillance varient simultanément d’un même pourcentage (changements proportionnels - type

2). Ici encore, nous nous intéressons la contribution de chaque composant à la variation totale de

la disponibilité. Pour atteindre cet objectif, on calculera alors le facteur DIM relatif de chaque

composant. Sachant que la relation (7.11) nous permet d’obtenir facilement le DIM grâce aux

résultats du facteur MSM.

La figure 7.3 représente l’évolution avec le temps de DIM(λi)i=2...4 et de DIM(λ1λ1). Ces

résultats montrent que :

– C1 > C2 > C3 > C4 sur l’intervalle de temps(0, 300] ;

– C1 > C3 > C4 > C2 sur l’intervalle de temps(300, 350] ;

– C1 > C4 > C3 > C2 sur l’intervalle de temps(350, 750] ;

– et aprèst = 750 : C4 > C1 > C3 > C2 et ce classement d’importance est maintenu

jusqu’à l’infini, voir tableau 7.2.

Il est clair que dans ce cas (changements proportionnels) l’importance d’un composant basée

sur le facteur MSM est différente de celle donnée par le facteur DIM. Cela est normal car le

DIM prend en compte les variations effectives des paramètres et pas seulement la valeur des
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FIG. 7.3 – DIM des paramètres pour les cas où les taux de défaillance varient simultanément

d’un même pourcentage

MSM DIM

Composant MSM Valeur Ordre DIM Valeur Ordre

C1 MSMA
Q

λ1λ1

-28.3094 3 DIM(λ1λ1) 0.2254 2

C2 MSMA
Qλ2

-49.3440 1 DIM (λ2) 0.1750 4

C3 MSMA
Qλ3

-31.2916 2 DIM (λ3) 0.2219 3

C4 MSMA
Qλ4

-26.6111 4 DIM (λ4) 0.3775 1

TAB. 7.2 – Résultats des facteurs d’importance MSM stationnaire et DIM stationnaire liés à des

changements proportionnels des taux de défaillance

dérivées partielles. Le DIM est ainsi plus adapté à un changement proportionnel des paramètres

car il synthétise mieux toutes les caractéristiques de la perturbation. Il peut donc être intéressant

de prendre en compte ces deux critères pour les études de sensibilité en fonction du type de

variations envisagé.

7.3.2 Evaluation de DIM∗ en régime stationnaire

Dans ce paragraphe, on montre comment le DIM∗ en régime stationnaire ( DIM∗ station-

naire) peut être calculé analytiquement. Pour ce faire, on utilise principalement le résultat du

calcul de l’indicateur de variation de performanceδW présenté dans le chapitre 6.

Rappelons que les changements simultanés deK paramètres (taux de défaillance/taux de
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réparation) conduisent à un changement sur la matrice génératrice :

Mδ = M + Qδ,

oùQδ =
∑K

i=1 δxiQxi
. Nous avons montré dans le chapitre 6 que la variation totalede perfor-

mance asymptotiqueδW produite par ce changement peut être évaluée selon l’expression 6.38,

soit :

δW = −πQδM](I + QδM])−1f ,

oùI est la matrice identité de la même taille queM, π est le vecteur de probabilité d’occupation

d’état en régime stationnaire (πM = 0) et M] est l’inverse généralisée [82] de la matrice

génératrice.

De façon similaire, la variation de performance asymptotiqueδWxi
provoquée par le chan-

gement du paramètrexi vaut :

δWxi
= −πQδ

xi
M](I + Qδ

xi
M])−1f ,

avecQδ
xi

= δxi
Qxi

.

De façon plus générale, la variation de performance asymptotique produite par la variation

de la matrice génératrice selon la directionQi est :

δWQi
= −πQδ

Qi
M](I + Qδ

Qi
M])−1f ,

avecQδ
Qi

= δQi
Q

i
.

Selon la définition (7.5), le DIM∗ pour un paramètre en régime stationnaire ( DIM∗ station-

naire) peut être calculé selon l’expression suivante :

DIM ∗(xi) =
πQδ

xi
M](I + Qδ

xi
M])−1f

πQδM](I + QδM])−1f
. (7.13)

Le DIM∗ stationnaire selon une direction de sensibilité est calculé comme suit :

DIM ∗(Qi) =
πQδ

Qi
M](I + Qδ

Qi
M])−1f

πQδM](I + QδM])−1f
. (7.14)

Ces relations nous permettent de calculer analytiquement le DIM∗ stationnaire relatif d’un

paramètre ou selon une direction quelconque. Notons toutefois, d’une part, que la condition

nécessaire pour le DIM∗ est le fait que la variation totale de performanceδW soit différente de

zéro. D’autre part, il a été démontré dans le chapitre 6 que lamesure de performance stationnaire

peut être inchangée (c’est-à-dire :δW = 0) lorsque tous les paramètres (taux de défaillance/taux
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de réparation) changent simultanément avec un même pourcentage. Le DIM∗ ne peut pas donc

être défini pour les cas où tous les paramètres varient simultanément avec un même pourcentage.

Reconsidérons maintenant l’exemple présenté au paragraphe précédent. Nous nous intéres-

sons à la comparaison des résultats obtenus par le DIM∗ stationnaire et ceux donnés par le

DIM. Pour ce faire, on suppose que tous les taux de défaillance et de réparation changent si-

multanément du même pourcentageω. On considère ensuite deux scénarios de changement des

paramètres : le premier avecw = 1% et le deuxième avecω = 15%.

Composant DIM Valeur Ordre DIM∗ Valeur Ordre

C1 DIM(λ1λ1) 0.2254 2 DIM ∗(λ1λ1) 0.2240 2

C2 DIM(λ2) 0.1750 4 DIM∗(λ2) 0.1749 4

C3 DIM(λ3) 0.2219 3 DIM∗(λ3) 0.2209 3

C4 DIM(λ4) 0.3775 1 DIM∗(λ4) 0.3770 1

TAB. 7.3 – Résultats de DIM et de DIM∗ en régime stationnaire : cas où les taux de tous les

composants varient simultanément du même pourcentage,ω = 1%

En se basant sur la relation (7.11), le DIM stationnaire peutêtre calculé via le MSM sta-

tionnaire qui est obtenu par l’équation (3.31). Quand au DIM∗ stationnaire, il peut être évalué

directement grâce à l’équation (7.5). Et les résultats obtenus sont donnés dans les tableaux 7.3

et 7.4.

Composant DIM Valeur Ordre DIM∗ Valeur Ordre

C1 DIM(λ1λ1) 0.2254 2 DIM ∗(λ1λ1) 0.2068 3

C2 DIM(λ2) 0.1750 4 DIM∗(λ2) 0.1747 4

C3 DIM(λ3) 0.2219 3 DIM∗(λ3) 0.2082 2

C4 DIM(λ4) 0.3775 1 DIM∗(λ4) 0.3709 1

TAB. 7.4 – Résultats de DIM et de DIM∗ en régime stationnaire : cas où les taux de tous les

composants varient simultanément du même pourcentage,ω = 15%

Les résultats montrent que le DIM ne dépend pas du pourcentage de changement et que le

DIM et le DIM∗ peuvent conduire à un même classement quand les variations des paramètres

sont suffisamment petites. En effet, pour le casω = 1% les résultats obtenus avec le DIM
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sont très proches de ceux donnés par le DIM∗ et les deux DIM et DIM∗ conduisent au même

classementC2 < C3 < C1 < C4 (voir tableau 7.3). Au contraire, pour le casω = 15%, les

résultats reportés au tableau 7.4 montrent que les DIM sont inchangés tandis que les DIM∗

changent et conduisent à un nouveau classement des composants.

7.4 Estimation de DIM et de DIM∗ en régime stationnaire

7.4.1 Estimation de DIM stationnaire

Dans le chapitre 5, nous avons montré que le facteur MSM stationnaire peut être estimé

à partir d’une seule trajectoire. En effet, nous avons présenté trois approches différentes : la

première basée sur l’estimation de la matrice génératrice du processus de Markov, la deuxième

liée à l’estimation du facteur de réalisation de perturbation et la troisième basée sur l’estimation

du potentiel de performance. Les deux dernières offrent de nombreux avantages au niveau de la

convergence. Nous avons montré également que la troisième est particulièrement efficace dans

le contexte des grands systèmes car elle peut réduire la complexité au niveau du temps de calcul

(voir section 5.4).

D’après la relation (7.7), on obtient l’estimation du facteur DIM stationnaire (DIM en ré-

gime stationnaire) selon une directionQi comme suit :

ˆDIM (Qi) =
δQi

ˆMSM
W

Qi

∑K
j=1 δj

ˆMSM
W

Qj

. (7.15)

Comme les estimateursˆMSM
W

Qi
, pour i = 1, ..., K, peuvent être obtenus à partir d’une seule

trajectoire observée, l’estimateur̂DIM(Qi) peut être évalué grâce à une seule trajectoire égale-

ment.

De façon similaire, d’après la relation (7.9) le DIM stationnaire pour un paramètre peut être

estimé par :

ˆDIM (xi) =
δxi

ˆMSM
W

Qxi

∑K
j=1 δxj

ˆMSM
W

Qxj

. (7.16)

Si les paramètres varient uniformément, on a :

ˆDIM (xi) =
ˆMSM

W

Qxi

∑K
j=1

ˆMSM
W

Qxj

. (7.17)
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Si les paramètres varient simultanément d’une quantitéωxi, i = 1, ..., K, le l’estimation de

DIM (xi) est :

ˆDIM(xi) =
xi

ˆMSM
W

Qxi

∑K
j=1 xj

ˆMSM
W

Qxj

. (7.18)

Remarquons que l’estimation de DIM stationnaire pour un paramètre peur être évaluée par

l’expression suivante selon l’équation (7.12) :

ˆDIM (xi) =
−π̂Qδ

xi
M̂]f

−π̂QδM̂]f
. (7.19)

Reprenons maintenant l’exemple 4 présenté au paragraphe précédent en faisant l’hypothèse

supplémentaire que la matrice génératrice du processus de Markov est inconnue et que seule-

ment des données de retour d’expérience sont disponibles. Ces données correspondent, du point

de vue théorique, à l’observation d’une trajectoire nominale du processus de Markov. Alors,

pour illustrer les avantages de la méthode d’estimation, onsimule le processus de Markov avec

les mêmes données utilisées ci-dessus sur l’intervalle équivalent de 100000 transitions. Pour

l’estimation, on utilise ici la troisième méthode d’estimation, approche basée sur l’estimation

du potentiel de performance exposée au chapitre 5. Grâce à cette approche, on obtient les es-

timateurs ˆMSM
W

Qλi
pour tousi = 1, 2, 3, 4. Et enfin, on obtient les estimations de DIM(λi)

(i = 1, 2, 3, 4) grâce à la relation (7.18). Les résultats reportés aux tableaux 7.5 et 7.6 montrent

que les valeurs estimées sont proches de celles données par la méthode analytique.

Composant DIM Théorie Estimation6 DIM∗ Théorie Estimation7

C1 DIM (λ1λ1) 0.2254 0.2244 DIM ∗(λ1λ1) 0.2240 0.2286

C2 DIM (λ2) 0.1750 0.1681 DIM∗(λ2) 0.1749 0.1651

C3 DIM (λ3) 0.2219 0.2247 DIM∗(λ3) 0.2209 0.2233

C4 DIM (λ4) 0.3775 0.3816 DIM∗(λ4) 0.3770 0.3811

TAB. 7.5 – Evaluation de DIM stationnaire et de DIM∗ stationnaire dans le cas où les taux de

tous les composants varient simultanément du même pourcentage,ω = 1%

6Approche basée sur l’estimation du potentiel de performance
7Approche basée sur l’estimation directe de l’inverse généralisée
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7.4.2 Estimation de DIM∗ stationnaire

L’estimation de la variation de performance asymptotique àpartir d’une seule trajectoire

observée a été étudiée dans la section 6.4 du chapitre 6. Nousavons présenté deux approches

permettant d’estimerδW en régime stationnaire :

– l’approche basée sur l’estimation de la matrice génératriceM ;

– l’approche basée sur l’estimation directe de l’inverse généraliséeM].

7.4.2.1 Approche basée sur l’estimation de la matrice génératrice

La matrice génératriceM peut être estimée à partir d’une seule trajectoire observéeen

utilisant la technique basée sur le maximum de vraisemblance, voir paragraphe 5.4.1.1.

Dans la section 6.4.1, on a démontré que l’estimation de la variation totale de performance

asymptotique, provoquée par les changements simultanément deK paramètres, peut être obte-

nue par la relation (6.40), rappelons-la :

δŴ = −π̂Qδ(M̂ + eπ̂)−1[I + Qδ(M̂ + eπ̂)−1]−1f ,

où les estimateurŝπ etM̂ sont obtenus par les équations (5.11) et (5.24) respectivement.

De façon similaire, la variation provoquée par le changement d’un seul paramètrexi est

alors :

ˆδWxi
= −π̂Qδ

xi
(M̂ + eπ̂)−1[I + Qδ

xi
(M̂ + eπ̂)−1]−1f .

Par définition, on obtient finalement l’estimation du DIM∗ stationnaire relatif d’un para-

mètre comme suit :

ˆDIM
∗
(xi) =

π̂Qδ
xi

(M̂ + eπ̂)−1[I + Qδ
xi

(M̂ + eπ̂)−1]−1f

π̂Qδ(M̂ + eπ̂)−1[I + Qδ(M̂ + eπ̂)−1]−1f
. (7.20)

De façon plus généralement, le DIM∗ stationnaire selon une direction de sensibilité est :

ˆDIM
∗
(Qi) =

π̂Qδ
Qi

(M̂ + eπ̂)−1[I + Qδ
Qi

(M̂ + eπ̂)−1]−1f

π̂Qδ(M̂ + eπ̂)−1[I + Qδ(M̂ + eπ̂)−1]−1f
. (7.21)

Ces relations nous donnent l’estimation du facteur d’importance différentiel en régime sta-

tionnaire à partir d’une seule trajectoire observée puisque les estimateurŝπ et M̂ sont estimés

grâce à cette trajectoire.
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Composant DIM Théorie Estimation6 DIM∗ Théorie Estimation7

C1 DIM (λ1λ1) 0.2254 0.2266 DIM ∗(λ1λ1) 0.2068 0.2082

C2 DIM (λ2) 0.1750 0.1704 DIM∗(λ2) 0.1747 0.1701

C3 DIM (λ3) 0.2219 0.2208 DIM∗(λ3) 0.2082 0.2071

C4 DIM (λ4) 0.3775 0.3822 DIM∗(λ4) 0.3709 0.3756

TAB. 7.6 – Evaluations de DIM et de DIM∗ en régime stationnaire : cas où les taux de tous les

composants varient simultanément du même pourcentage,ω = 15%

7.4.2.2 Approche basée sur l’estimation directe de l’inverse généralisée

Dans le chapitre 6, on a montré une autre approche basée sur l’estimation directe du groupe

inverse afin d’estimer la variation de performance asymptotique δW du système. On utilise

ici ces résultats dans le but d’estimer le DIM∗ stationnaire en utilisant une seule trajectoire

observée.

En se basant sur la technique de l’analyse de perturbation, l’estimation de l’inverse généra-

lisée,M̂], est obtenue par l’équation (6.47). Par conséquent, selon l’équation (7.5), on obtient

l’estimation de DIM∗(xi) comme suit :

ˆDIM
∗
(xi) =

π̂Qδ
xi
M̂](I + Qδ

xi
M̂])−1f

πQδM̂](I + QδM̂])−1f
, (7.22)

où π̂ est donné par l’équation (5.11).

De façon similaire, le DIM∗ stationnaire selon une direction de sensibilité est estimée par

l’expression suivante :

ˆDIM
∗
(Qi) =

π̂Qδ
Qi

M̂](I + Qδ
Qi

M̂])−1f

πQδM̂](I + QδM̂])−1f
. (7.23)

D’après les relations (7.22) et (7.21), la deuxième approche nous permet d’éviter une inver-

sion de matrice. On utilise ici cette approche pour l’estimation de DIM∗ dans le cas d’exemple

4. Les résultats donnés dans les tableaux 7.5 et 7.6 montrentque les valeurs estimés sont proches

de celles obtenues par la méthode analytique.

7.5 Conclusions

On a présenté dans ce chapitre le facteur d’importance différentiel et ses extensions dans

le contexte des systèmes décrits par des processus de Markovafin d’une part d’identifier l’im-

portance d’un composant ou d’un groupe de composants, et d’autre part, d’étudier la sensibilité
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selon une direction quelconque des performances du système. Des méthodes analytiques et

d’estimation ont été considérées pour l’évaluation de ce facteur.

Le facteur d’importance différentiel au premier ordre, noté DIM est introduit principalement

pour étudier la sensibilité par rapport à un paramètre ou à ungroupe de paramètres [18]. Dans ce

chapitre, une généralisation de DIM, le DIM selon une direction de sensibilité, a été proposée.

On a établi un lien direct avec le facteur de sensibilité multi-directionnelle MSM. Grâce à ce

lien, le DIM et son extension peuvent être évalués d’une partpar une méthode analytique qui

donne des résultats exacts, et d’autre part par des méthodesd’estimation qui donnent des ré-

sultats approchés. Ces méthodes d’estimation ont l’avantage de permettre d’utiliser directement

des données de retour d’expérience (dates de transition du système d’un état dans un autre) pour

l’évaluation de ce facteur.

Toutefois le DIM ne rend compte que des effets d’une variation des paramètres sur les

performances du système au premier ordre. Il est donc raisonnable de l’utiliser sous l’hypothèse

que les variations des paramètres sont "assez faibles". Pour une utilisation plus large, nous avons

présenté une extension de DIM appelée DIM aux ordres supérieurs et notée DIM∗ qui prend en

compte les variations de performance à un ordre quelconque.Afin de l’évaluer, nous avons

proposé une méthode analytique ansi que deux méthodes d’estimation.

L’utilisation envisagée de DIM, de DIM∗ et ainsi que leurs évaluations sont résumées dans

le tableau 7.7.

Facteur Régime transitoire Régime stationnaire

DIM

Oui8 Oui8

-lien direct avec MSM -lien direct avec MSM

-évaluation analytique -évaluation analytique/estimée

DIM∗ pas encore étudié
Oui

-évaluation analytique/estimée

TAB. 7.7 – Utilisation envisagée et méthodes d’évaluation du facteur d’importance différentiel

DIM et de son extension DIM∗

8Sous l’hypothèse de variation petite des paramètres
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Conclusion générale

Les travaux et les résultats présentés dans ce mémoire concernent le développement d’in-

dicateurs d’aide à la décision en exploitation, en maintenance et même en conception d’un

système décrit par un processus de Markov. Les indicateurs développés correspondent à des

facteurs d’importance au sens classique du terme, tel qu’ils sont définis en sûreté de fonctionne-

ment. Ces facteurs permettent de mener des études de sensibilité pour identifier les principaux

points faibles d’un système du point de vue de la sécurité, lamaintenance, la productivité, ...

L’originalité des travaux présentés ici est de s’intéresser à la définition de tels facteurs dans

le cas de systèmes dynamiques dont les composants peuvent être dépendants. Pour modéliser

ces dépendances nous avons choisi de nous limiter au cadre markovien.

Concrètement, nous nous sommes intéressés dans ce mémoire à:

1. une proposition d’un nouveau facteur d’importance. Il s’agit du facteur de sensibilité

multi-directionnelle (MSM),défini comme la dérivée de la mesure de performance selon

une direction quelconque définie par une matrice directionnelle, permettant en fait de

fournir des éléments d’aide pour : (i) analyser la sensibilité de la performance du sys-

tème par rapport à un paramètre (d’un groupe de paramètre), ou plus généralement, à

une direction quelconque ; (ii ) identifier l’importance d’un composant (ou d’un groupe de

composants), ainsi que l’importance d’un état (ou d’un groupe d’états) du système. Des

applications du facteur proposé ont été mises en place pour un système de production

dans lequel les mesures de performance du système sont la disponibilité et la capacité de

production globale ;

2. la mise en œuvre et l’extension du facteur d’importance différentiel (DIM) : le facteur

DIM proposé récemment sous l’hypothèse de composants indépendants a été mis en

œuvre dans le cadre des systèmes markoviens à composants dépendants. Le facteur DIM

permet de mesurer la contribution relative d’un composant (d’un groupe de composants),

ou plus généralement, d’une direction quelconque, à la variation totale de performance.

Le lien direct avec le facteur proposé MSM a été établi. Lorsque le DIM est limité par

l’hypothèse de petite variation des paramètres, l’extension de DIM notée DIM∗ a été pro-

posée en prenant en compte l’hypothèse plus réaliste de variations quelconques.
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Conclusion générale

Pour l’évaluation des facteurs étudiés (y compris le MSM, les DIM et DIM∗), on a proposé,

d’une part, des méthodes analytiques efficaces permettant de donner des résultats exacts en

régime transitoire (sauf le DIM∗) ainsi qu’en régime stationnaire. On a présenté également

des méthodes d’estimation dans le but d’estimer ces facteurs (en régime stationnaire) à partir

d’une seule trajectoire observée du système sans perturberles paramètres. Les études montrent

que la méthode d’analyse perturbationnelle offre un outil efficace permettant l’estimation des

indicateurs de fiabilité en utilisant directement des données de retour d’expérience.

Les résultats numériques dans ce mémoire nous permettent, d’une part, de montrer l’intérêt

de chacun des facteurs d’importance étudiés dans le but d’analyser la sensibilité selon une

direction d’intérêt et d’identifier l’importance d’un composant (d’un groupe de composants,

d’un état, ou d’un groupe d’états du système). D’autre part,ces résultats numériques permettent

une comparaison entre les facteurs étudiés ainsi qu’entre les méthodes de calcul utilisées.

On a exposé également dans ce mémoire (voir l’annexe A) une étude montrant comment

les principaux facteurs d’importance fiabilistes peuvent être mis en œuvre et évalués dans le

contexte des systèmes markoviens à composants indépendants à partir des méthodes dévelop-

pées dans notre travail de recherche doctorale. Les liens directs entre ces facteurs ont été égale-

ment établis.
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Perspectives

L’ensemble des résultats théoriques et numériques que nousavons obtenus nous permet

d’envisager plusieurs perspectives concernant les développements des facteurs d’importance

dans le contexte des systèmes à composants dépendants et l’utilisation de ces facteurs pour

l’optimisation de la maintenance.

Mesure de variation de performances et le facteur d’importance différentiel étendu en

régime transitoire

Une perspective de recherche intéressante en ce qui concerne les chapitres 6 et 7 serait de

chercher une méthode efficace permettant d’évaluer l’indicateur de variation de performance

en régime transitoire. En se basant sur ce résultat on pourrait évaluer l’extension du facteur

d’importance différentiel DIM∗ à l’instant donné.

Facteurs d’importance existants pour un système à composants dépendants

Les facteurs d’importance existants présentés dans le chapitre 2 (par exemple, le facteur

d’importance critique (CIM), le facteur d’importance de diagnostic (DIF), le facteur d’aug-

mentation du risque (RAW), ...) sont définis classiquement sous l’hypothèse d’indépendance

stochastique entre composants. Il est donc intéressant d’étendre ces facteurs d’importance pour

un système à composants dépendants.

Utilisation des facteurs d’importance fiabilistes

Lorsqu’il n’est pas toujours possible d’évaluer de façon exhaustive et complète les consé-

quences d’une décision sur le système, l’utilisation des facteurs d’importance fiabilistes pour

la prise de décision doit s’appuyer sur une démarche heuristique validée permettant d’éviter de

“mauvaises” décisions, à défaut de savoir établir les décisions optimales.

Nous prévoyons d’étudier l’utilisation des facteurs d’importance présentés dans ce mémoire

(y compris le facteur MSM, l’indicateur de variation de performanceδW ainsi que le facteur
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Perspectives

différentiel DIM) pour optimiser les paramètres de maintenance afin de conserver ou d’aug-

menter les performances du système (la disponibilité et/oula capacité de production globale,

...), en prenant en compte des contraintes, comme par exemple, le coût de maintenance, l’indis-

ponibilité de composant pour la maintenance, ...
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Annexe A

Facteurs d’importance fiabilistes pour un

système markovien à composants

indépendants

On présente ici une étude sur la mis en œuvre et sur l’évaluation des facteurs d’importance

fiabilistes existants dans le cadre des systèmes markoviensà composants indépendants. Pour ce

faire, on expose d’abord la formulation analytique de ces facteurs. On montre ensuite comment

ces facteurs d’importance peuvent être estimés à partir desdonnées de retours d’expérience

(REX).

A.1 Formulation analytique des facteurs d’importance exis-

tants

Cette section a pour objectif de présenter des approches et des liens directs entre des facteurs

d’importance existants permettant d’évaluer les six principaux facteurs d’importance.

A.1.1 Facteur d’importance marginal

On s’intéresse dans ce paragraphe à présenter trois approches permettant de calculer analy-

tiquement le facteur d’importance marginal :

– l’approche basée sur le calcul de la probabilité conditionnelle ;

– l’approche directe liée au calcul du vecteur de probabilité d’occupation des états ;

– l’approche basée sur le lien direct avec le facteur de sensibilité multi-directionnelle.
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Annexe A. Facteurs d’importance fiabilistes pour un systèmemarkovien à composants indépendants

A.1.1.1 Approche basée sur la probabilité conditionnelle

Par définition, le facteur d’importance marginal relatif aucomposanti peut s’écrire selon

l’expression suivante (voir le chapitre 2) :

MIM (i|t) = A(1i|t) − A(0i|t). (A.1)

D’après cette relation, on trouve que pour calculer le MIM relatif d’un composant ou d’un

groupe de composants, il faut d’abord générer deux modèles de Markov : l’un modèle basé sur

l’hypothèse de marche parfaite du composanti et l’autre lié à l’hypothèse de panne parfaite du

composanti. Ensuite, on calcule les probabilités que le système soit enmarche pour chaque

modèle.

Pour calculer le MIM à partir d’un seul modèle de Markov, l’approche directe permettant

d’évaluer le MIM à partir d’un seul modèle de Markov a été considérée [35].

A.1.1.2 Approche directe

La probabilité que système soit en marche à l’instantt alors que le composanti est en

marche étant :

A(i|t) = P{ϕ(s) = 1 ∩ si = 1}

= P{ϕ(s) = 1/si = 1}P{si = 1}

= A(1i|t)ai(t),

alors,

A(1i|t) =
A(i|t)

ai(t)
.

De façon similaire, on a la probabilité que le système soit enmarche à l’instantt alors que le

composanti est en panne :

A(0i|t) =
A(i|t)

1 − ai(t)
,

D’après (A.1), on obtient une autre formule d’évaluation deMIM comme suit :

MIM (i|t) =
A(i|t)

ai(t)
−

A(i|t)

1 − ai(t)
. (A.2)

Notons d’une part queA(i|t) peut être calculé à partir du vecteur de probabilité d’occupation

d’étatsP (t). Plus concrètement, soitΩOi
l’ensemble d’états où le système et le composanti
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A.1. Formulation analytique des facteurs d’importance existants

sont en marche, on a :

A(i|t) =
∑

j∈ΩOi

Pj(t)

= P (t)hS
i , (A.3)

oùhS
i = (hS

i (1), hS
i (2), ...)> est le vecteur associé aux états du système et l’état du composant

i. hS
i (j) = 1 si le système et le composanti sont en marche à l’étatj, ethS

i (j) = 0 si non.

D’autre part, notons que la disponibilité du système peut s’écrire sous la forme suivante :

A(t) = P (t)f

= A(i|t) + A(i|t),

alors :

A(i|t) = A(t) − A(i|t) = P (t)f − P (t)hS
i = P (t)(f − hS

i ).

Par conséquent, l’équation (A.2) peut s’écrire finalement :

MIM (i|t) =
P (t)f

ai(t)
−

P (t)(f − hS
i )

1 − ai(t)
. (A.4)

Cette relation nous permet de calculer le facteur MIM à partir du vecteur de probabilité d’occu-

pation d’étatsP (t) et du comportement de composanti.

A.1.1.3 Lien direct avec le facteur MSM

Une autre façon permettant de calculer le facteur d’importance marginal MIM à partir du

facteur de sensibilité multi-directionnelle se base sur lelien direct entre ces deux facteurs.

Par définition , on a une relation suivante :

MIM (i|t) =
∂A(t)

∂λi
/
∂ai(t)

∂λi

= MSMA
Qλi

(t)/
∂ai(t)

∂λi

De façon similaire, le MIM peut être défini au niveau de composant, c’est-à-dire que MSMai

Qλi
(t) =

∂ai(t)
∂λi

. On obtient finalement :

MIM (i|t) =
MSMA

Qλi
(t)

MSMai

Qλi
(t)

. (A.5)

Cette relation nous permet de calculer le facteur d’importance marginal MIM via les facteurs

de sensibilité multi-directionnelle MSM.
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Annexe A. Facteurs d’importance fiabilistes pour un systèmemarkovien à composants indépendants

A.1.2 Facteur d’importance conjoint

Dans ce paragraphe, on s’intéresse à présenter deux approches permettant de calculer ana-

lytiquement le facteur d’importance conjoint : la premièreapproche basée sur le calcul de la

probabilité conditionnelle et la deuxième approche, appelée approche directe, liée au calcul du

vecteur de probabilité d’occupation des états.

A.1.2.1 Approche basée sur la probabilité conditionnelle

Par définition, le facteur d’importance conjoint relatif des composantsi et j est

JIM(i, j|t) =
∂2A(t)

∂ai(t)∂aj(t)
=

∂MIM (i|t)

∂aj(t)
.

D’après (A.1) , on a :

JIM(i, j|t) =
∂A(1i|t)

∂aj(t)
−

∂A(0i|t)

∂aj(t)

= MIM (j|t)1i
− MIM (j|t)0i

. (A.6)

En se basant sur l’équation (A.1), on obtient les relations suivantes :

MIM (1i, j|t) = A(1i, 1j|t) − A(1i, 0j|t),

et,

MIM (0i, j|t) = A(0i, 1j|t) − A(0i, 0j|t),

où :

– A(1i, 1j|t) = P{ϕ(1i, 1j, s) = 1} la probabilité pour que le système soit en marche à

l’instant t sachant que les composantsi et j sont en marche (ai(t) = 1 etaj(t) = 1) ,

– A(0i, 0j|t) = P{ϕ(0i, 0j, s) = 1} la probabilité pour que le système soit en marche à

l’instant t sachant que les composantsi et j sont en panne (ai(t) = 0 etaj(t) = 0),

– A(1i, 0j|t) = P{ϕ(1i, 0j, s) = 1} la probabilité pour que le système soit en marche à

l’instant t sachant que le composanti est en marche et que le composantj est en panne

(ai(t) = 1 etaj(t) = 0) ,

– A(0i, 1j|t) = P{ϕ(0i, 1j, s) = 1} la probabilité pour que le système soit en marche à

l’instant t sachant que le composanti est en panne et que le composantj est en marche

(ai(t) = 0 etaj(t) = 1).

Le JIM(i, j|t) donnée par l’équation (A.6) peut s’écrire finalement selon l’expression sui-

vante :

JIM(i, j|t) = A(1i, 1j|t) + A(0i, 0j|t) − A(1i, 0j|t) − A(0i, 1j|t). (A.7)
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A.1. Formulation analytique des facteurs d’importance existants

A.1.2.2 Approche directe

La probabilité pour que système soit en marche lorsque les composantsi etj sont en marche

est :

A(i, j|t) = P{ϕ(s) = 1 ∩ si = 1, sj = 1}

= P{ϕ(s) = 1/si = 1, sj = 1}P{si = 1}P{sj = 1}

= A(1i, 1j|t)ai(t)aj(t).

Alors :

A(1i, 1j|t) =
A(i, j|t)

ai(t)aj(t)
. (A.8)

De façon similaire, on a :

A(1i, 0j|t) =
A(i, j|t)

ai(t)aj(t)

A(0i, 1j|t) =
A(i, j|t)

ai(t)aj(t)

A(0i, 0j|t) =
A(i, j|t)

ai(t)aj(t)
.

L’équation (A.7) peut donc s’écrire en fait comme suit :

JIM(i, j|t) =
A(i, j|t)

ai(t)aj(t)
+

A(i, j|t)

ai(t)aj(t)
−

A(i, j|t)

ai(t)aj(t)
−

A(i, j|t)

ai(t)aj(t)
. (A.9)

On établit maintenant les formules permettant de calculer lesA(i, j|t), A(i, j|t), A(i, j|t) et

A(i, j|t) à partir du vecteur de probabilité d’occupation des étatsP (t).

Soit ΩOij
l’ensemble des états de marche du système dans lesquels les composantsi et j

sont en marche,A(i, j|t) peut être calculé selon l’expression suivante :

A(i, j|t) =
∑

j∈ΩOij

Pj(t) = P (t)hS
ij , (A.10)

avechS
ij = (hS

ij(1), hS
ij(2), ...)> est le vecteur associé aux états du système et des composantsi,

j. hS
ij(l) = 1 si le système et les composantsi, j sont en marche à l’étatl, ethS

ij(l) = 0 si non.

Remarquons que :

A(i, j|t) = A(i|t) − A(i, j|t) = P (t)hS
i − P (t)hS

ij = P (t)(hS
i − hS

ij); (A.11)

A(i, j|t) = A(j|t) − A(i, j|t) = P (t)hS
j − P (t)hS

ij = P (t)(hS
j − hS

ij); (A.12)

A(i, j|t) = A(t) − A(i, j|t) − A(i, j|t) − A(i, j|t) = A(t) + A(i, j|t) − A(i|t) − A(j|t)

= P (t)f + P (t)hS
ij − P (t)hS

i − P (t)hS
j = P (t)(f + hS

ij − hS
i − hS

j ). (A.13)
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Annexe A. Facteurs d’importance fiabilistes pour un systèmemarkovien à composants indépendants

D’après (A.9), (A.10), (A.11), (A.12) et (A.13), on obtientfinalement :

JIM(i, j|t) =
P (t)hS

ij

ai(t)aj(t)
+

P (t)(f + hS
ij − hS

i − hS
j )

ai(t)aj(t)
−

P (t)(hS
i − hS

ij)

ai(t)aj(t)
−

A(P (t)(hS
j − hS

ij)

ai(t)aj(t)
.

(A.14)

Il est clair que le JIM(i, j|t) peut être calculé à partir du vecteur de probabilité d’occupation des

étatsP (t).

A.1.3 Autres facteurs d’importance

A.1.3.1 Facteur d’importance critique

On a montré dans le chapitre 2 que le facteur d’importance critique peut être calculé via le

facteur d’importance marginal grâce à un lien direct entre eux, rappelons-le :

CIM(i|t) = MIM (i|t)
ai(t)

A(t)

= MIM (i|t)
1 − ai(t)

1 − A(t)
. (A.15)

A.1.3.2 Facteur de diminution du risque

Par définition (voir le chapitre 2), le facteur de diminutiondu risque pour le composanti

est :

RRW(i|t) =
A(t)

A(1i, t)
. (A.16)

Pour la démonstration de l’équation (2.11), on regarde la fonction de l’indisponibilité/défiabilité

du système en utilisant la décomposition pivotale [92].

De façon similaire de l’équation (2.16), on a :

A(t) = ai(t)[A(0i, t) − A(1i, t)] + A(1i, t). (A.17)

où :

– A(1i, t) est la probabilité que le système est en panne à l’instantt sachant que composant

i est en marche (ai(t) = 1) ;

– A(0i, t) est la probabilité que le système est en panne à l’instantt sachant que composant

i est en panne (ai(t) = 0).

D’après les équations (2.3) et (A.17), on obtient :

MIM (i|t) = A(0i, t) − A(1i, t). (A.18)
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A.1. Formulation analytique des facteurs d’importance existants

Par conséquent :

A(1i, t) = A(t) − ai(t)MIM (i|t).

En utilisant cette relation, l’équation (A.16) peut s’écrire comme suit :

RRW(i|t) =
A(t)

A(t) − ai(t)MIM (i|t)
,

ou,

RRW(i|t) =
1

1 − MIM (i|t)
ai(t)

A(t)

. (A.19)

En utilisant (2.8), on obtient finalement :

RRW(i|t) =
1

1 − CIM(i|t)
. (A.20)

Ces relations (A.19) et (A.20) nous permettent de calculer le facteur de diminution du risque

RRW à partir soit du facteur d’importance marginal MIM, soitdu facteur d’importance critique

CIM.

A.1.3.3 Facteur d’augmentation du risque

Rappelons que le facteur d’augmentation du risque pour le composanti est :

RAW(i|t) =
A(0i, t)

A(t)
. (A.21)

D’après (A.18), (A.16) et (A.21), on a :

MIM (i|t)

A(t)
= RAW(i|t) −

1

RRW(i|t)
, (A.22)

ou,

RAW(i|t) =
MIM (i|t)

A(t)
+

1

RRW(i|t)
. (A.23)

En utilisant (A.19), on a :

RAW(i|t) = MIM (i|t)
ai(t)

A(t)
+ 1. (A.24)

Cette relation nous permet de calculer le facteur d’augmentation du risque RAW grâce au facteur

d’importance MIM.
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A.1.3.4 Facteur d’importance de diagnostic

On a montré dans le chapitre 2 que le facteur d’importance de diagnostic peut être calculé

à partir soit du facteur d’importance marginal MIM, soit du facteur d’augmentation du risque

RAW grâce aux liens directs entre eux, rappelons-les :

DIF(i|t) = RAW(i|t)ai(t)

= (MIM (i|t)
ai(t)

A(t)
+ 1)ai(t).

Dans le tableau A.1, on présente les liens directs entre des facteurs d’importance présentés

ci-dessus. Ces liens directs permettent de calculer rapidement un facteur d’importance grâce

aux facteurs.
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Liens directs entre les facteurs d’importance classiques

Facteur MIM CIM RRW RAW DIF

MIM 1 CIM
A(t)

ai(t)

(RRW− 1)

RRWai(t)
A(t)

(RAW − 1)

ai(t)
A(t) (

DIF
ai(t)

− 1)
A(t)

ai(t)
)

CIM MIM
ai(t)

A(t)
1 1 −

1

RRW
(RAW − 1)

ai(t)

ai(t)

DIF
ai(t)

−
ai(t)

ai(t)

RRW
1

1 − MIM
ai(t)

A(t)

1

1 − CIM
1

1

RAW −
MIM

A(t)

1
DIF
ai(t)

−
MIM

A(t)

RAW MIM
ai(t)

A(t)
+ 1

MIM

A(t)
+ 1 − CIM

MIM

A(t)
+

1

RRW
1

DIF
ai(t)

DIF (MIM
ai(t)

A(t)
+ 1)ai(t) CIMai(t) + ai(t)

ai(t)MIM

A(t)
+

ai(t)

RRW
ai(t)RAW 1

TAB. A.1 – Liens directs entre les facteurs d’importance classiques dans le contexte des systèmes avec les composants indépendants

stochastiques. MIM ,CIM,RRW, RAW et DIF indiquent MIM(i|t) ,CIM(i|t),RRW(i|t), RAW(i|t) et DIF(i|t) respectivement

avec :A(t) = 1 − A(t) etai(t) = 1 − ai(t).

Ces relations nous permettent calculer rapidement les facteurs d’importance relatifs d’un composant afin de pouvoir classifier sa

importance à la sûreté de fonctionnement du système.

Remarquons qu’en se basant sur chaque facteur d’importance, on peut obtenir les différents classements d’importance des compo-

sants.
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Annexe A. Facteurs d’importance fiabilistes pour un systèmemarkovien à composants indépendants

A.2 Estimation à partir de REX

Supposons que les comportements fiabilistes des composants(taux de défaillance et de ré-

paration) et la matrice génératrice du processus de Markov sont inconnus, et que seulement des

données de retours d’expérience (qui correspondent à l’observation d’une seule trajectoire du

système) sont disponibles. Nous nous intéressons à estimerces facteurs d’importance présentés

ci-dessus en régime stationnaire à partir de ces données.

A.2.1 Facteur d’importance marginal

Lorsqu’il existe trois approches permettant de calculer analytiquement le facteur d’impor-

tance marginal MIM(voir le paragraphe A.1.1), on utilise ici ces trois approches pour l’estima-

tion de MIM en régime stationnaire.

A.2.1.1 Approche basée sur l’estimation deδA

En se basant sur l’équation (A.1), le facteur MIM relatif du composanti en régime station-

naire peut s’écrire comme suit :

MIM (i) = A(1i) − A(0i), (A.25)

où :

– A(1i) est la probabilité pour que le système soit en marche en régime stationnaire sachant

que composanti est en marche ;

– A(0i) est la probabilité pour que le système soit en marche en régime stationnaire sachant

que composanti est en panne

Notons que la probabilité d’être en marche du composanti en régime stationnaire estai =

µi/(λi + µi). Alors :

ai =

{

1 si et seulement siλi = 0 etµi 6= 0

0 si et seulement siµi = 0etµi 6= 0

Remarquons également que :

A(1i) = A(0λi
) = A + δA(0λi

), (A.26)

oùA est la disponibilité asymptotique du système,A(0λi
) la disponibilité asymptotique sachant

queλi = 0, etδA(0λi
) la variation de la disponibilité asymptotique provoquée par le fait que le

taux de défaillance du composanti varie de−100% sa valeur.
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De façon similaire,

A(0i) = A(0µi
) = A + δA(0µi

), (A.27)

δA(0µi
) étant la variation de la disponibilité asymptotique provoquée par le fait que le taux de

réparation du composanti varie de−100% sa valeur.

D’après les équations (A.28), (A.26) et (A.27), on obtient :

MIM (i) = δA(0λi
) − δA(0µi

). (A.28)

D’après l’équation (6.38) dans le chapitre 6, la variation de la disponibilité asymptotique

provoquée par le changement du taux de défaillance du composanti est :

δA(0λi
) = πλiQλi

M](I − λiQλi
M])−1f , (A.29)

oùM] est l’inverse généralisée calculé grâce à la matrice génératriceM, voir (6.16). De façon

similaire, on a :

δA(0µi
) = πµiQµi

M](I− µiQµi
M])−1f . (A.30)

Les relations (A.29) , (A.30) et (A.28) nous permettent de calculer analytiquement le facteur

MIM à partir du vecteur de probabilitéπ et de la matrice génératriceM.

Dans la section 6.4 du chapitre 6, nous avons montré que les variations de la disponibi-

lité asymptotique peuvent être estimées à partir d’une seule trajectoire observée. En effet, les

estimations deδA(0λi
) et deδA(0µi

), basées principalement sur l’estimation du vecteur de

probabilité d’occupation d’étatπ et celle de l’inverse généraliséeM], peuvent être obtenues

à partir d’une seule trajectoire observée en changeant seulement les directions liée aux para-

mètres considérés. Par conséquent, on peut obtenir l’estimation du facteur d’importance margi-

nal comme suit :

ˆMIM (i) = δÂ(0λi
) − δÂ(0µi

). (A.31)

Il est clair que cette relation nous permet d’estimer le facteur MIM stationnaire grâce à des

données de retour d’expériences.

A.2.1.2 Approche basée sur l’estimation deπ

Nous présentons maintenant une autre façon permettant d’estimer le facteur MIM station-

naire en utilisant seulement l’estimation du vecteur de probabilité d’occupation des états en

régime stationnaire.
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En se basant sur l’équation (A.4), le facteur MIM relatif du composanti en régime station-

naire peut s’écrire comme suit :

MIM (i) =
πf

ai
−

π(f − hS
i )

1 − ai
. (A.32)

Notons que la disponibilité asymptotique d’un composant peut être également déterminée à

partir du vecteur de probabilité d’occupation des états. Eneffet, soitΩi l’ensemble des états où

le composanti est en marche, on a :

ai =
∑

j∈Ωi

πj = πhi, (A.33)

où hi = (hi(1), hi(2), ...)> est le vecteur associé aux états du système et du composanti.

hi(j) = 1 si le le composanti est en marche à l’étatj, ethi(j) = 0 si non. Alors le facteur MIM

relatif du composanti peut s’écrire finalement comme suit :

MIM (i) =
πhS

i

πhi
−

π(f − hS
i )

1 − πhi
. (A.34)

Cette relation nous permet de calculer le facteur MIM stationnaire à partir du vecteur de proba-

bilité d’occupation des étatsπ. Notons qu’en se basant sur la trajectoire observée du système,

l’estimateurπ̂ est obtenu, voir (5.11). Alors,

ˆMIM (i) =
π̂hS

i

π̂hi
−

π̂f − π̂hS
i

1 − π̂hi
. (A.35)

Cette relation nous permet d’estimer le facteur d’importance marginal en régime stationnaire

à partir des données de retour d’expérience.

A.2.1.3 Lien direct avec le facteur MSM

Selon le lien direct avec le facteur de sensibilité multi-directionnelle (A.5), l’estimation du

facteur MIM est obtenue grâce à les estimations des facteursMSM qui peut être obtenues à

partir d’une seule trajectoire observée (voir le chapitre 5).

ˆMIM (i) =
ˆMSM

A

Qλi

ˆMSM
ai

Qλi

.

A.2.2 Facteur d’importance conjoint

Il existe deux approches permettant d’estimer le facteur d’importance conjoint en régime

stationnaire à partir d’une seule trajectoire observée :

– l’approche basée sur l’estimation deδA ;

– l’approche basée sur l’estimation deπ.
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A.2.2.1 Approche basée sur l’estimation deδA

En se basant sur l’équation (A.7), le facteur JIM relatif descomposantsi et j en régime

stationnaire peut s’écrire comme suit :

JIM(i, j) = A(1i, 1j) + A(0i, 0j) − A(1i, 0j) − A(0i, 1j). (A.36)

De même esprit du paragraphe A.2.1.1, on a :

A(1i, 1j) = A(0λi
, 0λj

) = A + δA(0λi
, 0λj

),

oùA(0λi
, 0λj

) est la disponibilité asymptotique du système sous l’hypothèse queλi = 0 (ai =

1) et λj = 0 (aj = 1), et δA(0λi
, 0λj

) est la variation de la disponibilité asymptotique sous

l’hypothèse que les taux de défaillance des composantsi et j varient de−100% leur valeur.

De façon similaire :

A(0i, 0j) = A(0µi
, 0µj

) = A + δA(0µi
, 0µj

),

A(1i, 0j) = A(0λi
, 0µj

) = A + δA(0λi
, 0µj

),

A(0i, 1j) = A(0µi
, 0λj

) = A + δA(0µi
, 0λj

).

Par conséquent, (A.36) peut s’écrire :

JIM(i, j) = δA(1i, 1j) + δA(0i, 0j) − δA(1i, 0j) − δA(0i, 1j). (A.37)

D’après l’équation (6.38) dans le chapitre 6, la variation de la disponibilité asymptotique pro-

voquée par les changements du paramètresλi etλj est :

δA(0λi
, 0λj

) = π(λiQλi
+ λjQλj

)M]
[

I − (λiQλi
+ λjQλj

)M]
]−1

f .

De façon similaire, on a :

δA(0µi
, 0µj

) = π(µiQµi
+ µjQµj

)M]
[

I − (µiQµi
+ µjQµj

)M]
]−1

f ,

δA(0λi
, 0µj

) = π(λiQλi
+ µjQµj

)M]
[

I − (λiQλi
+ µjQµj

)M]
]−1

f ,

δA(0µi
, 0λj

) = π(µiQµi
+ λjQλj

)M]
[

I − (µiQµi
+ λjQλj

)M]
]−1

f .

Ces relations nous montrent que l’on peut calculer analytiquement le facteur JIM à partir du

vecteur de probabilitéπ et la matrice génératriceM en changeant seulement les directions liées

aux paramètres considérés.

La relation (A.39) conduit à l’estimation de JIM(i, j) selon l’expression suivante :

ˆJIM(i, j) = δÂ(0λi
, 0λj

) + δÂ(0µi
, 0µj

) − δÂ(0µi
, 0λj

) − δÂ(0λi
, 0µj

). (A.38)

173



Annexe A. Facteurs d’importance fiabilistes pour un systèmemarkovien à composants indépendants

Notons d’une part que lesδÂ(0λi
, 0λj

), δÂ(0µi
, 0µj

), δÂ(0µi
, 0λj

) et δÂ(0λi
, 0µj

) peuvent

être obtenus grâce aux estimateursπ̂ et M̂] en changeant seulement les directions liées aux

paramètres considérés. Nous avons montré, d’autre part dans la section 6.4 du chapitre 6, que

ces estimateurs peuvent être obtenus à partir d’une seule trajectoire observée. Par conséquent,

on peut obtenir l’estimation du facteur JIM à partir d’une seule trajectoire observée.

A.2.2.2 Approche basée sur l’estimation deπ

En régime stationnaire, l’équation (A.14) devient :

JIM(i, j) =
A(i, j)

aiaj

+
A(i, j)

(1 − ai)(1 − aj)
−

A(i, j)

ai(1 − aj)
−

A(i, j)

(1 − ai)aj

=
πhS

ij

πhiπhj
+

π(f + hS
ij − hS

i − hS
j )

(1 − πhi)(1 − πhj)
−

π(hS
i − hS

ij)

πhi(1 − πhj)
−

π(hS
j − hS

ij)

(1 − πhi)πhj
.

(A.39)

Notons d’une part quef , hS
i , hS

j , hS
ij, hi et hj sont des vecteurs constants. Alors l’équation

(A.39) nous montre que le facteur JIM relatif des composantsi, j peut être calculé directement

grâce au vecteur de probabilité d’occupation des étatsπ. D’autre part, l’estimation du vecteur

π est obtenue grâce à la trajectoire observée, voir (5.11). Par conséquent, on obtient finalement

l’estimation de JIM(i, j) comme suit :

ˆJIM(i, j) =
π̂hS

ij

π̂hiπ̂hj
+

π̂(f + hS
ij − hS

i − hS
j )

(1 − π̂hi)(1 − π̂hj)
−

π̂(hS
i − hS

ij)

π̂hi(1 − π̂hj)
−

π̂(hS
j − hS

ij)

(1 − π̂hi)π̂hj
.

(A.40)

Cette relation nous permet d’estimer le facteur d’importance conjoint en régime stationnaire

à partir des données de retour d’expérience car ces données donnent l’estimation du vecteurπ.

A.2.3 Autres facteurs d’importance

Les facteurs d’importance restants (y compris le facteur d’importance critique CIM, le fac-

teur de diminution du risque RRW, le facteur d’augmentationdu risque RAW et le facteur

d’importance de diagnostic DIF) peuvent être estimés grâceaux liens directs avec l’estimateur

du facteur d’importance marginalˆMIM (voir le tableau A.2)
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Liens directs entre les estimateurs des facteurs d’importance classiques

Estimateur ˆMIM ˆCIM ˆRRW ˆRAW D̂IF

ˆMIM 1 ˆCIM
Â

âi

( ˆRRW− 1)

ˆRRWâi

Â
( ˆRAW − 1)

âi

Â (
D̂IF

âi

− 1)
Â

âi

)

ˆCIM ˆMIM
âi

Â
1 1 −

1

ˆRRW
( ˆRAW − 1)

âi

âi

D̂IF
âi

−
âi

âi

ˆRRW
1

1 − ˆMIM
âi

Â

1

1 − ˆCIM
1

1

ˆRAW −
ˆMIM

Â

1

D̂IF

âi

−
ˆMIM

Â

ˆRAW ˆMIM
âi

Â
+ 1

ˆMIM

Â
+ 1 − ˆCIM

ˆMIM

Â
+

1

ˆRRW
1

D̂IF

âi

D̂IF ( ˆMIM
âi

Â
+ 1)âi

ˆCIMâi + âi
âi

ˆMIM

Â
+

âi

ˆRRW
âi

ˆRAW 1

TAB. A.2 – Liens directs entre les estimateurs des facteurs d’importance classiques en régime stationnaire.ˆMIM , ˆCIM, ˆRRW, ˆRAW et

D̂IF indiquent ˆMIM (i) , ˆCIM(i), ˆRRW(i), ˆRAW(i) et D̂IF(i) respectivement

avec :Â = 1 − Â = 1 − π̂f et âi = 1 − âi = 1 − π̂hi.

Ces relations nous permettent calculer rapidement l’estimation des facteurs d’importance relatifs d’un composant enutilisant seule-

ment des données de retour d’expérience sans avoir à connaître le comportement des composants (taux de défaillance et deréparation)

ni la matrice génératrice du processus de Markov.

1
7
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Annexe B

Méthode de perturbation généralisée [54]

Considérons un système physique décrit parpj (avecj = 1...J) et par un vecteurz =

(z1, ..., zK) satisfaisant l’équation suivante :

m(z|p) = 0. (B.1)

Le vecteurz(θ, t) décrit des états du systèmes et dépend généralement de l’espace des phases

coordonnéesθ et du tempt. Le vecteurp représente l’ensemble deJ paramètres indépendants

pj(j = 1, 2, ..., J). L’équation (B.2) est supposée être dérivablee par rapportaux paramètrespj

etzk.

Considérons maintenant une fonction d’intérêt qui peut être écrite selon l’expression sui-

vante :

W =

∫ tF

t0

< h+, z > dt =� h+, z �, (B.2)

où :

– h+ correspond au vecteur d’une fonction assignée ;

– t0, tF désignent les limites de temps ;

– <>, �� indiquent l’intégrations en l’espace phases et l’intégration en l’espace phases

et de temps.

Supposons qu’il existeh tel que :

� z∗, h �=� h+, z �, (B.3)

où z∗ est la mesure d’importance associée à la mesurez. Les règles permettant de déterminer

l’équation régissant cette mesure d’importance associéez∗ à partir de l’équation régissant la

mesurez sont :

– changement de signe de la dérivée ;

– transposition de la matrice des éléments ;
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– inverse de l’ordre des opérateurs ;

– substitution deh avech+.

Le but de cette méthode est de chercher une expression qui donne la variationδW par le

terme de perturbationsδpj (j = 1, ...).

La discrétisation de l’équation (B.2) nous donne :

j=J
∑

j=0

(Hz/j + m/j)δpj + O2 = 0, (B.4)

où :

– O2 est le terme au second ordre ou à l’ordre supérieur ;

– z/j =
dz

dpj
;

– m/j =
dm

dpj
;

– et enfin,H est une matrice jacobienne :

H =



















∂m1

∂z1

∂m1

∂z2
...

∂m1

∂zK
∂m2

∂z1

∂m2

∂z2
...

∂m2

∂zK

... ... ... ...
∂mK

∂z1

∂mK

∂z2
...

∂mK

∂zK



















=
∂m

∂z
.

Lorsqu’on suppose quepj et δpj sont indépendants, on obtient selon l’équation (B.5) :

Hz/j + m/j = 0, (B.5)

qui représente l’équation régissant la fonction dérivéez/j .

Pour l’illustration, on considère une équation régissant suivante :

m(z) = −
dz

dt
+ az,

avec la condition initialez(t0) = z0. Cette équation correspond en effet à l’équation suivante :

m(z) = −
dz

dt
+ az + z0Υ(t − t0) = 0.

En prenant la dérivée par rapport àpj , on obtient :

m/j =
∂
dz

dt
∂pj

=
∂a

∂pj

z +
∂z0

∂pj

Υ(t − t0) = 0. �
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Considérons maintenant la fonction d’intérêtWj et en utilisant l’équation (B.3),Wj peut

s’écrire selon l’expression suivante :

Wj =� h+, z/j �=� z∗, m/j �,

oùz∗ est une mesure d’importance associée àm/j . z∗ est la solution de l’équation suivante :

H∗z∗ + h+ = 0, (B.6)

oùH∗ est une inverse de l’opérateurH. Pour simplifier, notons qu’il suffit, pour obtenir l’équa-

tion (B.6) à partir de celle (B.5) , de transposer la matrice d’éléments et de changer le signe du

terme de dérivation.

La sensibilité de la fonctionW par rapport àpj devient :

Sj =
dW

dpj
=�

∂h+

∂pj
, z � + � z∗,

∂m

∂pj
� . (B.7)

Le premier ordre de changement global de la mesureW est :

∂W =

J
∑

j=1

∂pj �
∂h+

∂pj
, z � + � z∗,

∂m

∂pj
� . (B.8)
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