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Résumé

Les facteurs d’'importance fiabilistes permettant de foutes informations sur 'importance
des composants vis-a-vis des performances fiabilistessysteme. Ces facteurs d'importance
sont un outil efficace pour la prise de décision dans les étdddiabilité, d’analyse de risques,
en maintenance, en exploitation ou en conception. Lesdectimportance fiabilistes ont été
classiquement définis dans le cadre des modeéles booléerabiigsiiet, sous leur forme clas-
sique (et avec les méthodes d’évaluation actuelles), césuis ne sont souvent utilisables que
sous I'hypothése de composants binaires et indépendamisyeune architecture de systéme
“statique”. Lutilisation de ces facteurs d’'importanceupdaide a la décision sur des systemes
réels impose pourtant souvent la prise en compte d’hypeshalsis realistes.

Cette these propose un nouveau facteur d'importance fitila “sensibilité multi-directionnelle”,
qui permet d’évaluer I'importance fiabiliste d’'un compasan d’'un groupe de composants
d’un systeme markovien a composants dépendants et, plasadgment, I'importance fiabiliste
d’'un ensemble de caractéristiques du systeme. On dévedgapement des méthodes efficaces
d’évaluation de ce nouveau facteur d'importance par calcalytique ou par estimation a partir
d’une seule trajectoire observée en utilisant des teclesigianalyse par perturbation.

L'extension aux ordres supeérieurs et l'utilisation pous dgstemes markoviens d’un facteur
importance introduit récemment (DIM) sont également aésrd






Abstract

Reliability importance measures provide useful insighsystem performance (reliability,
availability, maintainability, global production capggi...). They constitute an efficient tool to
support decision-making in reliability studies, risk aysa$, maintenance optimization, system
exploitation or design. Most of reliability importance nseees have been primarily defined in
the framework of reliability boolean models and under tl@ssic form (and to the current
methods of assessment), these measures can be used forssystie binary and independent
components, and for a “static” structure a priori definedwigeer, the use of these importance
measures in the decision-marking process for real systé@s @quires the consideration of
more realistic assumptions.

This thesis proposes a new reliability importance meashee; multi-directional sensiti-
vity”, which allows the evaluation of the reliability imp@nce of a component or a group of
components for a markovian system with dependent compsi it more generally the relia-
bility importance of any characteristic feature of the syst The thesis also develops efficient
evaluation procedures for this new importance measureliyo#imalytical calculation and esti-
mation from a single sample path observation using pertiobanalysis techniques.

The extension and use of classical importance measuregdtanss with dependent com-
ponents in a markovian framework are also investigated.
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Introduction genérale

A slreté de fonctionnement est apparue récemment dangirbistt s'est développée au
L cours du XXe siécle en devenant un domaine incontournabheark actuelle pour les
industries a risques (en premier chef, I'industrie nucat les industries chimiques) mais aussi
de plus en plus pour toute industrie en raison de ses retaditvaites avec la notion de qualite,
les problemes ergonomiques (relation homme-machinelpéict sur I'environnement ainsi que
son influence sur le colt global de possession (construetiproduction, exploitation, mise au
rebut).

Les études de sdreté des systemes constituent un bon sppporaide a la décision en ex-
ploitation, en maintenance et méme en conception. Quarfaateurs d'importance, ils peuvent
constituer des indicateurs de pilotage des activités datargnce qui permettent de concentrer
les ressources disponibles sur les matériels les pluguesiet ainsi optimiser les décisions de
maintenance. A l'aide de facteurs d’importance, il est pangple possible de distinguer les
mateériels critiques pour la slreté (sur lesquels on reafarla maintenance) des matériels non
critiques (pour lesquels on peut souhaiter relacher cersacontraintes réglementaires). Avec
le développement des approches de décision dite « riskanefh>», de telles utilisations des fac-
teurs d’importance sont appelées a se développer en pratiga décisions prises peuvent na-
turellement avoir des conséquences directes sur la siggi@stallations et elles méritent donc
d’étre étayées par des développements methodologiquagefiant de justifier et de valider les
procédures de décision de maintenance basées sur leg$atimportance. Les facteurs d'im-
portance ont été classiquement définis dans le cadre dedendm®léens de fiabilité (arbres
de défaillances, arbres d’événements) et des algorithidealdation performants baseés sur les
diagrammes de décision binaire ont été développés, [43S84iks leur forme classique et avec
les méthodes d’évaluation actuelles, ils peuvent étrisatiles sous I’hypothese de composants
binaires et indépendants et pour une architecture de sggiéfinie a priori. L'utilisation des
facteurs d’importance fiabilistes pour I'aide a la décisandes systemes réels impose pourtant
souvent la prise en compte d’hypothéses plus réalistes.

Notre premier objectif est de proposer un nouveau factaorpirtance fiabiliste appelé le
facteur de sensibilité multi-directionnelle. Le facteuoposé est en fait défini en se basant sur
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Introduction générale

une modélisation markovienne du systeme qui permet de preamcompte des dépendances
entre les composants. Ce facteur permet, d’'une part, détiadsensibilité du systéme selon
une direction d’'intérét, d’autre part, d’'identifier 'impgance d’'un composant (d’un groupe
de composants), ainsi que I'importance d’'un état (ou d’'uvuge d’états) du systeme. Pour
I'évaluation de ce facteur proposeé, le calcul analytiquesiague I'estimation a partir d’'une
seule trajectoire observée sont consideéres.

Le second objectif est de mettre en ceuvre et de proposer teresan d’'un facteur d'impor-
tance fiabiliste introduit récemment [18] dans le cadre gsgemes markoviens a composants
dépendants. Pour I'évaluation de ce facteur et celle dexdgenson, les méthodes analytiques
et estimées sont également étudiées.

Organisation du manuscrit

La premiére partie permet de donner un cadre a notre étudepediser notre probléma-
tique. Des introductions sur les systemes a composantsidépis et sur les facteurs d’'impor-
tance fiabilistes sont exposées dans le premier chapiggeséhtiel des notions indispensables a
la compréhension de notre probléme et de nos motivatiortsexpesé de maniére trés générale.
Le deuxiéme chapitre est consacré entierement a une étldmgbaphique sur la modélisation
des systemes dynamique avec dépendances, et sur lesdatimportance existants. Chacun
de ces points a été abordé dans le but de justifier les choixou® avons effectués au sujet
de la modélisation pour le systeme et les composants (nsatiélh markovienne), des exten-
sions des facteurs d’'importance existants, et de la nééeksn nouveau facteur d'importance
(facteur de sensibilité multi-directionnelle) pour le nételdu systéme envisagé.

La seconde partie du mémoire est consacrée a I'étude du aodaeteur d’'importance
proposé (le facteur de sensibilité multi-directionnell®h commence par présenter, dans le
chapitre 3, son concept et son évaluation analytique daresle’'un systeme markovien pour
lequel I'indicateur de performance est vue traditionmabat via sa disponibilité instantanée,
asymptotique, ou encore moyenne sur une période d’obgmrvae chapitre 4 a pour but de
montrer comment ce facteur d’importance peut étre utilaé pn systéme de production multi-
état dans lequel les indicateurs de performance considéréssa disponibilité et sa capacité
de production globale. Des applications détaillées soaleégent exposées. Dans le chapitre
5, nous présentons la méthode d’analyse de perturbation’aftimer ce facteur a partir des
données de retour d’expérience.

La troisieme partie se compose de deux chapitres. Le chapitobncerne une étude sur la
variation de performances (qui sont des mesures de dispt@fitabilité, de capacité de pro-
duction globale, etc) du systéme lorsqu’il existe une tamede paramétres fiabilistes (taux de

2



défaillance et de réparation, ...), ou plus généralemerd,variation selon une direction spé-
cifique (taux de transition entre des états) dans le contiedesystemes markoviens. Afin de
mesurer la contribution relative d’'un composant ou d’'urugede composants a la variation
de performances, on propose dans le chapitre 7 I'utilisatiofacteur d'importance différentiel

récemment introduit par Borgonovo [18, 17]. Lorsque cedacest limité par I'hypothése de

variation faible des parametres, on propose dans ce caapitrextension permettant une utili-
sation plus générale qui s’avere possible dans le cadreowviark Le lien direct avec le facteur

de sensibilité multi-directionnelle est également établi

Une étude sur la mise en ceuvre et sur I'évaluation (y comerislcul analytique ou par
estimation) des facteurs d'importance fiabilistes existdans le contexte des systémes marko-
viens a composants indépendants est présentée dans Bafinex
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Introduction

L'objectif de cette premiere partie est de présenter etalieiter notre problématique pour
les études de sensibilité et le calcul de facteurs d'impeddiabilistes dans un systeme dyna-
mique. De maniére générale, nous avons pu constater quactkesifs d'importance existants
utilisés comme outils d’aide a la décision (de maintenadexploitation ou de conception, ...)
sont basés sur I'hypothése simplificatrice (mais parfoisngaliste) d'indépendance des com-
posants. Or, il existe de nombreux cas réels dans lesqudgpothése n’est pas vérifiée, par
exemple pour les dépendances relevant de phénomeénes diagiéda de cause commune ou
de propriétés fonctionnelles et structurelles. L'exiseede ces dépendances affecte souvent de
facon notable les probabilités d’'occurrence des événesmedbutés sur un systeme, et en les
négligeant, on s’expose a de graves erreurs d’apprécstioles composants les plus critiques
pour la slreté et sur les décisions les plus appropriéesjdctf des travaux présentés ici est de
mettre en évidence la nécessité de la prise en compte desdigpes stochastiques entre des
composants et de proposer des outils efficaces qui permetieme part, d’étudier la sensibilité
de performance du systéme selon une direction d’intéréut part, d’'identifier I'importance
d’'un composant (d'un groupe de composants) ainsi que I'mapce d’'un état (d’'un groupe
d’états) du systéme envisagé.

Le chapitre 1 est une introduction générale sur la néceadsitg prise en compte des dépen-
dances dans un systéeme dynamique et sur les facteurs dtamperfiabilistes pour I'optimi-
sation de la prise de décision. On définit et on illustre deiérarsuccincte et tres “pratique”,
I'ensemble des notions indispensables a la descriptiona@tampréhension de cette problé-
matique.

Dans le chapitre 2, on présente une étude bibliographigqua suodélisation des systéemes
en prenant en compte des dépendances entre des compaossntdes facteurs d'importance
fiabilistes couramment utilisés en sdreté de fonctionnénadin de préciser le cadre de notre
problématique et de justifier le choix de modélisation etféc
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Chapitre 1

Etude de sensibilité et facteurs
d'importance fiabilistes pour un systeme
dynamique : problématique

1.1 Introduction

La sdreté de fonctionnement constitue désormais un enjgaumaour de nombreux sys-
temes embarqués ou procédés complexes. Dans ce context&jdes probabilistes de sireté
de fonctionnement voient leur champ d’utilisation s’étende plus en plus. Il ne s’agit plus
seulement de vérifier que des spécifications techniqueplditation ou de conception sont
respecteées, mais aussi d’utiliser les modéles et les itedicade sdreté de fonctionnement pour
optimiser les décisions de maintenance, d’exploitatiordewonception. Pour des systemes
complexes, il est en général difficile, voire impossible dastruire un modele global et com-
plet en suivant une démarche analytique, mais il est soynesstible de caractériser le compor-
tement du systéme par la détermination d’'indicateurs det&iale fonctionnement du systeme
(facteurs d’'importance fiabilistes des composants, inapae relative des coupes minimales
prépondérantes, probabilité d’occurrence d’événemeiigues, ...) et d’appuyer les décisions
sur ces indicateurs. On observe de fagcon assez courar@raiue et cette évolution en ingé-
nierie de la sdreté de fonctionnement. Ainsi, par exemg@esdindustrie nucléaire, les études
probabilistes de sdreté (EPS) n'ont plus pour seule vatafidentifier et de quantifier les sce-
narios accidentels conduisant a une conséquence inablefftesion du cceur, rejets radioactifs
hors de I'enceinte de confinement) et de vérifier le respexicdatraintes de sdreté et de sé-
curité. Ces études servent également de support a plusigplisations visant a perfectionner
les pratiques d’exploitation, a ré-évaluer en permanenteeférentiel sireté " et a justifier les
choix de conception des tranches futures. Parmi ces apphsaon peut citer I'analyse pro-
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babiliste des incidents (évaluation des conséquencestpmites d’un accident), 'optimisation
de la maintenance par la fiabilité (OMF), ou encore I'élaboredes spécifications techniques
d’exploitation. Ainsi, les facteurs d'importance peuvennstituer des indicateurs de pilotage
des activités de maintenance qui permettent de conceesearetssources disponibles sur les
matériels les plus critiques et d’optimiser les décisioastahintenance. A l'aide des facteurs
d’'importance, il est par exemple possible de distinguematgriels critiques pour la sdreté (sur
lesquels on renforcera la maintenance) des matériels faques (pour lesquels on peut sou-
haiter relacher certaines contraintes réglementaire®c ke développement des approches de
décision dite “risk-informed”, de telles utilisations desteurs d'importance sont appelées a se
développer en pratique. Les décisions prises peuventati@ment avoir des conséquences di-
rectes sur la sireté des installations et elles mériterd détre étayées par des développements
méthodologiques permettant de justifier et de valider lesguures de décision de maintenance
basées sur les facteurs d’importance (quels facteursartpiour la maintenance et comment les
utiliser ?).

Cette approche de la décision basée sur la déterminatiantibsation d’indicateurs issus
des études de sdreté et de fiabilité est susceptible de prédenx types de difficultés :

1. Calcul des indicateurs :en premier lieu, il faut étre en mesure de calculer des irdica
teurs pertinents et représentatifs du systeme, sous deshieges réalistes. Ce calcul se
heurte trés rapidement a des obstacles méthodologiques, &il existe des algorithmes
efficaces pour calculer les divers facteurs d’importanégt@nts sous I’hypothese d’'indé-
pendance des composants du systeme étudié, le calcul dtenfa’importance fiabiliste
devient trés difficile a réaliser en présence de dépendamtesles composants du sys-
teme.

2. Utilisation et mise en ceuvre des indicateurs en second lieu, comme il n’est pas tou-
jours possible d’évaluer de facon exhaustive et complétedaséquences d’une décision
sur le systeme, I'utilisation de ces indicateurs pour lagode décision doit s’appuyer sur
une démarche heuristique validée permettant d’éviter dmutraises” décisions, a défaut
de savoir établir les décisions optimales.

Chacune de ces deux difficultés peut, a elle seule, justifiprogramme de travail pour une
(ou méme plusieurs!) these. Dans le cadre de cette théséntEmessera donc principalement
au probleme de I'évaluation d’indicateurs de fiabilité pemts et représentatifs de la réalité du
systeme, avec pour objectif a plus long terme 'utilisatbta mise en ceuvre de ces indicateurs
pour la prise de décision.
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1.2 Modélisation des dépendances : une difficulté accrue et
un enjeu pour I'’évaluation d’indicateurs fiables

Bien évidemment, dans les pratiques actuelles, on cohd#ja de tels indicateurs a partir
des études probabilistes de sareté pour les utiliser danprdeédures de décision basées sur
le risque (" risk-informed decision making ). C’est notaemhle cas en maintenance lorsqu'il
faut hiérarchiser et choisir les actions a réaliser avecudlgét limité. Cependant, une analyse
détaillée de I'utilisation des études de slreté dans lesépiores de décisions montrent que
de nombreux problemes persistent, comme le rapporte Kémikly dans un rapport publié
en 2003, [49]. Il apparait ainsi que les dépendances existdre les différents éléments du
systéme étudié sont rarement prises en compte explicitettaeis les études probabilistes de
sQreté qui reposent sur I'’hypothése simplificatrice (maidqgis peu réaliste) d’indépendance
des composants. Or, I'existence de ces dépendances abestent de facon notable les proba-
bilités d’occurrence des événements redoutés sur un sysetran les négligeant, on s’expose
a de graves erreurs d’appréciation sur les composantsusggptiques pour la sOreté et sur les
décisions les plus appropriées.

La prise en compte et la modélisation des dépendances esudfErents composants d'un
systéme constituent donc une direction privilégiée d’aonélion des études probabilistes de
sdreté pour la prise de décision. Naturellement, la prisecanpte des dépendances, si elle
constitue une hypothese de travail plus réaliste et permebdstruire des indicateurs de déci-
sion plus fiables, conduit a des modeles plus complexesefitles difficultés de modélisation.
Comme nous le verrons par la suite, la présence de dépersdemoplique significativement
le travail de définition et d’évaluation des indicateursrportance fiabiliste des composants
d’'un systéme. On s’intéressera en particulier aux dépemdastochastiques (c'est-a-dire les
interactions qui peuvent survenir entre les composargsloon les assemble pour remplir une
fonction commune, par exemple, défaillances de cause comhau aux dépendances fonc-
tionnelles qui conférent un comportement "dynamique” até&ye.

Les phénomeénes de défaillances de cause commune affeatpatigent affecter, simulta-
nément ou en cascade, a partir d’'une méme cause, tout oe gasticomposants d’'une entité.
Cette situation se produit lorsque plusieurs composanmtagent un environnement commun
ou des caractéristiques de conception identiques. |l neafmun doute que les défaillances
de cause commune contribuent de fagon notable a la praadbiticcurrence d’'un événement
redouté sur un systéme. Il est donc indispensable de prendtempte ces dépendances sto-
chastiques lors de I'évaluation de I'importance des comaptssd’'un systeme. De fagon plus
géneérale, il faudra prendre en compte divers autres typdémkndances qui sont présentes dés
qgue le comportement fiabiliste d’'un composant dépend dat llBautres composants (partage
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de charge, ...).

Les défaillances fonctionnelles (dues par exemple a leepaesde redondance passive, de
reconfigurations possibles du systeme selon la phase demesscours, d’actions de mainte-
nance, ...) doivent également étre prises en compte. Eamrésle ces dépendances, les études
de fiabilité doivent adopter des approches plus "dynamiogges celles des modeles booléens
classiques, relevant soit de modéles analytiques (moediéadkov, arbres de défaillances dy-
namiques, ...), soit de méthodes basées sur la simulatchastique (simulation de Monte
Carlo), soit de méthodes mixtes.

De nombreuses approches sont proposées dans la littépaturprendre en compte ce type
de dépendances (dépendances fonctionnelles/struesyrédéfaillances de cause commune, ...)
dans le but de modéliser de maniére plus réaliste les coarperits dynamiques du systeme.
Une étude bibliographique sur ces approches sera exposgédedaaragraphe 2.2 (du chapitre
2).

1.3 Analyses de sensibilité et facteurs d'importance fiabdtes

Dans le domaine nucléaire, comme dans la plupart des aliaesps d’application de I'in-
génierie de la fiabilité et de la slreté (transports, pétnoieh systemes instrumentés de sécu-
rité...), une étude probabiliste de slreté et de fiabilégahis pour seul objectif de vérifier qu’un
niveau de performance requis est effectivement atteirg.édaedes doivent en effet également
permettre d’améliorer la conception, I'exploitation emi@intenance du systeme considéré en
offrant des éléments de réponse aux questions suivantes :

— quels composants ou modules du systeme contribuent |& glaisiéfiabilité ?

— sur quel composant agir pour améliorer de facon la plussetfiet la moins colteuse les
performances du systeme ?

— sur quel composant peut-on relacher (ou au contraireathogbsolument garantir) des
exigences de maintenance ?

Les analyses de sensibilité ou d'importance permettentatliér la contribution relative
d’'un composant a la fiabilité ou la défiabilité du systemelles@nt précisément pour objet de
répondre (en partie, au moins) aux interrogations fornsubgéelessus. L'importance d’'un com-
posant dépend a la fois de sa fiabilité propre et de son rotiémmel au sein du systeme et
mesure la sensibilité du systéeme au composant considésestcaractéristiques [92]. Selon le
type d'utilisation envisagée (amélioration de la fiabiét& conception, pilotage d’'une stratégie
de diagnostic de défaillance...) plusieurs facteurs dartgnce différents ont été définis (facteur
d’'importance marginal, facteur d'importance critiquestéurs d’augmentation et de diminution
du risque, facteur d'importance de diagnostic,...). Cetefas d'importance sont classiquement
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définis a priori pour un systeme a partir de son architectimrgc{ion de structure) et des ca-
ractéristiques des composants et évalués par des métHatlgpmbinatoires. On verra dans
I'étude bibliographique du chapitre 2 (paragraphe 2.3) lqprepeut montrer que I'utilisation
de ces facteurs et leurs méthodes d’évaluations deviers@dement difficiles d’utilisation ou
moins efficaces en présence des systemes complexes. Ihestélmessaire d’'une part de dispo-
ser de méthodes et d’outils d’évaluation de ces grandellgure part, d’extensions notables
de ces facteurs.

1.4 Conclusions et probleme proposé

La prise en compte des dépendances entre composants ddwenindispensable afin de
pouvoir modéliser de maniere plus réaliste des comportenggmamiques du systeme pour les
études de sdreté de fonctionnement.

Les facteurs d’importance fiabilistes sont un outil efficaoar la prise de décision de main-
tenance, d’exploitation ou de conception. Cependant, Eausforme classique (et avec les
méthodes d’évaluations actuelles), ils ne peuvent pas tempte de dépendances entre les
composants du systeme.

Dans ce mémoire, nous allons étudier la problématique delai@yement des facteurs d’'im-
portance fiabilistes avec pour but I'étude de sensibiliténeportance d’'un composants ou d’'un
groupe de composants dans un systeme "dynamique” avecdiapzs. Nous orienterons nos
travaux selon ces deux axes :

— une proposition d’'un nouveau facteur d’importance fiatglibasé sur une modélisation

markovienne du systéeme;

— une étude des possibilités d’extensions et d’adaptagsnfatteurs d'importance fiabi-

listes existants dans le contexte des systemes envisageés.
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Chapitre 2

Etude bibliographique

2.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de montrer les travaux les plusfgigtiis par rapport d’'une part
a la modélisation des systémes avec des dépendances entrengdgosants que nous consi-
dérons, d’autre part aux facteurs d’importance fiabiligigs nous exposons dans ce mémoire.
L'étude bibliographique nous permet de choisir I'approeheisagée pour la modélisation des
dépendances et de préciser I'orientation des travaux queekpose dans ce meémoire.

L'organisation de ce chapitre est la suivante. Dans un metamps (section 2.2), on cher-
chera a présenter le probleme de la modélisation des systhmamiques en prenant en compte
des dépendances entre les composants. Aprés avoir chomsidgle de modélisation (approche
markovienne), on présente les travaux relatifs a la maatéis markovienne en termes de mo-
délisation des dépendances et des comportements dynanfiquidi-état, multiphasé, ...). Dans
un second temps, on exposera (section 2.3) les travauxugsighificatifs par rapport aux fac-
teurs d'importance fiabilistes afin de définir les deux axesentation de la thése (section 2.4) :
une proposition d’'un nouveau facteur d'importance et urtereston d’un facteur d'importance
existant dans le cadre des systemes markoviens & compdéaetsdants.

2.2 Modélisation markovienne des systemes

2.2.1 Modélisation des systemes "dynamiques” avec dépemiaes

Il s’agit de modéliser des systemes en prenant en comptépeshdances entre composants
(par exemple, dépendances fonctionnelles ou structarell® Il existe trois approches princi-
pales : les arbres de défaillance dynamique, les réseauatdeetl’approche markovienne.

— La modélisation par arbre de défaillance (AdD), a été cafédébut des années soixante,
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et est utilisée dans de nombreux domaines pour les étudesrete &t de fiabilité qui
concernaient des systemes statiques (sans dépendancagsties et/ou fonctionnelles)
[3, 75]. Les arbres dynamiques [46, 76], développés au didsannées quatre-vingt dix,
modélisent des séquences de panne ou des dépendancesnfoeltes grace a de nou-
velles portes : les CSP (cold spare) qui en cas de panne dusarodgosants en entrée
"lance" les composants en redondance passive, les HSPp@dre) our les composants
de secours en redondance active, les WSP (warm spare) gotorigosants en redon-
dance semi-active et enfin les portes FDEP (functional digreay gate) de dépendance
fonctionnelle;

— Les réseaux de petri stochastiques, (RdP) se sont déesldpuis le début des années
1970 aux Etats-Unis et en Europe. Il s’agit de représeréeolution d’un systéme dyna-
mique a événements discrets sous forme de graphe (placasgtions) et d’évaluer des
indicateurs de fiabilité a partir de simulations de MontelCg, 45] ;

— Les approches markoviennes sont fondées sur les travafirdtei Andreievitch Mar-
kov (1856- 1922) en théorie des probabilités et plus pdri@ment sur les "processus de
Markov". Elles ont été appliquées a la sireté de fonctioremgmour la premiére fois dans
les années 50. Depuis, de nombreux progrés ont été réalisies extensions permettent
de résoudre un grand nombre de classes de problémes. Laisatidéldes systemes dy-
namiques par des processus markoviens présente I'avatggggmettre une évaluation
analytique des indicateurs de fiabilité a partir de la résmilde systemes d’équations dif-
férentielles linéaires du premier ordre. On notera I'etise d’'une abondante littérature
sur le sujet [30, 73, 92, 95].

Nous avons retenu pour le travail présenté dans ce mémaoiredalisation markovienne qui
permet d’intégrer "naturellement” les principales cagaistiques des systémes pour lesquels
nous cherchons a développer une méthode d’'analyse d’iemmatprobabiliste (dépendances
stochastiques, fonctionnelles, comportement dynamigie,

2.2.2 Modélisation markovienne

Dans ce paragraphe, on présente les principaux travawac@ssa la modélisation des
systémes dynamiques en utilisant les processus de marlsaute

Processus markovien de sauts Soit £ = {ej, ey, -} un ensemble fini ou dénombrable
d'états etX = (X, ¢ > 0) un processus a trajectoires continues a droite, a valesridan

Définition 2.1. Le processus( est un processus markovien de sauts (homogéne) si pour tout
n, tous0 < ty < t; < ... < t,, et tousey, ey, ..., ,.1 dansk tels queP(X;, = ey, Xy, =
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e1y..., Xy, =€) #0,0n4a:

]P)(th-H = €n+1/Xt0 = €O7Xt1 = €1, ...,th = €n) = P<th+1 = €n+1/th = en)

Etat

:

|

e

- N W

tq to t3 ta ts t

FIG. 2.1 — Trajectoire d’un processus de Markov

Equations de Chapman-Kolmogorov Un systeme physique est couramment décrit par des
équations permettant de connaitre les principales gramddservables qui le caractérisent.
Une autre description consiste a s’intéresser non plus @waation physique mais plutot a
son “état”. En d’autres termes, il s’agit de considérerd@mble des propriétés et/ou de com-
portements du systeme (variable interne ou d’environnéntgn peuvent influencer sur ses
propriétés fiabilistes (probabilité de défaillance ou dearétion) et réciproguement. Un ap-
proche probabiliste de la fiabilité d’un systeme conduivitalement a distinguer un ou des
états nominaux, des états dits “dégradés”. Les équatiaatdjui en résultent sont probabi-
listes et basées sur des étatdu systéme identifiés. En sdreté de fonctionnement, laigéiscr
conventionnelle des systemes par I'approche markoviestrepevent basée sur une discrétisa-
tion des états des composants du systéme. Les états du systenent alors étre déduits des
états des composants en étudiant les interactions entneosamits. Ainsi, les équations d’état
permettent de rendre compte de I'évolution du systéme estitondu temps en termes de pro-
babilité d’'occupation d’état du systénig(t) = P(X; = ¢;), ceci a l'aide des probabilités de
transition P;;(t) (P;;(t) = P(X: = j/Xo = 1)) avecdP,;(t) = p;;dt pendant un intervalle
de tempsdt entre deux états; ete;. Le parametre,; est appelé taux de transition et n'est
defini que siP;(t) est dérivable. Dans de nombreuses applications, les tatramigtion sont
constants et peuvent correspondre aux taux de défaillamtésp) ou aux taux de réparation
(notésy) des composants qui causent les changements d’état. Tesitess de probabilité qui
régissent les divers phénomeénes pris en compte (les tengpgale dans chaque état notam-
ment) sont donc de nature exponentielle et un tel processtisastique est dénommé processus
de Markov homogene.
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On peut construire I'équation d’état d’un systefassociée a I'espace discigen faisant
intervenir les taux de transition instantangs (s’ils existent bien entendu) sous forme d’'un
systeme d’équations différentielles@aapman-Kolmogorov. On considére ainsi pour chaque
étate; :

Pi(t + dt) = P(Xi1ar = €;) = P(S dans I'étate; at et duranft, ¢ + dt])+

+ Z P(S dans I'étate; a I'instantt et dans I'état; a I'instantt + dt).
e;eE—{e;}

En ne tenant compte que des termes du premier ordre (lessensecond ordre correspondent
a deux transitions élémentaires), on obtient :

P(t+dt)=Pt)[1— Y pydt]+ > P(t)pudt.

e]-EE—{ei} CjeE_{ei}
D’ou, en faisant apparaitre la differenegt + dt) — P;(t) puis en divisant padt :

Pi(t + dt) — Pi(t)
pr = _Pi(t) Z Dij + Z Pj(t>pji
e;€E—{e;} e;eE—{e;}
=P(tpi+ Y. Pi(p

e;eE—{e;}

oup; = — ZejeE_{ei}pij. Et |pi;| représente donc le taux de transitionajevers n'importe
quel autre état différent (et non pas le taux de transitiog gers lui-méme).

Comme chaque état fait I'objet d’une équation similairenemble de ces équations peut
étre rassemblé sous une forme matricielle qui constituertadle de base des processus mar-
koviens homogeénes :

= = P(t)M, (2.1)

~

ou,
— M = [p;;]ijer : matrice des taux de transition (ou matrice génératrice)rdaessus de
Markov,
— P(t) = (Pi(t), P»(t), ...) : vecteur de probabilité d’occupation des états.

2.2.2.1 Modélisation d’'un systéme a composants indépendan

Composant binaire L'approche classique ne considere que deux états, étatrdbenaarfaite
et état de panne totale, pour chaque composant.

Considérons un composant de taux de défaillanet de taux de réparatiom constants
et dont toutes les durées de fonctionnement et de réparmstionindépendantes entre elles.
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Le comportement de ce composant est décrit par un procesaksviert X, a valeur dans
E = {1,0} de matrice génératrice :

u-(2)

Son graphe d’états est donné dans la figure 2.2 ci-dessous :

Im

FIG. 2.2 — Graphe d’états d’'un composant binaire

Systeme avec composants indépendantsConsidérons un systeme deomposants élémen-
tairesCy, (s, ..., C,, indépendants stochastiquement. Le taux de défaillanceaipasant’;
est);, son taux de réparation est L'ensemble des états du systéme@st {0, 1}" et I'état
e; = (c1, ¢, ..., cy) AVeCe, = {0, 1}.

Construction automatique de la matrice génératrice Pour un grand systéme, il est dif-
ficile de construire manuellement sa matrice génératride, @nstruire automatiquement de-
vient nécessaire. Cela se fait a partir de la relation 2.2iésant la somme de Kronecker.

Soit M; la matrice génératrice du processus markovien pour le ceam@lémentairé’;
(: =1, ...,n). La matrice génératric®I peut étre établie selon I'expression suivante :

M=MeaeMea. eM,=PM, (2.2)

i=1

M, eM; =M, ®I+1I®M;,pouri,j=1,.., n Iétantla matrice d'indentité.

Par exemple, on s’intéresse a la construction de la matéioérgtrice qui correspond a un
systeme a deux composants indépendarite{C,) a partir de deux matrices génératricds
et M, qui correspondent aux composants elémentdiiest Cs.

-\ A - A
M1 = ! ! et MQ = 2 2 .
1 —H1 2 —2

Tout le reste du mémoire, nous écrirons souvent “processukavien” au lieu de “processus markovien de
sauts”
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Alors :
—X A 10 10 A1 A
M =M, ® M, = 27 e + ® Lo
pa  —H2 01 0 1 P —Ha
—Xy 0 Ao 0 AN 0 0
. 0 -2 0 A2 1 H1 o —H1 0 0
|l e 00— 0 0 0 =X X\
0 fio 0 —pu 0 0 M1 —p
—A1 — Ao A1 Ao 0
_ Ha —p1 — Az 0 A2
12 0 —A1 — H2 A1
0 o 1 —H1 — M2

2.2.2.2 Modélisation d'un systéme a composants dépendants

Dans de nombreux articles, les différents types de dépeerdaont pris en compte grace a
la modélisation markovienne, voir par exemple [83, 30, @#t].présente ici deux types de dé-
pendances principales : les dépendances fonctionnéliegtigelles et les dépendances relevant
de phénomenes de défaillances de cause commune.

Dépendances fonctionnelles/structurelles Dans plusieurs systemes industriels, les dépen-
dances fonctionnelles et structurelles peuvent existee éas composants : c’est le cas par
exemple lorsque la mise en ceuvre d’'un composant dépendtded’autres composants (re-
configurations, redondance passive, ...) ou encore lolsqramportement fiabiliste d’'un com-
posant dépend de I'état d’autres composants (taux de ldéfzel accru en cas de perte d’'un
systéme auxiliaire, ...).

Redondance passive Considérons deux composants élémentaitest C', en redondance
passive. Le composant est initialement en fonctionnement et le composanest en attente.
Lorsque le composaidt; tombe en panne, le composdarit devra étre mis en service. La pro-
babilité de refus de démarrage du composganesty. Les taux de défaillance et de réparation
du composant’; sont)\; et u; respectivement. Le composarit ne peut tomber en panne lors-
gu'’il est en attente. Ces comportements dynamiques dursggtéuvent étre modélisés par un
processus markovien dont le graphe d’état de markov est#éddauns la figure 3.6.

Partage de charge Considérons un systeme formé de 2 composants élémeniaqiet§’
en parallele. Le taux de réparation du composarsty;. Le taux de défaillance du composant
C; est); en fonctionnement normal (c’est-a-dire si 'autre composst en fonctionnement).
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Etat1:(1,1) Etat2:(0,1)
Etat 3 :(1,0) Etat 4 :(0,0)

FIG. 2.3 — Graphe d’états d’'un systéme de deux composants endadce passive
Par contre si un composant est en réparation, le composstantest plus “sollicité” et son

taux de défaillance est; (> \;). Alors le comportement du systéme peut étre modélisé par un
processus markovien dont le graphe est donné dans la figure 2.

FIG. 2.4 — Graphe d’états d'un systeme de 2 composants en pamalec le partage de charge

Défaillances de cause communeUne défaillance de cause commune (DCC [5, 7, 50, 10])
se produit sur un systeme lorsque des défaillances (quasiukanées» de plusieurs entités
du systéme se produisent en réponse a une méme cause ss:jBans le pire des cas, tout
le systeme peut tomber en panne a cause d’un seul et mémenpdrdmnitiateur. Ce phéno-
mene entraine évidemment des dépendances entre lesahéfadldes composants du systeme,
ce qui vient contredire I'hypothese d’'indépendance géeérant retenue dans les modeles de
fiabilité. Ces dépendances peuvent étre dues a des factwine@ementaux (mécanique, ther-
mique, électrique, chimique...) ou a des liens fonctiosf@nception, fabrication et technolo-
gie identiques, procédures de maintenance similairegirpit@ géographique... ). L'utilisation
des processus markoviens pour modeéliser des défaillamcesuse commune a été étudiée par
Platz [89]. En effet, 'auteur considére un modéle de deurmusants en paralléle. Les deux
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composants peuvent faillirau méme moment lorsqu’une fiae de cause commune survient
avec un taux de défaillance; ; ceci quel que soit le nombre de composants en fonctionnemen
a ce moment la. Cela signifie que le takx doit étre ajouté au taux de défaillance classique
lorsqu’un des deux composants est en fonctionnement. lplhgrde Markov est présenté sur la
figure 2.5.

FIG. 2.5 — Graphe d’états d'un systeme de 2 composants en paraiieprésence des dé-
faillances de cause commune

2.2.2.3 Modélisation d’'un systéme dynamique

On considere ici deux types de systéemes dynamiques : lesnsgstmulti-états et les sys-
temes multiphasés.

Systemes multi-états Sous I'hypothése “binaire”, seulement deux états (maparele)
sont considérés pour chaque composant. Cependant, dudeointe pratique, plusieurs sys-
temes industriels ne vérifient pas cette hypothése, commexpgaple, les systemes de géné-
ration électrique, les lignes de production, ..., dansueklgles composants peuvent continuer
a assurer un service méme s’ils ne sont pas dans un état deenpadaite. Ces états inter-
meédiaires sont appelés des états “dégradés”. On distinggéreeral des états de dégradations
intermédiaires qui permettent de transiter successiveargre I'état neuf ou le moins dégradé
et I'état de panne. Ce type de systemes est appelé des sgstanteétat (multi-state systems
[8, 34, 79]). Pour modéliser les comportements de ces coampgdes processus markoviens
sont proposés dans [2, 14, 72].

Systemes multiphasés Pour un systéme multiphasélti-phase systemsa mission est
caractérisée par des phases différentes. La structurestiensy, le processus de défaillance et
de restauration, et aussi les critéeres de succes peuvergartselon chaque phase. Par exemple,
un aéronef devrait changer sa configuration pour le déalbagpour I'atterrissage, etc. Afin
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de modéliser le comportement de ces systemes, les progesskisviens sont proposés dans
[62, 96].

Réduction de la taille des graphes Avec une modélisation markovienne, le nombre d’états
augmente tres rapidement lorsque le nombre de composargtaant le systéme augmente.
Pour des grands systemes, il faut alors trouver des moyendipoter ce nombre d’états a la
combinatoire explosive. Il existe pour cela deux apprognexipales [81, 93, 95] :

— les réductions/simplifications rigoureuses qui conduiseun graphe équivalent plus pe-

tit;

— les réductions/simplifications approchées qui condtidem graphe donnant des résul-

tats numériques proches des résultats exacts.

2.3 Facteurs d’'importance fiabilistes

Les facteurs d’importance permettent de fournir des élésrdéaide a la décision pour amé-
liorer la conception et I'exploitation d’un systeme en itiéant les principaux points faibles.
Deux catégories de facteurs d’importance ont été propadésdacteurs d’'importance struc-
turels gtructural importance measurgst les facteurs d'importance fiabilistagl{ability im-
portance measurgslLes facteurs d’importance structurels donnent I'impode relative d’'un
composant grace seulement a sa position dans la structaurt@elde défaillance, et ils peuvent
étre utilisés méme si la loi de durée de vie (la disponibiliké composant n’est pas connue.
Ces facteurs ne permettent pas de distinguer des compagauaist des comportements fiabi-
listes différents mais qui se situent a des positions siragadans la structure du systéme. Les
facteurs d’importance fiabilistes évaluent 'importanekative d’'un composant en prenant en
compte de facon conjointe ses contributions structuréleababiliste a la fiabilité du systeme.
Dans ce mémoire, nous ne considérons que les facteurs dtmmge fiabilistes.

Plusieurs facteurs d'importance fiabilistes ont été préppst les plus couramment utilisés
sont:

le facteur d'importance marginah@rginal importance measureMIM [11]),

le facteur d'importance conjoinjpfnt importance measureJIM [67]),

le facteur d'importance critiqueiticality importance measure CIM [75]),

le facteur d'importance de diagnostigiagnostic importance factor DIF [53]),

le facteur d’augmentation du risquésk achievement worthRAW [28)),

le facteur de diminution du risquagk reduction worthh RRW [28]),

et réecemment, le facteur d’importance difféerentifférential importance measurdIM
[18]).
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Ces facteurs d'importance ont été classiquement définisldaradre des modéles booléens
de fiabilité (arbres de défaillances, arbres d’événementdes algorithmes d’évaluation per-
formants, basés notamment sur les diagrammes de décisiainebpinary decision diagrams
BDD [27, 44]) ont été développés. Sous leur forme classitjager les méthodes d’évaluation
actuelles, ils constituent donc des indicateurs de pedoo®s statiques, utilisables sous I'hy-
pothese de composants binaires et indépendants et pouralieeture de systeme définie a
priori.

2.3.1 Facteurs d'importance fiabilistes classiques

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a présenter les fadteyprtance fiabilistes évoqués
précédemment et les liens directs entre eux dans le cordestsystemes a composants sto-
chastiquement indépendants.

Facteur d'importance marginal (marginal importance measue, MIM)

Le facteur d'importance marginal, introduit par Birnbaubi], est défini comme une me-
sure de variation de la disponibilité/fiabibilité du syseeem fonction de la disponibilité/fiabilité
d’'un composant. Par définition, le facteur d'importancegira relatif au composantpeut
s’écrire selon I'expression suivante :

OA(t)

MIM (i) = 5=

(2.3)

ou :
— A(t), a;(t) sont les disponibilités/fiabilités du systeme et du compbisa I'instantt,
— A(t), @;(t) sont les indisponibilités/défiabilités du systéme et duposant; a l'instant
t.

Pour les systémes binaires avec des composants stocleastiquindépendants, la dispo-
nibilité/fiabilité du systéme est une fonction linéaire dallsponibilité/fiabilité de chacun des
composants (voir la relation (2.16)). Alors si la dispolii®idu composant a I'instant¢ subit
une variationy, la disponibilité du systéme au méme instant varie)léM (i/t). Par conseé-
guent, MIM mesure la sensibilité de la disponibilité du sysé a I'état d’'un composant. Si on
veut augmenter la disponibilité/fiabilité du systeme, itfdonc commencer par améliorer la
disponibilité/fiabilité du composant qui a le plus grandéac d’'importance marginal.

Une autre fagcon permettant de calculer ce facteur est das®iér I'expression suivante,
[92] :

MIM (ilt) = P{a(Ls, s) — (0:. 5) = 1}, (2.4)
ou:
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— s = (s1, 89,53, ) représente le vecteur d’états du systéme ayeme variable boo-
léenne indiquant I'état du composants; = 1 si le composant est en marche, sinon
s; =0;

— (1;,8) = (51,82, -y Siz15 Ly Sit1, 1),

— ¢(s) correspond a la fonction de structure du systeme pour lEgués) = 1 si le sys-
téme est en marche(s) = 0 en cas de panne .

Le facteur d'importance marginal relatif au composatdns un systeme cohérent peut donc

étre défini comme la probabilité que la panne du compasamduise a la panne du systeme.

Facteur d’'importance conjoint (joint importance measure, JIM)

Le facteur d'importance conjoint [6, 56, 66, 67, 100] meskaetion conjointe de deux
composants et j sur la disponibilité du systeme. Sa définition est :

B2 A(t)

IMG 1) = 5 50,0

(2.5)
D’aprés (2.3) et (2.5), on a une relation directe entre |¢efacd’importance marginal et le
facteur d'importance conjoint comme suit :

 OMIM (i)
- 0g(t)
oMM (1)
 Qay(t)

M, j]t) (2.6)

Cette relation nous montre que le JiVj|¢t) mesure la sensibilité du MIM|t) & I'état du com-
posant (ou la sensibilité du MIMj|t) a I'état du composaritrespectivement). Pour un systéme
binaire avec des composants indépendants, le (VjtMest une fonction linéaire de la dispo-
nibilité/fiabilité du composant. Alors si la disponibilité/fiabilité du composanta l'instantt,
subit une variation le MIM (:|t) devrait varier d&fJIM(i|t).

Il est démontré que le facteur JIM peut s’écrire en fonctioriatteur MIM (voir [6, 67]) :
JIM(i, j[t) = MIM (j[£)1, — MIM (j[£),, (2.7)
= MIM (1[t)1, — MIM (i[t)o,,
ou: MIM(j|t);, correspond a MINJj|t) sachant que le composargst en marche et MINj|t)o,
correspond a a MINJj|¢) sachant que le composargst en panne.

Si on utilise le critere MIM pour évaluer I'importance d’'uaraposant, alors la relation (2.7)
nous montre que :
— JIM(i, j|t) > 0 (par conséquent MIN}i|t),, > MIM (j|t)o,) indique que le composarjit
a plus d’impact sur la disponibilité du systeme lorsque Imposant fonctionne,
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— JIM(4, j|t) < 0 indique que le composanta moins d'impact sur la disponibilité du
systéme lorsque le composaribnctionne,

— JIM(3, j|t) = 0 indigque que 'impact du composanest indépendant de I'état du compo-
santi.

Larelation (2.7) montre également que le facteur JIM peat@talué grace au facteur MIM.

Facteur d'importance de critique (criticality importance measure, CIM)

Le facteur d'importance critique, introduit par Lamberb],7correspond a la probabilité
gue le composaritait mis en panne le systéme, sachant que le systeme est en ganfiacteur
évalue donc I'importance d’'un composant en fonction de stczation a la mise en panne du
systéme global.

CIM(i[t) = P{(¢(1i, 8) — ¢(0i,8) = 1) N's; = 0/p(s) = 0}
_ P{(e(li ) = ¢(0i,8) =1) N'si = 0, 0(s) = 0}
P{e(s) = 0}
Notons que :
— {(¢(1;,8) — ¢(0;,8) = 1) Ns; = 0} impliquep(s) =0;
— etque:

P{(¢(1;,8) — ¢(0;,8) = 1) Ns; = 0} = P{p(1;, 8) — ¢(0;, s) = 1}P{s; = 0}
= MIM (i|t)a;(t),
ou :a;(t) = P{s; = 0} 'indisponibilité/défiabilité du composarnt On obtient finalement :

CIM(i[t) = MIM (z’\t)%((g, 2.8)

avecA(t) = P{y(s) = 0} l'indisponibilité/défiabilité du systéme.

Ce facteur est en fait utile en cas de panne pour identifiecdesposants a réparer en
priorité, c’est-a-dire ceux dont la mise en marche est la plusceptible de restaurer le fonc-
tionnement du systeme.

Facteur de diminution du risque (risk reduction worth - RRW)

Le facteur de diminution du risque [28] représente la ditiorumaximum du risque que
I'on peut espérer en améliorant la disponibilité/fiabititécomposant Sa définition est :

RRW() - FLeE) =0 AW

- P{p(l;,8) =0} A(L])
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avecA(1;|t) = P{y(1;,s8) = 0} la probabilité pour que le systéme soit en panne a I'instant
sachant que le composargst en marche.

Ce facteur d'importance est intéressant pour repérer l@posants dont I'amélioration de
la disponibilité/fiabilité est la plus susceptible d’augrter celle du systéme. Alors, elle est
couramment utilisée pour déterminer les composants aifiabén priorité dans le cadre d’'une
maintenance préventive.

Le lien direct entre les deux facteurs RRW et MIM est dohpér la relation suivante :

1
RRW(i[t) = _ (2.9)
- mim &

(t)

s

Facteur d’augmentation du risque (risk achievement worth,RAW)

Le facteur d’'augmentation du risque [28] est un indicateulichportance qu'’il y a a main-
tenir le niveau de disponibilité du composargour maintenir la disponibilité du systeme. Sa
définition est la suivante :

P{p(0;,8) =0}  A(0;t)

A Tt =0y T

(2.10)

ol : A(0;]t) = P{p(0;,s) = 0} la probabilité pour que le systéme soit en panne a l'instant
sachant que le composargst en panne.

Cette quantité ne représente pas I'importance du compbagam&me mais "lI'immunité"
du systeme vis-a-vis de la défaillance du composant. D&f#@], un RAW élevé refléte une
mauvaise immunité du systeme vis-a-vis de la défaillanceatuposant en question. C'est
I'interprétation du RAW en termes de sdreté.

Ce facteur d’'importance peut étre évalué a partir du fadtélivt selon I'expression sui-
vantée :

N a;(1)
RNwa_AMMZ@y+L (2.11)

Facteur d'importance de diagnostic (Diagnostic importane factor, DIF)

Le facteur d'importance de diagnostic, introduit par Vigdelissel [53], est la probabilité
que le composaritsoit en panne, sachant que le systeme est effectivemenhar.da défini-

lles développements détaillés seront exposés dans I'adnixe
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tion est la suivante :

DIF(ilt) = P{s; = 0/p(s) = 0} — P{SIZP {w?;f( 5) o 0} (2.12)
~ P{p(0;,8)}P{si = 0}  A(0,]t)
 Plp(s)=0} A1) a(t). (2.13)

Ce facteur représente la proportion de temps ou le composahen panne lorsque le systeme
est en panne. A ce titre, D(Ft) est utilisé comme un facteur de contribution au risque du
composant. Il faut remarquer que le systéeme peut étre en panne sandeseit. En effet, le
composant n'a pas nécessairement déclenché la panne du systéme.

D’aprés (2.10), (2.11) et (2.12), le facteur DIF relatif dangposant peut s’écrire comme
suit :

o RAwe (0 — i )
DIF(z|t)—RAWaZ(t)—(MIMZ(t) Yai(t). (2.14)

Cette relation permet d’évaluer le facteur DIF a partir dridar RAW ou du facteur MIM.

Facteur d'importance différentiel (differential importa nce measure, DIM)

Récemment, un nouveau facteur appelé facteur d'importdiit&entiel a été introduit
[16, 17, 18] afin de mesurer la contribution relative d'un pasant a la variation totale de la
disponibilité/fiabilité (ou plus généralement, d’une nrestde performance), qui est provoquée
par les changements simultanés d’un ou plusieurs parasneétre

Supposons que les indisponibilités/fiabilités decomposantsd (t), ax(t), ..., ax (t)) va-
rient simultanément selon des quantités dites “suffisampeites™ da, (t), das(t), ...,0ax (t)
respectivement. Le facteur d'importance différentiehtéldu composantest défini selon I'ex-
pression suivante :

En regardant la définition du facteur MIM, on obtient unetielasuivante :

MIM (i]t)da; (t)

S MIM (j[1)da; (1

j=1

C’est-a-dire que I'on peut utiliser le facteur MIM afin deaaler le facteur DIM.

DIM (i|t) = (2.15)

2La condition “suffisamment petits” a été démontrée dans g8ltilisant le critére de convergence de la
séquence de Cauchy
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Conclusions

1. L'étude ci-dessus montre que tous les facteurs d'impoeéabilistes classiques peuvent
étre évalués a partir du facteur d'importance marginal Mly le tableau 2.1 (détail
dans I'annexe A).

2. Lutilisation des facteurs d’'importance fiabilistes palassifier I'importance d’un com-
posant a été exposée dans de nombreux articles. Lorsqueecfexjeur d’importance
donne un classement d'importance différent, alors la camibon des informations don-
nées par les facteurs d’'importance d’un composant afin dsifitx I'importance globale
d’'un composant a également été étudiée [47, 98, 101]. Leegtlans [98] montrent que
'ensemble des informations fournies par les différentddiars permet de prendre une
décision ... Parmi ces facteurs d’'importance, le facteumgbrtance marginal est le plus
important si le but est d’optimiser la maintenance.

JIM(ilt) CIM(i/t)  RRW(ilt) RAW(i|¢) DIF(i|¢) DIM (it)
)— . i) ! ai(1) () oy _MIMdai(t)

MIM (1;)— MIM (0;) MIM A |l MIM Yo +1 (MM o +Dai(t) —
a0 Z MIM da; (t)

TAB. 2.1 — Liens directs entre le MIM et les autres facteurs dongnce. MIM dans le tableau
correspond a MINk|t)

Nous nous intéressons donc, dans la suite de ce chapitréseaaxix les plus significatifs
par rapport au facteur d'importance marginal (MIM).

2.3.2 Facteur d'importance marginal pour un systéme markoien

On étudie ici les travaux publiés sur le facteur MIM dans |ategte des systemes décrits
par des processus de Markov. On distingue deux grandegsldss systemes :

— les systemes a composants indépendants;;

— et les systemes avec des composants dépendants.

2.3.2.1 Systeme a composants indépendants

Lorsque les composants du systémes sont indépendants.éoompbsition pivotale de
Shannon pour le composarpermet d’écrire la disponibilité/fiabilité du systeme starme
suivante :
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A(t) = a;(t) « A(L;[t) + (1 — ai(t)) = A(0;]t)
— (AL — A1) + A1), (2.16)

— A(1;]t) est la probabilité que le systeme est en marche a l'ingtsathant que le compo-
sant; est en marchex((t) = 1);

— A(0;]t) est la probabilité que le systeme est en marche a l'ingtsathant que le compo-
santi est en pannei((t) = 0).
Par définition, le facteur d’importance marginal relatif camposant peut donc s’écrire
comme suit :

MIM (i]t) =

= A(LIt) — A(0,]0), (2.17)

De fagon similaire, afin d’étudier I'importance d’'un grouge composants, Huseby [69]
propose le MIM relatif du groupe de composaftselon I'expression suivante :

MIM (S]t) = A(1g|t) — A(0g]t). (2.18)

Les relations (2.17) et (2.18) permettant de calculer leefacd'importance marginal pour
un composant ou un groupe de composants. Cette solutiecegstndant limitée aux systemes
dont tous les composants sont indépendants, ce qui la repichegue d’un intérét limité pour
les systemes étudiés sous I'aide d’'un modele markoviesqpeiles solutions classiques, ba-
sées sur la fonction de structure du systeme, restent ealdlains ce contexte). De plus, cette
méthode n’est certainement pas optimale du point de vuedelde calcul”.

2.3.2.2 Systeme a composants dépendants

Dans le cas de composants dépendants, la disponibilitéstiénsg ne peut plus étre formu-
lée comme une fonction des seules caractéristiques desosamis. Les dépendances résultent
en effet d’interactions au niveau du systéme qui sont peeeompte dans le calcul de la dispo-
nibilité A(¢) du systéme, mais qui n'apparaissent pas dans I'expressitandisponibilité d’un
composant pris individuellement. La disponibilité du gyse n’est donc plus une fonction de
la disponibilité des composants, ce qui remet en cause laitildfi des facteurs d’importance
tels qu’on les envisage classiqguement. En effet, quell@fgigtion peut-on donner a la défini-
tion du facteur d'importance marginal MI(V|¢) = gfi?) dans ce contexte ? Cette définition est
aussi ambigué car la disponibilité du composafit) & considérer n'est elle-méme pas claire.
En effet, sous I'hypothese de composants indépendantsgdardbilité/fiabilité du composant
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i (i =1,2,...) dans le systéme notég(t) (voir I'équation (2.27)) et celle de ce composant pris
isolémenta!(t) sont identiques et généralement notégs) qui est donnée par I'expression
suivante :

i AN vt
aS(t) = al(t) = a;(t) = Aiﬂ- e (i)t (2.19)

i, 11; €tant les taux de défaillance et de réparation du compeésant

En revanche, en prenant en compte des dépendances entmlgssants, I'état d’'un com-
posant peut dépendre de I'état des autres composantsdbesimportant de noter que (¢)
peut dépendre non seulement du comportement propre du camipmais aussi d’autres com-
posants dans le systeme et du fonctionnement du systemehae [85] et que; (t) peut étre
différent dea! (¢).

Remarguons également qu’en présence de composants dé{sefaldécomposition pivo-
tale donnée par I'équation (2.16) n’est plus valable, ezedire que la disponibilité/fiabilité
n’est plus une fonction linéaire de la disponibilité/fisiéide chacun des composants.

Face a cette difficulté, des auteurs ont été tentés de proposeénéralisation du facteur
d’importance marginal notée MI¥] [51, 85, 55], définie selon I'expression suivante :

OA(t)
dal(t)

1

MIM € (i|t) =

(2.20)

Afin d’évaluer ce facteur généralisé, plusieurs approcliééreintes ont été mises en ceuvre
par différents auteurs : méthode de Frank, méthode de pation généralisée et méthode
d’approximation. La comparaison détaillée de ces troiwuaits est exposée dans [41]. Notons
cependant dés a présent que la définition et la significatloMdM (i|t) restent sujettes a
discussion, car rien ne justifie I'utilisation d&(¢) a la place de;(t).

L'approche de Frank Frank [51] utilise la régle de dérivation en chaine afin dematiler le
MIM ¢ comme suit :
0N, 0A(t)

)

MIM “(i[t) = (2.21)

Remarquons qué(t) = Z P;(t) = P(t)f (Q0o étant un ensemble d’états de marche,
JEQO
P(t) le vecteur de probabilité d’occupation d'étatsfet (f,, fo,---)' estun vecteur colonne
associé aux états du systeme, par exenjple, 1 si le systeme est en état de marclee f; = 0

sinon), alors :

OA(t)  OP(t)
o\, O\

f = IAi(t)fa
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oul, (t) =0P(t)/ON. Daprés I'équation (2.1),on a:

98 Hp(t) oM
= M+ P(t)—
. an PO
J2E®) 94P)
Notons quedI;"t(t) = ;; = aj\i , on obtient finalement :
dI,,(t) oM
——> =TI, M+ P(t . 2.22

En utilisant les équations (2.1) et (2.22), on obtient le¢@y® d'équations différentielles
suivant :

dP(t) dI,,(t) M oM
0 0] [0 0] [ % 3

La résolution de ce systeme permet d’obtenir toutes lesé@ksipartielles nécessaires a I'éva-
luation de MIME(i|t). Remarquons que cette approche peut étre utilisée dans lelckes
composants sont indépendants car pour ce cas leMietient le MIM.

L'approche de Frank est une approche simple et élégantdleEd été également utilisée
dans [85, 86] afin de calculer le facteur d'importance maxigipénéralisé. Notons toutefois que
pour évalued , (1), il faut résoudre un systéme d’équations différentiekgseffet, la taille de
ce systeme d’équations explose en fonction du nombre g:&®at conséquent, pour des grands
systémes, cette méthode est difficile a mettre en ceuvre.l@a#tlames améliorés ont ainsi été
proposeés pour une utilisation efficace de cette méthode [13]

Lapproche de Gandini Dans [55], Gandini propose I'utilisation de la méthode deuye
bation généraliséegéneralized perturbation theoryGPT [54]) afin de calculer les dérivées
partielles nécessaires a I'évaluation du facteur d’'imgouzeé marginal généralisé MM

On commence par réécrire de facon différente la formuleadi&@tion de la disponibilité afin
de pouvoir appliquer la méthode de perturbation génémlRi&is concretement, la disponibilité
peut s’écrire selon I'expression suivante :

Alt) = P(O)f = /0 tp(s) fds, avec f* = fY(t - s),

avecY(t — s) la fonction Dirac. Notons quel(¢) est une fonction dérivable par rapport au
taux de défaillance (taux de réparation) du systéme. Encaapit la méthode de perturbation
généralisée (voir 'annexes B), Gandini [55] a montré quadiavée deA(t) par rapport au taux
de défaillance\; du composant peut étre écrite comme suit :

5?;;) _ /0 P(s)glj\/fP*T(s)ds, (2.23)
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ou P*(s) = [Py(s), P5(s),---], pour0 < s < ¢, est un vecteur ligne qui satisfait 'équation
suivante :
_dP(s)

— P* MT *T'
L PsMT + f

D’aprés les équations (2.21) et (2.23), le facteur d’'imguace marginal généraliseé relatif du
composant a l'instantt peut s’écrire sous forme :

, o ! oM __.
MIM € (i|t) = aal(t)/o P(s) a/\iPT(s)ds, (2.24)

Cette technique nous permet de calculer le facteur d’'inapeg marginal généralisé. Ce-
pendant, elle reste complexe a mettre en ceuvre. En efigbr&ssion (2.24) nous montre que
pour calculer MIM (i|t), il faut d’abord déterminer le vected?*(¢), et ensuite calculer I'inté-
grale de0 at. D’autre part, les calculs deviennent rapidement diffecdans le cas de systémes
complexes de grande taille.

Approche de Ou et Dugan Dans [85], Ou et Dugan proposent une méthode approchée de
calcul du facteur d’'importance généralisé MiN’appuyant sur la résolution du modéle de
Markov et sur une partition judicieuse de I'espace des.&fatie méthode approchée est valide
pour un systeme modélisé par une chaine de Markov acycliggx situations doivent étre
distinguées selon le comportement du composant étudié :
— Composant avec comportement indépendant : le compogaaitesn cours d'utilisation,
soit défaillant indépendamment des autres composants;;
— Composant avec comportement dépendant : le composarétpeei attente, en utilisa-
tion partielle, ... Il s’agit en fait des composants dontdenportement de défaillance est
affecté par le comportement dynamique du systeme.

Composants avec comportement indépendant : Dans un systéme avec des dépendances,
il peut exister quelques composants dont le comportememtdd&pendant de celui des autres.

Ou et Dugan [85] montrent que le facteur d'importance maigienéralisé pour le compo-
sant; se calcule grace a I'approximation suivante :

MIM € (it) ~ Aafl(g) — 1i1(2|;()t), (2.25)

)

ol :a!(t) est la fiabilité du composanpris isolément.
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Composants avec comportement dépendant : Pour le composant qui a le comporte-
ment dépendanh,f(t) est différent de:}(¢). Ou et Dugan montrent dans [85] que le facteur
d’'importance marginal généralisé relatif du composaest calculé approximativement selon
la relation suivante :

A(ilt) — _AGIH (1-a7(®)

Gy ~ o
MIME (1) = | s 1o af(t)} T—al()’ (2.26)
ou af (t) est calculé par par I'expression suivante :
ai(t) = Pl (2.27)

ZEQ]'
avec(); etant un ensemble d’états dans lesquels le compgszstten marche.

Prenons I'exemple d’'un systeme dynamique constitué panmposants, repris de [85]. Ce
systeme est décrit par I'arbre de défaillance dynamiquea éigure 2.6 :
— P1 et P2 sont les composants primaires avec comportenaggendant. Les taux de
défaillance sonhp; = Apy = 107°/h(heure) ;
— Sl et S2 sont les composants de secours (en attente) avportement dépendant. Les
taux de défaillance sodts; = Ago = 1075/h.

E.N.S

Redondance Redondance
passive passive

[ ] . |
<
OF O

FIG. 2.6 — Exemple d'un systeme a comportement dynamique : lepasants S1 et S2 sont
tous deux en redondance passive sur les composants P1 ét &2 .Ufilisé en premier. D’aprés
[85]

Les figures 2.7 permettent une comparaison des résultatedsmpar la méthode de Frank
et par la méthode d’approximation. La figure 2.7.a représkenfacteur d'importance marginal
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a b

0.7

“““ Méthode d’approximation
—— Approche de Frank
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FIG. 2.7 — Comparaison des évaluations du facteur d’'importararginal généralisé pour les
composants P1 (figure 2.7.a) et S1 (figure 2.7.b) par les eppsade Frank (exacte) et de Ou
et Dugan (approchée)

généralisé MIM pour le composant & comportement indépendant P1. Lesatsdié MIM”
relatif d’'un composant a comportement dépendant S1 danystanse sont reportés sur la figure
2.7.b. Les résultats numériques permettent de mettre derae la qualité de I'approximation
pour des temps de mission faibles (en comparaison du MTTFdyposant) et I'erreur com-
mise pour des temps plus grands.

2.3.2.3 Conclusions

Pour un systéme a composants indépendants, le facteuradtamge marginal (MIM) est
un outil efficace permettant d’'identifier limportance d’'osamposant ou d’'un groupe de com-
posants pour la prise de décision (de la maintenance, dadiéation, ou de la conception, ...).
La méthode d’évaluation donnée par (2.17) est simple ebetfic

En présence de dépendances dans le systéme, il est implatamarquer que :

— la disponibilité/fiabilité du composant dans le systemee#ie de ce composant pris iso-
lément sont différentes;

— ladisponibité/fiabilité du systeme n’est plus une fonttinéaire de la disponibilité/fiabilité
de chacun des composants (y compris la disponibilité/fiéldll composant dans le sys-
teme et ainsi que celle de ce composant pris isolément).

Une généralisation du facteur d’importance marginal nMéd ¢ (voir I'équation (2.21))
constitue une premiére proposition pour I'évaluation deportance fiabiliste des composants.
Pour I'évaluation de cette mesure, I'approche de Frank glllapproche de Gandini [55]
semblent adaptées. Toutefois, ces méthodes devienngilisahnle lorsque I'on a a faire a des
systémes complexes de grande taille. Quant a I'approcheudst Ougan [85], elle est moins
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sensible a la taille du modele, mais elle fournit des résulipprochés et ne permet pas de
travailler directement avec des systemes a composantadiiis réparables. Mais au-dela des
difficultés d’évaluation, le sens méme de cette mesure pagegme et motive largement les
travaux développés ici visant a proposer une mesure debfdasidaptée aux systemes a com-
posants dépendants.

La nécessité d'une mesure de sensibilité multi-directionglle

Cette rapide analyse des travaux existants montre queldepne de I'évaluation des indi-
cateurs de sensibilité (ou facteurs d'importance) pousyssemes dynamiques mettant en jeu
des dépendances entre composants reste largement ouvert :

— aucune des approches relevées dans la littérature netpgemésoudre complétement
ce probléme d’évaluation du facteur généralisé MINDe plus, MIM* ne semble pas
constituer une mesure de d’'importance adaptée car il praicemcompte les dépen-
dances présentes dans le systeme; en particulier, il ngppsuenir compte du fait que
le comportement d’'un composant peut changer et dépenduer@acomposants quand
il est inséré dans le systeme. Il est donc intéressant dé&tladsensibilité par rapport a
ce qui peut conduire directement au changement du compenteimbiliste du compo-
sant (ou du systeme), c’est-a-dire la sensibilité par re@an ou plusieurs parametres
fiabilistes, ce qui correspond en fait a considérer des éésipartielles et directionnelles;;

— la disponibilité/fiabilité d’'un systéeme peut dépendre senlement des parameétres des
composants pris individuellemeny;(u.;) mais aussi des parametres qui sont le produit
des dépendances dans le systéme, comme par exex(pleyr une partage de charge),
Ac (pour une défaillance de cause communge)probabilité de refus de démarrage),
... Selon la définition, le facteur d’importance marginakatgénéralisation deviennent
inopérants pour ce systeme. La mesure de sensibilité paomagpun paramétre est alors
indispensable.

— enfin, dans le contexte des systemes markoviens, la wariddéi parametres peut étre liée
non seulement a un parametre, ou un groupe de parametreggagement aux taux de
transition entre des états [1, 26, 31, 63]. Par exemple, mposant ou un groupe de com-
posants dans un état spécifique peuvent étre soumis a umgsdineomme par exemple,
un choc électrique/mécanique, un changement brutal denlditcan d’environnement,
une surcharge, etc. Les taux de transition sortant de dgp&tiaent alors varier et il est
intéressant d’étudier la sensibilité par rapport a ces tkeutxansition.

Le nouveau facteur que nous allons proposer est une meswendmilité par rapport a une

direction qui peut représenter un parameétre, un groupe engdres, ou plus généralement,
des taux de transition entre des états. Cette mesure conetgpnc en fait a dérivées direction-
nelles. Remarquons d’une part que I'approche de FrankletaelGandini se basent principale-
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ment sur la dérivée partielle par rapport au taux de défeéalu composant. D’autre part, dans
le contexte d’analyse de sensibilité d’un systéeme markgveecalcul de dérivées partielles a
déja été étudié [1, 63, 90]. Mais, il N’y a aucune littératsue 'utilisation de cette mesure de

dérivée dans le but d’identifier I'importance d’un compdgaour les études de fiabilité.

2.4 Probleme étudié

Afin de répondre a la problématique exposée dans le chapimesltravaux s’appuyent
sur deux axes principaux : la proposition d'un nouveau factéimportance basée sur des
dérivées partielles ou directionnelles et la mise en ceuvtexéension du facteur d’'importance
différentiel (DIM) dans le cadre des systemes markoviermaposants dépendants. Ces choix
sont explicités et justifiés a I'aide de I'étude bibliograpre précédente.

2.4.1 Proposition d’'un nouveau facteur d'importance

La premiére étape de notre travail a donc consisté a redé@énifacteurs d'importance et a
s’interroger sur la notion de sensibilité du systeme pgpodm I'état d’'un composant (ou d’'un
groupe de composants), a un état (ou groupe d’états) dursgsidans le contexte des systemes
markoviens.

2.4.1.1 Facteur de sensibilité multi-directionnelle

Le nouveau facteur d'importance proposé, appelé le fadesensibilité multi-directionnelle
notée MSM (Multi-directional sensitivity measure), esfidécomme la dérivée de la mesure
de performance (par exemple la disponibilité/fiabilitésdgacité de production,...) du systeme
suivant une direction définie par une matrice directiorn@bl matrice de sensibilité). Par dé-
finition, le facteur de sensibilité multi-directionnelle th mesure de performangg selon la
direction de sensibilit€) est :

w o aw
MSMg = 7q
La définition détaillée sera exposée dans le chapitre 3. @eufanous permet en fait :

— quand la matrice directionnel@ représente la direction d’un parametre ou d’'un groupe
de parametres (taux de défaillance et/ou taux de répardtiqorobabilité de refus de
démarrage,...), le MS@ est équivalent a la sensibilité par rapport a un ou plusieurs
parametres. Nous allons en fait utiliser cette mesure aftextifier I'importance d’'un
composant ou d’'un groupe composants. Une analyse détadi@eprésentée dans les
chapitres 3 et 4;
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— quand la matrice de sensibili€¢ représente la direction des taux de transition sortant
et/ou entrant d’'un état ou d’'un groupe d’états du systémMSMVQV correspond a une
mesure de sensibilité par rapport a un ou plusieurs étaapitch 4) ;

— enfin, le facteur d’importance multi-directionnel nousmet de construire une mesure
de variation de performance du systeme et de proposer égiaiegtte mesure comme un
facteur d'importance fiabiliste. En se basant sur cettesélérlirectionnelle, nous propo-
sons également des extensions du facteur d'importancetitiel existant (DIM) (voir
les chapitres 6 et 7).

2.4.1.2 Evaluation du facteur de sensibilité multi-direcionnelle

Ce nouveau facteur nous a conduit a mener des études sluéiéoa des dérivées partielles
ou directionnelles d’'une fonction de performance par rapgaine direction définie par une
matrice dans un espace approprié. Il existe en effet deggaedade méthodes d’évaluation :

1. les évaluations analytiques : on s’intéresse au dévetoppt d’'une méthode permettant
de calculer analytiguement le facteur proposé en régimmsitare et aussi en régime
stationnaire;

2. les évaluations par estimation : I'objectif est d’estintee facteur proposé a partir des
données de retour d’expérience (REX), et sans avoir a cimarlaimatrice de taux de
transition du processus de Markov sous-jacent.

Evaluation analytique L'évaluation de la dérivée partielle par rapport a un partaengabi-
liste (taux de défaillance) a été étudiée par Frank [51] eGQamdini [55]. Ces deux approches
sont limitées dans leur application par la complexité de fheise en ceuvre (voir le paragraphe

2.3.2.2). Une autre approche nous semble efficace a été&éodsidans [1, 63, 90]. Cette ap-
proche est en fait basée seulement sur la résolution deakigqud’états (2.1).

Notre objectif dans le chapitre 3 est de développer une rdéthimilaire (basée seulement
sur la résolution de I'équation d’états (2.1)) pour le chites dérivées directionnelles. Cette
meéthode nous permet de calculer de fagon analytique leuiadtienportance proposé MSM en
régime stationnaire et transitoire.

Estimation a partir de REX par analyse de perturbation Du point de vue pratique, le
comportement fiabiliste (taux de défaillance et/ou taux&paration) des composants n’est pas
toujours disponible et la matrice des taux de transition daéle de Markov du systéme est
inconnue. La taille de I'espace d'état de Markov peut davenp grande pour permettre un
travail aisé directement sur la matrice des taux de tramsifour ces cas, il est pratiguement
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impossible de calculer de maniere analytique les indicatdea sensibilité du systeme. La si-
mulation de Monte Carlo ne permet pas non plus d’apporterépense simple au probleme
dans la mesure ou I'estimation des dérivées directiomnallgartir de simulation n’est pas im-
médiate. En effet, la méthode classique des différencessfiqui consiste a simuler I'évolution
de deux chaines de Markov ('une avec le jeu de paramétregnabriiautre avec un jeu de
parametre légérement modifi€) et a estimer la dérivée dentdiém de performance par la for-
mule de différences finies présente dans bien des cas de isesipaopriétés de convergence,
[31] et peut méme, dans certains cas, conduire a des résattanés. De facon plus géné-
rale, s'il s’avere simple de simuler des réalisations d’totpssus markovien, méme de grande
taille, I'estimation de dérivées de fonctions de perforoema partir des réalisations ainsi ob-
tenues reste un probléme difficile qui requiert I'élabanatil’estimateur consistants. Enfin ces
méthodes ne permettent pas de se contenter des donnéesulaltetpérience (REX), (c’est-
a-dire 'observation d’une trajectoire du processus).

L'analyse de perturbation apporte une solution économequenlt de calcul a ce probléme,
[24, 25, 80, 31, 26]. Dans une de ses formulations (dite IFRAIr nfinitesimal Perturbation
Analysig, elle consiste a analyser I'effet d’'une modification irntfisimale de la matrice de
transition de la chaine de Markov sur les trajectoires dugssus correspondant. Cette ap-
proche a également été étendue au cas de perturbation fi® non infinitésimale et cette
extension peut s’appliquer par exemple a des systemeseatoindicateurs de performance sont
discontinus [25]. L'analyse de perturbation permet drasti de facon efficace les indicateurs
de sensibilité (dérivées des performances du systeme paontaa une direction d’intérét) a
partir d’'une réalisation unique d’'une trajectoire du pssues d’évolution de I'état du systéme.
Cette réalisation peut étre issue soit de I'observatiorydteéme (et permet donc de se contenter
des données de REX), soit fournie par une procédure de diotul@’approche par analyse de
perturbation repose sur des résultats récents montranbguéalisation unique d’'une trajec-
toire du processus contient toute I'information sur la gali® du systeme a une direction [26].
Les algorithmes d’estimation développés dans le cadreathallyse de perturbation reposent
sur 'analyse d’une seule réalisation du processus sttighagiécrivant I'’évolution du systeme
et ne nécessitent pas d’expliciter les matrices de transdu les générateurs infinitésimaux
mis en jeu [25]. En plus de la réduction du volume de calcuéssaire, cette méthode semble
également présenter I'avantage d’étre applicable en ligaas un contexte de surveillance
par exemple) pour estimer les indicateurs de sensibilit®yde&mes pour lesquels il n’est pas
envisageable de modifier les valeurs de parametres dansllbuted’estimer des dérivées di-
rectionnelles.

Le nouveau facteur d'importance proposé et son évaluatiéseptés dans ce mémoire ont
fait 'objet de deux publications dans deux revues avec tohe lecture [40, 38], de deux
communications a des congres internationaux [42, 37] etedlecommunication a un congres
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national [36].

2.4.2 Facteur d'importance différentiel : mise en ceuvre etxdension

La deuxieme partie de ce mémoire a pour objectif, d’une garprésenter la mise ceuvre du
facteur d’'importance différentiel DIM, et d’autre part, pposer une extension de ce facteur
(DIM aux ordres supérieurs) dans un systeme markovien a asamps dépendants.

2.4.2.1 Mise en ceuvre du facteur d’'importance différentiel

Le facteur d’importance différentiel a été crée dans le banalyser la sensibilité de per-
formance du systeme par rapport & un composant (voir 2.81r) yn systeme a composants
indépendants. Dans le contexte des systémes a compospatsidéts, on propose une géné-
ralisation de ce facteur pour les études de sensibilitésete direction d’intérét (y compris la
direction d’'un parametre, d’'un groupe de parametresPour I'évaluation, on propose le cal-
cul analytique ainsi que I'estimation a partir d’'une seuégeictoire observée du systéme (voir
les chapitres 6 et 7).

2.4.2.2 Extension du facteur d’importance différentiel

Le facteur d’importance différentiel se base principaletrsair 'hypothése d’une variation
faible des parameétres. Du point de vue pratique, cette hggetn’est pas toujours vérifiée. Il est
donc intéressant de développer ce facteur pour une utlisplus générale qui s'avére possible
dans le cadre markovien. Dans ce mémoire, on propose unesexiede ce facteur appelé
le facteur d’importance différentiel aux ordres supése@ette extension permet de mesurer
plus précisément la contribution relative d’'un composant §’'un groupe de composants) a
la variation totale de la performance du systeme. L'évaunatanalytique et estimée) de cette
extension présentée dans le chapitre 7 se base principaieonecelle qui est exposée dans le
chapitre 6.

Ces extensions ont fait I'objet d’'une communication a ungeés international [39].

En outre, une étude sur le mise en ceuvre des facteurs d’iamperexistants dans le contexte
des systémes markoviens a composants indépendants eistécéesElle permet de montrer
comment un facteur d'importance existant peut étre évatudmaniere analytique ou estimée.
Cette étude sera présentée dans I'annexe A.
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2.5 Conclusions et orientation des travaux

L'étude bibliographique nous a amené d’abord a choisiptaphe markovienne qui permet
de prendre en compte des dépendances entre les composatagdple charge, redondance
passive, défaillances de cause commune, ...) d’'un systgnasrdque.

Compte tenu des choix que nous avons faits au terme de I'@ibdtlegraphique dans ce
chapitre sur les facteurs d’importance fiabilistes, la folatique posée dans le chapitre 1 peut
étre reformulée de maniére plus précise :

1. Il s’agit, dans un premier temps, de proposer un nouveaaudadimportance (facteur
de sensibilité multi-directionnelle, MSM) dans le congegles systémes markoviens en
prenant en compte des dépendances entre des composavdduadfidon analytique et
I’évaluation estimée a partir des données de retour d’'éxpée en utilisant la méthode
d’analyse de perturbation sont considérées dans ce mémoire

2. Dans un second temps, nous considérons la mise en ceutggtension d'un facteur
d’'importance existant, le facteur d'importance differentDIM).
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Introduction

Dans cette partie, nous proposons un nouveau facteur d'tempe, appelé facteur de sen-
sibilité multi-directionnelle [38, 40], pour des systendgcrits par les processus de Markov
qui permettent de prendre en compte des dépendances entppsants (y compris dépen-
dances fonctionnelles et structurelles, défaillancesadse& commune,...). Ce facteur nous per-
met d’analyser la sensibilité de la mesure de performansgstéme par rapport a un parametre,
a un groupe de parametres, ou plus généralement, suivatdideasions” caractéristiques du
systeme. Ces directions caractéristiques peuvent comedsp par exemple a un composant du
systéme, une famille de composants, ... Comme les autresifad’'importance, la sensibilité
multi-directionnelle nous fournit des éléments d’aide ddaision pour améliorer la conception
et I'exploitation d’un systéme en identifiant ses principaoints faibles.

Nous commencons, dans un premier temps du chapitre 3, saneg de maniere générale
le principe de ce facteur et ses propriétés. Afin d’évaludaceur, nous découvrirons dans un
second temps de ce chapitre des méthodes analytiques f@rdEinner des résultats exacts
en considérant que la mesure de performance est la disfignoi systeme.

Le chapitre 4 a pour but de montrer comment ce facteur d’itapoe peut étre utilisé pour
un systéme de production multi-état pour lequel les mesiggserformance retenues sont la
disponibilité et la capacité de production globale. DesvgXes d’applications sont également
exposées au travers un systéme de production simple.

Dans le chapitre 5, nous présentons une méthode d’estmeifioace basée sur les tech-
niques d’analyse par perturbation, permettant I'estiomatu facteur proposé a partir d’'une
seule trajectoire nominale du processus de Markov. Du mEntue pratique, cette méthode
peut étre mise en ceuvre pour estimer le facteur de sensifilitti-directionnelle directement
a partir des données de retour d’expérience (c’est-a-dibsérvation d’une trajectoire du pro-
cessus) lorsqu’on n’en connait pas le générateur.
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Chapitre 3

Facteur de sensibilité multi-directionnelle

3.1 Introduction

L'objectif de ce chapitre est, dans premier temps, de ptésen nouveau facteur d'impor-
tance appelé le facteur de sensibilité multi-directiole@lulti-directional sensitivity measure
MSM, [38, 40]) que nous envisageons suite a I'’étude bibpbique présentée au chapitre 2
dans le contexte des systemes markoviens. Dans un secops, mmontre comment ce fac-
teur proposé peut étre calculé de fagon analytique en régameitoire ainsi qu’en régime
stationnaire. On découvre également les liens entre laagdéttie calcul proposée et celle de
Frank, [51] et de Gandini, [55].

Rappelons que le facteur de sensibilité multi-directidierest en fait défini comme la dé-
rivée de la mesure de performance du systeme selon uneialiretintérét définie par une
matrice dans un espace approprié. Cette direction pewdgepter la direction d’'un parametre,
d’'un groupe de parametres, d’'un composant, d’une familleaheposants, ou plus générale-
ment, la direction des taux de transition entre des état§a€@eur permet donc conduire aux
études suivantes :

— I'évaluation de I'effet sur la mesure de la performancsedoril existe des changements

d’un ou plusieurs parametres de conception;

— l'identification de I'importance d’un composant (ou d’urogpe de composants), et ainsi

gue l'importance d’un état (ou d’un groupe d’états) du syste

— et enfin, 'optimisation de la maintenance des paramétres.

Pour introduire le facteur de sensibilité multi-directi@tie, on s’intéresse en premier lieu
dans le paragraphe 3.2 a la matrice directionnelle qui pedeenodéliser les directions dif-
férentes de sensibilité (direction d’'un parametre, d'usuge de parametres, ou plus générale-
ment, direction des taux de transition). On présente entaéfinition générale de ce facteur
ainsi que ses propriétés.
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Le paragraphe 3.3, entierement consacré I'évaluation dacteur, permet de présenter le
calcul analytique du facteur proposé en considérant queéssires de performance d’intérét
sont la disponibilité instantanée, la disponibilité mayersur l'intervalle de temps donné, et
ainsi que la disponibilité asymptotique.

3.2 Facteur de sensibilité multi-directionnelle (MSM)

Considérons un systeme dont le comportement au cours dg esh@écrit par un processus
de Markov ayant un espace d’'états fini= {5, Sz, - - - } et une matrice de taux de transition

M = [mij]i,jeE-

Soit P(t) = (Pi(t), Px(t),- - -) le vecteur de probabilité d’'occupation des états a l'irtstan
etP, = P(t = 0) le vecteur de probabilité d’occupation des états a l'instatial. P(t) satis-
fait 'équation différentielle du premier ordre de Chaprt@rimogorov appliquée au processus
Markovien homogeéne (sans ajouter des variables dynam)i{R&L92] :

dP (1)

La solution de (3.1) peut s’écrire comme sulit :
P(t) = Pye™ = PoFy(t), (3.2)

ol Fp(t) = M est une fonction exponentielle de la matrice

Pour étudier la sensibilité de la mesure de performance stérsye selon une direction d’in-
térét qui est définie par une matrice directionnelle, on sgmonc dans le premier paragraphe
de cette section comment est construite cette matricetidineelle.

3.2.1 Matrice directionnelle de perturbation
3.2.1.1 Introduction de la matrice directionnelle de pertubation

En suivant les approches utilisées dans I'analyse parrpattan, on considére une pertur-
bation structurelle [22, 33, 58] sur un parameétre ou sur wugeE de parameétres du systeme.
Cette perturbation conduit alors a une perturbation surdarioe de taux de transition du pro-
cessus de Markov [24, 31].

Supposons que la matrice de taux de transivdsoit perturbée de maniére suivante :

M; = M +0Q, (3.3)

48



3.2. Facteur de sensibilité multi-directionnelle (MSM)

ou ¢ est un réel positif e = [¢;;] est une matrice indiquant la direction de perturbation
effectuée. Une entrég; = 0 indique que le taux de transition de |'étaé I'état j n'est pas
perturbé, et une entrég, = a (o # 0) indique que le taux de transition de I'étea I'état j est
perturbé par une quantité. La condition nécessaire sur la matriQepour queM; soit aussi
une matrice de taux de transitions d'un processus de Matayue la somme de chaque ligne
de Q soit égale a 0 [24].

Sur la base de la relation (3.3), on peut modéliser non seulelas perturbations sur des
parametres (taux de défaillance ou/et taux de réparatipnmais plus généralement, sur les
taux de transition entre des états du processus de Markov.

Pour illustrer le concept de la perturbation et la matricigonant la direction de perturba-
tion, on considére I'exemple simple suivant.

Exemple 1. (Systeme de 2 composants indépendantSoit un systeme de deux composants
indépendant§’; etC, en paralléle, ayant pour taux de défaillantget )\, et taux de réparation

11 et us respectivement, voir figure 3.1. Chaque composant possadeétats. On noteré&’;
I'état de marche du composaft, etC; son état de panne.

A1
Ch

Ao 2
Cy

FIG. 3.1 — Une structure parallele de 2 composants indépendgatd les taux de défaillance
et de réparation constants

Le comportement du systéme est décrit par un processus deWlat le graphe d’'états est
donné par la figure 3.2.

Par conséquent, la matrice de taux de transition du systsime e

—A1 — Ag A1 Ao 0
—l1 — A 0 A
M — M1 251 2 2
Lo 0 —pe — A\ A
0 o 1 —H1 — M2

Considérons maintenant deux types difféerents de periorisat une perturbation sur le
parametre\, (voir figure 3.3), et une perturbation sur les transitiondasu de I'état 3 (voir
figure 3.4). Ces perturbations conduisent a deux matricdgeetion(),,, )s, respectivement.
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Etat 1:C.Cq Etat 2 :0162
Etat 3 :C,Cy Etat 4 :C, C,

FIG. 3.2 — Graphe d’états d’'un systéme a deux composants indapen

Perturbation sur le parametre )\, : La perturbation sui, conduit a la matrice généra-
trice perturbée :

—A1 — (A2 +0) A1 Ay +6 0
M, — [25% —,ul—()\2+<5) 0 )\24‘5
5 =
M2 0 —H2 — A1 )\1
0 o %51 —H1 — 2

Cette matrice peut s’écrire également sous la forme swvant

A=\ A Ao 0 5 0 4§ 0
—y — A 0 A 0 -6 0 0

M6: 1251 M1 2 2 X
b 0 s — A A\ 0 0 00
0 2 Ha —H1 — fho 0 0 00

ou .

1 0 10 1 0 10
0 -1 0 1 0 -1 0 1

Ms=M -+ =M +0Q,,,avec Q,, =
’ 00 Q Q 0 0 00
0 0 00 0 0 0 0

Cette relation montre que la perturbation sur le paramgireorrespond a une perturbation
selon la directiorQ,, .
Une autre écriture possible @g,, est :
Ms — M
Qi =~
LorsqueQ,, est une matrice constante et indépendanig de a finalement :
Ms;—M oM
pu— ]_' pu— .
Q. = =3 X
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3.2. Facteur de sensibilité multi-directionnelle (MSM)

Cette relation montre que la matrice indiquant la pertuobad’un parametre est égale a la
dérivé partielle de la matrice génératrice par rapport acarpetre.

FIG. 3.3 — Perturbation sur taux de défaillancedu composan€’,, correspondant la matrice
directionnelle de perturbatio@,,

Perturbation sur les transitions sortant de I'état 3: On regarde maintenant la perturba-
tion sur les transitions sortant de I'état 3 (voir figure 3.4)

FIG. 3.4 — Perturbation sur les transitions sortant de I'étab&espondant la matrice direction-
nelle de perturbatios,

De facon similaire, on obtient la matrice indiquant cettgymbation comme la suivante :

00 0 0
00 0 0
— |

Qsa =145 o 1 9
00 0 0

3.2.1.2 Propriétés de la matrice directionnelle&)

Notons d'abord que, de fagon générale, une matrice direntite de perturbatio@ = [g;;]
doit vérifier les conditions suivantes :
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1. lataille de matric&) est la méme celle de la matrice génératiide
2. qi; > OSimij =0ety #],
3. Qe=0,0le=(1,1,---,1)" estun vecteur colonne.

Deux types principaux deQ Plusieurs types de matrices de perturbation peuvent &tre pr
posés. En effect, les directions ici peuvent étre la dioecti’'un parametre, la direction d’'un
groupe de parametres, ou plus généralement, la directitaudale transition. Dans le contexte
des études de sensibilité de la mesure de performance @éus;sin peut distinguer notamment
deux types de matrices :

Type 1: matrice indiquant la perturbation sur un paramétrenotéeQ, telle queQ, =
0M/0x. Dans I'exemple ci-dessus la matrice directionnelle inditt la perturbation sur
le paramétre\, estQ,, = 0M /0.

Type 2: matrice qui indique les perturbations sur les taux de ttemsentrant ou/et sortant
d’états sont notéeQs. Par exempleQ) s, indique la perturbation sur les taux de transition
sortant de I'état 3.

Combinaison de matrices directionnelles de perturbation Soientk matrices de direction
Qx,, Qx,. - -+, Qx, qui indiquent les perturbations skiparametres;, x,, - - - , x;, (taux de de-
faillance/taux de réparation) respectivement, la mattecdirection modélisant les perturbations
simultanées de cdsparametres, sous I'hypothése que chaque paramgtre.. ;. est perturbé

par une quantité x o; (a1, as, - - -, ay, SONt des constantes réelles), est :
k
Q[alxl,agxg,---,akxk,] = Z&ZQXZ (34)
=1

La démonstration de (3.4) peut facilement étre obtenu€ytdidation (3.3).

Cette relation nous permet d’établir la direction de pé&dtion pour un groupe de para-
metres a partir des directions de perturbation individiselCette propriété permet en particu-
lier de construire une matrice de perturbation correspairean composant décrit par plusieurs
parametres. En outre, dans de nombreux systemes réelsng®sants d'un groupe peuvent
étre affectés par un méme événement (comme par exemplegrigaiment brutal de la condi-
tion de I'environnement, un choc électrique, un choc dddraissage, une surcharge, etc.) et
on peut chercher a évaluer I'importance de cet événemegtdagnt” en perturbant simulta-
nément les taux de défaillance des composants d’'un grocipendore, cette étude peut étre
menée simplement grace a la propriété de linéarité évoqiossus.

Reprenons 'exemple 1 ci-dessus et considérons une patimmsimultanée sur le groupe
de deux composants; et C;. Supposons que les taux défaillance des compoganet C;
soient perturbés simultanément par deux quanfiet).
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3.2. Facteur de sensibilité multi-directionnelle (MSM)

La matrice de direction pour la perturbation syrest :

-1 0

Q= 1

0

o o o =
o = O O

0

Alors, la matrice de direction pour la perturbation simuéea vaut :

-3 1 2 0

-2 0 2

Qi 2x = Qx, +2Q), = 0 1 1
0 0 0 O

Exemple 2. (Systeme de 2 composants en redondance pas$igeit un systeme de 2 compo-
sants en redondance passive, voir figure 3.5. On supposerdeqomposant’; initialement
au repos peut refuser de démarrer avec une probabilitd le fait que le composardt; soit
réparé en priorité quand les deux composants sont en panne.

A1 M1
Cy

A2 f2
| C,

FIG. 3.5 — Une structure paralléele de 2 composants en redongassé/e avec la probabilité
de refus de démarrage

Le graphe d’états est représenté sur la figure 3.6. La maleis¢aux de transition est :

—)\1 (1 — ’)/))\1 0 ’)/)\1
—u1 — A 0 A
M — M1 M1 2 2
12 0 — M2 — )\1 )\1
0 0 M1 —H1

S’il y a une perturbation sur le taux de défaillancg alors la matrice directionnell@,,
est:

-1 (I1-=v) 0 ¥«
0 0 0 0
@u=1 0 -1 1
0 0 0 0
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Etat 1 :C’ngr Etat 2 :0162
Etat 3 :C,Cy Etat 4 :C, C,

FIG. 3.6 — Graphe d’états d’'un systeme de 2 composants en rettmngassive C'1 est le
composant principal ; composant composant 2 initialememnépos notés,.

De la méme fagon, la matrice directionnelle indiquant ldyréation sur la probabilité de refus
de démarrage est:

0 -\ 0 N\
0 0 0 0
@ = 0 0 0 0
0 0 0 0

Selon la technique proposée, on ne peut pas modéliser, daas cla perturbation simulta-
née des deux parametrgset~y de maniére indiquée par (3.3).

En résumé, on peut toujours modéliser la perturbation saaguhparametre individuel, mais
dans certains cas, on ne peut pas modéliser les perturbaiimnltanées sur des parameétres.
On expose dans la suite la définition du nouveaux facteurmbmance proposé.

3.2.2 Définition du facteur de sensibilité multi-directiomelle

La perturbation de la matrice de taux de transition conduit &hangement de la probabilité
d’occupation des divers états du systéme. De ce fait, naktyis) le vecteur de probabilité
d’occupation des états pour la matrice des taux de tranguesturbéeM,;. Par conséquent,
Py(t) satisfait I'équation différentielle du premier ordre Chegn-Kolmogorov suivante :

dPj(t)
dt
avec la condition initiale choisi®;(0) = P(0).

La dérivée du vecteur de probabilité d’'occupation des éfsttdéfinie comme suit :
dP(t Ps(t) — P(t
() _ . Ps(t) = P(t)

dQ -0 ) (3:6)
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Sion s’intéresse a une mesure de performa#ice du systéme qui est une fonction linéaire
des probabilités d’occupation des états, c’est-a-dire

ou f = (f1,f2,---)" est un vecteur colonne associé aux états du systeme, l@eétévla
mesure de performance dans la directi@est donnée par

dw(t) .. Ps(t)f - P(t)f
dQ _}slfé ) '

Notons que les mesures de performances classiquemeséesilen sdreté de fonctionnement
des systemes (fiabilité, disponibilité, capacité de prtadoy sont effectivement linéaires en
fonction des probabilités d’'occupation des états.

Définition 3.1. Facteur de sensibilité multi-directionnele - MSM, [38, 40]- Etant donnée
une mesure de performant¥(t) linéaire en fonction des probabilités d’occupation deg%ta
le facteur de sensibilité multi-directionnelle (Multirdctional Sensitivity MeasureMSM) est
défini comme la dérivée de la mesure de performance du systéwaat une direction définie
par une matrice directionnellg).

dw(t) _ . Ps(t)f —P1)f

w —
MSMq (1) = dQ -0 0

(3.7)

3.2.3 Propriétés du facteur MSM

A partir de la définition du facteur MSM, et sur la base des dgpgs différents de matrice
directionnelle de perturbatio@, et Qg, nous distinguons deux types de facteur MSM :

Typel : MSM représentant la sensibilité de la mesure de performdnsystéme par rapport
a un parametre (taux de défaillance/taux de réparation.eoérglement un parametre
fiabiliste, noté généralemex), MSM(VQ"X, (t), ou a un groupe de parametres (s'il existe la
matrice directionnell€,, x, ... a.x)); MéMgflamw (t)

Type2 : MSM représentant la sensibilité de la mesure de performdnsystéme par rapport
aux taux de transition entrant et/ou sortant d'états darivi&s/g_ (¢).

o]

Par définition, le facteur MSM nous permet de fournir des élésid’aide pour optimiser les dé-
cisions de maintenance, les politiques d’améliorationetféopmance du systeme. Plus concre-
tement :

Le facteur MSM type 1 nous permet :
— d’évaluer l'effet sur la mesure de performance (dispditdiiabilite, capacité de pro-
duction, etc) d’'un changement simultané d’'un ou plusiearametres de conception
[38, 42];
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— d’identifier 'importance d’un composant (parameétre) W@ret aussi I'importance d’'un
groupe de composants, voir [37, 40];

— d’établir les liens directs avec : le facteur d'importamoarginal (voir le paragraphe
A.1.1.3 dans les annexes), le facteur d'importance dffiieee(voir le chapitre 7).

Enfin le facteur MSM type 2 nous permet :
— d’évaluer l'effet sur la mesure de performance d’'un charg@ simultané d’un ou plu-
sieurs taux de transition entre des états du systeme,
— d’identifier 'importance d’un état ou I'importance d’'unayipe d’états donnés [40, 38].
— de proposer un facteur d'importance différentiel génggaloir le chapitre 7.

3.3 MSM de la disponibilité

Dans le domaine de la slreté de fonctionnement, la perfarendiun systeme est tradi-
tionnellement vue via sa disponibilité instantanée, magesur une période d’observation, et
asymptotique. Afin d’étudier la sensibilité de la dispolii®idu systéme selon une direction, on
considere dans cette section le MSM instantané, le MSM meyeEnMSM asymptotique.

3.3.1 MSM instantané

Le but de ce paragraphe est d’étudier la sensibilité de [@odibilité instantanée selon une
directionQ.

3.3.1.1 Définition de MSM instantané

La disponibilité/fiabilité a I'instant est évaluée selon I'expression suivante, [30, 92] :
A(t) =Y Pi(t) = P()F, (3.8)
i€Qo
ou Qo est un ensemble d’états de marchefet (fi, f2,---)" est un vecteur colonne associé

aux états du systéme. Par exemple pour un systeme a compbseites,f; = 1 si le systeme
est en état de marche dans I'état f; = 0 sinon.

D’aprés la définition (3.1) et la relation (3.8), la sensibide la disponibilité instantanée
A(t) suivant la directiorQ (c’est-a-dire : MSM deA(t)), appelée MSM instantané, peut étre

définie selon I'expression suivante :

dA(t) dP(t)
Ay _
MSMgq (1) = 0~ 4 f. (3.9)

On s’intéresse maintenant a la méthode permettant de ealdalfacon analytique cette
mesure.
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3.3.1.2 Evaluation de MSM instantané

Afin d'établir la formule d’évaluation de MSM instantané usccommencons par définir un
vecteur ligneZ (t) = Ps(t) — P(t). D’aprés les équations (3.1) et (3.%j(¢) satisfait :

az(1)

—= = Z()M; + P(t)(M; — M), (3.10)

avec la condition initialeZ (t,) = Pjs(to) — P(to). La solution de I'’équation différentielle
linéaire (3.10) est (voir, par example, [68] pour le détail)

t
Z(t) = Z(ty)eMh) 4 / P(s)(Ms — M)eMe=9) s,
0

Rappelons qu’une des hypothéses de base est que les confdfiitales du processus ne sont
pas affectées par la perturbation et gty'a= 0, Ps(0) = P(0) soit Z(0) = 0.
Par conséqueng (t) peut s’écrire comme suit :

0
ou, ;
0

avecFyy, (t — s) = eMs(t=3),
Remplacon®;(t) — P(t) par Z(t) a I'équation (3.6) et utilisons I'équation (3.11), alors la
dérivée deP(t) suivant la directiorQ peut étre écrite sous forme :

= (151_{% 5/ P(s)(Ms — M)Fwp, (t — s)ds,

ou:
M
=1i 0/ P(s b FMé(t—s)ds,

Notons qug M; — )/5 = Q est une matrice constante et indépendante par rapp@t que
la limite lims o Fg, (t — s) = lim;_o eM5(~) existe. On obtient alors :

/ P(s)Q(lim Py, (t — 5))ds.

— /tP(s)QFM(t— 5)ds. (3.12)
0
En substituant (3.2) a (3.12),on a:
= / t PoFpi(s)QFp\(t — s)ds. (3.13)
0
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Finalement, d’aprés (3.9) et (3.13), le facteur I\/@M peut s’écrire comme suit :

MSMg(t) = / t PoFyi(s)QF\(t — ) fds. (3.14)
0

Le facteur MSl\/g(t) s’obtient ensuite directement par évaluation numeériguérdégrale dans
I'équation (3.14), [84].

La proposition ci-dessous rappelle comment on peut obkerf@cteur MSI\/g(t) pour une
direction "composée” donnée en fonction des facteurs Iﬁﬁﬂ/lpour des directions "élémen-
taires”.

Proposition 3.3.1. Considérong: matrices directionnelle€), , Qx,, - - - , Qx, indiquant la di-
rection dek parametresx, xy,- - - , X, respectivement. S’il existe une matrice directionnelle

Q[oqxl,ochg,--- Xk tel que :

k
Q[QIXLQQXQW',O%XI@] = E :C“iQXi'
=1

Ona:

A
MSM4

[agx1,09x9,  apxy]

k
(t) =) aMSMg_ (1), (3.15)

Preuve. Cette proposition est facile a démontrer comme suit. On cenua par établir le
MSM instantané dans (3.14) pour les directidds, pouri = 1,2,..,k , puis on prend la
somme.

> s, 0

i=1 ) t

B ; [az/o PoFui(s)QxFum(t — S)fds]
= i [/Ot PoFm(s)oQyx, Fra(t — S)fds]

:iAH%FMwﬂéiaﬂhJFM@—sﬂﬂ&

En rempla(;anEf:1 @;Qx, PArQ[a,x, a0xs, ,axx,]» ON Obtient finalement la relation (3.1%).

La proposition 3.3.1 permet de calculer facilement la s®lit& de la disponibilité du sys-
teme suivant une direction constituée par une combinaigéaite de directions €lémentaires
qui correspondent a des dérivées patrtielles. Cela nousepeidors d'étudier la sensibilité ou
'importance dans une direction quelconque (correspanaame ensemble de paramétres ca-
ractéristiques d’'un composant, d’un groupe de composdiis,ensemble d'états, ...) a partir
de la mesure de sensibilité aux parametres (c’est-a-dirddaveées partielles) sans ajouter du
calcul.
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3.3.1.3 Lien avec I'approche de perturbation généraliséép]

Afin de calculer la sensibilité de la disponibilité du syseamarkovien par rapport a un pa-
rametre, une methode basée sur la théorie de perturbat@nagigée generalized perturbation
theory- GPT [54]) est présentée par Gandini [55]. On s’intéressa imontrer le lien entre
notre résultat et celui donné par Gandini.

Lien avec I'approche GPT : L'équation (3.14) peut s’écrire sous forme :

dA ! *T
MSM{ (t) = m(t) :/O P(s)QP*'(s)ds, (3.16)
ou P*(s) = [Py(s), Py(s),---], pour0 < s < ¢, est un vecteur ligne qui satisfait 'équation
suivante : 1P
B ds(S) =P (s)M" + f1Y(t - ), (3.17)

avecY(t — s) la fonction Dirac.

Preuve.Notons que I'équation (3.17) correspond a une équatio@réifitielle linéaire sui-

vante
_dP(s)

ds
avecO < s <t et la condition finaleP*(t) = f'. Alors la solution de cette équation est :

= P*(s)M",

Pi(s) = fTeM 79 = FTR (1 — s). (3.18)
Lemme 1. SoitF\(¢) la fonction exponentielle de la matridd, on a :
Fuy (1) = [Fum(t)]

Ce lemme est facile a prouver en utilisant le développenteséde de Taylor :

[e.e]

Fagr (t) = Z[MT]N%.
On sait quéM ' |" = [M"]", alors :
Far (1) = SIMY 5 = SOIMO LT = [Faa(0)]T

Lorsque nous appliquons ce lemme, I'équation (3.18) p&atrise comme suit :
P(s) = f'[Fum(t — s)]" = [Fnm(t —5)f]",
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c'est-a-dire queP*(s)" = F(t — s) f. Substituons ce résultat a I'équation (3.14), on obtient
finalement (3.16)m

Les équations (3.16) et (3.17) ont été également montrées[88]. Notons toutefois que
la matrice directionnell€) dans [55] est limitée a la direction d’un seul parametrestezedire
Q« = %—l\f, afin d’étudier la sensibilité de la disponibilité du sys&epar rapport a un para-
metre.ll s’agit d’une contribution importante de I'apph@cque nous proposons : si, comme
d’autres approches proposées auparavant, elle est bad&aluation de dérivées partielles,
son principal intérét est d’offrir un cadre permettant denbmer les sensibilités élémentaires
par rapport aux parametres pour obtenir des mesures déiiggsidans n'importe quelle di-
rection d’intérét.

3.3.2 MSM moyen

L'objectif de ce paragraphe est d’établir la formule d’@atlon de la sensibilité de la dis-
ponibilité moyenne sur 'intervalle de temf{is ¢| suivant une direction spécifique.

3.3.2.1 Définition de MSM moyen

Rappelons que la disponibilité moyenne sur lintervalleteimps|0, ¢] peut étre calculée
grace a la relation suivante, [30, 92] :

1

At) = - /O A(s)ds = % /O P(s)fds = %P(t) f. (3.19)

La sensibilité de la disponibilité moyenn&t) suivant la directionQ (appelée le MSM
moyen) est définie selon I'expression suivante :

dA(t)

MSMZ (1) = Q- (3.20)

3.3.2.2 Evaluation de MSM moyen

Pour commencer, on prend l'intégrale sur l'intervalle dape |0, ] de I'équation (3.10).
On obtient alors :

/Ot dZdis)ds = :/OtZ(s)ds: M; + :/OtP(s)dS: (M; — M),

ou,

Z(t) — Z(0) = /0 t Z(s)ds: M + /O tP(s)ds: (M; — M). (3.21)

Puis, on définit :
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t
P(t) = / P(s)ds.
- Zt)=P / Z(s
Notons quelZ(t)/dt = Z(t) et Z(0) = 0. L'équation différentielle (3.21) peut donc s'écrire
comme sulit :

v

dZ(t)

Cdt
avec la condition initialéZ (0) = 0. Alors la solution de I'équation différentielle linéairg.p2)
est (voir [68] pour le détail) :

= Z(t)M; + P(t)(Ms — M), (3.22)

- /0 t P(s)(My — M)Fpy, (t — s)ds.

La dérivée deP(t) par rapport a la directiof) est définie de la fagon suivante :

dP(t) i Z(t)

dQ 500
G N e
= lim {5/0 P(s)(Ms — M)F, (t — s)ds}

t
. o Ms—M
= lim { /0 P(s)—"—F,(t - s)ds},

en utilisant(M; — M)/6 = Q et le fait que la limitelims .o Fyg, (¢ — s) = limg_oeMst=9)
existe. On obtient alors :

t
p(t) :/ P(s)QFy(t — s)ds. (3.23)
0
D’apreés les relations (3.20) et (3.23), le MSM moyen est émant donné par :
i ldP / B
MSMgq(t) = [ dQ f= P(s)QF\(t — s)fds. (3.24)

Cette relation nous permet d’évaluer analytiquement laibéité de la disponibilité moyenne
sur l'intervalle de temp§), t| par rapport a une direction.

Comme le MSM instantané, le MSM moyen relatif d’'une directt®finie par une combi-
naison linéaire des directions différentes peut étre t&@kelon I'expression suivante :

Qlayx1,a0xg, - s X ]

k
MSMA (1) =) aMSMg_ (1), (3.25)
=1

avec : .
Q[alxl,agxg,--- XK — Z CViQxi-
=1

La démonstration de (3.32) est similaire a la démonstratéla proposition 3.3.1.
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Chapitre 3. Facteur de sensibilité multi-directionnelle

3.3.3 MSM stationnaire

Si le systeme atteint un régime permanent, ce qui est ercpléetile cas lorsque tous les
composants sont réparables (car dans ce cas, le procesMarld®s est irréductible et il ne
posséde qu’'une classe de récurrence) alors...{dP(t)/dt} = 0. Il existe alors une et une
seule loi stationnaire et, pour toute loi initialerr = lim,_., P(¢). Nous nous intéressons dans
cette section a la mesure de sensibilité multi-directiiares régime stationnaire.

3.3.3.1 Définition de MSM stationnaire

La disponibilité asymptotique du systeme, netéest donnée par I'expression suivante,
[30, 92] :
A=lim A(t) ==« f. (3.26)

t—o00

La sensibilité de la disponibilité asymptotigdesuivant la direction?, appelé MSM sta-
tionnaire, est définie comme suit :

dA dm
MSMA = — = —f. 3.27
3.3.3.2 Evaluation de MSM stationnaire

Afin d’établir la formule d’évaluation du facteur MSM statigaire, nous commencgons par
prendre la limite quand — oo pour I'équation (3.10). Notons quan, ... {dZ(t)/dt} = 0 et
lim; .., Z(t) = w5 — w avecrws = lim;_ ., Ps(t). On obtient :

(775—7T)M§+7T(M5—M) :O,

donc: M M
—”55_ T M = W‘ST_ — Q. (3.28)

La matrice génératrice perturb®&; n’étant pas inversible par construction, nous devons avoir
recours a un inverse généralisgerferalized invergd82, 24].

Inverse généralisé [82] Linverse généralisée de la matrice générathégest :
—1
Mg = (M5 + 671'5) — eTs,

et,
M;M: = MEM; = 1 — e, (3.29)

avecl est la matrice d'identité de la méme taille que celleMg et,e = (1,1,---,1)" un
vecteur colonne.
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3.3. MSM de la disponibilité

D’apres les équations (3.28) et (3.29), on obtient :

Ty — T
— 65 (I—ems) = TQM’.
En remarquant quee = wse = 1, alors :
s — T
5 = —WQM%.

La dérivée der suivant la directiorQQ peut étre définie comme suivante :

dm L W — T

ng% )

_ : i _ : #
= —(lslil(ljﬂ'QMé = —WQ[(ISE%M(;}.

La continuité de la matricdT’ a été démontrée dans [24], aldns;_, M’ = M. Par consé-
quent,drw /dQ peut s’écrire comme sulit :

dm 4
m = —mTQM". (3.30)

D’apres la définition (3.27), le facteur MSM stationnaireipgécrire finalement :
MSMg = —mQM*f. (3.31)

La solution exacte est obtenue en calculant I'inverse gdiséeM* = (M + ew)™! — em
[82]. En se basant sur cette relation, une méthode d’estmsera présentée dans le chapitre 5.
Cette méthode permet d’estimer directement le facteur M&ltiosinaire a partir des données
de retour d’expérience [40].

Afin de calculer la sensibilité de la disponibilité asympae selon une direction qui est
définie par une combinaison linéaire des directions diffta® on peut d’une part utiliser direc-
tement la relation (3.30) en remplacant la matrice de dor&) par cette matrice de combinai-
son, ou d’autre part se baser sur la relation suivante :

k
A A
MSMq, .. ()= ;aiMSMQXi (t), (3.32)
avec :

k
Q[OC1X170C2X27"'70¢I€XI¢] = E @; Qx, -
i=1

La démonstration de (3.32) est facilement donnée par lBoué3.31).

En résumé, le MSM de la disponibilité (y compris dispontbilinstantanée, disponibilité
moyenne sur un intervalle de temps, ou disponibilité asgihigpie) suivant une direction, ce
qui est une combinaison linéaire des directions indiviisepeut étre calculé grace aux MSMs
suivant chacune de ces directions sans ajouter du calcul.
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3.4 Conclusions

Dans ce chapitre on a étudié le facteur d'importance delsiéitésmulti-directionnelle MSM
dans le cadre des systémes markoviens a composants déjgeQagiacteur nous permet d’étu-
dier la sensibilité de la mesure de performance dans unetidingd’intérét définie par une ma-
trice directionnelle. Cette direction peut représentelifection d’'un parameétre, d’un groupe de
parameétres, d’'un composant, d’'une famille de composauntp|us généralement, la direction
des taux de transition entre des états.

La considération de MSM instantané, de MSM moyen et de MSkbsiiaaire nous permet
d’étudier la sensibilité de la mesure de performance (y i@ disponibilité ou la fiabilité)
instantané, moyenne sur une période d’observation, asyigpe. Pour I'évaluation, on a pro-
posé le calcul analytique permettant des résultats ex@lcts précisément,

— le MSM instantané est calculé par :

MSM{(t) = /t P Fr(s)QF i (t — s) fds;
0

— le MSM moyen sur l'intervalle de temp8, ¢] est obtenu grace a la relation suivante :

. 1 t o o s
MSMg(t) = ;/ P(s)QF\(t — s)fds, avec P(s) = / P(v)dv.
0 0
— et enfin, le MSM stationnaire est donné par :
MSM4 = —mQM’* f.

On a montré également que la mesure de sensibilité (y colegviSM instantané, le MSM
moyen et le MSM stationnaire) de la disponibilité du systé&migant une direction constituée
par une combinaison linéaire de directions élémentaireséiee calculée facilement a partir de
la mesure de sensibilité dans ces directions élémentainssagouter du calcul.

Des applications détaillées de ce facteur de sensibilitId&ont exposées dans le chapitre
4 au travers d’'un systéeme de production multi-état pourdetps mesures de performance
retenues sont la disponibilité et la capacité de produgfiobale du systeme.
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Chapitre 4

Application aux systemes de production
multi-état

4.1 Introduction

L'approche “binaire” de modélisation des systémes ne damsique deux classes d’états :
la classe des états de marche parfaite et celle des étatsnde fdale. D’un point de vue
pratique, entre I'état de marche parfaite et I'état de pdaotade, les systemes industriels (par
exemple, les systemes de génération électrique, les ldg@soduction, les ateliers de fabri-
cation ...) présentent généralement un grand nombre sl'éégradés qui continuent d’assurer
un service, méme si celui-ci n’est pas €gal a 100%. Lappdotulti-état”, introduite dans les
années 1970, permet de prendre en compte les différentauxidke performance (par exemple,
100%, 80%, 50%, ... de la valeur nominale), voir [77, 79, 1024 performance d’'un systeme
modélisé suivant une approche binaire est traditionn@tgmue via sa fiabilité, sa disponibi-
lité instantanée ou moyenne. Dans le contexte des systémigsttat, plusieurs indicateurs de
performance et des méthodes d’évaluation ont été propesiégar exemple [8, 15, 72, 48].
Nous nous intéressons dans ce travail a deux indicateussrfigmpance particulierement adap-
tés a un systeme de production que sont la disponibilité&pacité de production, dite aussi
production potentielle.

De nombreuses études sur I'extension des facteurs d’imapoet(facteur de Birnbaum [11],
de Vesely-Fussel [53], de Lambert [75],...) proposésatgtnent pour les systemes binaires, ont
été menées dans le but de développer des méthodes pouréualpertance d’un composant
dans un systéme multi-état, voir [70, 78, 103, 91, 48]. ll@dd@montré dans le chapitre pré-
cédent que le facteur de sensibilité multi-directionnf8i& 40] offre de nombreux avantages
pour analyser la sensibilité de la disponibilité, et d'itieer 'importance d’un composant (ou
d’'un groupe de composants) pour un systéme binaire. Darfsaggtie, on s'intéresse a I'utili-
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sation de ce facteur pour des systemes de production ntadtee on utilise non seulement la
disponibilité, mais encore la capacité de production dlwbamme indicateurs de performance
du systeme.

Nous considérons dans un premier temps la mise en ceuvre t@urf&SM sur un sys-
teme multi-état. Ainsi, nous commencons par évaluer laatpde production instantanée,
asymptotique et moyenne sur une période d’observationiitensous établissons les formules
d’évaluation de MSM instantané, MSM asymptotique et MSM eroyGrace aux méthodes
analytiques, nous pouvons obtenir des résultats exacts.

Dans un second temps, nous montrons comment le facteur sibiighmulti-directionnelle
MSM peut étre utilisé d’une part pour analyser la sensédis performances (y compris la dis-
ponibilité et la capacité de production globale) du systéshpour identifier I'importance d’un
composant (ou d’'un groupe de composants), 'importance état (ou d’un groupe d’états) du
systéme au travers d’'un systeme de production simple. &'guatrt, ce facteur peut également
étre appliqué pour développer une technique permettantifgenir le niveau de performances
lorsque sont survenues des variations simultanées des @iaes.

4.2 Systemes de production multi-état

La modélisation multi-étatnjulti-state systemg8, 79]) se préte particulierement bien a
I'étude des performances de nombreux systemes industraeteme par exemple les systemes
de génération électrique, les lignes de production, |dieetede fabrication, les chaines lo-
gistiques,etc. Dans ce contexte de modélisation "mudii-gtes indicateurs de performance
considérés sont non seulement la disponibilité mais aassipacité de production [72, 70, 48].

Dans cette section, nous nous intéressons a étudier lebsiddes indicateurs de per-
formance d’'un systeme de production multi-état en utilidarfacteur de sensibilité multi-
directionnelle MSM [38, 40] qui a été présenté au chapitéc@dent. Nous commencerons
dans un premier temps par exposer comment ces indicatepesfdemance sont évalués. Puis,
dans un second temps, nous présentons et illustrons la miere du facteur MSM sur un
systeme multi-état.

4.2.1 Mesures de performance

Afin d’évaluer la performance des systemes multi-état,iplus indicateurs de performance
ont été introdulits, voir par exemple [8, 79]. Dans le corgalds systemes de production multi-
état, nous considérons deux indicateurs intéressantsspardbilité et la capacité de production
globale du systeme.
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4.2. Systemes de production multi-état

4.2.1.1 Disponibilité d’'un systéme multi-état

La disponibilité (fiabilité) d’un systéme multi-état pedteedéfinie de la maniére suivante
(voir par exemple [8, 79, 77]) :

AMS(t) = P{W (1) > W, (4.1)

ou W (t) est le niveau de performance du systéme a l'instaettlV * le niveau de performance
demandé. Sous la modélisation markovienne, I'équatidr) eut s’écrire comme suit :

AMS(@) = > B(t) = P() M, (4.2)

iEQW*

AN

ou :
— Pi(t) est la probabilité d’étre a I'étatdu systeme;
— Qu« est I'ensemble des états dont le niveau de performance pétisur ou égal au
niveau demandé;
— fMSS — (fMSS fMSS ..)T est un vecteur colonne associé a la performance d’états,
fMSS = 1 si la performance d’état: W;(¢t) > W* et fM55 = ( sinon.
Il est clair que siV* = 0, la disponibilité du systéme multi-état est identique decebtenue
avec une modélisation binaire du systéme, c’est-a-dire/dti€(t) = A(t) = P(t) f.

Exemple 3. (Centrale électrique simple Considérons un systeme de génération électrique
constitué de deux générateurs €électriques noféest GG, dont la structure est représentée sur
la figure 4.1. La capacité nominale de¢, est de 60 MW et celle d&, est de 40 MW. Puisque
(G, est plus productif qué&’, alors il est prioritaire pour la remise en service. Le grapiiétats

est donné sur la figure 4.2.
I

60 MW 40 MW

FIG. 4.1 — Exemple simple d’une centrale de deux génératewsiglees

Supposons que cette centrale a pour but de fournir 'énerie une charge (par exemple,
un centre industriel, une communauté d’habitants, ..r#\i la puissance de la centrale est
inférieure a la consommation, ce systéme est considéré earéfaillant. Ainsi
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Etat 1:G1G, Etat 2 :éng
Etat 3:G,C, Etat4 :G, G

FIG. 4.2 — Graphe d’états d’'un systéme de 2 composants danslesgguest prioritaire pour
la mise en service

— sila puissance demandée est de 40MW (= 40), la disponibilité de la centrale est :
Alo (1) = Pi(t) + Pao(t) + Py(1);

— si la puissance demandée est supérieure a 40MW ¥ 40), la disponibilité de la cen-
trale devient :
AT (t) = Pu(t) + Pa(t).

Il est clair que la disponibilité (fiabilité) du systéme nindtat dépend non seulement du
comportement du systéme mais aussi au niveau de perfornd@ncande. Il a été démontré
également que l'importance d’un composant dans un systéauteétat peut changer en fonc-
tion du niveau de performance demandé, voir [40, 77, 103stildonc important de disposer
de facteur d'importance pour les systemes multi-état.

4.2.1.2 Capacité de production

Le deuxiéme indicateur de performance qui nous intéresseappelons-le, la capacité de
production du systeme. Celle-ci peut étre vue comme unablaraléatoireX pouvant prendre
plusieurs valeurs discreté§, qui correspondent aux différents niveaux de productianmput
atteindre le systéme. On peut alors considérer que I'espémraathématiqui(X ) est un bon
indicateur qui reflete la performance moyenne globale dtesys, et qui sera complété par la
distribution de probabilitésH;(¢), X;), voir [70, 72].

Sous la modélisation markovienne, on suppose que chadgueditaysteme correspond a
un seul niveau de productioXy;. La probabilité que ce systeme se trouve dans li&@dtinstant
t estP;(t). Alors, la capacité de production globale du systéme peus &tre évaluée par :

S(t) =Epp{X} =) _ Pt)X;=P(1)X, (4.3)

1€Q
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ouX = (X1, Xs, ..., X,,) estun vecteur colonne représentant les niveaux de produtétats
du systemelp;) { X } indique I'espérance mathématique de la variaSlsuivant la distribu-
tion de probabilitéd (), et(2 est 'ensemble d’états du systeme.

Evaluation du niveau de production des états
Notons que le niveau de production d’'un état du systeme diépam seulement des niveaux

de production des composants individuels mais aussi deuetgte du systéme. On suppose
gue tous les composants sont caracterises par différass érrespondant chacun a un niveau
de production différent, et par les différents taux de diéface et réparation entre états. Pour
évaluer le niveau de production de chaque état du systendiyise le systeme en des sous-
systemes et des structures fondamentales (structures/paralléles). Le niveau de production
d’une structure série (sans tampon) est égal au niveau mlidieproduction de ses composants.
Et pour une structure paralléle (sans tampon), le niveauatiuption de la structure est égal a
la somme des niveaux de production de tous les composants.

Soit X" |]a capacité de production a I'état(k = 1,2, ...) d’'une structure de compo-
santsY}* le niveau de production du composaidt|'étatk, on a les relations suivantes :

— pour une structure série (sans tampon),

series—struct. . k k ky.
X5 =min(Y", Yy, .., Y0

n

— pour une structure paralléle (sans tampon),

n

parallel—struct. __ k
X7 =3"vh

=1

Ces relations permettent de calculer le niveau de produdss structures fondamentales, et
par conséquent, le niveau de production du systeme pouuel#gt. Et finalement, la capacité
de production globale du systéme est évaluée par la rel@tidh

4.2.2 Mise en ceuvre de MSM

La sensibilité de la disponibilité suivant une directioaifique a été étudiée au chapitre
précédent. Dans le méme esprit, on s’'intéresse ici a amdéysensibilité de la capacité de pro-
duction globale du systeme en utilisant le méme facteur MiSMconsidération de la capacité
production instantanée, moyenne sur une période d’olsamet asymptotique correspondent
aux MSM instantané, MSM moyen et MSM stationnaire respentient.
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MSM instantané
En utilisant (3.13) et (4.3), la sensibilité de la capac#édoduction du systéme suivant une
directionQ (c’est-a-dire le MSM d&(¢)) a I'instantt peut s’écrire comme sulit :

MSM(t) = %g)

= /t PyFri(s)QF\(t — s) X ds. (4.4)
0

Cette équation peut étre évaluée numériquement pour fdarvéleur de MSI\@E(t), voir [84].

MSM moyen
La capacité de production moyenne sur l'intervalle de tedgpmé |), ¢] est définie selon
I'expression suivante :

3(t) = % /0 P(s)Xds,

ou,

S(t) P(t)X, avecP = %/tP(s)ds. (4.5)
0

= T
En utilisant (3.23) et (4.5), la sensibilité de la capaciédoduction moyenne sur 'intervalle
de temps (), t] par rapport une direction considér@e(c’est-a-dire le MSM de5(t)) peut étre
écrite comme suit :

dS(t)  1dP(t)

MSM3, (1) = wq —iaq X %/0 P(s)QFm(t — )X ds. (4.6)

MSM asymptotique
Nous supposons que le processus de Markov est irrédudibigus généralement qu'’il ne

possede gqu’'une classe de récurrence. Il existe alors umeetaule probabilité stationnaite

et, pour toute loi initialer = lim,_.., P(t). Et quand: tend vers l'infini ¢-oc), lim,_.., S(t) =

lim; .., S(t) = wX.S = wX est appelé la capacité de production asymptotique. De facon

similaire a I'équation (3.30), la sensibilité de la capade production asymptotique suivant la

direction spécifiqu&) (c’est-a-dire le MSM dé&) peut étre donnée par la relation suivante :
MSMg, = % = ;% = -M'QrX. (4.7)

La solution exacte est obtenue en calculant I'inverse gdiséM* = (M + ew)~! — e [82)].

Notons toutefois qu’une méthode d’estimation sera présettdns le chapitre 5. Cette méthode

offre de nombreux avantages. Elle permet d’estimer dineete le facteur MSM stationnaire
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suivant une direction spécifique a partir des données darrdtexpérience (sans perturbation
des parametres) [40].

Il est clair que le MSM nous permet d’étudier la sensibilisdvant d’une direction de la
disponibilité et de la capacité de production globale. aléation numérique des relations ana-
lytiques (4.4), (4.6) et (4.7) permettent de calculer le M8Mrégime transitoire ansi qu’en
régime stationnaire.

Rappelons que la matrice directionnelle peut représeatéiréction d’'un parametre, d'un
groupe de parametres ou plus généralement la directioradgsie transition entre des états.
Par conséquent, selon la direction choisie, le facteurqe®MSM peut conduire a I'évaluation
de I'importance d’'un composant, d’'un groupe de composanss que I'importance d’un état
et d’'un groupe d’états spécifiques du systeme [38, 40]. Cesrslis mesures d’'importance
donnent des informations permettant d’optimiser la dénisie la maintenance, d’exploitation
de production ou de conception.

Afin d'illustrer les applications du facteur MSM, on congidélans la section suivante des
analyses détaillées au travers d’un systeme de production.

4.3 Application a un systéeme de production

Cette section a pour objectif de montrer comment le factesedsibilité multi-directionnelle
MSM peut étre utilisé afin d’analyser I'importance d’'un carspnt/état, d’'un groupe de com-
posants/états au travers d’'un systeme de production siotples mesures de performances
considérées sont la disponibilité et la capacité de promlugjlobale. Ces deux mesures de
performance seront considérées a I'instarstur une période d’observation donnée et aussi en
régime stationnaire.

100/120 200
Ch Cs
100 200

CQ =] C14

FIG. 4.3 — Une partie d'une ligne de production de fabrication

La figure 4.3 représente une partie d'une ligne de produdgdabrication. Les quatre com-
posants (noté€’;, Cs, C3 et () sont dépendants. lls sont séparés en deux groupes différen
— Groupe G1 : deux composant§ et C, sont des unités de traitement de production.
Chaque composant peut traiter 100 produits par heure (Imdguest a I'état de fonction-
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FIG. 4.4 — Diagramme de Markov & la distribution de la capacitéamluction

nement normal. On suppose glieaugmente sa capacité de traitememh2@ produits/h
(celle-ci correspond 20% d’augmentation) lorsque le composantest défaillant.

— Groupe G2 : deux composarits et C, sont des unités d’emballage, et le composéants
est en redondance passive (il est mis en service dés laldétaildu composarit; et il
est arrété des que le compos@pest réparé)C; est le composant principal de ce groupe,
c’est-a-dire qu'il est prioritaire pour la remise en seevita capacité de traitement pour
chaque composant du groupe est de 200 produits/h pourdiétimnctionnement et de 0
pour I'état de panne.

En se basant sur ces données et la structure du systemeatitéaje production nominale
du systéme est de 200 produits/h. Les différents modes dgidonement du systeme sont
décrits dans le tableau 4.1 ou “O” indique un état de foncmnent, “S” indique un état de
veille, et “F” correspond un état de panne. Le graphe de Madarrespondant est reporté
sur la figure 4.4. Le tableau 4.2 donne les valeurs numéridessaux de défaillanck; ( \;
indiquant le partage de charge du composganpar exemple, quand, est défaillant et’; est
fonctionnement), celles des taux de réparajigni = 1, ...,4), et également les capacités de
production de chaque composant.

On s’intéresse tout d’abord & calculer la disponibillt¢) et la capacité de productidiit)
du systéme. En effet, en résolvant analytiquement I'équoatifférentielle du premier ordre de
Chapman-Kolmogorov, la disponibilité et la capacité dedpation du systéeme sont obtenues
par les relations (3.8) et (4.3) respectivement. Leursudmis en temps sont reportées sur
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Composant
Etat ¢; C, C; C, Systéme Capacité de production

1 0 O O S o) 200
2 F O O S 0 100
3 0O F O S o) 120
4 O O F O O 200
5 O O O F o) 200
6 F F O S F 0
7 F O F O O 100
8 F O O F o) 100
9 O F F O O 120
10 O F O F o) 120
11 0 O F F F 0
12 F F F O F 0
13 F F O F F 0
14 F O F F F 0
15 O F F F F 0

TAB. 4.1 — Etats du systéme et ses niveaux de production

la figure 4.5. On trouve que le comportement asymptotiquatsint apres une durée envi-
ron de2500h. La disponibilité moyenne et la capacité de productionenog sur une période
d’observation initiale d’'une année [0, 8760 ] & 8760h) sont évaluées par (3.19) et (4.5)
respectivement, et leurs valeurs obtenues sknt) = 0,966 et S(t,) = 88,47% (celui-Ci
correspond a 88.47%*200=176,94 produits/h).

Nous présentons ci-dessous les études de la sensibili disdonibilité et de la capa-
cité de production du systeme en utilisant le facteur deilsiités multi-directionnelle MSM.
Les mesures de sensibilité sont considérées en regiméoien@VSMs instantanés et MSMs
moyennes sur la durée d’'une année), et en régime statier(M@Ms stationnaire).

4.3.1 Analyse de sensibilité par rapport a un parameétre

Afin d’étudier la sensibilité des mesures de performanceydteme (y compris la disponi-
bilité et la capacité de production du systeme, notées giamentll’) en utilisant le facteur
MSM, plusieurs directions de sensibilité peuvent étre psgies. Nous nous intéressons dans ce
paragraphe aux directions des paramétres individuelslps@tudes de sensibilité par rapport
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Composant \;(h™!)  u;(h~) X(h~') Capacité de production (produits/h)

Ch 4.5e-4 4e-3 le-3 0/100/120
Cy 4.5e-4 4e-3 - 0/100
Cs 4.5e-4 3e-3 - 0/200
Cy 6.0e-4 3e-3 - 0/200

TAB. 4.2 — Taux de défaillance/réparation & capacités de pricaludes composants.

0.98
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0.96 1

0.94F

0.92F

091
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86 i i i i i i i i
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FIG. 4.5 — Evolution de la disponibilité et de la capacité de prtihn globale du systéme.

aux parametres, plus concrétement, aux taux de défail@seeomposants.

Pour commencer, rappelons que la matrice de dire€g@rreprésente la direction de sen-
sibilité pour le taux de défaillance du composank,. La sensibilité de la mesure de perfor-
mancell suivant cette direction est, par définition, Mglyl, notée simplement ici MSK}j
(MSMK = MSMngi). Lorsque que le taux de défaillance du composganést partagé entre
A1 et A, la sensibilité de la mesure de performance par rapportieud@ défaillance du com-
posant’; est égale a la somme des sensibilités de la mesure de penfempar rapport &, et
par rapport &, : MSM} + MSM{.

4.3.1.1 Analyse de sensibilité de la disponibilité par rapgrt a un parametre

Considérons maintenant la sensibilité par rapport aux teudéfaillance des composants
de la disponibilité instantanée, moyenne sur une périoolesgrvation d’'une année [0 8760h],
et asymptotique. Les mesures de sensibilité correspoesl@iSM instantané, MSM moyen et
MSM stationnaire ) sont calculées en évaluant numériquehasmelations analytiques (3.14),
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(3.24) et (3.31).

A
MSM{,
5

MSMflu)+fMSM§1u)

—201

SMsME, (1)

MSM{_(¢)
3ok — A2

sl
MSMfé(ﬂ

50}

60 I I L I
0 500 1000 1500 2000 t [h] 2500

FIG. 4.6 — Sensibilité de la disponibilité du systeme par rapgox taux de défaillance

Les évolutions en temps de ces mesures sont présentéedigurdat.6. De fagcon non sur-
prenante, les résultats numériques montrent qu’une augtimndu taux de défaillance améne
a une diminution de la disponibilité du systéme car ces nesssont toujours négatives.

En se basant sur la sensibilité de la disponibilité du systpar rapport aux taux de dé-
faillance, on peut classer les composants selon leur irapogt Les résultats donnés sur la
figure 4.6 montrent que I'importance relative d’'un compageut changer dans le temps. Plus
concréetement :
— le composant le plus important dans I'intervalle de tef@pS80 h] estCs ;
— a partir det = 580h at = 1500h, le classement d'importance des composant§'est
Cy < Cy <Oy

— et enfin, apres = 1500h, le classement d’'importance des composants @st< C, <
C, < C3. Ce classement est le méme que celui donné par le MSM moyertglteau
4.3) ou celui donné par MSM stationnaire (voir tableau 4CGBs résultats peuvent étre
expliqués par le fait que le comportement asymptotique ditesye est atteint dés=
2500h.

Ces résultats montrent que I'importance relative d’'un cosapt peut changer avec le temps,
I'intérét de la sensibilité en régime transitoire est pgénient d’étre en mesure d’identifier au fil
du temps, parmi tous les composants constituant un systerequi influent le plus sur sa dis-
ponibilité. Notons toutefois que les classements que nbtenons ne sont pas des classements
absolus de I'importance, mais les classements liés awedtefacteur MSM. Evidemment, des
classements différents pourraient étre obtenus si un exiteee était utilisé.
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4.3.1.2 Analyse de sensibilité de la capacité de productigrar rapport a un parametre

Les études de la sensibilité de la disponibilité par rappexttaux de défaillance permettent
de hiérarchiser I'importance d’un composant. Etudionswesiant dans ce paragraphe la sen-
sibilité de la capacité de production globale par rappotan de défaillance d’'un composant
afin d’identifier son importance dans le systeme.

Les mesures de sensibilité, MSM instantané, MSM moyen {istierivalle de temps d’'une
année) et MSM stationnaire, sont calculées numériquenaeigpequations (4.4), (4.6) et (4.7).
Et leurs résultats sont reportés sur la figure 4.7, aux takléa et 4.4 respectivement. On note
gu’une augmentation du taux de défaillance conduit & unéndition de la capacité de produc-
tion globale du systéme.

x 10"

0
-0.2
04 MSMS ()
-0.6
08 MSMfB ®)
b
-1.2
-1.4}
_16}
s MSM$ ,®)
MSM3  (t) + MSMZ. (t)

i I i T
0 500 1000 1500 2000 t[h] 2500

FIG. 4.7 — Sensibilité de la capacité de production globale dtesye par rapport aux taux de
défaillance

Pour le régime transitoire, les résultats exposés danauleefiy7 montrent qué’; est le plus
important et le classement de I'importance des composahts e< (s < (5 < (. Ce classe-
ment est maintenu pour la valeur moyenne, et aussi pour éavasymptotique, voir tableaux
4.3 et 4.4. Cet ordre d'importance peut étre expliqué imeiment de la fagcon suivante. Le vo-
lume de production entrant dans le grodp(C; ou C,) dépend de I'état du groupel (C; et
C5). Alors, I'impact deC;, et Cs sur la capacité de production globale est plus importantgue
et C, (“effet de goulot d’étranglement”). De plus, la capacitépdeduction du composaidt;
est plus élevée que celle ds.

Si le régime stationnaire est atteint rapidement dan®luatile d’étude considéré, la mesure
de sensibilité moyenne (MSM moyen) sur l'intervalle et lasome de sensibilité stationnaire
(MSM stationnaire) conduisent évidemment a un méme classedimportance des compo-
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sants. On peut donc utiliser la mesure stationnaire pougtiedes de I'importance des com-
posants durant cet intervalle de temps car I'évaluation &/Mnoyen est plus complexe que
I'évaluation de MSM stationnaire (voir la section 3.3).

Remarquons que ce classement de I'importance des compasast pas le méme que
celui montré dans le paragraphe précédent car la mesurerfdenpgnce n’est pas la méme.
Alors, afin de prendre la décision (pour la maintenancepl@sation, ...), il est intéressant de
regarder I'influence d’'un composant sur les deux indicatderperformance (la disponibilité et
de la capacité de production globale) du systeme.

Disponibilité Capacité de production globale
Composant MSM Valeur Ordre| MSM Valeur Ordre
MSM{  -7.9066 MSM?  -17333.4172
Ch M 4 M
MSM{  -9.0608 MSMS  -1812.4142
Cy MSM{ -29.8912 3 | MSM}, -17872.5520 2
Cs MSM{ -47.3851 1 | MSM; -8690.0876 3
Cy MSM{ -30.0011 2 | MSM;, -5501.9786 4

TAB. 4.3 — Sensibilité de la disponibilité/capacité de proaucimoyennes sur une période
d’observation d’'une année par rapport aux taux de défadlales composants

Disponibilité Capacité de production globale
Composant MSM  Valeur Ordre, MSM Valeur Ordre
c MSM{  -8.1398 4 MSM; ~ -17644.2201
MSM;  -9.3909 MSM;  -1897.7427
Cs MSM{ -30.9503 3 | MSM{ -18310.9107 2
Cs MSMj, -51.2382 1 |MSMj, -9395.1702 3
Cy MSM{, -32.0239 2 | MSM; -5871.9813 4

TAB. 4.4 — Sensibilité de la disponibilité asymptotique et lpamté de production asympto-
tique par rapport aux taux de défaillance des composants
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De facon plus générale, la décision optimale (pour la maartee, I'exploitation, ...) dépend
probablement d’autres contraintes, par exemple, la $écigicolt de maintenance, etc.

4.3.2 Analyse de sensibilité par rapport a un groupe de paragtres

Considérons maintenant la sensibilité dans d’autrestitress Pour ce faire, choisissons la
matrice directionnell€) de facon a mesurer la sensibilité par rapport a un grouperdengéres
(ou groupe de composants). Ces mesures de sensibilitéiettve utilisées non seulement
pour identifier 'importance d’un groupe de composants sneaicore pour optimiser I'effort de
maintenance comme on le verra ci-dessous.

4.3.2.1 Application a l'identification du classement de limportance d’un groupe de com-
posants

Du point de vue pratique, les composants dans un groupefigp@cpeuvent étre affectés
par une méme action (maintenance, remplacement, ...) ounpa¥€me événement (choc, ...).
Alors, il est intéressant de connaitre I'influence de ce geosur la performance du systéeme.
Dans cette section, on no@(\;, \;, \») la matrice de perturbation directionnelle qui indique
gue les taux de défaillance du composanet C, sont perturbés en méme temps d’une méme
quantités. De fagon semblable, la direction not€g A3, A\,) correspond a une perturbation
uniforme et simultanée des taux de défaillance des como&armet C,. On considére ensuite
la sensibilité des mesures de performance du systeme sagsuirections comme un critére
permettant de classifier I'importance d’un groupe de coraptss

a : : x 10" b
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FIG. 4.8 — Sensibilité de la disponibilité (a) et de la capacigépdoduction globale (b) du
systéme suivant une direction d’un groupe de parameétresp@sants)

Les mesures de performance considérées sont la disptinitilia capacité de production
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globale du systeme. Gréace a la proposition 3.3.1, on peaholla mesure de sensibilité suivant
la direction d’'un groupe de taux de défaillance a partir desures de sensibilité par rapport
aux taux de défaillance individuels.

En se basant sur les mesures de la disponibilité donnéesadamse 4.8.a., on trouve que :
— dans l'intervalle de temps (0,500h], le groupg(C}, Cs) est plus important que le groupe
G2(Cs,Cy);
— aprésg = 500h, le groupe(Cs, Cy) est plus important qué'l(C, Cs).
Si on regarde les mesures de sensibilité de la capacité degiion globale, les résultats
conduisent au classement de l'importancél(Cy, Cy) > G2(Cs, Cy), voir figure 4.8.b.

Les sensibilités des mesures de performance moyennegtdiques sont reportés au ta-

bleau 4.5. Et on note que :

— le classement de I'importance lié aux mesures de semditdila disponibilité moyenne
ou asymptotique estC; < Cy < Cy < G1(C1,Cs) < C3 < G2(Cs,Cy), voir les
tableaux 4.3,4.4 et 4.5,

— en se basant sur les mesures de sensibilité de la capamdigcion moyenne ou asymp-
totique du systéme, on obtient un autre classen@nt< C3 < G1(C5,Cy) < Cy <
Cy < G2(C, Cy).

Il est clair que le facteur MSM peut étre utilisé pour ideertifnon seulement I'importance
d’'un composant et aussi 'importance d’'un groupe de commesa

4.3.2.2 Application a I'optimisation de la maintenance

On sait que le taux de défaillance d’'un composant peut éteeigmenter lorsque ce com-
posant dégrade ou subit un choc (interne et/ou externegoRaequent, la performance du sys-
téme devraient varier de maniére négative. Alors, il eseéssaire de trouver un moyen pour la
compensation de cette variation. En effet, pour éviter eessbs de performance, il est possible
de répercuter cette variation sur les autres parameétnes @@ réparation, par exemple). Plus
concrétement, on suppose gheaugmente d’'une quantité suffisamment pefit&imultané-
ment, on perturbe le taux de réparatjond’'une quantitexé (réduction du temps de réparation
du composani par exemple). Si la sensibilité de la mesure de performanigars la direction
Q(\;, ap ) est proche de 0 et le fait que les quantitgss soient suffisamment petites, alors la
variation de la mesure de performance provoquée par I'antatien du)\; peut étre compensée
par l'effet lié¢ au changement dg.

Dans le tableau 4.5, on présente deux directions de petimmh@ermettant de maintenir le
niveau de la disponibilité et/ou la capacité de productimbale du systéme lorsqug et \,
varient légerement. D’un point de vue pratique, les difiéze directions de “compensation”
peuvent étre proposées. La solution optimale dépend éwgrind’autres critéres comme, par
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Disponibilité Capacité de production

Direction T A 3 S
MSMg  MSMgq MSMg MSMg

Q(\1, M\, \o) || -46.8586 -48.4811 -37018.3834 -37852.8736
Q(A3, \y) -77.3862 -83.2621 -14192.0662 -15267.1515

Q(X1,2.34p5) || -0.2137 -0.0060 | 2756.2570 2923.6961

Q(N\y,2.42u3) || -1.3369 0.0534 | -245.1435 9.8035

TAB. 4.5 — Sensibilité de la disponibilité moyenne/asymptatigt de la capacité de production
moyenne/asymptotique par rapport a un groupe de parametres

exemples, le colt de maintenance (modification d’'un tauxégaration) ou de reconception
(modification d’'un taux de défaillance).
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FIG. 4.9 — Sensibilité de la disponibilité instantanée (a) efadmapacité de production instan-
tanée (b) par rapport aux taux de défaillance sortant d'aindét fonctionnement

4.3.3 Analyse de sensibilité par rapport a un état

Dans ce paragraphe, on utilise le méme facteur d’import&te®l pour le but d’analyser
la sensibilité d’'un état du systéme. En se basant sur leffatsde sensibilité, on peut classi-
fier 'importance d’un état sur la performance (disponibiltapacité de production globale) du
systeme.

On commence par choisir les directions permettant d’étlaigensibilité d’un état de fonc-
tionnement. En effet, dans le tableau 4.6, la directionan@g indique le fait que tous les taux
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Disponibilité Capacité de production
Drection yisma — MSMA_ Ordre| MSMS.  MSMS,_  Ordre
Qs1 -57.4255 -60.0535 1 | -35477.8421 -36215.8937 1
Qs -13.8533 -14.6393 3 | -2354.4050 -2512.5380 3
Qs -11.4106 -12.0197 4 | -2221.8456 -2356.8238 4
Qs -27.3454 -29.1022 2 | -8022.0121 -8486.7967 2
Qss -5.1681  -6.0478 5 | -1496.7651 -1739.0416 5
Qs7 -4.0821  -4.4008 6 | -719.7299  -785.4732 6
Qss -0.7728  -0.9072 8 | -136.2435  -162.0568 8
Qso -3.5206  -3.7906 7 | -657.3550  -714.1543 7
Qs10 -0.6664 -0.7822 9 | -124.2511  -147.2472 9

TAB. 4.6 — Sensibilité de la disponibilité moyenne/asymptaigt de la capacité de production
moyenne/asymptotique par rapport aux taux de défaillahoedtat de fonctionnement

de défaillance sortant de I'état de marclie= 1,2, 3,4,5,7, 8,9, 10) sont perturbés simultané-
ment par une méme petite quaniitd_es mesures de sensibilité instantanée de la dispogibilit
suivant ces directions sont présentées sur la figure 4.@.a&oD c6té, la figure 4.9.b corres-
pond au fait que la mesure de performance est la capacitédagiion globale. Les résultats
montrent que I'importance d’un état peut aussi changer idaemps. D’apres les résultats de la
sensibilité de la disponibilité moyenne/asymptotiquewetie la capacité de production globale
moyenne/asymptotique reportés au tableau 4.6, I'étatlé ealis important sur ces mesures de
performance (disponibilité/capacité de production glepat, le moins important état est |'état
numeéro 10.

4.3.4 Analyse de sensibilité par rapport a un groupe d’états

Ce paragraphe explore I'étude de sensibilité de la mesupedermance du systeme par
rapport aux taux de défaillance caractérisant un group@atgd'éDans le tableau 4.7, la direc-
tion notéeQc,¢, (1,7 = 1,2,3,4) indique le fait que le taux de defaillance des composants
C; et C; sont perturbés simultanément par une méme quantité peatiéms touts les états de
fonctionnement ou les deux composafiet C; sont en marche. En se basant sur la sensibilite
de mesures de performance du systéme suivant ces direaiopgut classifier I'importance
d’un groupe d’états ou un groupe de composants opérat®ftoeis les composants dans d’'un
groupe opérationnel sont en marche).

Les résultats des mesures de sensibilité moyennes et asigups reportés au tableau 4.7
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FIG. 4.10 — Sensibilité de la disponibilité instantanée (a)esaccapacité de production instan-
tanée (b) par rapport aux taux de défaillance sortant d’'oogg d’état de fonctionnement

Disponibilité Capacité de production
prection Bt | sz MsMA  ordre| MSME  MSMS  Ordre
Qeicy 145 | -26.4276 -27.2344 -33329.7076 -33978.7511
Qe 1,3,510| -58.0905 -61.8841 -25005.6896 -25899.9678

1,25,8 | -70.1417 -74.3927
4,7 -30.5990 -32.6183

-23954.6266 -24903.1600
-6918.9540 -7354.4199

Qc.c;

) 1
) 2
Qe 49 | -28.9252 -30.8173 -6998.0912  -7425.4585 4
) 3
) 5

W kR AN O

Q.o

TAB. 4.7 — Sensibilité de la disponibilité moyenne/asymptatigt de la capacité de production
moyenne/asymptotique par rapport aux taux de défaillahoegtoupe d’états de fonctionne-
ment

montrent que :

— si on regarde la disponibilité moyenne/asymptotique Jus pnportant groupe de deux
composants opérationnel ests,, Cs) tandis que le groupg;, C5) est la moins impor-
tante ;

— si on regarde la capacité de production moyenne/asmpfid;, C) est le plus impor-
tant groupe et le moins important groupe @st, C,).

Les mesures de sensibilité instantanées sont reportésdaligure 4.10 dans lesquelles,
4.10.a correspond au cas ou la mesure de performance esptanitiilité et 4.10.b indique la
capacité de production globale.
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4.4 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons montré comment le facteur dégié multi-directionnelle
MSM peut étre utilisé pour les études de sensibilité des megle performance du systeme de
production multi-état décrit par un processus de Markov.

Dans un premier temps, nous avons étudié la mise en ceuvrecufaMSM dans le
contexte ou la mesure de performance est la capacité deghimuglobale du systéme. Grace
aux MSM instantané, MSM moyen et MSM stationnaire, nous paswanalyser la sensibilité
de la capacité de production globale suivant une directionédét (direction d’un parametre,
d’un groupe de parametres, ou plus généralement, diredéi®taux de transitions du processus
de Markov) a I'instant donné, durant une période d’obs@maiu en régime stationnaire.

Dans un second temps, nous avons montré les applicatior@gaiux du facteur MSM au
travers d’'un systeme de production multi-état simple otrlesures de performance considéréees
sont la disponibilité et la capacité de production globlaés. différentes directions de sensibilité
ont été proposees afin d’identifier I'importance d’'un congmqun groupe de composants),
'importance d’un état (un groupe d’états). On a montré égaint que ce facteur peut fournir
une technigque permettant de maintenir le niveau de perfucenéorsque des variations des
parametres sont survenues.

En résumé, le facteur MSM nous semble un outil efficace dangreuses applications :
étude de la variation d’'un ou plusieurs paramétres, ideatiin d’'un composant critique ou
d’un groupe de composants critiques, adaptation des p&esie maintenance pour maintenir
ou améliorer les indicateurs de performance en cas de dégradle composants, etc.

83



Chapitre 4. Application aux systemes de production mugi-é

84



Chapitre 5

Estimation du facteur MSM stationnaire
par analyse de perturbation

5.1 Introduction

Si on veut mettre en ceuvre en pratique les méthodes dévelppés les chapitres précé-
dents, on peut se retrouver confronté a diverses difficulE&somportement fiabiliste (taux de
défaillance et/ou taux de réparation) des composants greuhéonnu, et la matrice des taux de
transition du modéle de Markov du systéme est inconnue.illade I'espace d’état de Markov
peut devenir trop grande pour permettre un travail aisé&ineent sur la matrice des taux de
transition. Pour ces cas, il est pratiquement impossiblealtuler de maniere analytique les
indicateurs de fiabilité du systeme. Il est donc intéresdardisposer d’'une méthode efficace
permettant une estimation a partir des données observéggsthme, c’est-a-dire a partir de
I'observation d’une trajectoire du processus de Markovssamt le comportement du systéme.

L'objectif de ce chapitre est de présenter une méthodeiniation efficace qui permet d’es-
timer le facteur d’importance proposeé en régime statiaen@ppelé aussi MSM stationnaire)
a partir d’'une seule trajectoire observée du processus deoMa

Rappelons tout d’abord que le facteur proposé MSM est défiminee la dérivée de la
mesure de performance selon une direction d’intérét. Afestither une dérivée , plusieurs
méthodes d’estimation ont été proposées. Les méthodegesisgwbasent sur la technique des
différences finiesfinite differences FD [32]), et sur la technique des perturbations simultanée
(simultaneous perturbation SP [97]). Ces méthodes impliquent des changements de para-
metres pour chaque simulation, qui peuvent étre colteusésmgps de calcul et irréalisable
pour de nombreux systemes réels. Les méthodes basées swndlees aléatoires communs
(common random numbé€32]) offrent une solution a ce probléme. Cependant, sileurale la
perturbation est trop petite, les résultats des différestisnations pourraient étre extrémement
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affectés par des interférences. L'estimation de dérivéédaur les rapports de vraisemblance
a été proposée dans [61, 59], et la dérivée faibleak derivativelsa été introduite par Pflug
[87, 88]. Ces méthodes offrent un estimateur sans biaisyceanduit & une accélération de
la convergence lors de mises en ceuvre d’une optimisatiotald@dithme de simulation, par
exemple, approximation stochastique [59].

L'analyse de perturbatiorPérturbation Analysis PA) [22, 65], et ses variantes : analyse
de perturbation infinitésimalénfinitesimal Perturbation AnalysisIPA [26]), analyse de per-
turbation moyennesfnoothed perturbation analysisSPA [52]), analyse de perturbation in-
finitésimale structurellesfructural IPA[33]) semblent étre beaucoup plus prometteuses. Ces
méthodes sont basées sur l'utilisation du gradient stdiclugsqui peut étre estimé a partir
d’une seule trajectoire (c’est-a-dire qu’aucune modiitcaties parametres du modéle n’est né-
cessaire) [58, 60]. Toutefois la complexité de mise en ceewvitigmite leur application. Récem-
ment, I'approche basée sur le concept de réalisation derpation Perturbation Realization
[24]) a été introduite. Cette approche semble la plus puatigt particulierement bien adaptée
aux modéles de Markov en régime stationnaire [25, 31].

Le présent chapitre a pour but de montrer comment la méthadelgise de perturbation,
ou plus précisément, le concept de réalisation de pertarbpeut étre utilisé afin d’estimer le
MSM stationnaire a partir d’'une seule trajectoire obser?®air ce faire, nous commengons par
présenter le principe de I'analyse de perturbation, qunéam cadre général a de nombreuses
approches au probléme d’analyse de perturbation. Nouslatmrs ensuite I'approche basée
sur la notion de "réalisation de perturbation” afin de défile@s estimateurs a partir d’'une seule
réalisation du processus de Markov. Nous établirons entstformules permettant d’évaluer
le facteur MSM stationnaire grace a ces estimateurs. Nopisqaprons enfin cette approche
au travers de quelques exemples numériques simples potireni@s avantages de la méthode
choisie.

5.2 Analyse de perturbation

5.2.1 Principe de I'analyse de perturbation (PA)

Considérons un systeme a événements discrets défini par :

un espace d’états fini= {e1, o, - - },

un ensemble de parametres: (0, 0,,---),

un espace de probabilit@, 7, P) ,

un vecteur aléatoire = ¢(w),w € 2, qui représente la partie aléatoire du modéle d’évo-
lution du systéme.
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5.2. Analyse de perturbation

La fonction de performance du systeme a l'insta@st notée;, (0, £). Deux grandeurs sont
considérées par la suite. La premiére, associée au régamsttire, est :

7(0) = E{m(6,6) }.

ou E désigne I'espérance mathématique. La deuxieme, assaciéggane stationnaire (s'il
existe), est :

n(0) = lim n0,(6,¢).

Les fonctions déterministeg (6) et n(0) représentent des critéres de performance dont on se
propose d’analyser la sensibilité par rappoét ®n étudie pour cela la dérivée directionnelle
que I'on peut définir par rapportéet qui s’écrit [22, 65] :

an0) . T0+80) ~7(0)

a0 500 50 ’ (6.1)
dn(@) .. n(0+40)—n(0)
0 am 50 : (5.2)

en régime transitoire et stationnaire respectivementp&sgns que I'on perturbe Iégerement
les parametres du systeme sedoe- 6 + 66, et que I'on note :

— (0,¢€) le couple représentant les parametres et I'évolution dig#syssans perturbation,
— (¢,¢), ou¢ estindépendant dg le couple représentant les parameétres et I'évolution du
systéme avec perturbation.

L'estimation de (5.1) et (5.2) peut alors se faire par la rmééhdes différences finies. Tou-
tefois, du point de vue pratique, les données de la trayecf@rturbée ne sont pas toujours
disponibles. Changer les paramétres du systeme réel afisat\eer les réalisations de la tra-
jectoire perturbée peut, par exemple, s’avérer impossibliop colteux [26]. Dans ce cas, la
simulation est indispensable, mais elle devient rapideméicile pour des grands systéemes.

5.2.2 Analyse de perturbation infinitésimale (IPA) :

Le but de I'analyse de perturbation infinitésimale est dest les dérivées (5.1) et (5.2) a
I'aide de la seule trajectoire définie p@kr &). Pour atteindre cet objectif, il est alors nécessaire
de pouvoir déterminer une quantité basée sur la seuletoag@, ¢). Dans [22], Cao propose
de considérer comme estimateur de I'lPA :

Y n:(0 +00,8) —n:(0,6)
¢(0,€) = lim 50 :

ou:
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— n:(0,€) est la fonction de performance déterminée a parti@d€), donc a partir des
données de retour d’expériencqui correspondent a la trajectoire nominale, et en faisant
I'hypothese (juste) que ces données ont été générées pgstéme dont les parametres
sont dang.

— (0440, &) est la fonction de performance déterminée a partipde), avecd’ = 0+ 40,
donc a partir des données de retour d’expérigropd correspondent a la trajectoire nomi-
nale, et en faisant I'nypothése (erronée) que ces donnééseogenerées par un systéme
dont les parametres sont dats

En considérant I'espérance mathématique et la limite, (& ¢), on obtient :

E{¢t(97§)} _ E{ lim (0 + 50,3 - m(e,é)}

et

. e e m(0400,8) —mu(0,€)
Jim ¢i(0,8) = Tim (lim, 50

).

(0, &) peut étre utilisé pour I'estimation de (5.1) et (5.2) si atlsment s'il est non biaisé
ou/et convergent. C’est-a-dire que :

£{0(0.9} = TEn(0.} = T4

Jim o,(0,€) = 1)

Les difficultés de I'lPA consistent tout d’abord a trouveralgorithme d’estimation de la
fonction ¢,(0, ¢). Il faut ensuite montrer que I'estimateuy (¢, ) vérifie les propriétés pre-
cédentes de convergence et de biais nul. Ce dernier poihE&peuparticulierement difficile,
notamment lorsque la mesure de performance n’est pas ungdiortontinue de la variable
0. C’est pourquoi “I'analyse de perturbation moyenne”, figddyse de perturbation finie” et le
concept de “réalisation de perturbation” ont été dévelepfg2, 26, 24]. Les deux premiéres
méthodes s’appliquent pour une classe restreinte de pnekléEn outre, leur application est
limitée de par leur complexité. La derniere, concept deisgabn de perturbation, semble la
plus pratique et particulierement bien adaptée aux model®ésarkov en régime stationnaire.

5.3 Realisation de perturbation pour un processus de Mar-
kov

L'objectif de cette section est de définir des estimateucs(ypris les estimateurs du facteur
de réalisation de perturbation, et de potentiel de perfoo®pa partir d’'une seule réalisation.
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5.3. Réalisation de perturbation pour un processus de Marko

Grace a ces estimateurs, on peut estimer le facteur prop8d¢ sfiationnaire a partir d’'une
seule trajectoire observée.

Pour commencer, nous considérons un processus irréagudgbMarkov ayant un espace
d’états fini, notéX . Par conséquent, ce processus est ergodique et I'existemeedistribution
stationnaire peut étre prouvée, voir [94]. Ce processusagattérise par :

— un espace d'états fidi = {e1,es, - };

— un ensemble de paramétfaeprésentant les taux de transition, et déterminant laiceatr

de taux de transitioi ;

— un vecteur de probabilite = (7, 9, - - - ) indiquant la distribution de probabilité d’oc-

cupation d’états du processus en régime stationnaire.

Le critere de performance du processus de Markov en régatierstaire est défini par :

W= lim Eo{n(M X)} = > mifi=f
ou (M, X) est la fonction de performance du processus de Markpet le vecteur colonne
f = (fi, f2,---)" (T désigne la transposition); est un coefficient associé a I'étabu a
la performance de I'étatselon les cas (systéme binaire ou systeme multi-état). étapp par
exemple, que sil'on cherche a évaluer la fiabilité ou la didpiité d’'un systeme binairef; = 1
siI'états est un état de marche du systemeg;et 0 si I'étati est un état de panne.

5.3.1 Realisation de perturbation

Supposons qu’'a l'instanf, le processus est a I'étaet la matricéVl est perturbée de fagon
aceque:

M;s =M +6Q, (5.3)
avecé un nombre réel de valeur faible & une matrice indiquant la direction de perturbation.
Rappelons que la condition s@Q) pour queM; soit une matrice de taux de transition est que
la somme de chaque ligne @@ soit égale a 0. Suite a cette perturbation, si elle se "&alis
effectivement, le processus peut sauter de I'étdt a I'étatj au lieu de I'état dans lequel il se
serait trouvé en I'absence de perturbation sur la matricauede transitioM.

Notons maintenant :
- X' = (X],t > 0) le processus de Markov avec la matrice de taux de transitloet
I'état initial X =;
— X = (X7t > 0) le processus de Markov avec la matrice de taux de transitigret
létat initial X/ = j
Une illustration d’effet de la perturbation est présentéela Figure 5.1. Supposons que
I'on commence par un processus de Markgva l'instant zéro, avec un état initial X} = 1)
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FIG. 5.1 — lllustration d’effect de la perturbation d’un proses de Markov, une perturbation
est effectuée a I'instany,

et la matrice de taux de transitidv. Si a I'instantt;,, donné (le systeme est a I'éta), le taux

de transition\,; est perturbe pak,; + J, par conséquent, le processus peut sauter de ketat
I'état j au lieu de I'étatt a I'étati comme dans le cas ou il n'y a pas de perturbation sur le taux
de transition\;;. Dans ce cas, on dit que la perturbation est réalisée.

5.3.2 Facteur de réalisation de perturbation
5.3.2.1 Deéfinition du facteur de réalisation de perturbatio

L'effet de la perturbation sur le processus peut étre mgsarréa quantitél;; (6, oo) qui vise
a quantifier I'écart entre la performance obtenue avec legssus perturbé et celle résultant du
processus original :

di(6.00) = B [ Tn(M5. X' ) = M. X ),

12
ou :
e {,=linstant de la perturbation survenue,
o 7 (My, X’{_tk), la fonction de performance du processus de Matkéy

e 7:(M, X/, ), lafonction de performance du processus de Markéy

Quands tend vers a zérdVI; tend versM [24]. Par conséquent, le process\i§ devient
X7 qui est un processus de Markov avec la matrice de taux detioan®/1 et I'état initial
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X] =74, X7 =(X],t>0).

ti dy(6,00) = B{ [ (ML X7,) — n(ML X e}
173

Le facteur de réalisation de perturbation, néte est défini comme suit [21] :

T
iy = i dy(6,00) = Jim B{ [ (MLX7,) = n(M.XL it}
k

Par définition, le facteur de réalisation de perturbatidn) (mesure I'effect moyen d’un
changement de I'état initial (de I'étata I'état j) du processus de Markov sur le critére de
performance.

Il a montré également dans [24] que le facteur de réalisalégmerturbation peut également
étre écrit sous la forme :

T ‘ T ‘
dy; = lim E{/ nt(M,th_tk)dt} ~ lim E{/ nt(M,th_tk)dt} (5.4)
T—0o0 th te

T—o00

La matrice de réalisation, noté, est donc telle qu® = [d;;] D’aprés (5.4),0n a:

i,jEE"
dij = —dj;, 1,] € E, (5.5)

et par conséquenk) est une matrice antisymétrique. C'est-a-dire que :
D'=-D (5.6)

Afin de determiner la matrice de réalisatibn il suffit de determiner les élements; tel
que: > j, ce qui nous permet de réduire le temps de calcul.

Le facteur de réalisation de perturbatiéf, et par conséquent, la matrice de réalisaiibn
sera utilisée dans la section suivante afin d’évaluer letaate sensibilité multi-directionnelle
MSM présente au chapitre 3. Le paragraphe suivant est agénadiestimation del;;.

5.3.2.2 Estimation du facteur de realisation de perturba®n d;;

Pour commencer, notons bien que les deux processgs X ont la méme matrice de taux
de transitionM et le méme espace d’'étalis Seul les états initiaux different; il existe donc un
temps finit ¢;,, pour lequel ces deux processus se rejoignent a l'insgani24], c’est-a-dire que

X} = Xj, .Parconséquent,

o [ X ) o 57)

tfin
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FIG. 5.2 — lllustration d’'une réalisation de perturbation coemgant a I'instant, et terminant
a l'instantt s;,,.

alors,

tfin . ,
dy = B{ [ m0M.XE,) - n(MOXE e}

tk

* E{ / i (M, X7, ) —m(M,X,f_tk)]dt}

tfin

= m{ [ X)X )

tk

Comme les deux processus sont homogenes en tefpgeeut étre défini a partir de l'instant
t = 0. Le facteur de réalisation de perturbatignpeut donc s’écrire :

g ={ [ v x) - v o). 58)

Pour estimer le facteur de réalisatidpn a partir d’une seule trajectoire sans utiliser I'estimateu
d’'IPA, on introduit maintenant la mesure du temps de preméssage de I'état a I'état i,
IV (i), comme sulit :

V(i) = inf{t,t > 0/X] = i}. (5.9)

On note qud™ (i) correspond a un temps d’'arrét d€ et est indépendant d€’.
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Théoréme 5.1.SiE.(f) < oo etlim_.,o E[|n:(M, X;)|] = E.(| f|), donc pourtout, j € E:
I (i) : ‘
dij = E{ / [1:(M, X}) — m(lVLXZ)]dt}
0
I (5) A A
—-B{ [ [n(M X)) - M, XDt}
0

_ E{ /Orm) e (M, Xg')dt} W s E{Fj(i)}. (5.10)

La démonstration de ce théoreme a été donnée dans [24].

Considérons maintenait(;), la durée de temps qu&' passe avant de visiter pour la
premiéere fois I'étatj. On a selon la relation (5.9) :

I''(j) = inf{t,t > 0/X! = j1.

Alors, les deux processusk!,t > T'(j)} et {X7,t > 0} sont identiques. Par conséquent,
I’équation (5.10) peut s’écrire finalement comme suit :

7 ()41 (5) ‘
d;; :E{/ nt(M,X,f)dt} —W*E{rf(i)}.
N6
Lorsque le temps de premier pass@ige) et le vecteur de probabilité (et en conséquence,
la mesure de performan®®) peuvent étre estimés a partir d’une seule trajectoirergbe’,
cette relation permet d’estimer tous les facteurs de @adis de perturbatiod;; (pour tous
i,j € E) en utilisant des données d’'une seule trajectdire

Algorithme d’estimation de la matrice de réalisation de peturbation :

Considérons un processus de Markovde matrice de taux de transitidv et d’état initial
X! = 1. Ce processus est observé pour les deux séquences deftemps{i,} tels que pour
touts > 1:

e inp =0,

e j, estla date a laquell®! visite pour la premiere fois I'étgtapresi,_;,

e i, estla date a laquelle que! visite pour la premiére fois I'étatapresj,.
Par définitionI(j) = ji.

On définit également :

e Li(i) =i, — js pours > 1 (voir Figure 5.3),

° R, = / (M, X})dt,

js
e "(v) tel quee®(v) = 1 siv = k ete*(v) = 0 sinon.
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Etat L)

Ji i1 jo Tk Thy1 i2 t

FIG. 5.3 — Représentation de (i) sur une trajectoire donné€'. L/ (i) est utilisé pour estimer
le temps de premier passalgd+) afin d’estimer le facteur de réalisation de perturbatign

, T () o
Les quantité$V (i), / n,(M, X! dt, et peuvent étre estimées gai(i), I, W respective-
0
ment :

B9(i) = 3 LG,

L1
[:E;Rs,

IR
Ty = — ¢'(X})dt, pour touti € E, (5.11)
W =xf,

oun est le nombre de séquences observées sur l'intervalletdejl'a I'étati, N est le nombre
total de séquences observées] gtest la durée de la trajectoire observée. Par conséquent, on
obtient finalement I'estimateut; :

dij =1 — W (i). (5.12)
La convergence de ces estimateurs a été étudiée et prouvE€agavoir [24, 25].
Pour I'estimation de la matrice de réalisatiDrn on peut donc suivre les étapes suivantes :
1. Estimerd,; pour tous{i, j € E/i > j} par I'estimateur (5.12).
2. Affecterd;; = —d,; pourtous{i,j € E/i > j} etd;; = 0pour{i,j € E/i = j}
3. AffecterD = [d;j]; jer-

En se basant sur cet algorithme, I'estimation de la matece@dlisation de perturbation doit
étre menée pour chaque couplej);-;, ce qui donne une complexité d'ordé¥ (m?* — m)/2)
lorsquem désigne le nombre total d’états du systéme.
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Sur le plan pratique, ce résultat est important : il permetiliser une seule et méme trajec-
toire pour estimer I'impact d’'une perturbation sur un syséet de simplifier, par conséquent, la
complexité de calculs. Ce résultat peut nous permettre¢intiesle facteur de sensibilité proposé
MSM a partir de données de retour d’expérience, c’est-@tdibservation d’une trajectoire no-
minale du processus de Markov.

5.3.3 Potentiel de performance
5.3.3.1 Introduction du potentiel de performance

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a introduire une megpelée le potentiel de perfor-
mance, qui sera utilisée pour I'estimation du facteur dsibdité MSM en régime stationnaire,
Vvoir la section suivante.

Pour commencer, on regarde la définitiondgedonnée par I'équation (5.4), on trouve que :
dij = diy, + dj, aveci, j, k € E. (5.13)

Cette propriété ressemble a celle du potentiel d’énergitomg; le potentiel de performance
ou simplement le potentiel de I'étatSoientt* € E un entier quelconque etun nombre réel,
tels que :

gk = ¢, €tg; = gi+ + dpiy 1 # K,
on peut démontrer d'apres (5.13) que :
d;j = g; — g, pourtous;, j € E. (5.14)
Par conséquent, la matrice de réalisafibpeut étre écrite comme suit :
D=eg' —ge', (5.15)

g = (g1,92,--)" étant le vecteur du potentiel de performance et (1,1,---,1)".

5.3.3.2 Estimation du potentiel de performancey

D’aprés les équations (5.4) et (5.14) et le fait dlieet X7 sont homogeéne en temps, on a:

T—o00 T—o00

g; — gi = lim E{ /OTnt(M,Xf)dt} ~ lim E{ /OTnt(M,X;)dt}

Posons maintenapt(7') tel que :
T .
o) =E{ [ (M. XDt} (5.16)
0
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Il est clair que :
9; = 9i = Jim E{g;(T) — 9:(T)}. (5.17)
D’aprés (5.14), (5.15) et (5.17), la matrice de réalisailbpeut s’écrire comme sulit :
. T
D = lim E{e[g(T)]" —[g(T)]e"},

oug(T) = (9:(T), g2(T),---)". Cest-a-dire que I'on peut utilisgr(7T) comme un estimateur
deg en choisissant |1&" suffisamment grand.

On définit maintenant :

— T}, est I'instant de l&-iéme transition du processus de Markov,

— Sy, est lek-ieme temps de séjour vérifialt = Ty, — 1} (voir Figure 5.3),

- X = Xt\t:T;, X, étant I'état de la&-iéme transition,

— €"(v) tel quec®(v) = 1 siv = k etef(v) = 0 sinon.

En se basant sur I'ergodicité du processus de Markov a ermarpositive, (5.16) conduit
a I'équation suivante, [23] :

o L E(X) [ (ML X dt
gi(T) = Jim. o1 (zk) = ; )}, (5.18)
k 06

ou N est le nombre total de séquences observée.

La démonstration de (5.18) se base sur le théoréme fondahaenktergodicité, voir [19].
Soit un processus de Markov ergodigiie = {X,/t > 0}, alors le processus de Markov
Z ={2,/t > 0} avecZ; = €(Xy) [ n(M, X,)dt est aussi ergodique. On a:

Vo {00 T nv, X}

lim T
N0 Zk =0 Ceil(Xy)
| N o {0 f T (v, Xt |
= tim { ~ 3 (5.19)
—o0 LD o €(Xk)
Notons que :
_ ch\] 01 €' (Xk)
=] - g B0
et,

T+T

E[Z,] = E[ef(xk) /

Tk

(M, Xt)dt]

S (e i ML Xy
= 11m .

N—oo N
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Par conséquent, (5.19) peut s’écrire comme suit :

ﬁ;}{awm T’“+T77(M,Xt)dt} E[ei(Xk) Tk”n(M,Xt)dt}

. Ty, Ty,
lim =

N—oo JkV:—Ol e(Xy,) E [Xk — Z}

_ E[/OTW(M,Xt)dﬂXO - z}
:E[/Tn(M,X;')dt] »

La relation (5.18) nous permet d’estimer le vecteur de pkde performance grace au
comportement d’une seule trajectoire observée. Notonsedpart que I'estimation dg est
biaisée pour un temps firfi, et d’autre part, qu’une difficulté est ici de choisir la laegr
de périod€l’. En effet, pour estimeg; (i = 1,2,---) on calcule I'espérance de l'intégrale de
la fonction de performance sur une période fixeEn ayant recours a la définition du facteur
de réalisationl;; = g; — g;, pour estimel;;, la période doit représenter le temps du premier
passage de I'étgta I'étati , voir (5.9).

Choix de la longueur de périod€el” [25] : Pour estimey;, la valeur del’ peut étre choisie
d’un ordre de grandeur comparable a la durée moyenne dugrpassage de I'état I'état ;.

Remarquons que i est grande, I'erreur systématique(@e — ¢;) qui estimed;; est faible
mais sa variance est grande, [25].

5.4 Estimation du facteur MSM stationnaire

L'objectif de cette section est d’'intégrer les estimataingdessus, qui peuvent étre estimes
a partir d’'une seule trajectoire nominale du processus d&dadans la formule d’évaluation
du facteur de sensibilité multi-directionnelle en réginatisnnaire (dit aussi facteur MSM
stationnaire dans le chapitre 3). Ce développement nousgteea d’estimer le facteur MSM
stationnaire a partir des données de retour d’expérienest-a-dire de I'observation d’une
seule trajectoire nominale.

Soit W la mesure de performance stationnaire du systeme. Il pagir le la disponibilité
asymptotique, la capacité de production asymptotique Letfacteur MSM stationnaire de la
mesurd} suivant la directiorQ noté MSI\/g’ et présenté dans la chapitre 3 est donné par :

aw
MSM{ = —
Q dQ

— _rQM7, (5.20)
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Chapitre 5. Estimation du facteur MSM stationnaire par ars&l de perturbation

ou MF est I'inverse généralisée dd tel que :
MM* = MM =1 — 7e,

I étant la matrice d’identité de méme taille guME

Afin d’estimer le facteur MSM stationnaire a partir d’'une leetiajectoire observée, nous
présentons ci-dessous trois approches différentes :
— la premiere méthode se base sur I'estimation de la matéicérgtrice ;
— la deuxiéme consacrée a une approche qui est basée sundish du facteur de réali-
sation de perturbation;
— enfin, la troisieme approche est liée a I'estimation duaede performance.
On commence maintenant par étudier la premiere méthode.

5.4.1 Approche basée sur I'estimation de la matrice générate

Il a été démontré dans [82] que I'inverse généralisEepeut étre calculé selon I'expression
suivante :
Mf = (M +em) ! —em. (5.21)

Alors, d’apres I'équation (5.20) le facteur MSM peut s’éertomme suit :

MSM{§ = —mQ[(M + em) " — en]f
= -—m7QM+enm) 'f +mQenf,

en notant qu&e = 0. On obtient finalement :

MSM§ = —mQM +enm) ' f. (5.22)

Supposons que la matrice génératiidesst inconnue. Etant donnée une matrice directionnelle
Q, pour pouvoir estimer le facteur M%’/Ia partir d’une seule trajectoire observée, il faut tout
d’abord estimer le vecteur de probabilité d’occupation @ess . L'estimateurm est obtenu
par (5.11) en analysant le comportement d’une seule tajeatbservée. Le probléme restant
est d’estimer la matrice génératrisé a partir de cette trajectoire.

5.4.1.1 Estimation de la matrice génératrice

Supposons que le comportement du systeme est observérganille de temp$0, 7.
L'estimation de la matrice génératridd = [m;;]; jcr Se base sur I'approche de maximum de
vraisemblance, voir [71, 74].
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5.4. Estimation du facteur MSM stationnaire

Soit N;;(T) le nombre de transitions de I'état I'état j sur l'intervalle de temp$0, 77,
alorsN,;(t) peut s’écrire comme suit :

Ny(T) =) €(Xp)e (Xppa),

i

ou N est le nombre total de transitions observées. On considgirdenant le temps passé dans
I'état : durant I'intervalle de tempf), 7', notéT;(T"). Ce temps peut étre évalué par :

T
T,(T) = / €' (Xy)dt,
0
En se basant sur le comportement observé du systéme sanlatie de temp§), 7, I'es-
timation de la matrice génératrice peut étre obtenue sirpression suivante [12, 71] :

A _ Ny(T)
i(T) = s (5.23)

La convergence de cet estimateur a été justifié dans [71].

La relation (5.24) nous donne I'estimation de la matricedgatrice,

~

grace au comportement observé du systéme.

5.4.1.2 Estimation du facteur de sensibilité multi-direcionnelle MSM

D’aprés les équations (5.22) et (5.24), on obtient finalérfiestimation du facteur MSM
stationnaire comme suit :

MSMq = —#Q(M + e#) ' f. (5.25)

Cette relation nous montre que I'on peut estimer le facte@MVstationnaire a partir d’'une
seule trajectoire nominale du processus de Markov. Celteaque I'estimation du facteur
MSM peut étre obtenue a partir des données de retour d’exues.

On considere maintenant I'exemple 1 du chapitre 3. On skt ici a calculer la sensibilité
de la disponibilité du systeme, natg par rapport a la directiof,,, voir le paragraphe 3.2.1
du chapitre 3. MSI@AQ correspond a la dérivée partielle diepar rapport au parametre,
c’est-a-dire que MSI@A2 = 0A/0\,. Afin de comparer le résultat estimé au résultat exact, on
commence par calculer le MS‘M2 en utilisant la résolution analytique.
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L'équation de Kolmogorov en régime stationnaire est comuiig s

—(AMFX)m F AT+ Ay = 0
i — (g + A)me + Aomy = 0
pomy — (A + p2)ms + My = 0
pama + pams — (1 + p2)ms = 0

1

7T1+7T2+7T3+7T4 =

Les états de marche du systéme sont 1, 2 et 3. Afors (1,1,1,0)". En résolvant cette
équation, la disponibilité asymptotique du systeme estrald finalement :

[1fte + 1A + fia A
A=nf=m +m+m3 = ,
f=m+ Mt (A1 + pa) (A + p2)

et la dérivée del par rapport a\; est :

A — 21
MSM4 = = .
V20N (Ar ) (A + )2

En prenant les données\; = 0.01, A\, = 0.01,; = 0.05, us = 0.05, le résultat exact de
MSMg, vaut:
A2
MSMg, = —2.3148.
A2

Considérons maintenant la méthode d’estimation. On eféetd simulations et la longueur
de la trajectoire simulée correspond a 100000 transitiBnaitilisant (5.11), le vecteur de pro-
babilité d’occupation d’états est obtenu comme suit :

7t = (0.6898,0.1406,0.1413, 0.0283), (5.26)

en utilisant I'équation (5.24), I'estimation de la matrgénératrice vaut :

—0.0200 0.0101  0.0099 0
N 0.0495 —0.0596 0 0.0102
- 0.0503 0 —0.0598  0.0095

0 0.0495  0.0492 —0.0988
Et d’apres I'équation (5.25), on obtient finalement :
E(MSMqa ) = —2.3047, et
A2
= 0.0337,

Oy rangA
MSMQ,

) 2 ap g A
aVGCUMSMéAQ étant I'écart-type dMSMQAQ.
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FIG. 5.4 — Représentation de I'estimateur de I\/@I;/] basé sur I'estimation de la matrice gé-
nératriceM, en fonction de la longueur de trajectoire simulée
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La figure 5.4 représente I'évolution de I’estlmatMﬁSMQAQ, qui est basé sur I'estimation de la
matrice génératricd1, en fonction de la taille de la trajectoire simulée.

Pour éviter le probleme d’inversion d’une matrice, noussidérons au paragraphe suivant
une approche basée sur I'estimation de la matrice de r@atisde perturbation, ce qui permet
d’estimer le facteur MSM stationnaire sans passer l'irve'ane matrice.

5.4.2 Approche basée sur I'estimation du facteur de réaligen de pertur-
bation

Dans ce paragraphe on integre le facteur de réalisation deripationd;; a la formule
d’évaluation du facteur MSM stationnaire. Cela nous pedegiouvoir estimer le facteur MSM
stationnaire via I'estimation dB.

Théoréme 5.2.SiE.(f) < oo etlim .o E[|n(M, X})|] = Ex(|f]), la matrice de réalisa-
tion D vérifie 'équation de Lyapunov

MD +DM' = —F, (5.27)

ouF = ef' — f'e. Lorsque le processus de Markov est ergodique alors ilexise solution
unique dang’, ol :V = {ex" —ze' : x € R>}

3Rappelons que tout le reste du mémoire on utilise des urribétsares
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Preuve.Nous commencons par défidx(7) = [d;;(T)]; ;e de fagon suivante :

dij(T) = E{ /OT [ (M, X7) — nt(M7Xti)]dt}

T . .
— [ {B O x0) ~ Eln X)) . (5.28)
0
Par conséquent, ona:
D = lim D(T).

En notons qué[n, (M, X})] = >, 5 fupir(t), qui est lei eme élément dexp(Mt) f. De ce
fait, I'expression intérieure de l'intégration (5.28) é€gfale a la différence entre leéme et
i eme élément dexp(Mt) f, alors :

D(T) = /O (ef T [exp(Mt)] " — [exp(ML)] feT)dt.
En utilisantMe = 0, on obtient :
MD(T) + D(T)M"

— /0 (ef T [exp(Mt)] 'MT — M[exp(Mt)] feT)dt

—er'( /0 ' fexp(M) M) — ( /0 ' exp(M1)] Mdt) fe”
—ef' [exp(MT') — eXp(O)}T — [exp(MT) — exp(0)] fe . (5.29)

Notons quexp(0) = I et queimy_., p;; (1) = 7, C'est-a-dire également qlien;_, o, exp(MT) =
ew. En prenanf’ — oo pour I'équation (5.29), on a:

MD + DM = lim {MD(T) + D(T)MT}

T—o00
—ef'(em)) —ef —enfe' + fe'
= fe' —ef' caref (em)! =e(nf) e’ =enfe'

=—F.

Maintenant, on prouve l'unicité de la solution. Supposoms (p.27) admet deux solutions
différentes D, = eg| — g,e’ etD; = eg, — g,e'. EtantW = D; — D, = ew' — we’,
avecw = g, — g,, par conséquenbhIw + WM' = 0. Remarquons qudie = 0, on a
doncew " MT —Mwe' = 0. En multipliant les deux c6tés sur la gauche de cette équatiec
I'inverse généralisé®l* et, utilisantM*M = I—em etM*e = 0, on obtient (I—-ew)we' = 0.
Par conséquent,
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oll Tw est une constante. Pour cela, ofVa= (we')" — we' = 0. C'est-a-dire finalement
queDl = D2. |

Lien entre M* et D : Soient I'inverse généraliséd’ et la matrice de réalisation de pertur-
bationD, on a la relation suivante :

M‘f =Dn'", (5.30)

Pour la démonstration de cette relation, on commence paipied les deux cotés sur la
droite de (5.27) patr, et en utilisanttM = 0 etre = 1, on obtient :

MD7' = (fe'n' —ef'n’)=f —enf
= (I - €7T)f7

Remarquons qud — ewr) = MMF*, ona:
MD#n " = MM* f

Ensuit, multiplions a gauche les deux membres lpBr on obtient(I — ew)Dw ' = (I —
em)M! f. Cela conduit directement & (5.30) caM* = 0 etwD7" = w(eg' —ge')w' =
g'n! —mg=0pourtoutD € V. m

Lien entre le facteur MSM et le facteur de perturbation d;; : D’aprés (5.6) et (5.30), le
facteur MSM stationnaire peut se écrire comme suit :

MSMY = —7QDn" =7QD "= ". (5.31)

On a vu précédemment que le vecteur de probabilité d’ocmupdes étatsr et la matrice de
réalisation de perturbatio® peuvent étre estimés a partir d’'une seule trajectoire gbseEn
effet, les estimateurs et D sont obtenus par les équations (5.11) et (5.12) respectiverar
conséguent,

MSMq = #QD . (5.32)
Ici encore, cette relation nous permet d’estimer le factieusensibilité multi-directionnelle en
régime stationnaire grace a une seule trajectoire obseNa@ens de plus que cette équation
montre tout I'intérét de I'approche proposée par rappori@estimation par différences finies :
les quantitést et D sont estimées une fois pour toutes, et n'importe qu’elleureed’impor-
tance souhaitée peut étre obtenue sans estimation suppé@ragdirectement en choisissant la
matriceQ correspondante.

Pour illustrer cette approche, reprenons maintenant igse au paragraphe 5.4.1. Plus
concretement, on s'intéresse ici a estimer MgMen utilisant une trajectoire simulée du sys-
téeme.
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On considere des données simulées identiques a cellesatgitmgprécédente. Tout d’abord,
en utilisant I'algorithme basée sur la relation (5.12)stimation de la matrice de réalisation de
perturbation donne :

0 —1.3648 —1.4528 —11.2053

5o | 13648 0 —0.0850 —9.8446
1.4528  0.0850 0 —9.8063 |’
11.2053 9.8446  9.8063 0

Puis, en utilisant I'estimatiofr donnée(5.26), on obtient alors les résultats suivantegida
relation (5.32) :

E(MSMg, ) = ~2.3301
= 0.0309.

O, angd
MSMQ/\2

. , , . . v A , . .
La figure 5.5 représente I'évolution de I’estlmatllthMQA2 basée sur I'estimation de la ma-
trice de réalisation de perturbati@» en fonction de la taille de la trajectoire simulée.
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FIG. 5.5 — Représentation de I'estimateur de N@AIQ/I basé sur I'estimation de la matrice de
réalisation de perturbatidd en fonction de la taille de la trajectoire simulée observée
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Les deux figures 5.4 et 5.5 semblent indiquer que I’estlnnamMQh basé sur l'esti-
mation du facteur de réalisation de perturbation convelge @apidement que celui basé sur

I'estimation de la matrice génératrice.

En se basant sur I'estimation du facteur de réalisation deipationd;;, ou par conse-
guent, la matrice de réalisatidn, on peut estimer le facteur MSM stationnaire a partir d’'une
seule trajectoire. Notons toutefois que I'estimation deédrice de réalisatiob peut s’avérer
colteuse en temps de calcul. En effet, celle-ci demandeamplexité d’ordred((m? —m)/2)
lorsquem désigne le nombre total d’états du systéme.
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Au paragraphe suivant, on considérera une autre approcheefiant d’estimer le MSM
stationnaire avec une complexité d’orddem).

5.4.3 Approche basée sur I'estimation du potentiel de perfmance

Ce paragraphe a pour objectif d’intégrer le vecteur du pietletie performanceg dans la
formule d’évaluation du facteur MSM stationnaire. Cela siguermet de pouvoir estimer le
facteur MSM stationnaire via I'estimation ge

Lien entre le facteur MSM et le vecteur du potentiel de perfomanceg : Le facteur
MSM stationnaire peut étre écrit sous la forme :
MSM{ = 7Qg. (5.33)
Preuve.En substituant (5.15) dans (5.32),on a:
MSMY = 7mQ(eg’ —ge' )" = wQe(mg)" — ©Qg(me)".
En utilisantQe = 0 etre = 1, on obtient facilement (5.33n

Lien direct entre g et M* : D’apres (5.20) et (5.33), on obtient :
g=—-M'f. (5.34)

Notons que le vecteur du potentiel de performaggeeut étre estimé a partir d’'une seule tra-
jectoire observée, voir paragraphe 5.3.3. En fait, lesredgéurst et g sont obtenus par les
équations (5.11) et (5.18) respectivement.

D’apres (5.33), I'estimation du facteur MSM stationnainé/ant une directiorQ peut étre
obtenue grace a la relation suivante :

~ 1%74 R "
MSMq = 7Qg. (5.35)

Cette relation nous donne une estimation du facteur MSNbsiaire a partir d’'une seule tra-
jectoire observée car les deux estimateurst g sont obtenus a partir d’'une seule trajectoire
observée. Il importante rappeler que I'estimation du wactiel potentiel de performanggeest
obtenue avec une complexité d’ordf¥m) seulement. Rappelons que cette équation montre
tout I'intérét de I'approche proposée par rapport a unaregion par différences finies : les
quantitésr et D sont estimées une fois pour toutes, et n'importe qu’elleureed’importance
souhaitée peut étre obtenue sans estimation supplénggrizectement en choisissant la ma-
trice Q correspondante.

Considérons encore une fois maintenant I'exemple trai¥épamagraphes précedents. On
s'intéresse a estimer le M&){ en utilisant I'estimation dg ce qui peut étre obtenue a partir
de la méme trajectoire simulée au paraphe 5.4.1.
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FIG. 5.6 — Représentation de I'estimateur de N@l;/l basé sur I'estimation du potentiel de
performance en fonction de la longueur de trajectoire afgsepour le cag’ = 20

On commence tout d’abord par estimer la durée moyenne dugrpassage qui permet de
choisir la longueur de la période pour I'estimation du potentiel de performance. En utilisan
(5.9), la durée moyenne du premier passagaut :

A

I' = 56.0953.

Puis, on propose maintenant trois scénarios liés a troiéreiftes valeurs d&' : 7" = 20,

T = 56, etT = 100. Ensuite on utilise I'équation (5.18) pour estimer le vactgdu potentiel
performance, et on reprend 'estimateut, voir (5.26). Les résultats de MSM2 sont finale-
ment obtenus par I'équation (5.4.3), voir tableau 5.1. iessxmontrent que quand la longueur
T est égale ou supérieure a la durée moyenne du premier palesagesultats estimés sont tout
a fait comparables avec le résultat exact obtenu par la réthpalytique. On trouve égale-
ment que si” est grande, I'écart-type est grand, cependant, il est téait acceptable. Notons
toutefois que st est grande, le temps de calcul devrait &tre probablemegt lon

: . . . A A . .

Les figures 5.6 et 5.7 donnent les évolutions de I’estlmalteSMQAQ, qui est baseé sur

I'approche d’estimation du potentiel de performance, ercfion de la longueur de trajectoire
simulée pour trois cas différents.

Les résultats numériques dans cet exemple nous suggerié deid¢al’on choisit la valeur
de la longueufl’ dans la formule d’estimation (5.18) selon la valeur de laédunoyenne du
premier passage.
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FIG. 5.7 — Représentation de I'estimateur de N@Al;/l basé sur I'estimation du potentiel de

performance en fonction de la longueur de
T = 56; (b) correspond au cas = 100

trajectoire olése(l’) : (a) correspond au cas

A a A
T | EMSMg,,) | oygus
T=20 | -2.0078 | 0.0362
T=56 | -2.3145 | 0.0469
T=100| -2.3146 | 0.0511

TAB. 5.1 — Résultats de I’estimateMSMg&,

qui est basé sur I'estimation du potentiel de

performance, avec trois différentes valeurs de la longdeurajectoire observég

5.4.4 Conclusion

En résumé, afin d’estimer le MSM stationnaire a partir d’'usigestrajectoire observée, on
peut utiliser trois différentes approches. La premiéreassé sur I'estimation de la matrice gé-
nératrice du processus de Markov, cette approche est satifaleile a réaliser. Notons toutefois
gu’elle peut conduire des erreurs numériques car le prabttinverse d’une matrice des va-

leurs faibles. De plus, elle peut également étre difficilgppliguer pour des grands systémes
dont la taille de la matrice génératridé est grande.

La deuxieme approche basée sur I'estimation de la matrigéalsation de perturbation
D nous permet d’éviter le probleme de I'inverse d’'une matridalgré sa complexité a mettre
en ceuvre, le résultat estimé est bon et comparable avecaliedecla théorie, la convergence
de cette estimation est plus rapide que celle liée sur fegton de la matrice génératrice.
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Notons toutefois que I'estimation de la matrice de rédtsdDd peut s’avérer colteuse en temps
de calcul. En effet, celle-ci doit étre menée pour chaquepleo, j);~;, ce qui donne une
complexité d’ordred((m? — m)/2) lorsquem désigne le nombre total d'états du systeme.

L'approche basée sur I'estimation du potentiel de perfoiwegermettant également d’esti-
mer le facteur MSM stationnaire grace a une seule trajectiiie peut fournir de bon résultat
en choisissant la valeur de la longudquautour de la valeur de la durée moyenne du premier
passage. De plus, sa complexité est beaucoup moindre queedihe basée sur I'estimation
de la matrice de réalisation de perturbation. En effetecaiproche demande une complexité
d'ordre O(m) seulement. C’est-a-dire que cette approche offre des ayasitconsidérables,
particulierement pour des grands systemes.

5.5 Exemple d’application

Considérons maintenant le systeme de production présdatseation 4.3 du chapitre 4,
ou on a découvert les applications principales du facteuMM@n d’analyser la sensibilité
des indicateurs de performance (disponibilité et capatgtgproduction globale) du systéme
suivant des directions spécifiques, et d’'identifier nonesaeht I'importance d’un composant,
d’'un groupe de composant, et aussi I'importance d’'un état’'on groupe d’états donnés. La
méthode analytique a été utilisée dans le chapitre 4.3 $edta¢s exactes de MSM instantané,
moyenne sur une intervalle de temps et aussi stationnaire.

Dans cette section, on suppose que les comportements dpssamts (taux de défaillance
et de réparation) et la matrice génératrice sont inconnggesseulement des données de retour
d’expériences (qui correspondent a une seule trajectoirgrdcessus de Markov en régime
normal) sont disponibles. On s’intéresse ici a utiliseelzhhique de I'analyse de perturbation,
plus concretement, 'approche basée sur I'estimation denpiel de performance pour estimer
le facteur MSM stationnaire.

Pour commencer, on simule une trajectoire sur une durégaiqote de 100000 transitions
en utilisant les mémes données (taux de défaillance, tav&pdeation) appliqguées a la section
4.3.

En se basant sur cette trajectoire, le vecteur de prolatiliiccupation d’états est obtenu
grace a I'’équations (5.11). La durée moyenne du premieagassjui est utilisé pour choisir
la longueur de la périodg€ pour I'estimation du potentiel de performance, peut égalargtre
obtenue par I'’équation (5.9). Ensuite, on utilisera I'éopra(5.18) afin d’estimer le vecteur
du potentiel de performangg Et finalement, I'estimation du facteur MSM stationnairease
obtenue grace a I'’équation (5.4.3). Plus concretementhangeant les différentes directions

108



5.5. Exemple d’application

spécifiques on peut obtenir I'estimation les sensibiligadlisponibilité/capacité de production
asymptotique par rapport a :

un parametre donné, voir les tableaux 5.2 et 5.3;
un groupe de parametres, voir le tableau 5.4 ;

un état donné, voir le tableau 5.5;

un groupe d’états donnés, voir le tableau 5.6.

Résultat | MSMg, | MSM§_ | MSMg, | MSMg, | MSM{,

1 21 A2 A3 A4
Théorique | -8.1398 | -9.3909 | -30.9503| -51.2382| -32.0239
Estimatiort | -8.2003 | -9.4116 | -30.8735| -52.2005| -32.0500

TAB. 5.2 — Sensibilité de la disponibilité asymptotique du &gst par rapport a un parametre

Résultat | MSMg, MSMg,_ MSMg, MSMg, MSMg,

1 Al Ao A3 g
Théorique | -17644.2201 -1897.7427| -18310.9107 -9395.1702 -5871.9814
Estimatiort | -17718.2509 -1889.2698 -18262.4159 -9539.7950 -5902.7632

TAB. 5.3 — Sensibilité de la productivité asymptotique du syst@ar rapport a un parametre

MSMg MSMg,
Direction | Théorique| Estimatiort | Théorique | Estimatiort
Qo | "48.4811| -48.4854 | -37852.8736 -37965.5190
Q) -83.2621 | -82.2505 | -15267.1519 -15710.7693
Qx, 234 | -0-0060 -0.0025 2923.6961 | 2954.3188
Q(n2.4215) | 0.0534 0.6145 9.8035 -20.8369

TAB. 5.4 — Sensibilité de la disponibilité/productivité asytotue par rapport a un groupe de
parameétres

Les résultats numériques nous montrent que les valeurséestisont proches de celles qui
sont données par la méthode analytique.

4’approche basée sur I'estimation du potentiel de perforcea
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MSMg MSMg,
Direction | Théorique| Estimatiort | Théorique | Estimatiort
Qs1 -60.0535| -60.3198 | -36215.8937 -36384.5685
Qs2 -14.6393| -14.8813 | -2512.5380| -2591.7307
Qs -12.0197 | -12.3534 | -2356.8238| -2376.2139
Qs -29.1022 | -28.7519 | -8486.7967 | -8666.4106
Qss -6.0478 | -6.1136 | -1739.0416| -1794.6838
Qs7 -4.4008 | -4.3567 | -785.4732 | -782.1155
Qss -0.9072 -0.8512 | -162.0568 | -176.9185
Qso -3.7906 | -3.8327 | -714.1543 | -749.2108
Qs10 -0.7822 | -0.8320 | -147.2472 | -154.5079

TAB. 5.5 — Sensibilité de la disponibilité/productivité asyotmue par rapport a un état donné

TAB. 5.6 — Sensibilité de la disponibilité/productivité asytotpgue par rapport a un groupe

d'états

N MSMQ MSMg,

Direction) Etats — — - —
Théorique| Estimatiort | Théorique | Estimatiort
C1Ch) 1,45 | -27.2344 | -27.0534 | -33978.7511 -34114.7134
5 | 1,3,5,10] -61.8841 | -62.1467 | -25899.9678 -26096.2319
1 Ca) 4,9 -30.8173 | -30.3143 | -7425.4585| -7632.9012
5 | 1,2,5,8| -74.3927 | -74.6672 | -24903.160Q0 -22443.5158
C2Cy) 4,7 -32.6183 | -32.9070 | -7354.4199| -7483.8962

110



5.6. Conclusion

5.6 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre comment le facteur dibgiédsnulti-directionnelle
en régime stationnaire (appelé aussi MSM stationnaire,or@pitre 3) peut étre évalué sans
passer par des méthodes exactes qui requierent les doregesrdposants individuels (taux
de défaillance, taux de réparation), ni par des méthode®=ippatives qui sont colteuses en
temps de calcul, ni par les méthodes FD/SP qui nécessiterdatenées des comportements
nominal et perturbé a la fois. En fait, les données du syspartarbé peuvent étre inexistantes
lorsque les parametres ne peuvent pas étre intentionreitemodifiés (par exemple, pour des
raisons d’économie ou de sécurité).

Nous avons présenté trois approches permettant d’esterfacteur MSM a partir d'une
seule réalisation du processus de Markov :

— l'approche basée sur I'estimation de la matrice des tauradesition ;

— l'approche basée sur I'estimation du facteur de réatisate perturbation;

— et enfin, L'approche liée a I'estimation du potentiel dq@anance.

Les deux dernieres approches basée principalement suhiaigeie de réalisation de per-
turbation permettent d’éviter les problemes numériquesdiinversion matricielle mécessaire
a la mise en ceuvre de la premiére approche. Pour une congraesise ces deux approches,
la deuxieme peut s’avérer plus colteuse en temps de caledadroisieme approche particu-
lierement pour des grands systemes.

A travers d’'un systeme simple, il a été montré que les trgsaghes peuvent donner des
résultats tout a fait comparables a ceux obtenus par la métmalytique, et que la convergence
de la troisieme semble étre la plus rapide (méme si ce dgraiet reste a prouver).

D’un point de vue pratique, ces approches offrent de nomxteeantages. Elles permettent
d’estimer le MSM stationnaire a partir des données de red@xpériences, et sans avoir a
connaitre la matrice des taux de transition du processusatk&dM sous-jacent. Par rapport a
une approche "simple” basée sur les différences finiest ide®ter qu’une seule estimation
suffit a obtenir toutes les mesures d'importance souhaipéesqu’il suffit ensuite de prendre la
valeur deQQ souhaitée dans les équations (5.32) ou (5.35).
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Troisieme partie

Proposition d’'un facteur d’'importance
differentiel étendu
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Introduction

Dans la derniere partie de ce mémoire, on envisage, danseamgsrtemps, de mesurer
I'effet sur la performance du systeme d’'un changement desnpetres, dans une direction.
Pour ce faire, on s’intéresse a la définition d’'un indicaeivariation de performances. On
étudie, dans un second temps, comment mesurer la contnitnedative d’'un composant (d’'un
groupe de composants), ou d'un état, a la variation totafgedermances du systeme.

Le chapitre 6 est consacré a I'étude de I'accroissemenedamction qui correspond a des
mesures de performances (la disponibilité/fiabilité, lsecdté de production globale ...) du sys-
téme. Cette étude est nécessaire lorsque des changempatam@tres surviennent qui peuvent
étre liés, par exemple, aux phénomenes de dégradation gdgmsants, a un choc, ou au fait
que I'on optimise la conception du systeme en modifiant sesctéistiques fiabilistes . Afin
d’évaluer cet accroissement, on considére d’abord danbaygtoe des méthodes analytiques
permettant de donner des résultats exacts. Ensuite, oanpeéa des méthodes d’estimation
qui peuvent fournir des résultats approchés a partir de@ksdont la structure est réaliste par
rapport au retour d’expérience.

Afin de classer les composants (ou des groupes de compasaliots)eur contribution rela-
tive a une variation des performances du systeme, on prafassele chapitre 7 I'utilisation du
facteur d'importance différentiel récemment introduit Bargonovo [18, 17]. Ce facteur estici
mis en ceuvre dans le contexte des systemes a composantdalggatecrits par des processus
de Markov. Il est défini a partir de I'approximation au prenoedre de I'accroissement de la
fonction de performance. Nous proposons ensuite une éateds ce facteur basée sur un dé-
veloppement complet de I'accroissement. On montre qu’oiéeeloppement est envisageable
a moindre frais dans le cadre des systémes markoviens.lla#ian du facteur d’importance
différentiel et celle de son extension sont facilement wbés grace a I'indicateur de varia-
tion de performances présenté au chapitre 6 et I'on peulirétatblien direct avec le facteur
d’'important proposé MSM.
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Chapitre 6

Variation des performances asymptotiques

6.1 Introduction

L’'évaluation des variations des performances (qui sontriEsures de disponibilité/fiabilité,
de capacité de production globale ...) du systeme en fond&és variations de certains para-
metres a été étudiée dans de nombreux travaux. Borgonoy@T18ropose de passer par une
approximation au premier ordre de I'accroissement de latfon de performance a condition
gue les changements soient suffisamment petits au nivegquade®etres. L'approximation au
deuxieme ordre a été introduite par Zio [104]. Dans le cdetdrs systemes markoviens seule-
ment, 'approximation aux ordres supérieurs a été envesff§ 64] mais aucune formulation
donnant le développement complet n’a été établie.

Nous nous attachons dans un premier temps a établir la ferpmrmettant de calculer de
facon analytique les variations de performances asynguiesi qui sont provoquées par des
changements simultanés de parametres fiabilistes (taugfdélahce et/ou de réparation) ou
relatifs a des états (taux de transition) dans le contexte siystéme dynamique décrit par un
processus de Markov. Cette formule prend en compte tousdessode I'accroissement, ce qui
nous permet d’obtenir des résultats exacts.

Dans un second temps, nous considéerons les méthodes digstirhasées sur I'analyse de
perturbation, voir chapitre 5, permettant d’estimer ce#eation a partir de données de retour
d’expérience sans avoir a connaitre la matrice génératuqaocessus de Markov.

Une partie présentée dans ce chapitre a été I'objet d’'unenconication a un congres inter-
national [39].
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6.2 Variation des performances asymptotiques - Définition

Considérons un systeme a composants dépendants (foredteset structurelles) décrit par
un processus de Markov avec pour matrice généravicédous supposons également que le
processus estirréductible, il existe donc une et une saitéxdition de probabilité d’occupation
d’états en régime stationnaire Par conséquent, I'équation Chapman-Kolmogorov en régime
stationnaire vaut :

aM =0 (6.1)

Rappelons que la mesure de performance du systeme en régtioprsaire, appelée mesure
de performance asymptotique, peut étre évaluée selorrésgjon suivante :

W =m=nf,

ou f = (fi, fo, ..., fn)| €St un vecteur colonne associé aux états du systéme darsdaina
systeme binaire. Pour un systeme multi-état (y compris steaye de productiony; est associé
au niveau de performance asymptotique des états du sysRamexemple, pour un systeme
de productionf peut correspondre au vecteur des capacités de producatatsiX, voir le
chapitre 4.

6.2.1 Variation en fonction d’'un seul parametre

On suppose que le changement d’'un paramétre est modélisémetiquement selon la
relation suivante :

AN

ou :
— x; est un paramétre fiabiliste (par exemple, taux de défadlanctaux de réparation, ou
plus généralement, taux de transition entre des états, ...)
— Jdx; est la quantité de variation du parametye
— x;5 estla valeur de; apres le changement.

Ce changement peut se produire physiquement lorsque leasampsubit un changement
brutal (phénomene de dégradation d’'un composant). Lesgelnaents liés a des chocs exteé-
rieurs peuvent étre, par exemple, un changement de la aomdg I'environnement, un choc
mécanique, etc, voir [9]. Une illustration de ce changeniéri un changement brutal de I'en-
vironnement est présentée sur la figure 6.1. Notons égateguence changement peut étre
également dd a une action de maintenance : améliorationfaéblbté d’'un composant; rem-
placement d’'un nouveau composant.
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Environnement

condition 2
’,;f\/_\/

v
\
\

condition1 ™

Paramétre ' “thangement T€mps

T

Temps

FIG. 6.1 — Illustration d’'une dégradation liée au changemetd dendition de I'environnement

La variation de la valeur du parametreconduit a un changement de la matrice des taux de
transition du processus de Markov :

M; =M + 02;Qq;, (6.3)

avecQ,, est la matrice directionnelle indiquant la direction dugmaétrer;. On a montré ega-
lement dans le chapitre 3 qag,, = OM/0z;.

Le changement d’'un parameétre donné par relation (6.2), waiggnéralement, le change-
ment de la matrice des taux de transition du processus deoMékjuation (6.3)) conduisent
donc a une variation de la mesure de performance. Nous nt@ressons a établir la formule
d’évaluation de cette variation. Pour ce faire, nous wtilss le développement en séries de
McLaurin [20] en supposant que la mesure de performance taiguone 1/ est une fonction
indéfiniment dérivable par rapport au parametre

Plus précisément, la variation de la mesure de performasyr@otiqudl’ provoquée par
le changement d’un parametrepeut s’écrire selon I'expression suivante :

oW 1, LW 1, W

— Zale“ (6.4)
=1
avec :
1 o'w
! _ ! _
OW,, = ﬁ(dm) e pourl =1,2,3,---.
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6.2.2 Variation en fonction de plusieurs parametres

De facon plus générale, on suppose maintenantiqyarametres (les taux de défaillance
et/ou les taux de réparation, ou plus généralement, lesdadsansition caractérisant un état,
ou d’'un groupe d’états) du systeme de multi composantseg, - - - , xx) sont simultanément
perturbés selon les relations suivantes :

Tis = T1 + 5$1

Tos = Lo + 5.%’2

TKS :$K+5$K. (65)

La figure 6.2 donne une illustration de la variation de tauxiéfillance de deux compo-
sants en paralléle soumis a un choc extérieur. Sur cet eresimpple, les taux de défaillance du
composant; et du composant’; avant de choc sonk; et \; respectivement. Apres avoir subi
un choc, ils deviennenit; + d\; et A\, + d A\, respectivement. Une autre illustration est reportée
dans la figure 6.3 dans laquelle les taux de transition sod@fiétat 1 varient lorsqu’il existe
une interaction entre les deux composarit®t C, dans I'état 1.

Notons également que les changements simultanés des pasuhe systéme peuvent étre
€également d(s a une action de maintenance : amélioratiaritam de la fiabilité des com-
posants ; remplacement des nouveaux composants. lls geawssi étre liés au fait que I'on
optimise la conception en faisant varier simultanémentvidsurs des paramétres fiabilistes
pour atteindre la mesure de performance souhaitée.

P

/\1 — )\1 +5/\1
A2 — g+ 69

FIG. 6.2 — lllustration d’'une dégradation liée a un choc extérie

Dans le cadre des études de la sUreté des systemes nucBarggsovo [18, 17] considere
deux types de changements simultanés des parametres :
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A2 + A2

Etat 1:C.Cq Etat 2 :0162
Etat 3 :C,Cy Etat4 :C, C,

FIG. 6.3 — lllustration d’'une dégradation liée a une interatgatre deux composant§ et (',
dans I'état 1

Typel - changements uniformekes K paramétres varient simultanément d’'une méme quan-
tite. On a:

dx; = dxj, pouri,j =1,2,..., K. (6.6)

Type2 - changements proportionneles K parametres varient simultanémentavec un méme

pourcentage.
dr;  ox;
T _ %% _, pouri,j=1,2,.., K. (6.7)
€Z; Z;
De facon similaire, en utilisant les matrices directiommé(),,, Q.,, -, Q.,) qui in-
diquent les directions des parametres (., - - - , xx) respectivement, I'équation (6.5) conduit

a I'équation suivante :
Ms =M+ 021Qu, +022Qu, + - + 02k Qup

K
i=1

=M + (557 (6.8)

AN

ou : OM
- Qu =—-—pourt=1,2--- K

K
- Q=) 51:Q,.
=1

Le changement simultané de plusieurs parametres, le chmmjedes taux de transition
caractérisant un état (un groupe d’états) du systeme, auggléralement, le changement de la
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matrice des taux de transition du processus de Markov cobaduie variation de la mesure de
performance noté&V .

En utilisant I'extension du développement en séries de Mdhaet en supposant quE est
indéfiniment dérivable par rapport tous les paramétrete @riation totaled!l” peut s’écrire
selon I'expression suivante :

K K K
ow 1 O?W
oW = 0rim—+ 55 01,00 j 7—F—) + ...
; S !;;( 02 o) T
=Y oW, 6.9)
=1
ou:
1 K K K alW
! — . e e . _ .
SW = i DO ) bwi b, - b, O Or, - O pourl =1,2,3, (6.10)

i1=1145=1 =1

On explicite maintenant une méthode efficace permettamatliér la variation de la mesure
de performance asymptotiqi@’.

6.3 Calcul analytique de la variationdW

Pour I'évaluation dé1V/, la méthode des différences finis peut étre utilisés. On a :
oW =Ws —W,
ou:

— W est la mesure de performance asymptotique du systeme ntonlggefavant des chan-
gements des paramétres ) ayant comme matrice de taux dédraig et comme vecteur
de probabilité d’'occupation d’'états;

— Ws estlamesure de performance asymptotique du systemelpeayant comme matrice
de taux de transitioivl; qui conduit au vecteur de probabilité d’occupation d’étais

Ws = 7'l'5f avec wrsM;s = 0. (611)
Par conséquent,
W = (s —m)f. (6.12)

Cette relation montre que pour calcul8id il faut déterminer le vecteur de probabilité
d’occupation d’états du systeme nominalet celui du systeme perturbé;. L'objectif dans
la suite est de montrer que I'on peut évald@r a partir seulement du vecteur de probabilité
d’occupation des états (sans calcutrs).
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6.3.1 Evaluation de la variation au premier ordre§*W

Par définitiong'1W peut s’écrire sous la forme suivante :

K K
ow or
117 ‘ _ ‘
oW = ;:1 5%—83@ ;:1 0x; 8xif
=d'nf, (6.13)
avec .
K om
o = E — .14
o 2 ox; oz, (6.14)

On sait que I'équation de Kolmogorov en régime stationnzanene :

™™ =0,

en prenant la dérivée par rapport au parametren a :

orn oM
en remplagan®,, paroM/ozx;, on obtient :
O M = —7Q, . (6.15)
al’i

Notons queM est la matrice génératrice d’'un processus de Markov, eistrdonc pas
inversible. C’est la raison pour laquelle I'inverse gétigée deM a été introduite dans [82].
En effet, I'inverse généralisée @d est calculé selon I'expression suivante :

Mf = (M +em) ™! —em, (6.16)

avece = (1,1,...,1)" eeMM* = M*M = | — en (I étant la matrice d’identité de la méme
taille que celle de la matrice génératri®®). En multipliant les deux cotés de I'équation (6.15)
parMf, ona:

om
| — = Mt
895@-( em) 7TQ,, M*,
ou,
o Omwe

= —mQ,,M*.

c%i B c%l T

Notons également guee = 1, doncdme/0z; = 0. Par conséquent, on obtient :

= —7Q,, M". (6.17)
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Alors, d’apres I'équation (6.14) :
K
orn
=1
K
_ —w[z &ciQxi] M
=1

= —wQ°M, (6.18)
et d’apres les équations (6.13) et (6.18), on obtient finalgm

W = —m QM f. (6.19)

6.3.2 Evaluation de la variation au deuxiéme ordrej21V

Par définition 52 peut s’écrire comme suit :

5W = Z Z o 5% o, 8x Z Z 02,02 7 a (6.20)

zljl i=1 j=1

on commence par prendre la dérivée de I'équation (6.15)gpquart au parametre; :

Pm om oM Om
M + - Qus
O0x;0x; Ox; Ox; 6ij '
alors : 52 5 5
™ Uy Uy
M=—Q, ——Q.. 6.21
8[L‘ia$j 8ZL‘ZQ J 8ZL‘jQ t ( )
En utilisant I'inverse généraliséd’, et en notant qudIM* = | — e etre = 1, on obtient :
O*r T on
= —(=—Q,, + —Q,,)M*. 6.22
81‘1‘81‘]‘ (ale / + c%]Q 7') ( )
Donc:
K K
1 o*m
2. _ = St -
rro= o 225%5% S, (6.23)
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en utilisant les équations (6.14) et (6.18) ,on a :

Or = —[6'wQ°M
= 7w[QM|Q M
= 7w[Q°M?. (6.24)

D’apres les equations (6.20), (6.23) et (6.24) , on obtieaté&ment :

W = [6*x|f = m[Q°MF* £. (6.25)

6.3.3 Evaluation de la variation aux ordres supérieurs

De facon similaire, la variation aldiéme ordre { = 3,4, ---) de = peut s’écrire comme
suit :

K

1 o
Z'ZZ Z(Sx“éxw. '55””0%3@2.-.3%’ (6.26)

11=11i2=1 =1

et,
SW =d'nf. (6.27)

On commence par prendre la dérivée de I'’équation (6.21)gpgrart au parametre, :

P ’Pr M OPm O*r
. M+ = Qu; — 5775 Qui
O0x;0x;0x, Ox;0x; Oxy, &ciaxk Ox;j0xy,
or,
Pr O O *r
— M=——-0Q, ————Q, ——Q,.. 6.28
Notons queMM* = | — ew etwe = 1, alors on obtient la relation suivante lorsque I'on

multiplie tous les deux c6tés de I'équation (6.28) M :

Pm O *m *m
Qi + 0z,;07} Q, 8@83%

Dridz,0m; \Owids; Fo QM
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Par conséquent, On a:
K
1 P
3. _
A DI

002,00} ———
Ti0T; xk&xiaxjaxk

D D i [s v (6.29)
2! — ! jaxi&cj '
D’apreés les équations (6.23), (6.24) et (6.29), on obtiem¢lation suivante :

8 = —[0° 7| QM
= —7[Q°M*]?. (6.30)

Et, la variation awB-ieme ordre de la mesure de performance asymptotique est :
BW =8nf = —nw[QM*Pf. (6.31)

De fagon plus générale, en regardant les relations (6.24)2), on trouve qué's peut
étre écrit récursivement a partir de'' (pourl = 2,3, - - -). C'est-a-dire que pour tout> 2,
ona:

Slm = —[0" ' w] QO MF
= (-1)'=[Q'M¥" (6.32)

Alors, la variation au-ieme ( > 3) ordre de la mesure de performance asymptotique est :
SW =d'nf = (—1)'w[Q°MF]' £. (6.33)

D’apres les équations (6.9), (6.19), (6.25), (6.31) et3h.8n obtient la variation totale de
la mesure de performance asymptotique provoquée par legehmeents simultanés des para-
metres du systeme :

126



6.3. Calcul analytique de la variatiofiV’

oW = Z{ T QM) f,

ou,

[e.e]

SW = —w QoM [Z[—Q‘SMﬁ]’] 1. (6.34)

=0
Grace a la prise en compte des impacts aux ordres supénettesyelation nous permet de
calculer précisément la variation totale de la mesure d@mpeance asymptotique provoquée
par des changements de parametres ( taux de défaillangejaeanéparation, ou plus généra-
lement, taux de transition entre des états). Notons toistefioe le calcul peut étre laborieux
(évaluation d’'une somme infinie). On étudie maintenant kvecgence d&";° [ Q°M?]'].

On commence par définir la matridetel queT = —Q°M?*. En notant que :

I-T"=1-T)I+T+T*+---+T1

k—1
-T)) T
=0

donc,
k—1
. k1 1: %
Jm -1 = jm {a-T)> ),
ou,
R F k: o i
I lim T = (I T)ZT. (6.35)

Théoréme 6.1.(Convergence ddim;_,., T* - [64]) r étant la plus grande valeur propre de la
matriceT en valeur absolue, ona< 1. Par conséquent,

lim T* = 0. (6.36)

k—o0

D’aprés (6.36) et (6.35),on a:

- T) iT
=0

alors :
T =1-T)"
=0
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En remplacanf par—Q°MF, on a:

o0

> QM = (14 QMF) L, (6.37)

=0

D’apres les équations (6.37) et (6.34), on obtient finald¢raea relation suivante :

SW = —mQ°M* (I + Q°M*)~ £, (6.38)

Remarque : On considére le cas ou la matrice des taux de transition diepsos de Mar-
kov est "linéaire" par rapport a tous ses parametres (castnmment le cas lorsqu’elle n’est
constituée que de taux de défaillance et de réparation,iehiyua pas par exemple de refus de
démarrage). On suppose egalement que tous les parameésgstéime varient simultanément
d’'une méme quantité (en pourcentage), voir (6.7). D’apéegihtion (6.7), on a :

K
Q(S = Z wsza,y
=1

K

= w E i Qa,
=1

= wM.

On sait querM = 0, alorsTQ’ = wwM = 0. Par conséquent, en injectant cette relation
dans I'équation (6.34), on trouve la variation total& = 0.

De facon plus générale, si tous les parametres (taux ddldeéa et les taux de réparation)
de la matrice des taux de transition du processus de Markagemt simultanément d’'un méme
pourcentage, la mesure de performance asymptotique censystst inchangée.

6.3.4 Conclusion

En résumé, on peut calculer de fagon analytique la variatitate de la mesure de perfor-
mance asymptotique qui est provoquée par des changemenitasieés de parametres (taux
de défaillance et/ou de réparation, ou plus généralement,de transition entre des états) en
utilisant soit la relation donnée par I'équation (6.34) :

W = —m QM [i[_(yw]i} f.

1=0

soit la formule (6.38) :

oW = —mQ°M*(I + Q°M*) ' £.
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Il est clair que la formule d’évaluation représentée a latmn (6.38) est beaucoup plus
simple que celle donnée par I'équation (6.34). Cependamgrét de la formule (6.34) est de
pouvoir éviter I'inversion d’'une matrice. Dans la suite, smbase sur la formule (6.38) pour
développer la méthode d’estimation, mais les résultatsnist sont transposables a I'équation
(6.34).

6.4 Estimation de la variationéWW

Supposons que la matrice génératrice est inconnue et qua beulement des données de
retour d’expérience (qui correspondent a une trajectawrinale du processus de Markov).
L'objectif de cette section est de montrer comment l'inteca des variations de performances
asymptotiques est estimé a partir de cette seule trajeabservée.

Le vecteur de probabilité d’'occupation des étatpeut étre estimé grace a I'estimateur
7 obtenu par I'équation (5.11) du chapitre 5. Le problemeargstst I'estimation de I'inverse
généralisédI’. En effet, il existe principalement deux méthodes difféesrfiondées sur I'équa-
tion (6.38) :

— une approche basée sur I'estimation de la matrice géératr

— une approche basée sur I'estimation directe de I'inveésémglisée.

6.4.1 Approche basée sur I'estimation de la matrice générate

Au paragraphe 5.4.1.1 du chapitre 5, nous avons montré quatlice génératricd1 peut
étre estimée a partir d'une seule trajectoire observée ibpant une technique basée sur le
maximum de vraisemblance. L'estimatéuf est donc obtenu par I'équation (5.24). D'aprés
I’équation (6.16), on obtient I'estimation de I'inversenggalisée selon le relation suivante :

M = (M + e7t) ™! — e, (6.39)
ou 7 est obtenu par I'équation (5.11). Notons que :
QM = Q°(M + enr) ! — Q’err
= Q’(M + en)~!, carQ’e = 0.
D’apres les équations (6.38), on obtient finalement :
W = —7Q°(M + ert) I+ Q' (M + ext) ! £. (6.40)

Cette relation nous donne une estimation de la variati@eate la mesure de performance
asymptotique provoquée par les changements des pararfigriéstes grace a une seule tra-
jectoire observée.
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Exemple 4. (Systeme dynamique de 4 composant€onsidérons un systéme dynamique re-
présenté sur la figure 6.4. Les quatre composants (notes,, C; et C,) sont dépendants : le
composants 4 est en redondance passive (il est mis en sddsda défaillance du composant
3 et il est arrété des que le composant 3 est réparé). Le campdsest en partage de charge
avec le groupe de composants 2, 3 et 4 (quand les trois comi®2a3 et 4 sont défaillants,
et si le composant 1 est en marche, son taux de défaillanse s\, a \;). On suppose que
A1 = 0.002, \; = 0.0025, Ay = 0.001, A3 = 0.002, A, = 0.004, ;t; = 0.001, po = 0.009, i3 =
0.0029, 14 = 0.006.

A3 13
A2 fl2 Cs
02 A4 Ha
e
A1 Xl 1251
Ch

FIG. 6.4 — Structure du systeme de 4 composants dépendants

Le graphe de Markov correspondant est reporté sur la figbre 6.

FIG. 6.5 — Diagramme de Markov
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La matrice génératrice du systeme est :

M =102

-0.50 0.20
0.10 -0.40
090 O
029 O
0 0.90
0 0.29
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

0.10 0.20
0 0
-1.35 0
0 -0.99
010 O
0 0.10
0.29 0.90
0 0.60
0 0
0 0
0 0
0 0

0
0.10
0.25
0

-1.20

0

0

0
0.29
0

0

0

En résolvant I'équation (6.1), on a :
7=(0.1362,0.2825,0.0146,0.0921,0.0319,0.1966,0.008890,0.0222,0.1335,0.0065,0.0149)

En utilisant le vecteur associé d'étafs= (1,1,1,1,0,1,1,1,0,0,1,0)", on obtient la

disponibilité asymptotique du systemd =« f = 0.79747.

0
0.20
0
0.20
0

-0.89

0.90
0.60
0
0

0
0
0.20
0.10

0

-1.84

0.10

0.60
0

0
0.40

0
-0.95

0
0.10
0.90
0

o O O

0.20
0.10
0.25

-1.69

0

0
0.60

O OO0 oo oo

-0.80

0.90

o O o ©O OO

-1.75
0.10

On s’intéresse au calcul de la variation de la disponitaggmptotique du systéme lorsqu'’il
existe les changements simultanés des parametres. Enceffeippose que tous les taux de

défaillance varient simultanément de= 10% (par exemple, a cause de choc électrique, choc

mécanique,...).

La matrice génératrice perturbée est :

alors,

Ms;=M + w()\lQ)\l ‘|—X1QX1 + )\QQ/\Q + )\BQ)\s + )‘4Q)\4)7

Q° = w(MQy, + MiQyx, + MQu, + A3Qn, + MQu),

et numériqguement,

Q5:1073
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Chapitre 6. Variation des performances asymptotiques

Par conséquent, la disponibilité asymptotique perturbéed = 0.76950. D’aprés I'équa-
tion (6.12) ou (6.38), on obtient finalement la variation aelisponibilité asymptotique :

0A = —0.02826.

Considérons maintenant la méthode d’estimation. On s@ggpas la matrice génératrice du
processus de Markov est inconnue, que I'on a seulementjecttvae observée qui correspond
ici une trajectoire simulée (avec les méme données de tad&fddlance et taux de réparation)
sur une durée équivalente a 100000 transitions.

L'estimation de la matrice génératrice est obtenue paubéqn (5.24) :

-0.50 0.20 0.10 020 O 0 0 0 0 0 0 0

0.10 -0.40 O 0 010 020 O 0 0 0 0 0

090 O -1.37 0 027 O 019 O 0 0 0 0

029 O 0 -0.99 0 020 010 039 O 0 0 0

0 089 010 O -1.20 O 0 0 020 O 0 0
N —10-2 0 029 O 010 O -090 O 0 010 041 O 0

0 0 029 091 O 0 -1.88 0 027 O 041 O

0 0 0 059 O 0 0 -095 O 026 010 O

0 0 0 0 029 09 010 O -1.70 O 0 0.41

0 0 0 0 0 059 0 010 O -0.79 0 0.10

0 0 0 0 0 0 062 094 O 0 -1.84 0.28

0 0 0 0 0 0 0 0 060 091 0.09 —1.6;[

L'estimation du vecteur de probabilité d’'occupation dtétest obtenue par I'équation (5.11) :

7r=(0.1358,0.2822,0.0139,0.0910,0.0318,0.1965,0.008479,0.0223,0.1380,0.0060,0.0152)

D’aprés I'équation (6.40), on obtient I'estimation de laigtion totale de la disponibilité
asymptotique du systéme :

A = —0.02793.

La figure 6.6 représente I'évolution de I'estimatéur basé sur I'estimation de la matrice
génératrice, en fonction de la taille de la trajectoire.
Il est clair que le résultat estimé est tres proche du réseXtect. Dans le paragraphe suivant,

nous considérerons une autre approche qui se base sur teqieeit’analyse de perturbation
permettant d’estimer directement I'inverse généralispartir d’'une seule trajectoire observée

sans passer I'estimation de la matrice génératrice.
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T T T T
-0 estimation viaVI
—— exacte

§A

-0.022 -

-0.024

-0.026 4

-0.028

I I I
7 8 9 10

-0.032
0
Nombre de transitions x 10"

FIG. 6.6 — Représentation de I'estimateursddebasé sur I'estimation de la matrice génératrice,
en fonction de la taille de la trajectoire observée

6.4.2 Approche basée sur I'estimation directe de I'inversgénéraliséeM’

Nous commencons par établir la formule d’évaluation deeld I'inverse généralisée.

Lemme 2. L'inverse généralisédI* peut s’écrire comme suit :
M* = —/ (exp{Mt} — em)dt,
0

= — lim {/OT exp{Mt}dt — Teﬂ'} (6.41)

T—o00

Preuve.On a [24] :
/ exp{Mt}Mdt = —(I1 — em).
0

Ensuite, en utilisant les relatiodde = #M = 0,0n a:

[/Ooo(exp{Mt} - eﬂ')dt} M=—(I-em).

En multipliant les deux cotés de cette équation BH: et en utilisantMM? = I — we et

wM* = 0, on obtient :

[/Ooo(exp{l\/[t} - ew)dt} (I-em) =M +erM?

ou,

/Ooo(exp{l\/[t} —em)dt — [/Ooo(exp{Mt} — em)dt|em = —MF. (6.42)
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De plus, notons quexp{Mt}e = e etemre = e. On adonc :

[/ (exp{Mt} — em)dt|em = 0.
0
En injectant cette relation dans I'équation (6.42), onaiit{6.41)m
D’aprés (6.41),on a:
M = Jim MF(T),
ou,
T
MH(T) = —{ / exp(Mt}dt — Ter ). (6.43)
0

La relation (6.41) nous montre qid*(T'), avec unl choisi, peut étre considéré comme un
estimateur d&I*. En notant qu&’e = 0,on a:

T
QM (T) = —-Q° / exp{Mt}dt — TQ’em
0T
= —Q‘S/ exp{Mt}dt = Qémﬁ(T),
0
ou,
T
M (T) = - / exp{Mt}dt (6.44)
0

Dans le but d’estimer la variation totad@él” en utilisant la relation (6.38), on peut utiliser
M’ (T) au lieu deMF (7).

Soientp;;(t) = P{X} = j} etP(t) = [pi;(t)]:jer. OnaP(t) = exp(Mt) (voir par exemple
A ’ hY 141 A H _ﬁ e
[57]). Par conséquent, d’apres (6.44) Ielemmﬂ;(T) de la matriceM"(T") = [m’jj (D) jer
peut s’écrire comme suit :

AT = — ! 2 ()dt, 6.45
£ (T) /Opxt)t (6.45)

en utilisant lec’(X}) (rappelons que*(v) = 1 siv = k ete®(v) = 0 sinon, voir le paragraphe
5.3.3.2 du chapitre 5), I'équation (6.45) peut s’écrire omrsulit :

mé (T) = —E[ / : a’(x;’)dt] (6.46)

En se basant sur I'ergodicité du processus de Maﬂféj\(,T) peut s’écrire de la méme facon
queg;(T), voir le paragraphe 5.3.3.2 du chapitre 5. Alors :

— i T+T
. | szol{e (Xp) ot eJ(Xt)dt}
m;;(T) = — lim N : (6.47)
N=o0 D h—o € (Xg)
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-0.02 T T T T

= - estimation via de MM
< L — exacte

I
I
-0.024 +
P

-0.026 11

~0.028 Mt~

-0.03 ¥

-0.0321%
0

Nombre de transitions x 10*

FIG. 6.7 — Représentation de I'estimateursddebasé sur I'estimation directe de I'inverse géné-
ralisée en fonction de la taille de la trajectoire observée

La démonstration de (6.47) est similaire a celle donnée péguation (5.18). Il est clair
que (6.47) nous permet de calculer directement I'estimateliinverse généralisée grace a une
seule trajectoire observée sans utiliser I'estimateuadedtrice génératrice.

Remarquons que la démarche d’estimation de l'inverse gésée est similaire a celle du
potentiel de performanag Alors, la longueur de périodE peut étre choisie de la méme fagcon
que pour I'estimation dg (c’est-a-dire qu’il est basé sur la durée moyenne du prepaissage
de I'un a l'autre état).

L'estimateur de I'inverse généralisée est alors :
M* = [m*(T)], pour tousi, j € E.

Notons que I'estimation du vecteur de probabilité d’ocdigrad’états est obtenue par I'équa-
tion (5.11) du chapitre 5. Alors, d’apres les équations85.8n obtient finalement :
SW = —7Q°MH(I + Q°M!) ' £. (6.48)

Reprenons maintenant I'exemple 4, auquel on applique egpeoche afin d’estimer la
variation totale de la disponibilité asymptotique du sgsté On utilise la méme trajectoire
simulée au paragraphe précédent pour I'estimation deelse/généralisée.

En utilisant (5.9), la durée moyenne du premier pas$aggaut :

A

[ = 2614,

en se basant sur cette valeur, on choisit la longueur dedeéfic= 2700, et d’aprés (6.47), on
obtient I'estimation de l'inverse généralisEé.
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Finalement, d’aprés I'’équation (6.48), on obtient I'esitran de la variation totale de la

disponibilité asymptotique provoquée par les changem&nisltanés de 10% pour tous les
taux de défaillance :

SA = —0.027867.

Le résultat nous montre que la valeur estimée est tout adaiparable avec celle de la
théorie. La figure 6.7 représente I'évolution de I'estimiated basé sur I'estimation directe du
groupe inverse en fonction de la longueur de la trajectoire.

En regardant les deux figures 6.6 et 6.7, on constate quiel&siurs A basé sur I'estimation
de linverse généralisé®I* converge plus rapidement que celui basé sur I'estimatiotade
matrice génératric/.

Notons que I'estimation de l'inverse généraliféE directement permet de calcul&yl’
avec une seule inversion de matrice (voir la relation (§,48) lieu de deux pour la méthode
basée sur I'estimation de la matrice génératrice, voiugpn (6.40).

6.5 Conclusions

On a étudié dans ce chapitre un indicateur des variationgdermances asymptotiques
qui sont provoquées par des changements simultanés de gisgarfiabilistes (taux de dé-
faillance/réparation, ou plus généralement, taux de itiansentre des états...), ou plus gé-
néralement, par un changement de la matrice des taux déitrartkl processus de Markov.

Afin de calculer cet indicateur, on a présenté une méthodgtane permettant de don-
ner des résultats exacts. Pour les cas ou la matrice géoérast inconnue, deux approches
différentes permettant d’estimer cette variation graceeseule trajectoire observée (qui cor-
respond aux données de retour d’expérience dont on dispaiseproposées. L'approche basée
sur I'estimation de la matrice génératrice du processusaiidw est simple et facile a réaliser.
Les résultats numeériques nous montrent que la valeur estsietout a fait comparable avec
celle obtenue analytiquement. La deuxieme approche baséestimation directe de I'inverse
généralisée peut donner aussi de bons résultats. La cosgpaemtre ces deux approches a été
considérée au travers d’'un exemple et les résultats nungsrimontrent que la convergence de
la premiére approche est moins rapide que celle de la secDeddus, la deuxieme approche
nous permet d’éviter une inversion de matrice.

Dans le chapitre suivant, nous considérons l'utilisatiecet indicateur afin de calculer ana-
lytiqguement, et d’estimer des facteurs d'importance diffdiels dans le contexte des systemes
markoviens a composants dépendants.

136



Chapitre 7

Facteur d’'importance differentiel :mise en
ceuvre et extension

7.1 Introduction

Pour identifier la contribution relative d’'un composant cundgroupe de composants aux
variations des performances du systéme qui sont provoquegedes changements simultanés
des parametres fiabilistes, un facteur appelé facteur ditapce différentiel a été introduit
récemment par Borgonovo [18]. Ce facteur est privilégiérdes études de sdreté dans les
centrales nucléaires [16, 17, 99]. Jusqu’a présent,auéuel@ppement n'a été proposé pour
calculer ce facteur dans le cas de systemes markoviens.

Dans ce chapitre nous nous intéressons, d’'une part, a neettoeuvre ce facteur dans le
contexte des systemes markoviens, d’autre part, a proposagxtension ayant pour objectif :

— de poursuivre les études de sensibilité dans des dirsajisgiconques;;

— de permettre une utilisation plus large du facteur propaséorgonovo quand celui Ci

n’est plus satisfaisant.

Afin d’évaluer ce facteur et son extension, nous proposons da premier temps des mé-
thodes analytiques pour des résultats exacts, et dans andseemps, des méthodes d’esti-
mation permettant d’utiliser une seule trajectoire ob&erdu systeme. Un lien direct avec le
facteur de sensibilité multi-directionnelle MSM, est égaknt établi.

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante : le deuxiemag@gphe a pour objectif de
présenter le facteur d'importance différentiel et son esiten pour un systéme a composants
dépendants décrit par un processus de Markov. Le calcwtans de ce facteur et celui de
son extension sont exposés dans le troisieme paragraphed’@dtimer ces facteurs en régime
stationnaire, des méthodes d’estimation sont considélées le quatrieme paragraphe. Ces
méthodes nous permettent d’obtenir des résultats apm@cpértir des données observées sur
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le systeme. On établit également le lien direct avec le tmate sensibilité multi-directionnelle
présenté dans les chapitres précédents.

7.2 Facteur d'importance différentiel et son extension

Cette section a, d’'une part, pour objectif de présenterdita d'importance différentiel
récemment introduit pour des études de la slreté des systamkaires [18], et d’autre part,
de présenter une extension de ce facteur dans le contexdgstemes décrits par des processus
de Markov.

7.2.1 Facteur d'importance différentiel (DIM)

Soit W la mesure de performance du systéme (la disponibilit/ftébitapacité de produc-
tion globale,...),) est en fait une fonction linéaire des probabilités d’octigpades états.
On suppose quél est fonction indéfiniment dérivable par rapport aux paragseftaux de
défaillance, de réparation...).

La variation de la mesure de performangeprovoquée par les changements simultanés de
K parametresa(;, 2o, - - - , z;, - - - , Tx), SOUS I'nypotheése que ces changements soient suffisam-
ment petit8, peut étre approximée selon I'expression suivante :

oW ~ 61W = 8W(533'1 + 8W5x2 + -+ 8—W(533'K,
0, 0T Ork

oudxy,dxs,...,0xk SONt les variations des parametigsz,, ..., rx respectivement. De fagon
similaire, la variation conduite par la variation du parammeé; est :

ow
oW, ~ 61Wxi = —0x;,
a.fll'i
Le facteur d'importance différentiel(DIM) pour le paramet;, introduit par Borgonovo
[18], est défini comme suit :

W, 5e, 0%
DIM (x:) =~ =K g, (7.1)
j=1 0z; =7

Cette relation donne la contribution relative du composéapti est caractérisé par le paramétre
x;) par rapport a la variation de la mesure de performaice

SRappelons que la condition “suffisamment petits” a été eitpk dans [18] en utilisant le critére de conver-
gence de la séquence de Cauchy
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De fagon similaire, on peut définir le DIM pour un groupe deapaétres «;, z;, ..., ;)
comme la suivante :

ow ow ow
DIV (11 2o ) = O o _ 0008 F 00, 000 (7.2)
(3 Rad/ RIS - - ) .
oW Z]K:1 ng;(sxj
ou:
ow ow ow

W v w0 Wy o o= —0x; + —0T; + ... + —0xy.

T ey BT 8xix+8:cj xj+ +6:1:l x

est la variation de la mesure de performance provoquee pesuge de parametres;(z;, ..., z;).

Remarquons que I'on peut classer des composants ( groupesng@sants) selon leur
importance donnée par ce facteur DIM.

Propriétés de DIM

Par construction, le DIM posséde les deux propriétés stegan

1. Le DIM d’'un groupe de parametres est égal a la somme des Bf\pdrametres.
DIM (z;, zj, .., ;) = DIM (z;) + DIM (z;) 4 - - - + DIM (z).

Cette propriété nous permet de calculer facilement I'ingpare d’'un groupe de para-
metres (ou composants) a partir de 'importance de chaguergdres.

2. La somme des DIM de chacun des parametres du systeme qpiesturbés est égale a
I'unité. C’est-a-dire que :

DIM (1) + DIM (z3) 4 - - - + DIM () = 1.

En se basant sur cette proposition, on peut évaluer I'impog d’'un paramétre (compo-
sant) grace a I'importance des autres parameétres (conigdsan

DIM (z;) =
—1— [DIM(2) + DIM(22) + - - - + DIM (2;_1) + DIM (z;11) + - - - + DIM (z ).

DIM pour une direction spécifique

Considérons une variation de la matrice génératrice duegsus de Markov due a des
changements simultanés suivddirections différente€),, Q-, - - - , Qx (voir le chapitre 6).

Ms =M+ 0q, Q1 +0q. Q2 + ... + dq Qx,

139



Chapitre 7. Facteur d'importance différentiel :mise en celat extension

oU dq, (pouri = 1,..., K) est la variation selon la directio, de la matrice des taux de
transition du processus de Markov.

Selon la définition de DIM, on peut définir une généralisaterDIM comme suit.

dw 5Q'
DIM(Q)) = =g — (7.3)
Zj:l @5%
ou W est la dérivée de la fonctio’ dans la directior@; (le paragraphe 3.2.2 du chapitre 3).
Par construction, le DINQ;) donne la contribution relative de la direction de sengdfl);
par rapport a la variation totale de la mesure de performddedacon similaire, le DIM pour
un groupe de directions est défini selon I'expression stévan

6-0q; + 55-0q; + - + S 5Ql
;( (7.4)
Z] 1 de(SQy

Notons d’'une part que deux propriétés du DIM (relatif & urapatre) présentées ci-dessus
sont applicables pour le DIM relatif a une direction en reagpht les parameétres, x, ..., rx
par les directions de sensibili@;, Q., ..., Qx. D’autre part, on a montré dans le chapitre 3
gue la direction de sensibilité peut représenter la daatiun parametre ou d’un groupe de
parametres, ou plus généralement, la direction de tauxadsition entre des états. Par consé-
guent,le DIM relatif & paramétre correspond au cas paiticdlu DIM calculé avec les ma-
trices de directiorQ;, Q», ..., Qx qui représentent les directions des parametres, c’esea dir

Q Qx17Q2 szu"'7QK = QxK-

Par définition, le DIM ne prend en compte que I'impact de cleamgnts au premier ordre.
Une condition nécessaire pour une utilisation correcte i €&t que ces changements soient
"suffisamment petits". Afin de s’affranchir de cette coratition propose de s’intéresser a une
extension de ce facteur qui correspondrait a un DIM aux sreu@érieurs.

DIM(Q;,Q;, ..., Q) = o

7.2.2 DIM aux ordres supérieurs (DIM")

Remarquons que la variation de performandé], peut étre calculée précisément selon
I'expression suivante (voir I'équation (6.9) au chapitje 6

W = i S'W,
=1

ou &'V est la variation alriéme ordre et son interprétation est donnée par I'équéidi0).

On s’intéresse a mesurer la contribution relative du compias(qui est caractérisé par le
parametrer;) par rapport a la variation totale de performan¢€. Pour ce faire, on propose
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donc une extension du facteur d'importance différentighedé¢e DIM aux ordres supérieurs et
notée DIM'. Le DIM* du parameétre; est défini comme suit :

oW
avecoW,, est la variation de performance provoquée par le changetegp@rametre:; (voir
la relation (6.4)).

DIM*(z;) = (7.5)

De fagon similaire, le DIM pour un groupe de parametrgs;, ..., z; est donné par :

5Wx¢,xj ----- x

DIM*(z;, xj, ..., ;) = ST -, (7.6)

OUOWy, o;....z, €St la variation de la mesui& provoquée par les changements simultanés des
parametres;, x,...,z;.

Il est clair que le facteur d'importance différentiel auxiags supérieurs (DIN) prend en
compte tous les effets aux ordres supérieurs. Le Dpgut donner plus précisément la contri-
bution relative d’'un composant (ou d’'un groupe de compaainia variation totale de per-
formance que le DIM. Notons toutefois que I'évaluation dé/Dlest plus complexe que celle
de DIM. C’est la raison pour laquelle on présente seuleme@tIM* en régime stationnaire
(dit DIM* stationnaire). Quant au DIM, il est étudié en régime stat#mre ainsi qu’en régime
transitoire.

7.3 Evaluation analytique de DIM et de DIM*

Dans ce paragraphe on s’intéresse aux méthodes analyfigtresttant de donner des ré-
sultats exacts de DIM et de DIMlans le contexte des systémes markoviens.

7.3.1 Evaluation de DIM en stationnaire et en transitoire

Ce paragraphe a pour objectif de montrer comment le factédrdour un parametre, pour
un groupe de parametres, ou plus généralement, pour ucéairguelconque peut étre calculé
de facon analytique. Pour ce faire, on propose un lien deete le facteur DIM et le facteur
proposé MSM (voir le chapitre 3). Cela nous permet d’évatapidement le DIM a partir des
résultats du MSM.

7.3.1.1 Lien direct avec le facteur MSM

On rappelle que MSIQZ, = j—g, le DIM selon la directiorQ; (d’apres I'’équation (7.3)) peut

donc s’écrire comme suit :
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DIM(Q,) = %, MSMq, (7.7)
YR g,MSM '
Et d’aprés I'équation (7.4), on a :
5, MSMY + 5 MSMY + ... + 6o MSMY
DIM(Q:,Q;, ..., Q;) = ———— Q% = Y TTQ, @ (7.8)

> g,MSMg,

Jj=1

Ces relations permettent de faire un lien direct entre leetaa’'importance différentiel au
premier ordre DIM et le facteur de sensibilité multi-diieanelle MSM.

Rappelons que la section 3.3 a porté sur I'étude du facteuvl S régime transitoire (y
compris le MSM instantané, le MSM moyen sur l'intervalle denps donné), et aussi en ré-
gime stationnaire (le MSM stationnaire). En effet, le chémalytique de ces mesures (le MSM
instantané, le MSM moyen, et le MSM stationnaire) a été étudiapres la relation (7.7), on
peut alors calculer analytiquement le DIM instantané, mague I'intervalle de temps donné et
également le DIM stationnaire selon une direction d'intéréutilisant le facteur MSM.

DIM pour un paramétre  Pour les cas ou les changements sont liés aux parametresi@au
défaillance ou de réparation), la relation (7.7) devient :

5z;MSMG
- :
ijl (SI'JMSMgT]

DIM (z;) = (7.9)
Dans le chapitre 6 on a signalé qu’il existe principalementxdypes de variation de para-
metres :
— le type 1 (changements uniformes) qui se base sur le faitaysees parametres varient
simultanément avec une méme quantité ;
— le type 2 (changements proportionnels) pour lequel toupdeametres varient simulta-
nément avec un méme pourcentage.

Changements uniformes : D’apres I'équation (7.9), pour les changements uniforrees,
facteur DIM relatif du paramétre; ou de la directionQ,, peut s’écrire simplement comme
Ssuit :

w

MSMg,,

K w
PRy MSMQ%

DIM(Q.,) = (7.10)

cardz; = dx; pour tousi,j = 1,2,..., K. Cette relation nous montre que si les parametres
varient uniformément alors le DIM ne dépend pas de la quadétchangement.
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Dans ce cas l'importance d’'un composant basée sur le fabidirsous I'hypothése que
des paramétres du systeme varient uniformément et ceflalidacteur MSM conduisent au
méme résultat. En effet si on suprNﬁMVQ"IJ > |MSMg’Ij |, alors I'équation (7.10) conduit
a|DIM(z;)| > [DIM (z;)|.

Changements proportionnels : On considére maintenant le cas dans lequel des para-
metres changent simultanément avec un méme pourcentage= w * x; pour touti =
1,2, ..., K. Par conséquent, on peut obtenir la relation suivante é&{t.9) :

;MSMg
R :
> et ijSMVQVIj

DIM (z;) = (7.11)

D’apres cette relation, on trouve que le DIM ne dépend pas.de

Remarguons que le DIM pour un parameétrg €n régime stationnaire peut étre évalué via
le facteur MSM ou directement par la relation suivante ceagréquation (6.19) :

S'W,,  —wQ)Mf
W —mwQMEf

DIM (z;) = (7.12)

7.3.1.2 Exemple d’'application

Considérons maintenant I'exemple 4 présenté au chapit@n&’intéresse ici au facteur
DIM afin d’étudier 'importance des composants pour la penfance du systeme qui est vue
via la disponibilité instantanée et la disponibilité asyatigue.

On commence par calculer le MSM de la disponibilité du systgar rapport aux direc-
tions de taux de défaillance. Lorsque le taux de défaillainceomposan; vaut \; ou \;,
la sensibilité de la disponibilité du systeme par rapportaax de défaillance du composant
(' peut étre définie par MSM@’ ouQ, 5, = Qi + Qg En utilisant I'équation (3.14), on
obtient les MSM, ;_, 4(1), et MSI\/@2A1Xl (t). Leurs évolutions avec temps sont représentées
sur la figure 7.1. Pour étudier la sensibilité de la dispditddsymptotique par rapport aux taux
de défaillance des composants (ce qui correspondent auxdwEdtlonnaires), on se base sur
I'équation (3.31). Et les résultats obtenus sont reporaés ¢k tableau 7.1.

En se basant sur ces résultats, nous pouvons étudier Itammard’'un composant. Selon les
résultats représentés sur la figure 7.1, on trouve un clasgaia I'importance des composants
comme suit. Sur l'intervalle de temfig 1150] : Cy > C; > C5 > (4, c’est-a-dire que le plus
important composant est, tandis queC, est le plus moins important. A partir de I'instant
t = 1150, 'importance des composant§ et C; change. En effet(; devient plus important
queC et le classement eét, > C3 > C; > (. Ce classement est maintenu jusqu’a I'infini,
voir tableau 7.1.
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FIG. 7.1 — Sensibilité de la disponibilité instantanée par oapaux taux de défaillance
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FIG. 7.2 — DIM des paramétres pour les cas ou les taux de défallearient simultanément
d’'un méme quantité

Changements uniformes des parameétres : Supposons maintenant que les taux de défaillance
des composants varient simultanément et uniformément@ements uniformes - type 1). Ces
changements conduisent a une variation de la disponitdilitgysteme. Nous nous intéressons
a la contribution de chagque composant a cette variatior. &oftaire, on calcule alors le fac-
teur DIM relatif de chaque composant. Sachant que la relgfidl1) nous permet d’obtenir
facilement le DIM grace aux résultats du facteur MSM.

La figure 7.2 représente I'évolution avec temps de DINI_,. , et de DIM(),),). Ces
résultats montrent qué, > C; > C3 > C, sur l'intervalle de temp$0, 1150]. Des l'instant
t = 1150, le classement de I'importance des composants d'impastdegientC, > C3 >
C, > C,. Et ce classement est maintenu jusqu’a l'instant infinir tadbleau 7.1.
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Grace aux résultats de MSM stationnaire donnés dans leataBlé, le facteur DIM station-
naire peut étre facilement obtenu en utilisant la relatibfX), voir le tableau 7.1. On rappelle
que le DIM en régime stationnaire peut étre évalué en utiliEacalcul analytique donné par
I'équation (7.12).

MSM DIM

Composant] MSM Valeur  Ordre DIM Valeur Ordre
Cy MSMg, 283094 3 |DIM(\J;) 02088 3
Cy MSMg, ~ -49.3440 1 | DIM(),) 0.3640 1
Cs MSMg, ~ -31.2916 2 | DIM();) 0.2308 2
Cy MSMg, ~ -26.6111 4 | DIM(\,) 0.1963 4

TAB. 7.1 — Résultats des facteurs d'importance MSM statioprediDIM stationnaire liés a des
changements uniformes des taux de défaillance

Les résultats montrent que I'importance d’'un composargédasr le facteur MSM et celle
liée au facteur DIM, sous I'hypothese que les changemerstpdmametres varient uniformeé-
ment, conduisent au méme résultat. Ce qui est normal pudanece cas, le MSM et le DIM
sont égaux a une facteur muliplicatif prés.

Changements proportionnels des parametres : Considérons maintenant que les taux de
défaillance varient simultanément d’'un méme pourcentelgagngements proportionnels - type
2). Ici encore, nous nous intéressons la contribution dgudhaomposant a la variation totale de
la disponibilité. Pour atteindre cet objectif, on calcalators le facteur DIM relatif de chaque
composant. Sachant que la relation (7.11) nous permetatioldfacilement le DIM grace aux
résultats du facteur MSM.

La figure 7.3 représente I'évolution avec le temps de DIM_,. 4 et de DIM(); ;). Ces
résultats montrent que :

— C1 > Cy > C5 > Cy sur l'intervalle de temp$0, 300] ;

- C1 > C5 > Cy > Cy sur l'intervalle de temp$300, 350 ;

— C1 > Cy > C5 > Cy sur l'intervalle de temp$350, 750 ;

— etapreg = 750 : Cy > C; > C3 > (C, et ce classement d’'importance est maintenu

jusqu’a l'infini, voir tableau 7.2.

Il est clair que dans ce cas (changements proportionniglg)drtance d’'un composant basée
sur le facteur MSM est différente de celle donnée par le tmddM. Cela est normal car le
DIM prend en compte les variations effectives des paramétrgas seulement la valeur des
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FIG. 7.3 — DIM des parameétres pour les cas ou les taux de défallaarient simultanément
d’'un méme pourcentage

MSM DIM
Composant MSM Valeur  Ordre DIM Valeur Ordre

Ch MSM’%A . -28.3094 3 | DIM(M\A) 0.2254 2

171
Cy MSM’%Az -49.3440 1 DIM()\;)  0.1750 4
Cs MSM{Q‘A -31.2916 2 DIM()\;) 0.2219 3

3
Cy MSM{Q‘M -26.6111 4 DIM()\,) 0.3775 1

TAB. 7.2 — Résultats des facteurs d'importance MSM statioprediDIM stationnaire liés a des
changements proportionnels des taux de défaillance

dérivées partielles. Le DIM est ainsi plus adapté a un chmegéproportionnel des parametres
car il synthétise mieux toutes les caractéristiques dertaiation. Il peut donc étre intéressant
de prendre en compte ces deux criteres pour les études dbilensn fonction du type de
variations envisageé.

7.3.2 Evaluation de DIM" en régime stationnaire

Dans ce paragraphe, on montre comment le D&yl régime stationnaire ( DIMstation-
naire) peut étre calculé analytiquement. Pour ce faire,tisauprincipalement le résultat du
calcul de I'indicateur de variation de performard& présenté dans le chapitre 6.

Rappelons que les changements simultané& gmrametres (taux de défaillance/taux de
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réparation) conduisent a un changement sur la matrice gjeicér:
M; =M+ Q’,

ouQ’ = Zfil 0x;Q.,. Nous avons montré dans le chapitre 6 que la variation td&feerfor-
mance asymptotiquel” produite par ce changement peut étre évaluée selon |'esipres. 38,
soit :

SW = —mQ°M* (I + Q°M*) ! f,

oulI est la matrice identité de la méme taille e 7 est le vecteur de probabilité d’occupation
d’état en régime stationnairerM = 0) et M? est I'inverse généralisée [82] de la matrice
génératrice.

De facon similaire, la variation de performance asymptitjl,,, provoquée par le chan-
gement du parametre vaut :

W, = —m Q) MY I+ Q) M%) f,

avecQ) = 0,,Q.,.

De facon plus générale, la variation de performance asytigptoproduite par la variation
de la matrice génératrice selon la directfQnest :

6Wa, = —m QY M¥(I+ Q}) M?) ' f,

avecQg,, = 9q,Q..

Selon la définition (7.5), le DIMpour un parameétre en régime stationnaire ( DBation-
naire) peut étre calculé selon I'expression suivante :

Q) MAI+ Q) MF)~'f

DIM*(z;) = . 7.13
) QM QM) T 719
Le DIM* stationnaire selon une direction de sensibilité est calcalmme suit :
Q% MI + Q4 MF)~L
DIM*(Q,) — Qo MF(I+ Qg M*) ' f (7.14)

TQMHI+ QMA)~f

Ces relations nous permettent de calculer analytiqueraddINI* stationnaire relatif d'un
parametre ou selon une direction quelconque. Notons tmstef’'une part, que la condition
nécessaire pour le DIMest le fait que la variation totale de performantg soit différente de
zéro. D’autre part, il a été demontré dans le chapitre 6 qoeekure de performance stationnaire
peut étre inchangée (c’est-a-dirdt = 0) lorsque tous les parametres (taux de défaillance/taux
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de réparation) changent simultanément avec un méme paageerie DIM ne peut pas donc
étre défini pour les cas ou tous les parametres varient simértient avec un méme pourcentage.

Reconsidérons maintenant 'exemple présenté au paragmphbédent. Nous nous intéres-
sons a la comparaison des résultats obtenus par |e' Btdionnaire et ceux donnés par le
DIM. Pour ce faire, on suppose que tous les taux de défadlancle réparation changent si-
multanément du méme pourcentageOn considére ensuite deux scénarios de changement des
paramétres : le premier avec= 1% et le deuxieme avee = 15%.

Composant DIM Valeur Ordre DIM* Valeur Ordre
o DIM(A\1)\;) 0.2254 2 | DIM*(A\;A;) 0.2240 2
Cs DIM();) 0.1750 4 | DIM*()\,) 0.1749 4
Cs DIM(Xs) 0.2219 3 | DIM*(\;) 0.2209 3
Cy DIM(\y) 0.3775 1 | DIM*(\) 0.3770 1

TAB. 7.3 — Résultats de DIM et de DiVen régime stationnaire : cas ou les taux de tous les
composants varient simultanément du méme pourcentagel %

En se basant sur la relation (7.11), le DIM stationnaire @t calculé via le MSM sta-
tionnaire qui est obtenu par I'équation (3.31). Quand au Dékhtionnaire, il peut étre évalué
directement grace a I'équation (7.5). Et les résultatsralgesont donnés dans les tableaux 7.3
et7.4.

Composant DIM Valeur Ordre DIM* Valeur Ordre
o DIM()\;)\;) 0.2254 2 | DIM*(A;)\;) 0.2068 3
Oy DIM();) 0.1750 4 | DIM*()\;) 0.1747 4
Cs DIM(\3) 0.2219 3 DIM*(\3) 0.2082 2
Cy DIM(\y) 0.3775 1 DIM*(\s)  0.3709 1

TAB. 7.4 — Résultats de DIM et de DiVen régime stationnaire : cas ou les taux de tous les
composants varient simultanément du méme pourcentagel 5%

Les résultats montrent que le DIM ne dépend pas du pourced@aghangement et que le
DIM et le DIM* peuvent conduire a un méme classement quand les variagsnsadametres
sont suffisamment petites. En effet, pour le cas= 1% les résultats obtenus avec le DIM
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sont trés proches de ceux donnés par le Détlles deux DIM et DIM conduisent au méme
classement’; < C3 < C; < (4 (voir tableau 7.3). Au contraire, pour le cas= 15%, les
résultats reportés au tableau 7.4 montrent que les DIM smhtangés tandis que les DIM
changent et conduisent a un nouveau classement des cortgposan

7.4 Estimation de DIM et de DIM* en régime stationnaire

7.4.1 Estimation de DIM stationnaire

Dans le chapitre 5, nous avons montré que le facteur MSNostadire peut étre estimé
a partir d’'une seule trajectoire. En effet, nous avons pitéstois approches différentes : la
premiere basée sur I'estimation de la matrice génératrigaacessus de Markov, la deuxiéme
liée a I'estimation du facteur de réalisation de pertudraét la troisieme basée sur I'estimation
du potentiel de performance. Les deux derniéeres offrenbd&imeux avantages au niveau de la
convergence. Nous avons montré également que la troisisnpasiculierement efficace dans
le contexte des grands systemes car elle peut réduire lalexitému niveau du temps de calcul
(voir section 5.4).

D’apreés la relation (7.7), on obtient I'estimation du faet®IM stationnaire (DIM en ré-
gime stationnaire) selon une directi@ comme suit :

5a,MSMy,

DIM(Q,) = -
K 5,MSMg,

(7.15)

. o W A < .
Comme les estimateuMSMq, , pour: = 1,..., K, peuvent étre obtenus a partir d'une seule
trajectoire observée, I'estimateDiM (Q;) peut étre évalué grace a une seule trajectoire égale-
ment.

De facon similaire, d’aprés la relation (7.9) le DIM statiaire pour un parametre peut étre
estimé par :

i 52:MSMg,
DIM (z;) = — . (7.16)
Si les parameétres varient uniformément, on a :
) MSMg,
DIM (z;) = & (7.17)

S MSMg,
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Si les parametres varient simultanément d’'une quaantite¢ : = 1, ..., K, le I'estimation de
DIM (z;) est :

AW
K anWo

j=1

DIM (z;) = (7.18)

Remarquons que l'estimation de DIM stationnaire pour urupatre peur étre évaluée par
I'expression suivante selon I'équation (7.12) :

—7 QS Mt f

DIM (z;) = peresvors

(7.19)

Reprenons maintenant I'exemple 4 présenté au paragragbédant en faisant I’hypothéese
supplémentaire que la matrice génératrice du processusadeMest inconnue et que seule-
ment des données de retour d’expérience sont disponildsgi@nées correspondent, du point
de vue théorique, a I'observation d’'une trajectoire nomeirtu processus de Markov. Alors,
pour illustrer les avantages de la méthode d’estimatiosjmmle le processus de Markov avec
les mémes données utilisées ci-dessus sur l'intervallevaignt de 100000 transitions. Pour
I'estimation, on utilise ici la troisieme méthode d’estima, approche basée sur I'estimation
du potentiel de performance exposée au chapitre 5. Grackedapproche, on obtient les es-
timateursMéMgX pour tousi = 1,2, 3,4. Et enfin, on obtient les estimations de DIM)
(1=1,2,3,4) gréée a larelation (7.18). Les résultats reportés aurdal 7.5 et 7.6 montrent
que les valeurs estimées sont proches de celles donnéesrpéthiode analytique.

Composant DIM Théorie Estimatioh DIM* Théorie Estimatioh
o DIM(\1)\;) 0.2254  0.2244 | DIM*(\;)\;) 0.2240 0.2286
Cs DIM();) 01750  0.1681 | DIM*(\;) 0.1749  0.1651
Cs DIM ()\3) 0.2219 0.2247 DIM*(\3) 0.2209 0.2233
Cy DIM (\4) 0.3775 0.3816 DIM*(\y) 0.3770 0.3811

TAB. 7.5 — Evaluation de DIM stationnaire et de Dildtationnaire dans le cas ou les taux de
tous les composants varient simultanément du méme poagsnt= 1%

8Approche basée sur I'estimation du potentiel de performanc
"Approche basée sur I'estimation directe de I'inverse galisére
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7.4.2 Estimation de DIM" stationnaire

L'estimation de la variation de performance asymptotiquegir d’une seule trajectoire
observée a été étudiée dans la section 6.4 du chapitre 6.aNoas présenté deux approches
permettant d’estimeflV’ en régime stationnaire :

— l'approche basée sur I'estimation de la matrice généesvi ;

— l'approche basée sur I'estimation directe de I'inverseégaliséeMi’.

7.4.2.1 Approche basée sur I'estimation de la matrice généirice

La matrice génératricdI peut étre estimée a partir d’'une seule trajectoire obseznée
utilisant la technique basée sur le maximum de vraisemblamr paragraphe 5.4.1.1.

Dans la section 6.4.1, on a démontré que I'estimation deriati@n totale de performance
asymptotique, provoquée par les changements simultanéméhparametres, peut étre obte-
nue par la relation (6.40), rappelons-la :

W = —7Q (M + er) I+ Q (M +er) "' f,
ou les estimateurs et M sont obtenus par les équations (5.11) et (5.24) respectivem

De facon similaire, la variation provoquée par le changendam seul parameétre; est
alors :

W, = —7Q) (M +ert) I+ Q) (M +ew) '] f.

Par définition, on obtient finalement I'estimation du Ditationnaire relatif d'un para-
meétre comme suit :

7QS (M + er) '[I+ QS (M + err)~ |71 f

DIM () = - .
) = QUM + o) [T+ QN+ ert) 1] 1f

(7.20)

De facon plus généralement, le DiMdtationnaire selon une direction de sensibilité est :

7QY, (M + ert) I+ Q% (M + err) '] f
QI (M + err) " [+ Q (M + err)~1]-Lf

DIM™(Q;) = (7.21)

Ces relations nous donnent I'estimation du facteur d’irtgpure différentiel en régime sta-
tionnaire & partir d’'une seule trajectoire observée puidgs estimateurs et M sont estimés
grace a cette trajectoire.
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Composant DIM Théorie Estimatioh DIM* Théorie Estimatioh
Cy DIM(A;\;) 0.2254  0.2266 |DIM*(\%,) 0.2068  0.2082
Cy DIM();) 0.1750  0.1704 | DIM*(\,) 0.1747  0.1701
Cs DIM ()\3) 0.2219 0.2208 DIM*(\3) 0.2082 0.2071
Cy DIM (\4) 0.3775 0.3822 DIM*(\y) 0.3709 0.3756

TAB. 7.6 — Evaluations de DIM et de DIMen régime stationnaire : cas ou les taux de tous les
composants varient simultanément du méme pourcentagel 5%

7.4.2.2 Approche basée sur I'estimation directe de l'invese généralisée

Dans le chapitre 6, on a montré une autre approche baséestimition directe du groupe
inverse afin d’estimer la variation de performance asynguetii’’ du systeme. On utilise
ici ces résultats dans le but d’estimer le Dllgtationnaire en utilisant une seule trajectoire
observée.

En se basant sur la technique de I'analyse de perturbagstiphation de I'inverse généra-
lisée, M, est obtenue par I'équation (6.47). Par conséquent, ségudtion (7.5), on obtient
I'estimation de DIM (z;) comme suit :

_ #Q) M1+ Q) M) f

DIM ™ (z;) = - _ : (7.22)
Q' MH(I+ Q' MF)~! f

ou7r est donné par I'équation (5.11).
De fagon similaire, le DIM stationnaire selon une direction de sensibilité est estipa
I'expression suivante :
Qo MA(I+ QY M) ' f
TQ MH(I+ QM) f
D’apreés les relations (7.22) et (7.21), la deuxieme appraaius permet d’éviter une inver-
sion de matrice. On utilise ici cette approche pour I'estiorade DIM* dans le cas d’exemple

4. Les résultats donnés dans les tableaux 7.5 et 7.6 moqgtretés valeurs estimés sont proches
de celles obtenues par la méthode analytique.

DIM™(Q;) = (7.23)

7.5 Conclusions

On a présenté dans ce chapitre le facteur d'importancereliffi@l et ses extensions dans
le contexte des systemes décrits par des processus de Mdikalune part d’identifier I'im-
portance d’'un composant ou d’'un groupe de composants, @ré’part, d'étudier la sensibilité
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7.5. Conclusions

selon une direction quelconque des performances du sysi@eseméthodes analytiques et
d’estimation ont été considérées pour I'’évaluation de cteta.

Le facteur d'importance différentiel au premier ordre @DtM est introduit principalement
pour étudier la sensibilité par rapport a un parametre ougaaupe de parametres [18]. Dans ce
chapitre, une généralisation de DIM, le DIM selon une dicgcte sensibilité, a été proposée.
On a établi un lien direct avec le facteur de sensibilité muifectionnelle MSM. Grace a ce
lien, le DIM et son extension peuvent étre évalués d’une partune méthode analytique qui
donne des résultats exacts, et d’autre part par des méthtgsnation qui donnent des ré-
sultats approchés. Ces méthodes d’estimation ont I'agarmta permettre d’utiliser directement
des données de retour d’expérience (dates de transitioystinse d’'un état dans un autre) pour
I'évaluation de ce facteur.

Toutefois le DIM ne rend compte que des effets d'une vamaties parametres sur les
performances du systéme au premier ordre. Il est donc raddede I'utiliser sous I’hypothése
que les variations des paramétres sont "assez faibles"uReuwtilisation plus large, nous avons
présenté une extension de DIM appelée DIM aux ordres supgét notée DIM qui prend en
compte les variations de performance a un ordre quelcorfuede I'évaluer, nous avons
proposé une meéthode analytique ansi que deux méthodesraitsn.

L'utilisation envisagée de DIM, de DIMet ainsi que leurs évaluations sont résumées dans
le tableau 7.7.

Facteur| Régime transitoire Régime stationnaire
Ouf® Ouf®
DIM -lien direct avec MSM -lien direct avec MSM
-évaluation analytique -évaluation analytique/estimée
e tix Oui
DIM* pas encore étudié | |, . . .
-évaluation analytique/estimée

TAB. 7.7 — Utilisation envisagee et méthodes d’évaluation dtefa d'importance différentiel
DIM et de son extension DIM

8Sous I'hypothése de variation petite des paramétres
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Conclusion générale

Les travaux et les résultats présentés dans ce mémoirernentée développement d'in-
dicateurs d’aide a la décision en exploitation, en maimeaat méme en conception d’'un
systéme décrit par un processus de Markov. Les indicateéwslappés correspondent a des
facteurs d’importance au sens classique du terme, tebaggiit définis en sdreté de fonctionne-
ment. Ces facteurs permettent de mener des études de bEngdair identifier les principaux
points faibles d’un systeme du point de vue de la sécurit@ddimtenance, la productivité, ...

L'originalité des travaux présentés ici est de s’intéreada définition de tels facteurs dans
le cas de systémes dynamiques dont les composants peueedépendants. Pour modéliser
ces dépendances nous avons choisi de nous limiter au cadceviea.

Concretement, nous nous sommes intéressés dans ce mémoire a

1. une proposition d’'un nouveau facteur d'importance. #g# du facteur de sensibilité
multi-directionnelle (MSM),défini comme la dérivée de lasure de performance selon
une direction quelconque définie par une matrice direcab@npermettant en fait de
fournir des éléments d’aide pouri) @nalyser la sensibilité de la performance du sys-
téme par rapport a un parametre (d’'un groupe de paraméetrg)lus généralement, a
une direction quelconqueij Y identifier I'importance d’un composant (ou d’'un groupe de
composants), ainsi que I'importance d’un état (ou d’'un geod’états) du systeme. Des
applications du facteur proposé ont été mises en place posystéme de production
dans lequel les mesures de performance du systeme sonpdaitigité et la capacité de
production globale ;

2. la mise en ceuvre et I'extension du facteur d'importanéféreintiel (DIM) : le facteur
DIM proposé réecemment sous I'hypothése de composants endé@pts a été mis en
ceuvre dans le cadre des systemes markoviens a composagrigaiéys. Le facteur DIM
permet de mesurer la contribution relative d’'un composdinn(groupe de composants),
ou plus généralement, d’'une direction quelconque, a latian totale de performance.
Le lien direct avec le facteur proposé MSM a été établi. Loesig DIM est limité par
I'hnypothése de petite variation des paramétres, I'extende DIM notée DIM a été pro-
posée en prenant en compte I'’hypothese plus réaliste divas quelconques.
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Conclusion générale

Pour I’évaluation des facteurs étudiés (y compris le MSIlglDéVl et DIM*), on a proposeé,
d'une part, des méthodes analytiques efficaces permettadbuaner des résultats exacts en
régime transitoire (sauf le DIKJ ainsi qu’en régime stationnaire. On a présenté également
des méthodes d’estimation dans le but d’estimer ces fac{earrégime stationnaire) a partir
d’'une seule trajectoire observée du systeme sans pertagoearametres. Les études montrent
gue la méthode d’analyse perturbationnelle offre un offitace permettant I'estimation des
indicateurs de fiabilité en utilisant directement des desrue retour d’expérience.

Les résultats numériques dans ce mémoire nous permetiems, ghrt, de montrer l'intérét
de chacun des facteurs d’'importance étudiés dans le bualgisar la sensibilité selon une
direction d’intérét et d’identifier I'importance d’'un corgant (d'un groupe de composants,
d’un état, ou d’'un groupe d’états du systéme). D’autre pag résultats numériques permettent
une comparaison entre les facteurs étudiés ainsi qu'aergn@aéthodes de calcul utilisées.

On a exposé également dans ce mémoire (voir 'annexe A) wake éhontrant comment
les principaux facteurs d’'importance fiabilistes peuvdrd énis en ceuvre et évalués dans le
contexte des systemes markoviens a composants indépgrdpattir des méthodes dévelop-
pées dans notre travail de recherche doctorale. Les lieastslientre ces facteurs ont été égale-
ment établis.
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Perspectives

L'ensemble des résultats théoriques et numériques que avauns obtenus nous permet
d’envisager plusieurs perspectives concernant les dgwetoents des facteurs d’'importance
dans le contexte des systémes & composants dépendanttlisation de ces facteurs pour
I'optimisation de la maintenance.

Mesure de variation de performances et le facteur d'importance différentiel étendu en
régime transitoire

Une perspective de recherche intéressante en ce qui cenlesrnhapitres 6 et 7 serait de
chercher une méthode efficace permettant d’évaluer I'atdia de variation de performance
en régime transitoire. En se basant sur ce résultat on poéuauer I'extension du facteur
d’'importance différentiel DIM a I'instant donne.

Facteurs d'importance existants pour un systeme a composdépendants

Les facteurs d’importance existants présentés dans lateh@p(par exemple, le facteur
d’'importance critique (CIM), le facteur d'importance deaghnostic (DIF), le facteur d’aug-
mentation du risque (RAW), ...) sont définis classiguemensd’hypothése d’'indépendance
stochastique entre composants. Il est donc intéressarndi@ ces facteurs d'importance pour
un systeme a composants dépendants.

Utilisation des facteurs d’importance fiabilistes

Lorsqu’il n’est pas toujours possible d’évaluer de facohastive et compléte les consé-
guences d’'une décision sur le systeme, l'utilisation detetas d'importance fiabilistes pour
la prise de décision doit s’appuyer sur une démarche hguresvalidée permettant d’éviter de
“mauvaises” décisions, a défaut de savoir établir les d#@optimales.

Nous prévoyons d’étudier I'utilisation des facteurs d’omance présentés dans ce mémoire
(y compris le facteur MSM, l'indicateur de variation de merhancejIV ainsi que le facteur
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Perspectives

différentiel DIM) pour optimiser les parameétres de maiaigre afin de conserver ou d’aug-
menter les performances du systéme (la disponibilité édaapacité de production globale,
...), €n prenant en compte des contraintes, comme par egel@pbdt de maintenance, I'indis-
ponibilité de composant pour la maintenance, ...
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Annexe A

Facteurs d'importance fiabilistes pour un
systeme markovien a composants
iIndependants

On présente ici une étude sur la mis en ceuvre et sur I'évafudés facteurs d’'importance
fiabilistes existants dans le cadre des systemes markaviemsposants indépendants. Pour ce
faire, on expose d’abord la formulation analytique de cetefars. On montre ensuite comment
ces facteurs d’importance peuvent étre estimés a partiddesées de retours d’expérience
(REX).

A.1 Formulation analytigue des facteurs d’'importance exis
tants

Cette section a pour objectif de présenter des approches éeds directs entre des facteurs
d’'importance existants permettant d’évaluer les six ppiagx facteurs d’importance.

A.1.1 Facteur d'importance marginal

On s’intéresse dans ce paragraphe a présenter trois appnpetmettant de calculer analy-
tiguement le facteur d'importance marginal :

— l'approche basée sur le calcul de la probabilité condiable ;

— l'approche directe liée au calcul du vecteur de probahdibccupation des états ;

— l'approche basée sur le lien direct avec le facteur de lsiitésimulti-directionnelle.
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Annexe A. Facteurs d'importance fiabilistes pour un syst@amovien a composants indépendants

A.1.1.1 Approche basée sur la probabilité conditionnelle

Par définition, le facteur d'importance marginal relatif@mposant peut s’écrire selon
I'expression suivante (voir le chapitre 2) :

MIM (it) = A(Li]t) — A(0i]¢). (A.1)

D’aprés cette relation, on trouve que pour calculer le MINatie d’'un composant ou d’un
groupe de composants, il faut d’abord générer deux modeldsadkov : I'un modéle basé sur
I’hypothése de marche parfaite du compogagttl’autre lié a I'hypothése de panne parfaite du
composant. Ensuite, on calcule les probabilités que le systeme somarche pour chaque
modéle.

Pour calculer le MIM a partir d’'un seul modele de Markov, papche directe permettant
A.1.1.2 Approche directe

La probabilité que systéme soit en marche a l'instaators que le composaritest en
marche étant :

A(ilt) = P{o(s) = 105 = 1)

=P{p(s) =1/s; = 1}P{s; = 1}
= A(L;|t)a;(t),

alors,

A(Lift) =

De facon similaire, on a la probabilité que le systeme soitn@nche a I'instant alors que le
composant est en panne :
Ailt)

A(0i]t) = T— o)

D’aprés (A.1), on obtient une autre formule d’évaluatiorMi® comme suit :

: A(it) A(i|t)
MIM (i|t) = — : A2
(i[¢) wlt)  I—a) (A.2)
Notons d’'une part quel(i|t) peut étre calculé a partir du vecteur de probabilité d’oatiop
détatsP(¢). Plus concretement, sdilp, I'ensemble d’états ou le systeme et le compogant
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sont en marche, ona:

Ailt) = Y Bi(t)

J€Qo,
= P(t)h?, (A.3)

ouh? = (hS(1),h7(2),...)" est le vecteur associé aux états du systéme et I'état du campo
i. h?(j) = 1 sile systéme et le composargont en marche a I'état et (j) = 0 si non.

D’autre part, notons que la disponibilité du systeme peddrg’e sous la forme suivante :

At) = PQ)f
= A(ilt) + A(ift),
alors :
A(ilt) = A(t) — Aift) = P())f — P(t)h$ = P(t)(f — h¥).

Par conséquent, I'équation (A.2) peut s’écrire finalement :

P(t Pt)(f -k’
v ity — POF _ PO = h)
Cette relation nous permet de calculer le facteur MIM a pdttivecteur de probabilité d’occu-
pation d'étatsP(¢) et du comportement de composant

(A.4)

A.1.1.3 Lien direct avec le facteur MSM

Une autre facon permettant de calculer le facteur d’'impagamarginal MIM a partir du
facteur de sensibilité multi-directionnelle se base slieledirect entre ces deux facteurs.

Par définition , on a une relation suivante :
6A(t)/8ai(t)
O\ o\

= MSMg, (t)/

MIM (it) =

dai(t)
E)Y

De fagon similaire, le MIM peut étre défini au niveau de congmbsc’est-a-dire que MSHl () =

Oa; (t)

VL On obtient finalement :

. MSMg, (#)
MIM(Z|t) = W. (A5)

Cette relation nous permet de calculer le facteur d'impmeanarginal MIM via les facteurs
de sensibilité multi-directionnelle MSM.
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Annexe A. Facteurs d'importance fiabilistes pour un syst@amovien a composants indépendants

A.1.2 Facteur d'importance conjoint

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a présenter deux appneetmettant de calculer ana-
lytiguement le facteur d'importance conjoint : la premiamproche basée sur le calcul de la
probabilité conditionnelle et la deuxiéme approche, agpalpproche directe, liée au calcul du
vecteur de probabilité d’occupation des états.

A.1.2.1 Approche basée sur la probabilité conditionnelle

Par définition, le facteur d’importance conjoint relatisd®mposantset j est

o OPA()  OMIM(i]t)
MG = B @oa,@) ~  day)

D'apres (A.1),ona:
o OA(Li[t)  OA(04]t)
M= 0,0 g
= MIM (j|t), — MIM (j[t)o,. (A.6)

En se basant sur I'équation (A.1), on obtient les relatiangsites :
et,
ou :
— A(1;,1;]t) = P{yp(1;,1;,s) = 1} la probabilité pour que le systéeme soit en marche a
I'instant¢ sachant que les composants j sont en marchex((t) = 1 eta;(t) = 1),

— A(0;,04]t) = P{p(0;,0;,s) = 1} la probabilité pour que le systéme soit en marche a
I'instant¢ sachant que les composants j sont en pannex((t) = 0 eta,;(t) = 0),

— A(1;,04]t) = P{p(1;,0;,s) = 1} la probabilité pour que le systéme soit en marche a
l'instant ¢t sachant que le composangést en marche et que le composameist en panne
(az(t) =1 etaj(t) = O) )

— A(0;,1;]t) = P{p(0;,1;,s) = 1} la probabilité pour que le systéme soit en marche a
I'instant¢ sachant que le composangst en panne et que le composamist en marche
(az(t) =0 etaj(t) = 1)

Le JIM(4, j|t) donnée par I'équation (A.6) peut s’écrire finalement selexplression sui-
vante :
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A.1.2.2 Approche directe

La probabilité pour que systeme soit en marche lorsque leposants et j sont en marche
est:

A(i, jlt) =P{e(s) =1Ns; = 1,5, =1}

=P{p(s) =1/s; =1,s; = 1}P{s; = 1}P{s; = 1}
= A(Li, 1[t)ai(t)a; (t)-

Alors :
ALl % . (A8)
De facon similaire, on a:
A(15,0t) = %
A(0;, 1;t) = %
A(0;,0;t) = %

L'équation (A.7) peut donc s’écrire en fait comme suit :

Gy - AGIID | AGTID _ AGTID _ AGl) A9)

a®a;(0) " @@t aa )  aba)

On établit maintenant les formules permettant de calcaked (i, j|t), A(i, j|t), A(i, j|t) et
A(i, j|t) a partir du vecteur de probabilité d’occupation des érts.

Soit2p,, 'ensemble des états de marche du systeme dans lesquetnigesants et j
sont en marched(i, j|t) peut étre calculé selon I'expression suivante :

A jlt) = ) Pyi(t) = P(t)hj), (A.10)

i€Q0,;

avech;; = (hi(1), hi;(2),...)" estle vecteur associé aux états du systéme et des compisants

J hm(l) = 1 sile systeme et les composaftg sont en marche a I'ététeth;(1) = 0 si non.
Remarquons que :
Ali, jlt) = A(ilt) — A(i, j|t) = P()h7 — P(t)hi; = P(t)(h] — hy); (A.11)
A(, jlt) = A(jlt) — A(i, j|t) = P(t)hj — P(t ) P(t)(h] — h); (A.12)

A(i, jlt) = A(t) — A, jlt) — A, jlt) — A(L, jIt) = A(t) + A(, j[t) — A(ilt) — A(j])
= P(t)f + P(t)h};, — P(t)h{ — P(t)h; = P(t)(f + h, — h{ — k7). (A.13)
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Annexe A. Facteurs d'importance fiabilistes pour un syst@amovien a composants indépendants

D'aprés (A.9), (A.10), (A.11), (A.12) et (A.13), on obticimalement :

P(hy  P)(f+h; —hi —h3) Pk —hj) AP (R —h))
a;(t)a;(t) ai(t)a;(t) a;(t)a; (1) ai(t)a; (1)
(A.14)

MG, jlt) =

Il est clair que le JINi, j|t) peut étre calculé & partir du vecteur de probabilité d’oetiop des
étatsP(t).

A.1.3 Autres facteurs d'importance

A.1.3.1 Facteur d'importance critique

On a montré dans le chapitre 2 que le facteur d’importantiejge peut étre calculé via le
facteur d'importance marginal grace a un lien direct ente eappelons-le :

CIM(ilt) = MIM (z‘|t)%ég
1
1

— MIM (i|t)%i8. (A.15)

A.1.3.2 Facteur de diminution du risque
Par définition (voir le chapitre 2), le facteur de diminutide risque pour le composait
est:
A(t)

RRW(it) = .5 (A.16)

Pour la démonstration de I'’équation (2.11), on regardenriatfon de I'indisponibilité/défiabilité
du systeme en utilisant la décomposition pivotale [92].

De facon similaire de I'équation (2.16), on a:
A(t) = a@()[A(0s,t) — A(Li, )] + ALy, 1) (A.17)

ou:
— A(1;,t) est la probabilité que le systéme est en panne a l'instsathant que composant
i esten marchei((t) = 1);

— A(0;,t) est la probabilité que le systéme est en panne a l'ingtsathant que composant
i est en pannex((t) = 0).
D’apres les équations (2.3) et (A.17), on obtient :

MIM (i[t) = A(0;,t) — A(14,t). (A.18)
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A.1l. Formulation analytique des facteurs d'importancestits

Par conséquent :
A1, t) = A(t) — a;(t)MIM (i[t).

En utilisant cette relation, I'équation (A.16) peut s’éercomme suit :

RRW(i|t) = A0 _Z(t) "
— a@;(t)MIM (it)
ou,
RRW(ilt) = ! 7 (A.19)
1 — MIM (imﬁl(t)
En utilisant (2.8), on obtient finalement :
RRW(ilt) = m (A.20)

Ces relations (A.19) et (A.20) nous permettent de calc@déadteur de diminution du risque
RRW a patrtir soit du facteur d'importance marginal MIM, stitfacteur d’importance critique
CIM.

A.1.3.3 Facteur d’'augmentation du risque

Rappelons que le facteur d’augmentation du risque pountgosant est :

RAW(i|t) = Z%O(’;;). (A.21)
D’aprés (A.18), (A.16) et (A.21),0on a:
MIM (ift) 1
O RAW(i|t) RRWOTT) (A.22)
ou,
o MIM (]t 1
RAW(i|t) = T RRWGIT) (A.23)
En utilisant (A.19),0n a:
RAW(i|t) = MIM (z’|t)%ég 41 (A.24)

Cette relation nous permet de calculer le facteur d’augatiemtdu risque RAW grace au facteur
d'importance MIM.
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Annexe A. Facteurs d'importance fiabilistes pour un syst@amovien a composants indépendants

A.1.3.4 Facteur d'importance de diagnostic

On a montré dans le chapitre 2 que le facteur d'importanceaigdstic peut étre calculé
a partir soit du facteur d'importance marginal MIM, soit daicteur d’augmentation du risque
RAW gréace aux liens directs entre eux, rappelons-les :

DIF(i|t) = RAW(i|t)a;(t)
it
(t)
Dans le tableau A.1, on présente les liens directs entreagésurs d’importance présentés

ci-dessus. Ces liens directs permettent de calculer nay@deun facteur d’importance grace
aux facteurs.

~—

e

= (MIM (i[t) 2222 + 1)@ (¢).

N
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Liensdirects entre les facteurs d'importance classiques

Facteur MIM CIM RRW RAW DIF
CIM MIM %Eg 1 |- ﬁv (RAW — 1)28 52; _ zgg
1 1 1 1
RAW | MIM %Eg +1 %Jrl—CIM %Jrﬁv 1 aDétF)
DIF | (MIM %Eg +1)a@(t)  CMay(t) + () ai(%)('\:')'M glg/)v a@,(t)RAW 1

TAB. A.1 — Liens directs entre les facteurs d'importance ctpsss dans le contexte des systémes avec les composantsnddats
stochastiques. MIM ,CIM,RRW, RAW et DIF indiquent Mi¥¢) ,CIM(i|t),RRW(i|t), RAW(i|t) et DIF(i|t) respectivement

avec (A(t) =1 — A(t) eta;(t) = 1 — a;(t).

Ces relations nous permettent calculer rapidement lesdectd’importance relatifs d’'un composant afin de pouvassifier sa
importance a la sQreté de fonctionnement du systeme.

Remarqguons qu’en se basant sur chaque facteur d’'importangeeut obtenir les différents classements d'importamsecdmpo-
sants.
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Annexe A. Facteurs d'importance fiabilistes pour un syst@amovien a composants indépendants

A.2 Estimation a partir de REX

Supposons que les comportements fiabilistes des compdsantgie défaillance et de ré-
paration) et la matrice génératrice du processus de Markanviisconnus, et que seulement des
données de retours d’expérience (qui correspondent aeleagon d’'une seule trajectoire du
systéme) sont disponibles. Nous nous intéressons a estaséacteurs d'importance présentés
ci-dessus en régime stationnaire a partir de ces données.

A.2.1 Facteur d’'importance marginal

Lorsqu’il existe trois approches permettant de calculedydimuement le facteur d’'impor-
tance marginal MIM(voir le paragraphe A.1.1), on utiliseaes trois approches pour I'estima-
tion de MIM en régime stationnaire.

A.2.1.1 Approche basée sur I'estimation dé A

En se basant sur I'équation (A.1), le facteur MIM relatif cungposant en régime station-
naire peut s’écrire comme suit :

MIM (i) = A(1;) — A(0;), (A.25)

ou :
— A(1;) est la probabilité pour que le systéme soit en marche en gésfiationnaire sachant
que composantest en marche ;
— A(0;) est la probabilité pour que le systéme soit en marche en gégfiaionnaire sachant
que composantest en panne

Notons que la probabilité d’étre en marche du composantrégime stationnaire est =
pif (Ni + ). Alors :

1 sietseulementsi, =0etu; #0
a; = . .
0 sietseulementgi; = 0ety; #0

Remarquons également que :
A(1;) = A(0y,) = A+ 0A(0,,), (A.26)

ou A est la disponibilité asymptotique du systémé), ) la disponibilité asymptotique sachant
que); = 0, et A(0,,) la variation de la disponibilité asymptotique provoquéelpdait que le
taux de défaillance du composantarie de—100% sa valeur.
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A.2. Estimation a partir de REX

De facon similaire,
A(0;) = A(0,,) = A+ 6A(0,,), (A.27)

0A(0,,) etant la variation de la disponibilité asymptotique pravee par le fait que le taux de

%

réparation du composantarie de—100% sa valeur.

D’apres les équations (A.28), (A.26) et (A.27), on obtient :
MIM (i) = 0A(0y,) — A(0,,). (A.28)

D’aprés I'équation (6.38) dans le chapitre 6, la variatienla disponibilité asymptotique
provoquée par le changement du taux de défaillance du campasst :

SA(0y,) = TAQyMHI — \Qy MF) 7' £, (A.29)

ou M est I'inverse généralisée calculé grace a la matrice géie&a/1, voir (6.16). De fagon
similaire, on a:

§A(0,,) = T QM (T — 11;Q,,M*) ! f. (A.30)

Les relations (A.29) , (A.30) et (A.28) nous permettent dewdar analytiquement le facteur
MIM a partir du vecteur de probabilité et de la matrice génératridd.

Dans la section 6.4 du chapitre 6, nous avons montré que fegioas de la disponibi-
lité asymptotique peuvent étre estimées a partir d’'uneesteajectoire observée. En effet, les
estimations de&dA(0,,) et dedA(0,,), basées principalement sur I'estimation du vecteur de
probabilité d’occupation d'état et celle de l'inverse généralis@d?, peuvent étre obtenues
a partir d'une seule trajectoire observée en changeargrseut les directions liée aux para-
metres considérés. Par conséquent, on peut obtenir lasindu facteur d'importance margi-

nal comme suit ;

~

MIM (i) = 5A(0,) — 3A(0,,). (A.31)
Il est clair que cette relation nous permet d’estimer leegflactMIM stationnaire grace a des
données de retour d’expériences.

A.2.1.2 Approche basée sur I'estimation der

Nous présentons maintenant une autre facon permettanintéede facteur MIM station-
naire en utilisant seulement I'estimation du vecteur deb@bdlité d’occupation des états en
régime stationnaire.
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Annexe A. Facteurs d'importance fiabilistes pour un syst@amovien a composants indépendants

En se basant sur I'équation (A.4), le facteur MIM relatif cangposant en régime station-
naire peut s’écrire comme suit :
—h’
nmm(wzzzi——f%ﬁ——il.

a;

(A.32)

Notons que la disponibilité asymptotique d’'un composant pere également déterminée a
partir du vecteur de probabilité d’occupation des étatsefiet, soit(); 'ensemble des états ou
le composant est en marche, ona:

a; =Y m=mh;, (A.33)
JEQ
ou h; = (hy(1),h;i(2),...)7 est le vecteur associé aux états du systeme et du composant
hi(j) = 1 sile le composantest en marche a I'état eth,(j) = 0 si non. Alors le facteur MIM
relatif du composantpeut s’écrire finalement comme suit :
mhi w(f —h})
Cette relation nous permet de calculer le facteur MIM stat#re a partir du vecteur de proba-
bilité d’occupation des états. Notons qu’en se basant sur la trajectoire observée dursgste
I'estimateurs est obtenu, voir (5.11). Alors,
A #h? wf —xh’
MIM (i) = —~ — L.
)= Zh, ~ 1= #h
Cette relation nous permet d’estimer le facteur d'imparéamarginal en régime stationnaire
a partir des données de retour d’expérience.

MIM (i) = (A.34)

(A.35)

A.2.1.3 Lien direct avec le facteur MSM

Selon le lien direct avec le facteur de sensibilité multediionnelle (A.5), I'estimation du
facteur MIM est obtenue grace a les estimations des fact@id qui peut étre obtenues a
partir d’une seule trajectoire observée (voir le chapijre 5

) MSMg,
MIM (Z) == Aiaiz.
MSMgq,

A.2.2 Facteur d'importance conjoint

Il existe deux approches permettant d’estimer le facteummbrtance conjoint en régime
stationnaire a partir d’'une seule trajectoire observeée :

— l'approche basée sur I'estimation dlé ;

— l'approche basée sur I'estimation gte
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A.2. Estimation a partir de REX

A.2.2.1 Approche basée sur I'estimation dé A

En se basant sur I'équation (A.7), le facteur JIM relatif demposants et j en régime
stationnaire peut s’écrire comme suit :

De méme esprit du paragraphe A.2.1.1,0ona:
A(ll, 1]) = A(O/\” O)\j) == A —|— (SA(O/\Z, O/\j),

ou A(0,,,0,,) est la disponibilité asymptotique du systeme sous I'hygegique\; = 0 (a; =
1)et); = 0(a; = 1), etdA(0y,,0,,) est la variation de la disponibilité asymptotique sous
I'hnypothése que les taux de défaillance des composaitsvarient de—100% leur valeur.

De facon similaire :

A(OZ, OJ) = A(OM, O,uj> =A+ 6A(O,uz7 O/—Lj>7
A(]-27 0]) = A(O)\i, OMj) == A + 514(())\17 Ouj)u
A(Om 1]) = A(O,uiv O/\j) =A+ 6A(OHZ7 O/\j)'

Par conséquent, (A.36) peut S’écrire :

D’aprés I'équation (6.38) dans le chapitre 6, la variatienaldisponibilité asymptotique pro-
voquée par les changements du parametyes\; est :

FA(Ox,,0x,) = T(AiQu, + A Q) MF [T — (\Qy, + A\, Qu, )M 7' 1.
De facon similaire, on a :
5A<OM7 Oﬂj)

614(0/\1'7 Oﬂj)
0A(0,,, O,\j)

(11 Qu, + 11 Quy)ME [T = (1 Q. + 1;Qu, )MF] 7 £,
m(AQn, + ujQﬂj>Mﬁ [I—(NQu, + uijMﬁTlfa
(1 Qu, + A Qo )VE[T = (1:Q, + A Qn )MF] ' f.
Ces relations nous montrent que I'on peut calculer analgtigent le facteur JIM a partir du

vecteur de probabilité et la matrice génératridel en changeant seulement les directions liées
aux parametres consideres.

La relation (A.39) conduit a I'estimation de J(}j) selon I'expression suivante :

JIM(i, j) = 6A(0y,,0y,) + 0A(0,,,0,,) — §A(0,,,04,) — §A(0y,,0,,). (A.38)
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Annexe A. Facteurs d'importance fiabilistes pour un syst@amovien a composants indépendants

Notons d'une part que le$A(0,,,0y,), 6A(0,,,,0,,), 3A(0,,,0y,) et3A(0y,,0,,) peuvent
étre obtenus grace aux estimatedret M en changeant seulement les directions liées aux
parameétres considérés. Nous avons montré, d’autre pastladaection 6.4 du chapitre 6, que
ces estimateurs peuvent étre obtenus a partir d’'une sajgettsire observée. Par conséquent,
on peut obtenir I'estimation du facteur JIM & partir d’'unelsdrajectoire observée.

A.2.2.2 Approche basée sur I'estimation der

En régime stationnaire, I'équation (A.14) devient :

. AGL)) A(i, j) A(4, j) A(i, §)
IM(i, §) = _ _
MG = YT —a)  al-a) (-
whi  w(f+hy—hi—h}) whi-h})  w(h}—h))
(A.39)

Notons d’'une part qu¢f, h{, h?, hi;, h; et h; sont des vecteurs constants. Alors I'équation
(A.39) nous montre que le facteur JIM relatif des composantpeut étre calculé directement
grace au vecteur de probabilité d’occupation des étaf3’autre part, I'estimation du vecteur
7 est obtenue grace a la trajectoire observée, voir (5.1t dPséquent, on obtient finalement

I'estimation de JIM:, j) comme suit :

th A S _pS_ps 2S4S s g
‘JIAM(Z' j)= wh, + m(f+ hi; — hi — hJ') _ w(h; — hij) B ﬂ-(hj — hij)

(A.40)

Cette relation nous permet d’estimer le facteur d'imparéaconjoint en régime stationnaire
a partir des données de retour d’expérience car ces donagesrtt I'estimation du vectet.

A.2.3 Autres facteurs d'importance

Les facteurs d'importance restants (y compris le factemnmbrtance critique CIM, le fac-
teur de diminution du risque RRW, le facteur d’augmentationrisque RAW et le facteur
d’'importance de diagnostic DIF) peuvent étre estimés ga@izgdiens directs avec I'estimateur
du facteur d’importance margin&liM (voir le tableau A.2)
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G.1

Liensdirects entre les estimateurs des facteurs d’ importance classiques

Estimateur MiM Cim RRW RAW DIF
) - RRW—1)> (RAW—1)> DIF 4
MIM 1 CiM= (RRW-1)7 | a I —1)=
Ei RRWC—LZ a; Ei a;
A T 1 . a DIF @
CiM Mim & 1 S (RAW - 1)% =T %
A RRW a; a; a;
RRW : a 1 1cﬂvl ! : MIM  DIF : MiM
1 - MiMZ - RAW - —— == -
A A a A
RAW Mm% MM o MM 1 bIF
A A A RRW a
DIF MIMZ +1)a  CiMa, + aMIM | _a a;RAW 1
1 1 RRW

TaB. A.2 — Liens directs entre les estimateurs des facteurspditance classiques en régime stationnaitiéd , CIM,RRW, RAW et

DIF indiquentMiM (i) ,CIM (i),RRW(i), RAW(i) et DIF(i) respectivement

avecA—1—A—1—#fetdi=1—a;, =1—7h,

Ces relations nous permettent calculer rapidement I'egiom des facteurs d’'importance relatifs d’'un composanitéisant seule-
ment des données de retour d’expérience sans avoir a canleatomportement des composants (taux de défaillancerépdeation)

ni la matrice génératrice du processus de Markov.
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Annexe B

Methode de perturbation généralisee [54]

Considérons un systeme physique décrit patavec; = 1...J) et par un vecteug =
(z1, ..., i) Satisfaisant I'équation suivante :

m(z|p) = 0. (B.1)

Le vecteurz (6, t) décrit des états du systémes et dépend généralement deckedes phases
coordonnées et du tempr. Le vecteurp représente I'ensemble deparametres indépendants
p;(j =1,2,...,J). Léquation (B.2) est supposée étre dérivablee par rapporparametres;

et 2k

Considérons maintenant une fonction d’'intérét qui peld étrite selon I'expression sui-
vante :

tp
W:/ <hT,z>dt=< h",z>, (B.2)
to

AN

ou :
— h correspond au vecteur d’'une fonction assignée ;
— to, tr désignent les limites de temps;;
— <>, <> indiquent l'intégrations en I'espace phases et I'intégraen I'espace phases
et de temps.
Supposons gu'il exista tel que :

Lz h>=<h" 2>, (B.3)

ou z* est la mesure d'importance associée a la mesutes régles permettant de déterminer
I’équation régissant cette mesure d’'importance associée partir de I'équation régissant la
mesurez sont :

— changement de signe de la dérivée;

— transposition de la matrice des éléments;
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Annexe B. Méthode de perturbation généralisée [54]

— inverse de l'ordre des opérateurs;

— substitution déh avech ™.

Le but de cette méthode est de chercher une expression gueé dwariationd'V' par le
terme de perturbation®, (j = 1, ...).

La discrétisation de I'équation (B.2) nous donne :

<

j=

(Hz/; +my;)ép; + Op = 0, (B.4)
7=0
ou :
— O, est le terme au second ordre ou a I'ordre supérieur ;
dz
/J dp]
m f— d_m "
7 dp; o
— et enfin H est une matrice jacobienne :
8m1 8m1 8m1
0z Ozg 0Oz
Oms  Omy Oms )
H=| 0% Ozy Oz | = am
0z
8mK 8mK 8mK
0z 0zy  Ozg

Lorsqu’on suppose qug etdp; sont indépendants, on obtient selon I'équation (B.5) :
Hz,; +m/; =0, (B.5)

qui représente I'équation régissant la fonction dérivge

Pour l'illustration, on considére une équation régissaivissite :

m(z) = 0 + az,

avec la condition initiale(t,) = z,. Cette équation correspond en effet a I'équation suivante :

d
m(z) = —d—j +az+ 2 Y(t —ty) =0.

En prenant la dérivée par rapporpa on obtient :

adz
E da 620
my;, = = —2+——0"{t—-1t)=0. =
/3 8pj apj 8pj ( 0)
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Considérons maintenant la fonction d’'intéi€t et en utilisant I'équation (B.3)}V; peut
s’écrire selon I'expression suivante :

W =< h", z); >=< 2" m); >,
ou z* est une mesure d’'importance associée 3. z* est la solution de I'équation suivante :
Hz*+h" =0, (B.6)

ou H* est une inverse de I'opératedr. Pour simplifier, notons qu'il suffit, pour obtenir I'équa-
tion (B.6) a partir de celle (B.5) , de transposer la matriééédnents et de changer le signe du
terme de dérivation.

La sensibilite de la fonctiohl” par rapport &; devient :

daw  ont . om
i N T (B.7)
dp; Op; Op;

S;
Le premier ordre de changement global de la meBurest :

Jr

! oh , om
8W:E 8pj<<W,z>>+<<z,%>>. (B8)
j=1 J J
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