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❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t♦①✐♥s✱ ❛♥❞ ✇❡ r❡❝♦♥❝✐❧❡❞ t❤❡s❡
♠♦❞❡❧s ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❜❡st ❛❞❥✉st♠❡♥t t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ❛✈♦✐❞ ♣r♦❝❡ss ♣r♦❜❧❡♠s ❛s st✉❝❦ ❛♥❞ s❧✉❣❣✐s❤ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝❡❧❧
❢❛t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s ✈❡r② ❛♠❜✐t✐♦✉s✳ ❇② ✉s✐♥❣ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠♦❞❡❧s t♦ ♣r❡❞✐❝t
t❤❡ ❜♦♥❡ ❛♥❞ ❢❛t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❤✇❛②s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❲♥t
♣❛t❤✇❛②✱ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ✐♥❝r❡♠❡♥ts ✐♥
❍♦♠♦❝②st❡✐♥❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s t♦ tr❡❛t♠❡♥ts ❢♦r ♦st❡♦♣♦r♦s✐s ❛♥❞
♦t❤❡r ❜♦♥❡ ♠❛ss ❞✐s♦r❞❡rs✳ ❲❡ t❤✐♥❦ t❤❛t ❤❡r❡ ✇❡ ❛r❡ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ✜rst st❡♣ t♦ ♦❜t❛✐♥
✐♥ s✐❧✐❝♦ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❡❞✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥ts ❜❡❢♦r❡ t❡st✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ ✈✐tr♦ ♦r ✐♥ ✈✐✈♦✳



❑❡②✇♦r❞s ✿ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✱ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s✱ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ r❡✉s✐♥❣ ❛♥❞ r❡❝♦♥✲
❝✐❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ ❇✐♦❘✐❝❛✱ ✇✐♥❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s✱ ❜♦♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❉✐s❝✐♣❧✐♥❡ ✿ ❈♦♠♣✉t❡r✲❙❝✐❡♥❝❡

▲❛❇❘■
❯♥✐✈❡rs✐té ❇♦r❞❡❛✉① ✶

✸✺✶ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ▲✐❜ér❛t✐♦♥✱
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❘és✉♠é ✿ ▲❡s ❋♦♥❝t✐♦♥s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡
♣r♦❝❡ss✉s✱ ❛✈❡❝ ❞✐✛❡r❡♥ts ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ ❝♦♠♣❧❡①✐tés✱ ♥✐✈❡❛✉① ❞✬❤✐ér❛r❝❤✐❡✱ ❡t ❝❤❛♥❣❡✲
♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉❡ ♠♦❞✐✜❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ s②stè♠❡s✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛❧❡s ♦✉ ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s✱ ❡t ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❙②stè♠❡s
❞❡ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡s ♠♦❞è❧❡s✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦✲
s✐t✐♦♥✱ ré❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❡t r❡✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❞❡✲
s❝r✐♣t✐♦♥s ❞❡ s②stè♠❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♠♣❧èt❡s ❡t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❡t ❧❡✉r ❝♦♠❜✐♥❡r✳ ◆♦tr❡
s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❙②stè♠❡s ❍②❜r✐❞❡s ❛✈❡❝ ❇✐♦❘✐❝❛ ❛ss✉r❡s ❧✬✐♥té❣r✐té ❞❡ ♠♦❞è❧❡s✱ ❡t
✐♠♣❧❡♠❡♥t ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ✐♥✲s✐❧✐❝♦
❞❡✉① s②stè♠❡s✿ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ✈✐♥✱ ❡t ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s
❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ t✐ss✉ ❞✬♦s✳

▼♦ts ❝❧❡❢s ✿ ❙②stè♠❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❙②stè♠❡s ❤②❜r✐❞❡s✱ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ré❝♦♥❝✐❧✐❛✲
t✐♦♥ ❡t r❡✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ❇✐♦❘✐❝❛✱ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ✈✐♥✱
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ t✐ss✉ ❞✬♦s✳

❉✐s❝✐♣❧✐♥❡ ✿ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡

▲❛❇❘■
❯♥✐✈❡rs✐té ❇♦r❞❡❛✉① ✶

✸✺✶ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ▲✐❜ér❛t✐♦♥✱
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❈♦♥t❡♥ts

❈♦♥t❡♥ts ✶

▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✹
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❙✇✐t❝❤❡❞ ❙②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❛r✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s✱ r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥ s ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② v✱ ❝❤❛♥❣❡s
✐ts ❧❛✇s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♥❣❛❣❡❞ ❣❡❛r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✷✳✷ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r ❝❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥✳ ❈✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t st❛t❡s✱
❜❧❛❝❦ ❛rr♦✇s tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② ❛❝t✐♦♥s✱ ❜✉t ❞✐✛❡r✲
❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛❜❡❧ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❛t ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ♠❛②
♣r♦❞✉❝❡ ♠❛♥② r❡s♣♦♥s❡s✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛❝t✐♦♥ s❡❧❡❝ts t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♦❢
t❤❡ s②st❡♠✱ ❛❧✇❛②s ❜❡❣✐♥ ❛t q0✳ ❙t❛t❡s✿ q0, q1, q2✱ tr❛♥s✐t✐♦♥s✿ (q0, s, q0)✱
(q0, a, q1)✱ (q1, e, q0) ❛♥❞ (q1, e, q2)✳ ❘❡❞ ❛rr♦✇s ❛r❡ ✐♥❤❡r❡♥t ✐❞❧❡ tr❛♥s✐✲
t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❛ss✉r❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t♦
❞❡✜♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✷✳✸ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❙t♦❝❤❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠♥❡ss
✭t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ s✉❝❝❡ss♦rs ♦❢ q1 ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ e✿ q0 ❛♥❞ q2✮ ❛♥❞ t❤❡
t✐♠❡ ❛❞✈❛♥❝❡ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t s♣❡♥t t✐♠❡ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s
❤❛s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❡ r❛t❡ ✈❛❧✉❡s R ❛t ❡❛❝❤ ❛rr♦✇
❜❡t✇❡❡♥ ♣❛r❡♥t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t✇♦ ♦r
♠♦r❡ ❛❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡ ✭❝❛s❡ ♦❢ q0✮✱ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❛
r❛♥❞♦♠✐③❡❞ s❝❤❡❞✉❧❡r t❤❛t ❛ss✐❣♥s t❤❡♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷✳✹ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ✇✐t❤ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ r❛t❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r s♣❡♥t t✐♠❡s
✭❜❡t✇❡❡♥ ♣❛r❡♥t❤❡s✐s✮✳ ❆t st❛t❡ q1 t✇♦ ❛❝t✐♦♥s✱ a ♦r b✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✷✳✺ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❛❝❡ ♦❢ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ❛❝t✐♦♥
e ♦❢ ♦✉r ♦❧❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✮ ✇❛s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❛❝t✐♦♥s e0

❛♥❞ e1✳ ❚❤❡ ❛❝t✐♦♥ e0 ❤❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t② ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✿ ❛♥② q∗ ∈
{{A = 1, N = 1, G ∈ [0, 1]} ✇✐t❤ ● ❣✐✈❡♥ ❜②µ}✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✷✳✻ ❙t♦❝❤❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ G ✭❣r♦✇t❤ ♦❢
❝❡❧❧✮✳ ■t ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ st❛t❡s✿ g0✱ g1 ❛♥❞ g2✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛❝t✐♦♥ s❡❧❡❝ts
✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥② st❛t❡✱ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ g r❡❧❛t❡s t❤❡ st❛t❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✹



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✷✳✼ ❚✇♦ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s t❤❛t ❛t ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❡❧❧ ❞✐✲
✈✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛ ❣r♦✇t❤ ✐♥❞❡①✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ♦❢
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ❛♥❞ ✷✳✻✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ t❤❡ ✐❞❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛t ❡❛❝❤ st❛t❡✳ ✳ ✳ ✹✷

✷✳✽ ●✉②t♦♥ ♠♦❞❡❧ ❬✹✻❪ r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ r❡♥✐♥✲❛♥❣✐♦t❡♥s✐♥✲❛❧❞♦st❡r♦♥❡ s②s✲
t❡♠✳ ❙②st❡♠s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❉❆❊s ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞
✐♥ ❡❛❝❤ ♠♦❞✉❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❘❛t❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s✿ MDFLW ✭✢✉✐❞ ✐♥ t❤❡ r❡♥❛❧ t✉❜✉❧❡s ❛t ♠❛❝✉❧❛ ❞❡♥s❛✮✱ TV D
✭✢✉✐❞ ✐♥t❛❦❡✮✱ NOD✱ KOD✱ V UD ✭✉r✐♥❡ ♦✉t♣✉t✮✱ ADH ✭r❛t❡ ♦❢ ❤♦r✲
♠♦♥❡ ❡♥tr② ✐♥t♦ t❤❡ ✢✉✐❞s✮✳ ❈♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✿ CKE✱ CNA✱ ADHC ✭❛♥✲
t✐❞✐✉r❡t✐❝ ❤♦r♠♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❜❧♦♦❞✮✳ ▼✉❧t✐♣❧✐❡r ❡✛❡❝ts✿ ANM ✭❛♥❣✐♦t❡♥s✐♥✮✱
AMK✱ AMNA✱ ADHMK✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✸✳✶ ❘❡❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❋✐rst ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥tr♦❧
t❤❡♠ t♦ r✉♥ t❤❡♠ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ✜♥❛❧❧② ✇❡ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s
t♦ ❝❤♦s❡ t❤❡ ❜❡st ♦♥❡ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❝t♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✸✳✷ ▼♦❞❡❧✐♥❣ s❝❤❡♠❛ ♦❢ ❈♦♠♣❧❡① ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙②st❡♠s ✉s✐♥❣ ❍②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧s✳
❋✐rst ♦♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s✱
t❤❡♥ ♦♥❡ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥t♦ t✇♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✿
t❤❡ ❳ ▼❖❉❊▲ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ X✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ✹✼

✸✳✸ ❆❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❍②❜r✐❞ s②st❡♠s✳ ✭❆✮ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❳ ▼❖❉❊▲ ❞❡s❝r✐❜❡s
t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s x✳ ■t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t✇♦
♦t❤❡r ♠♦❞✉❧❡s✿ CONTROL ❛♥❞ MODE✳ CONTROL ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s u✱ MODE ❞❡❝✐❞❡s t❤❡ ✈❛❧✲
✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆rr♦✇s ❞❡♥♦t❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t r❡❧❛t✐♦♥s✳ ✭❇✮
❙tr♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ N ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ j−t❤ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
✐ts ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s Model j✱ t❤❛t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t✇♦ ♠♦❞✉❧❡s✿ t❤❡
❝♦♥tr♦❧❧❡r CONTROLj✱ ❛♥❞ MODE j t❤❛t ❞❡❝✐❞❡s ✐❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❝t✐✈❡
♦r ♥♦t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✸✳✹ ❆❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❛s ❤②❜r✐❞ s②st❡♠ ✇✐t❤ str♦♥❣
s✇✐t❝❤❡s✳ ❚❤❡ j−t❤ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✐ts ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s
Model j✱ t❤❛t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t✇♦ ♠♦❞✉❧❡s✿ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r CONTROLj✱
❛♥❞ MODES t❤❛t ❞❡❝✐❞❡s ✐❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❝t✐✈❡ ♦r ♥♦t ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ mode j✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✹✳✶ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ st❡♣s t♦ s♦❧✈❡ ❛♥ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠✱ ♦♣t✐♦♥s ✉s❡❞ ❢♦r ✇✐♥❡
❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ r❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ❜❡❣✐♥s r❡❛❞✐♥❣ ✐♥♣✉ts✿ ✐♥✐t✐❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s IC ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛❧✉❡s P ✳ ■t ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥ 0✱
❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡♥✱ ♦♥❡ ♦❜✲
t❛✐♥s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ MODEL(mode(0))✳ ❆t ❛♥② t✐♠❡
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s♦❧✈❡❞✱ ✐t ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ✇❤❡♥ ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❣✉❛r❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
GUARD(x, mode, u, time)✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✜♥✐s❤❡s ✇❤❡♥ ✐t ✐s ✈❡r✐✜❡❞
END(x, mode, u, time)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✺



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✹✳✷ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❇✐♦❘✐❝❛✳ ✭❆✮ ❚❤❡ ♥♦❞❡ ❳ ❞❡✲
s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s x✳ ■t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤
t✇♦ ♦t❤❡r ♠♦❞✉❧❡s✿ CONTROL ❛♥❞ MODE✳ CONTROL ❝♦♠♣✉t❡s
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s u✱ MODE ❞❡❝✐❞❡s t❤❡ ✈❛❧✲
✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡ MAIN ❞❡✜♥❡s t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
✭❇✮ ❙tr♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ N ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ j−t❤ ♠♦❞❡❧ ✐s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦❞❡ Mj✱ t❤❛t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t✇♦ ♠♦❞✉❧❡s✿ t❤❡ ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡r CONTROLj✱ ❛♥❞ MODEj t❤❛t ❞❡❝✐❞❡s ✐❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❝t✐✈❡ ♦r
♥♦t✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡ MAIN ❞❡✜♥❡s t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✹✳✸ ❚❤❡ r❛❞✐❛t♦r✳ ✭❆✮❙❝❤❡♠❛ ♦❢ t❤❡ ❍②❜r✐❞ s②st❡♠✳ ✭❇✮❚❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s✳ ✭❇✳✶✮
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✿ ✐t ✐s t✉r♥❡❞ ♦♥ ✐❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ 18◦C ❛♥❞
t✉r♥❡❞ ♦✛ ✐❢ ✐t ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ 20◦C✱ ✭❇✳✷✮ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✿ ❜♦t❤ ❡✈❡♥ts
❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ✐❢ 18 6 T 6 20✱ ❛♥❞ ✭❇✳✸✮ st♦❝❤❛st✐❝ ❣✐✈✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 2

3
t♦

t✉r♥ ♦♥✳ ✭❈✮❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭❇✳✶✮✱ ❛♥❞ ✭❉✮
❢♦r ✭❇✳✸✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✹✳✹ ✭❆✮ ❉✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ ❩❡♥♦✬s ✇❛t❡r t❛♥❦✳ ✭❇✮ ❙✇✐t❝❤❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳
✭❈✮ ❇✐♦❘✐❝❛ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ✭❉✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r✉❧❡ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✐♥t♦ ✇❤✐❝❤
t❛♥❦ ✇❛t❡r ♠✉st ❜❡ s❡♥t ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t t❤❡ ✇❛t❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❛♥❦ 1 ♠✉st
❜❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ r1 ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ t❛♥❦ 2 ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ r2✳ ❆t x1 ❛♥❞ x2✱
❛rr✐✈✐♥❣ t♦ r1 = r2 = 2✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r✉♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t♦ tr② t♦ ✈❡r✐❢② x1 > r1 ❛♥❞ x2 > r2✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✺✳✶ ❋❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦✜❧❡s ❢♦r s♦♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳
❋♦r ❇✐♦♠❛ss ❛♥❞ ❙✉❣❛r ♦♥❡ s❤♦✇s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ LHH ✭❧♦✇
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✿ ✶✷ ◦C✱ ❤✐❣❤ ✐♥✐t✐❛❧ s✉❣❛r✿ ✷✻✽ g/l✱ ❤✐❣❤ ✐♥✐t✐❛❧ ♥✐tr♦❣❡♥✿ ✸✵✵
mg/l✮✱ HMM ✭28◦C✱ s✉❣❛r✿ ✷✸✽ g/l✱ ♥✐tr♦❣❡♥✿ 50mg/l✮ ❛♥❞ HMH ✭✷✽
◦C✱ s✉❣❛r✿ ✷✸✸ g/l✱ ♥✐tr♦❣❡♥✿ ✸✵✵ mg/l✮ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❊t❤❛♥♦❧ ✇❡
s❤♦✇ ❞❛t❛ ❢♦r MMM ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭✷✵ ◦C✱ s✉❣❛r✿ ✷✵✵ g/l✱ ♥✐tr♦❣❡♥✿ ✻✻
mg/l✮ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ LHH✳ ▲♦❣✲❇✐♦♠❛ss ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦♦✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ tr❛♥s✐❡♥t ♣❤❛s❡ ♦❢ ✵✳✾✽✱ ✵✳✾✾ ❛♥❞ ✵✳✾✼ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✳ ✻✽

✺✳✷ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ◗✉❛❧✐t②
♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞
♣❤❛s❡ ✭tr❛♥s✐❡♥t ❛♥❞ st❛❜❧❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✺✳✸ ❘❡❝♦♥❝✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✇✐♥❡ ❦✐♥❡t✐❝s ❢♦r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ MHH✿ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
23◦C✱ s✉❣❛r 308.6[g/l]✱ ❛♥❞ ♥✐tr♦❣❡♥ 275[mg/l]✳ ✭❆✮❈♦❞❡s✿ ▼❖❉❊▲ ❞❡✲
s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛rt✱ ▼❖❉❊❙ ❞❡❝✐❞❡s ✐❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
❙❝❛❣❧✐❛ ✭mode❴S✮ ♦r t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❈♦❧❡♠❛♥ ✭mode❴C✮ ✐s ❛❝t✐✈❡✱
❛♥❞ ❘❊❈❖◆❈■▲❊❉ ▼❖❉❊▲ ❖❋ ❙❯●❆❘ ❈❖◆❋■● ▼❍❍ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ tr❛♥s✐❡♥t t♦
st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✱ tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❣❛r ❛♥❞
❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ ❜✐♦♠❛ss ❛♥❞ ❡t❤❛♥♦❧✱ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ t♦ ❤❛♣♣❡♥ ❛t
t✐♠❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ TTime❴MHH = 121 ❛♥❞
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ sd❴MHH = 18.55 ✭❇✮❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❣❛r ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✻



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✺✳✹ ❘❡❝♦♥❝✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✇✐♥❡ ❦✐♥❡t✐❝s ❢♦r ❤✐❣❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s HHH✿ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ 34◦C✱ s✉❣❛r 245.45[g/l]✱ ❛♥❞ ♥✐✲
tr♦❣❡♥ 280[mg/l]✳ ✭❆✮❈♦❞❡s✿ ❖♥❡ ❇✐♦❘✐❝❛ ♥♦❞❡ ♣❡r ♦r✐❣✐♥❛❧
♠♦❞❡❧✱ MODES ❞❡❝✐❞❡s ✐❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❝t✐✈❡ ♦r ♥♦t✱ ❛♥❞
RECONCILED❴MODEL❴OF❴SUGAR❴CONFIG❴HHH
❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡
❢r♦♠ tr❛♥s✐❡♥t t♦ st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✱ tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❣❛r ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ ❜✐♦♠❛ss ❛♥❞ ❡t❤❛♥♦❧✱ ✐s
♠♦❞❡❧❡❞ t♦ ❤❛♣♣❡♥ ❛t t✐♠❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ♠❡❛♥
TTime❴HHH = 105.5 ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ sd❴HHH = 19.125✳
✭❇✮❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❣❛r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✻✳✶ ❚❤❡ ♦st❡♦✲❝❤♦♥❞r♦ s✇✐t❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❜② ❬✾✻❪✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
♦❢ t✇♦ ♠✉t✉❛❧❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❣❡♥❡s ✭❘❯◆❳✷ ❛♥❞ ❙❖❳✾ ✮ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❜♦♥❡ ❛♥❞ ❝❛rt✐❧❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡ ❚✇❡❛❦ ✐s t❤❡
❜✐♦✲♠❛r❦❡r ❢♦r t❤❡ ♣r♦❣❡♥✐t♦r st❛t❡✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ st✐♠✉❧✐ t❤❛t
❢❛✈♦rs ❜♦♥❡ ♦r ❝❛rt✐❧❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ❛r❡
♠♦❞❡❧❡❞ ❜② st♦❝❤❛st✐❝ s✇✐t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✽✺

✻✳✷ ❖st❡♦✲❛❞✐♣♦ s✇✐t❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t✇♦ ♠✉✲
t✉❛❧❧② ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ ❣❡♥❡s ✭❘❯◆❳✷ ❛♥❞ PPARγ✮ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦s✲
t❡♦❜❧❛st ❛♥❞ ❛❞✐♣♦❝②t❡ ❧✐♥❡❛❣❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ❛ t❤✐r❞ ❜✐♦✲
♠❛r❦❡r ✭❖❈❚✹ ♦r ❙❖❳✷ ✮ ❞❡t❡❝ts ♦st❡♦✲❛❞✐♣♦ ♣r♦❣❡♥✐t♦r ❝❡❧❧s✳ ■❢ t❤❡
❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❲♥t ♣❛t❤✇❛② ✐s ❛❝t✐✈❡✱ st✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❧✐t❤✐✉♠✱ β−❝❛t❡♥✐♥ ❣♦❡s
t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ❛♥❞ ♣r♦♠♦t❡s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❘❯◆❳✷✱ ✇❤✐❝❤
❢❛✈♦rs t❤❡ ❜♦♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ PPARγ st✐♠✉❧❛t❡s t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞✐♣♦❝②t❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✻✳✸ ❈♦♠♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝❡❧❧ ❢❛t❡✳ ❆ ♣r♦❣❡♥✐t♦r ❝❡❧❧ ❝❛♥ ❞✐✈✐❞❡ ✐♥t♦ ♥❡✇ ♣r♦✲
❣❡♥✐t♦r ❝❡❧❧s✱ ♦r ❝❛♥ ❞✐❡ ✭❛♣♦♣t♦s✐s✮✱ ♦r ❝❛♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ✐♥t♦ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝
❧✐♥❡❛❣❡s✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② s②s✲
t❡♠✳ ❆♣♦♣t♦s✐s ✐s st✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝❡rs✱ ❤❡r❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s❡s ♦❢
❍❝② ♣r♦t❡✐♥✳ ❉✐✈✐s✐♦♥ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ✐❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝❛rr✐❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧
♦❢ ♠❛t✉r❛t✐♦♥ ✭❝❛❧❧❡❞ MPF ✱ ❬✶✵✽❪ ♠♦❞❡❧✮✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✐s st✐♠✉❧❛t❡❞
❜② ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣❡♥✐t♦r ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ r♦❧❡ ✭❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ s♣❡❝✐✜❝
❣❡♥❡s✮✱ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ❞❡❝✐❞❡s ✐ts ❧✐♥❡❛❣❡✳ ❊❛❝❤ s♣❡❝✐✜❝ ❧✐♥❡❛❣❡
✐s st✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② s✐❣♥❛❧s✿ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❲♥t ♣❛t❤✇❛②
✭♠♦❞❡❧ ✐♥ ❬✻✷❪✮ st✐♠✉❧❛t❡s ❜♦♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭♦st❡♦❜❧❛st ❧✐♥❡❛❣❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡
♣❛t❤✇❛② ♦❢ PPARγ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛t ✭❛❞✐♣♦❝②t❡ ❧✐♥❡❛❣❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✻✳✹ ❇✐♦❘✐❝❛ ❝♦❞❡ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❬✶✵✽❪ ♠♦❞❡❧ ♦❢ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❡❧❧ ❞✐✈✐✲
s✐♦♥✳ ❈♦❞❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❙❇▼▲ ♠♦❞❡❧s✳ ❈❡❧❧ ♠✐t♦s✐s ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞
t♦ ❤❛♣♣❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦♠♦t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ▼P❋ ✭✈❛r✐❛❜❧❡ M✮
r❡❛❝❤❡s ✐ts t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚♦t❛❧ ❝②❝❧✐♥ yt ❛♥❞ M ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s r❡❧❛t✐✈❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❝❞❝✷ CT ✳ P❡r✐♦❞ ✐s t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐✈✐s✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✼



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✻✳✺ ❇✐♦❘✐❝❛ ❝♦❞❡ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦st❡♦✲❝❤♦♥❞r♦ s✇✐t❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥
♠♦❞❡❧ ✐♥ ❬✾✻❪✮✳ ❙t✐♠✉❧✐ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❡♥❛r✐♦ ❡①t❡r♥❛❧❧②
♠♦❞❡❧❡❞✳ ❱❛r✐❛❜❧❡ D.xp ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣❡♥✐t♦r ❜✐♦✲
♠❛r❦❡r✱ D.xo ♦❢ t❤❡ ♦st❡♦❜❧❛st ❧✐♥❡❛❣❡ ❛♥❞ D.xc ♦❢ t❤❡ ❝❤♦♥❞r♦❝②t❡s
❧✐♥❡❛❣❡✳ ❚❤❡ ♣r♦✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ st✐♠✉❧✉s ❤❛♣♣❡♥s ❛t t✐♠❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
✇✐t❤ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ t = 100 ♠✐♥✉t❡s✱ t❤❡ ♣r♦✲♦st❡♦❣❡♥✐❝ st✐♠✉❧✉s ❤❛♣✲
♣❡♥s ❛t t✐♠❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ t = 500 ♠✐♥✉t❡s✱ ❛♥❞ t❤❡
♣r♦✲❝❤♦♥❞r♦❣❡♥✐❝ st✐♠✉❧✉s ✇✐t❤ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ t = 1000 ♠✐♥✉t❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✻✳✻ ❇✐♦❘✐❝❛ ❝♦❞❡ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ♦st❡♦✲❛❞✐♣♦ s✇✐t❝❤ ♠♦❞❡❧✳ ◆♦❞❡
❉■❋❋ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦st❡♦✲❝❤♦♥❞r♦ s✇✐t❝❤ ♠♦❞❡❧✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ xC ❜②
xA✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❲♥t ♣❛t❤✇❛② ✭♠♦❞❡❧ ❜② ❬✻✷❪✮ ✐s ❛
st✐♠✉❧✉s t♦ t❤❡ ♦st❡♦❜❧❛st ❧✐♥❡❛❣❡✱ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ PPARγ ♣❛t❤✲
✇❛②✱ st✐♠✉❧❛t❡s t❤❡ ❛❞✐♣♦❝②t❡ ❧✐♥❡❛❣❡✱ ❛♥❞ ✐t ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣♦✲
♥❡♥t✐❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ 1000 ♠✐♥✉t❡s✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❲♥t
❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦✲♦st❡♦❜❧❛st ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t zO ✐♥❝r❡❛s❡s t♦
0.8✳ ❋♦r PPARγ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s zA✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✻✳✼ ❚❤❡ ❝❡❧❧ ❢❛t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♠♦❞❡❧✿ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝❡❧❧ ❢❛t❡ ❢♦r ♦st❡♦✲❛❞✐♣♦
♣r♦❣❡♥✐t♦r ❝❡❧❧s✳ ❇♦①❡s ❛♥❞ ❝✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧s ❤❡r❡ ✉s❡❞✱ ❝♦❞❡❞ ❜②
❇✐♦❘✐❝❛ ♥♦❞❡s✳ ❊❞❣❡s r❡♣r❡s❡♥t ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❉■❋❋❊❘✲
❊◆❚■❆❚■❖◆ ▼❖❉❊▲ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ xP ✱ xO ❛♥❞ xA ❞❡s❝r✐❜✲
✐♥❣ ♣r♦❣❡♥✐t♦rs✱ ♦st❡♦❜❧❛sts✱ ❛♥❞ ❛❞✐♣♦❝②t❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❙❚■▼❯▲■
▼❖❉❊▲ ❞❡✜♥❡s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❜② ❣✐✈✐♥❣ t❤❡
✉♣❞❛t❡ ✈❛❧✉❡s t♦ ❉■❋❋❊❘❊◆❚■❆❚■❖◆ ▼❖❉❊▲✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❝✐r❝❧❡s
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦❞❡❧s t♦ r❡❣✉❧❛t❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♦♣t♦s✐s✳ ❆♣♦♣t♦s✐s ♦❢
♣r❡❝✉rs♦r ❛♥❞ ♦st❡♦❜❧❛st ❝❡❧❧s ✐s st✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❍❝② ✭❬✻✸❪✮ ❛t
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t✐♠❡ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ 2000 ♠✐♥✉t❡s✳ ❉✐✈✐s✐♦♥ ❤❛♣♣❡♥s ✐❢ t❤❡ ❝❡❧❧
❝❛rr✐❡s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠❛t✉r❛t✐♦♥✱ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ M ✭❬✶✵✽❪✮✳ ❉✐✛❡r✲
❡♥t✐❛t✐♦♥ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ t♦ ❤❛♣♣❡♥ ❛❢t❡r ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t✐♠❡ ✇✐t❤ ♠❡❛♥
100 ♠✐♥✉t❡s✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❲♥t ♣❛t❤✇❛② ✭♠♦❞❡❧ ✐♥
❬✻✷❪✮ st✐♠✉❧❛t❡s ♦st❡♦❜❧❛st ❧✐♥❡❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ 500− 1000 ♠✐♥✉t❡s✱ ❛♥❞
t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤✇❛② ♦❢ PPARγ ✭s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ 1000 ♠✐♥✉t❡s✮ t❤❡ ❛❞✐♣♦❝②t❡ ❧✐♥❡❛❣❡✳ ■♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ ❝❡❧❧s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♣r♦❣❡♥✐t♦rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✻✳✽ ❇✐♦❘✐❝❛ ❝♦❞❡s ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●♦❧❞❜❡t❡r ♠♦❞❡❧ ✭❬✹✵❪✮ ♦❢ r❡❣✉❧❛t✐♦♥
♦❢ ❝❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥✳ ✭❆✮ ❚❤❡ ●♦❧❞❜❡t❡r ♠♦❞❡❧✳ ✭❇✮ ❚❤❡ ●♦❧❞❜❡t❡r ♠♦❞❡❧ s✐♠✲
♣❧✐✜❡❞ ❜② ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❛✣♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❍✐❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭h+(C, Kd, 1)
❛♥❞ h+(C, Kc, 1) ❛r❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡s✮ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞s θ1 = θ

5

❛♥❞ θ2 = 9θ
5
✳ ❈❡❧❧ ♠✐t♦s✐s ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ❤❛♣♣❡♥ ❡❛❝❤ t✐♠❡ t❤❛t t❤❡

✈❛r✐❛❜❧❡ M ✭❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦♠♦t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ▼P❋ ✮
r❡❛❝❤❡s t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❡r✐♦❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐t♦s✐s ✐s 25
♠✐♥✉t❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✽



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✻✳✾ ❇✐♦❘✐❝❛ ❝♦❞❡ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ r❡❞✲✇❤✐t❡ ❜❧♦♦❞ ❝❡❧❧s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥
♠♦❞❡❧ ✐♥ ❬✺✺❪✮✳ ❚❤❡ ♣r♦✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ st✐♠✉❧✐ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ❧✐♥❡❛❣❡ ✭r❡❞
❛♥❞ ✇❤✐t❡ ❜❧♦♦❞ ❝❡❧❧s✮ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛✉t♦✲st✐♠✉❧❛t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦✈❡r t✐♠❡ ✇❤♦s❡ r❛t❡ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡ λ
❞✐✛❡r✳ ■♥ ❝❛s❡ ✭❆✮ ❜♦t❤ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ λR = λW = 0.5✱ ✐♥ ✭❇✮ λR = 0.5
❛♥❞ λw = 0.7✱ ❛♥❞ ✐♥ ✭❈✮ λR = 0.7 ❛♥❞ λw = 0.5✳ P❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ n = 4✱
kR = kW = bR = bW = 1✱ ❛♥❞ t❤❡ θ✬s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❤❛✈❡ ✈❛❧✉❡ 0.5✳ ❆s
✐♥ ❬✺✺❪✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ xR ✭GATA1✮ ❛♥❞ xW ✭PU.1✮
♦✈❡r t✐♠❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✾
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❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛✐♥ ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧
s②st❡♠s✳ ❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ s②st❡♠s✱ t❤❡
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣♦✐♥ts t❤❛t ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❛r❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❡s✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠♥❡ss ❛♥❞ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✳

❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❝♦♠✲
❜✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s✿ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❣r❛❞✉❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ♦✈❡r
t✐♠❡✱ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❝❤❛♥❣❡s✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s t♦ r❡♣r❡s❡♥t
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ r❛♥❞♦♠♥❡ss✳
❍②❜r✐❞ s②st❡♠s ❛♥❞ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛s ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡♠ ❤❡r❡✱ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❛❧❧
t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳

✶✳✶ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙②st❡♠s

❙✐♥❝❡ ♠❛♥② ②❡❛rs ❧✐✈✐♥❣ ♦r❣❛♥✐s♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ st✉❞② ❜② ♥❛t✉r❛❧ s❝✐❡♥❝❡✱
✇❤✐❝❤ tr✐❡s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❛t ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ♦r❣❛♥✲
✐s♠s t♦ ❧✐✈❡ ❛♥❞ t♦ ✐♥t❡r❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ▲✐✈✐♥❣
♦r❣❛♥✐s♠s ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❢r♦♠ ♠❛♥② ♣♦✐♥ts ♦❢ ✈✐❡✇ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧
♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❣♦ ❢r♦♠ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ t♦ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧✳ ❚♦ ❧✐✈❡ t❤❡② ♠✉st ✐♥t❡r✲
❛❝t ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♦r❣❛♥✐s♠s✱ ✐ts ♦r❣❛♥s✱ ✐ts ❝❡❧❧s✱ ❝❡❧❧ ♦r❣❛♥❡❧❧❡s✱ ♣r♦t❡✐♥s✱ ❣❡♥❡s ❛♥❞
tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs✱ ❡t❝✳

❚❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❡①♣❧❛✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡♣r❡s❡♥t
❛♥❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥t✐t✐❡s ❜② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐③❡ t❤❡ ❡♥t✐t✐❡s✱ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t♦rs t❤❛t ❛✛❡❝ts t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ❤❛s ♠❛❞❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts
✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❢♦r♠✉❧❛s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳

❚❤❡ s❡t ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡♥t✐t✐❡s ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ✐s st✉❞✐❡❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧
❙②st❡♠✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶ ❈♦♠♣❧❡① ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙②st❡♠s✳

✶✶



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

• ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠ ✐s ♦♥❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
t❤❛t ❛s ❛ ✇❤♦❧❡ ❡①❤✐❜✐t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♥♦t ♦❜✈✐♦✉s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✲
✈✐❞✉❛❧ ♣❛rts ✭❬✻✶❪✮✳

• ❈♦♠♣❧❡① ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙②st❡♠s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s t❤❛t ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
♦❢ ❧✐✈✐♥❣ ♦r❣❛♥✐s♠s✳ ❆ s②st❡♠ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ✇❛②✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ✐t ❛s
❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✇❤❡r❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❡♠❡r❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s
❛♥❞ ✐ts ❞✐✈❡rs✐t② ✭❬✻✹❪✮✳

❚❤❡ ♠♦❞❡r♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ st✉❞② ❝♦♠♣❧❡① ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❙②st❡♠s
❇✐♦❧♦❣②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷ ❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②✳ ✐t ✐s ❛ ❜✐♦❧♦❣②✲❜❛s❡❞ ✐♥t❡r✲❞✐s❝✐♣❧✐♥❛r② st✉❞② ✜❡❧❞
t❤❛t ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✳ ■ts ♣❛r❛❞✐❣♠ ✐s ♦♣♣♦s✐t❡
t♦ r❡❞✉❝t✐♦♥✐s♠ ❛♥❞ ❢❛✈♦rs t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❬✻✹❪✮✳ ■♥ ❙②st❡♠
❇✐♦❧♦❣② ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s②st❡♠s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡✐r ❧❡✈❡❧s✱ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✭❬✶✵✾❪✮✳

❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ✇❛② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ s②st❡♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ✐❢ ✐t ✉s❡s ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐s
❝❛❧❧❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❛
s❡t ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ✐t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

• ❆ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ s②st❡♠ ❜② t❤❡ ❝❛❧❧❡❞ s②st❡♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛t✲
tr✐❜✉t❡s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ ✐t✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♥♦t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ r❡❧❛t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❢❛❝t♦rs ✭♦r ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ♦❢
t❤❡ s②st❡♠✳

• ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ■❢ t❤❡ ❧❛✇s ♦❢ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❡st❛❜❧✐s❤
t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡♠ ❉②♥❛♠✐❝ ▼♦❞❡❧s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡
❢✉t✉r❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
✈❛❧✉❡s ✭❝✉rr❡♥t st❛t❡✮ ❛♥❞ ❢❛❝t♦r ✈❛❧✉❡s✳

❆s ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧✐✈✐♥❣ ♦r❣❛♥✐s♠s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss
✐♠♣❧✐❡s ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❖♥❡ ♠✉st ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❛t ❡♥t✐t✐❡s t♦ r❡♣r❡s❡♥t✱ ✇❤❛t
❢❛❝t♦rs ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ❞♦ t❤❛t✳

❋♦r t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s
♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ✉s❡❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s②st❡♠✱ ✇❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t②♣❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ✇❤❛t q✉❡st✐♦♥s ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛♥s✇❡r ✇✐t❤ t❤❡
♠♦❞❡❧✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ♠❛♥② s✉❜❣r♦✉♣s✳

❚❤❡ ✜rst ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✐s s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞
❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❉✐s❝r❡t❡ ▼♦❞❡❧s✳

✶✷



✶✳✶✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙②st❡♠s

• ■♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s✱ s②st❡♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❤❡
s②st❡♠ ✐s ❛❜str❛❝t❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t
❛♥② t✐♠❡✳

• ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s ✉s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s②st❡♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❢❛❝✲
t♦rs✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ✇❛② t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡♠ ❛r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

• ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦t ♠♦❞❡❧❡❞ ❛t ❛♥② ♠♦♠❡♥t✳ ■t ✐s t♦ s❛②✱
t✐♠❡ ✐t ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✐s♦❧❛t❡❞ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞✐s❝r❡t❡✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❧❛✇s ✉s❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ r❡❝✉rr❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❆♥♦t❤❡r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✐s r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛♥s✇❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ▼♦❞❡❧s
❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ st♦❝❤❛st✐❝ ✭❬✶✶✷❪✮ ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✻ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ▼♦❞❡❧s✳

• ❆ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✐❢ t❤❡ s②st❡♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② t❤❡ ❢❛❝t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

• ■♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♦r ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳ ❆ ♠♦❞❡❧
✐s ❝❛❧❧❡❞ st♦❝❤❛st✐❝ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥s✇❡rs t♦ t❤❡
s❛♠❡ ❢❛❝t♦r ✈❛❧✉❡s ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■t ✐s t♦ s❛② t❤❡ s②st❡♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈❛❧✉❡s
❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

• ❖♥❡ s❛②s t❤❛t ❛ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✭◆❉✮ ✐❢ t❤❡ ❢❛❝t ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ❛♥s✇❡rs ✐s ♥♦t ♠♦❞❡❧❡❞✳

❆♥ s♣❡❝✐❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ t❤❡ ❍②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s✳
❚❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❍②❜r✐❞ s②st❡♠s ❛r❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠s t❤❛t r❡s♣♦♥❞ t♦ ❜♦t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ❢❛❝t♦rs✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✲
♦✉s r✐❣❤t ❤❛♥❞✱ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✭❬✸✾❪❀ ❬✹✷❪❀ ❬✽✼❪❀ ❬✽✸❪✮✳

❚❤❡ ❦❡② ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✐♥
❛ ♥♦♥✲❛♠❜✐❣✉♦✉s ✇❛② ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡❀
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ st♦❝❤❛st✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s❝❛❧❡s
❛♥❞ ✇✐t❤ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧s✳

■♥ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②✱ ❛ s②st❡♠ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡✐r
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✭❬✼✽❪✮✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s✉❜✲♠♦❞❡❧s✳ ❇❛s❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❛
✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❤②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧s ✭❬✶✸❪✱ ❬✹✼❪✱ ❬✽✻❪✮ ♦❢ t❤❡
❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s②st❡♠✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st ②❡❛rs r❡s❡❛r❝❤ st✉❞✐❡s ❛❜♦✉t r❡✉s❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠♦❞❡❧s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✈✐❣♦r♦✉s ✭❬✶✵✾❪✮✱ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❤♦✇ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s
✐♥ ❛♥ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s ✇❛② ✭❬✸✸❪✮✳

✶✳✶✳✶ ❋✐tt✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s

▼♦❞❡❧s tr② t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡♣r❡s❡♥t ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❛❧✐t②✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✐s str♦♥❣❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐t② t❤❛t ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ r❡♣r❡s❡♥t✱ ❜✉t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞✳

✶✸



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❖♥❡ ✇❛♥ts t♦ ❜✉✐❧❞ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ✈❛❧✐❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✇✐t❤♦✉t t❡st✐♥❣ ✐t ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❡
♠♦❞❡❧✱ ❜✉t t♦♦ ♠✉❝❤ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❧❡❛❞s t♦ ♦✈❡r✜tt✐♥❣✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠
❛ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥ ♦t❤❡r ❞❛t❛ s❡t ❝❛❧❧❡❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
❞❛t❛✱ ♦♥❡ ✐♠♣♦s❡s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✜ts t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛✳

❚❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❡①✐sts t♦♦✳ ▼❛❝❤✐♥❡
❧❡❛r♥✐♥❣ ✐s t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣
s②st❡♠s t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❧❡❛r♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ✭❬✷✸❪✮✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ✜✈❡ st❡♣s✿

✶ ❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳

✷ ❊①♣❧♦r❛t♦r② ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✳

✸ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ t②♣❡✳

✹ ❇✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✿ t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✳

✺ ●❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❖♥❡ st❛rts ❜② ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭st❡♣ ✶✮✳ ❚❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ t✉♣❧❡s ♦❢ s②st❡♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❢❛❝t♦rs ✈❛❧✉❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡
t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡①♣❧❛✐♥ ❛♥❞
t❤❡ ❢❛❝t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡♠✳ ❚❤❡
✜❡❧❞ ❝❛❧❧❡❞ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s✐❣♥ st✉❞✐❡s ❤♦✇ ♦♥❡ ♣❧❛♥s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❢❛❝t♦rs ✇✐t❤ ❡❝♦♥♦♠② ✭❬✽✶❪✮✳

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐s ❛ s❡t ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠✿

{xik : i = 1, . . . , N, ❛♥❞ k = 1, . . . , l✱

✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r N ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✭❝❛❧❧❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦♦✮ ❛♥❞ l ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❝❛❧❧❡❞
❢❡❛t✉r❡s t♦♦✮✳

❆ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❊①♣❧♦r❛t♦r② ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ✭st❡♣ ✷✱ ❬✶✵✺❪✮✳ ❍❡r❡✱
♦♥❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss❡s t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ s❡❧❡❝ts t❤❡ ✜♥❛❧ s②st❡♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✮✳
❇❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♦♥❡ ✉s❡s ♦✉t❧✐❡r r❡♠♦✈❛❧ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ♦r s♣✉r✐♦✉s ❜❡❤❛✈✐♦r ✭❝❛❧❧❡❞ ♦✉t❧✐❡rs✮✳

■♥ ♠❛♥② ♣r❛❝t✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥s t❤❡ ❞❛t❛ ♠✉st ❜❡ ✜①❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❛t ❢❡❛t✉r❡s ✇✐t❤
s✉♣❡r✐♦r ✈❛❧✉❡s s❝❛❧❡s ❤❛✈❡ ❛ ♦✈❡r✲❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ ✇❛②
t♦ ❝♦rr❡❝t t❤✐s ✐s ❜② ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ♠❡❛♥s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✳
❖♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡
❞✐str✐❜✉t❡❞ s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥✱ ♦r ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❞❛t❛
❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝✱ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✱ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ ♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❜❡❢♦r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭s✉❝❤ ❛s s♦❢t♠❛① s❝❛❧✐♥❣✱ ❬✶✵✺❪✮✳

■♥ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦r r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❜② ❡❧✐♠✐✲
♥❛t✐♦♥ ♦r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦❞✉❝❡s
r❡❞✉♥❞❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❛t ♠❛② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❚♦
♠♦r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ♠♦r❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡✳

✶✹



✶✳✶✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙②st❡♠s

❖♥❡ ✇❛② t♦ r❡❞✉❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣✳ ❖♥❡ ❡❧✐♠✲
✐♥❛t❡s t❤❡ ❢❛❝t♦rs ✇❤♦s❡ ❡✛❡❝t ♦♥ s②st❡♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ♥♦t st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱
❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❜❡❤❛✈✐♦r t♦♦ s✐♠✐❧❛r✳ ■♥ t❤✐s ❡①♣❧♦r❛t♦r② st❡♣✱ ❤②✲
♣♦t❤❡t✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s②st❡♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❛❧s♦ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ■❢ ✐t
✐s ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♠♦❞❡❧✱ ♦♥❡ ❞❡t❡❝ts s✐♠♣❧❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❢❛❝t♦rs t♦
r❡❞✉❝❡ t❤❡♠✱ s✉❝❤ ❛s ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡♠ ❜② ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢❛❝t♦rs
✭Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts ❆♥❛❧②s✐s✿ P❈❆✱ ❬✶✵✺❪✮✳

❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♠♦❞❡❧✱ r❡s✉❧t ♦❢ st❡♣ 3✱ ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❧♦r❛t♦r②
st❡♣✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞ t♦ ✉s❡ ❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
❛♥❞ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦r ♦t❤❡rs ❛s ♥❡❡❞❡❞ ❜② t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡r✳

❆❢t❡r t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡❝✐❞❡❞✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭st❡♣ 4✮✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t✉♥❡❞ t♦
❛❝❝✉r❛t❡❧② ✜t t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✳

❚❤❡ ❧❛st ♣❤❛s❡ ✭st❡♣ 5✮ ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss
♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉s❡s ❛ ❧✐♠✐t❡❞ s❡t ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐t ✐s
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✉s❡ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛♥❞✱ ✐❢ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝♦rr❡❝t❡❞ t♦♦✳ ■♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ♦♥❡ st✉❞✐❡s ✐ts
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❢♦r♠ t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ✐s t♦ t❡st t❤❡ ♠♦❞❡❧
♦♥ ♥♦t✲✉s❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛✮✳ ❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈✐t② ♦❢ tr❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s✳

❖♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ r❡♣❛✐r ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭▼❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❬✷✸❪✮✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♠♦❞❡❧✲
✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s ✐t❡r❛t✐✈❡✳

✶✳✶✳✷ ▼♦❞❡❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s

❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❢♦r♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞✉❧❛r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡r❡
❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳ ❋♦r ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s ♠♦❞❡❧s✱ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❡♠♣♦r❛❧
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✐s ❙❇▼▲ t❤❛t ❞❡✜♥❡s ❛ ♠❛❝❤✐♥❡✲
r❡❛❞❛❜❧❡ ❢♦r♠❛t ✭❬✺✻❪✮ ❢♦r ♠❡❝❤❛♥✐st✐❝ ❦✐♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ▲❛st ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❙❇▼▲ ✭▲❡✈❡❧
✸✮ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s st♦❝❤❛st✐❝ ❛♥❞ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
❡✈❡♥t ✭❬✺✻❪✮✳

❍❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ ❇✐♦❘✐❝❛✿ ❛ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ✐♥t❡❣r❛t❡s ❞✐s❝r❡t❡✱
❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ st♦❝❤❛st✐❝✱ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❞ t✐♠❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦rs ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❛♠❜✐❣✉♦✉s
✇❛② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s✱ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❙❇▼▲ ♠♦❞✲
❡❧s✱ ❛♥❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ❤❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧✲
♦♣♠❡♥t ♦❢ ❇✐♦❘✐❝❛✱ t❤❛t ❝✉rr❡♥t❧② ❛❧❧♦✇s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s✱ s✉❝❤ ❛s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s s②st❡♠s✱ ❛♥❞ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞
❞✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳

✶✺

http://biorica.gforge.inria.fr


❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✷ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❍✐❡r❛r❝❤② ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s

✶✳✷✳✶ ▼♦❞✉❧❛r✐t② ❛♥❞ ❍✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s

❚❤❡ ❤✉♠❛♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❇✐♦❧♦❣② ✐s ♠♦❞✉❧❛r✳ ▼♦st ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ♠❛♥② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✼ ▼♦❞✉❧❡✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦❞✉❧❡ t♦ ❜❡ ❛♥② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❡♥t✐t② ❢♦r♠✐♥❣
♣❛rt ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✭❬✷✷❪✱ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❡❧❧ ❜✐♦❧♦❣②✿ ❬✹✾❪✮✳ ❖♥❡ t❛❧❦s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠♦❞✉❧❡
✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❤❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞✳

❚♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ♦♥❡ ❛ss♦❝✐❛t❡s ❛ ♠♦❞❡❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❡❛❝❤ ♠♦❞✉❧❡✳ ❊①❛♠♣❧❡s
♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ t❤♦s❡ ❢♦r ♣r♦t❡✐♥ s②♥t❤❡s✐s✱ ❉◆❆ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❣❧②❝♦❧②s✐s
❛♥❞ ♦t❤❡r ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♣❛t❤✇❛②s ✭❬✽✾✱ ✼✼❪✮✳❚✇♦ q✉❡st✐♦♥s ❛r✐s❡✿

✶✳ ■s t❤❡ ❜✐♦❧♦❣② ♠♦❞✉❧❛r❄

✷✳ ❍♦✇ ❜✉✐❧❞✴❞❡t❡❝t ♠♦❞✉❧❡s❄

❆t ❛ ❝❡❧❧✉❧❛r ❧❡✈❡❧ ♠♦❞✉❧❛r✐t② ✐s ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ♦♥❡ t❛❧❦s
❛❜♦✉t ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♠♦❞✉❧❡s ✭❬✷✷❪✮✳

▼♦❞✉❧❡s s❡❡♠ t♦ ❡①✐st ♥❛t✉r❛❧❧② ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✳ ❙♦♠❡ ♠♦❞✉❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
r❡❝♦♥st✐t✉t❡❞ ✐♥ ✈✐tr♦ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♦♥❡s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ s✉❝❝❡ss✳ ■♥ s✐❧✐❝♦
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ②❡❛st ♣r♦t❡✐♥✲♣r♦t❡✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✱ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧❧②✱ ❤❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦t❡✐♥s t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤
♠❛♥② ♣❛rt♥❡rs t♦ ❝♦♥♥❡❝t ❞✐✛❡r❡♥t ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ✭❬✹✽❪✮✳ ❆♥♦t❤❡r ❢❛❝t ✐s t❤❛t
❝♦♥❝❡♣ts ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥
♦r ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✱ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❬✷✷❪✮✳ ❆♥♦t❤❡r ♦♥❡ ✐s t❤❡
r♦❜✉st ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛r ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✭❬✻✺❪✱❬✻✻❪✮✱ t❤❛t s❡❡♠s
t♦ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ str✉❝t✉r❛❧ st❛❜✐❧✐t②✳ ■♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧ s✉❝❤ ❛s ♣❤②s✐♦❧♦❣②✱
t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❢✉❧ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❤✉♠❛♥ ❛♥s✇❡rs t♦ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢
♣r❡ss✉r❡ ♦r ♦t❤❡r st✐♠✉❧✐✱ ❛♥❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♠❡❞✐❝✐♥❡s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡s❡ r❡s♣♦♥s❡s ✭❬✹✺❪✱
❬✹✻❪✱ ❬✶✵✻❪✱ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✮✳

❚❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s ♠❛♥② t✐♠❡s ✐s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧✳ ❚♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤
✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡s ✇❡ ♠✉st ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❛t ❡❧❡♠❡♥ts ❛❝t ✐♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✇❛② t♦ ❣r♦✉♣
t❤❡♠✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② ✇❡ ♠✉st ❞❡✜♥❡ ♠♦❞✉❧❡s ✭❬✹✾✱ ✽✽❪✮✳ ❊ss❡♥t✐❛❧❧② ❛ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ❛
❡♥t✐t② ✇❤♦s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s❡♣❛r❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♦❢ ♦t❤❡r ♠♦❞✉❧❡s✳ ❚♦ ❜✉✐❧❞ ♠♦❞✉❧❡s
✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡♠ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇♦r❦✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❢❛❝t♦rs t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✱ s✉❝❤ ❛s
t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤② ❧❡✈❡❧s✱ s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢
❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ ❤✐❣❤❡r✲❧❡✈❡❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥t♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s✳

■t ✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛r ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s t❤❛t s②♥t❤❡t✐❝
s❝✐❡♥❝❡s✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ♣❧❛② ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r♦❧❡
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜✐♦❧♦❣②✳ ❚❤❡r❡
❡①✐sts ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛❜♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s✳ ■♥
❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❡r❡ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡
❞❡✜♥❡❞ ❜② ❣r♦✉♣s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ♦♥❡ ❧❡✈❡❧ t❤❛t ❛r❡ ❧✉♠♣❡❞ t♦❣❡t❤❡r
t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧
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✶✳✷✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❍✐❡r❛r❝❤② ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ●✉②t♦♥ ♠♦❞❡❧ ❬✹✻❪✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ✶✽ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞
♠♦❞✉❧❡s✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❝✐r✲
❝✉❧❛t♦r② ♣❤②s✐♦❧♦❣②✳ ❙②st❡♠s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❉❆❊s ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s
❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♠♦❞✉❧❡✳

♠♦❞❡❧s ❝♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧s✿ ♠♦❧❡❝✉❧❡✲❝❡❧❧✲t✐ss✉❡✲♦r❣❛♥✲♦r❣❛♥✐s♠✲♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠✳

❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s❡t ♦❢ t♦♦❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜✉✐❧t✱ ❛♠♦♥❣ ♠❛♥② ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s✱ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡
✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ♦r ❣r♦✉♣✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r
♥♦❞❡s ✇❤♦s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t✐♠❡s❝❛❧❡s ✭❬✹✾✱ ✽✽❪✮✳ ❈❧✉st❡r✐♥❣ t♦♦❧s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ s♦♠❡ st✉❞✐❡s✳ ■♥ ♣r♦t❡✐♥✲♣r♦t❡✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ❞❡✲
✜♥❡❞ ❜② st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❧✐❦❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ r❡♠♦✈❡ ♣r♦t❡✐♥s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■t ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ s✐❧✐❝♦ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛♥❞
✐♥ ✈✐✈♦ ✇✐t❤ ❦♥♦❝❦♦✉ts ♦❢ ❣❡♥❡s ✭❬✽✾✱ ✹✽❪✮✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉✲
❧❛r✐t②✱ ♦♥❡ q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s
t♦ t❤♦s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❛r❡ ❞❡♥s❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡s ✇✐t❤✐♥ ♠♦❞✉❧❡s
❜✉t ♦♥❧② s♣❛rs❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞✉❧❡s ✭❬✺✷✱ ✶✶✹❪✮✳

❚♦ st✉❞② t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛♥❛❧②③❡ ✐❢ ❣❧♦❜❛❧ ♠♦❞❡❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ✐♥❤❡r✐t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❖♥❡ ✇♦✉❧❞ ✇❛♥t t♦ ❡♥s✉r❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
s✉❝❤ ❛s st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜② t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ✐ts ♠♦❞✉❧❡s
✭❬✽✽❪✮✳ ❙t✐✛♥❡ss ❛♥❞ t✐♠❡s❝❛❧❡s ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦♦✳
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❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✷✳✷ ❙t✐✛♥❡ss ❛♥❞ t✐♠❡s❝❛❧❡s

❙t✐✛♥❡ss ✐s ❛ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢
♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s♦❧✈✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■t ✐s ♠❛✐♥❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡
♦♥❡ ✉s❡s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t♦rs ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ st❡♣s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✽ ❙t✐✛♥❡ss✳ ❆ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s st✐✛ ✐❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ✐t
♠✉st ✉s❡ s♠❛❧❧ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s t♦ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡✳

●✐✈❡♥ ❛ s②st❡♠✱ ✐t ✐s ❧♦❣✐❝❛❧ t♦ ❤❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t st✐✛♥❡ss ❧❡✈❡❧s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s❝❛❧❡s

♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ s♦❧✈❡ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s✱ t♦ s❡❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♥❡❛r❜② t✐♠❡s✱ ❜✉t ♦t❤❡r t✐♠❡s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s
❤❛♣♣❡♥ ✐♥ ❞✐st❛♥t t✐♠❡s✳ ❖❢t❡♥ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥♥❡❝t ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t
♣❛ss ✐♥ s❤♦rt t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✇✐t❤ ♠♦r❡ s❧♦✇ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❇♦t❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ❞✐✛❡r❡♥t st✐✛♥❡ss ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ t✐♠❡s❝❛❧❡s✱ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❝♦♠♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ t♦ s♦❧✈❡ s②st❡♠s✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢
♠♦❞✉❧❡s s♦❧✈❡s ✐♥ ♣❛rt t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s s♦❧✈❡❞ ❜② ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❛r❡ st✐✛
♦♥❡ ✉s❡s s♠❛❧❧❡r t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦♥❧② ❛t t❤❛t ♠♦❞✉❧❡✳ ■❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ t♦
❤❛✈❡ ✐ts ♦✇♥ t✐♠❡s❝❛❧❡✱ ♦♥❡ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❛ s②st❡♠✳

■♥ ❢❛❝t✱ st✐✛♥❡ss ❛♥❞ t✐♠❡s❝❛❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❝r✐t❡r✐❛ t♦ ❜✉✐❧❞ ♦r t♦ q✉❛❧✐❢②
♠♦❞✉❧❡s✳ ■❞❡❛❧❧② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞✉❧❡ ♠✉st ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r st✐✛♥❡ss ❛♥❞
t✐♠❡s❝❛❧❡s✳

✶✳✷✳✸ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥✿ ✐ts ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s

❚❤❡ ❛❝t ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ♠♦❞✉❧❡s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❈♦♠♣♦✲
s✐t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✾ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s M1 ❛♥❞ M2 ✭✇✐t❤ t✇♦
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ M1 ❛♥❞ M2 ✐s t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❜♦t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡s✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ s❝✐❡♥❝❡ ✐s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ ♦❢ r❡✉s❡ ✐t✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡ ♦❢
s❝✐❡♥❝❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡✉s❡✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝
❞✐s❝♦✈❡r✐❡s✳ ❆s s❛✐❞ ■s❛❛❝ ◆❡✇t♦♥✱ ✏✳✳✳ ■❢ ■ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ❛ ❧✐tt❧❡ ❢✉rt❤❡r ✐t ✐s ❜② st❛♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ s❤♦✉❧❞❡rs ♦❢ ●✐❛♥ts✳✑ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ r❡✉s❡ t❤❡
❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s t♦ ❧♦♦❦ ❜❡②♦♥❞✳

❆ ❣♦♦❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✲
✉❧❛r✐t② ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✢❡①✐❜❧❡ t♦ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❥♦✐♥✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡s ❞❡✜♥❡❞
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ t♦ r❡✉s❡ ♠♦❞✉❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛✲♣r✐♦r✐ ❞❡✲
✜♥❡❞✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❧❡❛r♥ ❛♥❞ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❞✐✈❡rs❡ t②♣❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧
❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♥❡✇ ♠♦❞✉❧❡s t❤❛t r❡❧❛t❡s ❞✐✛❡r❡♥t
❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♦r t❤❛t ♠♦❞❡❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ ❢❛❝t♦rs✳

❆♥♦t❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t❤❛t ♦♥❡ ✇✐s❤❡s ✐s t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦s❡❞ s②st❡♠ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❚❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ q✉❡st✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠

✶✽



✶✳✸✳ Pr❡s❡♥❝❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠♥❡ss ❛♥❞ ✉s❡ ♦❢ ❍②❜r✐❞ ❙②st❡♠s ✐♥ ❇✐♦❧♦❣②

♠✉st ❝❛♥ ❜❡ ❛♥s✇❡r❡❞ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳
■❞❡❛❧❧② ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ✐t ♠✉st ❜❡ ❡❛s✐❡r t♦ ❛♥s✇❡r t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ q✉❡st✐♦♥s✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞✉❧❛r✐t② ❛♥❞ ❍✐❡r❛r❝❤②✱ t❤❡ ❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❜❡ ♣❛rt
♦❢ r❡❧❛t✐♦♥✳ ■t ♠✉st ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣♦ ✉♣ ❛♥❞ ❞♦✇♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ❜② ✉s✐♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥
♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ❧✉♠♣ t♦❣❡t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠✉st ❛♥s✇❡r ❝♦❤❡r❡♥t❧② t♦ r❡✜♥❡♠❡♥ts ♦❢ ✐ts ♠♦❞✉❧❡s✳ ■❢ ❛
♠♦❞✉❧❡ ✐s r❡✜♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦r✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
♠♦❞✉❧❡ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ♠♦❞✉❧❡ ♠✉st r❡s✉❧t r❡✜♥❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥❡ ✇❛♥t
t♦ ❝❤❡❝❦ r❡✜♥❡♠❡♥ts ♦❢ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s ❜② ♣r♦✈✐♥❣ r❡✜♥❡♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞✉❧❡s✱
t❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❆ss✉♠❡✲❣✉❛r❛♥t❡❡ r✉❧❡s ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥❞❡r r❡✜♥❡♠❡♥ts✳

■t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♠♣♦s❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts t♦ ❛✈♦✐❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲
❧❡♠s✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✱ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣
♠♦❞✉❧❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t st✐✛♥❡ss ❛♥❞ t✐♠❡s❝❛❧❡s✳

✶✳✸ Pr❡s❡♥❝❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠♥❡ss ❛♥❞ ✉s❡ ♦❢ ❍②❜r✐❞

❙②st❡♠s ✐♥ ❇✐♦❧♦❣②

❘❛♥❞♦♠♥❡ss ❤❛s t✇♦ r❡❛s♦♥s t♦ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✿ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥✲
❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❬✶✶✷❪✮✳ ▼♦❞❡❧s ❛r❡ ❜✉✐❧t ❜② ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ s❛♠♣❧❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s
t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡♠ ♦♥ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❆s ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶ ♦♥❡ tr✐❡s t♦ ✉s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣♦♦❞
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐t②✱ ❜✉t t❤✐s st❛t✐st✐❝❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧✇❛②s ♣r♦✈♦❦❡s t❤❡ s♦
❝❛❧❧❡❞ s❛♠♣❧✐♥❣ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❡rr♦r s♦✉r❝❡ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢t❡♥
✐s ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❉✉❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ ♦❢t❡♥ ✐s ❡①♣❡♥s✐✈❡✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ✇♦r❦
✇✐t❤ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ✉♥❦♥♦✇♥ ♥❛t✉r❡ ♦❢ s♦♠❡ ❜✐♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ♠❛❦❡s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ◆♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ r❛♥❞♦♠ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳

❚❤❡s❡ ❢❛❝ts ❣✐✈❡ s♣❛❝❡ t♦ r❛♥❞♦♠♥❡ss ✐♥ ❇✐♦❧♦❣②✳ ❖♥❡ ✉s❡s ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❞
st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❡rr♦r ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ✭♦r ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✮
❞❡❝✐s✐♦♥s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❍②❜r✐❞ s②st❡♠s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❢❛❝✲
t♦r ❛✛❡❝t✐♥❣ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠✳ ❖♥❡ ✉s❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❣r❛❞✉❛❧
❝❤❛♥❣❡s ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❝❤❛♥❣❡s✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s
t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡
r❛♥❞♦♠♥❡ss✳ ❈❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ s✉❝❤ ❛s ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♥✉tr✐❡♥ts
♦r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❧❛✇s ✭❡q✉❛t✐♦♥s✮ ♦❢ t❤❡ s②s✲
t❡♠✱ ♦r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢❛❝ts s✉❝❤ ❛s ❛ ❣❡♥❡ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞✱ t♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ♣r♦t❡✐♥✱ ❜② ❛
tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ♦r r❡❣✉❧❛t♦r ❣✐✈❡ ♣♦✇❡r t♦ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❍②❜r✐❞ s②st❡♠s ❛s ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡♠ ❤❡r❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮✱ ❛r❡ ♦♥❡ ✇❛② t♦ ♣❡r❢♦r♠
t❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❙♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❜✐♦❧♦❣② ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✶❪✳ ■♥ ❛ r❡❝❡♥t ❛rt✐❝❧❡
❜② ❆❧✜❡r✐ ❡t ❛❧ ✭❬✸❪✮ ✐s ✉s❡❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❍②❜r✐❞ s②st❡♠s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ R−♣♦✐♥t

✶✾



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t ♦❝❝✉r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝②❝❧❡✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❇✐♦t❡❝❤♥♦❧♦❣② t♦ ✐♥✲
❞✉str✐❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✱ s✉❝❤ ❛s ✇✐♥❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ ❜② ❍②❜r✐❞
s②st❡♠s t♦♦ ✭s❡❝t✐♦♥ ✺✮✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡❛ ✐s ●❡♥❡ ❘❡❣✉❧❛t♦r② ◆❡t✇♦r❦s ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✮✳ ❙♦♠❡
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢❛❝ts s✉❝❤ ❛s ❛ ❣❡♥❡ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞✱ t♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ♣r♦t❡✐♥✱ ❜② ❛ tr❛♥✲
s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ♦r r❡❣✉❧❛t♦r ❣✐✈❡ ♣♦✇❡r t♦ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❤②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥
t❤✐s t❤❡s✐s ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✮✱ t❤❡② ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s♦♠❡ ❤②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ●❡♥❡ ❘❡❣✉❧❛t♦r②
◆❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❈❡❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✭❬✸✻✱ ✾✻❪✮ ❛♥❞ ❝❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❝②❝❧❡
✭❬✽✸✱ ✹✵❪✮✳❆♥♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡❛ ❤❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ✇✐♥❡ ❢❡r✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ❜② r❡❝♦♥❝✐❧✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ✭❬✶✵❪✱ s❡❝t✐♦♥ ✺✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❤❛s❡ t❤❡ s②st❡♠ s✇✐t❝❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t
♠♦❞❡s✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❣♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ✐ts ❞②♥❛♠✐❝s✳

✶✳✹ ❖✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✇❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❡❧❡♠❡♥ts ❛❜♦✉t ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s✱
❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ s✇✐t❝❤❡❞ s②st❡♠s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s ✐s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❜② s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢
st♦❝❤❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ st♦❝❤❛s✲
t✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧❡rs t❤❛t s♦❧✈❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡
♠❛✐♥ ✐❞❡❛s ❛❜♦✉t ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s✿ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡♥ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
t❤❡♦r② ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s ❛♥❞ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✳
❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ r❡✉s❡ ❛♥❞ r❡❝♦♥❝✐❧❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡
♠❛✐♥ ❛r❣✉♠❡♥ts t♦ ✉s❡ ♠♦❞✉❧❛r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ✭❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r✮✱ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ✐❞❡❛s ❛❜♦✉t ❤♦✇ t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ❜② ❤②❜r✐❞
s②st❡♠s ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ ✇❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠✿ t❤❡
❞✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♠♦❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② st♦❝❤❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
❝♦❡✣❝✐❡♥t s✇✐t❝❤❡s t❤❛t ♠♦❞✐❢② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧✱ ♦r ❜② str♦♥❣
s✇✐t❝❤❡s t❤❛t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐ts❡❧❢✳ ❲❡ ✜♥✐s❤ ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♦❢
♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♥❞ s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
♠♦❞❡❧✐♥❣✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐❞❡❛s ❛♥❞ t❤❡♦✲
r✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ s✉❝❤ ❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❆❢t❡r t❤❛t✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ st❡♣s ♦❢ t❤❡ s♦❧✈✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧
s❝❤❡♠❛ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❇✐♦❘✐❝❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✉s❡ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲❡ ❡①♣❧✐❝✐t
t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❇✐♦❘✐❝❛ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s
✇✐t❤ ❇✐♦❘✐❝❛✱ t❤❡ s②♥t❛①✱ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✜♥✐s❤
❜② s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣
❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✇✐♥❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s✳ ❲❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛s ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ r❡❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ❤②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts

✷✵



✶✳✹✳ ❖✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s

❢r♦♠ t❤❡ r❡❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ✇✐♥❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✭❬✶✵❪✮✿ ❈♦❧❡♠❛♥ ✭❬✷✽❪✮✱
❙❝❛❣❧✐❛ ✭❬✾✹❪✮ ❛♥❞ P✐③❛rr♦ ✭❬✽✺❪✱ ❬✾✷❪✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❢❛❝t♦r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❤♦♦s❡s t❤❡
♠♦❞❡❧ t❤❛t ❜❡st ✜ts t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ t❤r❡❡ ♣❛♣❡rs✿ ❬✽✺❪✱ ❬✼✺❪ ❛♥❞ ❬✼✾❪ ✉s❡❞ ❛s
tr❛✐♥✐♥❣✳ ■♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥❡ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛rr✐✈✐♥❣ ❛t
t❤❡ st❛❜❧❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❜❡st ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❡✛❡❝t t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥✉tr✐❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s
s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② s✇✐t❝❤✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦♠♣❡t❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
✇❤❡♥ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ s❝❛r❝❡✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✇❡ ❛♣♣❧② ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝❡❧❧ ❢❛t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ❝❡❧❧s✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r②
♦❢ s✇✐t❝❤❡❞ s②st❡♠s✱ r❡✉s✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇✐❝❤ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② r❡❣✉❧❛t♦r②
♣r♦❝❡ss❡s ✭✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② r❡✉s✐♥❣ ❙❇▼▲ ♠♦❞❡❧s✮ t❤❛t s✇✐t❝❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t♦ ❢❛✈♦r
♦♥❡ ♦r ♦t❤❡r ❧✐♥❡❛❣❡✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜♦♥❡ ❛♥❞ ❢❛t ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❣❡♥✐t♦r ❝❡❧❧s ✐♥t♦ ♦st❡♦❜❧❛sts ❛♥❞ ❛❞✐♣♦❝②t❡s
✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✇❡
✇❛♥t t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❜♦♥❡ ♦r ❢❛t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② st✐♠✉❧❛t✐♥❣ ✭♦r ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣✮
t❤❡ ❲♥t s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♣❛t❤✇❛②✱ t❤❡ PPARγ ♣❛t❤✇❛②✱ t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❣❡♥✐t♦r ❝❡❧❧s✱
❛♥❞ t❤❡ ❛♣♦♣t♦s✐s ♦❢ ♣r♦❣❡♥✐t♦r ♦r ♦st❡♦❜❧❛st ❝❡❧❧s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛♥❛❧②③❡
✐♥ s✐❧✐❝♦ t❤❡ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡s t♦ tr❡❛t♠❡♥ts ♦❢ ❜♦♥❡ ♠❛ss ❞✐s♦r❞❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❲♥t s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♣❛t❤✇❛②✱ ❛♥❞ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♥❡✇ ♠❡❞✐❝❛❧ str❛t❡❣✐❡s
❜❡❢♦r❡ t❡st✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ ❛♥✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧s✳

❋✐♥❛❧❧② ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❜❛s✐s✱ s❝♦♣❡s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦✳

✷✶
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❈❤❛♣t❡r ✷

Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

❍②❜r✐❞ s②st❡♠s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱
♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ st♦❝❤❛st✐❝✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
♦♥❡ ❝❛♣t✉r❡s ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❤❛♥❣❡s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❙t♦❝❤❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❍②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ♦t❤❡r s❝✐❡♥❝❡ ❛r❡❛s✳ ■♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣
♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐t ✐s ✉s✉❛❧ t♦ ❤❛✈❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s
✇✐t❤ r✐❣❤t ❤❛♥❞s ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❙♦♠❡ ❝❧❛ss✐❝ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❤❡❛t ❛♥❞ ✇❛✈❡ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ♣r♦❞✉❝❡ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s ✭❬✾✺✱ ✶✶❪✮✳ ❍②❜r✐❞
♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝✐r❝✉✐ts ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❱❛r✐✲
❛❜❧❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ✇❤✐❧❡ s✇✐t❝❤❡s ❛r❡ r❡❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞✐s♣♦s✐t✐✈❡s
✭❬✺✽✱ ✻✼❪✮✳

■♥ ❇✐♦❧♦❣②✱ ♠❛♥② ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❈❤❛♥❣❡s ✐♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦r ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❢❛❝t♦rs ♠♦❞✐❢② t❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❞✐✈❡rs❡ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r❛❝t t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠ ❜❡✲
❤❛✈✐♦r✳ ■♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❛♥❞♦♠♥❡ss ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ ✭s❡❝✲
t✐♦♥ ✶✳✸✮✳

❚❤❡ ♥♦♥✲❛♠❜✐❣✉♦✉s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❜② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦
❜✉✐❧❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ r❡✉s❡ ❛♥❞ r❡❝♦♥❝✐❧❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠♦r❡
❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s✳

✷✳✶ ❍②❜r✐❞ ❙②st❡♠s

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♠♣❧❡① ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙②st❡♠s ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✮✱ t❤❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t② ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r✐s❡s ♥♦t ♦♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts✱ ❜✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦♦ ✭❬✻✹❪✮✳ ❖♥❡ ❛ss♦❝✐❛t❡s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❧❛✇s✳

❚❤✐s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✈❡rs❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❝❛rr✐❡s t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❍②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧s t♦
r❡♣r❡s❡♥t ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✇✐❞❡
r❛♥❣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s t♦ ❡①♣❧❛✐♥
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ♠❛❦❡s t♦ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡✜♥❡ t♦♦❧s t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡♠✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ❍②❜r✐❞ s②st❡♠s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❖♥❡ t❛❧❦s ♦❢ ❍②❜r✐❞ ❙②st❡♠ ✐❢ ✐t r❡✲
s♣♦♥s❡s t♦ ❜♦t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ❢❛❝t♦rs✳
▼♦❞❡❧s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t♦ ❜❡ ❍②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧s✳

✷✸



❈❤❛♣t❡r ✷✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❍②❜r✐❞ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✉s✐♥❣ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❞✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛♥❞ ❧♦❣✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ x = (x1, . . . , xn) ∈ R

n✱ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ st❛t❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s✳ ❖♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛s ❢❛❝t♦rs t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
✈❛r✐❛❜❧❡s u = (u1, . . . , uk) ∈ R

k✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s mode ∈ M = {1, . . . ,M}✳
❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦✈❡r t✐♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞
❞✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳

❍②❜r✐❞ ❙②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t✇♦ ♣♦✐♥ts ♦❢ ✈✐❡✇✿ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❬✶✽✱ ✶✵✵✱ ✶✵✹❪✮
❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭❬✺✵✱ ✻✵❪✮✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ❝❛❧❧❡❞ s✇✐t❝❤❡❞ s②st❡♠s✱ ❢♦❝✉s❡s ✐♥
❤✉♠❛♥ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ✐s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ❢♦❝✉s❡s ✐♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡s t♦♦❧s ♦❢ ❆✉t♦♠❛t❛ t❤❡♦r② ❛♥❞ ✐s ❡❛s② t♦
✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s t❤❡♦r② ✭❬✼✱ ✷✾❪✮✳ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❡✈♦❧✈❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s✱ ❜✉t ❛t ❛♥② t✐♠❡ ♠♦❞❡ ❝❤❛♥❣❡s ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s
❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s t❤❡♦r②✳

●✐✈❡♥ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♥❡①t ♠♦❞❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ s②st❡♠ s❝❤❡❞✉❧❡ ❧❛✇s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❛❧❧♦✇
♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❣✉❛r❞s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡s ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ✐ts ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜②
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✇✐t❤ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❣✉❛r❞s✳ ❍❡r❡
✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❜②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ st♦❝❤❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s ✭❬✷✾❪✱ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳

❍②❜r✐❞ s②st❡♠s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❞✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s
❛♥❞ ❧♦❣✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥t❡r❛❝t✱ s♦ t❤❛t t❤❡
❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦✈♦❦❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳
❚♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❍②❜r✐❞ ❙②st❡♠s ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳

✷✳✶✳✶ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s

❚❤❡ ❜❡st ❦♥♦✇♥ ❢♦r♠ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳
■♥ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭x✮ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛ ❡q✉❛t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❛t❡s ♦❢ x ❛t t✐♠❡ t
❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ẋ(t) ❛♥❞ ❝❛❧❧❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❙♦✱ ❛t ❛♥② t✐♠❡ t t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭Fi✮ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ st❛t❡
✈❛r✐❛❜❧❡s x(t) ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s u(t)✳ ❖♥❡ ✜♥❞s ♥♦t❛❜❧❡
❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ ❝❧❛ss✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐❝s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧
s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ♠♦❞❡❧s ♦❢ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❜② r❡s♦✉r❝❡s ✭▲♦t❦❛✲
❱♦❧t❡rr❛ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❬✾✽❪✮✳

ẋ(t) = F (x(t), u(t)) ✭✷✳✶✮

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ x✱ ❝❛❧❧❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s✳ ❖❢t❡♥ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛♥❞ ♦♥❡
❤❛s t♦ ✉s❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ✉s✐♥❣
✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡s✳

✷✹



✷✳✶✳ ❍②❜r✐❞ ❙②st❡♠s

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
❧❛✇s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ♦r ♠♦♠❡♥t✉♠✱ t❤❡s❡ s②st❡♠s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞
❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ G ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛t❡
✈❛r✐❛❜❧❡s x✱ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ẋ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♥tr♦❧ u✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧
t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❉❆❊✮ ✭❬✸✽❪✮✳

G(ẋ(t), x(t), u(t)) = 0 ✭✷✳✷✮

■♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❉❆❊s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷ t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥t♦ ❛
s②st❡♠ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ✐♠♣❧✐❝✐t ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❡q✉❛t✐♦♥s
✷✳✸✱ ✷✳✹✮✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ✐♥t♦ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s x ❛♥❞ z
✭❬✻✽❪✮✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s x r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤♦s❡ ❞❡r✐✈❛✲
t✐✈❡s ❛r❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✱ ✇❤✐❧❡ z ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤♦s❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

ẋ(t) = H(x(t), u(t), z(t)) ✭✷✳✸✮

G̃(x(t), u(t), z(t)) = 0 ✭✷✳✹✮

❆s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ▲♦t❦❛✲❱♦❧t❡rr❛ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❬✾✽❪✮ t♦ ♠♦❞❡❧ t✇♦
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✿ ♣r❡② x✱ ❛♥❞ ♣r❡❞❛t♦r y✳ ■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡② ❤❛✈❡ ❛♥ ✉♥❧✐♠✲
✐t❡❞ ❢♦♦❞ s✉♣♣❧② ✭✉♥❧✐♠✐t❡❞ ♣r♦❧✐❢❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r❡❞❛t♦r✮✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s❡t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✷✳✺✲✷✳✻ ❜❡❧♦✇✿

ẋ(t) = x · (α − β · y) ✭✷✳✺✮

ẏ(t) = −y · (γ − δ · x)✱ ✇❤❡r❡ ✭✷✳✻✮

α ✐s t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r❡②✱ β t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❞❡♣r❡❞❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ γ
t❤❡ ♣r❡❞❛t♦r ♠♦rt❛❧✐t② ♦r ❡♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❛♥❞ δ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❣r♦✇t❤
♦❢ t❤❡ ♣r❡❞❛t♦r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t✐♠❡✳

❖♥❡ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s❛♠❡ s②st❡♠ ❜✉t ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ s✉♣♣❧② ❜② t❤❡ ❉❆❊ s②st❡♠
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✷✳✼✱ ✷✳✽ ❛♥❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✇✐t❤ ❢♦r♠ ✷✳✹✮ ✷✳✾✱
✷✳✶✵✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts β✱ γ✱ δ✱ a✱ b ❛♥❞ F ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t❀ ✇❤✐❧❡ α ❛♥❞ z ❛r❡
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

ẋ(t) = x · (α − β · y) ✭✷✳✼✮

ẏ(t) = −y · (γ − δ · x) ✭✷✳✽✮

α = k · z ✭✷✳✾✮

a · x + b · y + z = F ✭✷✳✶✵✮

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✷✳✾ ❛♥❞ ✷✳✶✵ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡❝r❡❛s❡s ✐❢ t❤❡
r❛t❡ ♦❢ ❢♦♦❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ a · x + b · y ✐s ♥❡❛r t❤❡ ❛❧❧♦✇❡❞ r❛t❡ F ✳

P❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ♠❛♥② ❛r❡❛s ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞
t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❙✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ✉s❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✱ ❜✉t G ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❞❡♣❡♥❞
♦♥ k−♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❡❛❝❤ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r
♦♥❡s xj ✭i, j ∈ {1, . . . , n}✮✳

✷✺



❈❤❛♣t❡r ✷✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

✷✳✶✳✷ ❉✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s

❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦✈❡r t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s mode✳
❉✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ st♦❝❤❛st✐❝ ♦r ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s
❢r♦♠ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❢❛✈♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳

✷✳✶✳✸ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡

❞②♥❛♠✐❝s

❚❤❡ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥t❡r❛❝t ✐s ❜② s✇✐t❝❤❡s✱ ✇❤✐❝❤
❝♦♥tr♦❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧ ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦r
❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧ ✭F ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s ❛s ✷✳✶✱ ❛♥❞ G ❢♦r ❉❆❊ ♦r ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❢♦r♠ s❤♦✇♥
✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✮✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② s✉❝❤ s✇✐t❝❤❡s✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡
✇❛② t❤❛t ❞✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❝❛♥ ❜❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♦r ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢
t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❢❛❝t♦rs ❝❛♥ ♣r♦✈♦❦❡ s✇✐t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❜♦t❤ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② ❛♥❞
♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❢❛❝t♦r ✈❛❧✉❡ ✐t s✇✐t❝❤❡s t❤❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ st♦❝❤❛st✐❝ ♦r ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ r✉❧❡s✳

❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦✈❡r t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❢❛❝t♦rs ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t✐♠❡✱
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t✐♠❡ ♦r
st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦✈♦❦❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❢❛❝t♦rs✳

✷✳✶✳✹ ❙✇✐t❝❤❡❞ ❙②st❡♠s

❆♥ s♣❡❝✐❛❧ t②♣❡ ♦❢ ❍②❜r✐❞ s②st❡♠ ❛r❡ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❙✇✐t❝❤❡❞ ❙②st❡♠s ✭❬✶✽✱ ✶✵✵❪✮✳
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❍②❜r✐❞ ❙②st❡♠ ✇❤♦s❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s x ❛♥❞

❞✐s❝r❡t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s m✳ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ x✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ F
❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ m✳ ■❢ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢
S t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐ts ❢♦r♠✱ ❧❛✇s✱ ✐ts ❡q✉❛t✐♦♥s✿ ✐ts ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❛② ✐♥
t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ t❤❛t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈❛❧✉❡s ❝❛rr② s✇✐t❝❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❍②❜r✐❞ s②st❡♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❙✇✐t❝❤❡❞ ❙②st❡♠✳

❊❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♠♦❞❡✱ t❤❡ s❡t M ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❡t ♦❢
♠♦❞❡s✳ ❚♦ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ✐t✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧②
✜♥✐t❡ s✇✐t❝❤❡s ✐♥ ✜♥✐t❡ t✐♠❡✳

❙✇✐t❝❤❡❞ ❙②st❡♠s✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✷✳✶✱ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✶✳

ẋ(t) = Fm(t)(x(t), u(t))✱ ✭✷✳✶✶✮

✇❤❡r❡ Fm(t) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡ m(t)✳ ■t ✐s t♦ s❛②✱ m ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♠♦❞❡ ❞②♥❛♠✐❝s
♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✮✳

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ m ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✷

m(t) = G(x(t), u(t), m(t−))✱✇❤❡r❡ G : R
n × R

k × M −→ M ✭✷✳✶✷✮

❙t❛rt✐♥❣ ❛t (x(0) = x0, u(0) = u0, m(0) = i ∈ M) t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s tr❛❥❡❝t♦r②
❡✈♦❧✈❡s ♦✈❡r t✐♠❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ẋ(t) = Fi(x(t), u(t))✱ ❛t t❤❡ ✜rst t✐♠❡ tj > 0 ✇❤❡r❡

✷✻



✷✳✷✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s

∃j ∈ M : (x(·), u(·)) ∈ G(·, ·, i)−1(j) t❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❡❝♦♠❡ (x(tj), u(tj), j) ❛♥❞
t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥t✐♥✉❡s✳

❖t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ r❡♣r❡s❡♥t s✇✐t❝❤❡❞ s②st❡♠s ✐s ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❆❧❣❡❜r❛✐❝
❊q✉❛t✐♦♥s ✭❉❆❊s✮✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❝✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✸✳

0 = G̃(xr(t), ur(t), m(t)) ✭✷✳✶✸✮

❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s xr ❛♥❞ ur ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ x ❛♥❞ u✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ m(t) t❤❡r❡ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❉❆❊ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t
❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✸ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■t ❤❛s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ m(t)✳ ❚❤❡
❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s✳

x=F
1
(x,u) ... .

x=F
2
(x,u)

 .
x=F

|M|
(x,u)

 .

s=v
v=f

1
(u,v)

s=v
v=f

2
(u,v)

s=v
v=f

3
(u,v)

s=v
v=f

4
(u,v)

 .
 .  .

 .  .
 .  .

 .

General switched model

Switched model: Motion of a car

A)

B)

s: position
v: velocity
u: throttle angle
g: gear (1,2,3, 4)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❆✮✿ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛ ❙✇✐t❝❤❡❞ ❙②st❡♠✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠♦✈❡s ❜❡t✇❡❡♥
❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡s✱ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ✐ts ❞✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❆t ❡❛❝❤
♠♦❞❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ❝❤❛♥❣❡s ✐ts ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❇✮✿ ❚❤❡ ❙✇✐t❝❤❡❞ ❙②st❡♠

♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❛r✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥ s ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② v✱ ❝❤❛♥❣❡s ✐ts ❧❛✇s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❡♥❣❛❣❡❞ ❣❡❛r✳

❆ ✈❡r② ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✇✐t❝❤❡❞ s②st❡♠ ✐s t❤❡ ▼♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡ ✇✐t❤
❛ ♠❛♥✉❛❧ ❣❡❛r❜♦① ✭❬✶✵✵❪✱ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✮✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t✇♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
✈❛r✐❛❜❧❡s✿ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛♥♥❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ t❤r♦tt❧❡ ❛♥❣❧❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡♥❣❛❣❡❞ ❣❡❛r✳ ■♥ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣❛❣❡❞ ❣❡❛r
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❡✈♦❧✈❡ ✐♥ s♦♠❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❡❝✐✜❝ ✇❛②✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤✐s s②st❡♠
✐s ❤②❜r✐❞ ✐♥ ✐ts ♥❛t✉r❡✳

✷✳✷ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s

❲❡ ✉s❡ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❙t♦❝❤❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s ✭❙❚❙ ✮ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥
❍②❜r✐❞ s②st❡♠s ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮✳ ■♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❉❡ ❆❧❢❛r♦ ✭❬✷✾❪✮✱ ❙❚❙ ❝♦✈❡r t❤❡ ♥❡❡❞
♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ✇✐t❤ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❞ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥
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❈❤❛♣t❡r ✷✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

❛♥❞ ❙②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ s②st❡♠s ❜② ❝♦♠♣♦s✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡s
❛♥❞ s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ ❛❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐ts ♦❜✲
s❡r✈❛❜❧❡ ✭✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧✮ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡s ♦✈❡r t✐♠❡ ❜②
❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐ts st❛t❡✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ st❛t❡s ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ s♣❡♥t
t✐♠❡✳ ❖♥❡ st✉❞✐❡s t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ❛t ❡❛❝❤ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❝t✐♦♥✳

❙❚❙ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❚✐♠❡ ▼❛r❦♦✈ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❝❡ss ✭❈❚▼❉P✮ ✭❬✶✺❪✱
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮ ✐♥ t❤❛t ♦♥❡ ✉s❡s r❛♥❞♦♠✐③❡❞ s❝❤❡❞✉❧❡rs t♦ s♦❧✈❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✐♥
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✇❡r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞♦♠❛✐♥s ❜② ✉s✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♠❡❛s✉r❡s ♦♥ s✉❜ s❡t ♦❢ st❛t❡s ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s ✭❬✷✺❪✮✳ ▲❡t ✉s ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠✳ ❆ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠ ❙ ✭❬✼❪✮ ✐s ❛ t✉♣❧❡
(Q, Q0, A,−→) ✈❡r✐❢②✐♥❣✿

✶✳ Q ✐s ❛ s❡t ✭❝♦♠♠♦♥❧② ✜♥✐t❡✮ ♦❢ st❛t❡s✳

✷✳ Q0 ⊂ Q ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s✳

✸✳ A ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❛❝t✐♦♥s✳

✹✳ −→ ⊂ (Q × A × Q) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

❖♥❡ ❞❡♥♦t❡s q
a
−→ q′ ✐❢ (q, a, q′) ∈−→✳ ❖♥❡ ❞❡✜♥❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡

st❛t❡ q ❛s A(q) = {a ∈ A : ∃q′withq
a
−→ q′}✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸ ❊①❡❝✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳ ❆♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡
σ = q0a0q1 . . . qnanqn+1, . . .✳ ■❢ ∀i > 0 (qi, ai, qi+1) ∈−→ ♦♥❡ s❛②s t❤❛t σ = q0

a0−→
q1, . . . , qn

an−→ qn+1, . . . ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥ ❙✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹ ❙❡ts ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳ Exec✱ Exec∗✱ Execw ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡①❡❝✉✲
t✐♦♥s✱ ✜♥✐t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ st❛t❡✱ ❛♥❞ ✐♥✜♥✐t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺ ❚r❛❝❡s✳ ❙❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ st❛t❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ Q−tr❛❝❡s✱ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s
A−tr❛❝❡s✳

❚❤❡ ✜rst st❛t❡ ♦❢ ❛ ❡①❡❝✉t✐♦♥ σ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ first(σ)✳ ❚❤❡ ❧❛st ♦♥❡✱ ✐❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
✐s ✜♥✐t❡✱ ✐s last(σ)✳

■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✮✱ t❤❡ s❡t ♦❢ st❛t❡s ✐s Q = {q0, q1, q2}✱ q0 ✐s t❤❡ ✭✉♥✐q✉❡✮
✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ✐s A = {s, a, e}✱ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
❛r❡ (q0, s, q0)✱ (q0, a, q1)✱ (q1, e, q0) ❛♥❞ (q1, e, q2)✳ ❆♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✜♥✐t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s
q0sq0aq1 ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ tr❛❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s sa✳

■❢ ♦♥❡s ❛ss✐❣♥s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥
❙②st❡♠ ✭❬✷✾❪✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠✳ ❖♥❡ s❛②s t❤❛t ❙ ✐s ❛♥ ❙t♦❝❤❛st✐❝
❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠ ✐❢ ✐t ✐s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✮ t❤❛t ❢✉❧✜❧❧s 5 ❛♥❞ 6✳

✺✳ ❆♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❙ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ st❛rt ❛t q ∈ Q0 ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P0(q)✳
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✷✳✷✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s

q
2

q
1

q
0 a e

Initial
action

s e

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r ❝❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥✳ ❈✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t
st❛t❡s✱ ❜❧❛❝❦ ❛rr♦✇s tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② ❛❝t✐♦♥s✱ ❜✉t ❞✐✛❡r✲
❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛❜❡❧ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❛t ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ♠❛② ♣r♦❞✉❝❡
♠❛♥② r❡s♣♦♥s❡s✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛❝t✐♦♥ s❡❧❡❝ts t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛❧✲
✇❛②s ❜❡❣✐♥ ❛t q0✳ ❙t❛t❡s✿ q0, q1, q2✱ tr❛♥s✐t✐♦♥s✿ (q0, s, q0)✱ (q0, a, q1)✱ (q1, e, q0)
❛♥❞ (q1, e, q2)✳ ❘❡❞ ❛rr♦✇s ❛r❡ ✐♥❤❡r❡♥t ✐❞❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡
s②st❡♠ t♦ ❛ss✉r❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

✻✳ ●✐✈❡♥ q ∈ Q✱ a ∈ A✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡ st❛t❡ r ∈ Q✱
✈❡r✐❢②✐♥❣ (q, a, r) ∈−→✱ ✐s Pa(q, r)✳

■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✱ ❢♦r t❤❡ st❛t❡ q1 ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ e✱ t✇♦ s✉❝❝❡ss♦rs
q0 ❛♥❞ q2 ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■❢ ✇❡ ❛❞❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❡❛❝❤ ♦♣t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❙t♦❝❤❛st✐❝
❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠✳ ■t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡✜♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ st❛rt t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❧② q0 ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✳

✷✳✷✳✶ ❘❛♥❞♦♠♥❡ss ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠

❲❡ s❛✇ t❤❛t r❛♥❞♦♠♥❡ss ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②s✲
t❡♠s ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻✮✿ ❣✐✈❡♥ ❛♥ st❛t❡ ❛♥❞ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✱ st❛t❡ q1 ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥ e✮✳

❚❤❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❣✐✈❡♥ ❛♥ st❛t❡ q ♦❢ ❛♥ ✜♥✐t❡
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ♠❛♥② ❛❝t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤✐s ❢❛❝t ✐s
♥♦t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ♠✉st
s♦❧✈❡ ✐t✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ st❛t❡ q0 ✐t ❝♦✉❧❞ s❡❧❡❝t t❤❡ ❛❝t✐♦♥ s
♦r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ a ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❝❝❡ss♦rs✳

❆ ✇❛② ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❙❝❤❡❞✉❧❡r✳
❚❤❡ ❙❝❤❡❞✉❧❡r✱ ❬✶✶✸❪✱ s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥✲
✐st✐❝ ♦r r❛♥❞♦♠✐③❡❞✱ ✇✐t❤ ♠❡♠♦r② ♦r ♥♦t✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛ ✜rst ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
r❛♥❞♦♠✐③❡❞ s❝❤❡❞✉❧❡r ✐s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼ ❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧❡r✳ ❆ ✭r❛♥❞♦♠✐③❡❞✮ s❝❤❡❞✉❧❡r ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
D : Exec∗ −→ Distr(A) ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❛t ∀σ ∈ Exec∗ supp(D(σ)) = A(last(σ))✳

❲✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ✐♥✜♥✐t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦♥❡ ❛❞❞ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ✐❞❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
✭t❤❛t st❛② ✐♥ t❤❡ st❛t❡✮ t♦ ❡❛❝❤ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠✳ ❈♦♥✲
s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛♥ ❙❚❙ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ▼❛r❦♦✈ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❝❡ss ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✽✮ ❢♦r ❡❛❝❤
♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ s♦❧✉t✐♦♥✳
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❈❤❛♣t❡r ✷✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✽ ▼❛r❦♦✈ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❝❡ss❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②s✲
t❡♠s✳ ■❢ ❢♦r ❡❛❝❤ q ∈ Q ✇❡ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t A(q)✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t q✱ ✐s
♥♦♥✲❡♠♣t② ❢♦r ❛❧❧ q ∈ Q✱ t❤❡ tr✐♣❧❡ Π = (Q, A, P ) ✭✇✐t❤ P ❣✐✈❡♥ ❜② Pa(q, r) t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ q t♦ r ✇❤❡♥ ❛❝t✐♦♥ ❛ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ▼❛r❦♦✈
❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❝❡ss ✭▼❉P✮✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✮ ❛♥❞ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡r t❤❛t s❡❧❡❝ts ❛❢t❡r t❤❡
st❛t❡ q0 t❤❡ ❛❝t✐♦♥ s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 0.5 ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ a ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 0.5✳ ❚❤✐s
s❝❤❡❞✉❧❡r ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ♠❡♠♦r②✿
✐t ✐s ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t ❤♦✇ ♦♥❡ ❛rr✐✈❡s t♦ q0 t♦ ❞❡❝✐❞❡ t❤❡ ♥❡①t ❛❝t✐♦♥✳ ❲❡ s❛② t❤❛t
❛ s❝❤❡❞✉❧❡r D ✐s ♠❡♠♦r②❧❡ss ✐❢ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ Q t♦ Distr(Q)✱
❛s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❆ s❝❤❡❞✉❧❡r ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✐❢ ✐t r❡t✉r♥s ❛ ❉✐r❛❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r
❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐t ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛♥ ✉♥✐q✉❡ ❛❝t✐♦♥ t♦
❝♦♥t✐♥✉❡ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐❢ ✐♥ q0 t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡r ❛❧✇❛②s s❡❧❡❝ts t❤❡ ❛❝t✐♦♥s a✮✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦♥❡ ❝❛♥ s✐♠✉❧❛t❡s t❤❡ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠✱ ✇❤♦s❡ r❡s✉❧ts
❞❡♣❡♥❞s ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡r t❤❛t ✐s ❝❤♦s❡♥✳ ❇✉t✱ ✇❤❛t ❞♦❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
r❡♣r❡s❡♥t❄ ✇❤❛t ❞♦ t❤❡ st❛t❡s r❡♣r❡s❡♥t❄ ❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠ ❛♥❞ ❉②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧s✳

✷✳✷✳✷ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ s②st❡♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞✉❧❡s

■♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s ✭❬✼❪✮✱ ♦♥❡ ❛ss♦❝✐❛t❡s st❛t❡s ✇✐t❤
✈❛❧✉❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠ S = (Q, Q0, A,−→)✱ ❡❛❝❤ st❛t❡ ✐♥
Q r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲✐t❤ t❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ st❛t❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ s②st❡♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈❛❧✉❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✾ ❚②♣❡❞ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ s❡t x ♦❢ t②♣❡❞ st❛t❡
✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♥❛♠❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥✳
Q ✐s t❤❡ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ♦❢ X✱ ❛t ❡❛❝❤ st❛t❡ q ∈ Q t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤
✈❛r✐❛❜❧❡ x ∈ X ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ s❡t Q0 ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s {q ∈ Q : q s❛t✐s✜❡s Θ}✱
✇❤❡r❡ Θ ✐s ❛♥ ❛ss❡rt✐♦♥ ♦✈❡r X✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡
s②st❡♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡s✿
❱❛r✐❛❜❧❡s✿ N : ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s✱ A : ❛❝t✐✈✐t② ❧❡✈❡❧✱ G : ❣r♦✇t❤✳
❙t❛t❡s ✭✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✿

• q0 = {A = 0, N = 1, G ∈ [0, 1]}✱

• q1 = {A = 1, N = 1, G ∈ [0, 1]}✱

• q2 = {A = 1, N = 2, G ∈ [0, 1]}✳

●✐✈❡♥ ❛ s②st❡♠✱ s♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ♦t❤❡rs✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ✇✐t❤
✉♥❦♥♦✇♥ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✳ ❈♦♥t✐♥✉✐♥❣ ✇✐t❤ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ✭❋✐❣✉r❡
✷✳✷✮✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❣r♦✇t❤ G ✐s ♥♦t ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇❤✐❧❡ A ❛♥❞ N ❛r❡
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t ♦♥❧② N ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② ♦t❤❡r ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠ ✭A ✐s
♣r✐✈❛t❡ ♦r ✐♥t❡r♥❛❧✮✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ext = {G}✱ intf = {N}
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✷✳✷✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s

❛♥❞ priv = {A}✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ intf ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ext ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r♠ t❤❡ s❡t ♦❢
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ obs = {N, G} ✐♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❧❡ ♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ cont = {A, N}✳

❙♦✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s✿

• ✐♥✐t✐❛❧ ❛❝t✐♦♥: ∅ −→ {N := 1, A := 0}✱

• s : {G, N,A} −→ if(G · N < 0.5) {N := N, A := A}✱

• a : {G, N,A} −→ if(A = 0) {N := N, A := 1}✱

• e : {G, N,A} −→ if(A = 1, N = 1) {N := N + 1, A := A} ∨ {N :=
N, A := 0} ❡❛❝❤ ♦♣t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 0.5✳

■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❧② t❤❡ ❛❝t✐♦♥ e ✐s str✐❝t❧② ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝✳ ❚❤❡ ❛❝t✐♦♥ s ✐♥❝❧✉❞❡s ❛
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ G✱ ♥♦t ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❛t q0 ❜♦t❤
❛❝t✐♦♥s s ❛♥❞ a ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❛❝t✐♦♥ s❡❧❡❝ts t❤❡ ✜rst st❛t❡✱
t❤❡ ✜rst ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ♥♦t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝✳ ❆s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡r t❤❛t s❡❧❡❝ts t❤❡ ♥❡①t ❛❝t✐♦♥
❝❛♥♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♣r✐✈❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡✜♥❡
s❝❤❡❞✉❧❡rs ♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦
❛t♦♠s ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✵✮ ✇✐t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡❛❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆♥ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥
❙②st❡♠✱ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ♦❢ st❛t❡s ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
♠♦❞✉❧❡ ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✶✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✵ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❳✲❛t♦♠✳ ❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛t♦♠ N ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❡t
read(N) ⊆ X ♦❢ r❡❛❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ctr(N) ⊆ X ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ init(N) ❛♥
✐♥✐t✐❛❧ ❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ∅ t♦ ctr(N)✱ ❛♥❞ ❛♥ ✉♣❞❛t❡ ❛❝t✐♦♥ upd(N) ❢r♦♠ read(N) t♦
ctr(N)✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✶ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞✉❧❡✳ ❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞✉❧❡ P ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦
♣❛rts✿

• ❉❡❝❧❛r❛t✐♦♥✿ ✈❛r✐❛❜❧❡s X(P ) ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦✿ ext(P ) t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
intf(P ) t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ priv(P ) t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

• ❇♦❞②✿ ✜♥✐t❡ s❡t atoms(P ) ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ X(P )✲❛t♦♠s s✉❝❤ t❤❛t✿

✶✳ intf(P ) ∪ priv(P ) =
⋃

a∈atoms(P ) ctr(a)✱

✷✳ ∀a1, a2 ∈ atoms(P ) : ctr(a1) ∩ ctr(a2) = ∅✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞✉❧❡ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ s❝❤❡❞✉❧❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
✭t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✱ ❛♥❞ ❛ s❝❤❡❞✉❧❡r ❢♦r ❡❛❝❤
❛t♦♠ t♦ ❝❤♦s❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❛t
❛t♦♠ ✭♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✳
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❈❤❛♣t❡r ✷✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

✷✳✷✳✸ ■♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❚✐♠❡✿ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s✲❚✐♠❡ ▼❛r❦♦✈ ❉❡❝✐s✐♦♥

Pr♦❝❡ss

❆❧t❤♦✉❣❤ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦♥❡ ❝❛♥ st✉❞② t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥ ✐♠✲
♣♦rt❛♥t ❡❧❡♠❡♥t ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡ ♦❢ t✐♠❡✳ ❚♦ ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦♥❡ ❝❛♥
❛ss♦❝✐❛t❡s ❛ ✉♥✐t② ♦❢ t✐♠❡✱ ❜✉t ✐t ✐s ❧♦❣✐❝❛❧ t♦ t❤✐♥❦ t❤❛t ♥♦t ❛❧❧ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✉s❡
t❤❡ s❛♠❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ t✐♠❡✳

❚❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❛② t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t✐♠❡ ✐s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ t✐♠❡s ❛♥❞ t♦ ❧✐♥❦ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ s✉❝❝❡ss♦rs ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡ ✭❬✷✾❪✱ ❬✶✶✸❪✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✷ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠ ❛s ❚✐♠❡❞ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❙②st❡♠✳
■❢ ✇❡ ❛❞❞ t♦ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❝❡ss Π = (Q, A, P )✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧
st❛t❡s Q0 ❛♥❞ ❛ ❧❛❜❡❧✐♥❣ t✐♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ time✱ ✇❤❡r❡ time(q, a) ✐s ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ s♣❡♥t ❛t q ✇❤❡♥ ❛❝t✐♦♥ a ∈ A(q) ✐s ❝❤♦s❡♥✱
Π = (Q, A, P,Q0, time) ✐s ❛ ❚✐♠❡❞ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❙②st❡♠ ✭❚P❙✮✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✷✾❪✱ s♦♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❛♥❞ ♦t❤❡rs ❞❡❧❛②❡❞✳ ❚❤❡
✜rst ♦♥❡s ❤❛✈❡ ♣r✐♦r✐t② ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t s♣❡♥❞ t✐♠❡✱ t❤❡ ❧❛st ♦♥❡s ❤❛✈❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ str✐❝t❧②
♣♦s✐t✐✈❡ t✐♠❡s ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

❚♦ r❡❧❛t❡ s♣❡♥t t✐♠❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s P ✱ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t
❢♦r ❡❛❝❤ ❛❝t✐♦♥ t❤❡ s♣❡♥t t✐♠❡ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❤❛s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❛t ✐s
t♦ s❛②✱ ♦♥❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❛t❡ ♠❛tr✐① R✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✸ ❘❛t❡ ♠❛tr✐①✳ ■s ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛tr✐① t❤❛t s❛t✐s✜❡s✿

✶ R : Q × A × Q −→ R
+✳

✷ ●✐✈❡♥ ❛♥ st❛t❡ q ❛♥❞ ❛♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❛❝t✐♦♥ a✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♥② ♦❢ t❤❡
s✉❝❝❡ss♦rs ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇✐t❤✐♥ t✐♠❡ t ✐s

1 − e−R(q,a,Q)·t✱ ✇❤❡r❡ R(q, a,Q) =
∑

r∈Q

R(q, a, r)

✸ ●✐✈❡♥ ❛♥ st❛t❡ q ❛♥❞ ❛ ❝❤♦s❡♥ ❛❝t✐♦♥ a✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❝❤♦s❡ t❤❡
s✉❝❝❡ss♦r r ✐s Pa(q, r) = R(q,a,r)

R(q,a,Q)
✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ Π = (Q, A,R, P0) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s✲❚✐♠❡ ▼❛r❦♦✈ ❉❡❝✐s✐♦♥
Pr♦❝❡ss ✭❈❚▼❉P✮✱ ♦❜❥❡❝t t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ str♦♥❣❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ Pr♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✭❬✶✺❪✮✳

❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡✈❡♥ts✱ ✐♥ ❛ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❡✈❡♥ts ♦❝❝✉r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛✈❡r❛❣❡ r❛t❡ ✭P♦✐ss♦♥
♣r♦❝❡ss✱ ❬✶✶✷❪✮✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ st❛t❡ ❛♥❞ ❛♥ ❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s 2 ❛♥❞ 3 ❛r❡ ❞✐r❡❝t
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ s✉♣♣♦s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦♣t✐♦♥s ❛r❡ t✐♠❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳

✸✷



✷✳✷✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s

■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✱ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ r❛t❡ ♠❛tr✐① R t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❤❛✈❡
t❤❛t

Pe(q1, q0) =
R(q1, e, q0)

R(q1, e, q0) + R(q1, e, q2)

Pe(q1, q2) =
R(q1, e, q2)

R(q1, e, q0) + R(q1, e, q2)

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣r♦♣❡rt② 2 ✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✸✱ t❤❡ s♦✉❥♦✉r♥ t✐♠❡ ✐♥ q ∈ Q ✉♥❞❡r ❛♥
❛❝t✐♦♥ a ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❜❛❜❧❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s t♦ ❧❡❛✈❡ q ❜② t❤❡ ❛❝t✐♦♥ a✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r t❤❡ st❛t❡ q1 ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐♦♥
e t❤❡ s♦✉❥♦✉r♥ t✐♠❡ ❤❛s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ r❛t❡ R(q1, e, q0) +R(q1, e, q2)✳
❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ r❡❛❝❤ ❛♥ s✉❝❝❡ss♦r ✇✐t❤✐♥ t✐♠❡ t ✐s 1 − e−((R(q1,e,q0)+R(q1,e,q2)))·t✳

✷✳✷✳✹ ❙❝❤❡❞✉❧❡rs ❛♥❞ ❚✐♠❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥s

❆s ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✱ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✐♥ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s
✐s s♦❧✈❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠✐③❡❞ s❝❤❡❞✉❧❡rs✳ ❆ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ s❝❤❡❞✉❧❡r ❛ss✐❣♥s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t♦
t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❝t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥✱
♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ t✐♠❡✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❞❞ t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ t✐♠❡s t♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✹ ❚✐♠❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳ ❆ t✐♠❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ❛ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥✜♥✐t❡ s❡✲
q✉❡♥❝❡ ♦❢ st❛t❡s✱ ❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s σ = q0a0t0q1, . . . , qnantnqn+1, . . .✳ ❚❤❡ s❡t
♦❢ t✐♠❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✱ ✜♥✐t❡ t✐♠❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ st❛t❡✱ ❛♥❞ ✐♥✜♥✐t❡ t✐♠❡❞
❡①❡❝✉t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ Σ✱ Σ∗✱ Σw r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ●✐✈❡♥ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠
♦♥❡ s❛②s t❤❛t ❛ t✐♠❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐❢ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♥♦t 0 ❜② s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠✳

■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r s♣❡♥t t✐♠❡s ❛s ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ s❝❤❡❞✉❧❡r D t❤❛t s♦❧✈❡s t❤❡ ♥♦♥✲
❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✐♥ q0 ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s a ❛♥❞ e ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✲
✐t② ✭0.5✮✳ ❖♥ ♦t❤❡r st❛t❡s✱ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡r ❛♥s✇❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❝t✐♦♥
✭✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1✮✳ ❚❤✐s s❝❤❡❞✉❧❡r ✐s ♠❡♠♦r②❧❡ss✱ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
st❛t❡✳ ●✐✈❡♥ T > 0✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡①❡❝✉✲
t✐♦♥ q0aq1eq2 ✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧ s♣❡♥t t✐♠❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ T ✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦❜t❛✐♥✐♥❣
P ({q0at1q1et2q2 : t1 + t2 6 T})✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡r t♦ ❜❡ D✳ ❆t ❝♦♠♣✉t✐♥❣✿

P ({q0at1q1et2q2 : t1 + t2 6 T}) = D(q0)(a)Pa(q0, q1)D(q0aq1)(e)Pe(q1, q2)P (t1 + t2 6 T )

= 0.5 · 1 · 1 ·
1

1 + 1
·

∫ T

t1=0

∫ T−t1

t2=0

2e−2t1 · 2e−2t2dt2dt1

= 0.25·
(

1 − (1 + 2T )e−2T
)

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ T = 1 t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s 0.25 · (1 − 3e−2) ≈ 0.1485✳
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❈❤❛♣t❡r ✷✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

q
2

q
1

q
0 a (2) e (1)

Initial
action

e (1) 

s(1)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❙t♦❝❤❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ r❛♥✲
❞♦♠♥❡ss ✭t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ s✉❝❝❡ss♦rs ♦❢ q1 ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ e✿ q0 ❛♥❞ q2✮ ❛♥❞ t❤❡
t✐♠❡ ❛❞✈❛♥❝❡ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t s♣❡♥t t✐♠❡ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❤❛s
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❡ r❛t❡ ✈❛❧✉❡s R ❛t ❡❛❝❤ ❛rr♦✇ ❜❡t✇❡❡♥
♣❛r❡♥t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❛❝t✐♦♥s ♣♦s✲
s✐❜❧❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡ ✭❝❛s❡ ♦❢ q0✮✱ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ s❝❤❡❞✉❧❡r

t❤❛t ❛ss✐❣♥s t❤❡♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳

✷✳✷✳✺ ❊①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s

❚♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❡①✐st✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥
❙②st❡♠s✱ t❤❛t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s❝❤❡❞✉❧❡r ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡s ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s ❞♦♠❛✐♥s✳

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s❝❤❡❞✉❧❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
❛❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞s ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s st❛t❡s ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
t✐♠❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✭❬✷✺✱ ✶✶✸❪✮✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ✜♥✐t❡ t✐♠❡❞
❡①❡❝✉t✐♦♥s ✭Σ∗✮ t♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ ❛❝t✐♦♥s ✭Distr(A)✮

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✺ ❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ t✐♠❡❞ ❤✐st♦r②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s❝❤❡❞✉❧❡r✳ ❆ r❛♥❞♦♠✐③❡❞
t✐♠❡❞ ❤✐st♦r②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s❝❤❡❞✉❧❡r ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ D : Σ∗ −→ Distr(A) ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❛t
∀σ ∈ Σ∗ supp(D(σ)) = A(last(σ))✳

■♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✱ ✇❡ s❤♦✇ ♣❛rt ♦❢ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❚♦ ❣♦ ♦✉t ❢r♦♠ q1✱ t❤❡r❡
❛r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❝t✐♦♥s✿ a ❛♥❞ b✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡r D2 s✉❝❤ t❤❛t✿

D2(q0ctq1) =

{

δa ✐❢ t ∈ V
δb ♦t❤❡r✇✐s❡✱

✇❤❡r❡ δa ✐s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t s❡❧❡❝ts t❤❡ ❛❝t✐♦♥ a ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✶✱ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧②
δb ❢♦r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ b✳ ❚❤✐s s❝❤❡❞✉❧❡r s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❧❛st ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t❧②
♦♥ t✐♠❡✳

❚❤✉s✱ ❣✐✈❡♥ t❤✐s s❝❤❡❞✉❧❡r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ r❡❛❝❤ q3 ✐♥ t✇♦ st❡♣s ✐s

P (t ∈ V ) · Pa(q1, q3) =

∫

t∈V

2e−2tdt ·
1

2
✱

t❤❛t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐❢ t❤❡ s❡t V ✐s ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ✐♥ R
+✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t✐♠❡

❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ♠❡❛✲
s✉r❛❜✐❧✐t②✳

❆♥♦t❤❡r ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ s❝❤❡❞✉❧❡r ❛r✐s❡s ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡❧❡♠❡♥t
♦❢ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✐s ♥♦t ❜❡✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❛❝t✐♦♥✱ ♠❛②❜❡ ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t
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✷✳✷✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s

q
3

q
1q

0 c (2) a (1)

Initial
action

q
4

a (1)

q
2

b (2)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ✇✐t❤ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ r❛t❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r s♣❡♥t
t✐♠❡s ✭❜❡t✇❡❡♥ ♣❛r❡♥t❤❡s✐s✮✳ ❆t st❛t❡ q1 t✇♦ ❛❝t✐♦♥s✱ a ♦r b✳

❦♥♦✇ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✮✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡
❛❝t✐♦♥ e ❛❢t❡r q1 t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡❛❝❤ s✉❝❝❡ss♦r ✭q0 ♦r q2 ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✮ ❝♦✉❧❞
❜❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✭Pe(q1, q0) ❛♥❞ Pe(q1, q2) ✇✐t❤ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s ♥♦t❛t✐♦♥✱
♦r R ❛♥❞ ✐❢ ✇❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ t✐♠❡s✮✳ ❲❡ ♥❡❡❞ ❛
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s❝❤❡❞✉❧❡r t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs t❤✐s ❝❛s❡ t♦♦✳

■♥ ❬✷✺❪ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ✇✐❞❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠ t❤❛t ❝♦r✲
r❡❝ts t❤✐s ❧❛st ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❡①t❡♥❞✐♥❣ st♦❝❤❛st✐❝
tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❛❝❡s ♦❢ st❛t❡s ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥s t♦ ❛❧❧♦✇ ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✻ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❛❝❡s✳ ❆ ❙t♦❝❤❛s✲
t✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠ ✐s ❛ t✉♣❧❡

(

(Q, FQ), Q0, (A, FA),−→
)

✇❤❡r❡✿

• (Q, FQ) ✐s t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ s♣❛❝❡ ♦❢ st❛t❡s✱

• Q0 ∈ FQ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s✱

• (A, FA) ✐s t❤❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s✱

• −→⊂ T = Q × A × Dist(Q, FQ) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ t❛❦❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❣✐✈❡s
s❡♥s❡ t♦ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s st❛t❡s ❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡s ❧✐♥❦s t❤❡ t✐♠❡ t♦ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛❝t✐♦♥✳ ■t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❤❛✈❡ ♠♦❞❡❧s
✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❇✉t✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❡ ✇❛② t♦ ♠❡❛s✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✱
✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢♠❡❛s✉r❡ s♣❛❝❡ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥
✐s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝❛s❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✼ ▼❡❛s✉r❡ s♣❛❝❡ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ s❡t T = Q × A ×
Dist(Q, FQ)✱ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ σ−❛❧❣❡❜r❛ FT = FQ ⊗FA ⊗FDist(Q,FQ)✳ ❚❤✉s✱ (T, FT )
✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ s♣❛❝❡✳

✸✺



❈❤❛♣t❡r ✷✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

FT ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡
s❡ts ♦❢ st❛t❡s✱ ❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡s t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳
❚❤❡ s❡t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡♥❛❜❧❡❞ ❢r♦♠ ❛ st❛t❡ q ✐s T (q) = {(r, a, µ) ∈−→ ✇✐t❤r = q}✳

q
2

q
1q

0 a
Initial
action

e
1

e
0 q*

e
1

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❛❝❡ ♦❢ st❛t❡s✳ ❚❤❡
❛❝t✐♦♥ e ♦❢ ♦✉r ♦❧❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✮ ✇❛s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❛❝t✐♦♥s e0

❛♥❞ e1✳ ❚❤❡ ❛❝t✐♦♥ e0 ❤❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t② ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✿ ❛♥② q∗ ∈ {{A =
1, N = 1, G ∈ [0, 1]} ✇✐t❤ ● ❣✐✈❡♥ ❜②µ}✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✇❡ s❤♦✇ ❛ ♥❡✇ st♦❝❤❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠✱ ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡
❛❝t✐♦♥ e ♦❢ ♦✉r ♦❧❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✮ ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❛❝t✐♦♥s e0 ❛♥❞ e1✳
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ st❛t❡s ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✿

• q0 =
{

A = 0, N = 1, G ∈ [0, 1]
}

• q1 =
{

A = 1, N = 1, G ∈ [0, 1]
}

• q∗ ∈
{

{A = 1, N = 1, G ∈ [0, 1]}✱ ✇✐t❤ ● ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ µ
}

• q2 =
{

A = 1, N = 2, G ∈ [0, 1]
}

❙♦✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ G ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ µ✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

P (q2|q1) =

∫

[0,1]

P (q2|G)µ(dG)

▲❡t s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✐♦♥ e1 ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✭✇✐t❤ V ❛ ❦♥♦✇♥ s✉❜s❡t
♦❢ [0, 1]✮✿

P
(

q2 | q∗ = {A = 1, N = 1, G ∈ [0, 1]}
)

=

{

1 ✐❢ G ∈ V
0 ♦t❤❡r✇✐s❡✱

❲✐t❤ t❤✐s✱ P (q2|q1) =
∫

V
µ(dG) = µ(V )✱ ❛♥❞ ✇❡ ♥❡❡❞ V ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ✐♥ [0, 1]✳

❆s ✐♥ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ✇❛② t♦ s♦❧✈❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✐s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡r
♥♦t✐♦♥ ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✽✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✭✇❤❡r❡ t❤❡ t✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞
✐♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❛❝t✐♦♥s✮✱ ✐t r❡t✉r♥s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ♦✈❡r t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
tr❛♥s✐t✐♦♥s T ❡♥❛❜❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st ✈✐s✐t❡❞ st❛t❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✽ ❙❝❤❡❞✉❧❡r ✭❢♦r ❙❚❙s ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❛❝❡s✮✳ D : Exec∗ −→
Dist(T, FT ) s✉❝❤ t❤❛t ∀σ ∈ Exec∗, supp(D(σ)) = T (last(σ))
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✷✳✷✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s

✷✳✷✳✻ ▼❡❛s✉r❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❝❤❡❞✉❧❡rs ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✭✷✳✷✳✺✮ ✇❡ s❤♦✇❡❞ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s
♦❢ ♠❡❛s✉r❛❜✐❧✐t② t♦ ❛♥❛❧②③❡ s❝❤❡❞✉❧❡rs ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳ ■t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❛♥② s❝❤❡❞✉❧❡r ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ■t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡✜♥❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡
s❝❤❡❞✉❧❡rs✱ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❡❧❡✲
♠❡♥ts✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❬✶✶✸❪ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s✉❜ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
st♦❝❤❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s ♦❢ ❬✷✺❪✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡
❞✐s❝r❡t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❲❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t s❝❤❡❞✉❧❡rs ❝❛♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s tr❛♥s✐t✐♦♥ t✐♠❡s✱
✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♠♣♦s❡ ♠❡❛s✉r❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ s❝❤❡❞✉❧❡rs t♦ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢
❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦r t✐♠❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✺✮✳ ❲✐t❤
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✾✱ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡r D2 ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜✲s❡❝t✐♦♥ ✐s ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②
✐❢ V ✐s ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ✐♥ R

+ ✭✐✳❡✳ ✐✛ V ∈ ❇♦r❡❧✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✾ ▼❡❛s✉r❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✐♠❡❞ ❤✐st♦r②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s❝❤❡❞✉❧❡rs✳ ❖♥❡ ✇✐❧❧
s❛② t❤❛t ❛ t✐♠❡❞ ❤✐st♦r②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s❝❤❡❞✉❧❡r ✐s ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ✐❢ ∀L ∈ FA, D(·, L) :
Exec∗ −→ [0, 1] ✭✇❤❡r❡ D(·, L) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② D(σ, L) = D(σ)(L)✮ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡
❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚♦ ❞❡✜♥❡ ♠❡❛s✉r❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✐♠❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✱ ♦♥❡ st❛rts ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r✲
❛❜❧❡ s❡ts ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s❡ts ♦❢ ❛♥② ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ♦♥❡
❥♦✐♥s t❤❡ s❡ts ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✵✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✵ ▼❡❛s✉r❛❜✐❧✐t② ♦♥ s❡ts ♦❢ t✐♠❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳

• ❆s Q ❛♥❞ A ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ✜♥✐t❡✱ ❢♦r t❤❡♠ ♦♥❡ ✉s❡s t❤❡ ♣♦✇❡rs❡t σ−
❛❧❣❡❜r❛s✳ ❚♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ t✐♠❡ ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❇♦r❡❧ σ−❛❧❣❡❜r❛✳

• ❚❤✉s✱ ❢♦r t❤❡ t✐♠❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤ n✱ ♦♥❡ ❣❡♥❡r❛t❡s FΣn =
FQ×(A×R+×Q)n ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝t❛♥❣❧❡s Q0 × M1 × . . . × Mn✱ ✇❤❡r❡ Q0 ∈ FQ, Mi ∈
FA×R+×Q✳

• ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ FΣw ❛r❡ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs ✇✐t❤ ❜❛s❡ ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✐♥ Σk✱
✇✐t❤ k ∈ N✳ ■t ✐s t♦ s❛②✱ ✐t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❡ts R(Λ) = {σ ∈ Σw : σk ∈ R}
✇❤❡r❡ R ✐s ❛ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✐♥ F k

Σ ❛♥❞ σk ✐s t❤❡ ♣r❡✜① ♦❢ ❧❡♥❣t❤ k ♦❢ σ✳

• ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r t❤❡ ❛r❜✐tr❛r② t✐♠❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ✐t ✐s ✉s❡❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ σ−❛❧❣❡❜r❛
✭FΣ✮ ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❡s {FΣn}n∈N ❛♥❞ FΣw ✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❛❝❡s ✭❬✷✺❪✮✱ t❤❡
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ✐s s✐♠✐❧❛r✱ ❜✉t ♠❡❛s✉r❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❝❤❡❞✉❧❡rs ✐s ❛
❧✐tt❧❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✶✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✶ ▼❡❛s✉r❛❜✐❧✐t② ♦♥ s❡t ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❛❝❡s ♦❢ st❛t❡s
❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s✳

• ❆s Q ❛♥❞ A ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs Λ = Q0 × A1 ×
Q1 × . . . × An × Qn t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s❡ts ✭Qi ∈ FQ✱ Aj ∈ FA ✇✐t❤
i ∈ {0, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , n}✮✳
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❈❤❛♣t❡r ✷✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

• ❚❤❡ s❡t ♦❢ ✜♥✐t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s FExec∗ ✐s t❤❡ σ−❛❧❣❡❜r❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤❡ t❤❡
s❡ts Λ✱ ✇✐t❤ n ∈ N✳

• ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡rs ✇✐t❤ ❜❛s❡ Λ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

CΛ = {q0a1q1 . . . anqnα} : ∀i ∈ {0, . . . , n}qi ∈ Qi,∀i ∈ {1, . . . , n}ai ∈ Ai, α ∈ Exec

• ❚❤❡ s❡t ♦❢ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥s FExec ✐s t❤❡ σ−❛❧❣❡❜r❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②
CΛ✳

❚♦ ❝❧❛r✐❢② ❝♦♥❝❡♣ts✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✺✮ ✇✐t❤
t❤❡ s✉❝❝❡ss♦r ♦❢ q∗ ❝❤♦s❡♥ ❜② ❛ s❝❤❡❞✉❧❡r D3 ❞❡✜♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t✿

D3(. . . q
∗) =

{

q2 ✐❢ q∗ ∈ V
q0 ♦t❤❡r✇✐s❡✱

✇❤❡r❡ V ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ Q✳
❋♦r t❤✐s s❝❤❡❞✉❧❡r✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P (q2|q1) =

∫

V
µ(dG) = µ(V )✱ ❛♥❞ ✇❡ ♥❡❡❞ V

♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ✐♥ [0, 1] t♦ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐t✳
❖♥❡ ❞❡✜♥❡s ♠❡❛s✉r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❙❝❤❡❞✉❧❡r ❢♦r ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s ✇✐t❤

❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❛❝❡s t♦ r❡❧❛t❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡rs✱ ❣❡♥✲
❡r❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✷ ▼❡❛s✉r❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❝❤❡❞✉❧❡rs✱ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ♦❢ ❛ s❝❤❡❞✉❧❡r✳

• ●✐✈❡♥ ❛ s❝❤❡❞✉❧❡r ✭❢♦r ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❛❝❡s✮
❉✱ ❛♥❞ σ ∈ Exec∗ ❛ ✜♥✐t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ µD(σ) ♦✈❡r
((A × Q), FA ⊗ FQ) ❞❡✜♥❡❞ ∀A ∈ FA, X ∈ FQ ❜②✿

µD(σ)(A × X) =

∫

(q,a,µ)∈T

1A(a)µ(X)dD(σ)✱

✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ♦❢ ❉ ✐♥ σ✳

• ❆ s❝❤❡❞✉❧❡r ✐s ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ✐❢ ✐ts ✢❛tt❡♥✐♥❣ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠
(Exec∗, FExec∗) t♦ (Dist(A × Q), FDist(A×Q))

❚❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ❛♥❞
st❛t❡s t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳ ❚❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ ✐t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ s❡t ✐♥ (FA⊗FQ) ✭❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✮ ❛❢t❡r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
σ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡r D✳

■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ µD3(·) ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

µ−1
D3(·)(1V ({q2})) = V ✐s ♠❡❛s✉r❛❜❧❡✳

❚❤✉s✱ D3 ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡r ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ V ✐s ♠❡❛s✉r❛❜❧❡✳
❚♦ ❧✐♥❦ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡rs ✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡

♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ♠❡❛s✉r❛❜✐❧✐t②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✸ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❛❜✐❧✐t②✳

✸✽
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• ●✐✈❡♥ ❛♥ st♦❝❤❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ✭✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❛❝❡s✮ S ❛♥❞ D
❛ s❝❤❡❞✉❧❡r✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ PS,D ❢♦r S ❛♥❞ D ✐s t❤❡ t✉♣❧❡
(Exec∗, FA×Q, µ)✱ ✇❤❡r❡ µ : Exec∗ × FA×Q −→ [0, 1] s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤
σ ∈ Exec∗ µ(σ, ·) ❞❡✜♥❡❞ ❜② µD(σ) ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ♦✈❡r A × Q✳

• ❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ PS,D = (Exec∗, FA×Q, µ) ✐s ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ✐❢ µ(·, X) ✐s ❛
♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ X ∈ FA×Q✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥✲
❞✉❝❡❞ ❜② ❛ s❝❤❡❞✉❧❡r ❛♥❞ ❛ ✜♥✐t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❛❜✐❧✐t② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡❛✲
s✉r❛❜✐❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥✿

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶ ●✐✈❡♥ ❛♥ st♦❝❤❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ✭✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❛❝❡s✮ S✱
❛♥❞ D ❛ s❝❤❡❞✉❧❡r✳ D ✐s ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥ ♦♥❧② ✐❢ PS,D ✐s ♠❡❛s✉r❛❜❧❡✳

✷✳✸ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s

❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts✿ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡♥ts
❛♥❞ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠✳ ❇②
s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ t✇♦ ❡✈❡♥ts ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞✉❧❡s ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❛t t❤❡
♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ s♣❡❝✐✜❝ ❡✈❡♥t ✐♥ ♦♥❡ ♠♦❞✉❧❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥✲
♦t❤❡r ❡✈❡♥t ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✳ ●✐✈❡♥ t✇♦ ♠♦❞✉❧❡s✱ ✇❡ ✉s❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s
t♦ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ♦♥❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ✐♥♣✉t ♦❢ ♦t❤❡r ♦♥❡✳ ❙♦✱ ✉♣❞❛t❡s ♦❢ t❤❡
♦✉t♣✉t ✐♠♣❧② ✉♣❞❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t✳

✷✳✸✳✶ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞✉❧❡s

▲❡t✬s r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s♦✉r❝❡s ♦❢ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠
❛❧❧♦✇s t❤❛t ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s ❝❛♥ ❣r♦✇ ❜② ❥♦✐♥✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡s t♦ ♦❜t❛✐♥
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ❆s ✇❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ❛♥❞
✷✳✷✳✷✮✱ ❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦t ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ✭❛❝t✐♦♥
s✱ ✈❛r✐❛❜❧❡ G✮✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞
❜② ❛♥♦t❤❡r ♠♦❞✉❧❡✳

❆s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ G ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
♠♦❞✉❧❡ Q ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✮✱ ✇❤♦s❡ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡✿

• ✐♥✐t✐❛❧ ❛❝t✐♦♥: ∅ −→ g0 = {G := 0} ∨ g1 = {G := 0.5} ∨ g2 = {G := 1} ✇✐t❤
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s 1

3
✱

• g : {G} −→ {G := G + 0.5}✱

❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ Q ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ G✱ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✳
❲❡ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s P ❛♥❞ Q✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞✐✈✐s✐♦♥✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢

❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✹✱ ❬✸✵❪✮✳
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g
2

g
1

g
0 g g

Initial action

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❙t♦❝❤❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ G
✭❣r♦✇t❤ ♦❢ ❝❡❧❧✮✳ ■t ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ st❛t❡s✿ g0✱ g1 ❛♥❞ g2✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛❝t✐♦♥
s❡❧❡❝ts ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥② st❛t❡✱ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ g r❡❧❛t❡s t❤❡ st❛t❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✹ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ st♦❝❤❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②s✲
t❡♠s P ❛♥❞ Q✱ ❞❡♥♦t❡❞ P ||Q✱ ✐s t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠ t❤❛t ♠♦❞❡❧s t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ P ❛♥❞ Q t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧②✳

❋♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞✉❧❡s ✭✇❤❡r❡ st❛t❡s ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s ❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ✐ts ✈❛❧✉❡s✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠✉t✉❛❧❧② ✈✐s✐❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■t ✐s t♦ s❛②✱ ✐♥ ❛
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ P ||Q✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ P t❤❛t ❛r❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ Q ✭❛♥❞
✈✐❝❡ ✈❡rs❡✮ ♠✉st ❛❣r❡❡ t♦ ❤❛✈❡ ✉♥✐q✉❡ ✈❛❧✉❡s ♣❡r ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t②♣❡s ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡s❡ ❢❛❝ts ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛✣r♠❛t✐♦♥s✿

• ❚✇♦ ♠♦❞✉❧❡s✱ P ❛♥❞ Q✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ✐❢✿

✶✳ ext(P ) ∪ intf(P ) = ext(Q) ∪ int(Q)✱

✷✳ intf(P ) ∩ intf(Q) = ∅✱

✸✳ priv(P ) ∩ V (Q) = ∅✱

✹✳ priv(Q) ∩ V (P ) = ∅✳

• ■❢ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞✱ t❤❡♥ P ||Q ✐s ❛ ♠♦❞✉❧❡ s✉❝❤ t❤❛t✿

✶✳ ext(P ||Q) = (ext(P ) ∪ ext(Q)) \ intf(P ||Q)✱

✷✳ intf(P ||Q) = intf(P ) ∪ intf(Q)✱

✸✳ priv(P ||Q) = priv(P ) ∪ priv(Q)✱

✹✳ atoms(P ||Q) = atoms(P ) ∪ atoms(Q)✳

❚❤❡ ✇❛② t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✐s ❜② ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐ts
❛♥s✇❡rs✱ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ♦♥❧② t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❆s st♦❝❤❛st✐❝

✹✵



✷✳✸✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s

tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s ✐♥❝❧✉❞❡ r❛♥❞♦♠♥❡ss ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✜♥✐t❡✳ ❚♦ ❛❞❞ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❡❧❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❜✉♥❞❧❡ ✭❬✸✵❪✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✺ ❇✉♥❞❧❡s ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞✉❧❡s✳

• ❆ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ n ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r Q−tr❛❝❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ n✳

• ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❡ P ✱ ❞❡♥♦t❡❞ [[P ]]✱ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❜✉♥❞❧❡s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✳

❊❛❝❤ ❜✉♥❞❧❡ r❡❝♦r❞s t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❝❤♦✐❝❡s
✭❛♥s✇❡rs ♦❢ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ s❝❤❡❞✉❧❡rs✮ ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠✐③❡❞
s❝❤❡❞✉❧❡rs✱ t❤❛t tr❛♥s❢♦r♠ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✐♥ r❛♥❞♦♠♥❡ss✱ ♠❛❦❡s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤✐s
❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❖♥❡ ❝❛♥ ❛❞❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥
✷✳✷✻✮ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ Q−tr❛❝❡s ❜② V −tr❛❝❡s ✭✇✐t❤ V t❤❡ s❡t ♦❢ t②♣❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✱ t❤✉s
❜✉♥❞❧❡s ❛r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦✈❡r V −tr❛❝❡s ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ V −❜✉♥❞❧❡s✳

❚♦ ❞❡✜♥❡ ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s✱ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❧② t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡♥ [[P ]] ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ (extl(P ) ∪ intf(P )✲❧❛♥❣✉❛❣❡ ✭❬✸✵❪✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✻ ❙❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞✉❧❡s✳ ■❢ t✇♦ ♠♦❞✉❧❡s
P ❛♥❞ Q ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞✱ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❜♦t❤ s❡♠❛♥t✐❝s✱ ✐t ✐s t♦ s❛②

[[P ||Q]] = [[P ]] ∩ [[Q]]

✳

❲✐t❤ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✼✱ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② [[P ||Q]] = [[P ]] ∩ [[Q]] = [[P ]] × [[Q]] ❞❡✜♥❡s
t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛s (VP ∪ VQ)−❧❛♥❣✉❛❣❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✼ Pr♦❞✉❝t ♦❢ ❜✉♥❞❧❡s✳ ●✐✈❡♥ t✇♦ t②♣❡❞ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ VP ❛♥❞
VQ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s P ❛♥❞ Q r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚✇♦ ❜✉♥❞❧❡s bP ❛♥❞ bQ✱ ❢♦r P ❛♥❞ Q
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❝❛♥ ❜❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ✐❢ bP [VP ∩ VQ] = bQ[VP ∩ VQ] ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
❝♦✐♥❝✐❞❡ ❢♦r VP ∩ VQ−tr❛❝❡s✮✳

❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ bP ❛♥❞ bQ ❜✉♥❞❧❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ n✱ bP × bQ✱ ✐s ❛ (VP ∪ VQ)−❜✉♥❞❧❡
♦❢ ❧❡♥❣t❤ n s✉❝❤ t❤❛t ∀(VP ∪ VQ)−tr❛❝❡ t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ♥✿

(bP × bQ)(t) =
bP (t[VP ]) · bQ(t[VQ])

bP (t[VP ∩ VQ])

❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s
P ❛♥❞ Q ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✮✱ t♦ ❛❧❧♦✇ K ❞✐✈✐s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✳

❲❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❥♦✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t
♠♦❞❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❛t ♥♦t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ❡①✐st r❡str✐❝t✐♦♥s ❛❜♦✉t ✇❤❛t ❛❝t✐♦♥s ❛r❡
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳ ■❢ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ✐♥
t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✱ ❜✉t ♦❢t❡♥ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛
❝❡❧❧ ♠✉st ❣r♦✇ ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞✐✈✐❞✐♥❣✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❛❝t✐♦♥ g ✐♥ Q ❤❛♣♣❡♥s
✐❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ s ♦❝❝✉rs ✐♥ P ✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❙②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ♣r♦❞✉❝t
♦❢ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s ✭❬✻✱ ✷✹❪✱ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✽✮✳

✹✶



❈❤❛♣t❡r ✷✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s
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Initial action

...

g: {G}-> G:=G+(1/k)
g

i
={G=i}, i=1, ..., k

e: {G,N,A}-> N:=N+1 or A:=0
q

0,i
= {G,N=i,A=0}, i=1, ..., k

q
i
= {G,N=i,A=1}

e e e ea a a a

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❚✇♦ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s t❤❛t ❛t ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
❝❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛ ❣r♦✇t❤ ✐♥❞❡①✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ♦❢
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ❛♥❞ ✷✳✻✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ t❤❡ ✐❞❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛t ❡❛❝❤ st❛t❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✽ ❙②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s✳ ●✐✈❡♥ n s❡ts ♦❢ ❛❝✲
t✐♦♥s A1, . . . , An✱ ❛♥❞ ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t I ⊂ A1 × . . . × An✳ ▲❡t ✉s
TS1, TS2, . . . TSn tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s ✇✐t❤ st❛t❡s s❡ts Qi✱ ❛❝t✐♦♥s s❡ts Ai✱ ✐♥✐t✐❛❧
st❛t❡s Qi

0 ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s −→i ❢♦r ❡❛❝❤ i ∈ {1, . . . , n}✳ ❚❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ♣r♦❞✉❝t ♦❢
TS1, . . . , TSn ✐s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠

(

(Q1× . . . Qn), (Q1
0×Qn

0 ), (A1, . . . , An),−→
)

✱
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✿

(q1, . . . , qn)
(a1,...,an)
−−−−−→ (r1, . . . , rn) ⇐⇒ (a1, . . . , an) ∈ I ∧ (∀1 6 i 6 n, qi

ai−→ ri)

❲✐t❤ t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥ts ♦♥❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ ♠♦❞❡❧s ❢♦r♠❡❞ ❜② ♠❛♥② ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ✐❞❡❛s ❣✐✈❡ t❤❡ ♣r✐♠❛r② s✉♣♣♦rt t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧
♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠♥❡ss ❛♥❞ ♥♦♥✲
❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❣r❛♥ts ❛ ♠❛❥♦r ❧❡✈❡❧ ♦❢ r❡❛❧✐t② ❛♥❞ ✢❡①✐❜✐❧✐t② t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❛❜❧❡ ❛♥s✇❡rs ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♠♦❞❡❧s ❜② ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡♠
❛♥❞ s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ ❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✇❛② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡✲
♠❡♥t ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❡✜♥❡♠❡♥t✳ ❖♥❡ ✇❛♥ts t❤❛t t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈❡s
✇❡❧❧ ♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦✈✐♥❣ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ❝♦♠♣♦s❡❞
♠♦❞❡❧s ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ r❡✜♥❡♠❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②
❤❛✈✐♥❣ ❛ss✉♠❡✲❣✉❛r❛♥t❡❡ r✉❧❡s ❢♦r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥❞❡r r❡✜♥❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞✉❧❡s s❛t✐s✜❡s ❛ ✈❡r② str♦♥❣ r✉❧❡✳

❚❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ r❡❞✉❝t✐♦♥s ❜② ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✲

✹✷



✷✳✸✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s

✐t✐❡s t♦ ❛❝t✐♦♥s r❡✜♥❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✳ ❆ r❡✜♥❡♠❡♥t r❡❞✉❝❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs
♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✾ ❘❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❖♥❡ s❛②s t❤❛t ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞✉❧❡ P
r❡✜♥❡s ❛♥♦t❤❡r ♠♦❞✉❧❡ P ∗ ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✿

✶✳ intf(P ∗) ⊆ intf(P )✱ extl(P ∗) ⊆ extl(P ) ∪ intf(P )✱

✷✳ ●✐✈❡♥ t②♣❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s v1, v2 ∈ intf(P ∗)✱ ✐❢ ❛♥ ❛t♦♠ A ∈ Atoms(P ) s✉❝❤ t❤❛t
v1, v2 ∈ ctr(A) t❤❡♥ ∃A∗ ∈ Atoms(P ∗) s✉❝❤ t❤❛t v1, v2 ∈ ctr(A∗)✱

✸✳ ∀u ∈ intf(P ∗), v ∈ intf(P ∗) ∪ extl(P ∗)✱ ✐❢ ∃A ∈ Atoms(P ) : u ∈ ctr(A), v ∈
read(A) t❤❡♥ ∃A∗ ∈ Atoms(P ∗) : u ∈ ctr(A∗), v ∈ read(A∗)✱

✹✳ ❇✉♥❞❧❡ ❝♦♥t❛✐♥♠❡♥t✿ [[P ]] ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✭⊆✮ ✐♥ [[P ∗]]✳

❚❤❡ t❤r❡❡ ✜rst ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ str✉❝t✉r❛❧✱ t❤❡ ❧❛st ♦♥❡ r❡❧❛t❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳
■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❛♥ st♦❝❤❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ❛ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥

s②st❡♠✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ r❛♥❞♦♠♥❡ss s❝❤❡❞✉❧❡rs t♦
t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ❛ ✇❛② t♦ r❡✜♥❡✱ ❛s ✐s ❛❞❞✐♥❣ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦
♠♦❞✉❧❡s✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ ✭❬✸✵❪✮ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❛♥ ❝✐r❝✉❧❛r ❛ss✉♠❡✲❣✉❛r❛♥t❡❡ r✉❧❡ ❢♦r
♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞✉❧❡s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss❡rt✐♦♥✿

(P ||Q∗ � Q, Q||P ∗ � Q∗) =⇒ P ||P ∗ � Q||Q∗

❚❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s r✉❧❡ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♠♦❞✉❧❡ r❡✜♥❡s ❛♥♦t❤❡r ✇❤❡♥ t❤❡
♠♦❞✉❧❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ♠❛♥② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣♦✲
s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♠♦❞✉❧❡s Q||Q∗ ✐s r❡✜♥❡❞ ❜② P ||P ∗✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❤❡❝❦ r❡✜♥❡♠❡♥ts
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞✉❧❡s Q ❛♥❞ Q∗✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s s❛②s
t❤❛t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ Q||Q∗ ♦♥❡ ♠✉st ✜♥❞ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t P t❤❛t✱ ❝♦♠♣♦s❡❞
✇✐t❤ Q∗✱ r❡✜♥❡s Q ❛♥❞ ♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t P ∗ t❤❛t ❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ Q r❡✜♥❡s Q∗✳

✷✳✸✳✷ ■♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s

❆ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ✐s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ ♦♥❡ ❛s ✐♥♣✉ts ♦❢
❛♥♦t❤❡r ♦♥❡✳ ■t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ s②st❡♠s✱ ♦r t♦ ❝♦♥♥❡❝t ♣r♦❝❡ss❡s
❛ ♣r✐♦r✐ s❡♣❛r❛t❡❞✳ ■♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡❝t✐♦♥s ✭✺ ❛♥❞ ✻✮✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ t❤❡s❡
r❡❧❛t✐♦♥s t♦ ❜✉✐❧❞ r❡❝♦♥❝✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧s ✭❝❛s❡ ♦❢ ✇✐♥❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s✮ ❛♥❞ t♦
❝♦♥♥❡❝t r❡❣✉❧❛t♦r② s②st❡♠s t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❝❡❧❧ ❢❛t❡✳

❆s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ✇❡ r❡str✐❝t t❤❡ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝✐r❝✉❧❛t♦r② ♠♦❞❡❧ ❜② ●✉②t♦♥
✭❬✹✺✱ ✹✻✱ ✶✵✻❪✱ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✮ t♦ t❤♦s❡ ♠♦❞✉❧❡s ♦❢ t❤❡ r❡♥✐♥✲❛♥❣✐♦t❡♥s✐♥✲❛❧❞♦st❡r♦♥❡
s②st❡♠ ✭❘❆❆❙✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ r❡♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ♣r❡ss✉r❡ ✭❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ❜❧♦♦❞
❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❬✾✶❪✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✳

✹✸



❈❤❛♣t❡r ✷✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ●✉②t♦♥ ♠♦❞❡❧ ❬✹✻❪ r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ r❡♥✐♥✲❛♥❣✐♦t❡♥s✐♥✲❛❧❞♦st❡r♦♥❡
s②st❡♠✳ ❙②st❡♠s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❉❆❊s ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞
✐♥ ❡❛❝❤ ♠♦❞✉❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❘❛t❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s✿ MDFLW ✭✢✉✐❞ ✐♥ t❤❡ r❡♥❛❧ t✉❜✉❧❡s ❛t ♠❛❝✉❧❛ ❞❡♥s❛✮✱ TV D ✭✢✉✐❞
✐♥t❛❦❡✮✱ NOD✱ KOD✱ V UD ✭✉r✐♥❡ ♦✉t♣✉t✮✱ ADH ✭r❛t❡ ♦❢ ❤♦r♠♦♥❡ ❡♥tr② ✐♥t♦
t❤❡ ✢✉✐❞s✮✳ ❈♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✿ CKE✱ CNA✱ ADHC ✭❛♥t✐❞✐✉r❡t✐❝ ❤♦r♠♦♥❡ ✐♥ t❤❡
❜❧♦♦❞✮✳ ▼✉❧t✐♣❧✐❡r ❡✛❡❝ts✿ ANM ✭❛♥❣✐♦t❡♥s✐♥✮✱ AMK✱ AMNA✱ ADHMK✳
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❈❤❛♣t❡r ✸

❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧
s②st❡♠s

❍❡r❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ❜② ❤②❜r✐❞ s②s✲
t❡♠s ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜② r❡✉s❡✱ r❡❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥
❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s✳

❲❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡
♠♦❞❡❧s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦rs✱ ❛♥❞ t♦
❛❧❧♦✇ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✿ ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s✇✐t❝❤❡s ❛♥❞ ✇✐t❤ str♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s
✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ✐♠♣r♦✈❡❞
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇✐♦❘✐❝❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ✭✹✮✳ ❲❡ ✜♥✐s❤
❜② s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳

✸✳✶ ❘❡✉s✐♥❣ ❛♥❞ r❡❝♦♥❝✐❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❜②

❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ s❝✐❡♥❝❡ ✐s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡✉s❡ ✐t✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡ ♦❢
s❝✐❡♥❝❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡✉s❡✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝
❞✐s❝♦✈❡r✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st ②❡❛rs r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ r❡✉s❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✐s ✈✐❣♦r♦✉s ✭❬✶✵✾❪✮✱
s❡❛r❝❤✐♥❣ ❤♦✇ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❛♥ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s ✇❛② ✐s
t❤❡ ❣♦❛❧ ✇❡ ❛r❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ ♥♦✇✳

❇② ❛❝❝❡♣t✐♥❣ t❤❛t ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ❛r❡ ♠♦❞✉❧❛r ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✮✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞✉❧❡s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❜✉✐❧❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳ ▼♦❞✉❧❛r✐t② ❛❧❧♦✇s ✉s✱
❜❡t✇❡❡♥ ♠❛♥② t❤✐♥❣s✱ t♦ ❝♦♥♥❡❝t r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♠♦❞❡❧s✳

❍❡r❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣♦s❡ ♠♦❞❡❧s ❜② ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡♠ ❜② ❡✈❡♥ts s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ♦r
✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❊✈❡♥t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧s✱ t❤❛t ✐s t♦ s❛② t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤
s②st❡♠s✱ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✱ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s
❛♥❞ t♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ s❡♣❛r❛t❡
❡①t❡♥s✐✈❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s ✐♥t♦ s✐♠♣❧❡r ♠♦❞❡❧s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡♠ ❡❛s✐❡r✱ ♦r t♦ ❝♦♠❜✐♥❡
t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳

❲❤❡♥ ❛ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛r❡❛ ✐s ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞❡✈❡❧✲
♦♣❡❞✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦ ♠❡❡t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥❡❡❞s ❛♥❞ t♦ ✜t s♣❡❝✐✜❝ ❞❛t❛✳ ❲❡ ❝❛❧❧
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s

r❡❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ s②st❡♠✱ ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t♦ ♠❡r❣❡ t❤❡ ❜❡st ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❢❛❝t♦rs✳

❚❤❡ r❡❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❤❛s t❤r❡❡ st❡♣s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①❡❝✉t❡ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡♠
✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥tr♦❧ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧ ✇❡
✉s❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢❛❝t♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ❛❣r❡❡♠❡♥ts t♦ r❡❛❧✐t②✳
❋♦r ❡❛❝❤ s②st❡♠✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❧❛st st❡♣ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t
✇❛②s ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s✇✐t❝❤❡s✳ ■❢
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤♦s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛s ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱
✇❡ r❡✇r✐t❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❛ s❛♠❡ ❜❛s❡ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❢② ❝♦♠♠♦♥ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r ❖❉❊ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥t♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢♦r♠✳ ❲❤❡♥ t❤❡
❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ str♦♥❣❡r t❤❛♥ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✇❡ ✉s❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ str♦♥❣
s✇✐t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s✳

K

Model
 1... N

Model  NModel 2Model 1

Model NModel 2Model 1

K

First step: Independent models Second step: Controlled  models Final step: A controller for  
     homogenized equations 

Joining  Homogenizing

...

...

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❘❡❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❋✐rst ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡♥ ✇❡
❝♦♥tr♦❧ t❤❡♠ t♦ r✉♥ t❤❡♠ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ✜♥❛❧❧② ✇❡ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s
t♦ ❝❤♦s❡ t❤❡ ❜❡st ♦♥❡ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❝t♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ ♠♦❞❡❧s t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ♠❛❦❡s ✐t ♥❡❝❡ss❛r② t♦
❞❡✜♥❡ t❤❡♦r② ❛♥❞ t♦♦❧s t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡♠ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚♦ ❝♦♠♣♦s❡ ♠♦❞❡❧s
✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦♥✲❛♠❜✐❣✉♦✉s s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❇✐♦❘✐❝❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❆❧t❛❘✐❝❛
❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭❬✼✱ ✽❪✮ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s ✭❬✷✾❪✮✳

✸✳✷ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ❛s ❍②❜r✐❞ s②st❡♠s

❉✉❡ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✿ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
❜❡❤❛✈✐♦rs✱ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❛r✐t② ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✮ ✇❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s✳ ❲❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡
t❤❡ s②st❡♠ ✐♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞✉❧❡s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❊❛❝❤ ♠♦❞✉❧❡ ✐s
s❡♣❛r❛t❡❧② ♠♦❞❡❧❡❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❜② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❢♦❧❧♦✇s ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❖♥❡ st❛rts ❜② ♠♦❞✲
❡❧✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ ✐♥t♦
s✐♠♣❧❡r ♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♠♦❞✉❧❡s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧
♣r♦❝❡ss❡s✳ ❊❛❝❤ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ♠♦❞❡❧✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞
♠♦❞❡❧s ❞❡✜♥❡ ❍②❜r✐❞ s②st❡♠s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ✐s ✐ts❡❧❢ ❛
❤②❜r✐❞ s②st❡♠ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✮✳

✹✻

http://biorica.gforge.inria.fr


✸✳✸✳ ❉❡s❝r✐❜✐♥❣ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s

DISCRETE MODEL

CONTINUOUS MODEL

x

RESIDUAL

MODEL

Hybrid approach

Separating the 
continuous model

X MODEL
x

u

x mode

DISCRETE MODEL

xx mode

Modeling

Input/Output

Internal connections

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ▼♦❞❡❧✐♥❣ s❝❤❡♠❛ ♦❢ ❈♦♠♣❧❡① ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙②st❡♠s ✉s✐♥❣ ❍②❜r✐❞
♠♦❞❡❧s✳ ❋✐rst ♦♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s✱
t❤❡♥ ♦♥❡ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥t♦ t✇♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✿ t❤❡
❳ ▼❖❉❊▲ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ X✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❣✐✈❡s ❛ ✇❛② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞ ♠♦❞❡❧s✱
t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡t❛✐❧s t❤❛t ✐s ✇✐s❤❡❞ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥
❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♦♣❡♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❜② ❞❡✜♥✐♥❣
st♦❝❤❛st✐❝ ♦r ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st ♠♦❞✉❧❡s✳

❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝♦♠♣❧❡①
♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❤❛♥❣❡s ♣r♦✈♦❦❡❞ ❜② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❵❜❡st✬ ♠♦❞❡❧ ❛❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭s❡❝t✐♦♥ ✺✮✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠❜✐♥❡ s✐❣♥❛❧✐♥❣
♣❛t❤✇❛②s ✇✐t❤ ●❡♥❡ ❘❡❣✉❧❛t♦r② ◆❡t✇♦r❦s ❛s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝❡❧❧ ❢❛t❡ ❞❡❝✐✲
s✐♦♥s t♦ ❢♦r♠ ❜♦♥❡ ♦r ♥♦t ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✮✳

✸✳✸ ❉❡s❝r✐❜✐♥❣ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s

❆s ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮✱ ❍②❜r✐❞ ❙②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t✇♦ ♣♦✐♥ts
♦❢ ✈✐❡✇✿ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❬✶✽✱ ✶✵✵❪✱ ❬✶✵✹❪✮ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭❬✺✵✱ ✻✵❪✮✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡✱
❝❛❧❧❡❞ ❙✇✐t❝❤❡❞ ❙②st❡♠s✱ ❢♦❝✉s❡s ✐♥ ❤✉♠❛♥ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ✐s ♠♦r❡
❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ❢♦❝✉s❡s ✐♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡s t♦♦❧s ♦❢
❆✉t♦♠❛t❛ t❤❡♦r② ❛♥❞ ✐s ❡❛s② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s t❤❡♦r②
✭❬✼✱ ✷✾❪✮✳

❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡s ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ▼♦st ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s ❛r❡
❣✐✈❡♥ ❜② s❡ts ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ✇❡ ❛❧❧♦✇ ♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❡①t❡r♥❛❧❧② ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙❇▼▲ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❬✺✻❪✮✳

❈♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡✈♦❧✈❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s✱ ❜✉t ❛t ❛♥② t✐♠❡
♠♦❞❡ ❝❤❛♥❣❡s ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s
❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢
❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s t❤❡♦r②✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♥❡①t
♠♦❞❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ s②st❡♠ s❝❤❡❞✉❧❡ ❧❛✇s✳ ❚❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ♣r♦✈♦❦❡ ♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❣✉❛r❞s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡✱ t❤❡
s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡s ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s✳
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s

❖✉r ✉s❡ ♦❢ ❙t♦❝❤❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s ✭❬✷✾❪✮ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱
❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❍②❜r✐❞ s②st❡♠ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ st♦❝❤❛st✐❝
❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ❚♦ ♠♦❞❡❧ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦r ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❙t♦❝❤❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s ❛s ❞❡✜♥❡❞
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭♥♦t ♦♥❧②
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♦♥❡s✮✳ ❯s✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❧♦❣✐❝ ❜❛s❡❞
❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❞❡✜♥❡ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s✳ ■♥♣✉t✴♦✉t♣✉t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✱ s✇✐t❝❤❡s✱ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞
❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡ ♠♦❞✉❧❡s✳

✸✳✸✳✶ ❋♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s
♠❛② ❤❛✈❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝✐♥❣
❛ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛ ♠♦❞❡ ❝❤❛♥❣❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ r❛♥❞♦♠❧②
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳

❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s s②st❡♠s ✇❤♦s❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧ ❤❛s tr❛♥✲
s✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✸✳✶✱✸✳✷✱ ❛♥❞ ✸✳✸ ❛❜♦✈❡✿

❆t ❛♥② t✐♠❡ t✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ P (ev|(x(t), u(t), mode(t)) t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣
t❤❡ ❡✈❡♥t ev ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s x ❛r❡ x(t)✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s u ❛r❡ u(t) ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ mode ✐s
mode(t)❀ time((x(t), u(t), mode(t)), ev) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t ev t❤❛t
✐s ♠♦❞❡❧❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Distev{pevent,1, . . . , pevent,m}✳

P (ev|(x(t), u(t), mode(t)) =
wev

∑

e∈A(x(t),u(t),mode(t))

we

✱ ✭✸✳✶✮

time((x(t), u(t), mode(t)), ev) ∼ Distev{pevent,1, . . . , pevent,m}✱ ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ we ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇❡✐❣❤t ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❡✈❡♥t e✱ ❛♥❞ A(x(t), u(t), mode(t))
✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❝t✐♦♥s ✇❤❡♥ x t❛❦❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ x(t)✱ u t❤❡ ✈❛❧✉❡s u(t) ❛♥❞ t❤❡
♠♦❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ mode t❤❡ ✈❛❧✉❡ mode(t) ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✮✳

A(x(t), u(t), mode(t)) = {ev ∈ EV ENTS : Gev(x(t), u(t), mode(t)) = TRUE} ✱✭✸✳✸✮

❛♥❞ EV ENTS ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❡✈❡♥ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

✸✳✸✳✷ ❚✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s✿ ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s✇✐t❝❤❡s

❛♥❞ ✇✐t❤ str♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s

❙②st❡♠s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡r❡ ❛s ❍②❜r✐❞ s②st❡♠s✱ ✇❤♦s❡ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♠♦❞✲
❡❧s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ s✇✐t❝❤❡s✿ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s✇✐t❝❤❡s ❛♥❞ str♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s✳

❲❡ ❝❛❧❧ ❍②❜r✐❞ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s✇✐t❝❤❡s t❤♦s❡ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ♦♥❧② s♣❡❝✐✜❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞
❜② t❤❡ ♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛♥ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞
♠♦❞❡❧ ❳ ▼❖❉❊▲ t❤❛t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❈❖◆❚❘❖▲ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✭❆✮✮✳ ❲❡
❞❡✜♥❡ ❍②❜r✐❞ s②st❡♠s ✇✐t❤ str♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s ❛s ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t

✹✽



✸✳✸✳ ❉❡s❝r✐❜✐♥❣ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s

t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
t✇♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡s✿ ▼❖❉❊▲ ✐ ❛♥❞ CONTROLi ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✭❇✮✮✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙✇✐t❝❤❡❞ ❙②st❡♠s✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s ❜❛s❡❞
♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ▼♦❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣r♦✈♦❦❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ str✉❝✲
t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✱ ❜✉t ♦♥❧② ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✭❆✮✮✳

X MODEL (Controlled model)

u

x

x

mode

CONTROL (Continuous Control)

u

Discrete model

Continuous 
model

(A)

 Model 1  Model j  Model N

CONTROL
1

CONTROL
j

CONTROL
N

x modeu x modeu x modeu

(B)onoffMODE MODE 1 off on MODE j off on

...

...

...

...

MODE N off on... ...

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❆❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❍②❜r✐❞ s②st❡♠s✳ ✭❆✮ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❳ ▼❖❉❊▲ ❞❡✲
s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s x✳ ■t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t✇♦
♦t❤❡r ♠♦❞✉❧❡s✿ CONTROL ❛♥❞ MODE✳ CONTROL ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s u✱ MODE ❞❡❝✐❞❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆rr♦✇s ❞❡♥♦t❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t r❡❧❛t✐♦♥s✳ ✭❇✮ ❙tr♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s ❜❡t✇❡❡♥
N ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ j−t❤ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✐ts ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s Model
j✱ t❤❛t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t✇♦ ♠♦❞✉❧❡s✿ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r CONTROLj ✱ ❛♥❞ MODE
j t❤❛t ❞❡❝✐❞❡s ✐❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❝t✐✈❡ ♦r ♥♦t✳

❋♦r str♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s✱ t❤❡ s②st❡♠ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✭❇✮✳ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡
♠♦❞✉❧❡s MODE i✱ t❤❡ s②st❡♠ s✇✐t❝❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞✉❧❡s t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t
❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❡❛❝❤ ♠♦❞✉❧❡ Model j ❝❛♥
✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ✐ts ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛♥❞ ❡✈♦❧✈❡s ♦✈❡r t✐♠❡✳

❲❤❡♥ ❡❛❝❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s ❤❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡ ♦❢ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ s♦❢t✇❛r❡
♦r t②♣❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡
✉♥✐q✉❡❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✇✐t❝❤❡s ❛s ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ✐ts ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

❲❤❡♥ ♦♥❡ ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛s str✉❝t✉r❛❧❧②
❞✐✛❡r❡♥t ♦r ♥♦t ✐s ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ▲❡t✬s s✉♣♣♦s❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇
t❤❛t ❣✐✈❡♥ ❛♥ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi r❡s♣♦♥s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡ xj✱ ❜✉t ✐♥ ♦t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s q✉❛❞r❛t✐❝✳ ❖♥❡ ♠✉st
❞❡❝✐❞❡ t♦ ❥♦✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❜② ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❛♥❞ ❝❤♦♦s✐♥❣
t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♦r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡♠ s❡♣❛r❛t❡❧②✳

■❢ ♦♥❡ ❞❡❝✐❞❡s t♦ ❥♦✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s✱ t♦ ✉s❡ ❍②❜r✐❞ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❝❤❛♥❣❡s✱ ♦♥❡ ♠✉st r❡✇r✐t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧s t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡♠ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ✉♥✐q✉❡ str✉❝t✉r❡
❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t②♣❡s ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❛♥❞ ❜② ❣r♦✉♣✐♥❣ t❤❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧
❝❛s❡s r❡✇r✐t✐♥❣ ✐s ♥♦t t❤❡ ❜❡st ♦♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t
t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ❜✉t ✐t ❝♦♥s✉♠❡s t✐♠❡✱ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♠✐st❛❦❡s✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t
♣r❛❝t✐❝❛❧ t♦ ❤❛✈❡ t♦ r❡✇r✐t❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤❡♥❡✈❡r ✇❡ ✇❛♥t t♦ r❡✉s❡ t❤❡♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢
♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ♦♥❡ ♠♦❞❡❧ ❜✉t t♦ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣✉t❡❞
❜② ✐t ✭❡✳❣✿ ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛ s♦❢t✇❛r❡✮✱ t❤✐s ♦♣t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐s s❡❡♥
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s

❛s ❛ ❜❧❛❝❦ ❜♦① ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ str♦♥❣
s✇✐t❝❤❡s✳

■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ str♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✭❇✮✮ ❛♥❞ ❣r♦✉♣ ❛❧❧ t❤❡
♠♦❞❡ ♠♦❞✉❧❡s ✐♥ ❛♥ ✉♥✐q✉❡ ♠♦❞✉❧❡ MODE ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♠♦❞✉❧❡s ✐♥✲
❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✱ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ♠❛♥② ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s❛♠❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ✇❡ r❡❝♦♥❝✐❧❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥t♦ ❛♥ ✉♥✐q✉❡ ♦♥❡ ✭❋✐❣✉r❡
✸✳✹✮✿ ❛ r❡❝♦♥❝✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ♠♦❞✉❧❡ MODE ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠♦❞❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡ ❛❝t✐✈❡ ✐❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r ✈❛❧✉❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ ♦♥ ♥❡✇ ❞❛t❛✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❍②✲
❜r✐❞ s②st❡♠s ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ r❡❝♦♥❝✐❧✐♥❣
♠♦❞❡❧s ✐s ❛ ❍②❜r✐❞ s②st❡♠✳

... ...

... ...

X(1)

X(j)

X(N)

mode 1

mode j

mode N

Model j  Model N Model 1

MODE

onoff

off on

onoff

...

...

mode 1:

mode j:

mode N:

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❆❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❛s ❤②❜r✐❞ s②st❡♠ ✇✐t❤
str♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s✳ ❚❤❡ j−t❤ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✐ts ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s
Model j✱ t❤❛t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t✇♦ ♠♦❞✉❧❡s✿ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r CONTROLj ✱ ❛♥❞
MODES t❤❛t ❞❡❝✐❞❡s ✐❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❝t✐✈❡ ♦r ♥♦t ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡ mode j✳

❲✐t❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❍②❜r✐❞ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
s✇✐t❝❤❡s ❛♥❞ ✇✐t❤ str♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧❡r ❝❛♥ ❝❤♦s❡ ✇❤✐❝❤
♠♦❞❡❧s t♦ ❥♦✐♥ ✐♥ ❛♥ ❝♦♠♠♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛s ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞✉❧❡s
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❝♦♠♠♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✳

✸✳✹ ●✉❛r❛♥t❡❡s

❲❡ ♦❜t❛✐♥ s♦♠❡ ❛ss✉♠❡✲❣✉❛r❛♥t❡❡ r✉❧❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❍②❜r✐❞ s②st❡♠s
❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡♠✳

❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ▲②❛♣✉♥♦✈✮ ♦❢ ❙✇✐t❝❤❡❞ s②st❡♠s ✐s ♥♦t ❞✐r❡❝t ❢r♦♠
t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ st✉❞② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ st❛❜✐❧✐t② ✐s ❛ss✉r❡❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻ ✐♥ ❬✶✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s♦
❝❛❧❧❡❞ s✇✐t❝❤✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ✭✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ♠♦❞❡✲t✐♠❡ ♣❛✐rs ♦❢ s✇✐t❝❤❡s✮✿
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✸✳✺✳ ●❡♥❡r❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❵❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ▲②❛♣✉♥♦✈✲❧✐❦❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡ ♥♦♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛♥❞
♠♦❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛❝t s❡t✬✳ ❖t❤❡r ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✺✵❪✳ ■t ❞❡✜♥❡s ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦s s✉❝❤ ❛s r❡❛❝❤❛✲
❜✐❧✐t②✱ ❡♠♣t✐♥❡ss ❛♥❞ tr❛❝❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ♦♥ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s ♦r s✉❜s❡ts ♦❢ t❤❡♠✳

❚❤❡ t❤❡♦r② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♦❜t❛✐♥ t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡❞
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s✿ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✱ ❛♥❞ t❤❡
r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s✳

❋r♦♠ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s✱ ❜② ❡✈❡♥t s②♥✲
❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ♦r ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✱ ✐s ❛ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ st♦❝❤❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s ❛r❡ st♦❝❤❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s✱ ❛♥❞ t❤❡
r❡s✉❧t ♦❢ ❥♦✐♥✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s ❜② ✐♥♣✉ts✴♦✉t♣✉ts ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
♠♦❞❡❧✳

❆s ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✱ t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❢♦r♠✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ ❛
❝♦♠♣♦s❡❞ s②st❡♠ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ s②st❡♠✳ ❚❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ ✐❢
♦♥❡ s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♦♥❡ ♠♦❞✉❧❡ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣ ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦r ✭✐ts ♠♦❞❡❧✮ ❛s
r❡s✉❧t ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❙♦✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥
❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ s②st❡♠✳

❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛ss✉r❡s t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ❜②
♠❛♥② s✉❜✲♠♦❞❡❧s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥tr♦❧ ❤♦✇ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦♥ t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛r❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❜②
t❤❡ s✉❜✲♠♦❞❡❧s✳ ■t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ❛ ✢♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ ❡❛❝❤ s❤❛r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✱
❛♥❞ ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛ss❡rt✐♦♥s ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❛t ✢♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦♥
❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞✉❧❡s✳

✸✳✺ ●❡♥❡r❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
s✉❜st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ■t ❛❧❧♦✇s ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❈♦♥❝r❡t❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❧❛t❡r
❝❤❛♣t❡rs✳

❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t❛❦❡s ✐ts ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡♠❡s ♦❢ ❝✉rr❡♥t r❡s❡❛r❝❤✿ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞
r❡✉s✐♥❣ ♦❢ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♣❛t❤✇❛②s ❛♥❞ ●❡♥❡ ❘❡❣✉❧❛t♦r② ◆❡t✲
✇♦r❦s✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ✇❛② t♦ ❜✉✐❧❞ ❝♦♠♣❧❡t❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ✭❬✶✵✾✱ ✸✸❪✮✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ❇✐♦❘✲
✐❝❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s✱ ❜② ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣♦rt✐♥❣ ❙❇▼▲ ♠♦❞❡❧s✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ ●❡♥❡
❘❡❣✉❧❛t♦r② ◆❡t✇♦r❦s ✭❬✶✷❪✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ✇❛② t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥❞✐r❡❝t ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♥❡s✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❜❡tt❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳

❲❡ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍②❜r✐❞ ❙②st❡♠s t❤❡♦r② ❜② ✉s✐♥❣
❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s ✭❬✷✾❪✮ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❡♠♣♦r❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝❤❛♥❣❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t②♣❡s ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✿ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s✇✐t❝❤❡s ❛♥❞ str♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s✳
❋♦r ❝♦❡✣❝✐❡♥t s✇✐t❝❤❡s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞✱ ❛♥❞ ♠♦❞❡ tr❛♥s✐✲
t✐♦♥s ♣r♦✈♦❦❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡✐r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❋♦r str♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s✱ t❤❡ s②st❡♠ s✇✐t❝❤❡s
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s

❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞✉❧❡s t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s✳ ❲✐t❤
t❤✐s t❤❡♦r② ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝❤❛♥❣❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦❞✲
❡❧✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s✇✐t❝❤❡s ❛r❡ ❞♦♥❡ ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❧❡ ✇✐t❤
str♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡✉s❡❞✳

❲❡ ♦❜t❛✐♥ s♦♠❡ ❛ss✉♠❡✲❣✉❛r❛♥t❡❡ r✉❧❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❍②❜r✐❞
s②st❡♠s ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡♠✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ▲②❛♣✉♥♦✈✮ ♦❢
❙✇✐t❝❤❡❞ s②st❡♠s ✐s ❛ss✉r❡❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻ ✐♥ ❬✶✽❪✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥s
♦❢ ❍②❜r✐❞ s②st❡♠s ❛r❡ ❍②❜r✐❞ s②st❡♠s✱ ❛♥❞ r❡✜♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❢♦r♠✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ ❛
❝♦♠♣♦s❡❞ s②st❡♠ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②
♦❢ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s❤❛r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐s ❛ss✉r❡❞ t♦♦✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳

❲❡ ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✿ st✐✛♥❡ss✱ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s❝❛❧❡s✱ ❛♥❞
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ✐♥ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t✐♠❡s❀ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✿
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✉s❡ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s ✇✐t❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s♦❧✈❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s♦❧✈❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ◗❙❙ ✭◗✉❛♥t✐③❡❞ ❙t❛t❡s ❙②st❡♠s✱ ❬✻✽❪✮ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛s✐s ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❇✐♦❘✐❝❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❲❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❇✐♦❘✐❝❛ ✈❡rs✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢
✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣
r❡❛❧ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✱ ❝♦♠♣♦s✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✳
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❈❤❛♣t❡r ✹

❖✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✭✸✮✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❤♦✇ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s
❜② ✉s✐♥❣ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s t❤❡♦r② ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡
✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ r❡✉s✐♥❣✱ ❛♥❞ r❡❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s
❣✐✈❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✳

❍❡r❡ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✐❞❡❛s ❛♥❞ t❤❡♦r✐❡s✱ ✇❡ ❣♦ ❢r♦♠
t❤❡ t❤❡♦r② t♦ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ q✉❛❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r②✱ t❤❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠✉st ❛❧❧♦✇s ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s✱ ❛♥❞ r❡✉s✐♥❣ ❡①✐st✲
✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳ ❲❡ ♥❡❡❞ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦s✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s s②st❡♠s✱ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s✳

❲❡ st❛rt ❜② ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s t♦ s♦❧✈❡ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s❝❤❡♠❛ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
♣r♦❝❡ss✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ ✇❡ ❛r❣✉❡ ♦✉r ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡s❡ st❡♣s ✇✐t❤ t❤❡
❇✐♦❘✐❝❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤
❤②❜r✐❞ s②st❡♠s✳

✹✳✶ ❘❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❙♦♠❡
♥❡❡❞s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛② ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦❞✐♥❣ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s✱ ♦t❤❡rs ✇✐t❤
t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐♥❣ ❛♥❞ r❡✉s✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳

✶✳ ❆❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s♦❧✈❡ s②st❡♠s ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❞❡❣r❡❡s ✭st✐✛♥❡ss✱ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✮
❛♥❞ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s❝❛❧❡s✳

✷✳ ❆❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧s ❣✐✈❡♥ ❜② st♦❝❤❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s ✭✷✳✷✮✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ❜② ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s✳ ❲❡ r❡q✉✐r❡ ❞❡✜♥❡ ♠♦❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡♥t t✐♠❡✳

✺✸
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s

✸✳ Pr❡✈✐♦✉s ♣♦✐♥ts ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ s♦❧✈❡ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♠✉st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
♠✉st ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ s♦❧✈❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦
s♦❧✈❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧s✱ ✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❡♥❞✐✉♠ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❧❛♥❣✉❛❣❡s✳

✹✳ ❆❜❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s
❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✭❛ss❡rt✐♦♥s✮✱ ❡✈❡♥t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ✐s
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✺✳ ❆❜❧❡ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧s✳ ■t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦
❞❡✜♥❡ ❝♦♥tr♦❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ t♦ ❣♦ ❢r♦♠ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ t♦
♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❧❡✈❡❧s✳

✻✳ ❆❜❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t r❡✉s✐♥❣ ♦❢ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♠✉st ❛❧❧♦✇ t❤❡ r❡✉t✐✲
❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤♦✉t r❡✇r✐t✐♥❣ t❤❡♠✳

✹✳✷ ❙♦❧✈✐♥❣ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s

❍❡r❡ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s♦❧✈✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ ✇❤✐❝❤ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ st❡♣s t♦ s♦❧✈❡ ❛ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠ ✇✐t❤ st❛t❡
✈❛r✐❛❜❧❡s x ❛♥❞ ♠♦❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s mode✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ❜❡❣✐♥s r❡❛❞✐♥❣ ✐♥♣✉ts✿ ✐♥✐t✐❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s IC ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛❧✉❡s P ✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ t♦ ③❡r♦✱ ❛♥❞ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s mode(0) ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t
✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ MODEL(mode(0)) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡
♥❡①t st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✿ s♦❧✈✐♥❣ ❛♥❞ ✉♣❞❛t✐♥❣✳
❆t ❛♥② ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s♦❧✈❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ✇❤❡♥ ❞❡t❡❝t✐♥❣
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡ M ❣✉❛r❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ mode
✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② GUARD(x, mode, u, time) ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ✜♥✐s❤❡s ✇❤❡♥
END(x, mode, time) ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r✐♥t❡❞✳

❚❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ s❝❤❡♠❛ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮ ❛❧❧♦✇s ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s ✇❡ ❞❡✜♥❡❞
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ MODEL(mode) ❛❢t❡r ✉♣❞❛t✲
✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈✐♥❣ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s✇✐t❝❤❡s ✇❤✐❝❤ ❥✉st
❝❤❛♥❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❛❧✉❡s✱ ♦r ✇✐t❤ str♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ mode ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✮✳ ❆s ✇❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞✱ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥
s❝❤❡♠❛ ✇❡ ✉s❡❞ ❇✐♦❘✐❝❛✳

❆s ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠ ❝❤♦s❡♥ ✐s ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❞❡❝✐s✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ ❛ s②st❡♠✱ ♦♥❡ ✉s❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥t s✇✐t❝❤❡s t♦ ❝♦♥s❡r✈❡ ❛ ❜❛s✐❝ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t♦ ❞♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡✐r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r str♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s✱ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ s✇✐t❝❤❡s ❜❡t✇❡❡♥
❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ r❡✉s✐♥❣ ♦❢ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ ♠❛♥② ♠♦❞❡❧s ❢❛✈♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ str♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✺✹



✹✳✸✳ ■♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❇✐♦❘✐❝❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s

START

TIME= 0
mode (0 )= mode ( IC, P )

MODEL= MODEL (mode(0))

     (IC,P)=READ INPUTS

x= SOLVE (MODEL,TIME, IC, P)
TIME= INCREMENT (TIME)

END

Update mode
MODEL= MODEL (mode)

END (x, mode, u, TIME)?
GUARD (x, mode, u, TIME)?

YES

NO

NO YES
PRINT

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ st❡♣s t♦ s♦❧✈❡ ❛♥ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠✱ ♦♣t✐♦♥s ✉s❡❞ ❢♦r
✇✐♥❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ r❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ❜❡❣✐♥s r❡❛❞✐♥❣ ✐♥♣✉ts✿ ✐♥✐t✐❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s IC ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛❧✉❡s P ✳ ■t ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥ 0✱ ❛♥❞
❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡♥✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ MODEL(mode(0))✳ ❆t ❛♥② t✐♠❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s♦❧✈❡❞✱
✐t ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ✇❤❡♥ ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❣✉❛r❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ GUARD(x, mode, u, time)✱
❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✜♥✐s❤❡s ✇❤❡♥ ✐t ✐s ✈❡r✐✜❡❞ END(x, mode, u, time)✳

✹✳✸ ■♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❇✐♦❘✐❝❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r

s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✐❞❡❛s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❇✐♦❘✐❝❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❇✐♦❘✐❝❛ ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✮ s❛t✐s✜❡s t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳ ▼♦❞✉❧❡s
❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❇✐♦❘✐❝❛ ♥♦❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r❛❝t t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❇✐♦❘✐❝❛ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❆❧✐❝❡ ●❛r❝✐❛ ✐♥ t❤❡
▼❆●◆❖▼❊ t❡❛♠ ❛♥❞ ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✉♥❞❡r ❛♥ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ ❧✐❝❡♥s❡✳ ■t ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦
❞❡s❝r✐❜❡ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s✱ s♦❧✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ st♦❝❤❛st✐❝ ❛♥❞
♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦rs✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ r❡✉s✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳

✹✳✸✳✶ ❚❤❡ ❇✐♦❘✐❝❛ ♣r♦t♦t②♣❡

❚❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❇✐♦❘✐❝❛ ✇❛s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ ❆❧t❛❘✐❝❛
❉❛t❛✢♦✇ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✭❬✼✱ ✽❪✮ t♦ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ✜rst ❡①t❡♥s✐♦♥ ❧♦♦❦s ❢♦r ❞❡✲
s❝r✐❜✐♥❣ st♦❝❤❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ❬✷✾❪✮ ❜② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ st♦❝❤❛st✐❝
❛♥❞ t✐♠❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦rs✱ ❛♥❞ ❞❛t❛✢♦✇ ❧✐♥❦s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆ ♣r♦t♦t②♣❡✱ ✉s❡❞
✐♥t❡r♥❛❧❧② ❜② t❤❡ ▼❆●◆❖▼❊ t❡❛♠ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✭❬✶✵✶❪✮✳

❊❛❝❤ ❇✐♦❘✐❝❛ ♥♦❞❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ✜❡❧❞s✿ st❛t❡✱ ✢♦✇✱
s✉❜✱ ❡✈❡♥t✱ tr❛♥s✱ ❛ss❡rt✱ ✐♥✐t ❛♥❞ ❡①t❡r♥✳ ■♥ t❤❡ ✜❡❧❞ st❛t❡✱ ♦♥❡ ❞❡❝❧❛r❡s t❤❡ st❛t❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❞♦♠❛✐♥s✳ ■♥ ✢♦✇✱ ♦♥❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ✐♥♣✉ts ✭♦r ♦✉t♣✉ts✮ ❢r♦♠ ✭t♦✮ ♦t❤❡r
❇✐♦❘✐❝❛ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ✜❡❧❞ s✉❜ ❞❡✜♥❡s ♦t❤❡r ♥♦❞❡ ♦❜❥❡❝ts t❤❡ ♥♦❞❡ ✉s❡ ✭❤✐❡r❛r❝❤②
♥♦t✐♦♥✮✳ ■♥ ❡✈❡♥t ♦♥❡ ❞❡❝❧❛r❡s t❤❡ ♥❛♠❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s
♣r♦✈♦❦❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❡✈❡♥ts ✭✇❤❡♥ t❤❡② ❤❛♣♣❡♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts✮ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❦❡② tr❛♥s✳ ■♥ ❛ss❡rt✱ ♦♥❡ ✐♠♣♦s❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✢♦✇s ❛♥❞✴♦r st❛t❡s✱ ❛♥❞
✐♥ ✐♥✐t ♦♥❡ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ❡①t❡r♥
❛❧❧♦✇s t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐✈❡s ❛❜♦✉t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❡✈❡♥t ❞❡❧❛②s ❛♥❞
♣r✐♦r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❡✈❡♥ts✳

✺✺



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s

❇✐♦❘✐❝❛ ❞❡✜♥❡s ❛ ❣❧♦❜❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s t♦ ❝♦♠♣♦s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡s✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❛✉t♦♠❛t❛ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❆❧t❛❘✐❝❛ ✭❬✼✱ ✽❪✮✱ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥
❙②st❡♠s ✭❬✷✾❪✮ t❤❛t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠♥❡ss ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✳ ●✐✈❡♥
❛ ❇✐♦❘✐❝❛ ♥♦❞❡✱ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡rs
♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥s s♦❧✈❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠ s❝❤❡❞✉❧❡rs✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛
tr❛❝❡ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡♠❛♥t✐❝s
✐t ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✢♦✇ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡✈❡♥t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❝♦♥st✐t✉t❡❞ t❤❡ ✜rst t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐❞❡❛s ❛❜♦✉t ❇✐♦❘✐❝❛ ❛s ❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥❛❧ t♦♦❧ ❢♦r st♦❝❤❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ✭r❡q✉✐r❡♠❡♥ts 2✱ 4 ❛♥❞ 5 ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✮✱
t❤❡ ✉s❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ♠❛♥② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s✳

✹✳✸✳✷ ■♠♣r♦✈✐♥❣ ❇✐♦❘✐❝❛

❉✉r✐♥❣ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ❇✐♦❘✐❝❛ ❜② s✉❣❣❡st✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥s✱ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♣r♦✈❡❞✐♥❣ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✈❡rs✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t♦ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣
r❡❛❧ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✳ ❲❡ ❞❡t❡❝t❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥✱ ♣r♦♣♦s❡❞
❛♥❞ ❝❤❡❝❦❡❞ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❆s r❡s✉❧t✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥ ✇❡ ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ❛s ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s t❤❛t ✐♥t❡❣r❛t❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❞✐s❝r❡t❡✱
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ st♦❝❤❛st✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ❍❡r❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ♠❛✐♥
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳

• ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡❝♦❞❡ ❛♥❞ r❡❞❡s✐❣♥ t❤❡ ❇✐♦❘✐❝❛ ♣r♦t♦t②♣❡✱ t♦
❜✉✐❧❞ ❛♥ ✉♥✐✜❡❞✱ str✉❝t✉r❡❞ ❛♥❞ ✉s❛❜❧❡ t♦♦❧ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❜✐✲
♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❧❞ ✈❡rs✐♦♥ ✉s❡❞ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ✇❛s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧s
✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

• ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ♥♦t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡
❇✐♦❘✐❝❛ ♣r♦t♦t②♣❡✳ ❋♦r ❞✐s❝r❡t❡ s②st❡♠s✱ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❜❛s✐❝ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞
✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s②st❡♠s ✐t ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♥❝❧✉❞❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛rr✐❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s✳

• ❆ ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ ❛❜❛♥❞♦♥ ▼❛t❧❛❜ ❛s ❡①t❡r♥❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t♦♦❧ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♥♦t ❜❛s✐❝
❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ s♦❧✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❜r✐❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❇✐♦❘✐❝❛ ♣r♦t♦t②♣❡ ❛♥❞ ▼❛t❧❛❜✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❧✐❜r❛r② ♦❢ C + +✱
✇♦r❦❡❞ t♦♦ s❧♦✇❧② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳

• ❆ ❞❡❝✐s✐♦♥ t♦ ❛❞♦♣t t❤❡ P②t❤♦♥ ❧✐❜r❛r✐❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦♣❡r✲
❛t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ s♦❧✈❡ s②st❡♠s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦
✐♥❝❧✉❞❡ ♥❡✇ ❧✐❜r❛r✐❡s t♦ s♦❧✈❡ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❇✐♦❘✐❝❛ ❜② ✉s✐♥❣ P②t❤♦♥ ♠❛❦❡s ✐t ❡❛s② t♦ ✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ P②t❤♦♥ ❧✐❜r❛r✐❡s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r❡❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳

• ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❇✐♦❘✐❝❛ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❍②❜r✐❞ ❙②st❡♠s ❜② ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡✐r ❝♦♥✲
t✐♥✉♦✉s ♣❛rts ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✱ ❛ss✉r✐♥❣ ✐♥t❡❣r✐t② ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠♦❞❡❧s
❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s✳

✺✻



✹✳✹✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❇✐♦❘✐❝❛

• ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ r❡❝♦♥❝✐❧✐❛t❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❍②❜r✐❞
❙②st❡♠s t❤❡♦r②✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❇✐♦❘✐❝❛ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❛t ❛♣♣r♦❛❝❤✳

• ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❇✐♦❘✐❝❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❙✇✐t❝❤❡❞
❙②st❡♠s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t②♣❡ ♦❢ ❍②❜r✐❞ ❙②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s②s✲
t❡♠s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❜② ✉s✐♥❣ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝❤❛♥❣❡s✿ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
s✇✐t❝❤❡s ❛♥❞ str♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s✳

• Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❇✐♦❘✐❝❛ s②♥t❛① t♦ ❛❧❧♦✇ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ❤②❜r✐❞
s②st❡♠s ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s ♦r ❡①t❡r♥❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❇② ✉s✐♥❣
♦t❤❡r P②t❤♦♥ ❧✐❜r❛r✐❡s ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ s♦❧✈❡ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦r ♣❛rt✐❛❧
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

✹✳✹ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s

✇✐t❤ ❇✐♦❘✐❝❛

❲❡ ❝♦❞❡ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s st❡♣s ♥❡❡❞❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s ✭❋✐❣✉r❡
✹✳✶✮ ✇✐t❤ ❇✐♦❘✐❝❛✳ ❙♦✱ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❇✐♦❘✐❝❛ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❇✐♦❘✐❝❛
s②♥t❛① ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❣❡♥❡r❛❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠❛♥② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❡r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ s❛t✐s✜❡s ❛❧❧ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳

❚♦ ❞❡✜♥❡ ❇✐♦❘✐❝❛ ♥♦❞❡s ✇❡ ✉s❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts
t❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳ ❲❤❡♥ ♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦♥❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✭❆✮✳ ■❢ t❤❡
❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ str♦♥❣❡r t❤❛♥ s✐♠♣❧❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✈❛❧✉❡s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✭❇✮ ❢♦r str♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ Model j r❡♣r❡s❡♥ts ❛
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥♦❞❡s MODE i ❝♦♥tr♦❧ ✐❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❝t✐✈❡ ❜②
❞❡❝✐❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ r❡❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♦❢
♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ♠♦❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② ♦♥❧② ♦♥❡ ♠♦❞✉❧❡✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✜❡❧❞s✱ s✉❝❤ ❛s t❡♠♣♦r❛❧ ❧❛✇s ♦r
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡✈❡♥ts✳ ❊✈❡♥t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ✐♥ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✱ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡✳
❙♦✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❝♦❡✣❝✐❡♥t s✇✐t❝❤❡s✱ t❤❡ ♥♦❞❡ X ✉♣❞❛t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ mode ❥✉st
✐❢ ♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ t❤❡ ♥♦❞❡ MODE ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✮✳ ■♥ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡
❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦❞❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✮✳
❋♦r s❡❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❣♦ t♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♣t❡rs ✭s❡❝t✐♦♥s ✺ ❛♥❞ ✻✮✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ r❡✉s❡ ♦❢ t❤❡
❝♦♠❜✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❙♦✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠❜✐✲
♥❛t✐♦♥✱ r❡✉s✐♥❣ ❛♥❞ r❡❝♦♥❝✐❧✐♥❣ ♦❢ ♠♦❞❡❧s✳

✹✳✹✳✶ ❙②♥t❛① ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❇✐♦❘✐❝❛ ❢♦r ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s

❇✐♦❘✐❝❛ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡
❝✉rr❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❇✐♦❘✐❝❛ ❝♦♥s✐❞❡rs ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s ❣✐✈❡♥ ❜② s❡ts ♦❢ ♦r❞✐♥❛r②

✺✼
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s

state _mode:{1,...,N};

flow x1,...,xn,,u1,...,uk:FLOAT:in; mode:{1,...,M}:out;
event mode_transition;
trans

GUARD1(x1,...,xn,u1,...,uk,mode,time)|-mode_transition -> _mode=1;

node MODE

.

.

.

   law ...
edon

GUARDN(x1,...,xn,u1,...,uk,mode,time)|-mode_transition -> _mode=M;

node MODEj

  trans

  assert 
    mode=_mode;
  init
    _mode:=mode(0);  
  law ...
edon

node MAIN
 sub
   Mod1:MODE1;...;ModN:MODEN;
   model1:M1;...;modelN:MN;
   C1:CONTROL1;...;CN:CONTROLN;
   assert
    Mod1.x1=model1.x1;...;Mod1.xn=model1.xn;...;ModN.x1=modelN.x1;...;ModN.xn=modelN.xn;
    model1.mode=Mode1.mode;...;modelN.mode=ModeN.mode;
    Mod1.u1=C1.u1;...;Mod1.un=C1.uk;...;ModN.u1=CN.u1;...;ModN.un=CN.uk;
    model1.u1=C1.u1;...;model1.uk=C1.uk;...;modelN.u1=CN.u1;...;modelN.uk=CN.uk;
    C1.x1=model1.x1;...;C1.xn=model1.xn;...;CN.x1=modelN.x1;...;CN.xn=modelN.xn;
edon

state _mode:{0,1};
flow x1,...,xn,,u1,...,uk:FLOAT:in; mode:{0,1}:out;
event mode_transition;

on(x1,...,xn,u1,...,uk,modej,time)|-mode_transition -> _mode=1;
off(x1,...,xn,u1,...,uk,modej,time)|-mode_transition -> _mode=0;

X MODEL (Controlled model)

u

x

x

mode

CONTROL (Continuous Control)

u

Discrete model

Continuous 
model

ono��MODE

CONTROL
1

CONTROL
j

CONTROL
N

x modeu x modeu x modeu

MODE 1 o�� on MODE j o�� on

���

���

���

���

MODE N o�� on��� ���

 Model 1  Model j  Model N

    init

node MAIN

sub 

modelX:X;

Mode:MODE;

assert

Mode.x1=modelX.x1;...;Mode.xn=modelX.xn; 

modelX.mode=Mode.mode;

modelX.u1=Control.u1;...;modelX.uk=Control.uk;;

edon

assert
mode=_mode;

Control:CONTROL;

Mode.u1=Control.u1;...;Mode.uk=Control.uk;

_mode:=mode(0);

Control.x1=modelX.x1;...;Control.xn=modelX.xn;;

(A) (B)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❇✐♦❘✐❝❛✳ ✭❆✮ ❚❤❡ ♥♦❞❡ ❳
❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s x✳ ■t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t✇♦
♦t❤❡r ♠♦❞✉❧❡s✿ CONTROL ❛♥❞ MODE✳ CONTROL ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s u✱ MODE ❞❡❝✐❞❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡ MAIN ❞❡✜♥❡s t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ✭❇✮ ❙tr♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s
❜❡t✇❡❡♥ N ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ j−t❤ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦❞❡ Mj✱
t❤❛t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t✇♦ ♠♦❞✉❧❡s✿ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r CONTROLj✱ ❛♥❞ MODEj
t❤❛t ❞❡❝✐❞❡s ✐❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❝t✐✈❡ ♦r ♥♦t✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡ MAIN ❞❡✜♥❡s t❤❡✐r
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭s✇✐t❝❤❡❞ s②st❡♠s✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ❡q❞✐✛✳
❙♦✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❇✐♦❘✐❝❛ ♥♦❞❡ ✭♠♦❞✉❧❡✮✱ ❇✐♦❘✐❝❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s♦❧✈❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

♠♦❞❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞
❝♦♥s✐❞❡rs ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥s s♦❧✈❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠ s❝❤❡❞✉❧❡rs✳

❆ ❝♦♠♠♦♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐s ❙❇▼▲ ✭❬✺✻❪✮✱ ♠❛②❜❡ t❤❡ ♠♦st
♣♦♣✉❧❛r ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s ♠♦❞❡❧s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐✛❡r✲
❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❜② ❆❧✐❝❡ ●❛r❝✐❛ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❙❇▼▲ ♣❛rs❡r t❤❛t
tr❛♥s❧❛t❡s ❙❇▼▲ ♠♦❞❡❧s ✐♥t♦ ❇✐♦❘✐❝❛ ♠♦❞❡❧s✳ ❙♦✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡✉s❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s❡
♠♦❞❡❧s ♣r❡✈✐♦✉s❧② s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❙❇▼▲ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s✳

▼♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ss❡rt✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✢♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦❞❡s
✭✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✮✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❇✐♦❘✐❝❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧✲
❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❝❧♦❝❦s ❛♥❞ s♦❧✈❡rs
❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❞✐✈❡rs❡ t②♣❡s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ❛
✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ❜② ♠❛♥② s✉❜✲♥♦❞❡s✱ ♦♥❡ ❝♦♥tr♦❧s ❤♦✇ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦♥ t❤✐s ✈❛r✐✲
❛❜❧❡ ❛r❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜✲♥♦❞❡s ❜② ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ t♦ t❤❛t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ ✢♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡✱
❛♥❞ ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛ss❡rt✐♦♥s ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❛t ✢♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦♥
❞✐✛❡r❡♥t ♥♦❞❡s✳

✺✽



✹✳✹✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❇✐♦❘✐❝❛

❚❤❡ ❇✐♦❘✐❝❛ ❝♦♠♣✐❧❡r r❡❛❞s ❛ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❝♦♠✲
♣✐❧❡s ✐t ✐♥t♦ ❛♥ ❡①❡❝✉t❛❜❧❡ s✐♠✉❧❛t♦r✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❝♦❞❡ ✉s❡s t❤❡ P②t❤♦♥ r✉♥t✐♠❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ r✉♥ st❛♥❞✲❛❧♦♥❡ ♦♥ ♠♦st s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❝♦✲❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧✲
t✐♣❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❛ss✉r❡❞ ❜② ❛ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s♣❡❝✐✜❡❞ s✉❜✲♠♦❞❡❧✳ ❖♥❝❡
❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❡❛❝❤ ♣❛rt ❛❝ts ❛s ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ q✉❡r✐❡❞✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜②
tr❛❥❡❝t♦r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❞✐s❝r❡t❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

(A)

(D)(C)

(B) node RADIATOR
state T:FLOAT;K:{15,25};
event turn_on,turn_off;
eq:diff

dT=-T+K;
trans

  #B.1: deterministic 
  T<=18 |- turn_on -> K:=25;

       T>=20 |- turn_off -> K:=15;
  #B.2: non-deterministic

T>=18 & T<=20 |- turn_on->K:=25;
T>=18 & T<=20 |- turn_off->K:=15;

   init
     T:=15,K:=25;

  #B.3: stochastic
extern

choice<turn_on>:2;
edon

dT/dt=-T+15

off

dT/dt=-T+25

on

Turn on

Turn off

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❚❤❡ r❛❞✐❛t♦r✳ ✭❆✮❙❝❤❡♠❛ ♦❢ t❤❡ ❍②❜r✐❞ s②st❡♠✳ ✭❇✮❚❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s✳
✭❇✳✶✮ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✿ ✐t ✐s t✉r♥❡❞ ♦♥ ✐❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ 18◦C
❛♥❞ t✉r♥❡❞ ♦✛ ✐❢ ✐t ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ 20◦C✱ ✭❇✳✷✮ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✿ ❜♦t❤ ❡✈❡♥ts
❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ✐❢ 18 6 T 6 20✱ ❛♥❞ ✭❇✳✸✮ st♦❝❤❛st✐❝ ❣✐✈✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 2

3 t♦ t✉r♥
♦♥✳ ✭❈✮❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭❇✳✶✮✱ ❛♥❞ ✭❉✮ ❢♦r ✭❇✳✸✮✳

❲✐t❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣♦s❡ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s❝❛❧❡s
❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❧❡✈❡❧s ✭st✐✛♥❡ss✮✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s s♦❧✈❡s ✐♥
♣❛rt t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❡❛❝❤ ♠♦❞✉❧❡ ❤❛s ❛♥ s♣❡❝✐✜❝ t✐♠❡s❝❛❧❡ ❛♥❞ s♦❧✈❡r✱ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡
t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ t✐♠❡s❝❛❧❡s ❛r❡
♦❜s❡r✈❡❞ ❛t s♠❛❧❧ t✐♠❡ st❡♣s✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦♥❣ t✐♠❡s❝❛❧❡s ✇❡ ✉s❡ ❧♦♥❣❡r t✐♠❡
st❡♣s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❙t✐✛ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ str♦♥❣❧② ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞
❥✉st ❛t t❤❡ ♣❡rt✐♥❡♥t ♠♦❞✉❧❡✳

❆s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ r❛❞✐❛t♦r t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♦❢ ❛ r♦♦♠✳ ❆ t❤❡r♠♦st❛t ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❧♦✇
❛♥❞ ✐t ✐s r❡❣✉❧❛t❡❞✱ ✐❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❤✐❣❤ t❤❡ s②st❡♠ ✐s t✉r♥❡❞ ♦✛ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✮✳
❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✿ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝

✺✾



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❖✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s

dx
1
/dt=w-v

1

dx
2
/dt=-v

2

dx
1
/dt=-v

1

dx
2
/dt=w-v

2

X
2
≤ r

2

X
1
≤ r

1

(A)

const v1=3;v2=4;w=6;r1=2;r2=2;
node TANK

state x1,x2:FLOAT;K:{0,1};
event to_1,to_2;
eqdiff

dx1=K*w-v1;
dx2=(1-K)*w-v2;

trans
x1<=r1 |- to_1 -> K:=1;
x2<=r2 |- to_2 -> K:=0;

init
x1:=10,x2:=14,K:=1;

edon

(C)
(D)

(B)

r1 r2

v1 v2

w

(D)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ✭❆✮ ❉✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ ❩❡♥♦✬s ✇❛t❡r t❛♥❦✳ ✭❇✮ ❙✇✐t❝❤❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦r✳ ✭❈✮ ❇✐♦❘✐❝❛ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ✭❉✮ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r✉❧❡ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✐♥t♦ ✇❤✐❝❤
t❛♥❦ ✇❛t❡r ♠✉st ❜❡ s❡♥t ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t t❤❡ ✇❛t❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❛♥❦ 1 ♠✉st ❜❡
❤✐❣❤❡r t❤❛♥ r1 ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ t❛♥❦ 2 ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ r2✳ ❆t x1 ❛♥❞ x2✱ ❛rr✐✈✐♥❣ t♦
r1 = r2 = 2✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r✉♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t♦
tr② t♦ ✈❡r✐❢② x1 > r1 ❛♥❞ x2 > r2✳

♦r st♦❝❤❛st✐❝✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✱ t❤❡ st❛t❡ T r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s K✳

✹✳✹✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❇✐♦❘✐❝❛ ✇♦r❦s ✇✐t❤ s✇✐t❝❤❡❞ s②st❡♠s t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡
s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s✿ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡✈❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚♦ ❞♦ t❤❛t✱ ✐t ❞✐✈✐❞❡s
t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t♦ ✐♥t❡r✈❛❧s (ti−1, ti] ✇✐t❤ i ❜❡t✇❡❡♥ 1 ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞
❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ti ❜② ✉s✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✈❡rs
♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❤❛✈❡ ♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❇✐♦❘✐❝❛ ✉s❡s ❘✉♥❣❡✲
❑✉tt❛ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② s♦❧✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s s②st❡♠s✱ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢
♠❡♠♦r②✲❧❡ss t♦ r❡✉s❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳

●✐✈❡♥ ❛ ❇✐♦❘✐❝❛ ♥♦❞❡✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧ ✐s s♦❧✈❡❞ ❛♥❞✱ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡✱ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❤❡❝❦s t❤❡ ❣✉❛r❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■❢ t❤❡ ❣✉❛r❞ ✐s ✈❡r✐✜❡❞✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❤❛♣✲
♣❡♥s ❛♥❞ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ r❡st❛rt❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s t✐♠❡✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✈❛❧✉❡s ♦✈❡r t✐♠❡ ❛r❡ st♦r❡❞ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❛s tr❛❝❡ ❛♥❞ ♣✐❝t✉r❡s ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②
❞♦♥❡✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s st♦♣♣❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ t✐♠❡ ✭♦r ✐t❡r❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r 1000✮
✐s r❡❛❝❤❡❞✳

❆ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s t❤❛t ❣✐✈❡♥ ❛ ✜♥✐t❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ t❤❡
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✹✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ✐s ✜♥✐t❡✳ ❲❤❡♥ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t t❤❡ s♦
❝❛❧❧❡❞ ❩❡♥♦✬s ♣❛r❛❞♦①✱ ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱
t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜✉t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
❛❝❝✉r❛❝② t❤❛t ✐s ❛❧❧♦✇❡❞✳ ❚❤❛t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r t❛♥❦s s②st❡♠ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✹✳✹✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ❞❡❝✐❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ t❛♥❦s ✶ ❛♥❞ ✷ t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✜❧❧❡❞✱
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧s ♠✉st ♥♦t ❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ r1 ❛♥❞ r2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ x1 ❛♥❞ x2✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✇❛t❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡❛❝❤ t❛♥❦✱ ✐s
♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s K✿ ✐❢ ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s
1 t❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ s❡♥❞s ✇❛t❡r t♦ t❤❡ ✜rst t❛♥❦✱ ❛♥❞ ✐❢ ✐t ✐s 0 t❤❡♥ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳
❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦❞✉❝❡s ♠❛♥② ♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢
t✐♠❡✳

✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❡ r❡q✉❡r✐♠❡♥ts t♦ ❣♦ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐❞❡❛s t♦ t❤❡
♣r❛❝t✐❝❡✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s❝❤❡♠❛ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢
t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ ❇✐♦❘✐❝❛
❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s✱ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❤✐❡r❛r❝❤② ❛♥❞ r❡✉s✐♥❣ ♦❢ ♠♦❞✲
❡❧s ♠✉st ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s✿ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❞✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤ st♦❝❤❛st✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥✲
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛♥❞ t✐♠❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s♦❧✈❡ s②st❡♠s
♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✮✱ ✇❡
♥❡❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s✇✐t❝❤❡s✱ ❛♥❞ str♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s
t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡ r❡✉s✐♥❣ ♦❢ ♠♦❞❡❧s✳

❲❡ ❜✉✐❧t ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s❝❤❡♠❛ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r ❜♦t❤
t②♣❡s ♦❢ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s✳ ■t s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ st❡♣s ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦ ❛❝t✐♦♥s✿ s♦❧✈✲
✐♥❣ ❛♥❞ ✉♣❞❛t✐♥❣✳ ❆t ❛♥② ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧ ✐s s♦❧✈❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧
✐s ✉♣❞❛t❡❞ ✇❤❡♥ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❛ ❣✉❛r❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✉♣❞❛t❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮✳ ❲❡ ❝❤♦s❡ t❤❡ ❇✐♦❘✐❝❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦
t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❤❡r❡✱ ✐t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❤②❜r✐❞
s②st❡♠s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✉s✐♥❣ ♦❢ ♠♦❞❡❧s✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛❧❧ ♦✉r r❡q✉✐r❡♠❡♥ts
s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ❇✐♦❘✐❝❛✳
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❈❤❛♣t❡r ✺

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ ❘❡❝♦♥❝✐❧✐♥❣ ❝♦♠♣❡t✐♥❣
♠♦❞❡❧s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ✇✐♥❡
❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s

❲❤❡♥ ❛ ❣✐✈❡♥ s②st❡♠s ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ♠❛♥② t❡❛♠s✱ ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t❤❛t ❝♦♠♣❡t✐♥❣
♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦ ♠❡❡t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥❡❡❞s ❛♥❞ t♦ ✜t
s♣❡❝✐✜❝ ❞❛t❛✳ ❘❡❝♦♥❝✐❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✐♥t♦ ♦♥❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡s♣♦♥❞
t♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥❡❡❞s ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❤②❜r✐❞
s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡ ❇✐♦❘✐❝❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤♦✇ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡
❛♥❞ r❡✉s❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡♠✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✉s❡ t❤❡ r❡❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✇✐♥❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥
❦✐♥❡t✐❝s t♦ st✉❞② ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❝♦❡✣❝✐❡♥t s✇✐t❝❤❡s ♦r ❜②
str♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❙♦♠❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡
❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♦❢
♠♦r❡ ❞✐✈❡r❣❡♥t ♠♦❞❡❧s ♥❡❡❞s t♦ ✉s❡ str♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧t❡r♥❛t❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ❤②❜r✐❞ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ✇✐♥❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥
♠♦❞❡❧s ✭❬✶✵❪✮✿ ❈♦❧❡♠❛♥ ✭❬✷✽❪✮✱ ❙❝❛❣❧✐❛ ✭❬✾✹❪✮ ❛♥❞ P✐③❛rr♦ ✭❬✽✺❪✱ ❬✾✷❪✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❢❛❝t♦r
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❜❡st ✜ts t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ t❤r❡❡
♣❛♣❡rs✿ ❬✽✺❪✱ ❬✼✺❪ ❛♥❞ ❬✼✾❪ ✉s❡❞ ❛s tr❛✐♥✐♥❣✳

❚❤❡ r❡❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✇✐♥❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧s ❣✐✈❡s ✉s ❛ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s t❤❛♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥❡ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛rr✐✈✐♥❣ ❛t t❤❡ st❛❜❧❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ t❤❡
♠♦❞❡❧ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❜❡st ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❧❡✈❡❧
♦❢ ♥✉tr✐❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② s✇✐t❝❤✐♥❣
t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦♠♣❡t❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❤❡♥ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ s❝❛r❝❡✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ♣r♦❜❧❡♠s s✉❝❤ ❛s st✉❝❦ ✭✇✐t❤ r❡s✐❞✉❛❧ s✉❣❛r✮
❛♥❞ s❧✉❣❣✐s❤ ✭✈❡r② s❧♦✇✮ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥s ✭❬✶✼❪✮✳

✺✳✶ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐♥❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♦t❡❝❤♥♦❧♦❣② t♦ t❤❡ ✇✐♥❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡t❤❛♥♦❧ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ②❡❛sts t♦ ♠❡t❛❜♦✲
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❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ ❘❡❝♦♥❝✐❧✐♥❣ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ✇✐♥❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥

❦✐♥❡t✐❝s

❧✐③❡ t❤❡ s✉❣❛r ✐♥ ❛♥ ❛♥❛❡r♦❜✐❝ ✇❛②✳ ❚❤❡ ✇✐♥❡ ♠❛r❦❡t ✐s ❡♥♦r♠♦✉s ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts
♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ ❧♦ss❡s❀ st✉❝❦ ♦r s❧✉❣❣✐s❤ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥s ✭❬✶✼❪✮✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❝❛✉s❡ ✇♦r❧❞✇✐❞❡ ❧♦ss❡s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛t ✼ ❜✐❧❧✐♦♥ A❈ ❛♥♥✉❛❧❧②✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢
t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♠❛② ❣✐✈❡ ✉s t❤❡ ♠❡❛♥s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❜❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❢❡r♠❡♥t✱ ❛♥❞ t♦
❞❡t❡❝t st✉❝❦ ❛♥❞ s❧✉❣❣✐s❤ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡ t♦ s❛✈❡ t❤❡♠✳

❚❤❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss tr❛♥s✐ts ❜② ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs t❤❡②
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♦r❣❛♥✐s♠s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♥✉tr✐❡♥ts t❤❡② ❝♦♥s✉♠❡✳ ❆s t✐♠❡
♣❛ss❡s t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❧❛✇s ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❝❤❛♥❣❡
t♦♦✳ ❲❤❡♥ ❢❡✇ ②❡❛sts ❤❛✈❡ ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ s✉❣❛r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s
❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ ✇❤❡♥ ♠❛♥② ②❡❛sts ❝♦♠♣❡t❡ t♦ ❝♦♥s✉♠❡ ❧♦✇ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ ♥✉tr✐✲
❡♥ts✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ✐s ✉♥❞❡rst❛❜❧❡ t❤❛t ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❢♦❧❧♦✇s ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♦❢ ❢❛❝t♦rs s✉❝❤ ❛s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ②❡❛sts ❛♥❞ ♥✉tr✐❡♥ts✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s t♦ r❡❝♦♥❝✐❧❡✿ ❈♦❧❡♠❛♥ ✭❬✷✽❪✮✱ ❙❝❛❣❧✐❛ ✭❬✾✹❪✮ ❛♥❞ P✐③❛rr♦
♠♦❞❡❧s ✭❬✽✺❪✱ ❬✾✷❪✮✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ s❡❡ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s
✐♥ ❬✶✵❪✳ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶ r❡❝❛❧❧s t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♦✉r ♥♦t❛t✐♦♥ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡rs✳

❚❤❡ ❈♦❧❡♠❛♥ ♠♦❞❡❧ ✭❬✷✽❪✮ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ✺ ❝♦✉♣❧❡❞ ❖❉❊s ✭❡q✉❛t✐♦♥s ✺✳✶✲ ✺✳✺✮✱
❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✹ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢✿ ❜✐♦♠❛ss
✭X✮✱ ❛❝t✐✈❡ ❜✐♦♠❛ss ✭XA✮✱ ♥✐tr♦❣❡♥ ✭N✮✱ ❡t❤❛♥♦❧ ✭EtOH✮ ❛♥❞ s✉❣❛r ✭S✮✳ ■t ❝♦♥s✐❞✲
❡rs ❜✐♦♠❛ss ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✭µ✮ ✇✐t❤ ♥✐tr♦❣❡♥ ♥✉tr✐t✐♦♥
❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✭▼♦♥♦❞✬s ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❬✽✵❪✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✮✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ✐s t❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♥✐tr♦❣❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❛t❤ r❛t❡ ✭τ✮ ✐s ♣r♦♣♦r✲
t✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡t❤❛♥♦❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡s ✭❢♦r EtOH✮ ♦r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❛t❡s ✭❢♦r N ❛♥❞ S✮
♣❡r ❜✐♦♠❛ss ✉♥✐t✳ ❚❤❡ ❙❝❛❣❧✐❛ ♠♦❞❡❧ ✉s❡s ♦♥❧② ✹ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ X✱ S✱
CO2 ✭❝❛r❜♦♥✐❝ ❞✐♦①✐❞❡ ❣❛s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ EtOH✱ ❡q✉❛t✐♦♥s ✺✳✻✲ ✺✳✾✳ ■♥ t❤❡
❝❡❧❧ ❣r♦✇t❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✻✮✱ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ β✱
♠♦❞❡❧s t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❢♦r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ✐s t❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ s✉❣❛r t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛st❡r t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ s✉❜str❛t❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧✉❧❛r ❞❡❛t❤ r❛t❡✳ ❚❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❞✐♦①✲
✐❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✭CO2✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✾✮ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❡♠✐ss✐♦♥ r❛t❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
♣❡r ❜✐♦♠❛ss ✉♥✐t② νCO2 ✱ ❛♥❞ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧❡❞
CO2Form✳ ❚❤❡ ❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝❡❞
❜② ❝❛r❜♦♥ ❞✐♦①✐❞❡ ❡♠✐tt❡❞ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✼✱ s❡❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t YCO2/EtOH ✐♥ ❚❛❜❧❡
✺✳✶✮✳ ❚❤❡ s✉❣❛r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❛t❡ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✽✮ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ t❡r♠ ❛❝t✐♥❣ ♦♥
❜✐♦♠❛ss ❛♥❞ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦r❣❛♥✐s♠s✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❈♦❧❡♠❛♥ ❛♥❞ ❙❝❛❣❧✐❛ ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡
❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❢♦r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❈♦❧❡♠❛♥ ♠♦❞❡❧ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❚❤❡ P✐③❛rr♦ ♠♦❞❡❧ ✭❬✽✺❪✱ ❬✾✷❪✱ ❡q✉❛t✐♦♥s ✺✳✶✵✲ ✺✳✶✹✮ ✉s❡s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s ❈♦❧❡♠❛♥ ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t ✐t ❛❞❞s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣❧②❝❡r♦❧ Gly ❛♥❞ ❞♦❡s
♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❛❝t✐✈❡ ❜✐♦♠❛ss ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s ✉s❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ P✐③❛rr♦ ♣r♦❝❡ss ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡♠ ✇✐t❤ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣ ❋❇❆✳ ■t ✐s ❜✉✐❧t t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ✇❤❡r❡ ✐♥tr❛❝❡❧❧✉❧❛r ♥❡t✲
✇♦r❦ ✢✉①❡s ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡①tr❛❝❡❧❧✉❧❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥

✻✹



✺✳✷✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❡①♣❧♦r❛t♦r② ❛♥❛❧②s✐s

❛ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭♦❢ ❣r♦✇t❤ ♦r ❣❧✉❝♦s❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❛t❡✮ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✉♣✲
t❛❦❡s ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❡①tr❛❝❡❧❧✉❧❛r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s
♦❢ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s✳

dX

dt
= µ · XA ✭✺✳✶✮

dXA

dt
= (µ − τ) · XA ✭✺✳✷✮

dN

dt
= −νN · XA ✭✺✳✸✮

d[EtOH]

dt
= νEtOH · XA ✭✺✳✹✮

dS

dt
= −νS · XA ✭✺✳✺✮

dX

dt
= (Fµ · µ − Fτ · τ) · X − Fµ · β · X2 ✭✺✳✻✮

d[EtOH]

dt
= 1

YCO2/EtOH
· dCO2

dt
✭✺✳✼✮

dS

dt
= −

(

(νS + νS0) · X − 0.00002
YX/S

· X2
)

✭✺✳✽✮

dCO2

dt
= νCO2 · X + d(C02Form)

dt
✭✺✳✾✮

dX

dt
= µ · X ✭✺✳✶✵✮

dN

dt
= −νN · X ✭✺✳✶✶✮

d[EtOH]

dt
= νEtOH · X ✭✺✳✶✷✮

dS

dt
= −νS · X ✭✺✳✶✸✮

d[Gly]

dt
= νGly · X ✭✺✳✶✹✮

✺✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❡①♣❧♦r❛t♦r② ❛♥❛❧②s✐s

■♥ ♦✉r st✉❞② ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ t❤r❡❡ ♣❛♣❡rs✿ ❬✽✺❪✱ ❬✼✺❪ ❛♥❞ ❬✼✾❪✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ P✐③❛rr♦ t❡❛♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞❛t❛✳
❲❡ ✉s❡❞ ❧❛❜♦r❛t♦r② r❡s✉❧ts t❤❛t ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ str❛✐♥ Pr✐s❡ ❞❡ ▼♦✉ss❡
❊❈✶✶✶✽✱ ❛♥❞ ✐♥❞✉str✐❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ■♥❞✉str✐❛❧ ❈❛❜❡r♥❡t ❙❛✉✈✐❣♥♦♥✱ ✇✐♥❡ ❢❡r♠❡♥✲
t❛t✐♦♥s t❤❛t ✇❡r❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✷✵✵✸ ✈✐♥t❛❣❡ ❛t ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ✇✐♥❡r② ✐♥
❈❤✐❧❡✳ ❙✉❣❛r ♣r♦✜❧❡s ❢♦r s✐① ❜❛t❝❤ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛t ✷✽ ◦C ✇✐t❤ ❤✐❣❤✴❧♦✇ ♥✐tr♦❣❡♥
❛♥❞ ♦t❤❡r t✇♦ ❛t ✶✷ ◦C ❛♥❞ ✶✼ ◦C ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦
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r
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✳
❆
♣
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❝
❛
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♦
♥
✿
❘
❡
❝
♦
♥
❝
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❣
❝
♦
♠
♣
❡
t✐
♥
❣
♠
♦
❞
❡
❧s
✱
♣
❛
rt
✐❝
✉
❧❛
r
❝
❛
s❡

♦
❢
✇
✐♥
❡
❢❡
r♠

❡
♥
t❛
t✐
♦
♥

❦
✐♥
❡
t✐
❝
s

❖r✐❣✐♥❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
◆♦t❛t✐♦♥ ▼❡❛♥✐♥❣ ❈♦❧❡♠❛♥ ✭❬✷✽❪✮ P✐③❛rr♦ ✭❬✽✺❪✮ ❙❝❛❣❧✐❛ ✭❬✾✹❪✮
X ✈✐❛❜❧❡ ❜✐♦♠❛ss ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ [g · l−1]] X t♦t❛❧ ❜✐♦♠❛ss ❝♦♥❝❡♥✲

tr❛t✐♦♥
XV X

XA ❛❝t✐✈❡ ❜✐♦♠❛ss ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ [g · l−1]] XA

N ♥✐tr♦❣❡♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ [g · l−1] N NH4 N

EtOH ❡t❤❛♥♦❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ [g · l−1] E EtOH P

S s✉❣❛r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ [g · l−1] S glu S

Gly ❣❧②❝❡r♦❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ [g · l−1] Gly

CO2 ❝❛r❜♦♥ ❞✐♦①✐❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ [g · l−1] CO2

µ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ②❡❛st ❝❡❧❧s✱ [h−1] ▼♦♥♦❞✬s ♠♦❞❡❧ ♥✐tr♦❣❡♥

♥✉tr✐t✐♦♥✿ max(µ)·N
KN +N

µ✱ ❋❧✉① ❜❛❧❛♥❝❡ ❛♥❛❧②✲
s✐s

12.072 ·
max(µ)·S

S+KS ·93.0231.508

τ ❞❡❛t❤ r❛t❡ ♦❢ ②❡❛st ❝❡❧❧s✱ [h−1] kd✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞
❡t❤❛♥♦❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t

(0.0001 − 0.047 ·
dS
dt

)

νN ♥✐tr♦❣❡♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❛t❡ ♣❡r ②❡❛st ♠❛ss✱
[g · g−1

· h−1]

µ
YX/N

νNH4✱ ❋❧✉① ❜❛❧❛♥❝❡
❛♥❛❧②s✐s

νEtOH ❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡ ♣❡r ②❡❛st ♠❛ss✱ [g ·

g−1
· h−1]

β = max(νEtOH )·S
KS+S

νEtOH ✱ ❋❧✉① ❜❛❧❛♥❝❡
❛♥❛❧②s✐s

νS s✉❣❛r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❛t❡ ♣❡r ②❡❛st ♠❛ss✱ [g ·

g−1
· h−1]

νEtOH
YEtOH/S

νglu✱ ❋❧✉① ❜❛❧❛♥❝❡
❛♥❛❧②s✐s

1
YX/S

·
max(µ)·S

S+KS ·93.0231.508

νS0
✐♥✐t✐❛❧ s✉❣❛r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❛t❡ ♣❡r ②❡❛st
♠❛ss✱ [g · g−1

· h−1]
F = 0.008✱ ✐♥✐t✐❛❧ s✉❣❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥t

νgly ❣❧②❝❡r♦❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡ ♣❡r ②❡❛st ♠❛ss✱ [g ·

g−1
· h−1]

νgly✱ ❋❧✉① ❜❛❧❛♥❝❡
❛♥❛❧②s✐s

νCO2 ❝❛r❜♦♥ ❞✐♦①✐❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡ ♣❡r ②❡❛st
♠❛ss✱ [g · g−1

· h−1]
G ·

max(µ)·S

S+KS ·93.0231.445

KN ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ♥✐tr♦❣❡♥✲❧✐♠✐t❡❞ ❣r♦✇t❤✱ [g ·l−1] 0.009 ▼♦♥♦❞ ❝♦♥st❛♥t
KS ❝♦♥st❛♥t ❢♦r s✉❣❛r ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❣r♦✇t❤✱ [g ·

l−1]
10.278 ▼✐❝❤❛❡❧✐s✲
▼❡♥t❡♥✲t②♣❡ ❝♦♥st❛♥t

2.15 ▼♦♥♦❞ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r s✉❣❛r✲❧✐♠✐t❡❞ ❣r♦✇t❤

YX/N ②✐❡❧❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❝❡❧❧ ♠❛ss ❣r♦✇♥ ♣❡r ♠❛ss
♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ ✉s❡❞✱ [g · g−1]

YX/N ✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t

YEtOH/S ②✐❡❧❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♣❡r
s✉❣❛r ❝♦♥s✉♠❡❞✱ [g · g−1]

YE/S = 0.55

YX/S ②✐❡❧❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❝❡❧❧s ❢♦r♠❡❞ ♣❡r s✉❣❛r
❝♦♥s✉♠❡❞✱ [g · g−1]

0.029

YCO2/EtOH ②✐❡❧❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r CO2 ❢♦r♠❡❞ ♣❡r ❡t❤❛♥♦❧
♣r♦❞✉❝❡❞✱ [g · g−1]

YCO2/P ✱ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞❡♥t

max(µ) ♠❛①✐♠✉♠ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ②❡❛st ❝❡❧❧s✱ [h−1] µmax✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t

µm✱ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞❡♥t

max(νEtOH) ♠❛①✐♠✉♠ ❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡✱ [g · g−1
·

h−1]
βmax✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t

max(CO2) ♠❛①✐♠✉♠ CO2 ❢♦r ♥♦r♠❛❧ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥
♣r♦❣r❡ss✱ [g · l−1]

CO2,95 = 78✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✾✺✪ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠
❡♠✐ss✐♦♥s ❢♦r ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

Fµ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ exp(−(CO2−max(CO2)))
exp(CO2−max(CO2))+exp(−(CO2−max(CO2)))

Fτ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❞❡❛t❤ r❛t❡ 1 − Fµ

β β ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❧♦❣✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥
dX
dt

= µ · X · (1 −
β
µ
· X) ❬✽✷❪✱ l · g−1

· h−1
β✱ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞❡♥t

CO2Form ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❙❝❛❣❧✐❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❢♦r ❝❛r❜♦♥ ❞✐♦①✐❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ [g · l−1]

241.44·max(µ) S2

(S+KS ·93.0231.0)(S+KS ·93.0231.445)
·

X + 0.01 · X

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ◆♦t❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡rs ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡✳

✻
✻



✺✳✷✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❡①♣❧♦r❛t♦r② ❛♥❛❧②s✐s

❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✇❡ ❡①♣❡❝t ❛ ❜❡tt❡r ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧
❢♦r s✉❣❛r ✐♥ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❇② ❞✐r❡❝t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❬✼✺❪✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞❛t❛ ♦❢
❜✐♦♠❛ss ♣r♦✜❧❡s ✐♥ t✇♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ ♠♦❞❡r❛t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭✷✹ ◦C✮✱ ❤✐❣❤
❧❡✈❡❧ ♦❢ s✉❣❛r ✭✷✽✵ g/l✮ ❛♥❞ ♠♦❞❡r❛t❡✴❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✷✷✵
mg/l ❛♥❞ ✺✺✶ mg/l r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ s❡t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ▼❡♥❞❡s✲❋❡rr❡✐r❛ st✉❞②
✭❬✼✾❪✮ ✉s❡❞ t❤❡ str❛✐♥ ❙❛❝❝❤❛r♦♠②❝❡s ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ P❨❈❈✹✵✼✷ t❤❛t ✇❛s s✉♣♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡
P♦rt✉❣✉❡s❡ ❨❡❛st ❈✉❧t✉r❡ ❈♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡r ❞❡s❝r✐❜❡s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜✐♦♠❛ss✱
❡t❤❛♥♦❧ ❛♥❞ s✉❣❛r ✭❛♥❞ ♦t❤❡r ✐♥❞❡①❡s✮ r❡s✉❧ts ❢♦r t✇♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❢❡r✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❛t ✷✵ ◦C ✇✐t❤ ♠♦❞❡r❛t❡ ✐♥✐t✐❛❧ s✉❣❛r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✭✷✵✵ g/l✮
❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♥✐tr♦❣❡♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❤✐❣❤ ✭✷✻✼ mg/l✮ ♦r ❧♦✇ ✭✻✻ mg/l✮✳ ❚❤❡ ❛❝✐❞✐t②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛❞❥✉st❡❞ t♦ ♣❍ 3.7✱ ♥✐tr♦❣❡♥ ✐s s✉♣♣❧✐❡❞ ❜② ❛♠♠♦♥✐✉♠ ♣❤♦s♣❤❛t❡
❛♥❞ s✉❣❛r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❣❧✉❝♦s❡✳

❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❣❛✈❡ ✉s s♦♠❡ ✐❞❡❛s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ♦❢
❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥ t❤❡ t❤r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❜✐♦♠❛ss✱ ❡t❤❛♥♦❧ ❛♥❞ s✉❣❛r ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥s✮ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t✇♦ ♣❤❛s❡s✱ tr❛♥s✐❡♥t ❛♥❞ st❛❜❧❡✳ ❇❡❢♦r❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t✐♠❡✱
t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❤❛♥❣❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ♦✈❡r
t✐♠❡✳ ❆❢t❡r st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ t❤❡s❡ ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❝♦♥st❛♥t✳ ❲❡ ✈❡r✐✜❡❞ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥✲
t✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❜✐♦♠❛ss ♣r♦✜❧❡s st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r
r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✮✱ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t✐♠❡✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜✐♦♠❛ss✱ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❤❛s❡ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝❡❧❧s
st♦♣ t❤❡✐r ❣r♦✇t❤✳ ❊t❤❛♥♦❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ②❡❛st ❝❡❧❧s ❛r❡ ❛❝t✐✈❡✱
❛❢t❡r t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ st♦♣s✳ ❙✉❣❛r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡❝❛②s ✐♥
❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✇❛② ✉♥t✐❧ ✐t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦♥s✉♠❡❞✳ ❉✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s s❤♦✇ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ✉♣t❛❦❡ ✭❢♦r ❜✐♦♠❛ss ❛♥❞ ❡t❤❛♥♦❧✮ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ r❛t❡s ✭❢♦r s✉❣❛r✮✳ ❋♦r t❤❡
❈♦❧❡♠❛♥ ✭❬✷✽❪✮ ❛♥❞ P✐③❛rr♦ ✭❬✽✺❪✮ ♠♦❞❡❧s✱ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡✈♦❧✈❡ ✐♥ t✐♠❡ ❛❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✉♣t❛❦❡ ✭❜✐♦♠❛ss✱ ❡t❤❛♥♦❧ ❛♥❞ ❣❧②❝❡r♦❧✮ ♦r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✭s✉❣❛r✱ ♥✐tr♦❣❡♥✮
❢❛❝t♦rs ♣❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✉♥✐t② ♦❢ ②❡❛st ❝❡❧❧ ✭❜✐♦♠❛ss✮✳ ❚❤❡② ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥ts ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ♦♥❡ ♦❜✲
t❛✐♥s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs ✇❤♦s❡ r❛t❡s ❝❤❛♥❣❡ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✜♥✐s❤✐♥❣ ✐♥ ❛ st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦rs ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❣r♦✇t❤ ✭♣♦s✐t✐✈❡ s✐❣♥✮ ♦r
❞❡❝❛② ✭♥❡❣❛t✐✈❡ s✐❣♥✮ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥✳ ❇✐♦♠❛ss ♣r♦✜❧❡s r❡s❡♠❜❧❡ t❤❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❡❝♦❧♦❣② t♦ ♠♦❞❡❧
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❱❡r❤✉❧st
✐♥ ✶✽✸✽ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s❡❧❢✲❧✐♠✐t✐♥❣ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭❱❡r❧❤✉rst✬s
♠♦❞❡❧❀ s❡❡ ❬✽✷❪✮✳ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ st❛rts t♦ ❣r♦✇ ✐♥ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♣❤❛s❡✱ ❛s ✐t ❣❡ts ❝❧♦s❡r
t♦ t❤❡ ❝❛rr②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② t❤❡ ❣r♦✇t❤ s❧♦✇s ❞♦✇♥ ❛♥❞ r❡❛❝❤❡s ❛ st❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡
❡q✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✻✲✺✳✾✮ t❤❛t ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❙❝❛❣❧✐❛ ♠♦❞❡❧ ✭❬✾✹❪✮ ✐♥❝❧✉❞❡ ❧♦❣✐st✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❜✉t t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❡✲♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✻✼



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ ❘❡❝♦♥❝✐❧✐♥❣ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ✇✐♥❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥

❦✐♥❡t✐❝s

Symbol Configuration

  LHH

 xxxxxxxxxx   MMM

  ++++++++   HMM

 xxxxxxxxxx   HMH

  ........

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❋❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦✜❧❡s ❢♦r s♦♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♥✜❣✉✲
r❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❇✐♦♠❛ss ❛♥❞ ❙✉❣❛r ♦♥❡ s❤♦✇s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ LHH ✭❧♦✇
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✿ ✶✷ ◦C✱ ❤✐❣❤ ✐♥✐t✐❛❧ s✉❣❛r✿ ✷✻✽ g/l✱ ❤✐❣❤ ✐♥✐t✐❛❧ ♥✐tr♦❣❡♥✿ ✸✵✵
mg/l✮✱ HMM ✭28◦C✱ s✉❣❛r✿ ✷✸✽ g/l✱ ♥✐tr♦❣❡♥✿ 50mg/l✮ ❛♥❞ HMH ✭✷✽ ◦C✱
s✉❣❛r✿ ✷✸✸ g/l✱ ♥✐tr♦❣❡♥✿ ✸✵✵ mg/l✮ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❊t❤❛♥♦❧ ✇❡ s❤♦✇ ❞❛t❛
❢♦r MMM ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭✷✵ ◦C✱ s✉❣❛r✿ ✷✵✵ g/l✱ ♥✐tr♦❣❡♥✿ ✻✻ mg/l✮ ✐♥st❡❛❞
♦❢ LHH✳ ▲♦❣✲❇✐♦♠❛ss ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦♦✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
✐♥ tr❛♥s✐❡♥t ♣❤❛s❡ ♦❢ ✵✳✾✽✱ ✵✳✾✾ ❛♥❞ ✵✳✾✼ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✻✽



✺✳✷✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❡①♣❧♦r❛t♦r② ❛♥❛❧②s✐s

Temperature Sugar Nitrogen Biomass Ethanol        Sugar

Low Moderate Moderate (50-240 [mg/l])

(0-19 °C) (160-240 [g/l]) High (240-551 [mg/l]) 1

High Moderate

(240-308 [g/l]) High 2 3

Moderate Moderate Moderate 1 1 1

(20-27 °C) High 1 1 6 1

High Moderate 1

High 1 2

High Moderate Moderate 1 1 1

(28-35 °C) High 2 1 2

High Moderate

High 1

 Pizarro data ([22])

 Malherbe data ([15])

 Mendes-Ferreira data ([16])

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❖r✐❣✐♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ■♥✐t✐❛❧ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❙✉❣❛r✲
◆✐tr♦❣❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐t ✐s s❤♦✇❡❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛✳

Biomass Ethanol Sugar

Temperature Sugar Nitrogen Transient Stable Transient Stable Transient Stable

Low Moderate Moderate (50-240 [mg/l])

(0-19 °C) (180-240 [g/]) High (240-551 [mg/l]) Pizarro Pizarro

High Moderate

(240-308 [g/l]) High Indiferent Pizarro Scaglia/Pizarro Scaglia/Pizarro

Moderate Moderate Moderate Coleman/Pizarro Coleman Coleman Indifferent Coleman/Pizarro Coleman

(20-27 °C) High Scaglia/Pizarro Pizarro Indifferent Pizarro Scaglia/Pizarro Pizarro

High Moderate Scaglia Pizarro

High Scaglia Scaglia Scaglia Coleman

High Moderate Moderate Coleman Coleman Pizarro Coleman Pizarro Pizarro

(28-35 °C) High Coleman Pizarro Indifferent Pizarro Coleman Pizarro

High Moderate

High Pizarro Scaglia/Pizarro

Worst Best

Quality

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❈r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❡st ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✲♣❤❛s❡ ✐s ✇r✐tt❡♥ t❤❡ ❜❡st ♠♦❞❡❧✱ ❝♦❧♦rs
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✻✾



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ ❘❡❝♦♥❝✐❧✐♥❣ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ✇✐♥❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥

❦✐♥❡t✐❝s

✺✳✸ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❢❛❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t✐♠❡✳
❲❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ X ✭❜✐♦♠❛ss ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✮✱ EtOH ✭❡t❤❛♥♦❧
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ S ✭s✉❣❛r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✮✳ ■♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
r❛♥❣❡s ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ s✉❣❛r ❛♥❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥
tr❛♥s✐❡♥t ❛♥❞ st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ r❛♥❣❡s ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ s✉❣❛r ❛♥❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡ ✐s ❧♦✇ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✶✾ ◦C✱ ✐s ♠♦❞❡r❛t❡ ❢♦r ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✷✵ ◦C ❛♥❞
✷✼ ◦C✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❢♦r ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s✳ ■♥✐t✐❛❧ s✉❣❛r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇❛s ❝❛❧❧❡❞ ♠♦❞❡r❛t❡
❢♦r ✈❛❧✉❡s ❧❡ss t❤❛♥ ✷✹✵ g/l ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❢♦r s✉♣❡r✐♦r ✈❛❧✉❡s✳ ■♥✐t✐❛❧ ♥✐tr♦❣❡♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛✲
t✐♦♥ ✇❛s ♠♦❞❡r❛t❡ ❢♦r ✈❛❧✉❡s ❧❡ss t❤❛♥ ✷✹✵ mg/l ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❢♦r t❤♦s❡ s✉♣❡r✐♦r ✈❛❧✉❡s✳
❋♦r ❡❛❝❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✇❡ s❡♣❛r❛t❡❞ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ✐♥ tr❛♥s✐❡♥t ❛♥❞
st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳

■♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ❝♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡
r❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤✐s✱ ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❜❡❝❛✉s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡
❢♦r ❧♦✇ ✐♥✐t✐❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ s✉❣❛r ❛♥❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❛♥❞ s✉❣❛r ✇✐t❤ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ s♦✉r❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳
P❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ s✉♣❡r✐♦r st❛t✐st✐❝❛❧ q✉❛❧✐t②✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s t❤❛t
❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡r✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t
✈❛❧✐❞❛t❡s ♦✉r ❛ss❡rt✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s
❛❧s♦ ❧❛r❣❡r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ P✐③❛rr♦ s❛♠♣❧❡ ❢♦r HMM ✭❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♠♦❞❡r❛t❡
✐♥✐t✐❛❧ s✉❣❛r ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ♠♦❞❡r❛t❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♥✐tr♦❣❡♥ ❧❡✈❡❧✮ ❛♥❞ HMH ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
❣✐✈❡ ✉s st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦✜❧❡s✳ ▼❡♥❞❡s✲❋❡rr❡✐r❛ ✭❬✼✾❪✮ s❛♠♣❧❡s ❢♦r
MHM ✭♠♦❞❡r❛t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❤✐❣❤ ✐♥✐t✐❛❧ s✉❣❛r ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ♠♦❞❡r❛t❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♥✐tr♦❣❡♥
❧❡✈❡❧✮ ❛♥❞ MHH s✉♣♣❧② ♠❡❛♥s ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡s t♦♦✳

❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ t❤r❡❡ st✉❞✐❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❤♦✇ ✇❡❧❧ t❤❡② ❛❣r❡❡ ✇✐t❤
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ ✇❡ r❡✈✐❡✇❡❞ t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t
✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✳ ❋♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✇❡ ❜✉✐❧t
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❡q✉❛❧ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧t✳ ❇❡❝❛✉s❡
✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❢♦r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛✲
t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ♦✈❡r t❤❡ t✐♠❡ ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✹✮✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❱❡r② ❣♦♦❞ ✐❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ♦♥❡ ❛r❡ ✈❡r② ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ✭♣✲✈❛❧✉❡> 0.1✱ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥> 0.98✮❀ ●♦♦❞ ✐❢ ❛ ❝r✐t❡✲
r✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ✐s ♦♥❧② ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ✭0.05 6♣✲✈❛❧✉❡< 0.1 ♦r
0.95 6❝♦rr❡❧❛t✐♦♥< 0.98✮❀ ▲✐tt❧❡ ✇r♦♥❣ ✐❢ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ✉♥❢❛✈♦r❛❜❧❡ ✭♣✲✈❛❧✉❡< 0.05
♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥< 0.95✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ✐s ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♦r s✉♣❡r✐♦r❀ ❛♥❞ ❲r♦♥❣ ✐❢ ❜♦t❤
❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ✉♥❢❛✈♦r❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❝❛s❡s ♥❡❛r t♦ t❤❡ ❧✐♠✐ts ✇❡r❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②✳ ■♥
❝❛s❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ✉♥❢❛✈♦r❛❜❧❡ ✭♣✲✈❛❧✉❡= 0✮ ✇❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐♥ ❲r♦♥❣✱
✐❢ ❧♦❝❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ✉♥❢❛✈♦r❛❜❧❡ ✭❜✉t ♥♦t ❛❜s♦❧✉t❡❧②✮ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♦♣t✐♠✉♠
✭❝♦rr❡❧❛t✐♦♥= 1✮ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐t ●♦♦❞✳

✼✵



✺✳✹✳ ❘❡❝♦♥❝✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✇✐♥❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s

Biomass Ethanol Sugar

Temperature Sugar Nit rogen Coleman Pizarro Coleman Pizarro Coleman Pizarro

Transient Stable Transient Stable Transient Stable Transient Stable Transient Stable Transient Stable Transient Stable Transient Stable Transient Stable

Low Moderate Moderate

High W LW LW LW G VG

High Moderate

High W W W W W G LW LW G VG G VG

Moderate Moderate Moderate G LW LW W G W G W W W W W G LW LW W G W

High LW W G G VG G W G LW G G LW G G LW G VG

High Moderate LW LW VG W G G

High LW W G VG LW G LW G G LW LW LW

High Moderate Moderate VG VG LW W LW G LW G LW W G W LW W G LW VG VG

High VG W G W G LW VG LW VG G VG VG VG W G G G VG

High Moderate

High W W LW G VG G

 Very good (VG)

 Good (G)

 Lit t le wrong (LW)

 Wrong (W)

Scaglia Scaglia Scaglia

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
◗✉❛❧✐t② ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❛♥❞ ♣❤❛s❡ ✭tr❛♥s✐❡♥t ❛♥❞ st❛❜❧❡✮✳

✺✳✹ ❘❡❝♦♥❝✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✇✐♥❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s

❚❤❡ r❡❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❬✶✵❪ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢
X✱ EtOH ❛♥❞ S ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❜❡❧❧♦✇✿

dX

dt
= µA · XA + µ(1) · X − µ(2) · X2 ✭✺✳✶✺✮

d[EtOH]

dt
= ǫA · XA + ǫ(1) · X + ǫCO2 ·

dCO2

dt
✭✺✳✶✻✮

dS

dt
= −

(

σA · XA + σ(1) · X − σ(2) · X2
)

✭✺✳✶✼✮

■♥ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧ ♦♥❡ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ s✉❣❛r ❛♥❞ ♥✐tr♦❣❡♥
✐♥ t❤r❡❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ❧♦✇ ✭L✮✱ ♠♦❞❡r❛t❡ ✭M✮✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ✭H✮ ❛♥❞ ❝❤♦s❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧s
✇✐t❤ ❜❡st ❛❞❥✉st♠❡♥t t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ st❛❜❧❡ t❡♠♣♦r❛❧
♣❤❛s❡ ♦❢ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❡t✇❡❡♥ 0◦C ❛♥❞ 19◦C ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡
❧♦✇✱ ❜❡t✇❡❡♥ 20◦C ❛♥❞ 27◦C ✐s ♠♦❞❡r❛t❡✱ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ 28◦C ❛♥❞ 35◦C ✐s ❤✐❣❤✳ ❚❤❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❣❛r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦❞❡r❛t❡ ❢♦r ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ 160[g/l] ❛♥❞
240[g/l]✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❢♦r ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ 240[g/l] ❛♥❞ 309[g/l]✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡
❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ ✐s ♠♦❞❡r❛t❡ ✐❢ ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ 50[mg/l] ❛♥❞ 240[mg/l]✱ ❛♥❞
❤✐❣❤ ✐❢ ✐t ✐s ❜❡t✇❡❡♥ 240[mg/l] ❛♥❞ 551[mg/l]✳

❚❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s XA ❛♥❞ CO2 ❛r❡
t❤♦s❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❈♦❧❡♠❛♥ ❛♥❞ ❙❝❛❣❧✐❛ ♠♦❞❡❧s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
µA✱ ǫA ❛♥❞ σA ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❈♦❧❡♠❛♥ ♠♦❞❡❧ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❧✐♥❡❛r
❡✛❡❝t ♦❢ XA ♦♥ X✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ X ♦♥ EtOH✱ ǫ(1)✱ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡
P✐③❛rr♦ ♠♦❞❡❧❀ µ(1) ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ P✐③❛rr♦ ❛♥❞ ❙❝❛❣❧✐❛ ♠♦❞✲
❡❧s✱ ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡✛❡❝ts ✭❝♦❡✣❝✐❡♥ts µ(2) ❛♥❞ σ(1)✮ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❝❛❣❧✐❛
♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❛❝t✐✈❡ ♦r ♥♦t ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t✐♠❡
✭❚❛❜❧❡ ✺✳✺✮ t♦ ✜t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ t❤r❡❡ ♣❛♣❡rs✿ ❬✽✺❪✱ ❬✼✺❪ ❛♥❞ ❬✼✾❪✳
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❈♦❧❡♠❛♥ ♠♦❞❡❧ P✐③❛rr♦ ♠♦❞❡❧ ❙❝❛❣❧✐❛ ♠♦❞❡❧ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧
❚r❛♥s✐❡♥t ❙t❛❜❧❡ ❚r❛♥s✐❡♥t ❙t❛❜❧❡ ❚r❛♥s✐❡♥t ❙t❛❜❧❡ ❚r❛♥s✐❡♥t ❙t❛❜❧❡

❈♦♥✜❣✳ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❈✳✶ ❈✳✷ ❈✳✶ ❈✳✷ ❈✳✶ ❈✳✷ ❈✳✶ ❈✳✷ ❈✳✶ ❈✳✷ ❈✳✶ ❈✳✷ ❈✳✶ ❈✳✷ ❈✳✶ ❈✳✷
▼▼▼ X ✵✳✵✵✻ ✶ ✵✳✵✵✻ ✵✳✾✷ ✵✳✶✵✾ ✶ ✵ ✶ ✵✳✵✶✷ ✵✳✾✻ ✵ ✵✳✼✼ ✵✳✵✸✸ ✶ ✵✳✵✵✻ ✵✳✾✷

EtOH ✵✳✵✵✶ ✶ ✵ ✵✳✾✼ ✵ ✶ ✵ ✶ ✵ ✶ ✵ ✵✳✾✸ ✵✳✵✵✶ ✶ ✵ ✵✳✾✼
S ✵✳✵✼ ✵✳✾✼ ✵✳✵✵✶ ✵✳✾✸ ✵✳✵✷✷ ✶ ✵ ✵✳✾✽ ✵✳✵✶✼ ✵✳✾✺ ✵ ✵✳✾✽ ✵✳✵✻✸ ✶ ✵✳✵✵✶ ✵✳✾✸

▼▼❍ X ✵✳✵✹✺ ✵✳✾✽ ✵✳✵✵✶ ✵✳✾✵ ✵✳✵✵✻ ✶ ✵✳✹✽✸ ✶ ✵✳✶✶✸ ✵✳✾✽ ✵✳✵✻ ✵✳✾✾ ✵✳✷✺✻ ✵✳✾✾ ✵✳✹✽✸ ✶
EtOH ✵✳✵✹✼ ✶ ✵ ✵✳✾✼ ✵✳✵✵✶ ✶ ✵✳✵✺✸ ✶ ✵✳✵✹✽ ✶ ✵✳✶✹✾ ✵✳✾✷ ✵✳✵✹✾ ✶ ✵✳✵✺✸ ✶

S ✵✳✶✷✾ ✵✳✾✸ ✵✳✶✺✷ ✵✳✾✽ ✵✳✶✹✵ ✵✳✾✽ ✵✳✷✼ ✵✳✾✽ ✵✳✵✻✹ ✵✳✾✾ ✵✳✵✶✺ ✵✳✾✼ ✵✳✶✷✾ ✵✳✾✾ ✵✳✷✼ ✵✳✾✽
❍▼▼ X ✵✳✸✽✽ ✵✳✾✾ ✵✳✹✼✻ ✵✳✾✼ ✵✳✶✵✷ ✵✳✽✸ ✵✳✵✷✼ ✶ ✵✳✵✽✷ ✵✳✾✾ ✵ ✵✳✽✼ ✵✳✸✽✽ ✵✳✾✾ ✵✳✹✼✻ ✵✳✾✼

EtOH ✵✳✵✹✾ ✵✳✾✺ ✵✳✶✺✺ ✵✳✾✼ ✵✳✶✷✾ ✵✳✾✺ ✵ ✶ ✵✳✵✽ ✵✳✾✷ ✵ ✲
✵✳✾✼

✵✳✶✷✾ ✵✳✾✺ ✵✳✶✺✺ ✵✳✾✼

S ✵✳✶✼✶ ✵✳✼✾ ✵ ✲✵✳✼ ✵✳✷✸✽ ✶ ✵✳✷✼✷ ✵✳✾✼ ✵✳✶✵✼ ✵✳✾✶ ✵✳✵✸✷ ✵✳✼✸ ✵✳✷✸✽ ✶ ✵✳✷✼✷ ✵✳✾✼
❍▼❍ X ✵✳✷✵✸ ✵✳✾✼ ✵ ✵✳✷✽ ✵✳✶✺✻ ✵✳✾✽ ✵✳✵✹✽ ✵✳✾✼ ✵✳✶✾✼ ✵✳✾✻ ✵ ✵✳✾✶ ✵✳✷✵✸ ✵✳✾✼ ✵✳✵✹✽ ✵✳✾✼

EtOH ✵✳✷✼✺ ✶ ✵✳✵✽✾ ✵✳✽✵ ✵✳✶✻✷ ✵✳✾✾ ✵✳✷✶✹ ✵✳✾✾ ✵✳✷✻✹ ✵✳✾✽ ✵✳✵✵✶ ✶ ✵✳✸✸✾ ✵✳✾✾ ✵✳✷✶✹ ✵✳✾✾
S ✵✳✸✷✼ ✶ ✵ ✵✳✺✾ ✵✳✶✸✺ ✵✳✾✽ ✵✳✶✻✼ ✵✳✾✾ ✵✳✶✾✼ ✵✳✾✺ ✵✳✵✵✶ ✶ ✵✳✸✷✼ ✶ ✵✳✶✻✼ ✵✳✾✾

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠♦❞❡❧s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❝t♦rs ❛♥❞
❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣✲✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭❈✳✶✮✱
❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❣❧♦❜❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭❈✳✷✮✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ❜✐❣❣❡r
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡rr♦r ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❜✐❣❣❡r t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❜✐❣❣❡r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ♦t❤❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❝❛♥
❜❡ ❛s❦❡❞✳

✼
✷
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♥
❦
✐♥
❡t✐❝s

❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❈♦❡✣❝✐❡♥t ▼❡❛♥✐♥❣ LMH LHH MMM MMH MHM MHH HMM HMH HHH

µA = max(µ)·N
KN +N

❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝t ♦❢ XA ✲ ∅ ∀t ∅ ∅ ∅ ∀t t 6 30 ✲

µ(1) = FBA✱ (Fµ ·µ+Fτ ·

τ)
❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝t ♦❢ X ✲ t > 110 t 6 96 ∀t ∀t ∀t ∅ t > 30 ✲

µ(2) = Fµ · β q✉❛❞r❛t✐❝ ❡✛❡❝t ♦❢ X ✲ ∅ ∅ t 6 51 t 6 27 ∀t ∅ ∅ ✲

ǫA = max(νEtOH )·S
KS+S

❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝t ♦❢ XA ✲ ✲ t 6 96 t 6 51 ✲ ✲ t > 300 t 6 30 ✲

ǫ(1) = FBA ❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝t ♦❢ X ✲ ✲ ∅ ∀t ✲ ✲ t 6 300 ∀t ✲
ǫCO2

= 1
YCO2/EtOH

❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝t ♦❢ dCO2

dt
✲ ✲ ∅ t 6 51 ✲ ✲ ∅ t 6 30 ✲

σA = νEtOH
YEtOH/S

❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝t ♦❢ XA ∅ ∅ ∀t ∅ ✲ t > 121 ∅ t 6 30 ∅

σ(1) = FBA✱ 0.008 +
max(µ)·S

YX/S ·(S+KS ·93.0231.508)

❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝t ♦❢ X ∀t ∀t t 6 96 ∀t ✲ t 6 121 ∀t t > 30 ∀t

σ(2) = 2·10−5

YX/S
q✉❛❞r❛t✐❝ ❡✛❡❝t ♦❢ X ∅ ∀t ∅ t 6 51 ✲ t 6 121 ∅ ∅ t > 105.5

❚❛❜❧❡ ✺✳✺✿ ❚❡♠♣♦r❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✺✳✶✺✲✺✳✶✼
❛r❡ ❛❝t✐✈❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❖♥❡
✇r✐t❡s − ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡✱ FBA ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❡s✉❧t
❜② ✉s✐♥❣ ❋❧✉① ❜❛❧❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s✳

✼
✸



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ ❘❡❝♦♥❝✐❧✐♥❣ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ✇✐♥❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥

❦✐♥❡t✐❝s

✺✳✺ ❘❡s✉❧ts

❲❡ ♠♦❞❡❧ r❡❝♦♥❝✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✇✐♥❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ✭❬✶✵❪✮ ❜② ✉s✐♥❣ ❜♦t❤
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s✇✐t❝❤❡s ❛♥❞ str♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
st❡♣s ♥❡❡❞❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡s❡ s②st❡♠s ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮ ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❇✐♦❘✐❝❛✳ ❲❡
❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ t❤❡ r❡❝♦♥❝✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧s t♦ ♣r❡❞✐❝t st✉❝❦ ❛♥❞ s❧✉❣❣✐s❤ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥s
✐♥ ✈✐✈♦✳

✺✳✺✳✶ ❘❡❝♦♥❝✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

■♥ t❤❡ r❡❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦✉r ❢❛❝t♦rs✿ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡✱ s✉❣❛r ❛♥❞ ♥✐tr♦❣❡♥✱ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❤❛s❡✿ tr❛♥s✐❡♥t ❛♥❞ st❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ s✉❣❛r ❛♥❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ❧♦✇ ✭L✮✱
♠♦❞❡r❛t❡ ✭M✮✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ✭H✮✳ ❈♦❧❡♠❛♥✱ ❙❝❛❣❧✐❛ ❛♥❞ P✐③❛rr♦ ♠♦❞❡❧s ✭❬✷✽❪✱ ❬✾✹❪✱ ❬✽✺❪✮
s❤♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦r ✈❛❧✉❡s✳ ❲❡ ❝❤♦s❡ ❢♦r ❡❛❝❤
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❝t♦rs✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❜❡st ❛❞❥✉st✲
♠❡♥ts ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤r❡❡ ♣❛♣❡rs✿ ❬✽✺❪✱ ❬✼✺❪ ❛♥❞ ❬✼✾❪✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥❝✐❧❡❞
♠♦❞❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥s ✺✳✶✺✲✺✳✶✼ ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺ ✭s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✮✳
❲❡ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧ t♦ ✉s❡ t♦ st❛rt t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱
✇❤✐❧❡ ❛t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❡♠♣♦r❛❧ ♣❤❛s❡ ✇❡ ✉♣❞❛t❡ t❤✐s s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t✐♠❡ ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❛t
✐s t♦ s❛②✱ t❤❡ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ s②st❡♠ ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ tr❛♥s✐❡♥t t♦ st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡ ✐s
s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤♦s❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ s✉❣❛r ❛♥❞ ♥✐tr♦❣❡♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺✱ ❢♦r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ MHH t❤❡ ♠❡❛♥
✭TTime❴MHH✮ ✐s 121 ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ 18.55✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
HHH t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ 105.5 ❛♥❞ 19.125 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
s②st❡♠ ✐s ❛ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠ ✇✐t❤ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤
♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✱ ✇❡ ✉s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s✇✐t❝❤❡s ♦r str♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s s②st❡♠s ♦❢ ❈♦❧❡♠❛♥ ❬✷✽❪ ❛♥❞ ❙❝❛❣❧✐❛ ❬✾✹❪ ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥
❇✐♦❘✐❝❛✱ ❜✉t t❤❡ P✐③❛rr♦ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡①t❡r♥❛❧❧② s♦❧✈❡❞ ❞✉❡ t♦ ✐ts s✉♣❡r✐♦r ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳
❚❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♠❛❦❡s ♥♦t ✈✐❛❜❧❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❇✐♦❘✐❝❛
❛t t❤✐s ♠♦♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣✐❛t❡ t♦♦❧s t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♠♦❞❡❧✳ ❙♦✱
❈♦❧❡♠❛♥ ❛♥❞ ❙❝❛❣❧✐❛ ♠♦❞❡❧s ✉s❡ t❤❡ ❡q✿❞✐✛ s②♥t❛① ❛♥❞ P✐③❛rr♦ ♠♦❞❡❧ ❡q✿❡①t❡r♥✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐❢ t❤❡ r❡❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ P✐③❛rr♦ ♠♦❞❡❧ ✇❡
✉s❡ ❍②❜r✐❞ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s✇✐t❝❤❡s✱ ❜✉t ✐❢ t❤❡ r❡❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡rs ✐t
✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ str♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s✳

❲❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s✇✐t❝❤❡s✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ MHH✿ ♠♦❞❡r❛t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ 23◦C✱ ❤✐❣❤ s✉❣❛r 308.6[g/l]✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤
♥✐tr♦❣❡♥ 280[mg/l]✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ t♦ ❝♦♥s✉♠❡
r❡s♦✉r❝❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❜✐♦♠❛ss ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ X✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❙❝❛❣❧✐❛ ❡q✉❛t✐♦♥s✳
❋♦r s✉❣❛r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t❤❡ ❙❝❛❣❧✐❛ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ♣❤❛s❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
❈♦❧❡♠❛♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✳ P✐③❛rr♦ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ❛❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ t✐♠❡
❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ s②st❡♠ ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ tr❛♥s✐❡♥t t♦ st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ❣❛✉ss✐❛♥
✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ TTime❴MHH = 121 ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ sd❴MHH =
18.55 ❚❤❡ ❝♦❞❡ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r

✼✹
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✺✳✺✳ ❘❡s✉❧ts

node MODEL
state S,X,XA,CO2,E: FLOAT;
flow mode_S,mode_C:FLOAT:in;
eqdiff

dS = -(mode_S*((nu_S_Scaglia+F)*X-
sigma_2*X^2)+mode_C*nu_S_Coleman*XA);
dXA= (mu-kd)*XA;
dX = F1*X*(1-X/F2)+F3*(C*X*dS-D*X);
dCO2 = H1*X+H*mu*X*(dS*H2+dX*H3)+dX;
dEtOH = (1/Y_CO2E)*dCO2;

init
X:=Xinit,XA:=XAinit,S:=Sinit,CO2:=CO2init,
EtOH:=Einit;

edon

node MODES
state _mode_S,_mode_C: FLOAT; stable:BOOL;
flow mode_S,mode_C:FLOAT:out;
event change_phase;
trans

stable=False | change_phase
-> stable=True,mode_S=0,mode_C=1;

assert
mode_S=_mode_S,mode_C=_mode_C;

init mode_S:=1,mode_C:=0,stable:=False;

extern law<change_phase>:Normal{TTime_MHH,sd_MHH};
edon

node RECONCILED_MODEL_OF_SUGAR_CONFIG_MHH
sub M:MODEL;Mo:MODES;
assert
   M.mode_S=Mo.mode_S,M.mode_C=Mo.mode_C;

edon

const Xinit=0.2;XAinit=0.2;Sinit=308.6;CO2init=0;Einit=0;T=23;

const 
 a=1.508;b=1.508;c=1.4445;d=1.0;e=1.4445;A=12.072;
 B=93.023;C=0.047;D=0.0001;E=0.0000215;F=0.0081;
 G=10.864;H=241.44;I=0.01;mu=0.111;KS=2.15;
 beta=0.0005;CO2_95=78;Y_XS=0.029;Y_CO2E=1.0443;
 max_mu=0.111;;K_S=10.278;Y_EtOHS=0.55;
 KN=exp(-4.73);mu_max=exp(log_mumax);
 kprim_d=exp(-9.810-0.00108*T+0.00478*T^2);
 
 sd_MHH=18.55;TTime_MHH=121;

formula 
  max_nu_EtOH=exp(-2.30+0.0771*T);
  F1 = (exp(-(CO2-CO2_95))/(exp(CO2-CO2_95)+exp(-(CO2-    

  CO2_95))))*A*mu*S/(S+KS*B^a); 
  F2 = A*mu*S/((S+KS*B^a)*beta);
  F3 = 1-(exp(-(CO2-CO2_95))/(exp(CO2-CO2_95)+exp(-(CO2-
       CO2_95))));
  G1 = max_mu*S/(S+KS*B^b);
  H1 = G*mu*S/(S+KS*B^c);
  H2 = (S^2*(KS*B^e+KS*B^d)+2*S*(KS^2*B^d*B^e))/       

  ((S+KS*B^d)^2*(S+KS*B^e)^2);
  H3 = (S^4+S^3*(KS*B^e+KS*B^d)+S^2*(KS*B^d*B^e))/
       ((S+KS*B^d)^2*(S+KS*B^e)^2);

  nu_S_Scaglia= (1/Y_XS)*G1;
  sigma_2= (1/Y_XS)*E;
  nu_EtOH= max_nu_EtOH*S/(K_S+S);
  nu_S_Coleman= nu_EtOH/Y_EtOHS;
  mu=mu_max*N/(KN+N);kd=kprim_d*E;

(A)

(B)

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❘❡❝♦♥❝✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✇✐♥❡ ❦✐♥❡t✐❝s ❢♦r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ MHH✿ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ 23◦C✱ s✉❣❛r 308.6[g/l]✱ ❛♥❞ ♥✐tr♦❣❡♥ 275[mg/l]✳ ✭❆✮❈♦❞❡s✿ ▼❖❉❊▲ ❞❡✲
s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❛rt✱ ▼❖❉❊❙ ❞❡❝✐❞❡s ✐❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❙❝❛❣❧✐❛
✭mode❴S✮ ♦r t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❈♦❧❡♠❛♥ ✭mode❴C✮ ✐s ❛❝t✐✈❡✱ ❛♥❞ ❘❊❈❖◆✲
❈■▲❊❉ ▼❖❉❊▲ ❖❋ ❙❯●❆❘ ❈❖◆❋■● ▼❍❍ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛❝✲
t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ tr❛♥s✐❡♥t t♦ st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✱ tr✐❣✲
❣❡r❡❞ ❜② ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❣❛r ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢
❜✐♦♠❛ss ❛♥❞ ❡t❤❛♥♦❧✱ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ t♦ ❤❛♣♣❡♥ ❛t t✐♠❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡
✇✐t❤ ♠❡❛♥ TTime❴MHH = 121 ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ sd❴MHH = 18.55
✭❇✮❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❣❛r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳

✼✺



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ ❘❡❝♦♥❝✐❧✐♥❣ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ✇✐♥❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥

❦✐♥❡t✐❝s

t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ MHH ✜t t❤❡ ❜✐♦♠❛ss ❛♥❞ s✉❣❛r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❝♦rr❡❝t❧②✳
❊q✉❛t✐♦♥s ✺✳✶✺✱ ✺✳✶✼ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✺✳✶✽✱ ✺✳✶✾✳ ❖♥❡ ♦❜s❡r✈❡s

t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❛❝t♦r ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝t ♦❢ X✳ ■♥ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ♣❤❛s❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts
❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡✛❡❝t ♦❢ X✱ ❛♥❞ XA ♦♥❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ s✉❣❛r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ st❛❜❧❡
♣❤❛s❡✳

dX

dt
= µ(1) · X − µ(2) · X2 ✭✺✳✶✽✮

dS

dt
= −

(

1t6121 · (σ
(1) · X − σ(2) · X2) + 1t>121 · σA · XA

)

✭✺✳✶✾✮

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✭❆✮✳ ❚❤❡ ❳ ▼❖❉❊▲ ✐s ❝♦❞❡❞
✐♥ t❤❡ ♥♦❞❡ MODEL✱ ✇✐t❤ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s X ✭❜✐♦♠❛ss ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✮✱ XA ✭❛❝t✐✈❡
❜✐♦♠❛ss✮✱ S ✭s✉❣❛r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✮✱ CO2 ✭❝❛r❜♦♥ ❞✐♦①✐❞❡✮ ❛♥❞ EtOH ✭❡t❤❛♥♦❧✮✳ ■t
✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦❞❡ MODES t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
mode❴S ❛♥❞ mode❴C✳ ❚❤❡s❡ ❧❛st ♦♥❡s ❛r❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❙❝❛❣❧✐❛
✭❛❝t✐✈❡ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ♣❤❛s❡✮ ❛♥❞ ❈♦❧❡♠❛♥ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❛t ❛r✲
r✐✈✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
s✇✐t❝❤❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧ ✐s ✉♥✐q✉❡❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣
✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈❛❧✉❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ MODEL✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡
RECONCILED❴MODEL❴OF❴SUGAR❴MHH ❧✐♥❦s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞✐s✲
❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ MODES ✭t❤❡ ♠♦❞❡s✮ ❛s ✐♥♣✉ts
♦❢ MODEL✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ❛ ♠♦❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ MODES✱ ✐t ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥
MODEL✳

❆s ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ str♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ r❡❝♦♥❝✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦
♣r❡❞✐❝t s✉❣❛r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ s✉❣❛r ❛♥❞
♥✐tr♦❣❡♥ ❛r❡ ❤✐❣❤ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✮✳ ❚❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ 28◦C ❛♥❞ 35◦C✱
s✉❣❛r ❜❡t✇❡❡♥ 240[g/l] ❛♥❞ 308[g/l]✱ ❛♥❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ 240[mg/l] ❛♥❞ 551[mg/l]✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ s②st❡♠ ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ tr❛♥s✐❡♥t t♦ st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡
✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ TTime❴HHH = 105.5 ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ sd❴HHH = 19.125✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
HHH ✜t t❤❡ s✉❣❛r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❝♦rr❡❝t❧② ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✭❇✮✮✳

❋♦r t❤♦s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❈♦❧❡♠❛♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ❛❝t✐✈❡✱ ❙❝❛❣❧✐❛ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❝t✐✈❡
♦♥❧② ✐♥ t❤❡ st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡ ✭❛❢t❡r 105.5 ❤♦✉rs ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✮ ❛♥❞ P✐③❛rr♦ ♠♦❞❡❧ ✐s
❛❧✇❛②s ❛❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s✉❣❛r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✺✳✷✵

dS

dt
= −

(

σ(1) · X − 1t>105.5 · σ
(2) · X2

)

✭✺✳✷✵✮

❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ str♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✭❇✮✮ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡
P✐③❛rr♦ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦♥❝✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ HHH✳ ❊❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✲
✉❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ ❇✐♦❘✐❝❛ ❜② ❛ ♥♦❞❡✱ ✇✐t❤ S ✭s✉❣❛r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✮ ♦✉t♣✉t
✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❈♦❧❡♠❛♥ ❛♥❞ ❙❝❛❣❧✐❛ ♠♦❞❡❧s✱ ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝s ❣✐✈❡♥ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥✱ ✉s❡ t❤❡ s②♥t❛① eq : diff ❛♥❞ ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ ❇✐♦❘✐❝❛✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥✲
tr❛r②✱ t❤❡ P✐③❛rr♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①t❡r♥❛❧❧② s♦❧✈❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ s②♥t❛① eq : ext✳
❚❤❡ ♥♦❞❡ MODES ❝♦❞❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s mode❴C✱ mode❴S
❛♥❞ mode❴P t❤❛t ❞❡✜♥❡ ✇❤❡♥ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❝t✐✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡

✼✻



✺✳✺✳ ❘❡s✉❧ts

node Scaglia
state _S,X,CO2,E: FLOAT; 
flow X,E,S:FLOAT:out;
eq:diff

dS = (1/Y_XS)*(-X*(G1-E*X))-F*X;
dX = F1*X*(1-X/F2)+F3*(C*X*dS-D*X);
dCO2 = H1*X+H*mu*X*(dS*H2+dX*H3)+dX;
dE = (1/Y_CO2E)*dCO2;

assert
S=_S;

init X:=Xinit, _S:=Sinit, CO2:=CO2init, E:=Einit;
edon

node Pizarro
state X,N,E,_S,Gly: FLOAT;
flow S:FLOAT:out;
eq:extern
assert S=_S;
init      

X:=Xinit,N:=Ninit,E:=Einit,_S:=Sinit,Gly:=Glyinit;
edon 

node MODES
state _mode_C,_mode_S,_mode_P:FLOAT;stable:BOOL;
flow 

mode_C,mode_S,mode_P:FLOAT:out;

event change_phase;
trans stable=False ꞁ change_phase 

-> _mode_S=1,stable=True; 
assert mode_C=_mode_C,mode_S=_mode_S,mode_P=_mode_P;
init   

_mode_C:=0,_mode_S:=0,_mode_P:=1,stable:=False;

extern law<change_phase>:Normal{TTime_HHH,sd_HHH};
edon

node RECONCILED_MODEL_OF_SUGAR_CONFIG_HHH

flow S:FLOAT;
sub Co:Coleman; Sc:Scaglia; Pi:Pizarro;Mo:MODES;
assert
   S=(Co.S*Mo.mode_C+Sc.S*Mo.mode_S+Pi.S*Mo.mode_P)/

(Mo.mode_C+Mo.mode_S+Mo.mode_P);
edon

const Xinit=0.2;XAinit=0.2;Einit=0;Sinit=245.45;
 Ninit=0.28;CO2init=0;Glyinit=0;T=34; 
 sd_HHH=19.125; TTime_HHH=105.5;

const KN=exp(-4.73);KS=exp(2.33);Y_ES=exp(-0.598);
mu_max=exp(-3.92+0.0782*T);
kprim_d=exp(-9.810-0.00108*T+0.00478*T^2);
Y_XN=exp(3.50-3.61*10^(-3)*T);
beta_max=exp(-2.30+0.0771*T);

formula mu;kd;beta; # SEE EXPRESSIONS IN COMPLETE CODE

node Coleman
        state X,XA,N,E,_S: FLOAT;

   flow 
X,E,S:FLOAT:out;

        eq:diff
                dX = mu*XA;
                dXA = (mu-kd)*XA;
                dN = -(mu/Y_XN)*XA;
                dE = beta*XA;
                dS = -(beta/Y_ES)*XA;
        assert

 S=_S;
   init

 X:=Xinit, XA:=XAinit, E:=Einit, _S:=Sinit,
 N:=Ninit;

edon

const a;b;c;d;e;A;B;C;D;E;F;G;H;I;mu,KS,beta,CO2_95;
 Y_XS;Y_CO2E;max_mu;  # VALUES IN COMPLETE CODE

formula max_nu_EtOH=exp(-2.30+0.0771*T);
F1 = (exp(-(CO2-CO2_95))/(exp(CO2-CO2_95)+exp(-(CO2-  

  CO2_95))))*A*mu*S/(S+KS*B^a); 
F2 = A*mu*S/((S+KS*B^a)*beta);
F3 = 1-(exp(-(CO2-CO2_95))/(exp(CO2-CO2_95)+exp(-(CO2-  

          CO2_95))));
G1 = max_mu*S/(S+KS*B^b);
H1 = G*mu*S/(S+KS*B^c);
H2 = (S^2*(KS*B^e+KS*B^d)+2*S*(KS^2*B^d*B^e))/       

((S+KS*B^d)^2*(S+KS*B^e)^2);
H3 = (S^4+S^3*(KS*B^e+KS*B^d)+S^2*(KS*B^d*B^e))/

((S+KS*B^d)^2*(S+KS*B^e)^2);

(A)

(B)

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❘❡❝♦♥❝✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✇✐♥❡ ❦✐♥❡t✐❝s ❢♦r ❤✐❣❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s HHH✿
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ 34◦C✱ s✉❣❛r 245.45[g/l]✱ ❛♥❞ ♥✐tr♦❣❡♥ 280[mg/l]✳ ✭❆✮❈♦❞❡s✿ ❖♥❡
❇✐♦❘✐❝❛ ♥♦❞❡ ♣❡r ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧✱ MODES ❞❡❝✐❞❡s ✐❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❝t✐✈❡
♦r ♥♦t✱ ❛♥❞ RECONCILED❴MODEL❴OF❴SUGAR❴CONFIG❴HHH
❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠
tr❛♥s✐❡♥t t♦ st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✱ tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❣❛r
❛♥❞ ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ ❜✐♦♠❛ss ❛♥❞ ❡t❤❛♥♦❧✱ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ t♦ ❤❛♣♣❡♥ ❛t t✐♠❡
❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ TTime❴HHH = 105.5 ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥ sd❴HHH = 19.125✳ ✭❇✮❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❣❛r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳

✼✼



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ ❘❡❝♦♥❝✐❧✐♥❣ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ✇✐♥❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥

❦✐♥❡t✐❝s

s✉❣❛r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ■♥✐t✐❛❧❧② ♦♥❧② t❤❡ P✐③❛rr♦ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❝t✐✈❡✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ st❛❜❧❡
♣❤❛s❡ ❙❝❛❣❧✐❛ ♠♦❞❡❧ ❜❡❝♦♠❡s ❛❝t✐✈❡ ❜② t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ change❴phase✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡
RECONCILED❴MODEL❴OF❴SUGAR❴HHH ❧✐♥❦s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞✐s✲
❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ S ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦❧❡♠❛♥✱ ❙❝❛❣❧✐❛ ❛♥❞
P✐③❛rr♦ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤ts ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❆s ♦♥❧② t❤❡ ❙❝❛❣❧✐❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ s✉❣❛r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
❡q✉❛t✐♦♥ ✭❬✶✵❪✮✱ t❤✐s r❡❝♦♥❝✐❧❡❞ s②st❡♠ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✿ ✐♥✐t✐❛❧❧②
t❤❡ s✉❜str❛t❡s ❛r❡ ❛❜✉♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✱ ❜✉t ✐t ❛♣♣❡❛rs ✇❤❡♥ t❤❡
r❡s♦✉r❝❡s ❜❡❝♦♠❡ s❝❛r❝❡ ✐♥ t❤❡ st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡✳

✺✳✺✳✷ ❉❡t❡❝t✐♥❣ s❧✉❣❣✐s❤ ❛♥❞ st✉❝❦ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥s

❚❤❡ r❡❝♦♥❝✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
❤♦✇ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ✈✐✈♦ ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t s❧✉❣❣✐s❤
✭✈❡r② s❧♦✇✮ ❛♥❞ st✉❝❦ ✭✇✐t❤ r❡s✐❞✉❛❧ s✉❣❛r✮ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ t✐♠❡ t♦ s❛✈❡ t❤❡♠✳
❆s ✐s ❦♥♦✇♥✱ s❧✉❣❣✐s❤ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦♠♦t❡❞ ❜② ✐♥s✉✣❝✐❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞
♥✐tr♦❣❡♥ ❧❡✈❡❧s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ st✉❝❦ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s ♦❢
s✉❣❛r ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❬✶✼❪✮✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞
t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❞♦ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❡①❝❡♣t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ MMM ✇❤✐❝❤ ♦♥❡
♦❜s❡r✈❡s s❧✉❣❣✐s❤ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠♦❞❡r❛t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✭20◦C✮ ❛♥❞ t❤❡
❧✐♠✐t✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥ ✭66[mg/l]✮ ❜❡❝❛♠❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss s❧♦✇✳ ❙♦✱ ✇✐t❤ t❤✐s ❡①❝❡♣✲
t✐♦♥✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ s✐♠✉❧❛t❡s ♥♦r♠❛❧ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
t❤❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ✈✐✈♦ t♦ ❞❡t❡❝t s❧✉❣❣✐s❤ ❛♥❞ st✉❝❦ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ■♥✲
s✉✣❝✐❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♥✐tr♦❣❡♥ ♣r♦♠♦t❡ s❧♦✇❡r ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ r❛t❡s ❛♥❞
❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ r✐s❦ ♦❢ s❧✉❣❣✐s❤ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ st✉❝❦ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥
✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ s✉❣❛r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❛r❡ ❤✐❣❤✳

■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ MHH✱ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ t✐♠❡ t♦ ❛rr✐✈❡ t♦ t❤❡ st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡ ✐s ❛r♦✉♥❞ 121 ❤♦✉rs ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✮✳ ❈♦♥✲
s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐❢ ❜❡❢♦r❡ ❛rr✐✈✐♥❣ t♦ t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ t✐♠❡✱ t❤❡ ✐♥ ✈✐✈♦ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ s✉❣❛r
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❛t ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♣r❡❞✐❝t
❛ r✐s❦ ♦❢ s❧✉❣❣✐s❤ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧s♦ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣
s❧♦✇ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❢❡r♠❡♥t✐♥❣ ②❡❛sts ✭❜✐♦♠❛ss X✮✳ ❋♦r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ LHH ♦r
LMH ♦♥❡ ❝❛♥ ❞♦ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❞❡t❡❝t s❧✉❣❣✐s❤ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ t✐♠❡ t♦ s❛✈❡
t❤❡♠✳

❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ HHH ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✮✱ ♦✉r ❞②♥❛♠✐❝s ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t st✉❝❦ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ ✈✐✈♦✳ ❙✐♥❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r
r❡s✉❧ts t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ st❛❜❧❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❤❛♣♣❡♥s ❛t 105.5 ❤♦✉rs ✭✇✐t❤
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ 19.125✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣
t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ r❡s✐❞✉❛❧ s✉❣❛r✳ ■❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ s✉❣❛r ❡✈❡♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐s ❤✐❣❤ ✇❤❡♥
t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛rr✐✈✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ r✐s❦ ♦❢ st✉❝❦ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
♣r♦❜❧❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t✐♠❡ t♦ s❛✈❡ t❤❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐❢ ♦♥❡ t❛❦❡s s❛♠♣❧❡s ♦❢
t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ r❡s✐❞✉❛❧ s✉❣❛r t♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ✐t ❜❡❝♦♠❡s st❛❜❧❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
tr❛♥s✐t✐♦♥ t✐♠❡✳

✼✽



✺✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s✿ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❉❆❊s✮✱ ♦r ♦t❤❡r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✉s❡
♦❢ ♠♦❞✉❧❡s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥♥❡❝t ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜❡❤❛✈✐♦rs ❜②
✉s✐♥❣ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚♦ ♠♦❞❡❧ ❞✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡ ♠♦❞✲
❡❧❡❞ ❜② ♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♦r st♦❝❤❛st✐❝✳
❇♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥t❡r❛❝t✳ ❙♦✱ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s s✇✐t❝❤✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡
♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈♦❦❡❞ ❜② s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❚❤❡ ♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ✈❛❧✲
✉❡s ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭❝♦❡✣❝✐❡♥t s✇✐t❝❤❡s✮ ♦r ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ str♦♥❣❧② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭str♦♥❣
s✇✐t❝❤❡s✮✳

❚♦ ♠♦❞❡❧ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s ✇❡ ✉s❡❞ t✇♦ ❛❜str❛❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❛s✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝❛♥
♠♦❞❡❧s ❍②❜r✐❞ s②st❡♠s ✇✐t❤ s✇✐t❝❤❡s ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ♠♦❞❡❧s
t❤♦s❡ ✇✐t❤ str♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✮✳ ❇♦t❤ ❛r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♣r♦❝❡ss ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❇✐♦❘✐❝❛✳ ❲❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ t❤❡
r❡❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛s❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐t ✇✐t❤
t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ r❡❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ✇✐♥❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧s✿ ❈♦❧❡♠❛♥
✭❬✷✽❪✮✱ ❙❝❛❣❧✐❛ ✭❬✾✹❪✮ ❛♥❞ P✐③❛rr♦ ✭❬✽✺✱ ✾✷❪✮✳

❲❡ ❜✉✐❧t ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢
❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡
♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ②❡❛st ❜✐♦♠❛ss✱ ❡t❤❛♥♦❧ ❛♥❞ s✉❣❛r❀
❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❢♦✉r ❢❛❝t♦rs✿ ✐♥✐t✐❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ s✉❣❛r ❛♥❞ ♥✐tr♦❣❡♥✱ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤
♣❤❛s❡✳ ❖✉r ♠❡t❤♦❞ st❛rts ✇✐t❤ ❛ s②♠❜♦❧✐❝ st❡♣ t♦ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❖❉❊
♠♦❞❡❧s ❜② r❡✇r✐t✐♥❣ ✐♥t♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢♦r♠ ❛♥❞ ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♠❛✐♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❡✛❡❝ts✳ ■t ❝♦♥t✐♥✉❡s ✇✐t❤ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ st❡♣ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✭P✐③❛rr♦ ❡t ❛❧✳ ❬✽✺❪✱ ▼❛❧❤❡r❜❡ ❡t ❛❧✳ ❬✼✺❪✱ ❛♥❞ ▼❡♥❞❡s✲❋❡rr❡✐r❛
❡t ❛❧✳ ❬✼✾❪✮✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡❞ ❞✐s❝r❡t❡ ❧❡✈❡❧s ❢♦r ❡❛❝❤ ❢❛❝t♦r❀ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢
❢❛❝t♦rs ❛♥❞ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡
❦✐♥❡t✐❝ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✭❬✷✽✱ ✽✺✱ ✾✹❪✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ✇❡
♦❜t❛✐♥❡❞ q✉❛❧✐t② ✐♥❞❡①❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✮✳ ❆❢t❡r t❤❛t ✇❡ ❜✉✐❧t ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞
♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ s❡❧❡❝ts t❤❡ ❜❡st r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛❝t♦rs ✭❚❛❜❧❡ ✺✳✸✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡❝♦♥❝✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② ❍②❜r✐❞ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s✇✐t❝❤❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ MHH ✭❋✐❣✉r❡
✺✳✸✮ ❛♥❞ str♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s ❢♦r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ HHH ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✮✳ ❚❤✐s ❧❛st r❡❝♦♥❝✐❧❡❞
♠♦❞❡❧ ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧t ❢♦r s✉❣❛r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✿
✐♥✐t✐❛❧❧② t❤❡ ♥✉tr✐❡♥ts ❛r❡ ❛❜✉♥❞❛♥t ❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✱ ❜✉t ✐t ❛♣♣❡❛rs
✇❤❡♥ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s ❜❡❝♦♠❡ s❝❛r❝❡✳

❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ t❤❡ r❡❝♦♥❝✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧s t♦ ♣r❡❞✐❝t st✉❝❦ ❛♥❞ s❧✉❣❣✐s❤
❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ t✐♠❡ t♦ s❛✈❡ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s
♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ MMM t❤❛t ✐s ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ s❧✉❣❣✐s❤ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❙♦✱ ✐❢ ❢♦r ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ s✉❣❛r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s
✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ HHH✮ ♦♥❡ ❞❡t❡❝ts t❤❛t ✐❢ t❤❡ ✐♥ ✈✐✈♦ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢
r❡s✐❞✉❛❧ s✉❣❛r ❜❡❝♦♠❡ st❛❜❧❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ t✐♠❡ t❤❡♥ ♦♥❡ ♣r❡❞✐❝ts

✼✾



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ ❘❡❝♦♥❝✐❧✐♥❣ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ✇✐♥❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥

❦✐♥❡t✐❝s

st✉❝❦ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❢♦r ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭s✉❝❤ ❛s ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥s LHH✱ LMH ❛♥❞ MHH✮✱ ✐❢ ❜❡❢♦r❡ ❛rr✐✈✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥
t✐♠❡ t❤❡ ✐♥ ✈✐✈♦ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ s✉❣❛r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✭t❤❛t ✐s t♦ s❛② t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ s✉❣❛r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❡r✮
t❤❡♥ ✇❡ ♣r❡❞✐❝t s❧✉❣❣✐s❤ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥s✳

❆♥♦t❤❡r ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐t② ✐s t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥❞
t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ②❡❛st ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♠✲
♣❡t✐♥❣ ❢♦r r❡s♦✉r❝❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❙❛❝❝❤❛r♦♠②❝❡s ❝❡r❡✈✐s✐❛❡
✐s ❞♦♠✐♥❛♥t ✐♥ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❛❧❝♦❤♦❧✐❝ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥s ✭❬✸✼✱ ✾✸❪✮ ❛♥❞
✐t ✐s t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ②❡❛st ✐♥ ✐♥♦❝✉❧❛t❡❞ ❝✉❧t✉r❡s✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ♠❛♥② str❛✐♥s ❛♥❞
♦t❤❡r ②❡❛sts ❛s ❈❛♥❞✐❞❛ ❝❛♥t❛r❡❧❧✐✐ t❤❛t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✭❬✽✹✱ ✶✶✻❪✮ ❛♥❞
t❤❛t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❛r♦♠❛ ✭❬✾✵❪✮✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❝t✐❝ ❛❝✐❞ ❛♥❞ ❛❝❡t✐❝ ❜❛❝t❡✲
r✐❛ ✐♥ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐s ❛❧s♦ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✭❬✸✺✱ ✸✹❪✮✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ❧♦❣✐st✐❝✲❧✐❦❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆ ✉s✉❛❧ ✇❛② t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❜② r❡s♦✉r❝❡s ✐s t❤❡ ▲♦t❦❛✲❱♦❧t❡rr❛✲❧✐❦❡ ♠♦❞❡❧s
✭❬✾✽❪✮✳ ❉✐✛❡r❡♥t str❛✐♥s ♦❢ ❙❛❝❝❤❛r♦♠②❝❡s ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ❝❛♥ ♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢
t♦❧❡r❛♥❝❡ t♦ ❡t❤❛♥♦❧✱ ❛❝✐❞✐t②✱ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡❛t❤ r❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦t❤❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❆♥✲
♦t❤❡r ❢❡r♠❡♥t✐♥❣ ②❡❛st ❈❛♥❞✐❞❛ ❝❛♥t❛r❡❧❧✐✐ ♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t r❛t❡s ♦❢ ❣r♦✇t❤✱ ❡t❤❛♥♦❧
❛♥❞ ❣❧②❝❡r♦❧ ②✐❡❧❞s ❬✶✵✼❪✳ ■♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡s❡
r❛t❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ②❡❛st str❛✐♥s ♦r s♣❡❝✐❡s✱ ❛♥❞ ♣❍ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❚❤♦✉❣❤ ❇✐♦❘✐❝❛ s②♥t❛① ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝♦❞❡ ✐♥ ❛ ❝❧❡❛r ❢♦r♠ ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ❍②❜r✐❞
s②st❡♠s ✭❋✐❣✉r❡s ✺✳✸ ❛♥❞ ✺✳✹✮✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
❛♥❞ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ❡①t❡r♥❛❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳
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❈❤❛♣t❡r ✻

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❡❧❧ ❢❛t❡✱
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❜♦♥❡ ♣r❡❝✉rs♦rs
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ ❝❡❧❧ ❢❛t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝
❝❡❧❧s✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦ ♠♦❞❡❧ s✉❝❤ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t❤❛t ❝♦♥tr♦❧
t❤❡♠✱ t♦ ♣r❡❞✐❝t ✐♥ s✐❧✐❝♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ❝❡❧❧ ❧✐♥❡❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ t✐ss✉❡s✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜♦♥❡ ❛♥❞ ❢❛t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s
♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❣❡♥✐t♦r ❝❡❧❧s ✐♥t♦ ♦st❡♦❜❧❛sts ❛♥❞ ❛❞✐♣♦❝②t❡s✳

❉✐s❡❛s❡s s✉❝❤ ❛s ♦st❡♦♣♦r♦s✐s ❛✛❡❝t ❛ ❤✐❣❤ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✿
♦♥❡ t❤✐r❞ ♦❢ ✇♦♠❡♥ ❛♥❞ ♦♥❡ t✇❡❧❢t❤ ♦❢ ♠❡♥ ♦✈❡r t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ ✺✵ ②❡❛rs s✉✛❡r ❢r♦♠
♦st❡♦♣♦r♦s✐s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr❡❛t♠❡♥ts t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❜♦♥❡ ♠❛ss ♦r r❡❞✉❝❡ r❡s♦r♣t✐♦♥
❤❛✈❡ ♠❛♥② ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ s✐❞❡ ❡✛❡❝ts ✭❬✺✹❪✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦❜❡s✐t② r❡❞✉❝❡s ❜♦♥❡ ❞❡♥s✐t②
❛♥❞ ✐s ✐♥✈❡rs❡❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❜♦♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♦st❡♦♣♦r♦s✐s ✭❬✷✻❪✮✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛
♥♦t♦r✐♦✉s ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦♥❡✴❢❛t ❢♦r♠❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❣✐♥❣ ✭❬✶✵✷✱ ✶✾❪✮✳ ■♥ t❤✐s
s❝❡♥❛r✐♦✱ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♣❛t❤✇❛②s t❤❛t ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❞✉r✐♥❣
❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❜♦♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ❲♥t✲♠❡❞✐❛t❡❞ s✐❣♥❛❧✐♥❣✮ ❤❛s ❡♠❡r❣❡❞ ❛s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧
❝♦♠♣♦♥❡♥t ❢♦r tr❡❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ t❤✐s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❜♦♥❡ ❞✐s♦r❞❡rs ✭❬✷✻✱ ✻✾✱ ✾✾✱ ✼✵✱
✺✾✱ ✺✹❪✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡✐r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
r❡❣✉❧❛t♦r② ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❝❡❧❧ ❢❛t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠
❜♦♥❡ ♣r❡❝✉rs♦r ❝❡❧❧s t♦ ❜♦♥❡ t✐ss✉❡✳

▼❛♥② ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥t❡r❛❝t t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❝❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥✱ t♦ r❡❣✉❧❛t❡ ❛♣♦♣t♦s✐s✱ ❛♥❞ t♦
❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ❝❡❧❧ ❧✐♥❡❛❣❡s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✲
✈✐❞✉❛❧ ♣r♦❝❡ss✱ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ❝r♦ss✲t❛❧❦s ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠
❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳

❍❡r❡ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ s✐❧✐❝♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✉❧❛t♦r② ♣r♦❝❡ss❡s
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❜♦♥❡ ❛♥❞ ❢❛t t✐ss✉❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❖✉r ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ♣r❡❞✐❝t
❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❜♦♥❡ ♦r ❢❛t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② st✐♠✉❧❛t✐♥❣ ✭♦r ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣✮ t❤❡ ❲♥t s✐❣♥❛❧✐♥❣
♣❛t❤✇❛②✱ t❤❡ PPARγ ♣❛t❤✇❛②✱ t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❣❡♥✐t♦r ❝❡❧❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♦♣t♦s✐s
♦❢ ♣r♦❣❡♥✐t♦r ♦r ♦st❡♦❜❧❛st ❝❡❧❧s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♥❛❧②③❡ ✐♥ s✐❧✐❝♦ t❤❡ ♣❤②s✐✲
♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡s t♦ tr❡❛t♠❡♥ts ♦❢ ❜♦♥❡ ♠❛ss ❞✐s♦r❞❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❲♥t s✐❣♥❛❧✐♥❣
♣❛t❤✇❛②✱ ❛♥❞ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♥❡✇ ♠❡❞✐❝❛❧ str❛t❡❣✐❡s ❜❡❢♦r❡ t❡st✐♥❣ t❤❡♠
✐♥ ❛♥✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧s✳
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❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❡❧❧ ❢❛t❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❜♦♥❡ ♣r❡❝✉rs♦rs ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥

▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝❡♥t ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❬✾✻❪ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✷✻❪✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞
t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ RUNX2 ❛s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦st❡♦❣❡♥✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✭❬✻✾❪✮✱
✇❤✐❧❡ PPARγ ❛s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛❞✐♣♦❣❡♥❡s✐s ✭❬✷✻❪✮✳ ❇♦t❤ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ❛r❡
♠✉t✉❛❧❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❛♥❞ ❛✉t♦r❡❣✉❧❛t❡❞✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r✲r❡❣✉❧❛t❡❞ s②st❡♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
♦✉r ♠❛✐♥ ♦st❡♦✲❛❞✐♣♦ s✇✐t❝❤ ♠♦❞❡❧✳

❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦st❡♦✲❛❞✐♣♦ ♣r♦❣❡♥✐t♦r ❝❡❧❧s ✐♥t♦ ♦st❡♦❜❧❛sts
❛♥❞ ❛❞✐♣♦❝②t❡s ❜② ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦st❡♦✲❛❞✐♣♦ s✇✐t❝❤ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ✇❡❧❧✲
❞❡s❝r✐❜❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❲♥t✴β✲❝❛t❡♥✐♥ ♣❛t❤✇❛② ✭❬✻✷❪✮ t♦ st✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♦st❡♦❜❧❛st
❧✐♥❡❛❣❡✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ PPARγ
♣❛t❤✇❛② ❞✉r✐♥❣ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞✐♣♦❝②t❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✭❬✻✾❪✱ ❬✷✻❪✮✳ ❚♦ ❛❝❝♦♠✲
♣❧✐s❤ t❤✐s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r st✐♠✉❧✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦st❡♦✲❛❞✐♣♦ s✇✐t❝❤ ♠♦❞❡❧ ❛s
❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤✇❛②s ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ✇❡❧❧✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞
♠♦❞❡❧s t❤❛t r❡✢❡❝t ❤♦✇ ❝❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❬✶✵✽❪✮ ❛♥❞ ❛♣♦♣t♦s✐s ✭❬✻✸❪✮ ❛r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✳

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ✭❬✸✾✱ ✸✶❪✮✱
✇❤✐❧❡ st✐♠✉❧✉s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s✇✐t❝❤❡❞ s②st❡♠s t❤❡♦r② ✭❬✶✽✱ ✶✵✵✱
✶✵✹❪✮✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❛♥❞ r❡✉s❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ t♦ ❣✐✈❡ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ ❝❡❧❧ ❢❛t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ❛♥❞ t♦ st✉❞② t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠✲
♣❧❡t❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ♣❛t❤✇❛②s ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ♦r ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❝❡❧❧ ❞❡❛t❤
r❛t❡s✳

❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❙❇▼▲ ♠♦❞❡❧s ✭❬✺✻❪✮ ♦❢ ❝❡❧❧
❞✐✈✐s✐♦♥ ✭❬✶✵✽❪✮✱ ❛♣♦♣t♦s✐s ✭❬✻✸❪✮✱ ❛♥❞ ❲♥t ♣❛t❤✇❛② ✭❬✻✷❪✮✳

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❇✐♦❘✐❝❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♦♣t♦s✐s r❡❣✉✲
❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦st❡♦❜❧❛st ❝❡❧❧s✳ ❇✐♦❘✐❝❛ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ tr❛♥s❧❛t❡ ❙❇▼▲ ♠♦❞❡❧s ✐♥t♦ ❇✐♦❘✲
✐❝❛✱ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ s✇✐t❝❤❡❞ s②st❡♠s✱ ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❛ ♥♦♥✲
❛♠❜✐❣✉♦✉s s❡♠❛♥t✐❝s✳ ❇✐♦❘✐❝❛ ❞❡✜♥❡s ❛ ❣❧♦❜❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✢♦✇ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡✈❡♥t
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ▲♦❝❛❧ ❝❧♦❝❦s ❛♥❞ s♦❧✈❡rs ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❞✐✈❡rs❡ t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞✲
❡❧s✳

■♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❞ ❛♥❞ ✇❤✐t❡ ❜❧♦♦❞ ❝❡❧❧s ❜② r❡✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜② ❍✉❛♥❣ ❡t
❛❧✳ ✭❬✺✺❪✮ ✇✐t❤ ❇✐♦❘✐❝❛✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡♠ ✇✐t❤ ❛ s❡♣❛r❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝♦♥✲
tr♦❧s t❤❡ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ❧✐♥❡❛❣❡ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤✐s s②st❡♠ ❤❛s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❞✐s❡❛s❡s ❛♥❞ s♣♦rts ♠❡❞✐❝✐♥❡✳

✻✳✶ ▼❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ r❡❣✉❧❛t✐♦♥

■♥ ♠✉❧t✐✲❝❡❧❧✉❧❛r ♦r❣❛♥✐s♠s✱ ✐♥t❡r ❛♥❞ ✐♥tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦♥tr♦❧ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠
✭❬✹✹✱ ✷✵❪✮✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❢♦✉r ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✿
❣r♦✇t❤✱ ❞✐✈✐s✐♦♥✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♦♣t♦s✐s ✭❬✷❪✮✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡
❢♦r ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✉♥✐q✉❡ ❝❡❧❧ t♦ s❡✈❡r❛❧ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❝❡❧❧ ❧✐♥❡❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❝❡❧❧ ❞❡❝✐s✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ s❡❧❢✲r❡♥❡✇❛❧✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♦♣t♦s✐s ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❝❡❧❧ ❢❛t❡ ✭❬✶✶✵❪✮✳

❚❤❡ ❝❡❧❧ ❝②❝❧❡ ✐s ❝♦♠♣r✐s❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❡✈❡♥ts t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❝❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥ ✐ts❡❧❢
✭♠✐t♦s✐s ❛♥❞ ❝②t♦❦✐♥❡s✐s✮✳ ■t ✐s r❡❣✉❧❛t❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ♣r♦t❡✐♥s ♥❛♠❡❞ ❝②❝❧✐♥s ❛♥❞
❝②❝❧✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❦✐♥❛s❡s ✭❬✷❪✮✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ❜② ✇❤✐❝❤ ❛♥ ✉♥❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❝❡❧❧ ❛❝q✉✐r❡s s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s
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✻✳✷✳ ●❡♥❡ ❘❡❣✉❧❛t♦r② ◆❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ❙✇✐t❝❤❡❞ ❙②st❡♠s

❝❛❧❧❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❝❡ss t❤❡ ✉♥❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ♣r❡❝✉rs♦r ❝❡❧❧✱ ❝❛❧❧❡❞
♣r♦❣❡♥✐t♦r✱ ❝❛♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ✐♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐✜❝ ❧✐♥❡❛❣❡s✳ ❚❤✉s✱ ❤❡♠❛t♦♣♦✐❡t✐❝
✭❜❧♦♦❞✮ ❝❡❧❧s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣r♦❣❡♥✐t♦r ✐♥t♦ r❡❞ ❜❧♦♦❞ ❝❡❧❧s✱ t♦ tr❛♥s✲
♣♦rt ♦①②❣❡♥✱ ♦r ✐♥t♦ ✇❤✐t❡ ❜❧♦♦❞ ❝❡❧❧s t❤❛t ❤❛✈❡ ❞❡❢❡♥s✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦r❣❛♥✐s♠
✭❬✺✺❪✮✳ ❖st❡♦❜❧❛sts ✭❜♦♥❡ ❝❡❧❧s✮ ❛♥❞ ❛❞✐♣♦❝②t❡s ✭❢❛t ❝❡❧❧s✮ s❤❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣r❡❝✉rs♦r
❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦♥❡ ♠❛rr♦✇ str♦♠❛❧ ❝❡❧❧s ✭❬✷✻❪✮✳

❚❤❡ ❲♥t✴β✲❝❛t❡♥✐♥ ♣❛t❤✇❛② ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦♥❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❬✻✾❪✮✳ ■t ♣r♦♠♦t❡s ♦st❡♦❜❧❛t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ♣r♦❧✐❢❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐♥❡r❛❧✐③❛✲
t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❜❧♦❝❦s ❛♣♦♣t♦s✐s ❛♥❞ ♦st❡♦❝❧❛st♦❣❡♥❡s✐s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❞✉r✐♥❣ ❜♦♥❡ r❡♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ r❡♣❛✐r✱ ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❛r❣❡t ❢♦r t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t
♦❢ ❜♦♥❡ ♠❛ss ❞✐s♦r❞❡rs s✉❝❤ ❛s ♦st❡♦♣♦r♦s✐s ♦r t♦ r❡❞✉❝❡ ❛❞✐♣♦s✐t② ♦r ❢r❛❝t✉r❡ r✐s❦
✭❬✺✾✱ ✺✹❪✮✳ ❆s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ❧♦ss ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ▲❘P✹ ❛♥❞ ▲❘P✺
✭❲♥t r❡❝❡♣t♦rs✱ ❬✻✾❪✮ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦st❡♦♣♦r♦s✐s ✭❬✼✶✱ ✹✶❪✮✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
s♦♠❡ ❲♥t ❧✐❣❛♥❞s ❛❝t✐✈❛t❡s t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❲♥t ♣❛t❤✇❛② ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
β✲❝❛t❡♥✐♥ ✐♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ❛ ❚❈❋✴▲❊❋ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥
❢❛❝t♦r t♦ ❛❝t✐✈❛t❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❲♥t t❛r❣❡t ❣❡♥❡s ✭❬✺✸❪✮✳ ❙♦♠❡
♣r♦t❡✐♥s t❤❛t st✐♠✉❧❛t❡ ❜♦♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s ❘✉♥①✷ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✱ ❛r❡ ❲♥t
t❛r❣❡ts ✭❬✻✾❪✮✳

❆♣♦♣t♦s✐s✱ ♣r♦❣r❛♠♠❡❞ ❝❡❧❧ ❞❡❛t❤✱ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❞✉r✐♥❣ ❝❡❧❧✲❝②❝❧❡ ♦r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐✲
❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ ❞✐✈❡rs❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❝❡❧❧ s✐❣♥❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❛❢t❡r
❡✐t❤❡r ✐♥tr✐♥s✐❝ ♦r ❡①tr✐♥s✐❝ ✐♥❞✉❝❡rs✳ ■♥tr❛❝❡❧❧✉❧❛r ❛♣♦♣t♦s✐s ❜❡❣✐♥s ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦
❛ str❡ss s✉❝❤ ❛s ❤❡❛t✱ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ♥✉tr✐❡♥t ❞❡♣r✐✈❛t✐♦♥✱ ✈✐r❛❧ ✐♥❢❡❝t✐♦♥✱ ♦r ♠❡♠❜r❛♥❡
❞❛♠❛❣❡ ✭❬✺✼❪✮✳ ❊①tr❛❝❡❧❧✉❧❛r ❧❡t❤❛❧ s✐❣♥❛❧s ✐♥❝❧✉❞❡ t♦①✐♥s✱ ❤♦r♠♦♥❡s✱ ❣r♦✇t❤ ❢❛❝✲
t♦rs✱ ♥✐tr✐❝ ♦①✐❞❡ ♦r ❝②t♦❦✐♥❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜♦♥❡ ❝❡❧❧s✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t
❤♦♠♦❝②st❡✐♥❡ str♦♥❣❧② ✐♥❞✉❝❡s ❛♣♦♣t♦s✐s ✐♥ ❜♦♥❡ ♣r❡❝✉rs♦rs ❛♥❞ ♦st❡♦❜❧❛sts ✈✐❛ t❤❡
♠✐t♦❝❤♦♥❞r✐❛ ♣❛t❤✇❛② ✭❬✻✸❪✮✳

✻✳✷ ●❡♥❡ ❘❡❣✉❧❛t♦r② ◆❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ❙✇✐t❝❤❡❞

❙②st❡♠s

■♥ t❤❡ ●❡♥❡ ❘❡❣✉❧❛t♦r② ◆❡t✇♦r❦s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❣❡♥❡✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❧♦❣✐❝
r❡❧❛t✐♦♥s t♦ ❞❡✜♥❡ ✇❤❛t ♦t❤❡r ❣❡♥❡s ♣r♦♠♦t❡ ✐ts ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❣❡♥❡s ✐♥❤✐❜✐t ✐t✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❣❡♥❡s✿
✐❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ✭t❤❡ ❣❡♥❡ ✐s ❛❝t✐✈❡✮ ✐t ♣r♦♠♦t❡s ✭♦r
✐♥❤✐❜✐ts✮ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✐ts t❛r❣❡t ❣❡♥❡ ✭❬✸✾✱ ✸✶❪✮✳

❍❡r❡✱ ✇❡ ✉s❡ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ♠♦❞❡❧ ●❡♥❡ ❘❡❣✉❧❛t♦r② ◆❡t✲
✇♦r❦s ✭❬✸✾❪✱ ❬✸✶❪✮✳ ▼❛♥② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✉s❡ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧✿
♠❘◆❆ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ♣♦st✲
tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ✭❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ❡✉❦❛r②♦t❡s✮ ❛r❡ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s②st❡♠s ❛♥❞ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ♠✐❝r♦❛rr❛②
r❡s✉❧ts✳

Pr♦♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❍✐❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❬✺✶❪✮✱ s✐❣✲
♠♦✐❞❛❧ ❝✉r✈❡s ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ s②st❡♠✳ ❚❤❡②
♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦♥ ❛ t❛r❣❡t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛✲

✽✸



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❡❧❧ ❢❛t❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❜♦♥❡ ♣r❡❝✉rs♦rs ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✛❡❝t✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t x✱ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t m t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❝✉r✈❡ st❡❡♣♥❡ss✱
❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✐♥✢✉❡♥❝❡ θ ✭h+(x, θ,m) = xm

xm+θm ❢♦r ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞
h−(x, θ, m) = 1 − h+(x, θ,m) ❢♦r ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❍✐❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡✐r
♦r✐❣✐♥ ✐♥ ❜✐♦❝❤❡♠✐str② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ♦❢ ♦①②❣❡♥ t♦ ❤❡♠♦❣❧♦❜✐♥
✭❬✺✶❪✮✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❞✐✈❡rs❡ ❛r❡❛s ❢r♦♠ ♣❤❛r♠❛❝♦❧♦❣② ✭❬✹✸❪✮ t♦ t❤❡r♠♦✲
❞②♥❛♠✐❝s ✭❬✼✷❪✮✳

❈✉rr❡♥t❧② t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ✐s ❜❡✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❛ ✇❛② t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥❞✐r❡❝t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♥❡s✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❜❡tt❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ■♥ ❬✶✷❪✱ ✐t ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥③②♠❛t✐❝ ❡✛❡❝ts ❛♥❞
❝♦♠♣❧❡① ❢♦r♠❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❢❛st ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥s s②♥t❤❡s✐s ❛♥❞ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥
❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❧♦✇✳ ❙♦✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ❜② ✐♠♣❧✐❝✐t ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❢❛st ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢
t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s ❛♥❞ ❡♥③②♠❡s✳ ■♥ t❤❡ t❤❡♦r②✱ t❤✐s ✐❞❡❛ ✇♦r❦s ✜♥❡✱ ❜✉t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦♥❡
❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ♦♥❧② ❜♦♦❧❡❛♥ ❛♥s✇❡rs✿ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❣❡♥❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss✐♥❣ ♦r ♥♦t✳ ❲✐t❤
♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❢♦r ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♣❛t❤✇❛②s ✇✐t❤
❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡s ❛❝t✐✈✐t②✳ ❖♥❡ ♦❢
t❤❡ ❦❡② ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❤♦✇ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤✇❛②s ✇✐t❤
t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r st✐♠✉❧✉s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t❤❛t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s t♦
st✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ t❛r❣❡t ❣❡♥❡s ❛s ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣❛t❤✇❛②✳

❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ r❡❣✉❧❛t♦r② s②st❡♠s ❜② ❝♦♠♣♦s✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s✱ ❣✐✈❡♥ ❜② ♦r✲
❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❝♦♥tr♦❧ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥ts ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♦r ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✉❧❛t♦r②
s②st❡♠s✱ ✇❡ ✉s❡ ❙✇✐t❝❤❡❞ s②st❡♠s ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✮✳ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❬✶✽✱ ✶✵✵✱ ✶✵✹❪✮✱ ✇❤✐❧❡ st♦❝❤❛st✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s ✭❬✷✾❪✮
❣❡♥❡r❛t❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♠♦❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✐♥ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤
❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s✮✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳
❚❤❡s❡ s②st❡♠s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❞✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞
❧♦❣✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s t♦ ❛❧❧♦✇ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■♥ s✇✐t❝❤❡❞ s②st❡♠s✱ t❤❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦✈❡r t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♠♦❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s t❤❡♦r② ✭❬✼❪✮
❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♦r st♦❝❤❛st✐❝✳

✻✳✸ ❆♣♣r♦❛❝❤

❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡✉s✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐♥❣ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥✱
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♦♣t♦s✐s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ❜♦♥❡ ❛♥❞ ❢❛t ❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✽✹



✻✳✸✳ ❆♣♣r♦❛❝❤

✻✳✸✳✶ ❘❡✉s❡❞ ♠♦❞❡❧s

❲❡ r❡✉s❡ ❛ ✈❡r② ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧ t❤❛t s✐♠✉❧❛t❡s ❤♦✇ ❝❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥ ✐s r❡❣✉❧❛t❡❞
✭❬✶✵✽❪✮✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❝❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥ ✐s tr✐❣❣❡r❡❞ ✇❤❡♥ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡① ▼P❋ ✭♠❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦♠♦t✐♥❣ ❢❛❝t♦r✮ ❝♦♠♣❧❡① ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✐♥
t❤❡ ❝❡❧❧✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✻✳✹✱ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ M ✭t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡①✮ r❡❛❝❤❡s ✐ts t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡s✳

❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♣♦♣t♦s✐s✱ ✇❡ r❡✉s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❬✻✸❪ t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s
❤♦✇ ❤♦♠♦❝②st❡✐♥❡ str♦♥❣❧② ✐♥❞✉❝❡s ❛♣♦♣t♦s✐s ♦❢ ❜♦♥❡ ♣r❡❝✉rs♦rs ❛♥❞ ♦st❡♦❜❧❛sts ✐♥
❛ ♠✐t♦❝❤♦♥❞r✐❛✲♠❡❞✐❛t❡❞ ♠❛♥♥❡r✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❡❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ✇❡ r❡✉s❡ t❤❡ ♦st❡♦✲❝❤♦♥❞r♦ s✇✐t❝❤ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❜② ❬✾✻❪ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✮✱ ❜✉t r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❝❤♦♥❞r♦❝②t❡ ❧✐♥❡❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜② ❛❞✐♣♦❝②t❡
❧✐♥❡❛❣❡✳ ❚♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
♦t❤❡r s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ❡♥❣❛❣❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ♦st❡♦❜❧❛st ❧✐♥❡❛❣❡ ✭❜② ❛❝✲
t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲♥t✴β ❝❛t❡♥✐♥ ♣❛t❤✇❛②✮ ♦r t♦ t❤❡ ❛❞✐♣♦❝②t❡ ❧✐♥❡❛❣❡ ✭❜② ❛❝t✐✈❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ PP❆❘✴γ ♦❛t❤✇❛②✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦st❡♦✲❛❞✐♣♦ s✇✐t❝❤ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❜❡❢♦r❡ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ st✐♠✉❧✉s ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦st❡♦✲❛❞✐♣♦ s✇✐t❝❤
♠♦❞❡❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥❞✉❝t✐♦♥s t♦ ♦st❡♦❜❧❛st ❛♥❞ ❛❞✐♣♦❝②t❡
❧✐♥❡❛❣❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❚❤❡ ♦st❡♦✲❝❤♦♥❞r♦ s✇✐t❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❜② ❬✾✻❪✳ ❚❤❡ ❡①✲
♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♠✉t✉❛❧❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❣❡♥❡s ✭❘❯◆❳✷ ❛♥❞ ❙❖❳✾ ✮ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❜♦♥❡ ❛♥❞ ❝❛rt✐❧❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡ ❚✇❡❛❦ ✐s t❤❡
❜✐♦✲♠❛r❦❡r ❢♦r t❤❡ ♣r♦❣❡♥✐t♦r st❛t❡✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ st✐♠✉❧✐ t❤❛t ❢❛✈♦rs
❜♦♥❡ ♦r ❝❛rt✐❧❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜②
st♦❝❤❛st✐❝ s✇✐t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❚♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲♥t✴β✲❝❛t❡♥✐♥ ♣❛t❤✇❛②✱ ✇❡ r❡✉s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❜② ❬✻✷❪ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s❡s ✉♥❞❡r ❜♦t❤ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲♥t ♣❛t❤✇❛② ❢♦r ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 500 − 1000 ♠✐♥✉t❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ PPARγ✲♣❛t❤✇❛② ✐s st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② s✐♠✉❧❛t❡❞✳

✽✺



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❡❧❧ ❢❛t❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❜♦♥❡ ♣r❡❝✉rs♦rs ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥

✻✳✸✳✷ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦st❡♦✲❛❞✐♣♦ s✇✐t❝❤ ♠♦❞❡❧

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦st❡♦✲❝❤♦♥❞r♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❜② ❬✾✻❪ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✷✻❪✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡ ♦st❡♦✲❛❞✐♣♦ s✇✐t❝❤ s②st❡♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✳

Pr♦❣❡♥✐t♦r ❝❡❧❧s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ✐♥t♦ ♦st❡♦❜❧❛sts ✭❜♦♥❡ ❝❡❧❧s✮ ♦r ❛❞✐♣♦❝②t❡s ✭❢❛t ❝❡❧❧s✮✳
❲❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t✇♦ ♠✉t✉❛❧❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❣❡♥❡s ✭❘✉♥①✷ ✮ ❛♥❞ ✭PPARγ✮ ✇✐t❤ ❡♥❣❛❣❡♠❡♥t
t♦ t❤❡ ♦st❡♦❣❡♥✐❝ ♦r t❤❡ ❛❞✐♣♦❣❡♥✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✲
❣❡♥✐t♦r ❜✐♦✲♠❛r❦❡rs ✭❡✳❣✳ ❖❈❚✹✱ ❙❖❳✷ ♦r ❜♦t❤✱ ❬✼✸❪✮ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡
✐♥ t❤❡ ✉♥❝♦♠♠✐tt❡❞ st❛t❡ t❤❛t ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❘✉♥①✷ ❛♥❞ PPARγ✳ ❚❤❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❘◆❆ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❣❡♥✐t♦r st❛t❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ xP ✱ t❤❡
♠❘◆❆ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦st❡♦❣❡♥✐❝ st❛t❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ xO ❛♥❞ t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❛❞✐♣♦❣❡♥✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ xA✳

❚♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡ ❡①tr❛❝❡❧❧✉❧❛r ♣r♦✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ♣r♦✲♦st❡♦❣❡♥✐❝ ❛♥❞ ♣r♦✲
❛❞✐♣♦❣❡♥✐❝ st✐♠✉❧✐✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤r❡❡ ✐♥♣✉ts✿ zD✱ zO ❛♥❞ zA ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✳
❚❤❡ ❡✛❡❝ts t❤❛t ♣r♦♠♦t❡ ♦r ✐♥❤✐❜✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ r❡❣✉❧❛t❡❞ ❣❡♥❡s ❛r❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞
❜② ✉s✐♥❣ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❍✐❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥s ✻✳✶✲✻✳✸✱ s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ t❤❡ ♦st❡♦✲❝❤♦♥❞r♦ s✇✐t❝❤ ♠♦❞❡❧ r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❬✾✻❪✳

ẋP (t) =
aP · xn

P + bP

mP + zD + cPP · xn
P

− kP · xP ✱ ✭✻✳✶✮

ẋO(t) =
aO · xn

O + bO + zO

mO + cOO · xn
O + cOA · xn

A + cOP · xn
P

− kO · xO✱ ✭✻✳✷✮

ẋA(t) =
aA · xn

A + bA + zA

mA + cAA · xn
A + cAO · xn

O + cAP · xn
P

− kA · xA✱ ✭✻✳✸✮

❲✐t❤ n = 2✱ aP = 0.2✱ bP = 0.5✱ mP = 10✱ cPP = 0.1✱ kP = 0.1✱ aO = aA = 0.1✱
bO = bA = 1✱ mO = mA = 1✱ cOO = cAA = cOA = cAO = 0.1✱ cOP = cAP = 0.5✱
kO = kA = 0.1 ❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✻✳✸✳✸ ❚❤❡ ♦st❡♦✲❛❞✐♣♦ s✇✐t❝❤ ♠♦❞❡❧✿ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❲♥t

♣❛t❤✇❛② ❛s ❛ st✐♠✉❧✉s ❢♦r ❜♦♥❡ ❝❡❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥

❆❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲♥t✴β✲❝❛t❡♥✐♥ ♣❛t❤✇❛② st✐♠✉❧❛t❡s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❘✉♥①✷ ✭❬✻✾❪✮
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜♦♥❡ ❝❡❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦st❡♦✲❛❞✐♣♦
s✇✐t❝❤ ♠♦❞❡❧ ✭❡q✉❛t✐♦♥s ✻✳✶✲✻✳✸✮ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❲♥t ♣❛t❤✇❛② ❛s
♣♦s✐t✐✈❡ st✐♠✉❧✉s ❢♦r ❜♦♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ PPARγ
♣❛t❤✇❛② t❤❛t ❢❛✈♦rs t❤❡ ❛❞✐♣♦❝②t❡ ❧✐♥❡❛❣❡✳ ❲❡ ❜✉✐❧❞ ❛ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t zO r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ st❛t❡ ✭✐t t❛❦❡s ✈❛❧✉❡ 1✮ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
♦❢ β✲❝❛t❡♥✐♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✱ ❛♥❞ zA r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ st❛t❡ ✇❤❡♥ t❤❡
PPARγ ♣❛t❤✇❛② ✐s t✉r♥❡❞ ♦♥✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✱ t❤❡ ❲♥t ♣❛t❤✇❛② ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡r♥❛❧❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❜② ✐♥❝✉✲
❜❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❡❧❧s ✇✐t❤ ❧✐t❤✐✉♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜② ♦t❤❡r tr❡❛t♠❡♥ts ✭❬✷✶✱ ✺✹✱ ✾❪✮✳
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✻✳✸✳ ❆♣♣r♦❛❝❤

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❖st❡♦✲❛❞✐♣♦ s✇✐t❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t✇♦
♠✉t✉❛❧❧② ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ ❣❡♥❡s ✭❘❯◆❳✷ ❛♥❞ PPARγ✮ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦s✲
t❡♦❜❧❛st ❛♥❞ ❛❞✐♣♦❝②t❡ ❧✐♥❡❛❣❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ❛ t❤✐r❞ ❜✐♦✲♠❛r❦❡r
✭❖❈❚✹ ♦r ❙❖❳✷ ✮ ❞❡t❡❝ts ♦st❡♦✲❛❞✐♣♦ ♣r♦❣❡♥✐t♦r ❝❡❧❧s✳ ■❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❲♥t
♣❛t❤✇❛② ✐s ❛❝t✐✈❡✱ st✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❧✐t❤✐✉♠✱ β−❝❛t❡♥✐♥ ❣♦❡s t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ♦❢ t❤❡
❝❡❧❧ ❛♥❞ ♣r♦♠♦t❡s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❘❯◆❳✷✱ ✇❤✐❝❤ ❢❛✈♦rs t❤❡ ❜♦♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ PPARγ st✐♠✉❧❛t❡s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞✐♣♦❝②t❡s✳

✻✳✸✳✹ ❈♦♠♣♦s✐♥❣ ♠♦❞❡❧s

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ st✐♠✉❧✐ ✐♥t♦ s♣❡❝✐✜❝ ❧✐♥❡❛❣❡s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥✲
♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦st❡♦✲❛❞✐♣♦ s✇✐t❝❤ ♠♦❞❡❧ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ st✐♠✉❧✐ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤✇❛②s✳ ❲❡
❜✉✐❧❞ t❤❡ ♦st❡♦✲❛❞✐♣♦ s✇✐t❝❤ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❜② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❲♥t
♣❛t❤✇❛② ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ PPARγ−♣❛t❤✇❛② ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛✐♥
♦st❡♦✲❛❞✐♣♦ s✇✐t❝❤ ♠♦❞❡❧✱ ❤❡♥❝❡ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜✐♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ st✐♠✉❧✉s t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s ❡✐t❤❡r ❜♦♥❡ ♦r ❢❛t ❝❡❧❧s ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✮✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ β✲❝❛t❡♥✐♥✴❚❈❋ ❝♦♠♣❧❡① ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ t♦ ♣r♦♠♦t❡
♦st❡♦❜❧❛st ❧✐♥❡❛❣❡ ✇❤❡♥ ✐t r❡❛❝❤❡s 1.1 t✐♠❡s ✐ts ♥♦r♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ✭8.81nM−1✮✳ ❚❤❛t ✐s
t♦ s❛②✱ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ β✲❝❛t❡♥✐♥✴❚❈❋ ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❛t t❤r❡s❤♦❧❞✱ t❤❡♥
zO = 0.8 ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s ❝❡❧❧ ❢❛t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢
❜♦♥❡ ♣r❡❝✉rs♦r ❝❡❧❧s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞✐✈✐s✐♦♥✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♦♣t♦s✐s ♠♦❞❡❧s✳
❲❡ ❞❡s✐❣♥❛t❡ t❤✐s ❛s t❤❡ ❝❡❧❧ ❢❛t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✮✳ ■t ❝♦♥♥❡❝ts t❤❡
❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡r❡✱ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛❣❡✲st✐♠✉❧✐
❛♥❞ ❛♣♦♣t♦s✐s ♠♦❞❡❧s ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✮✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛s ❛♣♦♣t♦s✐s st✐♠✉❧✉s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡
♦❢ ❤♦♠♦❝②st❡✐♥❡ ✭❍❝②✮ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❛♣♦♣t♦s✐s ♦❢ ♣r♦❣❡♥✐t♦rs ❛♥❞ ♦st❡♦❜❧❛sts ✭❬✻✸❪✮✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❍❙✲✺ ♦st❡♦❜❧❛st✐❝ ❧✐♥❡❛❣❡ ❛♥❞ ♣r✐♠❛r② ❤✉♠❛♥ ❜♦♥❡
♠❛rr♦✇ str♦♠❛❧ ❝❡❧❧s ✭❜♦t❤ ❧✐♥❡s ❢r♦♠ ❆❚❈❈✱ ▼❛♥❛s❛s✱ ❱❆✱ ❯❙❆✮✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥✲
❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❝② ✐s 10µM t❤❡ ❛♣♦♣t♦s✐s r❛t❡s ♦❢ ♦st❡♦❜❧❛sts ✭kO✮ ❛♥❞ ♣r❡❝✉rs♦rs
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❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❡❧❧ ❢❛t❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❜♦♥❡ ♣r❡❝✉rs♦rs ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❈♦♠♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝❡❧❧ ❢❛t❡✳ ❆ ♣r♦❣❡♥✐t♦r ❝❡❧❧ ❝❛♥ ❞✐✈✐❞❡ ✐♥t♦ ♥❡✇
♣r♦❣❡♥✐t♦r ❝❡❧❧s✱ ♦r ❝❛♥ ❞✐❡ ✭❛♣♦♣t♦s✐s✮✱ ♦r ❝❛♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ✐♥t♦ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝
❧✐♥❡❛❣❡s✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② s②st❡♠✳
❆♣♦♣t♦s✐s ✐s st✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝❡rs✱ ❤❡r❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s❡s ♦❢ ❍❝② ♣r♦✲
t❡✐♥✳ ❉✐✈✐s✐♦♥ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ✐❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝❛rr✐❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠❛t✉r❛t✐♦♥
✭❝❛❧❧❡❞ MPF ✱ ❬✶✵✽❪ ♠♦❞❡❧✮✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✐s st✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♣r♦❣❡♥✐t♦r ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ r♦❧❡ ✭❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ s♣❡❝✐✜❝ ❣❡♥❡s✮✱ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ t❤❛t
t❤❡ ❝❡❧❧ ❞❡❝✐❞❡s ✐ts ❧✐♥❡❛❣❡✳ ❊❛❝❤ s♣❡❝✐✜❝ ❧✐♥❡❛❣❡ ✐s st✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② s✐❣♥❛❧s✿ t❤❡
❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❲♥t ♣❛t❤✇❛② ✭♠♦❞❡❧ ✐♥ ❬✻✷❪✮ st✐♠✉❧❛t❡s ❜♦♥❡ ❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ✭♦st❡♦❜❧❛st ❧✐♥❡❛❣❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛t❤✇❛② ♦❢ PPARγ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛t
✭❛❞✐♣♦❝②t❡ ❧✐♥❡❛❣❡✮✳

✭kP ✮ ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ 47% ❛♥❞ 41% r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ♦st❡♦✲❛❞✐♣♦ s✇✐t❝❤ ♠♦❞❡❧
✭❡q✉❛t✐♦♥s ✻✳✶✲✻✳✸✮✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♦st❡♦✲❛❞✐♣♦ ♣r♦❣❡♥✐t♦r ❝❡❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ r❡✲
s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❉■❋❋❊❘❊◆❚■❆❚■❖◆
▼❖❉❊▲ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❣❡♥✐t♦r xP ✱ ♦st❡♦❜❧❛st
xO✱ ❛♥❞ ❛❞✐♣♦❝②t❡s xA ❜② ❛ s②st❡♠ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❙❚■▼✲
❯▲■ ▼❖❉❊▲ ❞❡✜♥❡s t❤❡ s✇✐t❝❤❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❜② ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❉■❋❋❊❘❊◆❚■❆❚■❖◆ ▼❖❉❊▲ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✮✳

❚r❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❙❚■▼❯▲■ ▼❖❉❊▲ ❛r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s
t❤❛t r❡❣✉❧❛t❡ ❝❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥✱ ❛♣♦♣t♦s✐s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡
♦❢ t❤❡s❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♠♦❞❡❧s ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧s t❤❛t tr✐❣❣❡r t❤❡s❡
❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❝❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ ♣r♦❣❡♥✐t♦r ❝❡❧❧s aP ✭✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦st❡♦✲
❛❞✐♣♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞
❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✈✐s✐♦♥s✳ ❆♣♦♣t♦s✐s ♦❢ ♦st❡♦✲❛❞✐♣♦ ♣r♦❣❡♥✐t♦r ❝❡❧❧s
❛♥❞ ♦st❡♦❜❧❛sts ❛r❡ st✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s❡s ♦❢ ❍❝② ✭❤♦♠♦❝②st❡✐♥❡✮ t❤❛t ♣r♦♠♦t❡
❛♣♦♣t♦s✐s ♦❢ ♦st❡♦❜❧❛sts ❜② s✇✐t❝❤✐♥❣ kO t♦ 1.47 · kO✱ ❛♥❞ ♦❢ ♣r♦❣❡♥✐t♦r ❝❡❧❧s ❜②
s✇✐t❝❤✐♥❣ kP t♦ 1.41 ·kP ✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❜❡❣✐♥s ❛❢t❡r ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t✐♠❡ ✇✐t❤ ♠❡❛♥
♦❢ 100 ♠✐♥✉t❡s ✭zD ✐s s✇✐t❝❤❡❞ t♦ 1✮✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❲♥t ♣❛t❤✇❛②
st✐♠✉❧❛t❡s ♦st❡♦❜❧❛st ❧✐♥❡❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ 500 − 1000 ♠✐♥✉t❡s ❛❢t❡r t❤❡ ♣r♦❝❡ss

✽✽



✻✳✹✳ ❘❡s✉❧ts

✐s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ✭zO ✐s s✇✐t❝❤❡❞ t♦ 0.8✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤✇❛② ♦❢ PPARγ
✭❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ 1333 ♠✐♥✉t❡s✮ st✐♠✉❧❛t❡s t❤❡ ❛❞✐♣♦❝②t❡ ❧✐♥❡❛❣❡
✭zA s✇✐t❝❤❡❞ t♦ 0.8✮✳

✻✳✸✳✺ ❆❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❤✉♠❛♥ ❝❡❧❧s

■♥ ♦✉r ❝❡❧❧ ❢❛t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♠♦❞❡❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✮✱ ✇❡ ❛❞❥✉st❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛❞✉❧t ❤✉♠❛♥ ❜♦♥❡ ♣r❡❝✉rs♦r ❝❡❧❧s ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞♦✉❜❧✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ♣r❡❝✉rs♦r ❝❡❧❧s ✐s
86 ❤♦✉rs ✭❬✸✷❪✮✱ ❢♦r ♦st❡♦❜❧❛sts ✐s 72 ❤♦✉rs ✭♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❍❙✲✺ ❝❡❧❧s✱ ❬✾✼❪✮ ❛♥❞ ❢♦r
❛❞✐♣♦❝②t❡s ✐s 78 ❤♦✉rs ✭♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❧✐♣♦s✉❝t✐♦♥❡❞ ❛❞✐♣♦s❡ t✐ss✉❡✱ ❬✸✷❪✮✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ❛♣♦♣t♦s✐s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t ♣r❡❝✉rs♦r ❝❡❧❧s ❤❛✈❡ ❛ ❧✐❢❡s♣❛♥ ❜❡t✇❡❡♥
6 ❛♥❞ 9 ♠♦♥t❤s✱ ♦st❡♦❜❧❛sts ❤❛✈❡ ❧✐❢❡s♣❛♥ ♦❢ 3 ♠♦♥t❤s ✭❬✼✻❪✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❛t❡ ♦❢
❛❞✐♣♦❝②t❡s ❞❡❛t❤ ✐s 10% ♣❡r ②❡❛r ✭♠❡❛♥ ❛❣❡ ♦❢ 10 ②❡❛rs✱ ❬✺❪✮✳

✻✳✹ ❘❡s✉❧ts

❲❡ ♣r❡s❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r② ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❝❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥
❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ♦st❡♦✲❛❞✐♣♦ s✇✐t❝❤ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❝❡❧❧
❢❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳

const k1=0.015; k2=0.0; k3=200; k4=180; k4prim=0.018; k5=0.0;k6=1.0;k7=0.6;
const  k8=1000000.0;k9=1000.0;
formula CT= C2+CP+pM+M; YT=Y+yP+pM+M; F=k4prim+k4*(M/CT)^2;

node main
state C2,CP,pM,M,Y,yP:FLOAT;
flow yt:FLOAT:out;

   eqdiff
     dC2 = k6*M -k8*C2 + k9*CP;
     dCP = -k3*CP*Y + k8*C2 -k9*CP;
     dpM = k3*CP*Y + -pM*F + k5*M;
     dM  = pM*F -k5*M -k6*M;
     dY  = k1 - k2*Y -k3*CP*Y;
     dyP = k6*M -k7*yP;

assert
yt=YT;

init 
C2:= 0.0,M:= 0.0,CP:= 0.75,pM:= 0.25,Y:= 0.0,yP:= 0.0;

edon Time [min]

Threshold
to trigger division

Period

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❇✐♦❘✐❝❛ ❝♦❞❡ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❬✶✵✽❪ ♠♦❞❡❧ ♦❢ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❡❧❧
❞✐✈✐s✐♦♥✳ ❈♦❞❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❙❇▼▲ ♠♦❞❡❧s✳ ❈❡❧❧ ♠✐t♦s✐s ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦
❤❛♣♣❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦♠♦t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ▼P❋ ✭✈❛r✐❛❜❧❡ M✮ r❡❛❝❤❡s ✐ts
t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚♦t❛❧ ❝②❝❧✐♥ yt ❛♥❞ M ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❝❞❝✷ CT ✳ P❡r✐♦❞ ✐s t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❞✐✈✐s✐♦♥s✳

✻✳✹✳✶ ❈❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥

❖✉r r❡s✉❧ts ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✮ ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣✉❜✲
❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❬✶✵✽❪✮✳ ❈❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ M ✭t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♥✲
❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡①✮ r❡❛❝❤❡s ✐ts t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡❞ r❡❣✉❧❛r
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✲❝②❝❧❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ❢♦r ❛ ♠✐t♦s✐s ✐s ❛r♦✉♥❞ 35 ♠✐♥✉t❡s✳

✽✾



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❡❧❧ ❢❛t❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❜♦♥❡ ♣r❡❝✉rs♦rs ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥

const n=2;ap=0.2;bp=0.5;mp=10;cpp=0.1;kp=0.1;ao=0.1;ac=0.1;bo=1;
const n=2;ap=0.2;bp=0.5;mp=10;cpp=0.1;kp=0.1;ao=0.1;ac=0.1;bo=1;
const bc=1;mo=1;mc=1;coo=0.1;ccc=0.1;coc=0.1;cco=0.1;cop=0.5;
const ccp=0.5;ko=0.1;kc=0.1;

node DIFF
state xp,xo,xc:FLOAT;
flow zd,zo,zc:[0,1]:in;
eqdiff 

dxp=(ap*xp^n+bp)/(mp+zd+cpp*xp^n)-kp*xp;
dxo=(ao*xo^n+bo+zo)/(mo+coo*xo^n+coc*xc^n+cop*xp^n)

-ko*xo;
dxc=(ac*xc^n+bc+zc)/(mc+ccc*xc^n+cco*xo^n+ccp*xp^n)

-kc*xc;
init

xp:=12,xo:=0,xc:=0;

edon

node STIMULUS
state _zd,_zo,_zc:FLOAT;on_d,on_o,on_c:BOOL;
flow zd,zo,zc:FLOAT:out;
event to_diff,to_osteo,to_chondro;
trans

on_d=False |-to_diff -> _zd=1,on_d=True;

on_o=False |-to_osteo -> _zo=0.8,on_o=True;
on_c=False |-to_chondro -> _zc=0.8,on_c=True;

init

_zd:=0,_zo=0,_zc=0,on_d:=False,ond_o=False,on_c=False;

extern
law<to_diff>:Exponential{0.01};
law<to_osteo>:Exponential{0.002};
law<to_chondro>:Exponential{0.001};

edon

node MAIN
sub 

D:DIFF;
S:STIMULUS;

assert
D.zd=S.zd;
D.zo=S.zo;

D.zc=S.zc;
edon

assert
zd=_zd;
zo=_zo;
zc=_zc;

Stimulus to differentiation
(Exp(0001))

 Z
D

 -> 1

Stimulus to osteoblast lineage
(activation of Wnt, Exp(0.002))

      Z
O

 -> 0.8

Stimulus to chondrocyte
lineage (Exp(0.001))

         Z
C

 -> 0.8

Time [min]

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❇✐♦❘✐❝❛ ❝♦❞❡ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦st❡♦✲❝❤♦♥❞r♦ s✇✐t❝❤ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❬✾✻❪✮✳ ❙t✐♠✉❧✐ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❡♥❛r✐♦
❡①t❡r♥❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞✳ ❱❛r✐❛❜❧❡ D.xp ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣❡♥✐✲
t♦r ❜✐♦✲♠❛r❦❡r✱ D.xo ♦❢ t❤❡ ♦st❡♦❜❧❛st ❧✐♥❡❛❣❡ ❛♥❞ D.xc ♦❢ t❤❡ ❝❤♦♥❞r♦❝②t❡s
❧✐♥❡❛❣❡✳ ❚❤❡ ♣r♦✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ st✐♠✉❧✉s ❤❛♣♣❡♥s ❛t t✐♠❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤
❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ t = 100 ♠✐♥✉t❡s✱ t❤❡ ♣r♦✲♦st❡♦❣❡♥✐❝ st✐♠✉❧✉s ❤❛♣♣❡♥s ❛t t✐♠❡
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ t = 500 ♠✐♥✉t❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦✲❝❤♦♥❞r♦❣❡♥✐❝
st✐♠✉❧✉s ✇✐t❤ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ t = 1000 ♠✐♥✉t❡s✳

✻✳✹✳✷ ❈❡❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥

❚❤❡ ♦st❡♦✲❝❤♦♥❞r♦ s✇✐t❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ♦st❡♦✲❛❞✐♣♦ s✇✐t❝❤ ♠♦❞❡❧s ✭❋✐❣✉r❡s ✻✳✺ ❛♥❞ ✻✳✻✮
✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❇✐♦❘✐❝❛ ♥♦❞❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❡❧
✭❉■❋❋ ✮ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ st✐♠✉❧✐ ✭❙❚■▼❯▲❯❙ ✮ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs z✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡▼❆■◆ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ♥♦❞❡s✳

❋♦r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦st❡♦✲❝❤♦♥❞r♦ s✇✐t❝❤ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✾✻❪
✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✱ ❜✉t t❤❡ ❇✐♦❘✐❝❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s
✢❡①✐❜✐❧✐t② t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥♦t❤❡r s❝❡♥❛r✐♦✱
✇❤❡r❡ ♣r♦✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ♣r♦✲♦st❡♦❣❡♥✐❝ ❛♥❞ ♣r♦✲❝❤♦♥❞r♦❣❡♥✐❝ st✐♠✉❧✐ ♦❝❝✉r ✇✐t❤
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦✈❡r t✐♠❡ ✭P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ❬✶✶✷❪✮✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛
s✇✐t❝❤❡❞ s②st❡♠✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡❧❛② t✐♠❡s ❤❛✈❡ r❛♥❞♦♠ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤r❡❡
♣♦ss✐❜❧❡ s✇✐t❝❤❡s✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ st✐♠✉❧❛t❡❞ t♦ ❢❛✈♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✲
❣❡♥✐t♦r ❝❡❧❧s✱ ❛♥❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ♦♥❡ ♦r ❛♥♦t❤❡r ❧✐♥❡❛❣❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✮✱ ♥❡❛r 100 ♠✐♥✉t❡s ❛❢t❡r ✐♥✐t✐❛t❡❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞✳
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✻✳✹✳ ❘❡s✉❧ts

node STIMULUS

state _zd,_zo,_za:FLOAT;

flow zo:FLOAT:in; zd,za:FLOAT:out;

event to_diff,to_adipo;

trans

_zd=0 |-to_diff -> _zd=1;

node WNT

# FROM SBML CODE
# SEE SUPPLEMENTARY MATERIAL

edon

node DIFF

# FROM FIGURE 5, SCHITTLER SWITCH MODEL

edon 

_za=0 |-to_adipo -> _za=0.8;
    init

extern
law<to_diff>:Exponential{0.01};
law<to_adipo>:Exponential{0.001};

edon

node MAIN
sub 

D:DIFF;

S:STIMULUS;

assert
D.zd=S.zd;

D.zo=S.zo;

D.za=S.za;

edon

assert
zd=_zd;
za=_za;

W:WNT;

S.zo=WNT_ACTIVE;

_zd:=0,_za=0;

β-cat./TCF
high

Differentiation
    Z

D
 -> 1

   Bone
Formation
Z

O
 -> 0.8

   Fat
Formation
Z

A
 -> 0.8

Time [min]

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ❇✐♦❘✐❝❛ ❝♦❞❡ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ♦st❡♦✲❛❞✐♣♦ s✇✐t❝❤ ♠♦❞❡❧✳
◆♦❞❡ ❉■❋❋ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦st❡♦✲❝❤♦♥❞r♦ s✇✐t❝❤ ♠♦❞❡❧✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ xC ❜②
xA✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❲♥t ♣❛t❤✇❛② ✭♠♦❞❡❧ ❜② ❬✻✷❪✮ ✐s ❛ st✐♠✉❧✉s
t♦ t❤❡ ♦st❡♦❜❧❛st ❧✐♥❡❛❣❡✱ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ PPARγ ♣❛t❤✇❛②✱ st✐♠✉❧❛t❡s
t❤❡ ❛❞✐♣♦❝②t❡ ❧✐♥❡❛❣❡✱ ❛♥❞ ✐t ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ 1000 ♠✐♥✉t❡s✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❲♥t ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦✲♦st❡♦❜❧❛st
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t zO ✐♥❝r❡❛s❡s t♦ 0.8✳ ❋♦r PPARγ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s zA✳

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❣❡♥✐t♦r ❝❡❧❧s ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ ♦st❡♦❜❧❛sts
❛♥❞ ❝❤♦♥❞r♦❝②t❡s ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❆t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 250 ♠✐♥✉t❡s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤♦♥✲
❞r♦❝②t❡s ✐s st✐♠✉❧❛t❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❖❳✾ ✭xC✮ str♦♥❣❧② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❞❡❝r❡❛s❡s
t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦st❡♦❜❧❛sts ✭xO✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♦st❡♦❜❧❛sts ❜❡❝♦♠❡s st❛✲
❜❧❡✳ ❆❢t❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 1000 ♠✐♥✉t❡s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦st❡♦❜❧❛sts ✐s st✐♠✉❧❛t❡❞✱
✐ts ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤♦♥❞r♦❝②t❡s✳ ❆❢t❡r
t❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❜❡❝❛♠❡ st❛❜❧❡✳

❲❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t♦ t❤❡ ♦st❡♦✲❛❞✐♣♦ s✇✐t❝❤ ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥s ✻✳✶✲✻✳✸✱ t❤❡
❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲♥t ♣❛t❤✇❛② ❛s st✐♠✉❧✉s t♦ ❜♦♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✮✳ ❲❡
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② tr❛♥s❧❛t❡ t❤❡ ❙❇▼▲ ♠♦❞❡❧ ❜② ❬✻✷❪ ✭❇✐♦❘✐❝❛ ♥♦❞❡ ❲◆❚ ✮ t♦ ✉s❡ t❤❡
❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❲♥t ♣❛t❤✇❛② ❛s st✐♠✉❧✉s t♦ ❡①♣r❡ss Runx2 t♦ ❢❛✈♦r
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ♦st❡♦❜❧❛sts✳ ❲❡ ❞❡t❡❝t ✐ts ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r β✲❝❛t❡♥✐♥✴❚❈❋✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤✇❛② ✐s ❛❝t✐✈❡ ✐❢ ✐t ✐s
s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤ ✭1.1 t✐♠❡s ✐ts ♥♦r♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 8.81nM−1✮✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
PPARγ✲♣❛t❤✇❛② ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss ✭❬✶✶✷❪✮ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ 1000 ♠✐♥✉t❡s✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✱ t❤❡ s②st❡♠ r❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ st✐♠✉❧✐ ❜②
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❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❡❧❧ ❢❛t❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❜♦♥❡ ♣r❡❝✉rs♦rs ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥

DIFFERENTIATION MODEL

State variables:  x
P

, x
O

, x
A

Constants:  n, a
A

, b
P

, m
P

, c
PP

, a
O

, b
O

, m
O

, c
OO

, c
OA

, c
OP

, 

a
A

, b
A

, m
A

, c
AA

, c
AO

, c
AP

, k
A

Input parameters:  z
D

, z
O

, z
A

, k
P 

,k
O

, k
A 

,a
P

Dynamics:

STIMULI MODELnormal_β/TCF=8.81

Transitions:

DIFF. STIMULUS |-  DIFFERENTIATE  ->  z
D

=1.0

β/TCF = 1.1 * normal_β/TCF |- ACTIVE  WNT -> z
O

=0.8

ADIPOCYTE STIMULUS |-  ACTIVE PPARγ  ->  z
A

=0.8

period(M)|- PROGENITOR DIVISION -> a
P

APOPTOSIS SIGNAL |- INC. PROG. DEATH -> k
P

=1.41* k
P

APOPTOSIS SIGNAL |- INC. OSTEO. DEATH -> k
O

=1.47* k
O

 APOPTOSIS
by Hcy

TIME~ Exp(0.0005)

TYSON
WNT

M β/TCF

  z
D

, z
O

, z
A

, k
P 

,k
O

, k
A

, a
P

DIFF.
STIMULUS

TIME~ Exp(0.01)

PPARγ
TIME~ Exp(0.0005)

APOPT.
SIGNAL

ADIPO.
STIMULUS

DIFF.
STIMULUS

TIME [min]

Activation 
osteoblast
 lineageActivation

 adipocyte
 lineage

Activation of 
differentiation

Progenitors
rel. to initial number
[%] Activation of differentiation
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ❚❤❡ ❝❡❧❧ ❢❛t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♠♦❞❡❧✿ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝❡❧❧ ❢❛t❡ ❢♦r
♦st❡♦✲❛❞✐♣♦ ♣r♦❣❡♥✐t♦r ❝❡❧❧s✳ ❇♦①❡s ❛♥❞ ❝✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧s ❤❡r❡ ✉s❡❞✱
❝♦❞❡❞ ❜② ❇✐♦❘✐❝❛ ♥♦❞❡s✳ ❊❞❣❡s r❡♣r❡s❡♥t ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❉■❋✲
❋❊❘❊◆❚■❆❚■❖◆ ▼❖❉❊▲ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ xP ✱ xO ❛♥❞ xA ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
♣r♦❣❡♥✐t♦rs✱ ♦st❡♦❜❧❛sts✱ ❛♥❞ ❛❞✐♣♦❝②t❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❙❚■▼❯▲■ ▼❖❉❊▲
❞❡✜♥❡s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❜② ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ✈❛❧✉❡s
t♦ ❉■❋❋❊❘❊◆❚■❆❚■❖◆ ▼❖❉❊▲✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❝✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦❞✲
❡❧s t♦ r❡❣✉❧❛t❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♦♣t♦s✐s✳ ❆♣♦♣t♦s✐s ♦❢ ♣r❡❝✉rs♦r ❛♥❞ ♦st❡♦❜❧❛st
❝❡❧❧s ✐s st✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❍❝② ✭❬✻✸❪✮ ❛t ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t✐♠❡ ✇✐t❤ ♠❡❛♥
2000 ♠✐♥✉t❡s✳ ❉✐✈✐s✐♦♥ ❤❛♣♣❡♥s ✐❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝❛rr✐❡s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠❛t✲
✉r❛t✐♦♥✱ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ M ✭❬✶✵✽❪✮✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ t♦ ❤❛♣♣❡♥ ❛❢t❡r
❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t✐♠❡ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ 100 ♠✐♥✉t❡s✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐✲
❝❛❧ ❲♥t ♣❛t❤✇❛② ✭♠♦❞❡❧ ✐♥ ❬✻✷❪✮ st✐♠✉❧❛t❡s ♦st❡♦❜❧❛st ❧✐♥❡❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞
500 − 1000 ♠✐♥✉t❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤✇❛② ♦❢ PPARγ ✭s✐♠✉❧❛t❡❞
❜② ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ 1000 ♠✐♥✉t❡s✮ t❤❡ ❛❞✐♣♦❝②t❡ ❧✐♥❡❛❣❡✳
■♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ ❝❡❧❧s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t ✇✐t❤
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♣r♦❣❡♥✐t♦rs✳

✾✷



✻✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ♣r♦❣❡♥✐t♦r✲✱ ♦st❡♦❜❧❛st✲
❛♥❞ ❛❞✐♣♦❝②t❡✲st❛t❡ ❜✐♦✲♠❛r❦❡rs ✐♥❝r❡❛s❡ ✭✈❛r✐❛❜❧❡s xP , xO, xA✮✳ ❆❢t❡r ♥❡❛r ✶✵✵ ♠✐♥✲
✉t❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✐s st✐♠✉❧❛t❡❞✿ xP ❞❡❝r❡❛s❡s ✉♥t✐❧ ❜❡❝♦♠✐♥❣ st❛❜❧❡ ✇❤✐❧❡ xO

❛♥❞ xA ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡✳ ❆❢t❡r t❤❛t ✭♥❡❛r 500 ♠✐♥✉t❡s✮ t❤❡ ❲♥t s✐❣♥❛❧
✭β✲❝❛t❡♥✐♥✴❚❈❋ ❝♦♠♣❧❡① s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✮ ✐s r❡❝❡✐✈❡❞ t♦ st✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❜♦♥❡ ❢♦r♠❛✲
t✐♦♥✿ xO ✐♥❝r❡❛s❡s ✐ts ❣r♦✇t❤ ✇❤✐❧❡ xA ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥❡❛r 700 ♠✐♥✉t❡s t❤❡
PPARγ✲♣❛t❤✇❛② ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞✿ xA ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤✐❧❡ xO ❞❡❝r❡❛s❡s ✉♥t✐❧ ❜♦t❤ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠✐♥❣ st❛❜❧❡✳

✻✳✹✳✸ ❈♦♥s♦❧✐❞❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s

❲❡ ♥❡①t ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♦st❡♦✲❛❞✐♣♦ ♣r♦❣❡♥✐t♦r ❝❡❧❧s✱ ♦st❡♦❜❧❛sts ❛♥❞
❛❞✐♣♦❝②t❡s✱ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❞✐✈✐s✐♦♥ st✐♠✉❧✐✱ ❢❛✈♦r✐♥❣ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡❛❣❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❜♦♥❡
♦r ❢❛t ❢♦r♠❛t✐♦♥✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ❛♣♦♣t♦s✐s st✐♠✉❧✐✳ ❲❡ s❤♦✇ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ ♦st❡♦❜❧❛sts✱
❛❞✐♣♦❝②t❡s ❛♥❞ ♣r♦❣❡♥✐t♦rs r❡❧❛t✐✈❡s t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♣r♦❣❡♥✐t♦rs ✭❋✐❣✉r❡
✻✳✼✮✳

■t ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t ✐♥✐t✐❛❧❧② t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤✐❣❤ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r♦❣❡♥✐t♦rs ❛♥❞ ❛❜s❡♥❝❡
♦❢ ❛❞✐♣♦❝②t❡s ❛♥❞ ♦st❡♦❜❧❛sts✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✱ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ♣r♦❣❡♥✐t♦r
❝❡❧❧s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ st✐♠✉❧✉s ✐s ❢❛✈♦r❡❞✱ ❛rr✐✈✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♥❞✱ ❜② t❤❡ ❛♣♦♣✲
t♦t✐❝ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❍❝②✳ ❆❞✐♣♦❝②t❡s ❡①❤✐❜✐t ❤✐❣❤❡r ❣r♦✇t❤ r❛t❡s t❤❛♥ ♦st❡♦❜❧❛sts✱ ❜✉t
❜♦♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❢❛✈♦r❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲♥t ♣❛t❤✇❛② ❞✉r✐♥❣ 500 ♠✐♥✲
✉t❡s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛t ✐s st✐♠✉❧❛t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ 600 ♠✐♥✉t❡s ♦❢ t❤❡ PPARγ
♣❛t❤✇❛② ❛❝t✐✈✐t②✳

✻✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ♠♦❞❡❧❡❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❝❡❧❧ ❢❛t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✇❤❡♥ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ♦st❡♦✲❛❞✐♣♦
♣r♦❣❡♥✐t♦r ❝❡❧❧s t♦ ❜♦♥❡ ✭♦st❡♦❜❧❛sts✮ ❛♥❞ ❢❛t ✭❛❞✐♣♦❝②t❡s✮ ❝❡❧❧s✳ ❇♦♥❡ ❛♥❞ ❢❛t ❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ♠❛♥② ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❝❡ss❡s✳ Pr♦❣❡♥✐t♦r ❝❡❧❧s ❞✐✈✐❞❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡
✐♥t♦ ♦st❡♦❜❧❛sts ♦r ❛❞✐♣♦❝②t❡s✱ ♦r ❞✐❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ r❡❣✉❧❛t♦r② ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❲✐t❤ t❤❡
♠♦❞❡❧s ❤❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇❡ ❝❛♥ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❜♦♥❡ ❛♥❞ ❢❛t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜②
st✐♠✉❧❛t✐♥❣ ✭♦r ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣✮ t❤❡ ❲♥t ♣❛t❤✇❛②✱ t❤❡ PPARγ ♣❛t❤✇❛②✱ t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢
♣r♦❣❡♥✐t♦r ❝❡❧❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♦♣t♦s✐s ♦❢ ♣r♦❣❡♥✐t♦r ♦r ♦st❡♦❜❧❛st ❝❡❧❧s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s
✉s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡s t♦ tr❡❛t♠❡♥ts ♦❢ ❜♦♥❡ ♠❛ss ❞✐s♦r❞❡rs ✐♥
s✐❧✐❝♦✱ ❛♥❞ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♥❡✇ ♠❡❞✐❝❛❧ str❛t❡❣✐❡s ❜❡❢♦r❡ t❡st✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥
♠✐❝❡ ♦r ♦t❤❡r ❛♥✐♠❛❧s ✐♥ ✈✐tr♦ ♦r ✐♥ ✈✐✈♦✳

❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛s✐s✱ ✇❡ ✉s❡❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
♣r♦❝❡ss❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s✱ s✇✐t❝❤❡❞ s②st❡♠s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ st✐♠✉❧✐ ❡✛❡❝ts✱
❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❣✲
✉❧❛t♦r② ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❲❡ ❝♦❞❡✱ s✐♠✉❧❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s❡ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇✐♦❘✐❝❛ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ✭❇✐♦❘✐❝❛✮✳ ❇✐♦❘✐❝❛ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ s✇✐t❝❤❡❞ s②st❡♠s✱ t♦ r❡✉s❡ ♠♦❞❡❧s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r ❙❇▼▲ ❢♦r♠❛t ✭❬✺✻❪✮ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ✢❡①✐❜✐❧✐t② t♦ ♠❛❦❡
❢✉t✉r❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛♥❞ t♦ r❡✉s❡ ♠♦❞❡❧s✳

❚♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❝❡❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ♦st❡♦✲❛❞✐♣♦ s✇✐t❝❤ ♠♦❞❡❧✳
❍❡r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣❡♥❡ ❘❯◆❳✷ ❛s ❜✐♦✲♠❛r❦❡r ❢♦r t❤❡ ♦st❡♦❜❧❛st ❧✐♥❡❛❣❡ ❛♥❞

✾✸
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❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❡❧❧ ❢❛t❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❜♦♥❡ ♣r❡❝✉rs♦rs ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥

PPARγ ❢♦r t❤❡ ❛❞✐♣♦❝②t❡ ❧✐♥❡❛❣❡ ✭❋✐❣✉r❡s ✻✳✷ ❛♥❞ ✻✳✻✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❲♥t ♣❛t❤✇❛② t♦ ❡①t❡r♥❛❧❧② s✐♠✉❧❛t❡ ❛ st✐♠✉❧✉s t♦ t❤❡ ♦st❡♦❜❧❛st ❧✐♥✲
❡❛❣❡ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❞✐♣♦❝②t❡ ❧✐♥❡❛❣❡ ✇❛s st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❆s
❛ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ✇❛② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ st✐♠✉❧❛t♦r② ❡✛❡❝t ♦❢ ❲♥t✴β✲❝❛t❡♥✐♥
❛♥❞ PPARγ ♦♥ ❜♦♥❡ ❛♥❞ ❢❛t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ s✐❧✐❝♦✳ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡s❡ st✐♠✉❧✐✱ ✇❡
❝❛♥ s✇✐t❝❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t♦ ❢❛✈♦r ❜♦♥❡ ♦r ❢❛t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡
tr❡❛t♠❡♥ts ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ♣r❡✈❡♥t ♦r r❡❞✉❝❡ ❜♦♥❡ ♠❛ss ❞✐s♦r❞❡rs s✉❝❤ ❛s ♦st❡♦♣♦r♦s✐s✳
■♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❥✉st t❤✐s ♠♦❞❡❧ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs✱ s✉❝❤ ❛s
❛❣✐♥❣✱ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❲❤✐❧❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ s❤♦✇ ❤✐❣❤ t❡♥❞❡♥❝② t♦ r❡❣❡♥✲
❡r❛t❡ ❜♦♥❡✱ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s s❧♦✇❡r ✐♥ ❛❞✉❧ts✱ ✇❤♦ ✐♥ t✉r♥ ❢♦r♠ ❢❛t t✐ss✉❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r
❢❛❝✐❧✐t② ✭❬✶✾✱ ✶✵✷❪✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ♣❛r❛❞♦① ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ss❡ss❡❞ ❜② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡
❛❣✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ③ ♦❢ ♦✉r ♠❛✐♥ ♦st❡♦✲❛❞✐♣♦ s✇✐t❝❤ ♠♦❞❡❧✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❜♦♥❡
❢♦r♠❛t✐♦♥✿ t❤❡ ❝❡❧❧ ❢❛t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ✭❋✐❣✉r❡s ✻✳✸ ❛♥❞ ✻✳✼✮ ❛ ❝♦♠✲
♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❢♦✉r ❡ss❡♥t✐❛❧ ❝❡❧❧ ♣r♦❝❡ss❡s✿ ❝❡❧❧ ❣r♦✇t❤✱ ❝❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥✱ ❝❡❧❧
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♦♣t♦s✐s✳ ❖✉r ❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥t❡❣r❛t❡s t❤❡ ❬✶✵✽❪ ♠♦❞❡❧
t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s ❤♦✇ ❝❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥ ✐s r❡❣✉❧❛t❡❞✱ t❤❡ ❲♥t ♣❛t❤✇❛②✲♠❡❞✐❛t❡❞ ✭✭❬✻✷❪✮ st✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦st❡♦❜❧❛st ❧✐♥❡❛❣❡ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t✱ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s t♦ st✐♠✉❧❛t❡ ❣❡♥❡r✐❝
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞✐♣♦❝②t❡ ❧✐♥❡❛❣❡✱ ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠♠❡❞ ❝❡❧❧ ❞❡❛t❤ ✭❬✻✸❪✮✳

❆s ❛ ♣r✐♠❛r② st❡♣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❧② ❛ ❧✐♠✐t❡❞ s❡t ♦❢ r❡❣✉❧❛t♦r②
❡✈❡♥ts ❞✉r✐♥❣ ❝❡❧❧ ❢❛t❡ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs t❤❛t ❛✛❡❝t ❧✐❢❡
❛♥❞ ❞❡❛t❤ ♦❢ ❜♦♥❡ ❝❡❧❧s ✭❬✼✻✱ ✶✻❪✮✳ ❆❧s♦✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♣♦♣t♦s✐s✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t
❢❛❝t♦rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♣r♦t❡✐♥ s❝❧❡r♦st✐♥ ✭❛ ❜♦♥❡ ♠♦r♣❤♦❣❡♥❡t✐❝ ♣r♦t❡✐♥ t❤❛t ❢✉♥❝t✐♦♥s
❛s ❛ ❇▼P ❛♥t❛❣♦♥✐st✮ ♣r♦❞✉❝❡ ♠❛r❦❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝❛s♣❛s❡ ❛❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❛♣♦♣t♦s✐s ♦❢
❤✉♠❛♥ ♠❡s❡♥❝❤②♠❛❧ st❡♠ ❝❡❧❧s ❬✶✵✸❪✳ ❚❤❡ t✉♠♦r s✉♣♣r❡ss♦r ♣r♦t❡✐♥ ♣✺✸ ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞
✐♥ ❛♣♦♣t♦s✐s t♦♦✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢
❜♦♥❡ r❡♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❖st❡♦❝❧❛sts✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♦st❡♦❜❧❛sts✱ ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♦❢ ❜♦♥❡
r❡s♦r♣t✐♦♥✳ ❖st❡♦❜❧❛sts ❢♦r♠ ❜♦♥❡ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ✐♥t♦ ♦st❡♦❝②t❡s ♦r ❧✐♥✐♥❣ ❝❡❧❧s
✭❬✼✻❪✮✳ ❆s r❡♣♦rt❡❞ ❡❛r❧✐❡r ✭❬✻✾❪✮ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❲♥t ♣❛t❤✇❛② ❤❛s ❛ ❛❧s♦ ❛ r❡❣✉❧❛t♦r②
r♦❧❡ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❜♦♥❡ r❡♠♦❞❡❧✐♥❣✳

▼❛❝❛rt❤✉r ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ✭❬✼✸❪✮ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❡①♣❧❛✐♥
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞s ♦st❡♦❜❧❛sts✱ ❝❤♦♥❞r♦❝②t❡s ❛♥❞ ❛❞✐♣♦❝②t❡s✳ ❚❤❡② ❞❡✜♥❡ ❛
♣❧✉r✐♣♦t❡♥❝② ❝✐r❝✉✐t ✭♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❖❈❚✹✱ ❙❖❳✷ ❛♥❞ ◆❆◆❖●✮ t♦ r❡❣✉❧❛t❡ ♣r❡❝✉rs♦r
❝❡❧❧s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ❛ ♠✉t✉❛❧❧② ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ✭♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❘❯◆❳✷✱
❙❖❳✾ ❛♥❞ PPARγ✮ t♦ r❡❣✉❧❛t❡ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡❛❣❡✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ st✐♠✉❧✐ ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜②
s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ st✐♠✉❧✐
♠♦❞❡❧s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❤❡r❡✳

■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❛❞❥✉st❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛❞✉❧t ❤✉♠❛♥ ❝❡❧❧s ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❬✼✻✱ ✸✷✱ ✾✼✱ ✺❪✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ ❝✉❧t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♦❢ ♦st❡♦✲❛❞✐♣♦ ♣r♦❣❡♥✐t♦r ❝❡❧❧s✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡✲❛❞❥✉st t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✇✐t❤ str✐❝t❡r ❛❝❝✉r❛❝② t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡ ✐ts ❜❡❤❛✈✲
✐♦r✳ ❲❡ ♠❛② ❤❛✈❡ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❝❡❧❧s t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ✐♥t♦
♦st❡♦❜❧❛sts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛❞✐♣♦❝②t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❲♥t ♣❛t❤✇❛② t♦ s❡❧❡❝✲
t✐✈❡❧② st✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❘✉♥①✷✳ ❆❧s♦✱ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ r❡❛❣❡♥ts ❧✐❦❡
❘●❩ ✭r♦s✐❣❧✐t❛③♦♥❡✮ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❛❝t✐✈❛t❡ t❤❡ PPARγ ♣❛t❤✇❛② ❛♥❞ ✐♥✲
❞✉❝❡ ❛❞✐♣♦❝②t❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❬✶✶✶❪✮✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝r♦ss✲❧✐♥❦ t❤❡ ❡✛❡❝ts ❣❡♥❡r❛t❡❞

✾✹



✻✳✻✳ ❖t❤❡r ❝❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s

❜② t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♣❛t❤✇❛②s✳

✻✳✻ ❖t❤❡r ❝❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s

❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡✱ ❝♦❞❡ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡ ❛♥♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❝❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐✛❡r✲
❡♥t✐❛t✐♦♥ ♥♦t ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❜♦♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✿ t❤❡ ❬✹✵❪ ♠♦❞❡❧ t♦ r❡❣✉❧❛t❡
❝❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜② ❬✺✺❪ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦♦❞ ❝❡❧❧s✳

(A) (B)
const vm1=3.0;vm3=1.0;vi=0.025;

vd=0.25;Kd=0.02;
kd=0.01;k1=0.005;
k2=0.005;k3=0.005;
k4=0.005;kc=0.5;
v2=1.5;v4=0.5;

node GOLDBETER
state c,m,x:[0,1];

eqdiff 
dc=vi-vd*x*(c/(Kd+c))-kd*c;
dm=(c/(kc+c))*vm1*((1-m)/(k1+(1-m)))

-v2*(m/(k2+m));
dx=m*vm3*((1-x)/(k3+(1-x)))-v4*(x/(k4+x));

init
c:=0.01,m:=0.01,x:=0.01;

edon

const vm1=3.0;vm3=1.0;vi=0.025;vd=0.25;Kd=0.02;
kd=0.01;k1=0.005;k2=0.005;k3=0.005;
k4=0.005;kc=0.5;v2=1.5;v4=0.5;

node GOLDBETER_affine
         state c,m,x:[0,1];km1,km2,kx1,kx2:{0,1};
         event on_km1,off_km1,on_km2,off_km2,on_kx1,off_kx1, on_kx2,off_kx2;
         eqdiff 

dc=vi-vd*x*(c/(Kd+c))-kd*c;
dm=(c/(kc+c))*vm1*min(((1-m-(k1/5))/(8*(k1/5)))*km1,1)-
        v2*min(((m-(k2/5))/(8*(k2/5)))*km2,1);
dx=m*vm3*min(((1-x-(k3/5))/
        (8*(k3/5)))*kx1,1)-v4*min(((x-(k4/5))/(8*(k4/5)))*kx2,1);
trans

m< (1-(9*k1/5)) |- on_km1 -> km1:=1;
m>= (1-(k1/5)) |- off_km1 -> km1:=0;
m> 9*k2/5 |- on_km2 -> km2:=1;
m<= k2/5 |- off_km2 -> km2:=0;
x< (1-(9*k3/5)) |- on_kx1 -> kx1:=1;
x>= (1-(k3/5)) |- off_kx1 -> kx1:=0;
x> 9*k4/5 |- on_kx2 -> kx2:=1;
x<= k4/5 |- off_kx2 -> kx2:=0;

init
c:=0.01,m:=0.01,x:=0.01;

edon

Time [min] Time [min]

❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ❇✐♦❘✐❝❛ ❝♦❞❡s ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●♦❧❞❜❡t❡r ♠♦❞❡❧ ✭❬✹✵❪✮ ♦❢
r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥✳ ✭❆✮ ❚❤❡ ●♦❧❞❜❡t❡r ♠♦❞❡❧✳ ✭❇✮ ❚❤❡ ●♦❧❞❜❡t❡r ♠♦❞❡❧
s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❛✣♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❍✐❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭h+(C, Kd, 1)
❛♥❞ h+(C, Kc, 1) ❛r❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡s✮ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞s θ1 = θ

5 ❛♥❞

θ2 = 9θ
5 ✳ ❈❡❧❧ ♠✐t♦s✐s ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ❤❛♣♣❡♥ ❡❛❝❤ t✐♠❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ M

✭❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦♠♦t✐♥❣ ❢❛❝t♦r▼P❋ ✮ r❡❛❝❤❡s t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞
✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❡r✐♦❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐t♦s✐s ✐s 25 ♠✐♥✉t❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✳

✻✳✻✳✶ ❘❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❜② ●♦❧❞❜❡t❡r ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ●♦❧❞❜❡t❡r ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❬✶✵✽❪✳ ■t ✭❬✹✵❪✮ ❣✐✈❡s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠✐t♦t✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ❝②❝❧✐♥ ❛♥❞ ❝❞❝✷ ❦✐♥❛s❡ t❤❛t ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♠❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛rr✐✈✐♥❣ t♦
t❤❡ ❝❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦ ✭❡q✉❛t✐♦♥s ✻✳✹✲✻✳✻✮
❜❡t✇❡❡♥ C t❤❡ ❝②❝❧✐♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ M t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝❞❝✷ ❦✐♥❛s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ X t❤❡
❛❝t✐✈❡ ❝②❝❧✐♥ ♣r♦t❡❛s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ 1 − M t❤❡ ✐♥❛❝t✐✈❡ ✭✐✳❡✳ ♣❤♦s♣❤♦r②❧❛t❡❞✮❝❞❝✷
❦✐♥❛s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ 1−X t❤❡ ✐♥❛❝t✐✈❡ ✭✐✳❡✳ ❞❡♣❤♦s♣❤♦r②❧❛t❡❞✮ ❝②❝❧✐♥ ♣r♦t❡❛s❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳

Ċ(t) = vi − vd · X · h+(C, Kd, 1) − kd · C✱ ✭✻✳✹✮

Ṁ(t) = h+(C, Kc, 1) · VM1 · h
+(1 − M, K1, 1) − V2 · h

+(M, K2, 1)✱ ✭✻✳✺✮

Ẋ(t) = M · VM3 · h
+(1 − X, K3, 1) − V4 · h

+(X, K4, 1)✱ ✭✻✳✻✮

✾✺



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❡❧❧ ❢❛t❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❜♦♥❡ ♣r❡❝✉rs♦rs ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥

✇✐t❤ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs vi = 0.025✱ vd = 0.25✱ Kd = 0.02✱ kd = 0.01✱ Kc = 0.5✱
VM1 = 3✱ K1 = K2 = K3 = K4 = 0.005 ❛♥❞ VM3 = 1 ❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞
✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s C = M = X = 0.01✳ ❍✐❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② h+(C, Kd, 1) = C

Kd+C
✱

h+(C, Kc, 1) = C
Kc+C

✱ h+(1 − M, K1, 1) = 1−M
K1+(1−M)

✱ h+(M, K2, 1) = M
K2+M

✱ h+(1 −

X, K3, 1) = 1−X
K3+(1−X)

✱ ❛♥❞ h+(X, K4, 1) = X
K4+X

✳ ❍❡r❡ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❇✐♦❘✐❝❛✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✮✳ ❖♥❡
♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐t♦s✐s ✐s ❛r♦✉♥❞ 25 ♠✐♥✉t❡s✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❛✣♥❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ h+(1 − M, K1, 1)✱
h+(M, K2, 1)✱ h+(1 − X, K3, 1)✱ ❛♥❞ h+(X, K4, 1)✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❝❤❛♥❣❡ ❜✉t ♥♦t t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✭❇✮✮✳ ❚❤♦✉❣❤✱ ✐♥ ❝♦♠✲
♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❬✶✵✽❪ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✮ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡s ❛♥ s♠❛❧❧❡r ♣❡r✐♦❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✐t♦s✐s
✭25 ♠✐♥✉t❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ 35 ♠✐♥✉t❡s✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛❧✉❡s ♦❢
❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❡r✐♦❞✳ ❖♥❧② t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥ ❡ss❡♥❝❡✳

✻✳✻✳✷ ❈❡❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦♦❞ ❝❡❧❧s

❆♥♦t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s t❤❛t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❣❡♥✐t♦r ❝❡❧❧s ❞❡❝✐❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❤✐t❡
❛♥❞ r❡❞ ❜❧♦♦❞ ❝❡❧❧s ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✮✳ ❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
♦❢ ❞✐s❡❛s❡s ❛♥❞ s♣♦rts ♠❡❞✐❝✐♥❡✳ ❖♥❡ r❡q✉✐r❡s ❛ ❜✐❣❣❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐t❡ ❜❧♦♦❞
❝❡❧❧s t♦ ❝♦♠❜❛t ❞✐s❡❛s❡s✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♦①②❣❡♥ tr❛♥s♣♦rt ✭r❡❞ ❜❧♦♦❞ ❝❡❧❧s✮ t♦
r❡❛❧✐③❡ s♣♦rts ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳

❍❡r❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❬✺✺❪✱ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥✲
t✐❛t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜✐♦✲♠❛r❦❡rs GATA1 ❛♥❞ PU.1✱ ❢♦r r❡❞ ❜❧♦♦❞ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ✇❤✐t❡
❜❧♦♦❞ ❝❡❧❧s ❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r② s②st❡♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❍✐❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❡q✉❛t✐♦♥s ✻✳✼✲✻✳✽✮✳ ❚❤❡
♠❘◆❆ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❞ ❜❧♦♦❞ ❝❡❧❧s ♠❛r❦❡r ✐s ❞❡♥♦t❡❞ xR ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ t❤❡ ✇❤✐t❡ ❜❧♦♦❞ ❝❡❧❧s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ xW ✳

ẋR(t) = aR · h+(xR, θaR
, n) + bR · h−(xW , θbR

, n) − kR · xR✱ ✭✻✳✼✮

ẋW (t) = aW · h+(xW , θaW
, n) + bW · h−(xR, θbW

, n) − kW · xW ✱ ✭✻✳✽✮

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts aR ❛♥❞ aW ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛✉t♦✲st✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❛t❡s✱ bR

❛♥❞ bW ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝r♦ss✲✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✱ kR ❛♥❞ kW ❛r❡ ❞❡❝❛② ❛❝t✐✈✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡
❡①♣♦♥❡♥t n = 4✱ ❛♥❞ t❤❡ θs ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞s✳ ❲❡ ♠♦❞❡❧ s♦♠❡
s❝❡♥❛r✐♦s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦✈❡r t✐♠❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛✉t♦✲
st✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❛t❡ ✭aR ❢♦r r❡❞ ❜❧♦♦❞ ❝❡❧❧s ❛♥❞ aW ❢♦r ✇❤✐t❡ ❜❧♦♦❞ ❝❡❧❧s✮✳ ❙♦✱ t❤❡ st✐♠✉❧✐
❢♦r ❡❛❝❤ ❧✐♥❡❛❣❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✻✳✾✱ ✻✳✶✵✳

ȧR(t) = −λR · aR✱ ✭✻✳✾✮

ȧW (t) = −λW · aW ✱ ✭✻✳✶✵✮

✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❛✉t♦✲st✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❛t❡ aR(0) = aW (0) = 1.0✱ r❛t❡s ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡
λR ❛♥❞ λW ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st✉❞✐❡❞ s❝❡♥❛r✐♦s ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✮✳ ❋♦r λR = 0.7
❛♥❞ λW = 0.5 ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✱ ❝❛s❡ ✭❈✮✮✱ t❤❡ ❛✉t♦✲st✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ ✇❤✐t❡ ❜❧♦♦❞ ❝❡❧❧s
❜❡❝♦♠❡s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ ✇❤♦s❡ ♦❢ r❡❞ ❜❧♦♦❞ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ ♦♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛
st✐♠✉❧✉s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ r❡❞ ❜❧♦♦❞ ❝❡❧❧s ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✮✳

✾✻



✻✳✻✳ ❖t❤❡r ❝❡❧❧ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s

const n=4; kR=1.0; kW=1.0; thetaW=0.5; thetaR=0.5; bW=1.0;
const bR=1.0; aW_0=1.0; aR_0=1.0;
const lambdaR=0.5; lambdaW=0.5; # case (A) 

# const lambdaR=0.5; lambdaW=0.7; # case (B)
# const lambdaR=0.7; lambdaW=0.5; # case (C)  

formula hposR=pow(xR,n)/(pow(thetaR,n)+pow(xR,n));
formula hnegR=pow(thetaR,n)/(pow(thetaR,n)+pow(xW,n));
formula hposW=pow(xW,n)/(pow(thetaW,n)+pow(xW,n));
formula hnegW=pow(thetaW,n)/(pow(thetaW,n)+pow(xR,n));
node DIFF

state xR,xW:FLOAT;
flow aR,aW:FLOAT:in;GATA1_REL,PU1_REL:FLOAT:out;
eqdiff 

dxR=aR*hposR+bR*hnegR-kR*xR;
dxW=aW*hposW+bR*hnegW-kW*xW;

init
xR:=1.5,xW:=0.2;

assert
GATA1_REL=xR/1.5;
PU1_REL=xW/0.2;

edon

node STIMULUS
state _aR,_aW:FLOAT;
flow aR,aW:FLOAT:out;
eqdiff

d_aR=-lambdaR*_aR;
d_aW=-lambdaW*_aW;

init
_aR:=1.0,_aW:=1.0;

assert
aR=_aR;
aW=_aW;

edon

node main
sub

S:STIMULUS;
D:DIFF;

assert
D.aR=S.aR;
D.aW=S.aW;

edon Time [hour]
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ❇✐♦❘✐❝❛ ❝♦❞❡ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ r❡❞✲✇❤✐t❡ ❜❧♦♦❞ ❝❡❧❧s ❞✐✛❡r✲
❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❬✺✺❪✮✳ ❚❤❡ ♣r♦✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ st✐♠✉❧✐ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ❧✐♥❡❛❣❡
✭r❡❞ ❛♥❞ ✇❤✐t❡ ❜❧♦♦❞ ❝❡❧❧s✮ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛✉t♦✲st✐♠✉❧❛t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦✈❡r t✐♠❡ ✇❤♦s❡ r❛t❡ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡ λ ❞✐❢✲
❢❡r✳ ■♥ ❝❛s❡ ✭❆✮ ❜♦t❤ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ λR = λW = 0.5✱ ✐♥ ✭❇✮ λR = 0.5
❛♥❞ λw = 0.7✱ ❛♥❞ ✐♥ ✭❈✮ λR = 0.7 ❛♥❞ λw = 0.5✳ P❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ n = 4✱
kR = kW = bR = bW = 1✱ ❛♥❞ t❤❡ θ✬s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❤❛✈❡ ✈❛❧✉❡ 0.5✳ ❆s ✐♥ ❬✺✺❪✱
✇❡ s❤♦✇ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ xR ✭GATA1✮ ❛♥❞ xW ✭PU.1✮ ♦✈❡r t✐♠❡✳

✾✼



✾✽



❈❤❛♣t❡r ✼

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

✼✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❍②❜r✐❞ s②st❡♠s ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ♠♦❞❡❧
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t
❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❧❛✇s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ r❡✉s✐♥❣ ❛♥❞ r❡❝♦♥❝✐❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✳
❈♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❣r❛❞✉❛❧
❝❤❛♥❣❡s ♦✈❡r t✐♠❡✱ ❛♥❞ s✇✐t❝❤❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❧❛✇s ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦r ❢♦r
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s✳

❲❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ st♦❝❤❛st✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥✲
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❝❤❛♥❣❡s✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥✐♥❣ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✿ ✇✐t❤
❝♦❡✣❝✐❡♥t s✇✐t❝❤❡s ❛♥❞ ✇✐t❤ str♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❤❛✈❡
❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❇✐♦❘✐❝❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✲
❝❧✉❞❡s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t♦ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❛❧ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✳
❲❡ ❞❡t❡❝t❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥s✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦❡❞ ♣♦ss✐❜❧❡
s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❆s r❡s✉❧t✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥ ✇❡ ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐✲
❝❛❧ s②st❡♠s ❛s ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s t❤❛t ✐♥t❡❣r❛t❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❞✐s❝r❡t❡✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱
st♦❝❤❛st✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ❆s r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
✇✐t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s✉❜st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✇✐♥❡
❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s✱ ❛♥❞ ❝❡❧❧ ❢❛t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✐♥ ❜♦♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤r❡❡ st❡♣s ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ s♦❧✈✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣✳
❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡♠ ❤❡r❡✳

■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ st❡♣✱ ✇❡ ❜❡❣❛♥ ❜② ❢♦r♠❛❧✐③✐♥❣ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❤②❜r✐❞ s②s✲
t❡♠s t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s✿
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❉❆❊s✮✱ ♦r ♦t❤❡r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥♥❡❝t ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s ❜❡❤❛✈✐♦rs ❜② ✉s✐♥❣ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚♦
♠♦❞❡❧ ❞✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞②✲
♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱
♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♦r st♦❝❤❛st✐❝✳ ❇♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥t❡r❛❝t✳ ❙♦✱ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥
t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s s✇✐t❝❤✲
✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈♦❦❡❞ ❜② s♣❡❝✐✜❝

✾✾



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▼♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✲
♦✉s ♠♦❞❡❧ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭❝♦❡✣❝✐❡♥t s✇✐t❝❤❡s✮ ♦r ❜②
♠♦❞✐❢②✐♥❣ str♦♥❣❧② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭str♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s✮✳ ❲✐t❤ t❤✐s t❤❡♦r② ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r
❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝❤❛♥❣❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ♦♥❡ ✉s❡s ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥t s✇✐t❝❤❡s ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♠♦❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ♦r ♦♥❡ ✉s❡s str♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡✉s❡❞✳

■♥ t❤❡ s♦❧✈✐♥❣ st❡♣ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ st❡♣s ♥❡❡❞❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❤②❜r✐❞
s②st❡♠s ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮✳ ❆❢t❡r ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢
t❤❡ s②st❡♠✱ ❜❡❣✐♥ ❛ s♦❧✈✐♥❣✴✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆t ❛♥② ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ t❤❡
♠♦❞❡❧ ✐s s♦❧✈❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ✭❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✈❛❧✉❡s ♦r str♦♥❣
s✇✐t❝❤❡s✮ ✇❤❡♥ ❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❣✉❛r❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ GUARD(x, mode, time)✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss
✜♥✐s❤❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ END(x, mode, time) ✐s ✈❡r✐✜❡❞✳ ■♥ t❤❡ t❤✐r❞ st❡♣ ✇❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❇✐♦❘✐❝❛✳

❚❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✿ ❢r♦♠
♣r♦❝❡ss❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❤✐❣❤ t♦ t❤♦s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ✈❡r② ♣♦♦r✱
❢r♦♠ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣❡s ♦✈❡r t✐♠❡ t♦ ♦t❤❡r ♦♥❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜❡✲
❤❛✈✐♦r ❝❤❛♥❣❡s ❢♦r❝❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♦❢ ♠♦❞❡❧ t②♣❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t
♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦♠❡ ❛ss✉♠❡✲❣✉❛r❛♥t❡❡ r✉❧❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❍②✲
❜r✐❞ s②st❡♠s ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡♠✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❙✇✐t❝❤❡❞ s②st❡♠s ✐s ❛ss✉r❡❞
❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻ ✐♥ ❬✶✽❪✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❍②❜r✐❞ s②st❡♠s ❛r❡ ❍②✲
❜r✐❞ s②st❡♠s✱ ❛♥❞ r❡✜♥❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❢♦r♠✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦s❡❞ s②st❡♠ r❡s✉❧t
✐♥ r❡✜♥❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ s②st❡♠✳ ❲✐t❤ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
✐♥ ❇✐♦❘✐❝❛ ✇❡ ❛ss✉r❡ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ s❤❛r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛s✐s ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❇✐♦❘✐❝❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❲❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐✲
♦✉s ❇✐♦❘✐❝❛ ✈❡rs✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢
✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣
r❡❛❧ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✱ ❝♦♠♣♦s✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s✳ ❲❡ ✐❞❡♥✲
t✐✜❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ♥♦✲✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❇✐♦❘✐❝❛
✈❡rs✐♦♥✳ ❋♦r ❞✐s❝r❡t❡ s②st❡♠s✱ ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❜❛s✐❝ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚♦
❞❡s❝r✐❜❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s②st❡♠s ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤
❝❛rr✐❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s✳ ❲❡ ❣❛✈❡ ❛ ❇✐♦❘✐❝❛ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❍②❜r✐❞
❙②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛ss✉r❡s t❤❡ ✐♥t❡❣r✐t② ♦❢
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦❢ ❙✇✐t❝❤❡❞ ❙②st❡♠s ❜② ✉s✐♥❣
t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝❤❛♥❣❡s✿ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s✇✐t❝❤❡s ❛♥❞ str♦♥❣ s✇✐t❝❤❡s✱ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞
❛ ♥❡✇ ❇✐♦❘✐❝❛ s②♥t❛① t♦ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❍②❜r✐❞ ❙②st❡♠s✳

❲❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡♠❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝✉rr❡♥t ✐♥t❡r❡st✿ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✉s✐♥❣
♦❢ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♣❛t❤✇❛②s ❛♥❞ ●❡♥❡ ❘❡❣✉❧❛t♦r② ◆❡t✇♦r❦s✳
❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s ✐s ❛ ❦♥♦✇♥ ✇❛② t♦ ❜✉✐❧❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢
❝♦♠♣❧❡① ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ✭❬✶✵✾✱ ✸✸❪✮✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ❇✐♦❘✐❝❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦
❛❧❧♦✇ ✉s t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♥❡❡❞✱ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❜② ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣
t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣♦rt✐♥❣ ❙❇▼▲ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
♠❡t❛❜♦❧✐❝ ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ ●❡♥❡ ❘❡❣✉❧❛t♦r② ◆❡t✇♦r❦s ✭❬✶✷❪✮ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ ❛s ❛ ✇❛② t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥❞✐r❡❝t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♥❡s✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❜❡tt❡r ❞❡s❝r✐♣✲
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✼✳✷✳ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦

t✐♦♥s ♦❢ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ♠♦❞❡❧ ❝❡❧❧ ❢❛t❡
❞❡❝✐s✐♦♥s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❜♦♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ●❡♥❡ ❘❡❣✉❧❛t♦r② ◆❡t✇♦r❦ ❛♥❞
s♣❡❝✐✜❝ ♣❛t❤✇❛②s t♦ st✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❛r❣❡t ❣❡♥❡s✳ ❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t✇♦
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿ r❡❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✇✐♥❡ ❢❡r♠❡♥✲
t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❝❡❧❧ ❢❛t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❧❡❛❞✐♥❣ ❜♦♥❡ ❛♥❞ ❢❛t ❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❲❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ t❤❡ r❡❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛s❡ ♦❢
❍②❜r✐❞ ❙②st❡♠✱ ❛♥❞ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ r❡❝♦♥❝✐❧✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡
✇✐♥❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧s✿ ❈♦❧❡♠❛♥ ✭❬✷✽❪✮✱ ❙❝❛❣❧✐❛ ✭❬✾✹❪✮ ❛♥❞ P✐③❛rr♦ ✭❬✽✺✱
✾✷❪✮✳ ❲❡ ❜✉✐❧t ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
♦❢ ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦ ❡①♣❧❛✐♥
t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ②❡❛st ❜✐♦♠❛ss✱ ❡t❤❛♥♦❧ ❛♥❞
s✉❣❛r❀ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❢♦✉r ❢❛❝t♦rs✿ ✐♥✐t✐❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ s✉❣❛r ❛♥❞ ♥✐tr♦❣❡♥✱ ❛♥❞
❣r♦✇t❤ ♣❤❛s❡✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ t❤❡ r❡❝♦♥❝✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧s t♦ ♣r❡❞✐❝t st✉❝❦ ❛♥❞
s❧✉❣❣✐s❤ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ t✐♠❡ t♦ s❛✈❡ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞
❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ MMM t❤❛t
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❧✉❣❣✐s❤ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥s✳

❙✇✐t❝❤❡❞ s②st❡♠s ❛♥❞ ❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ❜✉✐❧❞ ❣♦♦❞ ❞❡✲
s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ ❜❛s✐❝ ❝❡❧❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞
t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐✈❡rs❡ t②♣❡s ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ t♦ ❜✉✐❧❞ ❡①t❡♥s✐♦♥
♦❢ ♠♦❞❡❧s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧s
t❤❛t ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ st✐♠✉❧✐✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❲♥t ♣❛t❤✇❛② t♦ ❢❛✈♦r t❤❡ ♦st❡♦❜❧❛st
❧✐♥❡❛❣❡✳ ❇✐♦❘✐❝❛ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ s✇✐t❝❤❡❞ s②st❡♠s✱ ❝♦❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❞②♥❛♠✐❝s✱
❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ❙❇▼▲ ❢♦r♠❛t ✭❬✺✼❪✮✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✮ ❛
❝♦♠♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❢♦✉r ❡ss❡♥t✐❛❧ ❝❡❧❧ ♣r♦❝❡ss❡s✿ ❣r♦✇✐♥❣✱ ❞✐✈✐s✐♦♥✱ ❞✐✛❡r✲
❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♦♣t♦s✐s✳ ■t ✐♥t❡❣r❛t❡s t❤❡ ❚②s♦♥ ♠♦❞❡❧ t♦ r❡❣✉❧❛t❡ t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❛♥❞
❣❡♥❡r✐❝ ♣❛t❤✇❛②s t♦ st✐♠✉❧❛t❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❡❧❧ ❧✐♥❡❛❣❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦st❡♦✲❛❞✐♣♦
♣r♦❣❡♥✐t♦r ❝❡❧❧s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❲♥t ♣❛t❤✇❛② t♦ st✐♠✉❧❛t❡s t❤❡
♦st❡♦❜❧❛st ❧✐♥❡❛❣❡✳
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❚♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇❡ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❊①t❡♥s✐♦♥s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❍②❜r✐❞ ❙②st❡♠s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
s✐♠✉❧❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❇✐♦❘✐❝❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱
❝✉rr❡♥t❧② ✇❡ ✉s❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ (4, 5) ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❙❝✐♣② ❧✐❜r❛r② ♦❢ P②t❤♦♥✱
❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s✳

❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s ✭❬✷✾❪✮ t♦ ♠♦❞✲
❡❧✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✮✳ ❚❤❡ r❡❝❡♥t ②❡❛rs
t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❙②st❡♠s ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❛❝❡s ♦❢
❡✈❡♥ts ❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t②♣❡s ♦❢ s❝❤❡❞✉❧❡rs ✭❬✷✺✱ ✶✶✸❪✮✳ ❚❤❡s❡ ✇♦r❦s ❣✐✈❡ ✐♥s✐❣❤ts
❛❜♦✉t ❤♦✇ ❡①t❡♥❞ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳ ❆s ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❤❡r❡✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❍②❜r✐❞ ❙②st❡♠s✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s✳ ❚♦
✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡♠ ✇✐t❤ ❇✐♦❘✐❝❛✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ r❡✈✐❡✇ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ P②t❤♦♥ ❧✐❜r❛r✐❡s

✶✵✶



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

t♦ s♦❧✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥✲
❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❜r✐❞❣❡s t♦ ♦t❤❡r s♦❢t✇❛r❡ s✉❝❤ ❛s ▼❛t❧❛❜ ❤❛s ♥♦t s❤♦✇❡❞ s❛t✐s❢❛❝t♦r②
r❡s✉❧ts✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❦♥♦✇♥ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ st✐✛♥❡ss ❛♥❞
♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♥♦t ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ❛t t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t✐♠❡s✳ ❋♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s
t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❙✇✐t❝❤❡❞ ❙②st❡♠s ❛s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ♠❡t❤♦❞s t♦ ♥✉✲
♠❡r✐❝❛❧❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡✐r s♦❧✉t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ st❛❜✐❧✐t② ✐♥ st✐✛ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s✳ ❖♥❡ r❡q✉✐r❡s ♠❛♥② ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝r❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ t♦ ♦❜t❛✐♥
❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❲❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣❛rt t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❙♦✱ st✐✛ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✐s♦❧❛t❡❞ t♦ s♣❡♥❞ ♠♦r❡ t✐♠❡ ♦r t♦
✉s❡ str♦♥❣ s♦❧✈❡rs ❥✉st ✐♥ t❤❡✐r s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡st s♦❧✈❡rs
t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s ❛ ❦❡② ♣♦✐♥t✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s mode ❛❞❞s ❛♥♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠✿ ❲❤❛t
❞♦ ✇❡ ❞♦ ✐❢ ❛t t✐♠❡ t ✐t ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ mode ❜✉t t ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦
{t0, t1, . . . , tk, tk+1, . . .}❄ ■t ✐s ♥♦t t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ t♦ ❢❛❝❡ t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲
❧❡♠s ✇✐t❤ ❇✐♦❘✐❝❛✳ ❇❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ✉s❡ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ (4, 5) t❤❛t
❤❛s ❣♦♦❞ r❡s♣♦♥s❡s t♦ t❤❡ st✐✛♥❡ss ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s✳
❚♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♠♦❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t ❤❛♣♣❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡s✱ ❇✐♦❘✐❝❛ ✐♥t❡r✲
♣♦❧❛t❡s t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t✐♠❡✱ ❞♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞ r❡st❛rt
t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ◗❙❙ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❬✻✽❪✮✱
t❤❛t ♣r♦♠✐s❡s t♦ ❛✈♦✐❞ ❜♦t❤ ♣r♦❜❧❡♠s t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳

❚♦ ✜♥✐s❤ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞✐s❝✉ss ❛❜♦✉t t❤❡ ❜❛s✐s✱ t❤❡ ❣♦❛❧s ❛♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡s ♦❢ ♦✉r
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❵❇✐♦❧♦❣② ✐s ♠♦❞✉❧❛r✬✱ t❤❛t
s✉♣♣♦rts t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♠ t♦ ♠♦❞❡❧ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✳
❲❡ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥✱ ❜✉t ♣r❛❝t✐❝❡ s❤♦✇s t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ tr✉❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❛t ✐s tr✉❡ ♦r ♥♦t ✐s ♥♦t r❡❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❚❤❡ ❢❛❝t ✐s t❤❛t t❤❡ ❤✉♠❛♥
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❇✐♦❧♦❣②✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✱ ✐s ♠♦❞✉❧❛r✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧✱ s✉st❛✐♥❛❜❧❡✱
❛♥❞ ✉s❛❜❧❡✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s t❤❡ ✜♥❛❧ ❛✐♠✳ ❙♦✱ ✇❡ ✉s❡
t❤❡ t❤❡♦r② ❤❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❜❛s✐s ❛♥❞ t❤❡ ❇✐♦❘✐❝❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛s t♦♦❧ t♦ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡
♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ r❡❛❧ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✱ t♦ ❞♦ ✐♥ s✐❧✐❝♦
❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ❝❛♣t✉r❡s ❡♠❡r❣✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞
❤②❜r✐❞ s②st❡♠s t❤❡♦r② ❣❛✈❡ ✉s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s✉st❡♥❛♥❝❡ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❞✐✈❡rs❡ t②♣❡s
♦❢ ♠♦❞❡❧s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲❛♠❜✐❣✉♦✉s s❡♠❛♥t✐❝s✳ ❇✐♦❘✐❝❛
❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡s❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✱ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ s②st❡♠s ❜❡❤❛✈✐♦rs ❛♥❞
t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡♠✳

❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❇✐♦t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞
▼❡❞✐❝✐♥❡✳ ❲❡ ❜✉✐❧t ✉s❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✇✐♥❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s ❛♥❞
t❤❡ ❝❡❧❧ ❢❛t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❜♦♥❡ ❛♥❞ ❢❛t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r♠ ♣r❡❝✉rs♦r ❝❡❧❧s✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✇✐♥❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ r❡✉s❡❞ ❛♥❞ r❡❝♦♥❝✐❧❡❞ ❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧s t❤❛t
❞❡s❝r✐❜❡ ♦✈❡r t✐♠❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ ②❡❛sts ❝❡❧❧s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ q✉❛♥t✐✲
t✐❡s ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t♦①✐♥s✳ ❲❡ ❝❤♦s❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞
❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❜❡st ❛❞❥✉st♠❡♥t t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t
♣r♦❝❡ss ♣r♦❜❧❡♠s ❛s st✉❝❦ ❛♥❞ s❧✉❣❣✐s❤ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡♠ ✭❬✶✵❪✮✳ ■t ✐s
❝❧❡❛r t❤❛t t❤✐s ✐❞❡❛ ❝❛♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❜❡✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♠♦r❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❜❡t✲

✶✵✷



✼✳✷✳ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦

t❡r ❛❞❥✉st♠❡♥ts ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❢❡r♠❡♥t✐♥❣ ②❡❛sts✳
❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❡❧❧ ❢❛t❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❜♦♥❡

❛♥❞ ❢❛t ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s ✈❡r② ❛♠❜✐t✐♦✉s✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠♦❞❡❧s t♦
♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❜♦♥❡ ❛♥❞ ❢❛t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❤✇❛②s ✭s✉❝❤
❛s t❤❡ ❲♥t ♣❛t❤✇❛②✮✱ ❛♥❞ ❢❛❝t♦rs ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭s✉❝❤ ❛s ✐♥❝r❡♠❡♥ts ♦❢
❍♦♠♦❝②st❡✐♥❡✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛♥❛❧②③❡ ✐♥ s✐❧✐❝♦ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s t♦ tr❡❛t♠❡♥ts ❢♦r ♦st❡♦♣♦r♦s✐s
❛♥❞ ♦t❤❡r ❜♦♥❡ ♠❛ss ❞✐s♦r❞❡rs✳ ❲❡ t❤✐♥❦ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ✜rst st❡♣ t♦ ❞♦ t❤❛t✳
❲✐t❤ ❛ ♠♦r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❢❛❝t♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❜♦♥❡ ❛♥❞ ❢❛t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞
str✐❝t❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛❞❥✉st♠❡♥ts✱ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦ ❤❡r❡ ❡①♣♦s❡❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❣✐✈❡ ✐♥ s✐❧✐❝♦ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❡❞✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥ts ♦❢
❜♦♥❡ ♠❛ss ❞✐s♦r❞❡rs ❜❡❢♦r❡ t❡st✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ ✈✐tr♦ ♦r ✐♥ ✈✐✈♦✳

❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s✱ ✇❡ t❤✐♥❦ t❤❛t ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t t♦ ❡①♣❧♦r❡ ✐s
♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ❛s ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s✱ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡♠ ✇✐t❤ ❣❡♥❡
r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❦❡② t♦
♦❜t❛✐♥ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✇✐♥❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥
❦✐♥❡t✐❝s✱ t❤❡ ❣❧②❝♦❧②s✐s ♦❢ ②❡❛st ❤❛s ❛ ❦❡② r♦❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❡t❤❛♥♦❧✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s
♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ②❡❛st ✭s♣❡❝✐❡s✱ str❛✐♥✮✱ ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❧❡✈❡❧s ♦❢ s✉❣❛rs✱ ❡t❤❛♥♦❧✱ ❝❛r❜♦♥ ❞✐♦①✐❞❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆s ✇❡
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✱ ❬✶✷❪✮✱ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦s ✐s
✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥❞✐r❡❝t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♥❡s✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❜❡tt❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ❲❡ t❤✐♥❦ t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✱ ✐s
❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✇❛② t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❣❡♥✐❝
r❡❣✉❧❛t✐♦♥✳

❚✇♦ ❦♥♦✇♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❉②✲
♥❛♠✐❝ ❋❧✉① ❇❛❧❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s ✭❉❋❇❆✱ ❬✶✹✱ ✼✹❪✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t ❢♦r✲
♠❛❧✐s♠s ✭❬✶✸✱ ✷✼❪✮✳ ❉❋❇❆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs t✐♠❡ st❡♣s✱ ❛♥❞ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✉s❡s ❋❇❆ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❣r♦✇t❤✱ ♥✉tr✐❡♥t ✉♣t❛❦❡
❛♥❞ ❜②✲♣r♦❞✉❝t s❡❝r❡t✐♦♥ r❛t❡s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♥❡✇ ♥✉tr✐❡♥t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s t❤❛t
❧✐♠✐t t❤❡ ♥❡①t ❋❇❆ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ❬✹❪ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t ❢♦r♠❛❧✐s♠s ❉❊❱❙ ✭❬✶✶✺❪✮ ✐s
✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❣❧②❝♦❧②s✐s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ r❡❛❝t✐♦♥s ❛s ❡✈❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ✇✐s❤ t♦ ✉s❡
♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝ts t♦ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿ r❛♥❞♦♠♥❡ss✱
♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✱ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✳

✶✵✸
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ❑❛③✉②✉❦✐ ❆✐❤❛r❛ ❛♥❞ ❍✐❞❡②✉❦✐ ❙✉③✉❦✐✳ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❤②❜r✐❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s
❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❡❞✐❝❛❧ s②st❡♠s✳ P❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❚r❛♥s✲
❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡t② ❆✿ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧✱ P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❙❝✐✲
❡♥❝❡s✱ ✸✻✽✭✶✾✸✵✮✿✹✽✾✸ ✕✹✾✶✹✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✶✵✳

❬✷❪ ❇r✉❝❡ ❆❧❜❡rts✱ ❆❧❡①❛♥❞❡r ❏♦❤♥s♦♥✱ ❏✉❧✐❛♥ ▲❡✇✐s✱ ▼❛rt✐♥ ❘❛✛✱ ❑❡✐t❤ ❘♦❜❡rts✱
❛♥❞ P❡t❡r ❲❛❧t❡r✳ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❇✐♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❈❡❧❧✱ ❋♦✉rt❤ ❊❞✐t✐♦♥✳ ●❛r❧❛♥❞
❙❝✐❡♥❝❡✱ ✹ ❡❞✐t✐♦♥✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✵✷✳

❬✸❪ ❘ ❆❧✜❡r✐✱ ❊ ❇❛rt♦❝❝✐✱ ❊ ▼❡r❡❧❧✐✱ ❛♥❞ ▲ ▼✐❧❛♥❡s✐✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝②❝❧❡✿ ❋r♦♠
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s t♦ ❤②❜r✐❞ s②st❡♠s✳ ❇✐♦ ❙②st❡♠s✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✶✶✳ P▼■❉✿
✷✶✹✺✸✼✹✽✳

❬✹❪ ❚❤✐❡rr② ❆♥t♦✐♥❡✲❙❛♥t♦♥✐✱ ❋❛❜r✐❝❡ ❇❡r♥❛r❞✐✱ ❛♥❞ ❋r❛♥ç♦✐s ●✐❛♠❛r❝❤✐✳ ●❡♥❡r❛❧
▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ▼❡t❛❜♦❧✐❝ P❛t❤✇❛②s ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❉✐s❝r❡t❡
❊✈❡♥t ❆♣♣r♦❛❝❤✳ ❊①❛♠♣❧❡ ♦♥ ❣❧②❝♦❧②s✐s ♦❢ ❨❡❛st✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❇■❖❈❖▼P
✷✵✵✼✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✱ ♣❛❣❡s ✺✽✕✻✹✱ ▲❛s ❱❡❣❛s✱ ➱t❛ts✲❯♥✐s✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✼✳ ❈❙❘❊❆ Pr❡ss✳
✼ ♣❛❣❡s✳

❬✺❪ ❊r✐❦ ❆r♥❡r✱ P❛❧ ❖✳ ❲❡st❡r♠❛r❦✱ ❑✐rst② ▲✳ ❙♣❛❧❞✐♥❣✱ ❚♦♠ ❇r✐tt♦♥✱ ▼✐❦❛❡❧ ❘②✲
❞é♥✱ ❏♦♥❛s ❋r✐s➹ ❝©♥✱ ❙❛♠✉❡❧ ❇❡r♥❛r❞✱ ❛♥❞ P❡t❡r ❆r♥❡r✳ ❆❞✐♣♦❝②t❡ t✉r♥♦✈❡r✿
❘❡❧❡✈❛♥❝❡ t♦ ❤✉♠❛♥ ❛❞✐♣♦s❡ t✐ss✉❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ❉✐❛❜❡t❡s✱ ✺✾✭✶✮✿✶✵✺✕✶✵✾✱ ❏❛♥✲
✉❛r② ✷✵✶✵✳ P▼■❉✿ ✶✾✽✹✻✽✵✷ P▼❈■❉✿ ✷✼✾✼✾✶✵✳

❬✻❪ ❆♥❞ré ❆r♥♦❧❞✳ ❙②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♥❛❧②s✐s✳
■♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❚❤❡♦r② ♦❢ P❡tr✐ ◆❡ts ✶✾✾✽✱ ♣❛❣❡s ✷✻✕✷✼✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✶✾✾✽✳

❬✼❪ ❆♥❞ré ❆r♥♦❧❞✱ ❉✐❞✐❡r ❇é❣❛②✱ ❛♥❞ P❛✉❧ ❈r✉❜✐❧❧é✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s ✇✐t❤ ▼❊❈✳ ❲♦r❧❞ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❈♦✳✱ ■♥❝✳✱ ✶✾✾✹✳

❬✽❪ ❆♥❞ré ❆r♥♦❧❞✱ ●ér❛❧❞ P♦✐♥t✱ ❆❧❛✐♥ ●r✐✛❛✉❧t✱ ❛♥❞ ❆♥t♦✐♥❡ ❘❛✉③②✳ ❚❤❡ ❆❧t❛❘✲
✐❝❛ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❝♦♥❝✉rr❡♥t s②st❡♠s✳ ❋✉♥❞❛♠✳ ■♥❢✳✱ ✹✵✭✷✲✸✮✿✶✵✾✕
✶✷✹✱ ✶✾✾✾✳

❬✾❪ ▼❛❝❛r❡♥❛ ❙✳ ❆rrá③♦❧❛✱ ▲♦r❡♥❛ ❱❛r❡❧❛✲◆❛❧❧❛r✱ ▼❛r❝❡❧❛ ❈♦❧♦♠❜r❡s✱ ❊♥r✐q✉❡ ▼✳
❚♦❧❡❞♦✱ ❋❡r♥❛♥❞♦ ❈r✉③❛t✱ ▲❡♦♥❛r❞♦ P❛✈❡③✱ ❘♦❞r✐❣♦ ❆ss❛r✱ ❆♥❞rés ❆r❛✈❡♥❛✱
▼❛✉r✐❝✐♦ ●♦♥③á❧❡③✱ ▼❛rtí♥ ▼♦♥t❡❝✐♥♦✱ ❆❧❡❥❛♥❞r♦ ▼❛❛ss✱ ❙❡r✈❡t ▼❛rtí♥❡③✱ ❛♥❞
◆✐❜❛❧❞♦ ❈✳ ■♥❡str♦s❛✳ ❈❛❧❝✐✉♠✴❝❛❧♠♦❞✉❧✐♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦t❡✐♥ ❦✐♥❛s❡ t②♣❡ ■❱
✐s ❛ t❛r❣❡t ❣❡♥❡ ♦❢ t❤❡ ❁■❃❲♥t❁✴■❃✴❜❡t❛✲❝❛t❡♥✐♥ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♣❛t❤✇❛②✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❈❡❧❧✉❧❛r P❤②s✐♦❧♦❣②✱ ✷✷✶✭✸✮✿✻✺✽✕✻✻✼✱ ✷✵✵✾✳
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❬✶✵❪ ❘♦❞r✐❣♦ ❆ss❛r✱ ❋❡❧✐♣❡ ❱❛r❣❛s✱ ❛♥❞ ❉❛✈✐❞ ❏❛♠❡s ❙❤❡r♠❛♥✳ ❘❡❝♦♥❝✐❧✐♥❣ ❝♦♠♣❡t✲
✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✿ ❛ ❝❛s❡ st✉❞② ♦❢ ✇✐♥❡ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ❦✐♥❡t✐❝s✳ ■♥ ❑❛ts✉❤✐s❛ ❍♦r✐♠♦t♦✱
▼❛s❛❤✐❦♦ ◆❛❦❛ts✉✐✱ ❛♥❞ ◆✐❦♦❧❛❥ P♦♣♦✈✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ❛♥❞ ◆✉♠❡r✐❝ ❇✐♦❧✲
♦❣② ✷✵✶✵✱ ✈♦❧✉♠❡ ✻✹✼✾ ♦❢ ❙♣r✐♥❣❡r ▲◆❈❙✱ ♣❛❣❡s ✻✽✕✽✸✱ ❍❛❣❡♥❜❡r❣✱ ❆✉str✐❛✱
❆✉❣✉st ✷✵✶✵✳

❬✶✶❪ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❇❛❧ ❛♥❞ ▲❡♦♥✐❞ ❘②③❤✐❦✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✐♠❡ r❡✈❡rs❡❞ ✇❛✈❡s ✐♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣
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